Finanzmathematik

Volker Betz

1. Grundlagen

(1.1) Beispiel: Call- und Put-Optionen

Optionsscheine und andere sogenannte ,,Derivate sind heute ein wichtiger Bestandteil des Fi-
nanzmarktes und werden oft (und oft zurecht) als Zockerpapiere bezeichnet. Ihr urspriinglicher
Zweck jedoch war (und ist) sehr sinnvoll.

Als Beispiel betrachten wir einen Bauern, der Kartoffeln anbaut. Er méchte sich dagegen ., versi-
chern“, dass er seine Kartoffeln zu einem zu billigen Preis verkaufen muss, etwa weil es eine sehr
gute Ernte gegeben hat und der Marktpreis der Kartoffeln stark gesunken ist. Daher vereinbart
er mit einem Grofhéandler folgendes Geschéft:

e Der Bauer zahlt dem GroBhéndler am 1. April des Jahres die Summe von y Euro.

e Dafiir verpflichtet sich der Héndler, dem Bauern am 1. November des gleichen Jahres
genau 1 Tonne Kartoffeln zum Preis von K Euro abzunehmen, egal was der Marktpreis
m ist.

e Der Bauer ist jedoch nicht verpflichtet, die Kartoffeln fiir diesen Preis zu verkaufen.
Er wird dies nur tun, wenn der Marktpreis geringer als K ist.

e Falls der Bauer iibrigens weniger als 1 Tonne Kartoffeln geerntet hat (oder gar keine
angebaut hat!), so kann er trotzdem profitieren, wenn der Marktpreis geringer als x ist
- er kauft ndmlich dann einfach 1 Tonne zum Marktpreis ein und verkauft sie direkt
an den Héandler weiter. Er gewinnt dadurch sofort K — m Euro.

Der Bauer kauft sich vom Héndler also eine Art begrenzte Versicherung gegen zu niedrige
Preise. Man kann es auch so sehen, dass Bauer und Héndler eine ,, Wette“ eingehen: Der Bauer
gewinnt, wenn K —m — y > 0 ist, andernfalls verliert er.

Daraus sieht man sofort, dass man keinesfalls mehr als K Euro fiir das Recht zahlen sollte, die
Kartoffeln zum Preis K zu verkaufen, denn sonst macht man ein garantiertes Verlustgeschéft
(und der Héndler einen garantierten Gewinn).

Betrachte nun den Marktpreis m als Zufallsvariable mit Erwartungswert E(m); man konnte
vermuten, dass dann faire Preis fiir die Option, 1 Tonne Kartoffeln zum Preis von K Euro zu
verkaufen, durch
y1 = max{K — E(m),0}

gegeben ist, mit dem Argument, dass man ja keinesfalls weniger als 0 Euro zahlen sollte (sonst
lasst man die Option einfach immer verfallen), dass andererseits aber K — E(m) der mittlere
Ausfall an Einnahmen durch zu niedrige Preise ist. Das ist aber falsch! Was einen misstrauisch
stimmen sollte, ist allein schon der Fall, wo K < E(m) ist - dann kostet es den Bauern gar
nichts, sich gegen zu niedrige Preise zu versichern, und in den Jahren, wo sie durch Zufall
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dennoch eintreten, hat er gegeniiber dem Héandler Anspruch auf Auszahlung - er macht also
einen ,risikolosen Gewinn® (sogenannte Arbitrage) gegeniiber der Situation, wo der Héandler
nicht auf dem Markt wiére.

Um den wahren fairen Preis g, zu ermitteln, miissen wir im Moment eine stark vereinfachte
konkrete Situation ansehen. Wir nehmen an, dass es nur zwei mogliche Kartoffelpreise gibt, die
jeweils mit W'keit 1/2 eintreten, und zwar

P(m=10)=1/2,  P(m=1/10)=1/2.

Wir wihlen auerdem K = 2. Nach unserer (falschen) Argumentation oben wire der Preis
einer Option mit dem Recht zum Verkauf zum Preis von K = 2 Euro dann tatséchlich mit
r = 0 Euro anzusetzen, weil ja E(m) = 5.05 > 2 ist. Wie hoch der Preis von r aber tatséchlich
sein sollte, sieht man, wenn man den erwarteten Gewinn des Bauern aus einem Geschéft beim
Preis r ausrechnet:

E(Gewinn Bauer) = P(m = 10) - ,,Gewinn bei m = 10“ + P(m = 1/10) - ,Gewinn bei m = 1/10*

=05-(0-7r)+05- (2 —7r)=0.5(13 — 2r).

Damit der Handel fair ist, sollte weder der Héandler noch der Bauer im Mittel einen Gewinn
erzielen, das bedeutet r = 19/20.

Eng verwandt ist auch folgendes Geschiift: der Héandler zahlt dem Bauern schon im April eine
Summe von 7’ Euro und erwirbt dafiir das Recht (aber nicht die Pflicht), im November fiir den
festen Preis von K’ Euro eine Tonne Kartoffeln von ihm zu kaufen. Er sichert sich also gegen die
Moéglichkeit ab, dass der Marktpreis zu hoch wird. So ein Geschéft wird ,,Call-Option“ genannt
- der Héndler erwirbt das Recht, ein Basisgut zu einem vorher festgelegten Preis vom Vertrags-
partner ,abzurufen“. Das zu Beginn besprochene Geschift ist dagegen eine ,, Put-Option“, hier
erwirbt der Kéufer der Option das Recht, beim Vertragspartner ein Basisgut zum vorher fest-
gelegten Preis ,,abzulegen“. Ein wichtiger Unterschied zwischen den beiden Optionen ist, dass
bei einer Put-Option der mogliche Verlust fiir den Verkaufer der Option begrenzt ist, wahrend
er bei einer Call-Option im Prinzip unendlich grof§ werden kann. Denken Sie dazu an den Fall,
wo der Bauer gar keine Kartoffeln erntet, der Marktpreis aber bei 10.000 Euro liegt - der Bauer
muss dann am Markt fiir 10.000 Euro Kartoffeln einkaufen und sie an den Héndler fiir bei-
spielsweise K = 2 Euro weiterverkaufen, um seinen Vertrag zu erfiillen. Dies gilt natiirlich nur,
wenn der Preis wirklich nach oben unbeschrénkt ist, in unserem oben angegebenen konkreten
Beispiel ist er das nicht. Sie sollten zur Ubung in diesem Beispiel ausrechnen, wie viel so eine
Call-Option wert ist.

Der Inhalt der Vorlesung wird sein, eine Theorie zu entwickeln, die dieses einfache Beispiel auf
kompliziertere Situationen ausdehnt, etwa mit mehreren verschiedenen Basisgiitern, mit mehr
als einem Handelszeitpunkt, und mit mehr als zwei moglichen Preisen.

(1.2) Das Finanzmarktmodell

a) Grundlegende Objekte In der gesamten Vorlesung ist (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum, und 7" € Nund t € {0,...,T}. (F;): < ist eine Filtration von F, d.h. jedes F; ist
eine o-Algebra, und

F, CF, CF firs<t<T.
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Wir nehmen speziell immer an, dass Fo = {0}, Q} und Fr = F ist.

b) Finanzmarktmodell: Sei d € N. Ein Finanzmarkt mit d + 1 Anlagegiitern ist eine Fa-
milie (S?,...,59%) << von Zufallsvariablen auf (€, F,P) mit der Eigenschaft dass

(i):
(ii):

S? ist F-messbar fiir alle 0 < i < d.

Si(w) > 0 fiir alle w € Q.

Wir schreiben oft
SOZ:(StO)ogth s SZ:(SE,...,Sg)ogth, und SZ(S?,...,Sg)ogth:(SO,S).

c) Interpretation:

Die Zeitpunkte t < T bezeichnen die (endlich vielen) Gelegenheiten, Giiter (meist:
Aktien) zu kaufen oder zu verkaufen.

Es befinden sich d + 1 Giiter am Markt. Der Wert S; ist der (durch den Zufall be-
stimmte) Marktpreis des i-ten Gutes zum Zeitpunkt ¢.

Das Gut mit der Nummer 0 hat eigentlich immer eine Sonderrolle (daher auch die be-
sondere Notation): es reprisentiert das ,,Geld“ und ist normalerweise keinen zufilligen
Schwankungen unterworfen. Im allgemeinen Finanzmarktmodell ist dies jedoch nicht
gefordert.

Die F;-Messbarkeit von S! bedeutet, dass E(S} | F;)(w) = Si(w) fiir P-fast alle w € Q.
Man kann also aufgrund der Information, die in der o-Algebra F; steckt, den Preis
aller Giiter zum Handelszeitpunkt ¢ herausfinden. Da F, C F; fiir s < ¢ ist, bedeutet
das auch, dass man zum Zeitpunkt ¢ (also mit der durch F; gegebenen Information)
auch die Preise S7, s < t aus der Vergangenheit kennt.

Die Bedingung Fy = {0, Q} bedeutet, dass wegen der Fy-Messbarkeit von S der Preis
zu Beginn der Handelsperiode keinem Zufall unterworfen ist: w +— S?(w) ist P—fast
sicher konstant.

Die Bedingung Fp = F dient nur der Bequemlichkeit - wire Fr # F, dann koénnte
man von vorneherein die globale o-Algebra F verkleinern (ndmlich zu Fr) und hétte
nichts verloren, da unser Modell keine Zufallsvariablen enthélt, die nicht Fpr-messbar
sind.

d) Bemerkungen:

Ein Objekt S = (S?,...5%) wie oben definiert heifit stochastischer Prozess mit
Indexmenge {0, ..., T} und d+1 reellen Komponenten. Die einzelnen Prozesse (S}); < 1
(mit je einer reellen Komponente) heilen auch Preisprozesse.

Im Finanzmarktmodell stecken zwei (unrealistische) implizite Annahmen: erstens, dass
Kaufs- und Verkaufspreis der Giiter fiir mich als Marktteilnehmer gleich hoch sind (es
gibt also keinen sogenannten , spread ), und zweitens, dass der Rest des Marktes vollig
unabhéngig von meiner eigenen Kaufaktivitdt funktioniert. Letztere Annahme wird
besonders dann falsch, wenn meine Kaufaktivitdt sehr hoch ist; die Vernachliassigung
dieser einfachen Tatsache trug nicht unwesentlich zur Entstehung der Finanzkrise 2009
am amerikanischen Immobilienmarkt bei.
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(1.3) Beispiel: Binomialmodell

Das Binomialmodell (oder Cox-Ross-Rubinstein (CRR)-Modell) macht fiir jede der d + 1 Zu-
fallsvariablen im Finanzmarktmodell die gleiche Vereinfachung, die wir schon im Beispiel (1.1)
gemacht hatten: es gibt nur zwei Basisgiiter (eines davon ist nicht zuféllig) und nur zwei mogliche
Preisinderungen in jedem Handelsschritt. Tatséchlich geht die Spezialisierung noch etwas wei-
ter, denn man verlangt sogar, dass sich in jedem Schritt der Preis entweder um den Faktor u
dndert (man denkt an u > 1 und daher an eine Erhohung des Preises, daher u wie ,up*), oder
um den Faktor d dndert (man denkt an d < 1 und daher an eine Reduzierung des Preises, d
wie ,down“). Achtung: dieses d ist nicht das gleiche wie dasjenige, das die Basisgiiter z&hlt.

Formale Definition: Das Binomialmodell ist ein Finanzmarktmodell mit zwei Basisgiitern
(S?)() <t<T und (Stl)o <t<T- Hierbei ist

S = (1+47) mit r > —1,

SY modelliert ein auf einem Konto angelegtes Geld, das r* 100 Prozent Zins pro Handelsperiode
bringt. Negative Zinsen sind moglich!

Fiir die Modellierung von (S})o < ¢ < 7 seien s > 0, u,d € R mit 0 < d < u, und p € (0,1). Wir
betrachten T' unabhingige Zufallsvariable X1, ..., Xp mit P(X; =u) =p=1—-P(X; = d) fur
alle 7, und setzen

t
Stl = Sp H Xz
i=1

Die Filtration ist durch (F;); < r mit F; = o(Xy,..., X}) = o(Sy,...,S;) gegeben - als Ubung

sollten sie sich iiberzeugen, dass die Gleichheit = tatsichlich gilt.

A s}

Als Beispiel sei u = 1.2, so - 1.2 -
d = 0.5; angenommen, man 50
hatXlzu,ngd,X?):

d, X, = u ,gewirfelt®.

Die nebenstehende Abbil- 50-1.2-0.5+
dung zeigt dann die Werte s0-(1.2)2-(0.5)2-
von S} firt=1,...,4. 50 1.2 (0.5)]

T T T T >

1 .
Anstatt mit Zufallsvariablen kann man das Binomialmodell auch konkret auf einem W-
Raum definieren: man setzt

Q={u,d}" ={(w1,...,wr):w; € {u,d} V1 <i<T},
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und auf (2, P(£2)) das W-MaB

T
P({(wr,....wr)}) =] <p]1{th:u} +(1- p)ﬂ{w:d}> = pizt M= (1 — p)2imr M=),

t=1

Nun setzt man X;(w) = w; und definiert S} wie oben, oder man setzt konkret

t
Siwr, .., wr) = SOH%‘.
i=1

Da S} nur von wy, ...,w; abhiingt, besteht die o-Algebra F; = o(Si,...,S;) nur aus Mengen
A C §, bei denen es nicht von wy 1, ...,wr abhéngt, ob w € A ist. Tatséchlich besteht sie sogar
genau aus allen solchen Mengen (warum?).

(1.4) Portfolios und Handel

Sei S = (S, ...,5%) ein Finanzmarktmodell. S! ist der Preis (pro Stiick) eines einzelnen Han-
delsgutes zur Zeit t. Ein Investor, der jeweils H® Stiick des i-ten Handelsgutes besitzt, hat
daher ein Gesamtvermogen von Y. H'S! zum Zeitpunkt 7. Fasst man S, = (S!),—...
H = (H i)i:O,...,d als d + 1-dimensionale Vektoren auf, dann kann man das auch mittels des
Skalarproduktes kiirzer als H - S; schreiben. Den Vektor H nennt man auch das ,, Portfolio“ des
Investors.

Betrachten wir nun einen Investor, der vor der ersten Handelsperiode jeweils H? Stiick vom
i-ten Handelsgut besitzt. Er startet also mit einem Vermogen von H;p - Sp. Nach der ersten
Handelsperiode haben sich die Preise geéindert, und das Vermégen des Investors ist nun Hy - S;.
Er erhdlt nun die Gelegenheit, sein Portfolio umzuschichten, also Gewisse Handelsgiiter zum
aktuellen Marktpreis zu verkaufen und andere zu kaufen. Nach dem Umschichten, aber vor der
zweiten Handelsperiode, hat der Investor daher nun Hi Stiick vom i-ten Handelsgut, und sei
Portfolio hat den Wert H, - S;. Nun folgt die zweite Handelsperiode, nach der der Investor ein
Vermogen von H, - Sy besitzt, und so weiter.

Hierbei machen wir zwei wichtige Annahmen: erstens wir gehen davon aus, dass HY das ,,Geld “
des Investors darstellt, und zwar alles Geld, das er hat. Es ist ihm also nicht méglich, ,,von
auBen®“ Geld in sein Portfolio zuzuschieflen, ebenso zieht er nie Geld ab, sondern eventuel-
le Gewinne, die er nicht re-investieren will, parkt er in HY. Dies bedeutet insbesondere, dass
H,-S, = Hy-S; sein muss (oder allgemeiner H, -5 = P_[tﬂ . gt), da ja beim Umschichten der
Portfolios das Gesamtvermogen gleich bleiben muss. Zweitens darf der Investor bei der Um-
schichtung seines Portfolios alle Information nutzen, die er bis zu diesem Zeitpunkt hat - er darf
also fiir die Wahl von H, die Marktpreise der Giiter bis zum Zeitpunkt ¢ = 1, und allgemeiner
fiir die Wahl von H, die Werte von Sy, Si,...S;_1 als Entscheidungskriterium benutzen. Er
kénnte etwa entscheiden, das dritte Handelsgut véllig zu verkaufen, wenn dessen Preis S? zum
Zeitpunkt t hoher ist als jemals zuvor. Was er aber nicht tun darf, ist Information iiber den
Wert von S, in seine Wahl von H; einflieBen zu lassen - denn die ¢-te Handelsperiode findet ja
erst nach der t-ten Portfoliobildung statt », und der Investor kann nicht wissen, wie hoch der

Dhierbei ist das anféngliche Portfolio H; als erste Umschichtung gewertet, wenn man will kann man H so
wéhlen, dass alles Vermogen im 0-ten Handelsgut (Geld) steckt
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Preis nach dieser Handelsperiode sein wird.

Im Folgenden wird dies alles mit Hilfe von Definitionen formalisiert.

(1.5) Definitionen

Sei (2, F,P, (F)t <1, (St)t < ) ein Finanzmarktmodell mit d + 1 Handelsgiitern.

a) Eine Handelsstrategie ist ein stochastischer Prozess (Hy, ..., Hy) mit H, := (H},... , H) €
R und H; := (HY,..., H) € R¥! fiir alle ¢, und mit der Eigenschaft, dass jedes H; eine F;_;-
messbare Zufallsvariable ist. Ein stochastischer Prozess mit dieser Messbarkeitseigenschaft heift
auch (beziiglich (F;)) vorhersagbarer Prozess.

b) Der Wert des zur Handelsstrategie H gehérigen Portfolios am Ende der t-ten Handels-
periode ist durch H, - S; gegeben.

Der Wert am Anfang der t + 1-ten Handelsperiode ist durch H,,, - S; gegeben.
c) Eine Handelsstrategie heifit selbstfinanzierend, wenn H, -5 = Ht+1 .S, fiir alle t.

d) Der (nicht zufillige!) Wert H; - Sp wird als Anfangskapital bezeichnet. ¢) Der reellwertige
stochastische Prozess (V;)o < <1 mit Vo = Hy - Sp und V; = H, - S; heifit Vermdgensprozess

zur Handelsstrategie H.

(1.6) Bemerkungen und Beispiele

a) Die Vorhersagbarkeit erzwingt, dass H, nur von den Preisen Sy, ..., S, abhingt, wir also
nicht in die Zukunft sehen konnen.

b) Selbstfinanzierend bedeutet wie oben besprochen, dass nach dem Beginn der ersten Handel-
speriode kein Geld mehr von auflen in das Portfolio einflieBen darf, und auch keines abgezogen
werden darf.

c) Fiir eine selbstfinanzierende Handelsstrategie konnte man auch V, = H, - S, fiir alle
0 <t < T —1 definieren.

d) Das Anfangskapital ist unwichtig - da H? auch negative Werte ‘annehmen kann, darf man
sich auch Geld leihen. Man kann also (wenn man will) immer mit H; - Sy = 0 starten.

e) Auch die H} mit 7 > 0 koénnen negative Werte annehmen. Dies reprisentiert sogenannte
,Leerverkaufe“ von Basisgiitern.

f) Beispiel: Das Bild rechts stellt den Verlauf
einer Aktie dar, die mit dem Wert sq startet, in
der ersten Handelsperiode steigt, und dann in
der zweiten stark fillt. Eine vorteilhafte Han-
delsstrategie wire es, zunichst beispielsweise 5
Stiick der Aktie zu kaufen, dann nach der ersten *
Handelsperiode alle zu verkaufen. Also: H{ = 5,
H? = 0. Der Vermogensprozess wiirde dann
(anders als der Preisprozess der Aktie) in der
zweiten Handelsperiode nicht fallen.

Allerdings ist eine Strategie der Form ,ich verkaufe eine Aktie in der Handelsperiode, bevor

- Preis zur Zeit 0: sg

- halte 5x Aktie 1 zwischen Zeit 0 und Zeit 1
- Preis steigt auf sp - u

- halte Ox Aktie 1 zwischen Zeit 1 und Zeit 2
- Preis fallt auf s -u-d

v
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sie fallt“ keine giiltige Handelsstrategie im Sinne unserer Definition (warum?). Trotzdem kann
man fiir ein konkretes w (fiir einen konkreten Verlauf des Marktes) durchaus das Gliick haben,
dass es so kommt!
Nehmen wir an, dass S) = SY = S = 1 ist. Eine mogliche Handelsstrategie zum obigen Bild
ist
H)=0,H} =5, H,=0,H)=?,

und damit diese Strategie selbstfinanzierend ist, muss man HY = 5syu wihlen, falls die Ak-
tie im ersten Schritt steigt; wenn sie aber nicht steigt sondern fallt, dann wére die Strategie
nur mit HY = 5sod selbstfinanzierend. In der Notation aus Beispiel (1.3) muss man also die
Handelsstrategie

HY=0,H =5, H;=0,H)="55X,,
wéhlen, wenn man in jedem Fall nach der ersten Handelsperiode verkaufen will. Daran sieht
man schon, dass eine selbstfinanzierende Handesstrategie selbst dann meist vom Zufall abhéngt,
wenn wir uns zum Zeitpunkt 0 schon festlegen, was wir in jedem Schritt tun werden!

Falls nun tatséchlich X; = u gilt, dann ist der zugehdrige Vermogensprozess durch
Vo = 580, Vl = 580u, VQ = 580u

gegeben, denn in der letzten Handelsperiode sind wir von dem Wertverlust von S* nicht mehr
betroffen. In diesem Fall hatten wir ein Anfangskapital von 5so. Mit Anfangskapital 0 wére die
gleiche Handelsstrategie durch

H? = —5sy, Hi =5, HY = —5s9 + 5s0X1, H =0

gegeben, wir leihen uns also zunéchst 5sy Euro von der Bank, und zahlen nach der ersten
Handelsperiode die Summe von 5spu Euro auf das Konto ein. Der Vermogensprozess ist (im
Falle von X; = u) gegeben durch

Vo = O,Vl = 580<U — 1),V2 = 580(U — 1),

er unterscheidet sich also von dem obigen nur um den konstanten Betrag 59, das Anfangska-
pital im ersten Fall. Uberlegen Sie sich, dass dies auch in komplizierteren Féllen immer so sein
muss.

g) Es gilt: jede P-fast sicher konstante Handelsstrategie (also H}(w) = H'(w) fiir P-fast alle w,
alle 1 < d und alle s,t < T ist selbstfinanzierend.

h) Die Menge aller Handelsstrategien bildet einen Vektorraum, einen Teilraum einer des Vektor-
raums aller stochastischen Prozesse mit Indexmenge {0, ..., T} und Werten in R*1. Die Menge
aller selbstfinanzierenden Handelsstrategien bildet einen linearen Teilraum dieses Vektorraums,
ist also selbst ein Vektorraum (Beweis: Ubung).

(1.7) Numéraire und Diskontierung

a) Definition: In einem Finanzmarktmodell habe (S?); < r die Form
S = (1+47) mit r > —1.

Dann heifit (S7); < 7 Numéraire fiir dieses Finanzmarktmodell.

b) Bemerkungen: Wir werden im folgenden immer annehmen, dass SP ein Numéraire ist - dies
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haben wir auch schon in Beipsiel (1.3) so gemacht. > —1 ist die Zinsrate; mit ihr kann man
sowohl Inflation als auch Anlagezinsen bei risikolosen Anlagen modellieren - risikolos deshalb,
weil ja S nicht vom Zufall abhéngt.

c) Definition: Sei S = (S°,...,5%) ein Marktmodell mit Numéraire (S°). Dann heifit der
stochastische Prozess
X=X% . XYH=(X2,.... X octcr mit X/ = % fiir alle t < T,i < d
t
das diskontierte Marktmodell zu S.

d) Bemerkungen: Im diskontierten Marktmodell ist immer X} = 1, die Zinsrate / Inflation ist
also ,,herausgerechnet “. Es handelt sich hierbei um eine klassische Reskalierung auf einheitenlose
GroBen: wihren etwa S? den Wert des i-ten Handelsgutes in einer Wiihrung angibt (zum Beispiel
im Euro im Jahr 2020), ist X} so etwas wie die Kaufkraft, die in einer Einheit des Handelsgutes
steckt. X/ ist einheitenfrei, es sagt lediglich, wie viele Einheiten des aktuellen Zahlungsmittels
(Geld) man bekommen wiirde, wenn man eine Einheit von X verkauft. Insbesondere ist X
unabhéngig davon, in welcher Wahrung der Numéraire angegeben wurde.

(1.8) Lemma

Sei S ein Finanzmarktmodell mit Numéraire, X das zugehdrige diskontierte Modell. Eine
Handelsstrategie H ist genau dann selbstfinanzierend beziiglich S, wenn sie selbstfinanzierend
beziiglich X ist.

Beweis: Ubung. 0

(1.9) Definition

Sei S ein Finanzmarktmodell mit Numéraire, X das zugehorige diskontierte Modell, und H
eine Handelsstrategie.

a) Der stochastische Prozess (V;)o <+ < 7 mit

‘/(]:HI'Xm W:Ht'Xtﬁirt>1u
heifit diskontierter Vermogensprozess zu X und H.
b) Der stochastische Prozess (Gy)o < <1 mit Gy = 0 und

t d

Gy = (H e AX); := Xt:Hs (X — X)) = ZZH;O(; - X))

s=1 1=0

heifit diskontierter Gewinnprozess zu X und H.
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(1.10) Bemerkungen

a) Die Notation (H @ AX), =Y.' H,- (X, — X,_;) ist in der stochastischen Analysis iiblich
und bezeichnet das (hier diskrete) stochastische Integral. Die Analogie zum Integral ergibt sich
aus der Formel

/Otf<8)g/(8) ds = ,}E&if(i) (g(%) —g(%)),

die (under anderem) fiir beschrénkte f, g und stetig differenzierbares g gilt. Formeln dieser Art
werden spéter in der stochastischen Analysis sehr wichtig, im Moment fiihren wir aber den
Grenzwert nicht durch und ersetzen nur f durch H und g durch X.

b) Im Zusammenhang mit Martingalen haben wir in der Vorlesung ,, Probability Theory“ eine
dhnliche Formel kennengelernt. Hier war H eine ,,gambling strategy“, und G die Martingal-
transformation von S (falls S ein Martingal ist). H musste ebenfalls vorhersagbar sein. Wir
werden noch sehen, das der Zusammenhang zu dieser Theorie weit iiber diese Beobachtung
hinausgeht.

¢) Man kann fiir den diskontierten Gewinnprozess auch den Numéraire weglassen: es gilt

t t
Gt = Zﬁs : (Xs - Xsfl) = ZHS : (XS - Xsfl>
s=1 s=1

(warum?).

(1.11) Lemma

Sei X ein diskontiertes Marktmodell und H eine Handelsstrategie. H ist selbstfinanzierend
genau dann, wenn V; = V + G| fiir alle ¢t > 0 gilt.

Beweis: Ubung - intuitiv ist das aber klar, denn das Vermdgen im Portfolio ist dann genau
das Startvermdgen plus der Gewinn. 0

(1.12) Satz

Sei X ein diskontiertes Marktmodell, H = (H}, ..., H%); < ; < r ein (J;)-vorhersagbarer Prozess,
und vy € R. Sei G; := 22:1 H (X, — Xs_1), und fiir t > 1 setze

HY = vy + Gy — Hy - X1

Dann ist H = (HY,...,H%); <;<r eine selbsfinanzierende Handelsstrategie zu X mit An-
fangskapital vg. Zu gegebenem H ist dies die einzige selbstfinanzierende Handelsstrategie mit
Anfangskapital vy.

Beweis: Zunichst sollten wir wieder intuitiv verstehen, warum HY so definiert sein muss,
wie wir es gemacht haben. Zum Zeitpunkt ¢ haben wir ndmlich auler dem Anfangskapital vg
auch den bisher erzielten Gewinn (oder Verlust) G;_; zur Verfiigung. Davon investieren wir
H; - X, 1 in die verschiedenen Basisgiiter Nummer 1 bis d, der Rest, also v+ Gy_1 — Hy - X;_1,
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muss folglich auf unser ,Bargeldkonto® (Basisgut Nummer 0) gelegt werden. Dies ist dann
gerader HY.

Formal geht der Beweis so: H; ist vorhersagbar, denn G, ist adaptiert, daher ist G;_; € mJF,_;
(das heifit: F;_1-messbar) fiir alle t. Ebenso ist H; € mF;_; (da H vorhersagbar) und X; ; €
mF;_1, da X adaptiert. Nach den Rechenregeln fiir Messbarkeit ist daher auch H, € mJF,_; fiir
alle t. Also ist H eine Handelsstrategie. Aulerdem ist H selbstfinanzierend, denn wegen X? = 1
fiir alle ¢ ist

Vi=H,-X,=H,-X,+H =H,- X, +vo+ G, — H - X4,
= Vo + Gt—l + Ht . (Xt — Xt—l) = Vo + Gt (ast)
nun verwende Lemma (1.11).

Sei nun H = (H°, H',... H?) irgend eine Handelsstrategie, die mit H auf den Basisgiitern 1
bis d iibereinstimmt, und mit Anfangskapital Vy = vg. Wegen X? = 1 fiir alle ¢ ist

und
~ ~ = el ! t [ \ %
Gy=) H, (X,—X.1) = § Hy - (X — Xo1) = E Hy- (X, — X,) =Gy

Nach Lemma (1.11) ist H selbstfinanzierend genau dann, wenn fiir ihren Vermogensprozess 1%
und Gewinnprozess G die Beziehung V, = vy + G, gilt. Mit den obigen Gleichheiten ist also H
selbstfinanzierend genau dann, wenn

Vi+ (HY — HY) = v + G, = A —H =w+ G-V, 2o

Mit anderen Worten: H ist selbstfinanzierend genau dann, wenn H? = HY? fiir alle ¢ gilt, also
wenn H = H ist. 0J

(1.13) Definition

Sei ZSt)t <7 ein Finanzmarktmodell mit d Basisgiitern, K > 0, 7 < d
a) Die Zufallsvariable CP"* mit

CP"(w) = Dy (wy<rcy (B — Sp(w))

heifit (européische) Put-Option (oder européischer Put) auf das i-te Basisgut mit Falligkeitsdatum
T und Strike-Preis K. Der eigentlich richtige Name wére ,, Wert einer européischen Put-Option
am Falligkeitsdatum “.

b) Die Zufallsvariable " mit
Ccall( ) = ]1{52 > K}(S (w) — K)

heifit (européische) Call-Option (oder européischer Call) auf das i-te Basisgut mit Falligkeitsdatum
T und Strike-Preis K. Der eigentlich richtige Name wére ,, Wert einer européischen Call-Option
am Falligkeitsdatum “.
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Bemerkungen: CP" modelliert das Recht, zum Zeitpunkt T eine Einheit des Basisgutes
Nummer ¢ zum Preis von K zu verkaufen. Da es nicht sinnvoll ist, dieses Recht auszuiiben,
wenn man am freien Markt einen hoheren Preis als K fiir das Basisgut bekommt, ist CP"* = 0
falls S%(w) > K. Im anderen Fall ist dieses Recht genau so viel wert wie die Differenz aus K
und dem Preis, den man ohne es erzielen kénnte, also K — S&(w). Analog gilt das fiir C®!": man
erwirbt das Recht, zum Zeitpuntk 7" eine Einheit des Basisgutes Nummer ¢ zum Preis von K
zu kaufen, und iibt es nur aus, falls der Marktpreis hoher als (oder gleich hoch wie) K ist.

(1.14) Put-Call-Paritit

Eine wesentliche Frage der Vorlesung wird sein, wie viel man bereit sein sollte, zum Zeitpunkt
t < T fiir eine Option mit Falligkeitszeitpunkt 7" und Strike-Preis K zu bezahlen. Natiirlich
wird die Antwort auf diese Frage davon abhiéngen, wie der Preis S} des relevanten Basisgutes
im Moment ist, aber auch davon, was wir iiber die zukiinftige Entwicklung von (S%); <<t
zu wissen glauben, also vom Wahrscheinlichkeitsmafl P, das das Finanzmarktmodell bestimmt.
Jetzt schon kénnen wir eine einfach Beobachtung machen:

Sei P(i,t,T, K) der Preis einer Put-Option und C(i,¢,7, K) der Preis eine Call-Option zum
Zeitpunkt t, jeweils auf das i-te Basisgut, mit Strike-Preis K und Falligkeit T'. Wir nehmen an,
dass S? = 1 fiir alle ¢, also keine Anderung des Geldwertes. Nehmen wir an, H! = 1 fiir alle
t <s< T und Hg = 0 fiir alle anderen j < d. Nun kaufen wir eine Put-Option auf das i-te
Basisgut und verkaufen eine Call-Option auf dieses Basisgut. Wenn man die Optionen auch als
Basisgiiter modellieren will (z.B. die Put-Optionen als d+ 1-tes Basisgut und die Call-Optionen
als d + 2-tes), dann wiirde dies H¢™! = 1 und H¢™? = —1 bedeuten. Zum Zeitpunkt 7" gibt es
dann zwei Moglichkeiten:

(1) St < K. Dann verkaufen wir unser Basisgut mit Hilfe der Put-Option fiir den Preis
von K. Unser Vertragspartner wird auf die Ausfithrung der von uns gekauften Call-
Option verzichten, da dies Ausfithrung ihm nur Verlust (und uns Gewinn) bringt. Unser
Gesamtportfolio inklusive der Optionen ist also genau K Geldeinheiten wert.

(2) Si > K. Der Kiufer unserer Call-Option wird nun von uns ein Basisgut zum Preis
von K kaufen wollen. Wir verkaufen ihm unser im Portfolio befindliches Basisgut zu
diesem Preis. Unsere Put-Option lassen wir ungenutzt. Auch in diesem Fall haben wir
daher genau K Geldeinheiten.

Aus dieser Uberlegung koénnen wir ableiten, dass zwingend die Gleichung
Si+ P(i,t, T,K) — C(i,t,T,K) = K

gelten muss - dies ist die sogenannte Put-Call-Paritdt. Warum muss sie gelten? Wire etwa
S+ P(i,t,T,K) — C(i,t,T,K) = Ky < K, dann wiirden wir uns zum Zeitpunkt 7" wie
oben beschrieben mit einer Einheit des i-ten Basisgutes, einer Put-Option und einer negativen
Call-Option zum Gesamtpreis von K eindecken, und zum Zeitpunkt 7" ohne jedes Risiko K
Geldeinheiten besitzen. Wir hétten also eine Moglichkeit gefunden, ohne Risiko mit unserem
Investment die Zinsrate (die ja 0 ist) zu schlagen. Wir hétten also eine Arbitrage-Moglichkeit
gefunden! Da wir sicher nicht die einzigen sein werden, denen das aufféllt, wird bald niemand
mehr bereit sein, die Optionen zu den bisherigen Preisen anzubieten, da unser sicherer Gewinn
ja auf der anderen Seite einen sicheren Verlust erzeugt. Die Preise werden sich also so anpassen,



12 VOLKER BETZ

dass dieses Schlupfloch geschlossen wird.?
Die obigen Uberlegungen kann man auch in der Gleichung

Sr(w) + €™ (w) = €M (w) = Sp(w) + Ligy wy<xy (K = S1(w)) = Ligi ) » 1) (S7(w) — K) = K

ausgedriickt werden, die den Wert unseres Portfolios zum Zeitpunkt 7" beschreibt. Bilden wir
nun die bedingte Erwartung beziiglich der o-Algebra F; auf beiden Seiten der Gleichung, dann
erhalten wir

E(SL | F) + E(CP|F,) — E(CMF,) = K.

Es ist nun verniinftig, P(i,t,T, K) = E(CP"|F;) und C(i,t,T, K) = E(C*|F;) zu verlangen:
denn die Interpretation von E(CP"|F;) ist ja genau, dass dies die bestmogliche Vorhersage iiber
den wahren Preis CP" eine Call-Option zum Zeitpunkt ¢ < T ist, die aufgrund der in F; zur
Verfiigung gestellten Information moglich ist. Diese Grofle (die ja eine Zufallsvariable ist und
daher insbesondere von den beobachteten Werten von S¢(w), s < t, abhéingen darf) ist also der
verniinftige Preis, den man zu zahlen bereit sein sollte, um eine Call-Option zu erwerben.
Wenn man also daher davon ausgeht, dass P(i,¢,T,K) = E(C*"|F) und C(i,t,T,K) =
E(C!| F,) gilt, dann gilt die Put-Call-Paritiit genau dann, wenn

E(Sr|F) = S

Mit anderen Worten: die Put-Call-Paritét gilt genau dann, wenn (S}); < 7 ein Martingal ist!
Diese Beobachtung ist die Grundlage fiir die Arbitrage-Theorie, die wir im néchsten Kapitel
genauer behandeln werden.

Ubungsaufgabe: Ubertragen Sie alle obigen Uberlegungen auf den Fall mit Diskontierung,
also wo SY = (1 — r)! mit ¢ # 0 ist.

(1.15) Long- und Shortpositionen, unbegrenzte Verlustrisiken

a) Bei einer Long-Position auf Basisgut Nummer 4 kauft man H; > 0 Stiick davon ein, das
kostet H;S! Geldeinheiten. Nach der nichsten Handelsperiode hat das Paket aus Basisgiitern,
das man besitzt, den Wert H;S} ,, und wenn man es dann wieder verkauft, hat man (weil ja
Sii1 = 0 sein muss) einen Gewinn/Verlust von

Hi(Si = S) > — HiS;

erzielt. Im schlimmsten Fall verliert man also das gesamte eingesetzte Kapital.

b) Anders sieht es aus, wenn man eine Short-Position eingeht. Diese unterscheidet sich formal
nur durch das Vorzeichen von der Long-Position, aber in der Praxis ist der Unterschied enorm.
Man ,,bezahlt“ ndmlich zunéichst —H;S; Geldeinheiten, also bekommt in Wirklichkeit H; S}
Geldeinheiten ausgezahlt. Dafiir aber verpflichtet man sich, dem Vertragspartner zu jedem von
ihm gewiinschten Zeitpunkt 7' > t eine Anzahl von H; Aktien kostenfrei zu iiberlassen. Wenn

2)Zumindest in der konomischen Theorie ist das so - in der Wirklichkeit gibt es ganze Industrien, die (etwa
mittels High-Freqency-Trading) gerade diesen Arbitrage-Moglichkeiten hinterherjagen. Entgegen der Beteue-
rungen der Nutzniefler dieser Methoden haben solche Auswiichse keinen 6konomischen Nutzen, werden aber
(aus naheliegenden Griinden) dank gezielter Lobbyarbeit nicht verboten oder erschwert.
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man diese nicht hat, muss man sie sich eben am Markt besorgen, und zwar egal was sie kosten!
Der Gewinn/Verlust aus diesem Geschift ist nach einer Handelsperiode also

_HZ( Z+1 - S;)u

und da S}, nicht nach oben beschrénkt ist, kann man hier beliebig viel Geld verlieren - so
geschehen in jlingerer Vergangenheit mit Spekulanten auf Werte wie GameStop.

2. Arbitragetheorie

(2.1) Definition

Sei S = (St)¢ < r ein Finanzmarktmodell mit Numéraire. Eine selbstfinanzierende Handelsstra-
tegie H heifit Arbitragemoglichkeit (oder einfach Arbitrage) zu S, wenn fiir ihren diskon-
tierten Vermogensprozess V' gilt:

(i): Vo <0,

(ii): P(Vp > 0) =1, und

(iii): P(Vp > 0) > 0.

Ein Finanzmarkt S heiBt arbitragefrei, wenn keine Arbitragemoglichkeit zu S existiert.

Man kann also bei einer Arbitrage mit Vermogen Vy < 0 starten und hat am Ende mit
positiver Wahrscheinlichkeit einen Gewinn erzielt. Andererseits hat man wegen P(V; > 0) = 1
sicher (eigentlich: P-fast sicher) nichts verloren. Nur die Forderungen (i) und (ii) kann man
iibrigens immer durch die leere Handelsstrategie H; = 0 erfiillen. Wenn man risikolos einen
Gewinn von 1 erzielen kann, so kann man risikolos einen beliebig hohen Gewinn (mit der gleichen
W’keit) erzielen, denn zu einer Arbitrage H ist immer aH fiir o > 0 auch eine Arbitrage.

(2.2) Beispiel
SeiT=1,d=1,5)=5)=1,5} =1, und
P(S;=2)=p=1-P(S, =1).
Der Wert des Basisgutes erhoht sich also mit Wahrscheinlichkeit p um eine Einheit, mit Wahr-

scheinlichkeit 1 — p bleibt er gleich - er kann aber nicht sinken, das ist das entscheidende. Die
Anlagestrategie

HY=—-1,H =1
fiihrt zu dem Vermdogensprozess
Vo=1-1=0, PV,=0=PS;=1)=1-p, PVi=1)=p,

somit ist diese Handelsstrategie eine Arbitrage, falls p > 0. Es sollte auch klar sein, warum:
man kauft ein Gut, das sich mit positiver W’keit schneller als das Geld verteuert, aber sicher
nicht langsamer. Das Gut war also zum Zeitpunkt 0 ,,zu billig“!
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(2.3) Lemma

Sei S ein Finanzmarkt.

a) Eine Handelsstrategie H ist genau dann eine Arbitrage, wenn fiir den nicht diskontierten
Vermogensprozess V gilt:

V<0, PWVr=0)=1, PVr>0)>0.

b) In S existiert genau dann eine Arbitrage, wenn es ¢ € R und eine Handelsstrategie H gibt,
so dass fiir den zugehorigen diskontierten Vermogensprozess V' gilt:

Vo <ec, P(VTEC):L P(VT>C)>O.

Beweis: Ubung.

(2.4) Lemma
Sei S = (S2,...,59)0<¢<r ein Finanzmarkt mit Numéraire. S ist arbitragefrei genau dann
wenn fiir jeden vorhersagbaren Prozess H = (H}, ..., H%); < < 7 gilt: der diskontierte Gewinn-

prozess G zu H zu erfiillt die Implikation

(%) Gr > 0 P-fast sicher — Gt =0 P-fast sicher.

Beweis: Sei zuniichst H ein vorhersagbarer Prozess, fiir den die Implikation () nicht gilt, wo
also Gr > 0 P-fast sicher, aber P(Gr > 0) > 0. Nach Satz 1.12 kann H zu einer selbstfinan-
zierenden Handelsstrategie H mit H} = H; fiir alle t < T und i > 1, und mit Anfangskapital
v = 0, ergidnzt werden. Wegen Lemma (1.11) gilt fiir den zugehdrigen Vermogensprozess:
Vi = Gp. Somit ist H eine Arbitrage. Somit ist S nicht arbitragefrei.

Nun gelte, dass (x) fiir jeden vorhersagharen Prozess wahr ist. Wegen Vi = V) 4+ G (und weil
Vo deterministisch ist), folgt somit aus P(Vr > Vy) = 1, dass P(Vy > V) = 0. Es gibt daher
keine Handelsstrategie, die die Bedingung von Lemma (2.3 b) erfiillt, und daher auch keine
Arbitrage. 0

Wir lernen jetzt eine hinreichende Bedingung dafiir kennen, dass ein Finanzmarkt arbitragefrei
ist. Hierzu erweitern wir zunichst den Begriff des Martingals (siehe Probability Theory, Kapitel
4) auf Re%wertige stochastische Prozesse.

(2.5) Definition

a) Sei (2, F) ein messbarer Raum, (F;)en eine Filtration von F, und sei fiir jedes t die Ab-
bildung w — X;(w) = (X} (w),..., X} (w)) jeweils Fi-messbar. Dann ist zu jedem W-Maf} P
auf (Q,F) durch (X;)en ein (F;)-adaptierter stochastischer Prozess gegeben. Man beachte,
dass per Definition fiir ein anderes W-Mafl Q # P ein anderer stochastischer Prozess entsteht,
obwohl die Abbildungen w +— X;(w) die gleichen sind, denn die Verteilungen der X; sind ja
dann anders.
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b) In der obigen Situation heifit ein stochastischer Prozess (X;);eny mit Werten in R? ein Mar-
tingal (genauer: ein ((F;),P)-Martingal), wenn fiir alle ¢ < d, t € N gilt: E(|X]|) < oo, und

(%) E(X/ 1 F) =X} P-fast sicher.

c) Erweiterung der bedingten Erwartung und des Martingalbegriffes auf nichtne-
gative Zufallsvariable:

Man kann bedingte Erwartungen auch ohne Integrierbarkeit definieren: Eine zufallsvariable Y
heiflt bedingte Erwartung unter F; zu einer Zufallsvariablen X > 0, falls Y F;-messbar ist und
E(14) = E(X1,) fir alle A € F; gilt - hierbei diirfen beide Seiten den Wert co annehmen.

Ein stochastischer Prozess (X;) mit X} > 0 fiir alle ¢ heiBt auch dann Martingal, wenn (x)
beziiglich dieser Definition der bedingen Erwartung gilt.

Bemerkungen:

a) Die Existenz einer bedingten Erwartung geméifl c¢) zeigt man leicht mit der Existenz von
integrierbaren bedingten Erwartungen: Man ersetzt X durch X An := min{X,n} mit n € N,
dann existert Y, := E(X A n|F;) fur alle n. Lasst man nun n — oo gehen, dann wichst (Y;,)
monoton wegen der Monotonie der bedingten Erwartung, also existiert Y = lim,,_,, Y, fast
sicher. Die Giiltigkeit von (x) fiir Y und X folgt nun aus dem Satz von der monotonen Kon-
vergenz und der Giiltigkeit von (x) fiir jedes n. Natiirlich gilt ¢) auch dann, wenn (X;) > — ¢
fiir ein beliebiges ¢ < oo ist.

b) Im Sinne der bekannten Definition eines Martingals muss bei einem d-dimensionalen Martin-

gal also jede Komponente von (X;) selbst ein Martingal sein. Schreibt man E(X;) = (E(X}),..., E(X))
fiir den Erwartungswert-Vektor einer R%-wertigen Zufallsvariable, und ebenso fiir bedingte Er-
wartungen, dann kann man die Bedingung auch wieder als E(X,,;|F;) = X, schreiben, also

genau so wie in einer Dimension.

Wir erinnern auch an ein anderes Resultat aus der Probability Theory, das wir ebenfalls fiir
mehrere Dimensionen fomrulieren:

(2.6) Satz

Sei (X;); > o ein Ré-wertiges ((F;),P) Martingal und (H;) ein (F;)-vorhersagbarer Prozess. Wir
definieren das diskrete stochastische Integral wie gehabt durch

t
Gi(w) == (H e AX), =Y Hi(w) - (X;(w) — X1—1(w)).
s=1
Falls E(|G| < o0) oder P(G; > 0) = 1 fiir alle ¢, dann ist auch (G;) ein (R-wertiges) Martingal.

Der Beweis dieses Satzes ist &hnlich wie derjenige in der Probability Theory und verbleibt
zur Ubung. Ebenfalls als Ubung verbleibt der Beweis des folgenden Lemmas:

(2.7) Lemma

Sei (Xi);>o ein Ré-wertiger, (F;)-adaptierter Prozess auf (Q,F), P ein W-Ma$ auf (2, F).
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
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(i): (X3) ist ein ((F;),P)-Martingal.
(ii): E(]X:|) < oo fiir alle ¢, und fiir jeden beschriankten, (F;)-vorhersehbaren stochastischen
Prozess H; ist (H @ AX); ein ((F;), P)-Martingal.

Die hinreichende Bedingung fiir die Arbitragefreiheit ist nun folgende:

(2.8) Proposition

Sei S ein Finanzmarkt mit Numéraire. Falls der diskoniterte Preisprozess X, ein Martingal ist,
dann ist S arbitragefrei.

Beweis: Sei H eine beliebige selbstfinanzierende Handlesstrategie, so dass fiir den diskoniterten
Gewinnprozess G gilt: G > 0 fast sicher. Zu zeigen ist dann, dass G = 0 fast sicher gilt.
Dazu zeigen wir zunéchst, dass (G;); < + ein Martingal ist. Zuédchst existiert wegen G > 0 die
bedingte Erwartung, fiir den Beweis der Martingalgleichung (und der Existenz der bedingten
Erwartung von G, fiir ¢ < T') miissen wir uns aber ein wenig mehr anstrengen als sonst, weil wir
die Integrierbarkeit nicht fordern. Er gilt jedoch immerhin mit A,, := {|Gr_1| < n,|Hr| < n}
wegen monotoner Konvergenz
E(GT ’ fol) = lim E(GT]lAn ‘.FT,l)
n—o0
= nh_{IOlo E((Gr—1 + Hyr - (X7 — Xp1)) 14, | Fro1)
= lim E<]1ATLGT—1 + ﬂAnHT . (XT — XT_1)‘ JrT—l)-

n—oo

Wegen A, € Fr_1, und weil Gr_; und Hp beide Fr_i-messbar sind, folgt somit aus den
Rechenregeln fiir integrierbare bedingte Erwartungen

E(Gr|Fr1) = Tim (1a,Gror + L, Hr - E(Xr = Xr1) | Fr 1))

Da (X;) ein Martingal ist, ist der zweite Term gleich 0. Der erste konvergiert punktweise (in
w) gegen Gr_i. Dies zeigt, dass Gr_y = E(Gr |Fr_1) = 0 jeweils fast sicher, letzteres wegen
der Monotonie der bedingten Erwartung. Wir konnen die Prozedur also nun mit 7" — 1 statt T’
wiederholen, und so weiter machen, bis wir bei t = 0 angekommen sind. Somit ist (G); < 7 in
der Tat ein nichtnegatives Martingal. Nun aber folgt sofort

E(Gr) = E(Go) =0,

und weil G > 0 vorausgesetzt war, bleibt nur G = 0 fast sicher als Option {ibrig. O

(2.9) Beispiel

Wann ist im Binomialmodell S ein Martingal? Erinnerung: es ist dort
t
St=(1+r), S =s]]%
i=1

mit Z; uiv und P(Z; = u) =p=1—P(Z; = d), wobei 0 < d < u. Der diskontierte Preisprozess
ist dann durch X? = 1 und X} = S}(1 +r)~" gegeben. (X}) ist somit ein triviales Martingal,
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und wir berechnen

For) = st 4 1) (T 22)B(01 412 Fi)

=1

t
E(X | F) =E((+1) s [[ 2
=1

1 1
— Yl —x! -
=X, 4 T TIE(Zt | Fio1) = X, 4 s

Die letzte Gleichheit gilt, weil Z; unabhéngig von F;_; ist. Damit (X/) ein Martingal ist, miissen
also die Parameter so gewahlt sein, dass

E(Z,).

1 1—p)d
1= E(Z,) = pu+ (1 —p)d
1+4+7r 147
gilt. Zu festem r, u und d bedeutet dies
I1+r—d
k) =g

Zusétzlich muss p € (0,1) sein. Wir fassen zusammen: falls
(%) d<l+r<u

gilt, dann ist fiir das durch (%) gegebene p der diskontierte Preisprozess (X;) ein Martinag],
und daher ist in diesem Fall das Binomialmodell arbitragefrei.

Aus diesem Besipiel scheint zu folgen, dass man die Parameter sehr sorgféltig wéhlen muss, da-
mit der Markt arbitragefrei ist. Dies ist beunruhigend, das Arbitragefreiheit eine sehr wichtige
Eigenschaft ist, auf die wir keinesfalls verzichten wollen. Andererseits ist Proposition (2.8) ja
nur eine hinreichende Bedingung, vielleicht gibt es daher auch andere Parameter, wo der Markt
noch arbitragefrei ist?

Zum Gliick ist dies tatsdchlich der Fall: man braucht lediglich (xx), damit der Markt arbitrage-
frei ist. Der Grund ist, dass beispielsweise die Bedingung aus Lemma (2.4) eigentlich sehr wenige
Eigenschaften des W-Mafles IP benutzt: es geht hier nur um Mengen von Maf 0, auf denen etwas
bestimmtes verlangt wird. Wenn wir diese Bedingung also fiir ein W-Mafl P nachgepriift haben,
dann stimmt sie automatisch fiir jedes andere W-Maf}, das ,die gleichen Nullmengen“ wie P
besitzt. Wir werden dies nun formalisieren.

(2.10) Definition

Sei (£2, F) ein messbarer Raum, und seien P, Q zwei W-MaBe auf (2, F).

a) P heiBt absolutstetig beztiglich Q (wir schreiben P < Q, falls fiir alle A € F mit Q(A) =0
gilt, dass auch P(A) = 0 ist.

b) Die MaBle P und Q heiBen dquivalent, falls P < Q und Q < P gilt. Wir schreiben P ~ Q.

Bemerkung: P < Q bedeutet also, dass P ,mehr“ Nullmengen als Q hat in dem Sinne, dass
jede Nullmenge von Q auch eine Nullmenge von P ist. P ~ Q bedeutet, dass beide Mafle genau
die gleichen Nullmengen haben.

Beispiel: Ist Q ein W-Maf$} auf R und p : R — R} eine Funktion mit [ p(z)Q(dz) = 1, dann
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ist P mit P(A) = [, p()Q(dz) ein W-MaB, und es gilt P < Q. Ist auflerdem p(z) > 0 fiir
Q-fast alle x € R, dann ist P ~ Q.

(2.11) Beobachtung

Eine direkte Umformulierung der Arbitragefreiheit lautet: Ein Finanzmarkt ist genau dann
arbitragefrei, wenn fiir jeden Vermogensprozess (V;) zu einer selbstfinanzierenden Handelsstra-
tegie mit Vy = 0 gilt: Falls P(Vr < 0) = 0, dann muss auch P(Vy > 0) = 0 sein. Ist also P das
W-Maf} zu einem arbitragefreien Finanzmarkt und Q ein zu P dquivalentes W-Maf}, dann gilt

QVr<0)=0 = PVr<0)=0 = PVr>0=0 = Q(Vr>0)=0,

und somit ist der durch Q gegebene Finanzmarkt ebenfalls arbitragefrei.

Angewendet auf Beispiel (2.9) bedeutet dies: Falls die Bedingung (%) dort gilt, dann kann man
die Gleichung (x) losen, und erhélt als Losung p. € (0,1). Nun sind aber alle Mafe fiir das
Binomialmodell zueinander dquivalent: denn seien p,p € (0,1) mit oBdA p < p, und bezeichne
P, das W-Mafl mit P(Z; = u) = p =1—P(Z; = d). Dann gilt fiir jedes w = {xy,...,270} € Q =
{u,d}T, dass mit n, = |[{t < T :x; = u}| und ng = |{t < T : z; = d}| die Ungleichungen
_ na (] _ pyna L= o (1;19)T <2’5(1 —p))T

By(w}) = (1= < (L= s < B (=2) <Ben(Bi=h)
Falls man also iiberhaupt ein p, finden kann, das (X;) zu einem Martingal macht (d.h. falls
(#x) gilt), dann hat jeder zu einem anderen p gehorige Preisprozess die gleichen Nullmengen
wie der zu p,. Das Binomialmodell ist also auch dann arbitragefrei. Wir formalisieren auch dies
allgemeiner:

(2.12) Definition

Sei (Q, F, P, (F)i <1, (Si): < 7) ein Finanzmarktmodell. Ein W-MaB Q auf (2, F) heifit iquivalentes
Martingalmaf3 wenn gilt:

(i): P~ Q, i i

(ii): der diskontierte stochastische Prozess (X;) (also X} = Si/S?) ein Q-Martingal ist, also:

Eo(X¢ | Fio1) = X1 Q-fast sicher, fiir alle t < T.

Bemerkung: Hier ist das Verstdndnis der Tatsache besonders wichtig, dass eine messbare
Abbildung X auf einem messbaren Raum (2, F) fiir sich allein genommen noch keine Zufalls-
variable ist - erst, wenn man auf (2, F) ein W-Ma#f einfiihrt, wird X zu einer Zufallsvariablen,
und fiir unterschieliche P erhélt man auch unterschiedliche Zufallsvaraiblen - die Verteilungen
sind ja anders!
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(2.13) Proposition

Sei (Q, F, P, (F)i <7, (St)t < 7) ein Finanzmarktmodell mit Numéraire. Falls ein zu P dquivalentes
Martingalmaf existiert, dann ist dieses Finanzmarktmodell arbitragefrei.

Beweis: Sei Q das dquivalente Martingalmafl, und H eine beliebige selbstfinanzierende Han-
delsstrategie. Wegen Proposition (2.8) gilt fiir den diskontierten Vermogensprozess V' zu H:

Aus Q(V; < 0) =0 folgt Q(V; > 0) = 0.

Wie in Bemerkung (2.11) gesehen, folgt daraus auch, dass aus P(V; < 0) = 0 die Aussage
P(V; > 0) = 0 folgt. Somit ist H keine Arbitrage. O

Der Rest des Kapitels ist der Umkehrung der Aussage von Proposition (2.13) gewidmet: in
jedem arbitragefreien Finanzmarkt existiert ein dquivalentes Martingalmaf. Dazu benotigen
wir folgendes Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis:

(2.14) Definition

Sei V ein Vektorraum (endlich- oder unendlichdimensional). Eine Abbildung ||.|| : V ~ R
heifit Norm auf V' wenn gilt:

(i): ||.|| erkennt den Nullvektor: wenn ||z|| = 0 gilt, dann muss = = 0 sein.
(ii): [|.]] ist homogen: fiir &« € R und x € V ist ||az|| = «af|z||.
(iii): ||.|| erfullt die Dreiecksungleichung: fiir x,y € V gilt ||z + y| < ||| + [|y]|-

i=1Ti
Vektorraum der integrierbaren Zufallsvariablen auf (2, F,P), also ||.X ||y := E(|X]), sowie die
L>-norm auf dem Raum der beschrénkten Funktionen, also || X||c = supgecq | X (w)|. Bei der
L*>-Norm kann man noch eine Nullmenge erlauben, wo X unendlich ist, das ist aber etwas
umsténdlich aufzuschreiben und wir brauchen es im Folgenden nicht. Die Norm ||.|| erzeugt
eine Metrik auf V' (mittels d(z,y) = ||z — y||), und daher eine Topologie, und man hat Begriffe
wie offene, abgeschlossene und kompakte Mengen.

1/2
Beipiele sind die euklidische Norm ||z|| = (Z" x2> , aber auch die L'-norm auf dem

(2.15) Trennungssatz von Hahn-Banach

Sei V' ein normierter Vektorraum, und K, Ky seien zwei nichtleere, disjunkte, konvexe Teil-
mengen von V. K sei abgeschlossen und K sei kompakt. Dann existiert eine stetige (beziiglich
der durch ||.|| induzierten Metrik) lineare Abbildung f : V — R, fiir die gilt:

sup f(z) < inf f(y).

rxeKy yeK>

Beweis: Inhalt der Funktionalanalysis oder der konvexen Optimierung.
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Bemerkungen: Die Werte der Abbildung f kénnen also
benutzt werden, um eine der beiden Optionen z € K; K
oder x € K’ auszuschliefen, also die Mengen K; und K,
zu ,trennen®. Denn wenn f(z) < sup,cg, f(z) ist, dann
kann z nicht in K5 sein, analog umgekehrt. Anders aus-
gedriickt: es gibt ein ¢ € R, so dass der lineare Unterraum
U={zeV: f(xr) =c} die Mengen K; und K, trennt, e ey
siche Abbildung im Fall V = R2. s P

(2.16) Lemma

In der Situation von Satz (2.15) sei U ein Untervektorraum von V', und es gelte U C K. Dann
gilt fiir das trennende Funktional f: f(x) =0 fiir alle x € U.

Beweis: Ubung.
Wir brauchen noch folgende Variante von Satz (2.6) bzw. Lemma (2.7):

(2.17) Proposition

Sei (X;); < 7 ein Ré%wertiger, adaptierter stochastischer Prozess. Dann sind dquivalent:
(i): (Xy)¢ <1 ist ein Martingal

(ii): Es gilt E(|Xo|) < oo, und fiir jeden beschrinkten, Ré-wertigen, vorhersagbaren stochasti-
schen Prozess (H;); < ist (H e AX)r integrierbar und es gilt E((H e AX)7) = 0.

Der Beweis wir als Ubungsaufgabe gemacht - der interessante Teil der Aussage ist, dass
ein stochastischer Prozess, bei dem es irgend eine ,gambling strategy “ gibt, mit der man im
Durchschnitt nach 7" Runden Gewinn macht, kein Martingal sein kann.

(2.18) Erster Hauptsatz der Preistheorie

(i): Ein Finanzmarktmodell mit Numéraire (Q, F,P, (F,); < 7, (S¢): < 7) ist genau dann arbitra-
gefrei, wenn es ein zu P Aquvalentes Martingalmafl gibt.

(ii): Falls eine der beiden Bedingungen in (i) erfiillt ist, dann kann man die Dichte zwischen P
und Q sogar beschréankt wéhlen: es gibt dann ein Z € L>(P) mit Ep(Z) = 1 und

Q(A) = Ep(Z1,)
fir alle A € F.

Beweis: Wir haben bereits in Proposition (2.13) gesehen, dass die Existenz eines dquivalenten
Martingalmafles die Arbitragefreiheit zur Folge hat. Es bleibt, die umgekehrte Richtung zu
zeigen. Dies ist eine ziemliche mafitheoreitische Schlammschlacht, die nur dann ertréaglich wird,
wenn wir eine Zusatzannahme machen, siehe unten. Der allgemeine Beweis findet sich im Buch
von Féllmer und Schied.

Die Zusatzannahme besteht darin, dass wir annehmen, dass der Finanzmarkt endlich ist. Im
Prinzip bedeutet dies, dass es zu jedem Zeitpunkt fiir jedes Basisgut nur endlich viele Preise
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gibt, die dieses Basisgut in der néchsten Handelsperiode annehmen kann. Dies ist sicher in
der Praxis immer erfiillt, da Preise am Markt auf endlich viele Nachkommastellen gerundet
werden. Formal nennen wir eine Finanzmarktmodell endlich, wenn 2 eine endliche Menge ist,
F = P() ist, und P{w} > 0) fiir alle w €  gilt. Wir setzen Q2] = n und numerieren die
Elemente von 2 durch, also Q = {wy,...,w,}. Wir machen folgende Beobachtungen:

(1): Die Menge aller Zufallsvariablen auf 2 ist ein n-dimensionaler Vektorraum, man kann ja
jede Zufallsvariable f : 2 — R mit dem Vektor (f(wi),..., f(w,)) identifizieren kann.

(2): Die Menge
K :={Gr : (Gy); < r ist diskontierter Gewinnprozess fiir eine s.f. Handelsstrategie( H;)}

ist ein linearer Unterraum aller Zufallsvariablen (priifen Sie das nach!), daher ein endlichdimen-
sionaler Teilraum von R”. K enthélt alle durch selbsfinanzierende Handelsstrategien moglichen
Auszahlungen zum Zeitpunkt 7.

(3): Die Menge aller Wahrscheinlichkeismafle auf 2 kann man mit der konvexen Menge
i=1

identifizieren; man setzt einfach p; = p({w;}) fiir jedes W-MaB p.

(4):Q € M (mit Q({w;}) = ¢;) ist ein Martingalmafl genau dann, wenn fiir alle u = (uy, ..., u,) €
K gilt:

g u= Zqiui = Z@({wz}mﬂwi) = Eo(Gr) =0,

denn dann ist ja Eq((H e AX)r) = 0 fiir alle selbstfinanzierenden Handelsstrategien. Nach
Proposition (2.17) ist dies dquivalent dazu, dass X ein Martingal ist. Jedes Martingalmafl wird
also représentiert durch einen Vektor aus der Menge M, der senkrecht auf dem Unterraum K
steht.

(5): Damit aber Q auch ein dquivalentes Martingalma$ ist, muss Q({w}) > 0 fiir alle w € Q
sein. Dies ist dquivalent zu der Bedingung ¢-c¢ > 0 fiir alle ¢ € M, wobei ¢- ¢ das Skalarprodukt
im R” bedeutet.

(6) Wenn wir also einen Vektor ¢ € R? mit ¢ - u = 0 fiir alle w € K und ¢ - ¢ > 0 fiir alle
¢ € M finden konnen, dann sind wir fertig: der normierte Vektor ¢ mit ¢; = ¢;/ > ., ¢; erfiillt
namlich ebenfalls ¢-u = 0 und ¢- ¢ > 0, und da er durch die Normierung nun selbst in M liegt,
reprasentiert er ein dquivalentes Martingalmaf.

Das sieht schon sehr nach dem Trennungssatz aus: K ist eine konvexe Menge, die einen Unter-
raum von R? enthiilt (sogar ein solcher Unterraum ist!), und M ist eine konvex und beschrinkt,
wie man sofort nachrechnen kann (und sollte). Was uns noch fehlt ist, dass K und M disjunkt
sind, also dass K N M = .

Hierzu brauchen wir die Arbitragefreieheit. Falls ndmlich x € K N M existiert, dann existiert
(wegen x € K) eine selbstfinanzierende Handelsstrategie H so dass © = G fiir den entsprechen-
den diskontierten Gewinnprozess. Wegen = € M ist aber nun x; = Gr(w;) = 0 fir alle w; € €;
wegen » - x; = 1 ist somit Gr(w) > 0 fiir mindestens ein w € €, und daher P(Gy > 0) > 0.
Somit wire wegen Lemma (2.4) der Markt nicht arbitragefrei. Es folgt daher K N M = {) fiir
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einen arbitragefreien Markt.

Nach Lemma (2.16) existiert also eine lineare Abbildung f : R" — R mit f(k) = 0 fiir al-
le kK € K und f(m) > 0 fiir alle m € M. Da jede lineare Abbildung auf R" die Form
flx) = 3" qiw; = q -« fir ein geeignetes ¢ € R™ hat, kénnen nach Punkt (6) dasjenige
q, das f représentiert, auf einen Reprisentanten fiir ein dquivalentes Martingalmafl normieren.

Die Dichte zwischen P und Q ist durch die Funktion Z mit Z(w;) = I = 9Uwi) gogeben, denn

P({wi})

dann ist ja

Ex(2) =Y dip = Z =1,

i1 Di
und
=Y Qw}) =D Z(w)P(w) = Ex(Z1,).

w€eA w€eA

Diese Dichte ist wegen p; > 0 fiir alle ¢ beschrénkt. U

(2.19) Korollar
Das Binomialmodell (siche Beispiel (2.9)) ist genau dann arbitragefrei, wenn d < 1+r < w ist.

Beweis: Die eine Richtung wurde bereits in Beispiel (2.9) nachgerechnet: wenn d < 1+ 7 < u
ist, dann wurde dort ein dquivalentes Martingalmafl konstruiert. Wir zeigen nun, dass kein
dquivalentes Martingalmafl existieren kann, wenn d > 1 + r ist. Denn dann gilt fiir jedes
beliebige W-Mafl Q die Ungleichungskette

St sod
Eo(X{ | Fo) = Bo(X1) = Q(S) = w)—— + Q(S{ = d)—
_ 1y SoU B 1 sod 1 Solu—d) - sod
_Q(Sl_u)1+r+(1 Q(Sl—u))1+r QSy =) 1+7r +1—i—r
Sod Xé,
1—|—r

somit kann (X/) kein Martingal unter Q sein. Nach Satz (2.18) ist daher das Binomialmodell
in diesem Fall nicht arbitragefrei. Der Fall u < 1+ 7 geht analog und verbleibt als Ubung. [

Bemerkung: anschaulich ist es klar, warum d < 1 + r < w ist. Denn wenn beispielsweise
d > 14w ist, dann kann man durch Investition in das erste Basisgut selbst im schlechtesten Fall
nicht schlechter dastehen als bei Investition in die risikolose Anlage in (X?). Mit Diskontierung
bedeutet dies gerade, dass (X}) auch im ungiinstigsten Fall wichst oder zumindest gleich bleibt,
im giinsitgen Falle aber wéchst - eine Arbitragemoglichkeit.

3. Bewertung europiischer Derivate



FINANZMATHEMATIK 23

(3.1) Definition

Sei (Q, F, P, (F)i <1, (St)t <) ein Finanzmarktmodell mit Numéraire. Eine nichtnegative Zu-
fallsvariable C' wird als Derivat bezeichnet, wenn man vorhat, sie zur Modellierung einer Opti-
on oder einer dhnlichen Wette auf die Basisgiiter zu benutzen. Hierbei soll C' den diskontierten
Gewinn bei dieser Wette zur Zeit T darstellen. Man benutzt C = S3C, um den undiskontierten
Wert der gleichen Wette zu bezeichnen.

Bemerkung: Wie schon beim Begriff der Statistik (eine Zufallsvariable heifit |, Statistik“)
ist die Definition eines Derivates mathematisch sehr unbefriedigend - schliellich ist ein Derivat
einfach eine nichtnegative Zufallsvariable, man hat also zwei Begriffe fiir das gleiche Objekt.
Der Grund ist der gleiche wie in der Statistik - man mochte mit dieser speziellen nichtnegativen
Zufallsvariable eine Assoziation verbinden. Solche Begrifflichkeiten sind in stark anwendungs-
getriebenen Bereichen der Mathematik nicht uniiblich.

(3.2) Beispiele

a) Das (undiskontierte) Derivat Cf,y x = (S7 — K)1g; . ist der europiische Call auf das i-te
Basisgut mit Strikepreis K und Falligkeit T'.

b) Das (undiskontierte) Derivat C}, , = (K — Srfp)]lsiT <k st der européische Put auf das i-te
Basisgut mit Strikepreis K und Falligkeit T'.

Ubung: geben Sie die Formel fiir die diskontierten Optionen Clanx und C} e an.

(3.3) Fragestellung und Uberlegungen

Wir wollen nun untersuchen, welchen Preis ein Derivat C' zum Zeitpunkt ¢ haben sollte. Es gibt
zwei wesentliche Grundideen. Die erste ist, dass wir den Preisprozess (Y;): < 7 (wobei Y; der Preis
der Derivats zur Zeit ¢ sein soll) einfach dem Marktmodell hinzufiigen kiénnen, also S = ;.
Unser Derivat ist also einfach ein neues Basisgut. Dann sollte aber der erweiterte Markt immer
noch arbitragefrei sein, sonst konnte man mit diesem Derivat risikolos Gewinn machen, und
dies wiirde (wenn es jeder tut) zum Zusammenbruch des Marktes oder zu Preiskorrekturen
fithren.

Andererseits kann man sich fragen, ob der Preis des Derivates (bzw. alternativ der Preis des
neuen, d + 1-ten Basisgutes) allein dadurch errechnet werden kann, dass man alle Preise und
die Wahrscheinlichkeiten aller zukiinftigen Preisentwicklungen der ersten d Basisgiiter kennt.
Mit anderen Worten: ist das d + 1-te Basisgut wirklich ein ,,Derivat® in dem Sinne, dass sein
Preis aus dem Rest des Marktes abgeleitet werden kann? Falls das so ist, dann sollte die
Zufallsvariable S¢™ zumindest messbar beziiglich der o-Algebra F({S% : r < t,i < d}) sein.
Das reicht aber noch nicht, wenn man auch Arbitragefreiheit will. Ein zentraler Begriff ist
hier die Replizierbarkeit: das heif}t, es gibt eine Handelsstrategie, die nur in die Handelsgiiter
Nummer 0 bis d investiert, und mit deren Hilfe der arbitragefreie Preis des Derivates exakt
nachmodelliert werden kann: der Wert dieses Portfolios ist immer gleich grofl wie der Preis des
Derivates. Wann ein (oder sogar jedes) Derivat replizierbar ist, und was man davon hat, das
werden wir nun erarbeiten.
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(3.4) Definition
Sei (Q, F,P, (Fo)i <1, (St)

t
chastischer Prozess (X™)
gilt:

(i): (X&), < ¢ ist (F;)-adaptiert.

(ii): X4+ = C, P-fast sicher.

(iii): Der erweiterte diskontierte Markt (X7, ... ?X;i, X&) ist arbitragefrei, hierbei sind die X7,
1 < d, die diskontierten Preisprozesse zu den Sy, i < d.

r) ein Finanzmarktmodell mit Numéraire, C' ein Derivat. Ein sto-

<
+ <7 heifit arbitragefreier Preisprozess fiir das Derivat C', wenn

In diesem Fall nennt man die deterministische GréBe X{™ den arbitragefreien Preis fiir C
(zur Zeit 0).

Aufgabe: Uberlegen Sie, wie der undiskontierte Preisprozess (S¢*!) zum arbitragefreien
Preisprozess (X™!') aussieht.

(3.5) Satz
Sei (Q,F,P,(F)i<1,(St)i <) ein Finanzmarktmodell mit Numéraire, C' ein Derivat. X =
(X0, ... X9) sei der diskontierte Preisprozess.
(i): Sei Q ein dquivalentes Martingalmafl, d.h. Q ~ P und X sei ein Martingal beziiglich Q.
Falls Eg(C) < oo, dann ist durch (X{), < 7 mit

X =FEg(C|F), 0<t<T
ein arbitragefreier Preisprozess zu C' gegeben.
(ii): Ist (X1), < 7 ein beliebiger arbitragefreier Preisprozess zu C', dann existiert ein dquivalentes
Martingalmafl Q so dass

XM =Eo(C|F), 0<t<T
gilt.
(iii): Definiere

II(C) := {y € R : y ist arbitragefreier Preis fiir C' (zur Zeit 0)}.

Dann gilt

II(C) = {Ep(C) : Q ist dquivaltentes Martingalma$, Eq(C) < oo}.

Beweis:
(i): Sei Q ein dquivalentes Martingalmafl mit Eg(C) < co. Dann ist durch

X =Eo(C| )

ein Martingal definiert (Beweis: probability theory, oder Ubung). Daher ist (XZ™') adaptiert,
und (X ..., X d+1) ist ein Martingal, da jede Komponente eines ist. Nach Definition eines Fi-
nanzmarktmodells gilt F = Fr, somit ist X%H = (' Q-fast sicher, also auch P-ast sicher. Somit
ist (X)), < 1 ein arbitragefreier Preisprozess fiir C.
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(ii): Sei (X*1) ein arbitragefreier Preisprozess fiir C. Dann ist (X, ..., X4 X% arbitragefrei,
und somit existiert (nach dem ersten Hauptsatz der Preistheorie, Satz (2.18)) ein dquivalentes
MartingalmaB Q fiir den erweiterten Markt (X, ..., X%, X% Somit ist insbesondere (X3, < 1
ein Martingal unter Q, und es gilt daher

X = Eo(X4™ | F) = Eg(C | F).

(iii): Zu jedem arbitragefreien Preisprozess (X1 existiert nach (i) ein dquivalentes Martin-
galmafl Q mit Eg(C') < oo. Fiir den Preis zur Zeit 0 gilt dann wegen Fy = {0, 2} dass

Xgt =Eo(X{ | Fo) =Eq(C), (%)

somit ist I[I(C) C {Eg(C) : Q ist dquivaltentes Martingalma$, Eq(C) < oo}. Ist andererseits
Q ein dquivalentes Martingalma8, dann ist nach (i) der Prozess mit X' = Eqo(C|F;)
ein Martingal, und somit gilt wegen (%) dass Eg(C) € II(C). Es folgt II(C) D {Eq(C) :
Q ist dquivaltentes Martingalmaf, Eg(C) < co}. O

(3.6) Satz

Sei (Q,F, P, (F)i<7,(St)i <) ein arbitragefreies Finanzmarktmodell mit Numéraire. Jedes
Derivat hat mindestens einen arbitragefreien Preis, mit anderen Worten: II(C) # () fiir alle
Derivate C.

Beweis: Wegen Satz (3.5) geniigt es, ein dquaivalentes Martingalmafl Q mit Eg(C) < oo
zu finden. Dazu dndern wir zunéchst das urspriingliche W-Mafl P wie folgt ab: wir definieren

die Zufallsvariable
1

W = m S (O, ]_],
und das W-Maf P durch
. Ep(14——
p(a) = me) e
Er(r35)

und stellen fest dass P ~ P (warum?). Nun wenden wir Satz (2.18) auf das (ebenfalls arbitrage-
freie!) Finanzmarktmodell (Q, F, P, (F): <7, (S:): < 7) an. Es existiert somit eine beschrinkte
Zufallsvariable Z, so dass unter Q mit

E.(1,7)
Es(Z2)
der stochastische Prozess (X,... X?) ein Martingal ist. AuBerdem ist
Es(CZ) _ 4]l 1Z]o0 Er(1e) 1Z]|o
Eg(C) = == < Ez(C) = o g <
V"D B2 BB S B 2Er()
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(3.7) Definition

Sei (Q,F,P,(F)i<1,(St): <7) ein Finanzmarktmodell mit Numéraire und C' ein Derivat. C
heifit replizierbar (oder: erreichbar), wenn es eine selbstfinanzierende Handelsstrategie H gibt,
fiir deren Vermogensprozess (V;); < r gilt:

Vrp=C P-fast sicher.
Ein solches H wird auch Hedging-Strategie oder Replikation von C' genannt.

Bemerkungen:

a) Man kann fiir ein replizierbares Derivat C' also mittels H zu jedem Zeitpunkt ¢ < T genau
so viele Basisgiiter kaufen und verkaufen, dass man, egal wie der Markt sich entwickelt, zum
Schluss genau das Vermogen C' besitzt.

b) Der faire Preis von C' fiir ¢t = 0 ist dann durch das Anfangsvermégen Vj gegeben, das man fiir
diese Handelsstrategie benotigt. Es kann durchaus sein, dass dazu (bei bestimmten Marktlagen)
Entscheidungen nétig sind, die man sonst nicht treffen wiirde!

c) Es kann durchaus mehrere verschiedene Portfolios geben, die ein Derivat C' replizieren,
insbesondere dann, wenn schon die Basisgiiter nicht unabhéingig voneinander sind. Finden Sie
hierzu zur Ubung verschiedene Beispiele!

d) Allerdings haben diese verschiedenen Strategien zu allen Zeitpunkten ¢ immer den gleichen
Vermogensprozess, zumindest dann, wenn der Markt arbitragefrei ist. Dies ist die Aussage des
folgenden Satzes:

(3.8) Satz (,,Law of one price*)

Sei (Q,F,P,(F)i<1,(St)i <) ein arbitragefreies Finanzmarktmodell mit Numéraire, C' ein
replizierbares Derivat. Dann gilt fiir die Preisprozesse V, V von zwel beliebigen Replikationen
von C', dass

V= ‘N/t fiir alle ¢t < T, P-fast sicher.

Konkret gilt
Vi =V, =Eq(C|F) fiir alle t < T, P-fast sicher,

wobei Q ein beliebiges zu P dquivalentes Martingalmafl ist. Aufler V; gibt es keine weiteren
arbitragefreien Preisprozesse fiir C.

Beweis: Sei H eine Replikation von C. Da der Markt arbitragefrei ist, existiert (mindestens)
ein #quivalentes Martingalmafl Q. Da der diskontierte Preisprozess X unter Q ein Martingal
ist, gilt dies auch fiir den Vermogensprozess V' =V, + H o AX. Fiir diesen gilt daher P-fast
sicher:

Vi = Eq(Vr | 1) = Eo(C| F),
letzteres weil nach Definition der Replikation Vi = C' P-fast sicher ist.

Sei nun (Y;) ein bliebiger arbitragefreier Preispprozess fiir C. Angenommen, P(Y; # V;) > 0
fiir ein t < T: dann héatten wir eine Arbitragemoglichkeit. Wir starten ndmlich mit einem lee-
ren Portfolio und kaufen, wenn zum ersten mal V;(w) > Y;(w) ist, sehr viele Einheiten von C
und verkaufen gleichzeitig viele Einheiten des replizierenden Portfolios. Wegen V;(w) > Yi(w)
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machen wir hierbei zum Zeitpunkt ¢ einen nichtnegativen Gewinn. Nun warten wir bis zur
Zeit T, wenn nach Voraussetzung Vy(w) = Yr(w) ist, und verkaufen beide Investments wie-
der. Da sie nun gleich teuer sind, diirfen wir den Gewinn von Zeit ¢ behalten, ohne Risiko.
Analog verfahren wir, wenn wir jemals V;(w) < Y;(w) beobachten sollten. Natiirlich kann es
sein, dass wir (durch Pech) auf einem w sitzen, bei dem V;(w) = Y;(w) fiir alle ¢ gilt, aber so
lange P(Vi(w) # Yi(w)) > 0 fiir ein ¢t < T gilt, machen wir mit dieser Strategie eben doch
mit positiver Wahrscheinlichkeit risikolos Gewinn - eine Arbitragemoglichkeit. Da der Preis des
Derivates aber arbitragefrei sein sollte, muss somit P(V;(w) # Yi(w)) = 0 fiir alle ¢ gelten.

O

Bemerkung: Die Filtration (G;); < 7 mit G; := oc({X?,..., X% : 0 < r < t}) beschreibt genau
die Information, die nur durch Beobachtung der Preise der Basisgiiter bis zur Zeit ¢ verfiigbar ist.
Der Preisprozess eines replizierbaren Derivates ist also insbesondere allein durch die Kenntnis
dieser Preise festgelegt. Allerdings garantiert dies nicht die Replizierbarkeit eines Derivates.
Dies sehen wir an folgendem

(3.9) Beispiel
Seid=1,T=1, Q={w,wy,ws}, F=P(Q), P{w;}) = p; > 0 fiir i < 3. Setze
Sy =S(w) =1, Vw,

und
100 falls7 =1,
Sy(w) =80 Vuw, SHw;) =< 80 falls i =2,
75  falls i = 3.
Betrachte
0 fallsi=1,
Cout(w) =<0 falls i = 2,
5 fallsi=3.

Wir versuchen nun, eine Handelsstrategie H zu finden, so fiir den Vermogensprozess V' gilt:
Vi(w) = Cpue(w) fiir alle w € Q. Wegen

Vi(w) = HySs(w) + HySi(w)
fithrt dies auf die drei Gleichungen
H)+100H; =0  falls w = wy,
H)+80H) =0  falls w = wo,
HY) +T75H) =5 falls w = ws,

Diese drei Gleichungen sind natiirlich nicht alle gleichzeitig losbar - das liegt nur daran, dass
der Wert S des ersten Basisgutes mit positiver Wahrscheinlichkeit drei verschiedene Werte
annehmen konnte! Im Binomialmodell, wo ja in jedem Schritt nur zwei Werte erlaubt sind,
haben wir dieses Problem nicht. Wir werden spéter sehen, dass hier tatsédchlich alle Kontrakte
replizierbar sind. Ebenso klar sollte es sein, dass man sofort Probleme bekommt, wenn man
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auch nur minimal davon abweicht (so wie wir das soeben getan haben).

Andere Frage: ist unser Modell arbitragefrei? Das ist der Fall, denn um ein Martingalmaf} mit
Q(w;) = ¢; > 0 fiir alle ¢ zu finden, miissen wir (wegen S; = X;) nur die Gleichungen

Eq(X} | Fo) = Eg(X}) = 100q; + 80gs + 75¢5 = X = 80
und
Eo(Xg | Fo) =1+ qa+qs = Xg =1
16sen. Diese Gleichung hat unendlich viele Losungen, wieder weil das Modell drei Werte fiir S}
zulésst; wiren es nur zwei Werte, dann wire die Losung eindeutig! Wegen Satz (3.5 (iii)) ist
somit IT(Cpyt) nicht einelementig. Daraus sieht man schon einmal, dass die Voraussetzung der

Replizierbarkeit in Satz (3.8) notwendig war, um einen eindeutigen Preisprozess fiir ein Derivat
zu erhalten. Genaueres sagt uns der folgende Satz.

(3.10) Satz
Sei (Q,F,P,(F)i <1, (St)i <) ein arbitragefreies Finanzmarktmodell mit Numéraire, C' ein
Derivat.

(i): C ist replizierbar genau dann, wenn der arbitragefreie Preis von C' eindeutig ist, wenn also
II(C) eine einelementige Menge ist.

(ii): Falls C nicht replizierbar ist, dann ist II(C') ein offenes Intervall.

Beweisskizze: (i) In Satz (3.8) wurde bereits bewiesen, dass II(C) eindeutig ist, falls C' re-
plizierbar ist. In (ii) gleich unten zeigen wir, dass fiir ein nicht replizierbares Derivat II(C') ein
offenes Intervall, also nicht einelementig, ist. Daher gilt (i), falls wir (ii) zeigen konnen.

(ii): Betrachte die Menge
M :={Q: Q ist zu P dquivalentes Martingalmafl}.

M ist eine konvexe Menge, d.h. zu p, v € M, 0 < a < 1, ist auch apu+ (1 —a)v € M (Ubung!).
Da die Abbildung M — R, Q — Eg(C) linear ist, muss auch die Menge

II(C) = {Eg(C) : Q € M, Eq(C) < oo}
konvex sein (warum?). Also ist II(C') ein Intervall (kénnte aber im Moment auch noch das
einpunktige Intervall sein). Was daher noch zu zeigen bleibt, ist, dass I1(C) offen ist.

Da der Beweis recht technisch ist und die Aussage fiir uns nicht sehr wichtig ist, verweisen wir
hierfiir auf die Literatur (Vollmer/Schied). O

(3.11) Definition

Ein Marktmodell heift vollstdndig, wenn jedes beschriankte Derivat (d.h. ein Derivat mit
sup{C(w) : w € Q} < c0) replizierbar ist.

Bemerkung: die Vollstindigkeit ist eine sehr starke Annahme. Man kann zeigen, dass sie
nur auf (im Wesentlichen) endlichen Wahrscheinlichkeitsraumen gelten kann, genauer: falls ein
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arbitragefreier Markt vollstandig ist, dann gibt es keine abzéhlbar unendliche disjunkte Familie
(A;)ieny messbarer Mengen, so dass P(A4;) > 0 fiir alle A; gilt. Ein vollstandiger Markt kann also
immer auf einem endlichen Wahrscheinlichkeitsraum modelliert werden.

(3.12) Zweiter Hauptsatz der Preistheorie

Fiir ein arbitragefreies Marktmodell S sind die folgenden Aussagen #quivalent:
(i): S ist vollstindig.
(ii): Es existiert genau ein dquivalentes Martingalmag.

In diesem Fall sind alle Derivate (nicht nur beschrénkte) replizierbar.

Beweis:

(i) = (ii): Sei S vollstindig, und seien Q und Q zwei dquivalente MartingalmaBe. Zu allen
A € F ist die Zufallsvariable 14 ein beschranktes Derivat. Nach Annahme ist 14 replizierbar,
und nach Satz (3.8) ist der Preis fiir A daher eindeutig, es gilt also

(3.8) A

Q(A) = Eq(14) =" Eg(14) = Q(A).
(17) = (7): Unter Annahme von Satz (3.10) ist der Beweis sehr kurz: Sei C' ein beliebiges Derivat.

Nach Satz (3.5 (iii)) ist II(C) einelementig, da es nur ein einziges dquivalentes Martingalmaf
gibt. Also ist II(C') kein offenes Interval, und nach Satz (3.10) ist daher C replizierbar.

Da wir Satz (3.10) aber nicht vollstdndig bewiesen haben, geben wir einen alternativen Beweis
fiir den einzigen in der Praxis relevanten Fall, ndmlich den, wo € endlich ist (bzw. wo F nur
endlich viele disjunkte Teilmengen mit positivem Mafl enthélt, die man als Atome eines neu
definierten €2’ wéhlen kann, welches dann endlich ist.

Sei also 2 endlich, |Q2] = n. Wir nehmen an, dass S nicht vollstéindig ist und zeigen die Existenz
von unendlich vielen &quivalenten Martingalmafien. Wie im Beweis von Satz (2.18) definieren
wir

K :={G7 : (Gy): < r ist diskontierter Gewinnprozess fiir eine s.f. Handelsstrategie (H;)}

und )
M :={(p1,...,pn) :pi =0 Vi <n, Zpi:g,
i=1

Zusétzlich definieren wir
K' :={Gr+vy : (Gy); < r ist diskontierter Gewinnprozess fiir eine s.f. Handelsstrategie( H;), vy € R}

K’ reprisentiert die Auszahlungen aller moglichen Vermdogensprozesse, die man mit selbstfi-
nanzierenden Handelsstrategien erreichen kann wihrend K nur die Auszahlungen derjenigen
Vermogensprozesse reprisentiert, die Anfangsvermogen vy = 0 haben (sieche Lemma (1.11)!).
Auch K’ ist somit ein Unterraum des Vektorraums R™ aller Zufallsvariablen, und wir werden
zeigen, dass

KSK GR?
Die Implikationen C sind dabei klar. Da jede Zufallsvariable aus K’ replizierbar ist, unser

Markt aber nach Annahme nicht vollstandig ist, muss K’ ; R™ gelten. Fiir die erste Implikation
nehmen wir an, dass K = K ist. Sei dann H, eine beliebige selbstfinanzierende Handelsstrategie,



30 VOLKER BETZ

fiir deren Vermégensprozess V die Gleichung Vy = 1 gilt. Dannist Y := Vy € K'. Wegen K’ = K
ist nun aber auch Y € K, daher existiert eine (andere) Handelsstrategie H mit Startvermogen
Vo = 0 und Endvermégen Vy(w) = Y(w) fir alle w € Q. Nach dem law of one price ist dies
unméglich (konkret: H — H wiire eine Arbitragemdglichkeit!). Somit muss K G K' gelten.
Wir haben also festgestellt, dass K hochstens n —2-dimensional ist. Nach dem ersten Hauptsatz
der Preistheorie existiert ein zu K orthogonaler einen Vektor ¢ € M, der ein dquivalentes
Martingalmafl reprisentiert, wegen dim(K) < n—2 muss es aber einen weiteren Vektor ¢’ € R"
geben, der sowohl zu ¢ als auch zu K orthogonal ist. Wir setzen

Q :={q¢+ M : X €Rsodass q; + \¢, > 0 fiir alle s < n}

Wegen ¢; > 0 fiir alle ¢ ist Q" 2 {q}, denn kann man Xy > 0 klein genug wiéhlen, damit
fiir [\| < A¢ alle Komponenten strikt positiv bleiben. Normiert man nun die unendlich vielen
Elemente von @’ so, dass die Summe ihrer Komponenten gleich 1 ist, so erhilt man unendlich
viele verschiedene(!) dquivalente Martingalmafie. Das war zu zeigen. O

(3.13) Satz

Sei S ein arbitragefreies Binomialmodell, also mit d < 1 + r < u. Dann existiert genau ein
dquivalentes Martingalmafl Q. Fiir die Darstellung Q = {(wi)1 <t <7 : wr € {u,d}Vt < T} ist
es durch
Q{1 wr)}) = pl ST (1 — < T

mit

1+r—d
 u—d
gegeben, ist als das in Beipiel (2.9) konstruierte.

D

Insbesondere ist das Binomalmodell in diesem Fall vollstandig.

Beweis: Wir wissen schon, dass das angegeben QQ ein dquivalentes Martingalmafl ist. Was
wir noch zeigen miissen ist, dass es kein weiteres W-Maf} (das moglicherweise eine ganz andere
Gestalt haben kénnte) geben kann, so dass X ein Martingal ist. Sei also Q ein #quivalentes
Martingalmaf, wir zeigen dass Q = Q, ist.

Wir erinnern an die Darstellung des Binomialmodells mittels
t
Sz? = (1+T)t7 St1 = SOHZz'a
i=1

nehmen aber nun nicht mehr an, dass die Z; uiv (unter dem Mafl Q) sind. Trotzdem gilt (wegen
der immer noch verlangeten Adaptiertheit) nach wie vor folgende Rechnung aus Beispiel (2.9):

Eo(X/ | Fir1)() = Bo((1+ )50 [[ 2| Fia ) @)

t—1

= so(1+7) "0 (T Zi() ) Ba((1+7) 72| Fioa) (@) = XE (@)

=1

1

mE@(Zt | Fio1)(w)
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Damit dies ein Martingal ist, muss somit
Itr =Eq(Z| Fi-1) = uBq(Nz—uy | Fi1))+d Bo(Lz,—ay | Fi-1)) = Eq(Liz,—u} | Fio1)(u—d)+d,

oder . J

+r—
Eo(Liz,=u | Fi-1)(w) = “u—d
fiir alle w € Q) gelten. Nun ist aber fiir jedes A € F;_1 wegen der definierenden Eigenschaft der
bedingten Erwartung
1+7r—d
Eq(1alizi=u) = Eo(LiBo(Lz=u} [ Fi1)) = — ———Q(4),
14r—d

und mit A = € bekommen wir aulerdem Q(Z; = u) = 5% = p,, und somit insgesamt

Eg(1aliz,—u) = Q(14)Q(Z; = u), also die Unabhéngigkeit von Z; und F;_,. Es folgt (induktiv)
dass die Z; alle unabhéngig sein miissen, es muss also Q die Form
Q(Zl = Wwi,... ZT = CUT> = pL{t < T:wt:u}|(1 — p*)l{t < Trwor=d}|

haben. Somit ist Q = Q. O

(3.14) Arbitragefreier Preis einer Call-Option im Binomialmodell

Der eindeutige arbitragefreie Preis C.,y einer Call-Option auf das erste (und einzige nichttri-
viale) Basisgut S! im Binomialmodell mit Strike-Preis K und Félligkeit T ist zur Zeit ¢ = 0
gegeben durch

K
Teall = S0¥T ., (h'(s()a u,d, T)) - m‘l’ﬂp* (h(so,% d, T))>
wobei
InK —Insyg —T'Ind
Mo, d, T) = Inu —Ind ’
_l+r—d B u  u(l4r—d
b= —a p**_p*ljtr_(u—d)(l—i—r)7
und -
Ve = Y () )ra-pn
k>hk<T

U, r(h) ist also die Wahrscheinlichkeit, dass eine binomalverteite Zufallsvariable mit Erfolgs-
wahrscheinlicheit p und T" Versuchen einen Wert gréfler als A annimmt.

Um diese etwas unhandliche Formel auszurechnen, erinnern wir uns zunéchst an die einfa-
chere Tatsache, dass

(1+7)7 (1+7)" (1 +r)7

gilt, wobei Q das eindeutige Martingalmaf} ist. Der zweite Ausdruck sieht einfacher aus, wir
machen ihn zuerst. Mit Hilfe der Zufallsvariable

Y(w)={t <T: Zw) = u}|

Sl — K)o Sl]l 1 K
Teall = Eg(Cean) = Eq <( a ) {ST>K}> =Eq < L {ST>K}> - Q(S; > K)
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erhalten wir die Gleichung

u\Y W)
Sr(w) = sou? @l Y = <E> dr

Auflerdem ist unter Q die Zufallsvariable Y binomialverteilt mit Erfolgswahrscheinlichkeit p,
und 7" Versuchen. Wir berechnen

Q(Sr > K)=Q (so (g)y(w) T > K) ~-Q (Y > ﬁiﬁ» .

Dies ist der zweite Term der behaupteten Formel. Der erste Term ist nicht etwas ekelhafter,
aber mit einem Trick machbar. Er lautet

S%]l{s;>K} u” "
Eq <W — %k ((1 T (g Ty e soliT”“Z}> -

o (6) () e

K u
lnSOT/lnE<k<T

Mit der Definition p,, = 1—irp* bekommen wir

- Cltr—up, (I+r)(u—d)—u(ld+r—d) du—-—d—-(1+r—d) d(1-p,)
Po = = (1+r)(u—d) T O+ n)u—d) 1+

Damit ist tatsachlich

T
W=s X () = s (o 1))

K u
In 50dT/ln E<k <T

also der erste Term.

Ubungsaufgaben:
a) Berechnen Sie Eq(S+/(1 + r)T) mit Hilfe der Zufallsvariablen Y aus der obigen Rechnung.
b) Berechnen Sie Eq(Sr/(1+7)") mit Hilfe der Tatsache, dass Q das dquivalente Martingalmaf3
ist.
c¢) Begriinden Sie mit Hilfe der bisher gemachten Theorie, warum 7, > 0 sein muss.
d) Rechnen Sie mit Hilfe der Formel die Ungleichung m..; > 0 nach.

e) Erinnern Sie sich, dass der zentrale Grenzwertsatz fiir eine Folge binomialverteilter Zufalls-
variablen (Y;,) mit Erfolgswahrscheinlichkeit p und je n Versuchen die Form

Y, —np
lim ]P’(—>c> =PNo1 > ¢
noee \y/np(1 — p) 01>

hat, wobei Np; die Standard-Normalverteilung ist. Bestimmen Sie damit eine geeignete Skalie-
rung der Terme u = u(T") und d = d(T), K = K(T'), so dass die Formel fiir 7.,y im Grenzwert
T — oo gegen eine nichttriviale Grofle konvergiert.
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(3.15) Proposition

1
Sei € = L (;)T) ein Derivat im Binomialmodell, das nur vom Endwert des ersten Basisigutes
T

abhéngt. Dann ist der eindeutige arbitragefreie Preis von C' zur Zeit 0 durch

()= (U5) = e 3 (1ot st

gegeben, wobei p, = 1:1?1, und P, das entsprechende Martingalmaf ist.
Beweis: Ubung - siche Beweis von (3.14). O

4. Die Black-Scholes-Formel

(4.1) Das Binomialmodell im Grenzwert unendlich vieler, unendlich kleiner Zeit-
schritte

Erinnerung: das Binomailmodell besteht aus der (deterministischen) Folge
SO =(1+7)", 0<n<T,

und dem stochstischen Prozess

wobel Y; uiv Zufallsvariable mit
PYi=u)=p, PYi=d)=1-p

gilt. Hierbei muss d < 147 < w sein, damit das Modell arbitragefrei ist. In diesem Fall ist es auch
vollsténdig, also jedes Derivat ist replizierbar, und das eindeutige dquivalente Martingalmaf ist
mit p = p, = 1:+:ld gegeben.

Bisher hatten wir angenommen, dass jedes n < T" eine Handelsperiode darstellt, also etwa einen
Tag, eine Stunde oder eine Minute. Wir wollen nun den Grenziibergang zu unendlich vielen,
unendlich kleinen Zeitschritten machen. Der Endzeitpunkt soll aber nach wie vor gleich 7' sein,
wir wollen also nur die Anzahl der méglichen Kéufe und Verkéufe erhchen, nicht die tatséchliche
Zeit T, die wir am Markt verbringen. Wir teilen also das Zeitintervall [0, 7] statt in 7" Schritte
nun in N Schritte und senden N — oo. Damit hierbei etwas sinnvolles herauskommt, ist es

plausibel, dass folgende zwei Bedingungen erfiillt sein sollten:

e Die Zinsrate r muss so angepasst werden, dass nach N Schritten eine Grofle heraus-
kommt, die im Grenzwert N — oo noch konvergiert. Das kennt man so schon aus
der elementaren Zinsrechnung, mit ry = Z= ist dann S§ = (1 + ry)" — exp(FT)
wenn N — oo. Mit der Wahl 7 = In(1 + r) erhélt man wieder S% = (1 +7)7 wie im
urspriinglichen Modell.

e Die Preisspriinge fiir jede einzelne Handelsaktion sollten mit N — oo immer kleiner
werden. Denn sonst wiirde der Preis in immer kiirzeren Zeitabschnitten wild hin und

her springen, und im Grenzwert vermutlich nicht mehr definiert sein.
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e Die Gewinn- und Verlustwahrscheinlichkeiten und die Parameter v und d miissen so
eingerichtet werden, dass im Grenzwert N — oo der zu erwartende Gewinn aus S?
immer noch mit dem reinen Zinsgewinn vergleichbar ist. Wenn namlich beispielsweise
Sk — oo (beispielsweise fast sicher) wenn N — oo, dann ist das Modell nicht sinnvoll,
weil man dann niemals die risikolose Anlage wihlen wiirde.

Es stellt sich heraus, dass die folgenden Skalierungen die richtigen sind:
rT
N = W’

1+ /T+TT
UN = oA\ — + —
N N Na
T rT
—1—o4) =+ ——
dN g N—{—N’
1 w—r |T
-~ (1 V=
PN 2( + o N>7

SS,N = (1 + TN>n7

5711,N = S0 HY;’N mit (Y;L,N)iEN uiv und IED(Y; = UN) = PN = 1-— ]P)(Y; = dN)
i=1

Hierbei sind r € R (aber dann nur fiir N mit %t > —1), 0 >0, g € R und T > 0.

Beobachtungen: Die Ausdriicke fiir uy und dy sind ,der Grofle nach* geordnet, aber eine
andere Schreibweise ist vielleicht erhellender:

/T /T
uy=1+ry+o N, d,=1+ry—o0 N

Das heifit, dass sich beim Basisgut S} in jeder Handelsperiode zu dem deterministischen Term
1 + 7y, der ja die multiplikative Veriinderung von S° beschreibt, jeweils ein zufilliger Term

ia\/% dazugezahlt wird. Die Wahrscheinlichkeit fiir + oder — ist hier sehr nahe bei 1/2, wenn

N grof ist, die GroBe == gibt an, ob ein leicht besseres Wachstum als S° wahrscheinlicher ist
(falls o > o), oder ob S eher schwiicher wichst als Sy (falls u < o).

(4.2) Proposition

Im gemé&B (4.1) skalierten Binomialmodell gilt:

a) impy_,o0 Sfth,N = "7 fiir alle 0 < t < 1.

b) Fiir alle N ist das Modell arbitragefrei.

c¢) Das dquivalente Martingalmaf ist durch Q = Py, gegeben, also Q(Y, v = uny) = Q(Yon =
dy) = 3.

d) Fiir alle N, gilt:

Wl a*T
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insbesondere limy_,oo NV(Y; v) = 02T

Beweis:
a) Es gilt

g rT\ [tN] B rtT\ tN rtT\ —&(N)
o = (14 57) —<1+W> (”W)

mit 0 < e(N) < 1. Der erste Faktor konvergiert gegen e""

wenn tN — oo, der zweite gegen 1.
b) Das gilt wegen dy < 1+ ry < uy.

c) Das dquivalente Martingalmaf ist gegeben durch P, mit

1—|—7’N—dN_ O'\/T/N . 1

P Ty = dy ~ 20/T/N 2
d) Wir berechnen
rT rT T T [T
E(Y;, )—1——:E(Y;N—1——) PNO N—l—(l—pN)(—U N):U N(QPN—U:
T

stellen die Gleichung um, und erhalten IE(YL v) =14 45 Um V(Y; x) halbwegs schmerzfrei zu
berechnen greifen wir zu einem Trick: wir schreiben

V(Yi,N) = V(Y;',N —1- %) = V(U\/%H{Y},Nﬂuv} - a\/%]l{ﬂ,z\r:dN}) =

T
T

= UzﬁE((ﬂ{Yi,N:uN} - ]l{Yi,N:dN})2> — E(Nyy, ymuyy — Lpyviyan))? =
T

=0’ —(1— (2py — 1)

U

Als néichstes wollen wir ausrechnen, was der Grenzwert des arbitragefreien Preises eines De-

rivates der Form Cy = f(S7, )/ Sy im Grenzwert N — oo ist. Mit Proposition (3.15) kénnte

man das mit viel Mithe tun, indem man die in (4.1) eingefithrte Skalierung einsetzt. Es gibt

aber einen besseren Weg, namlich die Konvergenz der Zufallsvariablen S Et NJN (in Verteilung)
zu zeigen. Um dies zu tun, brauchen wir einen einfachen, aber niitzlichen allgemeinen Satz.

(4.3) Satz von Slutzky
Seien X, (X,)neny und (Y;,)nen Ri-wertige Zufallsvariable, und es gelte

X, — X in Verteilung, und | Xn — Ya]| = 0 in Wahrscheinlichkeit.
Dann gilt Y,, — X in Verteilung.
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Beweis: Es ist zu zeigen, dass E(f(Y;,) — f(X)) — 0 fiir alle beschriankten, stetigen Funktionen
f. Hierzu stellen wir zunéchst fest, dass

und da der zweite Term nach Voraussetzung gegen 0 konvergiert, miissen wir uns nur noch um

den ersten kiimmern.

Sei dazu zunéchst f sogar Lipschitz-stetig, es existiere also ein L < oo mit |f(x)— f(y)| < L|jz—
y|| fir alle z,y € R™. Dann gilt fiir alle ¢ > 0 die Ungleichung

|f(Xn) = FY) I x,—val < o < LIIXn = Yalllyx,—va) < o < Lelyx, -y, <oy < Le,
und somit

[ECf(Ya) = fF(X)] S E(f(Ya) — F(X) Lgx,—vai < ) + E(Lf(Yn) = f(X) L x-va>e})
< Le+ [[fllooP([Xn = Yal| > ©).

Da der zweite Term nach Voraussetzung mit n — oo gegen 0 konvergiert, folgt
limsup |[E(f(Y,) — f(X,))] < Le

n—oo
fiir alle ¢ > 0, somit ist der lim sup gleich null fiir alle Lipschitz-stetigen, beschrénkten f.

Es bleibt noch zu zeigen, dass es fiir die Konvergenz in Verteilung ausreicht, Lipschitz-stetige
(statt alle stetigen) Funktionen zu betrachten. Dies verbleibt als Ubung. U

(4.4) Satz

Sei 0 < t < 1. Im Binomialmodell mit der Skalierung aus ((4.1)) konvergiert die Verteilung von
InS it N, unter dem Martingalmaf} IP,, fiir N — oo gegen eine Normalverteilung mit Mittelwert

m = Insg + rtT — oc*tT/2
und Varianz o*T. Anders ausgedriickt: fiir jede stetige, beschriinkte Funktion f: R — R gilt

(z—m)?

. 1 (@m)?
Jm By (1 Sl ) = o [ ) H

Interpretation der Parameter: ¢ € [0, 1] bstimmt den Zeitpunkt ¢7" innerhalb des (ste-
tigen) Intervalls [0, 7], zu dem man den Preis wissen mochte. Zum Zeitpunkt 0 erhélt man die
degenerierte Gaufiverteilung und bekommt fast sicher den Preis sq fiir das Handelsgut, so wie
es sein sollte. Der Parameter p aus (1.1) taucht hier nicht auf, da er nur im Ma8 py enthalten
ist, das aber hier gar nicht verwendet wird! Stattdessen betrachten wir nur das Martingalmaf,
also P,, mit p, = 1/2. Siehe aber auch (4.5) unten.

Interessant ist, der asyptotische Mittelwert von In S EtN |,N: man kénnte meinen, dass er durch
In sy + rtT gegeben ist, weil ja unter dem Martingalmafl ,;im Mittel“ eine Uberschreitung der
Zinsrate rT /N ebenso wahrscheinlich ist wie eine Unterschreitung, und w, und dy ja sym-
metrisch um 1 4+ rT/N gelegen sind. Daher wire SitNJ, ~ ~ So€" zumindest plausibel. Die
Anwesenheit des Korrekturterms t7'02/2 kommt daher, dass wir eine Taylor-Entwicklung des

Logarithmus machen werden, und es stellt sich heraus, dass hierbei nicht nur der Term erster
Ordnung (der kein ¢ enthélt) wichtig ist, sondern auch der Term zweiter Ordnung. Dies sieht
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man am besten direkt am

Beweis von Satz (4.4):
Wr schreiben zunéchst

ZN_l_I'UV gz

mit (&) uiv und P(§ = 1) = P(§; = —1) = 5. Dann hat

[tN ]
StN—30H<1+O—\/7§l )

die gleiche Verteilung wie S|;n |y unter P, . Wir berechnen

[tN] T
lnStN—lnso—i-Zln <1+0’\/7§z : )
[tN] &+ Q
=In S0 + Z \/7& \/> + R2 \/751 ) (*)

letzteres wegen der Taylorentwicklung zweiter Ordnung des Logarithmus, ndmlich

2

In(l+2) =2 — % +R(z)  mit|Re()] < claf

fiir alle |#| < 1/2 und ein geeignetes ¢ < 0 (Ubungsaufgabe!). Wir kénnen nun die einzelnen
Terme getrennt betrachten. Zunéchst |£;| = 1, und daher fiir N > 1 grof} genug

\/751 - L(U\/_JrrT)<1/2

\/_%,_/

=:co

T rT
|R2<U\/ Nfz + W>| < CON_?)/Q,

und da die Summe in (*) nur N Terme hat, verschwindet die Summe iiber die Ry fiir N — oo,

P-fast sicher (eigentlich sogar fiir alle w). Die Summe Z“NJ T konvergiert einfach gegen rtT,
und wegen des zentralen Grenzwertsatzes gilt

Somit ist

[tN] [tN]

d o ]j\;gz o tT\/_Z@—m\/ﬁN(o 1) = N(0,0%T).

i=1
Der letzte verbleibende Term ist

1 ,T , 3/2 A7—3/2 17272
“Loy/= it :——aﬁg — orT* NG — o
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Hierbei ist der erste Term wegen || = 1 einfach nur —";—NT, und da der [¢tN] mal summiert
wird, konvergiert das gegen —o?tT/2. Der Ausdruck

[tN]
Z orT3PN=3/2¢, = r

i=1

£1/2773/2 [tN]

1

konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen 0, da die eingeklammerte Summe in Verteilung kon-
vergiert (Ubung). Der letzte Term konvergiert einfach gegen 0, da die [¢/N] Summanden nicht
gegen den N~2-Abfall ankommen. Somit ist In S y eine Summe aus Termen, die in Verteilung
gegen
o*T ) )
Insy+rtT — SN + N(0,0°tT) = N(m,c*tT)

konvergieren und anderen, die fast sicher (und damit in Wahrscheinlichkeit) gegen 0 konvergie-
ren. Eine (ziemlich triviale) Anwendung des Satzes von Slutzky konvergiert daher In S, x selbst
in Verteilung gegen N'(m, o%tT). O

(4.5) Ubungsaufgabe

Gehen Sie den Beweis von Satz (4.4) durch und &ndern Sie hierbei das Martingalmafl P, in
das urspriinglich gegebene Mafi P, ab. Berechnen Sie also den distributionellen Grenzwert der
Verteilungen von S} y unter P, wenn N — oo. Vergleichen Sie dies mit der Aussage von Satz
(4.4).

(4.6) Korollar

f sei eine beschriankte Funktion. Im wie in (1.1) parametrisierten Binomialmodell sei Cy :=
f(Sxn)/ SJOV7 y der abdiskontierte Wert eines Derivates, dessen Wert nur vom Endpreis des ersten
Basisgutes abhéngt. Der eindeutige arbitragefreie Preis 7y (Cly) von Cy konvergiert dann fir
N — 00, und zwar ist

_(z=In 507(7'70'2/2)’1“)2

) ) e—’/‘T o)
lim WN(CN) == A}l_f)noo El/g (f(sll\/,N)/S]OV,N) = m/ f(ex ) e 202T dz.

N—oo

Beweis: Es gilt

TN (Cn) = Eq)2 (f(Szlv,N)/SJOV,N> = ! )NIEI/2 (g(ln Szlv,N)>7

(1—|—’I"N

mit g(x) = f(e®). Der Vorfaktor konvergiert gegen e™"7  und nach Satz (4.4) konvergiert
In Sy y in Verteilung gegen die Normalverteilung mit Mittelwert Insg + (1 — ¢°/2)T)* und

Varianz ¢*T. Da [ stetig und beschriinkt ist, gilt dies auch fiir g(z) = f(e*), somit eine
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erlaubte Testfunktion fiir die Konvergenz in Verteilung. Es folgt

lim By (g(ln Sk x) /S?V,N) —E(g(Y))  (mitY ~N(nso+ (r — 02/2)T, 0T)

_(z—In 507(7‘70'2/2)T)2
202T €T.

B \/27T10'2T /_ flet)e

(4.7) Die Black-Scholes-Formel

Im reskalierten Binomialmodell betrachten wir die diskontierte Put-Option
Cout,y = (K — SJIV,N>+/SR7,N'

Fiir ihren arbitragefreien Preis gilt

im 7(Cpur,v) = Ke‘”@(— h+ wj_T) - socb( —h— ‘/‘;2_T>

N—oo

wobel

1 So
h = —(ln— —i—rT),
Vao?T K

und

q)(l') = \/_2_71-/ e 2 du

die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung ist.

Beweis: Da f(z) = (K — x)4 stetig und beschrénkt ist, ist dies ein Spezialfall von (4.6), und
wir miissen den Ausdruck

_ (z—Insg— (r70'2/2)T)2
e 202T T

efrT 00 N
1= V2mo?T /—oo (K - )+

berechnen. Wir benutzen die Substitution
r—Insyg— (r—o?/2)T

Yy = 0’2T )
damit ist * = Vo?Ty + Insg + (r — 0?/2)T, do = Vo?T dy, und
] = e " OO K Vo2Ty+In so+(r—o?/2)T —_Tyz d
= (K—e )+e Y.
—00

Der erste Faktor im Integranden ist ungelich Null genau dann, wenn

K — /o Tuthsot(r=a*9T & g s /2Ty +Insg+ (r —o2/2)T <In K

Vo'T
T

= y< <an—lnso—(r—02/2)T>:—h+

1
vo?T
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Es gilt daher

e—rT —h+ (;2T . 9 2
] = - (K . e\/a Ty+Inso+(r—o /2)T> e 2 dy
\V 4T

_r _ \/02T
v o*T o e 3 S e\/OTTyS erT e—(02/2)T e—%f d
5 o 0 Y
V U2T> 0 /

2 V21 J oo

_ Vo2T

V02T> S0 / S e—%(y—\/aTT)2 dy.
2 V21 J oo

Im letzen Integral setzen w1r nun z = y — Vo?T, dann ist dz = dy, und aus der oberen
Integralgrenze y, = —h + Y2~ wird z, = —h — —";T Es folgt

ST ST
2T>_50¢<_h_ 2T>’

_ e_TTK(I)<—h+

— T ch( —h+ VTS gy

— T KO(—ht

I = e-’”TKq><—h+

wie behauptet. 0]

(4.8) Put-Call-Paritit, Black-Scholes-Formel fiir Call-Optionen

a) Seien Cean ny = (Szlv,N — K), die Call-Option und Cpyny = (K — Sy )+ die Put-Option im
reskalierten Binomialmodell. Dann gilt fiir die arbitragefreien Preise dieser Optionen

K
Cca - C'u = T T . AN
T(Cean ) = 7(Cpu,v) = S0 (14 rT/N)N
b) Es gilt
, o?T T T
o) = (i YD) e 1o+ YT,
wobei )
_ s
h_\/ﬁ<an+rT>,
und

@(x):\/%_ﬁ/_;e =

die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung ist.

Beweis:
a) Zunéchst stellen wir fest, dass
Ccall,N - Cput,N = (S}V,N - K)"r - (K - S]1V7N)+ = SZIV,N - K.

Dabher ist
1

T(Cean, N) =T (Chut,n) = <E1/2(Ccau,N)—El/z(Cput,N)> = IE1/2<(

(T+rn)V
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Sin
(1+T‘N)i

Da ( )i < v unter IP; 5 ein Martingal ist, gilt

E1/2 <(1ijlv—7“]1\\;)N> = E1/2 <%> = So,

dies zeigt a).
b) Wegen a) ist

Jim 7 (Conn) = Jim 7o) 50 = Iy = Jim w(Ce) 50 = Ko™

Die Behauptung folgt nun mit (4.7) und Umformung,. O

(4.9) Die Ableitungen der Black-Scholes-Formel, ,,The Greeks*

Die Formel fiir den Preis eine Call-Option im Grenzwert des reskalierten Binomialmodells héngt
von mehreren Parametern ab. Wir untersuchen nun, wie sich der faire Preis &ndert, wenn man an
diesen Parametern kleine Anderungen vornimmt. Das geeignete Werkzeug dazu sind natiirlich
Ableitungen.

Wir andern etwas die Notation und definieren
w(so, 0, K7, T) = lim 7(Coan,x) = so<1 - <I>(—h+)> —KeoT (1 - @(—h,)),
—00

mit

1 2T
hy = hi(sg,0,K,7,T) = <lnﬁ+rTj:U—>,

O (x) :%/; e du

wie in (4.8). Bezeichne aulerdem ¢(z) := ®'(x) = \/% e~**/2 die Dichte der Normalverteilung.
Dann gilt:

und

DO
)

A= 0u=1—D(—hy),
1
—=¢(hy),
s 02T90( +)

O = dpu = 30¢<h+)2\‘;7 +rKe ™ (1—®(—h_)),
A == d,u = sop(h )WT,
pi=0mu=KTe ™ (1-®(—h_)),

Oxu=—e "7 (1 —®(—h_)).

— 92, —
['i= 0 u=

Aufgrund der griechischen Buchstaben werden diese Grofien in der Finanzwelt auch ,,the Greeks
genannt. Interessant ist zum Beispiel die Tatsache dass A > 0 ist: dies bedeutet, dass ein An-
steigen der Volatilitdt immer dazu fithren muss, dass der Preis einer Call-Option sich erhoht.
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Um die behaupteten Formeln zu berechnen, schreiben wir
1 22

o(x) = \/ﬁe_7 = d'(z)

fiir die Dichte der Normalverteilung, und stellen fest, dass wegen

Vo?T
2

2 2
hiz(hi ) :h2i\/02Th+—U4 SR LU b
die Gleichung

o(hy) = p(h_) L e

S0
gilt. Wegen O0s,h_ = 05 hy = \/f+m gilt dann
A=0,u=1—®(—hy)+ sep(—hy)0s,hy — Ke ™ o(—h_)ds,h_

= 1= 0+ e (o) - E o)) <1 0t

1
V2T
Auflerdem folgt dann sofort
1

I'= a80A = (,D(h+) ms :
0

Weiter gilt
o

8Th+ = 8Th_ + aTV 02T = 8Th_ + 2@,

und daher
O = dru = spp(—hy )orhy +1Ke ™ (1 —®(—h_)) — Ke "™ o(—h_)orh_

—rKe T (1— ®(—h_)) + sop(—hy) (aTh, v m) KT o(—h_)arh_

= sogo(—h+)L +rKe ™ (1 —®(—h_)).

2T
Als néchstes haben wir 0,hy = 0,h_ + VT , und daher
A = 0yu = sop(hy)(Osh_ +VT) — K e p(h_)d,h_ = soVTp(hy).

Die restlichen beiden GroBen gehen genauso und verbleiben zur Ubung.

(4.10) Die Black-Scholes Differentialgleichung

Wir fassen die Funktion u aus (4.9) nun nur noch als Funktion des anfanglichen Preises s
des Basisgutes und der Gesamtlaufzeit T auf. o0, K und r betrachten wir als Parameter. Wir
schreiben dann u(sg,T") statt u(sg, o, K,r,t). Die Funktion u lste dann die folgende partielle
Differentialgleichung (die sogenannte Black-Scholes Differentialgleichung)

o?st

Oru(sg, T) = 5 8820u(30,T) + 1r500s,u(s0, T) — ru(so, T),




FINANZMATHEMATIK 43

mit der Anfangsbedingung u(so,0) = (so — K) fiir alle so und der Randbedingung «(0,7) =0
fiir alle 7T'.

Beweis: Wir haben in (4.9) ausgerechnet, dass
o%s? o2g2
2 OGEOU(SO’ T) - 7"80880'&(80’ T) — @ — 0
S0

g —rT
swplhe) s 7 + P e (1= 0(=ho)) — O
Dies zeigt die Giiltigkeit der Differentialgleichung. Die Anfangsbedingung ergibt sich aus dem
Wert der Call-Option zur Zeit 0, die Randbedingung aus der Tatsache, dass S it NN = 0 fiir
so = 0, und daher hat die Call-Option in diesem Fall immer den Wert 0. Sowohl Anfangs- als
auch Randbedingung kann man auch durch Bildung entsprechender Grenzwerte in der expliziten
Formel fiir u finden. O

aTU(So, T) —

F—T’SDA

p(hy) = rso(l = (=hy)) = —ru(so, T).

(4.11) Die Black-Scholes Differentialgleichung fiir Put-Optionen

Sei nun v = limy 0o 7(Cput.y) der Preis der Put-Option, siche (4.7). Dann l6st auch v die

Black-Scholes Differentialgleichung

o?st
2

aber diesmal mit der Anfangsbedingung v(sp,0) = (K —sg) fiir alle sg und der Randbedingung
v(0,7) = Ke™T fiir alle T

Orv(se, T) = 92 v(s0, T') + 15005,v(s0, T') — (50, T),

Beweis: Ubung.

(4.12) Stochastische Prozesse in stetiger Zeit

Bisher war unsere Strategie folgende

(1) Betrachte eine Binomialmodell fiir endlich viele Zeitschritte
(2) Berechne den fairen Preis einer Option mit Endwert f(S})/S% mittels der Formel
v (C) = By, (£(S4)/S%).

(3) Reskaliere das Binomialmodell geméBe (4.1) und betrachte den Grenzwert my(C').

Eigentlich wire es natiirlicher, die Schritte 2) und 3) in umgekehrter Reihenfolge zu machen.
Das bedeutet, zuerst ein Finanzmarktmodell in stetiger Zeit als Grenzwert von Binomialmodel-
len zu konstruieren, und dann in diesem Modell die Fragen nach dem fairen Preis einer Option
zu stellen und zu beantworten. Es wére natiirlich auch sehr wiinschenswert, wenn sich dadurch
die Formel fiir den fairen Preis einer Option nicht d&ndern wiirde!
Konkret suchen wir einen Grenzwert des Preisprozesses S}, y aus (4.1), wenn wir n = |[tN] mit
t € ]0,1] setzen. Wenn so ein Grenzwert Z; := limy_,oo SﬂtNJ, v fiir alle ¢ < 1 existiert, dann
stellt Z; den Preis des ersten Basisgutes zur Zeit tT'° < T' dar. Bevor wir die Konvergenz der
Folge untersuchen, miissen wir jedoch das Grenzobjekt selbst definieren und kennen lernen. Bei
der Definition machen wir es uns zunéchst sehr einfach:

Definition: Ein (reellwertiger) stochastischer Prozess in stetiger Zeit mit Zeitintervall
[0, 7] ist eine Familie (X;)p <+ <7 von Zufallsvariablen (mit Werten in R).
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Das ist wirklich das Minimum, was wir verlangen kénnen, und es ist tatsédchlich so minima-
listisch, dass es nicht besonders erhellend ist. Typischerweise wollen wir alle X; auf einem
gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum definieren. Hierbei kommt beispielsweise die Menge
Q = {f:[0,7] — R} aller Funktionen von [0,7] nach R in Frage. Als o-Algebra nehmen
wir einfach das Minimum dessen, was notig ist:

]-‘:a({AcQ:f(t) eBVYfe A BeB[R)te [O,T]}>

Mit anderen Worten, F ist die kleinste o-Algebra, die garantiert, dass die Punktauswertungen
m o Q — R, f — f(t) fir alle ¢ messbar sind. Wir setzen dann X; = f(¢), und jedes W-Ma$8
auf dem messbaren Raum (€2, F) liefert uns einen stochastischen Prozess.

(4.13) Beispiel: der Poisson-Prozess

Seien (7;);ey uiv Zufallsvariable mit P(T} > ) = e~ also exponentialverteilt mit Parameter
A > 0. Erinnerung: die Dichte von T} ist dann p(x ) A Ty > 03
A

Definiere die stiickweise stetige, zuféllige Funktion o

n - \T

Nt::max{nEN:ZTigt}. ) .o

i=1

Siehe Abbildung rechts fiir eine Visualisierung des Zu- 7 EE e

sammenhangs zwischen (7;) und V. T+ T+ Ty

T+ Ty
Da N, fiir jedes t eine Zufallsvariable ist, ist (IV;); > o ein stochastischer Prozess, der sogenannte

Poisson-Prozess zum Parameter A. Wegen des starken Gesetzes der groflien Zahl ist

P(N, = hmsupZT P( lim — ZT_O ) =0,
n—>oo n

n—o0

denn es gilt ja = 37" | T; — E(Ty) > 0 fast sicher. Also ist jedes N, sogar eine reelle Zufallsva-
riable. Ist €2y der W-Raum, auf dem die 7} definiert sind, so ist damit die Abbildung

F:Qo—{f:]0,00) = R}, w (Ny(w))e >0 = (max{n € N : ZTZ(w) <thiso

i=1
wohldefiniert. Man kann also den Poisson-Prozess auch auf dem W-Raum (€2, F) aus (4.12) be-

trachten, wenn man einfach das Bildmai Po ! auf (Q, F) als W-Maf$ auf Q nimmt. (Ubung;:
priifen Sie dazu nach, dass die Abbildung F' tatsichlich F-messbar ist!)

Wir rechnen jetzt die Verteilung der Zufallsvariable N; aus. Da sie nur Werte in N annehmen
kann, reicht es, P(N; = n) fiir alle n zu kennen. Es gilt wegen der Unabhéngigkeit der T;

n+1

P(Nt:n):P(Z:ngt,ZT,->t):/ ZTedx (Tpy >t — ),
=1 =1
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und mit der Faltungsformel

[e.9]

]P’(ZTi € dxy) = day p™(x1) = day / Az p(z1 — 22)p* "V (22)
=1

—00

= dx; / dzy p(xy — xg)/ das p(zy — 23)p" @ (23) = ...

—00 —0o0
n

=dx, H (/OO dz; p(xi—y — fl?z))ﬂ(l"n)

=2 -

n n

=dz; g </_OO d[l?i) Hp(zi_l —x;)p(xy).

00 =2
Wegen
[I oz —ziple) = X ] e 0 ooy Dy, 2 0
i=2 1=2
= \"e A ]1{0 <p <Tpo1 ... <21}

und P(Tyy1 >t —2) = e M=) gilt dann

n
]P)(Nt = n) — e*)\t )\"/dxl e ,d$n]1{0<wn <Tn1 <. <<t} = ef)\t )\n_

n!
Die letzte Gleichung sieht man ganz einfach so: das Integral fot dxy ..., f(f dx, ist einfach der
Rauminhalt ¢" des n-dimensionalen Wiirfels. Durch die Einschrinkung z, < z,1 < ... 1

integriert man aber nur iiber einen Teil dieses Wiirfels. Da es n! Moglichkeiten gibt, die Ko-
ordinaten der Grofle nach zu ordnen, muss dieser Teil genau ein n!-tel des Wiirfels sein (man
mache sich das fiir n = 2 klar!).

Die Verteilung von N ist also die Poisson-Verteilung, daher auch der Name des Prozesses.
Allerdings reicht es bei einem stochastischen Prozess nicht, die Verteilungen von X, fiir alle ¢
zu kennen. Das sieht man beim Poisson-Prozess daran, dass ja sicher P(Ny = n, N, = m) #
P(Ng = n)P(N; = m) gelten muss, denn die linke Seite ist gleich Null fiir n > m und s < t,
und die rechte nicht. Die Werte von N; sind also fiir verschiedene ¢ nicht unabhingig. Um
einen stochastischen Prozess (X;); > wirklich zu kennen, brauchen wir also mindestens die
gemeinsamen Verteilungen der (X, X) fiir alle s # ¢. Man kann sich aber leicht tiberlegen, dass
dies auch nicht reicht, denn was ist mit drei verschiedenen Zeitpunkten, etc? Daher machen wir
folgende Definition:

(4.14) Definition

a) (Xi)i>o sei ein stochastischer Prozess mit Werten in R. Fiir jedes n-Tupel (t1,...,t,) mit
0<t <...<t, ist durch

Tty potn - B(Rn) — [07 1]7 Tt st (B) = P((thv s 7th> S B)
ein W-Maf} definiert. Die Familie
{mty, 4, 0<t <ty <...<t,,neN}



46 VOLKER BETZ

heiflit die Familie der endlichdimensionalen Verteilungen des stochastischen Prozesses
(X3).
b) fiir jedes w € 2 heifit die Funktion t — X;(w) Pfad des stochastischen Prozesses (X3): > o.

(4.15) Bemerkung

Wenn man die Familie der endlichdimensionalen Verteilungen eines stochastischen Prozesses
kennt, dann kennt man den Prozess ,fast“ vollstindig. Warum nicht ganz vollstéindig? Der
Grund sind pathologische Beispiele wie das folgende: Sei T' eine Zufallsvariable mit stetiger
Verteilung auf [0, oo], beispielsweise P(T" > ¢) = e~ ¢. Definiere X;(w) = 0 falls T(w) # t
und X;(w) = 1 falls T(w) = t. Dann ist (X;);>¢ ein stochastischer Prozess, und es gilt
P(X;, =0,...,X;, =0) =1 fur alle ¢y, ...,t,. Der Prozess (X;) hat also die gleichen endlich-
dimensionalen Verteilungen wie der (nicht wirklich stochastische) Prozess (Y;) mit Y;(w) = 0
fur alle ¢. Der Grund ist, dass der einzige (zufillige) Werte ¢t = T'(w), bei dem X; den Wert 1
annimmt, durch die stetige Verteilung von T' so gut ,,versteckt “ ist, dass er mit Wahrscheinlich-
keit 1 nicht dadurch gefunden werden kann, dass man vorher die tq,...,t, festlegt und dann
nachschaut, ob man ihn gefunden hat.

Natiirlich sind solche Beispiele in der Praxis nicht wichtig, aber da sie nun mal existieren,
muss man damit umgehen und kann eben nicht einen stochastischen Prozess nur dadurch
festlegen, dass man seine endlichdimensionalen Verteilungen festlegt. Man braucht noch ge-
wisse Zusatzinformationen, zum Beispiel, dass alle Pfade ¢ — X,(w) stetig oder monoton
wachsend sind - das bereitet aber wieder andere Probleme, denn beispielsweise ist die Men-
ge {f :[0,00) — R : f ist stetig} tiberhaupt keinen messbare Menge beziiglich der o-Algebra
F aus (4.12) (dies zu zeigen ist eine nicht ganz so einfache Ubung). Das Problem liegt hier in
allen Féllen darin, dass man es bei einen stochastischen Prozess in stetiger Zeit plotzlich mit
den iiberabzihlbar viele Zufallsvariablen (X;);> ¢ zu tun hat, aber der Begriff der o-Algebra
und auch des Mafles sehr stark von Abzh#hlbarkeit lebt, siehe o-Additivitat und definierende
Eigenschaften der o-Algebra. Man kann diese Schwierigkeiten mit einigem technischen Aufwand
beseitigen und eine sehr schéne Theorie stochastischer Prozesse entwickeln, dies wird allerdings
erst in der Vorlesung ,,stochastische Prozesse“ passieren. Hier begniigen wir uns mit den end-
lichdimensionalen Verteilungen und formulieren einfach unsere Aussagen etwa vorsichtiger.

(4.16) Definition

Sei fiir jedes n € N (X,fn))t>0 ein stochastischer Prozess. Man sagt, die Folge (X (™), cy von
stochastischen Prozessen konvergiert im Sinne der edlichdimensionalen Verteilungen
gegen einen stochastischen Prozess (X;);> o, wenn gilt: fiir jede Wahl von 0 < t; < ... < t,,
konvergiert die Folge von W-Maflen ui?ﬁ).."tm in Verteilung gegen i, . ., wobei ,ug?,)m’tm jeweils

die zu (Xt(n))t > o gehorigen Verteilungen und gy, 4, die zu (Xy): > o gehorige Verteilung ist.
Die Abkiirzung ,,fdd-Konvergenz“ (fdd steht fiir finite dimensional distributions) ist gebrauchlich.
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(4.17) Erinnerung und Bemerkung

Wir erinnern uns an Satz (4.4) und benutzen unsere neue Nomenklatur. Wir haben dort den
reskalierten Preisprozess bei n = [tN | ausgewertet, haben

gesetzt, und haben gezeigt, dass S,y — N(Insg + rtT — tTo?/2,0%T) in Verteilung, wenn
N — oo. Mit anderen Worten: wir haben gezeigt, dass die Folge (S N)nNen von stochastischen
Prozessen im Sinne der eindimensionalen Verteilungen gegen etwas konvergiert, das ein sto-
chastischer Prozess sein konnte. Wenn es einen solchen stochastischen Prozess (W) <1 gibt,
der ein Grenzprozess sein sollte, dann muss zumindest Wy ~ N (Ilnsg + rtT — tT0?/2,0%T)
gelten. Das reicht aber noch nicht, um W, zu bestimmen, aus dem gleichen Grund wie beim
Poisson-Prozess. Um hier weiterzukommen, brauchen wir noch ein paar Vorbereitungen.

(4.18) Die Mehrdimensionale Normalverteilung

a) (2,F,P) sei ein W-Raum. Eine Zufallsvariable X = (X1,...X,) : Q@ — R" heifit n-
dimensional normalverteilt (oder GauBverteilt), wenn fiir jede lineare Abbildung L : R —
R das Bildmafli von L o X eine eindimensionale Normalverteilung ist. In diesem Fall heift
w=(E(Xy),...E(X,)) der Mittelwert (oder Mittelwert-Vektor) von X und die symmetrische
Matrix

C=(Cov(X;, Xj)1<ij<n= (E(Xin) - E(Xi)E(Xj))l <ij<n

heift Kovarianzmatrix von X. Wir schreiben X ~ N(u,C). Falls p = 0 und C' = id,,, dann
heift X standard-normalverteilt.

b) Durch die Angabe von g und C' ist die Verteilung eines GauBmafles X vollstéandig festgelegt.
Ebenso ist X durch seine charakteristische Funktion ¢y : R* — C, ¢x(t) := E(e*X ) eideutig
festgelegt. Es ist ndmlich X normalverteilt mit Mittelwert g und Kovarianzmatrix C' genau
dann, wenn

¢X(t) _ eit~u7%t-(ct) — ei(t,u)f%(t,Ct) :

wobei ganz rechts die Klammernschreibweise fiir das Skalarprodukt benutzt wurde.

Bemerkung: Die Bedingung, dass L o X fiir alle linearen L normalverteilt sein muss, ist echt
starker als die Bedingung, dass dies nur fiir die Koordinatenprojektionen der Fall sein muss,
dass also Xi,..., X, samtlich normalverteilt sein miissen. Der Grund ist, dass das ,nicht nor-
malverteilt sein“ gewissermaflen auf einer Diagonale stattfinden kann, und dass dieser Effekt
von den Koordinatenprojektionen dann wieder unsichtbar gemacht werden kann. Sie kénnen
sich als Ubung versuchen, ein Beispiel zu iiberlegen.

Da allerdings alle linearen Abbildungen von R™ nach R durch Skalarprodukte dargestellt werden
konnen (Satz von Riesz im Endlichdimensionalen), kann man, anstatt L o X als normalverteilt
fiir alle linearen L zu fordern, auch verlangen, dass ¢t - X normalverteilt ist fiir alle ¢t € R™.

Die Beweise der obigen Aussagen iiber n-dimensionale Normalverteilungen werden in der Vor-
lesung ,,stochastische Prozesse“ gemacht.
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(4.19) Definition

Ein stochastischer Prozess (X;); > o heift Gaulprozess, wenn alle seine endlichdimensionalen
Verteilungen Normalverteilungen sind.

(4.20) Proposition

Sei X eine n-dimensionale Gauflverteilung mit Mittelwert p und Kovarianzmatrix C. Sei A
eine m X n-Matrix. Dann ist die Zufallsvariable AX eine m-dimensionale Normalverteilung mit
Mittelwert Ay und Kovarianzmatrix AC'A*.

Beweis: Es gilt

E( ol(tAX) ) _ E( l(A"t,X) ) _ ei(A*t,u)—%(A*t,CA*t) _ ei(t,A,u)—%(t,ACA*t) '

Die mittlere Gleichheit gilt wegen der angenommenen Normalverteilung von X. Nach (4.17 b)
gilt die Behauptung. U

(4.21) Die Brown’sche Bewegung

a) Definition: Ein stochastischer Prozess (B;); > o mit Werten in R heifit Brown’sche Be-
wegung, wenn gilt:

(i): By = 0 P-fast sicher.

(ii): Fiir alle ¢ > 0 ist By ~ No,.

(iii): Die Zuwdchse von B sind stationdr: es gilt ndmlich

Biiy — Bsipy ~ By — B fir alle 0 < s <t,h > 0.

(iv): Die Zuwéchse von B sind unabhéngig: fiir alle 0 = ¢y < ¢; < ..., <, sind die Zufallsva-
riablen (B, — By, ,)1 < <» unabhingig.

(v): B hat fast sicher stetige Pfade. Das heifit, es gibt eine messbare Menge A C Q2 mit P(4) =1
und t — By(w) stetig fiir alle w € A.

b) Bemerkungen: Wir haben hier nichts dariiber gesagt, ob eine Brown’sche Bewegung exis-
tiert, ob es also iiberhaupt einen stochastischen Prozess gibt, der all diese Bedingungen erfiillt.
Dies wird erst in der Vorlesung ,stochastic processes“ gemacht. Wenn es aber einen solchen
Prozess gibt, dann legen (ii),(iii) und (iv) die endlichdimensionalen Verteilungen eindeutig fest:
es gilt némlich zundchst (mit der Abkiirzung By, = B, — B;) fir u = (u1,...,u,) € R die
Gleichung

n n n
E( eiZ?:I uiBtj717tj ) (g) H]E( einBtjil,tj ) (g) HE( einBtj*tj71 ) (i) H e—%u?(tj-‘-l—tj) _ e—%(u,Cu)
j=1 j=1 j=1

mit Cjp = 0jr(tjs1 — t;). Daher ist die Verteilung von (B, ,)j=1,..n eine n-dimensionale
Normalverteilung mit Mittelwert 0 und Kovarianzmatrix C. Die lineare Abbildung

A:R" - R", (X1, ..., 20) = (21,29 — 21,03 — Tay ..., Ty — Tpy1)
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ist bijektiv, daher ist die dazugehorige Matrix (die wir auch A nennen) invertierbar. Mit Hilfe
von Proposition 4.20 kénnen wir nun schiefen, dass (B, ..., B;,) normalverteilt mit Mittel-
wert A7'0 = 0 und Kovarianzmatrix A='C(A~1)* ist. Daher sind die endlichdimensionalen
Verteilungen der Brown’schen Bewegung tatséchlich bestimmt, wenn wir (ii)-(iv) kennen. (i)
ist eigentlich redundant, denn der (singuldre) Fall ¢ = 0 in (ii) beinhaltet es bereits. (v) hat
nichts mit den endlichdimensionalen Verteilungen zu tun und ist technisch etwas schwieriger
zu fassen, wir kiimmern uns in dieser Veranstaltung aber nicht darum.

Wir wollen nun zeigen, dass die endlichdimensionalen Verteilungen der Prozesse 5}7 N gegen
die endlichdimensionalen Verteilungen eines Prozesses konvergieren, der mittels der Brown’schen
Bewegung dargestellt werden kann. Dazu zunéchst:

(4.22) Lemma

(X1n)nen, - - - (Xgn)nen seien Folgen von Zufallsvariablen, und es seien (Xj,,..., X;,) un-
abhéngig fiir alle n € N. Auflerdem konvergiere fiir alle j < k die Folge (X, )nen in Verteilung
gegen eine Zufallsvariable X ;. Seien nun X, ..., X Zufallsvariablen mit X; ~ Xj fiir alle
und (X7, ..., X;) unabhingig. Dann konvergiert die Folge (X1, ..., Xkn)nen von RF-wertigen
Zufallsvariablen in Verteilung gegen die R*-wertige Zufallsvariable (X1, ..., X}).

Beweis: Fiir die Konvergenz miissen wir lim,, oo E(¢(X1, ..., Xkn)) = E(9(X1, ..., X)) fir
alle stetigen, beschrinkten ¢ : R¥ — R zeigen. Zuniichst betrachten wir nur ¢ mit Produkt-
struktur, also von der Form g(zq,...,2x) = g1(x1) - ge(z) mit gx € Cy(R). Fiir solche g
ist
E(9(Xims - Xiw)) = E(91(X1,0)) - - - E(gk (X)) = E(gl(Xl)) o E(gk(xk))
= E(g1(X1)) - E(gx(Xk)) = E(g(Xi, ... X))

Wegen der Linearitit des Erwartungswertes gilt dies nun auch fiir Funktionen der Form g(x) =
Z?Ll gi(z), wobei die g; wieder alle eine Produktstruktur haben miissen. Schliefllich kann man
jede beschrinkte, stetige Funktion im R durch solche Linearkombinationen von Funktionen
mit Produktstruktur in der Supremumnsnorm beliebig gut approximieren. Mit den {iblichen
Methoden (Ubung!) der Approximation folgt dann die Behauptung. O

(4.23) Satz

Sei (5111 ~)n < v der Preisprozess im reskalierten Binomialmodell, siehe (4.1). Betrachte die sto-

chastischen Prozesse (mit stiickweise konstanten Pfaden) (W, ")g <, <1 mit
N
Wi (w) = log Sjy (),
und den stochastischen Prozess (mit stetigen Pfaden)

Wi(w) =Insg+ (r — 0?/2)t + 0 By(w),
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wobei (B,) eine Brown’sche Bewegung ist. Dann konvergieren die Prozesse (W®))ycy mit
N — oo gegen den Prozess W, im Sinne der fidi-Konvergenz. Hierbei wird angenommen, dass
die Verteilung der Wt(N) beziiglich des Martingalmafes P, , verwendet wird.

Beweis: Aus Satz 4.4 wissen wir, dass In SEtN,NJ in Verteilung gegen eine N (Insq + (r —

02 /2)t, 0%t)-verteilte Zufallsvariable konvergiert. Mit exakt der gleichen Rechnung sehen wir,
dass fiir 0 < s <t < 1 in Verteilung

W — W =n Sl v = ISy n = N((r = 0/2)(t — 5),0%(t — 5))

s

gilt - die entsprechenden Summen haben dann einfach eine andere Anzahl an Termen, und das
In sy hebt sich heraus. Auflerdem sind (Wt(iN) — Wt(ﬂ))l <i<n unabhéngige ZVen fiir alle N und
jede Wahl von t; < ... < {,, denn in den Differenzen kommen ja immer nur unterschiedliche &;
vor, siche Beweis von Satz (4.4). Nach Lemma (4.22) konvergiert also die R™-wertige Folge von
Zufallsvariablen (Wt(iN) — Wt(fi))l <i<n gegen die R"-wertige Zufallsvariable (Z;, — Z:, )1 <i < n»
mit
Zti - Zti—l ~ N((T - 02/2)(ti - ti—l)v Uz(t—ti—l)) ~ Wti - Wtz‘fr

Um die letzte Gleichheit in Verteilung zu bestétigen, rechne man einfach Erwartungswert und
Varianz von Wy, — W,, | aus und vergleiche. Daher konvergieren die endlichdimensionalen Ver-
teilungen der Zuwéchse gegen diejenigen von W, und ebenso wie in (4.21 b) sieht man, dass dies
dann auch fiir die endlichdimensionalen Verteilungen der Prozesse gilt. Einziger Unterschied ist,
dass WO(N) = In s¢ fast sicher, daher muss auch W;(0) = In s, fast sicher gelten, was den ersten
Summanden in der behaupteten Formel fiir W; ergibt. 0

(4.24) Korollar

Unter dem Martingalmafl Py, konvergiert der reskalierte und diskontierte Preisprozess

v _ Sy
t T g0
S
[tN|,N
gegen die korrigierte exponentielle Brown’sche Bewegung
Yi(w) = soexp (0By(w) — ta”/2).

Der Prozess (Y;) ist ein Martingal (in stetiger Zeit), es gilt also E(Y; | Fs) = Y5 fiir s < ¢. Hierbei
ist Fs die von {Y, : r < s} erzeugte o-Algebra.

Beweis: Ubung.

(4.25) Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben gesehen, dass wir das Binomailmodell so reskalieren konnen, dass im Grenzwert
der Preisprozess eine (korrigierte) exponentielle Brown’sche Bewegung ist. Der Grund fiir die
exponentielle Brown’sche Bewegung ist einfach: eine gewohnliche Brown’sche Bewegung ist das
stetige Analogon einer einfachen Irrfahrt, geht also mit gleicher Wahrscheinlichkeit in infinitesi-
mal kleinen Zeitschritten jeweils hinauf oder hinunter. Das bedeutet aber, dass sie auch negativ
werden kann, was fiir Preise ja nicht sinnvoll ist. Andererseits werden die Preise in unserem
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Binomialmodell immer um einen gewissen Fuktor grofier oder kleiner - das entspricht im Prinzip
genau dem Exponentieren der Brown’schen Bewegung. Die einzige Schwierigkeit ist der Faktor
02 /2t, der bei uns durch die T Taylorentwicklung entsteht, wenn man den Grenziibergang un-
endlich kleiner Schritte macht.

Nachdem wir nun einen Preisprozess im stetigen Modell haben, sollten wir eigentlich die gesamte
Theorie der Bewertung von Derivaten nochmals machen - das heifit, wir sollten nun den stetigen
Preizprozess als grundlegendes Objekt verstehen und versuchen, hiermit die faire Bewertung
eines Derivates zu erhalten. Dies ist auch moglich, am elegantesten geht es mit der Theorie der
stochstischen Differentialgleichungen. Diese Theorie konnen wir aber hier nicht einfiithren, sir
kommt (wie so vieles andere) in der Vorlesung ,stochastic processes“ dran. Gliicklicherweise
stellt sich heraus, dass bei diesem Vorgehen wieder die gleiche Black-Scholes Formel heraus-
kommt - die Operation ,,Grenziibergang zu unendlich kleinen Schritten“ und ,, Bestimmung
eines fairen Preises fiir ein Derivat“ vertauschen also, es ist egal in welcher Reihenfolge man
sie ausfiithrt. Das ist im Allgemeinen nicht immer so, wenn Grenziibergidnge im Spiel sind. Fiir
diese Theorie (und viel mehr) sei auf das Buch von Vollmer und Schied verwiesen.

Weitere interessante Punkte, die wir hier nicht behandelt haben sind:

e amerikanische und exotische Optionen: bei uns durfte man die Call- oder Put-
option nur am Ende des Zeitraumes, bei t = T, ausfiithren. Bei einer amerikanischen
Option ist das anders - Sie diirfen jederzeit die Option aktivieren, natiirlich ergibt das
nur Sinn, wenn der Preis der Option so ist, dass Sie mehr als 0 bekommen. Natiirlich
sollten amerikanische Optionen mindestens so teuer sein wie europiische, denn man
kann sie ja immerhin auch ganz zum Schluss ausiiben, d.h. es gibt eine Strategie der
Ausiibung, die mindestens den Gewinn einer européischen Option bringt. Tatséchlich
sind sie in der Regel teurer. Es gibt Methoden, hier faire Preise zu berechnen, aber
keine so schonen expliziten Formeln.

e stochastische Volatilitdt: Wir haben angenommen, dass sich die Voaltilitit o im
Laufe der Zeit nicht dndert. Dies ist nicht so realistisch, in echten Méarkten schwanken
die Preise mal mehr, mal weniger, was mit politischen oder wirtschaftlichen Unsicher-
heiten oder dhnlichen Dingen zu tun haben kann. Eine Methode, dies zu modellieren,
ist, o (etwa in der Formel (4.24)) selbst als einen geeigneten stochastischen Prozess zu
modellieren. Natiirlich wird das ganze Modell sofort viel schwieriger, und es gibt keine
expliziten Formeln mehr. Mit Hilfe von Numerik oder Simulation kann man aber auch
hier faire Preise bestimmen.

¢ Endliche Miarkte, makroskopische Einfliisse: eine de Grundannahmen in unserem
Modell war es immer, dass wir in einem unendlich groflen Markt agieren, und dass alle
anderen Akteure keine Notiz von unseren Handlungen nehmen und vollig zuféllig agie-
ren. Das ist offensichtlich spétestens dann falsch, wenn wir ein grofles Bankhaus sind.
Die Tatsache, dass man selbst durch seine Handlungen den Markt bewegen kann, wird
gerne genutzt (und ist oft gesetzlich verboten, was aber nichts niitzt), und fithrt hin und
wieder auch zu Riickkopplungen und Finanzkrisen. Modelle, die dies beriicksichtigen,
sind eigentlich immer nur noch empirisch aufzustellen und kénnen mathematisch kaum
noch analysiert werden.

e Generell gilt: Spitzenforschung in der Finanzmathematik findet fast gar nicht an
Universitéten statt. Der Grund ist einerseits, dass ein erfolgreiches Modell so schnell so
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viel Geld bringen kann, dass auch der integerste Mensch dadurch leicht korrumpierbar
ist - man bietet dann seine Dienste lieber einer Bank als der Gesellschaft an. Ande-
rerseits haben viele Modelle auch die unangenehme Eigenschaft, ihren Nutzen zum
Geldverdienen zu verlieren, wenn andere wissen, wie sie funktionieren und sie ebenfalls
benutzen. Daher findet ein sehr grofler Teil der Forschung hinter den verschlossenen
Tiiren der Finanzfirmen statt; natiirlich interessiert dort auch niemanden ein Beweis,
es geht dabei mehr um die ingenierusméflige Sicht der Dinge - was funktioniert, hat
Recht, zumindest bis zum néchsten groflen Crash, den dann die Allgemeinheit dan-
kenswerterweise bezahlt. Das bedeutet nicht, dass in den Finanzfirmen nicht sehr cle-
vere Leute sitzen, die interessante und aufregende Dinge tun - es wére halt eben nur
schoner, sie tidten diese Dinge zum Nutzen der Allgemeinheit statt zum Zwecke der
Selbstbereicherung...



