Einfiihrung in die Stochastik

Volker Betz

1. Wahrscheinlichkeitsriume und Zufallsvariable

Zunéchst sollen kurz und nichtrigoros einige Beispiele fiir Fragestellungen gegeben werden, mit
denen die Wahrscheinlichkeitstheorie (W-Theorie) sich befasst.

Typische Fragestellungen der Wahrscheinlichkeitstheorie

(1.1) Einfache Irrfahrt in d Dimensionen

Starte bei = 0 € R?, mache N Schritte mit Schrittlinge r in zufillige Richtungen und zwar

d = 1: Nach links und rechts je mit Wkeit 50%,

d = 2: Nach links, rechts, oben, unten mit je 25%

d = 3: in jede Richtung mit 1/6 * 100% etc.
Anwendungen:

d = 1: Gliicksspiel mit Miinzwurf.

d > 2: Diffusion eines Teilchens in einem Medium.

Fragestellungen:
a) Wie weit kommt man ,;im Durchschnitt* oder , typischerweise“ nach N Schritten fiir
grofle N?7
Antworten: Gesetz der groflen Zahl, Zentraler Grenzwertsatz, spéter in dieser Vor-
lesung.

b) Wie wahrscheinlich ist es, dass man wesentlich weiter kommt als in a) berechnet?
Antworten: Theorie der groflen Abweichungen, néichstes Semester.

c) Wie sieht ein ,typischer Pfad“ der Irrfahrt aus, wenn man ihn lange laufen ldsst und
von weit weg betrachtet, d.h. Grenzwert N — oo und r — 0?7 Gibt es ein Grenzobjekt,
und was hat es fiir Eigenschaften?

Antwort: Theorie der Brown’schen Bewegung, Vertiefungszyklus.

(1.2) Selbstvermeidende Irrfahrt

Situation wie in (1.1), aber nun darf man keine Stelle betreten, die man zuvor betreten hat.
Ist nur in d > 2 interssant. Achtung: man kann einen Pfad der Lénge N nicht sukzessive
aufbauen, da man sich festfahren kann. Stattdessen w#hlt man unter allen zuléssigen Pfaden

der Liange N ,zuféllig® (d.h.: gleichverteilt) einen aus.
1
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Anwendung: Riaumliche Konfiguration von Polymeren
Fragestellungen:

a) Wie weit kommt man nach N Schritten (siche Problem (1.1.a) oben!).

Antwort: fiir 2 < d < 4 nicht bekannt! Wichtiges (und schwieriges) ungelostes Pro-
blem. Fir d > 4 Antwort wie in (1.1 a), ist aber schwer zu beweisen (sogenannte Lace
Expansion).

b) Wie sieht ein typischer Pfad aus (siehe Problem (1.1.c) oben): Antwort: In d = 2
glaubt man zu wissen, was herauskommt (sog. Schramm-Léwner Kurve, im Zusam-
menhang mit der Theorie dieser Kurven gab es 2 Fields-Medaillen (2006 und 2010)),
man kann es aber nicht beweisen. In d = 3,4 weil man sehr wenig. In d > 5 Antwort
wie in (1.1.c), aber schwer zu beweisen.

(1.3) Perkolation

Auf einem unendlich grolen karierten Papier wirft man fiir jedes Késtchen eine Miinze, die mit
Wahrscheinlichkeit p - 100% ,,Kopf* zeigt, und mit (1 — p) - 100% ,,Zahl“. Jedes Késtchen, fur
das ,,Kopf“ geworfen wurde, farbt man schwarz.

Fragestellung: Wie groffl muss p sein, damit man eine Chance hat, einen Weg von 0 nach oo
zu finden, dessen Schritte immer nur zu benachbarten Késtchen fithren, und der nur schwarze
Késtchen benutzt?

Antwort (und noch mehr): Perkolationstheorie, siche z.B. Buch von G. Grimmett (447 Seiten).
Anwendung: Modell fiir porose Materialien

(1.4) Diffusion limited aggregation (DLA)

Wie in (1.3) betrachte ein unendliches kariertes Papier. Farbe das Kastchen am Koordinatenur-
sprung schwarz. Nun starte eine einfache Irrfahrt (siche (1.1)) ,,bei co* und warte, bis sie eines
der Késtchen trifft, die neben dem schwarz eingefarbten liegt. Farbe dieses Késtchen ebenfalls
schwarz. Dann starte eine weitere Irrfahrt bei oo und lasse diese laufen, bis ein an das bereits
schwarz eingefirbte Gebilde angrenzendes Teilchen trifft, und féarbe dieses Késtchen schwarz.
Dann immer so weiter.

Fragestellungen: Wie sieht das entstehende Gebilde aus schwarzen Késtchen aus?

Welchen typischen Durchmesser hat es nach N Laufen?

Wenn man es N — oo gehen lasst und gleichzeitig Kéastchen von immer kleinerem Durchmes-
ser wahlt, erhédlt man dann ein geometrisches Objekt als Grenzwert? Wenn ja, was sind seine
Eigenschaften, z.B. fraktale Dimension?

Antworten: Sehr wenig ist bekannt - fast nur Simulationen. Neue Entwicklungen in einem eng
verwandten Modell: Sidovaricius, Stauffer: Invent. math. (2019) 218:491-571. Hieraus stammt
auch die abgebildete Simulation.

(1.5) Fazit und Agenda dieser Vorlesung

Aus den vorigen Beispielen wird eine Besonderheit der Wahrscheinlichkeitstheorie innerhalb der
Mathematik klar, die sonst nur noch in der Zahlentheorie zu beobachten ist: es gibt sehr viele
natiirliche und leicht zu beschreibende Fragestellungen, deren Losung sehr schwierig und oft
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ABBILDUNG 1. Simulation eines DLA-Clusters. Quelle: Wikipedia, public domain

noch unbekannt ist. Bevor wir uns allerdings solchen Fragestellungen weiter widmen kénnen,
miissen wir Sprache und Techniken der W-Theorie erlernen. Im Einzelnen:

a) Wir brauchen rigorose mathematische Modelle fiir Situationen wie die oben beschriebe-
nen, d.h. Formulierungen von zufilligen Situationen mit Hilfe von Mengen, Abbildun-
gen, Axiomen etc. Ebenso fiir Begriffe wie ,,im Durchschnitt®, oder , typischerweise“.
Dies machen wir als néchstes in dieser Vorlesung.

b) Alle obigen Beispiele betrachten Grenzwerte, zB in der Anzahl der Schritte einer Irr-
fahrt, oder implizit durch Annahme eines unendlich grofien karierten Papiers. Wir
miissen lernen, solche Grenzwerte sauber zu formulieren und etwas iiber sie herauszu-
finden. Dies machen wir im zweiten Teil der Vorlesung in den einfachsten Féallen.
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¢) So wie in anderen mathematischen Disziplinen gibt es auch in der W-Theorie grundle-
gende Beispiele, Bausteine und Techniken, auf denen man aufbaut. In der Analysis sind
die Bausteine z.B. Polynome, Exponential- und Winkelfunktionen, Folgen, Reihen, und
die Techniken sind e-6 Beweise von Stetigkeit und Grenzwerten, Differentialrechnung,
Integralséitze etc. Wir lernen in dieser Vorlesung sowohl die wichtigsten Wahrschein-
lichkeitsmafle (Bausteine) als auch die grundlegendsten Techniken kennen.

Wahrscheinlichkeitsriume

Wir geben zunéchst einige abstrakte Definitionen, deren Sinn vielleicht nicht sofort klar wird.
Im Anschluss werden wir dann aber kldren, was wir uns unter diesen Objekten vorzustellen

haben.

(1.6) Definition

Die Potenzmenge P () einer Menge (2 ist die Menge, deren Elemente alle Teilmengen von {2
sind.
Beispiel: 2 = {1,2,3}, dann

P(2) = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.

(1.7) Definition

Q2 sei eine Menge. Eine o-Algebra F iiber ( ist eine Teilmenge von P({2) (man sagt auch:
ein ,Mengensystem “), das folgende Eigenschaften hat:

a) Qe F.
b) Falls A € F, dann ist auch A° € F.
c¢) Fur abzéhlbar viele Mengen A;, Ao, ... mit A; € F fiir alle ¢ ist auch |J;2, A; € F.

Das Paar (€2, F) heift dann auch messbarer Raum (oder auch Ereignisraum).

Beispiele: F.x = P(Q) ist eine o-Algebra, die grofitmogliche.

Fin = {0, Q} ist die kleinstmdgliche o-Algebra.

Fir Q = {1,2,3} ist F = {0, {1},{2,3}, {1, 2, 3} } eine o-Algebra, aber {0, {1}, {2}, {3},{1,2,3}}
ist keine.

Bemerkung: in der Definition oben ist es equivalent, in der Situation von c¢) zu fordern, dass
Mo, A; € F ist (Beweis: Ubung!).
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(1.8) Definition

(2, F) sei messbarer Raum. Eine Abbildung P : F — [0, 1] heifit Wahrscheinlichkeitsmaf
(kurz: W-Ma#f), falls sie folgende Eigenschaften hat:
a) P ist normiert, d.h. P(Q) =1
b) P ist o-additiv, d.h. fir abzdhlbar viele disjunkte Mengen Aj, Ay,... mit A; € F
(disjunkt bedeutet: A; N A; = 0 falls i # j) gilt:

P(J4) = D_P(A).

Das Tripel (2, F,P) heifit dann Wahrscheinlichkeitsraum (kurz: W-Raum).

Beispiele: Auf Fiin{0, Q} gibt es nur das triviale W-Mafl mit P(Q) = 1 und P(0) = 0.

Fiir @ = N und F = P(N) kann man jedes W-Mafl mit Hilfe einer Folge schreiben: Sei (p,,)nen
eine Folge mit p,, > 0 fiir alle n und > 7 p, = 1. Dann ist P : F — [0, 1] mit

P(A) = an]lA(n) = an (wobei 14(n) =1 falls n € A und 14(n) = 0 sonst)
n=1 neA

ein W-Maf auf (N, P(N)). Jedes W-Maf auf (N,P(N)) kann mit Hilfe einer geeigneten Folge

dargestellt werden (Beweis: Ubung, siehe auch Satz (1.12) unten).

(1.9) Bezeichnung
Sei 2 eine Menge und A C §2. Die Abbildung

1 fallswe A
1: Q= {0,1}, llA(w):{ Al we

0 sonst

heifit Indikatorfuntion von A.

(1.10) Interpretation und Nomenklatur

a) © modelliert alle moglichen Zusténde, die das uns interessierende System einnehmen kann.
Beim Standard-Wiirfel kann man also Q = {1,2,...,6} wihlen, bei viermal Wiirfeln 2 =
{(4,4,k,1) :+ 1 < i,7,k,1 < 6}, bei zweimal wiirfeln ohne Beachtung der Reihenfolge Q0 =
{{i,7} : 1 < i,j < 6}. Bei der Perkolation (siche Beispiel (1.3)) ist eine gute Wahl Q = {n :
74 — {0,1}} = {0,1}%" (Menge aller Abbildungen von Z% nach {0, 1}. Hier bedeutet n(z) = 1,
dass das Késtchen bei z schwarz gefiarbt ist.

b) Jedes A € P(Q2) entspricht der Antwort auf eine Ja-Nein-Frage, die wir in unserem System
stellen konnen.

Beispiel Wiirfel: A = {1,2,3} bedeutet ,;es wurde eine eins, zwei oder drei geworfen “.

Beispiel Perkolation: A = {n € {0,1}%" : n(z) = n(w)} bedeutet: Kistchen z und Kstchen w
haben die gleiche Farbe.

¢) Wenn man F # P() wihlt, dann bedeutet das, dass man gewisse Fragen an das System
nicht erlaubt (ndmlich diejenigen, deren , Antwortmengen“ A nicht in F sind). Warum sollte
man das wollen?
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Grund 1: Modellierung von mangelndem Wissen, z.B.: Beim Wiirfeln mit zwei Wiirfeln ist
Q={(,7):1<1,j<6}. Setzt man nun o = {1,...,6} und wahlt

Fri={AxQy:Ac{1,2,...,6}} ={{(i,j):i€ A jeQ}: AC{1,2,...,6}},

dann bedeutet das, dass man iiber den zweiten Wiirfelwurf nichts wissen kann oder will (obwohl
es ihn gibt, das hat man ja in © modelliert). Genauso kann man im Fall von

Fo={QoxA:AC{1,2,....6}} ={{(i,j) :i € Qo,j € A} : AC{L1,2,...,6}}

nichts iiber den ersten Wiirfelwurf sagen. Da man manchmal beide o-Algebren gleichzeitig auf
Q) betrachtet, sollte man nicht einfach Q2 = {1,2,...,6} wéhlen, um die Modellierung zu ver-
einfachen.

Eine weitere interessante o-Algebra ist diejenige, die entsteht, wenn man nur die Summe der
beiden Wiirfel kennen darf - wie sieht die aus?

Grund 2: technische Schwierigkeiten mit der Potenzmenge - dazu spéater mehr.

d) Nomenklatur: Die Elemente einer o-Algebra heilen auch Ereignisse. Ereignisse, die ein-
elementige Mengen sind (also A = {w} fiir w € ) nennt man auch Elementarereignisse.

e) Konsistenz: Die Bedingungen an F in (1.7) sorgen dafiir, dass die obige Interpretation
logisch konsistent ist: Wenn man wissen kann, ob Ereignis A eintritt (A € F), muss man auch
wissen konnen, ob es nicht eintritt (A° € F). Wenn man fiir Ereignisse A und B jeweils wissen
kann, ob sie eintreten, so muss man auch wissen kénnen, ob beide gleichzeitig eintreten (AN B)
oder ob mindestens eines davon eintritt (AU B). Ebenso fiir mehr als zwei und als Abstraktion
sogar fiir abzahlbar viele. Achtung: Fiir iiberabzahlbar viele verlangt man das nicht - das hat
wichtige technische Griinde!

Fiir ein W-Maf} bedeutet P(A U B) = P(A) + P(B) falls AN B = (): wenn zwei Ereignisse sich
gegenseitig ausschlieffen, dann miissen sich ihre Eintreffwahrscheinlichkeiten addieren. Eben-
so fiir endlich viele und (als Abstraktion) fiir abzdhlbar viele sich gegenseitig ausschlieflende
Ereignisse.

Bevor wir weitere Beispiele betrachten, sammeln wir zunéchst die wichtigsten Rechenregeln fiir
W-Mafe.

(1.11) Satz

(Q, F,P) sei ein W-Raum, alle unten erwéhnten Mengen seien in F.

a) P(0) =0, und P(A) + P(A°) = 1.

b) P(A\ B) =P(A) —P(AN B).

c) P(AUB) =P(A) +P(B) — P(AN B).

d) Falls A C B, dann ist P(4) < P(B).

e) Es gelte A, /' A wenn n — oo, d.h. A C Ay C A3 C ... und J,—, A, = A. Dann gilt

lim P(A4,) =P(A) (Stetigkeit von unten).

n—o0
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f) Es gelte A, \, A wenn n — oo, d.h. A1 D Ay D A3 D ... und () _, A, = A. Dann gilt
lim P(A,) =P(A) (Stetigkeit von oben).
n—oo

g) Fiir alle Folgen von Mengen (A,,) gilt

IP( G An> < iP(An) (0-Subadditivitit).
n=1 n=1

Beweis: a) ist klar mit folgendem Trick: Setze A; = A, Ay = A, A; = () fiir alle anderen 1.
Damit ist

(1.84) (L8b)

1 P(Q) P(A) + P(A°) + f: P(0).

Damit dies gelten kann, muss P(()) = 0 sein, und dann folgt die andere Aussage auch.

b) gilt wegen A = (A \ B)U(A N B);

(Notation: U bedeutet, dass die vereinigten Mengen (paarwiese) disjunkt sind).

Daher ist mit (1.8 b) (Version fiir endliche Vereinigungen, siehe a) oben): P(A) = P(A\ B) +
P(AN B), wie behauptet.

c) gilt wegen AU B = (A\ B)U(B \ A)U(AN B) und weiter wie in b).

d) gilt wegen B = AU(B\ A) und P(B) =P(A) + P(B\ A) > P(A).

e) Wir zerlegen

A= AU(A \ ADU(Az \ AU .. = A1UU A\ 4)

Daher ist mit (1.8 b)

P(A) = P(A) + ) P(Ani \ A) = Tim (P(A) + ) P(Au \ 4n)) =

n=1

= lim IP’(AlL'JUngN(AnH\An)) = lim P(Ayi),

N—o0
f) Benutze P(A) = 1 —P(A°) und P(A°) = P(U,~, AS), dann wende e) an.

g) Setze B, = A, \ (U, A)). Dann ist B, C A, fiir alle n, und (J2°, 4, = Uzolen. Daher
ist
)

P(QAH):P(QBR):Z B, < i[@ 0

n=1 n=1

Wenn 2 eine abzéhlbare Menge ist, dann gibt es eine sehr einfache und niitzliche Darstellung
von W-Mafen iiber (€2, P(2)):
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(1.12) Definition und Satz
a) () sei eine abzéhlbare Menge. Eine Funktion p : Q — R mit den Eigenschaften

0 < p(w) <1 fiir alle w € Q, und Zp(w) =1

weN
heift Gewichtsfunktion auf 2.

b) Fiir jede Gewichtsfunktion ist die Abbildung
P:P(Q) = [0,1], A pw)

ein W-Ma$ auf (2, P(2)). p heifit oft auch Zzahldichte von P.

c) Ist P ein beliebiges W-Maf auf (€2, P(€2)) und ist 2 abzéhlbar, so besitzt P eine Gewichts-
funktion, ndmlich p(w) = P({w}). )
Die Beweise sind recht einfach und verbleiben als Ubung.

(1.13) Beispiel: Ruin des Spielers

Wir starten das Spiel mit k£ Goldstiicken, und gewinnen oder verlieren eines pro Spielrunde mit
Wabhrscheinlichkeit je 1/2. Das Spiel endet wenn wir 0 Goldstiicke haben (wir sind pleite), oder
wenn wir M Goldstiicke haben (wir gehen mit dem Gewinn nach Hause).

Variante 1: Zusétzlich nehmen wir an, dass wir hochstens N Spiele machen. Das fithrt uns zu
folgendem Modell. Die Menge
Qn = {(zo,21,...,2n) : 0<z; < M Vie{l,...,N}}

enthélt alle denkbaren zeitlichen Entwicklungen unseres Vermdégens, auch die, die nicht den

Regeln des Spiels entsprechen, also Gewinn von mehr als 1 Einheit pro Runde, Weiterspielen

nach Ruin etc. Als o-Algebra nehmen wir einfach Fy = P(Qy), und das W-Maf} definieren wir

durch

(1/2)N  falls wg =k, vy — 2] =1 Vi < N,0 < x; < M Vi < N,

(1/2)m  falls xg = k, |z — 2| =1 Vi <np— 1,0 < x; < M Vi < ny,
und x; =2; € {0, M} Vng <i < N

0 sonst

Py ({(z1,...,2n)}) =

und erweitern es auf ganz F mittels

P(A) =) P({x}) firaleAcF.

xreA

(Notation hier: @ = (x1,...,2y)). Man sieht also, dass wir den Spielverldufen, die zwar in
enthalten sind aber gegen die Regel verstofien, einfach die W-keit 0 zuordnen. Dadurch sind sie
fiir uns unsichtbar.

Wir miissen aber noch priifen, ob wir iiberhaupt ein W-Maf§ definiert haben! p(x) := P({x})
ist eine Gewichtsfunktion, falls wir ) _, p(z) = 1 priifen konnen. Dies zu tun scheint erst mal
wenig attraktiv, aber hier hilft folgende Idee:
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Betrachte die Matrix
1/2 falls0<i< M und |i —j| =1,
P=pij)o<ij<m mit p;j=4q1 falls i € {0, M}, und i = j,
0 sonst.

Dann gilt:

M
Py({(k, 1., ZN)}) = PharPrras - Panyoans und pryy =1 fiir alle z € {0,..., M}.

y=0
Daher ist
M M
Pn(2) = Z Py(x) = Z T Z Pka1Pri,ze " Py rany =
xeN x1=0 zn=0
M M M M
= Z Pk,x; Z Paxyas Z Pry_oxn_1 Z Pry_1,2n =
x1=0 z2=0 rzn_1=0 zn=0
——_— ——
=1
M M M
= Z Pk,x; Z Pxyas Z Pey_oxn_g = - = L.
x1=0 xo=0 rzn_1=0
-1
In Matrix-Sprache kann man das auch so ausdriicken: v; = (1,...,1)" (als Spaltenvektor) ist

ein Rechts-Eigenvektor der Matrix P, und P(Q) = PNv; = vy, wobei PV das N-fache Matrix-
produkt von P mit sich selbst bezeichnet.

Sie sollten sich davon iiberzeugen, dass die obige Konstruktion immer noch funktioniert, wenn
man die Spielregeln durch beliebige andere Spielregeln ersetzt im folgenden Sinne: Startet man
in einer Spielrunde mit dem Vermogen Z, so erhélt man in der folgenden Runde mit Wahr-
scheinlichkeit p(z,y) das Vermogen y, wobei 0 < p(x,y) < 1 und Zgiop(x, y) = 1 gelten muss.
Wir werden unten gleich eine wichtige Verallgemeinerung dieser Ideen sehen.

Variante 2: Wenn wir keine maximale Anzahl von Spielen haben wollen, sollten wir es ver-
mutlich mit

versuchen. Das ist auch richtig. Als o-Algebra kime F = P(Q) in Frage, das aber fiihrt zu
erheblichen technischen Schwierigkeiten, die man nicht iiberwinden kann. Grund ist, dass die
Menge €2 nun schon iiberabzihlbar ist, wodurch die noch viel groere Potenzmenge P(€2) ,zu
viele“ Mengen enthélt. Warum ist das potentiell problematisch? Weil die Bedingung (1.8 b) in
der Definition des W-Mafles verlangt, das etwas fiir alle Folgen von disjunkten Mengen gilt -
dies wird immer schwieriger zu erfiillen, wenn man mehr solche Folgen hat, d.h. wenn die o-
Algebra grofler wird. Es gibt dann also tendenziell weniger W-Mafle, und es stellt sich heraus,
dass P(2) im vorliegenden Fall bereits zu gro8 ist, so dass viele W-Mafe, die man gerne hiitte,
nicht mehr existieren. Das gleiche gilt, wenn man versucht, ein W-MaB (oder allgemeiner ein
Maf) auf (R, P(R)) zu definieren: es gibt zwar schon W-Mafe auf diesem Raum (z.B. fiir jedes
x dasjenige mit P(A) = 1 genau dann wenn x € A, oder allgemeiner alle W-MaSBe, fiir die
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P(A) = 1 fiir eine abzhélbare Teilmenge von R gilt), aber viele andere, die man gerne hitte,
gibt es eben nicht.

Diese Problematik wird in der Vorlesung der Mafitheorie noch genauer thematisiert. Fiir uns
geniigt es im Moment, festzuhalten, dass wir im Moment Variante 2 noch nicht machen wollen,
und uns spéter eine geeignetere o-Algebra iiberlegen werden.

Beispiel (1.13 a) hat eine sehr wichtige Verallgemeinerung:

(1.14) Definition und Satz

E sei eine abzéhlbare Menge, N € N,z € E. p: E X E — R sei eine Funktion (auch: ,Matrix )
mit folgenden Eigenschaften:

0 < p(r,y) <1 firalle z,y € E, und Zp(x,y) =1.
yeE
Setze
Q=FE"" = {(2,71,...,2n) 2 € EVY0O<i < N}, F =P(Q).
Definiere das W-Mafl P* mittels

Pi({(%, L1y .- JN)}) = ﬂ{xozi}p(l’oy x1>p($17 xz) e 'p(foly xN)a

und P*(A) = Y .4 P({=}). Hier ist ly,,—z eine Abkiirzung fiir 14((wo, ..., zy)) mit der Wahl
A={(Zo,...,Zn) € Q: Tg = T}. Dass P* wirklich ein W-Ma$ ist sieht man genau wie im Bei-
spiel (1.13 a).

P? heift Pfadmafl der Markovkette mit Ubergangsmatrix P = (p(z, %)), ez und Start-
punkt 7.

Ist 1 ein W-MaB auf £, so heifit das W-MaB (!) P* mit P* = > . pu(x)P* das Pfadmafl der
Markovkette mit Ubergangsmatrix P und Startverteilung s.

Die Menge F wird oft als der Zustandsraum der Markovkette bezeichnet.

(1.15) Beispiel

Die einfache Irrfahrt (Bsp. 1.1), eingeschriinkt auf N Schritte, ist eine Markovkette mit £ = Z<,
Q= FENTL 2 =0und p(z,y) = %1]1{|m—y|:1}'

Es fillt auf, dass p(x,y) die Wahrscheinlchkeit ist, im néchsten Schritt in y zu sein wenn man
weif}, dass man im Moment in z ist. Es ist niitzlich, diese Konzept zu verallgemeinern und zu
formalisieren.

(1.16) Definition

(Q, F,P) sei ein W-Raum, A, B € F mit P(B) > 0. Dann heifit

P(AN B)
P(B)
die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B.

P(A|B) :=
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(1.17) Proposition und Beispiel

P* sei das PfadmaB einer Markovkette mit Zustandsraum FE, Ubergangsmatrix P, Startvertei-
lung o und N Schritten. Fiir k < N und z € F und C,...,Cy_1 C E setze

B = {w cQ:.:x € Cl;---,xk:—l < Ck_l,ﬂfk:l‘}.
Dann gilt fiir alle y € E:

Pr({@ € Q:apn =y} [ B) = plz,y).

Die sehr wichtige Interpretation dieser Gleichung ist folgende: B ist das Ereignis, dass gewisse
Informationen (namlich die C;) iiber den Aufenthaltsort zu den Zeitpunkten vor der Zeit k
vorliegen, und dass man weifl, dass man zum Zeitpunkt k& genau in x ist. Die behauptete
Gleichung sagt dann, dass es fiir die Vorhersage (bzw. die Wahrscheinlichkeit) des néchsten
Schrittes egal ist, welche Information man iiber die fernere Vergangenheit (iiber die C;) hat,
sondern dass nur wichtig ist, wo man sich gerade befindet (ndmlich in z). Diese sogenannte
Gedéichtnislosigkeit ist die entscheidende Eigenschaft von Markovketten.

Beweis der Gedéchtnislosigkeit: Es gilt

Pi{x € Q: x4y =y}NB) = Z (o) Z : Z p(xo, 21) * P(Th—2, Tp—1)p(Th—1, )p(T, Y),

z0€E r1€C 2k—1€CK-1
und
PH(B) = Z €2) Z : Z p(xo, x1) -+ p(Tr—2, Tp—1)p(Th-1, ).
ro€ER r1€CY zp_1€CEL_1
Da x fest ist und dariiber also nicht summiert wird, kann man in dem Bruch, der in der Definition
der bedingen W-keit auftaucht, einfach fast alles kiirzen und erhéilt die Behauptung. 0

(1.18) Proposition und Definition

(Q, F,P) sei ein W-Raum, B € F mit P(B) > 0.
a) Die Abbildung
Pg: F — [0,1], A— P(A|B)
ist ein W-MafB auf (€2, F) und heiit bedingtes W-Maf} unter der Bedingung B.
b) Ist umgekehrt P irgendein W-MaB auf (2, F) mit den Eigenschaften
(i) P(B) =1,
(i) Es existiert ein ¢ > 0 so, dass fiir alle A € F mit A C B gilt: P(A) = cP(A).
Dann ist P = Pg.
Beweis: a) ist klar. Zu b) sei C' € F beliebig gewihlt, wir miissen dann zeigen dass P(C) =
P(C|B). Hierzu zerlegen wir C' = (C'NB)U(C'N B°) und finden zunéchst P(CNB°) < P(B) =0
wegen (1.11 d) und Eigenschaft (i) von P. Wegen der Additivitit (1.8 b) und Eigenschaft (ii)
von P bedeutet das
P(C) = P(C'N B) = P(C N B),
und durch die Wahl von C' = B sieht man, dass ¢ = 1/P(B) sein muss. Setzt man dies oben

ein, erhdlt man direkt die Behauptung. U
Es folgen die wichtigsten Rechenregeln fiir bedingte W-keiten:
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(1.19) Satz
(Q, F,P) sei ein W-Raum.

a) Sei N < oo und (B;); < v eine Partition von Q, das heiit B, N B; = 0 falls ¢ # j, und
Uf\il B; = Q. AuBerdem seien alle B; € F und es gelte P(B;) > 0 fiir alle i. Dann gilt fiir alle
Ae F:

N
P(A) = Z P(A| B;)P(B;) (Fallunterscheidungsformel).
i=1

b) In der gleichen Situation wie in a) gilt fiir alle A € F mit P(A) > 0 und alle k < N + 1:
P(By)
il P(A| B)P(B;)
¢) Firn < oo und Ay,... A, € F mit P(A;N...NA,) > 0 gilt die Produktformel
P(AN...NA,) =P(A)P(As | A))P(A3 | Ay N Ay) - P(A, |A1 N .. N AL

P(By | A) =P(A| By) (Bayes’sche Formel).

Beweis: a) gilt wegen

i]P’(A | B,)P(B;) = i]P’(AmBi) - P(Ui ) N(AmBi)) - P(Aﬂ U Bi) = P(ANQ) = P(A).

X

b) gilt wegen

P(A| By) ) P(A| By)P(By)  P(ANBy)

P(Bk)

= =P(B | A).

S P(A| B)P(B;) P(A) P(A) (Bl 4)
Bei ¢) ist die rechte Seite gleich

P(A, N A)P(A NAyNAs)  P(AN...NA)

s

P(A .. ‘

(A1) P(A;) P(A; N Ay) P(A;N...NA,1)
Kiirzt man nun schréig von links oben nach rechts unten jeweils die gleichen Terme heraus, so
bleibt genau die linke Seite iibrig. 0J

Zufallsvariable und Bildmafie

(1.20) Motivation und Voriiberlegungen

Im Prinzip kénnte man die gesamte W-Theorie nur mit Hilfe von W-Maflen und o-Algebren
beschreiben. Das ist aber nicht sehr elegant und praktisch, wie wir bereits gesehen haben:

a) Zum Beispiel mussten wir in Beispiel (1.17) miithsam die Menge B einfithren, um zu beschrei-
ben, was unsere Markovkette in der Vergangenheit gemacht hat. Generell ist es auf Dauer sehr
unpraktisch, alles was man modellieren will explizit mit Teilmengen zu beschreiben.

b) Will man mehrere verschiedene Aspekte eines Geschehens modellieren, wird es noch miithsamer.
Z.B. konnte man im Beispiel (1.13) fiir jedes £ < N das (zufillige) Vermogen zum Zeitpunkt k
betrachten wollen, und gleichzeitig den hochsten Stand, den das Vermogen bis zum Zeitpunkt &
jemals hatte. Zwar kann man das alles mit Teilmengen ausdriicken, aber es macht keinen Spaf.
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c) Man mochte auch verschiedene Aspekte eines Geschehens kombinieren konnen. In Bei-
spiel (1.13) konnte man zum Beispiel fragen, wie wahrscheinlich es ist, dass die Summe aller
Vermogensstéinde, die man im gesamten Spiel hatte, einen gewissen Wert iibersteigt. Man kann
dies wieder von Hand mit Teilmengen modellieren, aber das muss man von Fall zu Fall einzeln
machen und es ist miihsam.

Aus diesem Grund gibt es das Konzept der Zufallsvariable, das wir nun einfithren wollen.

(1.21) Definition
Q, Y seien Mengen, X : Q — € eine Abbildung. Die Abbildung
X1POQ)=POQ): A XA :={weQ: X(w) € A}

heifit die von X induzierte Urbildabbildung.
Beispiele:
a) Q=0 =R, X(w) = w? Dann ist beispielsweise

X' {w') = {Vu', —Vu'} falls ' >0 und X '({w'}) = 0 sonst.

Was ist X 1([2,00))?
b) @ = =R, X(w) = ljpe0)(w). Dann ist

X_l(A) S {wa Qa (_0070)7 [07 OO)} VACR.
) Q2=1[0,1), Y =R, NeN, X(w)=2£ fir 51 <w < £ und 0 < k < N, k ganzzahlig. Dann
1st
k
{X—l(A):AcR}:{UBj:Bje{[’f—;vl,%):kgjv}w, O<k<N}

j=1
Wie sieht X ~1([c,d]) aus fiir 0 < ¢ < d < 1?7 Was éndert sich, wenn man X (w) = cos(7k/2) fiir
k—1<w< k wahlt?
d) Q={@,j):4,7€{l,...,6}}, ¥ =Nund X(i,7) =i+ j (Wiirfelsumme). Dann ist z.B.

X1({8}) ={(2,6),(3,5),(4,4),(5,3),(6,2)}, und X' ({1}) = 0.

e) Markovkette: E sei Menge, N € N, Q = ENTL () = E. Schreibe w € Q als w = (wg, . . ., wn)
mit w; € F fiir alle ¢, und definiere X;(w) := w;, also die Position der Markovkette im i-ten
Schritt. Fiir C C E ist dann

X (C)=Ex...Ex C xEx..xE={weQ:w €C}

v ~—
i-te Stelle

(1.22) Definition

(Q,F) und (', F') seien messbare Rdume. Eine Abbildung X : Q — Q' heifit messbar (oder
F-F'-messbar), wenn gilt:

VA € Flist X 1(A) € F.
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Die obige Bedingung kann man auch kurz mit X ~'(F’) C F schreiben. In vielen Féllen (insbes.
oft wenn ' = R, siehe spéter) ist klar, was F’ ist. Dann schreibt man auch X € mF, wenn X
F-messbar ist.

Bemerkungen:

a) Messbarkeit ist also eigentlich eine Eigenschaft von X! anstatt von X, aber andererseits
wird X! durch X ja auch eindeutig bestimmt.

b) Messbarkeit ist um so schwieriger zu erfiillen, je grofer (d.h. mehr Mengen!) F” ist und je
kleiner F ist. Umgekehrt ist jede Abbildung immer P(€)-F" und F-{(, Q}-messbar.

c) Messbarkeit und Codierung von Information: Eine fiir die W-Theorie sehr wichtige
Interpretation der Messbarkeit ist folgende: Fiir ein F-F'-messbares X kann man alle durch
F' erlaubten Antworten auf Ja-Nein-Fragen auch bezogen auf X beantworten. (siehe insbes.
Beispiele unten!)

Beispiele:
a) Die Abbildung X : R — R, w +— w? ist P(R)-P(R)-messbar (klar). Sie ist aber auch F-P(£2)-
messbar wenn
F={ACR: Ve Aist auch —z € A}.

Dagegen ist die Abbildung Y (w) = w?® nicht F-P(Q)-messbar (warum?). Wie sieht es mit
Z(w) = w* aus?
b) Die Abbildung X : R = R, w = Tjg o) (w) ist {0, 2, (—o0,0), [0, 00)}-P(R)-messbar.

) Im Beispiel ¢) zu (1.21) ist die Abbildung Y : [0,1) — R, w + w? nicht F-P(R)-messbar fiir

{Uj BB e {5 5) k< NPV, 0< k< N}. Denn beispielsweise die Frage

»ist w’ kleiner als -7 ist in P(R) erlaubt, die zugehérige Menge ist (—o0, 13z). Dagegen ist
die Frage ,wurde w so gewéhlt, dass X (w) kleiner als — ist?“ nicht in F erlaubt, denn sie

4N2
bedeutet ,ist w € [0, 5 N) ;7% und diese Menge ist nicht in F.
d) Aufgabe: finde eine (moghchst kleine) o-Algebra F, so dass die Abbildung , Wiirfelsumme

aus Beispiel (1.21 d) gerade noch messbar ist.
e) Im Beispiel (1.21 e) ist

F={X;'(C):CeE}={Ex...Ex L xEx..xE:CeFE}

i-te Stelle

die kleinste o-Algebra, so dass X; € m.F.

Bemerkung: Aus der Analysis kennt man die Umkehrabbildung f~! einer bijektiven Abbil-
dung f : RY — R% also die eindeutige Abbildung mit f~1(f(z)) = f(f(z)) = x. Leider
benutzt die Urbildabbildung die gleiche Notation, bitte nicht verwechseln! Die Urbildabbildung
ist aber viel angenehmer als die Umkerhabbildung: sie exisitert immer, auch wenn f nicht bi-
jektiv ist, und auch wenn Start- und Zielraum der Abbildung f verschieden sind. Falls f doch
bijektiv ist, dann gilt zuséatzlich

fﬁrlbild({y}) = {fﬁékehr(y)}-
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Mit anderen Worten: ist f bijektiv, so ist das Ergebnis der Umkehrabbildung bei Anwendung auf
y das einzige Element der nichtleeren, einelementigen Menge fg.4({y}). Ein weiterer Vorzug
der Urbildabbildung ist, dass sie sich perfekt mit allen Mengen-Operationen vertrégt:

(1.23) Proposition

Die Urbildabbildung X! : 7/ — F vertauscht mit allen Mengenoperationen: es gilt fiir A € F’
und beliebige (auch iiberabzéhlbare) Familien (A;);er:

(X71(A))° = X140, X‘1<UAZ-) = x40, X‘l(ﬂAi> — (X "(A).
iel iel iel iel
Beweis: Beispielhaft nur eine Aussage:
we X*l(UAi) s XwelJa s ielmtwe X '(A) s we JX(A). O
i€l iel iel
(1.24) Korollar und Definition
2 sei eine Menge, (€2, F') ein messbarer Raum, X : Q@ — ' eine Abbildung. Das Mengensystem

o(X) ={X1A): Ac F}
ist eine o-Algebra iiber 2 und heifit die von X erzeugte o-Algebra.

(1.25) Definition und Satz

(Q, F,P) sei ein W-Raum und (', F') ein messbarer Raum.
a) Eine F-F'-messbare Abbildung X heiit Zufallsvariable (kurz: ZV) mit Werten in €.
b) Die Abbildung
Py : F' — [0,1], A Px (A = P(XHA))
ist ein W-Maf3 auf (', F'). Px heit Bildmaf3 von P unter X, oder Verteilung von X. Oft

schreibt man P(X € A’) statt Px(A").
Beweis, dass Px ein W-Maf ist:

(i): Weil X messbar ist, ist X '(A') € F fiir alle A’ € F', somit darf man P auf X '(A4)
anwenden und die gegebene Definition ist zuldssig.

(ii): Wegen X 1) = Q ist Px () = 1.

(iii): Fiir eine disjunkte Familie (A});cy ist auch die Familie (X ~1(A%));en disjunkt: fiir ¢ # 7 ist
1.23)

XAy N x4y "2 x AN AL = XN (0) = 0.

Damit erhalten wir

Pr(Ja) =p(x " (Ja)) "2 B(UX(4D) = YPOXCH(AD) = Y Bx(4). O
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(1.26) Bemerkung

Ist also eine ZV ,einfach nur* eine messbare Funktion, auf deren Startraum zufillig noch ein
W-Maf} herumliegt? Einerseits natiirlich schon, das sagt ja die Definition. Andererseits ist aber
die neue Bezeichnung dadurch gerechtfertigt, dass man fast immer viel mehr am Bildmaf von P
unter X als an X selbst interessiert ist. Dies geht oft so weit, dass man den Startraum (Q2, F, P)
der ZV gar nicht mehr erwéhnt, sondern beispielsweise nur sagt ,,sei X eine Zufallsvariable mit
Wertebereich {1,...,6} und Verteilung P(X = i) = 1/6 fiir alle “, wenn man einen Standard-
Wiirfel modellieren will. Man kann in diesem Fall natiirlich einfach Q = {1,...,6}, F = P(Q),
P({w}) = 1/6 fir alle w € Q und X (i) = ¢ wihlen; es gibt aber auch andere Méglichkeiten, z.B.
den W-Raum fiir 2 mal wiirfeln, und dann X = X;. Zwar ist es durchaus oft niitzlich, einen
ganz konkreten W-Raum bei der Hand zu haben, auf dem X definiert ist, aber oft braucht man
den auch nicht und lésst ihn daher weg. Die folgende Definition entspricht dieser Sichtweise.

(1.27) Definition

Zwei ZVen X1, X5 mit Werten im gleichen messbaren Raum (ich sage auch gerne: zwei ZVen
mit dem gleichen Zielraum) heiflen identisch verteilt, falls Py, = Py, ist.
Beachte, dass wir nicht gefordert haben, dass X; und X5 den gleichen ,,Startraum “ haben!

(1.28) Beispiele fiir Bildmafle und Zufallsvariable

a) Zweimal wiirfeln: sei Q = {(i,7) : 4,5 € {1,...,6}}, F = P(Q) und P({w}) = 1/36 fiir alle w.
Betrachte die ZVen X1, X5, Y, Z : (Q,P(Q),P) = (R, P(R)) mit X;((z,75)) = ¢ (erster Wiirfel),
Xo((i,7)) = j (zweiter Wiirfel), Y = X; + X, (Wiirfelsumme) und Z = % (Wiirfelquotient).
All dies sind ZVen, da ja auf den Startraum P(£2) angenommen wurde. Folgende Aussagen
sollte man sich klarmachen:

(i): X7 und X, sind identisch verteilt (aber nicht gleich!),

(i): Py ({1}) = P, ([1/2,3/2]) = 1/6.

(iti): Py = 3212, a;6;, wobei 6;(A) = 1,4(i) das PunktmaB bei i ist, also §;(4) = 1 falls i € A
und = 0 sonst; und a; = P(X; + Xy = 1). 1)

(iv): Pz({1}) = 1/6, und Pz((1,00)) = Pz((—00,1)) = 5/12.

b) Die einfache Irrfahrt in einer Dimension, N Schritte. Also:
Q={(zo,....,on) 1z €Z}, F=P(Q), Px)=p(0 z1)p(x1,22) - plan-1,2n),

mit p(z,y) = 1/2 falls [r—y| = 1 und p(x, y) = 0 sonst. Betrachte fiir alle i die ZVen X;(x) = x;,
also die Position im 7-ten Schritt. Dann ist Px, ein W-Maf} auf Z. Wir konnen nun die Frage
,wie weit kommt man in NV Schritten typischerweise, wenn N sehr grofl wird“ aus Beispiel (1.1)
prézisieren: Finde fiir jedes N ein (moglichst kleines) Intervall Ay C R, so dass gilt

N—o0

DDa MafBe ja Funktionen sind, ist klar, was die Addition bedeutet: fiir zwei Mafie 4 und v und (positive)
Zahlen c und d ist (cpu + dv)(A) := cu(A) + dv(A) fiir alle Mengen A.
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Es stellt sich heraus, dass Ay = [N'/27%, N'/2%9] fiir jedes § > 0 eine giiltige Wahl ist. Dies (und
viel mehr) folgt aus dem zentralen Grenzwertsatz, den wir gegen Ende der Vorlesung beweisen
werden.

c) Selbstvermeidende Irrfahrt, zwei Dimensionen:
QN = {($0,I’1,...,$N) LTy = O,JTZ' S Zz und |,I'7, —93'1'_1| =1Vl é 1 é N,$7; 7£ Z; Vi %j}

F=PQ), P({z}) = ﬁ fir alle € 2. Wieder ist X; die Position im i-ten Schritt, und wir
konnen wie in b) die Frage formalisieren, wie weit die selbstvermeidende Irrfahrt in N Schritten
kommt. Anders als in b) ist hier eine befriedigende Antwort jedoch nicht bekannt.

d) Perkolation, siehe Beispiel (1.3). Im Moment wihlen wir aus technischen Griinden noch
A C Z% endlich, setzen Q = {0, 1}, F = P(Q) und fiir n = (1;)sea € Q setzen wir

]P)<{77}> = ]P)A,p({n}) = p\{ieA:n¢=1}|<1 — p)HieA:m:O}‘ = pZiEA 77i<1 _ p)|A|*ZieA i

Die ZV X; : ©{0,1}, n — n; modelliert das Késtchen an der Stelle 4, und es gilt P(X; = 1) =
p=1—P(X; =0) fiir alle i. Eine kompliziertere ZV ist

Co:Q2—=P), nr—max{ACA:0€ A n =1Vie A, A zusammenhingend}

wobei letzteres bedeutet, dass es von jedem Punkt von A zu jedem anderen Punkt von A einen
Weg gibt, der nur Schritte der Linge 1 macht und ganz in A verlauft. Cy ist der sogenannte
offene Cluster, der die 0 enthélt. Sowohl der Zielraum als auch das Bildmafl von C sind kom-
pliziert - eine wichtige Frage der Theorie ist beispielsweise folgende: Wenn Ay = [N, N]¢NZ4
ist, wie verhilt sich dann, in Abhéngigkeit von p, die Grofie liminfy oo Pay ,(Co N IAN # 0)?
Hier ist Ay der Rand von Ay, d.h. die Elemente, bei denen nicht mehr alle Nachbarn (in Z?)
in Ay sind.

e) Allgemeine Markovketten mit N Schritten, siehe (1.14). E sei abzihlbare Menge, ) = EN 11
F=PQQ),p: ExEw—[0,1] mit > pp(z,y) =1, also P = (p(z,y))syer Ubergangsmatrix.
w sei Mafl auf E (Startmaf), und P sei wie in (1.14). Fiir & = (xo,...,zx) €  beschreibt die
Zufallsvarlable X;(x) = z; € F die Position der Kette im i-ten Schritt. Es gilt fiir By, ..., B, C
Fundn<N

P(Xy € By,..., Xn € By) =PHX 1 (B1)N...N X, (By)) =P*(Byx ... x B, x Q¥7") =

- Z ’LL(IO) Z p<x0’x1) Z p(x27xl)"' Z p<$n—laxn)'

roel r1€B; xroE€Bsy Tn€By
Insbesondere ist fiir A C Fund i < N

P(X; € A) = Z p(zo) Z p(xo, 1) Z p(x1,22) - - Z P(Tio2, Ti1) Z p(iy, i) =

ro€EE r1€EE ro€FE z,1€EE T, €EA

=> > ula)Pi(zy),

zelE yeA
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wobei P! die i-te Potenz der Matrix P ist. Insbesondere finden wir
PH(X: = y) = (uP")y,

wobei hier die rechte Seite die y-te Komponente (genauer: die Komponente zum Index y) des
Zeilenvektors P! bedeutet; 1 wurde hierbei auch als Zeilenvektor aufgefasst, nimlich pu =
(1(x))zer, und p(z) ist die Gewichtsfunktion. Wir sehen also, dass wir die Verteilung von X;
bei einer Markovkette ,einfach* dadurch berechnen kénnen, dass wir Matrixrechnung machen.

Wir sind nun in der Lage, Markovketten in der allgemein iiblichen Weise zu definieren. Zunéchst
noch eine Vorbereitung:

(1.29) Definition
(Q, F') sei messbarer Raum, X, Y seien ZVen mit Werten in {2’ und dem gemeinsamen Start-
Raum (9, F,P).
(i): Fiir A, B € F' schreiben wir P(X € A,Y € B) :=P(X~Y(A) NnY~1(B)).
(ii): Fir B € ' mit P(Y € B) > 0 heiit die Abbildung
P(X € A,Y € B)
P(Y € B)

F =01, A—PXeA|YeEB):=

bedingte Verteilung von X unter {Y € B}.

Bemerkung: falls X =Y, dann ist P(X € A|X € B) = Px(A|B). Man kann auch auf die
Werte mehrerer (Y;) bedingen, dann ist

PXH(A) NN, Y H(B)

P(NY'(B))

P(X € A|Y; € B;Vi) =
falls der Nenner strikt positiv ist.

(1.30) Definition und Satz
FE sei eine abzéhlbare Menge.

a) Eine Funktion p : ExE — [0,1] mit >, . p(z,y) = 1 heilt stochastische Matrix indiziert
mit F.

b) Sei N € NU {oo}, p ein W-MaB auf E. Eine Familie (X,,),<y4+1 von E-wertigen ZVen
(0-Algebra auf E ist P(FE)) heifit Markovkette (MK) mit N Schritten, Startverteilung p und
Ubergangsmatrix (UM) P = (p(z,y))syer, falls fiir alle n < N + 1, alle 7,y € E, alle A; C E,
1<i<n—1git

PX,=y| Xy 1=2,X,€ ;Vi<n—1)=px,vy).

und P(Xo =y) = p({y}).

c) Ist (X;) eine MK mit Startverteilung p und UM P, so gilt fiir allen < N +1 und alle y € E:
P(X, =y) = (uP"),, siche (1.28 e). Ebenso ist P(X,, = y| X} = ) = (P"*)(z,y) fiir k < n.
Bemerkung: a) Der Notationsmissbrauch, den gleichen Buchstaben p sowohl fiir das W-Maf
als auch fiir seine Gewichtsfunktion und fiir den entsprechenden Zeilenvektor zu verwenden, ist
iiblich und hoffentlich nicht allzu verwirrend.
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b) Oben in Punkt b) hingt die rechte Seite der dargestellten Formel nicht von den A; ab. Wihlt

man daher einmal alle A; = F und einmal allgemeine A; und setzt dies gleich, so erhélt man
PX,=y|Xp1=2,X;e AVi<n—1)=P(X,=y| X1 =2),

also die Gedéchtnislosigkeit der Markovkette. Auflerdem werden hierdurch die Begriffe Ubergangsmatrix

und Ubergangswahrscheinlichkeit klar.

¢) Der W-Raum €, auf dem die X; definiert sein sollen, wurde nicht erwéhnt. Da man bedingte
Verteilungen betrachtet, muss es zumindest einmal fiir alle X; der gleiche W-Raum sein, und
fiir N < oo kann man ihn wie in (1.28 e) wéhlen: Dann ist ndmlich in der Tat

B Zxer (o) leeAl p(wo, 1) . .. an,leE P(Tn—2, Tn1)p(Tn-1, 2)p(z,y)
ZxOEE M(Io) leeAl p(l’o, xl) s Zzn_leEp(xn—Zy xn—l)p(xn—la I)

Fiir N = oo ist das schwieriger: 2 = EN ist noch relativ klar, die o-Algebra aber wie schon
frither besprochen weniger. Insbesondere erwarten wir in vielen Féllen, dass P({w}) = 0 fiir alle
w, da jedes w ja nun ein unendlich lange Folge zufilliger Ereignisse représentiert. Wir werden
jetzt lernen, wie man diesen Fall richtig behandelt.

:p(x,y).

(1.31) Lemma und Definition

a) Sei €2 eine Menge, I eine beliebige (also auch iiberabzdhlbare) Indexmenge und (F;);cr eine
Familie von o-Algebren iiber 2. Dann ist

ﬂE::{AcQ:AEEWGI}
icl
eine o-Algebra.

b) Sei €2 eine Menge, A C P(f) ein beliebiges Mengensystem. Dann ist die Schnittmenge aller
o-Algebren, die A vollstédndig enthalten, eine o-Algebra. In Symbolen:

o(A) = N F,
FCP(Q):ACF,F ist o-Algebra

ist eine o-Algebra. Sie heifit die von A erzeugte o-Algebra und ist die kleinste o-Algebra,
die A enthalt.
Beweis: a) Mit F := (,.; F; haben wir

AeFeAcFYViel s Aie FiViel & A°e F.

Genauso haben wir fiir Teilmengen (A;);en von §2:

AjeFVje Aje Fvij=|JA e Fvie | 4 F
j=1 j=1
b) o(A) # 0, denn A C P(Q) und P(Q) ist eine o-Algebra. o(.A) ist ein o-Algebra wegen a).
o(A) ist (als Mengensystem) eine Teilmenge jeder o-Algebra, die A enthélt, denn es ist ja der
Durchschnitt aller solchen o-Algebren. Also ist o(.A) die kleinste o-Algebra, die A enthélt. [
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(1.32) Proposition und Definition
(E, &) sei messbarer Raum, N € NU {oco} und Q = BV = {(z;)icn+1 : 2; € E Vi}.
a) Fiir jedes n < N + 1 ist das Mengensystem
Fip ={Ex...xEX \/}/ XEx...:Ae&}={{(xi)icny1 12, € A} : A€ E}
n-te Stelle

eine o-Algebra iiber €.
b) Die o-Algebra

F=o( U F)

n<N-+1

heit Produkt-o-Algebra zu N Faktoren von (£, &). Wir schreiben
F=(®...0&=_E%N,
—_———

N Faktoren

(EN, E®N) heifit das N-fache Podukt von (E, £) mit sich selbst. Im Fall N = oo schreibt man
besser: (BN, E®N)

c) Sei AC {l,...,N} falls N < oo bzw. A C N endlich falls N = co. Die o-Algebra

Fqi= a( U f{n}>

neA
heiit o-Algebra der A-Zylindermengen. Wir schreiben F,, = Fy;
Bemerkungen:
a) Man kann das ganze auch machen, wenn die Rdume (F, ) nicht alle gleich sind, also fiir
verschiedene (E;,&;), i < N + 1. Alles geht genauso.

b) Beachte, dass fiir endliches n > 1 das Mengensystem " := {A; X Ay x ... x A, : A; € EVi}
meist keine o-Algebra ist. Es ist strikt kleiner als £™. Daher die neue Notation.

n}ﬁirn<N+1.

.....

(1.33) Bemerkung

Sei E abzihlbar, & = P(E) und n < N + 1. Dann existiert zu jedem A € F, genau ein
AecP(E") sodass A= Ax Ex Ex.... (Beweis: Ubung). Dies bedeutet, dass die o-Algebra F,
diejenige Information représentiert, die man aus den ersten n Gliedern der Folge (z;);<ny11 € Q2
extrahieren kann.

Insbesondere kann man eine Markovkette mit n Schritten, mit Ubergangsmatrix P und Start-
verteilung p auf dem W-Raum (EY, F,,) wie folgt realisieren: definiere P* mittels

PZ(A X EN) = Z 11(o) Z p(xo, 1)p(T1,22) -+ - (T -1, Tn).-
roEE (21 A

Dann ist ndmlich mit X;(x) = z; die Familie von ZVen (X;); <, eine entsprechende Markov-
kette: es gilt beispielsweise fiir Ay,..., A, € E:

P(X) € Ar,..., Xy € Ay) = Ph(Arx- - x A x EN) = Y " pu(mo) > plao,x1) ... Y pl@at, @)
ro€EE T1EA Tn€An

Wie wir in (1.28 e) gesehen haben, folgt daraus tatsidchlich P(Xy11 = v | Xk = z) = p(z, y).
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Fiir m < n haben wir nun aber zwei Moglichkeiten, ein Pfadmaf fiir die Markovkette (X;); < m
zu definieren. Einerseits kénnen wir oben einfach n durch m ersetzen, d.h. das Mafl P# auf der
o-Algebra F,, betrachten. Andererseits konnen wir aber auch das vorherige Mafy P# weiterver-
wenden und in der vorigen Gleichung einfach A,,,; = ... = A,, = F wihlen. Es wére besser,
wenn wir mit beiden Methoden das gleiche Ergebnis erhalten wiirden!

Dies ist tatsichlich der Fall: fiir m < n und B € F,, ist auch B € F,,, niamlich B = B x EN =
(B x E"™) x EN mit B € P(EM)); daher ist

Ph(B) = plxo) Y plao,w)p(xs,22) - p(Tmor, Tm) =

IOEE ($1 7777 J}m)EB

= Zﬂ(l‘o) Z p(xo, w1)p(x1, ) -+ P(Tm1, Tm) Z p(xmaxm-l-l)"'zp(xn—laxn)

o€l (x1,....xm)EB Tm+1€EE iCnEE
NS

J/

-~ ~\~

=1 =1

= PH(B x E"™™ x EN) = PX(B).

Mit anderen Worten: P#|z = P¥ . wobei wie bei anderen Funktionen auch P,|z, die Ein-

schrankung des Definitionsbereiches von P, auf Elemente von F,, bedeutet.

Wir fassen zusammen: Wir haben gerade eben auf einem einzigen messbaren Raum (€2, P)
fiir jede Lidnge n ein W-Mafl P# konstruiert, so dass das BildmaB von P¥ unter der E"''-
wertigen Zufallsvariablen @ — (x1,...,x,) das Pfadmaf} einer Markovkette mit Startmafl u
und Ubergangsmatrix P ist. Anders ausgedriickt bilden die ZVen (Xj)i < mit Xp(x) = x4
eine Markovkette mit n Schritten im Sinne von Definition (1.30)

Weiter sind die (P¥),en konsistent in folgendem Sinne: wenn man fiir m € N ein ,zu grofies®
n > m wéahlt, um die Markovkette mit m Schritten durch P¥ zu modellieren, erhélt man das
gleiche BildmaB unter den Abbildungen (X, ..., X,,) als wenn man P genommen hitte. Das
Maf P2 ist also das richtige Pfadmaf fiir alle entsprechenden Markovketten mit hdchstens n
Schritten.

Der Verdacht liegt nahe, dass man irgendwie einen Grenzwert n — oo bilden sollte, um die
Markovkette mit unentlich vielen Schritten zu modellieren. Dass dies geht, sagt uns der folgende
Satz.

(1.34) Definition und Satz

Sei E abziéhlbar, & = P(E) und (2, F) = (EN,E®Y). Fiir jedes n € N sei P, ein W-Maf} auf
(Q, F,), und es gelte die Projektivititsbedingung (oder: Konsistenzbedingung)

P.lz, =Pn falls m < n.

Dann existiert ein eindeutiges W-Mafl P auf (€2, F) mit der Eigenschaft dass P|z, = P, fiir alle
n € N. P heifit der projektive Limes der Mafle P,,.

Den Beweis dieses Satzes (in einer viel allgemeineren Fassung) wird es erst im néchsten Semester
geben. Wir geben statt dessen folgendes Korrollar:
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(1.35) Korollar

FE sei abzéhlbar. Dann existiert zu jedem Maf y auf ' und jeder mit F indizierten stochastischen
Matrix eine Markovkette mit Ubergangsmatrix P und Startmaf p.

(1.36) Beispiel: Perkolation
Wir setzen E = {0,1}, Q@ = EZ, F = P({0,1})®%". Wir schreiben 7 = (1;);eza fiir die
Elemente von © und X;(n) := n;. Wir wollen Satz 1.34 benutzen fiir den Beweis der Existenz
eines eindeutiges W-Mafles P, auf (Q, F) mit der Eigenschaft, dass fiir alle endlichen A C Z¢
und alle Folgen (7););ea mit n; € {0, 1} fiir alle ¢ gilt:
Py({n € Q:mi =1 Yi € A}) =Py(X; =1, Vi € A) = priea™(1 — p)l & 2iea® =Py ({1}).
Hier ist Pa, das in (1.28 d) definierte Maf} auf der endlichen Menge {0, 1}4.
Wir miissen nun die Konsistenz priifen. Dazu priifen wir, 2 ob fiir alle endlichen Teilmengen
A, A von Z4 mit A C A und fiir alle 7 € {0, 1}* gilt:
Pap({n € {0,132 cm; = i Vi € A}) = Po,({7}).
Die Linke Seite oben ist gleich
Z pzz‘ea 771‘(1 _ p)|A|_zieA [/ —
nE{O,l}A:m:ﬁiViEA
_ Z pZieA "1 — p)IA\fZieA ni pZieA\A (] — p>IA\AI—Z¢€A\A o
nE{O,l}A:niZﬁiViEA
— pZieA ﬁz(l o p)‘Al_ZiEA i Z pZieA\A Th(l _ p)‘A\M*ZieA\A u
ne{0,1}A\A

— pZieA ﬁl(l — p)‘AI*Zi@A i Z PA\A,p({n}>7
ne{0,1}A\A

7

g

=1
also auch gleich der rechten Seite.

Wir wollen nun mathematisch exakt definieren, was wir damit meinen, dass man von einem
Punkt z nur auf schwarzen Kistchen nach oo gelangen kann. Hierzu schreiben wir i <—— j
fir i,7 € Z% und n € Q wenn es ky,...,k, € Z% mit |k, — k1| = 1, ky = 4, k, = j und
Nr,, = 1 fiir alle m gibt. Weiter definieren wir fiir alle 2 € Z% und N € N die Menge (,,Box*)
An(2) = [z = N,z+ N]*NZ* und die Abbildung

M,: Q= NU{oo}, nrsup{NeN:3icAy(z)\Ay_1(2): 2 i}

M, ist also die GréBle der gréfiten Box um z, zu deren Rand man auf schwarzen Késtchen
gerade noch kommen kann, und die Menge {M, = oo} bedeutet, dass man von z aus nach oo
entkommt.

Wir wollen zeigen, dass M, eine ZV ist, also die F-P(NU{oo})- Messbarkeit. Da der Zielraum

2)Um uns streng an Definition (1.34) zu halten, miissten wir eigentlich zuerst eine Abzihlung (z,),en von
74 wihlen, A, = {x1,...,2,} setzen, und dann die Aussage mit A,, statt A und A,, statt A fiir alle n > m
priifen. Bitte iiberzeugen Sie sich, dass die im Text angegebene Vorgehensweise dquivalent dazu ist.
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abzihlbar ist, reicht es, M_'({n}) € F fiir alle n € N U {oo} zu zeigen. Fiir n € N ist
1({n}) € Faao) denn es gilt

z s q fiir ein i € Ay(2) \ Ap_1(2), und
U
z </ firallei € App(2) \ An(2).

Ob die rechte Seite gilt, hingt nicht von der Werten von n; fiir ¢ ¢ A, ab, daher die Mess-
barkeit. Fiir n = oo benutzen wir, dass

T (fooh) =0\ | MM ({n}) € F.

neN \CF

M. (n) :n@{

e'7:A'VL+1 (=

Wir wollen nun zeigen, dass die Funktion p — P,(M, = oo) monoton wachsend in p ist. Dies
scheint ,,offensichtlich“, ist aber nicht so einfach zu zeigen wenn man den Trick nicht kennt.
In vielen &hnlich ,offensichtlichen® Situationen, wo man so einen Trick nicht hat, kann man
analoge Aussagen bis heute nicht rigoros beweisen! Wir machen also die

Behauptung: Sei 0 < p’ < p < 1. Dann ist Pyy(M, = o00) < Pp(M, = 0).

Beweis: Die Idee ist eine ,, Kopplung “ der beiden W-Mafle; diese wichtige Technik der W- Theorie
kann extrem méchtig und auch schwierig zu benutzen sein, hier ist sie in einem besonders
einfachen Fall zu besichtigen. ,, Kopplung“ bedeutet, dass wir zwei ZVen M, , und M, , auf
einem einzigen W-Raum (2, F,P) (insbes. mit einem einzigen W-Maf} anstatt der zwei W-
MaBe P, und P,/) finden, so dass gilt:

(i): M, p(w) < M, ,(w) fur alle w € Q

(i) Po M, =P,o M, und Po M_), =Py o M *. 7

Wenn dies gelingt, dann ist man fertig: denn wegen (i) ist {w € Q: M, ,(w) = 00} C {w e Q-
M, p(w) = oo}, und damit folgt dann

]P)p/(Mz = OO) = P(Mz,p’ = OO) < P(Mz,p = OO) = Pp(Mz = OO)

Wie also findet man die richtige Kopplung? Zunéchst intuitiv: statt schwarz und weifl farben
wir die Késtchen nun schwarz (mit W-keit p’), grau (mit W-keit p — p') und wei (mit W-keit
1—p). Fiir jedes feste ,, Késtchenmuster “ entspricht nun M, ,; der maximalen Grofie der Box, aus
der man auf den schwarzen Feldern entkommen kann, und M, , derjenigen, die man erreicht,
wenn man zusétzlich auch die grauen Felder benutzen darf. Formal geht das so:

P fiir w =1,
E=1{0,1/2,1},Q=E" F=PE)*" Pg;=w)={p—p fir w = 1/2,
(1-p) firw=0.

AuBerdem wieder fiir endliche A C Z% P(n, = w; Vi € A) = [[aP(ni = wy). i < j

definieren wir genau wie oben, und ¢ <= j fast genau wie oben, aber wir ersetzen die Bedingung

3)Hierbei schreiben wir Po X! statt Py fiir das Bildma8. Dies ist eine {ibliche und sehr gute Schreibweise
- iiberlegen Sie sich, dass dies sogar genau die richtige Schreibweise ist, wenn man sowohl die Urbildabildung
als auch das W-Maf} als Abbildungen auf Mengen auffasst.
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Mk, = 1 Vm durch die Bedingung n,, > 1/2 ¥m. Schliefilich definieren wir

M, y(n) =max{N € N:3i € Ay(2) \ An_1(2) : 2 PN i}, und
M, ,(n) =max{N e N: 3 € An(2) \ An_1(2) : 2 L 4},

und priifen (i) und (ii) oben leicht nach. O
Fiir das néchste Beispiel brauchen wir eine stérkere Version der Markov-Eigenschaft (1.30 b),
und ein wenig

(1.37) Notation und Philosophie

Es ist in der Stochastik oft iiblich, das W-Mafl in der Zufallsvariable ,,zu verstecken®; zum
Beispiel schreibt man P(X € A) und P(Y € A) mit dem selben P, und der Unterschied besteht
in den ZVen X und Y; die (historische) Idee dahinter ist, dass sowohl X als auch auf YV (als
auch alle anderen denkbaren ZVen) auf einem riesigen , Master-W-Raum* definiert sind, den
man nicht zu kennen braucht da man sowieso nur an den Verteilungen der ZVen interessiert ist.
Dies haben wir zum Beispiel in (1.30 ¢) gemacht, wo wir fiir eine Markovkette mit Startmaf 1
und Ubergangsmatrix P die Gleichung P(X,, = y) = (uP")(y) aufgeschrieben haben - damit
diese Gleichung Sinn ergibt, muss man vorher schon gesagt haben, welches W-Maf} auf dem
Startraum der Kette (X,,) liegt. In der Formel steht letzteres nicht, nicht einmal als Symbol.
Diese Sichtweise ist historisch bedingt, aber schon aus prinzipiellen Griinden fragwiirdig (warum
will man das zentrale Objekt der Theorie nicht benennen?). Beim Studium der Markovketten
stofit es aber endgiiltig an seine Grenzen, wie jetzt erlautert werden soll.

E sei abzihlbare Menge, p : Ex E — [0, 1] sei Ubergangsmatrix. Definiere zu 2 € E das W-Maf
P? als das PfadmaB (auf (EN, P(E)®Y)) der in x gestarteten Markovkette mit Ubergangsmatrix
P, also derjenigen mit Startmaf} p,, das p,({x}) = 1 erfiillt. In unserer obigen Sprechweise
wiirde (1.30 ¢) nun also lauten: P(X,, = y) = (P")(z,y). Das ist solange ok, bis man mehrere
P* gleichzeitig auf (€2, F) betrachten will, denn in der linken Seite der vorigen Gleichung taucht
x ja nicht auf! Man konnte sich damit behelfen, dass man X?* fiir die Markovkette mit Start in
x schreibt, und weiter bei einem einzigen ,, Master-W-Raum* bleibt. Technisch bedeutet das,
dass man fiir jedes x € E noch eine Kopie von (2, F) anlegen muss, und sich dann X7 richtig
zurechtdefinieren muss.

Viel einfacher ist es hier jedoch, einfach die verschiedenen W-Mafle auf (€2, F) auch verschieden
zu benennen. Wir schreiben also nun P*(X,, = y) = (P")(z,y) fur alle x und y. Wir haben
nun nur noch eine messbare Abbildung (nédmlich X,,(w) = w, aber viele W-Mafle. Der einzige
Nachteil ist, dass wir mit dieser Modellierung Ausdriicke der Form P(X* = y, X" = z) nicht
mehr darstellen konnen. Wenn wir aber von Anfang an wissen, dass wir solche Ausdriicke nie
brauchen werden, ist das explizite Benennen der W-MaBle (wie wir es ja auch schon bei de
Perkolation gemacht haben) die wesentlich sauberere Losung. Wir benutzen diese Notation
auch beim folgenden Satz.

(1.38) Satz

E sei abzihlbare Menge, (X,,) eine Markovkette mit Zustandsraum £ und Ubergangsmatrix
P = (p(z,9))syer. Fir ein W-Maf p auf E sei P* das PfadmaB der mit p gestarteten Kette,
und fiir x € E sei P* das Pfadmafl der in x gestarteten Kette. Dann gilt fiir alle n, k € N, und
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alle Ay,..., Ay € Eund alle x € F mit P*(X,, = z) > 0:
P“(XnJrl S Al, . ,XnJrk € A | X, = x) = ]P)x(Xl c Al, c ,Xk € Ak>
Insbesondere ist in diesem Fall fiir alle z1,..., 2, € F

PY( Xpy1 =21, o, Xogk = @1 | Xy = @) = p(x, 21)p(21, 22) - - p(Th—1, Tk).

Beweis: Ubung!.

(1.39) Beispiel: Ruin des Spielers

Wir betrachten die Markovkette (X,) auf dem Zustandsraum E = {0,1,..., M}, und mit
Ubergangsmatrix

falls x € {0, M}, z =y

(2.9) P fallsO <z < M,y=x+1,

i =

P&y (1—p) fallsO<x< M,y=2x—1,
0 sonst.

Wir wollen nun (exakt) die W-keit berechnen, dass man mit dem Gewinn M nach Hause geht,
wenn man mit Kapital k& startet und die Gewinn-W-keit p pro Spiel hat. Dazu brauchen wir
aber noch einige Vorbereitungen.

(1.40) Definition
Ein Zustand z € E einer Markovkette mit Ubergangsmatrix p heiBt absorbierend, wenn
p(x,x) =1 gilt.
Beispiel: 0 und M sind in (1.39) absorbierend.
(1.41) Definition und Proposition
X = (X,,) sei Markovkette mit Zustandsraum E, z € E. Dann ist die Abbildung
7.: Q> NU{oo}, wrinf{n>1:X,(v) =2}

eine Zufallsvariable. Sie heifit Trefferzeit von z durch die Kette X.
Beweis: Wir zeigen, dass 7, eine ZV ist. Es gilt

{r.=k={Xi#2...  Xp1 #2, X =2} € Fp,
und {7, = oo} = Q\ U,—,{7. = k} € F. Dies zeigt die Behauptung. O

(1.42) Proposition
(X,) sei Markovkette auf E, z € E absorbierend. Dann gilt
P(lim X, =2)=PENeN: X, =2Vn> N)=P(1, < o0).
n—oo

Beweis: Die erste Gleichheit ist einfach: da E abzéhlbar ist, ist die (angenommene) Topolo-
gie auf E die diskrete. Eine Folge konvergiert daher dann und nur dann, wenn sie ab einem
bestimmten Index konstant ist. Daher sind die beiden Mengen gleich, also auch ihre W’keiten.
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Die zweite Gleichheit ist intuitiv klar (wenn man z trifft, bleibt man ja fiir immer dort sitzen),
aber iiberraschend schwierig zu zeigen. Dies liegt daran, dass die Mengen hier eben nicht gleich
sind, sondern die Gleichheit iiber Eigenschaften des W-Mafles (und zwar auf unendlich langen
Zeithorizonten) gezeigt werden muss.

Schreibe A = {3IN € N: X,, = 2 Vn > N}. Fiir alle N € N gilt
X,=z2V¥n>N = Xy=2z = <N = 7, <00

Daher ist {X,, = 2Vn > N} C {7, < oo} fiir alle N, und somit auch A = [Jyny{Xn =
z2Vn > N} C {7, < oo}, und es folgt

P(A) < P({r. < o0}).

Fiir die umgekehrte Ungleichung bemerke zunéchst dass {7, < co} = UneN{Tz = n}, und damit
(1):
P(A) > P(AN{r. <oo}) = > P(AN{r. =n}),
neN
(ii):

PAN{r. =n}) 2P(X; =2Vj2n7=n)= lim P(X,y; =2 Vi <m,7. =n),

m—r0o0

denn die Mengenfolge in der letzten Klammer ist absteigend, und P ist stetig von oben.
(iii):
PXpri=zVi<m|r,=n)=P(Xp1=2,.... Xppm=2|Xpn=2,X, #2Vj<n) =
=P(Xoi1=2,..., Xosm = 2| X;, = 2),
letzte Gleichheit wegen der Markov-Eigenschaft. Wegen Satz (1.38) ist nun
PXpi1=2,...,.Xnm=2|Xn=2)=p(z,2)" ™ =1
Wir schreiben die vorletzte Gleichung um in
P(X,yi =2 Vi <m,7, =n) =P(r, =n),
setzen dies in (ii) ein und bekommen fiir alle n
P(AN{r, =n}) > P(r. =n)

Schliefllich setzen wir dies in (i) ein, und erhalten die Behauptung wegen > _P(7, = n)
P(7, < 00).

O

(1.43) Definition

p: E x E — [0,1] sei eine stochastische Matrix. Eine Funktion A : E — R heit harmonisch
(beziiglich p), wenn gilt

> p(x,yh(y) =h(z) VrekE.

yerR
Wenn man von der Markovkette (X,,) mit Ubergangsmatrix p spricht, so sagt man auch, A ist
harmonisch fir (X,,).
Bemerkung: Fasst man P = (p(x,y))syer als Matrix auf, so bedeutet i harmonisch, dass (die
als Spaltenvektor aufgefasste Funktion) h ein Rechts-Eigenvektor von P zum Eigenwert 1 ist.
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Da P stochastisch ist, gibt es also immer mindestens eine harmonische Funktion, ndmlich die
mit h(z) =1 fir alle x.

(1.44) Satz
(X,,) sei Markovkette auf E, z € E absorbierend.
a) Die Abbildung
h,: E—R, x> hy(z) :==P%(1, < 00)
ist harmonisch, nichtnegativ und erfiillt h,(z) = 1.
b) Fiir jede harmonische Funktion & mit h(z) > 0 fiir alle z € F und h(z) = 1 gilt:

h(z) = h,(z) Vo € E.

h. ist also die minimale nichtnegative harmonische Funktion, die bei z den Wert 1 annimmt.
Beweis: a) Klar ist, dass h, nichtnegativ ist, und da z absorbierend ist, gilt P*(X; = z) = 1
und daher h.(2) =1 =3 5 p(2,y)h.(y). Es bleibt zu zeigen, dass 3 . p(z,y)h(y) = h(z)
auch fiir x # z gilt. Fiir solche = definiere

() == P*(1, = n), dann ist h,( Z A (x

neN

Fiir n > 2 rechnen wir

h,(zn)<x): Z ]P)x(Xl:y7X2#Z,...,Xnil%Z’Xn:Z):

yeb\{z}
= ) P(X=y)P(Xp# 2. X # 2, X, = 2] X1 =)
veR\{z}
138
> p@yP (X # 2 X # 2, Xu = 2) =
yeE\{z}
= Y pla,yhi () = pla,y)h" V(y) - pla, 2)hI D (2).
yeB\{z} yeE

Nun benutzen wir, dass A 7 (2) = 1 falls n = 2 und sonst A" " (2) = 0, und dass p(z, z) =
hgl)(:n). Damit ergibt sich

A (z ) L= 2}—|—h pr y)h (y).

yekr

Dies summieren wir nun iiber n > 2, vertauschen die Summationsreihenfolge (ist erlaubt da
alle Terme nichtnegativ sind) und erhalten die Behauptung.

b) Sei h harmonisch, nichtnegativ, mit 2(z) = 1. Fiir jedes # € E und alle n € N ist dann (in
Matrix-Schreibweise)

h(z) = (Ph)(z) = (P*h)(z) = ... = (P"h)(z).
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Bezeichnet P"(x,y) die Eintrdge der Matrix P", dann ergibt das fiir alle

hz) =) P"(z,y) @ > P (, 2)@ = PH(Xn = 2),

S N =1

und weil z absorbierend ist gilt fiir alle m € N
PY(X,=2) =P (X, = Xpp1= ... = Xpym = 2) =5 P*(X}, = 2 Vk = n).
Im letzten Schritt haben wir wieder die Stetigkeit von oben von P* benutzt. Insgesamt ist also

n—00 (1ﬁ2)

M) 2P (Xp=2Vk>n) “SP"EneN: X, =2Vk>n) = P(r, < ) = h,().
Diesmal haben wir die Stetigkeit von unten von P* benutzt. Der Beweis ist damit fertig. ([l

(1.45) Anwendung: Ruin des Spielers

Wie in (1.39) betrachte die Markovkette (X,,) auf dem Zustandsraum E = {0,1,..., M}, und
mit Ubergangsmatrix

1 falls x € {0, M}, z =y
D) = 37 falls 0 <z < M,y =241,
’ (1—p) fallsO<zxz<M,y=x-—1,
0 sonst.

Die Zustidnde 0 und M sind beide absorbierend, wir sind an der Gewinn-W’keit interessiert,
also setzen wir h(k) := P¥(lim, oo X,, = M) = P¥(13y < 00). Dann ist h(M) = 1, und h ist
der minimale nichtnegative Rechts-Eigenvektor von p mit dieser Eigenschaft. Da auch h(0) =0
gilt, kann h nicht der konstante Rechts-Eigenvektor (1,1,1...)" sein. Das Bestimmen eines
geeigneten h geht im Prinzip mit Linearer Algebra, kann aber beliebig unangenehm werden,
wenn man nicht den folgenden kleinen Trick sieht: Fiir alle x € {1,..., M — 1} gilt

(1= p)h(z) + ph(z) = h(z) =Y p(z,y)h(y) =

=p(x,x —Dh(zr —1)+pz,z+ h(z+1) = (1 —p)h(zx — 1) + ph(xz + 1).

Dies stellt man um und erhélt

h(a+1)—h(z) = =L (h(x)—h(z—1)) = (1;79) (h(z—1)—h(z—2)) = ... = <ﬂ) (h(1)—h(0)).

p p p

Wir wissen schon dass h(0) = 0, und schreiben h(n) als Teleskopsumme:

n—1 n—1 B z 1— (=2 "
h(n) =Y (h(z+1) = h(z)) + h(1) = Y (%) h(1) + h(1) = h(1)£.

In der letzten Gleichheit haben wir die endliche geometrische Reihenformel benutzt, die aber
nur fiir p # 1/2 gilt. Fiir p = 1/2 steht auf der rechten Seite einfach nh(1). Die Bedingung
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h(M) = 1 erzwingt nun den Wert von h(1), ndmlich

——r o falls p# 1/2,

-+ falls p = 1/2.
Schlie8lich erhalten wir .
_(1=p
) galis p £ 172,

v falls p =1/2.

Da wir in unserer Rechnung gesehen haben, dass h durch die beiden Randbedingungen ~(0) = 0
und h(M) = 1 eindeutig festgelegt ist, handelt es sich nach Satz (1.44) hierbei in der Tat um
die Gewinnwahrscheinlichkeiten bei Start in p und Einzelspiel-Gewinn-W-Keit p.
Stochastische Unanbhingigkeit

(1.46) Definition
(Q, F,P) sei ein W-Raum.
a) A, B € F heiflen (stochastisch) unabhéngig (man schreibt A L B), falls gilt:
P(AN B) =P(A)P(B).

b) Zwei Zufallsvariable X und Y in messbare Raume (€', F') und (2", F") heilen (stochastisch)
unabhingig, wenn fiir alle A" € 7' und alle A” € F” gilt:

P(X e A)Y e A")=P(X € A)P(Y € A").
Man schreibt dann X 1 Y.
Bemerkungen:
(i): In der obigen Situation gilt X 1 Y genau dann, wenn X !(A’) L Y~!(A”) fiir alle Mengen
Ale Fl, A" e F".
(ii): Falls A 1L B, dann ist

P(ANnB) P(A)P(B)
P(A|B) = = =P(A).
(41B) = =5 = So e = B(A)
Die Interpretation dieser Gleichung ist, dass die Kenntnis von B keinen Einfluss darauf hat, als
wie wahrscheinlich wir das Auftreten von A modellieren. Fiir unabhéngige Zufallsvariable und
einelementige Mengen gilt konkret
PX =2|Y =y)=P(X =2x).

(iii): Ist P(A) = 1 oder P(A) = 0, so ist A 1L B fiir alle B € F. (Beweis und Interpretation:

Ubung). Umgekehrt impliziert A I A, dass P(A) € {0,1}.

(iv): Unabhéngigkeit ist wie die o-Additivitdt eine ,, Rechenregel “ fiir W-Mafle, die nicht immer
gilt. Die o-Additivitét gilt nur fiir disjunkte Mengen, die Unabhéngigkeit quasi per Definition
nur fiir unabhéngige. Gerade im Fall von Zufallsvariablen werden wir aber spéter sehen, wie
man aus der (angenommenen) Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen auf die Unabhéngigkeit

anderer Zufallsvariablen schlieflen kann.
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(v): Die Additivitit P(AUB) = P(A) + P(B) von je zwei Mengen iibertréigt sich sofort (per
Induktion) auf zumindest endlich viele Mengen (fiir abzéhlbar viele muss man sie aber wieder
fordern...). Leider ist dies bei Unabhéngigkeit nicht so. Dies ist auch der Grund fiir folgende
etwas umsténdliche Definition.

(1.47) Definition

(Q, F,P) sei ein W-Raum, I ein beliebige Indexmenge.

a) Eine Familie (A;);e; mit A; € F fiir alle ¢ € I heifit unabhéngige Familie von Mengen,
falls fiir alle endlichen Teilmengen J C I gilt:

P((N4,) = [TP4)).
jeJ jeJ
b) Eine Familie (A;);e; mit A; C F heift unabhéingige Familie von Mengensystemen,
wenn fiir jede endliche Teilmenge J C I und jede Wahl von genau einem A; € A; fiir jedes

J € J gilt:
P( N Aj) = [I®a)).
jeJ jeJ
¢) Eine Familie (X;);c; von ZVen mit Werten in messbaren Raumen (€2;, ;) heiit unabhéingige
Familie von Zufallsvariablen, wenn fiir jedes endliche J C I und jede Wahl von genau einer

Menge A; € F; fiir jedes j € J gilt:
P(X; € A;Vj e J)=[[P(X; € A)).

jeJ
Bemerkung: Zwischen Punkt b) und c) oben besteht der Zusammenhang
(Xi)ier unabhéngig = (0(X;))ier = {X;(A) : A € F;})ics unabhiingig.

b) Ein Beispiel dafiir, dass die paarweise Unabhéngigkeit nicht reicht, um Unabhéngigkeit zu
garantieren: Betrachte den W-Raum (92, F,P) mit Q = {(z1,z2,23) : z; € {0,1}}, F = P(Q)
und .
und P({w}) = 0 fiir alle anderen w € Q. Definiere X;(z1, 72, 23) = x;, und priife nach, dass
X, L X; fiir alle i # j ist, aber dass (Xj, Xs, X3) keine unabhéngige Familie bilden (Ubung!).
c) Leider reicht es auch im Fall von endlicher Indexmenge I nicht aus, in Definition (1.47 a)
auf die Auswahl einer Teilmenge J C I zu verzichten - es gibt Beispiele, wo die geforderte
Gleichheit gilt, wenn man aus jedem i € I eine Menge nehmen muss, wo sie aber nicht gilt,
wenn man welche weglassen darf (evtl. Ubung). In ¢) dagegen darf man, falls I endlich ist, auch
immer J = I wéhlen, denn man kann ja fiir die j, die man nicht sehen will, einfach A; = Q;
wéhlen. Falls alle Mengensysteme in b) den Ganzraum (2 enthalten (z.B. weil sie o-Algebren
sind), dann darf man dies auch in b) so tun.

d) Die paarweise Unabhéngigkeit der X; in Punkt b) ist ein ,algebraischer Zufall“. Wegen
der Existenz solcher Zufille ist die paarweise Unabhéngigkeit kein sehr niitzliches Konzpet
(Ausnahme: GauBmafBle, kommt noch). ,Echte“ Unabhingigkeit dagegen ist ein sehr robustes
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und (moglicherweise iiberraschend) auch natiirliches Konzept. Dies sieht man, wenn man sie in
Beziehung zum Begriff der Produktraume setzt, den wir nun einfithren wollen.

(1.48) Definition

(E,€) sei ein messbarer Raum, N € NU {co}, (EV,£%N) der Produktraum. Fiir jedes n <
N +1 sei P, ein W-MaB auf (FE,£). Ein W-Ma$i P auf (EV, £%V) heifit Produktmaf} mit den
Faktoren (P,)n<n+1, wenn fiir alle n < N + 1 und alle A4,,..., A, € & gilt:

P(A; x Ay x ... x A, x EN™") = HR(AZ)

i=1

Wir schreiben dann P = @), .1 P
Beispiele fiir Produktmafle:
a) Perkolation: Dort ist P = @), P, mit P,({1}) = p = 1 — P({0}) fiir alle z. Um dies exakt
in die Form von Definition (1.48) zu bringen, sollte man eine Abzihlung von Z? withlen, man
lasst das aber dann meist einfach weg.

b) Zweimal wiirfeln: P = P; @ Py mit P;({k}) =1/6 fiir alle k =1,...,6.
¢) Volumina im R%. Sei © = [0, 1]? C RY, und sei fiir ,,geeignete Teilmengen (miissen wir spiter
kldren - Quader sind jedenfalls geeignet!) das W-Maf3 P, so, dass dieser Teilmenge ihr Volumen
(Rauminhalt) zugeordnet wird. Dann ist z.B.

Py(la, b] x [c.d]) = (b — a)(d — ¢) = Py([a, b])P1([c, d]).

Wir vermuten also, dass Py = ®%_ P, = P ist, miissen aber noch die Existenz eines solchen
W-Mafes kldaren. Das machen wir spéater. Schon jetzt sehen wir aber, dass das Konzept des Pro-
duktraumes (und damit der Unabhéngigkeit) tatséchlich etwas sehr nahe liegendes ist, wenn
man es von der richtigen Seite aus betrachtet.

Bemerkungen:
a) Definition (1.48) kann man auch mit unterschiedlichen W-Raumen (F;, &;,P;) machen. Ein
Produktmaf P = ), ., P; ist dann ein W-Mafl auf ( X E;, ® &), das

1<N+1 i<N+1
P(Arx ... x Ay x X E) = [] Pi(4)
>n i<N+1
erfiillt. Diese Allgemeinheit werden wir tatsichlich an manchen Stellen brauchen koénnen.
b) Wir haben nicht geklirt, ob ein Produktmaf iberhaupt existiert!

(i): Im Fall dass E abzdhlbar und N < oo ist kann man es direkt definieren: falls £ = P(E),
dann setzt man einfach

P({(z1, .., an)}) = HPi<{xi}>7

definiert P auf ganz F mit Hilfe disjunkter Vereinigungen und priift nach, dass die Formel
aus Def. (1.48) gilt (Ubung). Daraus folgt dann auch, dass P tatséchlich ein W-Maf ist (also
Gesamtmasse 1 hat).
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(ii): Falls £ # P(E), dann geht es fast genauso, nur nimmt man statt der Punkte die , Atome*
von &, also der Elemente von £ die keine nichttrivialen Teilmengen enthalten, die auch in &
sind.

(iii): Fiir N = oo und abzihlbares £ kann man Satz (1.34) benutzen. Man mache sich insbe-
sondere klar, welche Eigenschaften die Ubergangsmatrix einer Markovkette haben muss, damit
das Pfadmaf} ein Produktma$ ist.

(iv): Tatséchlich existieren ProduktmaBe immer! Diese Aussage ist etwas schwieriger zu be-
weisen und wird vielleicht zum Ende der Vorlesung gemacht, wenn noch Zeit ist. Im Moment
nehmen wir sie mal einfach so hin.

(1.49) Definition und Satz

Seien N € NU {00}, (Epn, En, Pr)neni1 W-Raume, und (Q, F,P) der Produktraum. Dann sind
die durch X, (w) = w, € E, definierten Zufallsvariablen (die sogenannten Koordinatenabbil-
dungen) eine unabhéngige Familie. Der W-Raum (2, F, P) heifit die kanonische Darstellung
einer unabhéngigen Familie von ZVen (Y;) mit Py, = P;.

Beweis und Bemerkungen: Der Beweis ist fast trivial: ist J eine endliche Teilmenge der
Indexmenge, und sind A; € &; fiir alle j € J, dann setze M = max J < oo, flj =A;fallsjeJ
und A; = E; falls j ¢ J, und erhalte

j<M j<M jeJ

Das war zu zeigen. O

Die Bedeutung der kanonischen Darstellung ist folgende: die (Y;) konnen ohne weiteres auf ei-
nem W-Raum §2 definiert sein, der kein Produktraum ist, und moglicherweise ist diese Darstel-
lung sogar sehr niitzlich. Wenn man es jedoch praktisch findet, dann kann man sich jederzeit eine
Familie (X;) verschaffen, die auf einem Produktraum definiert ist, und die im W-Theoretischen
Sinne von der Familie der (Y;) nicht zu unterscheiden ist: zundchst sind alle Wahrscheinlich-
keiten, dass gewisse X; gleichzeitig in gewissen Mengen A; landen,genau die gleichen wie sie es
fiir die entsprechenden Y; wéren. Dass dies schon reicht, um zu zeigen, dass die (X;) und die
(Y;) wirklich die gleiche gemeinsame Verteilung haben, zeigen wir jetzt. Dazu brauchen wir ein
paar Vorbereitungen.

Bemerkung: Sparsames Nachpriifen von Gleichheit von W-Maflen oder Unabhéngigkeit von
Zufallsvariablen

In vielen Bereichen der Mathematik ist es niitzlich, einfacher nachzupriifende hinreichende
Kriterien dafiir zu finden, dass zwei Objekte gleich sind, oder dass ein Objekt gewisse Eigen-
schaften hat. In der Analysis z.B. geniigt es fiir zwei stetige Funktionen f, g nachzupriifen, dass
f(z) = g(x) fir alle z € Q ist um zu wissen, dass f(x) = g(z) fiir alle z € R ist. In der linearen
Algebra geniigt es, fiir eine lineare Abbildung L : V' — W zwischen zwei Vektorrdumen die
Werte Le; fiir eine Basis von (e;) von V' zu kennen, um Lz fiir alle x € V' zu kennen.
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Einen dhnlichen Satz suchen wir nun fiir Mafe und o-Algebren. Denn um beispielsweise X 1 Y
zu priifen miissen wir laut Definition P(X € A,Y € B) = P(X € A)P(Y € B) fiir alle Mengen
A, B aus den Ziel-o-Algebren priifen, und letztere kénnen unangenehm viele Mengen enthalten
- es wéare schon, wenn die Priifung dieser Gleichheit auf einer kleineren Auswahl von Mengen
schon ausreichen wiirde. Aulerdem haben wir oben 6fters Gleichungen der Form

P(X € A,Y € B)=P(X € A,Y € B)

fiir alle Mengen A, B der Ziel-o-Algebra & und ZVen X,Y, X,Y gesehen, und implizit (aber
nicht explizit) daran gedacht, dass dann die Paare (X,Y) und (X,Y) stochastisch ununter-
scheidbar sind, d.h. die gleiche gemeinsame Verteilung haben. Damit dies stimmt, miisste al-
lerdings P((X,Y) € C) = P((X,Y) € C) fiir alle C € £ ® £ gelten, die oben dargestellte
Gleichung garantiert dies aber nur fiir ,rechteckige® Mengen, also fiir solche aus & x €. Wir
brauchen ein Werkzeug, um diese Gleichheit auf die gesamte Produkt-o-Algebra auszuweiten.
Grundlage ist die folgende Definition und der dann folgende Satz.

(1.50) Definition

(2 sei eine Menge, A C P(£2).
a) A heifit m-System (oder durchschnittsstabiles System, oder N-stabiles System), wenn
gilt

VA,Be A istauch ANBe A
b) A heifit A-System (oder Dynkin-System) wenn gilt:
(i) Qe A
(ii): Falls A € A, dann auch A° € A,
(iii): Fiir paarweise disjunkte Mengen A; € A, i € N (also: A; N A; Vi # j) gilt UneNA" c A
Bemerkung: Jede o-Algebra ist ein m-System und ein A-System. Ein A-System ist ,,beinahe*
eine o-Algebra, aber die Abgeschlossenheit gegeniiber Bildung von Vereinigungen gilt nur fiir

disjunkte Mengen. Dagegen ist ein A-System im Allgemeinen aber kein 7-System und daher
auch keine o-Algebra.

(1.51) Satz: Dynkins m-A-Theorem
(2 sei eine Menge, A, B C P(2). Es gelte:
(i): A ist ein m-System,

(ii): B ist ein A-System,

(iii): A C B.

Dann ist sogar o(A) C B.

Der Beweis ist Inhalt der Vorlesung Maf- und Integrationstheorie. Der Nutzen dieses Satzes
ist erst mal nicht offensichtlich, wir werden aber gleich sehen, dass er sehr méchtig ist.

(1.52) Satz

(Q, F) sei ein messbarer Raum, P und P’ seien W-Mafle auf (2, F). Fiir A C F gelte:
(i): A ist ein m-System,
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(ii): o(A) = F,

(iii): P(A) = P'(A) fiir alle A € A.

Dann ist sogar P =’ also P(A) = P'(A) fiir alle A € F.

Beweis: Wir definieren das Mengensystem
B:={BeF:PB)=P(B)}.

Dann ist B ein A-System, denn 2 € B wegen P(Q2) = 1 = P/(Q), A° € B fiir A € B wegen
P(A°) =1—-P(A) =1—-P(A) =P(A°), und falls A; € B mit A; N A; =0 fiir i # j, dann ist

My@M:ZMm:ZMm:M

1€EN €N

Ai)?

neN

und daher | J,.y A; € B. Nach Voraussetzung ist aulerdem A C B, und ein 7-System. Deswegen

1st
(1.51)

F Y o(A) C BCF,
und somit B = F. O

Bemerkung: Ein Mengensystem mit den Eigenschaften (1.52) (i) und (ii) heit auch durch-
schnittsstabiler Erzeuger (oder: N-stabiler Erzeuger) der o-Algebra F. Der obige Satz
sagt also aus, dass zwei W-Mafle iibereinstimmen, wenn sie auf einem durchschnittsstabilen
Erzeuger der o-Algebra iibereinstimmen.

(1.53) Korollar

(E, &) sei ein messbarer Raum, N € NU {oo}, (Q,F) = (EY,E®N). P und P seien W-Mafle
auf (Q, F), und es gelte fiir alle n < N + 1 und alle Ay, ..., A, € £ die Gleichheit

P(A; x Ay x ... x Ay x BN =P/(A; x Ay x ... x A, x EN7™).

Dann ist P(B) = P(B) fiir alle B € F.

In Worten: W-Mafle auf Produktrdumen sind durch ihr Verhalten auf Zylindermengen eindeutig
festgelegt.

Beweis: Das Mengensystem

Z={A x Ay x .. XA, xEN"":n<N+1,A,...,A, €&}
ist N-stabil, denn fiir n,m € N mit oBdA m < n und A;, B; € & gilt
(Ay x Ay x ... x Ay x EN"") N (By X By X ... X By, x EN™™) =
= (A NBy) X ... x (ApNBp) X Ay X ... x Ay x EN™" € Z.
Nach Definition ist £¥V = ¢(Z), damit greift Satz (1.52). O

Wichtiger Spezialfall: Seien (X,,) und (Y,,) Markovketten mit gleichem Zustandsraum (£, £),
gleicher Ubergangsmatrix p und gleichem Startmaf p. Dann gilt wegen Satz (1.38) die Gleich-
heit

]P)<X1 =T1y... 7Xn = xn) - Zﬂ(x)p(%ifl)p@l,xﬂ e 'p($n—17$n) = ]P)(Yi =T1,... 7Yn - mn)v

zeFE
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und somit nach Korollar (1.53) auch P o (X;);.y = Po (Y;):]

ieN-

In Worten: die Bildmafie unter den Abbildungen w +— (X;(w))ieny und w — (Y;(w))ien, sind
gleich. Diese Abbildungen nehmen Werte in den E-wertigen Folgen an, und der Bildpunkt
(X;(w))ien eines einzelnen w € €2 wird auch als ein Pfad der Markovkette bezeichnet. Die Bild-
mafe sind dann genau die (eindeutig bestimmten) PfadmaBe der Markovkette mit Ubergangsmatrix
p und Startverteilung g, und auf dem W-Raum (EN,E®N P o (X;); ) sind die Koordinaten-
abbildungen Z;(x) = z; genau die kanonische Darstellung (oder Pfadraumdarstellung) dieser
Markovkette.

Die Konsequenz dieser Gleichheit ist, dass alle ZV’en, die man aus den (X;) konstruieren kann
(also auch nichttriviale wie z.B. Trefferzeiten) genau die gleichen Verteilungen haben, als hétte
man sie aus den (Y;) konstruiert.

In &hnlicher Weise kann man den kanonischen W-Raum fiir Familien unabhéngiger ZVen kon-
struieren. Zunéchst:

(1.54) Notation und Nomenklatur

X,Y seien ZVen mit gleichem Zielraum (E,&). Wir schreiben X 2Y und sagen , X =Y in
Verteilung“, wenn Py = Py gilt. ,,d“ kommt vom englischen Wort ,,distribution“ fiir Verteilung.

Oft schreibt man auch X ~ Y statt X Ly,

(1.55) Satz

Sei N € NU{oo}. X; und Y;, 1 < N+ 1, seien ZV’en mit Werten in (E;, &;). Wir schreiben X =
(Xi)ien+1 und Y = (V;)i<n41 fiir die Folgen-wertigen Zufallsvariablen, die durch gleichzeitiges
Betrachten aller X; bzw. aller Y; entstehen. Es gelte

(i): X; LY, fiir alle i < N + 1,
(i1): (X;)i<ns1 und (Y;)i<nys1 seien unabhéngige Familien.

Dann gilt X Ly,
Beweis: Fiir J C {1,2,..., N} endlich und A; € &; fiir alle i € J ist

Px(X 4; x X E)) =B(X; € A; Vj € J) 2 [P, e 4)) =

jeJ j¢J jeJ
jeJ jeJ jgd
Wegen (1.53) ist also Py = Py O

Insbesondere gilt im Kontext von (1.49), dass die kanonische Darstellung (X;);eny der un-
abhéngigen ZVen (Y;);eny wirklich die gleiche gemeinsame Verteilung hat wie die (Y;) selbst.
Fiir alle Aussagen, die nur Wahrscheinlichkeiten betreffen (also alle W-theoretischen Aussa-
gen), kann man die (Y;) also durch die (X;) ersetzen.
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(1.56) Satz

a) (Y;)ien seien ZVen mit Zielrdumen (E;, &;). Fiir jedes i sei G; ein N-stabiler Erzeuger von &;.
Es gelte fiir alle endlichen J C N und fiir jede Wahl von G; € G;, dass

P(Y;eGVje)=][P(Y;€G). (¥

jeJ

Dann gilt (x) sogar fiir jede Wahl von G; € &;, d.h. die (Y;) sind unabhéngig. Es geniigt also,
die Unabhéngigkeit auf N-stabilen Erzeugern der Ziel-o-Algebren zu priifen.
b) Formulierung mit o-Algebren: Sei (2, F,P) ein W-Raum, und seien (F;);eny 0-Algebren mit
F; C F fir alle 7. Fiir jedes i sei G; ein N-stabiler Erzeuger von F;. Falls die Mengensysteme
(Gi)ien unabhéngig sind, so sind auch die Mengensysteme (F;);ecy unabhéngig.
Beweis: Der Beweis wird mit Induktion gefiihrt. Wir beweisen nur a), der Beweis von b) ist

vollig analog und verbleibt als Ubung.
Fiir J endlich und F; € &; sei n die Anzahl der Indizes, fiir die F; nicht auch in G, liegt, also

n:={ieJ:F ¢G}.

Fiir n = 0 gilt (%) nach Annahme. Nun nehmen wir an, (%) gelte schon fiir alle m < n fiir ein
n > 0. Falls nun n 4+ 1 der Mengen F; nicht in G; liegen, dann wihle ein k£ mit Gy ¢ G; und

definiere
A= () Y7U(E).
JEI\{k}
Nach Induktionsvoraussetzung ist

PA) = ] PO;eRy.
jeJ\{k}
Falls nun P(A) = 0, dann gilt
PANY, ' (F)=0= [] P(Y; e F)P(Y: € Fy),
jeI\{k}
also gilt (). Falls P(A) > 0, dann kann man das bedingte W-Maf}

Py : & — [0,1], B P(Y, 1(B)|A) =

definieren. Wir definieren auflerdem
P.(B) :=P(Y; € B).
Fir B € G, gilt nun (nach Induktionsvoraussetzung)

P(Yi € B) [Ljeny P(Y; € F})  P(V; € B)P(A)
P.(B) = jeJ\{k} J 7 k —P.(B).
«(B) o S (B)
Satz (1.52) liefert nun Py (Fy) = I@’k(Fk) fiir alle I}, € Fj,, mit anderen Worten
P(Y; € F; Vj € J) = Pu(Fy)P(A) = Pi(F)P(A) = [[P(Y; € F)).
jeJ
Also gilt (x) auch fir n + 1. O
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Beispiel: X, ..., X, seien ZVen mit Zielraum (F,P(FE)), E sei abzdhlbar. Dann gilt:

Xi,..., X, unabhéingig <— P(Xj=1x,...,X,=2,) = HIP’(Xi =x;) Vay,...,x, € E.

=1

Denn (1.56) gilt mit G; = {{z} : x € E} UD.

(1.57) Definition und Proposition

Xi,..., X, seien unabhéngige ZVen mit Zielraum (F,P(FE)), E sei abzdhlbar. p; sei die Ge-
wichtsfunktion (oder: Zahldichte) von Py, also P(X; = z;) = p;(x;). Dann ist die Funktion

p: E"—[0,1], (21,...,2,) — le(xz)
i=1

die Gewichtsfunktion der gemeinsamen Vertilung der (X;), also des Bildmafles von P unter dem
n-Tupel (Xi,...,X,) € E". p heifit Produkt-Zahldichte der Zihldichten p;.
Den Beweis, dass p tatsdchlich die Gewichtsfunktion ist, haben wir in obigem Beispiel gefiihrt.

Beispiele:
a) Perkolation auf A C Z?, A endlich. Die ZVen sind (7;);ea mit

pi({1) =P(p; =1) =p=1—p;({0}) =1 = P(1; = 0).
Dann ist fiir x = (2;);ea die Gewichtsfunktion gegeben durch
p(r) = sz(xz) = pziEA Ti(l — p)'A‘_EieA i
ieA
b) n-mal Wiirfeln: p;({k}) = P(X; = k) = 1/6 fir k = {1,...,6}. Dann ist

n

plkis ... kn) = sz(k) = (1/6)".

i—1

(1.58) Satz
Sei N € NU {oc}. (V;)i<n41 seien unabhéngige ZVen mit Zielrdumen (E;, &;).
a) Stabilitit der Unabhingigkeit unter Einsetzen in messbare Abbildungen:

(Q;, F;) seien messbare Raume, und ¢; : E; — Q; messbare Abbildungen. Dann sind auch die
Zufallsvariablen

ZZ:qﬁZOKQ—)Q“ w»—>gz5z(YZ(w))
unabhéngig.
b) Stabilitit unter Zusammenfassung in Blocke:
Seien Ji, Js, ... disjunkte Teilmengen der Indexmenge. Fiir k € N sei

Wi(w) = (Yi(w))ies, € X Ei,

i€



38 VOLKER BETZ

Dann sind die (Wj)gen eine Familie unabhéngiger ZVen.
Beweis:
a) Sei J endliche Teilmenge der Indexmenge, und A; € F; fiir alle j € J. Dann ist

P(7; € 4, vj € 1) =B 27 (49) = B( 6507 (4) =

e(()7 oo ) = H( ()64 -
jedJ jeJ Heg]_/
= 1P, (o5 (A4)) = [[P(Z € 4)).
JjEJ jed

b) Wir stellen die (Y;) auf dem Produktraum dar, also = X, . B, F = @,y &, und
P =@, ni1 Py;- Dann ist Yj(w) = w;, die Koordinatenprojektion. Weiter definieren wir

V=X (X), F=-QR(Rs&) wmdP =Py,
keN " jedy keN  jedy, keN

wobel Wi(w) = wy, = (w))jes, € X, Er- Fiir eine endliche Teilmenge K der Indexmenge
und jedes k € K betrachte nun Mengen der Form
Bk = >< Aj mit Aj € 5]'-
J€Jk

Fiir solche (speziellen) B; gilt
P(We € B, VE€ K) =P ( (YW, (B) =P(() (Y, '(4)) =

kEK keK jedy
=T II PO (4 =T]P(() Y, (4) = [] P (Wi € By).
keK jeJi keK JjE€Jk keK
Da fiir jedes k € K die By einen N-stabilen Erzeuger der o-Algebra ) e, € bilden, folgt die
Behauptung nun aus Satz 1.56. 0

Beispiel:

a) Perkolation: Seien A, B C Z mit AN B = (. Dann ist (1;)ica L (1:)icB-

b) 3-mal Wiirfeln: Unabhéingige ZVen Xj, X, X3; dann ist z.B. X; Xy L X3. Denn X; X, =
¢(X1, X2) mit ¢(z,y) = zy.

c¢) Einfache Irrfahrt - Stopp, das ist ja eine Markovkette und keine Familie unabhéngiger ZVen.
Um zu sehen, dass sie trotzdem etwas mit Unabhéngigkeit zu tun hat, brauchen wir:

(1.59) Definition und Satz
a) p und ¢ seien Zihldichten auf Z¢. Dann ist
pxq(z) =Y ple—y)y) =Y alz—y)py) = ¢*p(x)
yez? yez?

eine Zihldichte auf Z¢. p x ¢ heifit Faltungsprodukt der Zihldichten p und q.
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b) Seien X,Y unabhiingige Zufallsvariable mit Werten in Z<, p die Zihldichte von X und ¢
die Z#hldichte von Y. Dann hat die Z%wertige Zufallsvariable X + Y die Zahldichte p * ¢; in
Formeln:
P(X+Y =)= plz—y)qly) =p*qx).
yeZa
Merksatz: Die Zahldichte der Summe unabhéngiger ZVen ist die Faltung der einzelnen Zahldichten.

Beweis:
a) Es gilt
0< Y plr—yly) < > aly) =1,
und
Yo ope—ya) =D plr—yway) =D Y. p)ay) =1
xeZ4 yezd y€Z xeZ4 yeZ z+y:2€Z4

——
=1

Also ist p x g eine Zahldichte. Mit einer Um-Indizierung der Summation &hnlich wie in der
obigen Rechnung sieht man auch die behauptete Gleichheit p x ¢ = ¢ * p.
b) X +Y ist tatséchlich eine ZVe (d.h. ist messbar), denn

{wGQ:X(w)—i—Y(w):z}:U{wEQ:X(w):y,Y(w):z—y}:

YEZ

—U(xhny ' (z—yh) e F

YEZ

Da X '({y}) N X ({y'}) = 0 fiir y # ¢/ ist die obige Vereinigung auerdem disjunkt, und es
folgt

PX+Y =2)=Y PX'{yHny'({z—y})) "= Y PX=yP(Y =2 —y) =

yeZd yeZ

—Z q(z —y) = q*p(x). O

yeZY

Beispiele:

a) Die Intuition der einfachen Irrfahrt in einer Dimension ist, dass sie ein faires Miinzwurfspiel
reprasentiert, also (X;);en unabhéngige ZVen mit P(X; = 1) = P(X; = —1) = 1/2, und
S, = Z?Zl X, als Position der einfachen Irrfahrt im n-ten Schritt. Definiert haben wir sie aber
iiber die Ubergangsmatrix als Markovkette. Wir wollen nun sehen, dass diese Definition und
die mit dem fairen Miinzwiirfen {ibereinstimmen.

Die Zahldichte der X; ist gegeben durch p mit p(z) = 1/2 falls z = £1 und p(z) = 0 sonst. Wir
setzen Sy = 0 und benutzen die Gleichheit S; — S;_; = X, um zu rechnen:

P(Slzzl,...,Sn:zn):P(Sj—Sj_lzzj—zj_1V1< '<n):

:P<Xj:Zj—Zj,1Vj< Hp - Zj— 1
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Sei nun P die UM der Markovkette, also P(z,y) = 1/2 falls |z — y| = 1 und = 0 sonst. Dann
ist P(z,y) = p(y — ), und daher

P(S1 =21,...,S, = zn) = P(0,21)P(z1,22), - - - P(2n_1, 2n)-
Somit ist (S;) die einfache Irrfahrt wegen Satz 1.38 und Korrolar 1.53.
b) Dies gilt viel allgemeiner: Sei (Y;,) eine Markovkette auf Z¢, und die Ubergangsmatrix sei
translationsinvariant, d.h. es gebe eine Funktion p : Z? — [0,1] mit P(z,y) = p(y — x) fiir
alle z,y € Z%. Dann gilt V,, = Yy + > | X;, wobei die X; unanbhingige ZVen sind, die auch
unabhéngig von Yy sind, und jedes X; die Zdhldichte P(X,, = 2) = p(z) hat. Mit anderen
Worten: Hiingt in einer mit Z? indizierten Ubergangsmatrix der Eintrag bei (z,y) nur von der
Differenz x — y ab, so ist die Markovkette in Wirklichkeit eine Summe unabhéngiger ZVen. Der
Beweis steht wortlich in a).
c) Zweimal wiirfeln: X, Xy unabhéngig mit Zahldichte p(x) = 1/6 fir = € {1,...,6} und
p(z) = 0 sonst. Dann ist

P(X1+ Xy =y) = ZP(Z)P(?J —z)= 3_16 Z I,.6y(2) 1,6y (Y — 2).

1Y/ Z€7

Wertet man dies aus, bekommt man die bekannte Verteilung; im Prinzip haben wir die gleiche
Rechnung ja die ganze Zeit schon gemacht, wenn wir 2-mal wiirfeln besprochen haben. Hier ist
sie eben noch mal im gréferen formalen Rahmen.

Verhalten im Unendlichen

Wir haben Markovketten und unabhéngige ZVen bevorzugt auf W-Raumen modelliert, deren
Elemente (unendliche) Folgen sind. Wir wollen uns nun ansehen, was wir iiber W’keiten sagen
konnen, die mit dem Verhalten dieser Folgen im Unendlichen zusammenhéngen.

(1.60) Definition

I sei eine abzéhlbare (Index-) Menge (E;, &;) fiir jedes i@ € I ein messbarer Raum, (2, F) =
(X,e; Bir Qie; &) der Produktraum. In leichter Verallgemeinerung von (1.32) sei fiir j € I die
o-Algebra
.F{j} = {{(l‘l)zej S XEZ VIS A} A€ gj}
i€l
und fiir (nicht notwendigerweise endliches) J C I die o-Algebra
Fr=QFuy = 0( U f{j})
jeJ jeg
definiert.
a) Fur J C I endlich heifit
T = FI\J

die 0-Algebra der Ereignisse auflerhalb von J.
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b) Die o-Algebra
T= (1 T

JCI:J endlich
heifit terminale o-Algebra, oder o-Algebra der Ereignisse im Unendlichen

(1.61) Bemerkung und Beispiele

a) Oft ist I = N; dann existiert fiir jedes endliche A C N ein n € Nmit A C {1,...,n}. Da
Ta C Tp falls B C A gilt, ist somit

Wir schreiben auch 7, := Tp;

b) Um zu sehen, welche Art von Mengen in 7 sind, betrachten wir I = N, E; = F und
& = P(F) fiir alle i, mit E abzihlbar; wie immer setzen wir Q = (E)N, F = (P(E))®".

Wie schon oben erwéhnt ist es sehr hilfreich, sich Q als Raum aller E-wertigen Folgen vorzu-
stellen. Fiir w = (wy)nen € € definieren wir wie schon frither X,,(w) = wy,, die Koordinatenpro-
jektion.

(i): Fiir z € E betrachte die Menge
A:={3NeN: X, =2Vn> N}

n}, gleiche Konvention wie fiir J,.

-----

(vergleiche Proposition (1.42)!). Dann ist A € 7; um dies zu sehen, setze

Ay={3N>M:X,=2Yn>N}= ] [{X.=2}.
N> M n>N
—_———
=:Byn
Es gilt By € Ty C Ty fiir alle N > M, und daher ist Ay, € Ty fiir alle M. Aulerdem ist
(By) monoton wachsend in N, denn fiir kleinere N wird der Durchschnitt iiber mehr Mengen
gebildet. Daher gilt

A:UBN: U By = Ay € Tu
NeN N>M
fiir alle M. Daher ist A € T.

(ii): Sei 7, die Trefferzeit des Punktes z, siehe (1.41). Die Menge {7, < oo} ist nicht in T.
Zusammen mit a) ist dies auch eine Erklarung dafiir, dass wir uns im Beweis von Satz (1.42)
so anstrengen mussten.

Wie sieht man {7, < oo} ¢ 77 Dazu erinnert man sich zundchst daran, dass jede Menge
ny in der Form

A=FEx Ax EN mit A € £2-1)

geschrieben werden kann. Eine andere Art, dies auszudriicken, ist, dass fiir alle (z;);ey mit
x; € E gelten muss

(X1, T2y Ty Tpa1,--.) EA <= (Y1, T2y, Tny Ynit, - - -) € AV(Yi)ien, vi € E.
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Indem man hier n — oo schickt, sieht man, dass fiir alle A € T; gelten muss:
(x1,29,...,) €A <= (y,r2,23,...) € AVy € E.

Dies ist aber fiir {7, < oo} nicht erfiillt, denn beispielsweise ist (z,y,vy,...) € {7, < oo}, aber
(Y, 9, y,...) & {7, < oo}. Daher ist {1, < oo} ¢ 71, und damit auch ¢ T.

¢) Sei nun E = Z, £ = P(Z) und (2, F) = (ZY,E®N). Fiir jede Funktion Z : N — R* mit
lim,, o Z(n) = oo und jedes Intervall I C R gilt

1 n
w e N :limsu E Xi(w)el}leT,
und ebenso
T B
{weQ: llgg}f Z(n) ;:1 Xi(w)el}eT.

Beweis: Ubung!

d) Perkolation: In Beispiel (1.36) wurde die Zufallsvariable n — M, (n) definiert, die den Radius
der grofiten Box um 2z darstellt, an deren Rand man gerade noch auf jeweils benachbarten
schwarzen Késtchen gehen kann. Wir behaupten, dass

{32€2' M, =00} €T.

Um dies zu sehen, definieren wir zunichst fiir endliches A C Z% und u ¢ A die Zufallsvariable
n +— M, ac(n), die die (halbe) Seitenldnge der groBten Box beschreiben soll, deren Rand man
von u aus auf jeweils benachbarten schwarzen Késtchen gerade noch erreichen kann, ohne aber
Kistchen in A zu benutzen (zur Ubung versuche man, M, ac exakt zu definieren analog zur
Definition von M, in (1.36)). Nun sei A C Z¢ endlich, z € Z¢ und M, = oo. Dann existiert ein
u € A° mit M, 4c = 0o. Dies ist anschaulich ,klar“, man sollte aber zur Ubung versuchen einen
rigorosen Beweis zu konstruieren. Als Konsequenz finden wir

{M, =00} C{Iu€Z\A: My p =00} € Ta.

Die letzte Aussage stimmt deshalb, weil man durch Abédndern von Késtchenfarben in A die
Aussage M, 4c(n) = oo nicht wahr machen kann, wenn sie vorher falsch war, oder umgekehrt.
Nun haben wir

{Fu € ZNA : My e = 00} C {3z € Z: M, = oo} = | J{M. = 00} C {Fu € Z\A : M, e = o0},
zeZd
und daher
{FueZ'\NA: Myac =00} ={32€2Z%: M, = c0}.
Dies zeigt, dass {32 € Z?: M, = oo} € T fiir alle endlichen A ist, also auch in T
Beachte {ibrigens, dass fiir jedes z € Z? das Ereignis {M, = oo} nicht in T ist (warum?).
e) Die folgende wichtige Intuition sollte aus obigen Beispielen klar geworden sein, wird aber
noch mal explizit wiederholt: Fiir A € F ist A € T genau dann, wenn es fiir alle w € )
unmoglich ist, durch Betrachten endlich vieler Komponenten w; € E zu entscheiden, ob w € A

ist. Eine andere Art, dies auszudriicken ist, dass fiir A € T gilt: ist w € A und unterscheidet
sich @ von w nur in endlich vielen Komponenten (w; # @; nur endlich oft), dann ist auch w € A.
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Der rigorose Nachweis dieser Eigenschaft kann im Einzelfall technisch sein, aber ob sie gilt kann
man oft nach kurzem Nachdenken entscheiden.
Wir manchen die gleiche Definition fiir Zufallsvariable:

(1.62) Definition

I sei eine abzdhlbare Menge, (X;);cr seien ZVe. Die terminale o-Algebra der X; ist gegeben
durch
T= () o((Xics).

JCI:J endlich

Wenn man die (X;) auf dem Produktraum realisiert, kommt man exakt zu Definition (1.60)
zuriick. Der folgende Satz liefert eine interessante Aussage in dem Fall, dass die (X;) unabhéngig
sind (oder: dass auf dem Produktraum ein Produktmaf liegt).

(1.63) Satz: (0-1-Gesetz von Kolmogorov)

Sei I eine abzéhlbare Menge, und seien (X;);e; unabhingige ZVe, definiert auf (2, F). Sei
T C F die terminale o-Algebra der X;. Dann gilt

VAeT: P(A) e{0,1}.

Beweis: Sei A € T. Zunéchst zeigen wir

a) Fir alle n € Nund alle B € F,, ist A 1L B.

Dazu sei (F;, ;) der Zielraum von X;. Fir 1 < i < n+m und C; € &; gilt dann wegen der
Unabhéngigkeit der (X;)

Nun ist {{X; € C; Vi < n} : C; € & Vi < n} ein N-stabiler Erzeuger von F,,, und {{X; €
C;Vn<j<n+m}:meNC; €& Vn<j<n+m} ein N-stabiler Erzeuger von 7,. Daher
gilt wegen (1.56 b) F,, L T,, und wegen T C 7, daher auch F,, I T fiir alle n. Dies zeigt die
Behauptung a).

b) Andererseits ist J, .y Fn €in M-stabiler Erzeuger von F. Daher ist sogar F 1L 7, und
da 7 C F somit 7 1 T. Mit anderen Worten gilt fiir alle A, B € 7: A 1. B. Man darf
hier natiirlich auch A = B wihlen, das fithrt zu A I A fiir alle A € T. Dies bedeutet
P(A) =P(ANA) =P(A)P(A) = P(A)?, also P(A) € {0,1}. 0.

Anwendungen:

a) Perkolation:

(i): Wir haben in (1.36) gesehen, dass p — P,(M, = co) monoton wichst.

(ii): Wegen Satz (1.63) und Beispiel (1.61 d) ist P,(3z2 € Z : M, = o0) € {0, 1}.

(iii): Wegen der Translationsinvarianz der Verteilung von 7 gilt P,(M, = oco0) = P,(M, = c0)
fiir alle y, 2z € Z.

(iv): Damit ergeben sich zwei Mdoglichkeiten: Falls P,(My, = oo) > 0, so ist P,(3z : M, =
00) = P,(My = o0) > 0, daher P,(3z : M, = co) = 1. Falls andererseits P,(My = o0) = 0,
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dann ist wegen der o-Subadditivitét

Py(3z: M. = 00) = Py(|_J M. = 00) < ) P,(M. = 00) = Y P,(My = 00) = 0.

Z€Z 2€ZL 2€EZL

Es existiert also ein sogenanntes kritisches p. € [0, 1] so dass
P,(3z: M, = o00) =0 fiir p < p, und P,(3z : M, = 00) =1 fiir p > p..

Fiir d = 1 werden wir sehr bald zeigen kénnen, dass p. = 1 ist, d.h. M, = oo ist nur in der
trivialen Situation moglich, wo man alle Késtchen schwarz macht. Fiir d > 2 stellt sich heraus,
dass 0 < p. < 1 gilt, dies zu zeigen ist aber schon relativ schwierig.

Was dagegen leicht ist, ist folgende Aussage: Sei p.(d) das kritische p fiir die Perkolation in Z.
Dann ist p.(d + 1) < p.(d) fiir alle d. Der Beweis bleibt als Ubung.

Den Wert von p. zu bestimmen oder abzuschétzen ist noch schwieriger. Fiir einige wenige
Abwandlungen der Perkolation (andere Gitter, leicht andere Regeln) gibt es analytische Ergeb-
nisse, im allgemeinen aber nur numerische. Im Fall von Z¢ gibt es nur numerische Resultate,
hier ist p.(2) ~ 0.59 und p.(3) ~ 0.22455.

b) Einfache Irrfahrt, oder: wie fair ist ein faires Miinzwurfspiel?

Seien (X;);eny unabhéngige ZVen mit P(X; = —1) =P(X; = 1) = 1/2. S, = > | X; ist dann
also die Position der einfachen Irrfahrt in einer Dimension, oder das Vermdégen von Spieler 1
nach n Spielen eines fairen Miinzwurfspiels mit Gewinn oder Verlust von 1 pro Runde. Wir
wollen untersuchen, wie wahrscheinlich es ist, dass ein Spieler wiahrend eines unendlich langen
Spieles ,,immer wieder“ signifikant im Vorteil ist.

Um diese Aussage zu préazisieren, betrachten wir eine (nicht-zuféllige) Folge (Z,),en mit Z,, > 0
fiir alle n; interessant sind insbesondere Folgen mit lim,, ., Z, = co. Das Ereignis {5,,/Z, > 1
fiir unendlich viele n} bedeutet dann, dass der Vermogensstand des ersten Spielers unendlich
oft iiber der Grenze Z,, liegt. Wenn lim,, ., Z,, = 00, so konnte man das so interpretieren, dass
das Spiel ,,immer unfairer wird“ (aber: sollte man das auch?).

Wir sind nun fiir vorgegebenes (Z,,) interessiert an P(S,,/Z,, > 1 fiir unendlich viele n). Wegen
Satz (1.63) gilt jedenfalls

p:=P(S,/Z, > 1 fir unendlich viele n) € {0,1}

fiir jede vorher festgelegte Folge (Z,) (die genaue Begriindung sollte man als Ubung durchfithren!).
(1): Sogar ohne Benutzung dieser Tatsache sieht man sofort dass p = 0 falls liminf,, , Z,,/n > 1
(warum?).

(ii): Nicht viel schwieriger ist es, ebenfalls ohne Benutzung von Satz (1.63) zu zeigen, dass p = 0
falls Z, = n (Ubung).

(iii): Mit Hilfe von Satz (1.63) kann man relativ leicht zeigen (Ubung!), dass

P(S,, = 0 unendlich oft) = P(S,, < 0 unendlich oft) = 1.

Dies bedeutet, dass mit Wkeit 1 kein Spieler einen so groflen Vorsprung erhélt, dass er ,fiir
immer“ in Fiithrung bleibt. In diesem Sinne ist das Spiel also fair.

(iv): Um genauer zu untersuchen, welchen Wert p fiir welche (Z,,) hat, brauchen wir noch einige
weitere Vorbereitungen.
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(1.64) Definition und Diskussion: liminf und limsup
Aus der Analysis kennen wir die Begriffe lim sup und liminf fiir reelle Folgen (a,,):

limsupa, := lim sup a,,, liminf a,, := lim inf a,,.
N—00 N—=00 4 > n—>00 n—oom z=n

Ausgehend von diesen Definitionen mache man sich klar, dass fiir alle ¢ € R gilt:

limsupa, >¢ = a, > c fiir unendlich viele n = limsupa, > c,
n—oo n—oo

wahrend

liminfa, >¢ = a, < cnur fir endlich viele n = liminfa, > c.
n—oo n—o0

Die etwas komplizierten Aussagen sind der Tatsache geschuldet, dass lim,_,. a, = ¢ gelten
kann obwohl a, < c¢ fiir alle n ist. Falls die Folge (a,) nur Werte in Z annehmen kann dann
haben wir die einfacheren Beziehungen

limsupa, > ¢ <= a, > c fiir unendlich viele n,
n—oo

und

liminfa, > ¢ <= a, < cnur fiir endlich viele n.
n—o0

Als néchstes konnen wir die Definition des liminf und limsup problemlos auf Funktionen
iibertragen, indem wir sie punktweise interpretieren: fiir eine Menge E und eine Folge von
Funktionen (f,)neny mit f, : £ — R sind die Funktionen liminf, . f, und limsup,_, . f»
definiert durch
(lim inf fn)(x) := liminf f,(z), (lim sup fn) (x) := limsup f,(z)
n—oo

n—00 n—o00 n—o00

fiir alle x € E. Fiir uns ist der Fall der Indikatorfunktionen interessant, also wenn f,(z) =
14, (x) mit A, C F ist. Dann gilt
limsup 4, (z) =1 <= 14, (2) =1 unendlich oft <= xz € A, fiir unendlich viele n,

n—oo

und

liminf 14, (x) =1 <= 14,(2) = 0 nur endlich oft <= x ¢ A, nur fiir endlich viele n.

n—oo
Dies fithrt direkt auf die Definition von lim sup und liminf fiir Mengen: fiir Mengen A, C F,
n € N ist
limsup A,, ;== {z € E: x € A, fiir unendlich viele n} =

n—r00
={reE:YmeNIn>mmitz e A,} = m U A,
meNn > m
und
liminf A, ;= {z € E: 2 ¢ A, fiir nur endlich viele n} =

n—oo

={reFE:ImeNVn>mistz € A,} = U ﬂ A,.

meNn >m
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Aus der obigen Diskussion sehen wir, dass

Dimint, oo 4, () = liminf Dy, (2),  Dimsup, . 4, (x) = limsup Iy, ()
n—00 n—o0

fiir alle x € E. Weiter sollte man sich klar machen, dass gilt:

ﬂ A, C liminf A,, C limsup A,, C U A,.

n—oo
neN n—reo neN

Ebenso sollte man sich im Kontext des letzten Beispiels klarmachen, dass

{limsup S,,/Z, > 1} = limsup{S,/Z, > 1},

n—o0 n—oo

ebenso fir lim inf.

(1.65) Satz: Lemmata von Borel-Cantelli

(2, F,P) sei ein W-Raum, A; € F fiir alle j € N.

a) Erstes Lemma von Borel-Cantelli:

Falls 22 P(4;) < oo, dann ist P(lim sup,,_,., A,) = 0.

j=1
b) Zweites Lemma von Borel-Cantelli:

Die Mengen (A,) seien eine unabhéngige Familie, und es gelte > 72 P(A;) = co. Dann ist
P(limsup,, ., A,) = 1.

Beweis: Setze A :=limsup,,_, . A,.

a) Es gilt
U4 N~ N UAa=4

mzn n_woneNmZn

und daher
P(A) = lim P( | ] An) < lim > P(A,) =0,

n—+00
m>=n mz2zn

denn nach Voraussetzung konvergiert ja die Reihe Y 7 P(A4,).

n=1

b) Mit A wie oben gilt A° = J,,cn, > m A5y und es gilt N AC N, N, AS fiir alle
N—=00
m € N. Daher ist

00 00 00 N oo
P(A) < Y P([) A=) lim P(() A7) =) lim [T P(47)
m=1 n=m m=1 n=m m=1 n=m

Mit Hilfe der sehr niitzlichen Ungleichung 1 — x < e™® fiir alle x € R erhélt man

N N N
[T P = [T - B(A)) < J ¢ P = o Zan ) Y25 g,

daja > 2 TP(A,) = oo direkt aus der Annahme folgt. Daher ist P(A) = > > _ 0= 0. O

n=m m=1
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(1.66) Beispiele

a) Perkolation:

Wir zeigen hier, dass p. = 1 im Fall d = 1 gilt. Hierzu muss man nicht zwingend das Borel-
Cantelli-Lemma benutzen, man kann es aber wie folgt tun: sei p < 1 und A,, = {n, = n_, = 0},
dann gilt My(n) < n fir alle n € A, also

{My < 00} D U A, D limsup A,.

neN n—oo

Esist A, L A, fiir allen # mund P(A4,) = (1—p)? > 0 fiir alle n, somit > _P(A,) = co. Mit
dem zweiten Broel-Cantelli Lemma folgt daher P(limsup,, ., A,) = 1, also P(M, < o0) = 1.

Es ist interessant zu sehen, warum diese Strategie in zwei und mehr Dimensionen nicht mehr
funktoniert. Der offensichtliche Versuch wére, nun

A, ={n,=0Vz € Z¢ mit x; = n fiir mindestens ein 7 und x; < n fiir alle i < d}

A, ist also das Ereignis, dass der gesamte Rand einer Box aus weiflen Késtchen besteht. Zwar
ist wie vorher {My < oo} D limsup,,_,. A,, aber diesmal ist im Unterschied zu d = 1 die
Anzahl der Késtchen, fiir die in A,, eine Bedingung verlangt wird, wachsend; er besteht aus
(viel) mehr als n?~! Kiistchen. Die W'keit, dass alle diese Késtchen weif§ sind, ist

P(A,) < (1-p)"  <(1-p)",

und daher ) _P(A,) < oco. Daher kann man nun nicht mehr wie vorher das zweite Borel-
Cantelli-Lemma anwenden um P(M, = oo) = 0 zu schlieflen. Das erste Borel-Cantelli liefert nun
zwar P(limsup,,_,., A,) = 0, aber das hilft uns nicht weiter. Denn es besagt ja nur, dass man
mit W’keit 1 nur endlich oft einen , geschlossenen Ring* von weiflen (blockierenden) Késtchen
um die 0 findet; daraus kann man zwar schliefen, dass man mit positiver W’keit gar keinen
solchen Ring findet (wie?), allerdings gibt es natiirlich viele andere Arten, um eine Verbindung
von 0 nach oo auf schwarzen Kiéstchen zu verhindern, so dass uns diese Aussage nicht dazu
berechtigt, P,(My = 00) > 0 zu schlieflen; das wire fiir beliebige p auch falsch.

b) Einfache Irrfahrt und faires Miinzwurfspiel
Wie im Beispiel b) zu (1.64) seien (X;)iey mit P(X; = —1) = P(X; = 1) = 1/2, und S,, =
> X;. Wir suchen eine (moglichst langsam) monoton wachsende Folge (Z,), fiir die wir
gerade noch

P(limsup S,,/Z, > 1) =0

n—oo

beweisen konnen. Wir wissen aus dem vorigen Beispiel, dass Z,, = n so eine Folge ist, aber das
konnen wir wesentlich verbessern. Da {limsup,,_, ., S,/Z, > 1} = limsup,,_,.{S./Z, > 1} gilt
und wir das erste BC-Lemma anwenden wollen, miissen wir die Summe

ip(sn/zn >1) = ip(sn > Z,)
n=1 n=1

untersuchen. Dies kann man entweder recht mithsam ,,von Hand “ tun, indem man sich mit Hilfe
von Binomialkoeffizienten iiberlegt, wie wahrscheinlich es ist, dass die einfache Irrfahrt nach
n Schritten grofer als eine gewisse Schranke ist. Im iiberndchsten Kapitel werden wir jedoch
eine relativ einfache und elegante Methode kennen lernen (die sogenannte Chernoff-Schranke),
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die es uns erlaubt, fiir viele Zufallsvariable sehr gute Abschétzungen fiir W’keiten der Form
P(X > ¢) zu erhalten. Fiir S, ergibt sich daraus

02
P(S,>c)< e m

fiir alle ¢ > 0 und alle n € N. Wenn wir diese Schranke fiir den Moment als gegeben hinnehmen,
erhalten wir beispielsweise mit Z,, = n'/?*¢, ¢ > 0 die Abschitzung

n2¢€
P(S, > Z,) < e 2 =:b,
Um zu sehen, dass die Folge (b,,) summierbar ist, reicht es zu sehen, dass n?b,, eine beschrinkte
Folge ist. Dies ist wegen
log(n?b,) = 2logn — n*/2 =3 —co
der Fall, da dann n?b,, — 0 gehen muss und damit beschrinkt ist. Mit dem ersten BC Lemma
folgt nun

P(lim sup >1)=0.

n—00 nl/2te
Dies sagt uns, dass es unmoglich ist, dass ein Spieler unendlich oft um mehr in Fiithrung liegt,
als die 1/2 + e-te Potenz aus der Anzahl der gespielten Runden. Die Frage ist natiirlich, wie
gut diese Abschiatzung ist. Im Kapitel iiber den zentralen Grenzwertsatz werden wir beweisen,
dass P(limsup,, ., Sn/v/n = oo) = 1 gilt. Dies ldsst nur noch einen kleinen Korridor der
Unsicherheit, welcher durch den beriihmten Satz vom iterierten Logarithmus geschlossen wird:

es gilt namlich

P(lim sup S =1}=1

n—oo  4/2nlog(logn)

Wihrend man die obere Schranke (also limsup,, ..

Sn

< 1) mit einer Verfeinerung
2n log(logn)

der Chernoff-Schranke noch mit Mitteln dieser Vorlesung hinbekommen kann, ist die untere
Schranke wesentlich aufwendiger zu beweisen.

2. Wichtige Wahrscheinlichkeitsmafle

Diskrete Verteilungen

(2.1) Die Gleichverteilung

Q) sei eine endliche Menge. Das W-Maf3
A
]PUF(Q)—)[O,H, A}—)H

heifit Gleichverteilung auf (2.

Beispiele:

a) Wiirfel: Q = {1,...,6}, Py({w}) = 1/6 fur alle w € Q.

b) Einfache Irrfahrt mit N Schritten und Start 0, dargestellt als Gleichverteilung:
Qv = {(z1,...,2n) 12, € 2% |2, — 21| = 1 Vi < N}

Dann ist Qx| = (2d)", und unter der Gleichverteilung Py auf 2 sind die , Koordinatenabbil-
dungen* (Achtung: € ist kein Produktraum!!) (X,,), < y mit X;(z) = x; eine einfache Irrfahrt
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mit N Schritten. Ubung: man rechne das konkret nach!
c) Selbstvermeidende Irrfahrt mit N Schritten und Start in 0:

Oy = {(21,...,2n) 12 € Z% |25 — 21| = 1 Vi < N, # x; falls i # j},

wieder Py die Gleichverteilung auf Q. Aufler fiir den (trivialen) Fall d = 1 gibt es fiir die
Anzahl |Qy| der moglichen selbstvermeidenden Irrfahrten (und damit fiir die Wkeit 1/]Qy]|
einer einzelnen Irrfahrt) keine geschlossene Formel. Man kann zwar beweisen, dass der Grenz-

wert g = limpy_eo Q%N existiert (evtl: Ubung); die Anzahl der selbstvermeidenden Irrfahrten
wéchst also asymptotisch wie eine gewisse Potenz p ihrer Lénge; allerdings weifl man iiber die
Grofle von p in fast allen Fallen nicht viel. Man sieht also, dass sogar die banale Gleichvertei-
lung zu schwierigen Problemen fiihren kann, wenn der W-Raum (2, auf dem sie definiert ist,
kombinatorisch schwierig ist.

Im Folgenden werden wir oft die alternative Schreibweise X ~ Y statt X Ly verwenden, wenn
X und Y die gleiche Verteilung haben.

(2.2) Die Bernoulli-Verteilung

a) Eine Zufallsvariable X mit Werten in {0,1} und P(X = 1) = p = 1 — P(X = 0) heifit
Bernoulli-verteilte ZV. Man schreibt X ~ Ber,. Eine solche ZV modelliert ein Experiment
(z.B. Miinzwurf) mit Erfolgswahrscheinlichkeit p.

b) Die gemeinsame Verteilung von n unabhéngigen ZVem (X;); <, mit X; ~ Ber, fiir alle ¢
heifit Bernoulli-Verteilung fiir n Versuche. Wegen der Formel fiir die Produkt-Zahldichte
ist fiir alle x4, ..., 2, € {0,1}

]P)(Xl =2,...X, = xn) — pZ?:l xi(l _ p)n—z:?zlmi.

(2.3) Die Binomialverteilung

a) Sei n € N, p € [0, 1]. Die Funktion

bn,p : {O, .. n} — [0, 1]7 k— (Z)pk(l _p)n—k

ist eine Zahldichte auf {0,...,n}.

b) Eine ZV X mit Zéhldichte b, , heifit binomialverteilt mit Erfolgswahrscheinlichkeit p
und n Versuchen. Man schreibt X ~ B, .

c¢) Fiir unabhéingige ZVen (X;); <, mit X; ~ Ber, fur alle ¢ gilt: > | X; ~ B,,,. Die Bino-
mialverteilung modelliert also die Anzahl der Erfolge bei n unabhéngigen Versuchen und
Wahrscheinlichkeit p fiir einen Erfolg.

d) Es gilt: falls X ~ B, , und Y ~ B,, ,, und falls X 1L Y, dann ist X +Y ~ B, 4, ,.

Die Beweise der obigen Aussagen verbleiben als Ubung.

Beispiele:
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a) Urne mit N Kugeln, davon w weifle und s schwarze, ziehen mit Zuriicklegen. Dann ist die
Anzahl der gezogenen weiflen Kugeln nach n Ziehungen gemifl B,, ., /(s1w) verteilt.

b) Einfache Irrfahrt: Seien Y;, ~ Bery/,, unabhingig, und sei X,, = 2Y,, — 1. Dann ist S, =
o X; die einfache Irrfahrt, daher gilt fiir diese: S,, ~ 2B, s2 — n. Hier bezeichnet n die
konstante ZVe, die fiir jedes w € {2 den Wert n annimmt.

c) Das Galton-Brett ist ein schones Hilfsmittel zur Veranschaulichung der B, ; /o-Verteilung.
Schauen Sie sich eine Simulation davon im Internet an und versuchen Sie, das Gesehene mit
den Inhalten der Vorlesung in Verbindung zu bringen.

(2.4) Bezeichnung

A sei eine abziihlbare Menge. Eine Abbildung 1 : A — Ny (oft auch geschrieben als n € Nj)
heifit Besetzungszahl-Abbildung oder auch nur Besetzungszahl der Elemente von A.
Beispiele:

Fiir z € A und n € N* wird 7, als die Anzahl von ,, Objekten® vom Typ z (oder: von Objekten
an der Stelle ) interpretiert.

a) Ziehen aus einer Urne mit |A| verschiedenfarbigen Kugeln. Dann ist 7, die Anzahl der
gezogenen Kugeln der Farbe z.

b) Perkolation: A = Z<, n, € {0,1} fiir alle x. Interpretation: statt ein Kistchen schwarz zu
machen, besetzt man es mit hochstens einer Kugel. Der W-Raum der Kopplung von Beispiel
(1.36) benutzte dagegen Besetzungszahlen mit den Werten 0, 1, 2.

c¢) Gasmodell: Ein grofer Wiirfel W C R? wird in N3 kleinere Wiirfel aufgeteilt. A ist die Menge
der Mittelpunkte dieser Wiirfel. n, fiir z € A ist die Anzahl der Gasatome, die sich im Wiirfel
mit Mittelpunkt x befinden.

(2.5) Die Multinomialverteilung

a) A sei eine endliche Menge, p eine Zahldichte auf A, N € N. Auf der Menge der Qy := {n €
N{ : Y, came = N} der Besetzungszahlen von A mit Gesamtbesetzung N ist die Funktion my,,
mit

ak [p)™

mN,p(n) = HmeA nx' o

eine Zahldichte. Die zugehorige Verteilung heiit Multinomialverteilung fiir N Stichproben
und Einzewahrscheinlichkeiten p(z),cp. Fiir eine ZV X mit dieser Verteilung schreiben wir
X ~ My,

b) Fir A = {1,...,n} kann man my, auch mit Hilfe des Multinomialkoeffizienten

( N )_ N
M-y ming!---ny!

schreiben. Daher der Name der Verteilung.

c) My, modelliert die W’keit, bei N Versuchen jeweils genau 7, Objekte vom Typ z zu
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erhalten, wenn die Einzelw’keit fiir ein Objekt vom Typ z bei einer Durchfithrung einer Ziehung
p(z) ist.

Beweis, dass my, eine Zahldichte ist: die W’keit, jeweils 1,-mal das Ergebnis z in einer vorher
festgelegten Reihenfolge zu erhalten, ist bei unabhéngigen Versuchen wegen der Produktformel
der Zahldichten genau [],., p(z)". Da es auf die Reihenfolge der Ziehung aber nicht ankommt,
muss man nun nachzéhlen, auf wie viele Weisen ein Ergebnis (7, ),eca erzielt werden kann. Fir
den ersten Typ x; muss man 7,, Zeitpunkte der Ziehung wihlen, das gibt (i\i ) = ﬁ
Moglichkeiten. Fiir den Typ xo muss man aus den verbleibenden N — x; Zeitpunkten nun x-
wiéhlen, das ergibt (N xl) = %—“x Moglichkeiten. Da man diese Groflen multiplizieren muss,
sieht man schon, dass sich hier etwas kiirzt. Setzt man dies fort, erhdlt man den Multinomial-
koeffizienten. Da der urspriingliche Raum der zeitlich geordneten Ziehungen ein W-Raum war,
ist die angegebene Funktion eine Zahldichte, ndmlich die Zahldichte des Bildmafles unter der
Abbildung

AN S NA ()i < N — (HZ e{l,...,N}:z; Zx}{)ze\

die zdhlt, wie oft jedes Element von A in der Folge (x1,...,zy) vertreten ist. 0J

Bemerkung;: fiir A = {0, 1} erhélt man tibrigens wieder die Binomialverteilung.

(2.6) Hypergemoetrische Verteilung

A sei eine endhche Menge Fir N € Nund k € N} mit K =Y

> N ist die Abbildung

zEA

R I R AR
N7(kI)IEA<77) T

0 sonst

eine Zahldichte. Das zugehorige W-Mal Hy i,),., heilt hypergeometrische Verteilung
fiir N Versuche und k, vorhandene Exemplare vom Typ z. Sie modelliert das Ziehen ohne
Zuriicklegen aus einer Urne mit urspriinglich k, Kugeln vom Typ x. hn,k,),., (1) ist hierbei die
Wrkeit, genau 7, Kugeln vom Typ x zu ziehen.

Der Beweis, dass eine Zahldichte vorliegt, benutzt wieder Kombinatorik und wird hier weggelas-
sen. Die hypergeometrische Verteilung ist fiir uns im Folgenden von untergeordneter Bedeutung.
Allerdings hat sie beim Lotto eine konkrete Anwendung:

Beispiel: Setze A = {0, 1}. Dann ist, fiir 9y < k1, 1o < kg und 9y + 12 = N,

() (o)

RN, (ke o) (n) = (k1+k2)
N

die W’keit, bei N-maligem Ziehen aus k; ,guten® und ks ,,schlechten* Optionen genau 7n; gute
und 72 = N — n; schlechte zu bekommen. Beim Lotto 6 aus 49 sind die 6 angekreuzten Zahlen
die guten Optionen, und wir haben beispielsweise

(3) (%)
P( vier Richtige ) = hg (6.43)(4) = ~252> ~ 9.686 - 10~*.
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(2.7) Die geometrische Verteilung

Fir 0 <p < 1ist

gy :No—[0,1], k> p(l—p)F
eine Zahldichte auf Ny. Das zugehorige W-Maf heifit geometrische Verteilung zur Erfolgs-
wahrscheinlichkeit p. Man schreibt X ~ Geo, wenn X geometrisch verteilt ist.
Bemerkungen:

a) Der Beweis der Zihldichteneigenschaft ist kurz: >y p(1 — p)* = pﬁ = 1 wegen der

geometrischen Summenformel; daher auch der Name der Verteilung.

b) g,(k) modelliert die Wkeit, dass man in einem unabhéngig wiederholten Experiment (z.B.
Miinzwurf), welches die Erfolgsw’keit p hat, genau k& Misserfolge sieht, bevor man den ersten
Erfolg erzielt. (Aus diesem Grund nennt man die geometrische Verteilung auch eine Warte-
zeitverteilung.) Wenn man will, kann man die obige Behauptung mit Hilfe der Zufallsvariablen
,, Lrefferzeit ¢ zeigen: wir setzen

Q={0,1}", F=P{0,1})*, P=Ber,®, X;(2)=2;Vr€Q, 7 =inf{neNy:X,=1}
Dann ist P(k Misserfolge vor erstem Erfolg) = P(r; = k + 1), und
Pirn=k+1)=PX;=0,..., X, =0, X1 =1) =
=P(X; =0)--P(X = 0)P(Xpp1 = 1) = (1 = p)*p = gp(k).
Vornehm ausgedriickt: Geo, ist das Bildmaf$} des unendlichen Produktmafes von (Ber,)®" unter

der Abbildung 7, — 1.

¢) Man kann auch fragen, wie wahrscheinlich es ist, vor dem r-ten Erfolg genau k& Misserfolge
erleiden zu miissen. Das Ergebnis ist

> r(r+1)(r+2)---(r+k-1) ,

R et
Dies ist eine Z#hldichte (Beweis und Rechtfertigung der Interpretation: Kombinatorik) und die
zugehorige Verteilung heifit negative Binomialverteilung zu den Parametern r, k und p. Fiir
r = 1 ist dies wieder die geometrische Verteilung.

(2.8) Die Poisson-Verteilung
Sei A > 0. Dann ist die Abbildung py : Ny — [0, 1] mit

A
pa(k) = e AE

eine Zihldichte (Konvention: 0° = 0! = 1). Das zugehorige W-Ma$ heilt Poisson-Verteilung
zum Parameter ). Ist eine ZV X Possion-verteilt, schreiben wir X ~ Poi,.
Da > 52 A¥/k! = et ist, ist die p, tatsichlich eine Zahldichte.

(2.9) Lemma

Fiir X ~ Poiy und Y ~ Poi, ist X +Y ~ Poiy,,.
Beweis: Ubung.
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(2.10) Satz: Poisson-Approximation

Sei A = 0 und (py, )nen eine Folge mit Werten in [0, 1] und mit der Eigenschaft lim,, ., np, = .
Dann gilt fiir alle k£ € Ny:

Jim By, ({k}) = Poir({k))

Hier ist B,,, die Binomialverteilung.
Beweis: Zu zeigen ist

n AF
Jim by, (k) = lim (k)pﬁ(l —pa)" " = e T = malk).
Den Fall A = 0 macht man getrennt, indem man in diesem Fall lim,_, by, (0) = 1 zeigt.
Dies geht dhnlich wie das Argument am Schluss des jetzt folgenden Beweises und verbleibt als
Ubung.

Sei also nun A > 0. Wir zeigen, dass der Quotient aus den beiden Ausdriicken oben gegen 1
konvergiert. Da der rechte Ausdruck strikt positiv ist, reicht das. Wir rechnen also

" <n>pfz<1 —pn)" MM AT = n(n—1)---(n-k+1) 1

) o ﬁ(npn)k(l — pn)"*k A NP =

_nn—1)---(n—k+1) (npn)’“(l_p et (1—pu)*
h ~ " (+3)

()1 (*)2
Nach Voraussetzung gilt lim,, .o, np, = A, und dies impliziert insbesondere lim,, .o, p,, = 0. Da
auBerdem k endlich und fest ist, konvergieren die Ausdriicke (x);, (%) und (*)3 alle gegen 1
wenn n — oo. Der verbleibende Ausdruck (1 —p,)" ist etwas weniger einfach; es ist vorteilhaft,
hier zunichst zu logarithmieren:

log(1 — p,)" = nlog(l — p,),
und dann die Taylor-Reihe mit Restglied des Logartihmus zu benutzen: fiir |z| < 1 ist
2 1

log(l—yc):()—JC—EG_Q2

fiir ein £ mit |¢] < |z,

und daher ist fir |z| < 1/2
—x =212 < log(l—2)< —x
Wegen lim,, ., p, = 0 gilt dies fiir hinreichend grofie n und x = p,,, und es folgt

—NPn — ani < nlog(l - pn) < — NPn,

und folglich lim,,_,, nlog(1 — p,) = —A. Da die Exponentialfunktion stetig ist, diirften wir sie
auf dieses Ergebnis anwenden und den Limes hindurchziehen, das ergibt

lim (1 — p,)" = e .
n—oo

Setzt man das noch in den Ausdruck fiir ¢, ein, dann erhélt man lim,,_,. g, = 1, wie benétigt.
O

Bemerkung und Beispiele
a) Satz (2.10) ist zunéchst einmal einfach eine Aussage iiber das Verhalten eine gewissen reellen
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Folge. Wichtig ist jedoch die W-Theoretische Interpretation: hat man bei einem Experi-
ment zwar nur eine winzige Wahrscheinlichkeit p auf Erfolg, dafiir aber eine riesige Anzahl n an
Versuchen, dann kann man zur Modellierung der (zufélligen) Anzahl der erzielten Erfolge statt
der B,, , Binomalverteilung die Poi,,-Poissonverteilung verwenden. Dies ist zunéchst einmal ein
grofler rechnerischer Vorteil, da die in der Binomialverteilung vorkommenden Binomialkoeffizi-
enten gerade fiir grofles n sehr unhandlich werden.

b) Aus dem in a) erlduterten Grund heifit die Poisson-Verteilung auch manchmal ,, Verteilung
der seltenen Ereignisse®. Thr Auftreten als Grenzwert von Verteilungen, ihre sehr guten
analytischen Eigenschaften (z.B. Lemma 2.9) und ihre einfache Zahldichte machen sie zur ver-
mutlich zweitwichtigsten speziellen Verteilung der W-Theorie - die wichtigste ist mit groflem
Abstand die Normalverteilung, die wir bald kennen lernen werden.

c) Beispiel: Versicheurung. n ist die Anzahl de Versicherten, p die Schadenswahrscheinlich-
keit fiir jeden Versicherten in einem Jahr. Weitere Annahmen sind Unabhéngigkeit der Schaden-
sereignisse, sowie hochstens ein Schadensereignis pro Versichertem (z.B.: Lebensversicherung).
In der Praxis ist typischerweise n sehr grofl und p sehr klein, also darf man modellieren:

k
n n— —on pn
)pk(l—p) F oy oP u_

P( k Schéden in diesem Jahr ) = <k o

d) Beispiel: radioaktiver Zerfall. In einem gegebenen Zeitintervall registriert ein Geig-
erzihler eine zufillige Anzahl von N radioaktiven Zerfillen (Klicks). Ein quantenmechanisches
Modell der Atome besagt, dass jedes einzelne Atom in jedem winzigen Zeitintervall aufgrund von
Quantenfluktuationen eine sehr kleine Chance hat, eine gewisse Energiebarriere zu iiberwinden
und zu zerfallen. Wenn es dies nicht schafft, so befindet es sich zu Beginn des néchsten kleinen
Zeitintervalls wieder im Grundzustand, was bedeutet, dass es seine gesamte vergangene Bewe-
gung vergessen hat und im kommenden Zeitintervall einen unabhéngigen Versuch macht, die
Energiebarriere zu iiberwinden.

Wir beginnen mit einem Zeitintervall [0,?o]. In der Probe sollen sich ein sehr grofie Anzahl
M > 1 Atome finden, jedes davon kann genau einmal zerfallen und tut dies mit Wahrschein-
lichkeit pg = po(to) < 1. Die zufillige Gesamtzahl Ny, der Zerfille ist daher gegeben als Summe
von M unabhidngigen, B, -verteilten Zufallsvariablen, und daher

P(Nto = k) = POiMpo({k})'

Nun wéhlen wir ¢y sehr klein und betrachten ein grofieres Zeitintervall ¢t = [0, nty] mit n € N. Da
die Gesamtzahl der Atome M sich im Laufe unserer Beobachtung nur unwesentlich verringert
(wenige Zerfélle im Vergleich zu M), und da jedes Atom nach jedem Zeitintervall der Lénge
to wieder im Grundzustand ist, ist dann die Zahl der zum Zeitpunkt ¢ zerfallenen Atome eine
Summe aus n unabhéngigen Poiy,,—verteilten ZVen. Wegen Lemma (2.9) ist daher

nzt/to

P(N, = k) ~ Poiuuy, ({k}) "2 Poiw({k})  mit & = Mpo/to

Zunéchst gilt dies nur wenn ¢ ein ganzzahliges Vielfaches von ¢ ist, aber indem man ¢, ,,beliebig
klein“ macht, kann man es (nicht-rigoros) fiir alle ¢ € R postulieren. Eine rigorose Begriindung
werden wir (eventuell) erst spiter kennen lernen.
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Nach unserem Modell sollte also die Anzahl der in [0,¢] gemessenen Klicks einer Poisson-
Verteilung folgen, deren Parameter proportional zur Beobachtungszeit t ist (die Proportio-
nalitdtskonstante o wird auch die Rate des Zerfalls genannt). Man kann nun im Experiment
(mit Hilfe der Statistik) nachmessen, dass dies tatséchlich der Fall ist, und damit verifizieren,
dass die gemachten Modellannahmen zumindest gut genug sind, um radioaktiven Zerfall auf
atomarem Niveau zu erkliaren. Aulerdem kann man, ebenfalls mittels Statistik, die Rate « aus
Experimenten messen und so z.B. Erkenntnisse iiber die Grofle der relevanten Energiebarriere
gewinnen.

Eine Frage zum Nachdenken: angenommen, man hat zwei verschiedene radioaktive Substanzen
(mit Raten a; und as) in einer Probe. Ist es durch Beobachtung der Anzahlen von Klicks in
beliebig vielen und beliebig gewéhlten Zeitintervallen moglich, dies zu erkennen und evtl. sogar
oq und o zu schitzen?

(2.11) Asymptotische Gestalt der Poisson-Verteilung fiir grofle Parameter

Wir wollen wissen, welche Werte eine Poiy-verteilte ZV ,bevorzugt“ annimmt, wenn A sehr
grof ist. Dies bedeutet, dass wir die Funktion
A

k!
fiir sehr grofie A untersuchen miissen. Kurzes Nachdenken ergibt, dass in diesem Fall p) (k) ~ 0
fiir kleine k, denn dann ist e* > A*, und somit e * \* < 1. Ebenso ist py(k) ~ 0 fiir sehr
grofie k, denn dann ist k! > A\* und somit A\*/k! < 1. Als Funktion von k sollte also py sein
Maximum irgendwo weit weg von k& = 0 und (natiirlich) auch nicht bei k& = oo annehmen -
letzteres ist ohnehin klar, denn die Folge (px(k))ken, ist ja summierbar. Um dieses Maximum zu
finden, miissen wir den Ausdruck k! besser verstehen, und das Allheilmittel hierfiir ist Stirlings
Formel, die wir in der folgenden fiir alle k giiltigen Form benutzen:

1 1 1 1
VorkFtz e ™ et < kI < V2rkFtz e F emon

Der Beweis (einer Version) von Stirlings Formel kommt eventuell in den Ubungen, hier benutzen
wir sie einfach. )

Da e™rT =~ eT2k = 1 ist, lassen wir diesen Term in Zukunft einfach weg und betrachten statt
pr nur noch die Grofle

k— pr(k)=e

e M \F

V2rkFtE ek
Die Riickschliisse auf das wahre py sind nicht schwer zu ziehen und bleiben als Ubung. Wie so

oft ist es einfacher, den logarithmierten Ausdruck zu untersuchen, der wegen der Monotonie
der Exponentialfunktion genau dort maximal ist, wo auch p, maximal ist:

1
logpa(k) = =X+ klog A — log V21 — (k+§)logk+k‘.

pa(k) =

Zum Auffinden der Extremalstelle differenzieren wir nach &£ und setzen gleich Null:

k+3 A1
1=log———.
TR T o
Diese Gleichung ist zwar nicht in geschlossener Form losbar, da wir aber an sehr groflen A

interessiert sind, muss k£ ~ A sein, um den Betrag es ersten Terms nicht zu grof3 werden zu

0=log\—logk —
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lassen (der zweite ist ja immer betragsmiBig < 1), und dann kann man 5+ vernachlissigen.

2%
Das Maximum von py (k) liegt also ungefihr bei k = A, und dort ist
e A\ 1
5N ) ~ ﬁ)\ A) = = .
WP = T es ~ Vam
Wir stellen also fest, dass (fiir grofle \) der Wert von p, am Maximum nicht wirklich grof
ist, sondern die GroBenordnung von 1/v/A hat. Um auf eine Gesamtwahrscheinlichkeit von der
GroBenordnung 1 zu kommen, miissen in einer Menge A C N also mindestens etwa /A Punkte
enthalten sein. Vermutlich sollten diese Punkte auch nicht zu weit weg vom Ort £ = X des
Maximums liegen.
Um diese Vermutung noch etwas zu untermauern, betrachten wir noch r € Z mit |r| < A, und
setzen dann A + r in log p, ein:

1
logprx(A+7) ==X+ (A+7)log A —log V21 — ()\+r+§)log()\+r)+()\+r) =

1
=r—logVv2r+ (A+r)log —§1Og()\+7’):(*)-

A
A7
Die Taylor-Entwicklung und die Annahme |r| < A ergeben
2

g A —og(1- T e T
Sxtr ® Atr) T Ar o 2004+ 1)?
Somit ist
(%) log v/2 r 1lo (A+7)
= —logV2mr — ———— — = .
8 oA +r) 28

Wihlt man nun ein festes ¢ € R, dann ist, fiir hinreichend groBe A, r = ev/A < A, und wir
erhalten

[

_ 7‘32)‘ c
A+ V) & (A + VX)) < e 0revm L e T

Daraus sieht man, dass py(k) exponentiell klein wird, wenn k£ mehr als etwa VI von ke = A
entfernt ist. p, ist also in einem ,, Streifen“ der Breite v/ A um kg ungefihr (wir haben eigentlich
nur gezeigt: hochstens) von der GréBe 1/+/), auBerhalb dieses Streifens jedoch vernachlissigbar
klein. Man kann das so zusammenfassen: fiir X ~ Poiy und alle ¢ < 1/2 gilt

X 1
lim P(|5 -1 > 1) =0
im 5 a

A—00

(2.12) Poissonisierung

Unter Poissonisierung versteht man eine Technik, die es erlaubt, durch eine ,, Aufweichung*
von harten Randbedingungen aus einer Familie von abhéngigen Zufallsvariablen eine Familie
unabhéngiger ZVen zu machen. Da letztere meist viel einfacher zu untersuchen sind, ist dies
ein sehr grofler Vorteil. Das Prinzip der ,, Aufweichung“ kann man in Analogie zu den Lagrange-
Multiplikatoren in der Analysis sehen, die zum Auffinden von Minima unter Nebenbedingungen
benutzt werden.
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Die Poissonisierung soll hier am Beispiel der Multinomialverteilung erkléart werden. Wir erinnern
uns, dass fiir eine endliche Menge A, und fiir eine Funktion p : A — [0,1] mit > _, p, = 1 auf
dem Raum
QN::{n:A%NO:an:N}
TEN
der Besetzungszahlen, die Multinomialverteilung Py durch ihre Zéahldichte

my(n) = m—— [ [ ¥ = ! H Ze
[Toea ne! zeA €A Tt
definiert ist. In der letzten Formel sieht man, dass my eigentlich eine Produkt-Z&hldichte ist,
aber leider ist der W-raum €2y kein Produktraum. Daher sind die Zufallsvariablen 7, auch nicht
unabhéngig fiir verschiedene x; beispielsweise impliziert ja n, = NN schon n, = 0 fiir alle y # =z,
also ist P(n, = N,n, = N) =0 < P(n, = N)P(n, = N).
Die angesprochene ,, Aufweichung “ besteht nun darin, dass man nicht auf der Bedingung » |\ 7.
N besteht, sondern nur fordert, dass sie ,,ungefahr* gilt. In (2.11) haben wir gesehen, dass fur
grofie N (und meist sind dies diejenigen, die uns interessieren) gilt: Poiy(X/N ~ 1) ~ 1. Wir
definieren daher
Q:={n:A—=Ny:» n, < oo},
TzEA
den (abzéhlbaren!) Raum aller endlichen Besetzungszahlen. Wir setzen F = P({2) und definie-
ren, fiir A\ > 0, das poissonisierte Mafi P durch seine Zihldichte

>\n
-\ X
= ZO € H””Ln(??)]l{zmeA Ne=n};

hierbei ist wieder die Konvention, dass die 0, die durch Iy~ _ y,=n) im Fall Y sea e 7 N erzeugt
wird, gegen die dann nicht definierte GroBe m,(n) gewinnt und der Term gleich 0 ist. Die obige
Summe hat also immer nur einen Term.

Weiter ist
- Nk
PxQ n.=k= >  PB{n})=e AH,

zEA neQ:y> . na=k
und daher hat man fiir A = N > 1 mit hoher Wkeit etwa N ,, Teilchen “ im System. Andererseits

ist

Pn({n}) =Ba({n}| D _n. =N

zEA

fiir alle A und alle N, also ist Py tatséchlich die ,harte® Bedingung auf Gesamtbesetzungszahl
N, und zwar fiir alle A, nicht nur fiir A & N. Das besondere an A ~ N ist nur, dass in diesem
Fall mit hoher Wahrscheinlichkeit das MaB Py schon ,,von selbst Konfigurationen n auswiirfelt,
deren Gesamtbesetzungszahl (in einem gewissen Sinn) nicht so unterschiedlich zu N ist.
Die wichtigste Eigenschaft von Py ist jedoch die, dass fiir alle n mit Y owen s = N gilt:

—>\ AN H px _ H —A\pa (Apﬂﬁ)%

~ _ )\EaceA 775"
qr(n) = N,/\NmN(n) = o N Reealr T |
acEA TEA Nz
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Da die rechte Seite nicht mehr explizit von N abhéngt, gilt diese Formel fiir alle n € 2, und
somit ist Py = ®),cp Poiyp,, mit anderen Worten, die 7, sind nun unabhéngig und selbst
Poisson-verteilt mit Parametern Ap,. Der Parameter A\ regelt ,,weich* die erwiinschte Gesamt-
besetzungszahl.

Stetige Verteilungen

(2.13) Motivation und Voriiberlegungen

a) In Beispiel d) zu (2.10) haben wir fiir die Wahrscheinlichkeit, dass in einem festen Zeitintervall
0,¢] die zufdllige Anzahl N; der radioaktiven Zerfille den Wert & annimmt, die Formel

B(N, = k) = Poi({k})

hergeleitet. Wir konnen aber natiirlich auch die umgekehrte Frage stellen: wie grof ist die
zufillige Zeit, zu der (fiir festes k) der k-te Zerfall gemessen wird?

b) Ahnliche Probleme sind: der Wert einer zufillig gemessenen Temperatur oder einer anderen
physikalischen Grofle, oder die Liange der Kreissehne, die eine zufillig auf ein Papier geworfene
(lange) Nadel mit einem dort gezeichneten Kreis bildet, falls sie den Kreis trifft (Bertrand-
Problem, sieche unten).

c¢) Oft ist es auch analytisch einfacher, diskrete Grofien durch reelle zu approximieren. Dies ist
beispielsweise bei Aktienkursen der Fall.

d) Um diese Fragen mathematisch untersuchen zu koénnen, miissen wir uns zundchst Wahr-
scheinlichkeitsmafle auf R (bzw. Zufallsvariablen mit einer nicht diskreten Wertemenge) ver-
schaffen; natiirlich schliefit unsere urspriingliche Definition solche W-Mafle nicht aus, 2 war ja
einfach eine Menge. Allerdings miissen wir bei der Definition schon etwas mehr aufpassen, denn
(1i): Vermutlich ist in den meisten interessanten Fallen P({z}) = 0 fiir alle x; das kennen wir
schon von Folgenrdumen (z.B. einfache Irrfahrt mit unendlich vielen Schritten).

(ii): ist leider P(R) viel zu groB. Dank des Auswahlaxioms enthilt es Mengen, die man sich
nicht vorstellen kann oder will, und die verhindern, dass man verniinftige W-Mafe auf (R, P(R))
definieren kann. Wer sich dafiir interessiert, kann im Buch von Georgii den S Satz (1.5) nach-
schlagen oder bei Wikipedia nach ,,Satz von Vitali“ suchen. Ein noch drastischeres Beispiel
fiir Auswahlaxiom-Mengen, die sehr unintuitive Eigenschaften haben, findet man unter dem
Stichwort ,,Banach Tarski Paradox“; hierzu braucht man jedoch mindestens den R3.

Das Problem (ii) wird pragmatisch gelost, indem man die o-Algebra kleiner macht.

(2.14) Definition und Satz

a) Die von den halbunendlichen, offenen Intervallen {(—o00,a) : a € R} erzeugte o-Algebra
B=BR):=0c({(—00,a):a€R})

heifit Borel’sche o-Algebra, oder Borel-o-Algebra.
b) Es gilt:

B=oc({ACR: Aoffen}) = c({C C R : C abgeschlossen}) = o({(—o0, ] : c € R}).
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c) Fiir (beliebiges!) Qo C R, Qg # 0 ist
Bo, ={ANQ,: AecB}
eine o-Algebra. Sie heiit Spur von B auf €.

Beweis: Ubung; fiir b) verwende etwa [a,b) = (—00,b)\ (=00, a), und [a,b] = (22, [a, b+ 1/n),
und dhnliches. O

(2.15) Nomenklatur

Eine ZV mit Zielraum (R, B) heifit reelle Zufallsvariable. Eine ZV mit Zielraum (RU {oco} U
{=o0},0(BU{oo} U{—00})) heiit numerische Zufallsvariable.

(2.16) Definition
a) p sei ein W-MafB auf (R, B). Die Abbildung
F,:R —[0,1], x> p((—o0, z])
heifit Verteilungsfunktion (VF) von . Oft schreibt man auch nur F statt F),.
b) Sei X eine reelle ZV. Dann heifit
Fx :R —[0,1], r— Fx(x) :=P(X < x)

Verteilungsfunktion (VF) von X. Man schreibt oft auch F' statt F.
Bemerkung: Klarerweise ist F'y = Fp,, die beiden Definitionen sind also ein wenig redundant.

(2.17) Satz

Sei X eine reelle ZV, F ihre Verteilungsfunktion. Dann gilt:
a) F ist monoton wachsend.
b) lim, , « F(z) =0, und lim, ,,, F(z) = 1.
c) F ist stetig von rechts, d.h. fiir (z,,) C Rund z € R mit z,, > x,; fiir alle n und lim,,_,o, x, =
x gilt:
lim F(x,) = F(x).

n—oo
d) F hat linksseitige Grenzwerte, d.h. fiir (z,) C R und x € R mit z,, < 2,4 fiir alle n und
lim,, .o z, = x gilt:
F(z7) := lim F(z,) existiert.
n— o0
e) Es gelten fiir alle x < y die Gleichungen
Fy) = F(z) = P(X € (z,9]), Fly")=P(X <y), Fly -Fly)=PX=y)

Die analogen Aussagen gelten enstprechend fiir ein W-Maf x4 und seine VF.
Beweis: Ubung. O

(2.18) Definition
Eine Abbildung, die Bedingungen (2.17 a) - d)) erfiillt, heift Verteilungsfunktion.
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(2.19) Lesen von Verteilungsfunktionen

F :R —[0,1] sei die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariable X. Dann gilt:

a) Sprungstellen von F' entsprechen Werten, die X mit positiver W’keit annimmt. Die entspre-
chende W’keit ist genau die Hohe des Sprunges.

b) Ist F stetig an einer Stelle z, so ist P(X = z) = 0.

¢) Intervalle, auf denen F' konstant ist, werden von X gemieden: die Wkeit, dass X Werte in
einem solchen Intervall annimmt, ist gleich 0.

d) Insbesondere ist
inf{z e R: F(z) >0} =sup{z e R: P(X < z) =0},
d.h. falls F(a) = 0 fiir ein @ > —o0, dann nimmt X nur mit W’keit 0 Werte kleiner als a an.
Ebenso:
sup{z € R: F(z) <1} =inf{z e R: P(X > z) = 0},
d.h. falls F'(a) =1 fiir ein a < 0o, dann nimmt X nur mit W’keit 0 Werte grofer als a an.

Alle Aussagen folgen ziemlich direkt aus der Definition und verbleiben als Ubung.

(2.20) Satz

Die Verteilungsfunktion charakterisiert die Verteilung einer reellen ZV, das heifit: sind X, Y
reelle ZVen mit Fy = Fy, dann ist auch Px = Py..
Beweis: Nach Definition der VF und nach Annahme ist

Px((—o00,c]) = Fx(c) = Fy(c) = Py((—o0,]).

fiir alle ¢ € R. Das Mengensystem {(—oo,c| : ¢ € R} ist N-stabil, und erzeugt die Borel-o-
Algebra. Satz 1.52 liefert die Behauptung. O

Was wir bisher nicht geklart haben ist, ob es zu gegebener Verteilungsfunktion F' iiberhaupt
eine Zufallsvariable X g¢ibt, so dass F' = F'x. Das miissen wir nachholen; hierzu zunéchst:

(2.21) Definition und Satz

a) Sei (€2, F) ein messbarer Raum. Eine o-additive Abbildung u : F — [0, oo] heifit Maf3 auf F.
Ein Ma$ hat also genau die gleichen Eigenschaften wie ein W-MaB, auflier dass () € RTU{oco}
sein darf und nicht gleich 1 sein muss.

b) Es existiert ein eindeutiges Mafl A auf B(R) mit der Eigenschaft, dass A([a,b]) = b — a fiir
alle a < b. Fiir dieses Mafl und alle a < b gilt dann

b—a = A([a, b]) = A((a, b]) = Al[a, b)) = A((a,b)).

c) Das Maf \ aus b) heifit Lebesgue-Maf} auf R.
d) Fir A € B(R) heifit das Ma$

Aa:Bag—[0,00], B— \B)
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Lebesgue-Mafl auf A. Fiir A(A) = 1 ist dies ein W-Maf.
Der Beweis von b) ist Inhalt der Vorlesung Mafitheorie und wird hier nicht gemacht. Die Aussage
in d) sollte klar sein.

(2.22) Satz
F sei eine Verteilungsfunktion in Sinn von Definition (2.18). Dann ist die Abbildung
X:(0,1) = R, z—inf{c e R: F(c) > z}

B((0,1))-B(R)-messbar, und das BildmaB von A1) unter X hat die Verteilungsfunktion F'.
Beweis: Wir priifen zunéchst, dass X tatsdchlich nur Werte in R (also nicht +00) annimmt:
Sei u € (0,1). Wegen lim,, ., F(y) = 0 finden wir ein ¢ € R mit F'(¢) < u. Daher (und weil F’
monoton ist) ist dann

X(u) =inf{c e R: F(c) > u} > ¢ > —oc.

Ebenso schliefit man X (u) < oo aus lim,_,, F'(y) = 1.
Um zu zeigen, dass F' die VF von X ist, rechnen wir P(X < a) aus. Dazu wieder u € (0, 1),
und a € R. Dann gilt:

X(u)éaD%f'ZOgX inf{ceR: F(c) 2u} <a
F(a).

< F(a) > u < u< F(a)

Fregigretie min{c e R: F(¢) > u} <a

Das heif}t:

X (=00a]) ={u € (0,1): X(u) <a} ={u € (0,1) s u < F(a)} = (0, F(a)] € B((0,1)),
womit wir schon mal gezeigt haben, dass X tatsdchlich die behauptete Messbarkeit hat (denn
{(=00,a] : a € R} erzeugt ja B(R)). Indem wir auf diese Gleichung nun A anwenden, sehen wir

P(X < a) = NX 7 ((—00,a]))) = A(0, F(a)]) = F(a) — 0= F(a).
Dies zeigt die Behauptung. O

Bemerkung: Wir wissen jetzt also: jede Verteilungsfunktion erzeugt genau ein W-Maf}: hochstens
eines wegen (2.21) und mindestens eines wegen (2.22). Es besteht also eine Eins-zu-eins-Beziehung
zwischen VFen und W-Maflen auf R, d.h. es gibt ,,genau so viele“ W-Mafle auf R wie es Funk-
tionen mit den Eigenschaften (2.17 a-d) gibt.

Beispiele:
a) Aljp,1) ist ein W-MaB, seine VF ist

0 falls x <0,
Flz)=<z fallsO<z <1,
1 fallsz > 1.

b) Ein alternativer W-Raum fiir die geometrische Verteilung: Erinnerung;:

X ~Geo, L& P(X =k)=(1-p)pVkeN,.
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Wir kénnen das auch in R ,einbetten® und X als reelle ZV auffassen. Denn die Verteilungs-
funktion

0 fall 0
F:R—[0,1], T k1 . ST
pzjzo(l—p)J falls k —1 <z <k, keN

hat bei k& € Ny jeweils einen Sprung der Héhe p(1 — p)*, beschreibt also das Bildmaf von X.
Natiirlicherweise definiert man X auf dem W-Raum (Ny, P(Ny), Geo,), dann ist X : Ny — R
mit X (k) = k. Man kann jedoch auch die Abbildung aus Satz (2.22) benutzen: dann ist der
W-Raum ((0,1),B((0,1)), A|,1)), und die Abbildung ist

0 falls s < p,
kofalls Y50 p(1—p) <s < X5 (1 —p)

Y ist also eine Stufenfunktion mit Sprunghéhe jeweils 1 und Sprungpunkten bei p, (1 — p)p,
(1 —p)?p etc.

c¢) Ubung: man iiberlege sich, wie die Gleichverteilung auf {1,...,6} (Wiirfel) und die Pois-
sonverteilung als BildmaB einer ZV auf dem W-Raum ((0,1),B((0,1)), X|(,1)), analog zu b),
erzeugt werden konnen.

Y :(0,1) = R, S*—)Y(S):{

(2.23) Verteilungsfunktionen mittels Riemann-Integration

a) p: R — R sei Riemmann-integrierbar, und es gelte

p(z) >0V e R, und / p(x)dx = 1.

[e.9]

Dann ist durch Y
FiR5 0 o [ p)dy

eine Verteilungsfunktion definiert. Fiir eine ZV mit dieser Verteilungsfunktion gilt: P(X €
la,b]) = f: p(y) dy fiir alle a < b.

b) In der Situation von a) heifit p Dichte des W-Mafles Py, oder Verteilungsdichte von X.
c) Sei F eine Verteilungsfunktion, stetig und stiickweise stetig differenzierbar mit endlich vielen
Stellen der Nicht-Differenzierbarkeit. Dann ist durch

F'(x) falls F diff’bar bei x,
PlE) =19,
sonst

die Dichte des durch F' definierten W-Mafles gegeben.

Beweis:

a) F' ist monoton wegen p > 0, lim,,_, F'(z) = 0 weil p integrierbar ist, und lim, ., F(z) =1
wegen [p p(y) dy = 1. Da F stetig ist, gelten auch ((2.17) ¢) und d).

¢) Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist

F@—ﬂ@a/F@wz/mww
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falls zwischen a und b keine Stelle liegt, an der F' nicht differenzierbar ist. Sind solche Stellen
vorhanden, zerlegt man [a, b] in endliche viele Stiicke anhand dieser Stellen, macht die Rechnung
auf jedem Stiick, und summiert. Mit a — —oo erhélt man die Behauptung. OJ

(2.24) Die (stetige) Gleichverteilung
a) Seien a,b € R, a < b. Das W-Ma8 Py : B([a,b]) — [0, 1], welches durch die Bedingungen

Pu(fe,d)) = 5

— Ve, d € [a,b] mit ¢ < d

eindeutig bestimmt ist, heift Gleichverteilung auf [a, b].
b) Die Gleichverteilung hat die VF Fy; mit

0 firz<a
Fy(x) = e fira<ar<b
1 firx >0

und Dichte py(z) = ;i (z).

c¢) Die Gleichverteilung ist translationsinvariant auf [a, b], d.h. falls ¢ < d und @ < min{ec,c +
x} < max{d,d + x} < b, dann ist Py([c,d]) = Py([c + z,d + z]). Das gleich gilt allgemei-
ner, wenn man ein Intervall ,, mit periodischen Randbedingungen“ verschiebt, d.h. der Teil der
rechts aus [a, b] herausrutscht kommt links wieder hinein; das ist allerdings etwas unhandlicher
aufzuschreiben.

d) Auf unendlich langen Intervallen gibt es kein translationsinvariantes W-MaB, d.h. keines,
das die in ¢) beschriebene Eigenschaft hat. Uberlegen Sie sich, warum das so ist.

(2.25) Beispiel: Das Bertrand’sche Nadelproblem
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Problemstellung: In einen Kreis vom Radius 1 sei ein gleich-
seitiges Dreieck einbeschrieben (das hat dann Seitenlinge v/3).
Nun werde eine Nadel zufillig auf das Papier geworfen, auf dem
sich die Zeichnung befindet. Unter der Bedingung, dass die Nadel
den Kreis trifft, berechne man die Wahrscheinlichkeit p, dass die
Kreissehne, die durch die Nadel entsteht, linger ist als eine Seite
des Dreiecks.

Losung 1: Jede Sehne schneidet genau eine der Radius-Strecken
vom Mittelpunkt zum Kreisrand senkrecht; nur wenn die Sehne
genau durch den Mittelpunkt geht, stimmt das nicht, dies hat aber
Wahrscheinlichkeit 0. Wegen der Symmetrie spielt der Winkel
dieser Radius-Linie keine Rolle, und der Abstand des Schnitt-
punktes z vom Mittelpunkt ist zufillig. Um mit der Linge der
Dreiecksseite zu vergleichen, dreht man nun das Dreieck auch so,
dass seine Seite parallel zur Sehne ist. Siehe Abbildung A, oben.
Aus geometrischen Griinden (ein gleichseitiges Dreieck hat einen
Inkreis mit halbem Radius des Umbkreises) ist daher p = 1/2.

Losung 2: Jede Sehne schneidet genau zwei Punkte auf der
Kreislinie. Der erste Punkt kann wegen der Symmetrie beliebig
und fest gewéhlt werden, der zweite ist dann zuféllig auf der
Kreislinie zu wiahlen. Wieder darf man das Dreieck so drehen, dass
man es leicht hat, diesmal mit der Spitze auf den ersten Punkt
(Abbildung A, unten). Die Sehne ist ldnger als die Dreiecksseite
genau dann, wenn sie die dem Punkt A gegeniiberliegende Seite
schneidet. Es ist sofort klar, dass daraus folgt: p = 1/3.

Abbildung A: Drei Mdoglichkeiten, ei-
ne Nadel ,,zufillig“ auf einen Kreis zu

werfen. 4

Losung 3: Jede Sehne hat genau einen Punkt x, der dem Mittelpunkt am néchsten ist. Da sie
zuféllig ist, ist es auch dieser Punkt. Die Wahrscheinlichkeit, dass er im Inkreis des gleichsei-
tigen Dreiecks liegt, ist also proportional zum Quotient aus der Flache des Inkreises und des
Umbkreises (Gleichverteilung!). Da der Inkreis den halben Radius, also ein Viertel der Fliche
des Umbkreises hat, bekommt man p = 1/4.

Diskussion: Dieses ,,Paradoxon“ wurde im Jahr 1889 von Joseph Bertrand veroffentlicht und
trug nicht zum Ansehen der Wahrscheinlichkeitstheorie als mathematische Wissenschaft bei.
Bertrand argumentierte sogar, dass es wegen der oben gezeigten ,, Widerspriiche“ sinnlos sei,
Wahrscheinlichkeiten fiir nicht-diskrete Probleme zu formulieren.

Aus heutiger Sicht ist die Wurzel des Problems aber klar; sie liegt in der ungenauen Modellie-
rung; zwar nimmt man in allen drei Losungsanséitzen die Gleichverteilung an, aber eben nicht
die Gleichverteilung auf der gleichen Menge!

In Losung 1 nimmt man die Gleichverteilung auf der Menge [0, 1] der moglichen Schnittpunkte
der Geraden mit der Radiuslinie des Kreises. Die relevante Zufallsvariable ist dann

X:0,1] = {0,1}, =~ L),

IDie Abbildungen stammen aus den Lecture notes von Ariel Yadin, die ich sehr empfehlen kann: https:
//www.math.bgu.ac.il/~yadina/teaching/probability/prob_notes.pdf
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d.h. X bildet den Punkt auf der Radiuslinie auf 1 ab, wenn die Sehne lénger ist als die Seite
des Dreiecks, sonst auf 0.
In Losung 2 nimmt man die Gleichverteilung auf [0, 27] auf der Kreislinie. Die Zufallsvariable

X :[0,27) — {0,1}, ¢ = Nior/3.47/3 (¢)

erfiillt den selben Zweck wie oben, hat aber natiirlich eine andere Verteilung.
In Losung 3 nimmt man die Gleichverteilung auf der Kreisscheibe B;(0) C R? (die wir erst im
Kapitel 3 rigoros einfithren werden). Die relevante Zufallsvariable ist dann

X : B1(0) — {0,1}, (z,y) = Np1/9 (Va2 + y?).

Mathematisch sind wir jetzt fertig - es stellt sich (wenig {iberraschend) heraus, dass das Er-
gebnis davon abhéngt, wie wir die warmen Worte ,,zuféllig geworfene Nadel“© mathematisch
modellieren.

Prinzipiell stellt sich aber natiirlich weiterhin die Frage, welche Modellierung nun die ange-
messene ist, wenn wir ein ,,ideales Experiment “ voraussetzen; d.h. beispielsweise: der Akt des
,» Werfens“ der Nadel sollte moglichst nicht von der Geschicklichkeit des Experimentators beein-
flusst werden! Hier gibt es verschiedene Meinungen (sieche Wikipedia-Artikel zu dem Themal),
meine eigene ist folgende: das Problem ist, dass wir (implizit) die bedingte Wahrscheinlichkeit
ausrechnen wollen, dass die Sehne ldnger als die Dreiecksseite ist, unter der Bedingung, dass
die Nadel den Kreis iiberhaupt trifft. Stellt man sich nun eine unendlich grofie (oder besser,
sehr grofile und im Grenzwert unendliche) Fliache vor, auf der man eine unendlich lange Nadel
(vulgo: eine Gerade) beispielsweise mit zufélligem Aufpunkt und Winkel plaziert, dann sieht
man leicht, dass die W’keit, den Kreis zu schneiden, gleich Null ist (bzw. besser: mit der Grofie
des Gebietes gegen Null geht). Man bedingt hier also auf ein Ereignis der Wkeit 0, was man
zwar tun kann (wir kénnen es noch nicht, werden es aber in den kiinftigen Semestern lernen),
was aber wie man sieht nicht immer einfach ist.

Ein (m.E. verniinftiger) Ausweg besteht darin, zuerst die zufillige Nadel und dann (ebenfalls
zufillig) einen Kreis auf eine grofie Flache zu werfen: aus Symmetriegriinden diirfen wir anneh-
men, dass die Nadel auf der z-Achse liegt. Der Vorteil ist nun, dass der spéter hingeworfene
Kreis durch eine einzige Grofie, nimlich seinen Mittelpunkt (z,y) € R?, vollstindig bestimmt
ist. Zwar wird man auch hier (bei immer groBeren Gebieten) die Linie immer ofter verfehlen,
aber hier ist klar, was man damit meint, wenn man darauf bedingt, dass der Kreis die Nadel
trifft: der Mittelpunkt muss sich im Abstand von 1 oder weniger von der x-Achse befinden. Da
es egal ist, welchen z-Wert der Mittelpunkt hat, kann man z = 0 setzen. Man es also mit einer
auf [—1, 1] gleichverteilten y-Koodinate des Mittelpunktes zu tun. Die Sehne ist linger als die
Dreiecksseite, wenn |y| > 1/2 ist, wie in Losung 1. Die Losung p = 1/2 ist also die richtige,
jedenfalls ist es die einzige, die das ,,Umkehren der Reihenfolge der Erzeugung von Kreis und
Linie “ iiberlebt.

(2.26) Die Exponentialverteilung
Sei a > (. Die Funktion

pa :R—=RE, 0 po(z) = ae * N (z)
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ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte. Das zugehorige W-Maf heiit Exponentialverteilung zum
Parameter a. Fiir eine entsprechend verteilte ZV X schreiben wir X ~ Exp,,.
Bemerkungen:

a) Partielle Integration zeigt, dass p, eine Dichte ist.

b) Die Verteilungsfunktion zur Exponentialverteilung ist identisch 0 fiir z < 0, und fir z > 0
ist
Fao(z) =/ paly)dy=1—e".
0
Wir beobachten, dass fiir X ~ Exp, gilt:
PX>t)=e ™ =PW =0) mit W ~ Poiy.

Dies ist kein Zufall, wie wir jetzt sehen werden.

c) Dazu zeigen wir zunichst, dass die Exponentialverteilung der Grenzwert der (diskreten)
Wartezeitverteilung Geo,, fiir kleine p und lange Wartezeiten ist, genauer: Sei Y ~ Geo,, mit
pn = «/n, und sei t,, = tn. Dann gilt

Ltn]
1—(1—p, [tn]+1
P(Y >t,)=1-PY <t,) =1-> p,(1—p)=1-p, (1= pn) =
k=0 L= (1 =pa)
[tn]+1 .
= (1 — g) X e =P(X > t) mit X ~ Exp,.
n

d) Nun sei (Zy)ren ~ (Ber, )®N mit p, = a/n (also: (Z;)ren unabhiingige Familie von ZVen
mit Zj ~ Ber,,, fiir alle k). Dann gilt:
(i): Die Wkeit, in den ersten |nt] Versuchen keinen Erfolg zu haben, ist

|t ]
P(> " Z; = 0) =3 Poig({0}),
j=1

Konvergenz wegen (2.10).
(ii): Die W'keit, linger als [nt| auf den ersten Erfolg zu warten, ist ebenfalls

Lnt)
IP’(Z Z; = 0) = Geo,, ({|nt], |nt] +1,...}) =3 Exp,([t,0))

wegen ¢). Also muss b) aus prinzipiellen Griinden richtig sein und ist kein algebraischer Zufall.

e) Die Exponentialverteilung ist geddchtnislos in folgendem Sinn: Ist X ~ Exp,, s,t > 0, dann
gilt
e—a(t+s)
P(X>t+S|X>t):W: e :]P)(X>S)

Interpretation: Wenn wir bis zur Zeit ¢ auf das Ereignis gewartet haben, dessen Wartezeit
X modelliert, und es ist nicht eingetreten, dann bekommen wir fiir die bereits gewartete Zeit
keinerlei ,,Bonus“: die W’keit, dass es noch weitere s Zeiteinheiten dauert, bis das Ereignis
eintritt, ist genauso hoch, als hiatte man gerade erst angefangen zu warten.

Aufgabe: Definiere (Z;) wie in d) und zeige, dass S, = » 7, Z; eine Markovkette ist (was ist
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die Ubergangsmatrix?). SchlieBe dann die Gedichtnislosigeit aus der Markov-Eigenschaft und
einem Grenziibergang analog zu d).

(2.27) Die Gamma-Verteilung

Seien «, r > 0. Die Funktion
T

o
I'(r)
(mit D(r) = [;°y"'e ¥ dy, Gammafunktion) ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte. Das zu-
gehorige W-Mafl heift Gamma-Verteilung mit Parametern a und r. Fiir entsprechend ver-
teilte ZVen schreibt man X ~ T’y ;.

Bemerkungen:

a) Yo, ist eine W-Dichte, denn mit dem Koordinatenwechsel y = ax ist

o0 o0 r—1 d
/ e dr = / (%) e Y Ey =a "T(r),
0 0

also [%° var(z)dz = 1.
b) Fir X ~T'y,, r € Nist I'(r) = (r — 1)!, und
r t . > t k
P(X < t) - ﬁ/o ,I’T_l e—OéJ,‘ dl‘ (:) e_at Z % — Poiat({r7T + ]_, . })

k=r

fYa,r : R — R6r7 T = /704,7'<x> = ‘rril efax ]1[0,00) (I‘)

Zum Beweis von (x): den Fall » = 1 haben wir soeben in den Bemerkungen zu (2.26) behandelt,

und fiir » > 1 definiere
. . —as . (as)k
v(s) == e E T

k=r

dann ist v(0) = 0 und

r

_ —as S (O'/S)k —as G (O‘/S)kil _ —as (as)ril _ o r—1 —as
Osv(s) = —ae Z o +e az(k_l)!—ae (r—l)!_(r—l)!s e .
k=r k=r =u(s)

Da auch u(0) = 0 ist, liefert der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung die Gleichheit
(%), indem man beide Seiten oben von 0 bis ¢ integriert.

c¢) Punkt b) legt einen einfachen Zusammenhang zwischen Exp, und I',, nahe. Im néchsten
Kapitel werden wir mit Hilfe des Lebesgue-Integrals und der Faltungsformel fiir Verteilungen
mit Dichte beweisen kénnen, dass fiir unabhéngige (X,) mit X; ~ Exp,, fiir alle j gilt:

Y Xj~Tap VreN
j=1

Eine I', ,-verteilte ZV modelliert also die Wartezeit bis zum r-ten Ereignis bei einer Folge von
Ereignissen, so dass Wartezeiten zwischen je zwei Ereignissen exponentialverteilt mit Parameter
a sind.

Aufgabe: denken Sie dariiber nach, wie man die Gamma-Verteilung sowie ihre Beziehung zur
Exponentialverteilung und zur Poissonverteilung aus der nach (2.26) erwdhnten Markovkette
und einem Grenziibergang herleiten kénnte.
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(2.28) Die Normalverteilung
Sei m € R und v > 0. Die Abbildung

1 _ 2
g0m7U:R—>R+, T — exp(—u>

V21w 2v

ist eine W-Dichte. Das zugehorige W-MaB heift Normalverteilung (oder: Gau3verteilung)
mit Mittelwert m und Varianz v. ® Fiir eine entsprechend verteilte ZV X schreibt man
X ~ Ny Fiir m =0 und v = 1 spricht man von der Standard-Normalverteilung.
Bemerkungen:

a) ©m ist eine W-Dichte, denn

_(—m)® m) y=x—m y* z=y/\/v
de” = =

m m B E/_m ©7

o0 w2 y y
2mc? = / dre = / 2 / dz / dye "= = (Polarkoordinaten)
o T
:/ dﬁ/ " ordr = —27?[ _7} = 2.
0

Also folgt ¢ = 1, die Behauptung.

und

b) Die Normalverteilung ist die mit Abstand wichtigste Verteilung der Stochastik. Warum das
so ist erschlieit sich im Moment noch nicht - hierzu miissen wir zunéchst die Faltungsformel
und spéter den zentralen Grenzwertsatz kennenlernen.

3. Integration, Erwartungswert, Momente

Lebesgue-Integral, W-Mafle im R", Faltungsformel

(3.1) Rekapitulation: Dichten und Integrale
p sei die W-Dichte eines W-Mafles P auf B(R). Stimmt es eigentlich, dass

PA) = [ pla)doi= [~ pla)ate) ds

o0

gilt? Man mochte sofort und laut ,ja“ sagen, aber lassen Sie uns kurz iiberlegen, was unsere
Theorie bisher wirklich leistet. Wir hatten p als Riemann-integrierbar vorausgesetzt, und dann
mittels F(z) = [*_ p(y)dy eine Verteilungsfunktion konstruiert. Wegen (2.21) finden wir daher
(mit Hilfe des Lebesgue-MaBes auf B((0,1)), dessen Existenz wir nicht bewiesen haben, aber
immerhin) eine ZV X : (0,1) — R mit Px((—o0, z|) = F(z) fiir alle z € R. Da Py als Bildma$

5)Die Bedeutung der Begriffe Erwartungswert und Varianz wird im néichsten Kapitel klar werden.
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einer ZV natiirlich ein W-Ma8 ist, und da die halbunendlichen Intervalle jedes Mafl eindeutig
festlegen, wissen wir nun:

Py (A) existiert fiir alle A € B(R), und Px(A)= / p(x)dx fir A = (—o0, ],z € R.
A

Mit den iiblichen Methoden (Additivitét, Stetigkeit von oben und unten) kénnen wir die letzte
Gleichheit auf viele weitere A € B(R) (endliche Intervalle etc.) ausdehnen, aber leider gibt es in
B(R) noch viel mehr Mengen; und die Riemann-Integration ist nicht gerade fiir ihre Flexibilitét
bekannt. Beispielsweise ist Q € B(R) (warum?), und aus unserer bisher erarbeiteten Theorie
konnen wir schliefien dass Px(Q) = 0 (wieder: warum?) in obiger Situation. Aber die Funktion
p(x)lg(x) ist nicht Riemann-integrierbar, denn die Untersummen konvergieren nach 0 und
die Obersummen nach 1 (bei Integration tiber R). Das ist kein Zustand, den wir tolerieren
konnen (bzw. wollen), daher brauchen wir ein besseres Integral. Wir machen das zunéchst ganz
allgemein.

(3.2) Das Integral im Sinne von Lebesgue

(Q, F) sei ein messbarer Raum, p ein Mafl auf F (das Standardbeispiel ist 2 = R, F = B und
= A, das Lebesgue-Maf).

a) Zielsetzung;:

Unser Ziel ist es, ein ,Integral® [ f(z)u(dz) fiir moglichst viele Funktionen f zu definieren.
Zunichst sollten wir uns aber klarmachen, was wir von diesem Integral gerne hétten. Orientiert
am Riemann-Integral verlangen wir:

(i): das Integral hingt mit dem Maf} y {iber die Flacheninhaltsformel

/ Li(r)u(ds) = u(4)  VAeF

zusaminerl.

(ii): Das Integral ist eine lineare Abbildung, die reelle Funkionen auf Zahlen abbildet:

/Q (f(2) + g(a))pu(dz) = / F(@)u(da) + / g(@)u(d).

Die Linearitét ist notwendig fiir die Konsistenz von (i) falls f = 14 und g = 1 mit AN B = 0,
es ist aber natiirlich sinnvoll, sie allgemein zu fordern.

b) Erinnerung an das Riemann-Integral:
Eine Intervallpartition eines Intervalls [a, b) ist eine Menge

P:{[ai,bi):izl,...,N,alza,bi:ai_l V2<@<N,6N:b}

Die Ober- und Untersummen einer Funktion f : [a,b) — R zur Partition P sind



70 VOLKER BETZ

N
SE = Zsup{f(l‘) ra; < x < bitlb — ail,
i=1

N
S‘:Zinf{f(:ﬂ) ra; <o < bi}|b — ail, M

i=1
Das Riemann-integral existiert, falls fiir jede |

Folge (P,,)nen von Partitionen, deren Gitterwei- gl 1 >

te |Pn| : max‘{|c - d| : [C, d) € Pn} gegen Null Ober- und Untersummen beim Riemann-Integal: vertikale
konvergiert, die Ober- und Untersummen eben-  Zerlegung der Fliche

falls und gegen die gleiche Zahl konvergieren.

Eines der Probleme, die diese Definition hat, ist, dass sie nicht gut verallgemeinert, wenn der
Raum , auf dem f definiert ist, keine Ordnungsrelation hat. Fiir R? kann man das mit einiger
Miihe noch reparieren, aber was sollte beispielsweise im Raum Q = ZY, auf dem die einfache
Irrfahrt definiert ist, die Intervallpartition ersetzen? Die (a posteriori naheliegende) Idee ist,
die Ordnungsrelation des Zielraumes statt dessen zu verwenden. Das geht fiir alle reellwertigen
Funktionen, egal, wo sie definiert sind, und zwar wie folgt:

c) Grundidee des Integrals:

Da wir schon mit einem Mafiraum starten, bekommen wir Forderung (i) aus a) geschenkt: Fiir
messbare Teilmengen A ist die Funktion 14 messbar, und (i) gilt.

Die entscheidende Idee des allgemeinen Integrals ist es nun, die ,, Flache* unter einer Funktion
f nicht vertikal, sondern horizontal zu zerlegen. Sei f messbar und (im Moment) f(z) > 0 fiir
alle z € Q.

Fiir alle n, N € Ny definieren wir

Ay ={z€Q: flz)> 2%}.

Weil f messbar ist, sind es auch die Mengen A, n. Be- Z 1
trachte die Summe A= | 4
o0 00 4 1
1 | n % ]
In(f) = Z 2_NH(An,N) = Z Q_NM(AmN \ Anrin). ‘]
n=1 n=1 54—
Beide Ausdriicke veranschaulicht man sich, indem man a —>
sich vorstellt, dass €2 eine ,,Ebene mit ortsabhéngiger Gra- b

14

vitation (gegeben durch ,LL) ISt7 auf der man eine Stu- Horizontale Diskretisierung: Der unterste Balken
fenpyramide baut. Im mittleren Ausdruck ldsst man alle entspricht der zu A; 3 gehorigen ,Schicht“ der Py-
Stellen, an denen f nicht einmal den Wert 2=V erreicht, ramide: der nichste zu Az 5 und so weiter.

unbebaut - der O-te Term der Summe fehlt!
Dann baut man eine Schicht der Hohe 2=V auf die Fliche Ay N, wo f mindestens den Wert

27N erreicht. Das ,,Gewicht“ dieser Schicht ist u(A; x)27 (,, Volumen unter Beriicksichtigung
der Gravitation“). Auf diese Schicht baut man eine weitere oben drauf, und zwar auf die (klei-
nere) Fliche A, v, wo f mindestens die Hohe 2 - 27 erreicht. F&ihrt man auf diese Weise fort,
erhélt man eine Stufenpyramide, die unterhalb von f liegt. Der rechte Ausdruck oben baut
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diese Pyramide etwas anders auf - hier baut man zunéchst nur auf die Stellen von Ay, die in der
fertigen Pyramide von oben sichtbar sein (d.h. spater nicht mehr bebaut) werden, eine Schicht
der Hohe 27V, Dann baut man ein doppelte Schicht auf diejenigen Stellen von A, ,,, die spéter
nicht mehr bebaut werden, dann eine dreifache auf die entsprechenden Stellen von Az, und so
weiter.

Jn(f) beschreibt also die ,horizontal diskretisierte Fliche unter f“. Man kann sich auch leicht
iiberzeugen, das Jy41(f) = Jn(f) (man mach sich klar, welche Stellen man an der Stufenpy-
ramide dazubauen muss, um von Jy 1 ( f ) nach Jy(f) zu kommen).

Intuitiv ist klar, dass Jy( N_m — [ f(z)p(dzx) gelten sollte. Formal definiert man etwas allge-
meiner.

(3.3) Definition

(Q, F, p) sei ein Mafiraum.

a) g : 0 — R heifit elementar, falls es n € N, eine Partition Ay,..., A, von ) mit A; € F fiir
alle 7, und Zahlen aq,...«a, = 0 gibt mit

= ZaiﬂAi(x) Vo € Q.
b) g elementar habe die Darstellung wie oben. Die Abbildung

Ja:{g:Q— R:gelementar} — R, g Ja(g) = / g(x)p(de) = Z%’M(Ai)
Q 5

heiflit Integral von ¢ beziiglich p.
c¢) Die Abbildung

J: {f:Q—=R{: f messbar} — R,
f—=Jf) = /Qf(x) p(dz) = sup{Ju(g) : g elementar und g(z) < f(z) Vo € Q}

heifit Integral von f beziiglich p.
Bemerkungen:

a) Die Darstellung einer elementaren Funktion ist nicht eindeutig: wenn zwei oder mehr der «;
gleich grof} sind, dann kann man die zugehorigen Mengen auch zusammenfassen; ebenso kann
man vorhandene Mengen beliebig (messebar) zerteilen und gleiche «; zuordnen. Es ist eine
einfache Ubung, sich klarzumachen, dass dies nichts am Wert von J(g) éndert. Die Abbildung
J ist also wohldefiniert, da sie zwei gleichen (aber anders dargestellten) elementaren Funktionen
den gleichen Wert zuordnet.

b) Oft schreibt man auch [ fdp oder [ f(z)u(dx) statt [, f(x)u(dz).

c) Es gilt mit Jy aus (3.2): imy 0 JN(f) = J(F) Die Deﬁnltlon mit dem Supremum ist etwas
flexibler, aber weniger anschaulich.
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(3.4) Definition

(Q, F, ) sei ein Mafiraum.

a) Fiir f : Q — Rsetze f*(z) := max{f(z),0} (Positivteil von f)und f~(z) := — min{ f(x),0}
(Negativteil von f). Achtung: nach Konvention ist f~(z) > 0.

b) Fiir f messbar mit [ f*du < co oder [ f~du < oo definiere das Integral von f als

[ran=[ran- [ 5 duerU -0}

Wir sagen dann, dass ,,das Integral existiert“.

¢) Falls f messbar und sowohl [ fTdu < oo als auch [ f~dp < oo, dann schreiben wir f € £ (u)
und sagen ., f ist integrierbar“. In diesem Fall ist | [ fdu| < occ.

(3.5) Eigenschaften des Integrals

(Q, F, p) sei ein Mafiraum. Dann gilt

a) Linearitét: Fir f,g € £'(n), o € Rist auch f + ag € LY(u), und es gilt [(f + ag)du =
[ fdu+a[gdp.

b) Monotonie: Fiir f,g € £'(p) mit f < g ist auch [ fdp < [ gdp.

c) Ungleichung fiir Betrag und Integral: Fiir f € £ gilt | [ fdu| < [|f]dp.

d) Verschwinden auflerhalb einer Menge von Mafy Null: f sei messbar.

Falls pu(f #0) = 0, dann ist f integrierbar und [ fdu = 0.

Falls f > 0 und [ fdu =0, dann ist u(f > 0) = 0. (Eine , Ausnahmemenge® Qy mit f(z) > 0
fir z € € ist also erlaubt, solange 1(€2) = 0 gilt.)

e) Menge der Stellen wo f(z) = oo: Falls [ fdp < oo, dann ist u(f = co) = 0 (auch hier:
Ausnahmemenge erlaubt!).

f) Verhiltnis zum Riemann-Integral: Fiir (2, F, 1) = (R, B, \) und Riemann-integrierbares
[ gilt: Falls f > 0 oder f € £', dann ist | f(z)u(dz) gleich dem Wert des Riemann-Integrals.
Auf der Schnittmenge der jeweils erlaubten Funktionen stimmen Riemann- und Lebesgueinte-

gral also iiberein.
Beweis: Inhalt der Maftheorie.

(3.6) Konvergenzsitze
(Q, F, u) sei ein Mafiraum, (f,,) eine Folge messbarer reeller Funktionen.

a) Satz von der monotonen Konvergenz:

Es existiere ein Qy € F mit u(€) = 0, so dass fiir alle z € Qf gilt: f1(x) > fu.(x) fur alle
n (d.h. die Folge (f,) ist auf ©§ monoton wachsend). Auflerdem existiere das Integral von fi,
und es gelte [ fidu > —oco. Dann gilt

tin [ fulo) n(de) = [ timsup f(e)n(do) < oc

Auf der Menge €2 kann wegen der Monotonie der limsup durch einen lim ersetzt werden.

b) Satz von der dominierten Konvergenz:
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Es existiere ein €y € F mit p(y) = 0, so dass fir alle z € Qf der Grenzwert f(x) :=
lim,, ;00 fn(x) existiert. AuBlerdem gebe es ein g € £!(u), so dass fiir alle z € Qq gilt:

sup [ fn ()| < g(2).
neN

Dann ist f (beliebig (messbar) fortgesetzt auf Q) in £!, und es gilt

lim [ fu(z)u(dx) / f(z

n—oo

Beweis: Inhalt der Mafitheorie.

Bemerkung:

Beide Satze geben Bedingungen an, unter denen Integral und Grenzwert vertauscht werden
diirfen. Diese Bedingungen braucht man auch - es ist sehr niitzlich, sich zu iiberlegen, was
bei dieser Vertauschung eigentlich schief gehen kann. Hier gibt es zwei grundlegende Effekte:
»,Masse“ kann ,ins Unendliche“ entkommen, oder sie kann sich ,auf Mengen von Mafl 0 kon-
zentrieren“. Konkretere Beispiele machen wir in den Ubungen. Das Lemma von Fatou (unten)
ist die beste Aussage, die ohne weitere Voraussetzungen gilt.

Nomenklatur:

a) f sei eine messbare Funktion. Es existiere eine , Ausnahmemenge* Qo € F mit u(€) = 0,
so dass fiir alle alle ¢ Qg die Zahlen f(x) eine gewisse Eigenschaft haben (siehe oben!). Wir
sagen dann, f habe diese Eigenschaft u-fast iiberall.

b) X sei eine Zufallsvariable. Es existiere eine ,, Ausnahmemenge* Qy € F mit P(£2) = 0, so
dass fiir alle alle w ¢ y die Zahlen X (w) eine gewisse Eigenschaft haben. Wir sagen dann, X
habe diese Eigenschaft P-fast sicher.

(3.7) Lemma von Fatou

(fn) sei eine Folge messbarer Funktionen, und es gelte f,, > 0 p-fast tiberall fir alle n. Dann
gilt

/lim inf f,(x) p(dz hmlnf/fn

Beweis: Die Folge (gn)neny mit g,(z) := inf,, >, fin(x) ist monoton wachsend, und es gilt
gn(z) < fu(z) fiir alle n. Daher ist

/ liminf f,(z) p(dx) = / lim g,(x) p(dz) = (Monotone Konvergenz)

n—o0 n—o0

= lim [ g,(z)p(dzr) = lim inf/gn(x) p(dr) <

n—o0 n—oo

< liminf/fn(x) p(dx). O

n—oo
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(3.8) Satz von Fubini

(Q4, Fi, pi) seien Mafiraume fiir « = 1,2, und (Q, F,pu) = (21 X Qo, F1 @ Fa, 1 @ pg) der
Produktraum. f : 2 — R sei messbar, und es gelte

entweder f > 0 u-fast iiberall, oder f € L'(p).

Dann gilt:
a) Die Abbildungen J;f : Qs — RU {oco} und Jof : @ — RU {co} mit
[J1f)(x2) = A flar, z)p(dzr),  [afl(z1) = g far, z2)p(dzs)

sind messbar (beziiglich der jeweils relevanten o-Algebra).
b) Es gilt (mit z = (x1,22) € Q):

/f —/ Jlf($2),u2(d$2)5/92< o f($17932)#1(dfl)>ﬂ2(d$2)=
= [ netamn) = [ ([ ferwue)m ().

Beweis: Fiir das Lebesgue-Mafi macht man den Beweis in der Mafltheorie; wir machen hier
einen Beweis, der so glatt nur fiir W-MaBle (oder endliche Mafle) funktioniert, der aber eine
wichtige Grundtechnik (7-A-Theorem) wiederholt und eine andere (,,Leiter von elementaren
iiber nichtnegative zu integrierbaren Funktionen) einfiihrt.

Schritt 1: Zunéchst beweisen wir die Aussage fiir f(z) = I4(x) mit A = A; x Ay, und A4; € F;
(messbare Rechtecke). Hier gilt sie, denn 14, x4, (71, 22) = 14, (z1)14,(22), und daher

(D1a) () = / Ly, (1) Ly () pa(der) = Ly (a)p(Ay).

J11, ist also Fo-messbar. Weiter folgt (wegen des Produktmafles)

/Q La () der) = o (Ar)pia(As) = p(Ay) / Lay () pa(dra) = / (J114) (z2) pu( ).

Mit Vertauschung der Indizes 1 und 2 folgt die andere Aussage.

Schritt 2: Wir zeigen nun die Aussage fiir alle Indikatorfunktionen. Wir erinnern uns zunéchst,
dass die Menge R := {A; X Ay : A € F1, Ay € Fo} C F der messbaren Rechtecke ein 7w-System
ist. Wie schon frither definieren wir

G :={B € F: die Aussagen des Satzes gelten fir 1z}.
Nach Schritt 1 ist R C G. Wir wollen zeigen, dass G ein A-System ist, das bedeutet fiir A € G
ist A° € G, und disjunkte Vereinigungen von Mengen aus G sind in G. Sei also A € G, dann ist

(J1llae)(2) = /(1 = La(@1, 22))pa(dwr) = pa () — (Nlla)(z2) = 1 = (J1la)(22).

An dieser Stelle kdmen wir direkt nicht weiter, wenn 1 (£2;) = oo wiére, da wir nicht ausschlieBen
konnten, dass rechts oo — oo steht. So aber sehen wir dass J;14c messbar ist, denn Jil4 € G
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war ja vorausgesetzt. Ebenso sehen wir

/Q Lo (2)p(dr) = / (1 - La())pu(da) =1 - / (Ji1La) ()l dy) = / (D ae) (w2)a(drs).

Die letzte Gleichheit folgt aus der vorigen Rechnung.

Nun sei (A;) eine disjunkte Folge von Mengen aus G. Dann ist mit A = U] N

<J11[A> (:E ) dIJunkt <J1 Z ]lA > 5172 p1 ist aaddmv Z JlﬂA ZEQ)

jEN

Daher ist Ji14 messbar als monotoner Grenzwert der messbaren Abbildungen Z?f:l Jilly,.
Auflerdem gilt:

/ (dz) / Z]lA ) Mon: Konv. Z / e

JEN JEN

= 2/92 Tl (22) g (dag) MMM /Q2 D il (w2)pa(dy) = /92 Jillg(2)p(daz).

jEN jEN
Damit ist gezeigt, dass G ein A-System ist, und Satz (1.51) beendet Schritt 2.

Schritt 3: Wegen der Additivitéit der Integrale in allen Behauptungen gelten diese somit fiir
alle elementaren Funktionen im Sinne von Definition (3.3 a).

Schritt 4: Sei nun f(z) > 0 fiir alle z € Q. Es existiert eine monoton wachsende Folge (f,)von
elementaren Funktionen mit lim,, ., f,(z) = f(x) fiir alle z; in den Ubungen konstruieren wir
eine, in (3.2 ¢) ist ebenfalls eine angedeutet. Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt
dann

J1f(z2) = lim fulzy, 2)py (day) = hm J1 fn(z2),

n—oo Ql

J1 f ist also messbar als Grenzwert der monoton wachsenden Folge (.J; f,,) messbarer Funktionen.
Ebenfalls mit monotoner Konvergenz folgt dann

[ s@utan) = tim [ g@utae) = b [ g eoue) = [ B ()
n—oo Jq n—o00 Qs Qs

Schritt 4: Fiir f € £! zerlegt man f = fT — f~ und benutzt die Linearitit der behaupteten

Aussagen. O

Bemerkung: Die Methode des obigen Beweises ist wichtig und wird an vielen Stellen in der
Theorie benutzt: will man eine Aussage iiber ZVen zeigen, die ,linear” und , monoton“ ist,
d.h. die fiir die Summe und den monotonen Grenzwert von ZVen wahr bleibt, wenn sie fiir die
einzelnen ZVen wahr ist, so reicht es, diese Aussage fiir Indikatorfunktionen zu zeigen. In vielen
Féllen erlaubt einem das m-A-Theorem sogar, die Aussage auf einer noch kleineren Menge (etwa
Indikatoren von Zylindermengen oder messbaren Rechtecken) zu zeigen.
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(3.9) Definition

a) Das d-dimensionale Lebesgue-Maf3 \? ist das eindeutige Produktmafl von d eindimen-
sionalen Lebesgue-Mafien, also das eindeutig bestimmte Maf auf auf (R?, B%¢) mit

M(Apxx Ag) = [ M4) VAL A €B.

Statt [ f(x)A%(dx) schreibt man auch [ f(x
b) Sei p € ﬁl()\d) > 0 und [ p(z)\4(dz) = 1 Man sagt dann, das (eindeutige) W-Maf} p auf
(R4, B24) mit u(A pr )dz habe die Dichte p.

c¢) Fiir eine Rd—wertlge X habe Px die Dichte p. Dann heifit p Verteilungsdichte von X.
Bemerkungen:

a) wie auch bei W-Maflen zeigen wie die Existenz des d-dimensionalen Lebesgue-Mafles in dieser
Vorlesung nicht. Der Beweis findet sich in Biichern der Mafitheorie.

b) Wir haben nun (etwas mehr als) das in (3.1) formulierte Ziel erreicht, und insbesondere
W-Mafle mit Dichten auf R? definiert. Diese W-Mafle sind mit Abstand der wichtigste Typ von
W-MaBen auf R, und alle Beispiele aus Kapitel 2 waren von diesem Typ. Die Dichte verhilt
sich in vielen Aspekten genau wie die Zahldichte fir diskrete W-Mafle (daher der Name von
letzterer). Das wollen wie als néchstes thematisieren.

(3.10) Definition

Xi,..., X, seien reelle ZVen auf (2, F,P). Das BildmaB von P unter der R"-wertigen ZV
w i (Xi(w),..., X, (w)) heifit gemeinsame Verteilung der ZVen X, ..., X,,.

(3.11) Produktdichte und Faltungsformel

Die reellen ZVen Xj,..., X, seien unabhéngig, und p; sei die Verteilungsdichte von Xj.
a) Die gemeinsame Verteilung von X7, ..., X, hat auf R" die Produktdichte

p:Rn%Rga ($1,...,$n> le(xl)p2<x2)pn(xn>

b) Die Verteilungsdichte von X; + X, ist gegeben durch das Faltungsprodukt von p; und ps,
d.h. durch p: R — R mit

p(z) = p1* pa(x) := /Rm(y)pa(x —y)dy = /sz(y)pl(:v —y)dy = p2 * p1(z).

Beweis:
a) Wir fithren den Beweis nur fiir d = 2. Fiir grofiere d muss man den Satz von Fubini mehrmals
anwenden, es erhoht sich vor allem der Notationsaufwand sehr stark. Seien c¢q,cy € R. Dann
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gilt

Cc1 Cc2
]P(Xl < Cl,Xg < CQ) ungbh. ]P)(Xl < Cl)P(XQ < CQ) = / pl({L‘) dZE/ p2<y) dy =

— 00 —00

:/61 /)1(‘7€)</c2 p2(y) dy) dz = /R]l(chl](x)pl(x)</R]l(oo,cz](y)pg(y) dy>dx:

Fubini
= [ ([ 1@ nm@om)ay) de ™ [ U@ ppapal) dedy,

Da B®? von den Mengen (—o00, ¢;] X (—00, ¢y] erzeugt wird, zeigt dies
P00 € 4) = [ panma) - ¥a e B
A

b) Wir rechnen

P(X: + Xy <¢) 2 p1(z)p2(y) dedy = / Lo (x4 y)p1(2)p2(y) dv dy =

RQ

[ @) ([ Vet + o)) e T [ @) ([ AemnGlontz = yds) @z -

C

Fubin / 1ot (2) (pr(@)pa(z — ) dz) dz = / pr % pa(2) dz.

—00

/{(x,y>eR2:x+y <e}

Wie oben folgt die Behauptung dann fiir allgemeine Mengen. Die Symmetrie sieht man durch
Vertauschen der Rollen von p; und py in ab dem dritten =. ([l
(3.12) Beispiele
a) X und Y seien normalverteilt und unabhéngig, genauer:
X ~ N(my,v), Y ~ N(mg,vs), X 1Y.
Dann ist auch X + Y normalverteilt, genauer:
X +Y ~ N(my + my, v + v).

Diese sehr starke algebraische Eigenschaft ist ein erster Hinweis darauf, dass die Normalvertei-
lung etwas ganz besonderes ist.

b) (Xi,...,X,) seien Exp,-verteilt und unabhéngig. Dann ist > | X; ~ Ty ,.

Beweise: Ubung mit Hilfe der Faltungsformel.

(3.13) Integration beziiglich des Bildmafles

(Q, F, p) sei ein MaBraum, (', F) ein messbarer Raum, X : Q — Q' sowie f : Q' — R seien
messbar. px bezeichne das Bildmafl von p unter X. Falls f nichtnegativ oder f o X € L(p)
ist, dann gilt

| 1@y = |t

Beweis:
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Fiir Indikatorfunktionen f stimmt die Aussage nach Definition des Bildmafles:

P et =] [ 100D ) = ux(4) = [ Lawix(y) [ =Px(a)]

(Die Ausdriicke in Klammern nur, wenn p ein W-Ma$8 ist.) Da die behauptete Gleichung fiir
f+ag, a € R, wahr ist, wenn sie fiir (integrierbare oder positive) f, g wahr ist und o € R, und
weil sie unter monotonen Limiten von (f,,) wahr ist, wenn sie fiir die einzelnen f, gilt, greift
die Methode aus dem Beweis von (3.8). O

Beispiel: Der Transformationssatz fiir Integrale in einer Dimension:

Sei [a,b] C R und h : [a,b] — R stetig differenzierbar und streng monoton wachsend (also
invertierbar). Betrachte das Maf p auf [a,b] mit Lebsgue-Dichte z +— h'(z) = 0,.h(z). Nach
(3.13) ist fiir integrierbare f

/ Fh(@)H (2) da = / Uy (1 (h(2))) £ ((z)) () / £ ) Doy (™ ()1 0 h) ().

Was ist g o h™1? Zunichst ist fiir Intervalle (¢, d) mit (¢, d) N [h(a), h(b)] =
ht((c,d)) = {z € R: h(x) € (c,d)} = 0), daher pro h™!((c,d)) = 0.

Also lebt p o h=! auf [h(a), h(b)]. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
ist fiir z < h(b)

poh=([h(a),2]) = u({y € [a,0] - h(a) < h(y) < a}) = p({y € [a,0] ra <y <h7H(2)}) =
1(z
= (o) = [ = () ~ ha) = & = hla).
poh~!ist also das Lebesgue-MaB auf [h(a), h(b)], und wegen i, (A~ (y)) = Lipga),nm) (v) folgt

der Transformationssatz
h(b)
/ FhEH @) de= [ f(y)dy

h(a)

(3.14) Der Poisson-Prozess

a) Voriiberlegungen und Wiederholung

(i): In (2.26) haben wir gesehen, dass fiir L ~ Exp, und X ~ Poi,, gilt: P(L > t) = P(X = 0).
(ii): In (2.27) haben wir gesehen, dass fiir S ~ ', , und X ~ Poi,, gilt: P(S > t) = P(X <r—1).
(iii): Mit Beispiel (3.12 b) gilt also fiir unabhéngige (L,) mit L, ~ Exp, und X ~ Poi,,:

PO Lyzt)=P(X<r-1) VreN

(iv): Die obige Aussage zeigt die zwei Aspekte des gleichen zufilligen Geschehens: S ~ >, L
beschreibt die zufillige Wartezeit bis zum r-ten Erfolg bei festem r, wihrend X die zufillige
Anzahl der Erfolge bis zu einer festen Zeit beschreibt. Der Poisson-Prozess vereinigt diese beiden
Aspekte in ein Objekt.
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b) Die Definition: (2, F,P) sei ein W-Raum, auf dem

eine unabhéngige Familie (L,) von Exp,-verteilten Zu-

fallsvariablen definiert ist. Fiir ¢ € R definiere N\ W)

N(w) =) Tog(Tr(w)), mit To(w):=» Lyw). ¢l -
r=1 k=1 < 1 e

Der Ausdruck Ni(w) zéhlt also, wie viele Glieder der .

monoton wachsenden Folge (7} (w))yen einen Wert von

hochstens ¢ haben. Die Funktion ¢ — N;(w) beschreibt T §

fiir gegebenes w den zu diesem w gehorigen Ablauf z.B.
der Zahlung der Klicks eines Geigerzihlers. Die Familie
von ZVen (N;)icr+ heifit Poisson-Prozess mit Inten-
sitat o.

c) Unabhéngige und Poisson-verteilte Zuwichse: Wegen (2.27) und (3.12 b) gilt P(V; =
k) = Poi (k). Es gilt sogar viel mehr: fir 0 =t, < t; < ... < t, bilden die Zuwéchse (oder In-
kremente) (N, , —N;,); <, eine unabhéngige Familie von ZVen, und N, , — Ny, ~ Poig,,,—t,)-
Die Interpretation dieser Tatsache ist, dass die im Zeitintervall [t;, ;1] beobachtete Anzahl
von ,, Ereignissen“ (z.B. Geigerzéhler-Klicks) von den Anzahlen in allen anderen Zeitintervallen
nicht beeinflusst wird. Plausibel wird dies, indem man auf der Zeitachse diskrete Zeitpunkte
(Sk)ken mit Abstand sgyq — s = N einfiihrt, und zu diesen Zeitpunkten jeweils unabhéngig
eine Ber, /y-verteilte Miinze wirft, die dann mit Wahrscheinlichkeit o/ N zu einem , Ereignis*
bei diesem Zeitpunkt fithrt. Lasst man nun N — oo, so ist aus der Poisson-Konvergenz die
Verteilung von Ny, , — N;, plausibel, und die Unabhéngigkeit der Inkremente gilt wegen der
Eigenschaft (1.58 b) (Zusammenfassung in Blécke) zumindest fiir endliche N. Da die rigorosen
Grenzwertbetrachtungen aber lastig sind, geht man zum Beweis der Aussagen einen direkteren
Weg.

Beweis der Aussage iiber die Zuwéchse:

Wir zeigen nur den Fall von zwei Zeitpunkten, der allgemeine Fall ist &hnlich aber mit (noch)
mehr Notationsaufwand verbunden. Seien 0 < s < t und k,[ € Z. Wir werden zeigen, dass

0 I 1
TH T Tl L

()  PWN,=k N, —N,=1)= e % e—alt=s) (O‘“l—TS» = Poigs ({k})Poia—s)({1})-

Mit (x) folgt dann die Behauptung aus der Tatsache, dass die rechte Seite die korrekte Produkt-
Zahldichte ist. (*) selbst zeigt man mit expliziter Rechnung: Die Verteilung der (L;)1 < < k+i+1
hat die Produkt-Zéahldichte

k+14+1

p(xla,xk+l+1): H (ae*a:(:j)’

Jj=1
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und somit ist
k+1 k+1 k+1+1

P(N, =k, N; — (i S<ZLJ,ZL t< ) 1;) =

kil k k+1 k4141

kE+1+1 —Qx; kil
= dIl dxk—i—l—l—l 8} H (§] J ]1(08 sz) soo)( Z:@v)]l(oﬂ( Ij):[l(t,oo)( Z xj) =
‘ =

=1 j=1 j=1

<

k k+1
ot / day -+ - day, Lo (S «)) / Azgyr - dzp Lo (3o a;) ¥
[0,00)% j=1 [0,00)! j=1

k+1 k+1+1

o0 _a SR
X ]l(O,t}( Zx])/ dx;H_l_Hoze ZJ* 7 ]l ( Z mj)‘

J=1 0 j=1
Im Integral der der letzten Zeile macht man die Substitution y = xpi ;1 + Zfii xj, wobei die
(%) < k1 als Konstanten behandelt werden. Dann ist dy = day1s41, und aus der Integralgrenze

ZTryi+1 = 0 wird die Integralgrenze y = Zk+11 xj. Die letzte Zeile ist dann gleich

k+1
Liogy( 3" 25) /
Jj=1

k+1
2T

o0

k4l & k1
ae_ay]l(too( )dy_]lOt](Z )/ ae aydy—]lOt](Z ) —Oét

k
Die untere Integralgrenze durfte durch ¢ ersetzt werden, da der Faktor 1, t]( ) dafiir sorgt,
1

+

<.
Il

dass fiir Zkﬂ x; >t beide Seiten gleich Null sind. Es bleibt das Integral

k41

k k+1
/ Qo1 dzrs Tog( 3 o) Do ( S e) Toa( Say)
[0,00)k+t j=1 =1

+

=1

<
Il

zu berechnen. Man rechnet (ebenfalls mit Substitution etc.) nach, dass der Wert dieses Integrals

genau sk—]?(t_“s)l ist. Wegen oftte = aFf e~ ol e (=) getzen sich die einzelnen Teile dann
genau zur rechten Seite von () zusammen.

d) Das Pfadmaf3 des Poisson-Prozesses: Wir haben den Poisson-Prozess oben einfach als
Sammlung von (iiberabzahlbar vielen) ZVen (N;); > o definiert. Die Abbildung suggeriert aber
eine viel natiirlichere Beschreibung: fiir festes w € Q ist ja ¢ — Ny(w) eine (stiickweise kon-
stante) reelle Funktion. Sie heifit der zu w € Q gehorige Pfad des Poisson-Prozeses. (vergleiche
dies mit der Situation bei den Markovketten!). Das Bildma8 von P = Exp®" unter der Abbil-
dung w — (Ny(w)); > o sollte also ein W-Maf} auf einem Wahrscheinlichkeitsraum sein, dessen
Elemente Funktionen sind. Hier tauchen jedoch technische Schwierigkeiten auf: welchen Raum
von Funktionen sollte man nehmen (der Raum aller reellen Funktionen scheint viel zu grof})?
Welche o-Algebra ist angemessen, damit die Abbildung von w auf den dazugehorigen Pfad
iiberhaupt messbar ist? Diese Probleme kann man losen, und das resultierende W-Maf ist das
Pfadma$f eines sogenannten stochastischen Prozesses (in stetiger Zeit). Die Theorie solcher
Prozesse wird in der gleichnamigen Vertiefungsveranstaltung behandelt.

e) Der Poisson-Punktprozess: Eine weitere Sichtweise auf die in b) beschriebene Situation
ist diejenige, dass man in der Abbildung die senkrechte Achse ignoriert und sich nur auf die
Position der Punkte (T}) konzentriert. Da man hieraus N, rekonstruieren kann, ist das eine
dquivalente Sichtweise. Man betrachtet also eine zuféllige Sammlung von Punkten (T} )reny mit
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den Eigenschaten:

(i): Die Anzahl der Punkte in einem Intervall [a,b] ist Poiqs_q)-verteilt.

(ii): Die Anzahlen der Punkte in disjunkten Intervallen sind unabhéngige ZVen.

Die eleganteste mathematische Formulierung dieser Ansammlung von Punkten ist als zufélliges
(diskretes) MaB; man betrachtet also das BildmaB von P = Exp®" unter der Abbildung
W Zj; 01,(w), wobei 0,(A) = Na(z) fiir A € B, also ¢, das Dirac-MaB bei z ist. Ahnliche
technische Probleme wie oben treten auf und kénnen gelost werden. Das enstehende W-Maf3
heifit Possion’scher Punktprozess und ist der wichtigste (und einfachste) Vertreter der Klas-
se der Punktprozesse.

Erwartungswert, Varianz, Momente

(3.15) Definition
(2, F,P) sei ein W-Raum und X eine reelle ZV. Es gelte X > 0 oder X € £}(P). Die Grofie

E(X) = /Q X (w)P(dw)

heifit Erwartungswert von X.

(3.16) Bemerkungen zu Notation und Nomenklatur

Der Erwartungswert ist offenbar mathematisch nichts anderes als das Integral der Funktion
X : © — R beziiglich des Mafles P. Warum (abgesehen von historischen Griinden) benutzen
wir dann eine andere Bezeichnung und eine andere Notation?

a) Motivation der Nomenklatur: Wie schon beim Begriff der ZV, die ja auch einfach eine
messbare Funktion ist, liegt der Unterschied bei der Interpretation der Objekte. Klassischerwei-
se wird das Integral mit der Fliache unter einer Kurve assoziiert, oder mit dem Rauminhalt eines
Korpers. Diese Interpretation bleibt zwar in der W-Theorie manchmal niitzlich, aber wichtiger
ist eine andere: der Erwartungswert beschreibt den Wert, den eine reelle ZV ,;im Durchschnitt “
annehmen sollte, also den Wert, den man von ihr ,erwarten* kann. Hierzu ein

Beispiel: ein unfairer Wiirfel mit den Zahlen 1 bis 6 wird durch Q = {1,...,6} und die
Zéhldichte (p;)i=1,..¢ mit >, p; = 1 modelliert. Bei einem Spiel bekommt man das Quadrat der
gewiirfelten Zahl in Goldstiicken ausbezahlt. Mit welchem Gewinn sollte man rechnen, d.h. wie
viel sollte man hochstens bezahlen, um an dem Spiel teilnehmen zu diirfen?

Bei einmaligem Wiirfeln ist man natiirlich auf das Gliick angewiesen, aber wenn man das
Spiel sehr oft spielen darf, sollte sich doch ausrechnen lassen, wie viel man ,,im Durchschnitt“
bekommt. Eine erste Idee: fiir n unabhéngig ZVen (X;); <, (die nun natiirlich auf dem Produk-
traum Q" mit Produktmaf definiert sein sollten!) setzt man schlicht

Su(w) = = Y (Xi(w))*, (*)

i=1
Fiir ,,die meisten“ Spielverlaufe (d.h. ,,die meisten“ w € Q") sollte man hieraus eine Zahl be-
kommen, die den durchschnittlichen Gewinn beschreibt. Natiirlich sind auch ,,Gliicksstrahnen “
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mit X;(w) = 6 fiir alle w moglich, aber meist eben nicht sehr wahrscheinlich. In der Praxis
wiirde man natiirlich genau so vorgehen, und n ,,Probespiele” machen, die man dann auswer-
tet.

Da wir aber mit den (p;); < ein Modell fiir unser Spiel gemacht haben, kénnen wir eventu-
ell weniger aufwiandig und exakter vorgehen: wenn wir daran glauben, dass p; die W-keit ist,
mit der man ¢ erhélt, dann solle man in obiger Situation (bei groflem n) in ziemlich genau
100 - p; Prozent aller Wiirfe die Zahl i bekommen haben. Analog zur Situation mit Riemann-
und Lebesgue-Integral konnen wir daher versuchen, die Summe (x) statt , vertikal“ lieber | ho-
rizontal “ zu betrachten:

k=1

wobei die ZV X die Verteilungs—Zéihldichte (pz) hat. Fir die letzte Gleichheit siehe nochmal
konkret (3.17) unten, sie folgt aber direkt aus (3.13). Das & ersetzt die relative Héufigkeit des
Auftretens von k durch ihren theoretischen Wert“ p;. Dies stimmt wie gesagt nicht immer
(Gliicksstrahne!). Ein zentraler Satz der Theorie (das Gesetz der grofien Zahl), den wir (in
abgeschwichter Form) noch kennenlernen werden, sagt jedoch, dass es im Grenzwert n — oo
in allen Féllen stimmt, wo E(X) existiert.

Die Interpretation des Erwartungswertes ist also als gewichtete Summe (oder im Kontinuums-
limes: Integral) der moglichen Ergebnisse eines zufilligen Geschehens, und zwar gewichtet mit
der Wahrscheinlichteit ihres Auftretens.

b) Zur Notation: Die Notation E(X) (mit E fiir ,,erwarteter Wert“) soll einerseits die obige
Interpretation unterstreichen, andererseits ist sie von der Préamisse geleitet, dass es nicht notig
sein sollte, die genaue Form des W-Raums zu kennen, um Aussagen iiber die ZV X machen
zu konnen - in der Integraldarstellung [, X (w)P(dw) kommt er ja explizit vor. Dies hat jedoch
auch einige Nachteile:

(1): zunéchst ist die Verteilung von X entscheidend, aber in der Notation selbst nicht vorhanden:
beispielsweise ist fiir X : R — R, z — 22 die Zahl E(X) davon abhiingig, ob man auf (R, B) etwa
die Normalverteilung A (0, 1) oder die Exponentialverteilung Exp,, hat. Das ist natiirlich beim
Integral genauso, aber dort steht es in der Formel: [ z?Exp,(dz) # [ 2®Ny1(dz) ist direkt aus
dem Kalkiil augenfillig. Dagegen muss man bei der [E-Notation immer vorher sagen , sei X eine
N 1-verteilte ZV ¢ etc. und sich spéter daran erinnern. Besonders schwierig wird es, wenn man
auf dem selben Mafiraum (2, ) mehrere W-Mafle hat - wir haben diese Problematik bereits in
(1.37) im Kontext der Markovketten angesprochen Man behilft sich dann damit, Indizes an den
Erwartungswert zu schreiben, etwas E,(X) = [ X (w ), oder E*(X,,) = [ X w)P*(dw) im
Falle der Markovketten.

(ii): die E-Notation erlaubt es nicht, die (stumme) Integrationsvariable aufzuschreiben. Wéhrend
man bei [, f(w)pu(dw) = [ fdp die Wahl zwischen der Kurz- und Langform hat, gibt es bei
der E-Notation nur die Kurzform. In fast allen Féllen kann man durch sorgfaltiges Nachdenken
trotzdem einen formal korrekten Ausdruck aufschreiben, aber es ist oft sehr einfach, sich mit
der Notation aufs Glatteis zu begeben. Hat man beispielsweise eine Familie X, : R x 2 — R
von ZVen, die noch von einem Parameter abhéngen (wie etwa der Poisson-Prozess), dann ist
es manchmal interessant, den Wert des Parameters selbst zufillig zu wéahlen, wéhrend er viel-
leicht kurz davor noch als fest angenommen war. Man hétte also im einem Fall die Abbildung
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w — X (w), und im anderen Fall die Abbildung w — X,)(w). In der Integralnotation sicht
man direkt an der Formel, mit welcher Situation man es zu tun hat:

[ Xomtan) 2 [ Xoon

In der E-Notation steht beide Male einfach E(X;) da, weil man die Integrationsvariable ja
nicht aufschreibt. Man kann sich hier behelfen, mdem man s anders benennt, wenn es fest ist
(vielleicht ist das ingesamt ohnehin die sauberere Losung), aber das Hauptproblem ist, dass die
Gelegenheiten fiir Missverstéindnisse und Verwirrung wesentlich groier sind.

Trotz dieser Probleme hat sich die E-Notation so fest etabliert, dass wir nicht darauf warten
konnen, bis sie abgeschafft wird, und sie daher erlernen miissen. Tatséchlich hilft sie (insbeson-
dere der Aspekt a) bei der Entwicklung einer , probabilistischen Intuition “.

(3.17) Berechnung von Erwartungswerten

a) Integration beziiglich des Bildmafles: Sei X eine reelle ZV, Py ihr Bildma8, und f :
R — R eine messbare Funktion so, dass w +— f(X(w)) nichtnegativ oder integrierbar ist. Dann
gilt:

= /f(a:)IP’X(dx), insbesondere E(X) = /ﬂP’X (dz).
Hier benutzen wir die Notation f(X) = fo X, also [f(X)](w) := f(X(w)).
b) Wichtige Spezialfille:
(i) Es gebe eine abzdhlbare Menge M C R mit P(X € M) = 1. Dann ist

= Z f()P(X = z2), insbesondere E(X) = Z P(X =

zeM zeM
(ii) Fiir M = Z und Zéhldichte p, = P(X = z) fiir alle z € Z wird das zu

= Z f(2)p2s insbesondere E(X)

Z=—00 Z=—00

I
(]

(iii): Hat die Verteilung von X eine Lebesgue-Dichte p, dann gilt
= /f(x)p(x) dz, insbesondere E(X) = /xp(x) dz.

c) Alternative Formeln fiir den Erwartungswert:
(i): Sei X eine integrierbare, nichtnegative reelle ZV. Dann ist

E(X) = /Ooo P(X > t)dt

(ii): Insbesondere ist, falls X eine ZV mit Werten in Ny ist,
=> P(X>k
k=1

Beweis: a) Dies ist (3.13) in anderer Notation. Die zweite Gleichung gilt jeweils mit der Wahl
fw) =,
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b) Folgt direkt aus a) durch konkretes Einsetzen des jeweiligen BildmafSes.
c), (i): Es gilt mit dem Satz von Fubini fir nichtnegative Funktionen:

/OOOIP’X>t )yt = / dt/ (dw) gy (X () = /P(dw) /Ooodtn(tm)(x(@):

_ /Q P(dw) /0 0t 1o (o) (1) = /Q P(dw) /O M= /Q P(dw) X (@) = E(X).

c), (ii): Folgt aus (i), da in diesem Fall P(X > t) = P(X > k) fiir £ — 1 < t < k; das Integral
JP(X > t)dt geht dann also iiber eine Stufenfunktion mit Stufen der Breite 1 und der Hohe
P(X > k)gen. O

(3.18) Momente und Varianz

X sei eine reelle ZV.

a) Falls | X|P € £ fiir ein p > 0, so schreibt man X € £LP. Fiir m € Nund X € £™ heifit E(X™)
das m-te Moment von X.

b) Sei X € L2 Die Zahl

V(X) = ]E((X . ]E(X))2> = E(X?) - E(X)?

heift Varianz von X. Die GroBe \/V(X) heiit Standardabweichung von X.
c¢) Fiir alle ¢ € R gilt

V(X +¢)=V(X), und V(cX)=cV(X).

Beweis: zu der b) behaupteten Gleichheit: da E(X) eine Zahl ist, darf man sie vor das Integral
(den Erwartungswert) ziehen, damit rechnet man

E((X ~E(X))?) = E(X?—2XE(X)+E(X)?) = E(X?)—2E(X)E(X)+E(X)? = E(X?)~E(X).

c) rechnet man einfach nach: (X+c)—E(X+c) = X —E(X) und (cX—E(cX))? = (X —E(X))2
Nun wende den Erwartungswert darauf an. 0

Bemerkungen:

(i): X € LP bedeutet, dass grofe Werte von X umso unwahrscheinlicher sein miissen, je grofier p
ist. Dies sieht man direkt, wenn X eine Verteilungsdichte p hat, denn dann muss ja die Funktion
[ p(y)|y|P dy noch mtegrlerbar sein, dafiir muss aber p fiir groBe y schnell genug klein werden.
Diese Intuition liegt der emfachen aber sehr niitzlichen Chebyshev-Markov-Ungleichung zu
Grunde, die wir gleich kennenlernen werden.

(ii): Wegen |z]P < 1+ |z]? fir p < ¢ gilt X € LP fiir alle X € £ Man schreibt dies kurz als
L7 C LP. Achtung: diese Beziehung gilt nicht, wenn man P durch ein Nicht-W-Maf} ;1 mit
1(Q2) = oo (z.B. das Lebesgue-Maf}) ersetzt (warum?).

(iii): Die Varianz misst, wie gut eine Verteilung um ihren Mittelwert konzentriert ist: dies wird
im Fall einer Vertellungsdlchte aus der Formel V(X) = [ p(z E(X))?dz sichtbar: Die
Funktion z — (z —E(X))? ist nahe bei E(X) klein; wenn p(z) smh stark in der Ndhe von E(X)
konzentriert, ist V(X) ebenfalls klein, falls p(z) allerdings fiir = weit weg von E(X) langsam
abféllt, dann kann V(X) auch sehr grofl werden.
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Beispiele:

a) Um eine Vorstellung davon zu bekommen, was Varianz intuitiv aussagt, stelle man sich
die folgenden beiden Spiele: Beim einen Spiel wirft man eine Miinze, und der Gewinner zahlt
dem Verlierer 1 Euro; also P(X = 1) = P(X = —1) = 1/2. Beim anderen wirft man die
gleiche Miinze noch mal, aber diesmal zahlt der Gewinner dem Verlierer 1.000.000 Euro; also
P(Y = 10%) = P(Y = 107%) = 1/2. Bei beiden Spielen ist der Erwartungswert des Gewinns
gleich Null, aber es fiihlt sich vermutlich ganz anders an, das zweite zu spielen als das erste.
Der ,,Grund “ ist, dass V(X) = $(1%) + 2(—1)? = 1, aber V(Y) = $(10°)? + £(—10°)? = 10"2.
b) Eine subtilere Variante des obigen Phénomens: Ein Spieler bietet Thnen folgendes Spiel an:
Sie zahlen 1 Euro, dann wird eine Zufallszahl zwischen 0 und 1 ermittelt. Ist diese Zahl kleiner
als ¢ > 0, dann bekommen Sie 100/e Euro ausbezahlt, andernfalls nichts. Also ist Thr Gewinn
durch X modelliert mit

100 100
PX=-1)=1-e, P(X=-")=¢  daherE(X)=(1=¢)-(~1)+e— =99+2>0
»Im Durchschnitt“ gewinnen Sie also mehr als 99 Euro pro Spiel. Bei e = 1/2 wiirden Sie sicher
mitspielen - aber wie sicht es mit ¢ = 555 aus? Und wie bei ¢ = 107'%7 Beachten Sie: der

mogliche Gewinn wird immer grofer, je kleiner ¢ ist!

c¢) Es geht noch extremer: Der Spieler bietet Thnen nun an, eine faire Miinze so lange zu werfen,
bis zum ersten mal , Kopf“ erscheint; dann endet das Spiel. Fiir jede Runde, die das Spiel
bis dahin gelaufen ist (also fiir jedes Auftreten von ,Zahl®), erhalten Sie Geld, und zwar fir
das erste Auftreten 1 Euro, fiir das zweite 2 Euro, dann 4, dann 8, allgemein 2¢~! Euro fiir
das k-te Mal ,,Zahl“. Wenn ,Kopf“ bei der n-ten Runde erstmals auftritt, bekommen Sie also
insgesamt » ;' _; 1ok=1 — 9n=1 _ 1 Buro. Die Verteilung der Lange des Spiels kennen wir, es ist
die Wartezeit auf das erste Mal ,,Kopf*“, also durch eine ZV Z mit Z ~ Geo;/, modelliert. Der

Gewinn des Spiels ist somit durch Y = 22-! — 1 modelliert, und der Erwartungswert unseres
Gewinns (,erwarteter Gewinn*“) ist
o o B 1
E(Y)=E(2%7! - kz “1Geoy o ({k}) — 1 = ;zk 1(§)k+l 1=

Wiren Sie daher bereit, einen unendlich hohen Betrag zu zahlen, um hier spielen zu diirfen?
Beachten Sie: die Wahrscheinlichkeit, dass Sie einen Einsatz von 2¥~! — 1 Euro zumindest
wieder herausbekommen, liegt bei P(Z > N) = 27", Wenn Sie aber einmal bis Runde N
gekommen sind, bringt Thnen schon der néchste gliickliche Miinzwurf die unfassbare Summe
von 2V an Reingewinn! Dieses Spiel ist schon 1738 von Daniel Bernoulli untersucht worden und
tragt den Namen Petersburg-Spiel, nach der Zeitschrift Commentarii Academiae Scientiarum
Imperialis Petropolitanae, in der der entsprechende Artikel veroffentlicht wurde.

Beispiele b) und c) zeigen, dass bei hoher Varianz (oder gar, wenn der Erwartungswert unendlich
ist), diese Groflen nicht sehr niitzlich sind, um Entscheidungen zu treffen. Probleme dieser Art
sind nicht rein akademisch, sondern treten beispielsweise beim Bau von Atomkraftwerken oder
bei der Gesetzgebung zum Brandschutz eines Gebédudes auf - hier hat man es mit sehr hohen
Schédden zu tun, die mit sehr geringer Wahrscheinlichkeit auftreten.

Dass wir hier mit dem Erwartungswert nicht wirklich weiter kommen, ist nicht schlimm, denn
wir haben ja das ganze W-Maf}, das wir analysieren konnen. Auch wenn wir unten sehen werden,
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welche iiberraschenden Mengen and Information man allein mit Erwartungswert, Momenten
und dhnlichen Integralgréfien oft bekommt, so kénnen wir nicht erwarten, dass sie uns alles
iiber ein zufélliges Geschehen sagen.

(3.19) Rechenregeln fiir Erwartungswert und Varianz

(Q, F,P) sei ein W-Raum, X,Y seien reelle ZVen auf 2, ¢ € R.
a) Falls X|Y € L oder X,Y > 0, dann gilt
E(X+Y)=EX)+E(Y), E(cX) = cE(X) (Linearitét).
und
E(X) > E(Y) falls X > Y P-fast sicher. (Monotonie).
b) Falls X € £2 und ¢ € R, dann gilt

V(X +¢) =V(X), V(eX) = AV(X) (Varianz ist zentriert und quadratisch).
c) Falls X,Y € £! und X,Y unabhingig sind, dann ist auch XY € £! und es gilt
E(XY)=E(X)E(Y) (Multiplikativitét, falls X, Y unabhéngig).
d) Falls X,Y € £2 und X,Y unabhiingig sind, dann ist auch X +Y € £? und
VX+Y)=V(X)+ V() (Varianz ist additiv, falls X, Y unabhingig).

Beweis: a) und b) haben wir bereits in (3.5) und (3.18) gesehen.

Zu c) sei P(xy) die gemeinsame Verteilung von X und Y, also das Bildma8l von P unter w +
(X(w),Y(w)). Satz (1.49) impliziert, dass X,Y genau dann unabhéngig sind, wenn Py y) =
Py ® Py. Daher ist

E(IX] |Y|):/ |$||9|P<X7Y>(d$dy)=/ |z|[y[Px (dz)Py (dy) "™
R2 R2

_ / (2[Py(dr) / y[Py (dy) = E(IXDE(Y]).

Daher ist XY € £!, und die gleiche Rechnung ohne Betragsstiche liefert die behauptete Gleich-
heit.
d) Ubung! O

Bemerkung: Es ist sehr wichtig festzuhalten, dass die Multiplikativitit aus Punkt c¢) oben
eine viel weniger starke Figenschaft ist als die Unabhéngigkeit: es ist sehr leicht, Beispiele von
ZVen zu finden wo E(XY) = E(X)E(Y) gilt, wo X und Y aber nicht unabhéngig sind. Das
folgende Beispiel ist nicht das , kleinste* (man kann ein Beispiel mit 2 = {1,2, 3} finden), aber
es zeigt anschaulich wo das Problem liegt.

Zwei Spieler spielen gegen die Bank. Das Spiel ist ein faires Miinzwurfspiel, und man darf vor
Beginn des Spiels entscheiden, ob man bei Kopf 1 Euro gewinnt und bei Zahl 1 Euro verliert,
oder umgekehrt. Die Miinze, die hochgeworfen wird, bestimmt den Ausgang immer fiir beide
Spieler zugleich. Spieler 1 entscheidet sich fiir ,, Kopf® als Gewinnseite, und sein Vermdgen nach
k Runden wird durch den Wert einer einfachen Irrfahrt (X,),en fiir n = k& modelliert. Spieler
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2 wirft erst eine eigene Miinze (natiirlich unabhéngig von den spateren Ereignissen im Spiel),
die durch die ZV Z mit P(Z = 1) = P(Z = —1) = 1/2 modelliert wird, und wahlt ,,Kopf* als
Gewinnseite falls Z = 1, und sonst ,,Zahl“. Das Vermogen von Spieler 2 nach £ Runden ist dann
durch Y := Z X} modelliert, ist also (abhéngig von Z) immer gleich grof oder immer genau das
negative von demjenigen von Spieler 1. Diese Symmetrie ist es auch, die zur Multiplikativitat
des Erwartungswertes fiihrt: wegen I_13(Z) + 1j13(Z) = 1 ist

E(XyYy) = ]E(XkYk(ll{,l}(Z) + ]1{1}(2))> = E(XyYil-13(2)) + E(Xi Y311y (2)) =
= SE(Xi(—Xy)) + 3E(X}) = 0 = E(Xp)E(Y).

Intuitiv ist andererseits ganz klar, dass X; und Y} nicht unabhéngig sein kénnen - sie sind ja
dem Betrag nach gleich! Formal sieht man das z.B. iiber

P(Xy=2,Y, =0) =0 #P(X, = 2)P(Y = 0) =

N | —
(070]

1
4

(X7 und Y; sind tatséchlich unabhéngig, weil sie ,,zu einfach“ sind - ein algebraischer ,, Zufall ).

Bevor wir mit Betrachtungen um die Varianz weiter machen, brauchen wir die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung. Wir nehmen dies zum Anlass, gleich die wichtigsten Ungleichungen rund um den
Erwartungswert alle zu behandeln.

(3.20) Die Chebyshev-Markov-Ungleichung

X sei eine reelle ZV, und f : Ry — Rj monoton wachsend und messbar. Dann gilt fiir alle
¢ >0 mit f(c) > 0 die Ungleichung

P(|X| > ¢) < IE(°];((—|C))(|))
Insbesondere folgt
P(|X - E(X)|>¢) < Vg)

Beweis: Auf der Menge {w € Q: f(|X(w)|) = f(c)} gilt (trivialerweise) W > 1. Weil f
monoton ist folgt aus | X (w)| > ¢ die Ungleichung f(|X(w)|) = f(c). Diese beiden fast schon
tautologischen Beobachtungen erlauben die Rechnung

FIXDY 1
9750 ) < g

Die zweite Gleichung folgt durch Anwendung der ersten auf Y = X — E(X) mit der Funktion
f(x) =22 O

P(X] = ¢) <P(f(IX]) = f(c)) = E(Tyqx) > (o) < E(ﬂf(\Xl) > ECF(XT)-



88 VOLKER BETZ

(3.21) Anwendungen der Chebyshev-Markov-Ungleichung

a) Die Chernoff-Cramer-Schranke: Sie folgt direkt aus der Chebyshev-Markov-Ungleichung;:
Sei X eine reelle ZV, es gelte E(e?X ) < oo fiir alle 8 € (=M, M) fiir ein M > 0. Man wen-
det die Ungleichung auf die nichtnegative ZV Y = /% mit der Funktion f(z) = x an, und
bekommt

EY)

P(X 2 ) =P(Y > ™) < —5

=E(e”™ )e " = exp (log(E(e”¥)) — Bc).

Falls man E(e’X) explizit ausrechnen kann, so kann man in dieser Ungleichung das optimale
[ suchen, welches die rechte Seite moglichst klein macht - die linke héngt ja nicht von [ ab.
Dies ermdoglicht oft {iberraschend starke Resultate. Insbesondere wenn S = > | Z; und die Z;
unabhéngige ZVen sind, die man gut kennt, dann ist

logE(e”®) = log (E(ﬁ ePZi )) = log (ﬁE(eﬂZi )) = ilogE(eBZi ),

damit kann man oft etwas anfangen. Beispielsweise:
b) Untypische Werte der einfachen Irrfahrt:
In (1.66 b) hatten wir fiir die einfache Irrfahrt (S,,),en die Schranke

2
P(S,>c)< e =

behauptet. Diese kénnen wir nun beweisen. Wir wihlen die Darstellung S, = > | X; mit
unabhéngigen X; und mit P(X; = £1) = 1/2, und wenden die Chernoff-Cramer-Schranke an.
Aus b) wissen wir, dass

P(S, > ¢) < exp (7”L10gIE‘l(e/5X1 ) — ﬁc)
Es gilt
1 1
E(e1) = 3 e’ + ~e? =cosh(p).

2
Wenn wir die Chernoff-Schranke optimieren wollen, miissen wir also den Ausdruck

B — nlog(cosh(B)) — pe

minimieren. Mit anderen Worten, wir miissen die transzendente Gleichung
0 = 9s(nlogcosh(B) — Bc) = nsinh(B)/ cosh(B) — ¢ = ntanh(8) — ¢
l6sen. Das kann man (in guter Naherung) tun, uns geniigt aber die grobere Abschétzung

1 1 2, g% 2. (82/2)k )
E(e®Xi)=-e 4~ ZB < (5°/2) = 2

2 2 (2k) ~ &= k!

k=0
ergibt. Hiermit ist dann
log E(e™1) < log /2 = §2/2,
und
P(S, > ¢) < onB? /2= pe
Hier ist das optimale /3 leicht zu finden und liegt bei § = ¢/n. Einsetzen dieses Wertes ergibt
die behauptete Ungleichung.
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c) Poissonverteilung fiir grofle Parameter: In (2.11) hatten wir mit einigem Aufwand
nachgerechnet, dass fiir eine Poiy-verteilte ZV X gilt:

. X 1
Jim P(I5- -1 > 55) =0

falls ¢ < % Die Chebyshev-Ungleichung liefert dies (und mehr) direkt: zunéchst berechnen wir
Erwartungswert und Varianz der Poisson-Verteilung;:

Y -\ “Ay A
E(X)=¢e kz:;km—e )\Z(k—l)'_e Aet =,
und
Y = )\k RPN > )\kiQ 9
k=0 k=2
Es folgt

V(X)=E(X?) -EX)??=EX(X - 1)) +E(X) - E(X)* =\
Nun liefert die spezielle Form der Chebyshev-Ungleichung

X 1
IP’(——l >-):P X —E(X)| > A7) <
| ;) | v (I (X )
Dies verschwindet im Grenzwert A — oo, falls ¢ < 1/2.

(3.22) Die Jensen-Ungleichung
¢ : R — R sei eine konvexe Funktion, X eine reelle ZV mit X € £ und ¢(X) € £'. Dann gilt

E(p(X)) = o(E(X)).

Beweis: Aus der Analysis kennen Sie vermutlich die Aquivalenz (manchmal auch als Definition
von Konvexitidt von Funktionen benutzt):

@ ist konvex <= A:={(z,y) € R*:y > ¢(x)} ist eine konvexe Menge.

Dies bedeutet, dass man fiir jedes © € R eine Gerade durch den Punkt (z,¢(z)) finden kann,
die A nicht schneidet. Formal:

VeeR: JaeR:Vy e R: L(y) :=p(x) +aly — z) < ¢(y).

Fiir die Wahl x = E(X) erhélt man also ein passendes a, wihlt dann y = X (w) und bekommt
die Ungleichung

p(X (W) = (X (w)) = p(E(X)) + a(X(w) — E(X)),
giiltig fiir alle w € Q. Integriert man diese Ungleichung, so ergibt sich
E(p(X)) = E(p(E(X))) + aE(X — E(X)) = ¢(E(X)) +0,

wie behauptet. ([l
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(3.23) Holder-Ungleichung und Cauchy-Schwarz-Ungleichung

X, Y seien reelle ZVen.
a) Fir alle p, ¢ > 1 mit % + % =1 gilt die Holder-Ungleichung

1/p 1/q
E(xY)) < (E(x1)) " (B(Y) .
b) Fiir p = ¢ = 2 heifit die Holder-Ungleichung auch Chauchy-Schwarz-Ungleichung, sie
wird oft in der folgenden Form formuliert:
E(|XY])* <E(XP)E(Y ).
¢) Man schreibt oft || X|, := (E(|X[P))"?, und || X || := inf{M > 0 : |X| < M P-fast sicher}.
Mit diesen Bezeichnungen (und der Konvention é = 0) gilt fiir alle 1 < p, ¢ < oo mit %%—% =1

E(IXY]) < [1X 1Y 1ls-

Beweis: a) Falls E(]X|?) = 0, dann ist, wegen (3.5 d), |X| = 0 P-fast sicher, und somit,
ebenfalls nach (3.5 d), E(|XY]) = 0, und die Ungleichung stimmt. Sei daher nun E(|X|?) > 0.
Wir definieren das W-Mafl P durch

~ ~ 1
P: F =R, A P(A) = ——=E(14]X?).
E(|X[7)
Wir schreiben E fiir den Erwartungswert beziiglich P, und setzen Z := [Y'||X|" 1| x|>(. Dann

ist | X (w)Y (w)| = | X (w)?Z(w)|, und

1/q Jensen

E(XY]) = E(XP2Z) = E(X[)E(Z) = E(X]?) (E(2)7) /"
Vi DXy

| X[ae=D E(] X[P)

— E(‘Y‘Q‘X‘p—q(p—l))l/q E(lX’p>1*1/q'

< E(X[7)E(Z%)"/ = E(|X]7)E(

Wegen %+% = 1list ¢+ p = pg, und somit p — q(p — 1) = p — pg + ¢ = 0, und auBerdem

1 —1/q = 1/p. Die Behauptung folgt daraus.
c¢) Es fehlt noch der Fall p =1, ¢ = oo. Dieser folgt aus der Monotonie der Integrals:

E(XY]) SE(X[Y [loo) = I X[2[[Y loc- O

(3.24) Kovarianz und Korrelationskoeffizient

Seien X,Y Zufallsvariablen, X,Y € £2.
a) Die Grofe

Cov(X,Y) = E((X —E(X)) (Y - E(Y))) — E(XY) — E(X)E(Y)

heift Kovarianz von X und Y.
b) Die GroBe
Cov(X,Y)

oY) = v
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heifit Korrelationskoeffizient von X und Y. Es gilt —1 < o(X,Y) < 1.

¢) Falls o(X,Y) > 0, so heiflen die ZVen X und Y positiv korreliert.
Falls o(X,Y) < 0, so heiflen die ZVen X und Y negativ korreliert.
Falls o(X,Y) = 0, so heiflen die ZVen X und Y unkorreliert.
Bemerkungen:

a) Die behauptete Gleichheit fiir die Kovarianz zeigt man genau wie die in (3.18). Die Tatsache,
dass XY € L! ist (d.h. dass die Formel fiir Cov(X,Y’) iiberhaupt erlaubt ist) folgt aus der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

b) Die behauptete Ungleichung folgt direkt aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Die Intuition
zum Begriff der Korrelation: sind X und Y positiv korreliert, so bedeutet das, dass Werte von
X, die (im Vergleich zu E(X)) grof} sind, mit hoherer W’keit angenommen werden, wenn man
weif}, dass Y grofle Werte annimmt, ebenso bei kleinen Werten. Bei negativer Korellation ist es
umgekehrt: grofe Werte von X machen kleine Werte von Y wahrscheinlicher, und kleine Werte
von X machen grole Werte von Y wahrscheinlicher. Diese Aussagen sind etwas zu schwammig,
um sie ohne grofle Schwierigkeiten zu formalisieren. Den Mechanismus, der dahinter steckt,
sieht man jedoch gut, wenn man annimmt, dass die gemeinsame Verteilung von X —E(X) und
Y — E(Y) eine Lebesgue-Dichte (z,y) — p(z,y) hat: dann ist

B((X ~BOO)(Y ~B(1) = | Po(drdyan(z.),

und da die Funktion (x,y) — zy im ersten und dritten Quadranten positiv und in den anderen
beiden negativ ist, sieht man, dass der obige Ausdruck eher dann positiv ist, wenn p entweder
mehr Masse auf den ersten und dritten Quadranten legt als auf die beiden anderen, oder diese
Masse weiter weg von der 0 platziert. In diesen beiden Quadranten haben aber x und y, und
damit die Werte von X und Y, die zu p(x,y) gehoren, das gleiche Vorzeichen.

c) Beispiele fiir Korrelationen im Sinne ,groflie Werte von X begiinstigen grofie Werte von
Y ¢ findet man im Alltag in groen Mengen: in der Medizin (z.B. Tragen von Gesichtsmasken
und Infektionszahlen), in der Soziologie (sozialer Status und Lebenserwartung), etc... in diesen
Féllen kommt die Korrelation aus den Daten, und nicht wie in Definition (3.23) aus dem
Modell, und wird zunéchst empirisch gemessen. Dann sollte man versuchen, dann ein moglichst
gutes Modell zu machen, das diese Korrelationen erklért. Beide dieser Aufgaben sind Inhalt der
Statistik, die wir am Ende dieses Kurses noch kennenlernen werden. Wohlbekannt aber wichtig
ist die Tatsache, dass aus Korrelation allein keine Kausalitédt geschlossen werden kann, also
weder dass grofle Werte von X ein Grund fiir grofe Werte von Y sind, noch umgekehrt. Man
kann nur schlieflen, dass solche Werte oft gemeinsam auftreten, dies konnte einen gemeinsamen
Grund haben, den man nicht kennt.

d) Die Kovarianz kann man als Skalarprodukt auf einem Raum von Funktionen auffassen:
zunichst ist £? ein Vektorraum wegen der Rechenregeln fiir das Integral. Wir definieren die
Abbildungen || - || : £2 = R§ und (-,-) : £2 x £? — R durch

| X = v V(X), (X,Y) :=Cov(X,Y).
Die Abbildung (-, -) ist bilinear (linear im ersten und zweiten Argument), und (X, X) = || X

Die Abbildung ||.|| erfiillt die Dreiecksungleichung: | X +Y || < || X||+Y|| (Beweis: Ubung!), und
ist homogen, d.h. ||cX|| = ¢|| X]| fiir ¢ > 0. Sie ist keine Norm auf £2, denn || X|| = 0 ist nicht nur



92 VOLKER BETZ

dann der Fall, wenn X = 0 (also X (w) = 0 fiir alle w € ) gilt, sondern auch, wenn dies nur fast
sicher gilt, und wegen der Subtraktion des Erwartungswertes sogar dann, wenn X fast sicher
konstant ist. Will man eine Norm haben, muss man (formal mittels Aquivalenzrelation) alle
ZVen XY identifiziert, die sich fast iiberall nur um eine Konstante unterscheiden, fiir die es also
ein ¢ € R gibt mit X =Y + ¢ P-fast iiberall. Auf dem Raum dieser Aquivalenzklassen ist dann
|| - || eine Norm, und (-,-) ist das Skalarprodukt, das diese Norm erzeugt. Eine geometrische
Interpretation der Unkorreliertheit von X und Y ist daher, dass X auf Y senkrecht steht
beziiglich dieses Skalarproduktes.

e) Aus der MaBtheorie kennen Sie vielleicht die LP-Réume, mit der Norm || f||, = ([ |f|P dp)'/,

und auf Aquivalenzklassen von Funktionen beziiglich der Aquivalenzrelation wo f ~ g falls
f = g p-fast iiberall. Diese Rdume spielen auch in der W-Theorie eine grofie Rolle, der feinen
Unterschied zu den in d) eingefiihrten ist jedoch, dass dort die Aquivalenzklassen noch gréfer
sind: es wurde ja E(X) abgezogen (d.h. auf Mittelwert 0 normiert), das tut man bei den LP-
R&umen nicht. In diesem Zusammenhang ist die folgende Aussage interessant: Es gilt

V(X) =min {E((X — a)?) : a € R}.

(Beweis: Ubung).

f) Aus der Diskussion in b) ist man versucht zu sagen: je grofiler der Betrag von Cov(X,Y),
desto eher glaubt man, dass grofle Werte von X und Y gemeinsam auftreten. Das stimmt
aber nicht ganz: nimmt man etwa zwei ZVen X,Y mit Cov(X,Y) = 0.01 (also scheinbar sehr
schwach positiv korreliert), dann gilt Cov(1000X,1000Y) = 10° - 0.01 = 10* (also scheinbar
sehr stark positiv korelliert). Dabei sollte das Multiplizieren mit einer positiven Zahl nichts
daran dndern, welche Werte man gleichzeitig erwartet. Dies wird im Korrelationskoeffizienten
o(X,Y) korrigiert, dieser ist so normiert, dass man aus seiner Grofie tatséchlich sehen kann,
ob eine starke oder schwache Tendenz zum gleichzeitigen Annehmen grofler bzw. kleiner Werte
besteht.

(3.25) Rechenregeln fiir Varianz und Kovarianz

X,Y und X,,, n € N, seien in £2, a,b € R. Dann gilt:
a) Cov(X +a,Y +b) = Cov(X,Y).

b) Cov(aX,bY) = abCov(X,Y).

¢) Yor, X; € L% und

V<iXi) - iV(XZ-) + Y Cov(X,, X))

i, J€{ L i} i)

d) Falls die (X;) paarweise unkorreliert sind, ergibt sich aus c¢) die Gleichheit von Bienaimé:
v(DoX) = > v
i=1 i=1

Beweis: Ubung
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Wir haben schon betont, dass Unabhéngigkeit eine viel stirkere Eigenschaft ist als Unkorre-
liertheit. Der folgende Satz zeigt, um wieviel stérker sie ist - beachte dass E(XY) = E(X)E(Y)
in Punkt b) unten dem Fall f(x) = g(z) = « entspricht.

(3.26) Satz

X,Y seien reelle ZVen. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) X LY.
(ii): Fiir alle messbaren Abbildungen f,g: R — R, fiir die f(X) und g(Y) in £ sind, gilt

E(f(X)g(Y)) =E(f(X))E(9(Y))
Beweis: Ubung.

Es folgen zwei etwas komplexere Beispiele, die den Erwartungswert benutzen:

(3.27) Beispiel: Das Ising-Modell

Im Experiment beobachtet man das Phanomen der Hysterese: Bringt man ein magnetisierba-
res Material wie Eisen in ein &ufleres Magnetfeld der Stiarke p, und ldsst man p langsam gegen
0 gehen, dann behilt das Material auch im Punkt p = 0 eine Magnetisierung bei, es ,erinnert “
sich also an das vorher angelegte duflere Magnetfeld. Dies ist aber nur dann der Fall, wenn die
Temperatur 1/ (gemessen in Kelvin) nicht zu grof} ist. Das Ising-Modell wurde geschaffen, um
dieses Verhalten an einem einfachen mathematischen Modell zu verstehen und ist heute eines
der grundlegenden Modelle der statistischen Mechanik mit vielen anderen Anwendungsberei-
chen.

Der mathematische Rahmen ist zunéchst dhnlich wie bei der Perkolation: wir wéhlen
A=7N[-N,N¢  Q={-1,1}" = {(z)ien : 7; € {—1,1} Vi},

und F = P(Q). Wir schreiben & = (x;);ep fur die Elemente von Q, und X;(z) = z; fur die

Koordinatenabbildung, die & an der Stelle i € A auswertet. X; ist eine der zwei Richtungen,

in die der ,Elementarmagnet® an der Stelle ¢ zeigen kann; die Beschrinkung auf zwei Rich-

tungen ist eine mathematische Vereinfachung. Aus historischen Griinden (Zusammenhang mit

quantenmechanischer Theorie des Magnetismus) wird X;(x) als Spin an der Stelle ¢ in der
Konfiguration @ bezeichnet.

Das W-Mafl Pg , n ist fiir 8 > 0 und p € R gegeben durch die Zéhldichte

) 1
Poan(®@) =Paun(Xi = miVi € A) = ————exp (B Y. wmaj+py i)
1,j€N:|i—j|=1 €A
Hierbei ist
Zn(B,1) =) exp (6 > ma+ uzxi),
e i,jE€A:|i—j|=1 €A

so dass pg n tatséchlich eine Zahldichte ist. Die Interpretation dieses Ausdruckes ist die folgen-
de: benachbarte Spins, die den gleichen Wert haben (,,in die gleiche Richtung zeigen*), tragen
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eine Term +1 zu der Summe bei, solche, die in unterschiedliche Richtung zeigen, eine —1. Die
Summe (und damit die Zéhldichte bei @) wird also um so gréfier, je mehr die Paare mit , glei-
cher Richtung“ in der Mehrheit sind, und Elemente von €2, in denen die viele Paare mit gleicher
Richtung vorkommen, sind somit wahrscheinlicher als solche, in denen es nur wenige dieser
Paare gibt - benachbarte Elementarmanete richten sich bevorzugt in die gleiche Richtung aus!
Der Parameter 5 (aus physikalischer Motivation heraus ,inverse Temperatur“ genannt) regelt,
wie stark dieser Effekt ist. p modelliert die Stirke des dufleren Magnetfeldes und gibt den Spins
eine bevorzugte Richtung: ist © > 0, so sind Konfigurationen wahrscheinlicher, in denen viele
der x; positiv sind, fiir g < 0 solche mit vielen negativen z;. Physikalisch ist p die Stérke ei-
nes von auflen angelegten Magnetfeldes, das den Elementarmagneten eine bevorzugte Richtung
gibt. Fiir y = 8 = 0 sind alle Konfigurationen gleich wahrscheinlich, und s, 5 ist dann einfach
das ProduktmaB aus Gleichverteilungen auf {—1,1}.

Das Interessante an dem W-Maf3 Pg ,,  ist die folgende Konkurrenz zweier Effekte: Sei zunéchst
p = 0. Die Zéhldichte pg n(2) ist dann (fiir § > 0) fiir solche & am gréfiten, die sehr ,,geordnet
aussehen. Man sagt auch, die Energie H(x) := —3_, ;.\, z;z; ist fiir geordnete Zustédnde
klein. Andererseits gibt es viel mehr ,,ungeordnete “ als geordnete Zustéinde: diese etwas schwam-
mige Aussage kann man sich klar machen, indem man den komplett geordneten Zustand x mit
x; = 1 fiir alle ¢ ansieht - bei ihm (und dem Zustand —x) ist pg, v maximal. Aber es gibt
nur zwei solche Zusténde, und schon von denjenigen Zusténden, wo auch nur ein einziger Spin
Hfalsch“ ist, gibt es (2N + 1)? Stiick. Die W’keit, wenigstens ein Paar benachbarter Spins zu
finden, die nicht {ibereinstimmen, wird also fiir festes 5 und sehr grofie N (und der Grenzwert
N — oo wird uns interessieren) viel grofler sein als die, kein solches Paar zu finden, aber wie-
derum viel kleiner als die, mindestens zwei solche Paare zu finden, etc. Fiir den Fall p # 0 ist
das Bild dhnlich, auler dass hier eine der beiden Richtungen bevorzugt wird.

Wir wollen uns die erwartete mittlere Magnetisierung
1
my (5, i) = Epg N <A sz>
Al

ansehen; ist sie ungleich 0, so hat das Material einen Uberschuss an Elementarmagneten einer
Richtung und ist selbst magnetisch. Sie kann, moglicherweise etwas iiberraschend, allein aus
der Normierungskonstante Z N(ﬁ, ) berechnet werden:

|A|8 log Zn (B, 1) = |A\ ZN Z@ exp( Z %‘%‘-F,MZ%) =

i,j€A]i—j|=1 =

~ A Z <in>m“”(w) = Bopn <ﬁ ;” = my(B, ).

xeQ €A

Wir betrachten nun my (3, 1) und variieren p, also das duflere Magnetfeld. Die Annahme dabei
ist, dass wir das Magnetfeld so langsam variieren, dass das System immer Zeit hat, sich auf den
jeweils zu einem festen p gehorigen Zustand, der durch Py ,, x beschrieben wird, einzuschwingen.
Hysterese (im endlichen Volumen |A[) wiirde man also beobachten, wenn lim, o my (3, 1) > 0
ist. Dies ist allerdings erst einmal sicher nicht der Fall, denn p +— my(5, ) ist eine ste-
tige Funktion ist (denn es ist eine endliche Summe stetiger Funktionen, wie man aus den
obigen Formeln sieht), und daher gilt lim, ,omy(8, 1) = my(5,0) = 0. Andererseits ist
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my (B, 1) = —my (B, —p) aus Symmetriegriinden (ersetze jedes z; durch ein —z;), und da-
her ist my(3,0) = 0.

Anders sieht es aus, wenn man den Grenziibergang zum Kontinuum (zum unendlich grofien
System macht): zundchst muss man zeigen, dass m(5, 1) = limy_,oo my (B, i) existiert, aber
wenn man das hat, dann kann man fragen, ob lim,\ o m(f5, 1) > 0 ist. Dies ist fiir d > 2 und
hinreichend grofle § der Fall, ist aber nicht ganz einfach zu zeigen, und wird in der Vertiefungs-
veranstaltung ,,mathematische statistische Mechanik“ behandelt.

(3.28) Beispiel: Stationiire Verteilung einer Markovkette

(X,,) sei eine Markovkette mit Zustandsraum E (endlich oder abzéhlbar), und mit Ubergangsmatrix
p: E x E — [0,1]. Wir interessieren uns dafiir, ob wir die Markovkette mit einem W-Maf} u
starten konnen, so dass gilt: P#(X,, = z) = p({z}) fir alle x € E; mit anderen Worten ob
wir ein Startmafl p finden, so dass sich die Aufenthaltsw’keiten in allen Zustdnden im Lauf der
Zeit nicht dndern, die Kette also im ,,Gleichgewicht “ ist. Ein solches pz nennen wir stationére
Verteilung der Markovkette.

Mathematisch suchen wir (wenn wir wieder x4 mit seiner Zahldichte identifizieren) eine Funktion
p:E— R mit Zu(x) =1 und Zu(x)p(x,y) = u(y)Vz,y € E.
zeE el

Denn die zweite Gleichung bedeutet ja P*(X; = y) = p(y) fir alle y, und impliziert (durch
[teration) P*(X,, = y) = u(y) fiir alle n und alle y. In Matrixschreibweise liest sich das (mit
P = p(z,y)syer): pP = p, wir suchen also einen Links-Eigenvektor von P (mit speziellen
Zusatzeigenschaften) - ein klassisches Problem der der linearen Algebra (zumindest fiir endliches
E)! Wir erinnern uns an die Definition der Trefferzeit

Tx(w) = inf{n > 1: Xn(w) = :L‘},

und definieren die erwartete Anzahl A, an Treffern an einer Stelle y € E zwischen zwei Besuchen
von x € F, ndmlich

Aa(y) = E* ( > Lol n}) =D P (Xu=y7>n)
n=1 n=1

Behauptung: Es existiere ein € F mit E*(7,) < co. Dann existiert eine stationdre Verteilung
(mit Zahldichte p) der Markovkette, und es gilt

uly) = I;f((i)) Yy € E.

Zum Beweis rechnen wir zunéchst nach, dass (A\;(y)),ep tatsichlich ein Links-Eigenvektor von
P ist, also dass ). As(2)p(2,y) = As(y) gilt. Zunéchst ist {7, > n} ={X1 #z,..., X1 #
x}, und die Markov-Eigenschaft liefert uns fiir alle z und n mit P*(X,, = 2,7, > n) > 0 die
Gleichung

P Xp1 =y | Xn=2,1n2n) =P (X =y|Xp=2X1#2,... X1 #2) =

=P X1 =y| Xn=2) =p(z,y)
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Somit erhalten wir fir alle z € F

)\x(z)p(z,y) = ZPI(XR =2,Ty 2 n)Pw(Xn-&-l =Yy | Xp=2,Tp 2 TL) -
n=1

= P(X, =2, Xy =Y, T 2 1)
n=1

Da die Ereignisse {X, = z} disjunkt sind und {J,.p{X, = 2z} = Q gilt, liefert uns die o-
Additivitat von P* nun

Z)\x(z)p(Z,y) = ZZP:E(XH = Z7Xn+1 = vaz 2 n) = pr(Xn+1 = y;Tx 2 n)
n=1

zeE n=1 zeFE
Es gilt
]P)x<Xn+1 =Y,Tx 2 n) = ]P)x(Xn+1 =Y, Ty = n) + ]P<Xn+1 =Y,Tx 2 n + 1),

und einsetzen der beiden Terme in die Summe iiber n gibt fiir den ersten
pr(XnJrl =Y, T, =n)= pr(Xn+1 =y| 1 =n)P(1, =n) = p(z,y) Z]P’x(n; =n) = p(x,y);
n=1 n=1 n=1

die letzte Gleichheit folgt aus P*(7, = oo) = 0, was wiederum eine Folge der Annahme E*(7,) <
oo ist. Fiir den zweiten Term erhalten wir

Y PN =ymznt+ )= P(X, =y, >n) =Ny —P(X;=y,7 > 1)
n=1 n=2

Da der negative Term in der letzten Zeile gleich p(x, y) ist, folgt wie behauptet Y. _p Ao (2)p(2,y) =
Az(y). AuBlerdem ist nach der Definition klar, dass A\, (y) > 0 ist. Schlieflich ist

Sh) = Y S P (X =y 2 0) = 3B (r, > ) = E(r),

yer yeE n=1
das letzte = wegen (3.17 ¢). Der Beweis ist damit beendet. O

Kommentare: a) Wenn £ endlich ist, so lisst sich die Voraussetzung E*(7,) < oo immer fiir
mindestens ein x € E erfiillen (Beweis: Ubung!)

b) Wir haben gezeigt, dass (unter den gegebenen Bedingungen) eine stationire Verteilung
existiert, aber nicht, dass sie eindeutig ist. Dies ist auch nicht immer der Fall. Zur Ubung
verdeutliche man sich das am Beispiel des Ruins des Spielers (was sind hier die Zustidnde mit
E*(1,) < 00?).

¢) Man kann relativ einfach zeigen, dass es keine stationdre Verteilung fiir die einfache Irr-
fahrt geben kann (Ubung!). Daraus folgt insbesondere, dass E*(7,) = oo fiir alle z € Z9, eine
Gleichung, die man auch (allerdings mit Aufwand) kombinatorisch beweisen kann.

Erzeugende Funktionen




EINFUHRUNG IN DIE STOCHASTIK 97

(3.29) Definition
a) X sein eine ZV mit Werten in Ny. Die Funktion

px (0,1 = [0,1],  urpx(u):=Ew®) = u"P(X = k)

heifit erzeugende Funktion der Verteilung von X.
b) Ist P ein W-Maf auf Ny mit Zéhldichte (pp)nen,, dann heifit

ep : [0,1] — [0, 1]. u— op(u) = / uFP(dk) = Zukpk

Ng

erzeugende Funktion von P.

Beispiele:
a) Fir X ~ Poi, ist ¢x(u) = e™@ ZZ‘;O ‘;;_}:uk = ealu—1)
b) Fiir ¥ ~ Geo, ist iy (u) = 32320 p(1 — p)'u" = .

¢) Fiir Z ~ By, ist oz(u) = > o uf ())p*(1 —p)" " = (1 — p + pu)™.

(3.30) Eigenschaften der erzeugenden Funktion

X,Y seien Ny-wertige ZVen, px und @y ihre erzeugenden Funktionen.
a) px ist monoton wachsend auf [0, 1], und ¢ x € C*([0,1)).

b) ¢x charakterisiert die Verteilung von X, d.h. wenn ¢x(u) = py(u) fir ZVen XY, dann ist
X ~Y. Konkret gilt

1 d*
]P)(X = k) = Ewgpx(”&) Vk € No,

u=0
und insbesondere P(X = 0) = ¢x(0).
c) Es gilt

E(X) = ¢ (1) := lim ¢ (u)

(beide Seiten kénnen = oo sein).

d) Allgemeiner gilt fiir k € N: X € £* genau dann wenn lim, ~ "¢y (u) < 0o, und in jedem
Fall gilt
E(X(X — 1) (X —k+1)) = px(1) = lim Do (u).

e) Seien X und Y unabhingig, und sei pxy die erzeugende Funktion von X 4+ Y. Dann ist

pxiv(u) = ex(uw)ey(v)  Vuel0,1].

Beweis:

a) p(u) = Z;io P(X = j)u’ ist eine Potenzreihe mit nichtnegativen Koeffizienten, und wegen
©(1) = 1 ist ihr Konvergenzradius > 1. Aus der ersten Aussage folgt die Monotonie, aus der
zweiten die C'*°-Eigenschaft.
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b) Das folgt aus der Taylor-Entwicklung: der j-te Koeffizient einer Potenzreihe mit strikt posi-
tivem Konvergenzradius ist 1/;j! mal die j-te Ableitung der dargestellten Funktion an der Stelle
0.

c) Fiir u < 1 ist

)= 3 GP(X =) = u Y (0 P(X =) Dud, Y wP(X = j) = ugly(u)

720 ji=0 ji=0

In (*) wurde benutzt, dass die Rethe 37 . o jw/P(X = j) auf [0, u+(1—u)/2] gleichmBig konver-
giert und man daher Summe und Ableitung vertauschen darf. Wegen monotoner Konvergenz
gilt lim, ~ E(Xu®) = E(X), also fogt die Behauptung durch durchfithren des Grenzwertes
u 1 auf beiden Seiten.

d) Das gleiche Argument wie in ¢) macht man mit der Reihe

E(X(X -1)(X—=2)-(X —k+1)u 2”—1 (j—k+DP(X =) =

e}

Z G—1)--(G—k+DP(X = —ukzakujﬁ”

j=k

Die vorletzte Darstellung zeigt, dass u — X (X — 1)(X — 2)--- (X — k + 1)u”) weitherhin
monoton steigend ist, also kann man tatsachlich wie oben argumentieren.

e) Da X und Y unabhingig sind, sind wegen (1.58 a) auch u* und «¥ unabhingig. Somit ist
px+y(u) = E@@ ™) = E(utu’) = E(w™)E(u") = ox(u)py (u). O

(3.31) Beispiel: Galton-Watson-Prozess

a) Intuition und Geschichte:

Der Galton-Watson-Prozess beschreibt die Entwicklung einer Population, in der ein Individuum
eine zufiillige Anzahl Z an Nachkommen erzeugt, und dann stirbt. Alle diese Nachkommen
bekommen selbst wieder eine zufillige Anzahl von Nachkommen. Diese Anzahl hat die gleiche
Verteilung wie Z, ist aber unabhéingig von Z. Mutationen oder Verdnderungen finden also
nicht statt. Dieser grundlegende Mechanismus hat z.B. Anwendungen in der Genealogie (das
Uberleben von Familiennamen im England des 19. Jahrhunderts, Galton und Watson 1874), der
Physik (Anzahl freier Neutronen bei einer nuklearen Kettenreaktion, Manhattan Projekt, Leo
Slizard ca. 1940), sowie in der Biologie und Epidemiologie (Uberleben von seltenen Mutationen
oder von Krankheitserregern in einer Population, heutzutage das Hauptanwendungsgebiet -
siehe auch weiter unten!).

b) Definition:

Sei Z eine Ny-wertige ZV mit P(Z = 0) > 0. Z modelliert die Anzahl der Nachkommen eines
Individuums. (Z;);ken sei eine Familie von unabhéngigen ZVen mit Z;;, ~ Z fiir alle j, k. Die
doppelte Indizierung brauchen wir spéter fiir eine saubere Notation: Z;, gibt dann die Anzahl
der Nachkommen des j-ten Individuums in der k-ten Generation an. Der Galton-Watson-
Prozess mit Nachkommenverteilung Z ist die Markovkette (X,,) mit Zustandsraum E = Ny



EINFUHRUNG IN DIE STOCHASTIK 99

und Ubergangsmatrix
p(n,m) =P(Xp1 =m| Xy =n):= P(Z )

Eine dquivalente Beschreibung von (X,,) ist die rekursive Definition

X (w)
X1 (w Z;i(
1

j:

X, ist also die Grole der Gesamtpopulation nach n Generationen. Wir nehmen immer Xy =1
an; ist man an dem Fall interessiert, wo man mit m Individuen startet, so kann man m-mal
unabhingig den Fall Xy = 1 betrachten und die Ergebnisse addieren.

c) Die Aussterbe-Wahrscheinlichkeit:
Wegen p(0,0) = 1 ist 0 ein absorbierender Zustand von (X,,). Wie im Beispiel (1.45) interes-
sieren wir uns fiir die Trefferzeit

70 = inf{k > 1: X} = 0}.

Die Aussterbe-Wahrscheinlichkeit ist durch P(7y < oo) gegeben, und falls P(1y < o0) = 1,
dann kann man nach der erwarteten Lebensdauer E(7,) der Population fragen.

d) Einfache Voriiberlegungen: Fiir den Fall P(Z > 2) = 0 ist (X}) sehr einfach: dann
existiert p > 0 mit P(Z =1) =p=1—P(Z =0), und wir erhalten

P(Xy=1)=P(X; = 1Vj < k) =, und Plro=k+1)=p"(1 —p)Vk > 1.
Dabher ist 79 ~ Geoy—p, + 1, P(1p < 00) = 1, und

E(m) =1+ (- )Y ir =1+ p(1-p)0, 30 =1+ p(1~ p)o—— =
=0 =0 p p

Fiir den allgemeinen Fall mit P(Z > 2) > 0 machen wir folgende Annahme: es gelte
p=E(Z) < .

Dann konnen wir eine Rekursion fiir den Erwartungswert von X}, berechnen: es gilt

E(Xkt1) = Z]E X1 My (X)) Z (Z e Ly (X ) = (*).
m=0

Da X, nur von den (Z;;)jen; < k-1 abhéngt, ist X unabhéngig von den Z; x, und es ist
= Z ZE(Zj,k)P(Xk =m) = Z muP(Xy, = m) = pE(Xk).
m=0 j=1 m=0
Es folgt E(X}) = u*E(X,) = p*, und mit der Chebyshev-Ungleichung erhalten wir
P(ro >n)=P(Z, > 1) <E(Z,) = u".
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Fiir p < 1 haben wir also bereits P(u = o0) = lim, o P(t = n) = 0 gezeigt, sowie die

Abschétzung
)= Plrn=n) <Y pt=——
n=1 n=1

Die Zahl p entspricht iibrigens dem R-Wert in der Epidemiologie.

e) Genauere Untersuchung mit erzeugenden Funktionen:
Wir definieren fir 0 <u <1

wo(u) == E(u™) =u, ¢ (uv):=Eu")=mRE?), or(u) = E(u™*) Vk > 2.
Dann gilt (dhnlich wie in d)):

P (u) = E(u1) ZE BBy (X)) = Y B (w54 ) P(X, = m) =

m
m=0 j=1

Z w1 (u =m) = E((%(U))Xk> = @i (p1(u)).

Wir haben also o (u) = p5¥(u) gezeigt, in Worten: die erzeugende Funktion von Xj, erhiilt man,
indem man die erzeugende Funktion von Z k-mal iteriert. Auflerdem gilt

£:=P(rp <o0) = nh_)ngo P(ro <n) = nll_}Ilolo P(X, =0) = nh_)ngo ©n(0),

und wegen der bewiesenen Rekursion fiir die erzeugenden Funktionen und deren Stetigkeit
finden wir

§= nlglgo ©1(pn-1(0)) = 901(7111320 n-1(0)) = p1(§)-

In Worten: £ = P(7y < 00) ist ein Fixpunkt der Funktion ¢;, und tatséchlich ist £ der kleinste
nichtnegative Fixpunkt, denn fiir jeden Fixpunkt ¢ von ¢; ist (wegen der Monotonie von ¢,,)
©n(0) < @n(¢) = ¢, und somit § = limy, 0 0 (0) < ¢

Wegen (1) =1 fiir alle erzeugenden Funktionen ist 1 immer ein Fixpunkt von ;. Wann gibt
es einen kleineren? Hierzu beachte man, dass unter der Annahme P(Z > 2) > 0 die Funktion
¢ strikt konvex ist, und dass wegen der Annahme P(Z = 0) > 0 die Ungleichung ¢;(0) > 0
gilt. Der Graph der Funktion ¢; beginnt also (bei u = 0) oberhalb der Diagonalen f(z) =
endet (bei u = 1) genau auf dieser Diagonalen, und jeder Schnittpunkt mit der Diagonalen
ist ein Fixpunkt. Wegen der strikten Konvexitét gibt es hochstens einen solchen Schnittpunkt
neben dem trivialen bei v = 1, und wegen der Stetigkeit gibt es genau einen solchen genau
dann, wenn die Steigung von ¢; an der Stelle u = 1 grofler ist als die der Diagonalen, also
grofer als 1. Wegen (3.30 ¢) gilt E(Z) = ¢/ (1), und wir haben bewiesen:

Fiir einen Galton-Watson-Prozess gilt P(7p < 0o) < 1 genau dann, wenn E(Z) > 1 ist.

4. Grenzwertsitze
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(4.1) Motivation und Uberblick

Bei der Motivation des Erwartungswertes in (3.16) hatten wir argumentiert, dass etwa fiir eine
No-wertige ZV Y mit P(Y = k) = p; die Formel E(Y) = Y77 kpy, wie folgt gerechtfertigt
werden kann: der Erwartungswert Y sollte das sein, was man bekommt, wenn man das mit
Y modellierte Experiment oft unabhingig ausfithrt Ergebnisse mittelt. Formal: sind (Y},)nen
unabhéngige Kopien von Y, so sollte die Rechnung

N 00 o]

1 n<N:Y,(w) =k} Nooo?

§ 2 Yol = SRS RS ED S ()
n=1 k=0 k=0

zu einer beweisbaren Aussage verbessert werden konnen. Erstes Ziel dieses Kapitels ist es,
dieses Ziel in recht guter Allgemeinheit zu erreichen - fiir alle w € €2 kann das allerdings nicht
wahr sein, wie ebenfalls in (3.16) diskutiert wurde - eine extreme Gliicksstriahne kann eben nie
ganz ausgeschlossen werden. Daher werden wir uns zuerst iiberlegen, welche Konvergenzbegriffe
hier angemessen sind. Dann folgt unter verschiedenen Voraussetzungen und in verschiedenen
Konvergenzarten ein Beweis der Gleichung

N
) 1
i 3 -5)

Aussagen dieser Art (Konvergenz gemittelter Ergebnisse von Zufallsvariablen gegen eine Zahl)
heiflen Gesetze der grofien Zahl.

Das zweite Ziel ist dann eine wesentliche Verfeinerung solcher Gesetze: schreibt man diese leicht
um, erhédlt man Aussagen vom Typ

N

1
NhféoN; (Y, —E(Y)) =0.

Man kann sich nun fragen, ob die Normierung mit % optimal ist - schliellich ist ja, falls die
Aussage mit 1/N gilt, auch limy_o 7= PO (Y, —E(Y)) = 0 und so weiter. Es wird sich
herausstellen, dass (zumindest wenn o2 := V(Y') existiert und die ZVen unabhingig sind) die
optimale Normierung diejenige mit Vorfaktor 1/v/N ist - allerdings ist der Grenzwert dann
nicht mehr eine Zahl, sondern selbst eine Zufallsvariable, und zwar eine Normalverteilung
mit Mittelwert 0 und Varianz o2. Die Tatsache, dass diese Grenzverteilung universell ist, d.h.
nur von der Varianz von Y aber nicht von der Verteilung von Y abhéngt, begriindet die zen-
trale Bedeutung der Normalverteilung. Satze, in denen die Konvergenz einer optimal normier-
ten Folge von Verteilungen gegen eine Normalverteilung bewiesen wird, nennt man zentrale
Grenzwertsitze.

(4.2) Definition

(X,) sei eine Folge von reellen ZVen, X eine reelle ZV.
a) Wir sagen, das (X,,) stochastisch gegen X konvergiert, wenn gilt:

Ve > 0: li_>mIP’(|Xn—X|>5):0.
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b) Wir sagen, dass (X,,) P-fast sicher gegen X konvergiert, wenn es eine Ausnahmemenge
Qo € F mit P(Qy) = 0 gibt, so dass gilt:

Vw ¢ Qo lim X, (w) = X(w)
n—oo
Eine dquivalente Formulierung ist: (X,,) konvergiert gegen X P-fast sicher, falls

P(lim | X, — X| =0) = 1.
n—oo

Bemerkungen: a) Die stochastische Konvergenz sagt also, dass man fiir jeden beliebig klein
gewihlten , Sicherheitsabstand “ e die Wkeit, diesen Sicherheitsabstand mit | X,, — X| zu iiber-
schreiten, so klein machen kann wie man will, wenn man nur n grofl genug wahlt. Dies heifit
aber nicht, dass | X, (w) — X (w)]| ,,im Durchschnitt“ besonders klein sein muss - fiir diejenigen
w € Q, fiir die | X, (w) — X (w)| den Sicherheitsabstand tiberschreitet, hat man iiberhaupt keine
Kontrolle dariiber, wie grofl | X, (w) — X (w)| ist. Somit ist es beispielsweise moglich, dass zwar
X,, — X stochastisch, aber lim,,_,+ E(|X,, — X|) = oo gilt (Ubung). In der Integrationstheorie
lernen Sie allgemein die Konvergenz in L? kennen, die dann gilt, wenn lim,, . E(] X,,— X ?) = 0.
Die stochastische Konvergenz impliziert also nicht die LP-Konvergenz, umgekehrt aber folgt aus
der LP-Konvergenz die stochastische (wegen der Chebyshev-Ungleichung).

b) Die stochastische und die fast sichere Konvergenz unterscheiden sich ,nur“ in der Platzierung
eines Grenzwertes: zunéchst ist
P(lim | X, — X|=0)=1 genau dann, wenn P(limsup | X, = X| >¢)=0 Ve >0
n—0oo n—00
fiir alle e > 0. Zum Beweis setze A, := {w € Q : limsup,_, [X,(w) — X(w)| > +}, und
benutze die Steitigkeit des Mafies von unten, Details als Ubung. Somit gilt

X,, — X stochastisch, genau dann wenn Ve > 0 : limsup P(|X,, — X| > ¢) = 0.

n—oo

X, — X P-fast sicher, genau dann wenn Ve > 0 : P(limsup|X,, — X| > ¢) = 0.

n—oo
c¢) Aus b) kann man schnell sehen, dass die fast sichere Konvergenz stérker als die stochastische
Konvergenz ist: zunéchst rechnen wir
P(limsup | X, — X| < ¢) < P(liminf | X, — X| < ¢e) = E(liminf Ijx, x| <<})
n—oo n—o0

n—oo

< liminfP(|X,, — X| < ¢),
n—0o0

wobei die letze Ungleichung das Lemma von Fatou war. Daher gilt
P(limsup |X,, — X| > ¢) =1 - P(limsup|X,, — X| <¢) > 1 —liminf P(|X,, — X| < ¢)
n—oo

n—oo n—oo
= limsup P(|.X,, — X| > ¢).
n—oo
Falls also P(lim sup,,_, . |X,, — X| > ¢) = 0 gilt, so muss auch limsup,,_,. . P(| X, — X| >¢) =0
gelten, somit folgt aus der fast sicheren die stochastische Konvergenz.
d) Andersherum folgt aus der stochastischen Konvergenz nicht die fast sichere. Der Grund ist,
dass die ,,Ausnahmemenge“ bei der stochastischen Konvergenz fiir jedes n eine andere sein
kann, und diese Mengen zusammengenommen sogar wieder ganz {2 ergeben kénnen. Beispiele



EINFUHRUNG IN DIE STOCHASTIK 103

hierfiir gibt es in den Ubungen.

(4.3) Nomenklatur

Im Folgenden werden wir es sehr oft mit einer Folge (X,) von unabhéngigen ZVen zu tun
haben, die alle die gleiche Verteilung haben, also X; ~ X5 ~ Xj3---. Hier sagen wir kurz, die
(X,) seien unabhingig und identisch verteilt, und kiirzen das mit uiv ab.

(4.4) Schwaches Gesetz der grofien Zahl, einfachste Variante
(X;) seien reelle, uiv ZVen, und es gelte V(X;) < co. Dann gilt fiir alle € > 0:

n—00

lim ]P’(}% ix ~E(X)| > 5) —0,

mit anderen Worten: die Folge (S,) mit S, := 23" | X; konvergiert stochastisch gegen die
Zahl E(X,). )
Beweis: Mit S, wie oben gilt E(S,) = 2> | E(X;) = E(X;), und

V(S,) = 5 V() = V(XL)

Die Chebyshev-Ungleichung liefert nun

1 < . . 1 = 1
IP’(— X, — E(X >>:IP’ S, —E(S,)| >¢e) < =V(5,) = —,
2 20X BOX0| >.) = PUS, ~ B(S)| > €) < 595 = 3
und im Grenzwert n — oo folgt die Behauptung. ([l

Beispiel: Fiir die einfache Irrfahrt (S,,) bedeutet das, dass %Sn stochastisch gegen 0 konver-
giert. Dies (und mehr) wissen wir allerdings auch schon aus (3.21 b), wenn wir dort ¢ = en
setzen. Mit dem schwachen Gesetz der grofien Zahl kénnen wir dies allerdings auch fiir andere
(nicht-einfache) Irrfahrten leicht zeigen, also fiir solche, wo die Verteilung des néchsten Schrit-
tes Erwartungswert 0 und endliche Varianz hat, aber ansonsten beliebig ist, und insbesondere
keine diskrete ZV sein muss.

Die folgenden zwei Versionen des schwachen GGZ schwéchen dessen Voraussetzungen in ver-
schiedene Richtungen ab.

(4.5) Schwaches Gesetz der groflen Zahl, verallgemeinerte Fassung mit Varianzbe-
dingung

(X,,) sei eine Folge reeller ZVen, fiir die gilt:

(i): Die X; sind paarweise unkorreliert, also Cov(X;, X;) = 0 falls i # j.

(ii): Die X; haben uniform beschrénkte Varianzen, also v := sup{V(X;) : i € N} < occ.
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Dann gilt fiir alle n € N und alle Folgen (&,,),en mit &, > 0 fiir alle n:

P(\% S (X - E(X)| = 5n> < v

2
ne
i=1 n

Insbesondere konvergiert £ > | (X; — E(X;)) stochastisch gegen 0 falls ne? — oo.
Beweis: Ubung, sehr #hnlich wie oben. 0

(4.6) Schwaches Gesetz der grofien Zahl, Version ohne Varianzbedingung

(X,,) sei eine Folge identisch verteilter reeller ZVen, es gelte X,, L X,, fiir m # n (das ist eine
schwiichere Voraussetzung als diejenige, dass die X; uiv sind), und es gelte E(]X}|) < oo. Dann
gilt fiir alle € > 0:

lim P(}—ZX (X)) >¢) =0,

n—00

mit anderen Worten: die Folge (S,) mit S, := 3" | X; konvergiert stochastisch gegen die
Zahl E(X,).
Beweis: Wir zerlegen X; in zwei Teile:
Xi(w) = Xi() Ny x; () <irray + Xi(W) g x, ) > /4y -
—Z,(w)
Wegen E(X;) = E(X;) = E(Y;) + E(Z;) fur alle 7 gilt mit der Dreiecksungleichung

—Y ()

N

n

L3O~ BOG)| < [ Do) — B0 + |1 3t — E(2)

Y

n <
=1

1=

und somit

{]—ZX E(X))| >} {|—ZY E(Y; >e/2}u{]—ZZ E(Z)| > =/2} .

(.

~\~ ~\~ v~

Deshalb ist P(A4,) < P(B,) + P(C,), und es geniigt, separat P(B,) — 0 und P(C,) — 0
zu zeigen. Die Y; haben nun endliche Varianzen, da sie beschrinkt sind. Wegen (1.58 a) und
der vorausgesetzten paarweisen Unabhdngigkeit der X; gilt ¥; 1L Y fiir ¢« # j, und somit
auch VO, YY) =50, V(Y;). Es folgt mit der Chebyshev-Ungleichung und der Definition

_121 1Y

4
2 1/2 3/2 n—0oo
< nzgz ZE Y S n252 Z S n252 0.

=1
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Mit U, = £ 37" | Z; finden wir mit der Chebyshev-Ungleichung (diesmal mit f(z) = z):

P(Cy) = P(|T, — E(T,)] > £/2) < “E(10, — E(U,)]) =

2 = 2 <
= (D _(Z-E(Z))]) < D E(Z ~ E(Z))).
=1 =1
Fiir alle ¢ gilt
E(|Z; — E(Zi)|) < 2E(|Zi]) = 2E(| X1 [T x,) > s1/93)

und der letzte Ausdruck konvergiert gegen 0, denn Iy x| ;1743 — 0 mit ¢ — oo fast iiberall
wegen P(X; = 0o) = 0, und dann kann man wegen der Annahme E(]X;|) < oo den Satz von der
majorisierten Konvergenz benutzen. Wir haben also P(B,) < = > | a; fiir eine Folge (a;) mit
lim; o @; = 0. Man kann nun, zu gegebenem ¢ > 0, diese Folge in einen Anfang (ai,...,ay)
den Rest zerlegen, und dabei M so wihlen, dass |a1] < ¢ fiir alle ¢ > M. Dann ist

n

J:fﬁonzazﬂ:f&nzaz fm 30 5045

i=M+1

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O

Bemerkung:

Das schwache GGZ ist in vielen Fiéllen alles, was man braucht. Allerdings hat es einen (zumin-
dest philosophischen) Nachteil: es zeigt nicht die in (4.1) behauptete Konvergenz der gemittelten
Summen zum Erwartungswert. Der Grund ist der gleiche, der auch schon in Bemerkung d) nach
(4.2) genannt wurde: sei (Y;,) eine Folge von uiv ZVen mit E(Y;) = 0, und setze S, = £ 3" | V;.
Es ist denkbar, dass zwar fiir alle n die Ausnahmemenge {w € Q : |S,(w)| > €} eine sehr kleine
W’keit hat (und die Folge dieser W’keiten sogar mit ¢ gegen Null geht), dass aber fiir alle
w € Q der zugehérige Pfad (S,(w))nen unendlich viele , Ausfliige“ aus dem Intervall [—1,1]
heraus macht, die zwar immer seltener werden (beispielsweise konnte zwischen dem k-ten und
dem k + 1-ten Ausflug eine Zeitspanne von e* oder sogar von k! oder kH liegen), aber eben
nie ganz enden. Dann wiirde S, (w) fiir kein w gegen 0 konvergieren. Das starke GGZ sagt, dass
dies zumindest fiir uiv ZVen, deren Erwartungswert existiert, nicht passiert. Wir beweisen hier
eine nur eine etwas schwéchere Variante:

(4.7) Starkes Gesetz der groflen Zahl mit £*-Bedingung

(X,) sei eine uiv Folge von ZVen, und es gelte E(X{) < oco. Dann gilt fiir S, :== = >°" | X;:
lim,, o S, = E(X,) P-fast sicher, anders ausgedriickt:

P 2 X =B0) =1

Beweis: Zunéchst reduzieren wir unsere Bemiihungen auf den Fall E(X;) = 0. Denn wenn
E(X;) # 0, dann beweisen wir die Aussage zuerst fir Y; = X; — E(X;) und nutzen dann die
Gleichheit S, (w) = =37, Vi(w) 4+ E(X)), giiltig fiir alle w € Q.



106 VOLKER BETZ
Sei also E(X7) = 0. Zunéchst stellen wir fest, dass fiir jede Folge (a,,)nen gilt:

lim sup |a,|n'/® < 1 == lim a, =0
n—oo n—oo

Wenn wir also zeigen konnen, dass
P(limsup |S,|n'/® > 1) = 0 (%)
n—oo
gilt, dann folgt
1 = P(limsup |S,|n*® < 1) < P(lim S, = 0) < 1,

n—»00 n—00

und daher P(lim,,_, S, = 0) = 1.
Um (%) zu zeigen, erinnern wir uns zunéchst daran (siche (1.64)), dass gilt:

{we Q:limsup |S,(w)[n'® > 1} = limsup{w € Q : |S,(w)[n'® > 1} = limsup 4, =: A

n—oo n—oo n—o0
mit
A, = {w €Q:|S,(w)| > n_l/s}.
Um P(A) = 0 zu zeigen, benutzen wir das Lemma von Borel-Cantelli: nach diesem reicht

es, Y 2 P(A,) < oo zu zeigen. Wir schiitzen mit Hilfe der Chebyshev-Ungleichung fiir die
Funktion f(z) = a* ab:

= P(l%ZXA >t < T
i=1

Die Summen kann man aus dem Erwartungswert ziehen, und wegen der Unabhéngigkeit und
E(X;) = 0 sind alle Terme gleich 0, aufler denjenigen, bei denen entweder alle Indizes gleich,
oder je zwei Indizes gleich sind - bei allen anderen kann man ein E(X;) abspalten, das den Term
dann zerstort. Es gibt 3 Moglichkeiten, je 2 Indizes i1, 49,3, 74 gleich zu wahlen: 7; = iy und
i3 = 14 oder i1 = i3 und iy = i4 oder iy = iy und i3 = 73. Fir das Parchen mit ¢; hat man dann
n Indizes zur Auswahl, fiir das andere n — 1. Daher ist

E(iiiixixjxkxy) ZE (X4 +Z Z E(X2)E(X?) = nE(X})+3n(n—1)E(X2)2.

i=1 j=1 k=1 I=1 i=1 j=1,5%#1

(O SRODETER0 90 3 9 RS EET)

i=1 j=1 k=1 I=1

Insgesamt ergibt sich
P(A,) < nPE(XT) + n ¥ PE(X?)?

und die rechte Seite ist summierbar in n. Damit ist die Behauptung bewiesen. 0

Bemerkung: Die Aussage gilt unveriindert, wenn man die Voraussetzung E(X) < oo durch die
schwéichere Voraussetzung E(]X|) < oo ersetzt. Der Beweis ist allerdings deutlich schwieriger
und wird erst in der Veranstaltung ,,Probability Theory“ im kommenden Semester gemacht.
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(4.8) Voriiberlegungen zum zentralen Grenzwertsatz

a) In Beispiel (1.66 b) haben wir gesehen, dass fiir die einfache Irrfahrt (S,,) gilt:
P(S, > ¢) < 5.
Wegen den Symmetrie der einfachen Irrfahrt folgt sofort
P(1Sy] = ¢) S P(S, = ¢) + P(S < —¢) < 26 5n.

Setzt man ¢ = n'~* fiir 0 < a < 1, und schreibt S,, = Y7 | X; mit (X;) uiv und P(X; = —1) =
P(X; =1) =1/2, dann ist E(X;) = 0, und die obige Ungleichung lésst sich schreiben als

1—2«a

—-n

IP(]%ZXi—E(Xl)] > n—a) <e
i=1

Vergleicht man dies mit der Aussage aus dem schwachen GGZ (4.6) so sehen wir, dass wir hier
(im Spezialfall) eine stark verbesserte Variante des GGZ vorliegen haben, falls o < 1/2 ist: in
diesem Fall wissen wir nicht nur, dass fiir festes ¢ die Wkeit dafiir, dass |2 37" | X;| < ¢ ist,
gegen 0 konvergiert, sondern wir konnen sogar eine (sehr schnell schrumpfende) obere Schranke
angeben, und gleichzeitig das feste € durch eine Folge von Schranken ersetzen, die selbst gegen
0 geht. Eine dquivalente, aber fiir das Folgende etwas bessere Formulierung ist

n
7n1_20‘

P(| (X~ E(X)| 1) < o7

b) Die Uberlegung aus a) geht nur gut, solange o < 1/2 ist. Dies ist leicht zu erkliren: denn
fiir > 1/2 ist

V( ! S (X, - IE(XZ-))) = 22 ZIV(Xi) = n27Y (X)) 2 .

nl—a .
=1

Diese Rechnung gilt unabhingig von der Verteilung der (X;) fiir alle uiv Folgen von £2-ZVen
und zeigt, dass die mit 1/n'~ gewichtete Summe fiir & < 1/2 stochastisch gegen 0 geht (das
sagt die Chebyshev-Ungleichung), fiir &« > 1/2 aber eine divergierende Varianz hat. Zwar gibt
es ZVen, die eine divergierende Varianz haben und trotzdem stochastisch gegen 0 gehen (siehe
Bemerkung a) zu (4.2), doch sind diese eher die Ausnahme, und fiir Summen von uiv ZVen ist
dies nicht der Fall wie wir noch sehen werden.

c) Der Fall & = 1/2 ist interessant, da hier die Varianz der gewichteten Summe endlich bleibt.
Wir werden sehen, dass diese hier tatsdchlich konvergiert, allerdings brauchen wir dazu noch
einen dritten Konvergenzbegriff.

(4.9) Konvergenz in Verteilung

a) Eine Folge (X,) von Ré%wertigen von ZVen konvergiert in Verteilung gegen eine R%-
wertige ZV X, wenn fiir jede stetige, beschrinkte Funktion f : R? — R gilt:

Tim E(f(X,,)) = B(f(X))
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b) Eine Folge von W-Maflen (u,,) konvergiert schwach gegen ein W-Maf3 p, wenn fiir jede
stetige, beschrinkte Funktion f : R — R gilt:

lim [ fdu, — / fdu
n—oo

¢) (X,) konvergiert also in Verteilung gegen X genau dann, wenn Py, schwach gegen Py
konvergiert.
Bemerkungen:

a) Die obige Definition macht deutlich, dass die Konvergenz in Verteilung eine Konvergenz von
Folgen von MafBen ist. Ahnlich wie bei der stochastischen, aber im Gegensatz zur fast siche-
ren Konvergenz, miissen die (X,,) nicht einmal auf dem selben W-Raum definiert sein. Man
kann die Definition ohne Anderung auch fiir einen allgemeineren Zielraum als R? machen, man
braucht lediglich einen Begriff dafiir, was dann eine stetige Funktion ist, also eine Topologie
auf dem Zielraum der ZVen (X,,).

b) Die Konvergenz in Verteilung ist ein typischer Fall des ,Prinzip des Testens“: um heraus-
zufinden, ob eine Folge von Objekten konvergiert oder zwei Objekte gleich sind, schreibt man
eine gewissen Anzahl von Tests vor, die diese Objekte bestehen miissen. Beispiele sind:

(i): zwei Vektoren v und w im R? sind gleich, wenn ihre Skalarprodukte mit allen Vektoren des
R? gleich sind. Wenn man fiir festes y € R? die Abbildung f, : v — (v,y) = v - y als stetige
lineare Abbildung von R? nach R auffasst, dann kann man das auch so formulieren, dass die
Ergebnisse f,(v) und f,(w) fiir alle , Test-Abbildungen® f,, y € R, {ibereinstimmen miissen.
Man kann sogar zeigen, dass alle linearen Abbildungen R? — R die Form f, fiir ein geeignetes
y haben miissen.

(ii): Statt aller f,, reicht es auch, nur d Stiick zu wéhlen, falls diese eine Basis bilden. Im Falle
einer Orthogonalbasis erhélt man dann als Testergebnisse die Koeffizienten der Vektoren.

(iii): Ebenso konvergiert eine Folge (v,) von Vektoren im R? gegen v genau dann, wenn alle fiir
alle y (oder: alle y aus einer ONB) die Testergebnisse (f,(v,))nen gegen f,(v) konvergieren.

(iv): zwei MaBle p und v auf einer o-Algebra F sind gleich, wenn u(A) = v(A) fir entwe-
der alle A € F gilt (dann ist das im Wesentlichen die Definition dafiir, dass zwei Funktionen
w,v o F — [0,1] gleich sind); man kann aber auch nur A aus einem durchschnitts-stabilen
Erzeuger von F wiéhlen, also auch hier die Anzahl der , Testfille erheblich reduzieren.

c) Anders als bei Vektoren im R? ist aber bei Folgen von W-Mafien die Auswahl der Menge
der Tester sehr wichtig. Man kann leicht Beispiele von W-Maflen p,, konstruieren, die schwach
gegen [ konvergieren, wo es aber A € F gibt, so dass fiir die unstetige Funktion 1,4 die geteste-
ten GroBen P, (A) = [ 14 dyu, nicht konvergieren (Ubung!). Dies bedeutet insbesondere, dass
schwach konvergente Mafle nicht ,,punktweise“ konvergent sein miissen. Eine etwas schwéchere
Aussage in einem fiir uns interessanten Spezialfall werden wir aber als néchstes zeigen.

d) Ebenso kann man in der Definition auf die Beschrinktheit nicht verzichten: erstens gibt
es (sehr viele, auch praxisrelevante) Beispiele von Folgen (X,,), die zwar in Verteilung gegen
eine beschriinkte ZV X konvergieren, wo aber etwa E(X?) "=3 0o oder sogar E(|X,|) == oo.
Ubung: man finde Beispiele fiir solche Folgen und erldutere, mit welchen Funktionen f hier im

Sinne von (4.9 a) getestet wurde.

e) Allerdings ist es moglich, die Klasse der Tester noch weiter einzuschrénken - in vielen Fallen
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muss man nicht mit allen stetigen beschrinkten Funkionen testen, um die Konvergenz in Ver-
teilung zu beweisen. Dies wird im néchsten Semester genauer untersucht - Stichwort Lévy’scher
Steteigketissatz. Schon jetzt brauchen wir aber eine solche Aussage zur Reduktion der Tester
unter stirkeren Voraussetzungen:

(4.10) Proposition

(X,,) sei eine Folge von R-wertigen ZVen, und X eine ZV, deren Bildmaf eine Lebesgue-Dichte
besitzt. In diesem Fall sind dquivalent:

(i): X,, konvergiert gegen X in Verteilung.

(ii): lim, 00 E(f(X,)) = E(f(X)) fiir alle beschrankten Cp°-Funktionen, d.h. fiir alle Funktio-
nen, fiir die beliebig viele Ableitungen existieren und beschrankt sind.

(iii): Fir alle ¢ € R ist lim, 0o P(X,, < ¢) = P(X < ¢)

Beweis: (i) = (ii) ist klar, da alle Cp°-Funktionen insbesondere stetig sind.

Fiir (ii) = (iii) brauchen wir eine Cp°-Funktion f mit den Eigenschaften f(x) =1 fiir <0,
f(z) =0 fir > 1, und f ist monoton fallend auf [0, 1]. Wir werden am Schluss des Beweises
kldren, dass es so eine Funktion gibt. Angenommen, wir haben sie bereits, so definieren wir zu
¢ € R und ¢ > 0 die Funktionen

fif@) = f(559),  fy(x) = f(E=52).

Dann ist f; (z) =1firz <¢, ff(x) =0firz > c+4, f; (x) =1firz <c—3dund ff (x) =0
fiir > ¢, und beide sind C3°.
Fiir 6 > 0 gilt daher nach Annahme (ii) dass

lim E(f(Xa)) = E(f§(X)).

Wegen f; (2) < L—ooq(z) < f () ist somit
E(f; (X)) = hm ]E( s (X)) < linl}ianP’(Xn <) <
< 11m_>sup P(X, <c¢) < nh_)ngo E(f5 (X)) =E(f; (X)). (%)

Andererseits gilt wegen Py (dx) = p(x) dz:

E(f£(X)) — B( / FE () = 1o (@)]p(a) de < / e sevs (2)p(z) dz 223 0

nach dem Satz von der dominierten Konvergenz. Nehmen wir also den Grenzwert 6 — 0 in (x),
so erhalten wir (iii).

Fiir (iii) = (i) bemerken wir zuerst, dass aus (iii) direkt lim,,_,,, P(X,, € (¢,d]) = P(X € (¢, d))
fiir alle ¢ < d folgt.

Sei nun € > 0 beliebig. Wegen

= P(|X| = 00) = Jim P(X ¢ (~N,N))

existiert ein Intervall (=N, N] C R so dass P(X ¢ (—N,N]) < . Daher ist auch P(X,, ¢
(=N, N]) < 2¢ fiir hinreichend groBe n. Fiir eine beschrénkte Funktion f gilt somit schon
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einmal
i sup [E(F(X,) = FO0)] < limsup [B(173 ] (X0) = [P )00 + 320 e

Ist nun f stetig, so ist f auf [N, N| sogar gleichméfig stetig, es existiert also ein 6 > 0
so dass sup{|f(z) — f(y)| : =,y € [-N,N],|z — y| < d} < e ist. Wir treffen nun zu dem
durch e bestimmten § eine Auswahl von m = ms Punkten zg,...,z,, € [-N,N]|, fir die
0<xiy1—x; <9, 9 =—N,und z,, = N gilt. Mit

fé(y) = Z f(l‘l)]l(ﬂfzfl,ﬁz}(y)
i=1
gilt dann || fs — f1_nn]||sc < €, und somit

B (11wl (Xa) = [ eam] (00) ]| < [B(fs(X0) = f500)] + 2.

Da auflerdem
Tim E(f5(X5) = f5(X)) = JL@OZf(%)(]P’(Xn € (T, 2i]) = P(X € (221, 24])) =0

gilt, haben wir
lim sup ‘E(f(Xn) - f(X))’ < 3| flloo + 2¢

n—oo
gezeigt. Da e > 0 beliebig war, folgt (i).

Es bleibt die Existenz der in (ii) = (iii) behaupteten Funktion zu zeigen. Eine solche Funktion
ist zum Beispiel gegeben durch

F0) = Y * 000) = [ a0l =) dy
mit
1 _ 1 1/2 )
() =17 eXP( 1_4x2> falls |z| < 1/2, und 7 — / "
0 sonst, ~1/2

Denn man kann leicht iiberpriifen, dass ¢ € C* ist. Fiir jedes endliche Intervall [a,b] C R gilt
auflerdem die Ungleichung

sup{D(—ce,1/21 (1) (x — y) : @ € [a,0]} < N0y llocMam1/2041/21(y)-

Da die letztere Funktion integrierbar ist, darf man zur Berechnung von 0¥ f die Ableitung unter
das Integral ziehen und erhilt f € C'. Die Forderungen f(x) =1 fiir x < 0 und f(z) = 0 fur
z > 1 sind auch erfiillt. O
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(4.11) Der zentrale Grenzwertsatz

(X,,) sei eine Folge von uiv ZVen, und es gelte E(X;) =m € R, V(X)) = 0% < co. Setze

S, = % zZ;:(X

Dann konvergiert (S,,) in Verteilung gegen eine N ,2-verteilte ZV. AuBerdem gilt fiir alle ¢ € R:

lim P e 202 dz.

i %i“@“m) <)o)

Beweis:

Da die Normalverteilung eine Dichte hat, geniigt es, die Aussage (4.10 (ii)) zu beweisen. Au-
Berdem geniigt es, den Fall m = 0 und 0% = 1 zu behandeln, denn fiir allgemeine X; hat
X, = %(XZ — m) diese Eigenschaften, und wenn die Aussage fiir m = 0 und o2 = 1 gilt, dann
bekommen wir

1 - n—>oo
IP’(— X,—m) < c> < X ) / e 202 dzx.
NLD ZZI( ) Vil Z V21 dy = V2mo?
Sei nun (Y;);en eine Folge von uiv N j-verteilten ZVen, und setze
_ 1 <&
T, = — Y.
Wegen (3.12 a) ist T, ~ Np 1, und daher reicht es, die Aussage
lim B(f(S,) = f(T)) =0 (+)

n—o0

fiir alle beschriinkten f € C? zu zeigen. Hierzu benutzen wir eine trickreiche Teleskopsumme,
es ist ndmlich

F(8u() = FT) = 35 (Winle) + —=Xife)) = 1 (Wil + =X5(e)). ()
wobei .
1 i—1
Wi’n(w) = % ;XZ(W) \/_ Z

Jj=i+1

die Summe ist, in der man das i-te Glied auslésst und danach statt der X;(w) die Y;(w) summiert.
Der Vorteil dieser Darstellung ist, dass man nun versuchen kann, den Erwartungswert jeder der
in (xx) auftretenden Differenzen viel kleiner als % zu machen, woraus dann (x) folgt. Das erste
Hilfsmittel hierzu ist der Satz von Taylor: danach existiert ein Jy € [0, 1] mit

Fa+9) = 1)+ @) + @) = L) = 1+ o)

Hierbei kann 9y = vo(x,y) so gewahlt werden, dass es stetig von z und y abhéngt. Definiert
man nun die messbaren, [0, 1]-wertigen Abbildungen ¥(w) := Jo(W; ,(w), \}Y( w)) und J(w) :=
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ﬁo(Wi,n(w), LXi(w))

v
E(f(Wm + %Xi) — f(Win + %Yi)) = %E((Xi —Y) [ (Win)) + %E((X? — Y2 [ (Win))+

1 ~
+ S E(Y2(F Win) = " Wi + 22Y0) = XE(F" Wi) = £/ (Wi + 5:X0)) ).
Da X; L W;, und Y; L W;, fiir alle 7 gilt, faktorisieren die Erwartungswerte auf der rechten
Seite der ersten Zeile, und da E(X;) = E(Y;) = 0 und E(X?) = E(Y?) = 1 gilt, verschwinden
sie sogar.

Fiir den Term in der zweiten Zeile bemerken wir zunéchst, dass f” Lipschitz-stetig ist (mit
Lipschitzkonstante || f"”||«). Fiir C' > 0 und diejenigen w, fiir die |Y;|(w) < C ist, gilt also

Ripii (@) = |V2@) (/" (Win (@) = 1" (Wen(w) + 22Yi())] < G5l

Fiir die iibrigen w haben wir immerhin noch die Abschiitzung R;,(w) < 2Y2(w)|| f"||oe- Zusam-
men erhalten wir

E(Riny,) = E<Ri,n,Yz‘ Ly <oy + ﬂ{|n|>0})> < 1" lloo + 2B Agpyigse) |1 1o

Die gleiche Rechnung gilt, wenn man statt ¥; nun X; nimmt, und insgesamt erhalten wir

> (E(Rinx,) +E(Riny)) <
i=1

E(f(5.) - F(T)] <

S on
1 3
<z D (S oo + B Igx o) 1 oo + B Agysep) 1 lloe) =

i=1
3
= G e + BT I sop) 1 oo + B Ty se) 1 loo-

Der erste Term konvergiert fiir jedes C' > 0 mit n — oo gegen 0. Die beiden hinteren
Terme konvergieren mit C' — oo gegen 0, da E(X?) = E(Y?) = 1 < oo, und konnen
somit durch entsprechende Wahl von C' unter jedes ¢ > 0 gedriickt werden. Daher muss

lim, oo E(f(Sn) — f(15,)) = 0 gelten. O

Bemerkungen:

a) Sowohl die Zerlegungstechnik (also E(X;) = E(X;lix, < ¢y) + E(X;1{x,>¢})), als auch die
Ausnutzung der Gleichverteilung der (X;) beim der Abschétzung der Terms E(X;1;x,~cy) hat-
ten wir bereits im Beweis von Satz (4.6) gesehen. Diese Techniken sind oft niitzlich.

b) Der zentrale Grenzwertsatz erlaubt zusammen mit dem 0-1-Gesetz von Kolmogorov (1.63)
eine interessante Aussage: (X;) sei eine uiv Folge von ZVen mit 0 = V(X;) < co. Wegen (4.11)
konvergiert die Folge S, := \/iﬁ Yo (X —E(X;)) in \{erteilung gegen eine N j-verteilte ZV.

Wegen (1.63) und der Tatsache, dass w +— limsup,,_,. S, (w) messbar beziiglich der terminalen
o-Algebra ist, erhalten wir dass

]P’(limsup 3, > C) e{0,1} VO >o0.

n—oo
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Mit der Gleichheit
{we Q:limsupS,(w) > C} = limsup{w € Q: S,(w) > C}

n—00 n—00
erhalten wir
P(lim sup S, > C) = E(Illimsup {5«n>c}) = E(1 — liminf s, < C}) = (x).
n—+00 noee n—00 =

Das Lemma von Fatou liefert nun

_ 1 c 22
¥*) > 1—1liminfP(S,, <C)=1-— / e 202 dzx > 0.
(%) m inf P( ) el
Somit muss P(limsup,, .. S, > C) = 1 fiir alle C gelten, und mit C' — oo und der Stetigkeit
von oben des Mafles IP schlieBen wir P(limsup,, ., S, = 00) = 1. Das gleiche Argument zeigt
dass P(liminf, , S, = —o0) = 1.

Es stellt sich also heraus, dass die S, zwar in Verteilung gegen die Normalverteilung konvergie-
ren, dass aber die Pfade (S, (w))nen sich hochst irregulér verhalten und mit W’keit 1 unendlich
oft zwischen immer grofleren und immer kleineren Werten hin und her pendeln. Im Kontext
der einfachen Irrfahrt wissen wir also jetzt folgendes: ist (S,,) die einfache Irrfahrt, o > 0, dann
gilt jeweils P-fast sicher:

0 fallsa>1/2,

lim sup iSn = — lim inf iSn =
o o oo falls o < 1/2.

n—oo T n—oo T
Der erste Fall folgt aus (3.21 b) in Verbindung mit dem Lemma von Borel-Cantelli (Ubung!),
den zweiten haben wir gerade gezeigt. Dies ist zwar noch nicht ganz so scharf wie das in
(1.66 b) zitierte Gesetz vom iterierten Logarithmus, aber immerhin schon nahe dran - auf der
salgebraischen Skala“, wo man nur auf Potenzen von n schaut, haben wir das richtige o bereits
gefunden!

5. Statistik

(5.1) Vergleich von Statistik und Wahrscheinlichkeitstheorie

Gemeinsamkeiten: Sowohl die Statistik als auch die W-Theorie benutzen (weitgehend) die
gleichen Grundlagen, also grundlegende Definitionen wie W-R&aume, Zufallsvariable, stochas-
tische Unabhéngigkeit und bedingte W'keiten, Erwartungswert und Momente, sowie grundle-
gende Sétze {iber deren Eigenschaften.

Unterschiede: Bisher haben in den Beispielen die W-Theorie kennengelernt. Der Ansatz ist
hier der fiir die Mathematik typische: man definiert sich zunéchst (oft motiviert von Anwendun-
gen) ein prézises mathematisches Objekt, wie z.B. das Perkolationsmodell, die einfache Irrfahrt,
den Galton-Watson Prozess, oder auch allgemeiner Summen von uiv ZVen oder Markovketten.
Dann versucht man, so viel wie moglich iiber dieses Objekt herauszufinden, interessante Aussa-
gen zu treffen und zu beweisen, das Objekt zu verallgemeinern oder auch weiter zu spezialisieren,
um es in den Spezialfillen noch besser zu verstehen etc. Ausgangspunkt ist jedoch immer ein
konkretes Modell, das untersucht wird.

Der Ansatz der Statistik kommt in gewisser Weise genau von der entgegengesetzten Seite: hier
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geht man davon aus, dass man Daten gegeben hat, und dies sind zunéchst einfach eine (meist
sehr grofie) Menge an reellen Zahlen. Von diesen Daten nimmt man nun an, dass sie durch einen
Mechanismus entstanden sind, der dem Zufall unterliegt, was immer man darunter verstehen
mochte. Ab hier gibt es nun drei (teilweise iiberlappende) Bereiche:

In der beschreibenden Statistik versucht man, die Daten so aufzubereiten, dass man eine
Ubersicht iiber wichtige Eigenschaften bekommt, die in ihnen versteckt sein kénnten. Dies kann
durch Visualisierung (z.B. mittels Histogramm und Boxplot) geschehen, oder durch Berechnung
von ad-hoc Kenngrofien wie empirischem Mittelwert oder empirischer Standardabweichung. Die-
se Erkenntnisse konnen dabei helfen, Modelle aufzustellen, die erkldren sollen, wie die Daten
entstanden sind.

In der Regression und Faktoranalyse arbeitet man quantitativer: in der klassischen Regres-
sionstheorie hat man es beispielsweise mit Datenpaaren (x;,¥;)i=1,.., 2zu tun, von denen man
annimmt, dass es eine Funktion f gibt, so dass y; = f(x;) + & gilt, wobei die zufillige Grofie
&; beispielsweise fiir einen Messfehler stehen kann. Man versucht dann, mittels verschiedener
Ansitze die Funktion f moglichst gut zu bestimmen und fiir gegebenes f auch eine Mafizahl
fiir die Qualitét der Approximation der Daten (z;,y;) durch die Paare (z;, f(z;)) zu finden. In
der Faktoranalyse geht es darum, in vielen, méglicherweise hochdimensionalen, durch zuféllige
Einfliisse verrauschten Daten Gesetzmiéfligkeiten zu erkennen, beispielsweise dass sie sich alle
nahe einer (explizit gegebenen) Hyperfliche befinden. Auch hier méchte man die Giite der Ap-
proximation der Daten durch die Hyperfliche quantifizieren.

In der Schétz- und Testtheorie (auch schlieBende Statistik) genannt, geht es darum, aus einer
Menge von moglichen Modellen, aus denen die Daten entstanden sein konnten, das plausibelste
auszuwahlen. Die Menge der Modelle, die in Frage kommen, schrinkt man oft so weit ein, dass
man sie durch einen oder mehrere Parameter beschreiben kann - dies ist dann die parametri-
sche Statistik. Beispielsweise nimmt man oft an, dass die Daten durch n-maliges unabhéngiges
Wiirfeln einer ./\/’mvgz—verteilten Zufallsvariable entstanden sind; in der Schétztheorie sucht
man nach Methoden, um die Parameter x und o méglichst gut zu bestimmen, und interessiert
sich dafiir, wie schnell die Schétzungen besser werden, wenn man mehr Daten (groferes n)
zur Verfiigung hat. In der Testtheorie dagegen will man meist wissen, welche Parameter man
aufgrund der Datenlage mit hoher Sicherheit ausschliefen kann. Die mathematische Begriffs-
bildung zu ,,mit hoher Sicherheit* und ,;aufgrund der Datenlage “ ist ein wenig subtil und wird
gemacht, wenn wir das Thema Testtheorie behandeln.

(5.2) Nomenklatur

Unter dem Begriff Daten verstehen wir ab jetzt immer eine endliche Menge {z1, ..., z,} oder
ein n-Tupel (z1,...,2,) von reellen Zahlen oder von Elementen im R?.
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(5.3) Histogramme: Definitionen

a) Sei (¢,d] C R ein halboffenes Intervall und N € N. Eine Intervallpartition P von (c, d] ist
eine Menge (A;)1 <i < n von Intervallen mit A; = (a;, a;11], wobei a; = ¢ und an,q = d. Fir
A = (a,b] € P schreiben wir |A| = b—a fiir die Lénge von A. Die Grofle |P| := max{|A| : A € P}
heiflit die Feinheit der Partition.

b) Gegeben seien reelle Daten @ := (1, ..., x,) und eine Intervallpartition P von eines Intervalls
(¢,d] so dass x; € (c,d] fiir alle i. Fiir A € P schreiben wir

Na(a) ==Y La(az)

fiir die Anzahl der Datenpunkte, die in A liegen. Das zu P gehorige Histogramm der Daten-
punkte (z;) ist die Funktion

1 NA<.’13>
Hp: (c,d — R, - La(y).
P (e, d) — yHnAZe; A A(Y)

Bemerkungen:

a) Hp . ist also eine Stufenfunktion, deren Stufen den Mengen in P entsprechen, wéihrend die
Hohe der zu A gehorigen Stufe dadurch bestimmt wird, welcher Bruchteil aller Datenpunk-
te in A landet, und wie breit A ist. Diese zweite Normierung fiihrt dazu, dass die Fliche
(und nicht die Hohe) der zu A gehorigen Stufe anzeigt, wie viele Datenpunkte sie enthilt.
Dies ist zunéchst dann niitzlich, wenn die Stufen nicht alle gleich breit sind: sonst wiirde bei
gleichméfiger Verteilung der Datenpunkte eine Stufe, die doppelt so breit ist wie eine andere,
die doppelte Hohe haben, was die optische Illusion erzeugt, dass in diesem Bereich ,,mehr Daten
zu finden“ sind. Tatséchlich gibt es auch die Variante, wo man nicht mit |A| normiert, diese
nennt man SAulendiagramm. Fiir uns spielt diese Variante keine Rolle.

b) Das Histogramm ist ein gutes Beispiel fiir absichtlichen Informationsverlust: Man vergisst so-
wohl die urspriingliche Anordnung der Daten (falls diese jemals eine natiirlich Ordnung hatten)
als auch die genaue Lage - letztere insofern, dass man nur noch zahlt, wie viele Datenpunkte in
jeder Menge liegen. Eine sinnvolle Reduktion der zur Verfiigung stehenden Information ist oft
entscheidend dafiir, den Daten iiberhaupt etwas ansehen zu kénnen. Hier sollte man das Wort
,sinnvoll“ jedoch durchaus ernst nehmen!

(5.4) Histogramme und Grenzwerte

a) Vorbemerkung: Sei P eine feste Partition eines Intervalls. Wir wollen jetzt annehmen, dass
unsere Daten xq,...,x, von uiv ZVen erzeugt wurden. Oft sagt man auch, xi,...,x, sollen
Realisierungen einer Folge von uiv ZVen sein. Was aber bedeutet das eigentlich?

Zunéchst konnte man versuchen, folgendes zu fordern: es gebe einen W-Raum (€2, F,P), un-
abhéngige ZVen X,..., X, und ein w € 2 gibt so dass z; = X;(w) fir dieses w und alle 1.
Das Problem dabei ist, dass man dann fast nichts aussagen kann - denn wenn beispielsweise die
Daten x; = 0 fiir alle ¢ sind, so ist diese Forderung mit dem W-Raum Q = (R™, B®", 5?1" ), den
ZVen X;(w) = w; und dem Element w = (0,...,0) € Q = R" erfiillt, obwohl die Daten sicher
nichts mit der Normalverteilung zu tun haben.
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Was wir stattdessen tun sollten ist, die Abbildungen & — Hp, und w — (X;(w),..., X, (w))
hintereinander zu schalten. Dann gibt es fiir jedes P, das wir auf (£2, ) wihlen, ein Bildmaf
unter der Abbildung w = Hp x,(w),. x.(w) - im speziellen Fall des Histogramms ist dieses
Bildmaf$l ein Maf§ auf Stufenfunktionen. Dieses Bildmafl und seine Eigenschaften meinen wir,
wenn wir sagen, die Daten seien durch unabhéngige Realisierungen von X gegeben.

b) Seien also die z; Realisierungen einer uiv Folge (X;)ien, X n) = (X1,...,X,). Dann gilt fiir
alle A € P und alle y € A:

1
lim Hp x , (y) = —P(X1 € A) P-fast sicher
R0 IA]
Denn nach Definition ist
11 <
Hp x ) (y) = WA Z 14 (Xi(w)),

die ZVen w +— 14(Xj(w)) sind uiv und haben beschrinkte Momente. Daher folgt die Behaup-
tung aus dem starken GGZ. Schreibt man dies etwas anders, so erhélt man

. 1
tim Hrx,, () = 7 [ 1a(@P (o)
¢) Nehmen wir nun an, dass Px eine stetige Lebesgue-Dichte p besitzt. Man kann dann relativ
leicht zeigen (Ubung!), dass fiir Folgen (a,)neny und (b,)neny mit a, < b, fir alle n, a, — ¢ und
b, — c gilt:

lim ! / ’ p(x)dx = p(c).

n—oo b, — a,
Zusammen mit b) bekommen wir also

lim lim Hp x, (y) = p(y) [P-fast sicher.

|P|—0 n—o0
fiir alle y € [¢, d], mit anderen Worten: das Histogramm approximiert die Dichte von X, wenn
wir viele Daten und eine feine Auflésung haben. Hier sehen wir auch nochmal die Bedeutung
der Normierung 1/|A].
Allerdings miissen wir mit der Reihenfolge der Grenzwerte aufpassen: vertauschen wir sie bei-
spielsweise, so kommt nichts sinnvolles heraus (warum?).

Fiir die Praxis sind die Fille relevant, wo die Anzahl der Daten und die Feinheit der Partition
gleichzeitig divergiert bzw. gegen 0 geht. Auch hier muss man aufpassen: In jedem Intervall
sollten noch geniigend Datenpunkte sein, damit die in b) bewiesene Mischungseigenschaft nicht
zerstort wird - das Gesetz der groBen Zahl muss (wenigstens in seiner schwachen Form) noch
gelten. Wenn Sie iiber die Chebyshev-Ungleichung nachdenken, sollte es Ihnen nicht allzu schwer
fallen, das richtige Verhéltnis der Grenzwerte zu erraten: Wenn fiir eine Folge (P,,) von Parti-
tionen zwar lim,,_, |P,| = 0 gilt, aber auch das Minimum von {|A| : A € P} nicht schneller
verschwindet als n=® mit a@ < 1/2, dann kann man beweisen, dass

lim Hp, x,(y) = p(y) (im Sinne der stochastischen Konvergenz).
n—oo
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Diese Aussage lédsst sich in verschiedene Richtungen verschérfen (bessere Konvergenz, bessere
Uniformitat in y), was wir hier aber nicht machen wollen.

(5.5) Median und Quantile

a) Sei 0 < a < 1, X eine relle ZV. Jede Zahl q,, fiir die gilt:

(i): P(X < qa) =2

(ii): P(X 2 q0) > 1—«

heifit a-Quantil der Verteilung von X.

b) Sei 0 < a < 1, P ein W-Maf} auf R. Jede Zahl gq,, fiir die gilt:

(1): P((—00,¢a]) 2 a

(ii): P([¢a; 00)) 21—«

heifit a-Quantil von P.

Offensichtlich ist ein a-Quantil von X einfach ein a-Quantil von Py.

c) Seien w1, ..., x, reelle Daten. Jede Zahl q,, fiir die gilt

L <n:x <
(i):Mindestens na Datenwerte sind < ¢q, also i <m0 i < gal > «,

n
i <n:a > q}]
n

(ii):Mindestens n(1 — «) Datenwerte sind > ¢,, also >1—qw

heifit a-Quantil der Daten (x4, ..., z,).

d) in allen Fillen haben gewisse Quantile spezielle Namen:
das 1/2-Quantil heift Median oder zweites Quartil,
das 1/4-Quantil heiit erstes Quartil, und

das 3/4-Quantil heifit drittes Quartil.

Das (1 — «a)-Quartil wird manchmal auch auch als a-Fraktil bezeichnet, wir machen diese
Inflation der Nomenklatur aber nicht mit.

Bemerkungen:
a) Die Definition in (3.6 c) ist in Wirklichkeit ein Spezialfall der Definitionen in a) und b). Legt
man namlich auf die Datenwerte x4, ..., z, die Gleichverteilung, betrachtet also das W-Maf3 P

auf R mit P(A) = 237" | N4(x;) fiir alle A € F. Dann ist P((—o0,¢]) = t[{i <n:x; < g} ete.

n
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/]

b) Erinnern wir uns an die Definition der Vertei- A4 Tx [/)

lungsfunktion und an (2.17), so finden wir, dass g | e

jede Zahl ¢, mit Fx(q.) > a und Fx(q,) < a 5 | ) /

ein a-Quantil ist. Die nebenstehende Graphik /

verdeutlicht beispielhaft den Zusammenhang

zwischen Quantilen und Verteilungsfunktionen. j/l‘

Im Beweis zu (2.22) wurde iibrigens ebenfalls ] e

bereits ein Quantil verwendet, dort wurde es %~ _

aber (per Konvention) eindeutig gemacht. T, m, 7% > y
4 5®)

c) Falls X eine Dichte hat, )

dann ist jede Losung ¢, der = A ol G%M{ 7&”4"%

Gleichung [** p(y)dy = « &Z%Z;

ein a-Quantil. Falls {x €

R : p(z) > 0} ein (endliches

oder unendliches) Intervall

ist, dann ist diese Losung

eindeutig.

(5.6) Algorithmus zur Berechnung von Quantilen fiir gegebene Daten

Gegeben seien reelle Daten x4, ..., x,, gesucht ist das a-Quantil ¢, fiir 0 < o < 1.

(i): Ordne die Daten z,...,z, der GroBe nach. Wir nehmen ab jetzt an, dass x; < z; falls

i < j.

(ii): Suche das kleinste k£ € N mit k/n > «, also k = [an/]

(iii): Fiir den Wert zj, sind dann mindestens k Datenpunkte < xy, also

i <n:x <apl
n

k
=z — Q.
n

Wegen der Minimalitéit von k ist auerdem =1 < o, somit gilt

n

Hi<n:z; x| . n—k+1 k—1
> =1-

>1—a.

n n n

Daher ist g, = x; schon einmal eine giiltige Wahl.
(iv): Falls % > «, dann ist g, = 7} das einzige a-Quantil, denn dann ist

Hi<n:z; >2x,+0} _n—k
<
n n

<1l—« Vo > 0.
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Tp41t+TE
2

(v): Falls % = a und x4, = 2, dann ist ¢, = rp = ebenfalls das einzige a-Quantil,

denn dann ist

<l—a Vo > 0.

Hi<n:z; Zxp+0} n—k—1
<
n n

(vi): Falls % = a und x4 > xp, dann kann g, beliebig aus [xy, 7x41] gewdhlt werden, denn
dann ist

H{i<n:x > xp} :n_kzl—oz.

n n

Tp+Tht1

In der Praxis wihlt man in diesem Fall oft ¢, = =

(5.7) Boxplots

Mit einem Boxplot kann man mehrere Eigenschaften eines Datensatzes gleichzeitig visualisie-
ren. Seien xq,...,x, reelle Daten. Zur Erstellung eines Boxplots fiihrt man folgende Schritte
durch:

1) Man berechnet den Median g /2, das erste und das dritte Quartil g1/, und ¢34, sowie den
Interquartilsabstand IQR := ¢3/4 — q1/4.

2) Man zeichnet eine Box (beliebiger Breite), deren obere Kante bei g3/4 und deren untere
Kante bei q;/4 liegt. Den Median ¢, /3 zeichnet man als waagrechte Linie in die Box.

3) Nun zeichnet man auf beiden Seiten Antennen (,,whiskers®) an die Box: sie beginnen an den
Enden ¢;/4 und g3/4 der Box, und sie sind nie linger als bis zum letzten Datenpunkt in die
jeweilige Richtung, aber auch nie linger als 1.5 - IQR.

4) Fiir die tatsichliche Liange der Antennen gibt es mehrere Konventionen - wir benutzen die,
die im Statistkproramm R eingebaut ist. Mit dieser Konvention geht die Antenne immer genau
bis zum letzten Datenpunkt in die jeweilige Richtung, der noch einen Abstand < 1.5-IQR
vom Rand der Box hat.

5) Alle Datenpunkte, die nun noch auerhalb der Spannweite der Antennen liegen, werden als
Ausreifler separat durch kleine Kreise oder Punkte eingezeichnet.
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Das nebenstehende Beispiel zeigt einen Boxplot aus den Da-
ten (7,12,13,14,14,15,16,17,20,23,40). Es ist ¢4 = 13,q1/2 =
15, q3/4 = 20, daher IQR = 7 und 1.5 - IQR = 10.5. Die obere An-
tenne endet bei 23 < 18 + 10.5, die untere endet bei 7 > 13 — 10.5.
Der Ausreifler 40 ist separat eingezeichnet.

Der Plot wurde mit dem Statistik-Programm R erstellt. Dieses "]
kennt insgesamt 9 (!) verschiedene Konventionen fiir die Berech- #1
nung von Quantilen, und nicht alle davon sind Spezialfélle der un- =
seren in dem Sinne, dass man in (5.6 (vi)) eine Wahl trifft. 9Fiir .
sehr grofle Datenmengen spielt das dann meist keine Rolle, aber die ‘
Tatsache, dass es in der Statistik offenbar niemanden stort, wenn L
ein Objekt 9 verschiedene Definitionen hat, zeigt schon, dass man

es hier nicht mehr mit Mathematik im engeren Sinne zu tun hat.

(5.8) Empirische Mittelwerte, empirische Varianz

a) Gegeben seien reelle Daten (z1,...,x,). Das arithmetische Mittel

n
_ 1
.ZCZ:—E ZT;
n <
=1

dieser Daten heifit auch empirischer Mittelwert, die Grofie

n

_ 1 —\2
v::n_lz(xi—x)

i=1

heiBt empirische Varianz. Die Groie & = v/ heifit empirische Standardabweichung.

b) Die Bedeutung der Normierung mit ﬁ statt % in der Formel fiir v sieht man, wenn man

wieder annimmt, dass die Daten durch uiv ZVen erzeugt werden. Wir definieren dann

X@) = 23 Xw), V) = —= Y (Xilw) — K@),

n—14
=1

Unter der Annahme, dass diese ZVen einen endlichen Erwartungswert bzw. eine endliche Vari-

anz besitzen, erhilt man E(X) = E(X;) und

B(V) = — S E((X = XP) = (o)

n—1

Zunachst erhalten wir nun fir alle ¢

n

B((X: — X)?) = E(X) - = S E(GX) + 55 3 E(GX) = (+4),

jk=1

6)Leider wihlt die Funktion boxplot() bei R eine sehr obskure Konvention, die man auch nicht d&ndern kann
- es ist also ohne Installation von Zusatzpackages nicht moglich, den nebenstehenden Plot aus den Daten zu
erzeugen.
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und da E(X;X}) fiir gleiche Indizes den Wert E(X7) und fiir verschiedene den Wert E(X7)?
annimmt, erhalten wir durch Zahlen der entsprechenden Terme

() = B(X2) — 2" LR (x,)2 — %]E(Xf) n %E(Xf) + %E(xlf =
_ E(Xf)m _s;z—i—n B (n; 1)IE(X1)2 _n- 1V(X1).

Setzen wir das in (x) ein erhalten wir genau E(V) = V(X;). Im Mittel liefert V also (wegen
der Normierung ﬁ) genau die richtige Varianz. Diese Eigenschaft, die wir spéater als , Erwar-
tungstreue® eines Schétzers kennenlernen werden, ist natiirlich erwiinscht, und rechtfertigt die
Normierung.

c) Wie fiir die Histogramme kann man wieder zeigen: wenn geniigend viele Momente endlich
sind (nach unserem Beweis: 4 bzw. 8, mit dem optimalen Beweis: 1 bzw. 2), dann gilt mit dem
starken GGZ:

lim X (w) =E(X,), lim V(X) = V(X,), jeweils P-fast sicher.

n—oo n—oo

d) Die Konvergenz in c) sagt uns nichts dariiber aus, wie gut unsere Schétzung fiir endliches n
ist. Hier hilft (zumindest wenn man sich mit stochastischer Konvergenz zufrieden gibt) wieder
die Chebyshev-Ungleichung: beispielsweise ist fiir X; € £% und a < 1/2

2a

_ a n _ 1 -
P(|X —E(Xy)| >en™) < ?V(X) = WV(Z X;) =
=1

1
n1—2a52V(X1)'
Andererseits wissen wir aus dem Zentralen Grenzwertsatz, dass wir nicht erwarten diirfen, dass
X — E(X;) wesentlich kleiner als \/iﬁ ist, denn

. D 1 < n—o0 1
PIX-ECG)] > ) = B(l—= > (X-E(X)| > D) =5 ————

Vvn Vn ; V21V (X1) Ji-p,DJe
e) Fiir festes € > 0 ldsst sich die Schranke aus d) jedoch noch stark verbessern: mit Hilfe der
Theorie der grofien Abweichungen kann man zeigen, dass in vielen Féllen ein C. > 0 und ein
r(g) > 0 existieren, so dass fiir alle n gilt:

P(|X —E(X,)| >¢) < C.e "G,

12
e &0 dz > 0.

Einen Spezialfall hiervon haben wir in (3.21 b) gesehen, wenn man dort ¢ = en setzt; man
erhélt dann dort () = £2/2. Mehr zu dieser Theorie und auch untere exponentielle Schranken
an P(|X — E(X;)| > ¢) gibt es im néchsten Semester.

(5.9) Vergleich von Median und empirischem Mittelwert

Der Median hat gegeniiber dem empirischen Mittelwert und dem Erwartungswert den Vorteil,
dass er robust ist, was bedeutet, dass einzelne sehr grofie oder sehr kleine Datenpunkte (bzw.
extreme Ereignisse, die mit sehr kleiner W’keit auftreten) ihn nicht stark verdndern. Daher wird
er sehr oft fiir statistische Betrachtungen bevorzugt. Beispielsweise lag das durchschnittliche
Monatseinkommen der Stadt Heilbronn im Jahr 2017 bei ca. 42.000 Euro, und damit (weit)
iiber dem von z.B. Miinchen. Der Grund ist allerdings, dass Heilbronn nicht sehr grof3 ist und
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dort der Besitzer von Lidl und ein paar andere Leute dieser Art wohnen. Der Median des Mo-
natseinkommens dagegen lag bei 3372 Euro, nur leicht iiber dem Bundesdurchschnitt.

Fiir theoretische Betrachtungen ist allerdings der Mittelwert und der Erwartungswert wegen
der besseren algebraischen Eigenschaften zu bevorzugen - und fiir Verteilungen, die keine all-
zu groflen Ausreifler haben, liegen Median und Mittelwert auch nicht allzu weit voneinander
entfernt.

(5.10) Empirische Korrelation und Korrelationskoeffizient

Gegeben seien Datenpaare (z,vy) = (24, ¥i)1 <i < n mit 2;,y; € R. Z und y seien die empirischen
Mittelwerte der x; bzw. y;, v, und v, die entprechenden empirischen Varianzen.

a) Die empirische Kovarianz der Datenpaare (x;,y;) ist die Zahl

n

> (e —2)(y — )

i=1

1

Gy 1= ——
Y n_l

Der empirische Korellationskoeffizient der Datenpaare (z;,y;) ist die Zahl
. Coy
P = o,
b) Es gilt immer —1 < p,, < 1 (Ubung mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Die Daten
heiflen

(stark) positiv korreliert falls p,, (wesentlich) groBer als 0 ist,
(stark) negativ korreliert falls p,, (wesentlich) kleiner als 0 ist,

schwach korreliert bzw. unkorreliert falls p,, nahe bei 0 bzw. (im wesentlichen) gleich 0
ist.

¢) ps,y ist dann wesentlich groBer als 0, wenn fiir , viele“ Punktepaare gilt: ist x; —Z positiv (bzw.
negativ), also x im Vergleich zum Durchschnitt Z eher gro8, so ist auch y; — y positiv (bzw.
negativ). p,, ist dann wesentlich kleiner als 0, wenn fiir ,viele“ Punktepaare gilt: x; — Z und
—(y; — y) sind gleichzeitig positiv oder negativ. Das Anfiihrungszeichen um das Wort , viele“
kommt daher, dass fiir positive Korrelation im Extremfall nur ein ein einziges Punktepaar
(z;—7)(y;—y) > 0 erfiillen muss, wenn diese Zahl riesig ist und alle anderen (z; —7)(y; —y) < 0
aber betragsméBig relativ klein sind. Das liegt daran, dass p,, ebenso wie der empirische
Mittelwert und die empirische Varianz nicht robust ist, d.h. anfillig fiir Beeinflussung durch
extreme Ausreifler.

(5.11) Lineare Regression

a) Problemstellung:

Gegeben seien Paare (z,y) = (24, y;)i=1,..» von reellen Datenpunkten. Bei der Regression geht

man davon aus, dass diese Datenpunkte ,, verrauschte“ Messungen eines funktionalen Zusam-

menhangs sind, d.h. man vermutet dass es eine Funktion f : R — R und uiv Zufallsvariablen
yi = f(z)) +&  Vi<n,
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Zunéchst einmal muss dafiir v, > 0 sein, denn sonst sind alle x; gleich, und man kann nicht
sinnvoll entscheiden, welche Funktion man bestimmen soll. Aulerdem muss man zusétzlich
annehmen, dass f gewisse Zusatzeigenschaften hat, sonst konnte man ja etwa einfach eine
stiickweise lineare Funktion durch die Datenpunkte legen, falls die x; alle verschieden sind.
Bei der linearen Regression nimmt man an, dass f(u) = au + b, also dass f linear ist, und
versucht, a und b zu bestimmen.

b) Methode der kleinsten Quadrate:

In den meisten Féllen gibt es keine Funktion f(u) = au+ b, deren Graph mehr als zwei Daten-
paare (z;,y;) enthélt - schlieflich sind die Daten ja verrauscht! Um trotzdem die beste Wahl
fir @ und b zu treffen, betrachtet man die Groen |f(z;) — y;|, also die Unterschiede zwischen
den ,idealen“ Werten f(z;) und den tatséichlich gemessenen Werten y;. Die quadratische
Fehlerfunktion ¢ ist dann definiert durch

n

..... n) = Z(f(xz) - yi)Q'

=1

¢

I
=
=
&
s

proud
ﬁl

Fiir fest gegebene Daten ist dies eine Funktion von f, d.h. der Definitionsbereich von ¢ ist die
Klasse der erlaubten Funktionen. Wir suchen nun innerhalb dieser Klasse diejenige (bzw. eine)
Funktion, welche ¢ minimiert. Fiir die Klasse der linearen Funktionen f(u) = au + b hat die
quadratische Fehlerfunktion die Gestalt

¢la, b; (5, y:)) = Z(axi +0—y,)?

i=1

Dies ist nun nur noch eine (quadratische) Funktion der zwei reellen Variablen a,b, so dass wir
das absolute Minimum einfach durch Ableiten bestimmen konnen; die minimierenden a, b sind
also Losungen der linearen Gleichungen

1 1

0=-0 b; (@5,4:)) = — itb—yi

m b¢(a7 ,(ZE Y )) n ;((IZE + y)

und

1 1 ¢
0= —0u0(a,b; (zi,y;)) = Ezﬁi(a$i+b—yi)
=1

on °

Die Losung dieser Gleichung kann man mit folgendem Trick mit Hilfe bekannter Groflen auf-
schreiben: Man legt die Gleichverteilung auf die Datenpaare (x;, y;), betrachtet also ZVen XY
mit P(X = ,;,Y =y;) = L fiir alle . Dann lauten die beiden Gleichungen

0=aE(X) +b—E(Y)
0 = aE(X?) + bE(X) — E(XY).
Also ist b = E(Y) — aE(X), und setzt man dies in die zweite Gleichung ein, dann erhélt man
0 = aE(X?) + (E(Y) — aE(X))E(X) — E(XY) = aV(X) — Cov(X,Y).

Nun ist
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und ebenso Cov(X,Y) = ”T_léxyy. Somit ist a = E;—y, und wir erhalten die geschlossene Formel

T _ _ Cy _ _
flu)=Hu+y— 22z =2 (u—7)+7.

x T /ULE

Fiir diese optimale Wahl a*, b* der Parameter hat die quadratische Fehlerfunktion den Wert

n — ) — —
ola', b (@1 0) = D (EL@i—2)+(—p)) = n—1(=L-2"00, 40, ) = (n=1)0,(1=p2, ).
Man sieht daraus, dass die Approximationsgiite dann hoch ist, wenn die Daten stark korreliert
sind; falls die y; im Wesentlichen auf einer waagrechten Geraden liegen (also v, klein ist),
dann macht das die Approximationsgiite noch mal besser. Die Asymmetrie des Ausdruckes fiir
die Approximationsgiite in den (x;) und (y;) kommt daher, dass nur der senkrechte Abstand
ly; — f(x;)] in die Schitzung eingeht. Dies ist jedoch im Anwendungsfall auch genau die richtige

Annahme!

c) Andere Fehlerfunktionen:
Die Wahl der Fehlerfunktion ¢ wirkt etwas willkiirlich - man konnte ja beispielsweise auch
genauso gut

6p = dp(f3 (@i Yi)ict,on) = 3 1 f (@) — wil?
=1

fiir jedes p > 0 nehmen. Die resultierende Regressionsgerade ist auch nicht unabhéngig von
dieser Wahl - grofie p sorgen dafiir, dass man mehr kleinere Abweichungen | f(z;) —y;| akzeptiert,
um dadurch wenige sehr grofie solche Abweichungen zu vermeiden! Ein Vorteil der Wahl p = 2
ist, dass man damit viel besser rechnen kann als mit allen anderen Optionen.

Schlieflende Statistik: Schétz- und Testtheorie

Im Rest des Kapitels behandeln wir die parametrische Statistik: hier hat man Daten (x4, ..., z,)
vorliegen, die aus einem von mehreren, durch einen Parameter 6 unterschiedenen Zufallsmodel-
len stammen kénnen. Das Ziel der Schétztheorie ist es, moglichst verniinftige Aussagen dariiber
zu machen, was der Parameter 6 gewesen sein konnte, der die Daten xy,...,x, erzeugt hat.
Das Ziel der Testtheorie ist es, mit gutem Recht behaupten zu kénnen, dass die Daten nicht
von Modellen mit bestimmten Parametern stammen konnen. Beide Ziele sind sehr vage for-
muliert, was nicht daran liegt, dass wir uns zu wenig angestrengt haben, sondern daran, dass
die Begriffsbildung hier nicht so einfach ist. Diese werden wir unten eingehende besprechen.
Dazu kommt, dass traditionell die Nomenklatur in der Statistik besonders verwirrend und oft
auch mathematisch mangelhaft ist. Das letztere habe ich versucht, in dieser Vorlesung anders
und besser zu machen, mit dem kleinen Nachteil, dass man etwas mehr schreiben muss, und
dem etwas grofleren Nachteil, dass meine Notation von der Notation fast aller anderen Quellen
abweicht.

Um den zweiten Nachteil etwas auszugleichen, wird weiter unten (wenn wir einige Beispiele ge-
macht haben) auf die Unterschiede zwischen der hier verwendeten und der klassischen Notation
eingegangen werden.
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(5.12) Das statistische Modell

a) © sei eine Menge, der sogenannte Parameterraum, (E, ) ein messbarer Raum. Fiir jedes
0 € O sei eine Familie (Xy,,)nen von E-wertigen ZVen gegeben. Die Familie (Xy ,,)gco nen heifit
durch 0 € © parametrisiertes statistisches Modell mit Datenmenge E.

b) Sei (E, £) ein messbarer Raum. Eine Familie (S,,),en von (beziiglich der jeweiligen Produkt-
o-Algebra) messbaren Abbildungen S, : E™ — R? heifit Re-wertige Statistik fiir Datenmen-
gen in F.

Beispiele:

a) Fir (E,€) = (R, B) ist der Mittelwertschitzer die Statistik (M,,)peny mit M,, : R — R
und

1 n
M, (x1,...,2,) = — i
(1 Tp) " ; x
b) Der Varianzschitzer ist die Statistik (V},)neny mit V, : R® — R und

Vi ) 0 falls n = 1,

n\L1y...,Tp) = n n

ﬁ > i (T — % Zj:l ;)*  sonst.

c) Fiir jedes p € © = [0, 1] sei (X, 5 )nen eine uiv Folge von Ber,-verteilten ZVen. Das statistische
Modell (X, )pefo1],nen heiBt Bernoulli-Modell.

d) Fiir jedes m € R und v > 0 seien uiv ZVen (X(mv)n)neny Mit Xno)1 ~ N o gegeben. Fiir
© = {(m,v) :m e R,v =0} ist (Xpnw)n)mveconen das GauB-Produktmodell.

(5.13) Schitzer

Sei (E, ) ein messbarer Raum und (Xp,,)sconen €in statistisches Modell mit Datenmenge E.
Sei h : © — R? eine Abbildung. Eine Rewertige Statistik 7' = (T},)nen auf E heifit Schitzer
(oder Punktschétzer) fiir h, wenn wir glauben, dass das BildmaR der ZVen T,,(Xg 1, ..., Xon)
fiir immer grofere n den Wert h(6) in sinnvoller Weise beschreibt.

Nachdem das aber keine verniinftige Definition ist, sagt man stattdessen: jede Statistik 1" =
(T)nen auf E heifit Schitzer fiir h. Das ist zwar auch absurd, aber wenigstens mathematisch
rigoros. Die obere (sinnvolle aber mathematisch nicht greifbare) Definition werden wir gleich
mit Hilfe von Eigenschaften des Schétzers einzufangen versuchen.

Beispiele:

a) Sei © = R x Oy mit Oy beliebig, und sei (Xg,)sconen eine beliebige Familie von R?-
wertigen ZVen mit E(X(,, 9,),) = m fiir alle n und alle 6. Dann hat der Mittelwertschétzer
M,, aus Beispiel (5.12 a) tatsdchlich etwas mit dem Mittelwert zu tun, denn zumindest ist fiir
0= (m, 90)

1 n
E(My(Xp1, - Xon) = ~ > E(Xp,) =m.
=1

Wenn die (X;) auch noch unabhéngig sind (und fiir die von uns bewiesene Theorie: vierte
Momente haben), dann gilt nach dem Gesetz der grofien Zahlen sogar:

1 n
lim M,(Xo1,...,Xp,) = lim — ZXQ’Z‘ = m [P-fast sicher.
=1

n—00 n—oo N 4
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Wenn wir also davon ausgehen, dass unsere Daten aus dem statistischen Modell (Xp ,,)gco nen
stammen, aber nicht wissen, die zu welchem 6 gehérige Folge von ZVen die Daten nun konkret
erzeugt hat, dann konnen wir bei Beobachtung geniigend vieler Datenpunkte zumindest die
erste Komponente von 6 (also den Erwartungswert der (X, 9)nen) herausfinden. Somit ist M,
nicht nur ein Schéatzer fiir die Abbildung h : © — R, (m, 6) — m (denn jede R-wertige Statistik
ist ein Schétzer fiir m, nach Definition!), sonder sogar ein sinnvoller. Wir werden hierfiir gleich
noch andere Namen lernen.

b) Sei © = R} x O mit O beliebig, und sei (Xp.,)gco nen eine beliebige Familie von Re-wertigen
ZVen mit V(X(, 90)n) = v fiir alle n und alle . Zusétzlich seien nun die (Xg,)nen fiir alle 0
uiv ZVen. Der Varianzschitzer V = (V},)nen erfiillt dann fiir alle 6 = (v, 6) ebenfalls

E(Vn(XQ,h e aXG,TL)) = V(X971) =,

das haben wir in (5.8 b) nachgerechnet. Dort haben wir auch erwéhnt, dass bei der Existenz
von geniigend vielen Momenten wieder die Gleichung

lim V,(Xg1,...,Xon) =0 P-fast sicher
n—0o0

gilt. Auch der Varianzschitzer ist also ein ,sinnvoller“ Schéitzer fiir die Abbildung (v, 6y) — v.

c) Fiir ein etwas konkreteres Beispiel kann man oben fiir die das stochastische Modell jeweils
das GauBmodell aus Beispiel (5.12 ¢) nehmen, einmal ist dann 6, = v und einmal 6y = m.

(5.14) Bias und Erwartungstreue von Schiitzern

Sei (Xp.)oconen ein statistisches Modell mit Daten in E, h : © — R? eine Abbildung und
T = (T,)nen ein Schétzer fiir h.
a) Die Grofe

Biasgn(T) := E(T,.(Xo1, ..., Xon)) — h(0)
heift Bias (oder Verzerrtheit) von T beziiglich der Schitzung von h im statistischen Modell
(Xo.n)oconen, bei n Datenpunkten.

b) T heiBit erwartungstreuer Schitzer von h (beziiglich des statistischen Modells (X ,,)peco nen)
falls gilt:

Biasy,(T) =0 VneN,Vd € 0.

c) T heift asymptotisch erwartungstreuer Schitzer von h (beziiglich des statistischen
Modells (Xp,)oco nen) falls gilt:

lim Biasy,,(T)=0 V0 € ©.

n—oo

Bemerkung: wir haben bereits gesehen, dass sowohl der Mittelwertschitzer als auch der
Vairanzschéitzer erwartungstreu sind. Der ,falsch normierte* Varianzschéitzer S mit S, =
%2?21(% — )% ist nur asymptotisch erwartungstreu. Asymptotische Erwartungstreue sollte
das mindeste sein, was man von einem Schétzer verlangt - eigentlich will man aber mehr,
ndmlich die Konsistenz:
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(5.15) Konsistenz von Schitzern

Sei (Xpn)oconen ein statistisches Modell mit Daten in E, h : © — R eine Abbildung und
T = (T},)nen ein Schitzer fiir h.

a) T heifit schwach konsistent (beziiglich der Schétzung von h im statistischen Modell
(Xo.n)oconen), falls gilt:

VO € ©,Ve >0: lim P(|TR(X9,1, c. ,Xg’n) — h(9)| > 8) =0.

n—oo

b) T heiit konsistent im quadratischen Mittel (beziiglich der Schitzung von h im statis-
tischen Modell (Xy,,)oconen), falls gilt:

Voeo:  lim ]E(\Tn(Xm, o Xon) — h(9)|2> ~0.

n—oo

Fall T" zusétzlich asymptotisch erwartungstreu ist, dann ist dies dquivalent zu der Bedingung

lim ]E<|Tn(X971, o X)) —E(Th (X, ... ,X97n))]2> = lim V(T,(Xps,., Xp)) =0 VO €O,

n—oo

c) T heift stark konsistent (beziiglich der Schitzung von h im statistischen Modell (Xg ,)oco nen),
falls fiir alle 0 € © gilt:

lim 7,,(Xo 1, ... Xon) = h(0) P-fast sicher.
n—oo

Bemerkungen: a) Seien Daten z1,...,x, € F und ein Schitzer T' = (T,),en gegeben, von
dem man weif}, dass er fiir ein statistisches Modell (Xj,) und die Funktion h(¢) = 6 schwach
konsistent ist. Sei n sehr gro}, ©® = R, und man nehme an, dass man sicher weif}, dass die Daten
von einer der Folgen (X, )nen erzeugt wurden. Wir nehmen sogar an, dass wir quantitative
Schranken haben, dass wir also zu unserem n und gegebenem ¢ > 0 ein ¢ > 0 finden kénnen so
dass gilt:

IP’(]TR(X(M,...,XQ,”)—ﬂ >€> <9 Vo € O.

Man kann nun versucht sein, diese Ungleichung folgendermaflen zu interpretieren:

,Das wahre 0 liegt mit W’keit 1 — § im Intervall {6 € R: |T(z1,...,z,) — 0] < e}*

Das ist aber falsch: denn auf der Parametermenge O liegt kein W-Maf}, daher ergibt die Aussage
schlicht und einfach keinen Sinn”: sowohl die z; als auch das wahre 6 liegen fest, und somit
ist das wahre Theta entweder (,,mit Wahrscheinlichkeit 1“) im betreffenden Intervall oder eben
nicht.

Die richtige Interpretation der Gleichung ist folgende: die Wahrscheinlichkeit dass man von mit
(Xn.0)nen erzeugten Daten um mehr als € in die Irre gefiithrt wird, dass man also Aufgrund des
Ergebnisses von T, (Xp1, ..., Xp,) auf ein ¢ schliefit, das weiter als € von 6 entfernt ist, diese
Wrkeit ist kleiner als 6, und zwar egal welchen Wert das wahre 6 hat. § gibt also eine Schranke
fiir die W’keit, mit den Daten ,Pech zu haben®“ und mittel 7" um mehr als € in die Irre zu
gehen.

b) Die Namen der Konsistenzbegriffe orientieren sich an den Namen der Konvergenzbegriffe fiir
ZVen, die fiir sie relevant sind; der Begriff starke Konsistenz orientiert sich am starken GGZ.

")Man kann durchaus auf den Parameterraum auch ein W-Maf legen, dann &ndert sich die Situation - dies
ist die Bayes’sche Statistik.
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c) Wir haben oben bereits gesehen, dass der Mittelwertschétzer und der Varianzschétzer unter
geeigneten Bedingungen stark konsistent sind. Andere Konsistenzarten werden in den Ubungen
(ebenfalls unter geeigneten Bedingungen) behandelt.

(5.16) Maximum Likelihood (ML) Schéitzer

a) Sei (F,E&) ein messbarer Raum, © ein messbarer Raum, und fiir jedes n € N und jedes
x = (x1,...,2,) € E™ sei eine messbare Funktion p,, : © — Rar gegeben. Fiir alle n € N und
alle x € E" gelte

argmax(pz.n) == {0 € O : prn(0) = ppn(0') V0 € O} #£ 0.
h:© — R? sei eine Funktion, und (7},),en eine Ré-wertige Statistik, fiir die gilt:
T, (x) € {h(0) : 0 € argmax(p,.n)} Vn € N,Vx € E".

Dann bezeichnen wir T als (p,,,)-Maximums-Schétzer fiir die Funktion h.%

In Worten: T,, wihlt also zu jedem x € E™ aus den moglicherweise mehreren 6 € O, bei denen
die Abbildung 6 — p, ,,(0) maximal ist, eines aus, und setzt es in die Funktion A ein.

b) Sei E endlich oder abzihlbar, £ = P(E), © C R%, und (Xy,,)sco.nen ein statistisches Modell
mit Daten in E. Zu jedem n € N und jedem 6 € © sei p,,,(0) die Zéhldichte der Verteilung von
(Xo1,...,Xpn). Dann erfiillt die Funnktion 6 — p, ,,(0) die Bedingungen in a).

Ein (p, »)-Maximumsschétzer mit dieser speziellen definierenden Funktion p, ,, heifit Maximum-
Likelihood-Schétzer fiir das statistische Modell (Xp ,)pco nen und zu schitzende Funktion h.

c) Sei (E,€) = (R™,B™), © C R%, und (Xy,.)sconen ein E-wertiges statistisches Modell. Zu
jedem n € N und jedem 6 € © habe die Verteilung von (X7, ..., X,) eine stetige Zihldichte
x = (x1,...,2,) = pyn(f). Dann erfiillt die Funktion 6 — p,,(0) die Bedingungen in a); wir
nehmen zusétzlich an, dass man eine Wahl fiir 7'(z) € argmax(p, ) C © treffen kann, so dass
die Abbildung = — T'(z) messbar ist.

Ein (p, »)-Maximumsschétzer mit dieser speziellen definierenden Funktion p, ,, heifit Maximum-
Likelihood-Schétzer fiir das statistische Modell (Xp ,)gco nen und zu schitzende Funktion h.

d) Interpretation (im Fall A(#) = 6): Man hat die Daten z = (zy,...,x,) gegeben, weif}; dass
sie durch ZVen (Xy 1, ..., Xp,) fiir ein 6 € O erzeugt wurden, und sucht das plausibelste 6 € ©.
Im Fall wo E endlich oder abzéhlbar ist, gilt fiir alle x und alle 6:

P((Xor, ... Xop) = @) = pon(6).

Der ML-Schétzer wahlt dann unter allen Modellen dasjenige aus, das den Punkt x mit der
hochsten Wkeit hervorbringt; typischerweise ist diese Wkeit fiir alle Modelle eher winzig, aber
beim ausgewihlten eben etwas grofler als bei den anderen.

Im Fall von R™-wertigen ZVen ist typischerweise

P(Xg1,...,Xgn)=2)=0 fir alle z € E",0 € ©.

Daher iibernimmt nun die Verteilungsdichte der (Xy;);—1. ., die Rolle dieser W-keiten. In den
praxisrelevanten Féllen funktioniert das gut, aber man kann sich leicht kiinstliche Gegenbei-
spiele bauen, wo der ML-Schétzer sich dadurch ein # aussucht, wo die Dichte der Xy beim

8)Man beachte, dass wir insbesondere die Messbarkeit der Abbildung = — T,,(z) gefordert haben.
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gemessenen Datenpunkt x zwar grof3 ist, aber ringsherum viel schneller abféllt als bei anderen,
nicht gewéhlten ¢, so dass in diesen Féllen vielleicht systematisch das falsche 6 gewahlt wird.
Beispiel: (Xy,,)nen seien uiv Poig-verteilte ZVen. Wir suchen fiir das statistische Modell
(Xo.n)0c(0,00)men den ML-Schétzer. Hierzu berechnen wir zunéchst die Zéhldichte der Vertei-
lung von (Xp1,..., Xon):

n

e
Plar,zn)n(0) = H e’

z;!
i=1 ¢

Um das 0 zu finden, das dies maximiert, konnte man diesen Ausdruck ableiten und nullsetzen
- weniger Rechenarbeit ist es aber hier und in vielen anderen Fillen, wenn man ihn zunéchst
logarithmiert. Wir haben

N py,zn)n(0) = Z(—Q +z;In0 —Inx;!) = —nb + ln@in — Zlna:i!,
i—1 i=1 i=1

und daraus errechnet man ganz leicht

1 n
arglrnauX(,O(x1 ..... zn),n) = {ﬁ le}

i=1

Somit ist der ML-Schétzer T(z) = £ >°"  x; gerade der Mittelwertschétzer. Dies ist wenig

iiberraschend, da ja der E(Xp,) = 6 gilt, zeigt aber doch, dass die ML-Methode verniinftige
Schétzer erzeugt.

Bemerkung: ML-Schétzer sind in vielen Féllen schwach konsistent, z.B. wenn fiir alle n und
alle z die Funktion 6 — p,,(6) unimodal ist, also ein eindeutiges globales Maximum besitzt,
welches gleichzeitig auch das einzige lokale Maximum ist. Wir beweisen das aber in dieser
Vorlesung nicht.

(5.17) Vergleich unserer Nomenklatur zur sonst iiblichen

a) Unsere Definition des statistischen Modells weicht etwas von der allgemein iiblichen ab: oft
(z.B. im Buch von Georgii) ist ein statistisches Modell als Tripel (E, &, (Pp)oco) definiert, man
verzichtet also auf die Abhéngigkeit von n und auf die Zufallsvaraiblen und arbeitet direkt
auf den Bildmafen: in unserer Sprache wire das (E, &, (Px, , Joco). Man spezialisiert dann auf
den Fall wo E = EJ,€ = £5" und Py ein Produktmaf ist, und nennt dies ein statistisches
Produktmodell.

Wir haben also in unserer Definition sofort das Produktmodell eingefiihrt (allerdings ohne die
Bedingung der Unabhéngigkeit), und zwar gleich fiir alle n € N auf einmal. Aulerdem unter-
scheiden wir zwischen dem Raum E (auf dem die Daten leben) und dem W-Raum (2, F,P),
auf dem zuféllige Daten erzeugt werden. Diese zusétzliche Unterscheidung sorgt (hoffentlich)
fiir mehr konzeptionelle Klarheit.

b) Ebenso haben wir die Definition der Statistik etwas anders aufgebaut: in der genannten
Quelle ist eine Statistik einfach eine messbare Abbildung S : F — ¥ fiir einen anderen mess-
baren Raum (3,.#). Die fiir uns unnotige Allgemeinheit dieses allgemeinen Raumes haben wir
weggelassen, und wir haben darauf bestanden, dass man immer gleich fiir jedes n eine solche
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messbare Abbildung angeben muss. Auflerdem haben wir den Begriff der Statistik von dem
des statistischen Modells entkoppelt, d.h. das beispielsweise die Mittelwertschitzer oder der
Varianzschétzer immer die gleichen sind, egal welches statistische Modell man ansieht.

c) Die Philosophie hinter dieser leicht gednderten Definition ist die strikte Trennung von
Daten und Modellen: In dem Raum (E, £) liegen die Datenpunkte, und ein Element aus E™
ist ein Tupel mit n verschiedenen Datenpunkten. Jede der Zufallsvariablen Xy, entspricht der
Erzeugung oder Messung eines dem Zufall unterworfenen Datenpunktes. Oft sind die (X, )nen
unabhéngig. Wenn wir unter der Annahme, dass gegebene Datenpunkten x4, ..., z, € E durch
einen mit Xy, ..., Xp, modellierten zufélligen Prozess erzeugt wurden, etwas iiber den Para-
meter 6 herausfinden wollen, dann hilft (mir) die konzeptionelle Trennung von Datenpunkten
und Zufallsvariablen sehr.

d) Hinzu kommt, dass in der klassischen Definition eine Statistik einfach nur eine messbare
Abbildung ist - das ist also vollig redundant, und man redet sich dann damit heraus, dass man
angeblich eine andere Interpretation dafiir hat usw. In unserer Definition ist eine Statistik eine
Folge von messbaren Abbildungen, d.h. man sollte von vorne herein angeben kénnen, was man
zu tun gedenkt, wenn man n Datenpunkte vorgelegt bekommt. Da man in so gut wie allen
Situationen am Grenzwert vieler Datenpunkte interessiert ist, scheint mir das die richtige Defi-
nition - wenn man unbedingt will, kann man ja auch S, fiir n > 1 trivial wéhlen, dann ist man
zuriick bei der klassischen Definition.

(5.18) Konfidenzintervalle: Voriiberlegungen

Ein Schétzer fiir den Parameter § € © bekommt einen Datensatz z1, ..., z, und rit (,,schitzt )
daraus den Wert von h(#), beispielsweise den Parameter selbst. Wenn allerdings etwa © = R,
dann ist die Schitzung T,,(z1,...,z,) € R eigentlich immer falsch in dem Sinne, dass in allen
praxisrelevanten statistischen Modellen (Xy,,) gilt: P(T,,(Xg1, ..., Xpn) #60) = 1.

Als Giitekriterium fiir den Schéitzer haben wir lediglich die Konsistenz benannt, die aussagt,
dass der geschitzte Wert in einem gewissen (von der Art der Konsistenz abhéngigen) Sinne nicht
yallzu falsch“ ist, wenn man die Anzahl n der Datenpunkte grofl werden ldsst - fiir endliches n
hilft das aber immer noch nicht.

Andererseits haben wir in Bemerkung a) zu (5.15) bereits den Fall angesprochen, dass wir die
schwache Konsistenz durchaus auch auf quantitative Weise fordern kénnen, d.h. wir kénnen fiir
jedes n und jedes € > 0 die Wkeit P(|T(Xp1,...,Xon) — 0] > €), dass der Schétzer bei einem
neuen, vom statistischen Modell erzeugten Datensatz um mehr als € falsch liegt, durch ein
(vermutlich von n und € abhéngiges, aber explizites) 0 > 0 begrenzen. Dies ist die Grundidee
der Konfidenzintervalle.
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(5.19) Bereichsschitzer

Sei (E, ) ein messbarer Raum und (Xy,,)sconen €in statistisches Modell mit Datenmenge E.
Sei h : © — R? eine Abbildung. Eine Folge von Abbildungen T' = (T},),eny mit T}, : E™ — B(RY)
heiBt Bereichschiitzer fiir h, wenn fiir jedes a € R? und alls n € N gilt:

{x € E": T, (x) 2 a} € E®™.

Wie in der Definition des Punktschétzers kommt die zu schitzende Grofie h nicht in der Defi-
nition vor. Wie dort implizieren wir: wenn die Daten x € E™ vorliegen und wir annehmen, dass
diese Daten durch eine der Folgen von ZVen (X, )nen aus dem statistischen Modell erzeugt
wurden (wir aber 6 nicht kennen), dann glauben wir daran, dass die Menge T},(z) C B(R?) den
wahren Wert von h(f) mit einiger Sicherheit enthélt.

(5.20) Konfidenzbereiche und Konfidenzintervalle

(Xo.n)oconen sei ein statistisches Modell mit Daten in (E,€), h : © — RY und T = (T},)nen
ein Bereichsschitzer fir h. o = (v, )nen sei eine reelle Folge mit 0 < «,, < 1 fiir alle n.

a) T heiit Konfidenzbereich fiir die Schétzung von h im statistischen Modell (Xp,,)oco nen
zum Irrtumsniveau « (bzw. zum Sicherheitsniveau 1 — «/), wenn gilt

VoeOo.VneN:  Ph(d) € To(Xos,..., Xon))) =1 — an.

b) Falls in der obigen Situation d = 1 und T, (z) fiir alle z ein (offenes, geschlossenes oder
halboffenes) Intervall ist, dann heifit ein Konfidenzbereich auch Konfidenzintervall. Dies ist
mit Abstand der wichtigste Spezialfall.

c¢) Irgendwelche Konfidenzintervalle zu finden ist nicht so schwierig - denn beispielsweise ist
T, (x) = R immer ein Konfidenzintervall. Das Ziel ist allerdings, moglichst kleine Konfidenzin-
tervalle zu finden, da nur sie viel Aussagekraft iiber den wahren Wert von 6 haben.

d) Sei (2, F,P) der W-Raum, auf dem die (Xp,)nen definiert sind. Wegen der geforderten
Messbarkeit der T, ist dann

{weQ:nh8) € T,((Xoa(w), ..., Xon(w)} = (Xo1,.... Xo) ' ({z € E" : h(0) € T(x)}) € F,
somit ist die in a) geforderte W’keit auch wirklich definiert.

e) In der klassischen Theorie wird sowohl die Messbarkeitsforderung oft weggelassen oder
verschdmt in einer Bemerkung hinterhergeschoben, also auch die Abhéngigkeit von n nicht
gemacht; fiir letzteres mag es gute Griinde geben (man hat eben in der Praxis eine feste Anzahl
von Datenpunkten und nicht zu jedem n einen Satz Daten), aber fiir die Theorie scheint es mir
klarer, wenn man wieder fordert, dass es im Prinzip mdéglich sein sollte, mit jedem beliebigen
n zu arbeiten. Wenn man auf die klassische Theorie zuriick will, kann man noch immer alle
Begriffe aulerhalb desjenigen n, das einen interessiert, trivial machen. Auflerdem ist in der
klassische Theorie, da man kein n hat, das a auch immer fest und nicht eine Folge («v,) wie bei
uns. Wenn man «,, = « fiir alle n setzt, dann kann man das bei uns natiirlich ebenso machen,
in diesem Fall wird dann oft das Konfidenzintervall immer kiirzer, je grofler n ist. Eine andere
Moglichkeit ist es, a, mit wachsendem n schrumpfen zu lassen, dann bleibt (wenn man es richtig
macht) das Konfidenzintervall beispielsweise fiir alle n gleich lang, aber das Irrtumsniveau wird
immer besser (d.h. kleiner). Wir werden in den Beispielen unten sehen, wie das funktioniert.

f) Im Falle des Konfidenzintervalls kann man statt der Abbildung T,, : E" — B(R) auch die



132 VOLKER BETZ

bei den Abbildungen TF : E™ — RU{—00, 00} betrachten, die die obere bzw. untere Intervall-
grenze beschreiben. Dies sind dann wieder Statistiken im Sinne von Definition (5.12) (bis auf
die Tatsache dass man +oo als Wert zulésst), und die Messbarkeit kann man im konkreten Fall
dann meist ganz leicht iiberpriifen.

g) Die Bemerkung a) nach (5.15) gilt auch hier: Fiir gegebene Daten (xy,...,z,) kann man
nicht schliefen, dass das wahre 6 mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1 — «,, in T),(x) liegt,
denn fiir den Parameter # haben wir kein W-theoretisches Modell aufgestellt, und die Daten
sind einfach, was sie sind, also n fest gegebene Zahlen. Die richtige Interpretation ist wieder:
falls wir annehmen, dass fiir ein (uns unbekanntes) 6 eine der Folgen (Xy,,)nen das relevante
Experiment beschreibt, und falls man nun mittels dieser ZVen n neue Daten Xgi,..., Xy,
erzeugt, dann liegt mit W’keit 1 — «,, der wahre Wert von # in dem von diesen neuen Daten
definierten Konfidenzbereich 7,,(Xg 1, ..., Xy, ), und zwar unabhéngig davon, was das wahre 6
ist. Natiirlich kann es immer noch sein, dass gerade die Daten x, die uns vorliegen, dies nicht
leisten, aber das kann eben nur mit viel Pech passieren (falls o, klein ist).

Noch anschaulicher: stellen Sie sich ein Spiel vor, wo der Gegner sich ein beliebiges 6 aussu-
chen darf, dann auf dem zu 6 gehorigen Wiirfel n Zufallszahlen Xy, ..., Xy, erzeugen und
Ihnen zeigen muss - Ihre Aufgabe ist es, einen Bereich festzulegen, in dem Sie das wahre
0 vermuten. Wenn (7,,) ein Konfidenzintervall zum Irrtumsniveau « ist und Sie raten, dass
0 € T,(Xg1,...,Xon), dann werden Sie (auf lange Sicht) mindestens 100(1 — «) Prozent aller
gespielten Spiele gewinnen.

(5.21) Konstruktion von Konfidenzintervallen

a) Das Standardverfahren zur Konstruktion von Konfidenzintervallen ist folgendes: Sei (Xp.,)
ein beiliebiges statistisches Modell mit Daten in £, h : © — R, und (S5,,) eine beliebige re-

ellwertige Statistik auf E. Das zentrale Objekt unserer Betrachtungen sind die Bildmafle der
Abbildungen

W Su(Xpr (@), - - Xon(w)) — h(6)

fir alle 8 € © und alle n € N.

Seien 0 < o < 1, a3, 9 > 0 mit oy + ap = . Fiir gegebenes 0 sei qq, g, sei das a;-Quantil des
zu 0 und n gehorigen BildmaBes, also der Verteilung von S, (Xg1, ..., Xe,) — h(0), und ¢1_q,
das 1 — ap-Quantil ebendieser Verteilung. Dann gilt fiir alle § € R:

IP’(h(G) ¢ [Sn(Xoa,-- o, Xom) — Qi—asom s Sn(Xoa,-- ., Xon) — QOq,@,n>) =

== ]P)(Sn<X9,1a cee 7X9,n) — J1—as,0,n > h(e)) + ]P(Sn(Xe,l; s 7X9,n) — qa1,0n g h(@)) =

= P(Sn<X9,17 cee 7X9,n) - h(g) > q1—a2,0,n) + ]P’(Sn(Xe,l, cee 7X9,n) - h(@) < QOq,G,n) =+ 0o = Q.
Fiir dieses spezielle 6 erfiillt also die Abbildung x — [S,(2) — ¢i—as.0ms Sn(T) — Gay0.n] die
Bedingungen eines Konfidenzinetrvalls - allerdings reicht das nicht, denn das Konfidenzintervall

zu den Daten x darf ja nicht von dem 6 abhéngen, das wir nicht kennen! Daher muss man das
Intervall noch {iber alle # maximieren: man definiert

oy n = inf qai,n,0 < sup 1—as,n,0 = Q1—ag,n>
6co 9cO
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und dann ist fiir alle 8 € ©
P(h(‘g) ¢ [Sn(XQ,h o 7X9,n) - q1—a2,n ) Sn(XG,I; cee 7X9,n> - QOq,n)) <
< ]P)(h(e) ¢ [Sn(XQ,la CI aXG,n) - q1—a2,9,n ) Sn(Xé‘,la CIE aXO,n) - QOq,O,n)> < «,

Dabher ist in diesem Fall die Folge von Abbildungen T, : & — [S,(%) — ¢1—a9.n, Sn(T) + Gay n) €in
Konfidenzintervall zum Irrtumsniveau « fiir das statistische Modell (Xj,,) und die Funktion
h. Natiirlich kann bei ungeschickter Wahl der Statistik (S,,) wegen des sup und inf sehr leicht
T,(z) = R fiir alle  herauskommen - hier kommt es auf die richtige Wahl von S,, an! In sehr
vielen Beispielen ist g, ¢, sogar unabhéngig von 6, so auch im folgenden.

(5.22) Konfidenzintervalle fiir den Mittelwert

a) (Xg,n)nen fiir jedes 6 eine uiv Folge von Ny i-verteilten ZVen, und (S,,) mit S, (z) = £ 3" | z;
sei der Mittelwertschatzer. Dann ist

n n

1 1
o (Xo,1 o.n) - ;( 0i —0) =~ ;( 00— E(Xoi)) (%)
normalverteilt, mit Mittelwert 0 und Varianz %; also héngt die Verteilung von Y, ¢ gar nicht
von # ab. Bezeichnet g, das a-Quantil der Standardnormalverteilung, dann ist fiir alle 8 und

alle o, g, ap wie in (5.20) und Z ~ N 1:

o, o, _
P(S(Xp1, ... Xon) —0< —=) =PYoo < —=) =P(Z < qoy) = 1,
(5n(Xo,1 6,n) \/ﬁ) (Yo ) ( oy) = 1
und ebenso fiir as > 0 -
d1—as
P(S,(Xo1, .- Xon) —0>—=) = qs.
(Sn(Xo1 o.n) Jn ) = ay
Somit ist durch B B
q1—as oy
Tn = Sn - ’Sn - T =
(@) = Su(e) - L2225, - T
ein Konfidenzintervall zum Niveau o« = 7 + ay definiert. Oft wéhlt man oy = ay = a/2,
und weil die Normalverteilung eine Dichte hat, braucht man bei den Intervallgrenzen nicht
aufzupassen. Damit bekommt dann das Konfidenzintervall die symmetrische Form

q1—a/2 d1—a/2
T.(z) =[S, NG , S+ T ].
Hier sieht man nun auch, dass fiir «,, = « fiir alle n das Konfidenzintervall immer kiirzer
wird, je grofler n wird, d.h. je mehr Daten man hat. Alternativ kann man auch das Niveau
verschéarfen, also «,, mit wachsendem n immer kleiner machen. Richtet man z.B. «,, so ein,
dass qi_q, 2 = cy/n fiir ein ¢ > 0, dann bleiben die Konfidenzintervalle gleich lang, aber das
[rrtumsniveau geht gegen 0.

b) Fiir ein allgemeineres statistisches Modell, wo die (Xy,,)nen uiv ZVen mit endlicher Varianz
und Mittelwert 6 sind, bietet sich das gleiche Verfahren an: man w#hlt S,, wie in a), bestimmt
die Verteilung von Y, » und hat die berechtigte Hoffnung, dass diese nicht allzu sehr von 6
abhéngen wird. Fiir bestimmte konkrete statistische Modelle (z.B. Bernoulli oder Poisson) kann
man das machen, mit unterschiedlich viel Rechenaufwand. Approximativ aber kann man genau
so vorgehen wie in a), denn die ZV' Y, 4 ist nun zwar nicht mehr normalverteilt und kénnte auch
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von # abhédngen, aber wegen des zentralen Grenzwertsatzes kann man sie zumindest fiir grofe n
recht gut durch eine Normalverteilung mit Mittelwert 0 und Varianz %V(Xg,l) approximieren.
Man kann ab dann wieder genau so vorgehen wie in a).

(5.23) Konfidenzintervalle fiir die Varianz, erster Versuch

(Xp.) sei ein statistisches Modell mit Daten in R, © = R{ x 6. Die (Xg,,)nen seien uiv und
es gelte V(Xp1) = v fiir 8 = (v,6p) € ©. In (5.8 a) haben wir den Varainzschétzer

Vo(xy, ... xy) = ni1i<xz—%im,)2
1

i= =1

kennengelernt; wir wollen versuchen, mit diesem geméafl der Methode aus (5.21) ein Konfidenz-
intervall zum Niveau « konstruieren. Seien oy, oy > 0 mit a3 + o = a < 1, und sei gq, . das
ai-Quantil der ZV V,(Xg 1, ..., Xon) — v, SOWIE 1 _aynp das (1 — az)-Quantil dieser ZV. Dann
ist mit qq, n = infveRSr Qor o UNd q1_gypn = SUP ey d1-azn,w das Intervall

J(x1, . x) = [Valxr, oo @0) — Qmagms Va(T1, ooy Zn) — Qayn)

ein Konfidenzintervall zum Niveau o, geméf (5.21). Um die Quantile zu bestimmen, miissten wir
jedoch etwas iiber die Verteilung von V,,(Xg 1, ... Xp,) — v wissen. Im Fall von normalverteilten
ZVen kommt man hier weiter:

(5.24) Satz von Student
(X4,...,X,) selen uiv mit Xy ~ N, ;2. Mit

Ma)i= 23 Xiw) Valw) = g S(Xile) — M(w)?

gilt:
a) M, L V,, und M, ~ N, ,-1,2.

b) Die Verteilung von 23V, ist also die Gamma-Verteilung mit Parametern (1/2,n/2), in
Formeln:

n—1 T 1 P(nfl [ b]) / 27n/2 n/2 /2 1 ( ) q
L'rL ~ n/2, also 2 Ln € |a, - T 9 x € o)) AT
0_2 1/27 /2 P [a7b] (n/ ) [0, )

In der Statistik heifit die I'y /5 ,,/2-Verteilung auch x?-Verteilung zum Parameter n — 1, oder
mit n — 1 Freiheitsgraden. Man schreibt I'y /3, /2 ~ Xifl'
c) Die Verteilung mit der Lebesguedichte

_ntl

() i
w0 = )

n
heifit (Student’sche) t-Verteilung mit n Freiheitsgraden und wird mit ¢, bezeichnet. Es

gilt:
V(M (w) — 1)

Fir T, ,(w) := V)

ist Tn,ll ~ tn—l-
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Bemerkungen:

a) Der Beweis dieses Satzes besteht vor allem im geduldigen und fehlerfreien Anwenden der
Transformationsformel fiir Integrale. Teile a) und b) machen wir als Ubung, fiir Teil c) sei auf
die Literatur verwiesen.

b) Schaut man die Dichte 7,, genau an, so erkennt man im z-abhéngigen Teil im Wesentlichen
die Approximation der Exponentialfunktion e /2 durch das Polynom (1 + %)—n/ 2. Die t-
Verteilung ist also fiir grofle n der Normalverteilung sehr dhnlich, fiir kleinere n ist sie ein wenig

breiter.

(5.25) Konfidenzintervall fiir die Varianz im Gauf-Modell, zweiter Versuch

Wir wenden Satz (5.24) auf die ZV V,, = V,,(Xp1, ..., Xp,) mit 0 = (v,6y) aus (5.23) an, unter
der Annahme, dass die Xy, normalverteilt mit Varianz v sind. Dann ist fiir Y ~ x2_; und
0<pB<l1

VTL n,v n,v
B=B(Vi—v < qsna) = P(n =) < (B2 4 )(n - 1) = B(Y < (B2 4 1)(n - 1))
Wenn also ¢y das S-Quantil der x?_;-Verteilung ist, dann gilt somit
agy
Do = <nﬁ— 1 1>U'
Fiir gar nicht einmal so kleine 5 > 0 ist also infveRg 4B np = —00, und genauso fiir 5 einigerma-

Ben nahe bei 1 dann inf g+ ggne = 00. Das macht unser Konfidenzintervall aus ((5.24)) leider
ziemlich nutzlos.

Was ist passiert? Das Problem ist, dass wir das Bildma8} der (Xp;, ..., Xp,) unter unserer
Statistik  +— V,(z) — v zwar dank (5.24) nun ausrechnen kénnen, dass es aber leider sehr
stark von v abhéngt. Das hétten wir vorher schon erraten konnen, und es liegt auch nicht an
der Normalverteilung: wenn man fiir ZVen mit einer riesigen Varianz (v — oo) die empirische
Varianz ausrechnet, dann darf man sich nicht wundern, wenn die sehr stark schwankt, also die
Quantile sehr negativ oder sehr grof3 sind.

Die Losung des Problems ist die Wahl einer besseren Statistik. Wir weichen daher von der in
(5.23) gegebenen einfachsten Losung ab und setzen

(n — DVa(x)

Sp(x) =
(@)= =Y
Sei s, das S-Quantil der Verteilung von S, (Xp1,. .., Xp,). Dann ist, wenn Y ~ x?2_,,

6 — P<(n B 1)VTL(‘X;f,h s 7X9,n)

< Qﬁ,n,v> = ]P)(Y < qﬁ,nﬂ))
Daher gilt ¢g,» = gs,y, also unabhéingig von v. Somit ist

(n—DVa(z) (n— 1)Vn($)]

)
QIfag,Y qal,Y

C(z) = [
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ein Konfidenzintervall, denn es gilt beispielsweise

]P(U < (n — 1)Vn(X9,1, c. ,Xg,n)> _ P((n — l)vn(X,g’l, . ,Xgm)
v

> Chfaz,y) < Qo,
q1—as,Y
ebenso mit ;.
Ubung: iiberzeugen Sie sich, dass anders als es aufgrund dieser Formel auf den ersten Blick
der Fall zu sein scheint, dieses Konfidenzintervall fiir grofie n kiirzer wird, ndmlich von der
GroéfSenordnung \/iﬁ ist.

(5.26) Konfidenzintervall fiir den Mittelwert bei unbekannter Varianz und Normal-
verteilungen

Sei © =R x Ry, 6 = (m,v) und (Xp,)nen uiv mit Xp; ~ N, . Ziel ist es, ein Konfindenzin-
tervall fiir h(€) = m zu bestimmen. Das Konfidenzintervall aus (5.22) funktioniert nicht mehr;
denn wenn M, der Mittelwertschitzer und g, das a-Quantil von N ist, dann ist fiir festes v
zZwar

Ko (x) = (M () %qla/z, M, (a) + %qlm],

da wir das aber iiber alle v maximieren miissen, ist es wieder nutzlos. Mit (5.24 ¢) kénnen wir
aber eine Statistik finden, wo wir das relevante Bildmafl kennen und es nicht von m abhéngt:
Ist V,, der Varianzschéatzer, dann setzen wir

somit ist S, (Xo1,..., Xpn) ~ th_1. Wenn gz das f-Quantil der t-Verteilung ist, dann gilt

\/Vn<X0,17 o . 7X9,n)
Jn

B =P(Su(Xo1,- -, Xon) < @) = P(Ma(Xos, ., Xo) = B <m),

und analog fiir mit ¢;_g. Es folgt, dass

#ql—am My () + Y L)

ein Konfidenzintervall zum Niveau o + ap ist.

Bemerkungen:

a) Man beachte die formale Ahnlichkeit des Konfidenzintervalls mit dem fiir bekannte und
feste Varianz: formal ersetzen wir einfach diese bekannte Varianz durch die geschétzte, zu dem
Preis, dass wir statt der Quantile der Normalverteilung die Quantile der (breiteren) t-Verteilung
benutzen miissen. Dadurch wird das Konfidenzintervall etwas grofer.

b) Die Standard-Methode (5.21) zum Berechnen von Konfidenzintervallen funktioniert in den
letzten beiden Beispielen nicht mehr und musste erweitert werden, in folgendem Sinne: Wir
verschaffen uns zunéchst eine Statistik .S,,, die sowohl von den Daten als auch von h(6) abhéngen
darf, wo aber das Bildmafl der X,; unter dieser Statistik nicht von # abhéngt. Dies erlaubt
es uns, ohne Maximierung iiber # die Quantile dieses Bildmafles zu bestimmen. Nun miissen
wir in der Lage sein, diese Statistik fur alle x zu invertieren, d.h. den Ausdruck nach h(f)
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aufzulosen. Dann bekommen wir durch diese Invertierung und durch die berechneten Quantile
ein Konfidenzinetrvall, dhnlich wie es oben gemacht wurde.

(5.27) Tests: Grundideen und Beispiele

In vielen Situationen des Lebens sind wir gezwungen, binére (d.h. Ja-Nein) Entscheidungen auf
Grundlage von kontinuierlichen und méglicherweise mit Unsicherheiten behafteten Informatio-
nen zu treffen. FKines der ersten Beispiele, das einem vielleicht einféllt, ist hier das Eingehen von
Beziehungen oder Ehen, was wir aber aus verschiedenen Griinden lieber nicht mathematisch
formalisieren wollen.

Sehr wichtige Anwendungen dagegen sind gesetzliche Regelungen, zum Beispiel bei der Me-
dikamentenzulassung. Zwar ist es klar, dass die Wirksamkeit und Vertréglichkeit eines neuen
Medikaments nicht entweder vorhanden oder abwesend ist, sondern sich auf einem weiten und
nicht leicht zu messenden Spektrum bewegt. Trotzdem muss der Gesetzgeber letztlich eine
bindre Entscheidung treffen, namlich ob er das Medikament freigibt und bereit ist, mit den
Geldern der Krankenkassen zu kaufen, oder nicht. Fiir diese Entscheidung muss es objektive
Spielregeln geben, die vorher bekannt gemacht werden. Dies und &hnliche regulatorische Ent-
scheidungen (z.B. Grenzwerte fiir Schadstoffe) sind das wichtigste Einsatzgebiet statistischer
Tests.

Ein weiteres Einsatzgebiet sind die Untermauerung wissenschaftlicher oder anderer Zusam-
menhénge, deren Messung relative groflen Unsicherheiten unterliegt. Beispiele hierfiir wéren:

a) die Reaktion eines kleinen Okosystems auf gewisse Einfliisse von aufien (z.B. Abnahme von
Individuen einer Spezies bei Eingriffen in FlieBgewésser);

b) die Qualitatspriifung von Produkten aufgrund kleiner Stichproben; denken Sie beispielsweise
an eine Lieferung von 10000 Feuerwerkskorpern, bei der der Lieferant garantiert, dass hochstens
3% nicht funktionieren; wenn Sie das kurz nach dem Kauf iiberpriifen wollen, sollten Sie nicht
alle testen, sondern nur einen kleinen Teil, und daraus Schliisse ziehen.

¢) der ,Beweis“ der Wirksamkeit eines neuen ,,Superfood“ fiir das personliche Wohlbefinden.

Der Einsatz von Tests ist hier wieder vor allem dann sinnvoll, wenn die Ergebnisse in binére
Entscheidungen miinden - beim Beispiel a) etwa die Renaturierung von Béchen, die mit hohen
Kosten verbunden ist, bei Beispiel b) die Reklamation der Lieferung mit eventuell folgendem
Rechtsstreit und teuren Gutachten. In anderen Féllen sind Tests weit weniger sinnvoll, denn
man postuliert damit eine bindre Wirklichkeit, die es so vielleicht gar nicht gibt. Trotzdem
werden sie auch dort oft eingesetzt, entweder zu Werbezwecken (Beispiel ¢), oder aufgrund des
menschlichen Unbehagens gegen Aussagen, die nicht mit einem einfachen , gilt / gilt nicht“ zu
erledigen sind.

Aus den obigen Beispielen sieht man {ibrigens, dass oft eine der zwei Handlungsoptionen ri-
sikoreicher oder teurer ist als die andere: Bei Medikamenten ist eine fehlerhafte Zulassung
eines schidlichen Medikaments eine Katastrophe (suchen Sie im Netz nach Contaganskandal),
die fehlerhafte Nicht-Zulassung eines niitzlichen Medikaments lediglich eine verpasste Chan-
ce. Vergleichbares gilt fiir die Beispiele Renaturierung (hohe Kosten ohne Wirkung, Ende der
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politischen Laufbahn vs. Beibehaltung des Status quo und niemand nimmt Notiz), Rekla-
mation (Arger, Gutachter, Gerichtsprozesse vs. kleiner wirtschaftlicher Schaden durch Nicht-
Bemerken), und im Prinzip auch Superfood (Blamage und PR-Gau bei belegter Wirkungslosig-
keit vs. etwas weniger Umsatz), wobei die Praxis im letzten Beispiel oft eine andere ist. Diese
Asymmetrie spiegelt sich auch in der Definition von Tests wieder.

(5.28) Tests: Definitionen

Sei (E, &) ein messbarer Raum, © sei eine Menge und (Xp,)gconen ein statistisches Modell
mit Daten in E. Sei Hy C ©, H; = O\ Hy, und o = (v, )peny mit 0 < v, < 1 fiir alle n € N.

a) Die Aussage 0 € Hy heifit Nullhypothese und die Aussage § € H; Alternative oder
Alternativhypothese.

b) Ein Test mit Nullhypothese H, zu Niveau « ist eine {0, 1}-wertige Statistik fiir die
Datenmenge F, fiir die gilt:

]P)(Tn(XgJ, - ,Xg,n) = 1) < o VO € Hy.

¢) Die Giitefunktion eines Tests T’ mit Nullhypothese Hy ist die Funktionenfolge G = (G,,)nen
mit

G, :0 —[0,1], 00— GO) =P(T.(Xo1,...,Xon) =1) =E(T(Xo1,-.-,Xo))
Fiir 6, € H; heiit G(0;) auch die Macht des Tests T beim Parameter 6.

d) Ein Test 7" mit Nullhypothese Hy heifit unverfialscht zum Niveau a, wenn fiir alle n € N
gilt:
Gn<00) < (6 7% < Gn(Ql) Veo € H(),V@l € Hl.

Bemerkungen:

a) T,(z) = 1 bedeutet, dass man aufgrund der Daten z vermutet, dass (fiir kleine «) sehr
wahrscheinlich die Alternativhypothese gilt, der wahre Parameter, der die Daten erzeugt hat,
also in Hy liegt. Formalisiert wird der Ausdruck ,sehr wahrscheinlich“ genau wie bei den Kon-
fidenzintervallen: Wenn man fiir irgend einen Parameter 6y € Hy die ZVem X, 1, ..., Xg,n in
den Test einsetzt, erhélt man eine ZV; von dieser verlangt man, dass sie hochstens mit Wkeit o
den , falschen“ Wert 1 annimmt. Man denkt also wieder so: falls jemand mit einem zu 6, € H
gehorigen Zufallsmechanismus Daten erzeugt, mir vorlegt, und mich fragt, ob der Parameter,
der die Daten erzeugt hat, in Hy liegt, dann werde ich mich aufgrund dieser Daten in (1—«)-100
Prozent aller Félle fiir die richtige Antowrt (,Ja*) entscheiden.

b) Fiir fest vorgegebene Daten kann man wieder, aus dem gleichen Grund wie friiher, nichts
dariiber sagen, mit welcher W’keit man Recht hat. Ebenso sagt das Niveau « nichts dariiber
aus, mit welcher W’keit man die Tatsache 8 € H; aus zufillig erzeugten Daten erkennt, wenn
sie wahr ist. Letzteres ist die Aufgabe der Giitefunktion. Bei einem Test vom Niveau « ist not-
wendigerweise G, (0y) < « fiir 0y € Hy, aber man mochte Tests so konstruieren, dass G(6;) fiir
moglichst viele §; € H; moglichst nahe bei 1 ist. Falls § = R und Hy = (—o0, ¢], dann mochte
man also, dass G, (6) der Indikatorfunktion 1. )(¢) méglichst &hnlich wird. Da 6 — G, (6) oft
stetig ist, muss man sich mit einer Approximation zufrieden geben, und das Niveau « schreibt
zusitzlich vor, dass (falls G,, monoton ist, was im gegebenen Beispiel meist so ist) G, (c) < «
seln muss.
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c¢) Die in (5.27) angesprochene Asymmetrie schligt sich in der unterschiedlichen Behandlung
von Hy und H; nieder: man erzwingt P(T,,(Xgp1,...,Xpn) = 1) < o, fir § € Hy, wéhrend
man fiir § € H; zunéchst keine Forderungen stellt. Da «,, oft sehr klein ist (0.05 oder 0.01
sind beliebte Werte), bedeutet das, dass eine (filschliche) Entscheidung fiir H; selten ist, wenn
0 € H, gilt, wihrend man beziiglich einer filschlichen Enscheidung fiir Hy bei § € H; weit
toleranter ist. Hier gibt es einige Nomenklatur:

(i): Man sagt, die Nullhypothese H, wird aufgrund der Daten z abgelehnt wenn
T(x)=1.

(ii): Man sagt, man begeht einen Fehler erster Art, wenn man die Nullhypothese ablehnt,
obwohl sie wahr ist.

(iii): Man sagt, man begeht einen Fehler zweiter Art, wenn man die Nullhypothese nicht
ablehnt, obwohl sie falsch ist.

In den obigen Beispielen ist die Nullhypothese also die Unwirksamkeit oder Gefahrlichkeit eines
neuen Medikaments, die Einhaltung vertragsgeméafler Qualitdtsstandards bei Feuerwerkskorpern,
oder die Wirkungslosigkeit von Superfood. Ein Fehler erster Art ist somit die (katastrphale)
Zulassung eines schédlichen oder nutzlosen Medikaments, die ungerechtfertigte Reklamation
ete.

d) Die Bedeutung der Unverfélschtheit sieht man am besten an Beispielen - zunéchst halten
wir nur fest, dass Unverfilschtheit bedeutet, dass man ein #; € H; mindestens mit der gleichen
W’keit also solches erkennt, wie man ein 6y € H, filschlicherweise nach H; einordnet.

e) In der Testtheorie setzt man eigentlich immer «,, = o; = « fiir alle n. Der Grund ist, dass
man sich von vorne herein fiir ein Niveau entscheidet, mit dem man dann zufrieden ist. Durch
Erhéhen der Datenmenge n verbessert sich die Macht des Tests.

f) Mathematisch sind Tests eng verwandt mit Konfidenzbereichen: Sei h : © — {0,1} mit
h(0) = 1y,(0), und T, ein Test zur Nullhypothese Hy zum Niveau a. Betrachte den Be-
reichsschétzer T,,(z) := {T,,(z)}. Dann gilt fiir alle 6, € Hy:

P(h(0o) & Trn(Xag1,-- -5 Xogm)) = P(0# T(Xog1, -+ Xogn)) = P(Tn(Xog1s -+ Xogn) = 1) < .

Die Abbildung T}, erfiillt also die Bedingung fiir ein Konfindenzintervall fiir die Schitzung von
h, allerdings nicht fiir alle § sondern nur fiir 6 € H,.

(5.29) Konstruktion von Tests aus Konfidenzbereichen

Sei (E, &) ein messbarer Raum, © C R?, und (Xj,,)pconen €in statistisches Modell mit Daten
in E£. Sei Hy C ©, H; =0\ Hy, und a = () peny mit 0 < o, < 1 fiir alle n € N.

Sei C' = (C},)nen ein Konfidenzbereich fiir die Abbildung h(f) = 6 zum Irrtumsniveau «. Dann
ist die Abbildung 7' = (7},)pen mit

I(e) = {1 falls C,(z) N Hy # 0,

0 sonst

ein Test zum Niveau o mit Nullhypothese Hy.
Beweis: Sei § € Hy. Dann ist
P(Th(Xo1,..., Xon) =1) =P(Cri(Xpa,...,Xon) N Hy=0) <
< P(Cn(XG,la v aXG,n) N {0} = ®) = IP)(Q ?é Cn(XG,h v aXG,n)) < Qp,
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also ist 7, ein Test zum Niveau «. ]
Bemerkung: Fiir jeden Konfidenzbereich fiir die Schéitzung von 6 kénnen wir also den zu-
gehorigen Test konstruieren. Natiirlich gibt es viele Konfidenzbereiche, die man geschickt wéhlen
sollte, damit zunéchst einmal {iberhaupt niitzliche, und dann mdoglichst méchtige Tests heraus-
kommen - insbesondere haben wir in unseren Beispielen immer die rechte und linke Grenze
durch a; und s festgelegt, und bei der Konstruktion von Tests spielt es eine Rolle, wie man
a1 und ay wihlt, je nachdem welches Hy man vorliegen hat.

(5.30) Beispiele
a) Gaufitest, zweiseitig:

Das stochastische Modell sei (X, )nen uiv mit Xg 1 ~ N (0, 02), 02 fest und bekannt, § € © = R.
Die Nullhypothese sei Hy = {6p}; relevant ist dies beispielsweise, wenn 6, die Lehrmeinung fiir
eine naturwissenschaftliche Grofle darstellt und man mittels verrauschter Messungen belegen
will, dass diese Lehrmeinung falsch ist.

Analog zu (5.22) kann man das symmetrische Konfindenzintervall

Oq1-a/2
vn

konstruieren, wobei gg das S-Quantil von N ist. Wegen

06717(1/2]

On(x) = [Mn - \/ﬁ

, My, +

g

Co@)Ho =0 = 0 ¢Cola) = |Male) = 0ol > =i

ist durch

() 1 falls [M(2) — 6o > =G1-a/2,
n m =
0 sonst.

ein Test zu Niveau o gegeben.
b) Gaufltest, einseitig:

Das stochastische Modell und © sei wie in a), aber nun Hy = (—o00,6]. Eine Anwendung
ist beispielsweise die Behauptung, das mittels € R gemessene und in der Bevolkerung (mit
Varianz 0?) normalverteilte individuelle Wohlbefinden werde durch Einnahme eines Superfoods
iiber den in der Gesamtbevolkerung iiblichen Wert 6 hinaus gesteigert, was man durch Messen
dieses Wertes (wie auch immer) bei n Testpersonen, die das Produkt benutzen, zu belegen
versucht.

Man kann hier zwar das gleiche Konfidenzintervall wie in a) wéhlen; man bekommt iiber die
Bedingung C,,(x) N Hy = () den Test T,,(z) = 1 genau dann wenn M, (z) — 6 > \/Lﬁcjl,a/g. Das
ist aber nicht optimal, denn es gibt hier keinen Grund, das Konfindenzintervall nach oben zu
beschrinken; und je ldnger man es oben werden lésst, desto kiirzer kann man es am unteren
Ende machen. Man sollte also im Kontext von (5.22) oy = 0 und oy = « wihlen, dann ist
Ja, = —00, und das Konfidenzintervall bekommt die Form

Cn(x) = [Mn - \/ﬁ y
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Damit ist durch

T(z) = 1 falls M,(x) > 6y + Trli-a;

0 sonst.

ein Test zum Niveau a gegeben.
c) x*-Test, einseitig:
Das stochastische Modell ist (Xp,,,) mit (Xg,), uiv, 0 = (m,v) € RxR{ = 0, und Xy ~ Ny
Die Nullhypothese ist Hy = {(m,v) : v < v} fiir ein vy > 0. Eine Anwendung ist etwa die
Behauptung, die Variabilitit (Varianz) eines Merkmals einer Population von Individuen sei

klein, woraus man schlieBen mochte, dass die Population seit langer Zeit isoliert lebt. In (5.25)
haben wir das Konfidenzintervall

Cp(z) = [(n

— DVa(z) (n— 1)Vn($)]
q_lfag ’ gcq
fiir die Schétzung der Abbildung h(#) = v ausgerechnet, wobei V,, der Varianzschétzer und gg

das $-Quantil der x2_,-Verteilung ist. Da uns die rechte Grenze dieses Intervalls wie oben nicht
interessiert, setzen wir wieder as, = o und a; = 0, und erhalten den Test

1 fall Ydie
Tn@):{ alls Vi(x) > 225,

0  sonst.

Ein zweiseitiger Test geht natiirlich auch, man iiberlege sich was man hier &ndern muss.

d) t-Test, einseitig

Das statistische Modell sei wie in ¢), aber nun sei Hy = {(m,v) : m > my}. Die Anwendung
ist dhnlich wie in b), mit dem Unterschied, dass man nun nicht davon ausgeht, die Varianz a
priori zu kennen. Auflerdem ist nun die Nullhypothese ein in m von unten (statt von oben)

beschrinktes Gebiet, wir suchen also nach Konfidenzintervallen, die nach oben hin mdoglichst
kurz sind. In (5.26) haben wir das Konfidenzintervall

V() V() ]

Nz Vi
gefunden, wobei M, und V,, Mittelwert- und Varainzschétzer, une gz nun das Quantil der
t,_1-Verteilung ist. Wir setzen nun as = 0 und oy = «, und erhalten

To(z) = {1 falls M (x) + \/%;\/Vn(:v)cja < my,
0 sonst
als Test zum Nivea «.

e) Binomialtest: Das stochastische Modell sei (Xg,,) mit (Xg,)nen uiv, 6 =p € [0,1] = O,
und X,; ~ Ber,. Die Nullhypothese ist Hy = [0, pg]. Anwendungen sind ,, Experimente*, die
mit einer W’keit von p gelingen, und man mochte diese W'keit testen. So ein Experiment kann
zum Beispiel sein, einen Feuerwerkskorper einer Lieferung zu testen, und ein , Erfolg® wire
dann, dass er nicht funktioniert. Fiir py = 0.03 bedeutet die Nullhypothese, dass hochstens 3
Prozent aller gelieferten Feuerwerkskorper defekt sind.

O(x) = [Mn(x) + 01—, Mn() +

Wir haben hier wieder einen einseitigen Mittelwert-Test, allerdings sind die Zufallsvariablen nun
nicht mehr Gauflverteilt. Statt zu versuchen, den Test nach unserem Schema zu konstruieren,
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gehen wir hier ad hoc vor. Die einzig sinnvolle Vorgehensweise scheint es, ab einer gewissen
Anzahl ny von Erfolgen die Nullhypothese abzulehnen. Setzt man

T (2) 1 falls Y7 x; = no,
n €T =
0 sonst

so muss man noch ng bestimmen. Es ist klar dass der Fehler ester Art fiir p = py unter allen
p € [0, po] am groBten ist, daher brauchen wir und diesen Fall ansehen.Es gilt

n n n -
P(To(Xpo s Xpon) = 1) = PO Xy 2 m0) = 3 (k)p’su —po)"*
i—1

k=ng
Das Auftreten der Binomialverteilung gibt dem Test seinen Namen.

Fiir P(T,,(Xpo 1, - - - Xpon)) = 1) < o muss man ng gro genug wihlen. Im Fall n = 100, a = 0.05
und 6y = 0.03 erhélt man ng = 7. Hat man also 10000 (oder eine andere beliebige sehr grofie
Anzahl) Feuerwerkskorper gekauft, 100 getestet und dabei 7 Nieten gefunden, dann kann man
zum Niveau 0.05 die Nullhypothese ablehnen, dass von den 10000 weniger als 3 Prozent fehler-
haft sind; bei nur 6 gefundenen Nieten kann man das nicht tun.

Eigentlich gilt das alles nur im Grenzwert unendlich grofler Lieferung, denn ansonsten miisste
man statt der Bionimalverteilung die wesentlich weniger erfreuliche hypergeometrische Vertei-
lung nehmen. Zum Gliick besteht fiir grole n kaum ein Unterschied.

Bemerkungen:

a) Zur Unverfilschtheit:

Betrachten Sie den einseitigen GauBtest im Beispiel b) oben. Nehmen wir an, dass wir ver-
muten, das das wahre 6 nicht viel grofler als 0y ist, und wir wollen unsere Chancen erhéhen,
zum Niveau a = 0.05 die Nullhypothese abzulehnen. Wir koénnen den , Sicherheitsabstand “
0q1—a/v/n zwischen dem aus den Daten errechneten Wert S, (z) und 6, tatséchlich ein wenig
reduzieren, indem wir die Nullhypothese statt dessen auch dann ablehnen, wenn die Werte von
Su(x) zu groff sind, also oberhalb einer Zahl ¢, liegen. Nehmen wir beispielsweise an, wir
wollen sie auch noch bei Ergebnissen ablehnen, die nur um %aql_a /+/n oberhalb von 6, liegen.
Im kritischen Fall & = 6y, wo der Fehler erster Art am grofiten ist, hat dann die W’keit, die
Nullhypothese abzulehnen, die Form

1
P<Sn(X90,17 cee 7X90,n) S [90 + 50(117(1/\/57 Cmax}>7

und durch geschickte Wahl von ¢y > 0 + %0671—a /+/n bekommt man diesen Ausdruck < a.

Der Nachteil, den man sich erkauft, ist zwar, dass dieser Test nun im Fall, wo das wahre 6 viel
grofer als 6 ist, die Nullhypothese mit ziemlicher Sicherheit nicht ablehnt obwohl sie falsch ist;
wenn man aber sowieso vermutet dass das wahre 6 nicht weit von 8y entfernt ist kann einem
das egal sein. Trotzdem ist das ganze natiirlich hochgradig willkiirlich und ganz und gar nicht
im Sinne des Erfinders. Daher fordert man die Unverfilschtheit bei Tests; diese erfiillt unser
alternativer Test nicht, da ja seine Macht bei sehr groflen Werten von 6 beliebig klein wird.
b) Zum Betrug bei Tests:

Gerade weil es in der Praxis bei statistischen Tests oftmals um viel Geld oder Ansehen geht
(beispielsweise bei Medikamenten), ist die Versuchung sehr grof}, hier zu tricksen. Moglichkeiten
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dafiir gibt es viele: man kann versuchen, Daten verschwinden zu lassen, die nicht gut aussehen,
oder man kann so viele Fragen gleichzeitig testen, dass man eine davon mit hoher Wahrschein-
lichkeit positiv beantworten konnen wird, und dann in der Publikation so tun, als hétte man
nur diese Frage untersucht. Eine andere Methode ist es, das Niveau a nachtréaglich noch mal zu
dndern: zum Beispiel nehme man an, man wolle zum Niveau a = 0.05 zeigen, dass das neueste
Superfood das Wohlbefinden steigert; leider darf man aber aufgrund der Daten die Nullhypo-
these (keine Steigerung) zu diesem Niveau nicht ablehnen. Nun rechnet man nach und findet
heraus, dass man sie zum Niveau o = 0.07 aufgrund der gleichen Daten hétte ablehnen diirfen
- man findet nun eine 93-prozentige Zuverlissigkeit der Aussage auch nicht viel schlechter als
eine 95-prozentige, und &ndert kurzerhand das Niveau. Schon kann man mit Fug und Recht
behaupten, was man immer schon geglaubt hat.

Dieses letzte Beispiel zeigt ein Grundproblem bei Studien: zunéchst ist ja tatséchlich ein Ni-
veau von 0.07 auch nicht zu verachten, aus physikalischer Sicht ist die Vermutung immer noch
angemessen, dass es hier etwas zu entdecken gibt. Andererseits ist dann natiirlich nicht klar,
wo die Grenze ist - bei 10 % oder doch erst bei 15 %? So kann man also nicht seriés vorgehen.
Wenn andererseits ein naturwissenschaftlicher Effekt so subtil ist, dass man ihn nur mit gréfitem
Aufwand und langen Studien entdecken kann, wie niitzlich ist es dann, ihn zu kennen? Solche
Fragen sind nicht immer leicht zu beantworten. Volle Berechtigung haben die Studien jedoch
im Gebiet der gesetzlichen Regulierung, da man hier einfach klare und objektive Spielregeln
braucht, die fiir alle gelten.

c) der p-Wert:

Oft wird bei Tests auch der p-Wert angegeben: dies ist die Abbildung, die zu gegebenen Daten
x1, ..., T, das kleinste Niveau errechnet, bei dem man aufgrund dieser Daten die Nullhypothese
gerade noch ablehnen wiirde. Im Fall des einseitigen Gaufitests aus (5.30 b) ist beispielsweise

p(z) = min{a € [0,1] : Tu(z) = 1} = min{a € [0,1] : M(z) > 6y + inql_a} =

NG
= min{a € [0,1] : (M (x) — 90)\/7% > (i—a)-

Da die Abbildung «a — §;_, monoton fallend ist, ist p(z) somit die Losung « der Gleichung

oo = (M)~ 0) L

9

und daher

1 o0
T) = —F— e 2 dz.

o) \/%/(M(m)—eo)\/ﬁ/o

Man sieht, dass p(x) = 1/2 falls M(z) = 6y, und dass p(z) relativ schnell schrumpft, wenn
M(z) — 6y groB wird. Im p-Wert steckt natiirlich die gleiche Information wie im Test selbst:
man erzeugt die Daten und vergleicht dann den errechneten p-Wert mit dem vorher festgelegten
Niveau «; ist er kleiner als dieses «, so kann man die Nullhypothese ablehnen. Gleichzeitig sagt
einem der p-Wert gleich auch noch, zu welchem noch kleineren Niveau der Test die Nullhy-
pothese auch noch abgelehnt hétte, oder wie weit man das Niveau hétte heben miissen, um
anhand der Daten die Nullhypothese ablehnen zu kénnen. Letzteres ist natiirlich im Sinne von
b) sehr verlockend, aber nicht erlaubt.
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(5.31) Statistik: Zusammenfassung uns Ausblick

Wir sind am Ende unseres kleinen Uberblicks iiber die Statistik. Als letztes mochte ich einen
kleinen Ausblick auf einige Aspekte geben, die es in diesem Gebiet sonst noch gibt. Da ich
selbst kein Statistiker bin ist dieser Ausblick sehr wahrscheinlich stark unvollsténdig.

a) In unseren Beispielen fiir Schitzer, Tests und Konfidenzintervalle war ein gewisses Muster
zu erkennen: immer wenn man fiir ein statistisches Modell (Xj,,) eine (meist von € abhéingige)
Statistik 7}, finden kann, so dass man die Verteilung von T, 9(Xg 1, ..., Xg,) kennt und diese
nicht von # abhingt, dann kann man Tests und Konfidenzintervalle mit Hilfe dieser Statistik
konstruieren. Dieses Thema kann man weiterverfolgen, und auf diese Weise Schétzer fiir den
Median, Tests auf Unabhéngigkeit und vieles mehr konstruieren. Wichtig sind auch die Fille,
wo die (Xp,,) nicht unabhéngig sind und beispielsweise ein zeitliches Geschehen (wie etwa eine
Markovkette) beschreiben; relevant ist fiir solche Situationen auch die sogenannte Zeitreihen-
analyse.

b) Abgesehen davon beschiftigt sich die mathematische Statistik mit der Optimalitét von Tests;
man versucht hierbei zu beweisen, dass gewisse Tests fiir einige oder alle § € H; eine groflere
Macht haben als alle anderen Tests des gleichen Niveaus. Ein anderes Thema ist die Konver-
genzgeschwindigkeit (im Sinne der Konsistenz) bei Zunahme der Datenmenge - hier ist in den
meisten Féllen der zentrale Grenzwertsatz relevant, was bedeutet, dass die bei der Konsistenz
berechnete Grofe oft wie 1/4/n verschwindet.

c¢) Schliellich ist die Statistik allgemein eine eigene, angewandte Wissenschaft, die beispielsweise
in England traditionell auch eigene Institute hat und nicht Teil der Mathematik ist. Zielset-
zung ist es immer, aus groflen oder riesigen Mengen von Daten moglichst sinnvolle Schliisse zu
ziehen, und wie in anderen Naturwissenschaften steht die mathematische Beweisbarkeit dieser
Schliisse oft nur an zweiter Stelle. Dies erklart auch zum Teil die etwas eigenwillige Notation
und Nomenklatur, die in der Statistik iiblich ist. In den letzten Jahren hat die angewandte Sta-
tistik durch die Buzzwords ,,big data“ und ,,machine learning“ erheblichen Auftrieb erhalten.



