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Berechenbar und trotzdem nicht vorherzusagen
In der Umgangssprache bedeutet „Chaos“ Unordnung oder Regello-
sigkeit. In der Mathematik untersucht die Chaostheorie, wie manche
Systememit deterministischen Regeln scheinbar zufälliges oder eben
„chaotisches“ Verhalten zeigen: Wir können zwar genau berechnen,
wie sich ein bestimmter Zustand in der Zukunft entwickeln wird. Je-
doch kann die kleinste Abweichung von diesem Startzustand zu Ver-
änderungen führen, die nicht vorherzusagen sind, ohne alle Berech-
nungen nochmals durchzuführen. Der Mathematiker undMeteorologe
Edward Lorenz, einer der Begründer der Chaostheorie, drückte das so
aus:

“Chaos: When the present determines the future
but the approximate present does not approximately determine the

future.” [1]

Die logistische Abbildung
Ein Beispiel für chaotisches Verhalten ist die simpel anmutende logis-
tische Abbildung

xn+1 = 4xn(1− xn).

In den Spinnwebdiagrammen sind 50 Iterationen dieser Abbildungs-
vorschrift visualisiert. Ein kleiner Unterschied imStartwert führt zu sub-
stantiell unterschiedlichen Bildern. Bei noch mehr Iterationen wären
die Diagramme bald mit roten Linien ausgefüllt, denn von fast allen
Startwerten im Intervall [0, 1] kommt man jedem anderen Wert darin ir-
gendwann beliebig nahe.
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Das Doppelpendel - ein chaotisches Experiment
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Modellierung des Doppelpendels

Wir modellieren das Doppelpendel als zwei masselose Stäbe mit Punktmassen an ihren Enden, die sich
ohne Reibung in einer vertikalen Ebene bewegen. Mit jeweils gleichen Längen und Massen und geeignet
gewählten Zeiteinheiten erhalten wir folgendes Gleichungssystem für die Winkel und ihre Zeitableitungen:(

θ̈1
θ̈2

)
=

1

2− cos2(θ2 − θ1)

(
1 − cos(θ2 − θ1)

− cos(θ2 − θ1) 2

)(
−2 sin θ1 + θ̇22 sin(θ2 − θ1)

− sin θ2 − θ̇21 sin(θ2 − θ1)

)
Wir können keine exakte Lösung dieser Gleichungen bestimmen. Daher wird das System in unserer Si-
mulation näherungsweise, also numerisch, gelöst. Abhängig von den Startbedingungen zeigt sich dabei
unterschiedliches Verhalten:
Startet man mit geringer Energie (kleine Winkel und Winkelgeschwindigkeiten), dann ergibt sich eine
gleichmäßige, periodische Pendelbewegung. Bei großer Energie (große Winkelgeschwindigkeiten) rotie-
ren die Pendel; ebenfalls in einer periodischen Bewegung.
Dazwischen ist die Bewegung chaotisch: Es gibt kein sich periodisch wiederholendes Verhalten. Die Pen-
del nehmen im Laufe der Zeit alle mit ihrer Energie möglichen Positionen und Geschwindigkeiten an, und
kleine Veränderungen der Startposition führen zu völlig verschiedenen Trajektorien!

Numerisches Lösen von Differentialgleichungen

Statt ein Anfangswertproblem (bei dem die Funktion u gesucht wird)

u̇(t) = f (u(t))

direkt zu lösen, integriert man die Gleichung zunächst und erhält

u(t2)− u(t1) =

∫ t2

t1

f (u(s)) ds.

Wir wollen das Integral näherungsweise berechnen. Hier sind ver-
schiedene Methoden bekannt, z.B. kann es mithilfe eines Rechtecks
approximiert werden:

u(t2) ≈ u(t1) + (t2 − t1) · f (u(t1)).

Zeit tt1 t2

f (u(t1))

So können nacheinander Approximationen von u(t1), u(t2), u(t3), ...
bestimmt werden. Dieses Verfahren wird Eulersches Polygonzugver-
fahren genannt und ist seit 1768 bekannt. Moderne Verfahren sind
viel komplizierter, um die Genauigkeit zu verbessern und Probleme
wie wachsende Energie zu vermeiden.

https://www.mathematik.tu-darmstadt.de/lnm
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https://demonstrations.wolfram.com/CobwebDiagramOfTheLogisticMap

