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Berechenbar und trotzdem nicht vorherzusagen Die logistische Abbildung

In der Umgangssprache bedeutet ,Chaos” Unordnung oder Regello- Ein Beispiel fur chaotisches Verhalten ist die simpel anmutende logis-
sigkeit. In der Mathematik untersucht die Chaostheorie, wie manche tische Abbildung
Systeme mit deterministischen Regeln scheinbar zufalliges oder eben Ty = 4x,(1 — x,).

,chaotisches” Verhalten zeigen: Wir konnen zwar genau berechnen,

wie sich ein bestimmter Zustand in der Zukunft entwickeln wird. Je- IN den Spinnwebdiagrammen sind 50 lterationen dieser Abbildungs-
doch kann die kleinste Abweichung von diesem Startzustand zu Ver- vorschrift visualisiert. Ein kleiner Unterschied im Startwert fuhrt zu sub-

anderungen fiihren, die nicht vorherzusagen sind, ohne alle Berech- stantiell unterschiedlichen Bildern. Bei noch mehr Iterationen waren

nungen nochmals durchzufiihren. Der Mathematiker und Meteorologe di€ Diagramme bald mit roten Linien ausgefullt, denn von fast allen
Edward Lorenz, einer der Begriinder der Chaostheorie, driickte das so Startwerten im Intervall [0, 1] kommt man jedem anderen Wert darin ir-

aus: gendwann beliebig nahe.
“Chaos: When the present determines the future T ~
but the approximate present does not approximately determine the :
future.” !
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Das Doppelpendel - ein chaotisches Experiment

Wir modellieren das Doppelpendel als zwei masselose Stabe mit Punktmassen an ihren Enden, die sich
ohne Reibung in einer vertikalen Ebene bewegen. Mit jeweils gleichen Langen und Massen und geeignet
gewahlten Zeiteinheiten erhalten wir folgendes Gleichungssystem fur die Winkel und ihre Zeitableitungen: g A

91 B 1 1 — cos(f, — 64) —2sin f; + 93 sin(6, — 64)
0y 2 —cos?(fy — 0;) \ —cos(b, — 0;) 2 —sin 6, — 07 sin(fy — 6;)
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Wir konnen keine exakte Losung dieser Gleichungen bestimmen. Daher wird das System in unserer Si- 925
mulation naherungsweise, also numerisch, gelost. Abhangig von den Startbedingungen zeigt sich dabei -\
unterschiedliches Verhalten:
Startet man mit geringer Energie (kleine Winkel und Winkelgeschwindigkeiten), dann ergibt sich eine -

gleichmalige, periodische Pendelbewegung. Bei grolder Energie (groRe Winkelgeschwindigkeiten) rotie-
ren die Pendel; ebenfalls in einer periodischen Bewegung.

Dazwischen ist die Bewegung chaotisch: Es gibt kein sich periodisch wiederholendes Verhalten. Die Pen-
del nehmen im Laufe der Zeit alle mit ihrer Energie moglichen Positionen und Geschwindigkeiten an, und
kleine Veranderungen der Startposition fuhren zu vollig verschiedenen Trajektorien!

Modellierung des Doppelpendels

Numerisches Losen von Differentialgleichungen

Statt ein Anfangswertproblem (bei dem die Funktion « gesucht wird) Flu(t))
u(t) = flu(t))

direkt zu losen, integriert man die Gleichung zunachst und erhalt

u(ty) — u(ty) = /t1 f(u(s)) ds. £ t Ze)itt

Wir wollen das Integral naherungsweise berechnen. Hier sind ver- S0 k.éjnnen nacheina.nder Approximatiqnen von u(ty), u(ta), u(ts), ...
schiedene Methoden bekannt, z.B. kann es mithilfe eines Rechtecks Pestimmt werden. Dieses Verfahren wird Eulersches Polygonzugver-

approximiert werden: fthen genannt und ist seit 1768 bekannt. Moderne Verfahren sind
viel komplizierter, um die Genauigkeit zu verbessern und Probleme
u(ta) = ul(ty) + (b2 — t1) - flu(ty)). wie wachsende Energie zu vermeiden.
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