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Uber das Friedmannshe

Kosmologishe Modell

Steffen Fr

�

ohlih

Zusammenfassung

In der Relativit

�

atstheorie Einsteins �ndet die Di�erentialgeometrie eine ihrer wihtigsten Anwen-

dungen. Das war Grund genug, im Rahmen des Di�erentialgeometrie-Kolloquiums 2004 in Karls-

ruhe einige Aspekte dieser Theorie n

�

aher zu bringen.

Der Shwerpunkt der Arbeit liegt in der Modellbildung der relativistishen Kosmologie. In knapper

Form skizzieren wir dabei die Grundlagen der Newtonshen sowie der relativistishen Mehanik.

Dieser Weg f

�

uhrt uns zu den Einsteinshen Feldgleihungen der Gravitation, deren L

�

osungsvielfalt

im Falle maximal symmetrisher R

�

aume im Rahmen der Friedmannshen Kosmologie hier ange-

deutet werden soll.

Die Arbeit gliedert sih in folgende Teile:

1. Zun

�

ahst fassen wir wesentlihe Aspekte der Newtonshen Mehanik zusammen. Die zu-

grunde liegenden Bewegungsgleihungen werden wir sogleih auf kosmologishe Probleme

anwenden, ohne jedoh den G

�

ultigkeitsbereih der Theorie kritish zu hinterfragen. Wir er-

warten, da� sih einige dieser Resultate als gewisse Grenzwerte einer allgemeineren Theorie

zur

�

ukgewinnen lassen.

2. Im zweiten Abshnitt diskutieren wir wihtige Punkte der Speziellen Relativit

�

atstheorie.

Bereits die skizzenhaften Herleitungen relativistisher E�ekte lassen darauf shlie�en, da�

diese Theorie niht nur eine Erweiterung der Newtonshen Mehanik f

�

ur

"

shnell bewegte\

Bezugssysteme ist, sondern eine Korrektur dieser. Von fundamentaler Bedeutung ist der

Begri� der Eigenzeit, was deren ausf

�

uhrlihere Darstellung rehtfertigt.

3. In Kapitel 3 behandeln wir die Grundgedanken der relativistishen Gravitationstheorie. Ma�-

geblih ist das Prinzip der

�

Aquivalenz von shwerer und tr

�

ager Masse, welhes die Gleihheit

von Gravitations- und Tr

�

agheitskr

�

aften nah sih zieht. Insofern wird das bekannte Gali-

leishe Relativit

�

atsprinzip erweitert und konsequent umgesetzt. Als Anwendung berehnen

wir die Bewegungsgleihungen im Gravitationsfeld. Der in Abshnitt 3.3 vorgef

�

uhrte New-

tonshe Grenzfall erlaubt eine anshaulihe Deutung der zugrunde liegenden Metrik. Die

Einsteinshen Feldgleihungen selbst k

�

onnen wir hier nur motivieren.

4. Das kosmologishe Prinzip unterstellt eine maximale Symmetrie des dreidimensionalen (Un-

ter-)Raumes im Gro�en. Unter den hier genannten Annahmen, auf welhe wir aber niht

detailliert eingehen, gelingt es, die Einsteinshen Feldgleihungen in ein einfah zu handha-

bendes dynamishes System zu

�

uberf

�

uhren. Wir gelangen so zum Friedmannshen kosmolo-

gishen Modell.

Die favorisierte Wahl kosmologisher Modelle ist in starkem Ma�e abh

�

angig von der experimentel-

len Wissenshaft. Das Friedmannshe Modell legt lediglih einen theoretish fundierten Unterbau.

Es ist eine der ersten exakten L

�

osungen der Einsteinshen Feldgleihungen im Rahmen der Kos-

mologie, hat aber bis zum heutigen Tag nihts von seiner Attraktivit

�

at verloren.

Die vorliegenden Ausf

�

uhrungen basieren vor allem auf das hervorragende Lehrbuh [5℄.
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1 Newtonshe Mehanik

Niolaus Kopernikus (1473{1543) gilt als Begr

�

under des heliozentrishen Weltsystems. Erst in

seinem Todesjahr ershien in N

�

urnberg sein Hauptwerk De Revolutionibus Orbium Coelestium.

Bereits 1510 versandte Kopernikus wihtige Ergebnisse in Brie�orm an mehrere namhafte Astro-

nomen ([1℄, S. 7).

Kopernikus hielt zeitlebens an der

"

Vollkommenheit der Kreisbewegung\ fest. Erst Johannes Kep-

ler (1571{1630) gelangte zu einer allgemeineren mathematish-physikalishen Au�assung.

Die nahstehende Skizze dient der Veranshaulihung der nahfolgenden Ausf

�

uhrungen.

Planet

Sonne

Perihel

Aphel

a a � e

1.1 Die drei Keplershen Gesetze

In der Astronomia nova (Prag, 1609) formulierte Kepler seine ersten zwei Gesetze; das dritte

Keplershe Gesetz �ndet sih in den Harmonies mundi von 1619 (vgl. [1℄, Abshnitt 2.1.2).

1. Die Planeten bewegen sih auf Ellipsen, in deren einem Brennpunkt die Sonne steht.

Die enormen Shwierigkeiten, welhe Kepler auf dem Weg zu diesem und dem folgenden

Gesetz der Planetenbewegung meisterte, sind in [13℄, S. 46�. tre�ihst beshrieben.

2. Die Verbindungslinie Planet-Sonne

�

uberstreiht in gleihen Zeiten gleihe Fl

�

ahen.

Insbesondere ist die Geshwindigkeit eines umlaufenden K

�

orpers im sonnenn

�

ahsten Punkt

(Perihel) am gr

�

o�ten, im sonnenfernsten Punkt (Aphel) am kleinsten. Dies steht im Einklang

mit dem Energiesatz, wonah die Gesamtenergie des K

�

orpers stets konstant ist.

3. Die Quadrate der Umlaufzeiten T der Planeten verhalten sih wie die Kuben ihrer gro�en

Bahnhalbahsen a:

Bezeihnen also a

k

und T

k

f

�

ur k = 1; 2; : : : die gro�en Bahnhalbahsen bzw. die Umlaufzeiten,

so gilt

T

2

1

a

3

1

=

T

2

2

a

3

2

=

T

2

3

a

3

3

= onst: (1.1)
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Kepler leitete diese Gesetze aufbauend auf den (niht immer verl

�

a�lihen) astronomishen Beob-

ahtungen von Kopernikus und de Brahe her. Die ersten beiden Gesetze fand er nah m

�

uhevollen

trigonometrishen Berehnungen anhand Brahes Marsbeobahtungen.

1.2 Wihtige Planetendaten

Aus Gr

�

unden der Vollst

�

andigkeit wollen wir hier diejenigen Bahnelemente benennen, welhe zu

einer vollst

�

andigen Beshreibung der Planetenbahnen ben

�

otigt werden. Eine detaillierte Diskussion

�ndet sih in [1℄, Kapitel 2.

1. Gro�e Halbahse a

2. Exzentrit

�

at e

3. Neigung der Bahnebene zur Ekliptik i

4. L

�

ange des aufsteigenden Knotens 


5. Abstand des Perihels !

6. Siderishe Umlaufzeit P

7. Zeitpunkt des Periheldurhgangs T

Die Elemente a und e bestimmen Gr

�

o�e und Form der Bahn, i und 
 die Bahnebene, ! die Lage

der Bahn in ihrer Ebene und P und T den Ablauf der Bewegung.

Im folgenden sind wihtige Bahnelemente widergegeben (entnommen aus [1℄, Tabelle 2.2, S. 23).

Name

Merkur

0:387 0:206 7:0 47:9

Venus
0:723 0:007 3:4 35:0

Erde

1:000 0:017

|

29:8

Mars
1:524 0:093 1:8 24:1

Jupiter

5:205 0:048 1:3 13:1

Saturn
9:576 0:055 2:5 9:6

Uranus

19:28 0:047 0:8 6:8

Neptun

30:14 0:010 1:8 5:4

Pluto

39:88 0:248 17:1 4:7

Gro�e Halbahse

in AE

Exzentrit

�

at

Neigung der

Bahnebene

in

Æ

Mittlere

Bahngeshwindig-

keit in km � s

�1
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1.3 Die Newtonshen Grundgesetze

Die mathematishen Grundlagen der Mehanik legte Isaa Newton (1642{1727) in seinem 1686

ver

�

o�entlihten Philosophiae naturalis prinipia mathematia. Seine Untersuhungen basieren auf

folgende drei Axiome.

1. Tr

�

agheitsgesetz

Ein K

�

orper beharrt im Zustand der Ruhe oder bewegt sih mit konstanter Geshwindigkeit

auf einer Geraden, sofern er niht einer

�

au�eren Kraft unterworfen ist.

Bedeuten m die Masse und v die Geshwindigkeit des K

�

orpers, so ist dessen Impuls gem

�

a�

p = mv de�niert.

2. Impulserhaltung { Grundgesetz der Dynamik

Die zeitlihe

�

Anderung des Impulses eines K

�

orpers ist proportional der Gr

�

o�e der

�

au�eren,

auf ihn wirkenden Kraft F und erfolgt in Rihtung dieser Kraft.

Insbesondere gilt im Falle konstanter Masse

F =

dp

dt

= m

dv

dt

= m

d

2

x

dt

2

(1.2)

mit dem Ortsvektor x des K

�

orpers.

3. Der Satz von Atio und Reatio

Die Kr

�

afte, welhe zwei K

�

orper aufeinander aus

�

uben, sind ihrer Gr

�

o�e nah gleih und ent-

gegengesetzt.

Eine ausf

�

uhrlihe Diskussion dieser Grundgesetze in ihrem historishen Kontext �ndet sih in [8℄,

insbesondere S. 53�.

1.4 Das Newtonshe Gravitationsgesetz

Gem

�

a� einer Vermutung des englishen Mathematikers und Arhitekts Christopher Wren gen

�

ugt

eine Kraft, die in Rihtung auf die Sonne wirkt und deren St

�

arke umgekehrt proportional zum

Quadrat der Entfernung von der Sonne ist, um alle Planetenbewegungen zu erkl

�

aren (vgl. f

�

ur diese

und folgende Ausf

�

uhrungen [8℄, S. 7�).

Im Jahre 1684 begab sih der Astronom Edmond Halley auf den Weg von London zum Trinity

College in Cambridge im Vertrauen, da� der dort wirkende Newton das mathematishe R

�

ustzeug

bes

�

a�e, dieses shwierige Problem anzugehen.

Newton hatte gute Laune. Im

�

ubrigen habe er sih diese Frage shon vor einigen Jahren gestellt,

und die Antwort darauf sei nat

�

urlih eine Kraft, die in Rihtung auf die Sonne weist und deren

Betrag umgekehrt proportional zum Quadrat der Entfernung zur Sonne ist. Nur: Er habe den

Beweis seinerzeit in eine Shublade gestekt, und im Moment k

�

onne er sih niht mehr erinnern,

in welhe.

Wenige Monate sp

�

ater betraute Newton ein Fellow des Trinity College, Halley ein wenige Seiten

d

�

unnes Manuskript zu

�

ubergeben, welhes die erw

�

ahnte Antwort beinhaltet:

Zwei K

�

orper mit den Massen M und m

�

uben aufeinander eine anziehende Kraft

aus, die in Rihtung der Verbindungslinie wirkt mit dem Betrag

F = g

mM

r

2

; g � (6:673 � 0:010) � 10

�11

m

3

kg � s

2

: (1.3)
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Die Gravitationskonstante g kann man grunds

�

atzlih niht aus astronomishen Beobahtungen

ableiten; vielmehr mu� sie durh terrestrishe Messungen bestimmt werden. Der hier angegebene

Wert wurde [1℄, Abshnitt 2.3.6 entnommen.

1.5 Die Dynamik des Universums nah Newton

Wir wollen die Newtonshe Mehanik auf das Universum anwenden. Dazu folgen wir den Ausf

�

uh-

rungen in [1℄, Abshnitt 13.1.2.

Zur Zeit t betrahten wir eine endlihe, expandierende

"

Weltkugel\ vom Radius R(t): Ihre (kon-

stante) Gesamtmasse berehnet sih zu

M =

4�

3

R(t)

3

%(t) 2 (0;+1) (1.4)

mit der variablen Massendihte % = %(t): Ein Massenpunkt auf der Ober

�

ahe dieser Kugel bewegt

sih gem

�

a�

d

2

R

dt

2

= � g

M

R

2

(1.5)

(hierzu verkn

�

upfen wir das zweite Newtonshe Grundgesetz mit dem Gravitationsgesetz). Wir

bemerken, da� in diesem Modell keine statishen L

�

osungen R � onst m

�

oglih sind. Multiplikation

mit

_

R :=

dR

dt

und anshlie�ende Integration liefert

M

2

_

R

2

� g

M

2

R

= �kM: (1.6)

Wir k

�

onnen diese Gleihung als Energiesatz interpretieren: Mit der kinetishen Energie E

kin

:=

M

2

_

R

2

und der potentiellen Energie E

pot

:= �g

M

2

R

erhalten wir

E

kin

+E

pot

= �kM: (1.7)

Die Dynamik der

"

Weltkugel\ wird durh die Integrationskonstante k 2 R bestimmt. Dazu sei der

Verlauf der potentiellen Energie gegen vershiedene Absolutwerte von �kM skizziert.

�kM < 0

�kM > 0

R

U
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Hieraus lesen wir folgende Dynamik ab:

1. k < 0 : Die

"

Weltkugel\ expandiert stets.

2. k > 0 : Die Expansion geht in R = R

max

in eine Kontraktion

�

uber.

3. k = 0 : Die Expansionsgeshwindigkeit geht asymptotish gegen Null.

1.6 Newtonshe Feldtheorie

Die Bewegung eines Massenpunktes m in Gegenwart von N Massenpunkten m

i

an den Orten x

i

wird beshrieben durh

m

d

2

x

dt

2

= �g

N

X

i=1

mm

i

(x

i

� x)

jx

i

� xj

3

: (1.8)

Mit dem Newtonshen Gravitationspotential

�(x) = �g

N

X

i=1

m

i

jx� x

i

j

= �g

Z

%(x

0

)

jx� x

0

j

d

3

x

0

; (1.9)

wobei wir

�

uber die einzelnen Beitr

�

age dm = %(x

0

) d

3

x

0

mit der Massendihte % summieren, erhalten

wir die Bewegungsgleihung der Newtonshen Theorie

m

d

2

x

dt

2

= �mr�(x): (1.10)

Shlie�lih liefert Di�erentiation des Potentials die Newtonshe Feldgleihung

4�(x) = 4�g%(x): (1.11)

Es ist das Ziel, diese Grundgleihungen auf den im folgenden zu besprehenden relativistishen

Fall zu

�

ubertragen.

2 Elektrodynamik bewegter K

�

orper

Zwishen den Koordinaten fx; tg und fx

0

; t

0

g zweier Bezugssysteme S bzw. S

0

bestehe der Zusam-

menhang

x = x

0

+ x

0

+ vt; t = t

0

: (2.1)

Der Ursprung von S

0

bewegt sih also relativ zu S gleihf

�

ormig mit v; zur Zeit t = 0 be�ndet er

sih in x

0

:

Das Newtonshe Grundgesetz F = m
�
x

�

andert sih unter dieser Galilei-Transformation niht. Zum

einen ist die Beshleunigung in beiden Systemen gleih, denn es gilt

d

2

x

dt

2

=

d

2

x

0

dt

2

+

d

2

dt

2

�

x

0

+ vt

�

=

d

2

x

0

dt

2

: (2.2)

Andererseits sind Gr

�

o�e und Rihtung der auf ein Teilhen wirkenden Kraft K unabh

�

angig von

der Wahl der S� bzw. S

0

�Koordinaten.

Die Invarianz des Newtonshen Grundgesetzes unter Galilei-Transformationen ist eine wihtige

Symmetrieeigenshaft eben dieses Gesetzes. Sie beinhaltet ebenso das klassishe Additionsgesetz

f

�

ur Geshwindigkeiten: Besitzt ein Teilhen im System S

0

zu einem bestimmten Zeitpunkt die

Geshwindigkeit v

0

; so hat es in S die momentane Geshwindigkeit

u = v

0

+ v: (2.3)

Eine hervorragende Einf

�

uhrung in dieses und die folgenden noh zu besprehenden Sahgebiete

�ndet sih in [10℄.
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2.1 Das Mihelson-Morley-Experiment

Unter einem Inertialsystem (IS) wollen wir ein Bezugssystem S verstehen, welhes sih relativ

zum Fixsternhimmel mit konstanter Geshwindigkeit bewegt. Niht-Inertialsysteme bewegen sih

zu diesem beshleunigt.

Experimentell l

�

a�t sih best

�

atigen, da� die Beshreibung physikalisher Vorg

�

ange in einem IS

unabh

�

angig von der Geshwindigkeit ist, mit welher sih dieses IS gegen

�

uber dem Fixsternhimmel

bewegt. Das ist der Inhalt des Galileishen Relativit

�

atsprinzips:

Alle Inertialsysteme sind gleihwertig.

Vor 1905 galten die oben eingef

�

uhrten Galilei-Transformationen als die rihtige Transformation

zwishen IS. Die Maxwellshe Elektrodynamik ist in diesem Sinne niht

"

relativistish\. Daher

vermutete man, ruhende und bewegte IS durh Experimente zur Lihtausbreitung untersheiden

zu k

�

onnen. Das Mihelson-Morley-Experiment (Albert A. Mihelson, 1852{1931; Edward Morley,

1833{1923) war angelegt, eine solhe

"

Anisotropie\ nahzuweisen.

Auf einem starren Rahmen be�nden sih eine Lihtquelle, ein halbdurhl

�

assiger Spiegel, zwei Spie-

gel sowie ein Detektorshirm. Dabei sei die Verbindung des halbdurhl

�

assigen Spiegels mit einem

der Spiegel parallel zur Bahngeshwindigkeit der Erde montiert. Die

�

Uberlagerung beider auf den

Shirm auftre�enden Lihtstrahlen erzeugt ein Interferenzmuster, welhes sih gegen

�

uber dem Mu-

ster vershoben zeigen sollte, welhes entsteht, dreht man die gesamte Anordnung um 90

Æ

; so da�

die Verbindung des halbdurhl

�

assigen Spiegels mit dem zweiten Spiegel parallel zur Erdbewegung

um die Sonne liegt.

Spiegel

S

p

i

e

g

e

l

Detektor

Quelle

Tats

�

ahlih wurde keine Vershiebung beobahtet.

Die Lihtgeshwindigkeit ist in allen gleihf

�

ormig zueinander bewegten Bezugssystemen gleih.

Ihr numerisher Wert betr

�

agt etwa (vgl. [1℄)

 = 2:997 � 10

8

m

s

: (2.4)

Albert Einstein (1879{1955) formulierte daher ein modi�ziertes Relativit

�

atsprinzip:

In allen IS haben die physikalishen Grundgesetze dieselbe Form.
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Die Galilei-Transformationen k

�

onnen demnah niht rihtig sein. Vielmehr m

�

ussen sie durh die

anshlie�end zu diskutierenden Lorentz-Transformationen ersetzt werden. In diesem neuen Sinne

erweist sih die Maxwellshe Elektrodynamik als die relativistish rihtige Theorie.

2.2 Bewegte Ma�st

�

abe verk

�

urzen sih

Mit [7℄ betrahten wir einen Kasten der L

�

ange 2`; in dessen Mitte sih eine Lihtquelle be�ndet:

Zur Zeit t

0

werden in den markierten Rihtungen ein Photon ausgesandt und dann an den W

�

anden

reektiert. Zur Zeit t

1

> t

0

tre�en alle vier Photonen gleihzeitig auf die Quelle auf. Es gilt

4t

0

:= t

1

� t

0

=

2`



: (2.5)

Nun aus der Siht eines mit konstanter, in x-Rihtung weisender Geshwindigkeit v > 0 bewegten

Beobahters.

1. Das nah oben ausgesandte Photon ben

�

otigt eine Zeit 4t

?

; um zur Quelle zur

�

ukzukehren.

Nun bewegt sih Liht stets mit konstanter Geshwindigkeit : Dem nahstehenden Bild links

entnehmen wir

�

1

2

4t

?

�

2

= `

2

+

�

1

2

v4t

?

�

2

bzw. 4t

?

= 

2`



mit  =

1

q

1�

v

2



2

: (2.6)

`

1

2

v4t

?

1

2



4

t

?

2. Das nah links ausgesandte Photon ben

�

otigt eine Zeit 4t

k

; um zur Quelle zur

�

ukzukehren.

(Zur Veranshaulihung betrahten wir die Zeit t

A

; die das nah links emittierte Photon

ben

�

otigt, um auf die linke Wand aufzutre�en, und die Zeit t

B

; die das nah rehts emittierte

Photon ben

�

otigt, um auf die rehte Wand aufzutre�en.)
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(a) Weg von der Quelle zur Wand:

Die linke Wand hat sih um die Streke vt

A

nah rehts bewegt. Das Photon legt den

Weg t

A

zur

�

uk. Der Abstand der Lihtquelle zur linken Wand ist genau `; so da� gilt

` = vt

A

+ t

A

bzw. t

A

=

`

+ v

: (2.7)

(b) Weg zur

�

uk von der Wand zur Quelle:

Die rehte Wand hat sih um die Streke vt

B

nah rehts bewegt. Die vom Photon

zur

�

ukgelegte Streke ist t

B

> `; so da� folgt

` = t

B

� vt

B

bzw. t

B

=

`

� v

: (2.8)

Aus Symmetriegr

�

unden ist die Summe der Einzelzeiten die gesuhte Gesamtzeit:

4t

k

= t

A

+ t

B

=

`

+ v

+

`

� v

= 

2

2`



: (2.9)

Wir vergleihen nun 4t

?

und 4t

k

und stellen f

�

ur v > 0 fest

4t

?

= 

2`



< 

2

2`



= 4t

k

: (2.10)

Das kann niht rihtig sein! Das Auftre�en der vier Photonen ist nah dem Relativit

�

atsprinzip ein

physikalisher Vorgang, der niht vom Beobahtungzustand abh

�

angen kann. Einstein shlug nun

folgende L

�

osung vor:

Die L

�

ange des Kastens ist geshwindigkeitsabh

�

angig.

Sei `

Ruh

die vom bewegten Zustand aus gemessene Kastenl

�

ange in Rihtung der y-Ahse, entlang

welher keine Bewegung statt�ndet, und sei `

Bew

die L

�

ange des Kastens in Bewegungsrihtung.

Nun m

�

ussen die Zeiten 4t

?

und 4t

k

gleih sein, d.h. wir fordern

4t

?

= 4t

k

bzw. 

2`

Ruh



= 

2

2`

Bew



bzw. `

Bew

= 

�1

`

Ruh

: (2.11)

Bewegte Ma�st

�

abe verk

�

urzen sih.

2.3 Die Lorentz-Transformationen

Diese letzte Beziehung zwishen `

Ruh

und `

Bew

ist relativistish korrekt. Sie ist eine Konsequenz

der die Galilei-Transformationen verallgemeinernden Lorentz-Transformationen:

Es seien fx; tg und fx

0

; t

0

g Koordinaten zweier Inertialsysteme S und S

0

: Dabei bewege sih - von

S aus gesehen - S

0

mit konstanter Geshwindigkeit v in Rihtung der x-Ahse. Dann gelten

x

0

=

x� vt

q

1�

v

2



2

; y

0

= y; z

0

= z; t

0

=

t�

xv



q

1�

v

2



2

: (2.12)

Detaillierte Herleitungen dieser Identit

�

aten �nden sih u.a. in [5℄, [6℄ und [10℄.

9



2.4 Minkowskiabstand und Eigenzeit

Wir denken uns ein vierdimensionales Koordinatensystem mit drei r

�

aumlihen Ahsen x; y; z und

einer zeitlihen Ahse t:

Den Minkowskiabstand s

12

zweier Ereignisse fx

1

; t

1

g und fx

2

; t

2

g de�nieren wir gem

�

a�

s

12

:= 

2

(t

2

� t

1

)

2

� (x

2

� x

1

)

2

� (y

2

� y

1

)

2

� (z

2

� z

1

)

2

: (2.13)

Zwei durh ein Lihtsignal verbundene Ereignisse besitzen den Minkowskiabstand Null. Dessen

Invarianz unter Lorentz-Transformationen in diesem speziellen Fall ist durh das Mihelson-Morley-

Experiment untermauert (die Invarianz dieses Abstandes f

�

ur materielle Teilhen l

�

a�t sih ebenso

experimentell best

�

atigen).

Ein Beobahter shaue auf seine ruhende Uhr. Zwei aufeinanderfolgende Tiks sind Ereignisse mit

den Koordinatendi�erenzen 4x = 0 und 4t > 0; wobei 4t = t

2

� t

1

die Zeiteinheit der Uhr ist.

F

�

ur den Minkowskiabstand beider Ereignisse gilt

4s =

p



2

4t� (4x)

2

= 4t: (2.14)

Die Gr

�

o�e 4t = 

�1

4s hei�t die Eigenzeit der Uhr. Sie h

�

angt niht vom gew

�

ahlten Bezugssystem

ab, vielmehr ist sie bis auf den Faktor 

�1

gleih dem invarianten Minkowskiabstand.

In dieser Situation bestimmen wir nun die Anzeige � einer mit konstanter Geshwindigkeit v

bewegten Uhr. In S ruhende Uhren zeigen die Zeitspanne t

2

� t

1

an. In S

0

zeigt die bewegte Uhr

die Zeit an, wie in diesem System ruhende Uhren. Di�erentiation der vierten Gleihung in (2.12)

liefert damit f

�

ur die Eigenzeit der bewegten Uhr

d� = dt

0

=

r

1�

v

2



2

dt = 

�1

dt bzw. � =

t

2

Z

t

1



�1

dt: (2.15)

Die bewegte Uhr zeigt in der Zeitspanne t

2

� t

1

die Zeit � an. Sie geht also langsamer.

Mit dem invarianten Wegelement

ds

2

= 

2

dt

2

� dx

2

� dy

2

� dz

2

= 

2

dt

2

� dx

2

(2.16)

erkennen wir auh hier die Invarianz der Eigenzeit: Aus (2.15) folgt n

�

amlih

d�

2

=

�

1�

v

2



2

�

dt

2

=

1



2

(

2

dt

2

� dx

2

) =

1



2

ds

2

: (2.17)

Die Anzeige der Uhr h

�

angt niht vom Bezugssystem ab. Jeder Beobahter kann die Zeit � in seinem

System messen, wobei aber t

1

; t

2

und v vom gew

�

ahlten System abh

�

angen.

2.5 Relativistishe Dynamik

Wir benutzen die Indexshreibweise x

�

= (x

0

; x

1

; x

2

; x

3

) = (t; x; y; z):

1

Die relativistishe Verallgemeinerung der Geshwindigkeit v

i

=

dx

i

dt

ist die 4-Geshwindigkeit

u

�

:=

dx

�

d�

: (2.18)

1

Griehishe Indizes durhlaufen die Zahlen 0; 1; 2; 3; lateinishe Indizes durhlaufen 1; 2; 3:
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Beahte, da� d� invariant ist, so da� sih u

�

wie dx

�

transformiert. Die relativistishe Bewegungs-

gleihung lautet

m

du

�

d�

= F

�

: (2.19)

Hierbei ist m > 0 die im Ruhsystem bestimmte Masse. Der Grenzfall v �  gibt unter geeigneter

Wahl der Lorentzkraft F

�

das Newtonshe Grundgesetz (1.2).

Der relativistishe Impuls p

�

= mu

�

berehnet sih mit (2.18) und (2.17) zu

p

�

= m(;v) = (

�1

E

rel

;p

rel

) (2.20)

unter Benutzung von

E

rel

:= m

2

und p

rel

= mv: (2.21)

Wir k

�

onnen f

�

ur im Betrag kleine Geshwindigkeiten v wie folgt entwikeln:

E

rel

= m

2

+

jpj

2

2m

+ : : : (2.22)

mit der Ruhenergie E

rel;0

:= m

2

(vgl. auh [4℄).

2.6 Relativistishe Hydrodynamik

Wir betrahten eine ideale Fl

�

ussigkeit, beshrieben durh eine Massendihte %(x; t); ein Geshwin-

digkeitsfeld v(x; t) und einen isotropen Druk P (x; t): Die Newtonshe Bewegungsgleihung f

�

ur

ein Massenelement 4m lautet

4m

dv

dt

= 4F bzw. %

dv

dt

= f (2.23)

mit der Massendihte % :=

4m

4V

; 4V das zum Massenelement geh

�

orige Volumenelement, und der

Kraftdihte f :=

4F

4V

: Mit

dv =

�

�v

�t

+ (v � r)v

�

dt (2.24)

folgt die Eulergleihung

%

�

�v

�t

+ (v � r)v

�

= �rP + f

0

; (2.25)

falls wir f aufteilen in den inneren Drukgradienten rP sowie in sonstige

�

au�ere Kr

�

afte f

0

: Zus

�

atz-

lih f

�

ugen wir die Kontinuit

�

atsgleihung

�%

�t

+r � (%v) = 0 (2.26)

hinzu, die die Massenerhaltung ausdr

�

ukt, sowie eine Zustandsgleihung zwishen % und P; z.B.

% = onst f

�

ur inkompressible Fl

�

ussigkeiten, oder P = % f

�

ur ein ideales Gas.

Die relativistishe Verallgemeinerung von (2.25) und (2.26) f

�

uhrt im kr

�

aftefreien Fall f

0

= 0 auf

die Kontinuit

�

atsgleihung f

�

ur Energie und Impuls

�

�x

�

T

��

= 0 (2.27)

mit dem Energie-Impuls-Tensor der Hydrodynamik

T

��

:=

�

%+

P



2

�

u

�

u

�

� �

��

P: (2.28)
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Unter Benutzung der Einsteinshen Summenkonvention f

�

uhren wir hier mit (2.16) das metrishe

Element �

��

gem

�

a� ds

2

= �

��

dx

�

dx

�

ein; es gilt �

��

�

�

= Æ



�

mit dem Kroneker-Symbol Æ



�

:

Unter Ber

�

uksihtigung

�

au�erer Kr

�

afte (z.B. Gravitation) ist die rehte Seite in (2.27) durh eine

4-Kraft f

�

zu erg

�

anzen.

Zur Veranshaulihung betrahten wir ein in einem (endlihen) Volumen V abgeshlossenes System.

Integration von (2.27) liefert unter Benutzung des Gau�shen Integralsatzes

�

�(t)

Z

V

T

�0

d

3

x = �

Z

V

�

�x

i

T

�i

d

3

x =

Z

�V

T

�i

dS

i

= 0 (2.29)

(beahte, da� das System innerhalb von V liegt). Das ist der Energie-Impuls-Erhaltungssatz:

P

�

:=

1



Z

V

T

�0

d

3

x = onst: (2.30)

P

�

stellt den 4-Impuls des durh T

��

beshriebenen Feldes dar; insbesondere bedeuten P

0

die

Energie und die r

�

aumlihe Gr

�

o�e P

i

den Impuls des Feldes.

Ausf

�

uhrlihe Berehnungen zum Energie-Impulstensor und dessen Interpretation �nden sih in [5℄,

Kapitel 6�. Hieraus sind die vorstehenden Bemerkung entnommen.

3 Allgemeine Relativit

�

atstheorie

3.1 Einsteins

�

Aquivalenzprinzip

Galileis Aussage

"

Alle K

�

orper fallen gleih shnell\ bedeutet, da� das Verh

�

altnis

m

shwer

m

tr

�

age

(3.1)

von shwerer und tr

�

ager Masse f

�

ur alle K

�

orper gleih ist. Wir w

�

ahlen die zugeh

�

origen Einheiten

derart, da� m

s

= m

t

gilt.

Die vorrelativistishe Mehanik geht stets von dieser Gleihheit aus. Dann gilt aber auh

Gravitationskr

�

afte sind

�

aquivalent zu Tr

�

agheitskr

�

aften.

Das ist die zentrale Aussage des

�

Aquivalenzprinzips.

Dann lassen sih aber auh Shwerefelder durh einen geeigneten

�

Ubergang in ein beshleunigtes

Koordinatensystem (lokal) eliminieren. Einstein formulierte:

In einem frei fallenden Koordinatensystem laufen alle physikalishen Prozesse so ab,

als ob kein Gravitationsfeld vorhanden sei.

Dieses Postulat hei�t Einsteinshes

�

Aquivalenzprinzip.

In einem die Erde umkreisenden Satellitenlabor verlaufen die Bewegungen wenigstens f

�

ur kurze

Zeit so, als w

�

are kein Gravitationsfeld der Erde vorhanden. Die Vorg

�

ange verlaufen wie in einem

Inertialsystem. Da ein Satellitenlabor aber gegen

�

uber dem Fixsternhimmel beshleunigt ist, stellt

es gewisserma�en nur ein Lokales Inertialsystem dar. Einsteins

�

Aquivalenzprinzip lautet dann:

In einem Lokalen IS gelten die Gesetze der Speziellen Relativit

�

atstheorie.

Ein Beobahter im Satellitenlabor erf

�

ahrt die physikalishen Vorg

�

ange nah den Gesetzen der

Speziellen Relativit

�

atstheorie. F

�

ur einen Beobahter auf der Erde hingegen bewegt sih der Satellit

im Gravitationsfeld der Erde. Aufgrund der Beshleunigung treten Tr

�

agheitskr

�

afte auf, welhe sih

im freien Fall mit den Gravitationskr

�

aften exakt aufheben.
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3.2 Bewegung im Gravitationsfeld

Das

�

Aquivalenzprinzip erlaubt das Aufstellen relativistisher Gesetze mit Gravitation. Ausgehend

von den Gesetzen ohne Gravitation im Satellitenlabor f

�

uhrt eine Koordinatentransformation z.B.

zu einem Laborsystem auf der Erde zum relativistishen Gesetz mit Gravitation.

Ein kr

�

aftefreier Massenpunkt im Satellitenlabor bewege sih gem

�

a�

d

2

�

d�

2

= 0 (3.2)

mit der durh ds

2

= 

2

d�

2

= �

��

d�

�

d�

�

gegebenen Eigenzeit. Eine Transformation �

�

= �

�

(x

�

)

auf Koordinaten x

�

bedeutet f

�

ur das Wegelement

ds

2

= �

��

d�

�

d�

�

= �

��

��

�

�x

�

��

�

�x

�

dx

�

dx

�

=: g

��

dx

�

dx

�

: (3.3)

Setzen wir ferner diese Transformation in die Bewegungsgleihung (3.2) ein, so folgt mit

d

2

x

�

d�

2

= ��

�

��

dx

�

d�

dx

�

d�

; �

�

��

:=

g

��

2

�

�g

��

�x

�

+

�g

��

�x

�

�

�g

��

�x

�

�

; (3.4)

die Bewegungsgleihung im Gravitationsfeld. Das ist zugleih die Bestimmungsgleihung einer

geod

�

atishen Linie in dem mit der Metrik g

��

(x) ausgestatteten Raum.

Zur Deutung der KoeÆzienten g

��

betrahten wir einen Koordinatenwehsel in ein rotierendes

Koordinatensystem:

x = x

0

os(!t

0

)� y

0

sin(!t

0

); y = y

0

sin(!t

0

) + y

0

os(!t

0

); z = z

0

; t = t

0

(3.5)

mit konstanter Winkelgeshwindigkeit !: Wir berehnen

ds

2

= 

2

dt

2

� dx

2

� dy

2

� dz

2

= [

2

� !

2

(x

02

+ y

02

)℄ dt

02

+ 2!y

0

dx

0

dt

0

� 2!x

0

dy

0

dt

0

� dx

02

� dy

02

� dz

02

:

(3.6)

Aus der letzten Zeile lassen sih die KoeÆzienten g

��

ablesen. Nun tritt in einem rotierenden

Bezugssystem eine Zentrifugalkraft mit dem Potential

� = �

!

2

2

(x

02

+ y

02

) (3.7)

auf. Der Vergleih mit (3.6) zeigt

g

00

= 1 +

2�



2

: (3.8)

Es liegt also nahe, die g

��

als Beshleunigungspotentiale anzusehen. Dem

�

Aquivalenzprinzip zufolge

stellen sie dann die relativistishen Gravitationspotentiale dar.

3.3 Der Newtonshe Grenzfall

Mit jh

��

j � 1 betrahten wir die St

�

orung

g

��

= �

��

+ h

��

: (3.9)

F

�

ur kleine Geshwindigkeiten v

i

�  (d.h. unter Vernahl

�

assigung von

dx

i

d�

) erhalten wir aus der

Bewegungsgleihung (3.4)

d

2

x

�

d�

2

� ��

�

00

�

dx

0

d�

�

2

: (3.10)
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F

�

ur zeitunabh

�

angige Felder berehnen wir in dieser N

�

aherung

�

�

00

= �

g

�i

2

�g

00

�x

i

= �

�

�i

2

�h

00

�x

i

(3.11)

bzw.

�

0

00

= 0; �

i

00

=

1

2

�h

00

�x

i

: (3.12)

Damit shreibt sih (3.10) in der Form

d

2

x

i

dt

2

= �



2

2

�h

00

�x

i

: (3.13)

Diese N

�

aherung stimmt mit (1.10)

�

uberein, w

�

ahlt man (vgl. auh (3.8))

g

00

(x) = 1 +

2�(x)



2

;

j�j



2

� 1: (3.14)

F

�

ur das letztstehende Verh

�

altnis geben wir folgende Absh

�

atzungen an:

j�j



2

� 7 � 10

�10

f

�

ur die

Erde,

j�j



2

� 4 � 10

�6

f

�

ur die Sonne (f

�

ur diese Ausf

�

uhrungen vgl. [5℄, Kapitel 11).

3.4 Die Einsteinshen Feldgleihungen

Mit Hilfe des

�

Aquivalenzprinzips lassen sih bereits wihtige physikalishe Vorhersagen tre�en,

wie z.B. die Frequenzvershiebung im Gravitationsfeld fallender Uhren oder die Bewegung von

Probemassen im zentralsymmetrishen, statishen Feld. Hierzu z

�

ahlt auh die Periheldrehung der

Planeten im Sonnensystem (vgl. [6℄).

Kosmologishe Untersuhungen lassen sih nur unter Bezug einer allgemeinen Feldtheorie realisie-

ren. Wir f

�

uhren dazu die Einsteinshen Feldgleihungen ein.

In Abshnitt 3.2 hatten wir die metrishen KoeÆzienten g

��

bereits als Gravitationspotentiale

gedeutet. Nah Multiplikation der Bewegungsgleihung (3.4) mit der Masse m eines Probek

�

orpers

lassen sih die Christo�el-Symbole �

�

��

der Gravitationskraft zuordnen (vgl. (2.19)).

Die folgenden

�

Uberlegungen sind [5℄, Kapitel 21 entnommen. Wir gehen aus von der Newtonshen

Feldgleihung (1.11). Im Falle kleiner Geshwindigkeiten v

i

�  hatten wir dabei in (3.14) den

Zusammenhang g

00

= 1 +

2�



2

hergestellt. Den Energie-Impuls-Tensor aus (2.28) entwikeln wir

gem

�

a�

T

00

� %

2

+ P � P = %

2

;

T

0i

%

2

� 1;

T

ij

%

2

� 1: (3.15)

Mit T

��

= g

�

g

�Æ

T

Æ

und damit T

00

� T

00

erhalten wir mit (1.11) in der genannten N

�

aherung

4g

00

=

2



2

4� =

8�g



4

%

2

=

8�g



4

T

00

: (3.16)

Verallgemeinernd l

�

a�t sih nun

� g

��

= �

8�g



4

T

��

mit � :=

1



2

�

2

�t

2

�4 (3.17)

ansetzen. Diese Gleihung enth

�

alt noh keinen Energiebeitrag des Gravitationsfeldes selbst. Mit

einem unbekannten kovarianten, d.h. im Riemannshen Sinne forminvarianten Tensor G

��

setzen

wir nun

G

��

=

8�g



4

T

��

: (3.18)
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Der Wehsel zu den Indizes �; � soll genau diese, die Forminvarianz der Gesetze gegen

�

uber Lorentz-

Transformationen in der Speziellen Relativit

�

atstheorie verallgemeinernde Invarianz gegen

�

uber all-

gemeinen, nihtlinearen Koordinatentransformationen andeuten (vgl. auh Abshnitt 4.3).

Das hier im Hintergrund stehende Symmetrieprinzip tr

�

agt den Namen Kovarianzprinzip (vgl. auh

[5℄, Kapitel 19):

Gesetze im Gravitationsfeld g

��

(x) sind kovariante Gleihungen,

die sih ohne Gravitationsfeld (also f

�

ur g

��

= �

��

) auf die Gesetze der

Speziellen Relativit

�

atstheorie reduzieren.

Vom Riemann-Tensor G

��

verlangt man folgende Eigenshaften:

1. G

��

bildet sih linear aus den ersten und quadratish aus den zweiten Ableitungen von g

��

:

2. G

��

ist symmetrish und divergenzfrei:

G

��

= G

��

und G

;�

��

= 0 (3.19)

mit der durh ; � gekennzeihneten kovarianten Ableitung und nahtr

�

agliher Summation.

Damit ist auh T

��

divergenzfrei, was Energie- und Impulserhaltung ausdr

�

ukt.

3. F

�

ur ein shwahes, station

�

ares Feld mu� sih im Grenzfall

G

00

� 4g

00

(3.20)

ergeben.

Diese Forderungen legen den Einstein-Tensor G

��

; wie eine l

�

angere Rehnung zeigt, eindeutig fest:

G

��

= �

�

R

��

�

R

2

g

��

�

bzw. R

��

�

R

2

g

��

= �

8�g



4

T

��

: (3.21)

Diese Gleihungen hei�en Einsteinshe Feldgleihungen der Gravitation.

Hierbei gewinnt man den Rii-Tensor R

��

und den Kr

�

ummungsskalar R aus dem Riemannshen

Kr

�

ummungstensor

R

%

���

=

��

%

��

�x

�

�

��

%

��

�x

�

+ �

�

��

�

%

��

� �

�

��

�

%

��

(3.22)

durh folgende Spurbildungen:

R

��

= R

%

�%�

sowie R = R

�

�

: (3.23)

Die Feldgleihungen lassen sih durh Einf

�

ugen eines in g

��

linearen Termes modi�zieren:

R

��

�

R

2

g

��

+�g

��

= �

8�g



4

T

��

; (3.24)

denn g

��

ist selbst divergenzfrei. Da sih zumindest der Newtonshe Grenzfall von (3.21) in un-

serem Sonnensystem bew

�

ahrt hat, mu� die kosmologishe Konstante � in (3.24) sehr klein sein.

Beobahtungen an Supernovae und an der kosmologishen Hintergrundstrahlung ergeben einen

Parameter

� � +10

�52

m

�2

: (3.25)

Der zus

�

atzlihe �-Term wird also die Dynamik (gro�r

�

aumiger) kosmologisher Modelle wesentlih

beeinussen.
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4 Das Friedmannshe Modell

4.1 Das kosmologishe Prinzip

Unsere Sonne ist eine von mehreren hundert Milliarden Sternen des Milhstra�ensystems, unserer

Galaxis. Etwa 6000 dieser Sterne sind bereits mit blo�em Auge sihtbar. Die Galaxie besitzt einen

Durhmesser von etwa 100.000 Lihtjahren.

Die Milhstra�ensystem geh

�

ort zu einem selbstst

�

andigen Galaxienhaufen mit dem Namen Lokale

Gruppe. Dieser besteht m

�

ogliherweise aus mehr als 30 Galaxien. Hierzu geh

�

ort auh der etwa zwei

Millionen Lihtjahre entfernte Andromedanebel mit einem Durhmesser von 160.000 Lihtjahren.

Sehzig Millionen Lihtjahre entfernt �nden wir den Virgo-Haufen, eine weitere Ansammlung von

etwa 200 stark leuhtenden Galaxien.

Der Virgo-Haufen wiederum ist Zentrum eines lokalen Superlusters, einer Ansammlung von etwa

hundert Galaxienhaufen, wozu auh die Lokale Gruppe z

�

ahlt.

In weit gr

�

o�eren Ma�st

�

aben erkennt man zwei Galaxienansammlungen in Form gro�er Mauern,

welhe sih

�

uber mehr als 700 bzw. 1000 Millionen Lihtjahre erstreken.

Dem zu diskutierenden Modell liegt folgendes von A. Einstein postulierte kosmologishe Prinzip

zu Grunde:

Im Universum sind alle Positionen und Rihtungen gleihwertig.

Eine detaillierte Diskussion des kosmologishen Prinzips �ndet sih in [14℄.

4.2 Die Robertson-Walker-Metrik

Dem kosmologishen Prinzip zufolge suhen wir dreidimensionale R

�

aume konstanter Kr

�

ummung.

Nah H.P. Robertson und A.G. Walker mahen wir dann folgenden Ansatz:

ds

2

= 

2

dt

2

�R(t)

2

�

dr

2

1� kr

2

+ r

2

(d#

2

+ sin

2

#d'

2

)

�

: (4.1)

Hierin sind r; #; ' dimensionslose und zeitunabh

�

angige Koordinaten. Diese Koordinaten werden

auf

"

typishe\, d.h. radial frei fallende Galaxien mit Koordinaten (r; #; ') = onst angewandt,

wobei sih die radiale Geshwindigkeit allein aus der Zeitabh

�

angigkeit von R(t) bestimmt. Die mit

einer solhen Galaxie verbundene Uhr zeigt die Zeit t an.

Die Dynamik dieses L

�

osungsansatzes der Feldgleihungen wird also ausshlie�lih durh den Ska-

lenfaktor R(t) bestimmt, welher die Dimension einer L

�

ange hat. Den Parameter k shr

�

anken wir

auf die Werte 0; +1 und �1 ein.

Zum Vergleih betrahten wir das Wegelement der zweidimensionalen Kugelober

�

ahe

ds

2

= R(t)

2

(d#

2

+ sin

2

#d'

2

) = R(t)

2

�

dr

2

1� r

2

+ r

2

d'

2

�

(4.2)

mit der Setzung r = sin#; # 2 [0; �℄: F

�

ur k = +1 ist die Analogie zu (4.1) o�ensihtlih.

Der r

�

aumlihe Anteil

R(t)

2

�

dr

2

1� kr

2

+ r

2

(d#

2

+ sin

2

#d'

2

)

�

(4.3)

in (4.1) entspriht im Falle k = 0 der Metrik eines Euklidishen Raumes. F

�

ur k = +1 erhalten wir

die metrishe Form der Sph

�

are mit den Winkelkoordinaten # und '; und k = �1 f

�

uhrt shlie�lih

auf den Raum konstanter Kr

�

ummung �

1

R(t)

2

:
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4.3 Friedmannshe Weltmodelle

Die in (4.1) gegebene Metrik dient im folgenden als L

�

osungsansatz f

�

ur die Einsteinshen Feldglei-

hungen (3.24) mit kosmologisher Konstante. Wir

�

ubernehmen weiter den Energie-Impuls-Tensor

aus (2.28) in kovarianter Darstellung:

T

��

=

�

%+

P



2

�

u

�

u

�

� g

��

P: (4.4)

Dabei sind die Vierergeshwindigkeiten u

�

wie folgt zu verstehen: In jedem Punkt des mit den

Koordinaten x

�

ausgestatteten Riemannshen Raumes gibt es eine Transformation x

�

= x

�

(�

�

)

auf Koordinaten �

�

eines Lokalen Inertialsystems. Dann de�nieren wir durh

u

�

:=

�x

�

��

�

u

�

(4.5)

die zur bekannten Vierergeshwindigkeit u

�

zugeh

�

orige, im Riemannshen Sinne forminvariante

Vierergeshwindigkeit. Entsprehend de�nieren wir kontravariante Tensoren h

�

ohere Stufe und ko-

variante Tensoren durh

�

Ubershieben mit dem metrishen Tensor.

Wir kommen nun zur Auswertung der Einsteinshen Feldgleihungen. Nah dem kosmologishen

Prinzip sind Massendihte % und Druk P r

�

aumlih homogen: % = %(t) und P = P (t):

"

Typishe\

Galaxien, welhe wir in dieses Modell aufnehmen, kennzeihnen sih durh x

i

= onst aus. Mit

u

i

=

dx

i

d�

= 0 und g

00

= 1 haben wir

(u

�

) = (u

�

) = (; 0; 0; 0): (4.6)

Aus (4.1) und (4.4) folgt

(T

��

) = diag

�

%

2

;

PR

2

1� kr

2

; PR

2

r

2

; PR

2

r

2

sin

2

#

�

: (4.7)

Eine l

�

angere Rehnung zeigt: F

�

ur die 00-Komponente der Feldgleihungen gilt

3



2

d

2

R

dt

2

� �R = �

4�g



4

(%

2

+ 3P )R ; (4.8)

f

�

ur die r

�

aumlihen Komponenten ergibt sih die eine Gleihung

R



2

d

2

R

dt

2

+

2



2

�

dR

dt

�

2

+ 2k � �R

2

=

4�g



4

(%

2

� P )R

2

: (4.9)

Diese Gleihungen werden noh durh eine thermodynamishe Zustandsgleihung erg

�

anzt, z.B.

P = 0 als nihtrelativistishe N

�

aherung unseres heutigen Universums,

P =

%

2

3

f

�

ur ein strahlungsdominiertes Universum.

(4.10)

Wir setzen (4.8) in (4.9) ein und erhalten

1



2

�

dR

dt

�

2

+ k �

1

3

�R

2

=

8�g

3

2

%R

2

: (4.11)

Wir di�erenzieren diese Gleihung und subtrahieren hiervon (4.8) multipliziert mit

2

3

dR

dt

:

1



d%

dt

= �

3

R

dR

dt

�

%+

P



2

�

: (4.12)
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Damit k

�

onnen wir (4.10) pr

�

azisieren:

%

mat

(t)R(t)

3

= onst f

�

ur P = 0;

%

str

(t)R(t)

4

= onst f

�

ur P =

%

str



2

3

:

(4.13)

In (4.11) setzen wir nun % = %

mat

+ %

str

: Unter der Annahme, da� Strahlung und Materie niht

koppeln, ist diese Annahme zul

�

assig. Mit den Abk

�

urzungen

K

mat

=

8�g

3

2

%

mat

R

3

= onst ; K

str

=

8�g

3

2

%

str

R

4

= onst (4.14)

l

�

a�t sih (4.11) in die folgende Form

�

uberf

�

uhren:

1



2

�

dR

dt

�

2

�

K

str

R

2

�

K

mat

R

�

1

3

�R

2

= �k: (4.15)

Das ist das gesuhte Friedmann-Modell des Universums.

F

�

uhren wir das Potential

V (R) := �

K

str

R

2

�

K

mat

R

�

1

3

�R

2

(4.16)

ein, so k

�

onnen wir auh

1



2

�

dR

dt

�

2

+ V (R) = �k (4.17)

shreiben. Wir beahten, da� in V

0

(R) der Term �R

2

nah Di�erentiation negatives Vorzeihen

hat im Gegensatz zu den zwei ersten Summanden. Im Falle � > 0 tr

�

agt der kosmologishe Term

also zu einer Expansion bei.

Im folgenden ist der Verlauf des Potentials V (R) f

�

ur vershiedene kosmologishe Parameter �

skizziert. Hierin ist k > 0 angenommen.

V (R)

R

� < 0

� = 0

� > 0

�k
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Setzen wir K

str

= 0 und � = 0; so geht (4.15)

�

uber in

M

2

�

dR

dt

�

2

� g

M

2

R

= onst (4.18)

mit der GesamtmasseM aus (1.4). Wir bemerken die formale

�

Ahnlihkeit des Friedmann-Modells

mit dem Newtonshen Modell aus (1.6).

Beispiel: Das Einstein-de Sitter-Universum

Dieses Modell geht aus dem Friedmann-Modell mit den Parametern � = 0 und k = 0 heraus. Aus

obiger Skizze lesen wir ab, da� die Geshwindigkeit der Expansion asymptotish gegen Null geht,

d.h. es gilt

dR

dt

�! 0 f

�

ur R!1: (4.19)

Die folgenden Skizzen sind [5℄, Kapitel 52 entnommen.

F

�

ur � < 0 geht die Expansion in eine Kontraktion

�

uber.

Die F

�

alle k = 1; k = 0 und k = �1 entsprehen im analogen Zweik

�

orperproblem

der Ellipsen-, der Parabel- und der Hyperbelbahn. Das Modell � = 0; k = 0

hei�t Einstein-de Sitter-Universum.
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4.4 Das Kosmologishe Standartmodell

Der belgishe Priester, Physiker und Mathematiker Georges-Henri Lemaitre (1894{1966) gilt als

der Begr

�

under der Expansions-Theorie. Diese Dynamik des Universums im Rahmen der klassishen

Allgemeinen Relativit

�

atstheorie f

�

uhrte ihn umgekehrt zu einer Singularit

�

at R(t)! 0 f

�

ur t! 0 f

�

ur

den Skalenfaktor R(t) der Robertson-Walker-Metrik (vgl. [12℄).

Zusammen mit den zugeh

�

origen Bewegungsgleihungen f

�

ur R(t) spriht man vom kosmologishen

Standartmodell (ohne Ination).

Bei Ann

�

aherung an die Singularit

�

at R = 0 werden die Aussagen im Rahmen dieser Theorie zuneh-

mend spekulativ.

Die folgende Skizze ist nah [5℄, Kapitel 54 entnommen. Sie stellt die Temperatur des Universums

in Abh

�

angigkeit von seiner relativen Gr

�

osse

R

R

0

dar; dabei ist R

0

der heutige Wert.

�2

0

2

4

6

8

10

12

14

�12 �8 �4

0

log

R

R

0

log T in K

10

�4

s 10

2

s

1 a

10

5

a

t

0

t

Materiedominanz

Strahlungsdominanz

2:73K-Strahlung

Neutrale Atome

Strahlung und Materie entkoppeln

Plasma-Strahlungs-Gleihgewiht

Kernreaktionen

Paarerzeugung

Entkopplung der Neutrinos

In den 70er Jahren des zwanzigsten Jahrhunderts wurde das Standartmodell durh einen inati-

on

�

aren Term erweitert: Demnah soll sih innerhalb des Zeitraums 10

�36

s bis 10

�33

s nah der

Singularit

�

at t = 0 das Universum exponentiell ausgedehnt haben (siehe hierzu [9℄ und [11℄).
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Ein

�

ahnlihes Szenario wurde bereits von de Sitter vorgeshlagen, wobei jetzt der kosmologishe

Term � die wesentlihe Rolle spielt. Demnah sollte � aus vershiedenen Gr

�

unden, auf die wir

niht eingehen, zeitabh

�

angig sein. Ist � nun gro� genug, so da� Materie- und Strahlungsdruk

vernahl

�

assigt werden k

�

onnen, so l

�

a�t das Friedmann-Modell eine exponentielle L

�

osung des Ska-

lenfaktors zu.

Setzen wir n

�

amlih %

mat

� 0; %

str

� 0 und k � 0 in (4.15) ein, so folgt

1

R

2

�

dR

dt

�

2

=



2

3

� � H (4.20)

mit der Hubble-Zahl H: Mit 4t = 10

�33

s erhalten wir n

�

aherungsweise

R(10

�36

s+ 10

�33

s)

R(10

�36

s)

= e

H4t

: (4.21)

Gegenw

�

artige Modelle favorisieren H � 10

35

s

�1

; womit das Skalenverh

�

altnis etwa e

100

betr

�

agt

(vgl. [1℄, Abshnitt 13.3.4).
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