UBER DAS FRIEDMANNSCHE
KOSMOLOGISCHE MODELL

STEFFEN FROHLICH
Zusammenfassung

In der Relativititstheorie Einsteins findet die Differentialgeometrie eine ihrer wichtigsten Anwen-
dungen. Das war Grund genug, im Rahmen des Differentialgeometrie-Kolloquiums 2004 in Karls-
ruhe einige Aspekte dieser Theorie niher zu bringen.

Der Schwerpunkt der Arbeit liegt in der Modellbildung der relativistischen Kosmologie. In knapper
Form skizzieren wir dabei die Grundlagen der Newtonschen sowie der relativistischen Mechanik.
Dieser Weg fithrt uns zu den Einsteinschen Feldgleichungen der Gravitation, deren Losungsvielfalt
im Falle maximal symmetrischer R4ume im Rahmen der Friedmannschen Kosmologie hier ange-
deutet werden soll.

Die Arbeit gliedert sich in folgende Teile:

1. Zunéichst fassen wir wesentliche Aspekte der Newtonschen Mechanik zusammen. Die zu-
grunde liegenden Bewegungsgleichungen werden wir sogleich auf kosmologische Probleme
anwenden, ohne jedoch den Giiltigkeitsbereich der Theorie kritisch zu hinterfragen. Wir er-
warten, daf} sich einige dieser Resultate als gewisse Grenzwerte einer allgemeineren Theorie
zuriickgewinnen lassen.

2. Im zweiten Abschnitt diskutieren wir wichtige Punkte der Speziellen Relativititstheorie.
Bereits die skizzenhaften Herleitungen relativistischer Effekte lassen darauf schliefilen, dafl
diese Theorie nicht nur eine Erweiterung der Newtonschen Mechanik fiir ,schnell bewegte*
Bezugssysteme ist, sondern eine Korrektur dieser. Von fundamentaler Bedeutung ist der
Begriff der Eigenzeit, was deren ausfiihrlichere Darstellung rechtfertigt.

3. In Kapitel 3 behandeln wir die Grundgedanken der relativistischen Gravitationstheorie. Maf}-
geblich ist das Prinzip der Aquivalenz von schwerer und triger Masse, welches die Gleichheit
von Gravitations- und Trigheitskriften nach sich zieht. Insofern wird das bekannte Gali-
leische Relativitatsprinzip erweitert und konsequent umgesetzt. Als Anwendung berechnen
wir die Bewegungsgleichungen im Gravitationsfeld. Der in Abschnitt 3.3 vorgefiihrte New-
tonsche Grenzfall erlaubt eine anschauliche Deutung der zugrunde liegenden Metrik. Die
Einsteinschen Feldgleichungen selbst kénnen wir hier nur motivieren.

4. Das kosmologische Prinzip unterstellt eine maximale Symmetrie des dreidimensionalen (Un-
ter-)Raumes im Grofien. Unter den hier genannten Annahmen, auf welche wir aber nicht
detailliert eingehen, gelingt es, die Einsteinschen Feldgleichungen in ein einfach zu handha-
bendes dynamisches System zu iiberfithren. Wir gelangen so zum Friedmannschen kosmolo-
gischen Modell.

Die favorisierte Wahl kosmologischer Modelle ist in starkem Mafle abhéngig von der experimentel-
len Wissenschaft. Das Friedmannsche Modell legt lediglich einen theoretisch fundierten Unterbau.
Es ist eine der ersten exakten Losungen der Einsteinschen Feldgleichungen im Rahmen der Kos-
mologie, hat aber bis zum heutigen Tag nichts von seiner Attraktivitit verloren.

Die vorliegenden Ausfithrungen basieren vor allem auf das hervorragende Lehrbuch [5].



1 Newtonsche Mechanik

Nicolaus Kopernikus (1473-1543) gilt als Begriinder des heliozentrischen Weltsystems. Erst in
seinem Todesjahr erschien in Niirnberg sein Hauptwerk De Revolutionibus Orbium Coelestium.
Bereits 1510 versandte Kopernikus wichtige Ergebnisse in Briefform an mehrere namhafte Astro-
nomen ([1], S. 7).

Kopernikus hielt zeitlebens an der ,, Vollkommenheit der Kreisbewegung® fest. Erst Johannes Kep-
ler (1571-1630) gelangte zu einer allgemeineren mathematisch-physikalischen Auffassung.

Die nachstehende Skizze dient der Veranschaulichung der nachfolgenden Ausfithrungen.

Perihel

1.1 Die drei Keplerschen Gesetze

In der Astronomia nova (Prag, 1609) formulierte Kepler seine ersten zwei Gesetze; das dritte
Keplersche Gesetz findet sich in den Harmonices mundi von 1619 (vgl. [1], Abschnitt 2.1.2).

1. Die Planeten bewegen sich auf Ellipsen, in deren einem Brennpunkt die Sonne steht.

Die enormen Schwierigkeiten, welche Kepler auf dem Weg zu diesem und dem folgenden
Gesetz der Planetenbewegung meisterte, sind in [13], S. 46ff. trefflichst beschrieben.

2. Die Verbindungslinie Planet-Sonne tiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Fldchen.

Insbesondere ist die Geschwindigkeit eines umlaufenden Koérpers im sonnennéichsten Punkt
(Perihel) am grofiten, im sonnenfernsten Punkt (Aphel) am kleinsten. Dies steht im Einklang
mit dem Energiesatz, wonach die Gesamtenergie des Korpers stets konstant ist.

3. Die Quadrate der Umlaufzeiten T der Planeten verhalten sich wie die Kuben ihrer groffen
Bahnhalbachsen a.

Bezeichnen also a; und Ty, fiir k = 1, 2,... die groflen Bahnhalbachsen bzw. die Umlaufzeiten,
so gilt

T Ty T?

—é = —3 = —??’) = const. (1.1)

ay a3 as



Kepler leitete diese Gesetze aufbauend auf den (nicht immer verlidflichen) astronomischen Beob-
achtungen von Kopernikus und de Brahe her. Die ersten beiden Gesetze fand er nach miihevollen
trigonometrischen Berechnungen anhand Brahes Marsbeobachtungen.

1.2 Wichtige Planetendaten

Aus Griinden der Vollstdndigkeit wollen wir hier diejenigen Bahnelemente benennen, welche zu
einer vollstindigen Beschreibung der Planetenbahnen benotigt werden. Eine detaillierte Diskussion
findet sich in [1], Kapitel 2.

1. Grofle Halbachse a

2. Exzentritit e

3. Neigung der Bahnebene zur Ekliptik ¢
4. Linge des aufsteigenden Knotens
5. Abstand des Perihels w

6. Siderische Umlaufzeit P

7. Zeitpunkt des Periheldurchgangs T’

Die Elemente a und e bestimmen Groéfle und Form der Bahn, ¢ und © die Bahnebene, w die Lage
der Bahn in ihrer Ebene und P und T den Ablauf der Bewegung.

Im folgenden sind wichtige Bahnelemente widergegeben (entnommen aus [1], Tabelle 2.2, S. 23).

Name Grof3e Halbachse Exzentritét Neigung der Mittlere
in AE Bahnebene Bahngeschwindig-
in ° keit in km - s~!

Merkur 0.387 0.206 7.0 47.9
Venus 0.723 0.007 3.4 35.0
Erde 1.000 0.017 — 29.8
Mars 1.524 0.093 1.8 24.1
Jupiter 5.205 0.048 1.3 13.1
Saturn 9.576 0.055 2.5 9.6
Uranus 19.28 0.047 0.8 6.8
Neptun 30.14 0.010 1.8 5.4
Pluto 39.88 0.248 17.1 4.7




1.3 Die Newtonschen Grundgesetze

Die mathematischen Grundlagen der Mechanik legte Isaac Newton (1642-1727) in seinem 1686
verdffentlichten Philosophiae naturalis principia mathematica. Seine Untersuchungen basieren auf
folgende drei Axiome.
1. Trdagheitsgesetz
Ein Korper beharrt im Zustand der Ruhe oder bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit

auf einer Geraden, sofern er nicht einer dufieren Kraft unterworfen ist.

Bedeuten m die Masse und v die Geschwindigkeit des Koérpers, so ist dessen Impuls gemif
p = mv definiert.

2. Impulserhaltung — Grundgesetz der Dynamik
Die zeitliche Anderung des Impulses eines Korpers ist proportional der Gréfe der dufBieren,
auf ihn wirkenden Kraft F und erfolgt in Richtung dieser Kraft.

Insbesondere gilt im Falle konstanter Masse

Codt T dt T de?

mit dem Ortsvektor x des Korpers.

(1.2)

3. Der Satz von Actio und Reactio

Die Krifte, welche zwei Kérper aufeinander ausiiben, sind ihrer Gréfe nach gleich und ent-
gegengesetzt.

Eine ausfiihrliche Diskussion dieser Grundgesetze in ihrem historischen Kontext findet sich in [8],
insbesondere S. 53ff.

1.4 Das Newtonsche Gravitationsgesetz

Geméif einer Vermutung des englischen Mathematikers und Architekts Christopher Wren geniigt
eine Kraft, die in Richtung auf die Sonne wirkt und deren Stirke umgekehrt proportional zum
Quadrat der Entfernung von der Sonne ist, um alle Planetenbewegungen zu erkliren (vgl. fiir diese
und folgende Ausfithrungen [8], S. 7ff).

Im Jahre 1684 begab sich der Astronom Edmond Halley auf den Weg von London zum Trinity
College in Cambridge im Vertrauen, dafl der dort wirkende Newton das mathematische Riistzeug
besifle, dieses schwierige Problem anzugehen.

Newton hatte gute Laune. Im iibrigen habe er sich diese Frage schon vor einigen Jahren gestellt,
und die Antwort darauf sei natiirlich eine Kraft, die in Richtung auf die Sonne weist und deren
Betrag umgekehrt proportional zum Quadrat der Entfernung zur Sonne ist. Nur: Er habe den
Beweis seinerzeit in eine Schublade gesteckt, und im Moment koénne er sich nicht mehr erinnern,
in welche.

Wenige Monate spéter betraute Newton ein Fellow des Trinity College, Halley ein wenige Seiten
diinnes Manuskript zu iibergeben, welches die erwiahnte Antwort beinhaltet:

Zwei Kéorper mit den Massen M und m tben aufeinander eine anziehende Kraft
aus, die in Richtung der Verbindungslinie wirkt mit dem Betrag

mM m3
F=qg—0 ~ (6.673 £0.010) - 10~ —— .
95 9= ) kg 52



Die Gravitationskonstante g kann man grundsétzlich nicht aus astronomischen Beobachtungen
ableiten; vielmehr muf} sie durch terrestrische Messungen bestimmt werden. Der hier angegebene
Wert wurde [1], Abschnitt 2.3.6 entnommen.

1.5 Die Dynamik des Universums nach Newton

Wir wollen die Newtonsche Mechanik auf das Universum anwenden. Dazu folgen wir den Ausfiih-
rungen in [1], Abschnitt 13.1.2.

Zur Zeit t betrachten wir eine endliche, expandierende ,, Weltkugel“ vom Radius R(¢). Ihre (kon-
stante) Gesamtmasse berechnet sich zu

M = 4?” R()*o(t) € (0, +00) (1.4)

mit der variablen Massendichte p = o(t). Ein Massenpunkt auf der Oberfliche dieser Kugel bewegt
sich geméaf
d’R M
= _g= 1.5
(hierzu verkniipfen wir das zweite Newtonsche Grundgesetz mit dem Gravitationsgesetz). Wir
bemerken, daf in diesem Modell keine statischen Losungen R = const méglich sind. Multiplikation

mit R := % und anschlieflende Integration liefert

M 5 M?
— R —g—— = —kM. 1.6
5 9% M (1.6)
Wir kénnen diese Gleichung als Energiesatz interpretieren: Mit der kinetischen Energie Fy;, :=
. 2
% R? und der potentiellen Energie Epot := —gMT erhalten wir
Eyin + Epor = —kM. (1.7)

Die Dynamik der ,, Weltkugel“ wird durch die Integrationskonstante £ € R bestimmt. Dazu sei der
Verlauf der potentiellen Energie gegen verschiedene Absolutwerte von —kM skizziert.




Hieraus lesen wir folgende Dynamik ab:

1. k£ < 0: Die ,Weltkugel“ expandiert stets.
2. k > 0: Die Expansion geht in R = R4, in eine Kontraktion iiber.

3. k = 0: Die Expansionsgeschwindigkeit geht asymptotisch gegen Null.

1.6 Newtonsche Feldtheorie

Die Bewegung eines Massenpunktes m in Gegenwart von N Massenpunkten m; an den Orten x;
wird beschrieben durch

d*x al mm;(x; — X)
—— = _— L.
m 12 gzz:; |Xi _ X|3 ( 8)

Mit dem Newtonschen Gravitationspotential

N ’
bx) = g3 = g [ L (1.9
i=1

Ix —x;| |x — x

wobei wir iiber die einzelnen Beitriige dm = o(x') d*z’ mit der Massendichte p summieren, erhalten
wir die Bewegungsgleichung der Newtonschen Theorie

2
m‘fle = —m Vd(x). (1.10)
Schlielich liefert Differentiation des Potentials die Newtonsche Feldgleichung
AD(x) = drgo(x). (1.11)

Es ist das Ziel, diese Grundgleichungen auf den im folgenden zu besprechenden relativistischen
Fall zu iibertragen.

2 Elektrodynamik bewegter Korper

Zwischen den Koordinaten {x,¢} und {x',#'} zweier Bezugssysteme S bzw. S’ bestehe der Zusam-
menhang
x=x+xg+vt, t=t. (2.1)
Der Ursprung von S’ bewegt sich also relativ zu S gleichformig mit v; zur Zeit ¢ = 0 befindet er
sich in xg.
Das Newtonsche Grundgesetz F = mx &ndert sich unter dieser Galilei- Transformation nicht. Zum
einen ist die Beschleunigung in beiden Systemen gleich, denn es gilt
’>x  d*x N d? (0 + v1) d*x’
— = — (x0 + Vvt) = .
a2~ a2z " de VY dt?
Andererseits sind Grofle und Richtung der auf ein Teilchen wirkenden Kraft K unabhingig von
der Wahl der S— bzw. S’—Koordinaten.

Die Invarianz des Newtonschen Grundgesetzes unter Galilei-Transformationen ist eine wichtige
Symmetrieeigenschaft eben dieses Gesetzes. Sie beinhaltet ebenso das klassische Additionsgesetz
fiir Geschwindigkeiten: Besitzt ein Teilchen im System S’ zu einem bestimmten Zeitpunkt die
Geschwindigkeit v', so hat es in S die momentane Geschwindigkeit

(2.2)

u=v +v. (2.3)

Eine hervorragende Einfithrung in dieses und die folgenden noch zu besprechenden Sachgebiete
findet sich in [10].



2.1 Das Michelson-Morley-Experiment

Unter einem Inertialsystem (IS) wollen wir ein Bezugssystem S verstehen, welches sich relativ
zum Fixsternhimmel mit konstanter Geschwindigkeit bewegt. Nicht-Inertialsysteme bewegen sich
zu diesem beschleunigt.

Experimentell 1483t sich bestitigen, dafl die Beschreibung physikalischer Vorgéinge in einem IS
unabhéngig von der Geschwindigkeit ist, mit welcher sich dieses IS gegeniiber dem Fixsternhimmel
bewegt. Das ist der Inhalt des Galileischen Relativititsprinzips:

Alle Inertialsysteme sind gleichwertig.

Vor 1905 galten die oben eingefithrten Galilei-Transformationen als die richtige Transformation
zwischen IS. Die Maxwellsche Elektrodynamik ist in diesem Sinne nicht ,relativistisch®. Daher
vermutete man, ruhende und bewegte IS durch Experimente zur Lichtausbreitung unterscheiden
zu konnen. Das Michelson-Morley-Experiment (Albert A. Michelson, 1852-1931; Edward Morley,
1833-1923) war angelegt, eine solche ,, Anisotropie“ nachzuweisen.

Auf einem starren Rahmen befinden sich eine Lichtquelle, ein halbdurchlissiger Spiegel, zwei Spie-
gel sowie ein Detektorschirm. Dabei sei die Verbindung des halbdurchlissigen Spiegels mit einem
der Spiegel parallel zur Bahngeschwindigkeit der Erde montiert. Die Uberlagerung beider auf den
Schirm auftreffenden Lichtstrahlen erzeugt ein Interferenzmuster, welches sich gegeniiber dem Mu-
ster verschoben zeigen sollte, welches entsteht, dreht man die gesamte Anordnung um 90°, so daf§
die Verbindung des halbdurchlissigen Spiegels mit dem zweiten Spiegel parallel zur Erdbewegung
um die Sonne liegt.

Spiegel

S

[o8e1dg

Quelle

Detektor

Tatsédchlich wurde keine Verschiebung beobachtet.

Die Lichtgeschwindigkeit ist in allen gleichformig zueinander bewegten Bezugssystemen gleich.
Ihr numerischer Wert betragt etwa (vgl. [1])

c=2997-108 2. (2.4)
S

Albert Einstein (1879-1955) formulierte daher ein modifiziertes Relativitdtsprinzip:

In allen IS haben die physikalischen Grundgesetze dieselbe Form.



Die Galilei-Transformationen konnen demnach nicht richtig sein. Vielmehr miissen sie durch die
anschlieend zu diskutierenden Lorentz-Transformationen ersetzt werden. In diesem neuen Sinne
erweist sich die Maxwellsche Elektrodynamik als die relativistisch richtige Theorie.

2.2 Bewegte Maflstibe verkiirzen sich

Mit [7] betrachten wir einen Kasten der Lange 2/, in dessen Mitte sich eine Lichtquelle befindet:

1D
L/

Zur Zeit ty werden in den markierten Richtungen ein Photon ausgesandt und dann an den Wianden
reflektiert. Zur Zeit t; > t; treffen alle vier Photonen gleichzeitig auf die Quelle auf. Es gilt

20
At, =11 — to = ? . (25)

Nun aus der Sicht eines mit konstanter, in z-Richtung weisender Geschwindigkeit v > 0 bewegten
Beobachters.

1. Das nach oben ausgesandte Photon benétigt eine Zeit At um zur Quelle zuriickzukehren.
Nun bewegt sich Licht stets mit konstanter Geschwindigkeit ¢. Dem nachstehenden Bild links
entnehmen wir

1 ? 1 ? 20
<§ cAtL> =02+ <§ vAtL> bzw. Att =~ ~ mit y = —=——. (2.6)

\,0‘>") /}\

N

1 L
5 v/\{

2. Das nach links ausgesandte Photon bendtigt eine Zeit Atll, um zur Quelle zuriickzukehren.
(Zur Veranschaulichung betrachten wir die Zeit ¢4, die das nach links emittierte Photon
bendtigt, um auf die linke Wand aufzutreffen, und die Zeit ¢p, die das nach rechts emittierte
Photon benétigt, um auf die rechte Wand aufzutreffen.)



(a) Weg von der Quelle zur Wand:

Die linke Wand hat sich um die Strecke vt nach rechts bewegt. Das Photon legt den
Weg ct 4 zuriick. Der Abstand der Lichtquelle zur linken Wand ist genau ¢, so daf gilt

14
{ =t t bzw. t4 = . 2.7
vip +ctp 7W A s ( )

(b) Weg zuriick von der Wand zur Quelle:

Die rechte Wand hat sich um die Strecke vtp nach rechts bewegt. Die vom Photon
zuriickgelegte Strecke ist ctp > /£, so daf} folgt

14
{=ctp —uvtg bzw. tp= . (2.8)
c—v
Aus Symmetriegriinden ist die Summe der Einzelzeiten die gesuchte Gesamtzeit:
/ / 20
Al =ty +tp= — =2 2.9
A+1ip C+v+c_v 7 (2.9)
Wir vergleichen nun At und Atll und stellen fiir v > 0 fest
20 20
At =y = < 2= = A4l (2.10)
c c

Das kann nicht richtig sein! Das Auftreffen der vier Photonen ist nach dem Relativitiatsprinzip ein
physikalischer Vorgang, der nicht vom Beobachtungzustand abhingen kann. Einstein schlug nun
folgende Lésung vor:

Die Linge des Kastens ist geschwindigkeitsabhdngig.

Sei L, die vom bewegten Zustand aus gemessene Kastenléinge in Richtung der y-Achse, entlang
welcher keine Bewegung stattfindet, und sei /g, die Linge des Kastens in Bewegungsrichtung.
Nun miissen die Zeiten At und Atl gleich sein, d.h. wir fordern

2/ 20
Att = At baw. y Ruh _ 72 Bew  byw. CBew =7 lRun - (2.11)
c c

Bewegte Mafistibe verkiirzen sich.

2.3 Die Lorentz-Transformationen

Diese letzte Beziehung zwischen £g,, und £pe,, ist relativistisch korrekt. Sie ist eine Konsequenz
der die Galilei-Transformationen verallgemeinernden Lorentz-Transformationen:

Es seien {x,t} und {x',#'} Koordinaten zweier Inertialsysteme S und S’. Dabei bewege sich - von
S aus gesehen - S’ mit konstanter Geschwindigkeit v in Richtung der z-Achse. Dann gelten

— ot ct — =-
x':u, vy =y, 2=z ood=— (2.12)

Detaillierte Herleitungen dieser Identititen finden sich u.a. in [5], [6] und [10].



2.4 Minkowskiabstand und Eigenzeit
Wir denken uns ein vierdimensionales Koordinatensystem mit drei rdumlichen Achsen x,y, 2z und
einer zeitlichen Achse t.

Den Minkowskiabstand s12 zweier Ereignisse {x1, %} und {x,ts} definieren wir gemaf
S12 = 02(t2 — t1)2 — (xg — x1)2 — (yg — y1)2 — (ZQ — 21)2 . (2.13)

Zwei durch ein Lichtsignal verbundene Ereignisse besitzen den Minkowskiabstand Null. Dessen
Invarianz unter Lorentz-Transformationen in diesem speziellen Fall ist durch das Michelson-Morley-
Experiment untermauert (die Invarianz dieses Abstandes fiir materielle Teilchen 148t sich ebenso
experimentell bestétigen).

Ein Beobachter schaue auf seine ruhende Uhr. Zwei aufeinanderfolgende Ticks sind Ereignisse mit
den Koordinatendifferenzen Ax = 0 und At > 0, wobei At = to — t1 die Zeiteinheit der Uhr ist.
Fiir den Minkowskiabstand beider Ereignisse gilt

As = /RNt — (Ax)? = cAt. (2.14)

Die GroBe At = ¢~!'As heit die Eigenzeit der Uhr. Sie hiingt nicht vom gewihlten Bezugssystem
ab, vielmehr ist sie bis auf den Faktor ¢~ ! gleich dem invarianten Minkowskiabstand.

In dieser Situation bestimmen wir nun die Anzeige 7 einer mit konstanter Geschwindigkeit v
bewegten Uhr. In S ruhende Uhren zeigen die Zeitspanne to — ¢t an. In S’ zeigt die bewegte Uhr
die Zeit an, wie in diesem System ruhende Uhren. Differentiation der vierten Gleichung in (2.12)
liefert damit fiir die Eigenzeit der bewegten Uhr

to

2
dr = dt' = ,/1—Z—th=7—1dt baw. Tz/*y_ldt. (2.15)

t1
Die bewegte Uhr zeigt in der Zeitspanne to — 11 die Zeil T an. Sie geht also langsamer.
Mit dem invarianten Wegelement
ds®> = 2 dt* — dz? — dy? — dz* = 2 dt* — dx? (2.16)

erkennen wir auch hier die Invarianz der Eigenzeit: Aus (2.15) folgt ndmlich

dr? = <1 — f) i = L (?dt* — dx?) = L2 (2.17)
— = — = : .

c? c c?

Die Anzeige der Uhr hiingt nicht vom Bezugssystem ab. Jeder Beobachter kann die Zeit 7 in seinem
System messen, wobei aber t;, %5 und v vom gewéhlten System abhéingen.

2.5 Relativistische Dynamik

Wir benutzen die Indexschreibweise @ = (2°, 2!, 2%, 2%) = (ct, z, 7, 2).!
Die relativistische Verallgemeinerung der Geschwindigkeit v = dd—”f ist die 4-Geschwindigkeit
dx®
* = 2.18
u - (2.18)

!Griechische Indizes durchlaufen die Zahlen 0,1, 2, 3; lateinische Indizes durchlaufen 1,2, 3.
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Beachte, daf} dr invariant ist, so daf} sich u® wie dz® transformiert. Die relativistische Bewegungs-

gleichung lautet
du® o
m—— = F%. (2.19)
dr
Hierbei ist m > 0 die im Ruhsystem bestimmte Masse. Der Grenzfall v < ¢ gibt unter geeigneter

Wahl der Lorentzkraft F'* das Newtonsche Grundgesetz (1.2).
Der relativistische Impuls p® = mu® berechnet sich mit (2.18) und (2.17) zu

(07

p* =~ym(c,v) = (c_lE,.el,prel) (2.20)

unter Benutzung von
Epep :=ymc® und  prpe = ymv. (2.21)

Wir kénnen fiir im Betrag kleine Geschwindigkeiten v wie folgt entwickeln:

2
E.o = mc® + Ipf® +... (2.22)
2m

mit der Ruhenergie ..o := mc? (vgl. auch [4]).

2.6 Relativistische Hydrodynamik

Wir betrachten eine ideale Flissigkeit, beschrieben durch eine Massendichte o(x,t), ein Geschwin-
digkeitsfeld v(x,t) und einen isotropen Druck P(x,t). Die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir
ein Massenelement Am lautet

dv dv
Am — = AF . — =1 2.2
m— bzw. o p” (2.23)
mit der Massendichte p := —ﬁ?, AV das zum Massenelement gehoérige Volumenelement, und der
Kraftdichte f := 2. Mit
0
dv = <_v +(v- V)v) dt (2.24)
ot
folgt die Eulergleichung
0
0 ((9_‘2: + (v- V)v) =-VP+1, (2.25)

falls wir f aufteilen in den inneren Druckgradienten V P sowie in sonstige duflere Kréfte fj. Zusétz-
lich fiigen wir die Kontinuititsgleichung

0o
AV = 2.2

hinzu, die die Massenerhaltung ausdriickt, sowie eine Zustandsgleichung zwischen ¢ und P, z.B.
0 = const fiir inkompressible Fliissigkeiten, oder P = cp fiir ein ideales Gas.

Die relativistische Verallgemeinerung von (2.25) und (2.26) fiithrt im kréiftefreien Fall f; = 0 auf
die Kontinuitditsgleichung fiir Energie und Impuls

0 s
5377 =0 (2.27)

mit dem Energie-Impuls-Tensor der Hydrodynamik

P
T8 .= (g + —2> uuP — P, (2.28)
C
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Unter Benutzung der Einsteinschen Summenkonvention fithren wir hier mit (2.16) das metrische
Element 1,5 geméf ds? = 1,5 dz®ds” ein; es gilt n,5m°7 = 04 mit dem Kronecker-Symbol 4.
Unter Beriicksichtigung duflerer Kriifte (z.B. Gravitation) ist die rechte Seite in (2.27) durch eine
4-Kraft f* zu erginzen.

Zur Veranschaulichung betrachten wir ein in einem (endlichen) Volumen V' abgeschlossenes System.
Integration von (2.27) liefert unter Benutzung des Gauflschen Integralsatzes

0 0 ; ;
T ¢ :—/—.T‘”d?’ :/T‘“dS:O 2.29
(9(015)/ x o’ x ! (2:29)
v v 1%
(beachte, daf} das System innerhalb von V liegt). Das ist der Energie-Impuls-Erhaltungssatz:

1
P = - /Tao d3x = const. (2.30)

c

7

P stellt den 4-Impuls des durch T®? beschriebenen Feldes dar; insbesondere bedeuten ¢P° die
Energie und die riumliche GréBe P? den Impuls des Feldes.

Ausfiihrliche Berechnungen zum Energie-Impulstensor und dessen Interpretation finden sich in [5],
Kapitel 6ff. Hieraus sind die vorstehenden Bemerkung entnommen.

3 Allgemeine Relativititstheorie

3.1 Einsteins Aquivalenzprinzip

Galileis Aussage ,,Alle Korper fallen gleich schnell“ bedeutet, dafl das Verhiltnis
Mgchwer (31)
Mirige
von schwerer und triger Masse fiir alle Korper gleich ist. Wir wihlen die zugehorigen Einheiten
derart, dal ms; = m; gilt.

Die vorrelativistische Mechanik geht stets von dieser Gleichheit aus. Dann gilt aber auch
Gravitationskrdfte sind dquivalent zu Trdgheitskrdften.

Das ist die zentrale Aussage des A quivalenzprinzips.

Dann lassen sich aber auch Schwerefelder durch einen geeigneten Ubergang in ein beschleunigtes
Koordinatensystem (lokal) eliminieren. Einstein formulierte:

In einem frei fallenden Koordinatensystem laufen alle physikalischen Prozesse so ab,
als ob kein Gravitationsfeld vorhanden sei.

Dieses Postulat heiit Einsteinsches Aquivalenzprinzip.

In einem die Erde umkreisenden Satellitenlabor verlaufen die Bewegungen wenigstens fiir kurze
Zeit so, als wire kein Gravitationsfeld der Erde vorhanden. Die Vorginge verlaufen wie in einem
Inertialsystem. Da ein Satellitenlabor aber gegeniiber dem Fixsternhimmel beschleunigt ist, stellt
es gewissermafien nur ein Lokales Inertialsystem dar. Einsteins Aquivalenzprinzip lautet dann:

In einem Lokalen IS gelten die Gesetze der Speziellen Relativitdtstheorie.

Ein Beobachter im Satellitenlabor erfihrt die physikalischen Vorginge nach den Gesetzen der
Speziellen Relativititstheorie. Fiir einen Beobachter auf der Erde hingegen bewegt sich der Satellit
im Gravitationsfeld der Erde. Aufgrund der Beschleunigung treten Tragheitskrifte auf, welche sich
im freien Fall mit den Gravitationskriften exakt aufheben.
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3.2 Bewegung im Gravitationsfeld

Das Aquivalenzprinzip erlaubt das Aufstellen relativistischer Gesetze mit Gravitation. Ausgehend
von den Gesetzen ohne Gravitation im Satellitenlabor fithrt eine Koordinatentransformation z.B.
zu einem Laborsystem auf der Erde zum relativistischen Gesetz mit Gravitation.

Ein kriftefreier Massenpunkt im Satellitenlabor bewege sich geméif
d%¢
— =0 3.2
dr? (3-2)
mit der durch ds? = ¢? dr? = 1,5 d¢“dEP gegebenen Eigenzeit. Eine Transformation £& = £%(z#)

auf Koordinaten z# bedeutet fiir das Wegelement

e 9P
2 _ o g6 _
ds? = 1oy dE°dEP = oy 522

detdz” =: g, dztdz" . (3.3)
Setzen wir ferner diese Transformation in die Bewegungsgleichung (3.2) ein, so folgt mit

d*z" _ K dzt dz” ko gn/\ (89/\u agu)\ _ aguu)

drz M qr dr’ mT g\ gk oV oz

(3.4)

die Bewegungsgleichung im Gravitationsfeld. Das ist zugleich die Bestimmungsgleichung einer
geoddtischen Linie in dem mit der Metrik g, (z) ausgestatteten Raum.

Zur Deutung der Koeffizienten g,, betrachten wir einen Koordinatenwechsel in ein rotierendes
Koordinatensystem:

!

x =z’ cos(wt') — o sin(wt'), y =1 sin(wt') +19 cos(wt’), z=2, t=1t (3.5)

mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w. Wir berechnen
ds? = & dt? — de? — dy? — d2? (3.6)
= [? — W (2? + ¢ dt”? 4 2wy’ da'dt’ — 2wa’ dy'dt’ — dz'"* — dy'* — d2". .

Aus der letzten Zeile lassen sich die Koeflizienten g,, ablesen. Nun tritt in einem rotierenden
Bezugssystem eine Zentrifugalkraft mit dem Potential

w2
o=-= (" +y") (3.7)
auf. Der Vergleich mit (3.6) zeigt
20
goo =1+ o (3.8)

Es liegt also nahe, die g,,, als Beschleunigungspotentiale anzusehen. Dem Aquivalenzprinzip zufolge
stellen sie dann die relativistischen Gravitationspotentiale dar.

3.3 Der Newtonsche Grenzfall
Mit |hy| < 1 betrachten wir die Stérung

Juv = NMuv + h;w . (39)
Fiir kleine Geschwindigkeiten v’ < ¢ (d.h. unter Vernachlissigung von %i) erhalten wir aus der
Bewegungsgleichung (3.4)
d%z" dz\?
POREE NN [uiaii I 3.10
dr? 00 < dr ) ( )

13



Fiir zeitunabhdngige Felder berechnen wir in dieser Naherung

gm 9900 _ ﬂm Ohoo

Iy = - - = —— - A1
00 2 Ox* 2 Ox' (3:11)
bzw. L oh
T, =0, Thy=-—2 3.12
Damit schreibt sich (3.10) in der Form
dQIi 02 ahog
—_— = —— — . 1
dt? 2 Oxt (3:13)
Diese Niaherung stimmt mit (1.10) iiberein, wihlt man (vgl. auch (3.8))
20 d
goo(x) = 1+ g") : % < 1. (3.14)
c c
Fiir das letztstehende Verhéltnis geben wir folgende Abschétzungen an: % ~ 7-10710 fiir die

Erde, % ~ 4-107° fiir die Sonne (fiir diese Ausfiihrungen vgl. [5], Kapitel 11).

3.4 Die Einsteinschen Feldgleichungen

Mit Hilfe des Aquivalenzprinzips lassen sich bereits wichtige physikalische Vorhersagen treffen,
wie z.B. die Frequenzverschiebung im Gravitationsfeld fallender Uhren oder die Bewegung von
Probemassen im zentralsymmetrischen, statischen Feld. Hierzu zidhlt auch die Periheldrehung der
Planeten im Sonnensystem (vgl. [6]).

Kosmologische Untersuchungen lassen sich nur unter Bezug einer allgemeinen Feldtheorie realisie-
ren. Wir fithren dazu die Einsteinschen Feldgleichungen ein.

In Abschnitt 3.2 hatten wir die metrischen Koeflizienten g,, bereits als Gravitationspotentiale
gedeutet. Nach Multiplikation der Bewegungsgleichung (3.4) mit der Masse m eines Probekorpers
lassen sich die Christoffel-Symbole I'}, der Gravitationskraft zuordnen (vgl. (2.19)).

Die folgenden Uberlegungen sind [5], Kapitel 21 entnommen. Wir gehen aus von der Newtonschen
Feldgleichung (1.11). Im Falle kleiner Geschwindigkeiten v* < ¢ hatten wir dabei in (3.14) den
Zusammenhang ggp = 1 + 20—3? hergestellt. Den Energie-Impuls-Tensor aus (2.28) entwickeln wir
geméf

TOi Tij

T~ o +P-P=pc, —<1, —
oc oc

< 1. (3.15)

Mit Tpp = ga7955T75 und damit Thy =~ T% erhalten wir mit (1.11) in der genannten Niherung

2 8mg o 8mg
goo 2 o c ot 100 ( )
Verallgemeinernd 148t sich nun
87g _ 1 0?

ansetzen. Diese Gleichung enthilt noch keinen Energiebeitrag des Gravitationsfeldes selbst. Mit
einem unbekannten kovarianten, d.h. im Riemannschen Sinne forminvarianten Tensor G, setzen
wir nun

8mg
G;w = 8—4 T;w . (318)
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Der Wechsel zu den Indizes p, v soll genau diese, die Forminvarianz der Gesetze gegeniiber Lorentz-
Transformationen in der Speziellen Relativitdtstheorie verallgemeinernde Invarianz gegeniiber all-
gemeinen, nichtlinearen Koordinatentransformationen andeuten (vgl. auch Abschnitt 4.3).

Das hier im Hintergrund stehende Symmetrieprinzip trigt den Namen Kovarianzprinzip (vgl. auch
[5], Kapitel 19):

Gesetze im Gravitationsfeld g, (x) sind kovariante Gleichungen,
die sich ohne Gravitationsfeld (also fir gop = 1ap) auf die Gesetze der
Speziellen Relativititstheorie reduzieren.

Vom Riemann-Tensor G, verlangt man folgende Eigenschaften:
1. G, bildet sich linear aus den ersten und quadratisch aus den zweiten Ableitungen von g, .

2. G ist symmetrisch und divergenzfrei:
G =Gy und G770 =0 (3.19)

mit der durch ;v gekennzeichneten kovarianten Ableitung und nachtriglicher Summation.
Damit ist auch T}, divergenzfrei, was Energie- und Impulserhaltung ausdriickt.

3. Fiir ein schwaches, stationdres Feld muf} sich im Grenzfall
Goo =~ Ngoo (3.20)
ergeben.
Diese Forderungen legen den Einstein-Tensor G, wie eine lingere Rechnung zeigt, eindeutig fest:

R R 8mg
GMV = - (RMV - Eg.ul’> bzw. R, — EQIW - _C—4TIW' (3.21)

Diese Gleichungen heiflen Einsteinsche Feldgleichungen der Gravitation.

Hierbei gewinnt man den Ricci-Tensor R, und den Kriimmungsskalar 12 aus dem Riemannschen
Kriimmungstensor
0
_ aFM _ 3Ffw
HAV T G oz

durch folgende Spurbildungen:

RQ

+T7,12, — 7,12, (3.22)

Ry, = R?,,, sowie R=RI,. (3.23)
Die Feldgleichungen lassen sich durch Einfiigen eines in g, linearen Termes modifizieren:

R 87
Ruy = 5 G+ Mgy = —ch Ty, (3.24)

denn g, ist selbst divergenzfrei. Da sich zumindest der Newtonsche Grenzfall von (3.21) in un-
serem Sonnensystem bewéhrt hat, mufl die kosmologische Konstante A in (3.24) sehr klein sein.
Beobachtungen an Supernovae und an der kosmologischen Hintergrundstrahlung ergeben einen
Parameter

A 4+1072m™2. (3.25)

Der zusatzliche A-Term wird also die Dynamik (grofiraumiger) kosmologischer Modelle wesentlich
beeinflussen.
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4 Das Friedmannsche Modell

4.1 Das kosmologische Prinzip

Unsere Sonne ist eine von mehreren hundert Milliarden Sternen des Milchstraflensystems, unserer
Galaxis. Etwa 6000 dieser Sterne sind bereits mit bloBem Auge sichtbar. Die Galaxie besitzt einen
Durchmesser von etwa 100.000 Lichtjahren.

Die Milchstraflensystem gehort zu einem selbststéndigen Galaxienhaufen mit dem Namen Lokale
Gruppe. Dieser besteht mdglicherweise aus mehr als 30 Galaxien. Hierzu gehort auch der etwa zwei
Millionen Lichtjahre entfernte Andromedanebel mit einem Durchmesser von 160.000 Lichtjahren.

Sechzig Millionen Lichtjahre entfernt finden wir den Virgo-Haufen, eine weitere Ansammlung von
etwa 200 stark leuchtenden Galaxien.

Der Virgo-Haufen wiederum ist Zentrum eines lokalen Superclusters, einer Ansammlung von etwa
hundert Galaxienhaufen, wozu auch die Lokale Gruppe zihlt.

In weit grofleren Mafstiben erkennt man zwei Galaxienansammlungen in Form grofler Mauern,
welche sich iiber mehr als 700 bzw. 1000 Millionen Lichtjahre erstrecken.

Dem zu diskutierenden Modell liegt folgendes von A. Einstein postulierte kosmologische Prinzip
zu Grunde:
Im Universum sind alle Positionen und Richtungen gleichwertig.

Eine detaillierte Diskussion des kosmologischen Prinzips findet sich in [14].

4.2 Die Robertson-Walker-Metrik

Dem kosmologischen Prinzip zufolge suchen wir dreidimensionale Rdume konstanter Kriimmung.
Nach H.P. Robertson und A.G. Walker machen wir dann folgenden Ansatz:

dr?
1 — kr?

ds®> = > dt* — R(t)” < + 17 (d¥? + sin” Mﬁ)) : (4.1)
Hierin sind 7,4, ¢ dimensionslose und zeitunabhingige Koordinaten. Diese Koordinaten werden
auf ,typische®, d.h. radial frei fallende Galaxien mit Koordinaten (r,9, ) = const angewandt,
wobei sich die radiale Geschwindigkeit allein aus der Zeitabhingigkeit von R(t) bestimmt. Die mit
einer solchen Galaxie verbundene Uhr zeigt die Zeit ¢ an.

Die Dynamik dieses Losungsansatzes der Feldgleichungen wird also ausschliefilich durch den Ska-
lenfaktor R(¢) bestimmt, welcher die Dimension einer Linge hat. Den Parameter £ schrinken wir
auf die Werte 0, +1 und —1 ein.

Zum Vergleich betrachten wir das Wegelement der zweidimensionalen Kugeloberfliche

2
ds? = R(t)%(d9?® + sin ¥ dp?) = R(t) ( dr

1,2 + 72 d<,02> (4.2)

mit der Setzung r =sind, ¥ € [0, 7]. Fiir £ = +1 ist die Analogie zu (4.1) offensichtlich.

Der raumliche Anteil

1 — kr?

in (4.1) entspricht im Falle k& = 0 der Metrik eines Euklidischen Raumes. Fiir & = +1 erhalten wir

die metrische Form der Sphére mit den Winkelkoordinaten ¢ und ¢, und £ = —1 fithrt schlief$lich

auf den Raum konstanter Kriimmung —ﬁ.

R(t)2 (dir2 + 72 (d9? + sin? 19d<p2)> (4.3)
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4.3 Friedmannsche Weltmodelle

Die in (4.1) gegebene Metrik dient im folgenden als Losungsansatz fiir die Einsteinschen Feldglei-
chungen (3.24) mit kosmologischer Konstante. Wir iibernehmen weiter den Energie-Impuls-Tensor
aus (2.28) in kovarianter Darstellung:

P
Ty = <.Q + c_2> Uty — G P. (4.4)

Dabei sind die Vierergeschwindigkeiten u* wie folgt zu verstehen: In jedem Punkt des mit den
Koordinaten z# ausgestatteten Riemannschen Raumes gibt es eine Transformation z# = z#(£%)
auf Koordinaten £% eines Lokalen Inertialsystems. Dann definieren wir durch

- o=

ut : @ (4.5)
die zur bekannten Vierergeschwindigkeit u® zugehorige, im Riemannschen Sinne forminvariante
Vierergeschwindigkeit. Entsprechend definieren wir kontravariante Tensoren héhere Stufe und ko-
variante Tensoren durch Uberschieben mit dem metrischen Tensor.

Wir kommen nun zur Auswertung der Einsteinschen Feldgleichungen. Nach dem kosmologischen
Prinzip sind Massendichte ¢ und Druck P rdumlich homogen: o = o(¢) und P = P(t). , Typische®
Galaxien, welche wir in dieses Modell aufnehmen, kennzeichnen sich durch z* = const aus. Mit
u' = % = 0 und ggo = 1 haben wir

(u") = (uy) = (¢,0,0,0). (4.6)
Aus (4.1) und (4.4) folgt

PR?

(Tyw) = diag (902, T3 PR, PR sin® 19) : (4.7)
— RT

Eine langere Rechnung zeigt: Fiir die 00-Komponente der Feldgleichungen gilt

3 &2R drg
SR zp=-2Y
c? dt? ct

fiir die rdumlichen Komponenten ergibt sich die eine Gleichung

(o’ + 3P)R, (4.8)

R d*R 2 [dR\? dmg
S ==+ 5= 2k — AR* = —= (oc®> — P)R?. 4.9
2 dt2 - 2 ( dt > * ct (oc ) (4.9)
Diese Gleichungen werden noch durch eine thermodynamische Zustandsgleichung ergénzt, z.B.

P =0 als nichtrelativistische Ndherung unseres heutigen Universums,

oc? (4.10)
P = 3 fiir ein strahlungsdominiertes Universum.

Wir setzen (4.8) in (4.9) ein und erhalten

1 (dR\* 1 8mg

= | = k—-AR? =2 oR?. 4.11

2 <dt> Thoy 3¢2 ¢ (4-11)
Wir differenzieren diese Gleichung und subtrahieren hiervon (4.8) multipliziert mit %% :

1do 3dR( P>. (412)

c2

cdt  Rc dt
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Damit kénnen wir (4.10) prézisieren:

Omat () R(t)? = const  fiir P = 0,
(4.13)

2
OstrC

3

In (4.11) setzen wir nun 9 = 9nat + 0str- Unter der Annahme, daff Strahlung und Materie nicht
koppeln, ist diese Annahme zuléssig. Mit den Abkiirzungen

o0str(t)R(t)* = const  fiir P =

8 8
Kyt = 3729 omatR® = const, Ky = 373 0str R" = const (4.14)
148t sich (4.11) in die folgende Form {iberfiihren:
1 (dR\® Ksur Kmar 1, .,
=—) ——=—&—-—-—————-—-AR = —k. 4.15
c? < dt ) R? R 3 (4.15)
Das ist das gesuchte Friedmann-Modell des Universums.
Fiithren wir das Potential K K )
V(R) := ——2 _ —mal _ ~ \R? 4.16
ein, so kénnen wir auch
1 (dR\?
— = V(R) = —k 4.17
5 (%) v (@.17

schreiben. Wir beachten, da8 in V'(R) der Term AR? nach Differentiation negatives Vorzeichen
hat im Gegensatz zu den zwei ersten Summanden. Im Falle A > 0 trigt der kosmologische Term
also zu einer Fzpansion bei.

Im folgenden ist der Verlauf des Potentials V(R) fiir verschiedene kosmologische Parameter A
skizziert. Hierin ist £ > 0 angenommen.

V(R)

A<O
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Setzen wir Ky, = 0 und A = 0, so geht (4.15) iiber in

AR\’ 2
% (d_]t%> 9 = const (4.18)

mit der Gesamtmasse M aus (1.4). Wir bemerken die formale Ahnlichkeit des Friedmann-Modells
mit dem Newtonschen Modell aus (1.6).

Beispiel: Das Finstein-de Sitter-Universum

Dieses Modell geht aus dem Friedmann-Modell mit den Parametern A = 0 und k£ = 0 heraus. Aus
obiger Skizze lesen wir ab, daf} die Geschwindigkeit der Expansion asymptotisch gegen Null geht,

d.h. es gilt

d
d—]: — 0 fiir R — oo. (4.19)

Die folgenden Skizzen sind [5], Kapitel 52 entnommen.

R(1)

[i=o

k<0

Fiir A < 0 geht die Expansion in eine Kontraktion iiber.

R(r)

Die Fille £ =1, £k = 0 und k£ = —1 entsprechen im analogen Zweikoérperproblem
der Ellipsen-, der Parabel- und der Hyperbelbahn. Das Modell A =0, £k =0
heifit Finstein-de Sitter- Universum.
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4.4 Das Kosmologische Standartmodell

Der belgische Priester, Physiker und Mathematiker Georges-Henri Lemaitre (1894-1966) gilt als
der Begriinder der Expansions-Theorie. Diese Dynamik des Universums im Rahmen der klassischen

Allgemeinen Relativititstheorie fithrte ihn umgekehrt zu einer Singularitit R(t) — 0 fiir ¢ — 0 fiir
den Skalenfaktor R(t) der Robertson-Walker-Metrik (vgl. [12]).

Zusammen mit den zugehorigen Bewegungsgleichungen fiir R(¢) spricht man vom kosmologischen
Standartmodell (ohne Inflation).

Bei Anniherung an die Singularitit R = 0 werden die Aussagen im Rahmen dieser Theorie zuneh-
mend spekulativ.

Die folgende Skizze ist nach [5], Kapitel 54 entnommen. Sie stellt die Temperatur des Universums
in Abhéngigkeit von seiner relativen Grosse R% dar; dabei ist Ry der heutige Wert.

log T in K
<~——— Strahlungsdominanz — | «<——— Materiedominanz ——
I I I I I
1074 10% s la 10° a to t
14 ~
12 Entkopplung der Neutrinos
1 e Paarerzeugung
8 L Kernreaktionen
6 Plasma-Strahlungs-Gleichgewicht
4 Strahlung und Materie entkoppeln
2 L Neutrale Atome
0F 2.73 K-Strahlung
9 L
] ] ] ] ] ] ]

—12 —8 —4 0 log R
Rg

In den 70er Jahren des zwanzigsten Jahrhunderts wurde das Standartmodell durch einen inflati-
ondren Term erweitert: Demnach soll sich innerhalb des Zeitraums 10736 s bis 10733 s nach der
Singularitédt ¢ = 0 das Universum exponentiell ausgedehnt haben (siehe hierzu [9] und [11]).

20



Ein dhnliches Szenario wurde bereits von de Sitter vorgeschlagen, wobei jetzt der kosmologische
Term A die wesentliche Rolle spielt. Demnach sollte A aus verschiedenen Griinden, auf die wir
nicht eingehen, zeitabhingig sein. Ist A nun grofl genug, so dafl Materie- und Strahlungsdruck
vernachléssigt werden konnen, so 148t das Friedmann-Modell eine exponentielle Losung des Ska-
lenfaktors zu.

Setzen wir namlich g = 0, 05 = 0 und k = 0 in (4.15) ein, so folgt

1 (dR\> ¢

mit der Hubble-Zahl H. Mit At = 10733 s erhalten wir niherungsweise

R(10736 5+ 10733 5) 1.,
710 78] = Mo, (4.21)

1

Gegenwirtige Modelle favorisieren H ~ 103% s~!, womit das Skalenverhiltnis etwa e'°° betrigt

(vgl. [1], Abschnitt 13.3.4).
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