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Zusammenfassung

Das klassishe Variationsproblem f

�

ur das Katenoid wird auf weitere Klassen

parametrisher Funktionale erweitert. Insbesondere betrahten wir Variati-

onsprobleme mit Volumennebenbedingungen, kristalline Funktionale und Va-

riationsprobleme h

�

oherer Ordnung.

1. Das klassishe Katenoid

1.1 Problemstellung

In dem im Jahre 1744 ershienenen Werk \Methodus inveniendi lineas urvas maximi minimive

proprietate gaudentes sive solutio problematis isoperimetrii sensu aepti" Leonhard Eulers �nden

wir folgendes Variationsproblem:

Gesuht ist diejenige ebene Kurve k; welhe (i) zwei gegebene Punkte P

I

und P

II

�

uber einer Ahse

a verbindet und (ii) nah Rotation um a eine Fl

�

ahe minimalen Inhalts A erzeugt.

P

I

P

II

a

Wir fragen also nah einer Funktion y = y(x); x 2 [x

1

; x

2

℄; welhe f

�

ur x = x

1

und x = x

2

vorgeshriebene Randwerte y

1

bzw. y

2

annimmt, als auh der Ungleihung

A(y) = 2�

x

2

Z

x

1

y(x)

p

1 + y

0

(x)

2

dx � 2�

x

2

Z

x

1

�y(x)

p

1 + �y

0

(x)

2

dx = A(�y);

verglihen mit allen (zul

�

assigen Test-) Funktionen �y = �y(x) mit denselben Randwerten, gen

�

ugt.

Integration der zu diesem Variationsproblem geh

�

origen Euler-Lagrangeshen Di�erentialgleihung

1

Zahlreihe

�

au�erst fruhtbare Diskussionen zu diesem hier vorgestellten Themenkomplex verdanke ih Prof. Dr.

Karsten Gro�e-Braukmann.
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liefert eine Extremale der Form

y(x) = a osh

�

x

a

+ b

�

:

Die reellen Integrationskonstanten a; b 2 R ergeben sih aus den Randbedingungen y(x

1

) = y

1

und

y(x

2

) = y

2

; vgl. [8℄, Abshnitt 4 f

�

ur eine detaillierte Untersuhung.

Die gefundene L

�

osung y = y(x) hei�t eine Kettenlinie, dargestellt in der obigen Skizze. Die Fl

�

ahe,

welhe durh Rotation dieser Kurve um die Ahse a entsteht, hei�t Ketten

�

ahe oder Katenoid.

Die Frage nah der Existenz solher zweifah zusammenh

�

angenden Minimal

�

ahen, welhe eine

vorgegebene Randkontur einspannen, wird i.a. im Rahmen der direkten Methoden der Variations-

rehnung diskutiert. Wir werden hier bekannte Resultate benennen, welhe unter Zuhilfenahme

der zugeh

�

origen (konform parametrisierten) elliptishen Di�erentialgleihungssysteme gewonnen

werden k

�

onnen. Sp

�

ater lassen sih Regularit

�

atsaussagen tre�en. Wir werden diese Systeme und

ihre Reduktion auf rotationssymmetrishe Fl

�

ahen angeben.

1.2 Shar von Kettenlinien

Die einparametrige Shar der dem Punkt P

I

entspringenden Extremalen besitzt eine Einh

�

ullende

E; wie untenstehend skizziert. W

�

ahst der Anstieg der Kettenkurven im Punkt P

I

von �1 bis

+1; so wandert der Shnittpunkt der Kurve mit der Ordinate von P

II

von +1 bis S und wieder

zur

�

uk.

E

K

K

K

PSfrag replaements

a

P

I

P

II

S

Daraus entnimmt man folgendes: Be�ndet sih P

II

oberhalb der Einh

�

ullenden, wie dargestellt, so

�nden wir wenigstens eine Kettenkurve der oben berehneten Form; tats

�

ahlih existieren genau

zwei L

�

osungen. Im Fall P

II

2 E gibt es genau eine Kurve von P

I

nah P

II

: Und shlie�lih besitzt

unser Randwertproblem keine L

�

osung, liegt P

II

unterhalb der Einh

�

ullenden.

Im letzteren, wie auh im zweiten Fall, ist die Fl

�

ahe minimalen Inhalts niht eine zusammen-

h

�

angende, regul

�

are Rotations

�

ahe, sondern diejenige gebrohene Extremale (Goldshmidt-L

�

o-

sung), welhe aus zwei Kreissheiben in x

1

und x

2

sowie den sie verbindenden Abshnitt der Ahse

a besteht.

a

Weitergehende Untersuhungen im Rahmen der klassishen Variationsrehnung �nden sih in [2℄,

Kapitel IV.

1.3 Das Katenoid als Delaunay-Fl

�

ahe

Das Katenoid l

�

a�t sih durh folgenden einfahen dynamishen Proze� erzeugen:
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Rollt man eine Parabel auf der Ahse a ab, so beshreibt ihr Brennpunkt B nah C. Delaunay

(1841) eine Kettenlinie als Spurkurve.

Rotation dieser Brennpunktkurve wiederum um die Ahse a generiert eine Fl

�

ahe vershwindender

mittlerer Kr

�

ummung, eben das Katenoid.
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Ein gewisse Umkehrung dieses Satzes entnehmen wir [33℄, Band 1, Abshnitt I.14:

Beim Abrollen der Kettenlinie auf einer Geraden beshreibt der Kr

�

ummungsmittelpunkt des Be-

r

�

uhrungspunktes der Kurve mit der Geraden eine Parabel.

B

a

Sp

�

ater werden wir auf das Abrollen allgemeinerer Kegelshnitte zur

�

ukkommen und auf diese Weise

rotationssymmetrishe Fl

�

ahen konstanter mittlerer Kr

�

ummung erzeugen.

1.4 Das Minimal

�

ahensystem

Unsere geometrishe Ausgangssituation � = h�

1

;�

2

i ist die folgende:

Im Abstand d > 0 seien zwei konzentrish und parallel gelegene Randkreise �

1

und �

2

vom

gemeinsamen Radius R > 0 gegeben.

Ferner sei X 2 C

2

(
;R

3

)\C

0

(
;R

3

) eine di�erentialgeometrish regul

�

are und zusammenh

�

angende

Fl

�

ahe, welhe beide Randkreise einspannt und auf einem ringf

�

ormigen Parametergebiet 
 � R

2

de�niert ist.

d

(u; v) 2 


X = X(u; v)

Das Douglas-Problem (als Verallgemeinerung des Plateaushen Problems; siehe auh [24℄, Kapitel

V und VI) besteht nun darin, eine Fl

�

ahe dieser Art zu �nden, welhe gleihsam das Ober

�

ahen-

funktional

A(X) =

ZZ




jX

u

^X

v

j dudv

minimiert. Hierbei ist ^ das gew

�

ohnlihe Vektorprodukt im R

3

; die Indizes u und v bedeuten die

partiellen Ableitungen nah den entsprehenden Parametern.

Zur Darstellung der Fl

�

ahe w

�

ahlen wir ein konformes (d.h. isothermes) Parametersystem (u; v) 2

[u

1

; u

2

℄� [v

1

; v

2

℄; wobei letzteres Rehtekgebiet aus 
 nah Anwendung der Exponentialabbildung

hervorgeht. Die Konformit

�

atsrelationen lauten

jX

u

j

2

=W = jX

v

j

2

; X

u

�X

t

v

= 0

mit dem Ober

�

ahenelement W := jX

u

^ X

v

j; X

t

bedeutet hier den zu X 2 R

3

transponierten

Vektor (zur Einf

�

uhrung isothermer Parameter in eine Riemannshe Metrik siehe [29℄).

Eine konform parametrisierte L

�

osung des Douglasshen Problems gen

�

ugt dem (nihtlinearen ellip-

tishen) Minimal

�

ahensystem

4X(u; v) = X

uu

(u; v) +X

vv

(u; v) = 0:
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Wir suhen eine L

�

osung in der Klasse der rotationssymmetrishen Immersionen mit dem Ansatz

X(u; v) = (f(u) os v; f(u) sin v; g(u)):

Die hierin auftretenden Funktionen f = f(u) und g = g(u) bestimmen sih daher aus

f

00

(u) = f(u); g

00

(u) = 0

zusammen mit der Konformit

�

atsrelation

f

0

(u)

2

+ g

0

(u)

2

= f(u)

2

:

Die Meridianfunktion f = f(u) betrahten wir nun n

�

aher.

1.5 Bemerkungen zum Minimal

�

ahensystem

Zur Vereinfahung sei das Randwertproblem

f

00

(u) = f(u) in (�u

0

; u

0

); f(�u

0

) = R = f(u

0

);

mit u

0

> 0 vorgelegt, welhes f

�

ur alle Randdaten R > 0 die L

�

osung

f(u) =

R

e

u

0

+ e

�u

0

�

e

u

+ e

�u

�

=

2R

e

u

0

+ e

�u

0

oshu;

besitzt, dargestellt in der folgenden Skizze:

u�u

0

u

0

R

Eine zweimal stetig di�erenzierbare L

�

osung unseres Problems ist reell analytish, konvex, positiv

und symmetrish (bez

�

uglih symmetrisher Randbedingungen), d.h. es gilt

f(�") = f(") f

�

ur alle " 2 [0; u

0

℄:

�

Uber einen Potenzreihenansatz lassen sih diese Eigenshaften auh unmittelbar aus der Di�eren-

tialgleihung herleiten: Betrahten wir als Beispiel die ungerade Funktion

g(u) := f(u)� f(�u)

mit g

00

(u) = g(u); und setzen entsprehend

g(u) = 

1

u+ 

3

u

3

+ 

5

u

5

+ : : : ;

so erhalten wir (k + 2)(k + 1)

k+2

= 

k

f

�

ur alle k 2 N: Damit haben alle KoeÆzienten 

k

; k

ungerade, das gleihe Vorzeihen, und es ist g(u

0

) 6= 0; falls 

1

6= 0: Auf Grund der symmetrishen

Randbedingung f(�u

0

) = f(u

0

) gilt aber g(u

0

) = 0: Widerspruh.
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1.6 Das Douglas-Problem

Mit Courant betrahtet man das Energiefunktional

D




[X℄ :=

ZZ




fjX

u

j

2

+ jX

v

j

2

g dudv:

F

�

ur das Ober

�

ahenfunktional A[X℄ gilt die Absh

�

atzung

2A




[X℄ � D




[X℄

mit Gleihheit dann und nur dann, wenn X = X(u; v) konform parametrisiert ist. Wir k

�

onnen also

D




[X℄ minimieren und erhalten so eine (au�erhalb der Verzweigungspunkte) konform parametri-

sierte Minimal

�

ahe.

Wir

�

ubernehmen die Notation aus [21℄: Es sei B

r

(w) � R

2

die o�ene Kreissheibe um den Punkt

w 2 R

2

vom Radius r > 0: Ferner seien K

1

und K

2

die Klasse der einfah- bzw. zweifah zusam-

menh

�

angenden, beshr

�

ankten und o�enen Gebiete. Gem

�

a� dem Riemannshen Abbildungssatz

k

�

onnen wir B

1

(0) f

�

ur ein 
 2 K

1

w

�

ahlen.

Bez

�

uglih unserer Randkon�guration � = h�

1

;�

2

i untersheiden wir die Klasse

C(�) := f(
;X) : 
 � K

2

; X 2 H

1;2

(
;R

3

) \ C

0

(
;R

3

);

X : �
! � shwah monotong

der nihtdegenerierten Immersionen von der Klasse

C

�

(�) := f(
;X) : 
 = 


1

[ 


2

; wobei 


1

;


2

2 K

1

disjunkt;

X 2 H

1;2

(
;R

3

) \ C

0

(
;R

3

);

X : �
! � shwah monotong

der degenerierten Immersionen.

Da topologish

�

aquivalente Gebiete in der komplexen Ebene niht notwendig konform

�

aquivalent

sind, betrahten wir stets Paare (
;X) von Gebieten und darauf parametrisierten Fl

�

ahen.

Wir de�nieren

d(�) := inf

(
;X)2C(�)

D




[X℄; d

�

(�) := inf

(
;X)2C

�

(�)

D




[X℄:

Gesuht ist nun ein Paar (
;X) 2 C(�); so da�

D




[X℄ = inf

(�;Y )2C(�)

D

�

[Y ℄:

Hinreihend f

�

ur die L

�

osbarkeit dieses Variationsproblems ist die Douglasshe Bedingung

d(�) < d

�

(�):

In der hier betrahteten speziellen Situation wird d

�

(�) realisiert von den beiden durh �

1

und �

2

aufgespannten Kreissheiben (der Goldshmidt-L

�

osung). Es folgt

d

�

(�) =

1

2

�R

2

+

1

2

�R

2

= �R

2

:

Zum Vergleih w

�

ahlen wir den Zylinder der H

�

ohe d und vom Radius R; welher �

1

und �

2

einspannt

mit der Dirihlet-Energie �dR: Wegen d(�) � �dR ist die Douglas-Bedingung siher f

�

ur d < R

erf

�

ullt.

Den folgenden Existenzsatz entnehmen wir [6℄, Kapitel VI.

Unter der Bedingung d < R besitzt das Douglas-Problem bez

�

uglih der Randkon�guration � eine

L

�

osung (
;X) 2 C(�):

Ein Minimierer des Variationsproblems ist harmonish und erf

�

ullt die Konformit

�

atsrelation in 
:

Wir verweisen auf die Ausf

�

uhrungen in [6℄.
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2. Variationsprobleme mit Volumennebenbedingungen

2.1 Das Variationsproblem

Wir betrahten das folgende isoperimetrishe Problem:

Gesuht ist diejenige ebene Kurve k; welhe (i) zwei gegebene Punkte P

I

und P

II

�

uber einer Ahse a

verbindet, (ii) nah Rotation um a eine Fl

�

ahe minimalen Inhalts A erzeugt und (iii) diese Fl

�

ahe

ein vorgeshriebenes Volumen V

0

einshlie�t.

Gesuht ist also eine Pro�lkurve y = y(x); x 2 [x

1

; x

2

℄; welhe das Ober

�

ahenfunktional

A(y) = 2�

x

2

Z

x

1

y(x)

p

1 + y

0

(x)

2

dx

unter der Volumennebenbedingung

V

0

= �

x

2

Z

x

1

y(x)

2

dx

mit einer vorgeshriebenen Konstanten V

0

2 R minimiert. Das entstehende Variationsproblem

x

2

Z

x

1

n

2y(x)

p

1 + y

0

(x)

2

� �y(x)

2

o

dx �! extr!

mit einem Lagrange-Parameter � 2 R f

�

uhrt uns auf die Euler-Lagrangeshe Di�erentialgleihung

y(x)

2

�

2y(x)

�

p

1 + y

0

(x)

2

= �

C

�

; � 6= 0;

mit einer reellen Integrationskonstanten C 2 R: Wir verweisen den Leser auf [27℄, Abshnitt 8.5

f

�

ur eine detaillierte Herleitung dieser Gleihung.

2.2 Konstante mittlere Kr

�

ummung: Delaunay-Fl

�

ahen

Rollt man einen Kegelshnitt entlang einer Geraden ab und rotiert anshlie�end diejenige Kurve,

welhe ein Brennpunkt des Kegelshnittes beim Abrollen erzeugt, um diese Gerade, so entsteht

eine Fl

�

ahe konstanter mittlerer Kr

�

ummung: Eine Ebene, eine Sph

�

are, ein Zylinder, ein Katenoid,

ein Unduloid oder ein Nodoid.

Die nahstehende Abbildung skizziert die Brennpunktkurven der benannten Fl

�

ahen. Wie auh

die folgende Charakterisierung, ist sie nah [34℄, Kapitel III entnommen.

Zylinder

Unduloid

Sph

�

are

Katenoid Nodoid

Kreis

Ellipse

Gerade Parabel

Hyperbel

(a) Beim Abrollen einer Ellipse mit Hauptahsen 0 < a < b <1 durhlaufen beide Brennpunkte

sinusf

�

ormige Kurven, welhe je bei Rotation um die Ahse ein Unduloid erzeugen.

(b) Der Mittelpunkt eines Kreises (d.h. a = b) erzeugt beim Abrollen eine Gerade; bei Rotation

entsteht ein Zylinder.
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() F

�

ur 0 < a <1; b = 0 degeneriert die Ellipse zu einer Geraden mit Brennpunkten an beiden

Enden; als Rollkurve erhalten wir eine Aufeinanderfolge von sih gegenseitig ber

�

uhrenden

Halbkreisen, welhe bei Rotation die Sph

�

are entstehen lassen.

(d) Es sei a = 1; b = 0; die Rollkurve ist ein Kreisbogen im Unendlihen; Rotation liefert die

Ebene.

(e) Die Kettenlinie entsteht beim Abrollen einer Parabel; anshlie�ende Rotation liefert das

Katenoid.

(f) Rotation der beim Abrollen der Hyperbel entstehenden Rollkurve eines Brennpunktes ergibt

das Nodoid.

2.3 Bemerkungen zum H-Fl

�

ahensystem

W

�

ahlen wir mit (u; v) 2 
 konforme Parameter, so gen

�

ugt die Immersion X = X(u; v) vorge-

shriebener mittlerer Kr

�

ummung H = H(x; y; z); (x; y; z) 2 R

3

; dem elliptishen System

4X(u; v) = 2H(X)X

u

(u; v) ^X

v

(u; v):

Der rotationssymmetrishe Ansatz

X(u; v) = (f(u) os v; f(u) sin v; g(u))

f

�

uhrt auf das nihtlineare gekoppelte System

f

00

(u) = f(u)� 2f(u)g

0

(u)H(u);

g

00

(u) = 2f(u)f

0

(u)H(u):

Wir betrahten den Fall konstanter mittlerer Kr

�

ummung: Sei ohne Einshr

�

ankung H = �1: Dann

erhalten wir nah Integration der zweiten Gleihung und Einsetzen in die erste Gleihung

f

00

(u) = (1 + 2C)f(u)� 2f(u)

3

mit einer Integrationskonstanten C 2 R: Hieraus folgt ferner

f

0

(u)

2

= (1 + 2C)f(u)

2

� f(u)

4

;

falls f

0

(u) 6= 0: Aus diesen letzten beiden Gleihungen entnimmt man reelle Analytizit

�

at der

Meridianfunktion f; ihre Positivit

�

at (die zweite Gleihung liefert unmittelbar C

0

-Shranken an die

L

�

osung f) sowie Symmetrie bez

�

uglih symmetrishen Randwerten

f(u

1

) = R = f(u

2

); f

0

(u

1

) = 0 = f

0

(u

2

):

Ausf

�

uhrlihe Untersuhungen zum konform parametrisierten System vorgeshriebener konstanter

mittlerer Kr

�

ummung �ndet man in [36℄ und [37℄.

2.4 Das Douglas-Problem

Das Douglas-Problem f

�

ur Immersionen konstanter mittlerer Kr

�

ummung H

0

2 R; d.h. kritishe

Punkte des parameterinvarianten Funktionals

E




[X℄ :=

ZZ




�

X

2

u

+X

2

v

+

4

3

H

0

X � (X

u

^X

v

)

t

�

dudv;

wurde erstmals von H. Werner in [38℄ gel

�

ost.
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Wie im vorigen Kapitel de�nieren wir

d(�) := inf

(
;X)2C(�)

E




[X℄; d

�

(�) := inf

(
;X)2C

�

(�)

E




[X℄:

Dann gilt der folgende Satz (siehe [38℄):

Es seien die Randkurven �

1

und �

2

enthalten in einer Kugel vom Radius 1; und es gelte jH

0

j <

1

2

:

Shlie�lih sei die Douglas-Bedingung

d(�) < d

�

(�)

erf

�

ullt. Dann besitzt das Douglas-Problem bez

�

uglih E




[X℄ eine L

�

osung (
;X) 2 C(�):

Der von Werner eingeshlagene Weg verlangt nah a priori-Absh

�

atzungen des Gradienten einer

L

�

osung X = X(u; v) des H-Fl

�

ahensystems bis zum Rand des De�nitionsgebiets, was die Restrik-

tion jH

0

j <

1

2

nah sih (vgl. hierzu auh [12℄ sowie [30℄).

3. Variationsprobleme h

�

oherer Ordnung

3.1 Das Helfrih-Funktional

Zur mathematishen Beshreibung der Elastizit

�

at gewisser Lipid-Molek

�

ule wurde in [13℄ ein Funk-

tional h

�

oherer Ordnung der Form

ZZ

S

f�(H �H

0

)

2

+ Kg dS

vorgeshlagen. Hierbei bedeuten H die mittlere undK die Gau�she Kr

�

ummung der (idealisierten)

Molek

�

ulshiht S; H

0

2 R hei�t ihre Spontankr

�

ummung, und �;  2 R sind weitere, dem Problem

zu entnehmende reelle Konstanten.

3.2 Untersuhungen von Nitshe

In Verallgemeinerung betrahtet J.C.C. Nitshe in [25℄ und [26℄ Randwertprobleme f

�

ur Variations-

funktionale der Form

ZZ

S

f� + �(H �H

0

)

2

� Kg dS

auf einer zweidimensionalen Fl

�

ahe S � R

3

: Die L

�

osungen werden sukzessive approximiert: Zu-

n

�

ahst im Fall H

0

= 0 ausgehend von einem Fundamentalbereih der Shwarzshen P -Fl

�

ahe,

sp

�

ater im allgemeinen Fall unter der Voraussetzung hinreihend kleiner Randdaten und kleiner

Spontankr

�

ummung H

0

:

Das nahfolgende Bild ist [25℄ entnommen: Die hier skizzierte Shwarzshe P-Fl

�

ahe baut sih aus

48 Kopien des hervorgehobenen Fundamentalbereihs auf.
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3.3 Minimal

�

ahen und das Willmore-Funktional

Wir betrahten speziell das Willmore-Funktional

W




[X℄ :=

ZZ




H

2

W dudv;

d.h. �;  = 0; � = 1 und H

0

= 0:

Sofern zu einer gegebenen Randkontur eine minimale Immersion existiert, ist diese wegen H = 0

auh ein absolutes Minimum des Variationsproblems

W




[X℄ �! extr!

Insbesondere �nden wir zu jeder einfah geshlossenen (rekti�zierbaren) Jordankurve � im R

3

eine

einspannende Minimal

�

ahe (siehe z.B. [24℄ f

�

ur eine ausf

�

uhrlihe Diskussion des Plateau-Problems

f

�

ur Minimal

�

ahen) und somit auh eine L

�

osung des Willmore-Variationsproblems.

Besteht � hingegen aus mehreren, einander disjunkten Randb

�

ogen, so ist das Douglas-Problem

f

�

ur das Ober

�

ahenfunktional, wie oben ausgef

�

uhrt, niht notwendig l

�

osbar. Numerishe Unter-

suhungen belegen jedoh eine stabilisierende Wirkung des Willmore-Funktionals (vgl. die Be-

rehnungen im folgenden Abshnitt). In dem von uns betrahteten speziellen Randwertproblem

vom Katenoid-Typ �nden wir stets L

�

osungen des zum Willmore-Funktional zugeh

�

origen, unter

Verwendung konformer Parameter formulierten Euler-Lagrangeshen Systems

4H � 2H(H

2

�K)W = 0 in 
;

n

�

amlih zun

�

ahst alle sph

�

arishe Kappen, welhe � = h�

1

;�

2

i einspannen (man beahte H = onst

und H

2

= K). Gebrohene disjunkte (Goldshmidt-)L

�

osungen sind wieder die R

�

ander �

1

und �

2

einspannenden ebenen Kreissheiben (und den sie verbindenden Abshnitt der Rotationsahse)

sowie alle eingepassten sph

�

arishen Kappen.

Zusammenh

�

angende gebrohene (d.h. den Euler-Lagrange-Gleihungen im klassishen Sinne niht

gen

�

ugende) L

�

osungen lassen sih aus einer Sequenz beliebiger Sph

�

aren und an deren Polen (im

Sinne stetiger Di�erenzierbarkeit) glatt angesetzten Katenoidbr

�

uken mit H = 0 realisieren.

�

1

�

2

sph

�

arishe

L

�

osung

Katenoidbr

�

uke

3.4 Das Willmore-System

Erneut w

�

ahlen wir f

�

ur den rotationssymmetrishen Ansatz

X(u; v) = (f(u) os v; f(u) sin v; g(u))

konforme Parameter (u; v) 2 
:
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Das Di�erentialgleihungssystem

4X = 2HX

u

^X

v

sowie die Euler-Lagrangeshen Gleihungen

4H � 2H(H

2

�K)W = 0

bez

�

uglih des Willmore-Funktionals shreiben sih dann in der Form

f

00

(u) = f(u)� 2f(u)g

0

(u)H(u);

g

00

(u) = 2f(u)f

0

(u)H(u);

H

00

(u) = �2

H(u)

f(u)

2

�

f(u)

2

H(u)� g

0

(u)

	

2

:

Obigen Gleihungen entnehmen wir sukzessiv h

�

ohere Regularit

�

at einer immergierten L

�

osung X :

Ausgehend von X 2 C

4+�

(
;R

3

); � 2 (0; 1); haben wir H;K 2 C

2+�

(
;R): Das Di�erentialglei-

hungssystem f

�

ur 4H liefert H 2 C

4+�

(
;R); woraus wiederum X 2 C

6+�

(
;R) folgt usw.

3.5 Numerishe Resultate

Die Randkon�guration im folgenden besteht aus zwei parallelen Ringen �

1

;�

2

vom gemeinsamen

Radius R = 1; deren Abstand d shrittweise vergr

�

o�ert wird. Die Berehnungen der jeweiligen

kritishen Punkte des Willmore-Funktionals wurden mit dem Surfae Evolver von K. Brakke [3℄

durhgef

�

uhrt.

d = 1:4 d = 1:8 d = 2:2 d = 2:6

d = 3:0 d = 3:4 d = 3:8 d = 4:2

d = 4:4 d = 4:6 d = 4:8 d = 5:0

Im Grenzfall d!1 konvergiert die numerish berehnete L

�

osung au�erhalb einer Umgebung des

Randes gegen die Sph

�

are. An den Randkurven selbst vershwindet die mittlere Kr

�

ummung (als

freie Randbedingung), so da� die L

�

osung dort negativ gekr

�

ummt ist (vgl. [35℄, Abshnitt 6.3).

11



Die Berehnung einer minimierenden Immersion f

�

ur R = 1 und d = 40 zeigt das folgende Bild:

3.6 Elastishe Kurven in der hyperbolishen Ebene

F

�

ur kompakte Immersionen (ohne Rand) wurde in [39℄ die Invarianz des Willmore-Funktionals

unter Anwendung konformer Abbildungen bewiesen; vgl. hierzu auh [40℄, Abshnitt 7.3.

In Verallgemeinerung erhalten wir die Identit

�

at

ZZ

�

M

�

H

2

d

�

S +

Z

�

�

M

��

g

d�s =

ZZ

M

H

2

dS +

Z

�M

�

g

ds

f

�

ur konform

�

aquivalente ImmersionenM;

�

M; immergiert in Riemannshen R

�

aumen, deren Shnitt-

kr

�

ummungen jeweils entlang M bzw.

�

M vershwinden, den mittleren Kr

�

ummung H;

�

H der Im-

mersionen und den geod

�

atishen Kr

�

ummungen �

g

; ��

g

ihrer Randkurven.

Den Ausf

�

uhrungen in [22℄ und [23℄ folgend, stellt in unserem Fall die Meridiankurve eines Willmore-

Katenoids gleihzeitig eine elastishe Kurve in der hyperbolishen Ebene H

2

dar, falls die Rand-

winkel dieser Kurve festgelegt werden.

3.7 Existenz

In [31℄ und [32℄ wird das Funktional W[X℄ in der Klasse kompakter Fl

�

ahen (ohne Rand), insbe-

sondere der Tori im R

3

minimiert. Diese Aufgabe ist als Willmore-Problem bekannt (siehe auh

[40℄, Kapitel 7).

Existenzresultate zu Randwertproblemen allgemeiner Variationsprobleme h

�

oherer Ordnung �nden

sih erstmals bei Nitshe in den bereits vorgestellten Arbeiten [25℄ und [26℄. Das hier betrahtete

katenoid

�

ahnlihe Problem f

�

ur allgemeine Variationsfunktionale l

�

a�t sih auf vergleihbare Weise

durh sukzessive Approximation l

�

osen, ausgehend von einer L

�

osung der Minimal

�

ahengleihung,

und wird in einer Folgearbeit diskutiert.

Da zusammenh

�

angende Minimal

�

ahen, wie gezeigt, nur f

�

ur hinreihend kleine Abst

�

ande d bei

festen Radien R der R

�

ander existieren, insbesondere f

�

ur d < R; verbleibt die Frage nah der Exi-

stenz in den F

�

allen d� R:

4. Kristalline Variationsprobleme

4.1 Einleitung zum Variationsproblem

Diejenige Arbeit, welhe ben

�

otigt wird, um ein Kristallfragment K entlang einer vorgegebenen

Ebene E zu shneiden, ist insbesondere abh

�

angig von der Rihtung dieser Ebene bez

�

uglih der

Lage der Elementarzelle des Kristalls. Dem Fragment k

�

onnen wir entlang der Shnittebene eine

Energiedihte F = F (N) zuordnen, wobei N den Einheitsnormalenvektor zu E bezeihnet.

F

�

ur die gesamte Ober

�

ahenenergie des Fragments erhalten wir so einen Ausdruk der Form

ZZ

�K

F (N) dA

mit dem Ober

�

ahenelement dA (vgl. die Ausf

�

uhrungen in [1℄).
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4.2 Fl

�

ahen vom Mittleren-Kr

�

ummungs-Typ

Das obige Funktional l

�

a�t sih in eine Klasse allgemeinerer Variationsfunktionale

ZZ




F (X;X

u

^X

v

) dudv

einordnen, von denen wir aus den vorigen Betrahtungen bereits zwei wihtige Beispiele kennen.

(i) Minimal

�

ahen

Die Bestimmung einer Fl

�

ahe minimalen Inhalts, eingespannt in einer vorgegebenen Rand-

kontur, f

�

uhrt auf die Minimierung des Funktionals

ZZ




jX

u

^X

v

j dudv:

Es gilt F (X;Z) = jZj:

(ii) Fl

�

ahen vorgeshriebener mittlerer Kr

�

ummung

In [15℄ wird bemerkt, da� die Eulershen Gleihungen des Funktionals

ZZ




�

jX

u

^X

v

j+Q(X) � (X

u

^X

v

)

t

	

dudv

mit der Vektorfunktion

Q(x; y; z) = 2

0

�

x

Z

0

H(�; y; z) d�;

y

Z

0

H(x; �; z) d�

1

A

genau dem H-Fl

�

ahensystem 4X = 2HX

u

^X

v

entsprehen. Immersionen vorgeshriebener

konstanter mittlerer Kr

�

ummung H

0

2 R ergeben sih aus der Variation des Funktionals

ZZ




�

jX

u

^X

v

j+

2

3

H

0

X � (X

u

^X

v

)

t

�

dudv:

Wir minimieren also den gew

�

ohnlihen Fl

�

aheninhalt unter der Volumennebenbedingung

2H

0

3

ZZ




X � (X

u

^X

v

)

t

dudv = 1:

(iii) Fl

�

ahen vom Minimal

�

ahentyp

Wir haben bereits kristalline Funktionale der Form

ZZ




F (X

u

^X

v

) dudv

kennengelernt. Die Dihtefunktion mu�, um die Parameterinvarianz zu garantieren, der Ho-

mogenit

�

atsrelation

F (�Z) = �F (Z) f

�

ur alle � 2 R; � > 0;

gen

�

ugen. Die L

�

osungen der zum Variationsproblem zugeh

�

origen Euler-Lagrangeshen Glei-

hungen sind in ihren analytishen wie geometrishen Eigenshaften den klassishen Mini-

mal

�

ahen eng verwandt (ausf

�

uhrlihe Untersuhungen �nden sih in [9℄ und [10℄).
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(iv) Fl

�

ahen vorgeshriebener gewihteter mittlerer Kr

�

ummung

Bei der Untersuhung allgemeiner Funktionale der Form

ZZ




F (X;X

u

^X

v

) dudv

spielt der spezielle Fall

ZZ




�

F (X

u

^X

v

) +

2

3

H

0

X � (X

u

^X

v

)

t

�

dudv

auf Grund der N

�

ahe einerseits zu Fl

�

ahen vom Minimal

�

ahentyp als auh zu Fl

�

ahen vor-

geshriebener konstanter mittlerer Kr

�

ummung eine besondere Rolle.

Der L

�

osung des Plateaushen Problems bez. obigen Funktionals widmen sih [17℄ und [18℄.

4.3 Das Douglas-Problem

In [21℄ wurde das Douglas-Problem f

�

ur das allgemeine Funktional

F




[X℄ :=

ZZ




F (X;X

u

^X

v

) dudv

untersuht. F

�

ur den uns interessierenden Fall � = h�

1

;�

2

i �nden wir in [21℄ folgenden Satz:

Die Dihtefunktion F = F (X;Z); Z 2 R n f0g;

(i) erf

�

ulle die Homogenit

�

atsrelation F (X;�Z) = �F (X;Z) f

�

ur alle positiven � 2 R;

(ii) sei positiv im Sinne, da� m

1

jZj � F (X;Z) � m

2

jZj mit reellen Konstanten 0 < m

1

� m

2

<

+1 gelte;

(iii) sei bez

�

uglih Z f

�

ur alle X 2 R

3

konvex.

Es sei die Douglas-Bedingung

d(�) < d

�

(�)

bez

�

uglih des gew

�

ohnlihen Dirihlet-Integrals erf

�

ullt. Dann besitzt das Douglas-Problem zur Rand-

kon�guration � eine L

�

osung (
;X) 2 C(�); und X ist fast

�

uberall auf 
 konform parametrisiert.

Detaillierte Ausf

�

uhrungen, insbesondere zu speziellen Regularit

�

atseigenshaften minimierender

L

�

osungen, �nden sih in den zitierten Originalarbeiten.
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