Katenoiddhnliche Lésungen
geometrischer Variationsprobleme'

STEFFEN FROHLICH

Zusammenfassung

Das klassische Variationsproblem fiir das Katenoid wird auf weitere Klassen
parametrischer Funktionale erweitert. Insbesondere betrachten wir Variati-
onsprobleme mit Volumennebenbedingungen, kristalline Funktionale und Va-
riationsprobleme héherer Ordnung.

1. Das klassische Katenoid
1.1 Problemstellung

In dem im Jahre 1744 erschienenen Werk “Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive
proprietate gaudentes sive solutio problematis isoperimetrici sensu accepti” Leonhard FEulers finden
wir folgendes Variationsproblem:

Gesucht ist diejenige ebene Kurve €, welche (i) zwei gegebene Punkte Pr und Py iber einer Achse
a verbindet und (ii) nach Rotation um a eine Fliche minimalen Inhalts 2 erzeugt.

P[ PII

Wir fragen also nach einer Funktion y = y(x), z € [z1,x2], welche fir z = z; und z = x9
vorgeschriebene Randwerte y; bzw. y2 annimmt, als auch der Ungleichung

Aly) = 2 / y(e)/1+ g @) d < 2 / §() /I 7 (@) dz = A(5),

verglichen mit allen (zuldssigen Test-) Funktionen y = y(z) mit denselben Randwerten, geniigt.
Integration der zu diesem Variationsproblem gehorigen Euler-Lagrangeschen Differentialgleichung

! Zahlreiche duBerst fruchtbare Diskussionen zu diesem hier vorgestellten Themenkomplex verdanke ich Prof. Dr.
Karsten Grofle-Brauckmann.



liefert eine Extremale der Form
T
y(z) = acosh (— + b) .
a

Die reellen Integrationskonstanten a, b € R ergeben sich aus den Randbedingungen y(z1) = y; und
y(x2) = yo; vgl. [8], Abschnitt 4 fiir eine detaillierte Untersuchung.

Die gefundene Losung y = y(z) heifit eine Kettenlinie, dargestellt in der obigen Skizze. Die Fliche,
welche durch Rotation dieser Kurve um die Achse a entsteht, heifit Kettenfiiche oder Katenoid.

Die Frage nach der Existenz solcher zweifach zusammenhingenden Minimalflichen, welche eine
vorgegebene Randkontur einspannen, wird i.a. im Rahmen der direkten Methoden der Variations-
rechnung diskutiert. Wir werden hier bekannte Resultate benennen, welche unter Zuhilfenahme
der zugehorigen (konform parametrisierten) elliptischen Differentialgleichungssysteme gewonnen
werden konnen. Spiter lassen sich Regularitdtsaussagen treffen. Wir werden diese Systeme und
ihre Reduktion auf rotationssymmetrische Flichen angeben.

1.2 Schar von Kettenlinien

Die einparametrige Schar der dem Punkt Pr entspringenden Extremalen besitzt eine Einhiillende
E, wie untenstehend skizziert. Wéchst der Anstieg der Kettenkurven im Punkt P; von —oo bis
400, so wandert der Schnittpunkt der Kurve mit der Ordinate von Py von +oco bis S und wieder
zuriick.

Daraus entnimmt man folgendes: Befindet sich Py oberhalb der Einhiillenden, wie dargestellt, so
finden wir wenigstens eine Kettenkurve der oben berechneten Form; tatséichlich existieren genau
zwei Losungen. Im Fall Py € E gibt es genau eine Kurve von Pr nach Py. Und schlieBlich besitzt
unser Randwertproblem keine Losung, liegt Py unterhalb der Einhiillenden.

Im letzteren, wie auch im zweiten Fall, ist die Fliche minimalen Inhalts nicht eine zusammen-
hingende, regulidre Rotationsfliche, sondern diejenige gebrochene Extremale (Goldschmidt-Lo-
sung), welche aus zwei Kreisscheiben in 1 und 9 sowie den sie verbindenden Abschnitt der Achse
a besteht.

Weitergehende Untersuchungen im Rahmen der klassischen Variationsrechnung finden sich in [2],
Kapitel TV.

1.3 Das Katenoid als Delaunay-Fliche

Das Katenoid 148t sich durch folgenden einfachen dynamischen Prozef} erzeugen:



Rollt man eine Parabel auf der Achse a ab, so beschreibt ihr Brennpunkt B nach C. Delaunay
(1841) eine Kettenlinie als Spurkurve.

Rotation dieser Brennpunktkurve wiederum um die Achse a generiert eine Fliche verschwindender
mittlerer Kriimmung, eben das Katenoid.



Ein gewisse Umkehrung dieses Satzes entnehmen wir [33], Band 1, Abschnitt I.14:

Beim Abrollen der Kettenlinie auf einer Geraden beschreibt der Kriimmungsmittelpunkt des Be-

rihrungspunktes der Kurve mit der Geraden eine Parabel.
\

Spéter werden wir auf das Abrollen allgemeinerer Kegelschnitte zuriickkommen und auf diese Weise
rotationssymmetrische Flichen konstanter mittlerer Kriimmung erzeugen.

1.4 Das Minimalflichensystem

Unsere geometrische Ausgangssituation I' = (I'1,T's) ist die folgende:

Im Abstand d > 0 seien zwei konzentrisch und parallel gelegene Randkreise I'y und I's vom
gemeinsamen Radius R > 0 gegeben.

Ferner sei X € C?(Q,R3)NC?(Q, R3) eine differentialgeometrisch regulire und zusammenhingende
Fliche, welche beide Randkreise einspannt und auf einem ringférmigen Parametergebiet (@ C R?
definiert ist.

(u,v) €

Das Douglas-Problem (als Verallgemeinerung des Plateauschen Problems; siehe auch [24], Kapitel
V und VI) besteht nun darin, eine Fliche dieser Art zu finden, welche gleichsam das Oberflichen-
funktional

A(X) = //|Xu A Xy| dudv
)

minimiert. Hierbei ist A das gewo6hnliche Vektorprodukt im R3; die Indizes « und v bedeuten die
partiellen Ableitungen nach den entsprechenden Parametern.

Zur Darstellung der Fliche wihlen wir ein konformes (d.h. isothermes) Parametersystem (u,v) €
[u1,u2] X [v1, v2], wobei letzteres Rechteckgebiet aus 2 nach Anwendung der Exponentialabbildung
hervorgeht. Die Konformitétsrelationen lauten

X, 2=W = |X,|?, X, -X!=0
mit dem Oberflichenelement W := |X, A X,|; X! bedeutet hier den zu X € R?® transponierten
Vektor (zur Einfithrung isothermer Parameter in eine Riemannsche Metrik siehe [29]).
Eine konform parametrisierte Losung des Douglasschen Problems geniigt dem (nichtlinearen ellip-
tischen) Minimalflachensystem

AX (u,v) = Xyy(u,v) + Xypy(u,v) = 0.



Wir suchen eine Lésung in der Klasse der rotationssymmetrischen Immersionen mit dem Ansatz
X (u,v) = (f(u) cosv, f(u)sinv, g(u)).
Die hierin auftretenden Funktionen f = f(u) und g = g(u) bestimmen sich daher aus
f'w) = f(u), g¢"(u)=0
zusammen mit der Konformitétsrelation
') +¢'(w)? = f(u)?.
Die Meridianfunktion f = f(u) betrachten wir nun niher.

1.5 Bemerkungen zum Minimalflichensystem

Zur Vereinfachung sei das Randwertproblem

f'(u) = f(u) in (—ug,up), f(~uo) =R = f(uo),
mit ug > 0 vorgelegt, welches fiir alle Randdaten R > 0 die Losung
2R

f(u) = m (eu + e_u) = m COShU,
besitzt, dargestellt in der folgenden Skizze:
\
R +
—Ug ug u

Eine zweimal stetig differenzierbare Losung unseres Problems ist reell analytisch, konvex, positiv
und symmetrisch (beziiglich symmetrischer Randbedingungen), d.h. es gilt

f(—e) = f(e) fiir alle £ € [0, ug).

Uber einen Potenzreihenansatz lassen sich diese Eigenschaften auch unmittelbar aus der Differen-
tialgleichung herleiten: Betrachten wir als Beispiel die ungerade Funktion

g(u) = f(u) = f(-u)
mit ¢"(u) = g(u), und setzen entsprechend
g(u) = cru+ csu® + esu’® + ...,

so erhalten wir (k + 2)(k 4+ 1)cgyo = ¢ fiir alle k& € N. Damit haben alle Koeffizienten ¢y, k
ungerade, das gleiche Vorzeichen, und es ist g(ug) # 0, falls ¢; # 0. Auf Grund der symmetrischen
Randbedingung f(—ug) = f(ug) gilt aber g(ug) = 0. Widerspruch.



1.6 Das Douglas-Problem

Mit Courant betrachtet man das Energiefunktional
Dq[X] := //{|Xu|2 + | X%} dudv.
Q

Fiir das Oberflichenfunktional A[X] gilt die Abschétzung
220 [X] < Do[X]

mit Gleichheit dann und nur dann, wenn X = X (u, v) konform parametrisiert ist. Wir kénnen also
Dq[X] minimieren und erhalten so eine (auflerhalb der Verzweigungspunkte) konform parametri-
sierte Minimalfldche.

Wir iibernehmen die Notation aus [21]: Es sei B,(w) C R? die offene Kreisscheibe um den Punkt
w € R vom Radius r > 0. Ferner seien K; und Ks die Klasse der einfach- bzw. zweifach zusam-
menhéngenden, beschréinkten und offenen Gebiete. Gemifi dem Riemannschen Abbildungssatz
konnen wir By (0) fiir ein Q € Iy wéhlen.

Beziiglich unserer Randkonfiguration T' = (I'y, T's) unterscheiden wir die Klasse

C(T) :={(2,X) : QC Kz, X € H?(Q,R?) N C(Q, R3),
X : 0Q — T" schwach monoton}

der nichtdegenerierten Immersionen von der Klasse

C*T) :={(2,X) : Q=Q;UQg, wobei Q;,Qs € K; disjunkt,
X € HY?(Q,R*) N CO%(Q, R3),
X : 0Q — I" schwach monoton}

der degenerierten Immersionen.

Da topologisch dquivalente Gebiete in der komplexen Ebene nicht notwendig konform &quivalent
sind, betrachten wir stets Paare (€2, X) von Gebieten und darauf parametrisierten Flichen.

Wir definieren

d(T) := inf X d*(T) := inf X].
()= o i PalX], &)= o inf | DalX]

Gesucht ist nun ein Paar (2, X) € C(T'), so daB
Da[X]= inf DelY].
o= o Btery Dol
Hinreichend fiir die Losbarkeit dieses Variationsproblems ist die Douglassche Bedingung

d(T") < d* ().

In der hier betrachteten speziellen Situation wird d*(I") realisiert von den beiden durch I'; und I'y
aufgespannten Kreisscheiben (der Goldschmidt-Losung). Es folgt

1 1
d*(T) = §7rR2 + §7rR2 = R?.
Zum Vergleich wihlen wir den Zylinder der Hohe d und vom Radius R, welcher I'y und I'; einspannt
mit der Dirichlet-Energie 7dR. Wegen d(I") < wdR ist die Douglas-Bedingung sicher fir d < R

erfillt.

Den folgenden Existenzsatz entnehmen wir [6], Kapitel VI.

Unter der Bedingung d < R besitzt das Douglas-Problem beziiglich der Randkonfiguration T' eine
Lésung (2, X) € C(T).

Ein Minimierer des Variationsproblems ist harmonisch und erfiillt die Konformitétsrelation in €.
Wir verweisen auf die Ausfithrungen in [6].



2. Variationsprobleme mit Volumennebenbedingungen

2.1 Das Variationsproblem

Wir betrachten das folgende isoperimetrische Problem:

Gesucht ist diejenige ebene Kurve ¢, welche (i) zwei gegebene Punkte Pr und Py tiber einer Achse a
verbindet, (ii) nach Rotation um a eine Fliche minimalen Inhalts A erzeugt und (iii) diese Fldche
ein vorgeschriebenes Volumen B einschliefit.

Gesucht ist also eine Profilkurve y = y(x), = € [z1, z2], welche das Oberflichenfunktional

2

Ay) =2 [ yla)/ T+ y @ ds
1
unter der Volumennebenbedingung
z2
By = ﬂ/y(x)Qda:
1
mit einer vorgeschriebenen Konstanten 8y € R minimiert. Das entstehende Variationsproblem
T2

/ {Zy(a:)m - Ay(:c)Q} dx —» extr!

1
mit einem Lagrange-Parameter A\ € R fithrt uns auf die Euler-Lagrangesche Differentialgleichung

2y () ¢

2

) ————==——, A#0,

y(@) A/ 1+ o (z)? A 7

mit einer reellen Integrationskonstanten C' € R. Wir verweisen den Leser auf [27], Abschnitt 8.5
fiir eine detaillierte Herleitung dieser Gleichung.

2.2 Konstante mittlere Kriimmung: Delaunay-Flichen

Rollt man einen Kegelschnitt entlang einer Geraden ab und rotiert anschlieBend diejenige Kurve,
welche ein Brennpunkt des Kegelschnittes beim Abrollen erzeugt, um diese Gerade, so entsteht
eine Fliche konstanter mittlerer Kriimmung: Eine Ebene, eine Sphiire, ein Zylinder, ein Katenoid,
ein Unduloid oder ein Nodoid.

Die nachstehende Abbildung skizziert die Brennpunktkurven der benannten Flichen. Wie auch
die folgende Charakterisierung, ist sie nach [34], Kapitel IIT entnommen.

Zylinder Unduloid Sphiire Katenoid Nodoid
Kreis Ellipse Gerade Parabel Hyperbel

(a) Beim Abrollen einer Ellipse mit Hauptachsen 0 < a < b < oo durchlaufen beide Brennpunkte
sinusférmige Kurven, welche je bei Rotation um die Achse ein Unduloid erzeugen.

(b) Der Mittelpunkt eines Kreises (d.h. a = b) erzeugt beim Abrollen eine Gerade; bei Rotation
entsteht ein Zylinder.



(c) Fiir 0 < a < 00, b = 0 degeneriert die Ellipse zu einer Geraden mit Brennpunkten an beiden
Enden; als Rollkurve erhalten wir eine Aufeinanderfolge von sich gegenseitig beriihrenden
Halbkreisen, welche bei Rotation die Sphdre entstehen lassen.

(d) Es sei a = oo, b = 0; die Rollkurve ist ein Kreisbogen im Unendlichen; Rotation liefert die
Ebene.

(e) Die Kettenlinie entsteht beim Abrollen einer Parabel; anschlieBende Rotation liefert das
Katenoid.

(f) Rotation der beim Abrollen der Hyperbel entstehenden Rollkurve eines Brennpunktes ergibt
das Nodoid.

2.3 Bemerkungen zum H-Flichensystem

Wihlen wir mit (u,v) € Q konforme Parameter, so geniigt die Immersion X = X (u,v) vorge-
schriebener mittlerer Kriimmung H = H(z,y, 2), (x,y,2) € R?, dem elliptischen System

AX (u,v) = 2H(X) Xy (u,v) A Xy (u,v).
Der rotationssymmetrische Ansatz

X(u,v) = (f(u) cos v, f(u)sinv, g(u))
fiihrt auf das nichtlineare gekoppelte System
f'(u) = f(u) —2f(u)g'(u)H(u),
g9"(u) = 2f(u)f'(u)H (u).

Wir betrachten den Fall konstanter mittlerer Kriimmung: Sei ohne Einschrinkung H = —1. Dann
erhalten wir nach Integration der zweiten Gleichung und Einsetzen in die erste Gleichung

f'(w) = (1+20)f(u) - 2f (u)?®

mit einer Integrationskonstanten C' € R. Hieraus folgt ferner
f'(u)? = (1+20) f(u)? — f(u)*,

falls f'(u) # 0. Aus diesen letzten beiden Gleichungen entnimmt man reelle Analytizitdt der
Meridianfunktion f, ihre Positivitit (die zweite Gleichung liefert unmittelbar C°-Schranken an die
Losung f) sowie Symmetrie beziiglich symmetrischen Randwerten

flu1) = R= f(ug), f'(u1) =0=f"(ug).

Ausfiihrliche Untersuchungen zum konform parametrisierten System vorgeschriebener konstanter
mittlerer Kriimmung findet man in [36] und [37].

2.4 Das Douglas-Problem

Das Douglas-Problem fiir Immersionen konstanter mittlerer Kriimmung Hy € R, d.h. kritische
Punkte des parameterinvarianten Funktionals

4
Eo[X] = // {XZ + X0+ 5 Ho X - (X, A Xv)t} dudv,
Q

wurde erstmals von H. Werner in [38] gelost.



Wie im vorigen Kapitel definieren wir

d(I'):= inf €Eq[X], d*(T):= inf  &q[X].
(©,X)ec(T) (Q,X)ecx(T)
Dann gilt der folgende Satz (siehe [38]):
Es seien die Randkurven T'y und T'y enthalten in einer Kugel vom Radius 1, und es gelte |Hp| < %
Schliefilich sei die Douglas-Bedingung
d(I") < d*(T")
erfillt. Dann besitzt das Douglas-Problem beziiglich €q[X] eine Lisung (2, X) € C(T).

Der von Werner eingeschlagene Weg verlangt nach a priori-Abschitzungen des Gradienten einer
Losung X = X (u,v) des H-Fliachensystems bis zum Rand des Definitionsgebiets, was die Restrik-
tion |Hp| < 3 nach sich (vgl. hierzu auch [12] sowie [30]).

3. Variationsprobleme héherer Ordnung

3.1 Das Helfrich-Funktional

Zur mathematischen Beschreibung der Elastizitéit gewisser Lipid-Molekiile wurde in [13] ein Funk-
tional hoherer Ordnung der Form

[t - oy +xyas
S

vorgeschlagen. Hierbei bedeuten H die mittlere und K die Gaufische Kriimmung der (idealisierten)
Molekiilschicht &, Hy € R heifit ihre Spontankriimmung, und 3,y € R sind weitere, dem Problem
zu entnehmende reelle Konstanten.

3.2 Untersuchungen von Nitsche

In Verallgemeinerung betrachtet J.C.C. Nitsche in [25] und [26] Randwertprobleme fiir Variations-
funktionale der Form

[[ta+ 8t -t — iy as
S

auf einer zweidimensionalen Fliche S C R3. Die Losungen werden sukzessive approximiert: Zu-
néchst im Fall Hy = 0 ausgehend von einem Fundamentalbereich der Schwarzschen P-Fléche,
spater im allgemeinen Fall unter der Voraussetzung hinreichend kleiner Randdaten und kleiner
Spontankriimmung Hy.

Das nachfolgende Bild ist [25] entnommen: Die hier skizzierte Schwarzsche P-Fliche baut sich aus
48 Kopien des hervorgehobenen Fundamentalbereichs auf.




3.3 Minimalflichen und das Willmore-Funktional
Wir betrachten speziell das Willmore-Funktional

Wo[X] := // H?W dudv,
Q

d.h. o,y =0, =1 und Hy = 0.
Sofern zu einer gegebenen Randkontur eine minimale Immersion existiert, ist diese wegen H = 0
auch ein absolutes Minimum des Variationsproblems

Wa[X] — extr!

Insbesondere finden wir zu jeder einfach geschlossenen (rektifizierbaren) Jordankurve I' im R? eine
einspannende Minimalfliche (siehe z.B. [24] fiir eine ausfiihrliche Diskussion des Plateau-Problems
fiir Minimalflichen) und somit auch eine Losung des Willmore-Variationsproblems.

Besteht T' hingegen aus mehreren, einander disjunkten Randbdégen, so ist das Douglas-Problem
fiir das Oberflichenfunktional, wie oben ausgefiihrt, nicht notwendig l6sbar. Numerische Unter-
suchungen belegen jedoch eine stabilisierende Wirkung des Willmore-Funktionals (vgl. die Be-
rechnungen im folgenden Abschnitt). In dem von uns betrachteten speziellen Randwertproblem
vom Katenoid-Typ finden wir stets Losungen des zum Willmore-Funktional zugehorigen, unter
Verwendung konformer Parameter formulierten Euler-Lagrangeschen Systems

AH —2H(H?> - K)W =0 inQ,

niamlich zunéchst alle sphérische Kappen, welche I' = (I';, I'y) einspannen (man beachte H = const
und H? = K). Gebrochene disjunkte (Goldschmidt-)Lésungen sind wieder die Rinder T'y und T
einspannenden ebenen Kreisscheiben (und den sie verbindenden Abschnitt der Rotationsachse)
sowie alle eingepassten sphérischen Kappen.

Zusammenhéngende gebrochene (d.h. den Euler-Lagrange-Gleichungen im klassischen Sinne nicht
geniigende) Losungen lassen sich aus einer Sequenz beliebiger Sphiren und an deren Polen (im
Sinne stetiger Differenzierbarkeit) glatt angesetzten Katenoidbriicken mit H = 0 realisieren.

Katenoidbriicke

N} Iy

sphérische
Losung

3.4 Das Willmore-System

Erneut wihlen wir fiir den rotationssymmetrischen Ansatz

X(u,v) = (f(u)coswv, f(u)sinv, g(u))

konforme Parameter (u,v) € Q.
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Das Differentialgleichungssystem
AX =2HX, N X,

sowie die Euler-Lagrangeschen Gleichungen
AH —2H(H?> - K)W =0
beziiglich des Willmore-Funktionals schreiben sich dann in der Form
F'(w) = fu) = 2f(u)g'(u)H (u),
g"(u) = 2f(u)f'(u)H (u),

H (u) 2 —d(u
Pz 00 H @) — ()

H"(u) = =2

Obigen Gleichungen entnehmen wir sukzessiv hthere Regularitit einer immergierten Losung X :
Ausgehend von X € C**(Q,R?), a € (0,1), haben wir H, K € C?>T%(Q,R). Das Differentialglei-
chungssystem fiir AH liefert H € C4+%(Q, R), woraus wiederum X € C6T*(Q,R) folgt usw.

3.5 Numerische Resultate

Die Randkonfiguration im folgenden besteht aus zwei parallelen Ringen I'1,I's vom gemeinsamen
Radius R = 1, deren Abstand d schrittweise vergroflert wird. Die Berechnungen der jeweiligen
kritischen Punkte des Willmore-Funktionals wurden mit dem Surface Evolver von K. Brakke [3]

durchgefiihrt.

d=44 d=4.6 d=4.8

Im Grenzfall d — oo konvergiert die numerisch berechnete Losung auflerhalb einer Umgebung des
Randes gegen die Sphire. An den Randkurven selbst verschwindet die mittlere Kriimmung (als
freie Randbedingung), so daf§ die Losung dort negativ gekriimmt ist (vgl. [35], Abschnitt 6.3).
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Die Berechnung einer minimierenden Immersion fiir R = 1 und d = 40 zeigt das folgende Bild:

3.6 Elastische Kurven in der hyperbolischen Ebene
Fiir kompakte Immersionen (ohne Rand) wurde in [39] die Invarianz des Willmore-Funktionals
unter Anwendung konformer Abbildungen bewiesen; vgl. hierzu auch [40], Abschnitt 7.3.

In Verallgemeinerung erhalten wir die Identitét

/ a?dS + / kg ds = //H2d5+ / kg ds
M oM M oM

fiir konform dquivalente Immersionen M, M, immergiert in Riemannschen Riumen, deren Schnitt-

kriimmungen jeweils entlang M bzw. M verschwinden, den mittleren Kriimmung H, H der Im-

mersionen und den geodétischen Kriimmungen k4, 4 ihrer Randkurven.

Den Ausfithrungen in [22] und [23] folgend, stellt in unserem Fall die Meridiankurve eines Willmore-

Katenoids gleichzeitig eine elastische Kurve in der hyperbolischen Ebene H? dar, falls die Rand-
winkel dieser Kurve festgelegt werden.

3.7 Existenz

In [31] und [32] wird das Funktional 20[X] in der Klasse kompakter Flichen (ohne Rand), insbe-
sondere der Tori im R® minimiert. Diese Aufgabe ist als Willmore-Problem bekannt (siehe auch
[40], Kapitel 7).

Existenzresultate zu Randwertproblemen allgemeiner Variationsprobleme héherer Ordnung finden
sich erstmals bei Nitsche in den bereits vorgestellten Arbeiten [25] und [26]. Das hier betrachtete
katenoidihnliche Problem fiir allgemeine Variationsfunktionale 148t sich auf vergleichbare Weise
durch sukzessive Approximation 16sen, ausgehend von einer Losung der Minimalflichengleichung,
und wird in einer Folgearbeit diskutiert.

Da zusammenhéngende Minimalflichen, wie gezeigt, nur fiir hinreichend kleine Abstinde d bei
festen Radien R der Réinder existieren, insbesondere fiir d < R, verbleibt die Frage nach der Exi-
stenz in den Féllen d > R.

4. Kristalline Variationsprobleme

4.1 Einleitung zum Variationsproblem

Diejenige Arbeit, welche benétigt wird, um ein Kristallfragment & entlang einer vorgegebenen
Ebene E zu schneiden, ist insbesondere abhéingig von der Richtung dieser Ebene beziiglich der
Lage der Elementarzelle des Kristalls. Dem Fragment konnen wir entlang der Schnittebene eine
Energiedichte F' = F(N) zuordnen, wobei N den Einheitsnormalenvektor zu E bezeichnet.

Fiir die gesamte Oberflichenenergie des Fragments erhalten wir so einen Ausdruck der Form

8/ﬁ/zr(z\r) dA

mit dem Oberflichenelement dA (vgl. die Ausfiithrungen in [1]).
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4.2 Flichen vom Mittleren-Kriimmungs-Typ

Das obige Funktional 148t sich in eine Klasse allgemeinerer Variationsfunktionale

// F(X, X, A Xy) dudv
Q

einordnen, von denen wir aus den vorigen Betrachtungen bereits zwei wichtige Beispiele kennen.

(i)

(iii)

Minimalflachen

Die Bestimmung einer Fliche minimalen Inhalts, eingespannt in einer vorgegebenen Rand-
kontur, fithrt auf die Minimierung des Funktionals

// | Xw A X dudv.
Q

Es gilt F(X,Z) = |Z|.

Fladchen vorgeschriebener mittlerer Kriimmung
In [15] wird bemerkt, dafl die Eulerschen Gleichungen des Funktionals

/ {|Xu A Xyl +Q(X) - (Xy /\Xv)t} dudv
Q

mit der Vektorfunktion
T Yy
Qw2 =2| [Hryz)ar, [ Hroar
0 0

genau dem H-Flachensystem AX = 2H X, A X,, entsprechen. Immersionen vorgeschriebener
konstanter mittlerer Kriimmung Hy € R ergeben sich aus der Variation des Funktionals

2
// {|Xu A Xyl + S Ho X (X, /\X,,)t} dud.
Q

Wir minimieren also den gewohnlichen Flacheninhalt unter der Volumennebenbedingung

2H,
TO//X-(XU/\Xv)tdudv =1.
Q

Fldchen vom Minimalflachentyp

Wir haben bereits kristalline Funktionale der Form

g/ F(X, A X,) dudv

kennengelernt. Die Dichtefunktion muf}, um die Parameterinvarianz zu garantieren, der Ho-
mogenitatsrelation

F(\Z) = \F(Z) firalle A€ R, X >0,

geniigen. Die Losungen der zum Variationsproblem zugehérigen Euler-Lagrangeschen Glei-
chungen sind in ihren analytischen wie geometrischen Eigenschaften den klassischen Mini-
malflichen eng verwandt (ausfiihrliche Untersuchungen finden sich in [9] und [10]).
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(iv) Flédchen vorgeschriebener gewichteter mittlerer Kriimmung

Bei der Untersuchung allgemeiner Funktionale der Form
//F(X, Xu A Xy) dudv
Q

spielt der spezielle Fall

// {F(XUAXU)+§H0X.(XUAXU)t}dudU
Q

auf Grund der Nihe einerseits zu Flichen vom Minimalflichentyp als auch zu Flichen vor-
geschriebener konstanter mittlerer Kriimmung eine besondere Rolle.

Der Losung des Plateauschen Problems bez. obigen Funktionals widmen sich [17] und [18].

4.3 Das Douglas-Problem

In [21] wurde das Douglas-Problem fiir das allgemeine Funktional

Sa[X] = //F(X, Xy A X,) dudy
Q

untersucht. Fiir den uns interessierenden Fall I' = (I'y, I's) finden wir in [21] folgenden Satz:
Die Dichtefunktion F = F(X,Z), Z € R\ {0},

(i) erfille die Homogenitdtsrelation F(X,\Z) = AF (X, Z) fir alle positiven \ € R,

(i) sei positiv im Sinne, dafs m1|Z| < F(X,Z) < mao|Z| mit reellen Konstanten 0 < my < mg <
400 gelte;

iii) sei beziiglich Z fiir alle X € R® konvex.
(iii) 9

Es sei die Douglas-Bedingung
d(T") < d*(T")

beziiglich des gewéhnlichen Dirichlet-Integrals erfillt. Dann besitzt das Douglas-Problem zur Rand-
konfiguration T' eine Lisung (2, X) € C(T"), und X ist fast iberall auf Q konform parametrisiert.

Detaillierte Ausfiihrungen, insbesondere zu speziellen Regularititseigenschaften minimierender
Lésungen, finden sich in den zitierten Originalarbeiten.
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