Restriktions- und Fortsetzungssatze fiir
Hankelmultiplikatoren

Natsuko Arai

1 Einleitung

1.1 Hauptergebnisse

Die LP-Norm radialer Funktionen f in R® kann man mit LP-Normen bzgl. des Mafies r"~* dr
von Funktionen auf Rt := (0, c0) identifizieren, d.h. es gilt

1/p o0 1/p
([irtabpas) "= ([Turpetar) T rsp<ses
R™ 0

Fiir die Fouriertransformierte einer radialen Funktion f € L'(R") gilt

FI©) = [ fehe <o = np [ p0)eln) T Sl i, (12)

wobei J(,_2)/2 die Besselfunktion erster Art der Ordnung (n — 2)/2 sind ([18, 1.71]). Wir
betrachten, von der rechten Seite von (1.1) ausgehend, fiir » > —1/2 den Raum

LY, = LP(RT, 2* " dz) = {f meBbar auf (0,00) : || f|lp2v+1 < o0}

mit der Norm

00 1/p
= ([ f@P#de) 1<
0

und benutzen die Abkiirzung |||, := || f||p,0- Als Erweiterung von (1.2) ist fiir v > —1/2
und einer auf R™ integrierbaren Funktion f die (modifizierte) Hankeltransformation der

Ordnung v durch

H,f(x) = / ) %f(y)yz”“ dy, x>0,

definiert. Wir konnen uns daher intuitiv die Hankeltransformierte als Fouriertransformierte
von radialen Funktionen vorstellen, die auf ,, gebrochendimensionalen® Vektorrdumen iiber
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R definiert sind. Die halbganzzahligen Ordnungen v entsprechen dabei der Fouriertrans-

formation radialer Funktionen iiber R" mit v = ”T_Q Der Spezialfall v = —1/2 ist wegen
22 J_1 5 () = (2/m)Y? cos(z) gerade die Cosinustransformation.
Da

J,(x)

- §cmin{1,x_”_1/2}, v>-1/2,

gilt, ist wegen der Holderungleichung H, f(x), x > 0, punktweise fiir alle Funktionen f €
LP(RT, 2% dx), 1 < p < 3245 definiert. Fiir Funktionen f € L'(R*, 2**! dz) mit H, f €
LY(RT, 2?7 dz) gilt die Inversionsformel

1) = [ ey e, (1.3
Daher ist die Hankeltransformation H, eine Bijektion auf S(R'), dem Raum aller beliebig
oft differenzierbaren, geraden Funktionen auf R, deren Ableitungen stark fallen ([17]).

Im Fall p = 2 gilt fiir alle f € S(R") die Parseval-Identitét ||H, f||2.20+1 = || f||2.20+1-
Bezeichnen wir mit C7° den Raum aller beliebig oft differenzierbaren Funktionen mit kom-
paktem Tréger in R := (0,00), so ist H,(C2°) dicht in L}, fiir 1 <p <ocoundv > —1/2
nach [17, Theorem 4.7].

Wir definieren nun Hankelmultiplikatoren. Sei m : Rt — C eine beschrinkte, mefibare
Funktion. Die Funktion m wird dann Multiplikator bzgl. der Hankeltransformation der
Ordnung v genannt, falls

1Hy[m - Hy flllp2vir < Cllfllp2ver,  f € SR, (1.4)

mit einer von f unabhéngigen Konstanten C' gilt. Wir schreiben
MY = {m € L*(RY) : lm]lyp < o0} |

wobei ||m||y» die kleinste Konstante C' ist, bzgl. welcher die Ungleichung (1.4) gilt.
Einfache Beispiele fiir Multiplikatoren sind, wie auch im Fall der Fouriertransformation,
beliebig oft differenzierbare Funktionen mit kompaktem Triger in (0, co).

Ferner gilt auch im Falle der Hankeltransformation durch die Parseval-Identitit M? = L,
die Dualitdt MP? = Mf’, ]l) + i = 1, sowie durch Interpolation

MP s M? s M? = L™, 1<p<qg<2. (1.5)

Dabei sagen wir, daf} fiir zwei normierte Vektorrdume X und Y eine stetige Einbettung
X — Y vorliegt, falls X C Y und fiir jedes x € X die Abschitzung ||z|ly < cf|z||x mit
einer von x unabhingigen Konstanten c gilt.



In dieser Arbeit interessieren wir uns fiir Beziehungen zwischen Multiplikatorenriumen M}’
und M mit verschiedener Ordnung A und «. Diese Fragestellung wurde inspiriert durch
das folgende Ergebnis von deLeeuw [20, Theorem 2.4] fiir klassische Fouriermultiplikatoren:

Restriktionssatz von deLeeuw.
Sei m € MP(R"**). Dann gilt m(, ) € MP(R¥) fiir fast alle £ € R mit
Im(&; ) lar@wry < cllmllypgnny, £€R",
wobei
el agoeny = i {|FTmF fllloeny: £ € SR, 1 fllzogzn) < 1}

gesetzt ist. m

Da nach Definition radiale Fouriermultiplikatoren (bzgl. R") auch Hankelmultiplikatoren
(bzgl. v = ®32) sind, macht es Sinn zu fragen, unter welchen Bedingungen stetige Einbet-
tungen vom Typ

M — MR, (1.6)

giiltig sind. Falls kK < A nennen wir, in Anlehnung an das Ergebnis von deL.eeuw, eine solche
Einbettung einen Restriktionssatz (bzgl. der Dimension), falls k > A einen Fortsetzungs-
satz (bzgl. der Dimension). Man beachte dabei, dafl der Restriktionssatz von deLeeuw die
Einbettung (1.6) fir P = R, A = -2 und x = %2 nicht beinhaltet, da fiir Fouriermul-
tiplikatoren alle Funktionen f auf R™ betrachtet werden, hingegen in (1.4) nur radiale f.

Bei der Untersuchung von Einbettungen des Typs (1.6) stiitzen wir uns fundamental auf
die folgende tiefliegende (zweite) Ungleichung von D. Miiller und A. Seeger [9]:

) 1/p
(/ | K (r)|P pnl dr) < | K x|
0

oo 1/p
< C(/ |(1+7“)€K(r)|pr”_1dr> : l<p<
0

Lfad(prh)_}Lfad(prh)

2n '
n+1’

hierbei wird voraussgesetzt, dafi die Fouriertransformierte des Kerns K € §'(R") kompak-

ten Triger weg von der Null hat, d.h. supp K cC (0, 00). Diese Ungleichungskette impliziert

bereits sogenannte lokale Restriktions- und Fortsetzungsséitze (vgl. Beweis zum lokalen

Fortsetzungssatz 3.2). Nach A. Seeger [11] 148t sich dieses Ergebnis fiir lokale Multiplikato-
A+4

ren unter minimalen Glattheitsvoraussetzungen, (die z.B. durch P < 23 garantiert sind

— siehe Proposition 2.5), global fortsetzen. Die Notationen werden in Kapitel 4.1 erldutert.

Ein Hauptergebnis dieser Arbeit ist der folgende Restriktionssatz fiir Hankelmultiplikato-
ren.



Theorem 1.1 (Restriktionssatz)

- AN+4
SezenOﬁ)\und1<P<ﬁ.

Dann gilt fir 0 <k < XA und 1 < R < oo die Einbettung
MY — ME,

(26 +2)|1/R—1/2] < (2A\+2)(1/P —1/2). (1.7)
Fir 26 +2)|1/R —1/2| > (2A+2)(1/P — 1/2) ist die Einbettung (1.7) nicht giltig, d.h.
das Ergebnis (1.7) ist fast optimal.

Zum Nachweis der Notwendigkeit der Bedingung

(26 +2)[1/R—1/2| < (2A+2)(1/P - 1/2) (1.8)
betrachtet man den sogenannten Bochner-Riesz-Kern (1 —22)7, v > 0. Falls 1 <p <
v > —1/2, gilt nach [6, S.257]

444

w43
(1-2)eM & +2)(1/p—1/2)-1/2<7.
Wir nehmen 1 < R < 2 an. Wiirde (1.8) mit ,>* gelten, dann existierte ein v mit
(26 +2)(1/R—1/2) > v > (2A+2)(1/P —1/2).
Hieraus wiirde (1 — 2?)7] € M] folgen, jedoch nicht (1 — 2%)] € ME.
Bemerkung:
Gleichwertig zur Voraussetzung des Restriktionssatzes ist die Bedingung
1 1 A-r(1 1 .
- < = —— =) =g 1<R<L2. 1.9
R P+/<;+1<P 2> g7 k), = (1.9)
Die folgende Skizze verdeutlicht die Situation im Falle P = 3/2 und A = 1.
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Die Kurve g ist der Graph der Inversen von ¢~ und die Gerade ' markiert den kritischen
ANt

Punkt ii—ﬁ (Nach Voraussetzung mufl P < 33== gelten). g’ und " sind die an der Geraden
]l) = 1 gespiegelten (dualen) GroSen. Die zugelassenen Einbettungen (1.7) werden durch

den Bereich veranschaulicht, der durch ¢ und ¢’ begrenzt ist.

Wir interessieren uns nun fiir die Situation des Fortsetzungssatzes (die Ordnung der Han-
keltransformation wird erhoht.)

My — M2, A<, P<@Q<Q@.

In diesem Zusammenhang erwéhnen wir fiir radiale Fouriermultiplikatoren den folgenden
Satz von Coifman und Weiss [3, Theorem 6.5]:

Fortsetzungssatz von Coifman und Weiss.
Sei gy == (&1 .-+, &), k € N, ein Vektor in R*. Falls [t"~"(t"m(t))']i=j¢,,), t > 0, ein
Fouriermultiplikator in LP(R™) ist, so gilt m(|§u42)|) € MP(R**?) mit

Im (€t ) [ e@nizy < el (E M) Tizie llp@ny, 1< g=p < oo

Dieses Kriterium 148t sich einfach auf unsere Situation iibertragen.

Proposition 1.2 Sei —1/2 < A und 1 < P < 2. Dann gilt fir eine hinreichend glatte
Funktion m : Rt — C die Abschditzung

Imllare < ellmllap + clltm ()] e M:/\‘i‘ﬁ
mat erner von m unabhdngigen Konstanten c.

Dieses Ergebnis, das am Ende des Kapitels 1.2 bewiesen wird, ist wesentlich weniger tief-
liegend als der nachfolgende zweite Hauptsatz dieser Arbeit, Theorem 1.3. In Theorem 1.3
wird keine zusétzliche Glattheitsforderung an den Multiplikator m gestellt. Vielmehr wird
eine hohere Ordnung p dadurch erkauft, dal man P durch @, P < @ < P, ersetzt. (Vgl.
auch Bemerkung (c¢) zum Fortsetzungssatz Theorem 1.3.)

Theorem 1.3 (Fortsetzungssatz)
Seien 0 < A und 1 < P < 212 Dann gilt fir P < Q < P und 0 < p,

2A+3 "
00 1< P <2l
) > 1
A< pu< { (1.10)
1 1 22+1 AA+4
igiceanrE b max {1, ¥ f<P< el

die Einbettung
My — M2, (2u+1)]1/Q —1/2| < 2A+1)(1/P —1/2) . (1.11)

Fir 2u+1)|11/Q — 1/2| > (2A+1) (1/P — 1/2) ist die Einbettung (1.11) nicht mehr giltig,
d.h. das Ergebnis (1.11) ist fast optimal.



Um die Notwendigkeit der Voraussetzung
Cu+1)(1/Q —1/2) < (2A+1)(1/P —1/2) (1.12)

zu begriinden, sehen wir uns den Multiplikator m,(s) := s77.J,(s) als Beispiel an. Sei
l1<p< ;*Zf; Nach Satz 4.3 ist m, € M?, falls v > (2v +1)(1/p — 1/2) — 1/2. Ferner
folgt aus m., € M? die Bedingung v > (2v+1)(1/p—1/2) — 1/2. Nehmen wir nun an, daf
(1.12) nicht gelte. Dann gibt es ein v mit

Qu+1)(1/Q —1/2) >~v> 2 X+1)(1/P-1/2).
Dann gilt m, € MY, jedoch m, & M?.
Bemerkungen:
(a) Aus der Voraussetzung (1.10) erhélt man keine zusétzlichen Restriktionen.

(b) Gleichwertig zur Voraussetzung (1.10) des Fortsetzungssatzes ist die Bedingung

1 1 20—p (1 1 »
PRE R e CRE IR (1.13)

Die folgende Skizze veranschaulicht die Situation im Fall P = 3/2 und A = 1; dann
sind wir in der Situation 1 < P < 24£L
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Die gestrichelte Kurve h beschreibt den Graph der Inversen von h~! und die Gerade



C markiert wieder den kritischen Punkt ii—ﬁ(< +). I ist die an der Geraden zla =3
gespiegelte (duale) Grofle. Die zugelassenen Einbettungen (1.11) werden durch den
Bereich veranschaulicht, der durch h und A’ begrenzt ist.
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Die folgende Skizze ist ein Ausschnitt fiir den Fall P = 3/2 und A = 3/5, was ein
Beispiel fiir den Fall 241 < p < A+

A+ 22+3 ist.
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Die Kurven h und C sind wie im vorherigen Beispiel des Fortsetzungssatzes. Die
Gerade b stellt die obere Grenze fiir die Ordnung g in (1.10) dar. Die zugelassenen

Einbettungen (1.11) werden somit durch den Bereich veranschaulicht, der durch b, h
und der zu h dualen Kurve h' begrenzt ist.

(c) Benutzt man den Restriktions- und Fortsetzungssatz hintereinander, erhilt man fiir
geeignete Aund P, zB. A >0und 1 < P < 2/\)‘%22 die Einbettung

MY — M7, firalle p, 0<p<A\.

Da die Gleichheit in (1.9) und (1.13) nicht zugelassen ist, ist der minimale Verlust an

Ordnung von A nach p, p# < A beliebig nahe, nicht iiberraschend. Dies ist ein Indiz
fiir die Schérfe der von D. Miiller und A. Seeger entwickelten Methode.

Wir werden den Restriktions- und Fortsetzungssatz beweisen, indem wir in Kapitel 2 die
Behauptungen auf die lokaler Multiplikatoren, d.h. Multiplikatoren mit kompaktem Trager,

zuriickfiithren. In Kapitel 3 wird dann der lokale Restriktions- und Fortsetzungssatz gezeigt
werden.

Danksagung: Die Autorin dankt Prof. A. Seeger und Prof. W. Trebels fiir hilfreiche
Diskussionen und Hinweise.



1.2 Notation

Die Translation ist im Fall der Hankeltransformation fiir eine lokal integrierbare Funktion
f durch

(@) == / F@Du(e,y, )2 dz, a0

mit dem Faltungkern

o > Jy(xt) J,(yt) J,(2t) w41
D,(x,y,2) = /0 CITREL 2+ dt (1.14)

definiert. Nach [4, 8.11(31),S.52] gilt D, (z,y, z) > 0 und verschwindet fiir 0 < z < |y — 2|
oder y + z < & < co. Ferner hat man nach [8, (17)]

/ D,(x,y,2)v* T de =c~ 1, y,z2>0. (1.15)
0

Sind nun f und g lokal integrierbare Funktionen, so wird die Faltung im Fall der Hankel-
transformation definiert durch

f*g(x) ;:/ / FW)g(2)Dy(z, y, 2)y* 2> dydz, =>0,
0 0

wobei D, der Faltungskern (1.14) ist. Nach dem Satz von Fubini erhalten wir H,[fg] =
H,f = H,g fiir Funktionen f, g € C°.

Aus diesen Eigenschaften kann man, genau wie im Fall der Fouriertransformation, die
Youngsche Ungleichung zeigen, d.h. fiir 1 < p,q < oo, f € L},,, und g € L, | erhélt man
frge Ly, mit

1 1 1
1F* gllrovir < ell fllpoviallgllagpir,  —=-+==12>0.
rp q

Wir fiihren nun den zur Hankeltransformation gehorigen Differentialoperator ein:

> 2v+1d
L, =— 2 ) > _1/2.
(dx2+ x dx) Y /

Dann gilt nach [17, (1.8)] fiir f € C'° die Gleichung

H,(L,f)(z) = 2’H,f(z),  x>0.
Damit kann man fiir 0 € R die d-Potenzen dieser Operatoren durch
H,(Lf)(x) =2 H,f(x), x>0
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einfiithren.
Diese Operatoren spielen nun beim folgenden Transplantationssatz von Stempak [16, Co-
rollary 1.4] eine grofie Rolle:

Transplantationsatz von Stempak.
Seien 1 < p < 00, o, v > —1 und —p(a +1/2) < a < p(y+ 3/2) — 1. Dann gilt

1/p 1/p

(/(; |(Ha o] ny)f(x)|pq;a+p(a+1/2 d;c) S 15 (/{; |L£yoé—’y)/2f(x)|pxa+p(fy+1/2) d:]j)
fiir f € CF(RY). i

Dieser Transplantationssatz zieht unmittelbar Einbettungen fiir gewichtete Hankelmulti-
plikatoren, die im folgendem definiert sind, nach sich. Sei m : Rt — C eine beschrinkte,
mefBbare Funktion. Dann schreiben wir m € M}, falls

| Hy[mH, f]

p2o+1 < Cl fllp2s+1, fe SR (1.16)
mit einer von f unabhingigen, endlichen Konstanten C' gilt. Die kleinste Konstante, bzgl.
welcher die Ungleichung (1.16) gilt, bezeichnen wir |[m/|ye ..

Korollar.
Seien A, g > —1/2 und 1 < p < 2. Dann gilt

op
M£+6,p,:M/1\97 /L:/\—i‘ﬂ
[
Damit kénnen wir nun Proposition 1.2 beweisen.
Beweis von Proposition 1.2: Sei f € S(R"). Dann folgt unter Benutzung von
d . _ _
e (27 Ja(2)] = =2 % asi(2), a>-1/2 (1.17)
z
und partieller Integration
> JM(I?J) 2u-+1
m(y Hy, f(y)y™ ™ dy
| m )
o0 o1 d
- / mly)(ey)™ 7 @) e (ay)] Hof (g™ dy
0
_ > Syt (zy) ! d 2u+2
= [ )0+ m) HS )y (118)



Nimmt man nun die Norm |||, 2,+1 iiber (1.18), so erhélt man

[ Hpu[m - Huf]llp2u+1 (1.19)
>1 Jur1(zy)
< ym' W), , ~H,f(y) oy dy + [lmllar,, N llp2uts -
Y (xy) p,2p+1

Wir zeigen nun

*1
H,f( )Ju+1(37y) 2u+2 dy

Ay P < el fllp2v+1 (1.20)
0

p2p+1

denn dann folgt aus (1.19) und dem Korollar des Transplantationssatzes von Stempak die

Behauptung.
Nach [4, 8.11(3),8.47] und dem Satz von Fubini gilt

H x -
/ uf lH—l (Iy) 2u+2 dy — / f(y) / Ju(yz) Jqul (xy) dy.%‘*“*lzl“rl dz
0 0

= x2“2/ f(2)22 dz .
0

Also ist die linke Seite der Ungleichung (1.20) mit Hilfe von [1, Corollary 2.1] beschrinkt

durch
[e%e] x P 1/17
(/ ‘/ f(z)zZ;Hrl dz‘ x(2u+2)p+2u+1 d$> < ||pr72u+1
0 0

und (1.20) ist gezeigt. |

Im folgenden seien die Konstanten ¢ variabel, in den die essentiellen Werte auftauchen.

2 Lokalisierung der Hankelmultiplikatoren
Sei m € M und ® € C*°(R") mit supp ® C [3,2]. Dann gilt

[@(e)mle/D)larp = @) m(e)[azz < [[Plazg lmllaz (2.21)

d.h. die Lokalisierung von m, ndmlich ®(te)m, erzeugt einen beschrinkten Operator auf
L, .. Da ® € S(R") C MP ist, gilt

sup [(t)mly < clmllyg,  1<p<oo, v>-1/2.

>0
Sei @ in diesem Kapitel eine positive, glatte Funktion auf Rt mit Triger im Intervall [%, 2],
so da8 >, ., ®(2 %x) =1 fiir alle # > 0 gilt. Die Idee, da eine schwache Umkehrung von

(2.21) im Fall von Fouriermultiplikatoren gilt, findet man in der Arbeit [11] von A. Seeger.
Wir wollen nun dieses Ergebnis fiir den Hankel-Fall modifizieren:
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Theorem 2.1 Seien v > —1/2 und 1 < p < 342, Sei ferner ® € C°(R") mit ® > 0,

supp ® C [1,2] und Yo, ®(27*x) =1 fiir alle x > 0. Dann it sich jeder lokale Multi-
plikator global fortsetzen, d.h. fiir jede beschrinkte Funktion m gilt

lmllary < esup([@(te)mllay — p <7<
t>

Um diesen Satz zu zeigen, benotigt man zunéchst die folgende Modifikation von [11, Theo-
rem 1]:

Satz 2.2 Seien v > —1/2, 1 < p < oo und ® wie in Satz 2.1 gegeben. Sei ferner m eine
beschrinkte Funktion, die den folgenden Bedingungen gentgt:

(i) sup [ @m(t)]|y < A
t>0

(i.) sup |H,[@m(t-))(x)|z* T do < B(1+w) ¢ fir ein >0 und alle w > 0.
>0 Jr>w
Dann folgt

HmHM,’,’ < CA[log(Q + B/A)]|1/p—1/2| .

Beweis: Hierfiir benotigt man einige Hilfsmittel aus der Littlewood-Paley-Theorie fiir die
Hankeltransformation. Wir setzen T'f := H,[mH,f], n, = H,[®(27%)] und g¢(f) =
(3 iez M * £1?)2 und betrachten die vektorwertige Funktion T'f := {n; * Tf}), mit der
Faltung * bzgl. der Hankeltransformation. Wie auch im Fall der Fouriertransformation gilt
(Satz 4.4)

19(Pp2vr1 = ([ fllp2rr fiir 1 <p<oo. (2.22)

Man definiert fiir mefibare Funktionen f : Rt — R die Hardy-Littlewood-Maximalfunktion

1 v : o v
M f(z) = sup @/Qx FW)ly*dy  mit A(Q.) = / 2 dy

und Intervallen @, in R*, die x enthalten. Ferner sei fiir vektorwertige Funktionen F' die
Sharp-Funktion durch

# — 1 1 2w+l g
Foe) = swp 35 @@Lﬁ“” v

definiert. Fiir den Beweis des Satzes 2.2 benotigt man fiir (), Intervalle von der Form
[z — 2" 2 + 2" NR" mit n € Z. Dann gilt fiir diese Funktionen

| IE@) - Follwy i dy, Foi=
Qq

IMu(IF ) lp2vsr < ellFlpav fiir 1<p<oo. (2.23)
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Dies kann man genauso wie in [5, Theorem 5] zeigen, indem man |f(z)| mit | F(x)]|;z und
das Lebesgue-Maf} durch das Maf§ 2" dz ersetzt. Ferner folgt direkt aus der Definition

|F(2)] < eMpyg(||F|lz)(x) fiiralle o >0.

Sei nun f € S(RY). Aus (2.22) und (2.23) erhilt man

ITfllpzrr < ellg@Hllpavsr = ell{TH elles, ., )
< cIMu(ITF ) llp2vsr < ell(TF o2 -

Falls man also

||(Tf)ﬁ||p,2u+1 < CANI/Q_l/PHf

P2t mit N :=max{e ', 1}log,(2 + B/A) (2.24)

fiir 2 < p < oo zeigen kann, so ergibt sich durch Dualitit von AP und M? die Behauptung.
Um (2.24) zu zeigen, fithrt man den Operator

Sf(z) :ﬁfQ Z‘%*Tf (% T f)g, | xa(, )y™ " dy

* kel

mit meBbaren Funktionen x;, : R — R, k € Z, ein. Aus der Umkehrung der Holderunglei-
chung bzgl. des Folgenraums [* folgt

(Tf)(z) <supSf(x) fir z>0, (2.25)

wobei man das Supremum iiber alle Intervalle (), und alle Funktionenfolgen { x4}, mit
106k (@, 9) }ell2 < 1 nimmt,

Sei nun ¥ € CX(R") mit ¥(z) = 1 fiir # € supp® und ), , ¥(2 *z) = ¢ mit einer
von z unabhfingigen Konstanten ¢ > 0. Wir definieren 7 := H,[¥(2 %)] und gy(f) :=
(X ez k= f|?)Y/2. Man setzt nun fiir vektorwertige Funktionen G := {g;}r und H = {hy}
aus LIZJV+1 (R+7 l2)

nnlGo) = g [ [ee) = G, [ala it dy
Q“‘  |b+(z)|<N

oan(ta) = o [ e Th(n) = (s Thig, o)y dy.
Qx @ |k+i(x)|>N

Hierbei ist I(x) := 2" fiir das Intervall Q, := [z — 2",z + 2" N R". Das Ziel ist nun

01,5 (G)lp2vsr < eNY2 PG|

z+1 )

N :=max {1, '} log,(2 + B/A) (2.26)
und

loo,n (H) |21 < cAllH g, a2

(2.27)
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mit Konstanten ¢ zu zeigen, die unabhingig von der Wahl von ., xx, A, N sind. Die spe-
zielle Wahl von NN ergibt sich bei der Ungleichung (2.27). Da die Konstante ¢ insbesondere
von @), und Y unabhiingig ist, kann man auf folgende Weise (2.24) und somit die Behaup-
tung folgern: Wegen der Trager von ® und W gilt 7 * g = n und somit

ik x (e * Tf) =mex Tf =mp x T (g + f),
weshalb man

Sf=oin{me*Tf}e) + o2 n {7 * 1) (2.28)

hat.
Aus (2.27) und (2.22), sowie Satz 4.4 erhilt man die Abschétzung

loo,n ({71 = fH)llp2vrr < cAll{ii * felles,, a2) = cAllg()lp2vr < cAll fllp20+1 -

Nun zur Beschrianktheit des o;-Anteils in (2.28): Aus der Voraussetzung (i.) folgt mittels
Satz von Fubini

IR Tf}kH]ngHUp) = Z 73, Tf”ﬁ,zuﬂ = Z (7w T (7 f)||§,zy+1
k k

= Z \]H,,[QD(Q*]“-)mHu(ﬁk * f)]”g,z:/ﬂ

IN

AP Wi+ Fllp o = AN el | )
k

cA?[lg(f)

VAN

£,2u+1 < CApr||p,2u+1-

Aus (2.26) erhélt man daher

lowx ({1 * T 1) llpvrs < eNY2 Y2 (g T Yill ooy < cANY2 VP £l 20

und somit insgesamt die Ungleichung (2.24).

Beweis von (2.26): Sei nun gy := n;, * Tf. Fiir alle x € R" gilt wegen {x;}, € {*

2 - v
@) < 5 [ D eabllenyta (229)
T (@) <N

. 1/2
< oMu (X lral)” ) @
|k+l(z)|<N

mit der Hardy-Littlewood-Maximalfunktion My bzgl. des Hankelgewichts. Wir wollen den
Satz von Riesz-Thorin benutzen und zeigen zunéchst die Abschétzung fiir p = 2 und dann

13



fiir p = oo. Nach [13, Thm.1] ist die Maximalfunktion in L}, |, p > 1, beschrénkt, weshalb
wegen g = Tk * gk

lon v (@)llz2v1 < el * gielles, 02 = cll {me * T} g, 02y = ellGllzg, L 0

2u+1 2041

gilt.
Sei nun p = oo. Durch (2.29) und der Beschrinktheit der Hardy-Littlewood-Maximal-
funktion in L* erhdlt man

1015 (G) oo

A

- 1/2 -
2 (Mg sup( Z !Uk*gk’2> SQ(QN)UZ?CUIZ?H%*%HOO
€

€22 k(@) <N
o0

= 2(2N)2|| G| oo (1) -

Durch den Interpolationssatz von Riesz-Thorin [2, Theorem 5.6.2, S.123] folgt

lor 3 (G)llpvs1 < eNV2HPIG 1 oy -
Hiermit ist (2.26) bewiesen.
Beweis von (2.27): Analog zu (2.29) ergibt sich

2\ /2
oo (Ha) < eMu | (D0 e Thil?) | (@)
[k+(2)|>N

Die Beschriinktheit der Maximalfunktion auf L3, ; impliziert
oo ()32 1 < ) e Thill3 541 -
k

Mit der Definition von 7, und dem Satz von Plancherel erhélt man mittels (i)

lo2, v (H)

2041

3,2y+1 < CZ Hq)(zik')mHuth%,QuH < cA? Z HHthH%,QV—H < CA2||HHL2 (12) -
k k

Hat man noch
o2, 5 (H)loo < cA||H| oo (2 (2.30)

zur Verfiigung, folgt die Behauptung (2.27) durch Interpolation.

Fiir die Abschitzung (2.30) benétigt man eine weitere Unterteilung von o,. Sei dafiir
R, :=2Q,NR", d.h. ein Intervall mit gleichem Mittelpunkt wie @, doppelter Linge und
beschrinkt auf R". Fiir eine Funktion H sei R, H := xg,H. Analog R: := Xre H fiir das

14



Komplement von R,.

Setzt man
2 1/2 2v+1
=5 [ (X I TR
@ |k4l(z)|>N
und
c c 2 1/2 2v+1
o) =5 [ (S Jm TR0 b LG, | ),

|k+1(x)|>N

so gilt |oo(H,x)| < 2I(x) + II(z). Durch die Cauchy-Schwarz-Ungleichung, dem Satz von
Plancherel und dem Satz von Fubini folgt

1/2
[In(z)] <c (A(Qw) > H<I>(2k-)mHu(Rwhk)H%,zV+1> :

Benutzt man (i.) und wieder den Satz von Plancherel, erhélt man die Schranke

1/2 o
1 5 2 21/ 1
cA ()\(Qa:) Xk: ||Hu(Rxhk)||2,2V+1> < ( /R Z i (y + dy)

z Lk
S CAHHHLoo(lZ).

Also haben wir die punktweise Abschétzung
Iy(2)] < CA| H e

Nun fehlt also nur noch ITy(x) abzuschiitzen. Wir setzen K, (z) := H,[®m/(2%e)|(z). Zu-
néchst kann man durch Substitution

e x T(RGhi) (y) = K+ [Rohy(275)](2%y)
zeigen. Mit der Minkowski-Integralungleichung gilt
1/2

(@) e sup |3 |Kix [Rohu(250))(28) — Ky # [Rohy(2754))(252)

020\ |kti(z)|> N
beschrénkt. Fiir die einzelnen Summanden gilt nach Substitution
Ky, # [REhg (27%0)] (2Fy) — K+ [REhg (27F0)] (272)

= / hk(2_kv)/ Ky (u) [D,(2%y, u,v) — D, (282, u, v)] w* T 0** dudv
2-kveRg 0

= / ()2 (730, K (2°0) — (e K) (2°0) | 0 o

T

15



Definiert man nun
Ei(z,y,2) := / 2P (s, K ) (25 w) — (. K) (25 w) [w™ +
Rg

so erhilt man

1/2
|IIn(z)| < ¢ sup Z Er(x,y,2)* | H || oo o0 -
¥E€Qx \ |pti(a)|> N
Setzt man nun
Ek(z,y,2) < cBmin {2_5(’“”(9”)), 2k+l(m)} (2.31)

voraus, erhilt man

[lIx(x)] < ¢B sup > min {27 EFH) D@L Y E | o)
Y,2€Q¢ ‘k+l($)‘>N

IN

B Z o—e(k+l(x) | ok+(@) ||H||L°°(l°°)
k+i(z)>N kti(z)<-N

cBmax {27, 27V | H|| oo o) -

CB(2 + B/A)flnHHLoo(loo) S CAHH||L°°U2) )

IA A

mit dem in (2.26) definiertem N. Unter Annahme von (2.31) ist also die Abschétzung
(2.27) gezeigt.

Nun zum Beweis von (2.31): Man betrachte zunéchst den Fall £ +{(x) > N. Nach Substi-
tution erhdlt man

Ek: (Z‘, Y, Z) S /
2-kweRs

+/
2-kweRg

Nun gilt D, (2%y, u, w) = 0 fiir 0 < u < [2¥y — w| oder 2¥u + w < u < co. Wegen vy, z € Q,
und 2 *Fw € RS gilt |2Fy — w| = 2F|27%w — y| > 257@) | weshalb es ausreicht, das innere
Integral nur auf [2°74%) o] zu betrachten. Nach dem Satz von Fubini und (1.15) folgt

/Z—kwERg

N /2°° | H, [ @m0 (2%e)] (u) [u* " du

k+l(x)

< CB2—€(k+l(;1:))

w21/+1 dw +

/000 H,[®m(2%)](u) D, (2%y, w, u)u®** du

w21/+1 dw .

/OOO H, [m(2%)] (1) Dy (2¢ 2, w, u)u®+ du

w2u+1 dw

/200 H,[®m(2e)](u) D, (2%y, w, w)u®* du

k+1l(z)

N

16



wegen Voraussetzung (ii). Es fehlt der Fall k£ +I(z) < —N. Benutzt man [7, Theorem 2.1],
gilt
Ey(v,y,2) = / ) | (Tt Ko (w) — (Tt K, (w) | w?+ duw
2= Fwe RS
< 2Py — 2| Kz (2.32)

Day,z € Q, ist, gilt [y—2z| < 2/@+L Man benétigt daher die Abschétzung || K|/ 2,11 < B,
wozu man Ky x ¢ = Ky mit ¢ := H,¥ benutzen kann. Da D, (z,y,2) = D,(z,y,z) und
somit 2D, (z,y,2) = ZD,(z,y,x) gilt, erhilt man fiir die Ableitung [Kj * ¢|' durch
partielle Integration

o0 o0 a
[T 5w [ o) (D) 5t ey
0 0 <

= —/ Kk(y)/ [0 (2)2" " + (2v + Dp(2)2 ™ 2D,y (2, y, 2) dey™ * dy
0 0

= —Kpxg(x) — Qv+ D)Ep # o)z ().

Es folgt mit der Faltungsungleichung

1Kk 2v+1 < 1Kkl 201 1€ 12041 + 1Kkl 2011 10(2) 2 12041 < | K

1,2v4+1

da ¢ € S(RT) und v > —1/2 ist. Benutzt man wieder die Voraussetzung (ii.) mit w = 0,
so erhidlt man aus (2.32) die Behauptung (2.31). |

Aus diesem Satz mochten wir, genauso wie in [11, Corollary 1], eine auf Glattheit basierende
hinreichende Bedingung fiir m € M? erhalten. Zu diesem Zweck fiihren wir fiir Funktionen
f: Rt — R die folgende Differenz

Vif(x):= f(h ') — f(x) fir a,h >0

ein.
In den folgenden zwei Folgerungen nehmen wir zuséitzlich an, dafl m eine stetige Funktion
ist. Dies ist keine Einschrinkung fiir unser Ziel Satz 2.1 zu zeigen, da wir in Proposition

2.5 sehen werden, daf fiir 1 < p < 342 aus ®m(te) € MP die Stetigkeit von ®m(ts) folgt.

Korollar 2.3 Seien v > —1/2, 1 <p < 3513 und ® wie in Satz 2.1 gegeben. Sei ferner
m eine stetige, beschrinkte Funktion, die der Bedingung (i) aus Satz 2.2, sowie folgender

Bedingung gendigt:

-1

22
d
(i) supQZ/( V(e < A fir alte €N,
2—(27

t>0

17



Dann gilt

[mllag < ¢

A+ Z [IL/p=1/2] 4,

=1

Beweis: Der Beweis besteht darin, Satz 2.2 lokal anzuwenden. Hierzu wihlen wir eine
Funktion ¢ € C°(RT) mit suppt C [$,2] und [° ¢ ()% = 1. Definiert man ¢y(z) :=
2l (z@)) fiir # € RY, 1 € Ny, so gelten [ i(z)% =1 und supp ¢y C (2= 270 fijr
alle | € Ny. Ferner benutzen wir fiir mefibare Funktionen f und ¢ die Mellin-Faltung

f o gla) = / " Fr ) g(ndn

und erhalt

0.9}

lim v ) = 1) + Jim [l a) = F@)

Ist f stetig, konvergiert wegen des Trégers von ¢ die rechte Seite gegen f(z). Setzt man

).
Xt = U — Y fiir 1 > 1 und xo := vy, so erhélt man > % x; *m f(x) = f(x) fiir alle
x> 0.

Sei nun f := ®(277¢)m. Durch Substitution erh#lt man
X1 aa [R(2770)m] () = xi xa [P(279)](277)

woraus mit dem Satz von Fubini die Gleichung

m(z) = Z P27 x)m(z) = Z le s [@m(276)](2772) = Zml(x)

JEZ JEZ 1=0
mit

mu(x) =Y xi ko [Om(2e)](277)

JET

folgt. Zur Vereinfachung der Schreibweise setze man g; := ®m(27s) fiir j € Z.

Wir werden nun Satz 2.2 fiir jedes my, [ € Z, anwenden. Der Triger von x; *¢ g; ist in
[é,S] enthalten, da supp ® C [%,2] gilt, und wegen [ > 0 die Triger von x; im Intervall
2= 2@7)] C [L 4] enthalten sind.

Seien nun [ > 1 und 2% < s < 2¥*! fiir ein k € Z. Dann folgt

O(z)my(sz) = O(x) Z (X1 *a 95](2 77 s2), (2.33)

j=k—4

18



da j, wegen der Tréger von x; *x g; und @, der Bedingung é < 2795y < 8 mit % <z <2
geniigen muf}. Es folgt

k+5
lemise) e < N2l D2 lxeaa gylle
j=k—4
k+5
> dn e dn
< o 5[] wormne @], [ o], ]
j“[ Vg | e

Beachtet man den Trager von 1, ist dies beschrinkt durch

k+5 97 h g2+

. d77 B : d?]
e 30 e[ [ ITem@ally D2 [ em e .

j=k—4 2
Aus der Voraussetzung (ii)* folgt daher
[ @mu(se)|[az < (Ao + A)) (2.34)

mit einer von [ und k, und daher von s, unabhingigen Konstanten c. Also ist (i) aus Satz
2.2 erfiillt.

Wir zeigen nun, dafi m; der Voraussetzung (ii) des Satzes 2.2 geniigt. Sei 2N > v + 1 mit
N € N. Dann gilt mittels Holderungleichung

/ VL em(s0)(@) o e

< o1+ w) 2N ( / >w(1+x)2a|Hy[<I>ml(s-)](x)|2x2”+1 d:c) " (2.35)

Das Integral ist durch

1/2

(/01 |H, [®my(se)(z)[2x® T dx) 12 + (/100 |H, [®my(se)(x)Pa2o2+ dx) =1+ 1,

beschriinkt. Benutzt man wieder (2.33), gilt wegen MP < M?

k+5 k+5
L< Y s g @759 1@z < e S asagillag < (A1 + A,
j=k—4 j=k—4

(2.36)

indem man genauso wie in (2.34) argumentiert.
Nun zu Ir: Wegen des Satzes von Plancherel gilt mit dem Differentialoperator L, aus [17]
(Der Differentialoperator sollte auch in der Einleitung schon erwéhnt werden!)

e ([ (sl do)

1/2
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Man hat nun

2N

L]VV = Zcrx*(zN*T) (di>
X

r=1

mit nur von 7, v und « abhingigen Konstanten ¢, zur Verfiigung. Daher gilt

IN  k+5 I\ ' 2 1/2
12<C;J;4(/ 00 (Y (e g 27950) d) |

Da ® und ihre Ableitungen kompakte Triger haben, die 0 nicht enthalten, ist 2=(N-7)

durch eine Konstante beschrinkt. Der Multiplikatorenraum M? ist dilatationsinvariant,
und somit kann /5 durch
9 1/2

.Z'2V+1 dx

2N  k+5 r

S Y[

r=1 j=k—4 =0

() (di) (Xt 95)(2 T52)(2 )’

2N  k+5 r

< CZ Z Z H(Xl * M gj)(i)HMg H(I)(r_i)HQ,QuH (2.37)

r=1 j=k—4 i=0

abgeschiitzt werden, da 277s < 2774k ist. Fiir i € Ny gilt

1—1

(¥ %01 97)" / U (v ) g (y)y T Vdy = /0 wfi)(y)gj(y’lx)yxi dy.

Induktiv folgt durch partielle Integration

/ Q/Jl(i)(n)ni’l dn=0 fir i€eN,
0

weshalb
L
(1 *pq 95)! / % mlg;(n~"z) — 9;'(@]7 dn
und somit
527 h
. (Z)H < / *Z
*
H(wl M 95) a2 = ooty Wz n)| H n95)( H

gilt. Da g; = ®m(27) gilt |g;(n~'2) — g;(x)] = 0, falls T ¢ [%,2] und z ¢ [3,2] ist.
Zusammen mit dem Integrationsbereich sieht man daher, dafl auBerhalb des Intervalls
s <« < 8die Beziehung |g;(n~"x) — g;(x)| = 0 gilt, weshalb es reicht, die Supremumsnorm
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iiber diesen Bereich zu nehmen. =% kann also durch eine Konstante abgeschitzt werden.
Es folgt

227 h

_ (i)H < ¢, ol+0) Z (i1) / V. [®m (27 dn < 9lig
* C; 00 m(27e <c .
| enan@, < DI [ Il @ ol |
Setzt man dies nun in (2.37) ein, folgt
2N 7
L<ed Y 2N A+ Ay) < M ay + Ay, (2.38)

r=1 =0

wobei ¢ unabhéngig von [ ist. Aus (2.35), (2.36) und (2.38) erhilt man insgesamt fiir [ > 1

sup / (H, [Drmy (1)) () |12 d < 29(1+ w) (A + Ap_1).
>0 Ja>w

Genauso kann

sup [@mo(te)lyy < A und sup [ | [mo())(o) ™ do < o1+ w)cA
t>0 t>0 Jr>w

gezeigt werden. Aus Satz 2.2 folgen daher
[l e < clog(2 + 2')] VP2 (A + A ) < elMPA (A + Ay fiir 1> 1

und [|myl|pr < cA. Wegen m = »7°, my hat man somit die Behauptung. |

Indem man genauso wie in [11, Corollary 2| vorgeht, ist man durch Korollar 2.3 nun in der
Lage, eine hinreichende Bedingung fiir Multiplikatoren m zu zeigen, falls die Lokalisierung
von m, d.h. ®m(te), ein Multiplikator ist und eine gewisse Glattheitsbedingung erfiillt.

Korollar 2.4 Seien v > —1/2 und ® wie in Satz 2.1 gegeben. Sei ferner m eine stetige,
beschrinkte Funktion mat

v + 4
20 +3°

sup || ®m(te)||yr =: Ag <00 firein 1<p<
£>0

(a) Falls es ein € >0 mit

sup sup |logh| * ||vn[q)m(t°)]HM,§’ <A
t>0 1l<h<2

gibt, folgt m € MP

v

mit ||m|[ye < (Ao + A).
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(b) Falls

sup sup [logh[ ™= [[Vi[®m(te)][|, < oo,
t>0 L<h<2

4p+4
2v43°

so gilt me M) firp<r<

Bemerkung Teil (b) folgt aus (a), indem man zwischen M? und M? = L™ interpoliert.
Beweis: (a) Wir benotigen nur die Voraussetzung (i7)* des Korollars 2.3. Es gilt

227h 227h
dh dh
sup Ql/ V[ @m(te)]|p — < Asup 21/ |log h|"— < cA27',
>0 Jo-eh “h >0 Jo-(=1 h
nach Substitution s := |logh|. Aus Korollar 2.3 folgt
Imllap < ¢ [Ag+ D 1P A2 < o(Ap + A).
I=1

(b) Wir beweisen (b) durch (a). Wegen M? — M] fiir p < r < 2, ist |[®m(te)|| s be-
schriinkt. Wegen M? = L* folgt

1
|V a[®m(te)]]] 2 < clloghl® fiir alle 5 < h<2.

Da [|[Vp[®m(ts)]]| e < 2||Pm(te)|[pr < ¢, interpoliert man zwischen L3, und LY, , und
erhilt fiir 1 <p<r <2

1 1—-60 0
IVa[@m(te)]llyy, < elloghl™, ~=-—=+5, 0<6<1.
v r p 2
Damit sind die Voraussetzungen von (a) erfiillt und die Behauptung folgt. ]

Um nun Satz 2.1 zu erhalten, wird noch die im Korollar 2.4 aufgefiihrte Glattheitsbe-
dingung an die Lokalisierung ®m(te) durch ®m(te) € MP benétigt. Dieses wird in der
folgenden Proposition geleistet. Der Beweis orientiert sich an [19, Theorem A].

Proposition 2.5 Seienv > —%, l1<p< gZig und0 < e < min{l, (2v + 1)(119 — %) - 1%}

Dann gilt fir m € M? mit suappm C [3,2]

sup [logh| “[[Vamll,, < cl[ml|ag
1ch<2

mat erner von m unabhdngigen Konstanten c.
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Beweis: Kann man fiir beliebige Funktionen f € L5, mit supp H, f C [3, 2]

sup  [logh|"* |Va[H, f](z)] < c[| fllp2vta (2.39)

1<h<2,2>0

zeigen, erhélt man mit f := H,m x H,x und einer Funktion y € C°(R") mit x = 1 auf
[5-2],
[ log h| ([ Vimllse = [log b~ ||V (mx)|lso < el Hy(mx)]llp2vs1r < cllmllaz | Huxllp2v1

fiir alle % < h < 2 und man hat die Behauptung.
Also ist (2.39) zu zeigen. Dabei kann man sich auf ; < z < 4 beschrinken, da sonst
H,f(z) =0und H,f(h*z) =0 fiir § <h < 2 gilt. |V, H, f(z)| ist beschréinkt durch die

Summe von

o J,(zy) J,,(h_lxy):| ot
hnle) = / { - F)y™ T dy|
) ‘ loghl-t L (£y)” (h—tzy)¥ )
[log h|~1 T (xy) J (h_lxy)
[ xr / |: v v :| f y yQV—l—l dy )
=, ey (| TV
Es gilt
sup Iip(z) < 2 sup / Jv(ry) W)y 2v+1 g
p<w<d L<a<a J|logh|~? (zy)”
- 1
< 2 sup |logh|® J( y) () |ly2 1= dy, Loneo
ogn1 | (@) )

da (|loghly)® > 1 fiire > 0 ist. Wegen |logh|~* > £, kann man den Integrationsbereich auf
[5, 00] vergrofiern. Benutzt man nacheinander die Holderungleichung und die Abschéitzung

Jv(zy)

G| < clzy)” v=1/2 50 gilt

o0 L/p
sup L1p(z) < clloghl*||fllp2v+1 sup (/ (wy) W HL/2y 2L rep dy>

i<a<a t<a<a \J1/2
< clloghl || fllp2rn1

fire<2v+1)(1/p—1/2)—1/p'.
Nun zu Iy: Durch den Mittelwertsatz erhélt man

d J,(s)
ds s”

Jo(zy) S (b tay)
@)y (hay)y | S

Jui1 (5)
SV

|zy — —\ sup < 2zy[logh|sup
S

)
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wobei das Supremum iiber alle s mit zy < s < % bzw. 5¥ < s < xy betrachtet wird.
Fiir kleine xy ist das Supremum durch eine Konstante beschrinkt. Fiir grofle zy gilt die

Abschéatzung

< esupsTVTHE < e(ay) T2, (2.40)

s

sup
S

Jl/+1 (8) ‘

Sei zunéchst |logh| < . So ergibt sich

1/x |log h| ™t J
i ([ [
0 1/z s | sVt

Es folgt mit der Holderungleichung

zyllog || f(y)|ly* ' dy =: L p(z) + Lup(x) .

1/x
sup Irn(z) < csup / eyl log |1 (9) |+ dy
0

3<z<4 x
1/x 1/p'
< ¢ sup |logh|||fllp2v+1 (/ y2”+1dy)
1/4<x<4 0
< |l fllp2viilloghl®, (2.41)

da oM < (LBhhye fiip ) < £ < 1 gilt.
Fiir I, folgt mit (2.40)

|log h|~*

147h(l’) S C;(;—V+1/2| 10gh|€ // y—u—1/2+e|f(y)|y2,/+1 dy,
1/x

da wegen y|logh| < 1, y|logh| < (y|logh|)® fiir 0 < e < 1 gilt. Durch die Holderunglei-
chung erhélt man fir e < 2v+1)(1/p—1/2) — 1/p’

Lip(x) < cf log h|"a™ P et 2D f| oy (2.42)

Falls # < |log h| ist, féllt der I ,-Anteil weg und die Beschrénktheit von /3 kann genauso
gezeigt werden. Also hat man insgesamt aus (2.41) und (2.42)

sup Lop(w) < cflogh[*||f
i<w<a

p,2v+1

fiir ; <h <2und 0 <e<min{l, 2v+1)(1/p—1/2) - 1/p'}. u

Beweis von Satz 2.1:
Dazu setzen wir Korollar 2.4 (b) und Proposition 2.5 mit ®m(ts) an Stelle von m zusammen.
Ist sup,s ||®m(te)|| 3z < 00, folgt aus Proposition 2.5 die Stetigkeit von ®m(ts), weshalb
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Korollar 2.4 anwendbar ist. [
Wir kénnen nun den den Restriktions- und Fortsetzungssatz auf lokale Multiplikatoren-
séitze, die wir in folgenden Kapitel zeigen werden, zuriickfiihren.

Beweis des Restriktionssatzes 1.1: Zunichst kann man sich darauf beschrinken, fiir
P, R, \, k mit

4 4
1<R<P<2, R< 2“13, (26 +2)(1/R — 1/2) < (27 + 2)(1/P — 1/2),
K
d.h.
1 26+3 1 1 A=k (1 1
S O R — - 2.4
maX{P’4/€—|—4}<R<P+H+1<P 2) (2.43)
die Einbettung (1.7) zu zeigen. Ein solches R 1Bt sich immer finden, da fir P < 3+
gerade

I A=k (1 1 2k +3
P 2

_ >7
P+/1—{—1 4k + 4"

impliziert. Die Behauptung folgt dann durch Interplolation (1.5).
Wir fithren nun die Aussage auf einen lokalen Restriktionssatz zuriick. Sei dazu ¢ €

C(R") mit supp® C [3,2], ® > 0 und >, ., ®(27%x) = 1 fiir z > 0. Wir benutzen

dann Theorem 2.1 mit « statt » und R statt r. Dazu wihlt man ein 1 < R* < R mit
(264+2)(1/R*—1/2) < 2A+2)(1/P —1/2).
Dann gilt
Imllap < csup || Pm(te)]]ype -
>0

Da wegen ® € C°(R")

sup ||@m(te)||pp = sup [[@(te)mllyp < cllmllpe

>0 £>0
gilt, haben wir das Problem auf den folgenden lokalen Restriktionssatz zuriickgefiihrt:

[@m(te)|lp < cl|@m(te)l[ye, (26 +2)(1/R* = 1/2) < (2A+2)(1/P - 1/2)

mit einer von ¢ unabhingigen Konstanten c¢. Diese Aussage werden wir im néchsten Kapitel
zeigen. [ |

25



Beweis des Fortsetzungssatzes 1.3: Im Fall des Fortsetzungssatzes verfahrt man ge-
nauso. Hier kann man sich darauf beschrinken, fir P, @, A\, p mit —1/2 < X\ < p, p > 0,
1< P<Q< 5 ud (2p+ 1)(1/Q = 1/2) < (2A + 1)(1/P — 1/2) die Einbettung (1.11)
zu zeigen. Denn aus der Voraussetzung (1.10) kann man die Existenz von @) mit

2u+3 _ 1 _ 1 20—p) (1 _1)

<_
N P2

apu+4 QP 2u+1

folgern. Durch (1.5) erhélt man dann die Behauptung fiir alle @, die die Voraussetzung
(1.10) erfiillen.
Mit diesen P, @, A und p kann das Theorem, genauso wie der Restriktionssatz, auf die

lokale Aussage (1 < P < Q< @Q* < fjﬁj—ii)

[@m(te)ll o < cll®m(te)llap,  u+1)(1/Q"=1/2) < (2A+1)(1/P —1/2)

zuriickgefithrt werden. Auch dieses Resultat werden wir im néchsten Kapitel zeigen. [

3 Lokale Hankelmultiplikatoren

3.1 Der lokale Restriktions- und Fortsetzungssatz

In diesem Kapitel werden der angekiindigte Restriktions- und Fortsetzungssatz fiir lokale
Hankelmultiplikatoren m bewiesen, indem wir die Methoden von D. Miiller und A. Seeger
in [9] leicht modifizieren.

Wir bezeichnen MZ?([1/2,2]) als den Raum aller Multiplikatoren m € MY, deren Triger
suppm im Intervall [1/2,2] enthalten ist. Intuitiv sagt dann der lokale Restriktionssatz
folgendes unter diversen Voraussetzungen aus:

M ([1/2,2) = M ([1/2,2), R <P

Theorem 3.1 (lokaler Restriktionssatz)

Seten 0 < k< M, 1< RF<P<2undl<R'< 3:1; Fiir beschrinkte Funktionen m mit

suppm C [1,2] gilt
Imllaee < cllmllyp, (26 +2)(1/R" = 1/2) < (2A+2)(1/P = 1/2)
mat erner von m unabhdngigen Konstanten c.

Der lokale Fortsetzungssatz besagt intuitiv

My ([1/2,2]) — M2 ([1/2,2)), P<Qr.
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Theorem 3.2 (lokaler Fortsetzungssatz)
Seien 0 < p, =1/2 <A< pundl <P <QF< ;Z—ig' Fiir beschrinkte Funktionen m mit
suppm C [1,2] gilt

Iy <cllmllagy, — Cu+1/Q"=1/2) < (2A+1)(1/P - 1/2)
mit einer von m unabhdngigen Konstanten c.

Bemerkung: Technische Schwierigkeiten liegen sowohl im Restriktions- als auch im Fort-
setzungssatz fiir —1/2 < v < 0 vor und ist daher noch ein offenes Problem.

Wir werden diese Sétze beweisen, indem wir Ergebnisse aus [9] leicht modifiziert anwen-
den und die Aussagen auf Ergebnisse fiir die Cosinusentwicklung (d.h. Entwicklung bzgl.
H_y ;) zuriickfiihren:

Satz 3.3 Seien v > 0 und 351‘11 < p < oo. Sei ferner m eine beschrinkte Funktion mit

suppm C [%,2]. Dann gilt fir alle e > 0

00 , 1/p
ml|yr < cllm||s + . H_15[m](y y(2V+1)(1/2—1/p)+e p dy
A /
0

mat erner von m unabhdngigen Konstanten c.

Dieser Satz kann genauso bewiesen werden wie [9, Theorem 6.4], indem man in Theorem
1.2, Theorem 2.1, Theorem 2.3, Propsition 6.3 und in den Sétzen des Kapitels 4 und 5
aus [9] die Dimension n durch 2v + 2, v > 0, ersetzt, v = 0, A\; = v sowie f; := f und
f; =0, A\; :== 0 fiir j > 2 setzt. Dadurch vereinfacht sich in Kapitel 5.2 die Abschétzung
des oszillatorischen Anteils O, ;. Statt Theorem 3.1 in [9] geniigt es, folgenden elementare
Abschétzung zu zeigen.

Lemma 3.4 Sei @ eine reellwertige Funktion auf R?, a € C.(R®) und T, definiert durch

T,f(x) = / V@Y gz, y) f(y) dy, fel’(R), zcR.
R
Dann gilt fir alle Funktionen f € LP(R)

N fllrezy < | fllorwy, 2<p < oo,

wobei die Konstante ¢ nur von ||a||s, p und vom Durchmesser der Menge supp a abhingig
15t.
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Beweis: Wir beweisen dieses Lemma durch Interpolation und betrachten daher die Falle p =
2 und p = oo. Zur Vereinfachung der Schreibweise bezeichnen wir mit d den Durchmesser
der Menge supp a.

Sei zundchst p = 2. Dann gilt mittels der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

170 flliseey < ( | ([ atwnra) ([ 17mEaw) d:c) R TR -

Fiir p = oo gilt

T, f 1] poo 2y < sup/R!a(x,y)Hf(y)\dyS | fll Lol al] oo reyd -

zER?

Die Behauptung folgt durch Interpolationssatz von Riesz-Thorin. [

Hiermit kann nun der Operator O, x; aus [9, 5.2] abgeschéitzt werden, indem fiir den Ope-
rator Ay [9, (5.2.1)] die Ungleichung [9, (5.2.14)] gezeigt wird.

Durch Satz 3.3 kénnen wir nun den lokalen Restriktions- und Fortsetzungssatz zeigen.

Beweis des lokalen Restriktionssatzes 3.1: Wir benutzen Korollar 3.3, wobei p’ < 2
durch R* und v durch k ersetzt werden, und werden daher

1/R
R*x(25+1)(1/R* —1/2)R*+eR* dl‘)

Il < el e ([ -y
0
mit einem noch zu wéhlenden £ > 0 durch [|m||;;» abschétzen. Durch Lemma 4.1 und der
Holderungleichung gilt
00 1/P
Il < ellmll+ ([ 1Hoam@l (14 2 250072 )
0

P—R*
=

y (/00(1 +x)[(25+1)(1/R*—1/2)+s*(2>\+1)(1/P*1/2)]% dx) o ;
0

wobei das untere Integral beschrénkt ist, falls 0 < & < (2A+2)(1/P—1/2)—(2k+2)(1/R*—
1/2) ist. Nun benutzt man den Transplantationssatz von Stempak. Dann gilt

e /P
Il < ellmll e ([ IVt e
0

00 1/P
= c¢||m|le + ¢ (/ ‘H/\[.*l/Zf/\m](x)‘PxZ/\Jrl da:)
0

/P

A

it ([ 1fpmlia)7o do)

cllmllso + cllmllap [[Hxpll p2at1

IN
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wobei ¢(&) = &2 x(€) mit x € CX(RY) aus den Beweis des Korollars 3.3 ist. Die
Voraussetzung —1 < a < P(A+ 2) — 1 fiir a = P(2A + 1)(1/P — 1/2) aus dem Transplan-
tationssatz 1af3t sich durch einfache Berechnung nachpriifen. Da Hyp € S(R") ist, folgt
daraus die Behauptung. [

Fiir den Beweis des lokalen Fortsetzungssatzes orientieren wir uns an dem Beweis von [9,
Theorem 1.6].

Beweis des lokalen Fortsetzungssatzes 3.2: Wir benutzen wieder Korollar 3.3 mit
Q* statt p’ < 2 und p anstatt v, weshalb es reicht

0 1Y%
b= ([ V@) (1 ) O 40 ) <y (340
0

zu zeigen. Sei y € CP(R") mit x = 1 auf [1/2,2] und supp x C [1/4,4], so da m = myx
gilt. Mit ¢ := 2A+1)(1/P —1/2) — 2u+ 1)(1/Q* — 1/2) > 0 gilt wegen der gewichteten
Faltungsungleichung bzgl. der Faltung in H_,/, (Lemma 4.2)

o0 1/Q*
* _ e Q*
‘ (/ |H 1 jom o« H 1o () (1 + z)Prr0/@ =120+ dx>
0

Iy, <
< c||Hoyjom(e) (14 o) XD EVD H (o) (14 o) EADOER2
* /P
< o [T e ) (3.45)
0

mit 1/¢:=1/Q* —1/P +1, da H_,5x € S(RT).
Fiithren wir den (beschrinkten) Kern K durch m =: H)K ein, so folgt mit dem Satz von
Fubini

o) = [ /5 eostanmluint) dy
- /0 T K () /0 h \/g cos(ax @) 292 gy s (3.46)

(y2)*

Nun benutzt man fiir die Besselfunktion die Asymptotik [18, (1.71.8)]

=

-1 N-1

(g)l/zJ7_1/2(S) = dj .~ cos(s — g)sdjfl/2 + Z djsin(s — g)sdjf?’/2 +s VR, (s),
j=0 Jj=0

(3.47)

wobei cp, = 1 ist und R, eine beliebig oft differnzierbare Funktion mit beschrénkten

Ableitungen auf [1, c0) ist.
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Setzt man s := yz > 1, so erhélt man und erhilt

\/; N Z ax(s)e™™ = a (s)e” +a_(s)e * (3.48)

mit

=

—1 N-1

ai(s) = ajs—/\—l/2—2j 4+ Z CjS—A—:s/Q—Qj 4 R(s)s™VAemis
j=0

N-1

a_(s) = bjsfkfl/%?] + Z djs’/\*3/2*23 ’

(=)

.

=

<.

wobei R eine Funktion mit beschrinkten Ableitungen auf [1,00) ist. (Die Koeffizienten
aj, bj, ¢; und d; sind dabei nur von j und A abhingig.) Dann gilt fiir s > 1 die folgende
Ungleichung

aP(s)| < es™ 2k s>0, 0<k<N-—1. (3.49)
Diese gilt auch fir 0 < s := yz < 1. indem man ay(s) = ngs)e*“ und a_(s) := 0,
sowie R(s) := 0 setzt. Wegen L[s~*J,(s)] = J‘;g—i(f)s ist (£ ) [s7%Ja(s)] eine Summe von

cs, 735 J(s) , wobel 0 < < kund a < v < a+k sind. Wegen ( ) 1, hat man insgesamt
(3.49).
Setzt man (3.48) in (3.46) ein, so erhélt man mit dem Satz von Fubini

1 * o :
Hoypm(z) = 53 /0 K(2) /0 a(y2)e" T Ix(y) dyz M dz + (3.50)
+
1 o0 oo . .
+§zi:/0 K(z)/o a_(yz)eE 2y (y) dyzP M dz

Man betrachtet nun das innere Integral. Fiir £ + 2z # 0 und einem N € N mit (2A +
1)(1/r —1/2) + 2 < N gilt durch partielle Integration

| x@artva)en e ay = [ astye it + ) D) gy

eV DI (y)ay (y2)] dy

o N1
Z ( ) (N— 1+/€)(y) (k)(yz)zkezy(ix-‘rz) dy
=0

= (=) Mi(xz 4+ 2)] M

= (=) i(£x + )]V

S— S
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Mit der Abschiitzung von ay erhiilt man wegen supycpcy_; XN P (y)| < ¢

/ \(y)as (yz)evEr ) dy\
0

N—-1 4
< o|tw+ Z|N—1 Z/ y—)\—l/Q—kZ—/\—l/Q dy
k=0 Y 1/4

< eV L 4TV

fiir £ + 2 # 0. In einer Umgebung von £x + 2z = 0 hingegen, kann man wegen supp x C
[+, 4] und (3.49) die Abschéitzung

4

o
/ X(y)ay (yz)e?+) dy‘ =< / (y2) A2 < e A2
0 1/4

benutzen. Setzt man

(s) = |s| ML fiir [s] > 1
L I sonst,

so erhilt man insgesamt

/ X(v)ay (yz)evEe+2) dy\ < ez WPp(xa+ 7).
0

Genauso kann man den Anteil mit a_ abschitzen. Setzt man dies in (3.50) ein und erweitert
K gerade, so erhilt man

> —A—1/2 22+1
-1 < g
|H_1om(x)] < ¢ / |K(2)|z o(£x £ 2)2" dz
— Jo

= 52/_00 K (2)]|oM 2 (e + 2) dz = of| K ||+[12] # o(2) (3.51)

mit der klassischen Faltung * auf R.
Wir setzen nun (3.51) in (3.45) ein un erhalten durch Lemma 4.1 und der gewichteten
Faltungsungleichung (Lemma 4.2

h b P /P
C (/ (/ ’K(y)y/\+1/2’(p(x — y) dy) (1 + x)(z/\+1)(1/p,1/2)p dx)
0 _

o0

I,

[N

00 1/P
< c (/ ’K(JT).T’\+1/2(1 + x)(2A+1)(1/P71/2)’P da:) lo(o)(1 + .)(2)\+1)(1/P71/2)H1
0

00 1/P
< c||muoo+c(/ rHAmex”“dx) < cllmllyge
0

da die Integration iiber ¢ wegen (2A +1)(1/P —1/2) +2 < N endlich ist. |
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4 Hilfsmittel

4.1 Bezeichnungsweisen

Hier mochten wir kurz die Begriffe erldutern, die zur Erlduterung des Restriktions- bzw.
Fortsetzungssatzes benutzt worden sind:
Die Fouriertransformation auf S(R™) ist durch

Ff(&):= . fx)e™™ da EeR”

definiert. Auf S'(R") wird die Fouriertransformation auf natiirliche Weise erweitert ([14,
S.25]).

Seim : R* — C eine beschrinkte, mefbare Funktion. Dann wird m ein Fouriermultiplikator
genannt, falls

1F = - Ffllle@ey < Cllflleo@ey, € SIRY) (4.52)
gilt. Wir schreiben dann
MYRY) = {m € L¥(R") : |||l apany < 50}

wobei ||| ypwn) die kleinste Konstante C' ist, bzgl. welcher die Ungleichung (4.52) gilt.

Der Raum aller radialen Fouriermultiplikatoren ist im allgemeinen im Raum der Hankel-
multiplikatoren M, ), der Ordnung 22 echt enthalten. Der Raum L (L2,) ist die
Menge aller me3baren Funktionen f auf R" deren Norm

1/

o0 1p
= ([ I ) T 12pss

endlich ist. Die Norm unter dem Integral ist die L?-Norm auf der n-Sphire S*~1.

4.2 Kleinigkeiten

In diesem Kapitel werden wir einige Hilfsmittel zeigen, die niitzlich und héaufig verwendet
wurden.

Lemma 4.1

Seien 1 < ¢ < oo, 71 > 0 und & € CX(R") mit supp® C [3,2]. Dann gilt fir jede
beschrinkte Funktion m : Rt — R

1/q

o)+ ([ Ve o

1/q

< (el + ([ 1o+ o de)
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Beweis: Die Ungleichung < ist trivialerweise gegeben. Nun zur umgekehrten Richtung. Wir
zerlegen das Integral in

W # [C) om0 oy i,

Es gilt

Iy < cl[Hoypo[@m(e)]]|oo = ¢

| costrptuimie) 0| < clomto)

/2 0o

In I, kann man 1 + x < 2z benutzen und erhélt sofort die Behauptung. [ |

Lemma 4.2 (gewichtete Faltungsungleichung)
Seien e >0, f(e)(1+e)° € L5, 1, g(¢)(1+e)f €Ly, , 1 <p,r<oound zla + £ >1, dann
gilt

1 * gL+ ) llg2rer < FL 4 ) llp2vrallg(X+ ) llravs ¢ v t

Beweis: Nach Definition gilt

Fro@= [ [ R D2 dyas

mit einem Kern D, (x,y, z), das fiir x < |y — z| und y + z < z verschwindet. Also gilt
x < y+ z, woraus aus [10, S.13] (1 +2)° < (1 +y+ 2)° < (1 4+ y)°(1 + z)° folgt. Man
erhélt | fxg(z)(14+2)°] < [|fI(L+]])]*[lg](1+*)¢](x). Wendet man darauf die Youngsche
Ungleichung fiir den Hankel-Fall an, hat man die Behauptung. [

Bemerkung. Fiir die Faltung auf R erhiilt man das gleiche Ergebnis (mit der Norm auf
LP statt L5, ,), da hier genauso [f + g(1 +[o[)| < [IF|(1 +[+[)*]  [[g|(1 + [+])7] gilt.

Im folgenden Satz untersuchen wir, unter welchen Bedingungen die Funktion s=7.J,(s) ein
Multiplikator aus MP ist.

Satz 4.3 Fir 1 < p <2undy > 2v+1)(1/p—1/2) —1/2 ist m, = s77J,(s) ein
Multiplikator in MP.

Beweis: Wir benutzen den Interpolationssatz fiir analytische Familien von Operatoren und
erweitern hierfiir die Definition des Multiplikators m,, fiir komplexe Indizes z € C durch

—(u+1+z)J

Mys142(8) =5 vtz (8)
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und zeigen die Voraussetzungen des Interpolationssatzes.

Da fiir Re(z) > —3 die Funktion J,(s) bzgl. z holomorph ist, ist m,.i4, holomorph auf
der Menge {z € C: 0 < Re(z) < 1} und stetig auf deren Abschlu$.

Weiterhin gelten nach [4, S. 37,(7)]

—(v z 277 z
H, [0, ] (2) = m(1 — 2%, € Ly,.,, Re(z) > -1
und
sTUTITA T, 1 (s) € L, Re(z) > —(v +3/2),

d.h. es gelten m, 1., € M} und m, 1., € M?. Benutzt man die Abschitzungen

IT(x +iy)| > F(x)e"y‘”/2 , x>

Y

NN

a lylm /2
|[Jzsiy(s)] < Ar /2 (§> ( ¢

2/ (1+42z)P(xz+1)’

sowie I'(z)™! < 2 fiir alle > 0, so erhiilt man

1
et e 1
H(l _ .2) 1+€+zyH172V+1 S /0 (1 . 82) 1+582 +1 ds S 2_8

und somit fiir » = —1 4+ ¢ + iy die Abschétzung

e ot < 2 eloimiz L
v+1l+z || M), = F(S) e :
Ferner gilt auch
1 elvlm/2 1 ely|r/2 1
< 4—_9—(+1+a) <4— > —+ec.
lmzllary < VT T+2+lta)l(wr2+a) ~ va e = =72

Die Wachstumsbedingungen sind somit auch erfiillt, weshalb aus dem Interpolationssatz
fiir analytische Operatoren die Behauptung folgt. [

4.3 Hilfsmittel aus der Littlewood-Paley-Theorie

Fiir die Erweiterung der lokalen Ergebnisse fiir die Hankelmultiplikatoren hat man spezielle
g-Funktionen als Hilfsmittel benutzt. Wir mdchten nun den zentralen Satz der Littlewood-
Paley-Theorie im Falle der Hankeltransformation zeigen.
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Satz 4.4 Sei ® € C°(R") eine Funktion mit ® > 0 und supp ® C [27V 2N] fiir ein festes
N €N, die der Bedingung ¢; < Yo, ®(27%x) < ¢o mit von © unabhingigen Konstanten
c1, co > 0 gentgt.

Dann gilt fir die g-Funktion go(f)(z) := (X ez |Ho[®(2 Fe)] * f|2)1/2 fir alle Funktionen
fels,

192 (F)llp2vir = [ fllp2vrr, 1 <p<oo.

Um dies zu beweisen bendttigt man die folgende, einfache Modifikation des Theorems 3
aus [13], die man genauso aus [13, Theorem 2] herleiten kann, indem man die Betrige von
Tf(z), Tg(x), Th(x) und K(x,y) durch [>~Normen ersetzt.

Proposition 4.5 Der vektorwertige Kern K := {Ky} ., erzeuge den Operator

- [" ks ) = { [ Ktens) dut >}

wobei p ein Verdopplungsmafs ist. Es gelte

1/2
(Z ]ka(.)F) <cl|fllop  fir alle fe L2 (4.53)
kez )
N
und
/( ) K (z,y) — K(z,7)|2duy) < A fir §€ B(y,?) (4.54)
y.26)°

fiir alle y, § > 0. Dann folgt fir f € L,

1/2
(Z \ka(°)\2> <O\ fllpu, 1<p<2

keZ
b

wobei die Konstante C' nur von ¢, A und p, jedoch nicht von K oder f abhdngig ist.

Beweis von Satz 4.4: Wir zeigen zunéchst ||go(f)||p2v+1 < || f
4.5 mit

p2v+1 und benutzen Satz

Ty f(x / Ki(z,9) f(y) duly), dply) :=y* " dy
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und
Ky(z,y) = /OOO H,[®(2 %)](2) D, (2,9, 2) du(z) = 7 [H, (B(2*e))](x) .

Dann gilt

1/2 1/2
(Z\ka(w‘)F) = (Z\Hu[@@k')] *f(x)\2> = 9o (f)().

kEZ keZ

Ferner ist nach [15, Prop. 4] du ein VerdopplungsmaS.
Wir zeigen zunéchst die Voraussetzung (4.53) des Satzes 4.5: Mit dem Satz von Fubini und
dem Satz von Plancherel folgt

s~ | 3 0 0PI () P

kEZ

GleichméBig in « > 0, gibt es nach Konstruktion fiir jedes x nur endlich viele k € Z, so
dal ®(27*z) # 0 ist. Daher gilt Y, |®(27"z)> & >, |®(2 *z)| ~ 1. Durch den Satz von
Plancherel erhilt man dann

9o (22041 = || fll2,2041 (4.55)

und (4.53) gilt.

Um die Voraussetzung (4.54) des Satzes 4.5, d.h. die Hérmander-Bedingung zu zeigen,
sei zuniichst y, § € R* fest. Dann wihlt man ein ky € Z, so daff 2|y — ¢| < 1 und
2koFL|y — g| > 1 gelten. Wir bendtigen die Beschrinktheit der Terme

1/2

/ [(Z + Z) |y [H, (®(275e))[(z) — Tg[H(@(27%)](z)|*| 2™ da

|z—y|>2|y—7| k>ko  k<ko
== Sl + SQ .

Durch Substitution erhilt man

7, [H, (®(27%))](z) = 2627, [H,D](2%2) . (4.56)

Also gilt
1/2
Sy < 2 / (Z\2k<2”+2>72ky[HV<1>](2%)\2) e dx
2—y[22ly—=9| \p>k

c Z ok(2v-+2) /

k>ko lz—y[>2]y—7

A

.T2V+1 dx 7

/ H,®(2)D, 2%z, 2%y, 2)2* " dz
0
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da [' < [?. Nun gilt aber D, (2%z,2%y, z) = 0 fiir 0 < 2 < 2F|z — y| oder 2%(z + y) <
z < oo. Daher reicht es fiir das innere Integral, iiber [2¥"!|y — 7|, 00| zu integrieren, da
26|y — g] < 2%|z — y| < 2 ist. Mit dem Satz von Fubini erhilt man

5, < ey g |

H,®(2)| D, (2%x, 28y, 2)22 T dz 22T dx
| v ()| V( y 4 Y,
2

k>ko |z —y|>2]y—g| J 2k +1|y—g]
oo o0
< c Z k(2r+2) / |H,®(z)| / D, (282, 28y, 2)a® T da 2 dz
k>ko 2k+1|y—g| 0

< CZ/ |H,®(2)]2* dz.

k>ko 2k+1]y—g]

Nun wihlt man ein o > v 4+ 1. Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt wegen H,® €
S(RY)

S1<c Z | H,®||2,20+20+1 (/
2

k>ko ktlly—g|

00 1/2
Z—2a+2y+1 dZ) S C§ :(zk—ko)—a—l—u—l—l S ¢,
k>ko

da 27F~1 <y — ).
Wir zeigen nun die Beschrinktheit von Sy und kénnen in diesem Fall [7, Theorem 2.1]
benutzen. Wegen (4.56), I' < [* und des Satzes von Fubini gilt

Sy < ey M) / [Ty (@) (25 2) — 7oy (H, @) (25 2) [2™ T dov
k<ko 0
< Py gAY [l < e S 2R <,
k<ko
da H,® € S(R") und |y —7| < 27% ist. Damit hat man nun auch die Voraussetzung (4.54),
weshalb man aus Satz 4.5 die Behauptung fiir 1 < p < 2 folgern kann. Fiir 2 < p < o
folgt die Behauptung durch ein Dualitdtsargument wie in [12, (c),S.33].

Wir beweisen nun || f||p2.+1 < ¢/|ga(f)||p.2v+1- Durch Polarisierung fithrt man die Behaup-
tung auf die Ungleichung ||go(f)|lp2v+1 < ¢[|f|lp2v+1 zuriick. Fiir Funktionen h € L}, ,
gilt wegen (4.55)

3,2V—|—1 - Hf - h||3,2y+1)

/0 " o) @)g(h) ()2 d

| r@n@eas = S5+
0

&Q

Durch die Umkehrung der Holderungleichung folgt daraus

/0 " gD @) (@)a de |

| f llp.2os1 = sup
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wobei das Supremum iiber alle h € Lg;ﬂ mit |||y 2+1 < 1 betrachtet wird. Wendet man

auf die linke Seite die Holderungleichung an und dann ||g(h)|

v+l < ||P|lp 2041, sO hat

man die Behauptung. [
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