
Restriktions- und Fortsetzungss

�

atze f

�

ur

Hankelmultiplikatoren

Natsuko Arai

1 Einleitung

1.1 Hauptergebnisse

Die L

p

-Norm radialer Funktionen f in R

n

kann man mit L

p

-Normen bzgl. des Ma�es r

n�1

dr

von Funktionen auf R

+

:= (0;1) identi�zieren, d.h. es gilt

�

Z

R

n

jf(jxj)j

p

dx

�

1=p

�

�

Z

1

0

jf(r)j

p

r

n�1

dr

�

1=p

; 1 � p <1 : (1.1)

F

�

ur die Fouriertransformierte einer radialen Funktion f 2 L

1

(R

n

) gilt

Ff(�) :=

Z

R

n

f(j�j)e

�x�

dx = (2�)

n=2

Z

1

0

f(r)(j�jr)

�

n�2

2

J

(n�2)=2

(j�jr)r

n�1

dr ; (1.2)

wobei J

(n�2)=2

die Besselfunktion erster Art der Ordnung (n � 2)=2 sind ([18, 1.71℄). Wir

betra
hten, von der re
hten Seite von (1.1) ausgehend, f

�

ur � � �1=2 den Raum

L

p

2�+1

:= L

p

(R

+

; x

2�+1

dx) = ff me�bar auf (0;1) : kfk

p;2�+1

<1g

mit der Norm

kfk

p;2�+1

:=

�

Z

1

0

jf(x)j

p

x

2�+1

dx

�

1=p

; 1 � p <1

und benutzen die Abk

�

urzung k

�

k

p

:= kfk

p;0

. Als Erweiterung von (1.2) ist f

�

ur � � �1=2

und einer auf R

+

integrierbaren Funktion f die (modi�zierte) Hankeltransformation der

Ordnung � dur
h

H

�

f(x) =

Z

1

0

J

�

(xy)

(xy)

�

f(y)y

2�+1

dy ; x > 0 ;

de�niert. Wir k

�

onnen uns daher intuitiv die Hankeltransformierte als Fouriertransformierte

von radialen Funktionen vorstellen, die auf

"

gebro
hendimensionalen\ Vektorr

�

aumen

�

uber
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R de�niert sind. Die halbganzzahligen Ordnungen � entspre
hen dabei der Fouriertrans-

formation radialer Funktionen

�

uber R

n

mit � =

n�2

2

. Der Spezialfall � = �1=2 ist wegen

x

1=2

J

�1=2

(x) = (2=�)

1=2


os(x) gerade die Cosinustransformation.

Da

J

�

(x)

x

�

� 
min

�

1; x

���1=2

	

; � � �1=2 ;

gilt, ist wegen der H

�

olderunglei
hung H

�

f(x), x > 0, punktweise f

�

ur alle Funktionen f 2

L

p

(R

+

; x

2�+1

dx), 1 � p <

4�+4

2�+3

de�niert. F

�

ur Funktionen f 2 L

1

(R

+

; x

2�+1

dx) mit H

�

f 2

L

1

(R

+

; x

2�+1

dx) gilt die Inversionsformel

f(y) =

Z

1

0

J

�

(xy)

(xy)

�

H

�

f(x)x

2�+1

dx : (1.3)

Daher ist die Hankeltransformation H

�

eine Bijektion auf S(R

+

), dem Raum aller beliebig

oft di�erenzierbaren, geraden Funktionen auf R, deren Ableitungen stark fallen ([17℄).

Im Fall p = 2 gilt f

�

ur alle f 2 S(R

+

) die Parseval-Identit

�

at kH

�

fk

2;2�+1

� kfk

2;2�+1

.

Bezei
hnen wir mit C

1




den Raum aller beliebig oft di�erenzierbaren Funktionen mit kom-

paktem Tr

�

ager in R

+

:= (0;1), so ist H

�

(C

1




) di
ht in L

p

2�+1

f

�

ur 1 < p <1 und � > �1=2

na
h [17, Theorem 4.7℄.

Wir de�nieren nun Hankelmultiplikatoren. Sei m : R

+

! C eine bes
hr

�

ankte, me�bare

Funktion. Die Funktion m wird dann Multiplikator bzgl. der Hankeltransformation der

Ordnung � genannt, falls

kH

�

[m �H

�

f ℄k

p;2�+1

� Ckfk

p;2�+1

; f 2 S(R

+

) ; (1.4)

mit einer von f unabh

�

angigen Konstanten C gilt. Wir s
hreiben

M

p

�

:=

�

m 2 L

1

(R

+

) : kmk

M

p

�

<1

	

;

wobei kmk

M

p

�

die kleinste Konstante C ist, bzgl. wel
her die Unglei
hung (1.4) gilt.

Einfa
he Beispiele f

�

ur Multiplikatoren sind, wie au
h im Fall der Fouriertransformation,

beliebig oft di�erenzierbare Funktionen mit kompaktem Tr

�

ager in (0;1).

Ferner gilt au
h im Falle der Hankeltransformation dur
h die Parseval-Identit

�

atM

2

�

= L

1

,

die Dualit

�

at M

p

�

=M

p

0

�

,

1

p

+

1

p

0

= 1, sowie dur
h Interpolation

M

p

�

,!M

q

�

,!M

2

�

= L

1

; 1 � p � q � 2 : (1.5)

Dabei sagen wir, da� f

�

ur zwei normierte Vektorr

�

aume X und Y eine stetige Einbettung

X ,! Y vorliegt, falls X � Y und f

�

ur jedes x 2 X die Abs
h

�

atzung kxk

Y

� 
kxk

X

mit

einer von x unabh

�

angigen Konstanten 
 gilt.
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In dieser Arbeit interessieren wir uns f

�

ur Beziehungen zwis
hen Multiplikatorenr

�

aumenM

P

�

und M

R

�

mit vers
hiedener Ordnung � und �. Diese Fragestellung wurde inspiriert dur
h

das folgende Ergebnis von deLeeuw [20, Theorem 2.4℄ f

�

ur klassis
he Fouriermultiplikatoren:

Restriktionssatz von deLeeuw.

Sei m 2M

p

(R

n+k

). Dann gilt m(�;

�

) 2M

p

(R

k

) f

�

ur fast alle � 2 R

n

mit

km(�;

�

)k

M

p

(R

k

)

� 
kmk

M

p

(R

n+k

)

; � 2 R

n

;

wobei

kmk

M

p

(R

n

)

:= inf

�

kF [mFf ℄k

L

p

(R

n

)

: f 2 S(R

n

) ; kfk

L

p

(R

n

)

� 1

	

gesetzt ist.

Da na
h De�nition radiale Fouriermultiplikatoren (bzgl. R

n

) au
h Hankelmultiplikatoren

(bzgl. � =

n�2

2

) sind, ma
ht es Sinn zu fragen, unter wel
hen Bedingungen stetige Einbet-

tungen vom Typ

M

P

�

,!M

R

�

; (1.6)

g

�

ultig sind. Falls � < � nennen wir, in Anlehnung an das Ergebnis von deLeeuw, eine sol
he

Einbettung einen Restriktionssatz (bzgl. der Dimension), falls � > � einen Fortsetzungs-

satz (bzgl. der Dimension). Man bea
hte dabei, da� der Restriktionssatz von deLeeuw die

Einbettung (1.6) f

�

ur P = R, � =

n+k�2

2

und � =

n�2

2

ni
ht beinhaltet, da f

�

ur Fouriermul-

tiplikatoren alle Funktionen f auf R

n

betra
htet werden, hingegen in (1.4) nur radiale f .

Bei der Untersu
hung von Einbettungen des Typs (1.6) st

�

utzen wir uns fundamental auf

die folgende tie
iegende (zweite) Unglei
hung von D. M

�

uller und A. Seeger [9℄:

�

Z

1

0

jK(r)j

p

r

n�1

dr

�

1=p

� 
kK � k

L

p

rad

(L

2

sph

)�!L

p

rad

(L

2

sph

)

� 


�

Z

1

0

j(1 + r)

"

K(r)j

p

r

n�1

dr

�

1=p

; 1 < p <

2n

n+ 1

;

hierbei wird voraussgesetzt, da� die Fouriertransformierte des Kerns K 2 S

0

(R

n

) kompak-

ten Tr

�

ager weg von der Null hat, d.h. supp

^

K � (0;1). Diese Unglei
hungskette impliziert

bereits sogenannte lokale Restriktions- und Fortsetzungss

�

atze (vgl. Beweis zum lokalen

Fortsetzungssatz 3.2). Na
h A. Seeger [11℄ l

�

a�t si
h dieses Ergebnis f

�

ur lokale Multiplikato-

ren unter minimalen Glattheitsvoraussetzungen, (die z.B. dur
h P <

4�+4

2�+3

garantiert sind

{ siehe Proposition 2.5), global fortsetzen. Die Notationen werden in Kapitel 4.1 erl

�

autert.

Ein Hauptergebnis dieser Arbeit ist der folgende Restriktionssatz f

�

ur Hankelmultiplikato-

ren.
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Theorem 1.1 (Restriktionssatz)

Seien 0 � � und 1 < P <

4�+4

2�+3

. Dann gilt f

�

ur 0 � � < � und 1 < R <1 die Einbettung

M

P

�

,!M

R

�

; (2�+ 2)j1=R� 1=2j < (2�+ 2)(1=P � 1=2) : (1.7)

F

�

ur (2� + 2)j1=R � 1=2j > (2� + 2)(1=P � 1=2) ist die Einbettung (1.7) ni
ht g

�

ultig, d.h.

das Ergebnis (1.7) ist fast optimal.

Zum Na
hweis der Notwendigkeit der Bedingung

(2�+ 2)j1=R� 1=2j � (2�+ 2)(1=P � 1=2) (1.8)

betra
htet man den sogenannten Bo
hner-Riesz-Kern (1�x

2

)




+

, 
 > 0. Falls 1 < p <

4�+4

2�+3

,

� > �1=2, gilt na
h [6, S.257℄

(1� x

2

)




+

2 M

p

�

, (2� + 2)(1=p� 1=2)� 1=2 < 
 :

Wir nehmen 1 < R � 2 an. W

�

urde (1.8) mit

"

>\ gelten, dann existierte ein 
 mit

(2�+ 2)(1=R� 1=2) > 
 > (2�+ 2)(1=P � 1=2) :

Hieraus w

�

urde (1� x

2

)




+

2M

P

�

folgen, jedo
h ni
ht (1� x

2

)




+

2M

R

�

.

Bemerkung:

Glei
hwertig zur Voraussetzung des Restriktionssatzes ist die Bedingung

1

R

<

1

P

+

�� �

�+ 1

�

1

P

�

1

2

�

=: g

�1

(�) ; 1 < R � 2 : (1.9)

Die folgende Skizze verdeutli
ht die Situation im Falle P = 3=2 und � = 1.

0.2 0.4 0.6 0.8 1
1�p

0.2

0.4

0.6

0.8

1

s

H2�3,1L

gg’

CC’
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Die Kurve g ist der Graph der Inversen von g

�1

und die Gerade C markiert den kritis
hen

Punkt

2�+3

4�+4

(Na
h Voraussetzung mu� P <

4�+4

2�+3

gelten). g

0

und C

0

sind die an der Geraden

1

p

=

1

2

gespiegelten (dualen) Gr

�

o�en. Die zugelassenen Einbettungen (1.7) werden dur
h

den Berei
h verans
hauli
ht, der dur
h g und g

0

begrenzt ist.

Wir interessieren uns nun f

�

ur die Situation des Fortsetzungssatzes (die Ordnung der Han-

keltransformation wird erh

�

oht.)

M

P

�

,!M

Q

�

; � < � ; P < Q < Q

0

:

In diesem Zusammenhang erw

�

ahnen wir f

�

ur radiale Fouriermultiplikatoren den folgenden

Satz von Coifman und Weiss [3, Theorem 6.5℄:

Fortsetzungssatz von Coifman und Weiss.

Sei �

(k)

:= (�

1

: : : ; �

k

), k 2 N , ein Vektor in R

k

. Falls [t

n�1

(t

n

m(t))

0

℄

t=j�

(n)

j

, t � 0, ein

Fouriermultiplikator in L

p

(R

n

) ist, so gilt m(j�

(n+2)

j) 2 M

p

(R

n+2

) mit

km(j�

(n+2)

j)k

M

q

(R

n+2

)

� 
k[t

n�1

(t

n

m(t))

0

℄

t=j�

(n)

j

k

M

p

(R

n

)

; 1 � q = p � 1 :

Dieses Kriterium l

�

a�t si
h einfa
h auf unsere Situation

�

ubertragen.

Proposition 1.2 Sei �1=2 < � und 1 < P < 2. Dann gilt f

�

ur eine hinrei
hend glatte

Funktion m : R

+

! C die Abs
h

�

atzung

kmk

M

P

�

� 
kmk

M

P

�

+ 
ktm

0

(t)k

M

P

�

; � = �+

P

2� P

mit einer von m unabh

�

angigen Konstanten 
.

Dieses Ergebnis, das am Ende des Kapitels 1.2 bewiesen wird, ist wesentli
h weniger tief-

liegend als der na
hfolgende zweite Hauptsatz dieser Arbeit, Theorem 1.3. In Theorem 1.3

wird keine zus

�

atzli
he Glattheitsforderung an den Multiplikator m gestellt. Vielmehr wird

eine h

�

ohere Ordnung � dadur
h erkauft, da� man P dur
h Q, P < Q < P

0

, ersetzt. (Vgl.

au
h Bemerkung (
) zum Fortsetzungssatz Theorem 1.3.)

Theorem 1.3 (Fortsetzungssatz)

Seien 0 < � und 1 < P <

4�+4

2�+3

. Dann gilt f

�

ur P < Q < P

0

und 0 < �,

� < � <

(

1 ; 1 < P �

2�+1

�+1

1

4

1

�+1�(2�+1)=P

� 1 ; max

�

1;

2�+1

�+1

	

< P <

4�+4

2�+3

;

(1.10)

die Einbettung

M

P

�

,!M

Q

�

; (2�+ 1) j1=Q� 1=2j < (2�+ 1) (1=P � 1=2) : (1.11)

F

�

ur (2�+1) j1=Q� 1=2j > (2�+1) (1=P � 1=2) ist die Einbettung (1.11) ni
ht mehr g

�

ultig,

d.h. das Ergebnis (1.11) ist fast optimal.
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Um die Notwendigkeit der Voraussetzung

(2�+ 1)(1=Q� 1=2) � (2�+ 1)(1=P � 1=2) (1.12)

zu begr

�

unden, sehen wir uns den Multiplikator m




(s) := s

�


J




(s) als Beispiel an. Sei

1 < p <

4�+4

2�+3

. Na
h Satz 4.3 ist m




2 M

p

�

, falls 
 > (2� + 1)(1=p � 1=2) � 1=2. Ferner

folgt aus m




2M

p

�

die Bedingung 
 � (2� +1)(1=p� 1=2)� 1=2. Nehmen wir nun an, da�

(1.12) ni
ht gelte. Dann gibt es ein 
 mit

(2�+ 1)(1=Q� 1=2) > 
 > (2�+ 1)(1=P � 1=2) :

Dann gilt m




2M

P

�

, jedo
h m




62M

Q

�

.

Bemerkungen:

(a) Aus der Voraussetzung (1.10) erh

�

alt man keine zus

�

atzli
hen Restriktionen.

(b) Glei
hwertig zur Voraussetzung (1.10) des Fortsetzungssatzes ist die Bedingung

1

Q

<

1

P

+

2(�� �)

2�+ 1

�

1

P

�

1

2

�

=: h

�1

(�) : (1.13)

Die folgende Skizze verans
hauli
ht die Situation im Fall P = 3=2 und � = 1; dann

sind wir in der Situation 1 < P �

2�+1

�+1

.

0.2 0.4 0.6 0.8 1
1�p

1.2

1.4

1.6

1.8

2

s

H2�3,1L

hh’

C

Die gestri
helte Kurve h bes
hreibt den Graph der Inversen von h

�1

und die Gerade
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C markiert wieder den kritis
hen Punkt

2�+3

4�+4

(<

1

P

). h

0

ist die an der Geraden

1

p

=

1

2

gespiegelte (duale) Gr

�

o�e. Die zugelassenen Einbettungen (1.11) werden dur
h den

Berei
h verans
hauli
ht, der dur
h h und h

0

begrenzt ist.

Die folgende Skizze ist ein Auss
hnitt f

�

ur den Fall P = 3=2 und � = 3=5, was ein

Beispiel f

�

ur den Fall

2�+1

�+1

< P <

4�+4

2�+3

ist.

0.6 0.7 0.8 0.9
1�p

0.65

0.7

0.75

0.8

0.85

0.9

s

H2�3,3�5L

h

C

b

Die Kurven h und C sind wie im vorherigen Beispiel des Fortsetzungssatzes. Die

Gerade b stellt die obere Grenze f

�

ur die Ordnung � in (1.10) dar. Die zugelassenen

Einbettungen (1.11) werden somit dur
h den Berei
h verans
hauli
ht, der dur
h b, h

und der zu h dualen Kurve h

0

begrenzt ist.

(
) Benutzt man den Restriktions- und Fortsetzungssatz hintereinander, erh

�

alt man f

�

ur

geeignete � und P , z.B. � > 0 und 1 < P <

2�+2

�+2

die Einbettung

M

P

�

,!M

P

�

; f

�

ur alle � ; 0 < � < � :

Da die Glei
hheit in (1.9) und (1.13) ni
ht zugelassen ist, ist der minimale Verlust an

Ordnung von � na
h �, � < � beliebig nahe, ni
ht

�

uberras
hend. Dies ist ein Indiz

f

�

ur die S
h

�

arfe der von D. M

�

uller und A. Seeger entwi
kelten Methode.

Wir werden den Restriktions- und Fortsetzungssatz beweisen, indem wir in Kapitel 2 die

Behauptungen auf die lokaler Multiplikatoren, d.h. Multiplikatoren mit kompaktem Tr

�

ager,

zur

�

u
kf

�

uhren. In Kapitel 3 wird dann der lokale Restriktions- und Fortsetzungssatz gezeigt

werden.

Danksagung: Die Autorin dankt Prof. A. Seeger und Prof. W. Trebels f

�

ur hilfrei
he

Diskussionen und Hinweise.
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1.2 Notation

Die Translation ist im Fall der Hankeltransformation f

�

ur eine lokal integrierbare Funktion

f dur
h

�

y

f(x) :=

Z

1

0

f(z)D

�

(x; y; z)z

2�+1

dz ; x; y; > 0

mit dem Faltungkern

D

�

(x; y; z) :=

Z

1

0

J

�

(xt)

(xt)

�

J

�

(yt)

(yt)

�

J

�

(zt)

(zt)

�

t

2�+1

dt (1.14)

de�niert. Na
h [4, 8.11(31),S.52℄ gilt D

�

(x; y; z) � 0 und vers
hwindet f

�

ur 0 < x < jy � zj

oder y + z < x <1. Ferner hat man na
h [8, (17)℄

Z

1

0

D

�

(x; y; z)x

2�+1

dx = 
 � 1 ; y; z > 0 : (1.15)

Sind nun f und g lokal integrierbare Funktionen, so wird die Faltung im Fall der Hankel-

transformation de�niert dur
h

f � g(x) :=

Z

1

0

Z

1

0

f(y)g(z)D

�

(x; y; z)y

2�+1

z

2�+1

dy dz ; x > 0 ;

wobei D

�

der Faltungskern (1.14) ist. Na
h dem Satz von Fubini erhalten wir H

�

[fg℄ =

H

�

f �H

�

g f

�

ur Funktionen f , g 2 C

1




.

Aus diesen Eigens
haften kann man, genau wie im Fall der Fouriertransformation, die

Youngs
he Unglei
hung zeigen, d.h. f

�

ur 1 � p; q � 1, f 2 L

p

2�+1

und g 2 L

q

2�+1

erh

�

alt man

f � g 2 L

r

2�+1

mit

kf � gk

r;2�+1

� 
kfk

p;2�+1

kgk

q;2�+1

;

1

r

=

1

p

+

1

q

� 1 � 0 :

Wir f

�

uhren nun den zur Hankeltransformation geh

�

origen Di�erentialoperator ein:

L

�

= �

�

d

2

dx

2

+

2� + 1

x

d

dx

�

; � � �1=2 :

Dann gilt na
h [17, (1.8)℄ f

�

ur f 2 C

1




die Glei
hung

H

�

(L

�

f)(x) = x

2

H

�

f(x) ; x > 0:

Damit kann man f

�

ur Æ 2 R die Æ-Potenzen dieser Operatoren dur
h

H

�

(L

Æ

�

f)(x) = x

2Æ

H

�

f(x) ; x > 0

8



einf

�

uhren.

Diese Operatoren spielen nun beim folgenden Transplantationssatz von Stempak [16, Co-

rollary 1.4℄ eine gro�e Rolle:

Transplantationsatz von Stempak.

Seien 1 < p <1, �, 
 > �1 und �p(� + 1=2) < a < p(
 + 3=2)� 1. Dann gilt

�

Z

1

0

j(H

�

ÆH




)f(x)j

p

x

a+p(�+1=2

dx

�

1=p

� 


�

Z

1

0

jL

(��
)=2




f(x)j

p

x

a+p(
+1=2)

dx

�

1=p

f

�

ur f 2 C

1




(R

+

).

Dieser Transplantationssatz zieht unmittelbar Einbettungen f

�

ur gewi
htete Hankelmulti-

plikatoren, die im folgendem de�niert sind, na
h si
h. Sei m : R

+

! C eine bes
hr

�

ankte,

me�bare Funktion. Dann s
hreiben wir m 2M

p

�;Æ

, falls

kH

�

[mH

�

f ℄k

p;2Æ+1

� Ckfk

p;2Æ+1

; f 2 S(R

+

) (1.16)

mit einer von f unabh

�

angigen, endli
hen Konstanten C gilt. Die kleinste Konstante, bzgl.

wel
her die Unglei
hung (1.16) gilt, bezei
hnen wir kmk

M

p

�;Æ

.

Korollar.

Seien �, � > �1=2 und 1 < p < 2. Dann gilt

M

p

�+Æ;�

=M

p

�

; � = �+

Æp

2� p

:

Damit k

�

onnen wir nun Proposition 1.2 beweisen.

Beweis von Proposition 1.2: Sei f 2 S(R

+

). Dann folgt unter Benutzung von

d

dz

�

z

��

J

�

(z)

�

= �z

��

J

�+1

(z) ; � > �1=2 (1.17)

und partieller Integration

Z

1

0

m(y)

J

�

(xy)

(xy)

�

H

�

f(y)y

2�+1

dy

=

Z

1

0

m(y)(xy)

�2��1

1

x

d

dy

�

(xy)

�+1

J

�+1

(xy)

�

H

�

f(y)y

2�+1

dy

= �

Z

1

0

J

�+1

(xy)

(xy)

�+1

�

m

0

(y)H

�

f(y) +m(y)

d

dy

H

�

f(y)

�

y

2�+2

dy : (1.18)

9



Nimmt man nun die Norm k

�

k

p;2�+1

�

uber (1.18), so erh

�

alt man

kH

�

[m �H

�

f ℄k

p;2�+1

(1.19)

� kym

0

(y)k

M

p

�+1;�













Z

1

0

1

y

H

�

f(y)

J

�+1

(xy)

(xy)

�+1

y

2�+2

dy













p;2�+1

+ kmk

M

p

�+1;�

kfk

p;2�+1

:

Wir zeigen nun













Z

1

0

1

y

H

�

f(y)

J

�+1

(xy)

(xy)

�+1

y

2�+2

dy













p;2�+1

� 
kfk

p;2�+1

; (1.20)

denn dann folgt aus (1.19) und dem Korollar des Transplantationssatzes von Stempak die

Behauptung.

Na
h [4, 8.11(3),S.47℄ und dem Satz von Fubini gilt

Z

1

0

H

�

f(y)

y

J

�+1

(xy)

(xy)

�+1

y

2�+2

dy =

Z

1

0

f(y)

Z

1

0

J

�

(yz)J

�+1

(xy) dyx

���1

z

�+1

dz

= x

�2��2

Z

x

0

f(z)z

2�+1

dz :

Also ist die linke Seite der Unglei
hung (1.20) mit Hilfe von [1, Corollary 2.1℄ bes
hr

�

ankt

dur
h

�

Z

1

0

�

�

�

Z

x

0

f(z)z

2�+1

dz

�

�

�

p

x

(2�+2)p+2�+1

dx

�

1=p

� kfk

p;2�+1

und (1.20) ist gezeigt.

Im folgenden seien die Konstanten 
 variabel, in den die essentiellen Werte auftau
hen.

2 Lokalisierung der Hankelmultiplikatoren

Sei m 2M

p

�

und � 2 C

1

(R

+

) mit supp� � [

1

2

; 2℄. Dann gilt

k�(

�

)m(

�

=t)k

M

p

�

= k�(t

�

)m(

�

)k

M

p

�

� k�k

M

p

�

kmk

M

p

�

; (2.21)

d.h. die Lokalisierung von m, n

�

amli
h �(t

�

)m, erzeugt einen bes
hr

�

ankten Operator auf

L

p

2�+1

. Da � 2 S(R

+

) �M

p

�

ist, gilt

sup

t>0

k�(t

�

)mk

M

p

�

� 
kmk

M

p

�

; 1 � p � 1 ; � > �1=2 :

Sei � in diesem Kapitel eine positive, glatte Funktion auf R

+

mit Tr

�

ager im Intervall [

1

2

; 2℄,

so da�

P

k2Z

�(2

�k

x) = 1 f

�

ur alle x > 0 gilt. Die Idee, da� eine s
hwa
he Umkehrung von

(2.21) im Fall von Fouriermultiplikatoren gilt, �ndet man in der Arbeit [11℄ von A. Seeger.

Wir wollen nun dieses Ergebnis f

�

ur den Hankel-Fall modi�zieren:

10



Theorem 2.1 Seien � > �1=2 und 1 < p <

4�+4

2�+3

. Sei ferner � 2 C

1




(R

+

) mit � � 0,

supp� � [

1

2

; 2℄ und

P

k2Z

�(2

�k

x) = 1 f

�

ur alle x > 0. Dann l

�

a�t si
h jeder lokale Multi-

plikator global fortsetzen, d.h. f

�

ur jede bes
hr

�

ankte Funktion m gilt

kmk

M

r

�

� 
 sup

t>0

k�(t

�

)mk

M

p

�

p < r <

4� + 4

2� + 3

:

Um diesen Satz zu zeigen, ben

�

otigt man zun

�

a
hst die folgende Modi�kation von [11, Theo-

rem 1℄:

Satz 2.2 Seien � > �1=2, 1 < p < 1 und � wie in Satz 2.1 gegeben. Sei ferner m eine

bes
hr

�

ankte Funktion, die den folgenden Bedingungen gen

�

ugt:

(i.) sup

t>0

k�m(t�)k

M

p

�

� A

(ii.) sup

t>0

Z

x>!

jH

�

[�m(t�)℄(x)jx

2�+1

dx � B(1 + !)

�"

f

�

ur ein " > 0 und alle ! � 0.

Dann folgt

kmk

M

p

�

� 
A[log(2 +B=A)℄

j1=p�1=2j

:

Beweis: Hierf

�

ur ben

�

otigt man einige Hilfsmittel aus der Littlewood-Paley-Theorie f

�

ur die

Hankeltransformation. Wir setzen Tf := H

�

[mH

�

f ℄, �

k

:= H

�

[�(2

�k

)℄ und g(f) :=

(

P

k2Z

j�

k

� f j

2

)

1=2

und betra
hten die vektorwertige Funktion

~

Tf := f�

k

� Tfg

k

mit der

Faltung � bzgl. der Hankeltransformation. Wie au
h im Fall der Fouriertransformation gilt

(Satz 4.4)

kg(f)k

p;2�+1

� kfk

p;2�+1

f

�

ur 1 < p <1 : (2.22)

Man de�niert f

�

ur me�bare Funktionen f : R

+

! R die Hardy-Littlewood-Maximalfunktion

M

H

f(x) := sup

x2Q

x

1

�(Q

x

)

Z

Q

x

jf(y)jy

2�+1

dy mit �(Q

x

) :=

Z

Q

x

x

2�+1

dx

und Intervallen Q

x

in R

+

, die x enthalten. Ferner sei f

�

ur vektorwertige Funktionen F die

Sharp-Funktion dur
h

F

℄

(x) := sup

x2Q

x

1

�(Q

x

)

Z

Q

x

kF (y)� F

Q

x

k

l

2

y

2�+1

dy ; F

Q

x

:=

1

�(Q

x

)

Z

Q

x

F (y)y

2�+1

dy

de�niert. F

�

ur den Beweis des Satzes 2.2 ben

�

otigt man f

�

ur Q

x

Intervalle von der Form

[x� 2

n

; x+ 2

n

℄ \ R

+

mit n 2 Z. Dann gilt f

�

ur diese Funktionen

kM

H

(kFk

l

2

)k

p;2�+1

� 
kF

℄

k

p;2�+1

f

�

ur 1 < p <1 : (2.23)
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Dies kann man genauso wie in [5, Theorem 5℄ zeigen, indem man jf(x)j mit kF (x)k

l

2

und

das Lebesgue-Ma� dur
h das Ma� x

2�+1

dx ersetzt. Ferner folgt direkt aus der De�nition

jF (x)j � 
M

H

(kFk

l

2

)(x) f

�

ur alle x > 0 :

Sei nun f 2 S(R

+

). Aus (2.22) und (2.23) erh

�

alt man

kTfk

p;2�+1

� 
kg(Tf)k

p;2�+1

= 
kf(

~

Tf)g

k

k

L

p

2�+1

(l

2

)

� 
kM

H

(k

~

Tfk

l

2

)k

p;2�+1

� 
k(

~

Tf)

℄

k

p;2�+1

:

Falls man also

k(

~

Tf)

℄

k

p;2�+1

� 
AN

1=2�1=p

kfk

p;2�+1

mit N := maxf"

�1

; 1g log

2

(2 +B=A) (2.24)

f

�

ur 2 � p <1 zeigen kann, so ergibt si
h dur
h Dualit

�

at vonM

p

�

undM

p

0

�

die Behauptung.

Um (2.24) zu zeigen, f

�

uhrt man den Operator

Sf(x) :=

1

�(Q

x

)

Z

Q

x

X

k2Z

�

�

�

�

k

� Tf(y)� (�

k

� Tf)

Q

x

�

�

�

�

k

(x; y)y

2�+1

dy

mit me�baren Funktionen �

k

: R

2

+

! R, k 2 Z, ein. Aus der Umkehrung der H

�

olderunglei-


hung bzgl. des Folgenraums l

2

folgt

(

~

Tf)

℄

(x) � supSf(x) f

�

ur x > 0 ; (2.25)

wobei man das Supremum

�

uber alle Intervalle Q

x

und alle Funktionenfolgen f�

k

g

k2Z

mit

kf�

k

(x; y)g

k

k

l

2

� 1 nimmt.

Sei nun 	 2 C

1




(R

+

) mit 	(x) = 1 f

�

ur x 2 supp� und

P

k2Z

	(2

�k

x) � 
 mit einer

von x unabh

�

angigen Konstanten 
 > 0. Wir de�nieren ~�

k

:= H

�

[	(2

�k

�

)℄ und g

	

(f) :=

(

P

k2Z

j~�

k

�f j

2

)

1=2

. Man setzt nun f

�

ur vektorwertige Funktionen G := fg

k

g

k

und H = fh

k

g

k

aus L

p

2�+1

(R

+

; l

2

)

�

1;N

(G; x) :=

1

�(Q

x

)

Z

Q

x

X

jk+l(x)j�N

�

�

�

~�

k

� g

k

(y)� ( ~�

k

� g

k

)

Q

x

�

�

�

�

k

(x; y)y

2�+1

dy

�

2;N

(H; x) :=

1

�(Q

x

)

Z

Q

x

X

jk+l(x)j>N

�

�

�

�

k

� Th

k

(y)� (�

k

� Th

k

)

Q

x

�

�

�

�

k

(x; y)y

2�+1

dy :

Hierbei ist l(x) := 2

n

f

�

ur das Intervall Q

x

:= [x� 2

n

; x+ 2

n

℄ \ R

+

. Das Ziel ist nun

k�

1;N

(G)k

p;2�+1

� 
N

1=2�1=p

kGk

L

p

2�+1

(l

p

)

; N := max

�

1; "

�1

	

log

2

(2 +B=A) (2.26)

und

k�

2;N

(H)k

p;2�+1

� 
AkHk

L

p

2�+1

(l

2

)

(2.27)
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mit Konstanten 
 zu zeigen, die unabh

�

angig von der Wahl von Q

x

; �

k

; A;N sind. Die spe-

zielle Wahl von N ergibt si
h bei der Unglei
hung (2.27). Da die Konstante 
 insbesondere

von Q

x

und �

k

unabh

�

angig ist, kann man auf folgende Weise (2.24) und somit die Behaup-

tung folgern: Wegen der Tr

�

ager von � und 	 gilt ~�

k

� �

k

= �

k

und somit

~�

k

� (�

k

� Tf) = �

k

� Tf = �

k

� T (~�

k

� f) ;

weshalb man

Sf = �

1;N

(f�

k

� Tfg

k

) + �

2;N

(f~�

k

� fg

k

) (2.28)

hat.

Aus (2.27) und (2.22), sowie Satz 4.4 erh

�

alt man die Abs
h

�

atzung

k�

2;N

(f~�

k

� fg

k

)k

p;2�+1

� 
Akf~�

k

� fg

k

k

L

p

2�+1

(l

2

)

= 
Ak~g(f)k

p;2�+1

� 
Akfk

p;2�+1

:

Nun zur Bes
hr

�

anktheit des �

1

-Anteils in (2.28): Aus der Voraussetzung (i.) folgt mittels

Satz von Fubini

kf�

k

� Tfg

k

k

p

L

p

2�+1

(l

p

)

=

X

k

k�

k

� Tfk

p

p;2�+1

=

X

k

k�

k

� T (~�

k

� f)k

p

p;2�+1

=

X

k

kH

�

[�(2

�k

�

)mH

�

(~�

k

� f)℄k

p

p;2�+1

� A

p

X

k

k~�

k

� fk

p

p;2�+1

= A

p

kf~�

k

� fg

k

k

p

L

p

2�+1

(l

p

)

� 
A

p

k~g(f)k

p

p;2�+1

� 
A

p

kfk

p

p;2�+1

:

Aus (2.26) erh

�

alt man daher

k�

1;N

(f�

k

� Tfg

k

)k

p;2�+1

� 
N

1=2�1=p

kf�

k

� Tfg

k

k

L

p

�

(l

p

)

� 
AN

1=2�1=p

kfk

p;2�+1

und somit insgesamt die Unglei
hung (2.24).

Beweis von (2.26): Sei nun g

k

:= �

k

� Tf . F

�

ur alle x 2 R

+

gilt wegen f�

k

g

k

2 l

2

j�

1;N

(G; x)j �

2

�(Q

x

)

Z

Q

x

X

jk+l(x)j�N

j~�

k

� g

k

(y)j�

k

(x; y) y

2�+1

dy (2.29)

� 2M

H

0

�

�

X

jk+l(x)j�N

j~�

k

� g

k

j

2

�

1=2

1

A

(x)

mit der Hardy-Littlewood-MaximalfunktionM

H

bzgl. des Hankelgewi
hts. Wir wollen den

Satz von Riesz-Thorin benutzen und zeigen zun

�

a
hst die Abs
h

�

atzung f

�

ur p = 2 und dann

13



f

�

ur p =1. Na
h [13, Thm.1℄ ist die Maximalfunktion in L

p

2�+1

, p > 1, bes
hr

�

ankt, weshalb

wegen g

k

= ~�

k

� g

k

k�

1;N

(G)k

2;2�+1

� 
kf~�

k

� g

k

g

k

k

L

2

2�+1

(l

2

)

= 
k f�

k

� Tfg

k

k

L

2

2�+1

(l

2

)

= 
kGk

L

2

2�+1

(l

2

)

gilt.

Sei nun p = 1. Dur
h (2.29) und der Bes
hr

�

anktheit der Hardy-Littlewood-Maximal-

funktion in L

1

erh

�

alt man

k�

1;N

(G)k

1

� 2



















M

H

0

�

sup

l2Z

�

X

jk+l(x)j�N

j ~�

k

� g

k

j

2

�

1=2

1

A



















1

� 2(2N)

1=2

sup

k2Z

k ~�

k

� g

k

k

1

= 2(2N)

1=2

kGk

L

1

(l

1

)

:

Dur
h den Interpolationssatz von Riesz-Thorin [2, Theorem 5.6.2, S.123℄ folgt

k�

1;N

(G)k

p;2�+1

� 
N

1=2�1=p

kGk

L

p

2�+1

(l

p

)

:

Hiermit ist (2.26) bewiesen.

Beweis von (2.27): Analog zu (2.29) ergibt si
h

j�

2;N

(H; x)j � 
M

H

0

�

�

X

jk+l(x)j>N

j�

k

� Th

k

j

2

�

1=2

1

A

(x) :

Die Bes
hr

�

anktheit der Maximalfunktion auf L

2

2�+1

impliziert

k�

2;N

(H)k

2

2;2�+1

� 


X

k

k�

k

� Th

k

k

2

2;2�+1

:

Mit der De�nition von �

k

und dem Satz von Plan
herel erh

�

alt man mittels (i)

k�

2;N

(H)k

2

2;2�+1

� 


X

k

k�(2

�k

�

)mH

�

h

k

k

2

2;2�+1

� 
A

2

X

k

kH

�

h

k

k

2

2;2�+1

� 
A

2

kHk

L

2

2�+1

(l

2

)

:

Hat man no
h

k�

2;N

(H)k

1

� 
AkHk

L

1

(l

2

)

(2.30)

zur Verf

�

ugung, folgt die Behauptung (2.27) dur
h Interpolation.

F

�

ur die Abs
h

�

atzung (2.30) ben

�

otigt man eine weitere Unterteilung von �

2

. Sei daf

�

ur

R

x

:= 2Q

x

\R

+

, d.h. ein Intervall mit glei
hem Mittelpunkt wie Q

x

, doppelter L

�

ange und

bes
hr

�

ankt auf R

+

. F

�

ur eine Funktion H sei R

x

H := �

R

x

H. Analog R




x

:= �

R




x

H f

�

ur das

14



Komplement von R

x

.

Setzt man

I

N

(x) :=

1

�(Q

x

)

Z

Q

x

�

X

jk+l(x)j>N

j�

k

� T (R

x

h

k

)(y)j

2

�

1=2

y

2�+1

dy

und

II

N

(x) :=

1

�(Q

x

)

Z

Q

x

�

X

jk+l(x)j>N

�

�

�

f�

k

� T (R




x

h

k

)(y)� [�

k

� T (R




x

h

k

)℄

Q

k

�

�

�

2

�

1=2

y

2�+1

dy ;

so gilt j�

2

(H; x)j � 2I(x) + II(x). Dur
h die Cau
hy-S
hwarz-Unglei
hung, dem Satz von

Plan
herel und dem Satz von Fubini folgt

jI

N

(x)j � 


 

�(Q

x

)

X

k

k�(2

�k

�

)mH

�

(R

x

h

k

)k

2

2;2�+1

!

1=2

:

Benutzt man (i.) und wieder den Satz von Plan
herel, erh

�

alt man die S
hranke


A

 

1

�(Q

x

)

X

k

kH

�

(R

x

h

k

)k

2

2;2�+1

!

1=2

� 
A

 

1

�(Q

x

)

Z

R

x

X

k

jh

k

(y)j

2

y

2�+1

dy

!

1=2

� 
AkHk

L

1

(l

2

)

:

Also haben wir die punktweise Abs
h

�

atzung

jI

N

(x)j � 
AkHk

L

1

(l

2

)

:

Nun fehlt also nur no
h II

N

(x) abzus
h

�

atzen. Wir setzen K

x

(x) := H

�

[�m(2

k

�

)℄(x). Zu-

n

�

a
hst kann man dur
h Substitution

�

k

� T (R




x

h

k

)(y) = K

k

� [R




x

h

k

(2

�k

�

)℄(2

k

y)

zeigen. Mit der Minkowski-Integralunglei
hung gilt

jII

N

(x)j � 
 sup

x;z2Q

x

0

�

X

jk+l(x)j>N

�

�

K

k

� [R




x

h

k

(2

�k

�

)℄(2

k

y)�K

k

� [R




x

h

k

(2

�k

�

)℄(2

k

z)

�

�

2

1

A

1=2

bes
hr

�

ankt. F

�

ur die einzelnen Summanden gilt na
h Substitution

K

k

� [R




x

h

k

(2

�k

�

)℄(2

k

y)�K

k

�

�

R




x

h

k

(2

�k

�

)

�

(2

k

z)

=

Z

2

�k

v2R




x

h

k

(2

�k

v)

Z

1

0

K

k

(u)

�

D

�

(2

k

y; u; v)�D

�

(2

k

z; u; v)

�

u

2�+1

v

2�+1

dudv

=

Z

R




x

h

k

(v)2

k(2�+2)

�

(�

2

k

y

K

k

)(2

k

v)� (�

2

k

z

K

k

)(2

k

v)

�

v

2�+1

dv :

15



De�niert man nun

E

k

(x; y; z) :=

Z

R




x

2

k(2�+2)

j(�

2

k

y

K

k

)(2

k

w)� (�

2

k

z

K

k

)(2

k

w)jw

2�+1

dw ;

so erh

�

alt man

jII

N

(x)j � 
 sup

y;z2Q

x

0

�

X

jk+l(x)j>N

E

k

(x; y; z)

2

1

A

1=2

kHk

L

1

(l

1

)

:

Setzt man nun

E

k

(x; y; z) � 
Bmin

�

2

�"(k+l(x))

; 2

k+l(x)

	

(2.31)

voraus, erh

�

alt man

jII

N

(x)j � 
B sup

y;z2Q

x

0

�

X

jk+l(x)j>N

min

�

2

�"(k+l(x))

; 2

k+l(x)

	

1

A

kHk

L

1

(l

1

)

� 
B

2

4

X

k+l(x)>N

2

�"(k+l(x))

+

X

k+l(x)<�N

2

k+l(x)

3

5

kHk

L

1

(l

1

)

� 
Bmax

�

2

�"N

; 2

�N

	

kHk

L

1

(l

1

)

:

� 
B(2 +B=A)

�1

kHk

L

1

(l

1

)

� 
AkHk

L

1

(l

2

)

;

mit dem in (2.26) de�niertem N . Unter Annahme von (2.31) ist also die Abs
h

�

atzung

(2.27) gezeigt.

Nun zum Beweis von (2.31): Man betra
hte zun

�

a
hst den Fall k + l(x) > N . Na
h Substi-

tution erh

�

alt man

E

k

(x; y; z) �

Z

2

�k

w2R




x

�

�

�

�

Z

1

0

H

�

[�m(2

k

�

)℄(u)D

�

(2

k

y; w; u)u

2�+1

du

�

�

�

�

w

2�+1

dw +

+

Z

2

�k

w2R




x

�

�

�

�

Z

1

0

H

�

[�m(2

k

�

)℄(u)D

�

(2

k

z; w; u)u

2�+1

du

�

�

�

�

w

2�+1

dw :

Nun gilt D

�

(2

k

y; u; w) = 0 f

�

ur 0 < u < j2

k

y� wj oder 2

k

u+w < u <1. Wegen y; z 2 Q

x

und 2

�k

w 2 R




x

gilt j2

k

y � wj = 2

k

j2

�k

w � yj � 2

k+l(x)

, weshalb es ausrei
ht, das innere

Integral nur auf [2

k+l(x)

;1℄ zu betra
hten. Na
h dem Satz von Fubini und (1.15) folgt

Z

2

�k

w2R




x

�

�

�

�

Z

1

2

k+l(x)

H

�

[�m(2

k

�

)℄(u)D

�

(2

k

y; w; u)u

2�+1

du

�

�

�

�

w

2�+1

dw

�

Z

1

2

k+l(x)

jH

�

[�m(2

k

�

)℄(u)ju

2�+1

du

� 
B2

�"(k+l(x))
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wegen Voraussetzung (ii). Es fehlt der Fall k+ l(x) < �N . Benutzt man [7, Theorem 2.1℄,

gilt

E

k

(x; y; z) =

Z

2

�k

w2R




x

�

�

(�

2

k

y

K

k

)(w)� (�

2

k

z

K

k

)(w)

�

�

w

2�+1

dw

� 2

k

jy � zjkK

0

k

k

1;2�+1

: (2.32)

Da y; z 2 Q

x

ist, gilt jy�zj < 2

l(x)+1

. Man ben

�

otigt daher die Abs
h

�

atzung kK

0

k

k

1;2�+1

� B,

wozu man K

k

� ' = K

k

mit ' := H

�

	 benutzen kann. Da D

�

(x; y; z) = D

�

(z; y; x) und

somit

�

�x

D

�

(x; y; z) =

�

�z

D

�

(z; y; x) gilt, erh

�

alt man f

�

ur die Ableitung [K

k

� '℄

0

dur
h

partielle Integration

Z

1

0

K

k

(y)

Z

1

0

'(z)

�

�

�z

D

�

(z; y; x)

�

z

2�+1

dzy

2�+1

dy

= �

Z

1

0

K

k

(y)

Z

1

0

['

0

(z)z

2�+1

+ (2� + 1)'(z)z

�1

z

2�+1

℄D

�

(x; y; z) dz y

2�+1

dy

= �K

k

� '

0

(x)� (2� + 1)K

k

� ['(z)z

�1

℄(x) :

Es folgt mit der Faltungsunglei
hung

kK

0

k

k

1;2�+1

� kK

k

k

1;2�+1

k'

0

k

1;2�+1

+ kK

k

k

1;2�+1

k'(z)z

�1

k

1;2�+1

� 
kK

k

k

1;2�+1

;

da ' 2 S(R

+

) und � > �1=2 ist. Benutzt man wieder die Voraussetzung (ii.) mit ! = 0,

so erh

�

alt man aus (2.32) die Behauptung (2.31).

Aus diesem Satz m

�

o
hten wir, genauso wie in [11, Corollary 1℄, eine auf Glattheit basierende

hinrei
hende Bedingung f

�

ur m 2M

p

�

erhalten. Zu diesem Zwe
k f

�

uhren wir f

�

ur Funktionen

f : R

+

! R die folgende Di�erenz

r

h

f(x) := f(h

�1

x)� f(x) f

�

ur x; h > 0

ein.

In den folgenden zwei Folgerungen nehmen wir zus

�

atzli
h an, da� m eine stetige Funktion

ist. Dies ist keine Eins
hr

�

ankung f

�

ur unser Ziel Satz 2.1 zu zeigen, da wir in Proposition

2.5 sehen werden, da� f

�

ur 1 < p <

4�+4

2�+3

aus �m(t

�

) 2M

p

�

die Stetigkeit von �m(t

�

) folgt.

Korollar 2.3 Seien � > �1=2, 1 < p <

4�+4

2�+3

und � wie in Satz 2.1 gegeben. Sei ferner

m eine stetige, bes
hr

�

ankte Funktion, die der Bedingung (i) aus Satz 2.2, sowie folgender

Bedingung gen

�

ugt:

(ii)

�

sup

t>0

2

l

Z

2

2

�l

2

�(2

�l

)

kr

�

[�m(t

�

)℄k

M

p

�

d�

�

� A

l

f

�

ur alle l 2 N .
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Dann gilt

kmk

M

p

�

� 


"

A+

1

X

l=1

l

j1=p�1=2j

A

l

#

:

Beweis: Der Beweis besteht darin, Satz 2.2 lokal anzuwenden. Hierzu w

�

ahlen wir eine

Funktion  2 C

1




(R

+

) mit supp � [

1

2

; 2℄ und

R

1

0

 (x)

dx

x

= 1. De�niert man  

l

(x) :=

2

l

 (x

(2

l

)

) f

�

ur x 2 R

+

, l 2 N

0

, so gelten

R

1

0

 

l

(x)

dx

x

= 1 und supp 

l

� [2

�(2

�l

)

; 2

(2

�l

)

℄ f

�

ur

alle l 2 N

0

. Ferner benutzen wir f

�

ur me�bare Funktionen f und g die Mellin-Faltung

f �

M

g(x) :=

Z

1

0

f(�

�1

x)g(�)d�

und erh

�

alt

lim

l!1

 

l

�

M

f(x) = f(x) + lim

l!1

Z

1

0

 

l

(�)[f(�

�1

x)� f(x)℄

d�

�

:

Ist f stetig, konvergiert wegen des Tr

�

agers von  

l

die re
hte Seite gegen f(x). Setzt man

�

l

:=  

l

�  

l�1

f

�

ur l � 1 und �

0

:=  

0

, so erh

�

alt man

P

1

l=0

�

l

�

M

f(x) = f(x) f

�

ur alle

x > 0.

Sei nun f := �(2

�j

�

)m. Dur
h Substitution erh

�

alt man

�

l

�

M

[�(2

�j

�

)m℄(x) = �

l

�

M

[�m(2

j

�

)℄(2

�j

x) ;

woraus mit dem Satz von Fubini die Glei
hung

m(x) =

X

j2Z

�(2

�j

x)m(x) =

X

j2Z

1

X

l=0

�

l

�

M

[�m(2

j

�

)℄(2

�j

x) =

1

X

l=0

m

l

(x)

mit

m

l

(x) :=

X

j2Z

�

l

�

M

[�m(2

j

�

)℄(2

�j

x)

folgt. Zur Vereinfa
hung der S
hreibweise setze man g

j

:= �m(2

j

�

) f

�

ur j 2 Z.

Wir werden nun Satz 2.2 f

�

ur jedes m

l

, l 2 Z, anwenden. Der Tr

�

ager von �

l

�

M

g

j

ist in

[

1

8

; 8℄ enthalten, da supp� � [

1

2

; 2℄ gilt, und wegen l � 0 die Tr

�

ager von �

l

im Intervall

[2

�(2

�l+1

)

; 2

(2

�l+1

)

℄ � [

1

4

; 4℄ enthalten sind.

Seien nun l � 1 und 2

k

� s � 2

k+1

f

�

ur ein k 2 Z. Dann folgt

�(x)m

l

(sx) = �(x)

k+5

X

j=k�4

[�

l

�

M

g

j

℄(2

�j

sx) ; (2.33)
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da j, wegen der Tr

�

ager von �

l

�

M

g

j

und �, der Bedingung

1

8

� 2

�j

sx � 8 mit

1

2

� x � 2

gen

�

ugen mu�. Es folgt

k�m

l

(s

�

)k

M

p

�

� k�k

M

p

�

k+5

X

j=k�4

k�

l

�

M

g

j

k

M

p

�

� 


k+5

X

j=k�4

h










Z

1

0

 

l

(�)r

�

g

j

(

�

)

d�

�










M

p

�

+










Z

1

0

 

l�1

(�)r

�

g

j

(

�

)

d�

�










M

p

�

i

:

Bea
htet man den Tr

�

ager von  , ist dies bes
hr

�

ankt dur
h




k+5

X

j=k�4

k k

1

h

2

l

Z

2

(2

�l

)

2

�(2

�l

)

kr

�

[�m(2

j

�

)℄k

M

p

�

d�

�

+ 2

l�1

Z

2

(2

�l+1

)

2

�(2

�l+1

)

kr

�

[�m(2

j

�

)℄k

M

p

�

d�

�

i

:

Aus der Voraussetzung (ii)

�

folgt daher

k�m

l

(s

�

)k

M

p

�

� 
(A

l�1

+ A

l

) (2.34)

mit einer von l und k, und daher von s, unabh

�

angigen Konstanten 
. Also ist (i) aus Satz

2.2 erf

�

ullt.

Wir zeigen nun, da� m

l

der Voraussetzung (ii) des Satzes 2.2 gen

�

ugt. Sei 2N > � + 1 mit

N 2 N . Dann gilt mittels H

�

olderunglei
hung

Z

x>w

jH

�

[�m

l

(s

�

)℄(x)jx

2�+1

dx

� 
(1 + !)

�2N+�+1

�

Z

x>w

(1 + x)

2�

jH

�

[�m

l

(s

�

)℄(x)j

2

x

2�+1

dx

�

1=2

: (2.35)

Das Integral ist dur
h

�

Z

1

0

jH

�

[�m

l

(s

�

)(x)j

2

x

2�+1

dx

�

1=2

+

�

Z

1

1

jH

�

[�m

l

(s

�

)(x)j

2

x

2�+2�+1

dx

�

1=2

:= I

1

+ I

2

bes
hr

�

ankt. Benutzt man wieder (2.33), gilt wegen M

p

�

,!M

2

�

I

1

�

k+5

X

j=k�4

k�

l

�

M

g

j

(2

�j

s

�

)k

M

2

�

kH

�

�k

2;2�+1

� 


k+5

X

j=k�4

k�

l

�

M

g

j

k

M

p

�

� 
(A

l�1

+ A

l

) ;

(2.36)

indem man genauso wie in (2.34) argumentiert.

Nun zu I

2

: Wegen des Satzes von Plan
herel gilt mit dem Di�erentialoperator L

�

aus [17℄

(Der Di�erentialoperator sollte au
h in der Einleitung s
hon erw

�

ahnt werden!)

I

2

�

�

Z

1

0

jL

N

�

[�m

l

(s

�

)℄(x)j

2

x

2�+1

dx

�

1=2

:
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Man hat nun

L

N

�

=

2N

X

r=1




r

x

�(2N�r)

�

d

dx

�

r

mit nur von r; � und � abh

�

angigen Konstanten 


r

zur Verf

�

ugung. Daher gilt

I

2

� 


2N

X

r=1

k+5

X

j=k�4

 

Z

1

0

�

�

�

�

x

�(2N�r)

�

d

dx

�

r

�

�(x)�

l

�

M

g

j

(2

�j

sx)

�

�

�

�

�

2

x

2�+1

dx

!

1=2

:

Da � und ihre Ableitungen kompakte Tr

�

ager haben, die 0 ni
ht enthalten, ist x

�(2N�r)

dur
h eine Konstante bes
hr

�

ankt. Der Multiplikatorenraum M

2

�

ist dilatationsinvariant,

und somit kann I

2

dur
h




2N

X

r=1

k+5

X

j=k�4

r

X

i=0

0

�

Z

1

0

�

�

�

�

�

�

(r�i)

(x)

�

d

dx

�

i

(�

l

�

M

g

j

)(2

�j

sx)(2

�j

s)

i

�

�

�

�

�

2

x

2�+1

dx

1

A

1=2

� 


2N

X

r=1

k+5

X

j=k�4

r

X

i=0







(�

l

�

M

g

j

)

(i)







M

2

�







�

(r�i)







2;2�+1

(2.37)

abges
h

�

atzt werden, da 2

�j

s � 2

�j+4�k

ist. F

�

ur i 2 N

0

gilt

( 

l

�

M

g

j

)

(i)

(x) =

Z

1

0

 

(i)

l

(y

�1

x)g

j

(y)y

�(i+1)

dy =

Z

1

0

 

(i)

l

(y)g

j

(y

�1

x)

y

i�1

x

i

dy :

Induktiv folgt dur
h partielle Integration

Z

1

0

 

(i)

l

(�)�

i�1

d� = 0 f

�

ur i 2 N ;

weshalb

( 

l

�

M

g

j

)

(i)

(x) =

Z

1

0

 

(i)

l

(�)[g

j

(�

�1

x)� g

j

(x)℄

�

i�1

x

i

d�

und somit










( 

l

�

M

g

j

)

(i)










M

2

�

�

Z

2

(2

�l

)

2

�(2

�l

)

j 

(i)

l

(�)j







[r

�

g

j

℄(x)x

�i







1

�

i

d�

�

gilt. Da g

j

:= �m(2

j

�

) gilt jg

j

(�

�1

x) � g

j

(x)j = 0, falls

x

�

62 [

1

2

; 2℄ und x 62 [

1

2

; 2℄ ist.

Zusammen mit dem Integrationsberei
h sieht man daher, da� au�erhalb des Intervalls

1

8

< x < 8 die Beziehung jg

j

(�

�1

x)�g

j

(x)j = 0 gilt, weshalb es rei
ht, die Supremumsnorm
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�

uber diesen Berei
h zu nehmen. x

�i

kann also dur
h eine Konstante abges
h

�

atzt werden.

Es folgt










( 

l

�

M

g

j

)

(i)










M

2

�

� 


i

2

l(1+i)

i

X

i

1

=0

k 

(i

1

)

k

1

Z

2

(2

�l

)

2

�(2

�l

)







r

�

[�m(2

j

�

)℄







1

d�

�

� 
2

li

A

l

:

Setzt man dies nun in (2.37) ein, folgt

I

2

� 


2N

X

r=1

r

X

i=0

2

li

(A

l

+ A

l�1

) � 
2

2Nl

(a

l�1

+ A

l

) ; (2.38)

wobei 
 unabh

�

angig von l ist. Aus (2.35), (2.36) und (2.38) erh

�

alt man insgesamt f

�

ur l � 1

sup

t>0

Z

x>w

jH

�

[�m

l

(t

�

)℄(x)jx

2�+1

dx � 
2

l�

(1 + w)

�"

(A

l

+ A

l�1

) :

Genauso kann

sup

t>0

k�m

0

(t

�

)k

M

p

�

� 
A und sup

t>0

Z

x>w

jH

�

[�m

0

(t

�

)℄(x)jx

2�+1

dx � 
(1 + w)

�"

A

gezeigt werden. Aus Satz 2.2 folgen daher

km

l

k

M

p

�

� 
[log(2 + 2

l�

)℄

j1=p�1=2j

(A

l

+ A

l�1

) � 
l

j1=p�1=2j

(A

l

+ A

l�1

) f

�

ur l � 1

und km

0

k

M

p

�

� 
A. Wegen m =

P

1

l=0

m

l

hat man somit die Behauptung.

Indem man genauso wie in [11, Corollary 2℄ vorgeht, ist man dur
h Korollar 2.3 nun in der

Lage, eine hinrei
hende Bedingung f

�

ur Multiplikatoren m zu zeigen, falls die Lokalisierung

von m, d.h. �m(t

�

), ein Multiplikator ist und eine gewisse Glattheitsbedingung erf

�

ullt.

Korollar 2.4 Seien � > �1=2 und � wie in Satz 2.1 gegeben. Sei ferner m eine stetige,

bes
hr

�

ankte Funktion mit

sup

t>0

k�m(t

�

)k

M

p

�

=: A

0

<1 f

�

ur ein 1 < p <

4� + 4

2� + 3

:

(a) Falls es ein " > 0 mit

sup

t>0

sup

1

2

<h<2

j loghj

�"

kr

�

[�m(t

�

)℄k

M

p

�

� A

gibt, folgt m 2M

p

�

, mit kmk

M

p

�

� 
(A

0

+ A).
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(b) Falls

sup

t>0

sup

1

2

<h<2

j loghj

�"

kr

h

[�m(t

�

)℄k

1

<1 ;

so gilt m 2M

r

�

f

�

ur p < r <

4�+4

2�+3

.

Bemerkung Teil (b) folgt aus (a), indem man zwis
hen M

p

�

und M

2

�

= L

1

interpoliert.

Beweis: (a) Wir ben

�

otigen nur die Voraussetzung (ii)

�

des Korollars 2.3. Es gilt

sup

t>0

2

l

Z

2

(2

�l

)

2

�(2

�l

)

kr

h

[�m(t

�

)k

M

p

�

dh

h

� A sup

t>0

2

l

Z

2

(2

�l

)

2

�(2

�l

)

j loghj

"

dh

h

� 
A2

�l"

;

na
h Substitution s := j loghj. Aus Korollar 2.3 folgt

kmk

M

p

�

� 


"

A

0

+

1

X

l=1

l

j1=p�1=2j

A2

�l"

#

� 
(A

0

+ A) :

(b) Wir beweisen (b) dur
h (a). Wegen M

p

�

,! M

r

�

f

�

ur p < r < 2, ist k�m(t

�

)k

M

r

�

be-

s
hr

�

ankt. Wegen M

2

�

= L

1

folgt

kr

h

[�m(t

�

)℄k

M

2

�

� 
j loghj

"

f

�

ur alle

1

2

< h < 2 :

Da kr

h

[�m(t

�

)℄k

M

p

�

� 2k�m(t

�

)k

M

p

�

� 
, interpoliert man zwis
hen L

2

2�+1

und L

p

2�+1

und

erh

�

alt f

�

ur 1 < p < r < 2

kr

h

[�m(t

�

)℄k

M

r

�

� 
j loghj

�"

;

1

r

=

1� �

p

+

�

2

; 0 < � < 1 :

Damit sind die Voraussetzungen von (a) erf

�

ullt und die Behauptung folgt.

Um nun Satz 2.1 zu erhalten, wird no
h die im Korollar 2.4 aufgef

�

uhrte Glattheitsbe-

dingung an die Lokalisierung �m(t

�

) dur
h �m(t

�

) 2 M

p

�

ben

�

otigt. Dieses wird in der

folgenden Proposition geleistet. Der Beweis orientiert si
h an [19, Theorem A℄.

Proposition 2.5 Seien � > �

1

2

, 1 < p <

4�+4

2�+3

und 0 < " < min

n

1; (2� + 1)(

1

p

�

1

2

)�

1

p

0

o

.

Dann gilt f

�

ur m 2M

p

�

mit suppm � [

1

2

; 2℄

sup

1

2

<h<2

j loghj

�"

kr

h

mk

1

� 
kmk

M

p

�

mit einer von m unabh

�

angigen Konstanten 
.
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Beweis: Kann man f

�

ur beliebige Funktionen f 2 L

p

2�+1

mit suppH

�

f � [

1

2

; 2℄

sup

1

2

<h<2;x>0

j loghj

�"

jr

h

[H

�

f ℄(x)j � 
kfk

p;2�+1

(2.39)

zeigen, erh

�

alt man mit f := H

�

m �H

�

� und einer Funktion � 2 C

1




(R

+

) mit � = 1 auf

[

1

2

; 2℄,

j loghj

�"

kr

h

mk

1

= j loghj

�"

kr

h

(m�)k

1

� 
kH

�

(m�)℄k

p;2�+1

� 
kmk

M

p

�

kH

�

�k

p;2�+1

f

�

ur alle

1

2

< h < 2 und man hat die Behauptung.

Also ist (2.39) zu zeigen. Dabei kann man si
h auf

1

4

< x < 4 bes
hr

�

anken, da sonst

H

�

f(x) = 0 und H

�

f(h

�1

x) = 0 f

�

ur

1

2

< h < 2 gilt. jr

h

H

�

f(x)j ist bes
hr

�

ankt dur
h die

Summe von

I

1;h

(x) :=

�

�

�

�

Z

1

j log hj

�1

�

J

�

(xy)

(xy)

�

�

J

�

(h

�1

xy)

(h

�1

xy)

�

�

f(y)y

2�+1

dy

�

�

�

�

;

I

2;h

(x) :=

�

�

�

�

�

Z

j log hj

�1

0

�

J

�

(xy)

(xy)

�

�

J

�

(h

�1

xy)

(h

�1

xy)

�

�

f(y)y

2�+1

dy

�

�

�

�

�

:

Es gilt

sup

1

4

<x<4

I

1;h

(x) � 2 sup

1

4

<x<4

Z

1

j log hj

�1

�

�

�

�

J

�

(xy)

(xy)

�

�

�

�

�

jf(y)jy

2�+1

dy

� 2 sup

1

4

<x<4

j loghj

"

Z

1

j log hj

�1

�

�

�

�

J

�

(xy)

(xy)

�

�

�

�

�

jf(y)jy

2�+1+"

dy ;

1

2

< h < 2 ;

da (j loghjy)

"

� 1 f

�

ur " � 0 ist. Wegen j loghj

�1

>

1

2

, kann man den Integrationsberei
h auf

[

1

2

;1℄ vergr

�

o�ern. Benutzt man na
heinander die H

�

olderunglei
hung und die Abs
h

�

atzung

�

�

�

J

�

(xy)

(xy)

�

�

�

�

< 
(xy)

���1=2

, so gilt

sup

1

4

<x<4

I

1;h

(x) � 
j loghj

"

kfk

p;2�+1

sup

1

4

<x<4

�

Z

1

1=2

(xy)

�(�+1=2)p

0

y

2�+1+"p

0

dy

�

1=p

0

� 
j loghj

"

kfk

p;2�+1

f

�

ur " < (2� + 1)(1=p� 1=2)� 1=p

0

.

Nun zu I

2

: Dur
h den Mittelwertsatz erh

�

alt man

�

�

�

�

J

�

(xy)

(xy)

�

�

J

�

(h

�1

xy)

(h

�1

xy)

�

�

�

�

�

� jxy �

xy

h

j sup

s

�

�

�

�

d

ds

J

�

(s)

s

�

�

�

�

�

� 2xyj loghj sup

s

�

�

�

�

J

�+1

(s)

s

�

�

�

�

�

;
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wobei das Supremum

�

uber alle s mit xy � s �

xy

h

bzw.

xy

h

� s � xy betra
htet wird.

F

�

ur kleine xy ist das Supremum dur
h eine Konstante bes
hr

�

ankt. F

�

ur gro�e xy gilt die

Abs
h

�

atzung

sup

s

�

�

�

�

J

�+1

(s)

s

�

�

�

�

�

� 
 sup

s

s

���1=2

� 
(xy)

���1=2

: (2.40)

Sei zun

�

a
hst j loghj < x. So ergibt si
h

I

2;h

(x) �

 

Z

1=x

0

+

Z

j log hj

�1

1=x

!

sup

s

�

�

�

�

J

�+1

(s)

s

�+1

s

�

�

�

�

xyj loghjjf(y)jy

2�+1

dy =: I

3;h

(x) + I

4;h

(x) :

Es folgt mit der H

�

olderunglei
hung

sup

1

4

<x<4

I

3;h

(x) � 
 sup

x

Z

1=x

0

xyj loghjjf(y)jy

2�+1

dy

� 
 sup

1=4<x<4

j loghjkfk

p;2�+1

 

Z

1=x

0

y

2�+1

dy

!

1=p

0

� 
kfk

p;2�+1

j loghj

"

; (2.41)

da

j log hj

2

� (

j log hj

2

)

"

f

�

ur 0 < " � 1 gilt.

F

�

ur I

4;h

folgt mit (2.40)

I

4;h

(x) � 
x

��+1=2

j loghj

"

Z

j log hj

�1

1=x

y

���1=2+"

jf(y)jy

2�+1

dy ;

da wegen yj loghj � 1, yj loghj � (yj loghj)

"

f

�

ur 0 < " � 1 gilt. Dur
h die H

�

olderunglei-


hung erh

�

alt man f

�

ur " < (2� + 1)(1=p� 1=2)� 1=p

0

I

4;h

(x) � 
j loghj

"

x

��+1=2�"+�+1=2�(2�+2)=p

0

kfk

p;2�+1

: (2.42)

Falls x � j loghj ist, f

�

allt der I

4;h

-Anteil weg und die Bes
hr

�

anktheit von I

3;h

kann genauso

gezeigt werden. Also hat man insgesamt aus (2.41) und (2.42)

sup

1

4

<x<4

I

2;h

(x) � 
j loghj

"

kfk

p;2�+1

f

�

ur

1

2

< h < 2 und 0 < " < minf1; (2� + 1)(1=p� 1=2)� 1=p

0

g.

Beweis von Satz 2.1:

Dazu setzen wir Korollar 2.4 (b) und Proposition 2.5 mit �m(t

�

) an Stelle vonm zusammen.

Ist sup

t>0

k�m(t

�

)k

M

p

�

< 1, folgt aus Proposition 2.5 die Stetigkeit von �m(t

�

), weshalb
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Korollar 2.4 anwendbar ist.

Wir k

�

onnen nun den den Restriktions- und Fortsetzungssatz auf lokale Multiplikatoren-

s

�

atze, die wir in folgenden Kapitel zeigen werden, zur

�

u
kf

�

uhren.

Beweis des Restriktionssatzes 1.1: Zun

�

a
hst kann man si
h darauf bes
hr

�

anken, f

�

ur

P , R, �, � mit

1 < R � P � 2 ; R <

4�+ 4

2�+ 3

; (2�+ 2)(1=R� 1=2) < (2�+ 2)(1=P � 1=2) ;

d.h.

max

�

1

P

;

2�+ 3

4�+ 4

�

<

1

R

<

1

P

+

�� �

� + 1

�

1

P

�

1

2

�

(2.43)

die Einbettung (1.7) zu zeigen. Ein sol
hes R l

�

a�t si
h immer �nden, da f

�

ur P <

4�+4

2�+3

gerade

1

P

+

�� �

�+ 1

�

1

P

�

1

2

�

>

2�+ 3

4�+ 4

;

impliziert. Die Behauptung folgt dann dur
h Interplolation (1.5).

Wir f

�

uhren nun die Aussage auf einen lokalen Restriktionssatz zur

�

u
k. Sei dazu � 2

C

1




(R

+

) mit supp� � [

1

2

; 2℄, � � 0 und

P

k2Z

�(2

�k

x) = 1 f

�

ur x > 0. Wir benutzen

dann Theorem 2.1 mit � statt � und R statt r. Dazu w

�

ahlt man ein 1 < R

�

< R mit

(2�+ 2)(1=R

�

� 1=2) < (2�+ 2)(1=P � 1=2) :

Dann gilt

kmk

M

R

�

� 
 sup

t>0

k�m(t

�

)k

M

R

�

�

:

Da wegen � 2 C

1




(R

+

)

sup

t>0

k�m(t

�

)k

M

P

�

= sup

t>0

k�(t

�

)mk

M

P

�

� 
kmk

M

P

�

;

gilt, haben wir das Problem auf den folgenden lokalen Restriktionssatz zur

�

u
kgef

�

uhrt:

k�m(t

�

)k

M

R

�

�

� 
k�m(t

�

)k

M

P

�

; (2�+ 2)(1=R

�

� 1=2) < (2�+ 2)(1=P � 1=2)

mit einer von t unabh

�

angigen Konstanten 
. Diese Aussage werden wir im n

�

a
hsten Kapitel

zeigen.
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Beweis des Fortsetzungssatzes 1.3: Im Fall des Fortsetzungssatzes verf

�

ahrt man ge-

nauso. Hier kann man si
h darauf bes
hr

�

anken, f

�

ur P , Q, �, � mit �1=2 < � < �, � � 0,

1 < P < Q <

4�+4

2�+3

und (2�+ 1)(1=Q� 1=2) < (2�+ 1)(1=P � 1=2) die Einbettung (1.11)

zu zeigen. Denn aus der Voraussetzung (1.10) kann man die Existenz von Q mit

2�+ 3

4�+ 4

<

1

Q

<

1

P

+

2(�� �)

2�+ 1

�

1

P

�

1

2

�

folgern. Dur
h (1.5) erh

�

alt man dann die Behauptung f

�

ur alle Q, die die Voraussetzung

(1.10) erf

�

ullen.

Mit diesen P , Q, � und � kann das Theorem, genauso wie der Restriktionssatz, auf die

lokale Aussage (1 < P < Q < Q

�

<

4�+4

2�+3

)

k�m(t

�

)k

M

Q

�

�

� 
k�m(t

�

)k

M

P

�

; (2�+ 1)(1=Q

�

� 1=2) < (2�+ 1)(1=P � 1=2)

zur

�

u
kgef

�

uhrt werden. Au
h dieses Resultat werden wir im n

�

a
hsten Kapitel zeigen.

3 Lokale Hankelmultiplikatoren

3.1 Der lokale Restriktions- und Fortsetzungssatz

In diesem Kapitel werden der angek

�

undigte Restriktions- und Fortsetzungssatz f

�

ur lokale

Hankelmultiplikatoren m bewiesen, indem wir die Methoden von D. M

�

uller und A. Seeger

in [9℄ lei
ht modi�zieren.

Wir bezei
hnen M

p

�

([1=2; 2℄) als den Raum aller Multiplikatoren m 2 M

P

�

, deren Tr

�

ager

suppm im Intervall [1=2; 2℄ enthalten ist. Intuitiv sagt dann der lokale Restriktionssatz

folgendes unter diversen Voraussetzungen aus:

M

P

�

([1=2; 2℄) ,!M

R

�

�

([1=2; 2℄) ; R

�

� P :

Theorem 3.1 (lokaler Restriktionssatz)

Seien 0 � � < �, 1 < R

�

� P � 2 und 1 < R

�

<

4�+4

2�+3

. F

�

ur bes
hr

�

ankte Funktionen m mit

suppm � [

1

2

; 2℄ gilt

kmk

M

R

�

�

� 
kmk

M

P

�

; (2�+ 2)(1=R

�

� 1=2) < (2�+ 2)(1=P � 1=2)

mit einer von m unabh

�

angigen Konstanten 
.

Der lokale Fortsetzungssatz besagt intuitiv

M

P

�

([1=2; 2℄) ,!M

Q

�

�

([1=2; 2℄) ; P < Q

�

:
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Theorem 3.2 (lokaler Fortsetzungssatz)

Seien 0 � �, �1=2 < � < � und 1 < P < Q

�

<

4�+4

2�+3

. F

�

ur bes
hr

�

ankte Funktionen m mit

suppm � [

1

2

; 2℄ gilt

kmk

M

Q

�

�

� 
kmk

M

P

�

; (2�+ 1)(1=Q

�

� 1=2) < (2�+ 1)(1=P � 1=2)

mit einer von m unabh

�

angigen Konstanten 
.

Bemerkung: Te
hnis
he S
hwierigkeiten liegen sowohl im Restriktions- als au
h im Fort-

setzungssatz f

�

ur �1=2 < � < 0 vor und ist daher no
h ein o�enes Problem.

Wir werden diese S

�

atze beweisen, indem wir Ergebnisse aus [9℄ lei
ht modi�ziert anwen-

den und die Aussagen auf Ergebnisse f

�

ur die Cosinusentwi
klung (d.h. Entwi
klung bzgl.

H

�1=2

) zur

�

u
kf

�

uhren:

Satz 3.3 Seien � � 0 und

4�+4

2�+1

< p < 1. Sei ferner m eine bes
hr

�

ankte Funktion mit

suppm � [

1

2

; 2℄. Dann gilt f

�

ur alle " > 0

kmk

M

p

�

� 
kmk

1

+ 


"

�

Z

1

0

�

�

H

�1=2

[m℄(y)y

(2�+1)(1=2�1=p)+"

�

�

p

0

dy

�

1=p

0

mit einer von m unabh

�

angigen Konstanten 
.

Dieser Satz kann genauso bewiesen werden wie [9, Theorem 6.4℄, indem man in Theorem

1.2, Theorem 2.1, Theorem 2.3, Propsition 6.3 und in den S

�

atzen des Kapitels 4 und 5

aus [9℄ die Dimension n dur
h 2� + 2, � � 0, ersetzt, 
 = 0, �

1

= � sowie f

1

:= f und

f

j

:= 0, �

j

:= 0 f

�

ur j � 2 setzt. Dadur
h vereinfa
ht si
h in Kapitel 5.2 die Abs
h

�

atzung

des oszillatoris
hen Anteils O

z;�;l

. Statt Theorem 3.1 in [9℄ gen

�

ugt es, folgenden elementare

Abs
h

�

atzung zu zeigen.

Lemma 3.4 Sei � eine reellwertige Funktion auf R

2

, a 2 C




(R

3

) und T

�

de�niert dur
h

T

�

f(x) :=

Z

R

e

i��(x;y)

a(x; y)f(y) dy ; f 2 L

p

(R) ; x 2 R

2

:

Dann gilt f

�

ur alle Funktionen f 2 L

p

(R)

kT

�

fk

L

p

(R

2

)

� 
kfk

L

p

(R)

; 2 � p � 1 ;

wobei die Konstante 
 nur von kak

1

, p und vom Dur
hmesser der Menge supp a abh

�

angig

ist.
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Beweis: Wir beweisen dieses Lemma dur
h Interpolation und betra
hten daher die F

�

alle p =

2 und p =1. Zur Vereinfa
hung der S
hreibweise bezei
hnen wir mit d den Dur
hmesser

der Menge supp a.

Sei zun

�

a
hst p = 2. Dann gilt mittels der Cau
hy-S
hwarz-Unglei
hung

kT

�

fk

L

2

(R

2

)

�

�

Z

R

2

�

Z

R

ja(x; y)j

2

dy

��

Z

R

jf(y)j

2

dy

�

dx

�

1=2

� kfk

L

2

(R)

kak

L

1

(R

3

)

d

3=2

:

F

�

ur p =1 gilt

kT

�

fk

L

1

(R

2

)

� sup

x2R

2

Z

R

ja(x; y)jjf(y)j dy � kfk

L

1

(R)

kak

L

1

(R

3

)

d :

Die Behauptung folgt dur
h Interpolationssatz von Riesz-Thorin.

Hiermit kann nun der Operator O

z;�;l

aus [9, 5.2℄ abges
h

�

atzt werden, indem f

�

ur den Ope-

rator A

�

[9, (5.2.1)℄ die Unglei
hung [9, (5.2.14)℄ gezeigt wird.

Dur
h Satz 3.3 k

�

onnen wir nun den lokalen Restriktions- und Fortsetzungssatz zeigen.

Beweis des lokalen Restriktionssatzes 3.1: Wir benutzen Korollar 3.3, wobei p

0

< 2

dur
h R

�

und � dur
h � ersetzt werden, und werden daher

kmk

M

R

�

�

� 
kmk

1

+ 


�

Z

1

0

jH

�1=2

m(x)j

R

�

x

(2�+1)(1=R

�

�1=2)R

�

+"R

�

dx

�

1=R

�

mit einem no
h zu w

�

ahlenden " > 0 dur
h kmk

M

P

�

abs
h

�

atzen. Dur
h Lemma 4.1 und der

H

�

olderunglei
hung gilt

kmk

M

R

�

�

� 
kmk

1

+ 


�

Z

1

0

jH

�1=2

m(x)j

P

(1 + x)

P (2�+1)(1=P�1=2)

dx

�

1=P

�

�

Z

1

0

(1 + x)

[(2�+1)(1=R

�

�1=2)+"�(2�+1)(1=P�1=2)℄

R

�

P

P�R

�

dx

�

P�R

�

R

�

P

;

wobei das untere Integral bes
hr

�

ankt ist, falls 0 < " < (2�+2)(1=P�1=2)�(2�+2)(1=R

�

�

1=2) ist. Nun benutzt man den Transplantationssatz von Stempak. Dann gilt

kmk

M

R

�

�

� 
kmk

1

+ 


�

Z

1

0

jL

(�1=2��)=2

�

H

�

m(x)j

P

x

2�+1

dx

�

1=P

= 
kmk

1

+ 


�

Z

1

0

jH

�

[

�

�1=2��

m℄(x)j

P

x

2�+1

dx

�

1=P

� 
kmk

1

+ 


�

Z

1

0

jH

�

['m℄(x)j

P

x

2�+1

dx

�

1=P

� 
kmk

1

+ 
kmk

M

P

�

kH

�

'k

P;2�+1

;
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wobei '(�) := �

�1=2��

�(�) mit � 2 C

1




(R

+

) aus den Beweis des Korollars 3.3 ist. Die

Voraussetzung �1 < a < P (�+

3

2

)� 1 f

�

ur a = P (2�+ 1)(1=P � 1=2) aus dem Transplan-

tationssatz l

�

a�t si
h dur
h einfa
he Bere
hnung na
hpr

�

ufen. Da H

�

' 2 S(R

+

) ist, folgt

daraus die Behauptung.

F

�

ur den Beweis des lokalen Fortsetzungssatzes orientieren wir uns an dem Beweis von [9,

Theorem 1.6℄.

Beweis des lokalen Fortsetzungssatzes 3.2: Wir benutzen wieder Korollar 3.3 mit

Q

�

statt p

0

< 2 und � anstatt �, weshalb es rei
ht

I

m

:=

�

Z

1

0

jH

�1=2

m(x)j

Q

�

(1 + x)

(2�+1)(1=Q

�

�1=2)Q

�

+"Q

�

dx

�

1=Q

�

� 
kmk

M

P

�

(3.44)

zu zeigen. Sei � 2 C

1




(R

+

) mit � = 1 auf [1=2; 2℄ und supp� � [1=4; 4℄, so da� m = m�

gilt. Mit " := (2�+ 1)(1=P � 1=2)� (2�+ 1)(1=Q

�

� 1=2) > 0 gilt wegen der gewi
hteten

Faltungsunglei
hung bzgl. der Faltung in H

�1=2

(Lemma 4.2)

I

m

� 


�

Z

1

0

�

�

H

�1=2

m �H

�1=2

�(x)(1 + x)

(2�+1)(1=Q

�

�1=2)+"

�

�

Q

�

dx

�

1=Q

�

� 








H

�1=2

m(

�

)(1 +

�

)

(2�+1)(1=P�1=2)







P







H

�1=2

�(

�

)(1 +

�

)

(2�+1)(1=P�1=2)







q

� 


�

Z

1

0

jH

�1=2

m(x)j

P

(1 + x)

P (2�+1)(1=P�1=2)

dx

�

1=P

; (3.45)

mit 1=q := 1=Q

�

� 1=P + 1, da H

�1=2

� 2 S(R

+

).

F

�

uhren wir den (bes
hr

�

ankten) Kern K dur
h m =: H

�

K ein, so folgt mit dem Satz von

Fubini

H

�1=2

m(x) =

Z

1

0

r

�

2


os(xy)m(y)�(y) dy

=

Z

1

0

K(z)

Z

1

0

r

�

2


os(xy)�(y)

J

�

(yz)

(yz)

�

dyz

2�+1

dz : (3.46)

Nun benutzt man f

�

ur die Besselfunktion die Asymptotik [18, (1.71.8)℄

(

�

2

)

1=2

J


�1=2

(s) =

N�1

X

j=0

d

j;



os(s�


�

2

)s

�2j�1=2

+

N�1

X

j=0

d

j;


sin(s�


�

2

)s

�2j�3=2

+ s

�N

R




(s) ;

(3.47)

wobei 


0;


= 1 ist und R




eine beliebig oft di�ernzierbare Funktion mit bes
hr

�

ankten

Ableitungen auf [1;1) ist.
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Setzt man s := yz � 1, so erh

�

alt man und erh

�

alt

r

�

2

J

�

(s)

s

�

=

X

�

a

�

(s)e

�is

:= a

+

(s)e

is

+ a

�

(s)e

�is

(3.48)

mit

a

+

(s) :=

N�1

X

j=0

a

j

s

���1=2�2j

+

N�1

X

j=0




j

s

���3=2�2j

+R(s)s

�N��

e

�is

a

�

(s) :=

N�1

X

j=0

b

j

s

���1=2�2j

+

N�1

X

j=0

d

j

s

���3=2�2j

;

wobei R eine Funktion mit bes
hr

�

ankten Ableitungen auf [1;1) ist. (Die KoeÆzienten

a

j

, b

j

, 


j

und d

j

sind dabei nur von j und � abh

�

angig.) Dann gilt f

�

ur s � 1 die folgende

Unglei
hung

ja

(k)

�

(s)j � 
s

���1=2�k

; s � 0 ; 0 � k � N � 1 : (3.49)

Diese gilt au
h f

�

ur 0 � s := yz � 1. indem man a

+

(s) :=

J

�

(s)

s

�

e

�is

und a

�

(s) := 0,

sowie R(s) := 0 setzt. Wegen

d

ds

[s

��

J

�

(s)℄ = �

J

�+1

(s)

s

�+1

s ist (

d

ds

)

k

[s

��

J

�

(s)℄ eine Summe von




�;


s

�

J




(s)

s




, wobei 0 � � � k und � � 
 � �+ k sind. Wegen

J

�

(s)

s

�

� 1, hat man insgesamt

(3.49).

Setzt man (3.48) in (3.46) ein, so erh

�

alt man mit dem Satz von Fubini

H

�1=2

m(x) =

1

2

X

�

Z

1

0

K(z)

Z

1

0

a

+

(yz)e

iy(�x+z)

�(y) dyz

2�+1

dz + (3.50)

+

1

2

X

�

Z

1

0

K(z)

Z

1

0

a

�

(yz)e

iy(�x�z)

�(y) dyz

2�+1

dz :

Man betra
htet nun das innere Integral. F

�

ur �x + z 6= 0 und einem N 2 N mit (2� +

1)(1=r � 1=2) + 2 < N gilt dur
h partielle Integration

Z

1

0

�(y)a

+

(yz)e

iy(�x+z)

dy =

Z

1

0

�(y)a

+

(yz)[i(�x + z)℄

�N+1

D

N�1

y

e

iy(�x+z)

dy

= (�1)

N�1

[i(�x + z)℄

�N+1

Z

1

0

e

iy(�x+z)

D

N�1

y

[�(y)a

+

(yz)℄ dy

= (�1)

N�1

[i(�x + z)℄

�N+1

Z

1

0

N�1

X

k=0

�

N � 1

k

�

�

(N�1+k)

(y)a

(k)

+

(yz)z

k

e

iy(�x+z)

dy :
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Mit der Abs
h

�

atzung von a

+

erh

�

alt man wegen sup

0�k�N�1

j�

(N�1�k)

(y)j � 


�

�

�

�

Z

1

0

�(y)a

+

(yz)e

iy(�x+z)

dy

�

�

�

�

� 
j � x + zj

N�1

N�1

X

k=0

Z

4

1=4

y

���1=2�k

z

���1=2

dy

� 
z

���1=2

j � x + zj

�N+1

f

�

ur �x + z 6= 0. In einer Umgebung von �x + z = 0 hingegen, kann man wegen supp� �

[

1

4

; 4℄ und (3.49) die Abs
h

�

atzung

�

�

�

�

Z

1

0

�(y)a

+

(yz)e

iy(�x+z)

dy

�

�

�

�

�

Z

4

1=4

(yz)

���1=2

� 
z

���1=2

benutzen. Setzt man

'(s) :=

�

jsj

�N+1

f

�

ur jsj � 1

1 sonst;

so erh

�

alt man insgesamt

�

�

�

�

Z

1

0

�(y)a

+

(yz)e

iy(�x+z)

dy

�

�

�

�

� 
z

���1=2

'(�x + z) :

Genauso kann man den Anteil mit a

�

abs
h

�

atzen. Setzt man dies in (3.50) ein und erweitert

K gerade, so erh

�

alt man

jH

�1=2

m(x)j � 


X

�

Z

1

0

jK(z)jz

���1=2

'(�x� z)z

2�+1

dz

�




2

X

�

Z

1

�1

jK(z)jjzj

�+1=2

'(�x� z) dz = 
[jKjj

�

j

�+1=2

℄ � '(x)(3.51)

mit der klassis
hen Faltung � auf R.

Wir setzen nun (3.51) in (3.45) ein un erhalten dur
h Lemma 4.1 und der gewi
hteten

Faltungsunglei
hung (Lemma 4.2

I

m

� 


�

Z

1

0

�

Z

1

�1

jK(y)y

�+1=2

j'(x� y) dy

�

P

(1 + x)

(2�+1)(1=P�1=2)P

dx

�

1=P

� 


�

Z

1

0

jK(x)x

�+1=2

(1 + x)

(2�+1)(1=P�1=2)

j

P

dx

�

1=P

k'(

�

)(1 +

�

)

(2�+1)(1=P�1=2)

k

1

� 
kmk

1

+ 


�

Z

1

0

jH

�

m�(x)j

P

x

2�+1

dx

�

1=P

� 
kmk

M

P

�

;

da die Integration

�

uber ' wegen (2�+ 1)(1=P � 1=2) + 2 < N endli
h ist.
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4 Hilfsmittel

4.1 Bezei
hnungsweisen

Hier m

�

o
hten wir kurz die Begri�e erl

�

autern, die zur Erl

�

auterung des Restriktions- bzw.

Fortsetzungssatzes benutzt worden sind:

Die Fouriertransformation auf S(R

n

) ist dur
h

Ff(�) :=

Z

R

n

f(x)e

�ix�

dx ; � 2 R

n

de�niert. Auf S

0

(R

n

) wird die Fouriertransformation auf nat

�

urli
he Weise erweitert ([14,

S.25℄).

Seim : R

n

! C eine bes
hr

�

ankte, me�bare Funktion. Dann wirdm ein Fouriermultiplikator

genannt, falls

kF

�1

[m � Ff ℄k

L

p

(R

n

)

� Ckfk

L

p

(R

n

)

; f 2 S(R

n

) (4.52)

gilt. Wir s
hreiben dann

M

p

(R

n

) :=

�

m 2 L

1

(R

n

) : kmk

M

p

(R

n

)

<1

	

;

wobei kmk

M

p

(R

n

)

die kleinste Konstante C ist, bzgl. wel
her die Unglei
hung (4.52) gilt.

Der Raum aller radialen Fouriermultiplikatoren ist im allgemeinen im Raum der Hankel-

multiplikatoren M

p

(n�2)=2

der Ordnung

n�2

2

e
ht enthalten. Der Raum L

p

rad

(L

2

sph

) ist die

Menge aller me�baren Funktionen f auf R

n

, deren Norm

kfk

L

p

rad

(L

2

sph

)

:=

�

Z

1

0

kf(r;

�

)k

p

L

2

(S

n�1

)

r

n�1

dr

�

1=p

; 1 � p � 1

endli
h ist. Die Norm unter dem Integral ist die L

2

-Norm auf der n-Sph

�

are S

n�1

.

4.2 Kleinigkeiten

In diesem Kapitel werden wir einige Hilfsmittel zeigen, die n

�

utzli
h und h

�

au�g verwendet

wurden.

Lemma 4.1

Seien 1 < q < 1, � � 0 und � 2 C

1




(R

+

) mit supp� � [

1

2

; 2℄. Dann gilt f

�

ur jede

bes
hr

�

ankte Funktion m : R

+

! R

k�m(t

�

)k

1

+

�

Z

1

0

jH

�1=2

[�m(t

�

)℄(x)j

q

x

�

dx

�

1=q

� k�m(t

�

)k

1

+

�

Z

1

0

jH

�1=2

[�m(t

�

)℄(x)j

q

(1 + x)

�

dx

�

1=q

:
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Beweis: Die Unglei
hung . ist trivialerweise gegeben. Nun zur umgekehrten Ri
htung. Wir

zerlegen das Integral in

��

Z

1

0

+

Z

1

1

�

jH

�1=2

[�m(t

�

)℄(x)j

q

(1 + x)

�

dx

�

1=q

=: I

1

+ I

2

:

Es gilt

I

1

� 
kH

�1=2

[�m(

�

)℄k

1

= 














Z

2

1=2


os(y

�

)�(y)m(ty) dy













1

� 
k�m(t

�

)k

1

:

In I

2

kann man 1 + x � 2x benutzen und erh

�

alt sofort die Behauptung.

Lemma 4.2 (gewi
htete Faltungsunglei
hung)

Seien " � 0, f(

�

)(1 +

�

)

"

2 L

p

2�+1

, g(

�

)(1 +

�

)

"

2 L

r

2�+1

, 1 � p; r � 1 und

1

p

+

1

r

� 1, dann

gilt

kf � g(1 +

�

)

"

k

q;2�+1

� kf(1 +

�

)

"

k

p;2�+1

kg(1 +

�

)

"

k

r;2�+1

;

1

q

=

1

p

+

1

r

� 1 :

Beweis: Na
h De�nition gilt

f � g(x) =

Z

1

0

Z

1

0

f(y)g(z)D

�

(x; y; z)y

2�+1

z

2�+1

dydz

mit einem Kern D

�

(x; y; z), das f

�

ur x � jy � zj und y + z � x vers
hwindet. Also gilt

x < y + z, woraus aus [10, S.13℄ (1 + x)

"

< (1 + y + z)

"

� (1 + y)

"

(1 + z)

"

folgt. Man

erh

�

alt jf �g(x)(1+x)

"

j � [jf j(1+ j

�

j)

"

℄� [jgj(1+

�

)

"

℄(x). Wendet man darauf die Youngs
he

Unglei
hung f

�

ur den Hankel-Fall an, hat man die Behauptung.

Bemerkung. F

�

ur die Faltung auf R erh

�

alt man das glei
he Ergebnis (mit der Norm auf

L

p

statt L

p

2�+1

), da hier genauso jf � g(1 + j

�

j)

"

j � [jf j(1 + j

�

j)

"

℄ � [jgj(1 + j

�

j)

"

℄ gilt.

Im folgenden Satz untersu
hen wir, unter wel
hen Bedingungen die Funktion s

�


J




(s) ein

Multiplikator aus M

p

�

ist.

Satz 4.3 F

�

ur 1 < p < 2 und 
 > (2� + 1)(1=p � 1=2) � 1=2 ist m




:= s

�


J




(s) ein

Multiplikator in M

p

�

.

Beweis: Wir benutzen den Interpolationssatz f

�

ur analytis
he Familien von Operatoren und

erweitern hierf

�

ur die De�nition des Multiplikators m




f

�

ur komplexe Indizes z 2 C dur
h

m

�+1+z

(s) := s

�(�+1+z)

J

�+1+z

(s)
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und zeigen die Voraussetzungen des Interpolationssatzes.

Da f

�

ur Re(z) > �

1

2

die Funktion J

z

(s) bzgl. z holomorph ist, ist m

�+1+z

holomorph auf

der Menge fz 2 C : 0 < Re(z) < 1g und stetig auf deren Abs
hlu�.

Weiterhin gelten na
h [4, S. 37,(7)℄

H

�

�

�

�(�+1+z)

J

�+1+z

�

(x) =

2

�z

�(z + 1)

(1� x

2

)

z

+

2 L

1

2�+1

; Re(z) > �1

und

s

�(�+1+z)

J

�+1+z

(s) 2 L

1

; Re(z) > �(� + 3=2) ;

d.h. es gelten m

�+1+z

2M

1

�

und m

�+1+z

2M

2

�

. Benutzt man die Abs
h

�

atzungen

j�(x+ iy)j � �(x)e

�jyj�=2

; x �

1

2

;

jJ

x+iy

(s)j � 4�

�1=2

�

s

2

�

x

e

jyj�=2

(1 + 2x)�(x + 1)

;

sowie �(x)

�1

� 2 f

�

ur alle x � 0, so erh

�

alt man







(1�

�

2

)

�1+"+iy







1;2�+1

�

Z

1

0

(1� s

2

)

�1+"

s

2�+1

ds �

1

2"

und somit f

�

ur z = �1 + "+ iy die Abs
h

�

atzung

km

�+1+z

k

M

1

�

�

2

1�"

�(")

e

jyj�=2

1

2"

:

Ferner gilt au
h

km

z

k

M

2

�

� 4

1

p

�

2

�(�+1+x)

e

jyj�=2

(1 + 2(� + 1 + x))�(� + 2 + x)

� 4

1

p

�

e

j

yj�=2

"

; x �

1

2

+ " :

Die Wa
hstumsbedingungen sind somit au
h erf

�

ullt, weshalb aus dem Interpolationssatz

f

�

ur analytis
he Operatoren die Behauptung folgt.

4.3 Hilfsmittel aus der Littlewood-Paley-Theorie

F

�

ur die Erweiterung der lokalen Ergebnisse f

�

ur die Hankelmultiplikatoren hat man spezielle

g-Funktionen als Hilfsmittel benutzt. Wir m

�

o
hten nun den zentralen Satz der Littlewood-

Paley-Theorie im Falle der Hankeltransformation zeigen.
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Satz 4.4 Sei � 2 C

1




(R

+

) eine Funktion mit � � 0 und supp� � [2

�N

; 2

N

℄ f

�

ur ein festes

N 2 N, die der Bedingung 


1

�

P

k2Z

�(2

�k

x) � 


2

mit von x unabh

�

angigen Konstanten




1

, 


2

> 0 gen

�

ugt.

Dann gilt f

�

ur die g-Funktion g

�

(f)(x) :=

�

P

k2Z

jH

�

[�(2

�k

�

)℄ � f j

2

�

1=2

f

�

ur alle Funktionen

f 2 L

p

2�+1

kg

�

(f)k

p;2�+1

� kfk

p;2�+1

; 1 < p <1 :

Um dies zu beweisen ben

�

otigt man die folgende, einfa
he Modi�kation des Theorems 3

aus [13℄, die man genauso aus [13, Theorem 2℄ herleiten kann, indem man die Betr

�

age von

Tf(x), Tg(x), Tb(x) und K(x; y) dur
h l

2

-Normen ersetzt.

Proposition 4.5 Der vektorwertige Kern K := fK

k

g

K2Z

erzeuge den Operator

Tf(x) :=

Z

1

0

K(x; y)f(y) d�(y) =

�

Z

1

0

K

k

(x; y)f(y) d�(y)

�

k2Z

;

wobei � ein Verdopplungsma� ist. Es gelte



















 

X

k2Z

jT

k

f(

�

)j

2

!

1=2



















2;�

� 
kfk

2;�

f

�

ur alle f 2 L

2

�

(4.53)

und

Z

B(y;2Æ)




kK(x; y)�K(x; �y)k

l

2

d�(y) � A f

�

ur �y 2 B(y; Æ) (4.54)

f

�

ur alle y, Æ > 0. Dann folgt f

�

ur f 2 L

p

�



















 

X

k2Z

jT

k

f(

�

)j

2

!

1=2



















p;�

� Ckfk

p;�

; 1 < p � 2

wobei die Konstante C nur von 
, A und p, jedo
h ni
ht von K oder f abh

�

angig ist.

Beweis von Satz 4.4:Wir zeigen zun

�

a
hst kg

�

(f)k

p;2�+1

� 
kfk

p;2�+1

und benutzen Satz

4.5 mit

T

k

f(x) :=

Z

1

0

K

k

(x; y)f(y) d�(y) ; d�(y) := y

2�+1

dy
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und

K

k

(x; y) :=

Z

1

0

H

�

[�(2

�k

�

)℄(z)D

�

(x; y; z) d�(z) = �

y

[H

�

(�(2

�k

�

))℄(x) :

Dann gilt

 

X

k2Z

jT

k

f(x)j

2

!

1=2

=

 

X

k2Z

jH

�

[�(2

�k

�

)℄ � f(x)j

2

!

1=2

= g

�

(f)(x) :

Ferner ist na
h [15, Prop. 4℄ d� ein Verdopplungsma�.

Wir zeigen zun

�

a
hst die Voraussetzung (4.53) des Satzes 4.5: Mit dem Satz von Fubini und

dem Satz von Plan
herel folgt

kg

�

(f)k

2

2;2�+1

�

Z

1

0

X

k2Z

j�(2

�k

x)j

2

jH

�

f(x)j

2

x

2�+1

dx :

Glei
hm

�

a�ig in x > 0, gibt es na
h Konstruktion f

�

ur jedes x nur endli
h viele k 2 Z, so

da� �(2

�k

x) 6= 0 ist. Daher gilt

P

k

j�(2

�k

x)j

2

�

P

k

j�(2

�k

x)j � 1. Dur
h den Satz von

Plan
herel erh

�

alt man dann

kg

�

(f)k

2;2�+1

� kfk

2;2�+1

(4.55)

und (4.53) gilt.

Um die Voraussetzung (4.54) des Satzes 4.5, d.h. die H

�

ormander-Bedingung zu zeigen,

sei zun

�

a
hst y, �y 2 R

+

fest. Dann w

�

ahlt man ein k

0

2 Z, so da� 2

k

0

jy � �yj � 1 und

2

k

0

+1

jy � �yj � 1 gelten. Wir ben

�

otigen die Bes
hr

�

anktheit der Terme

Z

jx�yj�2jy��yj

" 

X

k�k

0

+

X

k�k

0

!

j�

y

[H

�

(�(2

�k

�

))℄(x)� �

�y

[H

�

(�(2

�k

�

))℄(x)j

2

#

1=2

x

2�+1

dx

=: S

1

+ S

2

:

Dur
h Substitution erh

�

alt man

�

y

[H

�

(�(2

�k

�

))℄(x) = 2

k(2�+2)

�

2

k

y

[H

�

�℄(2

k

x) : (4.56)

Also gilt

S

1

� 2

Z

jx�yj�2jy��yj

 

X

k�k

0

j2

k(2�+2)

�

2

k

y

[H

�

�℄(2

k

x)j

2

!

1=2

x

2�+1

dx

� 


X

k�k

0

2

k(2�+2)

Z

jx�yj�2jy��yj

�

�

�

�

Z

1

0

H

�

�(z)D

�

(2

k

x; 2

k

y; z)z

2�+1

dz

�

�

�

�

x

2�+1

dx ;
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da l

1

,! l

2

. Nun gilt aber D

�

(2

k

x; 2

k

y; z) = 0 f

�

ur 0 < z < 2

k

jx � yj oder 2

k

(x + y) <

z < 1. Daher rei
ht es f

�

ur das innere Integral,

�

uber [2

k+1

jy � �yj;1[ zu integrieren, da

2

k+1

jy � �yj � 2

k

jx� yj � z ist. Mit dem Satz von Fubini erh

�

alt man

S

1

� 


X

k�k

0

2

k(2�+2)

Z

jx�yj�2jy��yj

Z

1

2

k+1

jy��yj

jH

�

�(z)jD

�

(2

k

x; 2

k

y; z)z

2�+1

dz x

2�+1

dx

� 


X

k�k

0

2

k(2�+2)

Z

1

2

k+1

jy��yj

jH

�

�(z)j

Z

1

0

D

�

(2

k

x; 2

k

y; z)x

2�+1

dx z

2�+1

dz

� 


X

k�k

0

Z

1

2

k+1

jy��yj

jH

�

�(z)jz

2�+1

dz :

Nun w

�

ahlt man ein � > � + 1. Mit der Cau
hy-S
hwarz-Unglei
hung folgt wegen H

�

� 2

S(R

+

)

S

1

� 


X

k�k

0

kH

�

�k

2;2�+2�+1

�

Z

1

2

k+1

jy��yj

z

�2�+2�+1

dz

�

1=2

� 


X

k�k

0

(2

k�k

0

)

��+�+1

� 
 ;

da 2

�k

0

�1

� jy � �yj.

Wir zeigen nun die Bes
hr

�

anktheit von S

2

und k

�

onnen in diesem Fall [7, Theorem 2.1℄

benutzen. Wegen (4.56), l

1

,! l

2

und des Satzes von Fubini gilt

S

2

� 


X

k�k

0

2

k(2�+2)

Z

1

0

j�

2

k

y

(H

�

�)(2

k

x)� �

2

k

�y

(H

�

�)(2

k

x)jx

2�+1

dx

� 2

k

jy � �yjk(H

�

�)

0

k

1;2�+1

� 


X

k�k

0

2

k�k

0

� 
 ;

da H

�

� 2 S(R

+

) und jy� �yj � 2

�k

0

ist. Damit hat man nun au
h die Voraussetzung (4.54),

weshalb man aus Satz 4.5 die Behauptung f

�

ur 1 < p � 2 folgern kann. F

�

ur 2 < p < 1

folgt die Behauptung dur
h ein Dualit

�

atsargument wie in [12, (
),S.33℄.

Wir beweisen nun kfk

p;2�+1

� 
kg

�

(f)k

p;2�+1

. Dur
h Polarisierung f

�

uhrt man die Behaup-

tung auf die Unglei
hung kg

�

(f)k

p;2�+1

� 
kfk

p;2�+1

zur

�

u
k. F

�

ur Funktionen h 2 L

p

0

2�+1

gilt wegen (4.55)

Z

1

0

f(x)h(x)x

2�+1

dx =

1

4

(kf + hk

2

2;2�+1

� kf � hk

2

2;2�+1

)

�

Z

1

0

g(f)(x)g(h)(x)x

2�+1

dx :

Dur
h die Umkehrung der H

�

olderunglei
hung folgt daraus

kfk

p;2�+1

� sup

h

�

�

�

�

Z

1

0

g(f)(x)g(h)(x)x

2�+1

dx

�

�

�

�

;

37



wobei das Supremum

�

uber alle h 2 L

p

0

2�+1

mit khk

p

0

;2�+1

� 1 betra
htet wird. Wendet man

auf die linke Seite die H

�

olderunglei
hung an und dann kg(h)k

p

0

;2�+1

� khk

p

0

;2�+1

, so hat

man die Behauptung.
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