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1 Einleitung

In vielen Bereichen der Wissensverarbeitung und der Kiinstlichen Intelligenz
wurden in den letzten Jahren Wissensreprisentationsformalismen gesucht, die
zum einen logisch prézise und leicht algorithmisch zu handhaben sind, zum an-
deren aber auch nah an der natiirlichen Sprache und somit fiir Menschen gut
lesbar sind. Mit den begrifflichen Graphen hat J.F. Sowa in den siebziger Jahren
einen einfachen und ausdrucksstarken Formalismus fiir die Wissensreprisenta-
tion vorgeschlagen, mit dem er in seinem Buch “Conceptual Structures” [So84]
die in der Kiinstlichen Intelligenz entwickelten Semantischen Netze mit den exi-
stentiellen Graphen von C.S. Peirce kombinierte. Mit ihrem direkten Bezug zur
natiirlichen Sprache und ihrer graphischen Reprisentation dienen die begriffli-
chen Graphen als Sprache fiir die Mensch-Maschine-Kommunikation, denn sie
eignet sich gut als Zwischensprache zur Ubersetzung computerorientierter For-
malismen in natiirliche Sprache und zuriick. Ein Beispiel fiir einen begrifflichen
Graphen ist der folgende:

[BOSE PERSON: Hexe | —! @ 2 [BEDROHEN —'é KIND: Hansel

Mit diesem begrifflichen Graphen wird der Satz “Die bdse Person Hexe be-
droht das Kind Hdnsel.” formalisiert. Die Grundlage der Formalisierung ist ein
gerichteter Multihypergraph, dessen mit Labels ausgestattete Kanten (hier mar-
kiert durch die Linien und Ellipsen) mit Relationen (agent und patient) und des-
sen Ecken (markiert durch die Rechtecke) mit Begriffen (BOSE PERSON und
KIND) und Referenzen (Hexe und Hansel) versehen werden. In solchen begriffli-
chen Graphen werden Gegenstinden Begriffe zugeordnet, und sie werden durch
Relationen in Beziehungen gesetzt. Den so formalisierten Satz konnen wir daher



lesen als “Das Kind Hinsel ist das Objekt (Patient) des Bedrohens, dessen Sub-
jekt (Agent) die bése Person Heze ist.”. Auf diese Weise lassen sich viele Sdtze
der natiirlichen Sprache durch die graphische Sprache formalisieren.

Die Sprache 148t sich vor allem auf zwei Weisen erweitern: Zum einen kénnen
durch Schachtelungen auch Teilsitze in Beziehung gesetzt werden, so dafl etwa
Sitze der Form “Das Kind Hdnsel glaubt, er kdnne die Geschwister retten.” for-
malisiert werden kdnnen, und zum anderen kann die Sprache durch Einfiihrung
von Variablen und Quantoren erweitert werden. Wir wollen uns jedoch zunéchst
auf die einfachen begrifflichen Graphen beschrinken.

Fiir die Wissensverarbeitung ist nicht nur die geeignete Reprasentation des
Wissens von grofier Bedeutung, sondern insbesondere auch einfache und effizi-
ente Inferenzmechanismen. Dazu wurden von J.F. Sowa (in Anlehnung an die
Peirceschen Inferenzregeln fiir existentielle Graphen) Inferenzregeln entwickelt
(vgl. [So84]), die in verschiedenen Anwendungen erfolgreich implementiert wor-
den sind.

Gleichwohl, so formulierten es M. Chein und M.-L. Mugnier in ihrer Arbeit
[CM92], bedurften viele Begriffe, Definitionen und Algorithmen einer Prizisie-
rung. Sie mathematisierten daher die von J.F. Sowa eingefithrte Theorie der
begriflichen Graphen mit Hilfe der graphentheoretischen Sprache, wobei sie
sich zunichst auf die konjunktiv-existientielle Teilsprache der sogenannten ein-
fachen, d. h. nicht geschachtelten begrifflichen Graphen ohne Allquantoren und
Negationen, beschrinkt haben. Geschachtelte begrifliche Graphen wurden in
spateren Arbeiten mathematisiert (etwa [CM96)). Fiir die einfachen begrifflichen
Graphen entwickelten sie eine Theorie, in der Inferenzen bestimmter begrifflicher
Graphen durch Graphen-Homomorphismen, sogenannte Projektionen, beschrie-
ben werden. Damit wurde ein bereits bei J.F. Sowa vorkommender Begriff zu
einem effizienten Werkzeug fiir die Handhabung der Inferenzen entwickelt.

In all diesen Arbeiten wurde jedoch erstaunlicherweise eine genaue Trennung
von Syntax und Semantik vernachlissigt. Zwar definierte J.F. Sowa in [So84]
einen Ubersetzungsmechanismus der begrifflichen Gaphen in die Pridikatenlogik
erster Stufe, deren Semantik festgelegt ist, doch haben sich dort immer wieder
Fehler eingeschlichen, so daff die Klarheit und Uberschaubarkeit dieses Ansatzes
zumindest in Zweifel gezogen werden muf} (siche etwa die Berichtigungen und
Prizisierungen bei [CM92] und [We95]).

Auch wenn die Entsprechung der Sprache der begrifflichen Graphen mit der
Pridikatenlogik erster Stufe in vieler Hinsicht eine gewinnbringende Absiche-
rung der Theorie bietet, so erscheint es doch als Mangel, die Semantik der be-
grifflichen Graphen nicht expliziter formuliert zu haben. Hinzu kommt, daf§ mit
der Ubersetzung in die Pridikatenlogik der Bezug zur realen Welt geschwicht
wird, der als ein wesentlicher Vorteil der modernen Wissensreprisentations-
formalismen gegeniiber der Pradikatenlogik gilt.

Daher wire es wiinschenswert, die Semantik der begrifflichen Graphen in
einem Bezugsrahmen definieren zu kénnen, in dem die Anbindung an die reale
Welt erhalten bleibt. In gewisser Hinsicht leistet dies die mengensprachliche Se-
mantik, die von Chein/Mugnier in [CM96] definiert und in Teilen ihrer Beweise
benutzt wird, doch ist sie naturgemf rein extensional, so dafl die intensionalen
Aspekte verloren gehen. Eine solche, extensionale wie intensionale Komponen-
ten beriicksichtigende Semantik kann man definieren, wenn der Bezug zwischen
der Theorie der begrifflichen Graphen und der Formalen Begriffsanalyse her-



gestellt wird. Ein solcher Bezug wird in dieser Arbeit hergestellt, indem die
Theorie der begrifflichen Graphen in die Entwicklung einer Kontextuellen Logik
eingebunden wird.

Unter Kontextueller Logik soll ein Ansatz verstanden werden, der auf der
Grundlage formaler Kontexte die traditionelle philosophische Logik mathemati-
siert. Diese war bis zum Beginn dieses Jahrhunderts nach den Hauptfunktionen
des Denkens gegliedert in die Lehre vom Begriff, die Lehre vom Urteil und die
vom Schluf} (vgl. [Ka88], [Wi97]). Schon 1981 wurde in der Formalen Begriffsana-
lyse das philosophische Verstindnis von Begriffen als Einheiten des Denkens mit
Extension und Intension auf der Grundlage von formalen Kontexten mathema-
tisiert (vgl. [Wi82]). Daraus entstand eine reichhaltige mathematische Theorie,
die wir als mathematisierte Lehre vom Begriff auffassen konnen (vgl. [GW96]).

Urteile im Sinne der traditionellen philosophischen Logik sind fiir wahr gehal-
tene Aussagen, mit denen Verbindungen von Begriffen hergestellt werden (vgl.
[Wi96]). Verstehen wir die begrifflichen Graphen als solche Verbindungen von
Begriffen eines formalen Kontextes (wir nennen sie dann Begriffsgraphen), so
konnen wir die Theorie der Begriffsgraphen als mathematisierte Lehre vom Ur-
teil entwickeln und uns dabei die bereits weit entwickelte mathematische Theo-
rie der Begriffe, die Formale Begriffsanalyse, zu nutze machen (vgl. [Wi97]). Die
Untersuchung der Inferenzen bildet den Anfang einer Lehre vom Schluf.

Im Rahmen der Kontextuellen Logik soll die Theorie der Begriffsgraphen
formaler Kontexte auf zweifache Weise entwickelt werden: einmal als mathema-
tische Strukturtheorie, bei der Begriffsgraphen formaler Kontexte Realisierun-
gen von abstrakten Begriffsgraphen sind (dies hat R. Wille in [Wi97] begonnen),
und zum anderen als Theorie mathematischer Modelle einer syntaktischen Spra-
che, bei der Begriffsgraphen formaler Kontexte semantische Interpretationen
von syntaktischen Strukturgraphen sind, womit der Rahmen fiir diese Arbeit
abgesteckt ist.

Zu diesem Zweck werden in dieser Arbeit zunichst Syntax und Semantik der
Begriffsgraphen definiert sowie die von J.F. Sowa definierten Herleitungsregeln
und der von M. Chein und M.-L. Mugnier entwickelte Begriff der Projektionen
auf die Begriffsgraphen angepafit. Um eine Vollstdndigkeit des Kalkiils zu er-
reichen, miissen die Herleitungsregeln allerdings erweitert werden, so dafl der
Begriff der Projektionen fiir die Begriffsgraphen nicht mehr trigt. Statt dessen
wird mit dem sogenannten Standardmodell eines Begriffsgraphen ein Werkzeug
vorgestellt, mit dem Inferenzfragen durch begriffsanalytische Methoden leicht
handhabbar werden.

Damit kénnen nicht nur Syntax und Semantik der Begriffsgraphen getrennt
und ein modelltheoretisch abgesicherter Folgerungsbegriff geprigt, sondern auch
eine Semantik bereitgestellt werden, die die Einbindung in Begriffliche Wissens-
systeme auf einfache Weise ermdglicht. Und so ist diese Arbeit ein erster Schritt
fiir die Weiterentwicklung der mathematischen Grundlagen der Begrifflichen
Wissensverarbeitung und einer Theorie Begrifflicher Wissenssysteme, indem sie
die Ergebnisse und Methoden der Formalen Begriffsanalyse mit der in der Praxis
der Wissensverarbeitung bereits erfolgreich angewandten Theorie der begriffli-
chen Graphen zu einer Kontextuellen Logik verkniipft, die zu der grundlegenden
Sprache der Begrifflichen Wissensverarbeitung ausgebaut werden soll.



2 Syntax der Sprache der Begriffsgraphen
2.1 Definition der Syntax

In diesem Abschnitt sollen Begriffsgraphen als syntaktische Konstrukte ein-
gefiilhrt werden, deren Semantik in relationalen Kontexten im n&chsten Ab-
schnitt erklirt wird. Wir beginnen mit einem Alphabet von Namen, die durch
Taxonomien geordnet sind.

Definition 1 Das ALPHABET der Begriffsgraphen ist ein Tupel A := (C,G,R),
wobei (C,<c) eine endliche geordnete Menge ist, deren Elemente BEGRIFFS-
NAMEN heiflen, G eine endliche Menge ist, deren Elemente GEGENSTANDSNA-
MEN heifien und (R,<g) eine Vereinigung von endlichen geordneten Mengen
(R, <®r),)k=1,..n (fir einn € N mit n > 1) ist, deren Elemente RELATIONS-
NAMEN heiffen.

Fiir die folgenden Kapitel wollen wir stets nur Begriffsgraphen iiber einem
festen Alphabet (C,G,R) betrachten.

Haben wir durch die Mengen C, G und R das Alphabet einer formalen Spra-
che gegeben, so wollen wir nun erkldren, was die “well-formed formulas” dieser
Sprache sein sollen. Aus Sicht der philosophischen Logik geben diese well-formed
formulas gerade die Syntax der hier betrachteten Urteile wieder. Diese Syntax
der Urteile wird durch Begriffsgraphen gegeben, die auf der mathematischen
Struktur eines gerichteten Multi-Hypergraphen basieren:

Definition 2 FEin GERICHTETER MULTI-HYPERGRAPH (VOM TYP n) ist ein
Tupel (V, E,v), bei dem V und E endliche Mengen sind, deren Elemente Ecken
bzw. Kanten genannt werden, und v : E — |J }_,V* (mitn € Nyn > 1) eine
Abbildung ist.

Fiir eine Kante e € E mit v(e) = (v1,...,v;) definieren wir |e| := k und
schreiben V(e)‘i := v;. Auflerdem sei fiirv € V die Teilmenge E, C E die Menge
der mit v inzidenten Kanten, also E, :={ec€ E|3i=1,...,n: I/(e)’i =uv}.

Definition 3 Ein BEGRIFFSGRAPH (VOM TYP n) dber dem Alphabet A :=
(C,G,R) ist eine Struktur & := (V,E,v,k,p,0), bei der

(V,E,v) ein endlicher gerichteter Multi-Hypergraph (vom Typ n) ist,

e k:VUE —=CUTR eine Abbildung ist, fir die k(V) CC und k(E) CR
ist und fiir alle e € E gilt k(e) € Rye|,

p:V = PB(G)\{0} eine Abbildung ist,

0 eine Aquivalenzrelation auf V ist, fir die fir alle vi,vs € V mit v10vs
gilt p(v1) = p(v2).

Fiire € Emit v(e) = (v1,...,v;) wollen wir folgende Schreibweise einfiihren:
ple) := p(v1) X ... x p(vg).

Mit Begriffsgraphen erfassen wir die Struktur der einfachen begrifflichen Gra-
phen von J.F. Sowa: Die Abbildung v gibt an, welche Ecken aus V' durch eine
Kante aus E in welcher Reihenfolge verbunden werden. Die Abbildung x ord-
net jedem der Kisten einen Begriffsnamen (in Grofibuchstaben geschrieben)
und jedem Kreis einen Relationsnamen zu, entspricht also der Abbildung type



bei J.F. Sowa [S084]. Durch die Abbildung p werden den Begriffsnamen Refe-
renzen, also Mengen von Gegenstandsnamen zugewiesen, sie entspricht Sowas
Abbildung referent. Allerdings erlauben wir hier als Referenzen eines Begriffs-
namens beliebige Gegenstandsmengen (statt nur einelementige Mengen, wie
Chein/Mugnier), nicht jedoch generic markers. Durch die Aquivalenzrelation
0 werden die coreference links formalisiert, die nur zwischen gleich instanzierten
Begriffen gesetzt werden diirfen.

Zwei Begriffsgraphen, die bis auf Umbenennung der Ecken und Kanten gleich
sind, wollen wir isomorph nennen:

Definition 4 Zwei Begriffsgraphen &, := (Vi,E1,v1,k1,p1,01) und Gy =
(Va, B2, v2, K2, p2, 02) heiffen ISOMORPH, wenn es bijektive Abbildungen my: Vo —
Vi und ng: E5 — E; gibt mit

o fiir alle e € Ey ist |e| = |rg(e)| und fir allei =1,...,e| gilt

v (va(e)],) = ri(rs(e))
o fiir alle v € Vs ist k2(v)
)

;)

-

w1 (v (v)),
k1(rg(e)) und

o fiir alle v € Va ist pa(v) = p1(my (v)).

o fiir alle v,w € Vs gilt (v,w) € 8y <= (my(v), 7y (w)) € b1.

o fiir alle e € Ey ist ka(e

2.2 Inferenzen von Begriffsgraphen

Bei Sowa und Chein/Mugnier werden Inferenzen von begrifflichen Graphen auf
zwel Weisen beschrieben: Zum einen werden Herleitungsregeln fiir begriffliche
Graphen angegeben, die im wesentlichen den Peirceschen Regeln fiir Existentiel-
le Graphen entsprechen, und zum anderen werden diese Herleitungsregeln durch
sogenannte Projektionen, also Graphenhomomorphismen, charakterisiert. Wir
wollen hier in weitgehender Analogie die Definitionen fiir unsere Begriffsgraphen
vorstellen. Wir beginnen mit der Definition von Unterbegriffsgraphen und der
Projektion zwischen Begriffsgraphen:

Definition 5 FEinen Begriffsgraph & := (V, E,v,k,p,0) nennt man UNTER-
BEGRIFFSGRAPH eines Begriffsgraphen &' := (V' ,E',v' k', p',0") wenn V C V'
und E C E' gilt, und die Abbildungen v', k' und p’ Fortsetzungen von v, k und
p sind.

Den Begriff der Projektion von Begriffsgraphen definieren wir in Anlehnung
an Sowas Projektionen (vgl. [So84]). Da diese allerdings (im Unterschied zum
allgemein iiblichen Gebrauch des Wortes) nicht surjektiv sind, benutzen wir
dafiir den Begriff der Quasiprojektionen und binden den Begriff der Projektion
hier im iiblichen Sinne an die Surjektivitét:

Definition 6 Fir zwei Begriffsgraphen &1 := (V1, E1,v1, K1, p1,601) und &y :=
(Va, E2,v2, K2, p2,02) ist eine PROJEKTION von B2 auf &, eine Vereinigung
my Ung von surjektiven Abbildungen wy:Ve — Vi und ng: B2 — Ei, fir die
gilt

o fiir alle e € Ey ist |e| = |mg(e)| und fir allei =1,...,e| gilt

v (va(e)],) = vi(rz(e))

i’



[MENSCH: Vater, Stiefmutter — —2|KIND: Gretel

‘ MENSCH: Vater, Stiefmutter ‘ — 2
> KIND: Gretel
MENSCH: Vater | —'— 2

Abbildung 1: Gegenbeispiel zur Antisymmetrie der Projektion

o fiir alle v € Va ist k1(my(v)) <c¢ k2(v),
o fir alle e € Ey ist ki(ng(e)) <gr k2(e) und
o fiir alle v € V3 ist pi(my (v)) D p2(v).

Eine Projektion von &2 auf einen Unterbegriffsgraphen von &, wird QUASI-
PROJEKTION von &2 nach &1 genannt.

Mit diesen Begriffen konnen wir nun eine Quasiordnung festlegen:

Definition 7 Fir zwei Begriffsgraphen o und &1 schreiben wir ;1 < B,
wenn es eine Quasiprojektion von &2 nach & gibt.

Lemma 8 Die Relation < bildet eine Quasiordnung auf der Klasse aller Be-
griffsgraphen dber dem Alphabet (C,R,G), d. h. sie ist reflexiv und transitiv.

Beweis: Offensichtlich ist die Relation < reflexiv. Zu zeigen ist die Transitivitt.
Gilt 8; < 6, und &, < B3, so existieren fiir (i,7) € {(2,1),(3,2)} Quasipro-
jektionen 7y, Ung,, mit ny;;: V; = V; und 7g,;: E; — Ej;. Dann definieren wir
Ty, : Va = Vi durch 7y, := 7y, o Ty, und analog 7g,, := Tg,, © TE,,.

Auch 7y, Umg,, ist eine Quasiprojektion, denn es gilt fiir alle e € Ej fiir
allei =1,...,]e|

V31 (1/3(6)|i) = Va1 TVss (Z/3(€)|i) = Ty (V2(7TE52 (6))|l)
= n ((ﬂ'Em 71-Esz(e)))’i Vl(ﬂ'E:n (6))‘Z

und k1 (Tg,, () = k1(TEy, TE,, () <k K2(TE,,(e)) <z k3(e). Ahnlich lassen
sich die anderen Bedingungen fiir 7y,, und ng,, nachrechnen. a

Daf§ die Relation < keine Ordnung, das heiffit nicht auch antisymmetrisch
ist, kann man z. B. an den Begriffsgraphen aus Abbildung 1 sehen, denn es gibt
jeweils Quasiprojektionen von einem Begriffsgraphen zum anderen, sie sind aber
nicht gleich.

Chein/Mugnier zeigen in [CM92], daff diese Quasiordnung < einen Kalkiil
charakterisiert, den wir auch auf unsere Modifikation iibertragen wollen. Daf§
diese Herleitungsregeln fiir unsere Begriffsgraphen allerdings nicht vollstindig
sind, werden wir im n#chsten Kapitel mit Hilfe der Semantik zeigen.

Definition 9 Gegeben seien zwei Begriffsgraphen & .= (V, E, v, k, p,0) und &'.
Wir definieren folgende Herleitungsregeln:



1. Gilt fir &' .= (V',E', V'K, p',8") die Bedingungen
o V' =V\{v}U{(v,1),(v,2)} fiir einv eV,
e E' = E\E,UE" mit
E" :={(e,0) | e € E,, § € {1,2}*"1} wobei [e,v] := {i | V(e)‘i = v},

VI|E\EU = V|E\EU und
v(e falls i & [e,v]

: _ ) ) ,
v (6,(5)|i = { (0.60)) falls i€ [e,0] fir alle (e,6) € EY,

e k' VUE' = CUR
z —  k(z) fir allex € V\{v}UE\E,
(v,5) = w(v) firj=1,2
(e,6) +— k(e) fir alle (e,6) € E,

hd ’O"V\{v} = p’V\{v} und P’(U,j) = p(’U) fir j =1,2 und

= O X V) U {(09), (0,9) |5 = 1,2}
U {((v,4),w) |j =1,2 und (v,w) € 6}
U {(w7 (Ua.])) |.] =1,2 und (IU,’U) € 9}7

dann sagen wir, daff &' aus & durch VERDOPPELN DER ECKE v € V
hervorgeht.

2. Ist &' = (V',E,v,6|y, g Plyn ') mit VI = V\{v} fir einv € V mit
E,=0undd =60NV'xV', so geht &' aus & durch WEGNEHMEN DER
ISOLIERTEN ECKE v € V hervor.

3. Gelten fir den Begriffsgraphen &' = (V,E',v' k', p,8) die Beziehungen

E' = E\{e}U{(e, 1), (e,2)} fiireine € E, I/I|E\{E} = V|E\{e} und v'(e, j)
o . ! _ 12 - _ o

v(e) fir j = 1,2, |VU(E\{e}) = H|VU(E\{6}) und k'(e,j) = k(e) fir
Jj=1,2, so geht &' aus & durch VERDOPPELN DER KANTE e € E hervor.

4. Gilt &' = (V,E\{e},v E,,K;’VUE,,,O, 0) fir ein e € E, dann sagen wir, &'
geht aus & durch WEGNEHMEN DER KANTE e € E hervor.

5. Ist &' = (V,E,v,k', p,0) sowie HI’(V\{v})UE = H‘(V\{v})uE und k'(v) =c
mit ¢ € C und k(v) <¢ c fiir eine Ecke v € V, dann geht &' aqus & durch
VERALLGEMEINERN DES BEGRIFFSNAMENS k(v) hervor.

[ ! ! : ! i I —

6. Ist &' = (V,E,v,k,p,0") mit k ’VU(E\{E}) = /@‘VU(E\{E}) und k'(e) =

R mit k(e) <r R fiir eine Kante e € E, dann geht &' aus & durch
VERALLGEMEINERN DES RELATIONSNAMENS x(e) hervor.

7. Ist ' = (V,E,v,k,p',0") mit p"v\{v} = p‘v\{v} und p'(v) = A mit O #
A C p(v) fiir eine Ecke v € V sowie 8' =0 N (V\{v} x V\{v}) U{(v,v)},
dann geht &' aus & durch EINSCHRANKEN DER REFERENZ p(v) hervor.

8. Ist & = (V,E,v,k,p,0") und (folgt aus (vi,v2) € 0" fiir alle vi,v2 €
V auch p(vi) = p(v2)), dann geht &' aus & durch VERANDERN DER
A QUIVALENZRELATION hervor.

9. Ist &' isomorph zu &, dann geht er durch ERSTELLEN EINES ISOMORPHEN
BEGRIFFSGRAPHEN aus thm hervor.



Der Begriffsgraph &5 heifit aus &, H-HERLEITBAR, wenn &, in endlich vielen
Schritten durch die Herleitungsregeln 1 — 9 aus &1 hervorgeht. Wir schreiben
dann &1 H Gs.

Auch diese Relation H- ist reflexiv, transitiv, aber nicht antisymmetrisch,
bildet also eine Quasiordnung auf der Klasse der Begriffsgraphen iiber dem
Alphabet (C,R,G). Wir zeigen, daf} sie genau der Relation < entspricht:

Satz 10 Fir zwei Begriffsgraphen &, und &2 dber dem Alphabet (C,G,R) gilt
&, < (1528 — & H &s.

~

Beweis:

“«<": Aufgrund der Transitivitit von < miissen wir nur zeigen, dafl fiir jeden
Begriffsgraphen &', der durch einmalige Anwendung einer Herleitungsregeln aus
einem Begriffsgraphen & hervorgeht, gilt & < ®'. Dazu geben wir fiir jede nicht
vollig offensichtliche Herleitungsregel die Quasiprojektion my Ung von &' nach
6 an.

1. Verdoppeln einer Ecke.

myv: V\{v}U{(v,1),(v,2)} — V
0] —~ o firoe V\{v}
(v,9) = v firj=1,2
rg: E\E, UE" — E
e — e fiiree E\E,
(e, 9) — e fiir (e,9) € EY

3. Verdoppeln einer Kante.

my =idy und 7wg: E\{e} U {(e,1),(e,2)} —
é — & firee E\{e}
(e,4) — e firj=1,2

5. Verallgemeinern des Begriffsnamen k(v).

=

Wegen k(v) <¢ c ist idy Uidg eine Quasiprojektion.
6. Verallgemeinern des Relationsnamen k(e).

Wegen k(e) <g R ist idy Uidg eine Quasiprojektion.
7. Referenzen p(v) einschranken.

Wegen A C p(v) ist idy Uidg eine Quasiprojektion.

“=": Ks seien &, := (Vl, Ei,1, k1, P1, 91) und &, := (Vz, Es,vo, ko, P2, 92) zwel
Begriffsgraphen mit ®; < ®,, d. h. es gibt eine Quasiprojektion y,, Umg,, von
B, auf einen Unterbegriffsgraphen von &;. Zu zeigen ist, dafl man &, aus &;
herleiten kann. Dazu bilden wir eine Kette &1 H &3 H ... = &5 H &5 der-
art, daf§ wir sukzessive Projektionen my,, U gy, Tves UTEygs -y TVa 10 U TEs 10
angeben konnen, so da} my,,, Ung,,, ein [somorphismus ist.



“O1 H- B37:
Durch wiederholtes Anwenden von Regel 1 (Ecken verdoppeln) und
Regel 9 (isomorphen Begriffsgraphen erstellen, d. h. Umbenennen
der Ecken und Kanten) kann man aus ®; den Begriffsgraphen &; :=
(Vs, B3, vs3, K3, p3,03) mit geniigend vielen Ecken erhalten, so daf
Tv,, injektiv ist. Fir diesen Begriffsgraphen gilt:

o V3= {(U’w) | TVay (w) =v,weE I@}U{(U,OO) | CAS V1\7rV21 (1/2)}7

o E5 ={(e, (v1,w1),...,(vg,wg)) | € € By mit v1(e) = (v1,...,vs)
und (v;,w;) € Vs firi =1,...,k},
o v3(e, (Vi,w1),. .., (vg,wg)) = ((vi,wr), ..., (vk, wg))
fiir alle (e, (v, w1),..., (g, wy)) € Es,
o k3(v,w) = K1 (V) fiir alle (v,w) € V3,
4 FU‘B(e’ (Ulawl)," ‘,(Ukawk)) = Kl(e)
fiir alle (e, (v, w1),..., (i, wy)) € Es,
o p3(v,w) = p1(v) fiir alle (v,w) € V3,

hd 93 = {((an)a (u,y)) EVaxV; | (U’u) € 91}

Da my,, Umg,, eine Quasiprojektion ist, ist auch die Abbildung my,, U g,

mit Ve

Mg * — V3

w = (v, (w),w) und
T Eag * E2 — E3
f = (WE21(f)7(7TV21(w1)’w1)7‘-‘7(7rV21(wk)7wk))7
falls v2 (f) = (w1, ..., wg)
eine Quasiprojektion, und my,, ist injektiv.
“@3 H- @4”:
Durch wiederholtes Anwenden von Regel 3 (Kanten verdoppeln) und
Regel 9 (Kanten umbenennen) kann man aus ®; den Graphen &, :=
(Va, B4, V4, K4, pa,04) mit geniigend vielen Kanten herleiten, so daf
TH,, injektiv ist, d. h., fiir den folgendes gilt:

o Vi=1Vj,

© By ={(9,1) | f € Bz, mp,, (f) = g} U{(9,0) | g € Es\mp, (E2)},

o va(g, f) = ws(g) fiir alle (g, f) € Ey,

. /@4"/4 = /4;3"/4 und x4(g, f) = k3(g) fir alle (g, f) € Ex4,

e ps=p3 und

o 04 =05.
So erhilt man die injektiven Abbildungen my,, : Vo — V4 mit my,, :=
Ty Und Tg,, @ Ba — E4 mit 7g,, (f) = (wE,, (f), f). Sie bilden eine

Quasiprojektion von &5 nach B4, denn es gelten fiir alle f € Fo mit
vo(f) = (wi,...,wy) die Gleichungsketten

Va4 (V2(f) |z) = Moy (wl) = (7rV21 (wl)a wl))

= V3(7TE23(f))‘i = V4(7rE23(f)7 ‘z = V4(7rE24(f))’i
’14(7TE24 (f)) = 53(7TE23 (f)) =k (ﬂ—E21 (f)) <R H2(f)7

und



denn my,, Urg,, ist eine Quasiprojektion. Auflerdem gelten fiir alle
w € V5 die Beziehungen

K4 (7TV24 (w)) = K3 (7TV23 (w)) = K1 (7TV21 (w)) SC K2 (w)
wnd e (W) = ps (Tvss () = p1 (v, (W) 2 ().

Den zu &, isomorphen Unterbegriffsgraphen mo4 (®2) von G4 nennen
wir im folgenden &' = (V, Ej, vh, kb, ph,05). Es gilt Vi C V4 und
E} C Ey, sowie vh = vy
“By H B57:
Man erhilt den Begriffsgraphen &g := (Vy, E}, v4, 114|V4 LR , P4, 04)
2

durch mehrfaches Anwenden von Regel 4, wenn man alle Kanten aus
E4\E}, wegnimmt.

“G5 H- B
Mehrfaches Anwenden von Regel 2 ergibt den Begriffsgraphen &g :=
(Vas B3, V3, K4y o Py 04 N Vy X Vy), wenn man alle Ecken aus

2 2

Vi\V; wegnimmt.

“66 H- @7”:
Durch Regel 5 kann man die Begriffe entsprechend verallgemeinern
und erhilt & := (Vy, ES, vh, kb v YU Ka|p s paly,,0a0 Vy x V3).

2 2 2

“Gr H- Bg”:
Durch Regel 6 werden die Relationen entsprechend verallgemeinert,
und man erhilt &g := (V3, Ej, vh, kb, pa|.,., 00 N VY x V).

“Bg - By
Aquivalenzrelation 64 einschrinken (Regel 8) ergibt den Begriffsgra-
phen &g := (V3, B3, v3, k3, pay,, 03)-

2

“69 H- (’510”2
Durch Einschrinken der Referenzen (Regel 7) erhilt man &g :=
(V2’, Eév Vév KVI27 :0’27 9I2) = 621‘

“610 H- @2”:
Durch Anwenden von Regel 9 tibergehen auf den zu &;¢ isomorphen
Begriffsgraphen &s.

Folglich gilt &; H- &,. |

1y
V2

ry
V2

Mit diesem Satz haben wir eine vollstdndige Entsprechung der Quasiordnung
< mit der H--Herleitbarkeit. Eine solche Charakterisierung der H--Herleitungs-
regeln durch Projektionen hat sich in der Praxis als sehr brauchbar erwiesen,
denn durch sie kénnen graphentheoretische Algorithmen fiir die Inferenzfrage
aktiviert werden. Zwar ist das Problem, ob es fiir zwei begriffliche Graphen
eine Projektion gibt, im allgemeinen Fall NP-vollstindig (cf. [CM92]), doch
fiir bestimmte Klassen (z.B. Baumstrukturen) nur polynomial. Fiir diese Klasse
sind die Projektionen auch fiir eine effiziente Implementation fruchtbar gemacht
worden, etwa in dem CORALI-Systems des LIRMM in Montpellier (vgl. dazu
[Cho7]).

Um zu kldren, ob diese Herleitungsregeln allerdings fiir Begriffsgrapheniiber-
haupt einen geeigneten Folgerungsbegriff beschreiben, miissen wir eine Semantik
der Begriffsgraphen einfiihren und iiberpriifen, ob sie einen vollstéindigen Kalkiil
liefern.
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3 Semantik der Begriffsgraphen

3.1 Definition der Semantik

Meist wird die Semantik der begrifflichen Graphen durch eine Ubersetzung in
die Prédikatenlogik erkldrt (so etwa [So84] oder [CM92]). In [CM96] haben
Chein/Mugnier auch direkt eine (extensionale) mengensprachliche Semantik de-
finiert, die sie fiir einige Beweise und Begriffe auch aktivieren. Wir werden dies in
einer kontextuellen Semantik kombinieren. Das bedeutet, wir werden die forma-
len Elemente (die Begriffs-, Gegenstands- und Relationsnamen) durch Begriffe,
Gegenstinde und Relationen eines formalen Kontextes erklidren. Eine solche Se-
mantik ist zwar formal aufwendiger und somit “umsténdlicher” als eine rein
extensionale, hat aber durch ihre gréflere Reichhaltigkeit fiir die Wissensverar-
beitung und -kommunikation aus verschiedenen Griinden gewichtige Vorteile:
Da die zentralen Bestandteile der Begriffsgraphen Begriffe sind, sollten diese in
der Semantik in einer zwar formalen, aber auch reichhaltigen Weise beschrie-
ben werden. Daher bietet es sich an, sie im Sinne der Formalen Begriffsanalyse
zu verstehen, denn diese Theorie stellt eine fruchtbare Mathematisierung des
philosophischen Verstdndnisses von Begriffen als Einheiten des Denkens mit
Extension und Intension dar (vgl. [Wi96]). Fiir die Formale Begriffsanalyse zen-
tral, dafl diese beiden Komponenten Extension und Intension auf der Basis ei-
nes gegebenen formalen Kontextes spezifiziert werden. Eine solche kontextuelle
Sicht von Begriffen wird durch den Peirceschen Pragmatismus nahegelegt, dem-
gemif} wir nur in beschrinkten Kontexten denken und argumentieren kénnen,
in denen wir immer auf Vorverstindnis und Konventionen angewiesen sind (vgl.
[Wi97]). In zahlreichen Anwendungsprojekten haben sich die formalen Kontexte
als niitzliche Ausgangsformalisierung fiir die Représentation und Kommuniak-
tion anspruchsvollen Wissens erwiesen, weil sie auf zum einen nahe genug an
der Realitdt sind, zum anderen durch ihre Formalisierung eine effiziente formale
Verarbeitung des Wissens erlauben.

Da in herkdmmlichen formalen Kontexten keine Relationen zwischen Ge-
genstinden formalisiert werden kdnnen, miissen sie durch relationale Strukturen
angereichert werden. Fiir diesen Zweck definierte R. Wille in [Wi97] Potenzkon-
textfamilien, in denen Relationen als Begriffe von Kontexten beschrieben wer-
den, deren Extensionen Tupel von Gegenstinden sind. Wir werden hier zunéchst
mit relationalen Kontexten einen etwas einfachereren Formalismus wihlen. Der
Zusammenhang mit den Potenzkontextfamilienwird in Kapitel 6 ausfiihrlich dar-
gestellt. Wir beginnen mit der Definition von relationalen Kontexten, wie sie in
[Pri96] erstmals vorgeschlagen wurde:

Definition 11 Ein formaler Kontext (G, M, ), zusammen mit einer Vereini-
gung R = UZ:1 Ri von Mengen k-stelliger Relationen auf der Gegenstands-
menge, wird RELATIONALER KONTEXT (voM TYP n) genannt und mit K :=
((G,R), M, I) bezeichnet. Der Begriffsverband B(G, M, I) heiffit auch BEGRIFFS-
VERBAND VON K und wird mit B(K) bezeichnet.

Wenn wir nun Begriffsgraphen (vom Typ n) iiber einem relationalen Kon-
text (vom Typ n) interpretieren, wollen wir als Ordnung auf den Mengen Ry
die Mengeninklusion betrachten und die Definiton so anlegen, daf} iiber die Ent-
sprechung der Typen nichts explizit gesagt werden muf.
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In der folgenden Definition stellen wir nun durch die Kontextinterpretati-
on das verbindende Glied zwischen den Begriffsgraphen als syntaktischen Kon-
struktuen und den relationalen Kontexten her:

Definition 12 Fir ein Alphabet A = (C,G,R) und einen relationalen Kontext
K := ((G,R), M, ) heifit die Vereinigung ¢ := 1cUtg Uir der Abbildungen
te:C = B(K), tg:G — G und tg: R — R eine K-INTERPETATION von A, wenn
tc und tg ordnungserhaltend sind und fir alle k = 1,...,n gilt 1x(Ri) C Ry.-
Das Tupel (K, ) heiffit dann KONTEXTINTERPRETATION von A.

Fir einen Begriffsgraphen & diber dem Alphabet A heifst das Tupel (K, ¢)
auch KONTEXTINTERPRETATION VON A FUR &.

Durch die Interpretation ¢ wird den syntaktischen Elementen (Begriffs-,
Gegenstands- und Relationsnamen) des Begriffsgraphen Begriffe, Gegenstinde
und Relationen eines relationalen Kontextes zugeordnet. Interpretierte Begriffs-
graphen konnen wir somit als Urteile in einem relationalen Kontext auffassen.
Daf eine solche Zuordnung notwendig ist, betont auch Sowa in einer allgemeinen
Einfiihrung iiber die Komponenten der Logik, wo er schreibt:

“To make meaningful statements, the logic must have a theory of
reference that determines how the constants and variables are asso-
ciated with things in the universe of discourse.” [S098, S. 27|

Dabei suchen wir die Entsprechungen nicht, wie man Sowa interpretieren kénnte,
in der “realen Welt”, sondern betrachten den relationalen Kontext als Formali-
sierung des universe of discourse. Nur iiber einen solchen explizit angegebenen
formalisierten Ausschnitt der Welt wollen wir Aussagen machen, nicht iiber ein
nicht greifbares Ganzes. Diese Beschriankung auf formale Kontexte hat sich in
der Formalen Begriffsanalyse als hilfreich erwiesen, da die Reduktionen und
auch Interpretationen, die bei jeder Formalisierung vollzogen werden miissen,
auf diese Weise explizit ausgewiesen und somit diskutierbar werden.

Durch die Zuordnung der Namen zu Elementen eines relationalen Kontextes
konnen wir nun festlegen, wann wir ein solches Urteil giiltig nennen wollen. Daf}
der Giiltigkeitsbegriff dabei nur kontextgebunden definiert werden kann, ergibt
sich aus der generellen Kontextbezogenheit des Ansatzes.

Definition 13 Der Begriffsgraph & = (V,E,v,k,p,0) heifft GULTIGER BE-
GRIFFSGRAPH von (K, ¢), wenn

e fir allev € V gilt 1gp(v) C Ext(ick(v)) (Eckenbedingung)

o fir alle e € E gilt 1gp(e) C itrk(e) (Kantenbedingung).

) €
Wir sagen dann auch, ® GILT in (K, ), und (K, ) heifft ein MODELL FUR &.

(Dabei meint die Schreibweise vgp(e) fiir v(e) = (v1, ..., vg) das direkte Produkt
tgp(vr) X ... X 1gp(vg).)

Die giiltigen Begriffsgraphen eines Kontextes K nennen wir zuweilen auch die
Begriffsgraphen eines Kontextes. In diesem Zusammenhang haben Begriffsgra-
phen eine eher semantische Rolle, d.h. sie werden nicht als syntaktische Kon-
strukte, sondern eher im Sinne der philosophischen Logik als giiltige Urteile
gedacht, bei denen Trennung von Syntax und Semantik nicht im Vordergrund
steht.
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Es sei angemerkt, daf} jeder formale Kontext bei geeigneter Wahl der Re-
lationen und der Interpretation zu einem Modell eines Begriffsgraphen ergéinzt
werden kann: Fiir einen gegebenen Begriffsgraphen & := (V, E, v, k, p,0) und
einen formalen Kontext K := (G, M, I) konnen wir nidmlich zu jeder Abbildung
tg:G — G eine ordnungserhaltende Abbildung t¢c:C — B(K) mit

(@) == \/ {(top@), 16p(0)") [ v € V, k() <c c}

konstruieren, die die Eckenbedingung erfiillt. Im Extremfall werden alle Be-
griffsnamen durch den Allbegriff interpretiert. Wenn man nun die Relationen
entsprechend wéhlt und richtig zuordnet, erhélt man ein Modell fiir &. Dies
zeigt, dafl die Suche nach einem geeigneten Modell keine allein formale Frage,
sondern auch eine inhaltliche ist.

3.2 Standardmodell eines Begriffsgraphen

Interessant ist fiir jeden Begriffsgraphen das Modell, in dem genau die Informa-
tionen des Begriffsgraphen codiert werden, sein Standardmodell:

Definition 14 Fiir den Begriffsgraphen & := (V, E,v, k, p,0) iber dem Alpha-
bet (C,G,R) sei das STANDARDMODELL von & definiert als der relationale Kon-
text K® := ((G,R®),C,I) zusammen mit der Interpretation 1® = 1c UigUig.
Dabei ist 1c:C — B(K) mit c(c) := (c!,ctl), 1g := idg, R® := 1x(R), die In-
zidenzrelation I C G x C und die Abbildung g so definiert, daf fiir alle g € G,
(g1,---,9x) €G*, c€C und R € R gilt

(g,c) el <= dJveV: k) <cc und gep)
(91,.--,95) € r(R) <= decE: «le)<g R und (g1,...,9%) € ple).

Daf} dieses Standardmodell tatséichlich ein Modell fiir & ist, 148t sich leicht
nachweisen:

Lemma 15 Das Standardmodell (K®,.®) ist ein Modell fiir &.
Beweis: Die Abbildung ¢¢ ist ordnungserhaltend, denn es gilt

c<ed = d !t = ()< (@M = welc) <)

Ebenso ist tg ordnungserhaltend, und es gilt fiir alle k = 1,...,n die Beziehung
1R (Ri) € RY. Weiterhin erfiillt ¢® die Eckenbedingung, denn fiir alle v € V' gilt
stets tgp(v) = p(v) C k(v)! = Ext(ick(v)). Ebenso fiir die Kantenbedingung:
Fiir alle Kanten e € E gilt tgp(e) = p(e) C trk(e). a

Neben diesem Standardmodell ist zuweilen auch ein erweitertes Standard-
modell von Interesse, in dem die Begriffsnamen auch als Gegenstédnde aufgefiihrt
werden und die Inzidenzrelation auf C x C durch <; definiert wird. Die Ordnung
der Begriffe spiegelt dann auch die Ordnung <. der Begriffsnamen wieder. Wir
wollen hier jedoch nur das eingefiihrte Standardmodell ndher betrachten.

Im folgenden werden wir zeigen, dafl sich die semantische Folgerung auf
einfache Weise durch das Standardmodell beschreiben 148t:
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3.3 Semantische Folgerbarkeit und Standardmodell

Definition 16 Fir zwei Begriffsgraphen &1 und &5 definieren wir, &5 FOLGT
SEMANTISCH aus &1, wenn &, in allen Modellen fir &, gilt. Wir schreiben dann
&1 = 6.

Satz 17 Der Begriffsgraph o folgt genau dann semantisch aus dem Begriffs-
graphen &1, wenn &2 im Standardmodell von &; gilt.

Beweis: Beweisbediirftig ist lediglich die Aussage, dafl der giiltige Begriffsgraph
®, des Standardmodells (K®:,:%1) von &; mit K®* = ((G,%%:),C,I%) in
jedem beliebigen Modell (K, \) fiir &; gilt. Wir setzen K =: ((G,R), M, J) und
A =: Ag UA¢ UAg. Aufgrund der Eckenbedingung fiir &; im Modell (K, A) gilt
fiir alle Begriffsnamen ¢ € C und fiir alle Ecken v € V] mit x1(v) <¢ ¢

Ag p1(v) C Ext Aek1(v) C Ext Ac(c),
denn A¢ ist ordnungserhaltend. Somit gilt fiir alle c € C

Ag(U{p1(v) | v € Vi,k1(v) <¢ ¢}) C Ext Ae(c).

Weiterhin gilt mit der Eckenbedingung fiir &, im Standardmodell (K®!,,®1)
fiir alle Ecken w € V, laut Definition der Inzidenzrelation I®1

p2(w) C Ext 1 (ka(w)) = U{p1(v) | v € Vi, k1 (v) <c k2 (w)}.
Insgesamt gilt folglich fiir alle w € V5 die Eckenbedingung

Ag(p2(w)) CAg(U{p1(v) | v € Vi, k1(v) <c ka(w)}) C Ext Ae(r2(w)).

Ahnlich wird fiir die Kantenbedingung argumentiert: Aufgrund der Kanten-
bedingung fiir &; in (K ) gilt fiir alle R e R

Ag(U {pi(e) | € € Er,k1(e) < R}) C Ar(R).

Daraus kann mit Hilfe der Kantenbedingung fiir ®, in (K®,:%1) die Kanten-
bedingung fiir - in (K, A) abgeleitet werden: Fiir alle f € Es ist

Ag(p2(f)) € Ag(U{prle) [ e € Er,mi(e) < ka(f)}) € Ar(ka(f))- g

Damit ist bewiesen, dafl in dem Standardmodell eines Begriffsgraphen al-
le fiir die semantische Folgerung interessanten Informationen bereits enthalten
sind. Die semantische Folgerbarkeit 1dt sich somit leicht nachpriifen: Ein Be-
griffsgraph folgt nur dann semantisch aus einem anderen, wenn er im Standard-
modells des zweiten gilt. Wir erhalten somit eine einfache, leicht implementier-
bare Uberpriifungsmoglichkeit, um fiir je zwei Begriffsgraphen zu entscheiden,
ob sie semantisch auseinander folgen.

Im folgenden Satz wird spezifiziert, wie man die Folgerbarkeit von Begriffs-
graphen an den beiden Standardkontexten ablesen kann:

Lemma 18 Es seien &; und &, Begriffsgraphen und (K®1,.%1) und (K®2,.%2)
ihre Standardmodelle. Dann gilt

G E® <= % D1I%° und 5" (R) D 15°(R) fir alle R€ R.
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Beweis: Sei ®, ein giiltiger Begriffsgraph von (K®1,.%). Wir zeigen, daf fiir
alleg € G und c € C mit g I®2 c gilt g I®* c. Der Beweis der Relationenbedingung
151 (R) D 157 (R) verlsuft analog.

Geméf} Definition der Inzidenz im Standardmodell gilt g I®2 ¢ genau dann,
wenn ein w € Va existiert, so dal g € p2(w) und k2(w) <c¢ ¢ gilt. Aus der
Eckenbedingung fiir &, in K®: folgt fiir alle w € V»

p2(w) C Extt@  ka(w) = U {p1(v) | v € Vi, k1(v) <c Ka(w)}.

Somit gibt es fiir g € p2(w) ein v € V4 mit g € p1(v) und &3 (v) <¢ ka2(w) <c ¢,
also gilt g I®1 c.

Fiir die Umkehrung zeigt man die Giiltigkeit der Eckenbedingung ebenso
mit Hilfe von I®t D %2, die Giiltigkeit der Kantenbedingung mit der Relatio-
nenbedingung. m|

Das bedeutet, dafl wir die Folgerbarkeit auch auf der Ebene der Kontexte be-
trachten kénnten: Hat man einmal fiir alle Begriffsgraphen die Standardmodelle
aufgestellt, so liefle sich die semantische Folgerung durch deren Vergleich unter-
suchen. Zwar wiirde man dies in der Praxis nicht tun, dennoch hat das Lemma
wichtige Konsequenzen. Zum einen kénnen wir nun leicht ableiten, daff auch die
Relation |= reflexiv und transitiv ist, also eine Quasiordnung darstellt. Zweitens
folgt aus dem Lemma, dafl dquivalente Begriffsgraphen gleiche Standardmodelle
haben:

Korollar 19 Fiir zwei Begriffsgraphen &1 und &5 mit den Standardmodellen
(K®1,,81) und (K®2,.%2) gilt

B Gy und & =&, = (K% ,.%) = (K®2,.%2).

Und schlieBlich kénnen wir die von |= induzierte Ordnung auf den Aqui-
valenzklassen der Begriffsgraphen charakterisieren: Kann man die Folgerungs-
beziehung durch die Inklusionen im Standardkontext darstellen, so folgt ins-
besondere, da8 auch die bzgl. dieser Ordnung definierten Infima und Supre-
ma, durch Durchschnitt bzw. Vereinigung der betreffenden Relationen in den
Standardmodellen charakterisieren kann: Das Infimum zweier Aquivalenzklas-
sen der Begriffsgraphen &; und &, ist die Aquivalenzklasse des durch Neben-
einanderschreiben entstehenden Begriffsgraphen ®&; @ ®» (vgl. [CM95]). Man
sieht leicht, dal das Standardmodell von &; @& &5 genau dem Standardmo-
dell entspricht, das man durch Verienigung der betreffenden Relationen erhilt:
Fiir (K®®%:2 ,©1802) haben wir [®1®%2 = [®1 Uy [® und (3'®%*(R) =
L2 (R) U 122 (R) fiir alle R € R. )

Wiihrend es eine schwierige Aufgabe ist, das Supremum zweier Aquivalenz-
klassen zu bestimmen (wenn es iiberhaupt existiert), kénnen wir aus Lemma 18
unmittelbar ableiten, daf} sein Standardmodell (K, ¢) gerade durch Durchschnitt
entsteht, da$ also gilt I = I®* N I®2 und 1x(R) = (3*(R) N (R2(R) fiir alle
RcR.

Wir konnen also festhalten, dafi die durch = induzierte Ordnung auf Kon-
textebene relativ einfach zu charakterisieren ist. Gerade Suprema und Infima
konnen auf diese Weise leichter bestimmt werden als auf der Ebene der Begriffs-
graphen. Dies deutet an, daf} es fiir gewisse Zwecke niitzlich sein kann, das in
Begriffsgraphen gegebene Wissen auf die Kontextebene zu iibersetzen, worauf
wir in Kapitel 5 zuriickkommen werden.
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4 Semantische Folgerbarkeit und
syntaktische Herleitbarkeit

4.1 Korrektheit und Unvollstindigkeit der Projektionen

Mit Hilfe der im vorigen Kapitel definierten Semantik kénnen wir nun kliren,
inwieweit der in Definition 9 vorgeschlagene Begriff der H--Herleitbarkeit dem
semantischen Folgerungsbegriff entspricht. Zunéchst zeigen wir die Korrektheit
des durch die Projektionen charakterisierten Kalkiils:

Lemma 20 Fir zwei Begriffsgraphen &, := (Vi, Ey,v1, k1, p1,01) und Gy =
(Va, E2,v2, K2, p2,02) tber demselben Alphabet gilt

& H &y — &, |: &s.

Beweis: Wir benutzen statt der H--Herleitbarkeit die dquivalente Charakteri-
sierung durch die Quasiprojektionen. Sei also ®; < &5 und 7y Ung die Quasi-
projektion von &, nach &1, und sei (K, ¢) ein Modell fiir &;. Zu zeigen ist, daf§
dann &, auch in (K ) gilt, also da§ die Ecken- und Kantenbedingung fiir &,
in (K, ) erfiillt sind.

Sei v € V3. Da my Ung eine Quasiprojektion ist, gilt p2(v) C p17y (v), und
damit tgp2(v) C gp1my (v). Nun gilt &; in (K, ), und deshalb ist tgp1 7y (v) C
Ezit(icrimy(v)). Da 7 eine Quasiprojektion ist, gilt ki7my (v) <¢ k2(v), und
damit auch Ezt(icrimy (v)) C Ext(icke(v)). Insgesamt gilt folglich tgps(v) C
Ext(icra(v)).

Sei e € Ey, dann ist |e] = |rg(e)| und wegen (gr17E(e) € R ist auch
irk2(e) € Rg. Weiterhin gilt fiir die Quasiprojektion 7y Ung die Beziehung
p2(e) C prmg(e) und k1mE(e) <r ka(e) und daher

tgp2(e) Cigmme(e)) C Extigrimr(e) C Extigra(e). 0

Daf} die Riickrichtung nicht stimmt, kann man an den Graphen in Abbil-
dung 2 sehen. Ausgehend von dem dort angegebenen Alphabet (C,G,R) kann
man leicht iiberlegen, daf§ &; in jedem Modell fiir &, giiltig sein muf}, daf also
®; = 6, gilt. Doch es gilt nicht ; H &2, denn mit den H--Herleitungsregeln
lassen sich die Referenzen hochstens verkleinern, also weder ausweiten noch
vereinigen. Durch die Begriffsgraphen &3 und &, wird deutlich, daf} die Her-
leitungsregeln nicht einmal fiir die Einschrankung auf einelementige Referenzen
vollsténdig sind, wir also auch fiir die begriflichen Graphen, wie sie von Sowa
und Chein/Mugnier behandelt werden, keine Ubereinstimmung der hier defi-
nierten syntaktischen und semantischen Folgerungsbegriffe erlangen kénnen: &,
148t sich aus ®3 semantisch folgern, aber nicht mit den gegebenen Regeln syn-
taktisch herleiten, denn der Begriffsname FRAU kann nur verallgemeinert, nicht
aber durch einen unvergleichbaren ausgetauscht werden.

Um dieser Unvollstédndigkeit der H--Herleitungsregeln zu entgegnen, wird in
anderen Arbeiten (etwa [CM92]) und in der praktischen Implementation die
Menge der betrachteten begrifflichen Graphen eingeschrinkt, fiir die das de-
finierte System von H--Herleitungsregeln vollstdndig ist: Vollstandigkeitssétze
werden ausschlief8lich fiir begriffliche Graphen in sogenannter Normalform be-
wiesen, das sind diejenigen begriflichen Graphen mit einelementigen Referen-
zen, in denen jeder Gegenstand Referenz von hochstens einer Ecke ist. Das hat
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c MENSCH G := {Hansel, Gretel, HEXE}
FRAU KIND ERWACHSENE R := {bedrohen}
&, [KIND: Hansel, Gretel | [ERWACHSENE: Hexe
®o ‘ MENSCH: Gretel, Hexe ‘
1 2
&3 FRAU: Hexe 77 KIND: Hansel
ERWACHSENE: Hexe
1 2
&y ERWACHSENE: Hexe *7 KIND: Héinsel

Abbildung 2: Beispiele fiir die Unvollstindigkeit der Projektion

den Vorteil, dafl man an der Charakterisierung durch die Projektionen festhalten
kann.

Wir wollen hier einen anderen Weg gehen und nicht die Menge der Begriffs-
graphen einschrinken, sondern den Kalkiil aus Definition 9 verédndern und erwei-
tern. Dabei entsprechen die neuen Regeln im wesentlichen den fiir die Transfor-
mation und Riicktransformation der Begriffsgraphen in Normalform benstigten
Umformungsregeln.

4.2 Ein korrekter und vollstindiger Kalkiil fiir Begriffs-
graphen

Definition 21 Gegeben seien zwei Begriffsgraphen & = (V, E, v, k,p,0) und

&', Wir definieren folgende Herleitungsregeln:
5*. Ist &' = (V,E,v,k/,p,0) mit ”I’V\{v}uE = K’V\{v}uE
einv €V und ein ¢ € C, fir das ein w € V existiert, so daff k(w) <¢ ¢

und p(v) C p(w), dann sagen wir, &' geht aus & durch AUSTAUSCHEN
DES BEGRIFFSNAMENS k(v) hervor.

6. Ist Q5" = (V,E,l/,m',,z'),O) mit n’|VuE\{e} = 'K:|VUE'\{6} m'zd'n’(e) =R
fir ein e € E und ein R € Ry, fir das ein f € E existiert, so daf§
gilt k(f) <r R und p(e) C p(f), dann sagen wir, & geht aus & durch
AUSTAUSCHEN DES RELATIONSNAMENS k(e) hervor.

und k'(v) = ¢ fir

10*. Gilt fir zwei Ecken v,w € V die Bedingung p(v) = p(w), und ist &' =
(VI,E',v',k',p',0") mit
o V' =V\{v,w}U{vVuw}, E'=E,
o fir alle e € E und fir alle i € {1,...,|e|} ist V’(e)|
V(e)|i = v oder V(e)|i = w, sonst gilt V’(e)|i =v(e)

= v Vw, falls

[

i’
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11*.

. n"v\{v w}UE = m‘v\{v w} UE und k'(v VvV w) = c fir ein c € C mit
k(v) <¢ ¢ und k(w) <¢ ¢,

. p’|V\{v’w} = p|V\{vyw} und p'(v VvV w) = p(v) = p(w), sowie

e =0NV'xV")) U {(vVw,vVw}
U {(vVw,z)| (v,z) €0 oder (w,z) € 6}
U {(z,vVw)|(z,v) €8 oder (z,w) € 0},

dann sagen wir, &' geht aus & durch VERBINDEN DER ECKEN v UND w
BEI GLEICHEN REFERENZEN hervor.

Angennommen, es stimmen fiir zwei Ecken v,w € V alle Kanten tiberein,
d.h. es gibt fir alle Kanten e € E, eine Kante e € E,, (und umgekehrt)
mit k(e) = k(e'Yund fir jedes i = 1,...,|e| mit I/(€)|i = v gilt I/(e')|i =
w (und umgekehrt) sowie p(V(e)|i) = ,0(1/(6’)|i), falls I/(€)|i # v. Sind
nun fir &' die Mengen und Abbildungen V', E' V' k',0" definiert wie in
Regel 10* und gelten fiir p' die Bedingungen p”v\{mw} = p’v\{mw} sowie
o (vVw) = p(v) U p(w), dann sagen wir, &' geht aus & durch VERBINDEN
DER ECKEN v UND w BEI UBEREINSTIMMENDEN KANTEN hervor.

Mit diesem modifiziertem System von Herleitungsregeln erkldren wir nun
einen erweiterten Begriff der Herleitbarkeit, dessen Aquivalenz zur semantischen
Folgerbarkeit wir im Anschluf} zeigen kénnen.

Definition 22 Der Begriffsgraph &2 heiffit aus &1 HERLEITBAR, wenn &y in
endlich vielen Schritten durch die Herleitungsregeln

1.
2.
3.
4.
5*.
6*.

10*.
11*.

Verdoppeln einer Ecke.

Wegnehmen einer isolierten Ecke.
Verdoppeln einer Kante.

Wegnehmen einer Kante.

Begriffsnamen austauschen.
Relationsnamen austauschen.

Referenzen einschrinken.
Aquivalenzrelation versndern.
Isomorphen Begriffsgraphen erstellen.
Ecken verbinden bei gleichen Referenzen.

Ecken verbinden bei iibereinstimmenden Kanten.

aus &1 hervorgeht. Wir schreiben dann &1 - &,.

Auch diese Relation F ist reflexiv und transitiv, aber nicht antisymmetrisch,
bildet also eine Quasiordnung auf der Klasse der Begriffsgraphen iiber demselben

Alphabet.
Wir zeigen zunéchst die Korrektheit des so definierten Kalkiils:

Satz 23 (Korrektheitssatz) Fir zwei Begriffsgraphen &1 und &y dber dem-
selben Alphabet gilt

& F By — &, |: &s.
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Beweis: Zu zeigen ist, daBl die durch die Herleitungsregeln gewonnenen Be-
griffsgraphen &, im Standardmodell von &; gelten. Fiir die Regeln 1 — 4 und
7 — 9 wurde die Korrektheit bereits in Lemma 20 gezeigt; es bleiben also die
Regeln 5*,6%,10* und 11* zu betrachten. Sei nun &, := (V4, E1,v1, K1, p1,61)
ein Begriffsgraph mit Standardmodell (K®:,,®1).

5*. Begriffsnamen austauschen.
Fiir den mit Regel 5* aus ®; hergeleiteten Begriffsgraphen &, :=
(Vi, E1,v1, K2, p1,01) gibt es laut Regel 5* ein v € V7 und ein ¢ € C,
fiir das ein w € V; existiert, so dal x1(w) <¢ ¢ und p1(v) C p1(w), so-
wie K2‘V1\{v}uE1 = Kl‘Vl\{v}UE und k2(v) = c¢ gilt. Daher gilt fiir alle
u € V1\{v} die Eckenbedingung, und auch fiir v gilt
Lglp2(v) = p1(v) C p1(w) C Eth?lnl (w) C Eth?lc = Ea:tLg’lmz(U).
Folglich gilt 5 im Standardmodell von &;.
6*. Relationsnamen austauschen.
Fiir diesen Ubergang kann man fiir die Kantenbedingung genauso argu-
mentieren wie in Regel 5* fiir die Eckenbedingung.
10*. Ecken verbinden bei gleichen Referenzen.
Es sei 2 := (V2, E1, v, ka2, p2,02) derart, dafl es zwei Ecken v,w € V;
mit p1(v) = p1(w) gibt, so daf die fiir Regel 10* geforderten Bedingungen
gelten, also insbesondere
o Vo =Vi\{v,w}U{vVw},
¢ ”2’v1\{v7w}uE1 = "‘31‘V\{v7w} up, Wnd K2(vVw) =c
fiir ein ¢ € C mit k1 (v) <¢ c und k1 (w) <c¢ ¢, sowie
. p2|V1\{v,w} =p |V1\{v,w} und pz(v Vv w) = p(v).
Dann gilt fiir alle e € E; die Kantenbedingung und fiir alle v € Vi \{v, w}
die Eckenbedingung, und fiir v V w gilt
12 pa(v V w) = p1(v) C Bzt ky (v) C Extiltc = Extid ky(v V w)
G P2 P1 = c K1 = c c K2 .
11*. Ecken verbinden bei ibereinstimmenden Kanten.
Gibt es fiir 82 := (Va, By, 12, K2, p2,02) zwei Ecken v,w € V; mit iiber-
einstimmenden Kanten, so daf} die fiir Regel 11* geforderten Bedingungen
gelten, so gilt mit gleicher Argumentation wie bei Regel 10* die Eckenbe-
dingung fiir alle Ecken aus V-.
Folglich sind die Regeln 1 — 11* korrekt. |

Fiir den Beweis der Vollstdndigkeit der Herleitungsregeln benutzen wir die
Moglichkeit, einen Begriffsgraphen in seine elementaren Bauteile zu zerlegen.
Als solche elementaren Bauteile definieren wir die Sterne:

Definition 24 Ein Begriffsgraph & := (V,E, v, K, p,0) heifit STERN, falls gilt
|E| =1 und V = {V(e)’i |i=1,...,le|} fir E = {e}. ® heift STERN DES
BEGRIFFSGRAPHEN &', wenn er Unterbegriffsgraph von &' ist.
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Wir beginnen zunéchst mit der Herleitbarkeit der Sterne:

Lemma 25 Gegeben seien zwei Begriffsgraphen &1 und &, iber demselben
Alphabet und ein Atom 2 von B5. Dann gilt

&1 |: (G2 = G A
Beweis: Seien &; und &, zwei Begriffsgraphen mit &; = &5 und sei 2 ein

Stern von &, mit Kante f und Ecken wi,ws,...,w;. Um A aus &; herzuleiten,
gehen wir in drei Schritten vor:

(i.) Zuerst leiten wir aus &; fiir jedes Tupel (g1, .., gr) von Gegenstinden in
p(f) einen Stern A91-»9% mit Kante ey, . o, her, so daB gilt p(eg, .. g.) =
(91, - 9r)-

(ii.) Dann verschmelzen wir in mehreren Schritten diese Sterne durch Verbin-
den der Ecken mit gleichen Referenzen. Wir erhalten somit einen Stern
B mit Kante f', der die gleichen Referenzen hat wie der Stern 2 von
®,. Allerdings stimmen die Begriffs- und Relationsnamen nicht unbedingt
iiberein.

(iii.) Um diese anzupassen, muf} zunichst fiir jede Ecke w; von 2 ein isolier-
te Ecke v; mit x1(v;) = k2(w;) und p1(v;) D p2(w;) hergeleitet werden.
Dann kénnen die Regeln 5* und 6* (Begriffs- und Relationsnamen austau-
schen) angewandt werden, und so konnen wir schliefflich aus B einen zu
20 isomorphen Stern herleiten.

i) Da 2l im Standardmodell (K®*,,®1) gilt und k2 (f) € R ist, gibt es eine Menge
T C k1(E1) von Relationen, so daB L%lﬂz(f) =U {L%IR | R € T}. Folglich
gibt es fir alle (g1,...,9x) € p2(f) eine Relation R € T mit Lgl(gl, ceygE) =
(91,--+,9k) € 5" (R). Wegen R € k;(FE;) konnen wir eine Kante e,, ., € E
finden mit (g1,...,9%) € pi(egy,....g0)-

Wir kénnen mit Hilfe von Regel 2 und 4 (Ecken und Kanten entfernen)
fiir alle Tupel (g1,...,9%) € p2(f) den zur Kante ey, . o, gehorigen Stern von
®; herleiten und mit Regel 7 die Referenzen auf die einelementigen Referenzen
g1,- -, gr einschrinken. Die so entstehenden Sterne bezeichnen wir mit (91-9%
und seine Ecken mit vg,,...,vg,.

ii) Im ersten Verbindungsvorgang werden die k-ten Ecken aller Sterne 2(92:--+9%
verschmolzen, deren erste & — 1 Referenzen iibereinstimmen: Fiir jedes feste
Tupel (Gy,.-.,9,_1) € p2(w1) X ... X pa(wp—1) betrachten wir alle Sterne
AIr-9k-19% mit g € py(wy) und vereinheitlichen mit Regel 6* (Relationsna-
men austauschen) den zugeordneten Relationsnamen x(eg, .. 5, ,.0.) auf einen
iiber allen anderen liegenden Relationsnamen R.; . . Da fiir alle g, €
p2(wi) gilt k(eg,, .. 5._..00) <® K&(f), finden wir einen gemeinsamen Relations-

namen R, <g &(f).

Dann werden die so verdnderten Begriffsgraphen 2A91:+9k-1:9% nach Regel
11* (Ecken verbinden bei ibereinstimmenden Kanten) an der k-ten Ecke ver-
schmolzen, dann an der k — 1-ten bis ersten Ecke und schliefilich, nach Anwen-
dung von Regel 4 (Wegnehmen von Kanten), entsteht ein Stern mit k& Ecken,
den wir mit 291-~9x—1 bezeichnen wollen. Er hat eine Kante €g,,...9,_,» und es

gilt p(eg,,...5._,) =191} X - x {Gp_1} x p2(wi) sowie k(eg,,...5._,) <r &(f)-
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Ebenso werden im nichsten Verbindungsvorgang alle Sterne 2191>-9%-1 (die
alle in der k-ten Referenz iibereinstimmen) verschmolzen, deren k — 1-ten Refe-
renzen iibereinstimmen. Es entstehen nach Anwendung der Regeln 6*,11* und
4 Sterne A9»9% -2 mit je einer Kante eg, 4. ,, fiir die gilt p(eg, g0 ,) =
{g1} x oo x {gr—2} x p2(w—-1) X p2(wi).

So entsteht nach k£ Vorgingen der Stern B mit einer Kante f’ mit gleichen
Referenzen wie der Stern 2 von ®,.

iii) Da 2 ein giiltiger Begriffsgraph von (K®1,.%1) ist, gilt fiir jede Ecke w;
von A

p2(w;) € Ext (13" ma(wi)) = k(i)™ = U {p1(v) | v € Vi, 51(v) <c mawi)}

Somit kénnen fiir jede Ecke w; von 2 nach Anwendung der Regel 4 (Kanten
wegnehmen) alle isolierten Ecken v € V1 mit k; (v) <¢ k2(w;) abgeleitet werden.
Mit Hilfe von Regel 11* (Ecken verbinden bei iibereinstimmenden Kanten) wer-
den diese zu einer isolierten Ecke v; mit k1 (v;) = k2(w;) und p1(v;) D pa(w;)
verbunden.

Daraus erhilt man schliefllich mit Regel 5* (Begriffsnamen austauschen),
Regel 6* (Relationsnamen austauschen) und Regel 2 (Wegnehmen der isolierten
Ecken) einen zum Ausgangsstern 2( isomorphen Begriffsgraphen, aus dem mit
Regel 10 (isomorphen Begriffsgraphen erstellen) der Begriffsgraph 2( hergeleitet
werden kann. |

Aus diesem Lemma kénnen wir nun leicht den Vollstdndigkeitssatz ableiten:

Satz 26 (Vollstéindigkeitssatz) Fir zwei Begriffsgraphen ®; und o dber
demselben Alphabet gilt

&1 '262 — & F &,

Beweis: Nach dem vorausgehenden Lemma kénnen wir jeden Stern von &, aus
®; herleiten, falls &5 aus &; semantisch folgt. Mit Hilfe von Regel 9 (isomorphen
Begriffsgraphen erstellen) bzw. Regel 1 und 3 (Ecken und Kanten verdoppeln)
konnen wir geniigend Kopien von & erstellen, um all seine Sterne herzuleiten.

Aus der Menge all seiner Sterne und der isolierten Fcken kann man schliellich
mit Hilfe der Regel 10 (Ecken verbinden bei gleichen Referenzen) und Regel 8
(Aquivalenzrelation verdndern) den Begriffsgraphen &, herleiten. |

Somit haben wir also ein vollstdndiges und korrektes System von Herleitungs-
regeln ermittelt, mit dem der Begriff der Inferenz von Begriffsgraphen kalkiili-
siert werden kann.

Diese Herleitungsregeln erscheinen zwar umsténdlicher als die Herleitungs-
regeln der entsprechenden priadikatenlogischen Teilsprache, haben aber aufgrund
ihres graphischen Charakters den Vorteil, dafl sie intuitiv erfalbar und daher fiir
die unmittelbare Herleitung relativ dhnlicher Begriffsgraphen leicht zu aktivie-
ren sind. Sie kénnen so in einem iiberschaubaren Rahmen die Kommunikation
iiber das in ihnen formalisierte Wissen unterstiitzen.

Im allgemeinen Fall ist es jedoch nicht einfach, fiir zwei Begriffsgraphen
anzugeben, durch welche Herleitungsregeln sie auseinander hervorgehen. Dafiir
ist die leichter zu automatisierende (und damit zu implementierende) Uber-
priiffungsmoglichkeit vorteilhaft, ob ein Begriffsgraph im Standardmodell eines
anderen gilt (vgl. Satz 17).
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5 Standardgraph eines relationalen Kontexts

Mit der in Abschnitt 3.3 beschriebenen Konstruktion von Standardmodellen zu
Begriffsgraphen haben wir nicht nur ein mathematisches Konstrukt zur Charak-
terisierung der semantischen Folgerung eingefiihrt, sondern auch einen Uberset-
zungsmechanismus angegeben, wie in Begriffsgraphen formalisiertes Wissen auf
die Ebene der relationalen Kontexte iibertragen werden kann. Diese Uberset-
zungsmoglichkeit von der Graphenebene zur Kontextebene spielt fiir den Aufbau
begrifflicher Wissenssysteme mit Begriffsgraphen eine wichtige Rolle.

Fiir ein solches begriffliches Wissenssystem ist auch der umgekehrte Weg
wichtig: Wissen, das in relationalen Kontexten gegebenen ist, soll auch zuriick
auf die Ebene der Begriffsgraphen iibersetzt werden kénnen. Natiirlich kann
man zu einem relationalen Kontext viele verschiedene giiltige Begriffsgraphen
angeben. Wenn wir aber einen sogenannten Standardgraphen suchen, in dem das
gleiche Wissen codiert ist wie in dem relationalen Kontext, so ist es zweckméfig,
nach demjenigen Begriffsgraphen zu suchen, aus dem alle anderen giiltigen Be-
griffsgraphen dieses Kontexts hergeleitet werden konnen.

Mit dhnlicher Zielsetzung wird in [Wi97] ein Verfahren zur Konstruktion
eines “kanonischen Begriffsgraphen” vorgeschlagen. Dabei wird die Vorstellung
von “kanonisch” als moglichst vollstéindig, aber nicht unnétig grof, dort so fest-
gelegt, dafl die Ecken mit dem kleinstméglichen Begriff bezeichnet werden, die
mit moglichst groflen Instanzen versehen werden. Dazu werden die Kanten durch
minimale Relationen beschrieben. Wir werden in Anlehnung an diesen kanoni-
schen Begriffsgraphen ein Verfahren zur Konstruktion eines Standardgraphen
definieren, das allerdings in zwei Punkten abgewandelt werden muf}: Zum einen
muf die Relationenmenge erweitert werden, zum anderen miissen isolierte Ecken
hinzugefiigt werden, die mit den Gegenstandsbegriffen und deren Extensionen
versehen werden. Mit diesen Erweiterungen kann das Konstruktionsverfahren
des Standardgraphen auf die folgende Weise beschrieben werden:

Konstruktion des Standardgraphen. Gegeben sei ein relationaler Kontext
K := ((G,R), M, I). Als Alphabet des zu konstruierenden Begriffsgraphen set-
zen wir A:= (C,G,R) mit C := B(K), G:= G und R :=R.

Fiir jedes £ = 1,...,n werden fiir jede Relation R € Ry alle maximalen
k-Tupel (Aj,...,A) von nicht-leeren Teilmengen von G ermittelt, die in R
enthalten sind. Die so gewonnenen (k + 1)-Tupel (R, 41, ..., A;) werden in der
Menge Ex zusammengefafit. Wir definieren also fiir R € SR, die Menge

Ref™™(R) := {41 x...x A, CR|
B; x...x By C R impliziert By X ... x By p A1 x ... A}
und erhalten als Kantenmenge
Ex :={(R,A1,...,Ar) | R € Ry, A1 x ... x A, € Ref™™(R)}.
Wir setzen

Vk = {ACG |esgibtein (R, A1,...,A;) € Ex mit A = A; fir ein ¢ <k} U
{g""cGlgeal,

und definieren vk : Ex — UZ:1VH§ durch vg(R, As,...,Ar) = (41,..., Ag)
und bestimmen xx : Vk U Ex — B(K) U R durch kx(R, 4;,...,4;) := R
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und ki (A) := (A1, AT). Nun definieren wir fiir alle A € Vi stets px(A) := A.
SchlieBlich nehmen wir als Aquivalenzrelation fx die Identitit auf Vi. Damit
erhalten wir einen in (K ¢) mit ¢ :=id¢ U idg U idg giiltigen Begriffsgraphen,
den wir als den Standardgraphen definieren wollen:

Definition 27 Fir einen relationalen Kontext K heifit der Begriffsgraph
&(K) := (Wi, Ex, vk, kK, PK, idy, ) der STANDARDGRAPH VON K.

Satz 28 Fir jeden relationalen Kontext K := ((G,R), M, I) gilt: Jeder in (K, id)
giltige Begriffsgraph &' ist aus dem Standardgraphen B(K) von K herleitbar.

Beweis: Sei &' ein in (K, id) giiltiger Begriffsgraph. Wir zeigen, daf er dann
auch im Standardmodell von &(K) := & gilt. Daraus folgt mit Satz 17 und Satz
26 die Behauptung.

Fiir das Standardmodell (K®,:®) mit K® = ((G,R),B(K),1%) gilt & =
idg, und fiir alle R € R ist 1{(R) = U {px(e) | e € E,kx(e) < R} = R,
also auch 1 = idx. Somit ist fiir & in (K®,.%) die Kantenbedingung erfiillt.
Weiterhin ist 1§ (c) := (clk& ,clor® ), und gemé&f Definition der Inzidenz im Stan-
dardmodell ist

" = U {ox(A) | me(4) < =U{g"" | (6", 9") <} =U{g"" |gecy =<,

Damit gilt fiir den in (K, id) giiltigen Begriffsgraphen &' auch die Eckenbedin-
gung in (K®,.%). |

Aus dem Beweis konnen wir auch sehen, da der Kontext K®® bis auf
Reduktion des Kontextes und Umbenennung der Merkmale dem Kontext K
entspricht, denn mit ¢!° = ¢! gilt insbesondere fiir alle Merkmale m € M die
Gleichheit (m!, m!T)! C=m! , und so erhalten wir den einfachen Isomorphismus
¢ : B(K) - B(K®) mit (B!, B) := (B'", BI"1%).

Dieser Satz gewé&hrleistet, dafl der Standardgraph gewissermafien das Ge-
genstiick zum Standardmodell ist: Erfassen wir mit dem Standardmodell auf
Kontextebene alle Informationen, die in einem Begriffsgraphen enthalten sind,
so konnen wir umgekehrt zu einem relationalen Kontext mit dem Standard-
graphen einen Begriffsgraphen angeben, aus dem alle anderen giiltigen Begriffs-
graphen des relationalen Kontextes abgeleitet werden kénnen.

Im allgemeinen 148t sich statt des Standardgraphen auch ein kleinerer Be-
griffsgraph konstruieren, aus dem alle anderen hergeleitet werden kénnen, indem
wir fiir jedes £ = 1,...,n eine vereinigungsdichte Teilmenge R} von R, bestim-
men, also eine Menge, fiir die fiir jedes S € R, eine Teilmenge 1" C R}, existiert,
so dafl S = T gilt. Dann bilden wir die Eckenmenge

Bl :={(R,Ay,...,A;) | R€ R, Ay X ... x A € Ref"™(R)},

und verfahren ansonsten wie oben. Solche Teilmengen zu bestimmen, ist jedoch
(algorithmisch) meist aufwendiger als die Bildung eines zu grofien Standardgra-
phen.

Daran wird deutlich, daf} es zuweilen interessant ist, stirkere Bedingungen an
die Ordnung auf der Relationenmenge eines Kontextes zu stellen, um erzeugende
Elemente auszeichnen zu konnen. Eine Moglichkeit dazu stellt der Ubergang
von relationalen Kontexten zu Potenzkontextfamilien dar, der im Abschnitt 6
erldutert werden soll.
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6 Begriffsgraphen und Potenzkontextfamilien

Der in [Wi97] vorgestellte erste, strukturtheoretische Ansatz, eine Verbindung
zwischen der Formalen Begriffsanalyse und der Theorie der begrifflichen Gra-
phen herzustellen, beruhte auf der Definition realisierter Begriffsgraphen iiber
Potenzkontextfamilien. Wir wollen auch fiir diese Formalisierung den Zusam-
menhang zwischen der Ebene der Begriffsgraphen und der der Kontexte dadurch
prézisieren, dafl wir eine Semantik der Begriffsgraphen in Potenzkontextfami-
lien bereitstellen. Zunéchst wiederholen wir die dort gegebene Definition von
Potenzkontextfamilien in leicht modifizierter Form:

6.1 Potenzkontextfamilien

Definition 29 Eine POTENZKONTEXTFAMILIE K := (Ko, ...,K,) (vomM Typ
n) ist eine Familie von Kontexten Ky := (Gy, My, Iy,), fir die fir jedes k =
1,...,n gilt Gy, C (Go)*. Die Elemente der Menge Ry := J;_; B(Ky) nennen
wir RELATIONSBEGRIFFE, und wir schreiben Ext(Ky) := {Extc| ¢ € B(Kg)}.

Die im Unterschied zu R. Wille eingefiihrte Unterscheidung von Kontext Kg
und K; ist begriindet auf dem Ansatz, zwischen einstelligen Relationen und
Begriffen trennen zu konnen, so dafl die Realationsnamen einstelliger Kanten
nicht im gleichen Begriffsverband wie die Begriffsnamen interpretiert werden. Ist
dies in bestimmten Fallen nicht relevant, kénnen Ky und K; auch identifiziert
werden.

In Potenzkontextfamilien kénnen zwar strukturell dhnliche Informationen
formalisiert werden wie in relationalen Kontexten, doch ist die Formalisierung
in Potenzkontextfamilien etwas reichhaltiger. Zum einen kénnen durch die Kon-
textbeschreibung die Relationen auch intensional beschrieben werden, so daf die
fiir die Formale Begriffsanalyse grundlegende Zweiheit von Extension und In-
tension auch fiir Relationen bereitgestellt wird. Zum anderen wird durch die
Betrachtung der Begriffsverbinde der Relationsbegriffe die Ordnungsstruktur
auf den Relationenmengen angereichert. Andererseits bringt diese Reichhaltig-
keit eine aufwendigere Formalisierung mit sich, die nicht fiir alle Anwendungen
notwendig ist. In solchen Féllen ist eine Formalisierung durch relationale Kon-
texte angemessen.

Trotz der Unterschiede kann durch folgende Definition der Zusammenhang
zwischen Potenzkontextfamilien und relationalen Kontexten hergestellt werden:

Definition 30 Fliir eine Potenzkontextfamilie K := (Gry My, It) k=0,... n heifit
der relationale Kontext K := ((Go,R), Mo, In) mit R := Uj;_; Ri und Ry, :=
Ext(Ky) fir jedes k =1,...,n der zU K GEHORIGE RELATIONALE KONTEXT.

Ist umgekehrt K := ((G,R), M, I) ein relationaler Kontext, so ist die zu K
GEHORIGE POTENZKONTEXTFAMILIE Ky = (Gry My, It k=0, n definiert durch
Ko := (G, M, I) und fiir jedes k = 1,...,n ist Gy, := G*, My := Ry, und fiir
alle (g1,...,9x) € G*, R € Ry, ist

(91,---»9x) Ik R: <= (g1,-.-,9k) € R.

Im allgemeinen gilt fiir die zu K gehorige Potenzkontextfamilie Ky fiir alle
k=1,...,n die Beziehung R;, C Ext(K}), das heifit die Menge der Relationen
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des Kontextes K ist nur eine Teilmenge der Menge der Extensionen aller Rela-
tionsbegriffe der zugehorigen Potenzkontextfamilie. Stattdessen ist der zu Ky
gehorige relationale Kontext Kz nur dann gleich K, wenn die Relationenmen-
gen ‘R;, schnittabgeschlossen sind.

6.2 Semantik in Potenzkontextfamilien

Wir wollen nun eine Semantik der Begriffsgraphen in Potenzkontextfamilien
analog zu der in relationalen Kontexten definieren:

Definition 31 Fiir ein Alphabet A := (C,G, R) und eine Potenzkontextfamilie
K heifit die Vereinigung A := A¢ UAg UXg der Abbildungen Ac:C — B(K),
Ag:G = Go und Ag: R — Ry eine K-INTERPETATION von A, wenn A¢ und A\g
ordnungserhaltend sind und fir alle k = 1,...,n gilt Ax(Ri) C B(Ky). Das
Tupel (K, ) heift dann KONTEXTEINTERPRETATION von A.

Fiir einen Begriffsgraphen & iiber dem Alphabet A heifit das Tupel (K, A)
auch KONTEXTEINTERPRETATION VON A FUR &.

Definition 32 Der _’Begrszsgmph ® = (V,E,v,k,p,0) heift GULTIGER BE-
GRIFFSGRAPH von (K, A), wenn

o fir allev € V gilt Agp(v) C Ext(Ack(v)) (Eckenbedingung)

e fir alle e € E gilt Agp(e) C Ext(Agk(e)) (Kantenbedingung).
Gilt & in (K, \), so heift (K, \) ein (POTENZ-)MODELL fiir &.

Das folgende Lemma zeigt, wie eng der Zusammenhang zwischen den Mo-
dellen der beiden Semantiken ist:

Lemma 33 Gilt der Begriffsgraph & in (K,\), so gilt er auch in (Kg,¢) mit
e = Ac, tg := Ag und tg(R) := Ext(Ag (R)) fir alle R € R.

Gilt umgekehrt der Begriffsgraph & in (K1), so gilt er auch in (KK, A) mit
Ac = tc, Mg := tg und Ag(R) = (trR)! %, (L R)™*) fiir alle R € Ry und
k=1,...,n.

6.3 Standard-Potenz-Modell eines Begriffsgraphen

Definition 34 Fir den Begriffsgraphen & := (V, E,v, k, p,0) iber dem Alpha-
bet (C,G,R) definiert man die Potenzkontestfamilie K® := (GO, M2, I?))—0,...n
durch G§ = G, M :=C, G,f’ = G* und M,? =Ry fir alle k =1,...,n. Die
Inzidenzrelationen IP sind so definiert, daf fiir alle g € G, (g1,---,9x) € G,
ceCund ReER mitk=1,...,n gilt

gl c <= FveV k) <cc und gc€ p)

(91,--»90) IPR <= de€E &le) <gr R und (g1,...,9%) € ple).

Die K-Interpretation A\® := Ae UAg U g ist definiert durch Ac(c) := (o, cfolo)
fiir alle ¢ € C, g := idg, und Mg (R) := (R, RI**) fiir R € Ry. Dann heifit
die Kontexteinterpretation (K®,\®), das STANDARD-POTENZ-MODELL von &.
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Der Zusammenhang zu dem fiir relationale Kontexte definierten Standard-
modell 148t sich wiederum durch Vergleich der Ecken- und Kantenbedingungen
leicht herstellen:

Lemma 35 Ein Begriffsgraph &5 gilt genau dann im Standard-Potenz-Modell
(K®1,)%1) des Begriffsgraphen ®1, wenn er in dem Standardmodell (K®1,.%1)
gilt.

In beiden Standardmodellen werden also dieselben Informationen codiert.
Um genauer sagen zu konnen, wie sie zusammenhéngen, brauchen wir einen
Isomorphiebegriff fiir Potenzkontextfamilien.

Definition 36 Die beiden Potenzkontextfamilien K := (Gr, My, Ii)k=o0,....n und
= (G}, M}, I},) k=o,....n heifSen ISOMORPH, wenn es zwei bijektive Abbildungen
Go 1 Go = Gy und opr Uy My, = Up—y Mj, gibt, so dafs
o die Fortsetzung e : Us_oGr = Ui, Gj,
(g1,---,98) = (Pco(gr);- -, Pao(gr))
von pg, wohldefiniert und bijektiv ist,
o firalle k=0,...,n gilt op(My) = M}, und

o fir allek=0,...,n und fir alle (g1,...9x) € Gy und m € My, gilt
(91, g6) km = (06, (91)>- -5 06, (98)) I}, ar(m).

Lemma 37 Fir jeden Begriffsgraphen & ist die in den Kontexten Ky bis K,
spaltenbereinigte Potenzkontextfamilie zu K® isomorph zu KK@

Beweis: Es ist KK@ = (Hg, Niy Ji)k=o0,....n die zum Standardkontext von &
gehorige Potenzkontextfamilie, also ist Hy = G, H, = G*, Ny =C, Nj, = 9‘{,%5 =

LR(Rk) mit @( Yy =U{ple) | e € E: k(e) <g E} fiir alle R€ R

und schlieB8lich J, = € fiir alle k = 1,.

Die in den Kontexten K; bis K, spaltenberelnlgte Potenzkontextfamilie des
Standard-PCF-Modells ist (G Mk ka Vk=0,...,n, Mit G® =G, My = C, und fiir
alle k=1,...,nist G,? = G* und

M@ = {[R]| R € R;;} wobei [R]:={S € R |Rln =g}

und [R]Ff’SS =U{ple) | e € E:k(e) <r R} fir R € Ry.
Diese Potenzkontextfamilien sind isomorph, denn die beiden Abbildungen ¢, :
G¢ — Hy mit g, = idg,, und o : Up_o ME = Us_o Nk mit o ([R]) =

1B (R) = R sind bijektiv und erfiillen die geforderten Bedingungen. a

Mit diesen Lemmata konnen wir viele Ergebnisse der vorangegangenen Ka-
pitel, insbesondere die Uberlegungen zu dem Folgerungsbegriff und somit auch

den Vollstdndigkeitssatz, direkt {ibertragen:

Korollar 38 Ein Begriffsgraph ®; folgt genau dann semantisch aus einem Be-
griffsgraphen &, wenn er im Standard-Potenz-Modell (K®,\®1) von &, gilt.
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SchlieBlich kénnen wir folgende Aquivalenz festhalten:

Satz 39 Es seien &, und &, Begriffsgraphen mit den Standard-Potenz-Modellen
(K®1, \®1) und (K®2,\%2). Dann gilt

G F 8 = I DIP* firalle k=0,...,n.

Beweis: Es sei 6, - & fiir zwei Begriffsgraphen &; und &,. Dann gilt mit Satz
26 auch &; = ®,, woraus mit Lemma 18 folgt, daB in den Standardmodellen
(K®1,,%1) und (K®2,.%2) gilt I® D I®2 und (5'(R) D 132(R) fiir alle R € R.
Mit Lemma 37 gilt folglich fiir die Standard-Potenz-Modelle:

(S (S
1 218 und R''®l D> R fiir alle R € R.

Somit gilt fiir alle K = 0,...,n die behauptete Inklusion I,?l D Ik%. Fiir die
Umkehrung kann man genauso argumentieren. a

Wie schon in Lemma 18 fiir relationale Kontexte 148t sich mit diesem Satz
also die Folgerungsbeziehung auf der Kontextebene durch die Inklusion der In-
zidenzen in den zugehorigen Standard-Potenz-Modellen charakterisieren. Da-
mit konnen wir Infimum und Supremum von Begriffsgraphen auf der Ebene
der Standard-Potenzmodelle mit Durchschnitt und Vereinigung der Inzidenz-
relationen bestimmen. Ohne dies hier niher auszufiihren, wird deutlich, daf3
die Moglichkeit einer Riickiibersetzung auf die Graphenebene wichtig ist, wenn
man dies ausnutzen will. Wir wollen also auch zu einer gegebenen Potenzkon-
textfamilie einen Standardgraphen angeben konnen.

6.4 Standardgraph einer Potenzkontextfamilie

Den Standardgraphen einer Potenzkontextfamilie definieren wir in Analogie zu
dem eines relationalen Kontext so, dafl aus dem Standardgraphen alle anderen
giiltigen Begriffsgraphen dieser Potenzkontextfamilie abgeleitet werden kénnen.
Dabei machen wir uns die Kontextbeschreibung der Relationenmengen zunutze,
so dafl wir nicht zu jeder Relation Kanten konstruieren miissen, sondern nur zu
den (supremumdicht liegenden) Gegenstandsbegriffen der Kontexte K.

Gegeben sei eine Potenzkontextfamilie K := (Gr, My, Ii)k=o0,....n- Als Al-
phabet des zu konstruierenden Begriffsgraphen setzen wir A := (C,G,R) mit
C:=B(Kg), G := Go und R := Rp. Fiir jedes k = 1,...,n betrachten wir nun
die Menge 9}, aller Gegenstandsbegriffe, also

ml: = V(Gk) = {((glv e agk)lklk, (gla .. ‘7g/€)1k) | (glv e 7gk) € Gk}v
und bestimmen fiir jeden Relationsbegriff v € R}, die Menge

Ref™(v) := {41 x...x A C Ext(r) |
B; x ... x By C Ext(r) impliziert By X ... X By, 5 A1 x ... A}

Wir definieren als Kantenmenge

Eg :={(v,A1,..., Ar) |t € Ry, A1 x ... x A € Ref™™ (1)},

27



und wir setzen, wie fiir die relationalen Kontexte,

Vi :={A C Go | es gibt ein (v, A1,...,Ay) € Ep mit A = A; fiirein i <k} U
{gPlo C Gy | g € Go}.

Auch die Abbildungen werden analog definiert: Wir setzen v : E; — Up_ Vi
durch vg (v, Ay, ..., Ag) := (A1,..., Ax) und myg : Ve UE; — B(Ko) UR durch
kg (t, Ay, ..., Ag) :=vund kz(A) := (Allo, Alo) € B(Ky). So kdnnen wir fiir al-
le A € Viz nun pp(A) := A setzen. Schliefllich nehmen wir als Aquivalenzrelation
6 die Identitét auf V;. Damit erhalten wir einen in (K, A) giiltigen Begriffsgra-
phen, wobei die K—Interpretation A definiert ist durch A := id¢ U idg U idg.
Thn wollen wir als den Standardgraphen definieren:

Definition 40 Fir eine Potenzkonteztfamilie K heifst der Begriffsgraph
O(K) := (Vg, Eg, vz, ki, pg, idy.) der STANDARDGRAPH VON K.

Um die Entsprechung dieses Standardgraphen zu dem eines relationalen
Kontextes zu finden, miissen wir das Alphabet etwas anpassen, indem wir statt
der Relationsbegriffe ihre Extensionen betrachten:

Ist &(K) := (Vg, Eg, vg, kg, pg, idv.) der Standardgraph der Potenzkontext-
familie K iber dem zugehorigen Alphabet (B(Ko ), Go, Ry), dann ist &' (K) :=
(VK,Eﬁ{, Vi, H{K’ pi,idy.) ein giiltiger Begriffsgraph von K iiber dem Alphabet
(B(Ko), Go, Ext(Ry)). Dazu wird folgendes definiert:

Eﬁ{ = {(Extv, Ay, ..., Ag) | (v, A1,..., Ay) € Eg},

ki (v) == kg (v) fiir alle v € Vi und

mﬁ.{(Extt, Aq,...,Ay) = Extrv fiir alle (Exte, Ay,...,Ag) € Eﬁg‘

Mit diesen Bezeichnungen gilt folgendes Lemma:
Lemma 41 Fir jeden relationalen Kontext K gilt &(K) = &'(Kg).

Es soll explizit bemerkt werden, daf diese beiden Graphen zwar isomorph
sind, d.h. gleiche Gestalt, ab_e;r nicht dasselbe Alphabet haben, denn die Menge
der Relationsnamen fiir &'(Ky) ist im allgemeinen grofier.

Die entsprechende Beziehung &'(K) = &(Ky) ist im allgemeinen nicht rich-

tig.

Beweis: Fiir jeden relationalen Kontext K := ((G,R), M, I) gilt R = Ext(R% ).
Damit gilt Ex = Eﬁ'{ﬂ und die Gleichheit der Standardgraphen folgt unmittel-
bar. -

O

Mit diesem Lemma folgt aus Satz 28, daff der Standardgraph die gewiinschte
Eigenschaft erfiillt, alle giiltigen Begriffsgraphen der Potenzkontextfamilie zu
implizieren:

Korollar 42 Fiir jede Potenzkontextfamilie K gilt: Jeder in
griffsgraph &' folgt semantisch aus dem Standardgraphen &(

,id) giiltige Be-

(K
K) von K.
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Beweis: Sei &' giiltig in (K, id). Gilt ' auch im Standard-Modell (K®(K), L®(K))

von &(K), dann folgt mit Satz 28 die Behauptung. Es gilt LS(K) = idg, sowie
L?(K) = idg 7y und Lg(K):%K — Ext(R) mit Lg(K) (r) = Ext (v), folglich ist &’
auch in (K®®), ,©®)) giiltig. O

7 Diskussion

In diesem Artikel wurde ein Ansatz vorgestellt, die Verbindung zwischen der
Theorie der begrifflichen Graphen und der Formalen Begriffsanalyse herzustel-
len, indem eine Theorie der Begriffsgraphen im Rahmen einer Kontextuellen Lo-
gik entwickelt wurde. Dazu werden Begriffsgraphen als syntaktische Konstrukte
eingefiihrt, deren Semantik in relationalen Kontexten bzw. Potenzkontextfamili-
en definiert wurde. Inferenzen fiir Begriffsgraphen kénnen zum einen durch einen
vollstdndigen und korrekten Kalkiil, zum anderen mit Hilfe der Standardmo-
delle beschrieben werden. Damit wurde ein effizientes Entscheidungsverfahren
présentiert, wann ein Begriffsgraph einen anderen impliziert.

In ihrer jetzigen Ausgestaltung umfafit die Logik der Begriffsgraphen nur
einen kleinen Teilbereich der Pradikatenlogik, denn man kann mit den ein-
fachen Begriffsgraphen, in der Sprache der Pridikatenlogik ausgedriickt, nur
atomare Formeln und deren Konjunktionen aufstellen. Eine Erweiterung durch
geschachtelte Begriffsgraphen und Quantoren ist deshalb anzustreben, um ei-
ne ausdrucksstérkere Logik zu entwickeln. Dazu ist in [Wi98] ein erster Ansatz
gemacht worden, gegliederte Begriffsgraphen mit triadischen Kontexten in Ver-
bindung zu bringen.

Hauptanliegen dieser Arbeit war es jedoch nicht, eine direkte Konkurrenz
zur Pridikatenlogik vorzustellen, zumal die hier definierte kontextuelle Semantik
rechnerisch umstandlicher ist als die der Prédikatenlogik. Es ging vielmehr dar-
um, eine formale Sprache zu entwickeln, die durch ihre Einfachheit und Nihe zur
natiirlichen Sprache dazu geeignet ist, Wissen zu reprisentieren und kommuni-
zierbar zu machen. Unter dieser Zielsetzung stellt die Logik der Begriffsgraphen
einen wichtigen Beitrag zur Fortentwicklung einer Begrifflichen Wissensverar-
beitung dar.

Die scharfe Trennung zwischen Syntax und Semantik in seiner logischen Be-
deutung kann fiir die Begriffliche Wissensverarbeitung wieder etwas in den Hin-
tergrund treten, und der Schwerpunkt wird auf den Moglichkeiten liegen, das
gleiche Wissen in verschiedenen Sprachen zu formalisieren: Mit dem Standard-
modell und dem Standardgraphen sind Ubersetzungsmaoglichkeiten zwischen der
Graphenebene und der Kontextebene angegeben worden. Damit ist die sprach-
liche Grundlage fiir ein Begriffliches Daten- und Wisenssystem geschaffen, in
dem die Vorteile beider Ansitze moglichst gut kombiniert werden.

So wére ein Wissenssystem vorstellbar, in dem Wissen in formalen Kon-
texten codiert wird und die Sprache der Begriffsgraphen als Schnittstelle und
Darstellungsform fiir das Wissen dient. In einem solchen System konnte et-
wa der Wissensingenieur die gegebene Wissensbasis durch die Eingabe neuer
Begriffsgraphen erweitern. Dann kénnten implementierte Algorithmen auf der
Ebene der Graphen oder auch der der Kontexte (je nachdem, was fiir die spezi-
fische Situation niitzlicher ist) iiberpriifen, ob der neue Begriffsgraph im gegebe-
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nen Kontext bereits giiltig (also die Information redundant) ist oder ob in ihm
zusdtzliche Informationen codiert sind. Das System konnte Begriffsgraphen for-
mulieren, um die codierten Informationen zu visualisieren und kénnte von den
zahlreichen Methoden und Algorithmen profitieren, die bereits fiir begriffliche
Graphen entwickelt wurden. Eine Einbindung in TOSCANA koénnte ein einfa-
cher Weg sein, um mit Hilfe von Begriffsverbénden die begrifflichen Strukturen
und GesetzméBigkeiten innerhalb der Daten aufzudecken und die Methoden der
Formalen Begriffsanalyse fruchtbar zu machen.
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