Terminologische Merkmalslogik
in der Formalen Begriffsanalyse

Susanne Prediger

Erscheint in: G. Stumme / R. Wille (ed.): Begriffliche Wissensverarbeitung.
Methoden und Anwendungen, Springer Berlin 1998

Inhalt

. Einleitung

. Die Sprache der terminologischen Merkmalslogik

. Kontexterweiterung mit Merkmalslogik

. Teilsprachen der Merkmalslogik

. Merkmalslogik mehrwertiger Kontexte

. Logische Skalierung mehrwertiger Kontexte

. Entsprechung der Merkmalslogik fiir einwertige und mehrwertige Kontexte

N OO W N

1. Einleitung

In den letzten Jahren gab es immer wieder Anstofe, logische Sprachelemente
in die Formale Begriffsanalyse einzufiihren. Vor allem bei den Aktivitdten
im Bereich der begrifflichen Wissensverarbeitung entstand zunehmend das
Bediirfnis nach formal-logischen Ausdrucksmitteln. Den Anlaf, eine logische
Sprache fiir die Formale Begriffsanalyse zu entwerfen, lieferte das Vorhaben,
die von Edwin Diday entwickelte Symbolische Datenanalyse in engere Ver-
bindung zur Formalen Begriffsanalyse zu bringen (vgl. [Pre96]). Dieser Anlaf}
legte nahe, eine Merkmalslogik mit extensionaler Semantik bereitzustellen.
Die eingefiihrte Sprache lehnt sich eng an die logischen Formalismen termino-
logischer Systeme an, wie sie im Bereich der Wissensreprisentation entwickelt
und in verschiedenen Varianten unter dem gemeinsamen Namen terminolo-
gische Logik (engl.: description logics) umgesetzt worden sind (vgl. [Ne90]).
Die in der vorliegenden Arbeit beschriebene Merkmalslogik orientiert sich an
einer als ALC bezeichneten terminologischen Sprache, die erstmals in [SS91]
vorgestellt wurde. Sie entspricht ihr allerdings nicht in jedem Detail, da es
galt, sie den Anforderungen der Formalen Begriffsanalyse anzupassen.

Die Sprache der terminologischen Merkmalslogik wird sowohl fiir einwerti-
ge als auch fiir mehrwertige Kontexte entwickelt, wobei zusétzlich binére
Relationen auf den Gegenstandsmengen der Kontexte beriicksichtigt werden
konnen. Die Sprachen der Merkmalslogik sind so angelegt, dal fiir einen
mehrwertigen Kontext dieselben Extensionen beschreibbar sind wie fiir sei-
ne einwertige nominale Ableitung. Einen besonderen Gewinn der Merkmals-
logik stellt die logische Skalierung als vielseitig verwendbare Alternative der
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begrifflichen Skalierung mehrwertiger Kontexte dar, bei der sogenannte Ter-
minologien die Ableitung einwertiger Kontexte aus mehrwertigen Kontexten
bestimmen.

Es wird darauf verzichtet, die ben6tigten Grundlagen der Formalen Begriffs-
analyse in dieser Arbeit zu erliutern. Stattdessen sei fiir alle grundlegenden
Definitionen und Resultate der Formalen Begriffsanalyse auf die ersten Ka-
pitel des Lehrbuchs [GW96] verwiesen.

2. Die Sprache der terminologischen Merkmalslogik

Die Sprache der extensionalen terminologischen Merkmalslogik besteht aus
einer Syntax der Merkmale, in der die Merkmale als einstellige Préidikate auf-
gefaflt werden, und einer Semantik, die durch eine extensionale Interpretation
in einem relationalen Kontext erklirt ist. In Anlehnung an [Pri96] wird ein
relationaler Kontext wie folgt definiert:

Definition 1. Ein formaler Kontext (G, M, I) zusammen mit einer Familie
R von (zweistelligen) Relationen R C G X G auf der Gegenstandsmenge wird
(bindr-) relationaler Kontext genannt und mit (G, R), M, I) bezeichnet.

Da in dieser Arbeit ausschlieBlich zweistellige Relationen betrachtet werden,
wird im folgenden schlicht von relationalen Kontexten gesprochen. Weiter-
hin sei betont, dafl in der ganzen Arbeit davon ausgegangen wird, dafl die
Gegenstands- und Merkmalsmengen stets endlich sind.

Durch die relationalen Kontexte wird ein Beschreibungsmittel bereitgestellt,
mit dem nicht nur Beziehungen von Merkmalen und Gegenstédnden, son-
dern auch Zusammenhénge zwischen den Gegenstdnden formalisiert werden
konnen. Die in der Formalen Begriffsanalyse iiblichen formalen Kontexte
(G, M,I) konnen wir als Sonderfélle der relationalen Kontexte mit leerer
Relationenmenge R verstehen.

Ausgehend von der Definition eines relationalen Kontextes kann nun die
Sprache der terminologischen Merkmalslogik eingefiihrt werden. Sie soll dazu
dienen, aus einer gegebenen Menge von Merkmalen und Relationen weitere
Merkmale zu konstruieren, wie im 3. Abschnitt genauer erldutert wird. Dazu
werden zunéchst das Alphabet der Sprache (Definition 2) und die zuléssigen
Weérter, die sogenannten Relations- und Merkmalsterme, definiert (Defini-
tion 3). Die Interpretation der Relations- und Merkmalsterme ergibt sich als
Fortsetzung der Interpretation von Merkmals- und Relationsnamen in einem
relationalen Kontext (Definition 4 und 5).

Sind Syntax und Semantik der Sprache der terminologischen Merkmalslogik
bestimmt, wird durch die sogenannte Terminologie ein Sprachmittel geschaf-
fen, um Merkmalsnamen durch gewisse Merkmalsterme zu beschreiben (Defi-
nition 8). Ein Beispiel fiir die Verwendung der eingefiihrten Sprache wird
schlieBlich im 3. Abschnitt diskutiert.
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Definition 2. Das Alphabet Ay r der terminologischen Merkmalslogik setzt
sich zusammen aus:
o ciner Menge M von Merkmalsnamen,

e ciner Menge R von Relationsnamen,
e den Zeichen id, ¢, 4, T,L,—,A\,V,3,V.

Mit diesem Alphabet bilden wir unsere Sprache, deren Wérter mit bestimm-
ten, nicht im Alphabet aufgefiihrten Hilfszeichen wie Klammern, Punkten
und Indizierungen wie k& € K*“ fiir endliche Indexmengen K geschrieben
werden.

Definition 3. Die Menge Sg der Relationsterme und die Menge Sy; der
Merkmalsterme werden rekursiv durch folgende Regeln konstruiert:

e R C Sy

o id € S

e RESg = R°,Rc Sy

o M C Sy

e T,1 €Sy

etcSy = teSu

o firalleke K: ty €Sy = VkeKtk7 /\kEKtk €Sy
et cSy, ReSg = JR.t, VRtE Sy

Die formale Sprache S der terminologischen Merkmalslogik iiber dem Alpha-
bet Ayr,r besteht aus den Mengen Sy und Sg.

Es sei hier explizit darauf hingewiesen, dafl die Merkmalsterme IR.t und VR.t
im Gegensatz zu dem in der klassischen Préddikatenlogik iiblichen Gebrauch
nicht als Formeln, sondern als einstellige Pridikate aufgefafit werden.

Eine extensionale Semantik dieser Sprache erhilt man durch die extensionale
Interpretation ¢ der Merkmals- und Relationsnamen in einem relationalen
Kontext:

Definition 4. Sei S die formale Sprache iber dem Alphabet Ay w,
K := ((Gk, Rk), Mk, Ix) ein relationaler Kontext und

T MUR = Mgk U Rk
eine Abbildung, die jedem Relationsnamen R eine zweistellige Relation R und
jedem Merkmalsnamen m ein Merkmal Tt zuordnet. Dann heifit die Abbildung

i: MUR — ‘B(GK) U Rx
R ~ R
m = mi ={ge€Gk|(g,m) € Ix}
eine extensionale Interpretation der Merkmals- und Relationsnamen der for-
malen Sprache S im Kontext K.
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Wir werden also die Semantik der terminologischen Merkmalslogik auf eine
rein extensionale Semantik beschrinken: Als Interpretation eines Merkmals-
namens m betrachten wir nicht sein Bild unter der Abbildung —, also ein
Merkmal 777, sondern den Merkmalsumfang von . Die extensionale Inter-
pretation ¢ einer Menge M von Merkmalsnamen erhélt man somit durch die
Verkniipfung einer nicht extensionalen Interpretation m — m mit dem Ablei-
tungsoperator m — m**, der jedem Merkmal 7 seine Extension im Kontext
K zuordnet. Diese Verkiirzung auf eine extensionale Interpretation ist in der
terminologischen Logik iiblich und erweist sich auch fiir die hier angestrebten
Ziele als zweckmiiBig.

Hat man eine extensionale Interpretation ¢ der Merkmals- und Relations-
namen in einem relationalen Kontext gegeben, so erhilt man die extensionale
Semantik der Merkmals- und Relationsterme durch die folgende Fortsetzung
von i:

Definition 5. Ist i eine Interpretation der Merkmals- und Relationsnamen
der formalen Sprache S im relationalen Kontext K := ((Gk, Rk), Mk, Ix),
dann ist die extensionale Interpretation der formalen Sprache S die Fortset-
zung

{]}z S — ;B(GK)Um(GK X GK)

von ¢t auf S, die rekursiv definiert ist durch:

{R}; = (R fir ReR
{id} = {(9,9) |9 € Gk}
{Rr: = {(g:7) | (h,9) € {R]:}
{r}: = (Gx x Gx) \ {R]:
{m}; = i(m) fiirm e M
1T} = Gk

{[J_]}i = 0

{~1t} = G\ {i]

{/\keK tk]}i = ﬂkeK{[tk]}i

{[VkeK el = UkeK{[tk]}i

{3R.t}; = {9 €Gk|Ihe{thi(g,h) € {R]}:}

{VR.t}; = {g€Gg|YheGk:(g,h)e{R}; = he{i}:}

Falls der Bezug auf die jeweilige Interpretation ¢« durch den Zusammenhang
eindeutig ist, wird im folgenden zuweilen auch {t} statt {t}}; geschrieben.

Damit sind Syntax und Semantik der Sprache der extensionalen termino-
logischen Merkmalslogik festgelegt. Um sie fiir die Formale Begriffsanalyse
fruchtbar zu machen, sind weitere Elemente der terminologischen Logik von
Bedeutung, insbesondere die sogenannten terminologischen Axiome, mit de-
nen Merkmalsnamen Merkmalsterme zugeordnet werden kénnen. Eine endli-
che, zyklenfreie Menge solcher terminologischer Axiome wird in der termino-
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logischen Logik eine Terminologie oder T-Box genannt (vgl. [Ne90]). Es soll
zundchst definiert werden, wann wir eine Zuordnung zyklenfrei nennen:

Definition 6. Sei v : M — Sy; eine partielle Abbildung. Der Merkmals-
name my € M benutzt direkt den Merkmalsnamen ms € M, wenn ms im
zugeordneten Merkmalsterm v(mi) vorkommt. Der Merkmalsname my € M
benutzt den Merkmalsnamen m,, € M, wenn es eine Kette mi,ma,...,my,
von Merkmalsnamen gibt, so dafs fiir jedes k € {1,2...,n—1} der Merkmals-
name myy1 den Merkmalsnamen my, direkt benutzt.

Die partielle Abbildung v heifit zyklenfrei, wenn kein Merkmalsnname sich
selbst benutzt.

Nun kénnen wir den Begriff der Terminologie in Anpassung an die Bediirfnisse
der Formalen Begriffsanalyse so definieren, dafl die durch Merkmalsterme
beschriebenen Merkmalsnamen explizit mit ausgewiesen werden:

Definition 7. Als Terminologie bezeichnet man das Tupel (M, v), wobei
v: M — Sy eine zyklenfreie partielle Abbildung ist und M := v 1(Sum).-
Die Menge M, := M\M nennt man die Menge der primitiven Merkmals-
namen der Terminologie (M, v).

Zwar werden Terminologien rein in der Syntax definiert, doch will man in der
Praxis oft die Semantik mit einbeziehen. Dann wird man in einer Terminolo-
gie nicht beliebige Zuordnungen von Merkmalsnamen und Merkmalstermen
treffen wollen, sondern einem Merkmalsnamen nur dann einen Merkmalsterm
zuordnen, wenn beide die gleiche extensionale Interpretation haben. Dies wird
durch die Eigenschaft der Konsistenz erfaft:

Definition 8. Die Terminologie (M, v) heifit konsistent bzgl. einer Interpre-
tation i, wenn fir jedes m € M die Gleichheit {m]}; = {v(m)}; gilt.

Eine solche Terminologie zeigt das Beispiel in Abb. 1, das in etwas abgewan-
delter Form aus [Ba92] entnommen ist. Ausgehend von einer Menge

M = {Mensch, Frau, Mann, Mutter, Vater, Elternteil,
Mutter-ohne-Tochter, GroBmutter, Ehefrau}

von Merkmalsnamen und einer Menge R := {hat-Kind, verheiratet} von Rela-
tionsnamen, wird darin eine Terminologie aus dem Bereich der Familien-
beziehungen definiert. Man iiberzeugt sich leicht, daf fiir die Beschreibung
aller Merkmalsterme dieser Terminologie lediglich zwei primitive Merkmals-
namen benutzt werden, nimlich Frau und Mensch. Alle anderen Merkmals-
terme werden letztlich mit diesen beiden konstruiert.

Das Aufstellen einer Terminologie kann in der Merkmalslogik verschiedene
Funktionen erfiillen: Ganz direkt dient sie dazu, Merkmalsterme durch Merk-
malsnamen zu benennen bzw. Merkmalsnamen durch Merkmalsterme zu be-
schreiben. Dariiber hinaus erfiillt sie aber auch die ausgesprochen wichtige
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Mann — — Frau A Mensch

Mutter — Frau A 3 hat-Kind.Mensch

Vater — Mann A 3 hat-Kind.Mensch

Elternteil — Mutter V Vater

Mutter-ohne-Tochter — Mutter A V hat-Kind.Mann
GroBmutter — Mutter A 3 hat-Kind.Elternteil
Ehefrau — Frau A 3 verheiratet.Mann

Abbildung 1 Beispielterminologie Familie

Funktion, die Menge aller Merkmalsterme iiber einem gegebenen Alphabet
An,r auf diejenigen Merkmalsterme einzuschrinken, die fiir die jeweilige
Fragestellung relevant sind, denn mit anderen Merkmalstermen als den in
der Terminologie angegebenen wird im weiteren nicht mehr gearbeitet.

Zuweilen dient eine Terminologie auch dazu, die relevanten Merkmalsterme
schrittweise aus den primitiven Merkmalsnamen zu konstruieren und zur
Abkiirzung mit Merkmalsnamen zu versehen. So kénnen wir in unserem Bei-
spiel die Merkmalsnamen in vier Schritten aus den primitiven Merkmals-
namen der Menge M, :={Frau, Mensch} konstruieren:

0. Schritt: My := M, = {Frau, Mensch}

1. Schritt: M; := My U {Mann, Mutter}

2. Schritt: M, := M; U {Vater, Mutter-ohne-Tochter}
3. Schritt: Mz := M; U {Elternteil}

4. Schritt: My := Ms; U {GroBmutter}

Entsteht eine Terminologie auf diese Weise iterativ, so wird man im allge-
meinen die Interpretation der neu eingefiihrten Merkmalsnamen erst nach
Bestimmung der Terminologie festlegen und zwar so, dafl diese konsistent
ist. Dann definiert man zu einer fiir die formale Sprache tiber dem Alphabet
A, » gegebenen Interpretation ¢ die Interpretation der Merkmalsnamen der
formalen Sprache iiber dem Alphabet As» sukzessive durch

{m} = {v(m)}.

Die Grundmenge M aller moglichen Merkmalsnamen kann so in den Hinter-
grund treten, und man kann, ohne M und die Interpretation seiner Elemente
im voraus festzulegen, eine Menge M von Merkmalsnamen konstruieren, die
dann, vereinigt mit M,,, als Grundmenge M gesetzt wird.

Somit konnen wir eine Menge M), von primitiven Merkmalsnamen mit Hilfe
einer Terminologie (M ,V) zu einer Menge M sukzessive erweitern. Die Inter-
pretation der Elemente von M ist dann durch ihre Konstruktion bestimmt.
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3. Kontexterweiterung mit terminologischer
Merkmalslogik

Da die Fragestellungen, unter denen die terminologische Logik im allgemeinen
betrieben wird, etwas anders sind als in der Formalen Begriffsanalyse, soll nun
explizit beschrieben werden, wie eine terminologische Merkmalslogik im Rah-
men der Formalen Begriffsanalyse genutzt werden kann: Die Einfithrung der
Sprache der terminologischen Merkmalslogik ermdglicht es, die Erweiterung
eines gegebenen Kontextes durch bestimmte Verkniipfungen von Merkmalen
zu beschreiben, denn man verfiigt nun iiber eine Sprache, in der ausgedriickt
werden kann, wie sich neue Merkmale aus alten zusammensetzen.

Im allgemeinen geht man also fiir die Verwendung der terminologischen Merk-
malslogik von einem relationalen Kontext K := ((Gk, Rk), Mk, Ix) aus. Thn
gilt es zu erweitern, um die begriffliche Struktur des Kontextes durch Ver-
kniipfungen von Merkmalen und ggf. Relationen anzureichern, die fiir die
jeweilige Fragestellung an die Daten interessant sind.

Dazu betrachten wir die Merkmalsmenge My des Kontextes K als Menge
der primitiven Merkmalsnamen, lassen also die Merkmale mit ihren Merk-
malsnamen zusammenfallen und ebenso die Relationen aus Rk mit ihren
Relationsnamen. Naheliegenderweise definieren wir die Interpretation ¢ der
Merkmalsnamen aus My in dem relationalen Kontext K durch die Kontext-
relation Iy: Fiir jedes m € My ist i(m) := m’*. Ebenso setzen wir i(R) := R
fiir jede Relation R € Ry.

Nun muf} nach inhaltlichen Gesichtspunkten entschieden werden, welche wei-
teren Merkmale fiir die Fragestellung an die Ausgangsdaten interessant sein
konnen. Diese werden in der Menge M zusammengefafit. Anschlielend gibt
man an, wie sie sich aus den primitiven Merkmalsnamen zusammenset-
zen lassen. Dies geschieht durch Aufstellen einer Terminologie (M,r) mit
M — Su, die als primitive Merkmalsnamen gerade die Elemente von
My C M hat.

Die Menge M bildet nun die Merkmalsmenge des erweiterten Kontextes, des-
sen Relation durch die Interpretation { [}; der zugeordneten Merkmalsterme

K H Mensch ‘ Frau ‘ hat-Kind = {(Elizabeth, Charles),
Elizabeth X X (Elizabeth, Andrew),
Diana X % (Diana, William),
Charles x (Charles,William) }
Andrew % verheiratet = {(Charles, Diana),
William X (Diana, Charles)}

Abbildung 2 Relationaler Kontext Kdnigsfamilie
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Abbildung 3 Erweiterter Kontext Kdénigsfamilie bzgl. der Terminologie Familie

eindeutig bestimmt ist. Wir sprechen dann von dem bzgl. der Terminologie
(M, v) abgeleiteten Kontext:

Definition 9. Sei K := ((Gk, Rk), Mk, Ix), ein relationaler Kontext und S
die formale Sprache iber dem Alphabet Aprr, mit Mg C M und extensio-

naler Interpretation i im Kontext K. Ist T := (M, v) eine bzgl. i konsistente
Terminologie, deren primitive_Merkmalsnamen aus My sind, so heifit der
formale Kontext K™ := (Gx, M, E) mit

gEm <= ge{v(mhi

der bzgl. der Terminologie T abgeleitete Kontext von K. Ist K ein Teilkontext
von K7, so heift KT auch der bzgl. der Terminologie erweiterte Kontext von
K

Als Beispiel fiir eine solche Kontexterweiterung soll hier das in [Ba92] vor-
gestellte Modell der englischen Konigsfamilie (auf dem Stand von ca. 1990)
aufgenommen werden: Abb. 2 zeigt den vorausgesetzten relationalen Kontext
Konigsfamilie, dessen Gegenstandsmenge aus einigen Mitgliedern des eng-
lischen Konigshauses besteht, wihrend die Merkmale und Relationen dem
Beispiel aus Abb. 1 entnommen sind. Nun wird die Merkmalsmenge Mk :=
{Mensch, Frau} auf die in der Terminologie Familie festgelegte Menge

M = {Mensch, Frau, Mann, Mutter, Vater, Elternteil,
Mutter-ohne-Tochter, GroBmutter, Ehefrau}

von Merkmalsnamen erweitert, deren Elemente durch die in Abb. 1 definier-
te Abbildung v: M — S beschrieben werden. Dann kann der erweiterte
Kontext K’ := (Gg, M, E) mit Hilfe der Interpretation der zugeordneten
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Mensch

Mann
Andrew, William

Frau, Mutter,

Mutter-ohne-Tochter( Vater

Charles

GroBmuttel
Elizabeth

Abbildung 4 Begriffsverband des erweiterten Kontextes Kénigsfamilie

Merkmalsterme bestimmt werden. So erhélt man den in Abb. 3 abgebildeten
erweiterten Kontext Kdnigsfamile bzgl. der Terminologie Familie aus Abb. 1.
Wie der Begriffsverband des erweiterten Beispielkontextes Kdnigsfamilie in
Abb. 4 zeigt, 148t sich auf diese Weise aus dem relationalen Kontext Kdnigs-
familie, der nur ein einziges interessantes Merkmal, aber zuséitzlich Relatio-
nen auf den Gegenstinden besitzt, bereits eine relativ komplexe begriffliche
Struktur entwickeln, indem man nach inhaltlichen Gesichtspunkten aus den
alten Merkmalen und den Relationen mit Hilfe der Sprache der Merkmals-
logik neue Merkmale konstruiert.

4. Teilsprachen der terminologischen Merkmalslogik
und spezielle Kontexterweiterungen

4.1 Boolesche Erweiterungen

Man kann die terminologische Merkmalslogik selbstverstdndlich auch zur
Erweiterung gewohnlicher formaler Kontexte verwenden, wenn man diese
als relationale Kontexte mit leerer Relationenmenge versteht. Da man als
Merkmalsterme fiir eine Terminologie nur diejenigen zulassen kann, die ohne
Relationen gebildet werden, beschrinkt sich die Sprache der terminologischen
Merkmalslogik auf die iiblichen logischen Verkniipfungen Disjunktion, Kon-
junktion und Negation. Eine Terminologie, deren Termmenge nur Merkmals-
terme umfaflt, die ohne Relationen gebildet werden, nennen wir Boolesche
Terminologie:

Definition 10. Sei & die formale Sprache iber dem Alphabet Aprr und
Ty, C Sy die Termmenge dber M, die rekursiv durch die folgenden Regeln
definiert ist:
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e M CTy

e T, 1L €Ty

otedy, = —-teTy

o firalleke K: tyel, = VkeKtlﬁ /\kEKtk eTy.

Dann wird Ty, _die Boolesche Termmenge diber M und jede Terminologie
(M,v) mit v(M) C T, eine Boolesche Terminologie von S genannt.

Die Erweiterung eines Kontextes bzgl. einer Booleschen Terminologie nennen
wir Boolesche Erweiterung:

Definition 11. Sei K ein relationaler Kontext und S die formale Sprache
Gber dem Alphabet Ay, r, mit extensionaler Interpretation i im Kontext K
Ist Ty := (M, v) eine bzgl. i konsistente Boolesche Terminologie von S, so
heift der bzgl. der Terminologie Ty, abgeleitete Kontext K7 eine Boolesche
Erweiterung von K.

Die bis auf Bereinigung grofite Boolesche Erweiterung K ist unter dem Namen
Boolescher Kontext bereits in [St94] untersucht worden: Es ergibt sich, daf§
ihr Begriffsverband B(K) fiir jeden Kontext K eine vollstdndig distributive
vollstéindige Boolesche Algebra ist.

Ebenso wie im relationalen Fall ist es allerdings im Booleschen Fall selten not-
wendig, tatsidchlich alle Merkmalsterme zuzulassen. Daher wird man sich im
allgemeinen nicht fiir die gréfite Boolesche Erweiterung, sondern fiir die Er-
weiterung bzgl. einer kleineren Booleschen Terminologie interessieren. Auch
hier bleibt also die Terminologie ein wichtiges Mittel, um die Termmenge auf
diejenigen Merkmalsterme zu begrenzen, die fiir die jeweiligen Fragestellun-
gen relevant sind.

Man sieht jedoch leicht ein, dafl jede beliebige Boolesche Erweiterung eines
Kontextes bis auf Bereinigung und Benennung der Merkmale einen Teilkon-
text von K bildet. Der zugehorige Begriffsverband ist somit stets isomorph
zu einem /\-Unterhalbverband des Booleschen Begriffsverbandes B(K®).

4.2 Konjunktiv-Disjunktive Erweiterungen

Eine weitere fiir die Anwendungen wichtige Einschrinkung der (Booleschen)
terminologischen Merkmalslogik ist die konjunktiv—-disjunktive Teilsprache:

Es gibt Kontexte, in denen die Beziehung (g,m) ¢ I nicht bedeutet, daf der
Gegenstand g das Merkmal m tatséichlich nicht besitzt, sondern beispiels-
weise das Merkmal m fiir den Gegenstand g irrelevant ist oder man iiber
die Information nicht verfiigt. Wenn man aber das Merkmal m nicht dicho-
tom auffassen kann, ist eine Erweiterung des Kontextes durch das Merkmal
—m nicht angemessen, denn nach Definition der Relation F des erweiterten
Kontextes wiirde der Gegenstand ¢g zu —m in Relation gesetzt. Daher ist es
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zuweilen zweckmifiig, die Merkmalsterme auf Verkniipfungen von Konjunk-
tionen und Disjunktionen zu beschrinken und die Negation auszuschlieflen.

Definition 12. Sei & die formale Sprache iber dem Alphabet Aprr und
Trq C Sy die Termmenge dber M, die rekursiv durch die folgenden Regeln
definiert ist:

o M C Thq
o 1,1 €Ty
o fiir alle k € K: ty, € Tyq = VkEKt]“ /\kEKtk € Trq.

Dann wird Tyq die konjunktiv-disjunktive Termmenge tiber M und jede Ter-
minologie (My,, M,v) mit v(M) C Tyq eine konjunktiv-disjunktive Termino-
logie von S genannt.

Die Erweiterung eines Kontextes bzgl. einer konjunktiv-disjunktiven Termi-
nologie nennen wir eine konjunktiv-disjunktive Erweiterung:

Definition 13. Sei K ein relationaler Kontext und S die formale Sprache
dber dem Alphabet Apr, », mit extensionaler Interpretation i im Kontext K.

Ist T := (M, v) eine bzgl. i konsistente konjunktiv-disjunktive Terminologie
von S, so heift der bzgl. der Terminologie T abgeleitete Kontext K7 eine
konjunktiv-disjunktive Erweiterung von K.

Avuch die bis auf Bereinigung grofite konjunktiv-disjunktive Erweiterung ist
(unter dem Namen positiv-Boolescher Kontext) in [St94] bereits untersucht
worden. Dort wurde gezeigt, dal ihr Begriffsverband stets ein vollstindig
distributiver vollstdndiger Verband ist, in dem sich der Begriffsverband des
Ausgangskontextes als A-Unterhalbverband wiederfindet.

Auch hier muf die Moglichkeit erwdhnt werden, vor der Erweiterung des
Kontextes in der Terminologie eine eingegrenzte Menge v(M) von relevan-
ten Merkmalstermen auszuwéhlen, denn selbst in der konjunktiv-disjunktiven
Teilsprache steigt die Zahl der moglichen Merkmalsterme exponentiell mit der
Zahl der Merkmale.

5. Merkmalslogik mehrwertiger Kontexte

Im folgenden soll die bisher nur fiir einwertige Kontexte eingefithrte Merk-
malslogik auf mehrwertige Kontexte erweitert werden.

Ein mehrwertiger Kontextist ein Quadrupel (G, M, W, I), bestehend aus einer
Gegenstandsmenge G, einer Menge M von (mehrwertigen) Merkmalen, einer
Wertemenge W und einer dreistelligen Relation I C G x M x W mit der
Eigenschaft, daf} aus (g, m,v) € I und (g, m,w) € I stets v = w folgt. Daher
kénnen die Merkmale m als partielle Abbildungen aus G in eine Wertemenge
W, € W gedeutet werden. Man schreibt dann zuweilen (W,;,)en statt W
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und m(g) = w statt (g, m,w) € I. Der Urbildbereich {g € G | 3w € W :
m(g) = w} wird mit dom(m) bezeichnet.

Um die begriffliche Struktur eines mehrwertigen Kontextes untersuchen zu
kénnen, muf} er in einen formalen (einwertigen) Kontext umgewandelt wer-
den. Dazu ist die Methode der begrifflichen Skalierung entwickelt worden, die
in [GW89] ausfiihrlich dargestellt ist und hier nur kurz wiederholt werden soll:

5.1 Begriffliche Skalierung mehrwertiger Kontexte

Unter begrifflicher Skalierung versteht man den Interpretationsvorgang, bei
dem jedes mehrwertige Merkmal durch die Skalenmerkmale einer geeignet
gewdhlten Skala ersetzt wird. Dabei ist eine Skala S,, zu einem Merkmal
m € M ein formaler Kontext S,, := (G, My, ;) mit W,,, C G,,. Die Aus-
wahl der Skala wird nach inhaltlichen Aspekten getroffen: Man versucht, der
den Ausprigungsmengen inhédrenten Strukturen und vor allem den Fragestel-
lungen an die Daten gerecht zu werden und w&hlt auf diesem Hintergrund
die Skalenmerkmale und -relationen.

Hat man zu einem mehrwertigen Kontext (G, M,W,I) fiir jedes Merkmal
m € M einen Skalenkontext S,, := (G, My, I,,) ausgewdhlt, so muf ent-
schieden werden, wie die verschiedenen mehrwertigen Merkmale kombiniert
werden kénnen. Dazu wird formal ein Produktoperator definiert, der aus den
einzelnen Skalen eine gemeinsame komponierte Skala bildet:

HmEM Sm = (XmEM Gm7NH7IH)

Fiir die Wahl des Produktoperators II gibt es verschiedene Moglichkeiten,
die in [GW89] dargestellt sind. In der Praxis wird bislang fast ausschliefi-
lich mit dem Halbprodukt X der Skalenkontexte gearbeitet, bei dem sich die
Kombinationsmdoglichkeiten der Merkmale auf die Konjunktion von Merkma-
len beschrinken. Es ist auf die folgende Weise definiert:

S:=%oeu 5 = (XreuGs, |J M5, V)
>eM

mit M,, = {m} x M, und (wg)rem V (m,n) : <= w,y, I, n. Ein mehr-
wertiger Kontext (G, M, W, I) zusammen mit einer so komponierten Skala S
heifit schlicht skalierter mehrwertiger Kontext. (Fiir andere Skalenkomposi-
tionen als dem Halbprodukt spricht man allgemein von dem skalierten mehr-
wertigen Kontext ((G,M,W,I),Icpm Sim).) Von dem skalierten Kontext
kann man nun zu einem einwertigen Kontext iibergehen:

Zu einem schlicht skalierten Kontext ((G,M, W, I),Xem Sm) ist der abge-
leitete Kontext definiert als Kontext

(@G, U My,J) mit gJ(m,n) : <= m(g) Lyn.
meM



Terminologische Merkmalslogik in der Formalen Begriffsanalyse 13

Die Gegensténde des abgeleiteten Kontextes sind also die Gegenstidnde des
mehrwertigen Kontextes, die Merkmale sind die Merkmale der komponierten
Skala, und die Relation J wird durch die Skalenrelationen I,,, induziert.
Durch die Sprache der Merkmalslogik mehrwertiger Kontexte soll mit der [o-
gischen Skalierung nun eine alternative Methode zur begrifflichen Skalierung
bereitgestellt werden, um einen mehrwertigen Kontext in einen einwertigen
zu iiberfithren. Ahnlich wie in der Merkmalslogik einwertiger Kontexte wird
dabei eine Formalisierung der Ausgangsdaten in einem relationalen mehrwer-
tigen Kontext zugrunde gelegt:

5.2 Relationale mehrwertige Kontexte

Der Ansatz der Formalisierung von Daten durch einen relationalen mehr-
wertigen Kontext ist geprdgt von dem Grundgedanken des Messens, wie er
in der Mefitheorie entwickelt worden ist. Hierbei geht man davon aus, daf
Voraussetzung allen Messens das Vorhandensein einer ,Menge beobachtbarer
Dinge“ ist, ,die aufgrund unterschiedlicher Ausprigungen einer ihnen ge-
meinsamen Figenschaft in beobachtbaren Relationen zueinander stehen.“ Ei-
ne solche, mit einer Familie von Relationen ausgestattete Menge von Gegen-
stdnden wird empirisches Relativ genannt. Unter Messen versteht man nun
»die Bestimmung der Ausprigung einer Eigenschaft eines Dinges®, wenn sie
durch eine strukturerhaltende Abbildung der Gegenstinde auf Werte einer
mit Relationen desselben Typs ausgestatteten Wertemenge, dem sogenannten
numerischen Relativ, erfolgt (vgl. [Or74, S. 18]). Im Gegensatz zu den bisher
betrachteten einwertigen relationalen Kontexten werden also in der Mefitheo-
rie die beobachtbaren Relationen zwischen Gegenstdnden durch Relationen
auf Wertemengen mehrwertiger Merkmale formalisiert.

Fiir die bisher in der Formalen Begriffsanalyse iiblichen mehrwertigen Kon-
texte bedeuten die mefitheoretischen Uberlegungen andererseits, da immer,
wenn man die Ausprigungen gewisser Gegenstinde bzgl. eines bestimmten
Merkmales durch die Zuordnung von Werten formalisieren will, ein Vor-
verstdndnis iiber die sogenannte Mefstruktur der Gegenstandsmenge bzgl.
dieses Merkmals mit einfliefit. Dabei wird unter Mefistruktur ein empirisches
Relativ verstanden, dessen Eigenschaften explizit formuliert sind. Eine ange-
messene Formalisierung, eine Messung, erhilt man aber nur dann, wenn auch
die Wertemenge mit Relationen mit den gleichen Eigenschaften ausgestattet
sind.

Folglich ist es zweckméiBig, die aus Messungen im Sinne der Mefitheorie ge-
wonnenen Daten in einem relationalen mehrwertigen Kontext zu formalisie-
ren:

Definition 14. Ein mehrwertiger Kontext (G, M, W,I) zusammen mit ei-
ner Menge R von (zweistelligen) Relationen auf der Wertemenge W wird

(bindr-) relationaler mehrwertiger Kontext genannt und im allgemeinen mit
(G, M, (W,R),I) bezeichnet.
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Wir gehen also im Fall des mehrwertigen relationalen Kontextes von Relatio-
nen auf der Wertemenge aus, von denen im Sinne der Mefitheorie auf Rela-
tionen auf der Gegenstandsmenge zuriickgeschlossen werden kann. Daf} diese
Verlagerung in der Formalisierung fiir die Ausdrucksmoglichkeiten der Spra-
che der mehrwertigen Merkmalslogik keine Einschrankung bedeutet, wird im
7. Abschnitt ausgefiihrt.

Wir beschrdnken uns auch hier im folgenden auf die biniren Relationen,
um den Formalismus moglichst einfach zu halten. Natiirlich lassen sich alle
folgenden Definitionen auf beliebige n-stellige Relationen verallgemeinern,
was insbesondere niitzlich ist, um auch Operationen wie die Addition auf
numerischen Werten formalisieren zu kénnen.

5.3 Syntax und extensionale Semantik
der Merkmalslogik mehrwertiger Kontexte

Die Merkmalslogik mehrwertiger Kontexte wird in weitgehender Analogie zur
Merkmalslogik einwertiger Kontexte entwickelt, allerdings ergeben sich durch
die Einbeziehung einer zuséitzlichen Wertemenge W gewisse Abweichungen.

Definition 15. Das Alphabet Apy,wr der terminologischen Merkmalslogik
mehrwertiger Kontexte setzt sich zusammen aus:

e ciner Menge M von Merkmalsnamen,
e ciner Menge W von Wertenamen,

e ciner Menge R von Relationsnamen,
e und den Zeichen id,° ¢, T, L, \,V,.

Insbesondere wird in der Sprache der Merkmalslogik mehrwertiger Kontexte
auf die Zeichen 3 und V verzichtet, was im Zusammenhang mit dem 7. Ab-
schnitt begriindet werden kann. Die Elemente der Menge W von Wertenamen
werden zur besseren Ubersichtlichkeit ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
einem Merkmalnamen zugeordnet und in der Form (m,w) geschrieben.

Nun sollen als Elemente der Sprache wiederum nur gewisse Worter zugelassen
werden:

Definition 16. Die Menge Sg der Relationsterme und die Menge Sy der
Merkmalsterme werden rekursiv durch folgende Konstruktionsregeln definiert:

e R C Sp
o id € S
e ReESg = R°,R*c Sz
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o W C Sy

e (m,T),(m, L) €Sy fiir allem e M

e T,1 €Sy

o (mw) e W,ReSg = (m,Rw) € Sy

o (m,n) €Sy = (m,—n) €Sy

oteSy = teSy

o firallek € K: (m,ng) € Sy = (m, Viex k) € Sy
o firallek € K: (m,ng) € Sy = (M, Npex "x) € Sur
o firalleke K: t, € Sy = VkeKtk7 /\kEKtk €Sy

Die formale Sprache S tiber dem Alphabet Ay wor setzt sich aus der Menge
Sr der Relationsterme und der Menge Sy der Merkmalsterme zusammen.

Eine extensionale Semantik dieser Sprache erhilt man durch die extensionale
Interpretation in einem relationalen mehrwertigen Kontext, der im folgenden
stets mit K := (Gk, Mk, (Wk, Rk), Ix) bezeichnet werden soll:

Definition 17. Gegeben sei die formale Sprache S diber dem Alphabet
Apmwr, ein relationaler mehrwertiger Kontext K und eine Abbildung —,
die jedem m € M ein Merkmal m € Mg, jedem Wertenamen (m,w) € W
einen Wert w € Wik und jedem Relationsnamen R € R eine zweistellige
Relation R aus Ry zuordnet. Dann heifit die Abbildung

it WUR — m(GK)URK,
mit .
R = R firReR
(m,w) — {geGx|mlg)=w} fir(m,w)eW

eine extensionale Interpretation der Namen der formalen Sprache S im Kon-
text K.

Analog zur einwertigen Merkmalslogik 1488t sich die Einschrinkung der ex-
tensionalen Interpretation ¢ auf W als Verkniipfung der nicht extensionalen
Interpretation . : W — Wy, die jedem Wertenamen (m, w) eine Auspréigung
w zuordnet, und dem Operator, der jedem Wert w € W seine Extension in
Gk zuweist, darstellen.

Hat man eine extensionale Interpretation in einem relationalen mehrwertigen
Kontext gegeben, so 148t sich die extensionale Semantik der Merkmals- und
Relationsterme durch folgende Regeln beschreiben:

Definition 18. Ist i eine extensionale Interpretation der Namen der for-
malen Sprache S iber dem Alphabet Apr,wr im relationalen mehrwertigen
Kontext K := (Gk, Mk, (Wk, Rk), Ix), dann ist die extensionale Interpreta-
tion der formalen Sprache S die Fortsetzung
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{[ ]}z SrRUSy — s13(VVK X WK) U sB(GK)

von t, die wie folgt rekursiv definiert wird:

(R} — i(R) firReR
{id]}; = {(w,w)|we Wk}
{R}: {@,w) | (w,v) € {R]}:}
{R} (Wk x Wk) \ {R};

{(m, w)}; = i(m,w) fir (m,w) e W
{(m, T} = dom(m)
m, L)} = 0

= {9 € Gk | (m(g),w) € {R]}:}
m,—n) = dom(m)\ {(m,n)}
: nkeK{[(mvnk)]}i
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Damit sind Syntax und Semantik der formalen Sprache S festgelegt. Ebenso
wie im einwertigen Fall wird nun auch in der Merkmalslogik mehrwertiger
Kontexte eine Terminologie definiert, um diejenigen Merkmalsterme festlegen
zu konnen, die fiir die jeweilige Fragestellung relevant sind. Dabei verzichten
wir zwar auf die iterative Konstruktion neuer Merkmalsterme, nicht aber auf
die Moglichkeit, die Merkmalsterme mit Namen zu versehen:

Definition 19. Es sei S die formale Sprache dber dem Alphabet Ay wr

und M eine Menge, deren Elemente Merkmalsnamen genannt werden. Dann
heifst die surjektive Abbildung v: M — T C Sy eine Benennung von T und
das Tupel T := (M,v) eine Terminologie von S.

Die Merkmalsnamen aus M gehoren nicht zur bereits definierten formalen
Sprache S, denn sie sind Namen von einwertigen Merkmalen, wihrend die
Elemente von M merhwertigen Merkmale benennen. Daher wird die Interpre-
tation erst durch die zugeordneten Merkmalsterme bestimmt, und so miissen
Konsistenziiberlegungen hier nicht angestellt werden. Eine sich anbietende
Erweiterung der Sprache, in der auch mit den Merkmalsnamen aus M suk-
zessive neue Terme gebildet werden konnen, soll hier nicht naher diskutiert
werden.
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6. Logische Skalierung mehrwertiger Kontexte

6.1 Ableitung mehrwertiger Kontexte mit Merkmalslogik

Mit der bereitgestellten Sprache einer Merkmalslogik mehrwertiger Kontex-
te ergibt sich nun eine neue Moglichkeit, einen relationalen mehrwertigen
Kontext in einen einwertigen Kontext umzuwandeln, die wir in Analogie zur
begifflichen Skalierung im folgenden logische Skalierung nennen wollen. Ge-
geben sei ein relationaler mehrwertiger Kontext

K := (G, M, (W,R), I).

Nun wollen wir die Merkmale eines abgeleiteten Kontextes mit Hilfe einer for-
malen Sprache § der Merkmalslogik konstruieren. Wir betrachten die Merk-
malsmenge M als Menge von Merkmalsnamen, die Wertemenge W als Men-
ge von Wertenamen und die Relationenmenge R als Menge von Relations-
namen. Aus der Menge aller moglichen Merkmalsterme wird eine Termmenge
T C S)y festgelegt, deren Elemente durch eine Benennung v gewissen Merk-
malsnamen zugeordnet werden, bzgl. derer der mehrwertige Kontext abge-
leitet werden soll. Die Relation des abgeleiteten Kontextes ist dann durch
die Interpretation der den Merkmalsnamen zugeordneten Merkmalsterme be-
stimmt:

Definition 20. Sei K := (G, M, (W,R),I) ein relationaler mehrwertiger

Kontext und T := (M,v) eine Terminologie der Sprache S dber dem Alpha-
bet Ayr,wr mit extensionaler Interpretation i im Kontext K. Dann heifit der

Kontext KT := (G, M, E) mit

(9,m) € E : = g {v(m)}
der bzgl. der Terminologie T abgeleitete Kontext von K.

6.2 Beispiel einer logischen Skalierung

Zur Veranschaulichung soll beispielhaft ein relationaler mehrwertiger Kon-
text logisch skaliert werden. Dazu betrachten wir den mehrwertigen Kontext
Schlafsicke in Abb. 5, der einem Ausriistungskatalog fiir Camping- und Wan-
derbedarf [KF96] entnommen ist. Seine Gegenstéinde sind Schlafsicke unter
1,85 m Léinge, denen durch die mehrwertigen Merkmale Hersteller H, mi-
nimale Komforttemperatur (kurz Temperatur T'), Gewicht G, Preis P und
Fiillmaterial F' bestimmte Ausprigungen zugeordnet werden.

Zu jedem Merkmal m der Merkmalsmenge M := {H,T,G,P,F} (aufler
H) ist auBlerdem genau eine Relation auf W,, gegeben: Die Wertemenge
Wz, Wg, Wp verstehen wir als linear geordnete Mengen, ndmlich als Teil-
mengen der geordneten Menge (Z, <) bzw. (N, <).
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K H Hersteller H Temperatur T' | Gewicht G ‘ Preis P ‘ Fiillmaterial F
One Kilo Bag Wolfskin 7° C 940 g 149,- | Liteloft
Sund Kodiak 3°C 1880 g 139,- | Hohlfaser
Kompakt Basic Ajungilak 0° C 1280 g 249,- MTTI Loft
Finmark Tour Finmark 0°C 1750 g 179,- Hohlfaser
Interlight Lyx Caravan 0° C 1900 g 239,- | Thermolite
Kompakt Ajungilak -3°C 1490 g 299,- | MTI Loft
Touch the Cloud Wolfskin -3°C 1550 g 299,- | Liteloft
Cat’s Meow The North Face -7° C 1450 g 339,- | Polarguard
Igloo Super Ajungilak -7° C 2060 g 279,- | Terraloft
Donna Ajungilak -7° C 1850 g 349,- | MTI Loft
Tyin Ajungilak -15° C 2100 g 399,- | Ultraloft
Travellers Dream Yeti 3°C 970 g 379,- Géansedaune
Yeti light Yeti 3°C 800 g 349,- | Génsedaune
Climber Finmark -3°C 1690 g 329,- | Entendaune
Viking Warmpeace -3°C 1200 g 369,- | Ginsedaune
Eiger Yeti -3°C 1500 g 419,- | Génsedaune
Climber light Finmark -7°C 1380 g 349,- Géansedaune
Cobra Ajungilak -7° C 1460 g 449 - | Entendaune
Cobra Comfort Ajungilak -10° C 1820 g 549,- | Entendaune
Foxfire The North Face -10° C 1390 g 669,- | Ginsedaune
Mont Blanc Yeti -15°C 1800 g 549 ,- Géansedaune

Abbildung 5 Mehrwertiger Kontext Schlafsicke

Die Ausprdgungen des Merkmals F' (Fiillmaterial) werden durch ihre Ma-
terialbeschaffenheit klassifiziert. Dies wird durch die Aquivalenzrelation «
formalisiert, deren Aquivalenzklassen wie folgt definiert sind:

Wr /o = {{Hohlfaser, Thermolite, Polarguard},
{Liteloft, MTI Loft, Terraloft, Ultraloft},

{Entendaune, Génsedaune} }.

Fiir den auf diese Weise definierten relationalen mehrwertigen Kontext K :=
(G, M,(Wm)mem,R),I) wollen wir nun eine Terminologie festlegen. Dazu

wird zuerst eine Menge M von Merkmalsnamen bestimmt, etwa
M := {billig, mittel-teuer, teuer, Daune, Kunstfaser, gut, akzeptabel, schlecht}.

Die Festlegung einer Benennung v, also die Zuordnung von Merkmalstermen
aus Sy zu den Merkmalsnamen aus M, vollzieht sich nicht automatisch,
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vi M - T
billig —  (P,<.250)
mittel-teuer — (P,>. 250/\ <.400)
teuer — (P, >.400)
Daune — (F, a. Ginsedaune)
Kunstfaser +— (F, = a. Ginsedaune)
gut = (T, >.0 A<.7) A(G,<.1000)) V

(T, >. =7 A <.0) A (G, <.1400)) V
(T, >. =15 A <. —=7) A (G, <.1700)) V
(T, <. —15) A (G, <.2000))

akzeptabel — ((T, >.0A <.7)A(G,<.1400)) Vv
(T, >. —=TA <.0) A (G, <.1700)) V
(T, >. —15A <. =7) A (G, <.2000)) V
(T, <. —15)

schlecht = (T, >.0N<.7) A (G, >.1400)) V
(T, >. —=TA <.0) A (G, >.1700)) V
(T, >. —15A <. =7) A (G, >.2000))

Abbildung 6 Beispiel fiir eine Terminologie

sondern ist Teil der Interpretation der Datenzusammenhénge. Daher muf} in
die Wahl der Benennung stets eine inhaltliche Deutung der Merkmalsnamen
aus M eingehen.

In der Terminologie in Abb. 6 ist eine mogliche Benennung v angegeben, in
der die Merkmale gut, akzeptabel und schlecht auf das Verhiltnis von minima-
len Temperaturen und Gewicht bezogen sind: Je leichter ein Schlafsack ist,
desto weniger ist er im allgemeinen fiir niedrige Temperaturen geeignet. Das
Verhiltnis von Gewicht und Temperatur wird dann als schlecht bezeichnet,
wenn ein Schlafsack trotz hohem Gewicht nicht fiir niedrige Temperaturen
geeignet ist, genauer gesagt: Ein Schlafsack soll im abgeleiteten Kontext das
Merkmal schlecht besitzen, wenn er eine Temperatur zwischen 0° und 7°C
aushilt und ein Gewicht iiber 1400 g hat, oder wenn er bei einer Temperatur
zwischen 0° und -7° C iiber 1700 g wiegt, oder wenn er trotz eines Gewichtes
von iiber 2000 g nur Temperaturen iiber -15° C vertrégt. Analog sind akzeptabel
und gut definiert, wobei davon ausgegangen wird, daf} jeder gute Schlafsack
insbesondere akzeptabel ist.

Fiir die Merkmale billig, mittel-teuer und teuer wurden gewisse Preisintervalle
festgelegt, und die Merkmale Daune und Kunstfaser sind durch die Aquiva-
lenzklassen der Relation a bestimmt. Das Merkmal Hersteller wird in dieser
Terminologie nicht einbezogen.
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Abbildung 7 Abgeleiteter Kontext Schlafsicke

Nun setzt man T := v(M) und erhslt mit dem Tupel T := (M,v) eine
Terminologie, mit der Zusammenhé&nge von Preis, Materialbeschaffenheit und
dem Verhiltnis von Gewicht zu Kéltefestigkeit betrachtet werden konnen.
Abb. 7 zeigt den bzgl. dieser Terminologie abgeleiteten Kontext K’ , dessen
Gegensténde die Schlafsécke und dessen Merkmale die Elemente der Menge
M von Merkmalsnamen sind. Die Kontextrelation ist durch die extensionale
Interpretation der mittels v den Merkmalsnamen zugeordneten Merkmalster-
me bestimmt.

An dem in Abb. 8 dargestellten Begriffsverband lassen sich nun interessante
Zusammenhinge ablesen: So sind etwa Daunenschlafsécke tendenziell teu-
rer als Kunstfaserschlafsiicke (es gibt keinen einzigen billigen Daunenschlaf-
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‘ Kunstfaser‘ mitte\-teuer‘ ‘akzeptabel ‘

Interlight Lyx

Finmark Tour| |Touch the Cloud

Abbildung 8 Begriffsverband des logisch skalierten Kontextes Schlafsdcke

sack, dafiir sind alle teuren Schlafsicke aus Daunen), sie schneiden aber in
dem Verhiltnis von Gewicht zu Kiltefestigkeit im allgemeinen besser ab: Es
gibt keinen Daunenschlafsack mit schlechtem Verhiltnis von Gewicht und
Kiltefestigkeit. Nach den hier aufgestellten Kriterien empfehlen sich daher
zwei Kategorien von Schlafséicken: Zum einen die billigen, aber im Gewicht-
Temperatur-Verhéltnis guten Kunstfaserschlafsicke , Kompakt Basic* und
,One Kilo Bag” und zum anderen die ebenfalls guten Daunenschlafsécke der
mittleren Preisklasse ,,Viking“,, Yeti light“, ,,Climber light“ und ,, Travellers
Dream®.

Der bzgl. dieser Terminologie abgeleitete Kontext enthélt jedoch keine In-
formationen mehr iiber das tatsidchliche Gewicht der einzelnen Schlafsicke.
Wenn dies fiir die Kaufentscheidung eine Rolle spielt, muf3 die Terminologie
daher entsprechend erweitert werden, indem man wiederum neue Merkmals-
namen angibt und ihnen durch eine Benennungsfunktion einen Merkmalsterm
zuordnet. So lassen sich mit Hilfe der Sprache der Merkmalslogik auf einfache
Weise Merkmale fiir einen abgeleiteten Kontext konstruieren. Ihre inhaltliche
Deutung wird durch die Angabe einer syntaktischen Beschreibung in der Ter-
minologie stets offengelegt, so dafl die Auswahl der Merkmale des abgeleiteten
Kontextes jederzeit diskutierbar bleibt.
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6.3 Begriffliche und logische Skalierung

Nach der Diskussion des Beispiels soll im folgenden kurz darauf eingegangen
werden, wie begriffliche und logische Skalierung zusammenhingen, da sich
die begriffliche Skalierung mit Standardskalen auch durch die Sprache der
Merkmalslogik erfassen laft:

Gegeben sei ein mehrwertiger Kontext K := (G, M, W) mem, ), den wir
als relationalen Kontext mit leerer Relationenmenge auffassen koénnen, und
eine Familie (Ss)s»ecm von Skalenkontexten Sy := (Gu,M,,I5). Mit der
schlichten (begrifflichen) Skalierung erhilt man den abgeleiteten Kontext
K* := (G, U, e yyMm, J) mit (g, (m,n)) € J <= m(g) In (m,n).

Den gleichen abgeleiteten Kontext erhdlt man durch logische Skalierung,
wenn man fiir jedes m € M die Mengen M, der Skalenmerkmale in einer
Terminologie so durch eine Termmenge 75, iiber W beschreibt, daf3 die ex-
tensionale Interpretation des dem Skalenmerkmal (m, n) zugeordneten Merk-
malstermes v(m, n) gerade dem Merkmalsumfang von (m,n) im abgeleiteten
Kontext K° entspricht.

Als Beispiel fiir solche Zuordnungen sind in Abb. 9 verschiedene aus [GW89]
entnommene Standardskalen S und die entsprechenden Termmengen 75,
iiber einer mit (P, <) bezeichneten (geordneten) Wertemenge bzgl. des Merk-
mals m aufgefiihrt:

Skala S ‘ Termmenge T's,,

Nominalskala Np = (P,P,=) {(m,p) | p € P}

Kontranominalskala Ny = (P,P,#) {(m,—-p) |pe P}

Ordinalskala Op = (P,P,<) {(m,<.p) |p€ P}

Interordinalskala Ip = (P,P,<) | (P,P,>) {(m,<.p)|pe P} U {(m,>.p) | p€ P}
Boolesche Skala Be = (B(P),P(P),C) {Vpev(m,p) |V C P}

Abbildung 9 Standardskalen in der Merkmalslogik

Hat man fiir jedes m € M eine entsprechende Termmenge T5, und eine Be-
nennung v, gefunden, so kann nun die Terminologie bestimmt werden, bzgl.
der der Kontext abgeleitet werden muf}, um zu K° zu gelangen: Der Kom-
bination der Skalen durch schlichte Skalierung entspricht in der logischen
Skalierung gerade die Vereinigung der Termmengen 75, . Daher betrachtet
man die Terminologie (UmEM Mm,y), wobei die Benennung v durch die
Einschrinkungen v, stiickweise definiert ist. Der bzgl. dieser Terminologie
abgeleitete Kontext ist schlieBlich genau der gesuchte Kontext K.

Damit koénnen wir also eine begriffliche Skalierung immer dann auch durch
logische Skalierung erfassen, wenn die Skalenmerkmale durch Merkmalsterme
iiber den Wertenamen beschrieben werden kénnen.



Terminologische Merkmalslogik in der Formalen Begriffsanalyse 23

Umgekehrt ist es i. a. nicht moglich, eine logische Skalierung durch begriff-
liche Skalierung zu erfassen, da die Sprache der Merkmalslogik komplexere
Moglichkeiten fiir die Konstruktion von Merkmalen des abgeleiteten Kontex-
tes aus Werten verschiedener Merkmale bereitstellt. So sind etwa die Merkma-
le gut, akzeptabel und schlecht aus dem oben diskutierten Beispiel Schlafsdcke
(vgl. Abb. 6) mit den bisher entwickelten Methoden der begrifflichen Skalie-
rung als Merkmale einer komponierten Skala nur dann zu erfassen, wenn man
Kombinationen von mehrwertigen Merkmalen selbst wieder als skalierbares
Merkmal auffaft.

Insgesamt stellt sich die logische Skalierung daher als interessantes Mittel dar,
einen mehrwertigen Kontext in einen einwertigen umzuwandeln. Diese neue
Methode kann die begriffliche Skalierung gewinnbringend ergénzen, denn sie
setzt in der Datenanalyse andere Schwerpunkte:

Wiéhrend man mit Hilfe der begrifflichen Skalierung eher eine globale Sicht
auf die Datenzusammenhinge bekommt, ist die logische Skalierung eher fiir
spezifischere Fragestellungen geeignet, denn der Experte mufl im Vorfeld Ent-
scheidungen iiber die relevanten Pridikate fillen, die er dann explizit in
der Terminologie angibt. Da das Aufstellen einer Terminologie fiir ungeiibte
Anwender intuitiv leichter zuginglich ist als die Konstruktion einer Skala,
konnen die beiden Methoden auch kombiniert werden, indem man mit Hil-
fe der logischen Skalierung konkrete begiffliche Skalen konstruiert. (Fiir eine
ausfiihrlichere Diskussion der Unterschiede zwischen begifflicher und logischer
Skalierung vgl. [Pre97].)

7. Entsprechung der Merkmalslogik
fiir einwertige und mehrwertige Kontexte

Im folgenden sollen die Sprachen der Merkmalslogik einwertiger und mehr-
wertiger Kontexte miteinander in Beziehung gesetzt werden, um zu veran-
schaulichen, daf§ sich die beiden Sprachen im endlichen Fall in ihren Aus-
drucksmoglichkeiten entsprechen. Das bedeutet, dafl bei endlichen Gegenstands-
, Merkmals- und Wertemengen in beiden Sprachen die gleichen Extensionen
beschrieben werden koénnen.

Gegeben sei die formale Sprache & der Merkmalslogik mehrwertiger Kontexte
iiber dem Alphabet A 7w r mit einer extensionalen Interpretation ¢ in dem
relationalen mehrwertigen Kontext

K := (Gr, My, (Wm,x) )mem,, R), Ir).

Wir konstruieren nun dazu die formale Sprache &° der Merkmalslogik ein-
wertiger Kontexte mit extensionaler Interpretation :° in einem relationalen
(einwertigen) Kontext K°. Dazu mufl zunédchst der mehrwertige Kontext K
in einen einwertigen umgewandelt werden. Dies geschieht durch nominale
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schlichte Skalierung und geeignete Ubertragung der Relationen auf die Ge-
genstandsmenge.

Wir gehen dabei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit davon aus, daf} es
zu jeder Relation R € Rk ein Merkmal m € Mg gibt, so daf} gilt R -
W, x) X Wam ), also die Relation nur auf Werten dieses Merkmals existiert.
Dann schreiben wir auch R € R(m,)- Nun kénnen wir zu jeder Relation
Re R(m,x) eine Relation

R := {(g9,h) € Gk x Gx | (m(g),m(h)) € R} definieren.
Der zu K gehdrige relationale einwertige Kontext wird dann definiert durch
K® := ((Gk, Rx), Nk, Jx), dessen Merkmalsmenge durch N := | ;¢ 5y, ({0} X

Wm k) ), die Relationen durch Ry 1= {]/% C Gy xGy|3Ime Mg: R € Ry}
und die Inzidenzrelation durch

(9,(m,w)) € Jx: < (g,m,w) € Ix definiert wird.

Damit 148t sich fiir die zugehorige einwertige formale Sprache S iiber dem
Alphabet Ax r mit N := W die extensionale Interpretation ¢® im Kontext
K® auf folgende Weise festlegen:

i NUR — P(Gx)U Rk
(myw) = i(m,w)=(mw

R ~ R

)J’(

Die so definierte formale Sprache §° mit extensionaler Interpretation :° heifit
die zu S gehdrige formale Sprache einwertiger Kontexte. Mit diesen Begriff-
lichkeiten kann fiir endliche Kontexte der folgende Satz formuliert werden.
Dieser 148t sich auf unendliche Kontexte dann leicht iibertragen, wenn man
Probleme der Entscheidbarkeit ausklammert, denn es miifiten insbesondere
unendliche Konjunktionen und Disjunktionen zugelassen werden:

Satz. Die Extensionen der formalen Sprache S mit extensionaler Interpreta-
tion ¢ in einem relationalen mehrwertigen Kontext K sind genau die Exten-
stonen der zugehdrigen formalen Sprache S° mit extensionaler Interpretation
i in dem zugehdrigen relationalen einwertigen Kontext K°.

Beweis. Wir betrachten rekursiv die verschiedenen Merkmalsterme der for-
malen Sprache S und geben durch die Abbildung ¢: Syr — S}, jeweils einen
Merkmalsterm in S° mit gleicher extensionaler Interpretation an:
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¢ e (t) {th: = {e®}0

(m,w) e W (m,w) € N {9 € Gk | (¢9,m,w) € Ix}
(m,T) Vwew (m,w) {9 € Gk | 3w € Wik y: m(g) = w}
(m,L1) 1 (0]

(m, R.w) IR.(m,w) {9 € Gk | (m(9),w) € {R]}i}
(m,—n) =p(m,n) AV ew (myw)  {(m, T} \ {(m,n)}:

(m, /\kEK nk) /\kEK p(m,ny) nkEK{[(m7 ne) i

(m VkeK nk) VIgeK ‘p(mank) UkeK{[(ma nk)]}l

T Gk

1 1 (0]

-t —p(t) Gx \ {t}:

/\kEK 122 /\kEK o(tk) nkeK{[tk]}i

VkEK 122 VkEK o(tr) UkeK{[tk]}i

Folglich sind alle Extensionen der Sprache & auch Extensionen der Sprache
S°. Analog kénnen wir nun umgekehrt auch zu jedem Merkmalsterm der
Sprache S3; einen Term in Sjs direkt angeben. Genauer miissen lediglich die
Terme (3 R.t) und (V R.t) betrachtet werden: Hier gilt

(VR0 =G\ {~3R1)]

Der Merkmalsterm (3 R.t) ist nur mit Riickgriff auf die Interpretation in
die Sprache & der mehrwertigen Kontexte zu iibersetzen: Sei m € Mk so,
dafl {R}ie € Wim k) X Wam k) ist, und stehe ferner die Bezeichung ,wp,* als
Abkiirzung fiir einen der Wertenamen, denen durch die Interpretation i der
Wert m(h) zugewiesen wird. Mit diesen Bezeichnungen haben die Merkmals-
terme (3 R.t) und \/, WO} (m, R.wp) dieselbe Extension, kénnen also auf-

einander abgebildet werden, wie folgende Uberlegung zeigt:

{3Rt},. = {9€Gr|3Ihe{t},: (9,h) € {R},.}
= {9€Gk|Ihe{t};.: (M(g),m(n)) € {R]:}
= Unegy. {9 € Ge | (mlg), m(h) € {R}:}
= Unegy,o Im> Rownlli
= AVaegpey (m; Bwn)bs
O

Durch die Tatsache, da8 die in der Merkmalslogik einwertiger Kontexte ein-
gefithrten Ausdriicke mit beschréinkten Quantoren gerade die Entsprechungen
einfacher Merkmalsterme der ,,quantorenfreien® Merkmalslogik mehrwerti-
ger Kontexte darstellen, wird nachtréglich gerechtfertigt, warum genau diese
Ausdriicke im Einwertigen (wie auch in der terminologischen Logik allgemein)
eingefiihrt wurden.

Umgekehrt sind die im Einwertigen eingefithrten Quantorenausdriicke im
Mehrwertigen nur durch sehr komplexe Merkmalsterme und unter Riickgriff
auf die Interpretation zu iibersetzen. Daher wire es hilfreich, auch die Sprache
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der Merkmalslogik mehrwertiger Kontexte um die beschrinkten Quantoren
zu erweitern. Dies setzt eine Formalisierung der Ausgangsdaten in mehrwer-
tigen Kontexten voraus, die auch mit Relationen auf der Gegenstandsmenge
ausgestattet sein kénnen. Das wére auch aus einem anderem Grund hilfreich:
Zwar konnen im Sinne der Mefitheorie formal alle Relationen auf der Gegen-
standsmenge mit Hilfe eines mehrwertigen Merkmals auf Relationen einer
Wertemenge iibertragen werden und umgekehrt, doch bedeutet dies oft ei-
ne nicht notwendige Kodierung der eigentlich relevanten Information. Daher
wire eine Erweiterung der Sprache der Merkmalslogik mehrwertiger Kontex-
te, die mit einer erweiterten Formalisierungsméglichkeit fiir die Ausgangs-
daten verbunden ist, eine wiinschenswerte Bereicherung der hier eingefiihr-
ten terminologischen Merkmalslogik, die auch fiir weitere Anwendungen der
Merkmalslogik fruchtbar gemacht werden kénnte.
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