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1 Einfilhrung

Es existieren vielfédltige mathematische Modelle fiir Einzelkomponenten von Gasnetzen.
Wir stellen diese Modelle im Folgenden kurz vor, um hier den aktuellen Stand der For-
schung abzubilden. Dabei werden exemplarisch fiir das Gas verschiedene Modellhierar-
chien innerhalb der isothermen und der temperaturabhéngigen Modelle unter Angabe
der Vereinfachungsannahmen aufgestellt. Ebenso geben wir einen kurzen Uberblick {iber
bestehende Diskretisierungsmethoden zur numerischen Losung von hyperbolischen Bi-
lanzgleichungen. Physikalische und technische Grundlagen von Gasnetzwerken werden
insbesondere in [17, Kapitel 2| beschrieben. In diesem Buch finden sich auch weiterge-
hende Fragestellungen zur Evaluierung von Kapazititen in Gasnetzwerken.

2 Die Euler-Gleichungen

Die Euler-Gleichungen sind ein System von nichtlinearen hyperbolischen partiellen Dif-
ferentialgleichungen, die das Verhalten von kompressiblen, nicht-viskosen Fluiden be-
schreiben. Sie bestehen aus der Kontinuitédtsgleichung, der Impulsgleichung und der
Energiegleichung. Zusétzlich gilt die Zustandsgleichung fiir reale Gase. Die vollen Euler-
Gleichungen lauten (siehe [4,21,34]):

op 0 B
E + %(p’l)) - 07
0 0 A .
50 (P0) + -0+ pv®) = —5 s pu ol — gpsin(a),  (TAL)
0 o K
5 (P(0" +€) + o (pr(30° + €) +pv) = = (T = T),

zusammen mit der Zustandsgleichung fiir reale Gase, p = RpTz(p,T). Hierbei bezeich-
net p die Dichte, v die Geschwindigkeit des Gases, T die Temperatur und p den Druck.
Weiter ist g die Gravitationskonstante, a der Neigungswinkel der Gasleitung relativ zum
Niveau, A der Rohrreibungskoeffizient, D der Rohrdurchmesser, k, der Warmeleitko-
effizient, T,, = T,,(z) die Oberflaichentemperatur der Rohrwand, R die Gaskonstante
und z = z(p,T) der Realgasfaktor (Kompressibilitdtsfaktor). Die Variable e = ¢, T + gh
bezeichnet die interne Energie (= thermische + potentielle Energie). Hierbei ist ¢, die
spezifische Warme. Eine kurze Herleitung der Gleichungen ist z. B. in [2] gegeben. Je
nachdem, welches Modell fiir den Realgasfaktor gewéhlt wird, kann man die Zustands-
gleichung nach dem Druck p auflésen und in die Gleichungen einsetzen. Die Erhaltungs-
bzw. Bilanzgrofen in diesem System sind die Dichte p, der Massenfluss ¢ = pv und die
Gesamtenergie E = p(3v% + e).

In [13, S. 141] wird beschrieben, wie sich auch Mischungen modellieren lassen. Dazu wird
das System (TA1) fiir die Mischung zweier Komponenten interpretiert und fiir die zweite
Komponente eine Erhaltungsgleichung mit Massenanteil Y hinzugenommen (die erste



Komponente hat dann Anteil 1 —Y),

20Y)+ (V) =0, 1)

Dies lésst sich analog fiir Mischungen aus mehr als zwei Komponenten formulieren.

Zu den Gleichungen (TA1) gibt es drei Charakteristiken, die zu den Eigenwerten der
Jacobimatrix der Flussfunktion gehoren, siehe [34, Tabelle S. 347|. Die Eigenwerte sind

A =v-—c, Ao =0, M =v-+ec. (2)

Hierbei ist ¢ die Schallgeschwindigkeit. Sie berechnet sich im Allgemeinen aus ¢? = %I;
(bei konstanter Entropie). In Erdgas betriigt sie etwa 340ms~!. Die erste und dritte
charakteristische Familie sind echt nichtlinear, wohingegen die zweite charakteristische
Familie linear degeneriert ist. Im linear degenerierten Fall treten Kontaktunstetigkeiten
auf. Die Charakteristiken sind ausschlaggebend dafiir, wie bzw. mit welcher Geschwin-
digkeit Information im Gas transportiert wird und welche Randbedingungen wo gestellt

werden diirfen. Fiir den isothermen Fall (T' = konst.), siche z. B. [10], allgemeiner in [13].

In den beiden folgenden Abschnitten sollen zwei Parameter der Euler-Gleichungen néher
erlautert werden: der Realgasfaktor z, der in die Zustandsgleichung fiir reale Gase eingeht,
und der Rohrreibungskoeffizient .

2.1 Zustandsgleichung realer Gase

Die Zustandsgleichung fiir ideale Gase lautet
p = RpT. 3)

Reale Gase weichen jedoch von dieser Zustandsgleichung ab, was eine Korrektur mit dem
Realgasfaktor z = z(p,T') erforderlich macht. Die Zustandsgleichung lautet dann

p= RpTz(p,T). (4)

Fiir ideale Gase ist z = 1. Der Realgasfaktor ist von der chemischen Zusammensetzung
des Gases sowie von Druck und Temperatur abhéngig. Fiir geringe Driicke und hohe
Temperaturen verhalten sich reale Gase annéhernd ideal. Bei hoheren Driicken weichen
reale Gase zum Teil erheblich vom Verhalten idealer Gase ab, siche Abbildung 1.

Ein spezielles Modell zur Beschreibung des Realgasfaktors wird von der American Gas
Association (AGA) verwendet (AGA Report No. 8), das eine gute Naherung fiir Driicke
bis 70 bar darstellt, siche zum Beispiel [2,31]. Es lautet

T,
2(p,T) =1+0.257L —0.5332¢.
Pc j

()
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Abbildung 1: Realgasfaktor z von Erdgas mit Normdichte py = 0.776 kg m~—3, nach [30].

Hierbei sind p. und T, der pseudokritische Druck bzw. die pseudokritische Temperatur,
die wiederum von der Mischung des Gases abhéngen [2]. Fiir isotherme Gleichungen (T'
konstant) vereinfacht sich (5) zu

2 T
0 57—0.533 =

DPc pT .

2(p)=1+ap mit o = (6)
Ein weiteres Modell zur Beschreibung des Realgasfaktors ist die Formel von Papay [28|,
siehe auch [31],

D T D2 T
T)=1-352%2 ( _ 2.26—) 0.274(—) ( _ 1.878—), 7

die bis zu einem Druck von 150 bar gute Ergebnisse liefert.

In [27] werden verschiedene Zustandsgleichungen betrachtet. Osiadacz und Chaczykowski
kommen zu dem Schluss, dass die Auswahl der Zustandsgleichung nur einen geringen
Einfluss auf das Ergebnis der Simulation hat. Einen groften Einfluss hat dagegen der
Rohrreibungskoeffizient, fiir den es verschiedene Berechnungsmodelle gibt [27].

2.2 Der Rohrreibungskoeffizient

Die bei der Berechnung des Rohrreibungskoeffizienten mafigebliche Kennzahl ist neben
der Rohrrauigkeit k£ (in m) die Reynoldszahl Re. Sie berechnet sich aus

Re = ’”;D. (8)
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Abbildung 2: Moody-Diagramm

Die dynamische Viskositéat 7 ist von der Art des Fluids abhéngig und betragt fiir Erdgas
etwa 1075 Pas [2].

Die Grofe der Reynoldszahl gibt an, ob die Stromung laminar oder turbulent verlduft.
Unterhalb einer kritischen Reynoldszahl Re,, (laminar-turbulenter Umschlag) ist die Stro-
mung laminar. [35] gibt die kritische Reynoldszahl mit 2320 an. In [32] wird beschrieben,
dass der Umschlag von laminarer zu turbulenter Stromung in einem nicht nédher zu be-
stimmenden Bereich oberhalb einer Reynoldszahl von 2000 stattfindet. Bei glatter Rohr-
wand kann man zeigen, dass die Rohrreibung sowohl fiir laminare als auch fiir turbulente
Stromung nur von der Reynoldszahl abhéngt. Ist die Rohrwand jedoch (fluidmechanisch
gesehen) vollkommen rau, so hiangt der Rohrreibungskoeffizient A nur noch von der re-
lativen Rohrrauigkeit k/D ab. Die Abhéngigkeit des Rohrreibungskoeffizienten von der
Rohrrauigkeit und der Reynoldszahl wird haufig im sogenannten Moody-Diagramm dar-
gestellt, siche Abbildung 2.

2.2.1 Laminare Stromung

Unterhalb der kritischen Reynoldszahl Re,, ist die Stromung laminar (Hagen-Poiseuille-
Stromung). Das Geschwindigkeitsprofil ist bei dieser Stromung parabolisch, siehe Abbil-



turbulent

Abbildung 3: Geschwindigkeitsverteilung bei laminarer und turbulenter Rohrstromung

dung 3. Der Rohrreibungskoeffizient A berechnet sich in diesem Fall aus

64

A= @a (9)

siehe (32, 35]. Im Moody-Diagramm (Abbildung 2) ist der Rohrreibungskoeffizient bei
laminarer Stromung als griine Linie dargestellt (Kurve ganz links).

2.2.2 Turbulente Stromung

Bei turbulenter Strémung ist das Geschwindigkeitsprofil deutlich abgeflacht, da sich
die nebeneinander stromenden Schichten stédndig miteinander vermischen (siche Abbil-
dung 3). In diesem Fall wird zwischen hydraulisch glatten, technisch rauen und vollkom-
men rauen Rohren unterschieden.

Hydraulisch glattes Rohr: Hier existieren verschiedene Modelle zur Berechnung von A,
z. B. das Widerstandsgesetz von Blasius

A= (100Re) "1, (10)
das sich allerdings nur fiir Reynoldszahlen kleiner 10° eignet. Weiter gibt es die Nihe-

rungsformel von Prandtl bzw. Karméan und Prandtl [32]

1
— =2logy (ReVA) — 0.8. 11
VoY €10 ( ) (11)
Diese implizite Naherungsformel eignet sich fiir alle Reynoldszahlen im turbulenten Be-
reich. Der Verlauf d er Kurve ist im Moody-Diagramm (Abbildung 2) rot dargestellt und
mit (2) markiert.
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Abbildung 4: Moody-Diagramm inkl. Formel von Chen

Technisch raues Rohr: Im Ubergangsbereich zwischen glatter und vollkommen rauer
Rohrwand wird im Allgemeinen das Gesetz von Colebrook bzw. Colebrook-White

2.5226 £ )
(12)

1
—= +
vV Rev)  3.7065

verwendet. Die Rohrreibungszahl wurde fiir verschiedene Werte von k/D im Moody-Dia-
gramm (Abbildung 2) blau dargestellt.

= —2logy (

Die Formel von Chen [6] aus dem Jahr 1979

1 £ 5.0425
= _9] D _
N5\ 810 (3.7065 Re

ist eine explizite Formel, die sehr gut mit der Formel von Colebrook iibereinstimmt,
siehe Abbildung 4. Die Werte fiir A aus Gleichung (13) sind als hellblau gepunktete
Linien dargestellt.

(£)11098 58506 D (13)

log1g [ 2.8257 | Re0B%I

Vollkommen raues Rohr: Fiir ein vollkommen raues Rohr hangt der Rohrreibungsko-
effizient nur noch von der relativen Rauheit ab. Fiir dieses Regime wird folgende Formel
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Abbildung 5: Moody-Diagramm inkl. Formeln aus der Praxis
verwendet, die nach Prandtl, Karméan und Nikuradse benannt ist:
k.1-2
A= [1.14 ~2logy, (5)} . (14)

Diese explizite Formel erhélt man dadurch, dass man den Grenzwert von Re — oo in
Gleichung (12) bildet. Die Grenze zwischen technisch und vollkommen rauem Rohr ist
im Moody-Diagramm mit (4) markiert.

2.2.3 Explizite Formeln aus der Praxis

Da implizite Formeln zur Berechnung des Rohrreibungskoeffizienten historisch gesehen zu
aufwendig waren, wurden einige einfache explizite N&dherungsformeln aufgestellt. In [32]
wird eine kleine Ubersicht iiber Néherungsformeln aus der Praxis gegeben und zum Teil
deren Anwendungsbereiche beschrieben. Im Moody-Diagramm in Abbildung 5 sind die
verschiedenen Formeln eingezeichnet (aufer der Formel von Spitzglass, da hier D = 1m
verwendet wurde, so dass die Formel von Spitzglass nicht mehr anwendbar ist).



Formel von Spitzglass (1912):

4(1+ 28 40.03D
)\:( D ). (15)
354

Nur anwendbar fiir Rohre mit Maximaldurchmesser 10.95in (27.8 cm) [32].

Weymouth (1912):

4

Wie in Abbildung 5 zu sehen, ist diese Gleichung im vollkommen rauen Regime geeignet
flir £ = 0.005.

Panhandle A:
4

A= GaTRI T an

Anwendung: kleine Reynoldszahlen [32].

Panhandle B:
4
A= . 18
(16.49 Re%01961)2 18)
Anwendung: hohere Reynoldszahlen (als Panhandle A) [32].
Beide Kurven (Panhandle A und B) liegen in Abbildung 5 unterhalb der Kurve fiir ein
hydraulisch glattes Rohr.

IGT Gleichung: (vom Institute of Gas Technology)

4
A=——. (19)
(4.619Re 1)
Diese Gleichung ist eine relativ gute Naherung fiir hydraulisch glatte Rohre bei Reynolds-
zahlen zwischen etwa 10% und 107 [32].

2.2.4 Zusammenfassung

Das in der Praxis akzeptierte Modell ist das von Colebrook bzw. Colebrook-White (12).
Diese Gleichung ldsst sich iiber den gesamten turbulenten Bereich anwenden. Alle an-
deren Formeln (insbesondere aus Abschnitt 2.2.3) sind Néherungen, die nur in einem
relativ kleinen Bereich anwendbar sind, siehe Abbildung 5. Die Formeln sind in der dop-
peltlogarithmischen Skala nur Tangenten an das Modell von Colebrook und auch nur fiir
bestimmte Parameter. Eine Ausnahme hiervon ist die explizite Formel von Chen (13),
die iiber den gesamten turbulenten Bereich sehr gute Ergebnisse liefert. Somit sollte im
turbulenten Regime eine der beiden Formeln, die exakte” implizite von Colebrook-White
oder die explizite Formel von Chen verwendet werden.
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3 Inkompressible Navier-Stokes Gleichungen

Bei der Untersuchung von Phénomenen auf einem Rohr ist in der Praxis haufig die
Verwendung von inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen gerechtfertigt. Mit einer
typischen Fliefgeschwindigkeit von |v| ~ 10ms™! und ¢ ~ 340ms~! ergibt sich eine
Referenz-Machzahl von M = |v|/c = 0.03. Betrachtet man nun fiir die dreidimensio-
nalen Euler-Gleichungen den Fall M — 0 und nimmt an, dass Druckénderungen keinen
nennenswerten Effekt auf die interne Energie haben, so ergibt sich unter Hinzunahme
von viskosen Termen im Grenzfall das System

V.-v=0,
(INS)

0
—v+ V- (v®v)+ Vp* =

o lv. (v(Vv+Vol)) + f,

2
wobei f ein Quellterm ist. Hier ist v = (v1,va,v3) der Geschwindigkeitsvektor und p*
der hydrodynamische Druck. Die mittlere kinematische Viskositdt von Erdgas ist mit
v =139 x 107%m?s~! sehr gering.

4 Modellhierarchie fiir Isotherme Euler-Gleichungen

Im isothermen Fall wird T" = T angenommen, die Energiegleichung entfillt. Damit
ist auch der Realgasfaktor wie in (6) gegeben. Die isothermen Euler-Gleichungen sind
gegeben durch

0 0

L () =0,
2 (00) + oo+ %) =~ polol — gpsin(a) o
o1 (V) + 5+ pv7) = =55 pv o] = gpsin(a),

zusammen mit der Zustandsgleichung p = RpT'2(p) mit z(p) = 1 + ap wie oben.

Hier sind die Eigenwerte der Jacobimatrix der Flussfunktion A\y = v —cund Ay = v +c.
Im subsonischen Fall (Jv| < ¢) hat man also immer eine nach rechts und eine nach links
gerichtete Charakteristik.

4.1 Semilineare Gleichungen

Wird z(p) = 2o als konstant angenommen, so ergibt sich eine konstante Schallgeschwin-
digkeit ¢ = \/p/p. Somit ldsst sich der Term in der Ortsableitung der Impulsgleichung

umformen zu )

v
p+pv2:p<1+02>. (20)

Fiir kleine Fliefgeschwindigkeiten |v| < ¢ schldgt Osiadacz |26] vor, den Term in Klam-
mern durch 1 anzunéhern. (Alternativ kann man auch annehmen, dass a%(mﬂ) klein ist

11



und weiterhin mit nicht konstantem z-Faktor rechnen). Damit entféllt die Nichtlinearitét
auf der linken Seite und es ergibt sich ein semilineares Modell:

0 0
5 T 5o v) =0,
r (ISO2)
ﬁ( v) + N v |v| — gpsin(a)
ot " 9x ~ "2’ PR
Bei diesem Modell sind die Eigenwerte der Jacobimatrix der Flussfunktion A\; = —¢ und

A2 = ¢ (eine negative, eine positive Charakteristik).

Nimmt man zusatzlich an, dass der Term %(pfu) klein wird, so ergibt sich das Modell

(FD1) (= friction dominated) aus [4]:

0 0
87p + 87(,0’0) = 07
t oz (IS03)
9 __A v |v| — gpsin(«)
or 2DP gp )

wobei dort die Gravitationskraft in der asymptotischen Betrachtung zusétzlich vernach-
lassigt wurde. Der parabolische Charakter des Druckes lasst sich durch dquivalente Um-
formungen sichtbar machen. Mit a = 0 ergibt sich (Modell (FD1b) aus [4]):

9% .2
@_1 DRTz, 952 P
ot 2V A ‘a 2‘7

9P

(ISO3P)
op

0z~ “apPlvl-

Typischerweise wird dann der Druck an beiden Réndern vorgegeben. Derartige Modelle
werden auch in der Gasliteratur diskutiert [26].
4.2 Algebraische Gleichungen

Im stationédren Fall verschwinden die Zeitableitungen. Unter Vernachldssigung der Gra-
vitation und mit konstantem Realgasfaktor z = zg lauten die Gleichungen:

)
%(p’l}) :O)
(ISO4)
L
or  2D” '

Der Fluss pv ist damit konstant im Ort (und wird durch die Randbedingung vorgegeben)

und die zweite Gleichung lésst sich fiir p analytisch losen (Umformen: pv |v| = %)

Ac2x
p(z) = \/p?n -5 Pvlevl

12



bzw.

AL
Pout = \/pzzn - D pU |,0'U’ . (ISO—ALG)

Hierbei ist L die Lange des Rohres mit der Koordinate z € [0, L] und p;, bzw. pou
der Eingangs- bzw. Ausgangsdruck. Wenn nun hier der Fluss durch die Druckdifferenz
dargestellt wird, so erhédlt man die sogenannte Weymouth-Gleichung durch Umformen
nach pv.

5 Modellhierarchie fiir Temperaturabhangige
Euler-Gleichungen

Fiir die temperaturabhédngigen Modelle wollen wir analog zu den isothermen Modellen
vorgehen.

5.1 Vereinfachte nichtlineare Gleichungen

Ausgehend von den vollen Euler-Gleichungen (TA1), nehmen wir zunéchst an, dass fiir
kleine Geschwindigkeiten die zeitlichen und réumlichen Ableitungen von pv? und auch
pv3 vernachlissigbar klein sind. Damit ergibt sich das Modell

dp 0 B
ot Tap ) =0
0 Op A .
9 9 _ _ TA2
5y (Pv) + 5 = —gpevlvl = gpsin(a), (TA2)
B B ke
a(ﬂ@*‘a(pve—i-pv) = —5(T—Tw)7

zusammen mit der Zustandsgleichung p = RpT'z(p,T). Im Gegensatz zum isothermen
Fall bleibt die Gleichung durch Weglassen dieser Terme nichtlinear. Die Gesamtenergie
ist jetzt nur noch gegeben durch E = pe (im Gegensatz zu E = pe + %pv2 bei den vollen
Gleichungen). Auch die Zustandsgleichung ist weiterhin nichtlinear von p und T' abhéngig.

Nimmt man weiter an, dass auch wieder die Zeitableitung %(pv) klein ist, so ergibt sich
etwa das Modell (ET3) von [4]

dp 0 B
3 + %(Pv) =0,
Op A .
9 __ A _ TA3
5 = " apP vl gpsin(a), (TA3)
0 0 kw
5 (Pe) + 5 (pve+pv) = == (T = To),

wobei dort die Gravitationseinfliisse in der asymptotischen Betrachtung generell vernach-
lassigt wurden.

13



Zur Berechnung der Charakteristiken muss in der zweiten Gleichung der Term ag(pv)
addiert werden. Fiir den Grenziibergang € — 0 ergeben sich die Eigenwerte Ay — —oo,
Ao = v und A3 — 00, also eine von der Fliefrichtung abhéngige Charakteristik und zwei
Charakteristiken mit unendlicher Ausbreitungsgeschwindigkeit.

5.2 Stationdres Modell

Wie bei den isothermen Modellen 1asst sich auch hier ein stationérer Zustand annehmen.
Die resultierenden Gleichungen sind (unter Vernachlissigung der Gravitation):

0
%(p'l)) - 07
Op A
v _ 2 TA4
oz~ “ap”ll (TA4)
0 kuw
p (pve + pv) = ) (T —Ty),

Aus der ersten Gleichung folgt wieder, dass pv konstant im Raum ist. Da hier allerdings
die komplexere Zustandsgleichung, mit z = z(p, T') nichtlinear, gilt, lassen sich die beiden
anderen Gleichungen nicht direkt analytisch 16sen. Dazu miissen evtl. weitere Vereinfa-
chungen angenommen werden, wie z. B. einem konstanten Realgasfaktor. Nimmt man an,
dass der Realgasfaktor z konstant ist, so ist auch die Schallgeschwindigkeit ¢ konstant
und es gilt ¢> = p/p. Die Energiegleichung lisst sich dann vereinfachen mit e = ¢,T

zZu
5, K
% (p'U(CvT + 02)) = —5 (T — Tw) y (21)
und da pv wieder konstant im Ort ist,
aT kw
— =— T-T,). 22
ox Dcypv ( ) (22)

Die vollstédndigen Gleichungen sind damit gegeben durch

0

il -0

5 V) =0,
Op A2
or —%PU vl (TA4b)
T kw
— =— T-Ty).
ox Decy,pv ( )

Die exakte Losung der Energiegleichung ist
kaw
T(x) = (T(x) — Typ) - € Devin ™) 4 1, (23)
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und das Gesamtsystem lautet (mit 2o =0 und z = L)

pv = konst.,

AL
Pout = \/p?n - M |pv], (TA-ALG)

[
Tout = (T‘z - Tw) : e_mL + Tw-
6 Modellhierarchie zur Rohrmodellierung
Die hier vorgestellten Modelle unterscheiden sich jeweils durch Weglassen bzw. Hinzufi-

gen einzelner Terme (additiv). Zusétzlich werden evtl. vereinfachte Zustandsgleichungen
angenommen. Abbildung 6 gibt eine kurze Zusammenfassung der Vereinfachungsschritte.

[ Euler-Gleichungen (TA1)

2 (pv?), Z(pv®) klein

Isotherme Euler-
[ r Gleichungen (ISO1)
(TA2)

2 (pv?) klein

A\

Z(pv)

Y

[semilineares Modell (ISO?)]

[ (TA3) £ (ET3) [4]

2 (pv) klein

A\

v [ (IS03) £ (FD1) [4] ]
[ Stationédres Modell (TA4) ]

o _
5 =0

z = konst.
A 2 _y
Temperaturabhingiges ot
Algebraisches Modell
(TA4b) bzw. (TA-ALG) z = konst.

A\
Algebraisches Modell
(ISO4) bzw. (ISO-ALG)

r = kOHSt. [

Abbildung 6: Modellhierarchie
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7 Netzmodellierung

Sei G = (V, £) der gerichtete Graph des Gasnetzes mit den Knoten V = {v1,no, ..., vy},
wobei V' = |V|, und den Kanten £ = {e1,e2,...,eg}, wobei E = |£|. Zur eindeutigen
Beschreibung ist der Graph gerichtet, siche Abbildung 7. Entsprechend bezeichnen wir
flir jede Kante den Startknoten als linken Knoten vy, und den Zielknoten als rechten
Knoten vg. Wir vermeiden bewusst die Notation v;, und vy, da sich die Flussrichtung
wihrend des Netzbetriebes d&ndern kann. Positive Flusswerte entsprechen einem Fluss
vom linken zum rechten Knoten. Negative Flusswerte bedeuten einen Fluss vom rechten
zum linken Knoten.

pL PR
1 qr dr l
— > °

v e VR

Abbildung 7: Zweigfliilsse g7, und gr sowie Driicke pr und pr am linken und rechten
Knoten zu jeder (gerichteten) Kante e

7.1 Inzidenzmatrizen

Die Zuordnung der linken und rechten Knoten einer Kante zu den Knoten in V lasst sich
leicht mit den Inzidenzmatrizen Ay, Ar € RV*F wie folgt beschreiben:

(AL):; = — 1, falls der Knoten v; der linke Knoten der Kante e; ist,
L= 0, sonst,

(An)s; = +1, falls der Knoten v; der rechte Knoten der Kante e; ist,
= 0, sonst.

Wir schlieffen aus, dass es Kanten gibt, deren linker und rechter Knoten identisch sind
(d. h. keine self-loops). Dann ergibt sich fiir die Inzidenzmatrix A := Ay, + Ag, dass

—1, falls der Knoten v; der linke Knoten der Kante e; ist,
(A)ij =4 +1, falls der Knoten v; der rechte Knoten der Kante e; ist,

0, sonst.

7.2 Flussbilanz-Gleichungen

Mit Hilfe der Inzidenzmatrizen lassen sich die Flussbilanz-Gleichungen fiir jeden Knoten
leicht formulieren. Fiir jede Kante e; sei qr,; der Fluss, der am linken Knoten in den Zweig
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hineinfliefst, und qg,; der Fluss, der am rechten Knoten aus dem Zweig wegfliefit, siehe
Abbildung 7. Dann ergeben sich die Flussbilanz-Gleichungen als

Arqr + Arqr = 0. (24)

Die i-te Zeile des Gleichungssystems (24) entspricht genau der Summe der am Knoten
v; hineinfliefenden Stréme ggr; und wegfliefenden Stréme —qy;.

Fiir eine einfache Modellierung zur Einspeisung von Gas in das Netz und Ausspeisung
von Gas aus dem Netz hat sich das Modell der Ein- und Ausspeiseknoten bewéhrt.
Entsprechend ergibt sich fiir die Flussbilanz-Gleichungen

Arqr + Arqr = ¢s, (25)

wobei g5 die Menge an ein- oder ausgespeistem Gas an den Knoten des Netzwerks be-
zeichnet. Ist ein Knoten weder Ein- noch Ausspeiseknoten, so hat ¢, den Wert Null.
Fiir den Spezialfall, dass die Fliisse ¢ auf den Kanten konstant sind, d.h. ¢ = qr, = qg,
erhalten wir als Flussbilanz-Gleichungen:

Aq = qs. (26)

7.3 Druckdifferenzen

Mit Hilfe der Inzidenzmatrizen lassen sich auch leicht die Driicke p; am Knoten v; den
lokalen Driicken pr; und pr; (siche Abbildung 7) eines Zweiges e; zuordnen. Fiir den
Vektor p aller Knotendriicke p; gilt

pr=Akp und pp=-Alp. (27)

Dabei entspricht die j-te Komponente von pr bzw. p;, dem Druck am rechten bzw. linken
Knoten der Kante e;. Entsprechend ergibt sich fiir den Vektor der Druckdifferenzen an
den Kanten:

pr—pr =A'p. (28)

7.4 Netzwerkelemente

In den folgenden Abschnitten werden typische Bauteile eines Gasnetzwerkes beschrieben.

7.4.1 Rohre

Die Rohrmodellierung ist ausfiihrlich in den Abschnitten auf den Seiten 3 (,,Die Euler-
Gleichungen®) bis 15 (,Modellhierarchie zur Rohrmodellierung*) erklért.
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7.4.2 Ventile

Ventile gibt es in verschiedenen Ausfiilhrungen und Modellformulierungen. Die einfachs-
te Modellierung beschreibt ein Ventil als Schalter mit den zwei Zustdnden offen und
geschlossen. Im offenen-Zustand ergibt sich

¢=4qr=4qL, PL= PR (29)
Im geschlossenen-Zustand erhalten wir
q=qr=qr =0. (30)

7.4.3 Riickschlagklappen

Riickschlagklappen sind sich selbst steuernde Ventile, die nur eine Flussrichtung erlauben.
Sie werden vorwiegend zum Schutz des Netzes vor Druckiiberlastung und Ausstrémver-
lusten bei Rohrbriichen eingesetzt [3]. Wir wahlen den linken und rechten Knoten so, dass
der Fluss von links nach rechts flieken kann. Es gibt die zwei Zustdnde offene Klappe
und geschlossene Klappe. Bei offener Klappe ergibt sich wie bei Ventilen:

¢=qr=4qL, DL = DR (31)
Analog, erhalten wir bei geschlossener Klappe:
¢=qr=qr=0. (32)
Die Steuerung der Klappen erfolgt folgendermafsen:

1. Falls die Klappe geschlossen ist und py, > pg, so 6ffnet sich die Klappe.

2. Falls die Klappe offen ist und gr < 0, so schliefst sich die Klappe.

7.4.4 Widerstande

Ein Widerstand ist ein einfaches Kantenmodell zur Beschreibung des hydraulischen Wi-
derstandes einer Armatur. Es wird auch benutzt, um den Druckverlust in anderen Netz-
werkkomponenten, beispielsweise Filteranlagen, zu beschreiben. Der Druckverlust Ap =
pr. — pr wird durch (siehe [12,31])

¢ qlg|
2 pr, A2

¢
PL — PR = QPLUW‘ = (33)
beschrieben, wobei ¢ = q;, = qgr. Hierbei sind ¢ der Druckverlustkoeffizient, v die Ge-
schwindigkeit, pz, die Dichte am linken Knoten (Einstromknoten) und A der Rohrquer-
schnitt der Armatur. Bei konstantem Realgasfaktor zo haben wir p;, = prc® mit der

konstanten Schallgeschwindigkeit ¢. Dies ergibt

pr(pr — Pr) = balq| (34)
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mit b := %C .
Falls Druckverlustkoeffizient und /oder Rohrquerschnitt unbekannt sind, so wird der Druck-
verlust als konstant modelliert (siehe [31]):

pr(pL — pr) = sign(q)§ (35)

mit der Druckverlustkonstanten &.

7.4.5 Regler mit Kennlinien

Regler regeln den Durchfluss in Abhéngigkeit von den anliegenden Driicken links und
rechts sowie einem prozentualen Offnungsanteil o, d. h.

q=4qr=qr = f(pL, PR, 0). (36)
Ein Beispiel ist die Kennlinie fiir Mokveld-Ventile (siehe [15]):

241 —0.148p3 1.63 [pr —
(= an=a = capr (s p*)’ Py = min {1'5’ 109 w}’ (37)
pT'z C2 pL

wobei die Koeffizienten ¢; und ¢y vom prozentualen Offnungsanteil o abhéingen.

7.4.6 Vorwarmer

An den Abnahmestationen wird das mit hohem Druck anstehende Gas druckreduziert.
Zur Vermeidung unzuléssiger Abkiihlungen bei der Druckreduzierung infolge des Joule-
Thomson-Effektes ist eine Gasvorwarmung erforderlich. Das Gas wird dabei in Warme-
iibertragern soweit aufgeheizt, dass die Gastemperatur nach der Drosselung iiber dem
Taupunkt des Gases liegt [3].

Die Temperaturdnderung in Abhéngigkeit von der Druckéinderung lasst sich beschreiben
durch die Differentialgleichung (siehe [31])
dT RT?0z(p,T)
—_ = T = -

Hierbei ist pjr der Joule-Thomson-Koeffizient, R die universelle Gaskonstante, ¢, die
molare Warmekapazitiat und z(p,T') der Realgasfaktor.

. (38)

Die einfache Approximation mittels eines impliziten Euler-Schrittes ist als Modell fiir die
Simulation und Optimierung der Gasnetze im Allgemeinen ausreichend [31]. Dadurch
erhalten wir fiir den Vorwérmer als Beschreibungsgleichung

TR - TL . . R T]% 0z

or—pL wor(Pr, Tr) = 2 o OT (pr:Tr), (39)
wobei T7, und T die Temperaturen am linken und rechten Rand des Vorwérmers be-
zeichnen. Entsprechend ist 77, die Temperatur des Gases vor der Erwérmung und T die
Temperatur des Gases nach der Erwérmung. Die Flussmenge bleibt bei der Erwarmung
des Gases erhalten, d.h. ¢ = q;, = qg.

19



7.4.7 Verdichter

Da der Druck nach ca. 100 bis 150 km aufgrund der Reibung des Gasstroms an den Rohr-
wanden deutlich abnimmt und das Gas langsamer flieft, werden in Ferngasleitungen Ver-
dichter bendtigt. Die Verdichtungskosten sind abhéngig von der Anzahl der Verdichter
und vom Verdichtungsverhéaltnis. Niedrige Verdichtungsverhéltnisse fithren zu geringeren
Energiekosten, erfordern dafiir aber mehr Verdichterstationen [3]. Direkt nach dem Ver-
dichten betrigt der Druck innerhalb einer Ferngasleitung bis zu 100 bar [20].

Die Beschreibung der Verdichtung erfolgt in der Regel iiber Verdichterkennfelder (siehe

Abbildung 8) aus gemessenen Werten der Enthalpieanderung H,q, d. h. der Energie, die
zur Verdichtung einer Masseneinheit des Gases erforderlich ist.

Operating Range of Turbo Compressor

surgeline
chokeline - -

Adiabatic Head in kd/kg

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Volumetric Flowrate in m%/s

Abbildung 8: Verdichterkennfeld eines Turboverdichters: Isentrope Enthalpieinderung
H,q vs. Volumenfluss @@ = ¢/p. Die horizontalen Isolinien beschreiben die
Kennlinien mit konstanter Drehzahl, d. h. mit konstantem Antrieb. Die ver-
tikalen Isolinien stellen die Kennlinien mit konstantem Wirkungsgrad 1,4
dar.
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Beim Betrieb von Verdichtern muss dafiir gesorgt werden, dass diese nicht auferhalb
der Stabilitatsgrenzen des Kennfeldes betrieben werden, da sonst die Beanspruchung der
Maschine zu hoch ware und diese somit in ihrer Funktion zerstort werden konnte.

Die Enthalpiednderung H,q hingt vom Druck und der Temperatur ab und kann wie folgt
beschrieben werden (siehe z. B. [5]):

Hoa = 2(pr, Tr)Tr Re—— ((m) - - 1) ; (40)

k=1 \\pL

wobei der isentrope Exponent k auch wieder druck- und temperaturabhéngig ist, aber in
der Praxis oftmals nur als konstant k = 1.29 betrachtet wird [24]. Hierbei beschreibt R
die spezifische Gaskonstante und 77, die Temperatur am Eingang des Verdichters. Ent-
sprechend sind p; und pgr die Driicke am Eingang und Ausgang des Verdichters. Die
Temperatur Tr am Ausgang des Verdichters ist gegeben durch (siehe [5]):

k—1

Tr =T} (i’;) o (41)

Mittels (40) und Verdichterkennfeld ist somit der Zusammenhang zwischen Druck und
Fluss fiir Verdichter gegeben.

Fiir Turboverdichter werden aus dem Verdichterkennfeld typischerweise quadratische Ap-
proximationen fiir den unteren, linken, oberen und rechten Rand des Verdichterkennfelds
abgeleitet. Daraus ergeben sich dann Bedingungen der Form

Huyg > abQ* +aiQ +of i=1,2, ()

Huyg < ab@Q?+a'Q+ ol i=3,4.
Zum Einsatz kommen iiblicher Weise Kolben- oder Turboverdichter [29]. Die Kolbenver-
dichter werden in der Regel nur fiir kleine Verdichterleistungen eingesetzt. Fiir hohere
Verdichterleistungen benutzt man bevorzugt Turboverdichter mit Gasturbinenantrieb [5].

7.4.8 Kiihler

Die Verdichtung des Gases fithrt aufgrund des Joule-Thomson-Effektes zu einer Tempe-
raturerhohung und erfordert daher eine geregelte Abkiihlung des Gases innerhalb von
Verdichterstationen. Dazu werden Gaskiihler eingesetzt. Das Absinken der Temperatur
lasst sich mit ¢ = q;, = qr wie folgt beschreiben (siehe [24]):

Tr =Tc+ (Tp — Te) exp <—];> : (43)

wobei 17, und T die Temperaturen am Kiihlereingang und -ausgang sind. T, ist die
Temperatur des Kiihlmittels bei Eintritt in den Kiihler und k& eine Konstante.
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7.4.9 Verdichtergruppen und Verdichterstationen

In typischen realen Gasnetzen befinden sich in einer Verdichterstation mehrere Verdich-
ter. Ein wichtiger Spezialfall sind einfache Verdichterstationen, die Gas entlang einer Pi-
peline in einer festen Richtung verdichten. Da Verdichterstationen neben den Verdichtern
noch weitere Elemente mit Auswirkungen auf das Gesamtverhalten der Verdichterstation
enthalten, bietet gingige Simulationssoftware wie z. B. SIMONE [23] dafiir Makroelemen-
te, die wir entsprechend der Terminilogie aus dem ForNe-Projekt [29] als Verdichtergrup-
pen bezeichnen. Eine Verdichtergruppe besteht aus einer Menge von Verdichtern, je einem
vor- und nachgeschaltetem Widerstand zur Modellierung des kumulativen Druckverlustes
der Rohre innerhalb der Verdichterstation, einem Kiihler zur Vermeidung von Uberhit-
zung sowie einem sogenannten Bypass, der iiber eine Ventilsteuerung den Durchfluss des
Gases ohne Verdichtung erméglicht, siehe Abbildung 9. Eine Verdichtergruppe erlaubt
eine Menge von Konfigurationen, wobei eine Konfiguration vorgibt, wie eine Teilmenge
der Verdichter geschaltet ist. Dabei sind Reihenschaltungen von Parallelschaltungen von
Verdichtern moglich, wobei jeder Verdichter innerhalb einer Konfiguration héchstens ein-
mal genutzt werden darf. Im Netzmodell wird eine Verdichtergruppe durch eine Kante
von einem Knoten vy zu einem Knoten vg représentiert, wobei im aktiven Fall (also
wenn die Verdichtergruppe nicht im Bypass betrieben wird), die Flussrichtung von vy,
nach vg vorgegeben ist.

In komplexen Gasnetzen verbinden Verdichterstationen mehrere Pipelines miteinander
und werden genutzt, um Gas zwischen diesen Pipelines zu verteilen, siehe Abbildung 10.
Eine Verdichterstation kann in verschiedenen Fahrwegen betrieben werden, wobei ein
Fahrweg festlegt, wie das Gas durch die Verdichterstation fliefstt und von welchen Ver-
dichtern es verdichtet wird. Die moglichen Fahrwege werden in der Regel iiber grofiere
Teilnetze modelliert, die neben Rohren und Verdichtern bzw. Verdichtergruppen auch
Ventile enthalten [29]. Uber geeignete Schaltungen der Ventile und Verdichter lassen sich
dann die im realen Netz moglichen Fahrwege abbilden, d. h. jeder Fahrweg entspricht ei-
nem festen Zustand jedes Ventils (offen oder geschlossen) oder Verdichters (offen, aktiv,
Bypass) des Teilnetzes. Auf diese Weise konnen beliebige Verdichterstationen modelliert
werden. Fiir eine Ubersicht weiterer und insbesondere vereinfachter Modelle fiir Verdich-
ter und Verdichterstationen verweisen wir auf [14].

7.5 Netzmodellklassen

In diesem Abschnitt werden spezielle Modellklassen fiir das Gesamtnetz beschrieben.
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Abbildung 9: Schematische Darstellung einer Verdichtergruppe mit zwei Verdichtern,
allen theoretisch moglichen Konfigurationen dieser Verdichter und dem
Bypass-Modus [29]. Gas fliefst je nach gewéhlter Konfiguration iiber ge-
nau einen der gestrichelt dargestellten Wege, d. h. entweder iiber den By-
pass ohne Druckverlust oder iiber eine Verdichterkonfiguration, wobei der
Druckverlust in internen Rohrverbindungen durch zusétzliche Widerstande
modelliert wird.

7.5.1 Rohrnetze mit 1ISO4-Modellierung

Die Formulierung der stationdren Rohrgleichungen (ISO4) in Abhéngigkeit vom Fluss
q = Apv und Druck p = ¢?p ergibt

0xq =0,
Ac? (44)
2p0yp = —mq lal
mit dem Rohrquerschnitt A. Somit ist ¢ konstant auf jedem Rohr [zr,xg] und wir er-
halten die Relation
9 Ac?

per)® = plar)® = —Zrsaldl (on — 1), (45)
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Abbildung 10: Vier Fahrwege einer realen Kompressorstation, die eine Nord-Siid-Pipeline
mit einer nach Osten abzweigenden Pipeline T-férmig verbindet.

24



Fiir das Gesamtnetz ergibt sich dann das System

A -02

T \2 T N2
(Arp)j + (ALp); = AQD

tri—z0), j=1,... E,
545 laj| (wr; —wry), ] (RNET-ISO4)

Aq = qs.

Bei nur einem Gas (homogene Gasmischung) ist ¢; konstant, d. h. unabhéngig von j.

7.5.2 Rohrnetze mit ISO2-Modellierung

Die Formulierung der Rohrgleichungen (ISO2) in Abhéngigkeit von Fluss ¢ und Druck p
ergibt

c?
Ac? q ]q\ gsin(a)

8tq+AaCEp:_2AD D C2 )

mit dem Rohrquerschnitt A. Fiir das Gesamtnetz erhalten wir dann das System

2

C
J
A gj(a,t) |z t)] _ , gsin(ay)

- (2.t
2A;D; iz, 1) J cjz pj(z,t),

8tqj(x, t) + Ajazpj(x7 t) = -

pi(zr;t) = —(ALp(t));,
pi(zr;,t) = (App(1));,
gj(zrj,t) = (q(t));,
QJ(:ER]7 ) = ( ( )
ArLqr(t) + Arqr(t) = gs(t),

(RNET-ISO2)

mit € [vp;,zg;] auf dem Rohr e; und j = 1,..., E. Bei nur einem Gas (homogene
Gasmischung) ist ¢; konstant, d.h. unabhéngig von j. Die Knotenbedingungen lassen
sich auch fiir das (ISO1)-Modell auf Netzwerken verwenden.

Auf das System (RNET-ISO2) lassen sich verschiedene Diskretisierungsansétze in Ort

und Zeit anwenden, um es stabil zu simulieren und effizient zu optimieren. Eine M6glich-
keit ist das implizite Box-Verfahren [18;19]. Mit einer Zweipunktdiskretisierung lautet
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das System

1 1
5 <_Azpn+1 + A%pn—i_l) — 5 (_Azpn + AEP”) —Atb- (q?%—i-l _ qz—i-l)
1 n mn 1 n mn 7 V2
5 (@ + i) = 5 (af + a) — Atd- (Afp" + AL
1 n T mn
+ QAt (f(_A;Lrpn—Ha qL+1) + f(A;P +1a qRJrl)) )
(RNET-ISO2-IBOX)
mit ) A
b; == ;;1', d; == Efi, li = xR — TL;,
und

B Ae? qgilail _Algsin(al-) ‘
24,D; p; i 2 bi,

(2

f(p,q)i =

fir s = 1, ..., E. Hierbei bezeichnet der obere Index n den Zeitschritt ¢,, mit Zeitschritt-
weite At. Dieses nichtlineare Verfahren wurde bereits erfolgreich im Zusammenhang mit
stiickweiser Linearisierung angewendet [9]. Es ist geeignet sowohl fiir steife als auch nicht-
steife Quellterme. An die Zeitschrittweite gibt es nur schwache Einschrinkungen, lediglich
eine untere Schranke At > %—f, siehe [18,19].

Eine geeignete Wahl der Diskretisierung ist nicht direkt klar und wird stark von der
Zielstellung (Stabilitidt, hohe Genauigkeit, wenig Rechenzeit, wenig Speicher, bestimm-
te Struktur fiir die Optimierung, etc.) abhéngig sein. Es sei an dieser Stelle auf klas-
sische Finite-Volumen-Verfahren wie Lax-Friedrichs-, Vektor-Splitting- oder Godunov-
Verfahren verwiesen [21|. Derartige Diskretisierungen verlangen bei der kombinierten
Umsetzung von Rand- und Kopplungsbedingungen gleichungsabhingige Uberlegungen
und im Allgemeinen den Einsatz von Limiter-Techniken. Dies fiihrt neben der Einschrén-
kung durch die bekannte CFL-Bedingung (CFL = Courant-Friedrichs-Levy), die sich fiir
das (ISO2)-Modell als cAt < Az darstellt, zu einer deutlich komplexeren Struktur. In
der Zeit sind sowohl explizite als auch implizite Verfahren einsetzbar. Um eine méogliche
Steifheit des Reibungsterms (und damit verbundene verschérfte Einschrankungen der
Zeitschrittweite) abzufangen, haben sich in der Praxis sogenannte IMEX-Runge-Kutta-
Verfahren bewéhrt [16]. Dabei wird der hyperbolische Anteil explizit und der Reakti-
onsteil implizit behandelt. Im Kontext von differentiell-algebraischen Gleichungen, die
typischerweise nach einer Semidiskretisierung im Raum entstehen, sind neben impliziten
Diskretisierungen ebenso halb-explizite Verfahren gebrauchlich [1].

7.5.3 Rohrnetze mit Ventilen

Im Falle von Rohrnetzen mit Ventilen haben wir neben den Rohrfliissen ¢" bzw. ¢7 und
qp noch Ventilfliisse ¢”. Falls die Rohre mittels [ISO4-Modellierung beschrieben werden,
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so erhalten wir folgende Erweiterung des Systems (RNET-ISO4):
)\jc?
A?Dj
sil(A7 T p)i— (AR Pl + (1= si)g) =0 i=1,..., By,

Aqu+Aqu:qs.

(AR 'p)] + (AL p)f +

Q;‘Q;‘(ij_xLJ)ZO j:]-a“'vE’M
(RVNET-ISO4)

Dabei beschreiben A™ = A7 4+ A, und AY = A} + A% die Inzidenzmatrizen fiir die Rohre
und die Ventile. F, und F, sind die Anzahl der Rohre und Ventile. Der Parameter s;
beschreibt den offen/geschlossen-Zustand des Ventils e;: Im offen-Zustand ist s; = 1, im
geschlossen-Zustand haben wir s; = 0. Im Falle anderer Ventilmodelle (z. B. Riickschlag-
klappen) miissen die Ventilgleichungen fiir i = 1, ..., E, entsprechend modifiziert werden.

Bei einer ISO2-Modellierung ergibt sich entsprechend das System

2

Opil,t) + z o] (1) = 0,
0q; (z,t) + a;0zpi(z,t) + 223291 q:(x;)(xq’:t()x, 1) _ _Az-gs'irclg(ai)pi(x’ £),
pi(zrit) = —( ETP(t)),-,
pi(zri,t) = (AR ' p(1)),,
4 (zrit) = qr.(t)s,
q; (TRist) = qp(t)i,

53 (A5Tp)s = (AR Tp)s] + (1= 5)g5 =0,

ALdr(t) + ARdr(t) + A%¢" = gs(1),
(RVNET-ISO2)

mit « € [z,, zR;] auf den Rohren €] miti =1,..., E, sowie j = 1,..., E, fiir die Ventile.

7.5.4 Rohrnetze mit Verdichterstationen

Rohrnetze mit Verdichterstationen umfassen wie bereits diskutiert neben den Rohren
noch Verdichter bzw. Verdichtergruppen, Widerstande, Kiihler und Ventile. Entsprechend
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erweitert sich das Rohrnetzmodell im Falle der ISO4-Modellierung wie folgt:

Arqr+Aqu+Awqw+Acqc+Aqu:qs’
\ic?
(AR 9)} + (AL P+ o df laj| (emy —02y) =0 G =1 By,
J
sil(A3 'p)i — (AR TPl + (1= s:)gf =0 i=1,...,E,
(AY P)m (AL P)m — (AR P)m] = bng™ g™ m=1,..., By,

((A’;%)TT)n =Ten + [((AIZ)TT)n - Tcn] €xp ( - Zjn) n=1,..., Ey,

n

Hoq',up) = d(((AE)Tp)é, ((A%) D), ((AE)TT)E,/W) ¢=1,...,E,,

Kp—1

((A%) "'p)e | ™
(A$)TT), = ((AS)TT ! (=1,...,E,.
(A% )K ((A7 )é ((AL)Tp)e
+Bedingungen fiir erlaubte Fahrwege der Verdichterstationen.
(RVCNET-ISO4)

Dabei beschreiben A", A", A" = A} + A}, Ak = A'z + A’;% und A°¢ = A7 + A% die
Inzidenzmatrizen fiir die Rohre, Ventile, Widerstéande, Kiihler und Verdichter. Entspre-
chend bezeichnen E,, E,, E,,, E; und E. die Anzahl der Rohre, Ventile, Widerstiande,
Kiihler und Verdichter. T stellt den Vektor der Temperaturen an jedem Knoten dar, T,
ist die Temperatur des Kiihlmittels bei Eintritt in den n-ten Kiihler. H g(q‘g7 ug) spiegelt
die Fluss-Enthalpie-Kennlinie des ¢-ten Verdichters in Abhéngigkeit von der Steuerung
uy des f-ten Verdichters wider. Die Funktion

k—1
A(pesprs Tro k) = =(pr, T T Re—— ((B2) ™ = 1) (47)
k—1\\pp
beschreibt die Druck-Enthalpie-Beziehung der Verdichter. Fiir Verdichtergruppen wer-
den analog zu Abbildung 9 entsprechende Teilnetze eingefiihrt bzw. modelliert, so dass
Verdichtergruppen wie Verdichterstationen auf dieser Modellebene nicht mehr explizit
reprasentiert werden.

8 Diskretisierungen

Im Folgenden stellen wir eine kurze Zusammenfassung grundlegender numerischer Ver-
fahren und Konzepte zur Behandlung von hyperbolischen Bilanzgleichungen dar. Diese
sind jeweils durch geeignete Diskretisierungen von Rand- und Knotenbedingungen sowie
weitere Netzbestandteile wie Kompressoren und Ventile zu ergédnzen.

Die Euler-Gleichungen (TA1) auf einem Rohr lassen sich formalisieren zu einem System
von nichtlinearen Bilanzgleichungen der Form

opu + 0,f(u) = g(z,u). (48)
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Das Standardverfahren zum Losen dieser Gleichungen ist das Finite- Volumen- Verfahren.
Dieses Verfahren basiert auf der integralen Form obiger Gleichungen, die hdufig ndher an
der Physik des Problems sind. Damit erdffnen sich elegante Moglichkeiten, auch nicht-
glatte physikalische Phianomene wie Schockwellen, Kontaktunstetigkeiten und Verdiin-
nungswellen numerisch mit hoher Genauigkeit aufzulésen. Zu den bekanntesten, klassi-
schen Verfahren zéhlen hier das Lax-Friedrichs- und das Godunov-Verfahren. Letzteres
verwendet die Losung von lokalen Riemann-Problemen an Zellgrenzen, die haufig in der
Praxis durch geeignete Approximationen ersetzt wird. Das Lax-Friedrichs-Verfahren l4sst
sich, wie auch andere Finite-Volumen-Verfahren, als konservatives Finite-Differenzen-
Verfahren auffassen.

Eine géngige Strategie ist die Kopplung von Verfahren hoher Genauigkeit in Gebieten
mit glatten Losungen und TVD- oder auch TVB-Verfahren (total variation diminishing,
total variation bounded) niederer Ordnung in Regionen mit Unstetigkeiten. Dazwischen
vermitteln Fluss- und Steigungsbegrenzer, wie z.B. bei den MUSCL-Verfahren (mono-
tonic upstream-centered scheme for conservation laws). Eine erstklassige Zusammenfas-
sung findet sich im Buch von LeVeque [21]. Verallgemeinerungen der hierbei verwende-
ten polynomialen Losungsrekonstruktionen iiber mehrere Zellen hinweg fiihrt zur Klasse
der ENO- und WENO-Verfahren (essentially non-oscillatory, weighted essentially non-
oscillatory). Ein Uberblick mit weiteren Referenzen findet sich in der Monographie von
Shu [33|. Das Losen von Riemann-Problemen, insbesondere an Verzweigungspunkten in
Netzwerken, kann sehr aufwendig werden und verhindert auch das kompakte Aufschrei-
ben einer Diskretisierung fiir die Optimierung. Zentrale Verfahren, die auf Arbeiten von
Nessyahu und Tadmor [25] zuriickgehen und versetzte Gitter verwenden, vermeiden diese
Schwierigkeit und sind insbesondere in 1D leicht realisierbar. Zu dieser Klasse gehoren
auch die attraktiven Box-Verfahren, die von Wendroff [36] eingefiihrt wurden. In der Zeit
werden sowohl explizite, die eine CFL-Bedingung (CFL = Courant-Friedrichs-Levy) in
der Form At < ¢(u)Az aus Stabilitidtsgriinden erfiillen miissen, und implizite Verfah-
ren verwendet. IMEX-Runge-Kutta-Verfahren erlauben die explizite Diskretisierung des
hyperbolischen Anteils und eine implizite Diskretisierung der Quelle g(x, u). Sehr popu-
lar sind auch SSP-Runge-Kutta- und SSP-Mehrschrittverfahren (SSP = strong stability
preserving) [16].

Im Gegensatz zu Finite-Volumen-Verfahren benétigen Unstetige Galerkin- Verfahren (DG)
[8] keine Rekonstruktionen, da in jeder Zelle bereits ein Polynom héherer Ordnung ver-
wendet wird. Dafiir miissen aber auch mehrere Freiheitsgrade pro Zelle gespeichert und
transportiert werden. Klassische monotone Fluss-Approximationen kénnen auch weiter-
hin verwendet werden. DG-Methoden haben ausgezeichnete Stabilitdtseigenschaften, sie
koénnen fiir beliebige Ordnungen leicht konstruiert werden und erlauben einfache h-p-
Strategien zum Verbessern der lokalen Approximationseigenschaften. Raum-Zeit-DG-
Methoden wurden ebenfalls entwickelt. In den beiden Ubersichtsartikeln von Cheng und
Shu [7] und Ekaterinaris [11] finden sich aktuelle Vergleiche und zahlreiche weiterfithren-
de Literatur.
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Fiir Konvergenzuntersuchungen gegen die (physikalisch korrekte) Entropielosung wird
héufig auf die sogenannten viskosen Gleichungen zuriickgegriffen:

o’ 4 0,f(u°) = g(z,u®) + €0y,00°. (49)

Diese Gleichungen selbst sind auch Ausgangspunkt fiir weitere Diskretisierungen, die
sich aus der Behandlung von parabolischen Differentialgleichungen ableiten. Addiert man
weitere Terme, z.B. zweite Ableitungen in der Zeit, so lassen sich die weit verbreiteten
Relazationsmethoden fiir hyperbolische Bilanzgleichungen motivieren. Eine Ubersicht zur
Vorgehensweise und Konvergenzresultate finden sich in [22].

Eine geeignete Wahl der Diskretisierungmethode wird immer von der Zielstellung fiir
die numerische Simulation, wie z.B. Stabilitdt, hohe Genauigkeit, wenig Rechenzeit, we-
nig Speicher, bestimmte Struktur fiir die Optimierung, Komplexitit der adjungierten
Gleichungen etc., abhéngen.
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