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Uberblick

Zur Rechtfertigung allgemeiner Argumentationsmethoden entwerfen wir in §1 einen
Aussagengebrauch mit Hilfe von ‘Behauptungsregeln’. Dieser Entwurf, der mit der
‘operativen Logik’ in [7, 1., 2.] teilweise verwandt ist, soll uns zu zeigen helfen,
dass bestimmte allgemeine Schlussregeln zu(ver)lassig sind (§2). - Der Einfachheit
halber fithren wir zunéchst nur die Partikeln A,V,d und — ein. Der sich daraus
ergebende Aussagengebrauch moge “primér” heiflen. Bei ihm bedeutet —A, dass es
nach bestimmten (den ‘internen’) Behauptungsregeln verboten ist, A zu behaupten.
Der primédre Gebrauch ermoglicht es jedoch noch nicht, mit Hilfe (auf geeignete
Weise definierter) objektsprachlicher Aussagen Vz [A(x) — B(x)] mitzuteilen, dass
man fiir beliebige Werte r der Variablen = von A(r) auf B(r) schlieBen darf.

Aus diesem Grunde liberalisieren wir den primaren Aussagengebrauch in §3 nach-
traglich und rechtfertigen den sich damit ergebenden ‘klassischen’ Gebrauch dadurch,
dass wir u.a. Folgendes zeigen: Fiir Elementaraussagen stimmt der klassische mit
dem priméren Gebrauch iiberein. Es lassen sich Aussagen der Form V [A(z) — B(z)]
definieren, die den oben genannten Zweck ‘optimal’ erfiillen. Beim Ubergang vom
priméaren zum klassischen Aussagengebrauch gehen nur entbehrliche Ausdrucksmittel

verloren. Einzelheiten werden wir in §6 diskutieren.

In §4 behandeln wir insbesondere den Begriff der Unendlichkeit und mit ihm
verbundene Probleme am Beispiel der Menge IN der natiirlichen Zahlen. Die Un-
endlichkeit von IN wird dabei als eine ‘deontische’ betrachtet. Sie bedeutet, dass wir
niemals verpflichtet sein werden, die Konstruktion natiirlicher Zahlen durch Nachfol-
gerbildung endgiiltig abzubrechen.

In §5 entwerfen und untersuchen wir einen Gebrauch von Aussagen, in denen
Indikatoren (wie “diese Ameise” ) oder Gegenstandsvariable an Stelle von Eigennamen
vorkommen. Behauptungen solcher Aussagen gelten nur in bestimmten Situationen.
Um aus ihnen situationsunabhéngig geltende Folgerungen ziehen zu kénnen, fithren
wir eine Art von Gegenstands-Quantifikation ein.

In §7 analysieren wir Bedingungen fiir Behauptungen generalisierter Konditio-
nalséitze, unter denen behauptete derartiger Sitze wie entsprechende Schlussregeln



angewandt werden diirfen. Dabei haben wir die zeitliche Reihenfolge von Behaup-
tungen besonders in Betracht zu ziehen. Dies fiihrt uns zur intuitionistischen Logik.

Die im Folgenden behandelten Objektsprachen sind nur von 1. Ordnung und
somit ziemlich ausdrucksarm. Um sie - auf der Grundlage der vorliegenden Arbeit -
zu erweitern, sind in [19] Sprachen hoherer Ordnungen (Typen) eingefiithrt worden,
in denen jedoch typenfreie Gleichungen x = y definierbar sind. Alle Aussagen dieser
Sprachen sind zirkelfrei und invariant beziiglich dieser Gleichheit. Ferner werden dort
auch solche Sprachen hoherer Ordnung untersucht, in deren Formeln auch Gegen-
standsvariable vorkommen diirfen. Zugrundegelegt ist dabei eine Quantifikation, die
zugleich eine Einsetzungs- und eine Gegenstandsquantifikation ist. Je zwei aufeinan-
derfolgende Einsquantoren (der dort betrachteten Art) diirfen vertauscht werden.
(Dies widerspricht nicht tatséchlich den Ergebnissen in [10, §28].) Schliefllich sind
die soeben erwihnten Sprachen in [20] nochmals erweitert worden, und zwar um
modallogische Ausdrucksmoglichkeiten, mit denen vor allem die Herleitbarkeit von
Aussagen aus Hypothesen formuliert werden kann.
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§0. Einleitung

Unter einer Behauptung verstehen wir eine Handlung: Man behauptet eine Aussage
im Allgemeinen einfach dadurch, dass man sie als selbstandigen Satz vor Horern
ausspricht oder fiir Leser aufschreibt. Auch Feststellungen zdhlen wir zu den Be-
hauptungen. Es gibt jedoch sprachliche Handlungen der Form von Behauptungen,
die nicht als Behauptungen zu verstehen oder nicht ernst gemeint sind, z.B. fin-
gierende oder scherzhafte AuBerungen. Dies kann extra gesagt werden oder aus dem
Redezusammenhang oder &ufieren Umstanden (wie in einer Biittenrede) hervorgehen.
Dennoch: Man kann im Allgemeinen entscheiden, ob jemand oder man selbst eine
bestimmte Aussage behauptet hat. Denn auch Behauptungen, die unberechtigt sind
(wie Liigen) oder einem nicht abgenommen oder geglaubt worden sind, sind dennoch
Behauptungen (oder sollen wenigstens hier Behauptungen heifien).



Wie wird nun das Verstandnis von Behauptungen ermoglicht? Hierzu betrachten
wir die Aussage: “Hans hat gestern Abend 39,2° Fieber gehabt.” Ein Horer kann
dies verstehen, sofern er die Regel kennt, nach der diese Aussage nur nach einer
Fiebermessung mit entsprechendem Resultat behauptet werden sollte. - Derartige
Beispiele fithren uns zu der

These: Aussagen werden (unter anderem) dadurch versténdlich, dass es iiblich
oder vereinbart ist, deren Behauptungen in regelhafter Weise einzuschranken, namlich
Behauptungen mancher Aussagen endgiiltig oder nur vorldufig zu unterlassen.

Zur entsprechenden Einschrankung des Behauptens stehen uns jedoch i.Allg.
keine formulierten Regeln, sondern nur Gepflogenheiten zur Verfiigung. (Fiir ein der-
artiges Sprachverstandnis benttigen wir vor allem auch die Kompetenz, entsprechende
‘alethische’ Gepflogenheiten von Erfordernissen der Hoflichkeit, der ‘political correct-
ness’, des Zeitgeistes usw. unterscheiden zu konnen. Auf psychologische Bedingun-
gen, die noch erforderlich sind, gehen wir hier nicht ein.)

Um Hilfsmittel zum sprachlichen Argumentieren (insbesondere Schlussregeln) zu
erhalten, von denen wir zeigen konnen, dass sie dazu geeignet und zuverlassig sind,
entwerfen wir einen Aussagengebrauch durch Aufstellen ausdriicklicher ‘Behaup-
tungsregeln’ (zur Festlegung der Behauptbarkeit von Aussagen). Dadurch versuchen
wir jedoch nicht, den faktischen Sprachgebrauch und dessen Argumentationsweisen
zu beschreiben oder zu erklaren. Unser Ziel ist es vielmehr, eine Argumentations-
technik zu begriinden, die vor allem fiir die wissenschaftliche Praxis mdglichst gut
geeignet ist, also zuverlassig, moglichst leistungsfahig, unkompliziert, iibersichtlich,
und leicht handhabbar ist.

Regeln welcher Art eignen sich nun besonders als Behauptungsregeln? Allgemeine
Gebote der Form “Immer dann, wenn a getan worden ist, tue man auch b!” haben den
Nachteil, dass man i.Allg. keine Gelegenheit hat, sie zu befolgen. Als Beipiel betrach-
ten wir folgende Regel: “Hat man irgend zwei Aussagen A und B behauptet, dann
behaupte man auch A A B!” Da wir nach dieser Regel unendlich viele Behauptungen
aufstellen miissten, liegt es nahe, sie durch eine entsprechende Erlaubnis zu ersetzen.
Dass eine Handlung erlaubt ist, heifit etwa, dass sie nicht verboten ist oder dass sie
nicht verboten werden darf. Eine Handlung zu verbieten, heifit aufzufordern, sie zu
unterlassen. Die Bedeutung von Verboten kann z.B. durch Hinweise auf Strafen oder
Tadel erlautert werden. - Diese Bemerkungen sowie die oben genannte These fiithren
uns zu dem Versuch, geeignete Vorbotsregeln als Behauptungsregeln aufzustellen.

Mittel zur Formulierung spezieller Schlussregeln: Zweckdienlich anwend-
bar sind Schlussregeln, nach denen fiir gegebene Formeln, etwa A;(x), A2(x) und
B(z), Folgendes gilt: Wenn man fiir irgendeinen Wert r der Variablen z die Aus-
sagen A;(r) und Ay(r) zu Recht behauptet hat, dann darf man sogleich auch B(r)
behaupten. Um mitzuteilen, dass man so schlieen darf, wollen wir schreiben:

Vo [A(z) A Ag(x) — B(z)].
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Zu diesem ‘regellogischen’ Zweck haben wir die Partikeln A (und), — (wenn - dann)
und V (fiir alle) in geeigneter Weise einzufithren (vgl. [11, p. 104]).

Wir werden dies jedoch in der in §1 eingefiihrten Sprache der Einfachheit halber noch
nicht tun. In dieser Sprache werden wir zwar Aussagen der Formen A — B und Vz A(x)
definieren; diese kénnen aber den soeben angegebenen Zweck erst nach einer nachtrag-
lichen Liberalisierung der in §1 aufgestellten Behauptungsregeln erfiillen.

Anmerkungen zu einigen bekannten Zugangen zur Logik

Die folgenden Ausfithrungen wenden sich an Leser, die schon bestimmte andere
Zugange zur Logik kennen.

(1) Zum dialogischen Zugang zur Logik (vgl. [9, pp. 60ff.]): Wir be-
trachten materiale Dialogspiele mit der ‘effektiven allgemeinen Dialogregel’ aus |9,
pp. 75-83]. Zu ihrer Rechtfertigung bendtigt man unter anderem den Satz: Falls
es dialogische Gewinnstrategien fiir A und fir A — B gibt, dann gibt es auch
eine Gewinnstrategie fiir B (‘modus ponens’). Schon der Versuch, diesen gesamten
metasprachlichen Satz dialogisch zu interpretieren, stofit auf Schwierigkeiten. An
seiner Stelle beweist man aus technischen Griinden einen allgemeineren ‘Schnittsatz’
- und argumentiert in dessen Beweis derart, dass dies schon einer Anwendung gewisser
logischer Schlussregeln (und Induktionsprinzipien) in der Metasprache gleichkommt.
Diese Schlussregeln sollen jedoch fiir die Objektsprache mit Hilfe des Schnittsatzes
erst begriindet werden. Zu beachten ist auch, dass im Beweis des Schnittsatzes
metasprachliche Aussagen verwendet werden, in denen (unter anderem) der mit
‘Vagheitsproblemen’ verbundene Subjunktor (“wenn - dann”) und der Allquantor
iteriert vorkommen. Deren Verstandnis wird immerhin durch sprachliche Kompe-
tenz und den ‘Sinnzusammenhang’ des Beweises erméglicht. (Die Einfithrung mate-
rialer Dialogspiele soll aber nicht nur zur Begriindung einer allgemeinen Argumen-
tationstechnik dienen, sondern zunachst einmal zur Normierung des Gebrauchs der
logischen Partikeln.)

Um unter anderem den Beweis des Schnittsatzes vereinfachen zu konnen, hat
K. LORENZ in [6] andere dialogische Rahmenregeln zugrundegelegt und dabei kon-
struktive Ordnungszahlen benutzt. Zum Nachweis dafiir, dass jeder einzelne Dialog
nach endlich vielen Schritten zu einem Gewinn oder Verlust des Proponenten fiihrt,
muss man jedoch auf einen ‘vordialogischen’ Beweis dafiir zurtickgreifen, dass diese
angeblichen Ordnungszahlen tatsachlich als solche brauchbar sind, d.h. die transfinite
Induktion ermoglichen.

Auch in der Beweistheorie (vgl. [12] oder [15]) treten analoge Probleme insbeson-
dere im Zusammenhang mit ‘Schnittsatzen’ auf.

(2) Ein intuitionistischer Entwurf geht von einem Beweisbegriff aus, der
induktiv definiert wird (vgl. [1], [4]). Wir formulieren ihn nur fiir die Subjunktion:
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Ein Beweis fiir A — B ist eine ‘Konstruktion’ ¢, die jeden Beweis von A
in einen Beweis von B tberfiihrt.

Dass ¢ ein Beweis von A — B ist, heifit ausfiihrlicher, dass fiir alle ‘Konstruktionen’
p gilt: Wenn p ein Beweis von A ist, dann ist ¢(p) ein Beweis von B. Speziell fiir
0 =1 an Stelle von B heisst dies, dass es keinen (d.h. nicht einen) Beweis von A gibt.
Wir haben soeben unser Vorverstandnis fiir die Worte “fiir alle”, “wenn - dann” und
“nicht” zur Erklarung von A — B herangezogen. Dies ist jedoch vor allem deshalb
problematisch, weil man fiir komplexe A i.Allg. nicht entscheiden kann, ob eine
Konstruktion p ein Beweis von A ist. Daher wurde in [5] die obige Konstruktion ¢
ersetzt durch ein Paar (¢, d) mit einer ‘Demonstration’ d, die zeigt, dass ¢ jeden Beweis
von A in einen Beweis von B tiberfiihrt. Dieser Beweisbegriff (der in [1, p. 232] und
[13] kritisch untersucht worden ist) ist jedoch recht kompliziert und dennoch etwas
problematisch. Wir werden ihn und den zugrundeliegenden Konstruktionsbegriff
eliminieren und an Stelle von Beweisen blofl Behauptungen in einem normativen
Zusammenhang betrachten.

Das Problem des Anfangs

Oben haben wir am Beispiel des dialogischen Zugangs auf eine mit ihm verbun-
dene Gefahr eines gewissen Zirkels, unendlichen Regresses oder eines Abbruchs der
Begriindungsbemiihungen aufmerksam gemacht. Dahinter steckt das allgemeinere
Problem, dass zur Begriindung, Rechtfertigung oder zum Zuverlassigkeitsnachweis
von Argumentationsregeln bereits zuverldssige Argumentationen benotigt werden
(vgl. [2], [14]). Ist es iiberhaupt moglich, Argumentationen zu rechtfertigen, und
(falls ja) wie kénnen wir beginnen, dies zu tun? Um dieses Problem wenigstens
teilweise zu reduzieren, werden wir (in einem fingierten ‘Behauptungsspiel’) einer-
seits bestimmte Regeln zur Einschrankung von Behauptungen aufstellen, anderer-
seits aber auch vereinbaren, dass entsprechende Behauptungen keinen weiteren Ein-
schrankungen unterworfen sein sollen. Dann kann man einsehen, dass die verein-
barten Regeln fiir komplexe Aussagen auch umgekehrt werden diirfen. Somit diirfen
wir diese Regeln sowie deren Umkehrungen beim Folgern oder Schlieffen anwenden.

Dies gilt auch im Rahmen der Umgangssprache, da diese zum Teil als in der
angedeuteten Weise geregelt aufgefasst werden kann. Die Umgangssprache werden
wir aber als Metasprache (insbesondere als Untersuchungssprache) verwenden. Zur
Rechtfertigung mancher metasprachlichen Konditionalsétze (Wenn-dann-Aussagen)
werden wir aus entsprechenden Annahmen schrittweise Folgerungen ziehen. Dabei
werden wir die Annahmen wie behauptete Aussagen behandeln, und zwar derart,
dass die Folgerungen, die wir aus ihnen ziehen, behauptet werden diirfen sobald die
Annahmen zu Recht behauptet worden sind.

Derartige unserer Argumentationen haben zwar die Form von Anwendungen lo-
gischer Regeln, insbesondere der bekannten Regeln des natiirlichen Schlielens; sie



setzen jedoch deren Zulassigkeit nicht in voller Allgemeinheit voraus. Wir brauchen
diese Regeln nur in Fallen von so geringer, ‘“iiberschaubarer’ Komplexitat anzuwen-
den, dass in ihnen dieses Vorgehen offensichtlich unproblematisch ist.

Das Anfangsproblem wird uns in besonderer Weise auch in §4 bei der Behandlung
der arithmetischen Induktion begegnen. Wir brauchen jedoch nicht vorauszusetzen, dass
es (‘aktual’- oder ‘potentiell’-) unendlich viele Objekte gibt, z.B. (mentale oder andere)
Konstruktionen, Beweise oder Zahlen.

§1. Ein Behauptungsspiel
Elementaraussagen und ihr Gebrauch

Vorausgesetzt sei, dass wir bereits iiber die Begriffe bestimmter ‘Elementaraus-
sagen’ und ‘interner Regeln oder Gepflogenheiten’ fiir Behauptungen von Elemen-
taraussagen verfiigen. Da es im Folgenden nicht darauf ankommt, wie diese Begriffe
im Einzelnen festgelegt sind oder gebraucht werden, geniigt es, einige Forderungen an
sie zu stellen und einige Erlauterungen anzugeben. Dabei subsumieren wir Gepflo-
genheiten unter Regeln.

Die Elementaraussagen (oder ‘elementaren’ Aussagen) seien gestaltlich verschieden
von ‘komplexen’ Aussagen, die aus anderen Formeln (Aussagen oder Aussageformen)
mit Hilfe von Junktoren, Quantoren oder mengentheoretischen Zeichen auf iibliche
Weise aufgebaut sind. - Fiir beliebige Elementaraussagen schreiben wir E, Fy, ... .

Fiir die Praxis ‘grundlegender’ als die (noch zu erlauternden) internen Regeln sind
in unserer Sprachgemeinschaft geltende Regeln, die nicht intern sind. Wir nennen sie
‘externe Regeln’. Zu ihnen gehoren vor allem in der Praxis erlernte Regeln, nach
denen manche Elementaraussagen erst dann behauptet werden diirfen, wenn wir eine
bestimmte Wahrnehmung oder Beobachtung gemacht haben oder ein bestimmtes
Resultat einer Handlung (z.B. einer Messung) erhalten haben.

E heifle verankert, wenn die Behauptung von E keine externe Regel mehr ver-
letzen wiirde. (Auch eine behauptete Aussage wie “Ich habe Kopfschmerzen” sollte
verankert sein - obwohl wir dem Hérer keinen Beweis fiir sie mitteilen kénnen.)

Nun zu den internen Regeln: Mehrere Elementaraussagen konnen voneinander
abhéngen auf Grund von Regeln fiir deren Behauptungen. Beispiele dafiir sind fol-
gende Regeln, nach denen wir behaupten diirfen “(Alle) Kéfer sind Insekten” und
“Kafer sind keine Fliegen”: Falls “Dies ist ein Kafer” behauptet werden darf, dann
darf auch “Dies ist ein Insekt” behauptet werden, aber nicht “Dies ist eine Fliege”
(vgl. ‘Priadikatorenregeln’ in [9, p. 182]). Somit verweisen Aussagen wie “Kéfer sind
Insekten” und “Kéfer sind keine Fliegen” auf unseren gemeinschaftlichen Sprachge-
brauch (vgl. auch [3]). [Wir brauchen uns hier nicht mit der Frage zu beschéftigen,
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ob Behauptungen solcher Aussagen auch gerechtfertigt werden kénnten durch (fin-
gierte) Definitionen wie “Kéfer = Insekt und gefliigelt und mit Fliigeldecken und
... Wir werden jedoch Aussagen kennenlernen, fiir welche diese Frage zu verneinen
ist.|

Zu den internen Regeln mogen in unserer Sprachgemeinschaft geltende Regeln
gehoren, nach denen Elementaraussagen wie in den soeben angefiihrten Beispielen
voneinander abhéngen. Zu den internen Regeln gehore auflerdem das Verbot, L zu
behaupten. (L sei eine bestimmte Elementaraussage.)

Eine Elementaraussage heifle (gegenwértig) ausgeschlossen, wenn ihre Behaup-
tung allein oder zusammen mit gegenwéartig oder frither erfolgten Behauptungen
weiterer Elementaraussagen eine interne Regel verletzten wiirde. (Ausgeschlossene
Elementaraussagen bleiben also auch kiinftig ausgeschlossen.)

Als interne Regeln fiir Elementaraussagen lassen wir - abgesehen von dem
erwahnten Verbot, | zu behaupten - zunachst nur Regeln mit Einzelfallen folgender
Form zu:

(IR) Ey,...,E, = FE,
in Worten: Es sei verboten, Fj1, ..., E, zu behaupten und E auszuschlieflen.

Kommentar: Nach (IR) gilt: Falls Fy, ..., E,, behauptet worden sind, dann ist es ver-
boten, E auszuschliefen. Falls jedoch E ausgeschlossen worden ist und Fq, ..., E,_1 be-
hauptet worden sind, dann ist damit FE, ausgeschlossen. Jedoch sollen aufgestellte Be-
hauptungen nicht erst nachtriglich infolge spater aufgestellter Behauptungen als verboten
gelten. Nach einer (z.B. versehentlichen) Regelverletzung sei es erlaubt, einige der daran
beteiligten Behauptungen wieder zuriickzunehmen (Genaueres s. §7).

Gelegentlich werden wir noch weitere interne Regeln dhnlicher Formen fiir Elementar-
aussagen zulassen. Die beiden schon als Beispiele angefithrten Regeln lassen sich zwar
in den Formen F; = F bzw. FEi, Fo = 1 schreiben, betreffen jedoch Behauptungen in
bestimmten Situationen, in denen namlich auf je ein bestimmtes Tier hingewiesen worden
ist. Damit zusammenhéngende Fragen werden wir erst in §5 behandeln.

Beispiel 1: a und b mégen jetzt fiir beliebige Langenbezeichnungen (wie ‘25 cm’)
stehen. L(s,a) bedeute, dass ein Stab s die Lange a hat. a # b bedeute, dass a von
der Lange b verschieden ist. (Wir zéhlen @ = b und a # b zu den Elementaraussagen.)
Interne Regeln seien:

a=b,a#b = 1
L(s,a), L(s,b) = a=b.

Wird a # b behauptet, so wird dadurch a = b ausgeschlossen (da L als ausgeschlossen
gilt). Wird auBerden L(s,a) behauptet, dann wird also L(s, b) ausgeschlossen.

Nach der letzten Regel diirfen wir nur ein Resultat einer Messung von s behaupten. Zur
Beschreibung eines Zweiges, der wachsen kann, oder eines Stabes, dessen Léange sich auf



andere Weise dndern kann, wird daher eine andere Formulierung, etwa “s hat die Lange
a zur Zeit t”, besser geeignet sein. Wir haben hier ein Beispiel dafiir, dass ggf. erst
die Erfahrung (bis auf Weiteres) zeigen kann, ob oder inwieweit sprachliche Regeln oder
Gepflogenheiten zweckdienlich sind.

Nun betrachten wir die internen Regeln der Form (IR) als einen Kalkiil, der mit
Elementaraussagen operiert. Dabei bezeichne “=-" die erlaubten Herleitungsschritte.
Falls nun E nach diesen Regeln herleitbar ist aus anderen Elementaraussagen, die
bereits verankert und danach behauptet worden sind, dann moge auch F als verankert
gelten. Es ist jedoch nicht vollig unmoglich, dass eine Elementaraussage sowohl
verankert als auch ausgeschlossen wird. (Daher sagen wir nicht einfach “begriindet”
oder “behauptbar” statt “verankert”.)

Eine materiale Sprache £ 1. Stufe

Wir betrachten zunéchst nur solche Formeln (d.h. Aussagen oder Aussageformen),
die Elementarformeln sind oder aus ihnen nur mittels A (und), V (oder), = (nicht),
3 (fur ein), Klammern und bestimmten Variablen wie {iblich aufgebaut sind, und
fassen diese Formeln zu einer (etwas ‘ausdrucksarmen’) Sprache £ zusammen. Jede
Variable habe als Werte bestimmte Konstante, d.h. spezielle Schreibfiguren, in denen
keine Variablen vorkommen. In die Sprache £ nehmen wir nur Elementaraussagen
E mit folgender Eigenschaft auf: Falls F einmal verankert (worden) ist, bleibt E
auch kiinftig verankert, und zwar in beliebigen Situationen und Kontexten. In L
nehmen wir daher auch nur solche Elementarformeln auf, die durch Substitutionen
der in ihnen vorkommenden Variablen durch beliebige Werte derselben in Elemen-
taraussagen der soeben genannten Art iibergehen. - Zur Abkiirzung werden wir
gelegentlich Klammern in Formeln (insbesondere Auflienklammern) fortlassen.

Erst in §5 werden wir uns mit anderen Aussagen wie “Dies ist ein Kéfer”, die nur
in besonderen Situationen (wie beim Zeigen eines bestimmten Tieres) behauptet werden
diirfen, beschéaftigen.

Im Einzelnen setzen wir noch Folgendes voraus: Fiir jede Zeichenreihe x ist es entscheid-
bar, ob x eine Variable (von L) ist. Fiir jede Variable x und jede Zeichenreihe ¢ ist es
entscheidbar, ob c ein Wert von z ist. Irgend zwei Vorkommnisse von Variablen in beliebigen
Zeichenreihen iiberlappen sich nicht. - Elementarformeln enthalten Aufenklammern (die
wir jedoch evtl. fortlassen). Weitere Klammern kommen hochstens wie {iblich paarweise
in Elementarformeln vor.

Wir sagen kurz “Formel” statt “Formel von £” und beziehen in gleicher Weise
auch die Worte “Aussage”, “Variable” und “Konstante” auf die betrachtete Sprache
L. Ist F eine Formel und sind xy,...,x, (n > 1) verschiedene Variable, dann sei

auch
dxy, ...,z F



eine Formel (in der evtl. mehrere Variable x4, ...z, gebunden vorkommen). Als
‘Metavariable’” verwenden wir

E,E;,... fir Elementaraussagen
F. G, H fir Formeln
A, B, C" fir Aussagen
x,y,z fir Variable
fir Listen xy,...,x, verschiedener Variablen
fir Listen 7,...,7, von Konstanten
Az oder A(z) fiir Formeln, in denen héchstens die Variablen z frei vorkommen.

Definition: Eine Konstantenliste r heifle ein Wert von z, falls r ebensoviele
Glieder wie z hat (d.h. m = n) und r; ein Wert von z; fiir i = 1,...,n ist. In diesem
Falle bezeichnen wir mit Ar diejenige Aussage, welche aus der Formel Az durch die
Substitution von z durch r entsteht. Bei dieser Substitution ist jedes freie (d.h. nicht
gebundene) Vorkommnis von x; durch r; zu ersetzen (i = 1,...,n). - Wir schreiben

1A fir: A behaupten

(in einer jeweils passenden grammatischen Form) oder zum Verweis auf eine Behaup-
tung von A. (IR) lasst sich nun ausfiihrlicher so schreiben: §FEy, ..., 1E, = {FE.

Trotz ihres formalisierten Aufbaus mit Hilfe von ‘Symbolen’ oder ‘Kiirzeln’ (wie —) ist
L keine formale Sprache im Sinne der mathematischen Logik, sondern eine ‘materiale’ oder
(besser) ‘assertorische’ Sprache. Da wir namlich einen Aussagengebrauch vereinbaren wer-
den, nach dem einige, aber nicht alle Aussagen von £ behauptet werden diirfen, benttigen
wir keine (dariiber hinausgehende) Interpretation dieser Aussagen.

Die Regeln des primaren Behauptungsspiels

Behauptungen sollten begriindbar sein. Daher sollte ein Sprecher oder Schreiber die Griinde
flir eine Behauptung schon vor deren Auﬁerung kennen und somit wenigstens ‘gedanklich’
sich selbst gegeniiber behauptet haben. Dementsprechend lassen wir im folgenden ‘Be-
hauptungsspiel’ auch stillschweigende Behauptungen im gedanklichen Selbstgesprach als
Behauptungen gelten.

Wir definieren nun das priméare Spiel als das Behauptungsspiel, dem die exter-
nen und die internen Regeln fiir Behauptungen von Elementaraussagen sowie die un-
ten angegebenen Behauptungsregeln fiir komplexe Aussagen angehdren. Auch diese
Regeln nennen wir intern. Sie sind ebenfalls bedingte, evtl. vorlaufige Behaup-

tungsverbote, in denen wir “: =" fiir “erst dann, wenn” schreiben. Die erste dieser
Regeln ist demnach zu lesen als: “Behaupte (A A B) erst dann, wenn A behauptet



worden ist und B behauptet worden ist.”

P(A) 1(ANB) := 1A und B

P(V) 1(AVB) := 1A oder §B (oder beides)
P(3) ndz Az := fiir einen Wert r von x:fAr
P(-) 1—A := A ist ausgeschlossen.

Dabei bedeute “A ist ausgeschlossen”, dass A nach den internen Regeln nicht (mehr)
behauptet werden sollte. (Dies ist i.Allg. erst dann der Fall, wenn schon bestimmte
Elementaraussagen behauptet worden sind; eine Erlauterung folgt.)

Das primére Spiel moge keine weiteren Regeln enthalten. - P(A) kann auch
durch zwei einfachere Regeln ersetzt werden. Die Behauptungsregeln sind mit um-
gangssprachlichen Mitteln formuliert, die wir exemplarisch erlernt haben. Dies ist
fur die Regeln P(A), P(V) und P(3) unproblematisch, weil wir wissen, wie zu einer
beliebigen Zeit und fiir eine beliebige Aussage der Form AA B, AV B oder Jz Az zu
entscheiden wére, ob (wir wissen, dass) ihre gegenwirtige Behauptung die zugehorige
Behauptungsregel nicht verletzen wiirde. - Zur Erlduterung von P(—) mégen zunéchst
einige Beispiele dienen:

Beispiel 2: Fiir zu Recht behauptete Aussagen A, B und fiir beliebige C' darf
man nacheinander auch A A B und (A A B) V C behaupten, weil dadurch keine
Behauptungsregel verletzt wiirde. Daher darf —[(AA B)V C] nicht behauptet werden.

Beispiel 3: Nicht behauptet werden darf 3z (Ax A—Ax), da sonst fiir einen Wert
r von x vorher Ar A—Ar und daher nochmals vorher Ar sowie ~Ar behauptet werden
miissten; hierzu miisste aber Ar auch ausgeschlossen sein. Somit darf -3z (AzA—-Ax)
behauptet werden (weil dadurch P(—) nicht verletzt wiirde).

Beispiel 4: s bezeichne einen Holzstab, dessen Lange schatzungsweise 25 cm
betrdgt. E(s) sei eine Abkiirzung fiir “s ist 24,8 cm lang”. Diese Aussage kann nur
durch eine Messung von s mit dem Ergebnis 24,8 cm verankert werden. Wir betrach-
ten jedoch den Fall, dass s vor seiner Messung verbrannt ist. Angenommen, F(s)
konne nur durch die Behauptung eines anderen Ergebnisses einer Langenmessung
von s ausgeschlossen werden. Dann kann F(s) weder verankert noch ausgeschlossen
werden. Daher darf man weder E(s) noch =E(s) behaupten.

Dieses Beispiel zeigt, dass das Negat —F einer Elementaraussage E im Allge-
meinen nicht schon deshalb behauptet werden darf, weil eine endgiiltige Verhin-
derung, ' zu verankern, eingetreten ist.

Nach P(—) darf ein Negat —A erst dann behauptet werden, wenn A ausgeschlossen
ist. Zu einer Erlauterung dieser Bedingung sei zunéachst angemerkt, dass fiir die
Behauptung einer komplexen Aussage A nach den zugehorigen Behauptungsregeln
i.Allg. eine ‘Serie’ oder ‘Abfolge’ vorheriger Behauptungen erforderlich ist (vgl.
Beispiel 3).
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Eine Aussage A ist genau dann (von einem Zeitpunkt ¢ an) ausgeschlossen, wenn
jede moglichen Behauptungsserie, die mit § A endet, (von t an) eine interne Regel
verletzt. Dies ist genau dann der Fall, wenn jede mogliche Behauptungserie, die
mit § A endet und die Regeln P(A), P(V), P(3) nicht verletzt, auf Grund der bis
zu t tatsachlich aufgestellten Behauptungen von Elementaraussagen eine interne Be-
hauptungsregel fiir Elementaraussagen oder P(—) verletzt. (Wir brauchen hierbei
nur solche Zeitpunkte ¢ zu betrachten, die durch die Vollendung je einer individu-
ellen Behauptung bestimmt sind.)

Unter einer Behauptungsserie verstehen wir dabei eine Gesamtheit von Behauptun-
gen unter Beriicksichtigung von deren zeitlichen Reihenfolge; wir lassen jedoch zu, dass in
einer Behauptungsserie mehrere gleichzeitig aufgestellte Behauptungen vorkommen. Eine
Serie tatsdchlich aufgestellter Behauptungen kann dargestellt werden durch die Liste der
dabei behaupteten Aussagen in zeitlicher Reihenfolge, wobei aber auch gleichzeitig be-
hauptete Aussagen nacheinander aufgelistet sind. Durch eine beliebige Liste von Aussagen
A1, Ay, ..., A, (die man, wie angedeutet, numerieren konnte; n € IN, vgl. §4) werde eine
‘mogliche Behauptungsserie’ dargestellt.

Trotz dieser Erlauterung bleibt unser Verstdndnis von P(—) etwas unsicher. Es
scheint auch nicht moglich zu sein, eine andere in perfekter Weise nachpriifbare oder
operable Behauptbarkeitsbedingung fiir Negate zu finden, da es bekanntlich kein
effektives Verfahren gibt, nach dem man fiir beliebige arithmetische Aussagen 1.
Stufe entscheiden kann, ob sie behauptet werden diirfen.

Wie in den Beispielen 2 und 3 kénnen die Behauptungsregeln fiir komplexe Aus-
sagen umgekehrt werden, weil das primare Spiel keine anderen Regeln zur Ein-
schrankung von Behauptungen komplexer Aussagen enthéalt, diese Aussagen ein-
deutig in ihre Komponenten zerlegbar sind [wie (A A B) in A, A, B], und weil im
priméren Spiel der Gebrauch jeder komplexen Aussage zirkelfrei eingefiihrt ist. Er
héngt ndmlich nur vom Gebrauch ihrer ‘Vorganger’ im Sinne folgender Definition ab.

Definition: C heifle ein Vorginger von D, falls C' aus D nach den folgenden
Regeln in mindestens einem Schritt hergeleitet werden kann (dabei bezeichne “=-"
die erlaubten Herleitungsschritte, und r stehe fiir Werte von z):

ANB = A ANB = B;
AVB = A AVB = B,
dx Az = Ar; -A = A.

(Danach sind z.B. A und B die ‘unmittelbaren Vorgénger’ von AAB und von AVB.) -
Die erwéhnte Zirkelfreiheit bedeute: Keine Aussage ist ein Vorgéanger von sich selbst.

Das folgende Beispiel zeigt, dass unsere Behauptungsregeln im Allgemeinen nur fiir
zirkelfreie Aussagen umgekehrt werden diirfen. Nehmen wir z.B. an, dass eine Erweiterung
der Sprache L eine Aussage Ay (wie z.B. {z: z ¢ z} € {x: x ¢ x}) enthilt, deren
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Behauptung durch folgende Regel eingeschrankt ist: f Ag : = §—Ag. Dann ist diese Regel
nicht umkehrbar. Ay ist ein Vorgénger von sich selbst.

Wir verfiigen jedoch bisher weder tiber eine Methode zum Beweis der Zirkelfreiheit aller
Aussagen (von L) noch zum Beweis ihrer eindeutigen Zerlegbarkeit [nach der z.B. (4 A B)
und (AV B) auch nur die beiden unmittelbaren Vorgénger A und B haben]. Daher soll hier
unter einer Aussage stets eine zirkelfreie Aussage verstanden werden, die selbst und deren
samtliche Vorgénger eindeutig zerlegbar oder elementar sind. (Dies ist nur fiir Aussagen
‘héherer’ Komplexitat problematisch.)

Nun betrachten wir folgende ‘Inversionsregeln’ (der Behauptungsregeln):

I(A) AB = AAB
I(V) A = AVB
B = AVB
I(3) Ar = dJz Az (fiir Werte r von z).

Diese Regeln haben ersichtlich folgende Eigenschaft: Nach den Behauptungen der
Pramissen eines Einzelfalles einer Inversionsregel wiirde die Behauptung seiner Kon-
klusion die zugehorige Behauptungsregel nicht verletzen. Wie im Beispiel 2 diirfen
wir dementsprechend ggf. mehrere Aussagen nacheinander behaupten.

Dies zeigt eine enge Verwandtschaft unserer Einfilhrung komplexer Aussagen mit der
in [7] angegebenen (vgl. insbesondere [7, §4, §7]), in der unter anderem Kalkiilregeln der
Formen I(A), I(V) und I(3) zugrundegelegt worden sind. Diese Regeln haben zwar den
Vorteil, dass zu ihrer Formulierung Worte wie “oder” und “es gibt ein” nicht bendtigt
werden. Gebraucht wird jedoch die zusétzliche Vereinbarung, dass man eine Aussage A
(die keine Elementaraussage und kein Negat ist) nur dann behaupten darf, wenn es eine
Herleitung von A aus zu Recht behaupteten Elementaraussagen oder Negaten nach den
zugrundegelegten Kalkiilregeln gibt. (Wir haben soeben die Wendung “es gibt” verwendet.)

Offenbar darf auch die Regel P(—) umgekehrt werden, d.h. man darf —=A be-
haupten sobald A ausgeschlossen ist (vgl. Beispiel 3).

In unserer Objektsprache definieren wir eine ‘Generalisation’ und eine ‘Subjunk-

tion’ durch
Vz F ﬁz@ -F

F— G ﬁ(F/\—\G).

Eine dadurch definierte Aussage Vo (Ax — Bz) kann jedoch i.Allg. nicht zur Mit-
teilung dafiir dienen, dass man fiir beliebige Werte r von x von Ar auf Br schliefen
darf (vgl. §0). Um dies dennoch zu erreichen, werden wir das primére Spiel in §3
liberalisieren.

—\
S
—\
-

Im priméren Spiel kann man Definitionen mit Hilfe folgender zusétzlicher Behaup-
tungsregeln anwenden:



falls /1 = r1, ..., 7, = 7, Definitionen ‘neuer’ Konstanten 7q,...,7, sind und keine
anderen durch Definitionen eingefiihrten Konstanten in E(7q,...,7,) vorkommen.

Ferner entspricht der Definition A = A einer ‘neuen’ Aussage A die Behauptungsregel
1A := §A. Man sollte jedoch nur solche Definitionen verwenden, fiir welche diese Regeln
auch umkehrbar sind. - Zu iterierten Definitionen gehorige Regeln konnen schrittweise
angewandt werden.

§2. Zulassigkeit von Schlussregeln

Bei der Behandlung von Schlussregeln beschranken wir uns vorlaufig auf solche, die
hochstens zwei Pramissen haben und deren Konklusionen Negate sind; denn dies ist
bequemer und wird fiir den ‘klassischen Aussagengebrauch’ ausreichen. Wir betrach-
ten hier also nur Schlussregeln der Form

R:  A,... A, = -B

(n = 0,1,2) mit Aussageschemata 4; und B, in denen Metavariable (fiir Aussagen,
Formeln, Variable, Konstante oder andere Terme) vorkommen diirfen - und die
nach Ersetzung dieser Metavariablen durch beliebige Werte derselben in Aussagen
iibergehen. Bei einer solchen Ersetzung moge aus R ein ‘Einzelfall” dieser Regel
entstehen.

Dass man R anwenden darf, heifit, dass man fiir jeden Einzelfall
R: Ala---aAn = -B

von R, dessen Pramissen Ay, ..., A, zu Recht behauptet worden sind, sogleich auch
—B behaupten darf (da dann B bereits ausgeschlossen ist). Die wie folgt definierte
Zuléssigkeit von R ist (wie wir noch zeigen werden) eine dafiir hinreichende Bedin-

gung:

Definition: R heifit zulassig, wenn es nach den internen Regeln fiir jeden
Einzelfall R von R verboten ist, sowohl Ay, ..., A, als auch B zu behaupten. Diese
Bedingung gehort einer Metasprache an und lasst sich formalisieren durch

(A A ANANDB),

wobel ‘..” fur eine Liste aller dahinter vorkommenden Metavariablen stehe. Die

Formalisierung der Zulassigkeit des Einzelfalles R lautet dementsprechend einfach

(A N...NAL N B).

Die soeben erwahnte Metasprache ist also eine Erweiterung der Objektsprache L. -
Wir haben soeben folgende Abkiirzung benutzt:

Al NAs AN B = (A1 AN Ag) A B.
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Nach dem folgenden Lemma diirfen alle zulassigen Schlussregeln der Form R
angewandt werden. Zu dessen Formulierung verwenden wir folgende Definitionen;
in ihnen nehmen nur auf die internen Regeln Bezug (daher der Zusatz “i.-”): Eine
Behauptungsserie heifle i.-korrekt, wenn in ihr keine interne Regel verletzt wird.
Wir sagen, eine Aussage sei zu i.-Recht behauptet worden, wenn sie am Ende
einer i.-korrekten Behauptungsserie behauptet worden ist. Offensichtlich sollte eine
Aussage nur zu i.-Recht behauptet werden, und ausgeschlossene Aussagen kénnen
nicht (mehr) zu i.-Recht behauptet werden.

Lemma 1: Ist A;,..., A, = —B ein Einzelfall einer zulassigen Regel, dessen
Pramissen Ay,..., A, zu i.-Recht behauptet worden sind, dann ist B bereits aus-
geschlossen (sodass =B sogleich behauptet werden darf).

Beweis (z.B. fiir n=2): Ay, Ay = —B sei ein Einzelfall einer zuldssigen Regel
Ay, Ay = —B. Somit ist 3.. (A; A Az A B) ausgeschlossen. Ferner seien A; und A, zu
i.-Recht behauptet worden. Wir sollten auch B nur am Ende einer i.-korrekten Be-
hauptungsserie behaupten, sodass wir dann insgesamt i.-korrekte Behauptungsserien
hétten, an deren Enden A;, Ay bzw. B behauptet werden. Diese Serien lieflen sich
durch die anschlieBenden Behauptungen von AjA Ay, AjAAsAB und 3..(A;AAAB)
i-korrekt ergénzen. Da die letzte Aussage aber ausgeschlossen ist, sollten wir auch
B nicht behaupten; d.h. B ist ausgeschlossen.

Anmerkung: Die Konklusion =B einer zuléssigen Schlussregel darf man also insbeson-
dere auch dann behaupten, wenn alle ihre Pramissen zu i.-Recht behauptet worden sind,
aber eine dieser Pramissen eine noch nicht verankerte Elementaraussage ist. Auch aus
diesem Grunde empfiehlt es sich, (z.B. versehentliche) Behauptungen nicht verankerter
Elementaraussagen moglichst wieder zuriickzunehmen.

Um zu zeigen, dass bestimmte Schlussregeln zulassig sind, werden wir aufler den
Regeln P(A), P(V), P(3), ihren Inversen und Regeln, deren Zuldssigkeit bereits be-
wiesen worden ist, zunachst nur Lemma 1 anwenden.

Definition: Fiir Formeln F', in denen die verschiedenen Variablen x4, ..., z, und
nur diese Variablen frei vorkommen, definieren wir

4F = dxy,...,z, F,
insbesondere 3.4 = A fiir Aussagen A (d.h. n =0).

Satz: Folgende Schlussregeln sind zuléssig:

RO1 A, —~(ANB) = -B
B, - (AANB) = -A
R02 ~(AVB) = -A
= (A V B) = B

RO3 —-Jdz Az = -Ar (fir Werte r von z)
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R1 = —\E|.(F A ﬁF)
R2 = —A[(FAG)A-(GAF)
R3a = -J{[(FAG)ANH|AN-[FAN(GANH)|}
R3b = -J{[FANGANH)|AN-[(FAG)ANH]}
R4 -3.G = -3(FAG)
R5 -A(FANG), (FAN-G) = -3F
Diese Regeln haben die oben angefiihrte Form Ay, ..., A, = —B. Um zu zeigen, dass

eine derartige Regel zulassig ist, gehen wir von der Annahme aus, dass Aussagen der
Formen

BaA17-'->An

behauptet worden sind. Um dies anzudeuten, notieren wir diese Aussageschemata
und dahinter “Ann.” (fir “Annahmen”). AnschlieBend notieren wir Schemata fiir
Aussagen, die nach den internen Regeln vorher behauptet worden sein sollten - oder
deren Behauptungen daraufhin erlaubt sein sollten, und zwar nach den Inversions-
regeln oder bereits als zulassig nachgewiesenen Regeln in Verbindung mit Lemma
1. Auf diese Weise fahren wir fort, bis wir einen ‘Widerspruch’ C,—C erhalten.
(Dadurch wird gezeigt, dass es nach den internen Regeln verboten ist, B, A;, ..., A,
zu behaupten, und somit 3.. (A; A... A A, AB) ausgeschlossen ist.) - Substitutionen
der in den betrachteten Formeln von £ frei vorkommenden Variablen durch Werte
derselben teilen wir durch * mit.

Ad RO1:
A B, -(AANB) Ann
ANDB I(A).
Ad RO3:
Ar, -dzAx Ann.
dx Az I(3).
Ad R02: Analog. - Ad R1: Vgl. Beispiel 3.
Ad R2:

A[(FAG)AN-(GAF)  Ann.
Fir ein *: (F*AG*) A= (G*ANF*)  P(3)
F*ANG*, —(G"NF¥) P(A)
F*, G* P(A)
G* N F* I(A).
Ad R3: Analog mit Hilfe des Teilschemas:
(F*NG*)NH*
F*NG*, H*
F* G*
F* G*NH*
F* AN (G* N HY).
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Ad R4:
J(FANG), -3.G Ann.

Fiir ein *: F*AG*, G*, 4.G.
Ad Rb5:
F —-3(FAG), -3.(FA-G) Ann.
Firein *: F*, =(F*AG*), —(F*A-G*) P(3),R03
-G* ——G* RO1.

Unter einem Term verstehen wir eine Schreibfigur ¢, in der Variable vorkommen
diirfen, und die bei jeder Substitution aller frei vorkommenden Variablen durch Werte
derselben in eine Konstante iibergeht. Man nennt diese Konstante eine Belegung
von t. - Zur Mitteilung dafiir, dass zwei Schreibfiguren ¢ und o gestaltlich gleich
sind, schreiben wir kurz: o = o.

Definition: Fiir Listen x = z4,...,2, (n > 0) verschiedener Variablen und
Listen t = t,...,t, geeigneter Terme entstehe Ff aus F' bei der simultanen Substi-
tution aller freien Vorkommnisse von z; durch ¢; (i =1,...,n). - Ferner verwenden

wir folgende metasprachlichen Aussagen:

N(z,F) = « kommt in F' nicht frei vor.
Fr(t,z, F) = t ist frei fiir  in F, d.h.

1) jede Belegung von t ist ein Wert von z,

2) FY ist eine Formel von £, und

3) jedes freie Vorkommnis einer Variablen in ¢ ist auch in F}* {iberall dort, wo ¢ fiir
x in F eingesetzt worden ist, frei.

Beispiel: y ist nicht frei fiir  in Jy (x < y), weil y in y frei vorkommt, aber das
fiir x eingesetzte y in Jy (y < y) gebunden ist.

Lemma 2: Gilt Fr(¢,z, F), ist o,y eine Liste der verschiedenen Variablen, die in F
oder ¢ frei vorkommen, und ist 7, s ein Wert von z,y, dann gilt

(%) (Ff)re = (FO)i fir ¢ =ty

Beweis: Man betrachte folgendes Diagramm der teils simultanen, teils sukzessiven
Substitutionen der freien Vorkommnisse der Variablen: ,y:

LY .Y
Ly z,S
s ", s.
Satz: Folgende Regeln sind zulassig:
R6 = —J(FFAN-JzF), falls Fr(t,z,F)
R7 -3 (FAG) = —-3.(FAN3JxqG), falls N(z, F).
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Beweise: Ad R6: Sei Fr(t, z, F'). Mit den Bezeichnungen aus Lemma 2 diirfen wir
wie folgt argumentieren:

J(FFAN—-3zF)  Ann.

Fiir ein r,5: (FFA-3JzF).y P3)
(F%, 3L P(A), (4
3z Fy 1(3).

Ad R7: Sei N(z, F). y sei eine Liste der verschiedenen in F' A 3z G frei vorkom-
menden Variablen. Dann diirfen wir wie folgt argumentieren:
Jy(FAIzG), =3r,y(FAG)  Ann
Fiir ein s,r: FY, Gre
(FAG) 2
3,y (FAG).

Zur tbersichtlichen Darstellung weiterer Schlussregeln schreiben wir ‘<’ um je
zwei Schlussregeln zusammenzufassen. Ferner verwenden wir die Definition

V.F = —d-F, speziell VA & ——

Satz: Zulassig sind:

R8a -3.G, (F AN-G) = —-3F

R8b —3. —lG -4(FAG) = —-3F

R9 -A(GAF) = —-3(FAG)

R10 ﬂH.[F ANGAH) & -3[FAG)AH]
Rlla VoF & —-dF

R11b -——A & -A

Rlle V(F—-G) & —3.(FA-G)
R11d V(F —-G) & -3 (FAG)

Zum Nachweis dafiir, dass eine Regel Ay, ..., A, = =B zuldssig ist, gentigt es
auch, -8B aus Ay, ..., A, durch Anwendungen zuldssiger Regeln herzuleiten (denn
damit erhdlt man - wie bisher - einen Widerspruch aus den Annahmen A, ..., A,, B).
Wir werden im Folgenden so verfahren.

Ad R&8a:
-3.G, =3.(F A -G) Pramissen
-3.(F AG) nach R4
—-4.F nach R5
Ad RO:
-3.(GAF) Pram.
-A[(FAG)AN=(GAF)] R2
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Ad Rlla(=):

—4.—=F Préim.
—-3.(F A =F) R1
—3.F RS8b.

R11b und R1llc sind Sonderfalle von R11a.

Ad R11d(=):
V.(F — =G) Pram.
—-3.(F A —==G) Rllc
-3 (-—-GAF) R9
-3 (GA--GANF) R4,10
-3.(FAGA--G) R9, 10
—-3.(F NG A -G) R1, 4, 10
-3.(F AG) R5.
Die Zulassigkeit der restlichen Regeln erhélt man analog. - Auch fiir die in §3

angegebenen Regeln kann die Zulassigkeit auf diese Weise ‘deduktiv’ bewiesen wer-
den. Dazu ist noch keine Rechtfertigung der entsprechenden allgemeinen Deduktions-
methode erforderlich. Eine solche Rechtfertigung konnte aber nach der Behandlung
der arithmetischen Induktion in §4 leicht angegeben werden, und zwar durch Induk-
tion iiber die Anzahl der Deduktionsschritte.

§3. Ein Zugang zur klassischen Logik

Ungeloste Probleme wie die GOLDBACHsche Vermutung (der Arithmetik) geben uns
Beispiele fiir Aussagen A, fiir die man bisher weder A noch —A behaupten darf und
daher im priméren Spiel auch noch nicht A V —=A (‘Tertium-non-datur’) behaupten
darf. Dementsprechend hat L.E.J. BROUWER (1908) das Tertium-non-datur “on-
betrouwbaar” genannt. Dennoch darf —=(A V —A) fiir keine Aussage A behauptet
werden. Dies ergibt sich aus der Zulassigkeit der beiden Regeln

—|<A\/—|A) = —A
S(AV-4) = A

(vgl. R02). Fiir beliebige Aussagen A (von L) gilt also
= (AV-A).

Somit gibt es Aussagen B, flir die man im priméren Spiel zwar bereits =—B be-
haupten darf, aber B selbst noch nicht behaupten darf. Daher sollte man die Regel

-—-B = B
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nicht einfach gedankenlos oder schematisch anwenden. Die umgekehrte Regel
B = —-—=B

ist jedoch nach R1 und RO1 zuléssig. - Wir konnen aber auch die vorher angefiihrte
Regel zulassig ‘machen’ und damit das Tertium-non-datur erhalten, indem wir das
primére Spiel dadurch liberalisieren, dass wir behauptete Gesamtaussagen als Abkiir-
zungen fiir ihre doppelten Negate verwenden.

Das klassische Spiel sei dementsprechend das Behauptungsspiel, in dem eine
Aussage A genau dann behauptet werden darf, wenn ——A im priméren Spiel be-
hauptet werden darf. Zur Rechtfertigung des klassischen Spiels werden wir in §6 u.a.
zeigen, dass in ihm das schon im Uberblick (Absatz 2) Gesagte gilt, sodass uns die
auf S. 3 erlauterten ‘Mittel zur Formulierung spezieller Schlussregeln’ zur Verfiigung
stehen. Im diesem Spiel kann (wie wir zunéchst beweisen werden) der Kalkiil der
klassischen Logik angewandt werden, der wegen seiner Symmetrie (im Vergleich mit
anderen bekannten Logikkalkiilen) besonders tibersichtlich und leicht handhabbar ist.

Definition: Eine Schlussregel A;,..., A, = B heifle klassisch zulassig, wenn
-=Ay, ..., A, = B zulissig ist.

3.1. Satz: Falls eine Schlussregel der Form Aq,..., A, = -B zulassig ist, dann
ist sie auch klassisch zulassig.

Beweis fiir n = 2: Ay, Ay = —B sei zuléssig, d.h. es gelte
=3 (A1 AN Ay A B).
Zulassig sind dann auch
A, B = -A = A

und daher ebenso

_'_‘./41,./42 = -
—|—|A17—|—|A2 = —|B = —|—|—|B

Nach unserer Definition Vx F' = —dz —F, R11b und R03 ist nun auch
Ve Az = Ar (fir Werte r von z)

klassisch zulassig. Daher konnen wir V.F' etwa als “F ist allgemeingiiltig” lesen.
Dementsprechend schreiben wir Regeln der Form

vV.F,...,.VF, = Vg
auch abgekiirzt so:

./Tl,...,fn = q.
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3.2 Satz: (Klassisch) zuléssig sind:

R12 = F-= I

R13 F,F—-G = G (Modus ponens)
R14 F—-G G—H = F—H

R15a = FANG—F

R15b = FANG—G

R16 H—-F H—-G = H—-FNG

R17 FNG—H & F— (G—H)

R18 F = H-—=F

R19 F,G & FAG (drei Regeln)
Definition: F < G = (F—-G)AN(G— F).

R20 = F ek

R21 F—-G & -G—F

R22 = Ff —3JxF, falls Fr(t,z, F)

R23 F—H = JzF— H, falls N(z, H)
R24 = VoI — FF, falls Fr(t,z, F)

R25 H—F = H-—VzF, falls N(z, H).

Hierzu zeigen wir nur die Zulassigkeit von R16 und geben zu diesem Zweck
zunachst eine Herleitung zu folgender Regel an:

R16* H—-F = H—HAF.
V.(H— F) Pramisse
~3.(HA~F) Rllc

~3.(~(HAF)ANHA-F) R4, 10
~3.(~(HAF)ANHAF) R1,9, 10
~3.(~(HAF)AH) R5
(H— HAF) R9, 11c.

<

Herleitungsskizze zu R16:

H—-F H-(G Pramissen
HANF — G R15, 14
H—-HANF—-HANFANG—FANG R16% etc.
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3.3 Satz: Zulissig sind folgende Regeln zur Adjunktion (V):
R26a = - 3d[FA-(FVGQG)

R26b = -3 [GA=(FVG)

R27 = -3 [FA-GA(FVG).
R28a = F—-FVG

R28b = G—-FVG

R29 F—H G—H = FVG— H.

Fiir R26 - R27 ist die Zulassigkeit leicht einzusehen. Fiir R28 - R29 lasst sie sich
mit Hilfe der vorangehenden Regeln deduktiv beweisen.

Mit Hilfe von R1 - R29 und =—A =- A kann man bekanntlich weitere Schlussregeln
der klassischen Logik, insbesondere auch die entsprechenden Regeln des natiirlichen
Schlielens, rechtfertigen.

Zum klassischen Gebrauch von Elementaraussagen

Zu dessen Rechtfertigung benotigen wir:

3.4. Satz: Fir Elementaraussagen E sollten wir im priméren Spiel =—F erst dann
behaupten, wenn E verankert ist.

Um diesen Satz zu erhalten, ordnen wir jeder Elementaraussage E eine neue
‘Hilfsaussage’ —F zu. Als zugehorige externe Regel vereinbaren wir: Man behaupte
—F erst dann, wenn E ausgeschlossen ist, und zwar nach den internen Regeln mit
Ausnahme der Regel

E—-F= 1,

die wir als interne Regel ins priméare Spiel aufnehmen. - Man beachte, dass E nur
dann nach dieser Regel ausgeschlossen (d.h. —F behauptet) werden darf, wenn E
ohne Bezug auf diese Regel ausgeschlossen worden ist.

Zum Beweis von 3.4 benotigen wir einige Vorbereitungen:
Definition: Ein Tupel (Ej, ..., E,) elementarer Aussagen heifle absolut ausge-
schlossen, wenn es nach den internen Regeln verboten ist, alle Glieder Fj, ..., E,

zu behaupten. (“absolut” bedeute hierbei “unabhéngig davon, welche Elementaraus-
sagen bereits behauptet worden sind”.)

3.5. Lemma: Ist (Fy,..., E,) absolut ausgeschlossen, dann ist L aus Ey,..., E,
nach den internen Regeln herleitbar.
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Beweis: Alle absolut ausgeschlossenen Tupel sind nach den folgenden Regeln
herleitbar:

1. = (1)
2. (Dy,...,Dp,E)= (Dy,...,Dp, Er, ...  Ep),
falls Fy,..., F, = FE eine interne Regel ist;

3. (Dl, . ,Dm) = (El, cey En), falls {Dl, . ,Dm} - {El, . ,En}
3.5 erhalten wir durch Induktion tiber die Anzahl der Herleitungsschritte nach diesen
Regeln. (Eine Rechtfertigung der arithmetischen Induktion wird in §4 angegeben.)

Beweis von 3.4: Falls —F und —F nacheinander behauptet werden, dann wird
dadurch (nach der Regel E,—F = 1) E ausgeschlossen, sodass § —E keine interne
Regel verletzt. - Nun sollte =—FE erst dann behauptet werden, wenn die Behaup-
tung § —=F (auch dann, wenn sie im Anschluss an § — E erfolgt) mit der Verletzung
einer internen Regel verbunden ware. Nach dem vorherigen Argument muss dazu
— I/ ausgeschlossen sein. Daher gibt es nach 3.5 bereits behauptete Elementaraus-
sagen Fy,..., F, derart, dass L aus Fy,..., F, und —F nach den internen Regeln
herleitbar ist. Die behaupteten Aussagen Fj, ..., E, sollten natiirlich verankert und
nicht ausgeschlossen sein. F,—FE =- 1 ist aber die einzige interne Regel, in der
—F vorkommt. Daher mufl E aus den verankerten Aussagen Fi,...,FE, nach den
internen Regeln herleitbar sein, sodass auch £ als verankert gilt.

(Die Hilfsaussagen —F ziehen wir fortan nicht mehr in Betracht.)

4. Ein Zugang zur Arithmetik

Das Folgende entspricht dem Vorgehen in [7, §13] und [9, II.1]. Als Darstellun-
gen natiirlicher Zahlen wahlen wir einfach die Schreibfiguren 0,0,0”,0”, ..., die im
Kalkiil K(IN) mit den folgenden Regeln konstruierbar sind:

= 0 (Beginn mit 0)
k = Kk (Ubergang von k zu k').

Fiir k£ darf hierbei jederzeit irgendeine bereits in K(IN) konstruierte Figur eingesetzt
werden. Fiir Konstante r der Objektsprache £ stehe r € IN fiir “r ist konstruierbar
in K(IN)”. Wir lassen jedoch auch bestimmte andere ‘neue’ Zeichen als Abkiirzungen
oder Kennzeichnungen fiir Elemente von IN zu (z.B. 3 fiir 0", und 357 = 3 - 10% +
5-10 4+ 7 nach Einfiihrung der Addition usw.). - Hier in §4 schreiben wir k,m,n,
ko, mg fiir beliebige Elemente von IN, z,y fiir Variable fiir Elemente von IN, und z
fiir Variable fiir Elemente von IN und evtl. weitere Konstante.

Die Gleichheit in IN sei die gestaltliche Gleichheit. Dementsprechend bedeute
ko = my, dass diese Gleichung herleitbar ist im Kalkiil K(=) mit den beiden Regeln

=0=0, k=m = kK =m.
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Zur Verankerung von ky = myg geniige aber auch ein entsprechender Vergleich von kg
und mg mit positivem Resultat.

Die ‘deontische Unendlichkeit’ von IN: Wegen Mangels an Zeit und Material
kann man nur endlich viele Figuren im Kalkiil K(IN) ‘wirklich’ konstruieren. Im
Kontext von K(IN) werden wir jedoch niemals verpflichtet sein, die Konstruktion
natiirlicher Zahlen endgiiltig abzubrechen. Ferner erhalten wir nach den Regeln von
K(IN) nacheinander lauter verschiedene Figuren 0,0",0”,... . Daher sagen wir, IN sei
unendlich.

Aus ‘externen Griinden’ ist es unmoglich, die Regeln von K(IN) unendlich oft anzuwen-
den. Daher konnen wir keine unendlich langen Figuren, die mit ..."” enden, konstruieren.
Solche Figuren sollten jedoch durch interne Regeln aus IN ausgeschlossen werden. Daher
ersetzen wir K(IN) durch die folgenden I'-Regeln und dementsprechend auch die Regeln von
K(=) durch die folgenden A-Regeln.

Gegeben sei eine Sprache £ der bisher betrachteten Art. Wir erweitern sie durch
die Einfiihrung neuer Aussagen der Formen T'[p|, r €N, A|p = ¢| und r = s. Dabei
seien T, |, €, IN, A und = (ausfiihrlicher =) neue Symbole, r, s stehen fiir beliebige
Konstante von £, und p, ¢ fiir beliebige Reihen von Einzelzeichen, die in Konstanten
von £ vorkommen. Die so erweiterte Sprache sei £. Um den Gebrauch der neuen
Aussagen von L' festzulegen, fligen wir folgende Behauptungsregeln zu den internen
Regeln des priméren Spiels:

ro = 1 Alo=0 = L1
Llp'| = Tlpl Alp'=¢| = Alp=¢
relN = =I|r| r=s = -Alr=s|.

(Wir haben hier das Behauptungszeichen f fortgelassen.)

Erlduterungen: Nach den I'-Regeln ist es gerade verboten, T'|0[, T'|0/|, T|0”|, ... zu
behaupten. Daher diirfen wir 0 € IN, 0’ € IN, 0” € IN, ..., aber keine anderen Aussagen der
Form r € IN behaupten. [Ein unendlich langes ‘Zahlzeichen’ €2, das (wie oben erwahnt) mit
... endet, kann nicht von Q' unterschieden werden, sodass T'|Q2| nicht ausgeschlossen ist,
also Q2 €IN nicht behauptet werden darf. Wir werden jedoch keinen weiteren Gebrauch von
diesen informellen Bemerkungen machen.] - Auf dhnliche Weise ist es nach den A-Regeln

gerade verboten, A|0 = 0|, A|0" = 0'|, A[0” = 0”|, ... zu behaupten. Daher diirfen wir
0=0,0=0,0"=0" ..., aber keine anderen Gleichungen zwischen Elementen von IN
behaupten.

Satze:

(a) Vz(z€IN < 2 €IN) (Unendlichkeit von IN).

(b) Vr,y(z=y < o' =y)

(c) Ve (2’ =0), Vy-(0=y)

Beweis: (a)(«) Wir sollten 3z (= (2 € IN)AZ" € IN) nur dann behaupten, wenn fiir
ein r sowohl 7 € IN ausgeschlossen als auch r" € IN behauptet worden ist. Dazu sollte
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T'|r'| ausgeschlossen sein, was nur nach der Regel I|r/| = T|r| moglich ist, sodass
auch I'|r| ausgeschlossen sein muss (Inversion). Dann darf aber » € IN behauptet
werden, obwohl diese Aussage ausgeschlossen ist. Hiermit haben wir die Annahme
dz (= (2 € IN) A 2 € IN) zu einem Widerspruch gefiihrt; daher gilt ihr Negat und
somit (a)(«). Die Aussagen (a)(—), (b) und (c¢) kénnen auf dhnliche Weise bewiesen
werden.

Prinzip der arithmetischen Induktion: Zulassig ist die Regel

A(0), Va [A(z) — A(x")] = VzA(z).

Beweis: Gegeben sei eine Formel A(z). Da die durch p bezeichneten Figuren im
Allgemeinen keine Werte von Variablen sind, verwenden wir jetzt neue Aussagen A|p|
an Stelle von p€IN A A(p) und beschrianken deren Behauptungen durch die Regeln
Alp| := —I|p| und Alk| : = A(k) fiir & € IN. (Somit haben wir A|k| < A(k). Ferner
beachte man, dass x eine Variable nur fiir Elemente von IN ist.) - Vorausgesetzt seien
nun A(0),Vz [A(x) — A(z') und n € IN. Dann ist es nach den Regeln I'|0| = L und
I'|p’| = T'|p| verboten, I'|n| zu behaupten. Auf gleiche Weise ist es nach den klassisch
zuléssigen Regeln —A|0| = L und —A|p'| = —A|p| verboten, —=A|n|, d.h. =A(n), zu
behaupten. Damit erhalten wir —~3z—A(x).

Das mit “Auf gleiche Weise” beginnende Argument hat zwar die Form einer Induktion
auf einer Metaebene; es ist jedoch begrindet durch die Tatsache, dass wir aufler den I'-
Regeln keine weiteren Regeln vereinbart haben, nach denen Behauptungen von Aussagen
der Form I'|g| einzuschrénken sind.

In gleicher Weise, aber unter Bezugnahme auf die A-Regeln erhalt man das In-
duktionsprinzip fiir die Gleichheit in IN, welches besagt, dass folgende Regel
zulassig ist:

A(0,0), Va,y [A(z,y) — A" Y)] = Va,ylr =y — Az,y)].
Mit dessen Hilfe erhalten wir r = s — r € INA s € IN. Ferner gilt
(d) Va,y (v =y NA(x) — Aly).

Beweis: Sei e eine Variable fiir die ‘leere Figur’ sowie fiir alle Figuren, die aus ihr
durch Anwendung der Kalkiilregel ¢ = ‘¢ konstruierbar sind. Dann gilt Ve [A(Oe) —
A(0Oe)] und

Vo, y{Ve[A(ze) — A(ye)] — VelA(z'e) — A(y'e)]}.

Damit erhalten wir (d) nach dem Induktionsprinzip fiir die Gleichheit in IN.

Aus (b) folgt Vx (x = z) durch arithmetische Induktion. Aus (d) folgt die Kom-
parativitit Vz,y,z (r = y Ax = z — y = z), und daher auch die Symmetrie und die
Transitivitit der Gleichheit in IN. Diese ist also eine Aquivalenzrelation, in Bezug
auf die alle Formeln von £ invariant sind.
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Die Addition in IN kann eingefithrt werden durch Aufstellung folgender Behaup-
tungsregeln fiir neue Aussagen:

1Add(k,0,n) = tn=k
gAdd(k,m’,n) = b3z [Add(k,m,x) An=2].

Diese Regeln konnen aufgefasst werden als Sonderfélle von

nreSy = nA(r)
qr € Sy = 1 B(r,m,Sy).

Dabei sei S = |zyZ(A(z), B(z,y,Z)) mit einer Variablen Z fiir geeignete Men-
gen oder Relationen. A(...) und B(...) seien Formeln einer erweiterten Objekt-
sprache L”; diese sei die kleinste Sprache, die £ umfasst und abgeschlossen ist gegen
Verkniipfungen mit A,V,—,3, und € | (mit dem ‘Induktionsoperator’ |). Variable
fiir Mengen oder Relationen diirfen jedoch in den Formeln von L£” zwar durch den
Induktionsoperator, aber nicht durch Quantoren gebunden werden. - Die zuletzt
angefithrten Regeln konnen auch umgekehrt werden, da die Behauptungen ihrer
Pramissen keinen weiteren Einschrinkungen unterworfen sind und die Sprache L£”
ebenfalls zirkelfrei ist. Dies kann durch Indukion iiber die skizzierte Konstruktion
der Formeln von £” bewiesen werden (vgl. [18, pp. 426 ff., 452] oder [19]). Der
Pradikator ‘Add’ stellt eine Funktion ‘4’ dar. (Zur Einfithrung von Kennzeichnungs-
termen wie z.B. s+ siche [7], [9] oder [19].) - In bekannter Weise sind alle rekursiven
Funktionen in £” definierbar.

Nach dem Vorbild von [8], [16] oder [17] kann man konstruktive Analysis mit reellen
Zahlen treiben, die durch in £” definierbare rationale Cauchyfolgen darstellbar sind.

Obwohl sich obige Aussage (a)(—), nach der IN unendlich ist, auf recht harmlose
Weise ergeben hat, sind mit der Unendlichkeit von IN Probleme verbunden. Hierzu
betrachten wir z.B. die Potenzfunktion (Pot) natiirlicher Zahlen. Die Aussage

9% ¢ IN

(in der eine iterierte Kennzeichnung vorkommt) kann als Abkiirzung folgender Aus-
sage betrachtet werden:

Jz,y [Pot(9,9,2) A Pot(9,z,y) A y € IN].

Eine Verallgemeinerung hiervon kann auf bekannte Weise durch Induktion bewiesen
werden. Wir kénnen jedoch nicht tatsichlich eine natiirliche Zahl n, fir die 9°° =n
gilt, nach den Regeln von K(IN) konstruieren. Die Existenzaussage 9% € IN wird
daher im primaren Spiel wahrend der gesamten Menschheitgeschichte nicht behauptet
werden diirfen. Es wiirde jedoch keine Behauptungsregel verletzen, nacheinander
geeignete Behauptungen und schlieBlich die von 9%° € IN aufzustellen. Dement-
sprechend darf im priméren Spiel die doppelte Negation dieser Aussage behauptet
werden, die man daher klassisch interpretieren kann.
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Ein allgemeineres Problem ist mit Aussagen der Form Va € K. 3y A(x,y) verbun-
den. Glinstigenfalls kann man eine derartige Aussage direkt beweisen, indem man
ein ‘effektives Verfahren’ V' angibt und Folgendes zeigt:

(*) Vee KAy(Vize—y) AN Vy|[(Vie—y) — Az, y)]}.

Dabei bedeute V:z — y, dass V' vorschreibt, nach der Eingabe von x schliellich das
Ergebnis y zu liefern.

(*) zeigt, wie man ‘im Prinzip’ zu jedem k € K ein m, fiir das A(k, m) klassisch
gilt, finden kann. Fiir ‘sehr grofie’ k wiirde V' jedoch i.Allg. nicht tatsachlich ein
Ergebnis m liefern, da uns fiir Anwendungen von V' nur eine beschrankte Zeit zur
Verfligung steht. Wie ist dann aber die Existenz eines solchen Ergebnisses verstehen?
Zur Beantwortung dieser Frage betrachten wir V' als ein System von Regeln, nach
denen bestimmte Abfolgen von Handlungsschritten erlaubt (oder sogar geboten) und
alle weiteren Schritte verboten sind. Jeder erlaubte Schritt von V' sei durch die
Eingabe und die vorhergehenden Schritte eindeutig bestimmt. Wir zahlen die Regeln
von V' zu den internen Regeln des primaren Spiels.

Nun bedeutet die klassische Existenz eines zu einer Eingabe k in V' gehorigen
Ergebnisses, dass es nach den Regeln von V' nach Eingabe von k erlaubt (d.h. nicht
verboten) ist, Schritte zu tun, die schlielich ein Ergebnis liefern.

Da bei jeder Anwendung von V' hochstens eine beschrankte Anzahl T von Schrit-
ten tatsachlich ausgefiihrt werden kann, geniigt es zur Untersuchung der Erfolgsaus-
sichten unserer Praxis, nur solche Verfahren V' = V(T') zu betrachten, die zufolge
eines ‘Stopp-Befehls’ spéatestens nach T Schritten abbrechen. Bei der Anwendung
eines solchen Verfahrens auf einen Eingabewert k£ erhalten wir nach < T Schritten
entweder eine Ausgabe oder das Ergebnis, dass keine Ausgabe existiert. Somit kann
durch (*) mitgeteilt werden, wie man fiir beliebige k € K ein m, fiir das A(k, m) klas-
sisch gilt, innerhalb der Zeit T" finden kann. (Wegen der Beschréankung der Rechenzeit
von V(T') erhélt man (*) allerdings i.Allg. nur fiir ‘kleinere’ Mengen K als ohne diese
Beschrankung.)

§5. Quantifikation uber Gegenstande

Aussagen wie “Alle Ameisen sind sterblich” oder “Einige Apfel sind rot” haben die
Form “Alle P sind Q" bzw. “Einige P sind Q”, oder in ‘symbolischer’ Schreibweise
Vu (Pu — Qu) bzw. Ju (PuAQu). Der Gebrauch solcher Aussagen kann jedoch nicht
wie bisher rekonstruiert werden, da wir nicht geniigend Eigennamen fiir Ameisen oder
Apfel als Werte der Variablen u zur Verfiigung haben. Daher betrachten wir auch
Aussagen wie “Dies ist eine Ameise” oder “Diese Ameise hat nur fiinf Beine”, in
denen Indikatoren wie “dies” oder “diese Ameise” vorkommen. Derartige Indika-
toren werden nur voriibergehend wie Eigennamen fiir Gegensténde (z.B. Korper oder
Ereignisse) verwendet.
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Unter einer Denotation eines Indikators durch einen Gegenstand verstehen wir
eine Benennung (Bezeichnung) dieses Gegenstandes mit dem erwéhnten Indikator,
die jedoch nur in einer speziellen Situation (oder einem speziellen Kontext) gelten
soll. Eine solche Denotation kann z.B. durch Zeigen auf einen Gegenstand und gleich-
zeitiges Aussprechen des Indikators erfolgen.

Manchmal kann ein Gegenstand keinem Horer gezeigt werden. Falls aber jemand fiir
sich selbst z.B. festgestellt hat: “Diese Ameise hat nur fiinf Beine”, dann darf er jedem
Horer sagen, dass es eine Ameise ¢ibt, die nur fiinf Beine hat. Dementsprechend ist es auch
fiir die folgenden Untersuchungen unerheblich, ob die Gegenstande, iiber die gesprochen
wird, ‘an sich existieren’ oder ob sie erst vom Sprecher oder Horer ‘erzeugt’ worden sind
(wie z.B. Sternbilder) oder in anderer Weise von ihnen ‘abhéngen’. - Die vorlaufig noch
zu ‘anspruchsvolle’ Rede von Denotationen als Funktionen (Abbildungen) von Indiktator-
mengen in Gegenstandsmengen werden wir vermeiden.

Denotationen verschiedener Indikatoren treten ggf. durch Zeigehandlungen an ver-
schiedenen Orten oder zu verschiedenen Zeiten in Kraft und gelten dann nur in getrenn-
ten Situationen. Fiir sprachliche Darstellungen verschiedener Denotationen lassen sich
jedoch sprachliche Kontexte (an Stelle von Situationen) herstellen, in denen sie gemein-
sam gelten. [Eine sprachliche Darstellung einer Denotation kann gegeben sein durch eine
Beschreibung oder Kennzeichnung (etwa mit Angaben des Akteurs und der Zeit) der einzel-
nen Zeigehandlung (oder einer anderen aufmerksamkeitszufithrenden Handlung), durch die
sie (die Denotation) in Kraft getreten ist, und durch Anfithrung des zugehorigen Indika-
tors.] Mehrere sprachlich dargestellte Denotationen verschiedener Indikatoren kénnen also
prinzipiell jederzeit und iiberall gemeinsam wieder in Kraft treten. Fiir in der Erinnerung
‘aufbewahrte’ Denotationen gilt dies nur in ‘recht beschranktem Umfang’.

An Stelle von Indikatoren verwenden wir ‘Gegenstandsvariable’ (fiir gewisse
Sorten von Gegenstanden). Diese Variablen sind zu unterscheiden von den bisher be-
trachteten ‘Einsetzungsvariablen’, deren freie Vorkommnisse durch Konstante (oder
insbesondere Eigennamen) ersetzbar sind (vgl. [10, §26]). Wir betrachten nun
eine Sprache L, in deren Formeln auch Gegenstandsvariable frei oder gebunden
vorkommen diirfen. - Da Gegenstandsvariable voriibergehend wie Eigennamen fiir
Gegenstande verwendbar sein sollen, lassen wir zu, dass sie auch in Aussagen frei
vorkommen. Aussagen seien also Formeln, in denen hdéchstens Gegenstandsvariable
(also keine Einsetzungsvariablen) frei vorkommen. In Konstanten (von £) mégen je-
doch (hier in §5) keine Gegenstandsvariablen vorkommen. (In [19, §4] wird diese Ein-
schrankung gesprengt.) - Als Metavariable verwenden wir: u, v fiir Gegenstandsvari-
able, und w, v fiir Listen verschiedener Gegenstandsvariablen (ggf. auch fiir die ‘leere
Liste’).

Eine Denotation einer einzigen Gegenstandsvariablen heifle singuldr. Durch
verschiedene Vollziige von ‘Nennhandlungen’ erfolgte singulare Denotationen seien
zu unterscheiden. Angenommen, uq,...,u; seien verschiedene Gegenstandsvariable.
Dafiir, dass ~; fiir jedes ¢ = 1,..., k eine singuldre Denotation von u; ist, sagen wir
auch, (71, ...,7) sei eine Denotation von uy, ..., u;. Alle im Folgenden betrachteten
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Denotationen seien auf diese Weise zusammengesetzt aus je endlich vielen singularen
Denotationen verschiedener Gegenstandsvariablen.

Ist nun v eine Denotation von u = wy,...,ux, und ist § = (d1,...,0,,) eine
weitere Denotation, dann entstehe v aus v durch Hinzufiigen derjenigen §;, die
keine Denotationen je eines Gliedes von u sind. (Kurz: 79 stimme fiir die Variablen
u mit v und sonst mit J iiberein.)

In der Metasprache (Einfiihrungs- bzw. Untersuchungssprache) verwenden wir
somit w.a. 7,%,--.,01,09,... als Gegenstandsvariable fiir singulare Denotationen
- oder einzelne Vollziige derselben. Damit iibertragen wir den bereits in der Um-
gangssprache erlernten ‘korrekten’” Gebrauch von Indikatoren auf diese Gegenstands-
variablen. - Ferner schreiben wir v, fiir singuldre oder zusammengesetzte Denota-
tionen.

Kontexte von Behauptungen kénnen situativ (Situationen) oder sprachlich sein.
Auf sprachliche Kontexte gehen wir hier jedoch nicht weiter ein. - Das Kiirzel “in ¢”
stehe fiir “in einem Kontext, in dem ¢ gilt (d.h. in dem alle Glieder von 0 gelten)”.
- “g A|6” stehe fiir “A in § behaupten”. Dabei sei § eine Denotation wenigstens aller
in A frei vorkommenden Gegenstandsvariablen. (Fiir andere ¢ sei fj A|6 verboten.)

Nun dehnen wir das primére Spiel dadurch aus, dass wir dessen Regeln (s. §1)
auf derartige Behauptungen wie folgt tibertragen:

P(A) 1(AAB)|0 := 1A|d und §B|o

P(Vv) 1(AV B)l0 := (A0 oder 1 B0

P(3) hdx Az|0 := fiir einen Wert r von z :f Ar|d
P(3den) n1JduA|d := fiir eine Denotation v von w: g A|vd
P(=) h1—Al0 = A ist in ¢ ausgeschlossen.

(Auch das Wort “ausgeschlossen” sei wie bisher zu verstehen.) Das primére Spiel
enthalte auflerdem entsprechende (externe sowie interne) Regeln fiir Elementaraus-
sagen; es enthalte jedoch keine weiteren Regeln fiir komplexe Aussagen. Daher diirfen
die angefithrten (internen) Regeln fiir komplexe Aussagen umgekehrt werden.

P(dden) dient zur Einfiihrung einer Art von ‘Gegenstands-Quantifikation’ (vgl.
[10, §26]). Sie ist u.a. deshalb fiir die Praxis wichtig, weil es fiir eine Existenzaussage
Ju A, in der keine Gegenstandsvariablen mehr frei vorkommen, nicht vom Kontext
abhéngt, ob sie behauptet werden darf.

Hinweise wie “|d” auf Kontexte von Behauptungen werden wir gelegentlich fort-
lassen. Wenn wir auf diese Weise iiber verschiedene Behauptungen oder Ausschlie-
Bungen reden, setzen wir voraus, dass sie alle im selben Kontext erfolgen.

Zu R1 - R29 analoge Regeln sind auch fiir die Gegenstands-Quantifikation zulassig.
Als Beispiele angefiihrt seien folgende zu R6 und R7 analoge Regeln:

= —d.Ju,v (FA-JF);
-3.3u,v(FAG) = -3.3u(FAFG), falls N(v, F).
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Dabei kann in jedem Einzelfall die Liste u, v auch durch eine Permutation derselben
ersetzt werden. Da in Konstanten weder Einsetzungs- noch Gegenstandsvariable
(frei) vorkommen sollen, darf man sogar aufeinanderfolgende Einsquantoren, von
denen einer eine Einsetzungsvariable und der andere eine Gegenstandsvariable bindet,
vertauschen. (Ein allgemeineres Resultat zur Vertauschbarkeit von Quantoren ist in
[19, §4] zu finden. Dies steht nicht tatsdchlich im Widerspruch zu [10, §28].)

Eine Gleichung u = v zwischen Gegenstandsvariablen (oder Eigennamen) kann
zu der Mitteilung dienen, dass u und v im gegenwartigen Kontext denselben Gegen-
stand bezeichnen. (Um zu entscheiden, ob dies zutrifft, braucht man i.Allg. die prak-
tischen Fahigkeiten, Gegenstéande von ihrer Umgebung abzugrenzen, wiederzuerken-
nen und voneinander zu unterscheiden.) - Um zu erreichen, dass u = v A Eu — Ev
fiir Elementaraussagen Fu gilt, geniigt es,

u=v, Fu = FEv

als interne Regel aufzustellen. FEu darf insbesondere eine Gleichung v = w sein.
Ferner gelte u = wu als verankert. Das Gleichheitszeichen stellt dabei also eine
Aquivalenzrelation dar. Dies mag als ideale Norm zum Identifizieren von Gegenstanden
dienen. - Durch Induktion iiber die Komplexitét der Aussagen Au (von L) erhalten
wir sogar ©u =v A Au — Av.

Ist § eine singuldre Denotation von w, dann sei 6[u/v] (fiir v # wu) die ‘Ankiindi-
gung’, im Kontext von § gelegentlich auch v fiir w zu sagen (oder zu schreiben).
Wir zahlen sie zu den Denotationen von v. Deren Gebrauch sei festgelegt durch die

interne Regel:
= u = (6, 0[u/v]).

(‘Realistisch’ gesprochen soll also im Kontext von §[u/v] mit v derselbe Gegenstand
bezeichnet werden wie in § mit u.) - Als weitere interne Regel verwenden wir:

1 Ely = 1Eld,

falls v und 0 - fiir jede in E vorkommende Gegenstandsvariable - dieselbe singulére
Denotation enthalten.

5.1. Satz: u = uy,...,ur und v = vq,...,v; seien disjunkte Listen verschiedener
Gegenstandsvariablen. Dann kann jede Denotation 6 von u auf die Glieder von
v fortgesetzt werden, und zwar derart, dass u; = v; flir ¢ = 1,...,k bei der so

fortgesetzten Denotation behauptet werden darf. Fiir jede Aussage A, in der die
Glieder von v nicht vorkommen, gilt in jedem Kontext

JuA « JvA} und VuA «— Vv Ay

Beweis: ¢ hat die Form (01, ...,dx), wobei J; eine singuldre Denotation von u;
ist (i = 1,...,k). Ferner sei &' = (01,...,0k, 01[us/v1], ..., 0klur/vg]). Dann gilt
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u; = v; in ¢’ und daher A < A in jedem Kontext, in dem ¢’ fiir u, v giiltig ist. Nun
kann man R22 - R25 und R14 anwenden. [Denn im priméren Spiel ist es in keinem
Kontext verboten, die zu ¢’ gehérigen singuldren Denotationen auszufiihren.]

Der folgende Satz 5.2 soll zur Rechtfertigung des klassischen Aussagengebrauchs
in §6 beitragen. Dazu bilden wir fiir jede der bisherigen Aussagen B die neuen
Aussagen +B und — + B, und stellen folgende Regeln auf:

P(+) h+B = B,
P(+,-) n+B, 1 —+B = fl

als interne Regeln, sowie
Poxt(—) 5 —+B := B ist ausgeschlossen

als externe Regel. Deren rechte Seite ist damit dquivalent, dass +B ausgeschlossen
ist, und zwar nach den internen Regeln mit Ausnahme von P(+, —). - Analog zum
Beweis von 3.4 (mit +B statt E) ergibt sich nun, dass man im priméren Spiel ==+
B erst dann behaupten darf, wenn B behauptet worden ist. Somit erhalten wir
insbesondere:

5.2. Satz: Fy,...,FE, seien Elementaraussagen mit n > 1. Dann sollte man im
priméren Spiel ==+ Ju (E; A ... A E,) in einem Kontext § nur dann behaupten,
wenn fiir eine Denotation + von u schon Fy, ..., E, in 74 verankert sind.

Zwar darf man im priméren Spiel auch die Regel B = +B (die Umkehrung von P(+))
anwenden. Dies ist aber nur der externen Regel Poyt(—) zu verdanken. Dementsprechend
ist die Regel B = +B nicht klassisch zuléssig (wie das Beispiel B = A V —A zeigt), und
man darf B — +B i.Allg. nicht behaupten.

Gestaltliche Gleichheit von Zeichenreihen

In §1 hatten wir die Umkehrbarkeit der Behauptungsregeln unter anderem damit
begriindet, dass die komplexen Aussagen eindeutig in ihre Komponenten (ggf. Teilaus-
sagen) zerlegbar sind. Ferner haben wir ‘syntaktische’ Formeleigenschaften, die Sub-
stitutionen betreffen, in §2 stillschweigend benutzt, um z.B. in den Zulassigkeitsbewei-
sen fiir die Regeln R1 - R3 zu ‘Widerspriichen’ der Form F* —F* zu gelangen.
Eine diese Eigenschaften lautet: Fiir jede Substitution * von Einsetzungsvariablen
durch Werte derselben gilt im Falle ' = G auch F* = G*. Hierbei dienen die
Buchstaben F, G als Gegenstandsvariable fiir Vorkommnisse von Formeln an beliebi-
gen Stellen - auch auferhalb solcher ‘Gleichungen’. - Um derartige syntaktische
Formeleigenschaften fiir alle Formeln von £ beweisen zu konnen, muss man vor allem
die gestaltliche Gleichheit von (Schreib-)Figuren (‘Zeichenreihen’) untersuchen. Sie
kann in dhnlicher Weise eingefithrt werden wie die Gleichheit in IN (s. §4) oder nach
dem Vorbild von [7, §5, §9]. Dabei und in den anschlieBenden Untersuchungen hat
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man jedoch Gegenstandsvariable fiir Vorkommnisse von Figuren zu verwenden. -
Wir verzichten auf den Nachweis der erwahnten Formeleigenschaften, skizzieren aber
die Einfithrung der Figurengleichheit, die wir dazu in eine Objektsprache verlagern
(wobei wir dennoch das Zeichen ‘=" beibehalten):

Unter einem ‘Buchstaben’ bzw. einem ‘Wort’ verstehen wir hier ein Vorkomm-
nis einer zusammenhangenden ‘atomaren’ Figur bzw. einer Reihe solcher atomaren
Figuren, das an einer bestimmten Stelle aufgeschrieben ist. Buchstaben zahlen wir
zu den Worten. Ein Buchstabe a heifle eine Kopie eines Buchstabens b genau dann,
wenn a gestaltlich gleich b ist. - Gegeben seien k verschiedene Buchstaben, die wir
‘Originalbuchstaben’ nennen. o4, ..., o seien Kopien derselben. Wir verwenden sie
als Eigennamen der Originalbuchstaben. Als Gegenstandsvariable verwenden wir

jetzt
a,b fir Kopien von Originalbuchstaben

t,u,v,w fir Worte aus Kopien von Originalbuchstaben.

Seien v =° 0; (i =1,...,k) und v=ta Elementaraussagen mit folgender Bedeutung;:

v =°0; heifle: v ist gestaltlich gleich o; (i=1,...,k)
v=ta heifle: v besteht aus ¢ und a in dieser Reihenfolge.

Ferner bezeichne ‘=" wieder die Identitét der bezeichneten Gegenstande und ‘#’ deren
Verschiedenheit. Wir nehmen an, dass wir iiber Verfahren verfiigen, nach denen man
fiir jede Aussage der Form v =° o;, v=ta, v = w oder v # w in jeder Situation
entscheiden kann, ob sie (den angegebenen Interpretationen geméfl) verankert ist. -
Als interne Regeln wihlen wir (wobei wir das Behauptungszeichen f und Hinweise
auf Denotationen fortlassen):

v=wv (wie bisher)
v=w, Ev w (wie bisher)
v=w, vFw
v=°0; v=°0;
v =° 0;, v=ta
b=ta

v=ta, v=ub
v=ta, w=ta

E
1L
L (falls 1 <i<j<k)
1
1L

S R R R A

t=u,a=">b (zwei Regeln)
v

Nun fiihren wir Relationen (=,,) mit m € IN und (=) ein, indem wir folgende internen
Regeln aufstellen:

v=ow = (W= ANw=0]) V...V (V=0 N w=°o0})
V= w = 3ta,u,b (v=ta A w=ub A t=,u A a=ob)
v=w = Jr(keN A v=,w).
(Diese Regeln werden missverstindlich, falls eines der Symbole (auBer oy, ..., o), das wir

fiir ihre Formulierungen benutzt haben, einem Originalbuchstaben gestaltlich gleich ist. In
diesem Falle muss es in diesen Formulierungen durch ein anderes ersetzt werden.)
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Die letzten drei Regeln sind umkehrbar, da keine weiteren Behauptungsregeln fiir
Aussagen der Formen v =, w,v = w aufgestellt werden. Daher ergibt sich mittels
arithmetischer Induktion, dass man Vv (v = v) behaupten darf.

Die oben erwahnten syntaktischen Formeleigenschaften betreffen vor allem die
gestaltliche Gleichheit von Bestandteilen der Objektsprache. Zu deren Untersuchung
benotigt man nur endlich viele metasprachliche Aussagen, deren Langen und Kom-
plexitat somit insgesamt beschriankt sind. Daher eriibrigt sich eine vorherige allge-
meine Metametatheorie iiber die syntaktischen Eigenschaften der heranzuziehenden
Metasprache.

§6. Wozu konnen Behauptungen im klassischen
Spiel dienen?

Wir stellen nun Zwecke zusammen, denen Behauptungen verschiedenartiger Aus-
sagen im klassischen Spiel dienen kénnen, und zeigen, dass beim Ubergang vom
priméren zum klassischen Spiel nur entbehrliche sprachliche Mittel fortfallen.

Nach dem Satz 3.4 (der auch fiir Elementaraussagen £ mit Gegenstandsvariablen
gilt), sollte man - auch im klassischen Spiel - eine Elementaraussage E erst dann
behaupten, wenn E verankert ist. Daher kann auch die ‘klassische’ Behauptung von
E dem Horer oder Leser als Ersatz fiir eine unmittelbare Kenntnis einer Verankerung
von F dienen, also etwa als Ersatz flir eine Wahrnehmung oder Beobachtung oder
das Resultat einer Untersuchung von Gegenstanden.

Nach RO1 und RO3 sind die Regeln

AJA—-B = B
Vx Az = Ar (fiir Werte r von z)

klassisch zuléssig. Somit gilt fiir das klassische Spiel:

1 (A — B) kann dem Adressaten als die Empfehlung dienen, bei ‘Bedarf’ B dann zu
behaupten (evtl. nur sich selbst gegeniiber), wenn A zu Recht behauptet worden ist.

n1Va Az kann fiir ‘beliebig viele’ Werte r von z als Ersatz fiir § Ar dienen.

Dementsprechend kann Vu A|d als Ersatz fiir §f A|vd dienen, und zwar fiir beliebige
Denotationen ~ von u.

Die Konjunktion erméglicht iibersichtlichere Formulierungen, z.B. AjAAsNA3 — B
fir Ay — [As — (A3 — B)].

Im priméren Spiel kann die Behauptung einer Adjunktion AV B durch die kiirzere
Behauptung § A oder g B ersetzt werden. Die Behauptung einer Existenzaussage
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Jx Ax ist in diesem Spiel ebenfalls entbehrlich, da man an ihrer Stelle auch Ar - fiir
einen Wert r von z - behaupten kann. Beim Ubergang vom priméren zum klassischen
Spiel gehen also keine wesentlichen Ausdrucksmoglichkeiten dadurch verloren, dass
behauptete Aussagen der Formen A V B und dx Ax als ihre doppelten Negate zu
interpretieren sind.

Das soeben fiir 3z Az Gesagte gilt jedoch nicht fiir Aussagen der Form Ju A mit
Gegenstandsvariablen u; denn Aussagen A, in denen Gegenstandsvariable (Indika-
toren) frei vorkommen, diirfen i.Allg. nur in bestimmten Situationen behauptet wer-
den. Viele empirisch erhaltene Daten konnen aber in ‘situationsunabhéangigen’ Aus-
sagen der Form Ju (F1A. . .AE,) zusammengefasst werden. Daher haben wir den Satz
5.2 angefiihrt, nach dem wir auch der klassischen Behauptung von +3u (E1A...AE,,)
entnehmen konnen, dass die Aussagen E7, ..., E, fiir eine Denotation von u verankert
sind. Dies zeigt, inwieweit der klassische Aussagengebrauch ausreicht, um iiber em-
pirische Daten zu berichten.

Von konstruktivistischer und intuitionistischer Seite werden z.B. fiir Aussagen der
Form Vz € K. 3y A(z,y) direkte Beweise verlangt, bei denen je ein ‘Lésungsverfah-
ren’ V angegeben und gezeigt wird, dass man mittels V' zu jedem x € K ein y mit
A(z,y) finden ‘kann’. Am Ende von §4 haben wir gezeigt, dass dieses Beweis-Resultat
- fiir klassisch zu verstehende A(z,y) - ggf. in der Form (*) wiedergegeben werden
kann. (Zur Formulierung von (*) ist allerdings die vorher benutzte Sprache i.Allg.
durch die Aufnahme der Formel V' : x — y zu erweitern.) - Eine Verallgemeinerung
des zu diesem Thema Gesagten muss noch ausgearbeitet werden.

Der im klassischen Spiel verfiighare Kalkiil der klassischen Logik ermoglicht es in
vielen Fallen, mathematische Beweise und andere Argumentationen zu vereinfachen.
Zu beachten ist allerdings, dass ein direkter Beweis fiir eine Existenzaussage i.Allg.
mehr ‘Informationen’ liefert als ein indirekter Beweis. Andererseits konnen diese
Informationen (wie soeben erldutert) auch mit klassischen Mitteln formuliert werden.
- Fiir Zwecke, die hier nicht beriicksichtigt worden sind, kénnte allerdings ein starker
eingeschrankter Gebrauch von Behauptungen geeigneter als der klassische Gebrauch
sein.

Behauptungen unter Hypothesen

Im Folgenden beziehen wir uns stets auf unser klassisches Spiel. In ihm darf man
generelle Aussagen erst dann behaupten, wenn dies nach den internen Regeln gerecht-
fertigt ist. ‘Empirische Griinde’ reichen zu einer derartigen Rechtfertigung nicht aus.
Daher argumentiert man in der Alltagssprache und in empirischen Wissenschaften
notgedrungen noch ‘liberaler’ als im klassischen Spiel. Dabei verwendet man allge-
meine Hypothesen oder Vermutungen, die jedoch oft nicht einmal genannt werden.
Ist H die Gesamthypothese, d.h. die Konjunktion aller aktuellen Hypothesen, so
liegt es nahe,
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(H) B als Abkiirzung fir H — B

zu verwenden. Zuléssige Schlussregeln bleiben dabei zuléssig; denn fiir jede zulassige
Schlussregel A, ..., A, = B ist (wie man leicht zeigen kann) auch

H—A,. ... H—- A, = H—-B

zuldssig. [In den Aussageschemata Ay, ..., A, und B diirfen auch Metavariable fiir
Indikatoren (Gegenstandsvariable) vorkommen.|

Das Abkiirzungsschema (H) wird jedoch ungeeignet, sobald H ausgeschlossen
worden ist. Bei der Verwendung (wahrscheinlich) falscher Hypothesen (z.B. Verein-
fachungen von Vermutungen) kénnte man, falls keine Missverstdndnisse zu befiirchten
sind, besser

B als Abktirzung fir HAT <s5 B

benutzen. Diese Aussage bedeute, dass B durch Anwendung bestimmter akzeptierter
Schlussregeln S aus H und bestimmten ‘Tatsachen’ T (d.h. bereits behaupteten
Aussagen aus einer bestimmten Klasse) herleitbar ist (vgl. z.B. [9, p. 111], [20]).

Gelegentlich sind wir z.B. davon iiberzeugt, dass man nach Ausfiihrung einer
bestimmten Handlung a und im Verlauf einer anschliefenden Zeitspanne o einen
bestimmten Zweck e; oder einen bestimmten anderen Zweck ey erreichen wirde.
Wir zeigen, dass es dann zu empfehlen ist, so zu handeln, als ob die entsprechende
Hypothese V7 (A7? — +(E] V EJ)) (mit 7 fiir Zeitpunkte) im klassischen Spiel
behauptet werden darf: In diesem Spiel gilt nach dieser Hypothese: Falls A777 zu
Recht behauptet worden ist, dann darf auch +(E] V EI) behauptet werden; dazu
muss aber (nach einem zu 5.2 analogen Satz) schon ET oder EJ verankert sein. (Diese
Verankerung wird also durch die genannte Hypothese ‘vorweggenommen’, falls A7~
schon frither als 7 behauptet wird.)

§7. Eine regellogische Interpretation
generalisierter Konditionalsatze

Erinnert sei zunachst an die in §0 erwahnte Interpretation der Subjunktion mit Hilfe
eines induktiv definierten Beweisbegriffes. Diese funktioniert zwar fiir gewisse mathe-
matische Sprachen, wiirde aber fiir Sprachen, in denen auch empirische Elementar-
aussagen vorkommen, m.E. auf Schwierigkeiten stoflen. Fiir zwei derartige Aus-
sagen D und F miisste man zum Beweis fir D — E ein Verfahren angeben, das
einen beliebigen Beweis von D in einen Beweis von FE iiberfiihrt. Als ‘Beweise’ fiir
empirische Elementaraussagen kommen aber auch ‘subjektive’ Wahrnehmungen und
Beobachtungen in Frage, die i.Allg. nicht auf andere Personen tibertragbar sind. Was
jemand gesehen hat, kann er anderen Personen zwar erzahlen, er kann aber i.Allg.

34



nicht beweisen, dass er es tatsichlich gesehen hat. Daher bemiihen wir uns im diesem
Abschnitt um eine von vornherein ‘regellogische’ Einfithrung (Gebrauchsfestsetzung)
generalisierter Konditionalsétze Vz (Az — Bz) im Rahmen eines Behauptungspiels,
das direkt zur intuitionistischen Logik fiihrt.

Viele umgangssprachliche Satze der Form “Aus A folgt B”, gelegentlich auch “Wenn
A, dann B” o.4., sind allerdings anders zu verstehen, und zwar etwa derart, dass B aus A
mit logischen und zumeist weiteren Mitteln gefolgert werden kann (vgl. auch S.34). Dabei
handelt es sich evtl. um Mittel, die vom Sprecher als bereits verfiigbar eingeschétzt wer-
den und vom Horer giinstigenfalls aus dem Kontext erraten werden kénnen. In manchen
Fallen liegen solchem ‘Folgern’ nicht einmal sprachlich artikulierte Regeln zugrunde, son-
dern es wird von anschaulichen Vorstellungen geleitet. Ferner werden oft nicht genannte
Tatsachen, Vermutungen, Hypothesen 0.A. als zusétzliche ‘Pramissen’ benutzt. - Von so
zu verstehenden Konditionalsétzen ist jedoch im Folgenden nicht die Rede.

Bei unserer Einfiihrung von Konditionalsatzen ist die zeitliche Reihenfolge von
Behauptungen besonders in Betracht zu ziehen. Zur Vorbereitung dieses Vorhabens
behandeln wir daher zunéachst:

Temporale Fragen iiber Behauptungen von Elementaraussagen: Leider
kann es vorkommen, dass derartige Behauptungen (z.B. versehentlich) aufgestellt
werden, obwohl sie insgesamt eine interne Regel (s. S. 6 f.) verletzen. Da wir in
diesem Falle nicht alle diese Behauptungen akzeptieren sollten, entsteht die Frage,
welche von ihnen wir dennoch beibehalten konnten. Zur Behandlung dieser Frage
vereinbaren wir zunachst einige Redeweisen und Bezeichnungen.

Fur k£ =1,2,3,... sei ty der k-te Zeitpunkt, zu dem wenigstens eine Behauptung
(einer Aussage einer bestimmten ‘Objektsprache’) vollendet wird. Wir ‘konkretisieren’
dies: Eine vollendete Behauptung heifle zu ¢; vollendet, falls vor ihr noch keine Be-
hauptung vollendet worden ist. Eine Behauptung werde zu ¢, (mit k& > 1) vollendet,
wenn sie spater als ¢, (d.h. spéter als alle zu ¢, vollendeten Behauptungen) vollen-
det wird, aber nicht spater als eine spater als t; vollendete Behauptung vollendet
wird. T} sei die Menge aller zu t; behaupteten Elementaraussagen, die schon vorher
verankert (s. S. 6) waren.

Um versehentliche Regelverletzungen durch Behauptungen elementarer Aussagen
nachtraglich zu beseitigen, sei vorgeschlagen, dass wir uns bemiihen, nacheinander
‘konsistente’ Mengen X, Y1, 29, ... behaupteter Elementaraussagen zu bestimmen,
und zwar mit ¥y = () beginnend zu geeigenten Zeiten je eine moglichst umfangreiche
Menge Y51 mit 3 C Ypiq € X U Tkyq zu bestimmen, die ‘konsistent’ist, d.h. fiir
welche die Behauptungen aller ihrer Elemente insgesamt keine internen Regeln ver-
letzen - falls man weitere Behauptungen ignoriert. (Die Mengenfolgen T3, Ts, ... und
Y0, 21, 29, . . . sind natiirlich nicht von vornherein eindeutig bestimmt und brechen
zu unbestimmter Zeit ab.)

Es ware also angemessen, vor der Bestimmung von ;1 Behauptungen nur der-
jenigen Elementaraussagen zu akzeptieren, die zu X gehoren, und die tibrigen bis

35



zu t; aufgestellten Behauptungen von Elementaraussagen wieder zu ‘16schen’. Dies
ist allerdings mit praktischen Schwierigkeiten verbunden; denn in einer gréfleren
Sprachgemeinschaft konnen deren Mitglieder i.Allg. nicht jederzeit alle bis dahin
behaupteten Elementaraussagen kennen.

Anmerkungen {iber die hier benutzte Rede iiber Zeitpunkte: Sie kann aufgefasst
werden als eine abstrahierende Rede tiber individuelle Behauptungen (oder allgemeiner
individuelle Handlungen oder Geschehnisse). Vorausgesetzt wird ein Verstédndnis davon,
was es z.B. fiir individuelle Handlungen s, ¢ heifit, s werde friither vollendet als ¢, wofiir wir
auch sagen, t werde spéter vollendet als s. Als Kurzschreibweisen dafiir seien s < ¢ und
t > s vorgeschlagen.

Statt von ‘abstrakten’ Zeitpunkten haben wir soeben von individuellen Handlungen
oder Geschehnissen gesprochen - und damit die iibliche Abstraktion unterdriickt, um sie
nédmlich nicht ausfiihrlich erklaren zu miissen. Statt dessen geniige der Hinweis, dass die
abstrahierende Redeweise, s werde zum selben ‘Zeitpunkt’ wie ¢ vollendet, bedeutet, s
werde gleichzeitig mit ¢ vollendet. Es liegt nahe, die Gleichzeitigkeit zu definieren als
zeitliche Ununterscheidbarkeit, d.h. durch s & t = —(s < t) A = (t < s). Sie ist jedoch
eventuell keine Aquivalenzrelation; denn es konnte vorkommen, dass s ‘ununterscheidbar
nahe bei’ t und ¢ ‘ununterscheidbar nahe bei’ u liegt, aber z.B. s < u ist. Die Auffassung
von Zeitpunkten als Abstrakta fiir einzelne Geschehnisse oder Handlungen beziiglich der
Aquivalenzrelation (=) ist also im hier diskutierten Zusammenhang hochstens mit Vorsicht
verwendbar.

Weitere Anmerkungen: 1. Wir haben keinen Gebrauch von einer kontinuierlichen Zeit-
skala gemacht. Es geniigte die Betrachtung einer diskreten Abfolge von Zeitpunkten bzw.
(Vollendungen von) Behauptungen, deren kiinftige Fortsetzung jeweils unbestimmt ist.
Somit diirfen wir uns sogenannte Zeitpunkte auch als gréber als punktformig vorstellen.
2. Die oben eingefiihrte Rede von den Zeitpunkten t1,¢9,ts,... kann (wie aus der dort
angefiihrten ‘Konkretisierung’ hervorgeht) leicht eliminiert werden; es kommt nur auf eine
entsprechende Zuordnung von Zahlen 1,2, 3, ... zu den in Betracht gezogenen Behauptun-
gen an.

3. Auch in den folgenden Untersuchungen werden wir Formeln der Gestalt s < ¢ (oder
t > s) benutzen. Dabei reden wir allerdings (um dem iiblichen Sprachgebrauch entgegen-
zukommen) von ‘Zeitpunkten’. Als interne Regeln seien vorgeschlagen:

s<s = 1
s<t,t<u = s<u.

Im Folgenden betrachten wir nur kontext- und situationsunabhéangige Aussagen, in
denen keine indexikalischen Ausdriicke (Indikatoren) oder Objektvariable vorkom-
men. Fir kontext- oder situationsabhéangige Aussagen konnen die folgenden Unter-
suchungen auf entsprechende Kontexte bzw. Situationen bezogen werden; dabei sind
in verschiedenen Kontexten oder Situationen behauptete Aussagen zu unterscheiden,
und zwar auch dann, wenn sie einander gestaltlich gleich sind (vgl. §5). -
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In §2 haben wir die Umgangssprache als Metasprache benutzt, um Lemma 1 zu
beweisen und das in den Zulassigkeitsbeweisen der Regeln R1 - R7 usw. angewandte
Argumentationsschema zu rechtfertigen (s. S. 15). Dabei haben wir generelle Kondi-
tionalsétze benutzt, die wir in den folgenden Reflexionen in der Form Vz (Az — Bz)
schreiben, obwohl dabei Az und Bz fiir metasprachliche Formeln, x fiir ein Tupel
metasprachlicher Variablen, und dementsprechend V und — fiir metasprachliche
Partikeln stehen. Wir konnen namlich die in fritheren Untersuchungen benutzte
Metasprache auch als Objektsprache betrachten. Wir bezeichnen sie mit £*. Regeln
zum Gebrauch von Aussagen dieser Objektsprache werden natiirlich erst in einer
zugehdrigen Metasprache formuliert. Die Behauptungsregeln P(A), P(V), P(3) und
P(—) aus §1 iibernehmen wir dabei. Die am Ende von §1 angegebenen Definitionen
von Vx F' und von F' — G setzen wir jedoch jetzt aufler Kraft, um sie durch Verein-
barungen ersetzen zu kénnen, die das so erweiterte primére Spiel (und nicht erst das
klassische Spiel) fiir ‘regellogisches’ Argumentieren geeigneter machen. Fiir beliebige
Formeln F, G von £ mogen natiirlich u.a. auch F — G und Vz F zu £ gehoren.

Dementsprechend suchen wir zweckdienliche Festsetzungen des Gebrauchs von
Aussagen der Formen A — B und Vz Az, nach denen diese Aussagen unmittelbar
bedeuten, dass man - grob gesagt - von A auf B schliefen darf bzw. Ac fiir beliebige
Werte ¢ von z behaupten darf. Zu diesem Zweck schreiben wir r, s, ¢, u, v, w flir
beliebige ‘Zeitpunkte’, zu denen Behauptungen vollendet werden. !—1f; A bedeute,
dass es verboten ist, A zu t zu behaupten, und = !—=1f; A bedeute, dass es erlaubt
ist, A zu t zu behaupten. Dabei heile eine Behauptung verboten, wenn sie nach
den internen Regeln unseres Behauptungsspiels nicht aufgestellt werden sollte, d.h.
eine dieser Regeln verletzen wiirde. (Die internen Regeln fiir Aussagen der Formen
A — B und Vz Az sind freilich erst noch festzusetzen.) “erlaubt” heifle “nicht
verboten” (dies ist zu unterscheiden von “ausdriicklich erlaubt”). - Wir diskutieren
zunachst verschiedene Regelvorschlage V1 - V3 zur Einfithrung der Subjunktion:

Vorschlag V1:  §,(A— B) := VYuVuv>tu (-!=-4,A— 1=, B).
In Worten: Behaupte A — B zu t nur dann, wenn fiir beliebige Zeiten u, zu denen
A behauptet werden darf, B zu einer beliebigen Zeit nach ¢ und u behauptet werden
darf.

In der formalisierten Darstellung tritt der Subjunktor links objektsprachlich und
rechts - wie auch der Allquantor - metasprachlich auf. Wir sehen davon ab, dass
dieser Vorschlag gewissermaflen ‘zirkelhaft’ ist, und betrachten einen Sonderfall dieser
Regel. D und FE seien Elementaraussagen, und D, E = 1 sei ein Einzelfall einer
internen Regel, und zwar der einzige, in dem D oder E als Pramisse vorkommt.
Angenommen, D werde einmal behauptet. Dann darf man E vor der ersten Behaup-
tung von D behaupten, danach aber nicht mehr. Nach Vorschlag 1 darf man also
E — FE nicht behaupten. Wir lehnen daher V1 ab.
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Vorschlag V2:  §,(A— B) := VYuVo>tu (1,AN-I-1,A — =l=f,B).
D.h.: Behaupte A — B zu t nur dann, wenn fiir beliebige u, zu denen A behauptet
wird, und zwar ohne eine interne Regel zu verletzen, B nach t und u behauptet
werden darf.

Man konnte diesen Vorschlag derart verstehen, dass durch ihn nicht mehr ver-
langt wird, als die beiden Aussagen A — B und A nur dann zu behaupten, falls
danach auch B behauptet werden darf. Fiir B = 1 und eine verankerte, nicht aus-
geschlossene Elementaraussage A hétte man dann die Wahl, ob man nur A — L
oder nur A behaupten mochte. Wir lehnen daher V2 ebenfalls ab.

Vorschlag V3: (A — B) := !VuVov>tu (5,4 — -!=t, B).
D.h.: Behaupte A — B zu t nur dann, falls man (auf Grund der internen Regeln)
fiir beliebige u nur dann A zu u behaupten sollte, wenn man auflerdem B nach ¢ und
u behaupten darf. - Man kann dies auch wie folgt ohne Verwendung von V und —
auf der rechten Seite formulieren:

P(—>) ht(AHB) = !—lEIuElv>t,u.(huA/\!ﬂhvB).

Der Negator kommt hier nur als Bestandteil des Verbotszeichens !— vor. Dabei
bedeutet z.B. ! =1, B, dass das Verbot, B zu v zu behaupten, in Kraft gesetzt wird.
Diese Handlung ist entweder bereits durch die Aufstellung der internen Regeln erfolgt
oder sie kann erst durch zuséatzliche Behauptungen von Elementaraussagen erfolgen.
Somit bedeutet z.B. ! = =, B, dass es verboten ist, das Verbot, B zu v zu behaupten,
in Kraft zu setzen.

Bemerkung zur Negation: Fiir B = L ist die rechte Seite von P(—) dquivalent
mit ! = Ju g, A, d.h. mit der Behauptbarkeitsbedingung ! = A fiir = A.

Zu den internen Regeln fiigen wir nun P(—) sowie folgende Regel fiir den All-
quantor (aber - um diese Regeln umkehrbar zu machen - keine weiteren Regeln fiir
Aussagen der Formen A — B und Vz Ax):

P(V) Ve Az := !=3dc3dv>t.!-p,Ac

Dabei sei ¢ eine Liste metasprachlicher Variablen mit denselben Werten wie z. Die
rechte Seite von P(V) kann auch durch VeVo >t !=1-f,Ac ausgedriickt werden,
wie wir noch zeigen werden.

In weiteren Untersuchungen betrachten wir den Teil A einer Metasprache tiber
L*, dessen Formeln entweder die Gestalt s < t oder §; A haben (wobei A eine
Aussage von LT oder ein Schema fiir derartige Aussagen ist) oder aus Formeln
dieser Gestalt nur mit Hilfe von A,V,3 und des Verbotszeichens !— wie iiblich
aufgebaut sind. (Dazu werden auflerdem noch Klammern benutzt und zu bindende
Variable von A hinter dem Einsquantor angefithrt). Wir schreiben im Folgenden
¢, 1, x fir beliebige Formeln von A, und «, § fiir beliebige Aussagen (d.h. Formeln
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ohne frei vorkommende Variable) von A. Gelegentlich werden wir noch Formeln
verwenden, die aus Formeln von A unter anderem mit Hilfe der Partikeln — und V
zusammengesetzt sind. Diese Partikeln sind dann ebenfalls im Sinne von P(—) und
P(V) zu verstehen, allerdings auf einer Metaebene.

Eine Aussage von A besagt, dass eine gewisse (spezielle oder generische) Hand-
lung ausgefithrt wird (bzw. worden ist). Dementsprechend kénnen wir ! =« lesen als
“Es ist/wird verboten, a zu tun.” (Statt “tun” kénnte man hier etwa auch “wahr
machen” sagen.) Ferner stehe a™ fiir “a zu Recht tun (genauer: zu i.-Recht tun,
d.h. ohne damit eine interne Regel zu verletzen).” Driickt « aus, dass eine (hinrei-
chend) spezielle Handlung ausgefiihrt wird (wie im Falle « =, A), so bedeutet a™
dasselbe wie a A = !=«.

Da V2 gewissermaflen ‘praxisnah’ ist, vergleichen wir die beiden Behauptbarkeits-
bedingungen von P(—) und V2 in allgemeinerer Form: Fiir beliebige «, 5 gilt das
Deontisches Prinzip (vgl. §2: Lemma 1):

I=(a A B) Aot = 1=

Rechtfertigung: Angenommen, durch Tun von a A # wiirde ein Verbot V' verletzt,
wir hatten aber a getan, ohne damit ein Verbot zu verletzen. Durch Tun von [
wiirde dann insgesamt a A 3 getan und damit das Verbot V' verletzt. [ ist also
verboten.

LaBt sich dabei das Sukzedens !— (3 durch — 3 ersetzen? Hierzu konnen wir
folgendes Gegenbeispiel angeben: Seien A, B, C' Elementaraussagen, und B,C = L
sowie C' = | seien Einzelfalle interner Regeln, und zwar die einzigen, in denen
B oder C' als Pramisse vorkommt. Um g B zu verbieten, muss man C' behaupten.
Wegen C' = L gilt aber | =1 C, also ! == B, also erst recht | = (§ A A l=f B). Nun
nehmen wir noch an, wir hatten C' behauptet und A sogar zu Recht behauptet. Aufler
= (§A A=t B) haben wir somit (3 A)", aber (wegen §C') auch ! = B (also nicht
—!=t B). - Um dieses Gegenbeispiel zu erhalten, haben wir allerdings angenommen,
dass eine verbotene Behauptung einer Elementaraussage C' aufgestellt worden ist.

Die rechte Seite von P(V) lautet ! =3¢ 3Jv > t.I=f,Ac. Sie kann auch durch
VeVo >t !-1=1,Ac ausgedriickt werden. Dies entspricht dem Schema:

I=3calc) « Vel-alc).

Begriindung zu (—): Sei ! =3¢ a(c). Wir betrachten nun einen beliebigen Wert ¢,
von c¢. Wirde man «a(c,) tun, so wiirde man damit 3¢ a(c) tun, also ein Verbot
verletzen. - Zu («): Sei Ve ! = a(c). Wiirde man 3¢ a(c) tun, d.h. a(c,) fir ein ¢
tun, so wiirde man ein Verbot, nédmlich ! = «a(c,), verletzen.

Mit der Aufstellung und Erlduterung der Regeln P(—) und P(V) haben wir Aus-
sagen der Formen A — B und Vz Ax, die zur Mitteilung dafiir dienen sollen, dass
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man auf bestimmte Weisen schlieffen darf, so vollstandig wie moglich ‘analysiert’.
Die Behauptbarkeitsbedingungen dieser Satze sind jedoch nicht in jedem Falle in
perfekter Weise nachpriifbar oder operabel. Diese bekannte Tatsache kommt letzt-
lich daher, dass jede dieser Bedingungen in der Form !—-3...¢ darstellbar und
somit in entsprechender Weise allgemein ist. (Wir haben bereits in §1 (S. 11) bei
der Erlduterung von P(—) darauf hingewiesen, dass auch die Bedingung, dass A
ausgeschlossen ist, eine allgemeine Bedingung ist. So ist z.B. 3z Ax genau dann
ausgeschlossen, wenn fiir beliebige Werte ¢ von = die Aussage Ac ausgeschlossen ist.)

Diskussion eines Beispiels: Darf man A — (AA A) A A behaupten? Man sollte A
nur zu Recht behaupten, sodass man danach auch AA A sowie (AA A) A A behaupten
darf, und zwar innerhalb eines beliebig kurzen Zeitintervalls nach der Behauptung
von A. Denn obwohl man faktisch nicht beliebig schnell sprechen oder gar schreiben
kann, ist es nicht nach den internen Regeln verboten, dies zu tun. Damit haben wir:

IVuVo>u (1 A — =18, (AAA)AA).

Man darf also A — (A A A) A A (zu einer beliebigen Zeit t) behaupten.

Es empfiehlt sich jedoch ohnehin, die Regeln P(A), P(V) und P(3) durch folgende
‘Ausnahme-Regel’ zu liberalisieren. Diese Regel erlaubt es z.B., nach der Behauptung
von A sogleich (A A A) A A zu behaupten; es sei also nicht mehr erforderlich, dazwi-
schen A A A zu behaupten. Diese ‘Ausnahme-Regel’ lautet: Sind A, ..., .4, und
B Aussageschemata (oder Aussagen) und ist eine Herleitung von B aus A, ..., A4,
bekannt, in der nur die Inversionsregeln I(A), I(V), I(3) (s. §1) angewandt wer-
den, dann sei es fiir entsprechende Aussagen Aq,..., A, und B erlaubt, nach den
Behauptungen von Ay, ..., A, sogleich B zu behaupten.

Fiir weitere Untersuchungen beweisen wir folgendes
Inversionsprinzip: « := [ sei ein Einzelfall einer internen Behauptungsregel,

und zwar der einzige mit der Pramisse o (Beispiel: a = f, (B — C)). Dann gilt
=« nur im Falle ! - .

Begriindung: Sei ! -~ «. Nach dem Tun von # kann man ohne Verletzung der
Regel a := [ (und ohne zusétzliche Verletzung einer anderen internen Regel) auch
« tun. Also verletzt schon (3 eine interne Regel, d.h. ! = (.

Nun konnen wir unsere frithere Zulassigkeitsdefinition aus §2 verallgemeinern:

Definition: Eine Schlussregel heifle zuldssig, wenn fiir jeden ihrer Einzelfalle
Ay, ..., A, = B die Aussage A; A ... N A, — B zu jeder Zeit t behauptet werden
darf.

Zum Beweis dafiir, dass diese Definition tatsachlich eine Verallgemeinerung der
in §2 angegebenen Zulassigkeitsdefinition ist, ist vor allem folgende Aquivalenz zu
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beweisen:

-(AANB) < (A— —B).

Dies ergibt sich leicht daraus, dass sogar alle Schlussregeln der intuitionistischen
Logik zulassig sind. Wir zeigen dies jedoch nur fiir zwei Regelbeispiele:

ANB—C = A— (B-C().

Zum Beweis der Zulassigkeit zeigen wir: Nach den internen Regeln sollte man die in
der linken Spalte folgender Tabelle angefiihrten Behauptungen nur dann aufstellen,
wenn man auch die in der rechten Spalte angefiihrten Behauptungen aufstellen darf:

1, (ANB — C) 1s(A— (B— () (fir s>r)
he A h. (B —C) (fir u > s,t)
0, B 0w C (fir w > u,v).

Man sollte aber die links stehenden Behauptungen nur dann aufstellen, wenn man
sogleich auch A A B und darauthin C' zu w (> r,t,v) behaupten darf.

Dieser Beweis ist noch zu ergidnzen. Dazu sei 6 =, (AAB — C); a = 1, 4
=1, Bund v=1t, C. Wir haben zu zeigen:

(%) l=3rds>r. (0A!=fs(A— (B—0))).
Wir haben jedoch bisher nur gezeigt, dass
= (0 A a AN BAI=Y)

fiir beliebige Werte der Variablen r,s,t,u,v,w mit s > r; u > s,t; w > u,v gilt.
Wiirde man § A @ A Jv 3w > u,v. (B A!=7) tun,so auch 6 A a A A=y
fiir gewisse v, w mit w > u,v. Somit haben wir

1= (0 A a A Juvdw>u,v. (BAI27Y)).

Nun sollte man d A o nur zu Recht, also (wegen des letzten Resultats und nach dem
Deontischen Prinzip) nur im Falle !=3v 3w > w,v. (8 A =) tun. Nach dem
Inversionsprinzip gilt ! =4,(B — C) nur im Falle |=!=3v 3w > u,v. (B A !1=7).
Also sollte man § A a A!l=f,(B — C) nur im Falle einer Verbotsverletzung tun,
d.h. nicht tun. Somit gilt

1= (6 A aAl=b.(B—C)).

Auf analoge Weise erhdlt man daraus schlieBlich (x), sodass man (AA B — C) —
(A — (B — (C)) behaupten darf.

Zulassig ist z.B. auch

Ve (A— Bx) = A—VaxBz.
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Der Beweis gelingt wie soeben gemafl der Tabelle:

1. Va (A — Bx) 1s(A—VaBz) (fir s>r)
n, A N.Vx Bx (fiir u > s,t)
0w Be (fir w > u).

Man sollte die links stehenden Behauptungen nur dann aufstellen, wenn man auch
A — Bec zu s und somit darauthin Be zu w behaupten darf, und zwar fiir beliebige
Werte ¢ von x. Zur Erlauterung dafiir, dass dies fiir beliebige Werte ¢ von z gilt,
betrachten wir eine Argumentation, die aus dem angegebenen Schema fiir spezielle
A, Bx und ein nicht in ihnen vorkommendes Einzelzeichen ¢ entsteht. In dieser
Argumentation darf man aber ¢ durch beliebige Werte von z ersetzen.

Ein Zugang zur deontischen Logik

Im vorletzten Zulassigkeitsbeweis haben wir eine im Prinzip schon in §2 - §3 erwor-
bene ‘Routine” angewandt. Um kurze und tibersichtliche Beweise fiir die Zulassigkeit
weiterer Schlussregeln der intuitionistischen Logik zu ermoglichen, iibertragen wir
nun grundlegende in §2 durchgefiihrte Uberlegungen von der dort betrachteten Sprache
L auf A (oder eine Erweiterung von A mit weiteren geeigneten Elementarformeln).
Dabei schreiben wir A;,..., A,, B fiir Schemata von Aussagen von A (also nicht
mehr von £ bzw. L£*) und definieren zunéchst:

Eine ‘Handlungsregel’ der Form
R : Ay, .. A, = -8B

heifle giiltig, wenn es fiir jeden Einzelfall ay,...,a, = != 3 derselben verboten
ist, ;g A... ANa, A zu tun. In diesem Falle gilt nach dem Deontischen Prinzip:
Wird a3 A ... A, zu Recht getan, dann ist es verboten, # zu tun. Man sollte also

ai,...,a, nur dann tun, wenn daraufhin 3 verboten ist. (Aus der bloen Tatsache,
dass aq, ..., a, getan worden sind, kann man jedoch nicht schliefen, dass (3 verboten
ist.)

Die Regeln RO1 - R0O3 und R1 - R29 aus §2 und §3 gehen in giiltige Regeln tiber,
wenn man in ihnen die Buchstaben A, B durch «, 6 und F, G, H durch ¢,, y sowie
den Negator — durch das Verbotszeichen ! = ersetzt; ferner sind die in R01 - R29
vorkommenden Zeichen x,x,y,t,r,s durch entsprechende A betreffende Zeichen zu
ersetzen. Die so entstehenden Regeln bezeichnen wir jetzt mit R’01 - R’29.

Die Giiltigkeitsbeweise von R’01 - R’7 ergeben sich nach folgendem Schema, das
dem auf S. 15 beschriebenen Schema fiir die Zulassigkeitsbeweise von R01 - R7 ent-
spricht. Zum Giiltigkeitsbeweis einer Regel der Form R geniigt es, wie folgt vorzuge-
hen: Man notiere zuerst die ‘Annahmen’ A;,..., 4,, B und danach Schemata fiir
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Aussagen von A, die im Falle, dass die Annahmen fiir behauptete Aussagen von A
stehen, nach den internen Regeln vorher behauptet worden sein sollten - oder deren
Behauptungen daraufhin erlaubt sein sollten, und zwar nach den Inversionsregeln (fiir
Aussagen von A) oder bereits als giiltig nachgewiesenen Regeln. Auf diese Weise fahre
man fort, bis man eine ‘Verbotsverletzung’ C,!— C erhédlt. (Dadurch wird gezeigt,
dass man 3..(A; A... A, A B) nicht tun sollte.)

Zur Illustration sei ein Giiltigkeitsbeweis fiir die Regel
R’5 =3 (p AN Y), =23 (oA 12Y) = =3¢

in Worten formuliert: Angenommen, man wiirde ! = 3. (¢ A ¢), !=3. (¢ A 1 =7))
und 3. ¢ zu Recht tun. Dabei wiirde man ¢* fiir eine Substitution * der in ¢ A 1 frei
vorkommenden Variablen tun. Nach R’03 triten auch die beiden Verbote ! = (¢* A
Y*) und ! = (¢* A 1=9*), und daher nach R’01 auch ! = ¢* und ! == ¢* in Kraft -
wobei aber das letztgenannte Verbot verletzt wiirde. Daher sollte man nicht sowohl
'=3.(¢p A ), =3 (¢ A 1=1) als auch 3. ¢ tun.

Auch die Giiltigkeitsbeweise fiir die Regeln R’S8 - R’29 kénnen nach dem angegebe-
nen Schema gefiihrt werden; dies kann sogar in abgekiirzter Weise (wie bei den
Zulassigkeitsbeweisen fiir R8 - R11) erfolgen. Zu beachten ist allerdings, dass wir
die Regeln R12 - R29 stark abgekiirzt geschrieben haben, sodass z.B. die der Regel
R13: F, ' — G = G entsprechende Regel R’13 ausfiihrlich wie folgt lautet:

=3 120, 123 ala (oA 1=Y) = =3 129,

(In der Mitte darf man noch die beiden aufeinander folgenden Verbotszeichen fort-
lassen; man erhélt dann einen Sonderfall von R’8b in etwas anderer Form.)

Um schliefllich die Zuléssigkeit der Schlussregeln der intuitionistischen Logik (im
priméren Spiel im Rahmen der ‘Objektsprache’ £1) zu beweisen, kann man (der
Einfachheit halber) die metasprachlichen Regeln R’01 - R’29 zu Hilfe nehmen.
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