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Uberblick

Zur Rechtfertigung allgemeiner Argumentationsmethoden entwerfen wir in §1 einen
Aussagengebrauch mit Hilfe von ‘Behauptungsregeln’. Dieser Entwurf, der mit der
‘operativen Logik’” in [6, 1., 2.] teilweise verwandt ist, soll uns zu zeigen helfen,
dass bestimmte allgemeine Schlussregeln zu(ver)ldssig sind (§2). - Als Behaup-
tungsregeln wahlen wir nur solche Regeln, die mit moglichst unmissverstandlichen
Worten formuliert werden konnen. Aus diesem Grunde fiihren wir zunéachst nur die
Partikeln A,V,3 und — ein. Der sich daraus ergebende Aussagengebrauch moge
“primér” heiflen. Bei ihm bedeutet —A, dass es nach bestimmten (den ‘internen’)
Behauptungsregeln verboten ist, A zu behaupten. Der priméare Gebrauch ermoglicht
es jedoch noch nicht, mit Hilfe objektsprachlicher Aussagen Vz[A(x) — B(z)]
mitzuteilen, dass man fiir beliebige Werte r der Variablen z von A(r) auf B(r)
schlieBen darf.

Aus diesem Grunde liberalisieren wir den priméren Aussagengebrauch in §3 nach-
traglich und rechtfertigen den sich damit ergebenden ‘klassischen” Gebrauch dadurch,
dass wir u.a. Folgendes zeigen: Fiir Elementaraussagen stimmt der klassische mit
dem priméren Gebrauch iiberein. Es lassen sich Aussagen der Form Vz [A(z) — B(z)]
definieren, die den oben genannten Zweck ‘optimal’ erfiillen. Beim Ubergang vom
priméaren zum klassischen Aussagengebrauch gehen nur entbehrliche Ausdrucksmittel

verloren. - Einzelheiten werden wir in §6 diskutieren.

In §4 behandeln wir insbesondere den Begriff der Unendlichkeit und mit ihm
verbundene Probleme am Beispiel der Menge IN der natiirlichen Zahlen. Die Un-
endlichkeit von IN wird dabei als eine ‘deontische’ betrachtet. Sie bedeutet, dass wir
niemals verpflichtet sein werden, die Konstruktion natiirlicher Zahlen durch Nachfol-
gerbildung endgiiltig abzubrechen.

In §5 entwerfen und untersuchen wir einen Gebrauch von Aussagen, in denen
Indikatoren (wie z.B. “diese Ameise”) oder Gegenstandsvariable an Stelle von Eigen-
namen vorkommen. Behauptungen solcher Aussagen gelten nur in bestimmten Situ-
ationen. Um aus ihnen situationsunabhangig geltende Folgerungen ziehen zu konnen,
fithren wir eine Art von Gegenstands-Quantifikation ein.

Nach einer Behandlung von Sprachen héherer Stufen in §7 beziehen wir in §8 noch
Gegenstandsvariable in diese Sprachen ein und beschéftigen uns mit einer Quantifika-
tion, die ‘zusammengesetzt’, d.h. zugleich eine Einsetzungs- und eine Gegenstands-
Quantifikation ist. Dazu zeigen wir, dass aufeinander folgende Einsquantoren, von

1



denen - zum Beispiel - einer eine Gegenstandsvariable bindet und der andere eine
‘zusammengesetzte’ Quantifikation anzeigt, vertauscht werden diirfen.
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80. Einleitung

Unter einer Behauptung verstehen wir eine Handlung: Man behauptet eine Aussage
im Allgemeinen einfach dadurch, dass man sie als selbstidndigen Satz vor Horern
ausspricht oder fiir Leser aufschreibt. Auch Feststellungen zahlen wir zu den Be-
hauptungen. Es gibt jedoch sprachliche Handlungen der Form von Behauptungen,
die nicht als Behauptungen zu verstehen oder nicht ernst gemeint sind, z.B. fin-
gierende oder scherzhafte Auﬁerungen. Dies kann extra gesagt werden oder aus dem
Redezusammenhang oder &ufieren Umstédnden (wie in einer Biittenrede) hervorgehen.
Dennoch: Man kann im Allgemeinen entscheiden, ob jemand oder man selbst eine
bestimmte Aussage behauptet hat. Denn auch Behauptungen, die unberechtigt sind
(wie Liigen) oder einem nicht abgenommen oder geglaubt worden sind, sind dennoch
Behauptungen (oder sollen wenigstens hier Behauptungen heifien).

Wie wird nun das Verstindnis von Behauptungen erméglicht? Hierzu betrachten
wir die Aussage: “Hans hat gestern Abend 39,2° Fieber gehabt.” Ein Horer kann
dies verstehen, sofern er die Regel kennt, nach der diese Aussage nur nach einer
Fiebermessung mit entsprechendem Resultat behauptet werden sollte. - Derartige
Beispiele fiithren uns zu der

These: Aussagen werden dadurch verstandlich, dass es tiblich oder vereinbart
ist, deren Behauptungen in regelhafter Weise einzuschréanken, ndmlich Behauptungen
mancher Aussagen endgiiltig oder nur vorlaufig zu unterlassen.

Zur entsprechenden Einschrankung des Behauptens stehen uns jedoch i.Allg.
keine formulierten Regeln, sondern nur Gepflogenheiten zur Verfiigung. Um Hilf-
smittel zum sprachlichen Argumentieren (insbesondere Schlussregeln) zu erhalten,
von denen wir zeigen konnen, dass sie dazu geeignet und zuverléssig sind, entwerfen



wir einen Aussagengebrauch durch Aufstellung ausdriicklicher ‘Behauptungsregeln’
(d.h. Behauptbarkeitskonventionen). Dadurch versuchen wir jedoch nicht, den fak-
tischen Sprachgebrauch und dessen Argumentationsweisen zu beschreiben oder zu
erklaren. Unser Ziel ist es vielmehr, eine Argumentationstechnik zu begriinden,
die vor allem fiir die wissenschaftliche Praxis moglichst gut geeignet ist, also zu-
verlassig, moglichst leistungsfahig, unkompliziert, iibersichtlich, und leicht handhab-
bar ist. - Als Behauptungsregeln werden wir nur solche Regeln wahlen, die mit
moglichst unmissverstandlichen Worten formuliert werden konnen, sodass man ‘in
moglichst vielen Fallen” nachpriifen kann, ob man eine solche Regel verletzt hat.
‘Formale’” Kalkiilregeln allein wiirden jedoch nicht als Behauptungsregeln ausreichen;
denn nach einem Resultat von GODEL gibt es keinen Kalkiil, nach dessen Regeln
genau diejenigen arithmetischen Aussagen 1. Stufe herleitbar sind, die (nach iiblicher
Einschitzung) behauptet werden diirfen.

Regeln welcher Art eignen sich nun besonders als Behauptungsregeln? Allgemeine
Gebote der Form “Immer dann, wenn a getan worden ist, tue man auch b!” haben
den Nachteil, dass man i.Allg. keine Gelegenheit hat, sie zu befolgen. Als Beipiel
betrachten wir folgende Regel: “Hat man irgend zwei Aussagen A und B behauptet,
dann behaupte man auch A A B.” Da wir nach dieser Regel unendlich viele Behaup-
tungen aufstellen miissten, liegt es nahe, sie durch eine entsprechende Erlaubnis zu
ersetzen. Dass eine Handlung erlaubt ist, heifit etwa, dass sie nicht verboten ist oder
dass sie nicht verboten werden darf. Eine Handlung zu verbieten, heifft aufzufordern,
sie zu unterlassen. (Dass wir im Allgemeinen in der Lage sind, z.B. die meisten biblis-
chen Gebote zu befolgen, liegt daran, dass es sich um Verbotsregeln handelt.) - Diese
Bemerkungen sowie die oben genannte These fithren uns zu dem Versuch, geeignete
Vorbotsregeln als Behauptungsregeln aufzustellen.

Z.B. ein Kalkil K ist ein System von Regeln, nach denen es erlaubt ist, bestimmte
schematische Operationen mit Schreibfiguren (‘Zeichenreihen’) schrittweise auszufiihren.
Das heifit jedoch, dass es im Kontext von K verboten ist, eine Operation auszufiihren,
wenn dies nicht ausdriicklich nach den Regeln von K erlaubt ist.

Schlussregeln und Mittel zu ihrer Formulierung: Zweckdienlich anwendbar
sind Schlussregeln, nach denen fiir gegebene Formeln, etwa A;(z), Ay(z) und B(z),
Folgendes gilt: Wenn man fiir irgendeinen Wert r der Variablen x die Aussagen
Ay (r) und As(r) behaupten darf, dann darf man sogleich auch B(r) behaupten. Um
mitzuteilen, dass man so schliefen darf, wollen wir schreiben:

Vo [A(z) A As(z) — B(x)].

Zu diesem Zweck haben wir die Partikeln A (und), — (wenn - dann) und V (fiir alle)
in geeigneter Weise einzufiithren (vgl. [11, p. 104]).

Die entsprechende Behauptbarkeitsbedingung fir A — B besagt, dass man von A
auf B schlieflen darf. Zu ihrer genaueren Formulierung bieten sich jedoch zunéchst nur



Worte wie “wenn - dann” an, fiir die unser Verstdndnis wenigstens in komplizierteren
Zusammenhédngen besonders problematisch ist. Daher verzichten wir zunéchst auf eine
Einfiihrung von Aussagen der Formen A — B und Vz A(x) fiir den genannten Zweck.
Somit werden in der in §1 eingefithrten Sprache zwar Aussagen dieser Formen definierbar
sein; sie konnen aber den angegebenen Zweck erst nach einer nachtraglichen Liberalisierung
der in §1 aufgestellten Behauptungsregeln erfiillen.

Anmerkungen zu einigen bekannten Zugangen zur Logik

Die folgenden Ausfithrungen wenden sich an Leser, die schon bestimmte andere
Zugange zur Logik kennen.

(1) Zum dialogischen Zugang zur Logik (vgl. [8, pp. 60ff.]): Wir betrachten
materiale Dialogspiele mit der ‘effektiven allgemeinen Dialogregel” aus [8, pp. 75-83].
Zu ihrer Rechtfertigung benotigt man unter anderem den Satz: Falls es dialogische
Gewinnstrategien fiir A und fiir A — B gibt, dann gibt es auch eine Gewinnstrate-
gie fiir B (‘Modus ponens’). Schon der Versuch, diesen gesamten metasprachlichen
Satz dialogisch zu interpretieren, stofit auf Schwierigkeiten. An seiner Stelle be-
weist man aus technischen Griinden einen allgemeineren ‘Schnittsatz’. Dazu braucht
man metasprachliche Aussagen, in denen (unter anderem) der Subjunktor (“wenn -
dann”) und der Allquantor iteriert vorkommen. Deren Gebrauch und Versténdnis
werden dabei durch sprachliche Gewohnheiten und den ‘Sinnzusammenhang’ des Be-
weises ermoglicht. (Zu beachten ist auch, dass die dialogischen Gewinnstrategien
beanspruchen, Strategien zu sein, nach denen man Dialoge gegen beliebige Oppo-
nenten gewinnen kann.) Im Beweis des Schnittsatzes wird schon derart argumen-
tiert, dass dies einer Anwendung gewisser logischer Schlussregeln (neben Induktion-
sprinzipien) in der Metasprache gleichkommt. Diese Schlussregeln sollen jedoch fiir
die Objektsprache mit Hilfe des Schnittsatzes erst begriindet werden.

Um unter anderem den Beweis des Schnittsatzes vereinfachen zu koénnen, hat
K. LORENZ in [5] andere dialogische Rahmenregeln zugrundegelegt und dabei kon-
struktive Ordnungszahlen benutzt. Zum Nachweis dafiir, dass jeder einzelne Dialog
nach endlich vielen Schritten zu einem Gewinn oder Verlust des Proponenten fiihrt,
muss man jedoch auf einen ‘vordialogischen’ Beweis dafiir zuriickgreifen, dass diese
angeblichen Ordnungszahlen tatséachlich als solche brauchbar sind, d.h. die transfinite
Induktion ermoglichen.

Auch in der Beweistheorie (vgl. [12] oder [14]) treten analoge Probleme insbeson-
dere im Zusammenhang mit ‘Schnittsatzen’ auf.



(2) Ein intuitionistischer Entwurf geht von einem Beweisbegriff aus, der
induktiv definiert wird (vgl. [1], [3]). Wir formulieren ihn nur fiir die Subjunktion:

Ein Beweis fiir A — B ist eine ‘Konstruktion’ ¢, die jeden Beweis von A
in einen Beweis von B iiberfiihrt.

Dass c ein Beweis von A — B ist, heifit ausfiihrlicher, dass fur alle ‘Konstruktionen’
p gilt: Wenn p ein Beweis von A ist, dann ist ¢(p) ein Beweis von B. Speziell fir
0 =1 an Stelle von B heisst dies, dass es keinen (d.h. nicht einen) Beweis von A gibt.
Wir haben soeben unser Vorverstandnis fiir die Worte “fiir alle”, “wenn - dann” und
“nicht” zur Erklarung von A — B herangezogen. Dies ist jedoch vor allem deshalb
problematisch, weil man fiir komplexe A i.Allg. nicht entscheiden kann, ob eine
Konstruktion p ein Beweis von A ist. Daher wurde in [4] die obige Konstruktion ¢
ersetzt durch ein Paar (¢, d) mit einer ‘Demonstration’ d, die zeigt, dass ¢ jeden Beweis
von A in einen Beweis von B iiberfiihrt. Dieser Beweisbegriff (der in [1, p. 232] und
[13] kritisch untersucht worden ist) ist jedoch recht kompliziert und dennoch etwas
problematisch. Wir werden ihn und den zugrundeliegenden Konstruktionsbegriff
eliminieren und an Stelle von Beweisen blo3 Behauptungen in einem normativen
Zusammenhang betrachten.

Das Problem des Anfangs

Oben haben wir am Beispiel des dialogischen Zugangs auf eine mit ihm verbun-
dene Gefahr eines gewissen Zirkels oder Regresses aufmerksam gemacht. Dahinter
steckt das allgemeinere Problem, dass zur Begriindung, Rechtfertigung oder zum Zu-
verlassigkeitsnachweis von Argumentationsregeln i.Allg. bereits zuverldssige Argu-
mentationen benotigt werden. Diesem Problem werden wir teilweise dadurch auswe-
ichen, dass wir in §1 einerseits bestimmte Regeln zur Einschrankung von Behauptun-
gen aufstellen, andererseits aber vereinbaren, dass keine weiteren derartigen Regeln
aufgestellt werden sollen. Dann kann man einsehen, dass auch gewisse Umkehrun-
gen jener Regeln gelten. (Dies ist ein Analogon zum ‘Inversionsprinzip’ in [6, §4]).
Bei der Behandlung des arithmetischen Induktionsprinzips in §4 wird uns jedoch das
erwahnte Problem des Anfangs begegnen.

In einigen metatheoretischen Argumentationen werden wir von Annahmen aus-
gehen. Dies ist wie folgt oder entsprechend zu verstehen: Dass wir annehmen (oder
voraussetzen), N sei irgendetwas mit der Eigenschaft F, bedeute, dass wir N da-
rauthin wie irgendetwas mit E behandeln werden, und zwar derart, dass N dabei
offensichtlich durch (eine Bezeichnung von) irgendetwas mit E ersetzt werden darf.
(Was dies auch fiir Annahmen anderer Formen genauer heifit, wird man sich in den
einzelnen Argumentationen, in denen wir von Annahmen ausgehen werden, klarma-
chen konnen.)



1. Ein Behauptungsspiel
Elementaraussagen und ihr Gebrauch

Die einfachsten Aussagen sind nicht aus anderen Aussagen oder Formeln mit Hilfe
von Junktoren, Quantoren oder ‘mengensprachlichen” Mitteln (vor allem “e{...}")
zusammengesetzt. Fiir solche ‘Elementaraussagen’ schreiben wir E., Ey,... . (Auf
eine endgtiltige Definition des Begriffs der Elementaraussagen verzichten wir jedoch.)

Fiir zahlreiche Elementaraussagen E haben wir gelernt, dass £ nur dann be-
hauptet werden darf, wenn wir eine bestimmte sinnliche Wahrnehmung oder Beobach-
tung gemacht oder ein bestimmtes Resultat einer Handlung (z.B. einer Messung oder
Berechnung) erhalten haben, d.h. kurz: wenn E begriindet (worden) ist. Auch eine
behauptete Aussage wie “Ich habe Kopfschmerzen” sollte begriindet sein - obwohl
wir fiir sie dem Horer keinen Beweis mitteilen konnen.

Was es heifit, eine Elementaraussage sei begriundet, ist uns i.Allg. aus Beispielen un-
serer Sprachpraxis gelaufig. Mehr oder weniger prézise erklaren kann man dies nur fiir
verschiedene Arten von Elementaraussagen auf verschiedene Weisen. Dazu waren beson-
dere Untersuchungen erforderlich. Statt dessen sei hier einfach vorausgesetzt, dass wir
Verfahren beherrschen, die es uns fiir jede Elementaraussage E jederzeit zu entscheiden
gestatten, ob (wir wissen, dass) E bereits begriindet ist. D.h., wir schrianken den Terminus
“Elementaraussage” auf Aussagen dieser Art ein. (Die Ergebnisse unserer Untersuchungen
werden schatzungsweise in dem Umfang brauchbar sein, als diese Voraussetzung erfiillt ist.
- Ein Verweis auf ein bereits vorhandenes praktisches Know-how ist hier deshalb erforder-
lich, weil der Versuch einer insgesamt nur sprachlichen Definition fiir Aussagen der Form
“FE ist begriindet” zu einem unendlichen Regress fiithren wiirde.)

Mehrere Elementaraussagen konnen voneinander abhangen auf Grund von Regeln
oder Gepflogenheiten fiir deren Behauptungen. Beispiele dafiir sind folgende Regeln,
nach denen wir behaupten diirfen “(Alle) Kéfer sind Insekten” und “Kéfer sind keine
Fliegen”: Falls “Dies ist ein Kéfer” behauptet werden darf, dann darf auch “Dies ist
ein Insekt” behauptet werden, aber nicht “Dies ist eine Fliege” (vgl. ‘Pradikatorenregeln’
in [8, p. 182]). Somit verweisen Aussagen wie “Kéfer sind Insekten” und “Kéfer sind
keine Fliegen” auf unseren gemeinschaftlichen Sprachgebrauch (vgl. auch [2]). [Wir
brauchen uns hier nicht mit der Frage zu beschéaftigen, ob Behauptungen solcher Aus-
sagen auch gerechtfertigt werden konnten durch (fingierte) Definitionen wie “Kéfer
= Insekt und gefligelt und mit Fliigeldecken und ...”. Wir werden jedoch Aussagen
kennenlernen, fiir welche diese Frage zu verneinen ist.]

Im Folgenden setzen wir voraus, dass der Terminus “Elementarregel” der-
art eingefithrt ist, dass die Elementarregeln in unserer Sprachgemeinschaft geltende
Regeln sind, nach denen Elementaraussagen wie in den soeben angefiihrten Beispie-
len voneinander abhéngen. Zu den Elementarregeln moge auflerdem das Verbot



gehoren, eine bestimmte Elementaraussage, etwa L, zu behaupten. F zu widerlegen
heifle, andere Elementaraussagen derart zu behaupten, dass die Behauptung von E
zusammen mit deren Behauptungen eine Elementarregel verletzen wiirde. Elemen-
taraussagen, die nach den Elementarregeln ohnehin nicht behauptet werden diirfen,
mogen ebenfalls als widerlegt gelten. - Wir betrachten vor allem Elementarregeln
mit Einzelfillen der Form

(ER) Ey,....E, = FE,
in Worten: Es sei verboten, E1,..., F, zu behaupten und E zu widerlegen.

Kommentar: Nach (ER) gilt: Falls Fy,..., E, behauptet worden sind, dann ist es
verboten, E zu widerlegen. Falls jedoch F widerlegt worden ist und E7, ..., E,_1 behauptet
worden sind, dann ist damit F,, widerlegt.

Gelegentlich werden wir auch Elementarregeln ahnlicher Formen heranziehen.
Weitere Regeln mogen jedoch nicht zu den Elementarregeln gehoren.

Beispiele: 1.1. 1 gilt als widerlegt.
1.2. L(s,a) bedeute, dass ein Stab s die Lénge a (z.B. 24,8 cm) hat. a # b bedeute,
dass a von der Lénge b verschieden ist. (Wir zéhlen ¢ = b und a # b zu den
Elementaraussagen.) Elementarregeln seien:

a=ba#b = 1
L(s,a), L(s,b) = a=0.

Falls nun a # b und L(s,a) behauptet werden, dann werden dadurch a = b und
L(s, b) widerlegt.

Nach der letzten Regel diirfen wir nur ein Resultat einer Messung von s behaupten. Zur
Beschreibung eines Zweiges, der wachsen kann, oder eines Stabes, dessen Léange sich auf
andere Weise andern kann, wird daher eine andere Formulierung, etwa “s hat die Lange
a zur Zeit t”, besser geeignet sein. Wir haben hier ein Beispiel dafiir, dass ggf. erst
die Erfahrung (bis auf Weiteres) zeigen kann, ob oder inwieweit sprachliche Regeln oder
Gepflogenheiten zweckdienlich sind.

Nun betrachten wir die Elementarregeln der Form (ER) als einen Kalkiil, der
mit Elementaraussagen operiert. Dabei bezeichne “=" die erlaubten Herleitungss-
chritte. Falls nun E nach diesen Regeln herleitbar ist aus anderen Elementaraus-
sagen, die bereits begriindet und danach behauptet worden sind, dann moge auch FE
als begriindet gelten (und daher behauptet werden diirfen). Fiir widerlegte Elemen-
taraussagen sollte man aber keine Begriindung mehr ‘akzeptieren’. (Nachtrégliche
‘Korrekturen’ seien jedoch gestattet.)



Eine materiale Sprache £ 1. Stufe

Wir betrachten zunéchst nur solche Formeln (d.h. Aussagen oder Aussageformen),
die Elementarformeln sind oder aus ihnen nur mittels A (und), V (oder), = (nicht),
3 (fiir ein), Klammern und bestimmten Variablen wie {iblich aufgebaut sind, und
fassen diese Formeln zu einer (etwas ‘ausdrucksarmen’) Sprache £ zusammen. Jede
Variable habe als Werte bestimmte Konstante, d.h. besondere Schreibfiguren, in
denen keine Variablen vorkommen. In die Sprache £ nehmen wir nur solche Ele-
mentaraussagen F auf, die folgende Bedingung erfiillen: Falls £ einmal behauptet
werden darf, dann darf E auch zu jeder spateren Zeit - in beliebigen Situationen
und Kontexten - behauptet werden. In £ nehmen wir daher auch nur solche Ele-
mentarformeln auf, die durch Substitutionen der in ihnen vorkommenden Variablen
durch beliebige Werte derselben in Elementaraussagen der soeben genannten Art
iibergehen. - Jede Variable beginne z.B. mit dem Zeichen y und ende mit ¢. Diese
beiden Zeichen mogen aber weder im Innern von Variablen noch in Elementarformeln
auBerhalb von Variablen vorkommen. In den Elementarformeln mégen auch keine
Junktoren, Quantoren, Klammern oder Kommata vorkommen. (Diese Vereinbarung
148t sich lockern.) - Zur Abkiirzung werden wir gelegentlich Klammern in Formeln
(insbesondere AuBenklammern) fortlassen.

Erst in §5 werden wir uns mit anderen Aussagen wie “Dies ist ein Kafer”, die nur
in besonderen Situationen (wie beim Zeigen eines bestimmten Tieres) behauptet werden
diirfen, beschéftigen. In §4 und §7 werden wir auch andersartige Erweiterungen von L
einfiihren.

Ist F' eine Formel von £ und sind z1, ..., x, (n > 1) verschiedene Variable, dann
sei auch
dxq,..., 2, F

eine Formel von £. (In ihr werden i.Allg. mehrere Variable mit einem Male gebun-
den.) Wir sagen kurz

“Formel” statt “Formel von L”
“Aussage” statt “Aussage von L”.

Als ‘Metavariable’ verwenden wir

E,E,... fir Elementaraussagen
F, G, H fir Formeln
A, B, C fir Aussagen
x,y,z fur Variable
fir Listen xq,...,z, verschiedener Variablen
fir Listen 7,...,7, von Konstanten
Az oder A(z) fiir Formeln, in denen héchstens die Variablen z frei vorkommen.

Definition: Eine Konstantenliste r heifle ein Wert von z, falls r ebensoviele
Glieder wie z hat (d.h. m = n) und r; ein Wert von z; fir i = 1,...,n ist. In diesem
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Falle bezeichnen wir mit Ar diejenige Aussage, welche aus der Formel Az durch die
Substitution von z durch r entsteht. Bei dieser Substitution ist jedes freie (d.h. nicht
gebundene) Vorkommnis von x; durch r; zu ersetzen (i = 1,...,n). - Wir schreiben

Beg.E fir: E ist begriindet (worden)
1A fir: A behaupten.

(ER) ldsst sich nun ausfiihrlicher so schreiben: §FEy, ..., 1 E, = §E.

Trotz ihres formalisierten Aufbaus mit Hilfe von ‘Symbolen’ (wie —) ist £ keine formale
Sprache im Sinne der mathematischen Logik, sondern eine ‘materiale’ oder ‘assertorische’
Sprache. Da wir namlich einen Aussagengebrauch vereinbaren werden, nach dem einige,
aber nicht alle Aussagen von £ behauptet werden diirfen, bendtigen wir keine (dariiber
hinausgehende) Interpretation dieser Aussagen.

Die Regeln des Behauptungsspiels

Um die Teilnahme am folgenden provisorischen ‘Behauptungsspiel’ zu erleichtern,
lassen wir auch stillschweigende Behauptungen im ‘gedanklichen Selbstgesprach’ als
Behauptungen gelten. - Wir definieren nun das primare Spiel als das Behaup-
tungsspiel, dem die Elementarregeln, die unten angegebenen Behauptungsregeln fiir
komplexe Aussagen, und folgende Regel Pyt angehoren:

Pext nE —> Beg.F.

In Worten: “Behaupte E erst dann, wenn F begriindet ist.” (Hiermit iibernehmen
wir nur bereits geltende Regeln und Gepflogenheiten.) - Auch die folgenden Be-
hauptungsregeln sind bedingte, evtl. vorlaufige Behauptungsverbote, in denen wir
ebenfalls “==" (langer Pfeil) fiir “erst dann, wenn” schreiben.

P(A) 1(ANB) = §A und B

P(V) 1(AV B) = 1A oder § B (oder beides)
P(3) ndx Ax = fir einen Wert r von z:fgAr
P(=) 1A = A ist widerlegt,

wobei “A ist widerlegt” bedeute, dass die Behauptung von A sowie beliebige Nacheinan-
derausfithrungen von Behauptungen einschliefllich f§ A (zusammen mit den bereits
aufgestellten Behauptungen von Elementaraussagen) eine Elementarregel oder eine
Behauptungsregel fiir komplexe Aussagen verletzen wiirden. Diese Regeln mogen
“interne Regeln” heiflen.

Die ‘externe Regel’ Poyt sei jedoch nicht intern. Daher darf man —F i.Allg.
nicht blofl deshalb behaupten, weil eine endgiiltige Verhinderung zur Erlangung einer
Begriindung von E eingetreten ist.



Das primére Spiel moge keine weiteren Regeln enthalten. - P(A) kann auch
durch zwei einfachere Regeln ersetzt werden. Die Behauptungsregeln sind mit um-
gangssprachlichen Mitteln formuliert, die wir exemplarisch erlernt haben. Dies ist fiir
die Regeln P(A), P(V) und P(3) unproblematisch, weil wir wissen, wie zu beliebiger
Zeit und fiir eine beliebige Aussage C, die kein Negat ist, zu entscheiden wére, ob (wir
wissen, dass) die gegenwirtige Behauptung von C' die zugehdrige Behauptungsregel
nicht verletzen wiirde. (Unter anderem aus diesem Grunde haben wir nur die Par-
tikeln A, V,3 und — zum Aufbau der komplexen Aussagen von L zugelassen.) - Zur
Erlduterung von P(—) mogen zunéchst einige Beispiele dienen:

Beispiel 1.3: Fiir zu Recht behauptete Aussagen A, B und fiir beliebige C' darf
man nacheinander auch A A B und (A A B) V C behaupten, weil dadurch keine
Behauptungsregel verletzt wiirde. Daher darf —[(AA B)V C] nicht behauptet werden.

Beispiel 1.4: Nicht behauptet werden darf 3z (Ax A —Azx), da sonst fiir einen
Wert r von x vorher Ar A —=Ar und daher nochmals vorher Ar sowie —Ar behauptet
werden miissten; hierzu miisste aber Ar auch widerlegt sein. Somit darf -3z (Ax A
—Ax) behauptet werden (weil dadurch P(—) nicht verletzt wiirde).

Beispiel 1.5: s bezeichne einen Holzstab, dessen Lange schdtzungsweise 25 cm
betragt. E(s) sei eine Abkiirzung fiir “s ist 24,8 cm lang”. Dies kann nur durch eine
Messung von s mit dem Ergebnis 24,8 cm begriindet werden. Wir betrachten jedoch
den Fall, dass s vor seiner Messung verbrannt ist.

Nach Poyt darf dann E(s) nicht behauptet werden. - Da E(s) aber auch nicht wider-
legt werden kann (vgl. Beispiel 1.2), darf auch —FE/(s) nicht behauptet werden. (Nach
dem spéter angefiihrten Satz 3.4 darf =—F(s) ebenfalls nicht behauptet werden.)

Anmerkung zu P(—): Die blole Tatsache oder Uberzeugung, dass wir niemals
fahig oder in der Lage sein werden, bestimmte Handlungen (z.B. mehrere Behaup-
tungen) auszufithren, mége noch nicht berechtigen, zu sagen, dass die Ausfiihrung
dieser Handlungen gegebene Regeln verletzen wiirde.

Trotz dieser Anmerkung bleibt unser Verstandnis von P(—) etwas unsicher. Es
scheint auch nicht moglich zu sein, eine andere in perfekter Weise nachpriifbare oder
operable Behauptbarkeitsbedingung fiir Negate zu finden, da es (nach einem Satz von
G()DEL) kein effektives Verfahren gibt, nach dem man fiir beliebige arithmetische
Aussagen 1. Stufe entscheiden kann, ob sie behauptet werden diirfen. (Dies ist auch
fiir andere Rekonstruktionen des Sprachgebrauchs relevant.)

Wie in den Beispielen 1.3 und 1.4 konnen die Behauptungsregeln fiir komplexe
Aussagen umgekehrt werden, weil das primére Spiel keine anderen Regeln zur Ein-
schrankung von Behauptungen komplexer Aussagen enthélt, diese Aussagen ein-
deutig in ihre Komponenten zerlegbar sind [wie (A A B) in A, A, B], und weil im
primaren Spiel der Gebrauch jeder komplexen Aussage zirkelfrei eingefiihrt ist. Er
hangt ndmlich nur vom Gebrauch ihrer ‘Vorgénger” im Sinne folgender Definition ab.
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Definition: C' heifle ein Vorganger von D, falls C' aus D nach den folgenden
Regeln in mindestens einem Schritt hergeleitet werden kann (dabei bezeichne “="
die erlaubten Herleitungsschritte, und r stehe fiir Werte von z):

ANB = A, ANB = B;
AVB = A AV B = B;
dx Az = Ar; -A = A.

(Danach sind z.B. A und B die ‘unmittelbaren Vorgédnger’ von AAB und von AVB.) -
Die erwahnte Zirkelfreiheit bedeute: Keine Aussage ist ein Vorgénger von sich selbst.
(Metasprachliche Aussagen wie diese konnen im Sinne unseres auf die Metasprache
ibertragenen Behauptungsspiels verstanden werden.)

Wir verfiigen jedoch bisher weder tiber eine Methode zum Beweis der Zirkelfreiheit aller
Aussagen (von £) noch zum Beweis von deren erwéhnten eindeutigen Zerlegbarkeit [nach
der z.B. (AAB) und (AV B) auch nur die beiden unmittelbaren Vorgénger A und B haben].
Daher soll hier unter einer Aussage stets eine zirkelfreie Aussage verstanden werden, die
selbst und deren sémtliche Vorgénger eindeutig zerlegbar oder elementar sind. (Dies ist nur
fiir Aussagen ‘hoherer’ Komplexitédt problematisch.) - Die Resultate der folgenden Unter-
suchungen werden sich auch von der Objektsprache £ auf die als ‘Untersuchungssprache’
benutzte Metasprache tibertragen - und daraufhin in weiteren Untersuchungen anwenden
lassen. Denn dazu werden wir nur solche metasprachlichen Aussagen benétigen, die we-
gen ihrer geringen Komplexitit offensichtlich zirkelfrei und eindeutig zerlegbar sind. So
werden wir insbesondere Mittel (u.a. Induktionsprinzipien) erhalten, mit denen wir in §7
sogar die Zirkelfreiheit aller Aussagen einer wesentlich reichhaltigeren Sprache als £ be-
weisen konnen. (Auf den Beweis der eindeutigen Zerlegbarkeit dieser Aussagen werden wir
verzichten, da dieser dann nach bekanntem Vorbild oder routineméBig erfolgen kann.)

Nun betrachten wir folgende ‘Inversionsregeln’ (der Behauptungsregeln):

I(A) A B = ANB
I(Vv) A = AVB
B = AVB
I(3) Ar = dzx Az (fir Werte r von z).

Diese Regeln haben ersichtlich folgende Eigenschaft: Nach den Behauptungen
der Pramissen eines Einzelfalles einer Inversionsregel wiirde die Behauptung seiner
Konklusion die zugehorige Behauptungsregel nicht verletzen. Wie im Beispiel 1.3
diirfen wir dementsprechend ggf. mehrere Aussagen nacheinander behaupten.

Dies zeigt eine enge Verwandtschaft unserer Einfilhrung komplexer Aussagen mit der
in [6] angegebenen (vgl. insbesondere [6, §4, §7]), in der unter anderem Kalkiilregeln der
Formen I(A), I(V) und I(3) zugrundegelegt worden sind. Diese Regeln haben zwar den
Vorteil, dass zu ihrer Formulierung Worte wie “oder” und “es gibt ein” nicht benstigt
werden. Gebraucht wird jedoch die zusétzliche Vereinbarung, dass man eine Aussage A
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(die keine Elementaraussage und kein Negat ist) nur dann behaupten darf, wenn es eine
Herleitung von A aus zu Recht behaupteten Elementaraussagen oder Negaten nach den
zugrundegelegten Kalkiilregeln gibt.

Nehmen wir z.B. an, dass eine Erweiterung der Sprache £ eine Aussage Ay (wie z.B.
{z:2x ¢ x} € {x: 2z ¢ x}) enthilt, deren Behauptung durch folgende Regel eingeschrinkt
ist: § A9 = §—Ap. Dann kann man nicht sowohl diese Regel als auch P(—) umkehren.
Ap ist ein Vorgénger von sich selbst.

Eine entsprechende Behauptungsregel fiir generelle Aussagen wiirde lauten
nWVrAx = fir alle Werte r von z:fAr.

Damit wére jedoch ersichtlich nichts anzufangen, wenn z unendlich viele Werte hat.
Wir definieren statt dessen
VQ F = —El@ —F.

Ferner definieren wir eine ‘Subjunktion’ durch
F—-G &= —(FANG).

Eine dadurch definierte Aussage Va (Ax — Bz) kann jedoch i.Allg. nicht zur Mit-
teilung dafiir dienen, dass man fiir beliebige Werte r von x von Ar auf Br schlielen
darf (vgl. §0). Um dies dennoch zu erreichen, werden wir das primére Spiel in §3
liberalisieren.

Im priméren Spiel kann man Definitionen mit Hilfe folgender zuséatzlicher Behaup-
tungsregeln anwenden:

ﬂE(fl,,fn) = hE(T’l,...,Tn),

falls 71 = r1, ..., T = 7, Definitionen ‘neuer’ Konstanten 7q,...,7, sind und keine
anderen durch Definitionen eingefiihrten Konstanten in E(71,...,7,) vorkommen.
1A = 1A,

falls A = A eine Definition einer ‘neuen’ Aussage A ist. - Man sollte jedoch nur solche
Definitionen verwenden, fiir welche diese Regeln auch umkehrbar sind. - Zu iterierten
Definitionen gehorige Regeln konnen schrittweise angewandt werden.

§2. Zulassigkeit von Schlussregeln

Bei der Behandlung von Schlussregeln beschranken wir uns vorlaufig auf solche, deren
Konklusionen Negate sind; denn dies ist bequemer und wird fiir den ‘klassischen
Aussagengebrauch’ ausreichen. Wir betrachten hier also nur Schlussregeln der Form

R A A = -B
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(n > 0) mit Aussageschemata A; und B, in denen Metavariable (fiir Aussagen,
Formeln, Variable, Konstante oder andere Terme) vorkommen diirfen - und die
nach Ersetzung dieser Metavariablen durch beliebige Werte derselben in Aussagen
iibergehen. Bei einer solchen Ersetzung moge aus R ein ‘Einzelfall’ dieser Regel
entstehen.

Dass man eine Regel R anwenden darf, heifit, dass man fiir jeden Einzelfall
R: Al,...,An = -B

von R, dessen Pramissen Aq,..., A, behauptet werden diirfen, auch =B behaupten
darf, d.h. B nach den internen Regeln nicht behaupten darf. (P(—) darf auch
umkehrt werden.) Die folgende Zuléssigkeit ist jedoch eine etwas stirkere Bedingung:

Definition: R heifit zulassig, wenn es nach den internen Regeln fiir jeden
Einzelfall R von R verboten ist, sowohl A, ..., A, als auch B zu behaupten. Diese
Bedingung gehort einer Metasprache an und lasst sich formalisieren durch

3 (AL A A AL AB),

wobel “:” fiir eine Liste aller dahinter vorkommenden Metavariablen stehe. Die For-
malisierung der Zuléassigkeit des Einzelfalles R lautet dementsprechend einfach

(AN ...NA, A B).

(Die soeben erwiahnte Metasprache ist also eine Erweiterung der Objektsprache L.)

Definition: Fiir Formeln F', in denen die verschiedenen Variablen x4, ..., z, und
nur diese Variablen frei vorkommen, definieren wir

A.F
insbesondere 3.4

Jxy,...,x, F,
A fiir Aussagen A (d.h. n =0).

—\
S
-\
S

Satz: Folgende Schlussregeln sind zuléssig:

RO1 A, -(AANB) = -B

B, - (AANB) = -4
R02 -(AvB) = -A

= (A V B) = =B

R03 —Jdz Az = -—Ar (fir Werte r von z)
R1 = -3 (FA-F)
R2 = —A[(FAG)AN-(GAF)]
R3a = —J{{(FAG)NH|N-[FAN(GANH)]}
R3b = —J{[FAGANH)]|AN-[(FANG)NH]}
R4 -1.G = -3(FAG)
R5 -3 (FAG), (FA-G) = -—-3F
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Diese Regeln haben die oben angefiihrte Form Ay, ..., A, = —B. Um zu zeigen,
dass eine derartige Regel zuléssig ist, gehen wir von der Annahme aus, dass Aussagen
der Formen

B A, ..., A,

behauptet worden sind. Um dies anzudeuten, notieren wir diese Aussageschemata
und dahinter “Ann.” (fiir “Annahmen”). Anschliessend notieren wir Schemata fiir
Aussagen, die nach den internen Regeln vorher behauptet worden sein sollten oder
deren Behauptungen dann nach den Inversionsregeln die zugehorigen Behauptungsregeln
nicht verletzen wiirden. Ferner notieren wir notigenfalls Schemata fiir Negate von
Aussagen, die widerlegt sein sollten, und zwar nach bereits als zuléssig nachgewiese-
nen Regeln. Auf diese Weise fahren wir fort, bis wir einen ‘Widerspruch’ C, —=C er-
halten. - Substitutionen der in den betrachteten Formeln von £ frei vorkommenden
Variablen durch Werte derselben teilen wir durch * mit.

Ad RO1:
A, B, -(AANB) Ann.
ANB I(A).
Ad RO3:
Ar, -dzAx Ann.
JxAzx 1(3).
Ad R02: Analog. - Ad R1: Vgl. Beispiel 1.4.
Ad R2:

A(FANG)AN-(GAF)  Ann.
Fiirein *: (F*AG*)A=(G*ANF*)  P(3)
F*ANG*, —(G*NF¥) P(A)
F*, G* P(A)
G* N\ F* I(A).

Ad R3: Analog mit Hilfe des Teilschemas:

(F*NG*) N H*
F*NG*, H*
F*, G* H*
F* G*AH*
F* N (G* N H*).

Ad R4:
A(FAG), -3.G Ann.

Fir ein *: F*ANG*, G*, 3.G.
Ad R5:
4.F, —E|.(F A G), —\3.(F A —\G) Ann.
Fiirein *: F* =(F*AG*), —(F*A-G*) P(3),R03
-G* ——G* RO1.
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Unter einem Term verstehen wir eine Schreibfigur ¢, in der Variable vorkommen
diirfen, und die bei jeder Substitution aller frei vorkommenden Variablen durch Werte
derselben in eine Konstante iibergeht. Man nennt diese Konstante eine Belegung
von t. - Zur Mitteilung dafiir, dass zwei Schreibfiguren o und o gestaltlich gleich
sind, schreiben wir kurz: o = o.

Definition: Fiir Listen x = x1,...,x, (n > 0) verschiedener Variablen und
Listen t = 1, ..., t, geeigneter Terme entstehe F;~ aus F' bei der simultanen Substi-
tution aller freien Vorkommnisse von x; durch ¢; (i =1,...,n). - Ferner verwenden

wir folgende metasprachlichen Aussagen:

N(z,F) = « kommt in F nicht frei vor.
Fr(t,z, F) = t ist frei fir z in F, d.h.

1) jede Belegung von ¢ ist ein Wert von x,

2) FY ist eine Formel von L, und

3) jedes freie Vorkommnis einer Variablen in ¢ ist auch in F}* {iberall dort, wo ¢ fiir
x in F' eingesetzt worden ist, frei.

Beispiel: y ist nicht frei fiir x in Jy (x < y), weil y in y frei vorkommt, aber das
fiir z eingesetzte y in Jy (y < y) gebunden ist.

Fr(t,z, F') ist eine Abkiirzung fiir eine komplexe metasprachliche Formel. Man
kann sie so verstehen wie eine entsprechend aufgebaute objektsprachliche Formel im
priméren Spiel. [Satz 3.4 (s.u.) lisst sich auch in die Metasprache {ibertragen.|

Lemma: Gilt Fr(¢,z, F), ist x,y eine Liste der verschiedenen Variablen, die in
F oder t frei vorkommen, und ist r, s ein Wert von x,y, dann gilt

(%) (Ff)es = (FOE fie ¢ =t

Beweis: Man betrachte folgendes Diagramm der teils simultanen, teils sukzes-
siven Substitutionen der freien Vorkommnisse der Variablen: z,y:

r,y r,y
Ly z,s
s ", s.
Satz: Folgende Regeln sind zulassig:
R6 Fr(t,z, F) = —3.(FFA-JzF).
R7 N(z,F), ~3.(FANG) = —-3.(FAJxG).

Beweise: Ad R6: Sei Fr(t,z, F'). Mit den Bezeichnungen aus obigem Lemma
diirfen wir wie folgt argumentieren:

A(FFAN—-3zF)  Ann.

Fiirein r,5: (FFA-3zF).y P(3)
(Fg)f*’ —Jx Fég P(A), (%)
3z FY 1(3).
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Ad RT: Sei N(z, F). y sei eine Liste der verschiedenen in F' A 3z G frei vorkom-
menden Variablen. Dann diirfen wir wie folgt argumentieren:

Jy (FA3zG), —Fz,y(FAG) A
Fir ein s,7: ;Eg, Grs .
(FAG) 2
dz,y (FAG).

Zur tbersichtlichen Darstellung weiterer Schlussregeln schreiben wir “<”, um je
zwei Schlussregeln zusammenzufassen. Ferner verwenden wir die Definition

V.F = —d-F, speziel VA &= ——A.

Satz: Zulassig sind:

R8a -3.G, 3. (F A-G) = —-3F

R8b -3-G, ~3.(FAG) = —-3F

R9 -3 (GAF) = -3(FANG)

R10 —lﬂ.[F/\(G/\H)] < -3[(FAG)ANH]|
Rlla VoF & —-3F

R11b -—A & -A

Rllc V(F—-G) & —-3.(FAN-G)
R11d V(F —-G) & —-3(FANG)

Zum Nachweis dafiir, dass eine Regel Ay, ..., A, = —B zulissig ist, genligt es
auch, =B aus Ay, ..., A, durch Anwendungen zuldssiger Regeln herzuleiten (denn
damit erhélt man - wie bisher - einen Widerspruch aus den Annahmen A, ..., A,, B).
Wir werden im Folgenden so verfahren.

Ad R8a:
-3.G, -3.(F A =G) Préamissen
-3.(F ANG) nach R4
-3.F nach R5
Ad R9:
-3.(GAF) Pram.
—-A[(FAG)AN-(GAF) R2
—-3.(F AG) R8a.
Ad Rlla(=):
-3 F Pram.
—3.(F N—F) R1
-3.F R8b.

R11b und Rllc sind Sonderfalle von R11a.
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Ad R11d(=):

V.(F — —G) Pram.
—-3.(F A —-G) Rllc
—-3.(=—G A F) R9
-3 (GA-—-GANF) R4,10
—-3.(F NG A —G) R9, 10
-3.(FANGA-G) R1, 4, 10
-3.(F AG) R5.
Die Zulassigkeit der restlichen Regeln erhdlt man analog. - Auch fiir die in §3

angegebenen Regeln kann die Zuldssigkeit auf diese Weise ‘deduktiv’ bewiesen wer-
den. Die Frage nach der Reichweite dieser allgemeinen deduktiven Methode wird erst
in §4 bei der Behandlung der arithmetischen Induktion aktuell.

§3. Ein Zugang zur klassischen Logik

Ungeloste Probleme wie die GOLDBACHsche Vermutung (der Arithmetik) geben uns
Beispiele fiir Aussagen A, fiir die man bisher weder A noch —A behaupten darf und
daher im priméren Spiel auch noch nicht AV —=A (‘Tertium-non-datur’) behaupten
darf. Dementsprechend hat L.E.J. BROUWER (1908) das Tertium-non-datur “on-
betrouwbaar” genannt. Dennoch darf —(A V —A) fiir keine Aussage A behauptet
werden. Dies ergibt sich aus der Zulassigkeit der beiden Regeln

—|(A\/—\A) = —A
—|(A\/—\A) = ——A

(vgl. R0O2). Fiir beliebige Aussagen A (von L) gilt also
= (AV -A).

Somit gibt es Aussagen B, fiir die man im priméren Spiel zwar bereits == B be-
haupten darf, aber B selbst noch nicht behaupten darf. Daher sollte man die Regel

-—B = B
nicht einfach gedankenlos oder schematisch anwenden. Die umgekehrte Regel
B = —-—-B

ist jedoch nach R1 und RO1 zuléssig. - Wir konnen aber auch die vorher angefiihrte
Regel zulassig ‘machen’ und damit das Tertium-non-datur erhalten, indem wir das
primére Spiel dadurch liberalisieren, dass wir behauptete Gesamtaussagen als Abkiir-
zungen fiir ihre doppelten Negate verwenden.
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Zur Rechtfertigung dieses ‘klassischen Aussagengebrauchs’ in §6 werden wir
w.a. zeigen, dass fiir ihn das schon im Uberblick (Absatz 2) Gesagte gilt, er also
den in §0 unter “Schlussregeln und Mittel zu ihrer Formulierung” erlduterten Zweck
erfiillt. Der klassische Aussagengebrauch macht ferner den Kalkiil der klassischen
Logik verfiigbar, der wegen seiner Symmetrie (im Vergleich mit anderen bekannten
Logikkalkiilen) die Ubersicht erleichtert und besonders leicht handhabbar ist.

Definition: Eine Schlussregel A4, ..., A, = B heifle klassisch zuléssig, wenn

-—A,...,A, = B
zulassig ist.

3.1. Satz: Falls eine Schlussregel der Form A,,..., A, = —B (n > 0) zuldssig
ist, dann ist sie auch klassisch zulassig.

Beweis fiir n = 2: Ay, Ay = —B sei zulassig, d.h. es gelte
-3: (A AN A A B).
Zulassig sind dann auch
Ay, B = A = A
und daher ebenso

_‘_‘Al,AQ = -8
—|—|A1’—|—|A2 = —|B = —\—|—|B

Nach unserer Definition Vz F' = —Jx —F, R11b und R03 ist nun auch
Ve Az = Ar (fiir Werte r von z)

klassisch zulassig. Daher konnen wir V.F' etwa als “F ist allgemeingiiltig” lesen.
Dementsprechend schreiben wir Regeln der Form

VF,...,VF, = Vg

auch abgekiirzt so:
fl,...,fn = g

Ferner ziehen wir in den folgenden Regeln R22 - R25 die ‘syntaktischen” Pramissen
Fr(t,z, F') und N(z, F') (wie iiblich) nach hinten heraus.

3.2 Satz: Zulassig sind:

R12 = F—-F
R13 F,F—-G = G (Modus ponens)
R14 F—-G G—-H = F—H
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R15a = FANG—F

R15b = FANG—-G

R16 H-F H—G = H—FAG

R17 FANG—H & F— (G— H)

R18 F = H—-F

R19 F,G & FAG (drei Regeln)
Definition: F < G = (F—-G)N(G— F).

R20 = F < F

R21 F—-G & -G—-F

R22 = FF > F falls Fi(t,, F)

R23 F—H = 3zF— H, fals N(z,H)
R24 = Vo F — FF, falls Fr(t,z, F)

R25 H—F = H-—VzF, falls N(z, H).

Hierzu zeigen wir nur die Zulassigkeit von R16 und geben zu diesem Zweck
zunéchst eine Herleitung zu folgender Regel an:

R16* H—F = H—HAF
V.(H— F) Préamisse
-3.(HA-F) Rllc
-3 (=(HAF)NHAN-F) R4,10
-3 (-(HAF)NHAF) R1, 9, 10
-3 (=(HANF)ANH) R5
V.(H—>HAF) R9, 1lc.

Herleitungsskizze zu R16:

H—-F H-(G Pramissen
HANF — G R15, 14
H—-HANF—-HANFANG—FANG R16% etc.

3.3 Satz: Zulissig sind folgende Regeln zur Adjunktion (V):

R26a = —3[FA=(FVG)
R26b = —3[GA-(FVG)
R27 = —\3.[—\F/\—\G/\(F\/G)].
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R28a = F—->FVG
R28b = G- FVG
R29 F—H G—-H = FVG— H.

Fiir R26 - R27 ist die Zulassigkeit leicht einzusehen. Fir R28 - R29 lasst sie sich
mit Hilfe der vorangehenden Regeln deduktiv beweisen.

Bekanntlich kann man weitere Regeln und andere Methoden des klassischen Ar-
gumentierens aus R1 - R29 und —-—A = A gewinnen. Wir werden davon im Rahmen
der Sprache L, aber auch anderer Sprachen, Gebrauch machen.

Zum klassischen Gebrauch von Elementaraussagen

Zu dessen Rechtfertigung bendtigen wir:

3.4. Satz: Folgende Regel darf fiir Elementaraussagen E im priméaren Spiel nicht
verletzt werden:
1——FE =— Beg.kFE.

Um diesen Satz zu erhalten, ordnen wir jeder Elementaraussage E eine neue
‘Hilfsaussage’” —F zu. Diese gelte genau dann als begrindet, wenn E widerlegt worden
ist, und zwar nach den Elementarregeln mit Ausnahme der zweiten der folgenden
beiden Regeln, die wir in das primare Spiel aufnehmen:

h —F — Beg.— F
als externe Regel (vgl. Payt), und
E—-FE = 1

als Elementarregel. Man beachte, dass £/ nur dann nach der letzten Regel widerlegt
(d.h. —FE behauptet) werden darf, wenn E ohne Bezug auf diese Regel widerlegt
worden ist. (Die Hilfsaussagen —F werden wir nach dem folgenden Beweis nicht
weiter in Betracht ziehen.)

Beweis von 3.4: Falls —F und —FE nacheinander behauptet werden, dann wird
dadurch (nach der Regel F,—F = 1) E widerlegt, sodass fj 7F keine interne Regel
verletzt. - Nun sollte =—F erst dann behauptet werden, wenn die Behauptung § —F
(auch dann, wenn sie im Anschluss an fj — E erfolgt) mit der Verletzung einer internen
Regel verbunden ware. Nach dem vorherigen Argument ist dazu eine Widerlegung
von —F erforderlich. Da aber —FE nur nach der Regel F,—FE = 1 widerlegt
werden kann, muss dazu E behauptet worden sein oder nach den Elementarregeln aus
anderen behaupteten Elementaraussagen herleitbar sein. Diese Elementaraussagen
sollten aber begriindet sein, sodass auch E als begriindet gilt.
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§4. Ein Zugang zur Arithmetik

Das Folgende entspricht dem Vorgehen in [6, §13] und [8, II.1]. Als Darstellungen
natiirlicher Zahlen wahlen wir einfach die Schreibfiguren 0, OI, OIL, OIIL, ..., die
an primitive Zahlzeichen erinnern und im Kalkiil K(IN) mit den folgenden Regeln
konstruierbar sind:

= 0 (Beginn mit 0)
k = kI (Ubergang von k zu kI).

Hierbei darf k jederzeit als Variable fiir die bereits in K(IN) konstruierten Figuren
verwendet werden. Fir Konstante r sei » € IN zu lesen als “r ist konstruierbar
in K(IN)”. Eine Begriindung dieser Aussage erfolge durch Konstruktion von r in
K(IN) oder einfach durch Nachschauen, dass r mit 0 beginnt und alle folgenden
‘Buchstaben’ von r gleich I sind. Wir lassen jedoch auch bestimmte andere ‘neue’
Zeichen als Abkiirzungen oder Kennzeichnungen fiir Elemente von IN zu (z.B. 3 fiir
OITL, und 357 = 3 -10% + 5 - 10 + 7 nach Einfiihrung der Addition usw.). - In §4
schreiben wir k, m,n, kg, mg, x,y fiir beliebige Elemente von IN oder fiir Variable fiir
Elemente von IN.

Die Gleichheit in IN sei die gestaltliche Gleichheit. Dementsprechend bedeute
ko = my, dass diese Gleichung herleitbar ist im Kalkiil K(=) mit den beiden Regeln

=0=0;, k=m = kI=ml

Zur Begriindung von kg = mg gentige aber auch ein entsprechender Vergleich von kg
und my mit positivem Resultat.

Zur Einfithrung von Aussagen der Formen r € IN und » = s im Rahmen einer
umfangreicheren Sprache L, in der aufler den natiirlichen Zahlen auch andere Kon-
stante vorkommen diirfen, verwenden wir als Metavariable: « fiir die (endlich vielen)
‘Buchstaben’ oder ‘atomaren Zeichen’ (wie z.B. 0 und I), die in Konstanten von £
vorkommen, p fiir beliebige ‘Worte” aus diesen Buchstaben (Reihen aus diesen Ze-
ichen), und (wie bisher) r und s fiir Konstante von L. In das primére Spiel nehmen
wir nun folgende Elementarregeln auf:

= 0€IN aelN = L (fiir o #0)
peN = plelN ple N = peNN
pa €N = L (fir o £ 1)
r=s = re&lIN und s€IN
= 0=0 kI=0 = L
O=ml = L
k=m = kl=ml kl=ml = k=m.

Hierbei bedeute “=", dass wir die Pramisse erst nach der Konklusion behaupten
diirfen. Somit darf nach den Regeln der rechten Spalte (in denen “=" auch durch
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“=" ersetzt werden konnte) eine Aussage der Form p € IN oder r = s erst dann
behauptet werden, wenn sie nach den links aufgelisteten Regeln hergeleitet - und
damit begriindet worden ist. (Daher ist die externe Regel Poyt hier entbehrlich.
Andererseits kann auch umgekehrt eine Begriindung von p € IN oder r = s als eine
abgekiirzte Herleitung dieser Aussage nach den links aufgelisteten Regeln aufgefasst
werden. )

Die ‘deontische Unendlichkeit’ von IN: Wegen Mangels an Zeit und Material
kann man nur endlich viele Figuren im Kalkiil K(IN) ‘wirklich’ konstruieren. Im
Kontext von K(IN) werden wir jedoch niemals verpflichtet sein, die Konstruktion
natiirlicher Zahlen endgiiltig abzubrechen. Dementsprechend gilt

(*) 0EINAVz(z€IN—zI€N).

Beweis: Wir diirfen 3z (2 € INA= (2] € IN)) erst dann behaupten, nachdem wir
eine Aussage der Form p € IN behauptet und pl € IN widerlegt haben. Dies ist jedoch
nach der Regel p € IN = pl € IN verboten. Somit gilt —3z (z eINA-(Z] € IN)) ,
also nach Rllc auch Vz (z € IN — zI € IN).

Ferner liefert der Konstruktionsprozess in K(IN) nacheinander lauter verschiedene
Figuren 0, OI, OIT ... . Diese Tatsachen veranlassen uns zu sagen, IN sei unendlich.
(Auf damit verbundene Probleme werden wir noch einmal zuriickkommen.)

Prinzip der arithmetischen Induktion: Zulassig ist die Regel

A(0), Vz [A(x) — A(z])] = Va A(z).

Demonstration: Sei
B(k) = A(0) AVz [A(z) — A(z])] — A(k).

Es geniigt zu zeigen, dass B(n) fiir beliebige n gilt: Die Regel B(k) = B(kl) ist
zuldssig (nach R14, R15, R16*, R17 und R24). Gegeben sei nun irgendeine Kon-
struktion 0,0 OIL, ..., n nach den Regeln = 0 und k = kI von K(IN). Jeder
Konstruktionsschritt nach diesen Regeln darf ersetzt werden durch den entsprechen-
den Behauptungsschritt = §B(0) bzw. §B(k) = fB(kl). Somit darf man
nacheinander B(0), B(0I),..., B(n) behaupten. Da B(n) aber definitionsgeméf ein
Negat ist, darf B(n) auch allein behauptet werden.

Hiermit sollte gezeigt werden, dass B(n) fiir beliebige n (sogar deduktiv) beweisbar
ist. Dieser generelle Sachverhalt ist jedoch nicht deduktiv bewiesen worden. Somit liegt
der Einwand nahe, dass unsere Demonstration eine Anwendung eines entsprechenden met-
alogischen Induktionsprinzip enthélt, die durch den gegebenen Hinweis auf K(IN) nur un-
vollstandig gerechtfertigt ist. Daher kénnte man zweifeln, ob unsere Demonstration auch
flir uniiberschaubar grofie Zahlen n, die noch nicht konstruiert worden sind, ausreicht. Im
Folgenden setzen wir uns jedoch iiber diesen Zweifel hinweg. Ferner werden wir weitere
entsprechende Induktionsprinzipien anwenden.
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In gleicher Weise, aber unter Bezugnahme auf den Kalkiil K(=) erhélt man das In-
duktionsprinzip fur die Gleichheit in IN, welches besagt, dass folgende Regel zuléssig
ist:

A(0,0), Yo,y [A(z,y) — A(zLyl)] = Vr,ylz =y — Az,y)].

Entsprechend zu (*) erhalten wir 0 = 0 AVz (z = x — 2l = zl) und folglich n = n
durch arithmetische Induktion. - Ferner gilt

(2) - (k= 0)
(b) El=ml— k=m
(c) k=m AN F(k) — F(m).

Aus (c) folgt die Komparativitit k = m A k = n — m = n, und daher auch die
Symmetrie und die Transitivitat der Gleichheit in IN. Diese ist also eine Aquivalenz-
relation, in Bezug auf die alle Formeln von £ invariant sind.

Die Beweise fiir (a) und (b) ergeben sich unmittelbar aus den angefiihrten Ele-
mentarregeln. - Zu (c): Sei e eine Variable fiir die ‘leere Figur’ sowie fiir alle Figuren,
die aus ihr durch Anwendung der Kalkiilregel ¢ = Ig konstruierbar sind. Dann gilt
Ve [A(Oe) — A(0Oe)] und

Vo, y{Ve [A(ze) — A(ye)] — Ve [A(zle) — A(yle)]}.

Damit erhalten wir (c¢) nach dem Induktionsprinzip fir die Gleichheit in IN, und
zwar zundchst fiir Formeln F(z), in denen aufler x keine weiteren Variablen frei
vorkommen.

Die Addition in IN kann eingefiithrt werden durch Aufstellung folgender Behaup-
tungsregeln fiir neue Aussagen:

gAdd(k,0,n) = hgn==k
pAdd(k,ml,n) = b3z [Add(k,m,x) An = z]].

Diese Regeln konnen aufgefasst werden als Sonderfélle von

So = §A()
[ = 0B(r,m,S,).

Dabei sei S = |zyZ(A(z), B(z,y, Z)) mit einer Variablen Z fiir geeignete Mengen
oder Relationen. A(...) und B(...) seien Formeln einer erweiterten Objektsprache
L'; diese sei die kleinste Sprache, der bestimmte Elementarformeln angehoren und die
abgeschlossen ist gegen Verkniipfungen mit A, V,—, 3, und € | (mit dem ‘Induktion-
soperator’ |). Variable fiir Mengen oder Relationen diirfen jedoch in den Formeln
von L’ nicht durch 3 gebunden werden. - Die zuletzt angefithrten Regeln kénnen
auch umgekehrt werden, da die Behauptungen ihrer Pramissen keinen weiteren Ein-
schrinkungen zu unterwerfen sind und die Sprache L’ ebenfalls zirkelfrei ist. Dies
kann durch Indukion iiber die skizzierte Konstruktion der Formeln von £’ bewiesen
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werden (vgl. [16, pp. 426 ff., 452] oder §7). Der Prédikator “Add” stellt eine Funk-
tion “+” dar. (Eine Einfithrung von Kennzeichnungstermen wie z.B. s + ¢ werden
wir erst am Ende von §7 skizzieren.) - Es ist leicht einzusechen, dass alle rekursiven
Funktionen in £’ definierbar sind.

Nach dem Vorbild von [7] kann man konstruktive Analysis mit reellen Zahlen treiben,
die durch in £’ definierbare Cauchyfolgen darstellbar sind. (Wir kommen am Anfang von
§7 kurz darauf zuriick.)

Obwohl sich die obige Unendlichkeitsaussage (*) auf recht harmlose Weise ergeben
hat, sind mit der Unendlichkeit von IN Probleme verbunden. Hierzu betrachten wir
z.B. die Potenzfunktion (Pot) natiirlicher Zahlen. Die Aussage

9% ¢ IN

(in der eine iterierte Kennzeichnung vorkommt) kann als Abkiirzung folgender Aus-
sage betrachtet werden:

Jz,y [Pot(9,9,2) A Pot(9,z,y) A y € IN].

Eine Verallgemeinerung hiervon kann auf bekannte Weise durch Induktion bewiesen
werden. Wir sind jedoch nicht tatsachlich in der Lage, eine natiirliche Zahl n zu
konstruieren, fiir die 9% = n gilt. Die Existenzaussage 9% € IN wird daher im
priméren Spiel wahrend der gesamten Menschheitgeschichte nicht behauptet werden
diirfen. Es wiirde jedoch keine Behauptungsregel verletzen, nacheinander geeignete
Behauptungen und schliellich die von 9%” € IN aufzustellen. Dementsprechend darf
im priméaren Spiel die doppelte Negation dieser Aussage behauptet werden, die man
daher klassisch interpretieren kann.

Ein allgemeineres Problem ist mit Aussagen der Form Vo € K. 3y A(x, y) verbun-
den. Ginstigenfalls kann man eine derartige Aussage direkt beweisen, indem man
ein ‘effektives Verfahren’ V' angibt und Folgendes zeigt:

(**) Vee K.Iy(Vie—y) AN Ve e K.Vy[(V:z—y) — Az, y)].

Dabei bedeute V:z — y, dass V vorschreibt, nach der Eingabe von z schliellich das
Ergebnis y zu liefern.

(**) zeigt, wie man ‘im Prinzip’ zu jedem k € K ein m, fiir das A(k, m) klassisch
gilt, finden kann. Fir ‘sehr grofie’ k wiirde V' jedoch i.Allg. nicht tatsdchlich ein
Ergebnis m liefern, da uns fiir Anwendungen von V nur eine beschrankte Zeit zur
Verfiigung steht. Wie ist dann aber die Existenz eines solchen Ergebnisses verstehen?
Zur Beantwortung dieser Frage betrachten wir V' als ein System von Regeln, nach
denen bestimmte Abfolgen von Handlungsschritten erlaubt (oder sogar geboten) und
alle weiteren Schritte verboten sind. Jeder erlaubte Schritt von V' sei durch die
Eingabe und die vorhergehenden Schritte eindeutig bestimmt. Wir zédhlen die Regeln
von V zu den internen Regeln des primaren Spiels.
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Nun bedeutet die klassische Existenz eines zu einer Eingabe k in V' gehorigen
Ergebnisses, dass es nach den Regeln von V' nach Eingabe von k erlaubt (d.h. nicht
verboten) ist, Schritte zu tun, die schlielich ein Ergebnis liefern.

Da bei jeder Anwendung von V' hochstens eine beschrankte Anzahl T von Schrit-
ten tatsachlich ausgefiithrt werden kann, geniigt es zur Untersuchung der Erfolgsaus-
sichten unserer Praxis, nur solche Verfahren zu betrachten, die zufolge eines ‘Stopp-
Befehls’ spatestens nach T' Schritten abbrechen.

Nach Eingabe eines Wertes k in ein solches Verfahren V' darf man spétestens nach
T Schritten von V' im primaren Spiel behaupten:

Jy(Vik—y)V-Ty(V:k—y).

Im Falle =—3y (V : k — y) darf man also danach sogar Jy (V : k +— y) behaupten.
Somit kann durch (**) mitgeteilt werden, wie man fiir beliebige k € K ein m, fiir das
A(k,m) klassisch gilt, innerhalb der Zeit T" finden kann. (Wegen der Beschrankung
der Rechenzeit von V' erhdlt man (**) allerdings i.Allg. nur fiir ‘kleinere’ Mengen K
als ohne diese Beschriankung.)

85. Quantifikation uber Gegenstande

Aussagen wie “Alle Ameisen sind sterblich” oder “Einige Apfel sind rot” haben die
Form “Alle P sind Q” bzw. “Einige P sind Q”, oder in ‘symbolischer’ Schreibweise
Vu (Pu — Qu) bzw. Ju (PuAQu). Der Gebrauch solcher Aussagen kann jedoch nicht
wie bisher rekonstruiert werden, da wir nicht geniigend Eigennamen fiir Ameisen oder
Apfel als Werte der Variablen u zur Verfiigung haben. Daher betrachten wir auch
Aussagen wie “Dies ist eine Ameise” oder “Diese Ameise hat nur fiinf Beine”, in
denen Indikatoren wie “dies” oder “diese Ameise” vorkommen. Derartige Indika-
toren werden nur voriibergehend wie Eigennamen fiir Gegensténde (z.B. Kérper oder
Ereignisse) verwendet.

Unter einer Denotation eines Indikators durch einen Gegenstand verstehen wir
eine Benennung (Bezeichnung) dieses Gegenstandes mit dem erwdhnten Indikator,
die jedoch nur in einer speziellen Situation (oder einem speziellen Kontext) gelten
soll. Eine solche Denotation kann z.B. durch Zeigen auf einen Gegenstand und gle-
ichzeitiges Aussprechen des Indikators erfolgen.

Manchmal kann ein Gegenstand keinem Horer gezeigt werden. Falls aber jemand fiir
sich selbst z.B. festgestellt hat: “Diese Ameise hat nur fiinf Beine”, dann darf er jedem
Horer sagen, dass es eine Ameise ¢ibt, die nur fiinf Beine hat. Dementsprechend ist es auch
fiir die folgenden Untersuchungen unerheblich, ob die Gegenstédnde, tiber die gesprochen
wird, ‘an sich existieren’ oder ob sie erst vom Sprecher oder Horer ‘erzeugt’ worden sind
(wie z.B. Sternbilder) oder in anderer Weise von ihnen ‘abhéngen’. - Die vorlaufig noch
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zu ‘anspruchsvolle’ Rede von Denotationen als Funktionen (Abbildungen) von Indiktator-
mengen in Gegenstandsmengen werden wir vermeiden.

Denotationen verschiedener Indikatoren treten ggf. durch Zeigehandlungen an ver-
schiedenen Orten oder zu verschiedenen Zeiten in Kraft und gelten dann nur in getren-
nten Situationen. Fir sprachliche Darstellungen verschiedener Denotationen lassen sich
jedoch sprachliche Kontexte (an Stelle von Situationen) herstellen, in denen sie gemein-
sam gelten. [Eine sprachliche Darstellung einer Denotation kann gegeben sein durch eine
Beschreibung oder Kennzeichnung (etwa mit Angaben des Akteurs und der Zeit) der einzel-
nen Zeigehandlung (oder einer anderen aufmerksamkeitszufithrenden Handlung), durch die
sie (die Denotation) in Kraft getreten ist, und durch Anfiihrung des zugehérigen Indika-
tors.] Mehrere sprachlich dargestellte Denotationen verschiedener Indikatoren kénnen also
prinzipiell jederzeit und tiberall gemeinsam wieder in Kraft treten. Fiir in der Erinnerung
‘aufbewahrte’ Denotationen gilt dies nur in ‘recht beschrianktem Umfang’. (In §8 werden
wir daher sprachlich dargestellte Denotationen betrachten.)

An Stelle von Indikatoren verwenden wir ‘Gegenstandsvariable’ (fiir gewisse
Sorten von Gegensténden). Diese Variablen sind zu unterscheiden von den bisher be-
trachteten ‘Einsetzungsvariablen’, deren freie Vorkommnisse durch Konstante (oder
insbesondere Eigennamen) ersetzbar sind (vgl. [9, §26]). Wir erweitern nun die
Sprache L derart, dass in ihren Formeln auch Gegenstandsvariable frei oder gebun-
den vorkommen diirfen. - Da Gegenstandsvariable voriibergehend wie Eigennamen
fiir Gegenstande verwendbar sein sollen, lassen wir zu, dass sie auch in Aussagen frei
vorkommen. Aussagen seien also Formeln, in denen hdchstens Gegenstandsvariable
(also keine Einsetzungsvariablen) frei vorkommen. In Konstanten (von £) mogen
jedoch (hier in §5) keine Gegenstandsvariablen vorkommen. (In §8 werden wir
diese Einschrankung sprengen.) - Als Metavariable verwenden wir: u, v fiir Gegen-
standsvariable, und w, v fiir Listen verschiedener Gegenstandsvariablen (ggf. auch
fiir die ‘leere Liste’).

Eine Denotation einer einzigen Gegenstandsvariablen heifle singuldr. Durch ver-
schiedene Vollziige von ‘Nennhandlungen’ erfolgte singuldre Denotationen seien zu
unterscheiden. Angenommen, wuq,...,u; seien verschiedene Gegenstandsvariable.
Da-fiir, dass ~; fiir jedes ¢ = 1, ..., k eine singuldre Denotation von u; ist, sagen wir
auch, (v1,...,7) sei eine Denotation von wuy, ..., uy - oder einer Permutation davon.
Alle im Folgenden betrachteten Denotationen seien auf diese Weise zusammengesetzt
aus endlich vielen singularen Denotationen verschiedener Gegenstandsvariablen.

Ist nun v eine Denotation von u = wuq,...,ux, und ist § = (d1,...,0,,) eine
weitere Denotation, dann entstehe v aus v durch Hinzufiigen derjenigen ¢;, die
keine Denotationen je eines Gliedes von u sind. (Kurz: vd stimme fiir die Variablen
u mit v und sonst mit § {iberein.)

In der Metasprache (Einfithrungs- bzw. Untersuchungssprache) verwenden wir
somit w.a. 7,72, --.,01,09,... als Gegenstandsvariable fiir singulare Denotationen
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- oder einzelne Vollziige derselben. (Damit iibertragen wir den bereits in der Um-
gangssprache erlernten ‘korrekten’ Gebrauch von Indikatoren auf die soeben angefiihrten
Gegenstandsvariablen.) - Ferner schreiben wir v, d fiir singulére oder zusammenge-
setzte Denotationen.

Kontexte von Behauptungen kénnen situativ (Situationen) oder sprachlich sein.
Sprachliche Kontexte werden wir jedoch erst in §8 genauer betrachten. - Das Kiirzel
“in 0” stehe fiir “in einem Kontext, in dem 4§ gilt (d.h. alle Glieder von ¢ gelten)”. -
“g A|0” stehe fiir “A in 6 behaupten”. Dabei sei § eine Denotation wenigstens aller
in A frei vorkommenden Gegenstandsvariablen. (Anderenfalls sei § A|d verboten.) -
“Beg.E|0” (“E ist in § begriindet”) sei entsprechend zu verstehen.

Nun dehnen wir das primére Spiel dadurch aus, dass wir dessen Regeln (s. §1)
auf derartige Behauptungen wie folgt tibertragen:

Poxt 1E|0 = Beg.E|d

P(A) 1(AANB)|0 = G A|d und § B|o

P(V) 1(AV B)|0 = G A|§ oder 1 B|§

P(3) 13z Az|6 = fiir einen Wert r von z :f Ar|d
P(3den) 1JuA|d = fiir eine Denotation v von u : f A|vd
P(—-) 1—Al0 = A ist in ¢ widerlegt.

(Auch das Wort “widerlegt” sei wie bisher zu verstehen.) - Das primére Spiel moge
auBerdem bestimmte Elementarregeln fiir Behauptungen der Form f E'|6 enthalten;
es enthalte jedoch keine weiteren Regeln fiir komplexe Aussagen. Daher diirfen die
angefithrten Behauptungsregeln fiir komplexe Aussagen umgekehrt werden.

P(3den) dient zur Einfiihrung einer Art von ‘Gegenstands-Quantifikation’ (vgl.
9, §26]). Sie ist u.a. deshalb fiir die Praxis wichtig, weil es fiir eine Existenzaussage
Ju A, in der keine Gegenstandsvariablen mehr frei vorkommen, nicht vom Kontext
abhéangt, ob sie behauptet werden darf.

Hinweise wie “|§” auf Kontexte von Behauptungen werden wir gelegentlich fort-
lassen. Wenn wir auf diese Weise tiber verschiedene Behauptungen oder Widerlegun-
gen reden, setzen wir voraus, dass sie alle im selben Kontext erfolgen.

Zu R1 - R29 analoge Regeln sind auch fiir die Gegenstands-Quantifikation zulassig.
Als Beispiele angefiihrt seien folgende zu R6 und R7 analoge Regeln:

= -3 Ju,v(FA-FF);
3. Ju,v(FAG) = —-3.Ju(FAFG), falls N(v, F).

Dabei kann in jedem Einzelfall die Liste u,v auch durch eine Permutation dersel-
ben ersetzt werden. Da Konstante (d.h. Werte von Einsetzungsvariablen) auch
keine Gegenstandsvariablen enthalten sollen, darf man sogar aufeinanderfolgende
Einsquantoren, von denen einer eine Einsetzungsvariable und der andere eine Gegen-
standsvariable bindet, vertauschen.
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5.1. Satz: Fi(x),..., E,(z) und E(z) seien elementare Formeln, in denen hochs-
tens die Einsetzungsvariablen x und evtl. einige Gegenstandsvariable u vorkommen.
Ei(z),...,E,(z) = E(x) sei eine Elementarregel, nach der man fiir keinen Wert r
von z im selben Kontext sowohl die Aussagen Fi(r),..., E,(r) behaupten als auch
E(r) widerlegen darf. (Diese Regel kann auch mit Hilfe von Metavariablen an Stelle
von z formuliert werden.) Unter diesen Voraussetzungen gilt:

VaVu [Ei(z) A ... A Ey(z) — E(2)].

Der Beweis verlduft dhnlich wie der Beweis von (*) in §4 (zur deontischen Un-
endlichkeit von IN).

Eine Gleichung u = v zwischen Gegenstandsvariablen (oder Eigennamen) kann
zu der Mitteilung dienen, dass u und v im gegenwartigen Kontext denselben Gegen-
stand bezeichnen. (Um zu entscheiden, ob dies zutrifft, braucht man i.Allg. die prak-
tischen Fahigkeiten, Gegenstiande von ihrer Umgebung abzugrenzen, wiederzuerken-
nen und voneinander zu unterscheiden.) - Um zu erreichen, dass u = v A Fu — Ev
fiir Elementaraussagen Eu gilt, gentigt es,

u=v, Fu = FEv

als Elementarregel aufzustellen. Fu darf insbesondere eine Gleichung v = w sein.
Ferner gelte u = wu als begriindet. Das Gleichheitszeichen stellt dabei also eine
A quivalenzrelation dar. Dies mag als ideale Norm zum Identifizieren von Gegenstanden
dienen. - Durch Induktion iiber die Komplexitdt der Aussagen Au (von L) erhalten
wir sogar u=v A Au — Av.

Ist 0 eine singuldre Denotation von w, dann sei 6[u/v] die ‘Ankiindigung’, im
Kontext von § gelegentlich auch v fiir u zu sagen (oder zu schreiben). Wir zéhlen sie
zu den Denotationen. Deren Gebrauch sei festgelegt durch die Elementarregel:

= u = (6, 0[u/v]).

(‘Realistisch’ gesprochen soll also im Kontext von d[u/v] mit v derselbe Gegenstand
bezeichnet werden wie in § mit u.) - Als weitere Elementarregel verwenden wir:

1 Ely = 1Eld,

falls v und ¢ - fiir jede in F vorkommende Gegenstandsvariable - dieselbe singulare
Denotation enthalten.

5.2. Satz: u =wuy,...,uy und v = vy, ..., v seien disjunkte Listen verschiedener
Gegenstandsvariablen. Dann kann jede Denotation 6 von u auf die Glieder von
v fortgesetzt werden, und zwar derart, dass u; = v; fiir ¢« = 1,...,k bei der so

fortgesetzten Denotation behauptet werden darf. Fiir jede Aussage A, in der die
Glieder von v nicht vorkommen, gilt in jedem Kontext

JuA — HQA% und VuA < VQA%.
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Beweis: 0 hat die Form (d1,...,dx), wobei d; eine singuldre Denotation von u;
ist (i = 1,...,k). Ferner sei ¢’ = (01,...,0k, 01[ur/v1],...,0k[us/vg]). Dann gilt
u; = v; in ¢ und daher A < A% in jedem Kontext, in dem ¢’ fiir u, v giiltig ist. Nun
kann man R22 - R25 und R14 anwenden. [Denn im priméren Spiel ist es in keinem
Kontext verboten (gewesen), singuldre Komponenten von ¢’ zu vollziehen.|

Der folgende Satz 5.3 soll zur Rechtfertigung des klassischen Aussagengebrauchs
in §6 beitragen. Dazu bilden wir fiir jede der bisherigen Aussagen B die neuen
Aussagen +B und — + B, und stellen folgende Regeln auf:

P(+) h+B = B,
P(+,-) hn+B, 4 —+B = L

als interne Regeln, sowie
Poxt(—) 1 —+B = B ist widerlegt

als externe Regel. Deren rechte Seite ist damit aquivalent, dass +B widerlegt ist, und
zwar nach den internen Regeln mit Ausnahme von P(4, —). - Analog zum Beweis von
3.4 (mit +B statt E) ergibt sich nun, dass man im priméren Spiel =—+ B erst dann
behaupten darf, wenn B behauptet worden ist. Somit erhalten wir insbesondere:

5.3. Satz: Fi,..., E, seien Elementaraussagen mit n > 1. Dann sollte man im
priméren Spiel ~—+3Ju (E1A...AE,) in einem Kontext § nur dann behaupten, wenn
fiir eine Denotation v von u schon Ej, ..., E, in 70 begriindet gewesen sind.

Zwar darf man im priméren Spiel auch die Regel B = +B (die Umkehrung von P(+))
anwenden. Dies ist aber nur der externen Regel Poyt(—) zu verdankten. Dementsprechend
ist die Regel B = +B nicht klassisch zuléssig (wie das Beispiel B = A V = A zeigt), und
man darf B — +B i.allg. nicht behaupten.

Womit wir hatten beginnen miissen

Schon in §1 haben wir darauf hingewiesen, dass die Behauptungsregeln fiir kom-
plexe Aussagen nur insofern umkehrbar sind (vgl. Inversionsregeln), als diese Aus-
sagen eindeutig in ihre Komponenten (ggf. Teilaussagen) zerlegbar sind. Weitere
‘syntaktische’ Formeleigenschaften, die Substitutionen betreffen, haben wir in §2
stillschweigend benutzt, um z.B. in den Zuléssigkeitsbeweisen fiir die Regeln R1 -
R3 zu ‘Widerspriichen’ der Form F* —=F™* zu gelangen. Eine diese Eigenschaften
lautet: Fiir jede Substitution % von Einsetzungsvariablen durch Werte derselben gilt
im Falle ' = G auch F* = G*. Hierbei dienen die Buchstaben F,G als Gegen-
standsvariable fir Vorkommnisse von Formeln an beliebigen Stellen - auch aufler-
halb solcher ‘Gleichungen’. - Um derartige syntaktische Formeleigenschaften fiir alle
Formeln von £ beweisen zu kénnen, muss man vor allem die gestaltliche Gleich-
heit von (Schreib-)Figuren (‘Zeichenreihen’) untersuchen. Sie kann in gleicher Weise

29



eingefithrt werden wie die Gleichheit in IN (s. §4) oder nach dem Vorbild von [6,
§5, 89]. Dabei und in den anschlieBenden Untersuchungen hat man jedoch Gegen-
standsvariable fiir Vorkommnisse von Figuren zu verwenden. - Wir verzichten auf
den Nachweis der erwahnten Formeleigenschaften, skizzieren aber die Einfiithrung der
Figurengleichheit, die wir dazu in die Objektsprache verlagern (wobei wir dennoch
das Zeichen “=” beibehalten):

Unter einem ‘Buchstaben’ bzw. einem ‘Wort’ verstehen wir hier ein Vorkomm-
nis einer zusammenhangenden ‘atomaren’ Figur bzw. einer Reihe solcher atom-
aren Figuren, das an einer bestimmten Stelle aufgeschrieben ist. Buchstaben zahlen
wir zu den Worten. af, ..., aj seien Eigennamen verschiedener gegebener ‘Original-
buchstaben’. Kopien von Originalbuchstaben seien diejenigen Buchstaben, die je
einem Originalbuchstaben gestaltlich gleichen. Als Gegenstandsvariable verwenden
wir jetzt

a,b  fir Kopien von Originalbuchstaben
t,u,v,w  fir  Worte aus Kopien von Originalbuchstaben.
v =°a; heiBe: v ist gestaltlich gleich af (i=1,...,k)
v =ta heiBe: v besteht aus ¢t und a in dieser Reihenfolge.

Wir nehmen an, dass wir iiber Verfahren verfiigen, nach denen man fiir jede Aussage
der Form v =° a7 oder v = ta jeweils entscheiden kann, ob sie behauptet werden
darf.

Wie in §4 konnen wir eine Folge von Relationen (=,,) einfithren, indem wir fol-
gende Behauptungsregeln aufstellen:

v=ow = f(w=a ANw=al)V ...V W=a; AN w=°ay})
= w = gt a,ubv=ta N w=ub N t=,u N a=pb).

Diese Regeln sind umkehrbar, da keine weiteren Behauptungsregeln fiir Aussagen der
Form v =, w aufgestellt werden sollen. - Schliellich definieren wir

—\

v=w = KeENv=,w = Fr(keN A v=,w).

Die oben erwahnten syntaktischen Formeleigenschaften betreffen vor allem die
gestaltliche Gleichheit von Bestandteilen der Objektsprache. Zu deren Untersuchung
benotigt man nur endlich viele metasprachliche Aussagen, deren Langen und Kom-
plexitat somit insgesamt beschrankt sind. Daher eriibrigt sich eine vorherige allge-
meine Metametatheorie tiber die syntaktischen Eigenschaften der heranzuziehenden
Metasprache.

§6. Wozu konnen Behauptungen im klassischen
Spiel dienen?
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Das klassische Spiel sei das Behauptungsspiel, in dem eine Aussage A von £ genau
dann behauptet werden darf, wenn ——A im primaren Spiel behauptet werden darf.

Die Regeln R1 - R29 (s. §2 und §3) einschliefilich =—A = A und analoge Regeln
fiir Aussagen, in denen Gegenstandsvariable vorkommen, sind auch im klassischen
Spiel zulassig. Danach diirfen wir in diesem Spiel die klassische Logik anwenden.
- Wir stellen nun Zwecke zusammen, denen Behauptungen verschiedenartiger Aus-
sagen im klassischen Spiel dienen kénnen, und zeigen, dass beim Ubergang vom
priméren zum klassischen Spiel nur entbehrliche sprachliche Mittel fortfallen.

Nach dem Satz 3.4 (der auch fiir Elementaraussagen E mit Gegenstandsvariablen
gilt), darf die Regel
nE —> Beg.F

im klassischen Spiel nicht verletzt werden. Daher kann auch die ‘klassische’ Be-
hauptung von F dem Horer oder Leser als Ersatz fiir eine unmittelbare Kenntnis
einer Begriindung von E dienen, also etwa als Ersatz fiir eine Wahrnehmung oder
Beobachtung oder das Resultat einer Untersuchung von Gegenstanden.

Nach RO1 und R03 haben im klassischen Spiel die Regeln

AL A—-B = B
Ve Az = Ar (fiir Werte r von z)

die Eigenschaft, dass ihre Pramissen erst dann behauptet werden diirfen, wenn die
zugehorige Konklusion ebenfalls schon behauptet werden darf. Somit gilt fiir das
klassische Spiel:

1(A — B) kann dem Adressaten als die Empfehlung dienen, bei ‘Bedarf’ B dann zu
behaupten (evtl. nur sich selbst gegeniiber), wenn A behauptet werden darf.

1Vz Az kann fiir ‘beliebig viele’ Werte r von x als Ersatz fiir f Ar dienen.

Dementsprechend kann §Vu A|d als Ersatz fiir § A|yd dienen, und zwar fiir beliebige
Denotationen v von u.

Die Konjunktion ermoglicht iibersichtlichere Notationen, z.B. Ay A Ay A A3 — B fiir
A1 — [AQ — (Ag — B)]

Im priméren Spiel kann die Behauptung einer Adjunktion AV B durch die kiirzere
Behauptung f A oder § B ersetzt werden. Die Behauptung einer Einsaussage dx Az ist
in diesem Spiel ebenfalls entbehrlich, da sie durch die Behauptung von Ar - fiir einen
Wert r von z - ersetzt werden kann. Es schadet also nichts, dass Gesamtaussagen
dieser Formen beim Ubergang vom priméren zum klassischen Spiel als ihre doppelten
Negate zu interpretieren sind.

Das soeben fiir 3z Az Gesagte gilt jedoch nicht fiir Aussagen der Form Ju A
mit Gegenstandsvariablen u; denn Aussagen A, in denen Gegenstandsvariable (In-
dikatoren) frei vorkommen, diirfen i.Allg. nur in bestimmten Situationen behauptet
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werden. Viele empirisch erhaltene Daten konnen aber in ‘situationsunabhangigen’
Aussagen der Form Ju(Ey; A ... A E,) zusammengefasst werden. Daher haben
wir den Satz 5.3 angefithrt, nach dem wir auch der klassischen Behauptung von
+3u(Ey A ... A E,) entnehmen konnen, dass die Aussagen Ej, ..., E, fiir eine De-
notation von u begriindet gewesen sind. Dies zeigt, inwieweit der klassische Aus-
sagengebrauch ausreicht, um iiber empirische Daten zu berichten.

Von konstruktivistischer und intuitionistischer Seite werden z.B. fiir Aussagen der
Form Vz € K. 3y A(z,y) direkte Beweise verlangt, bei denen je ein ‘Losungsverfah-
ren’ V angegeben und gezeigt wird, dass man mittels V' zu jedem x € K ein y mit
A(z,y) finden ‘kann’. Am Ende von §4 haben wir gezeigt, dass dieses Beweis-Resultat
- fiir klassisch zu verstehende A(z,y) - ggf. in der Form (**) wiedergegeben werden
kann. (Zur Formulierung von (**) ist allerdings die vorher benutzte Sprache i.Allg.
durch die Aufnahme der Formel V' : x — y zu erweitern.) - Eine Verallgemeinerung
des zu diesem Thema Gesagten muss noch ausgearbeitet werden.

Der im klassischen Spiel verfiigbare Kalkiil der klassischen Logik ermoglicht es in
manchen Fallen, Argumentationen, insbesondere mathematische Beweise zu verein-
fachen. Dies sollte jedoch nicht tiberbewertet werden, da ein direkter Beweis fiir eine
Existenzaussage i.Allg. mehr ‘Informationen’ liefert als ein indirekter Beweis. An-
dererseits kann - wie gesagt - das Ergebnis eines direkten Beweises fiir die Praxis auch
mit klassischen Mitteln formuliert werden. - Fiir Zwecke, die hier nicht beriicksichtigt
worden sind, konnte allerdings ein starker eingeschrankter Gebrauch von Behauptun-
gen geeigneter als der klassische Gebrauch sein.

Behauptungen unter Hypothesen

In der Alltagssprache und in empirischen Wissenschaften argumentiert man notge-
drungen noch ‘liberaler’ als in unserem klassischen Spiel. Dabei verwendet man
allgemeine Hypothesen oder Vermutungen, die jedoch oft nicht einmal genannt wer-
den. Ist H die Gesamthypothese, d.h. die Konjunktion aller aktuellen Hypothesen,
so liegt es nahe,

(H) B als Abkiirzung fir H — B

zu verwenden. Zuldssige Schlussregeln bleiben dabei zuldssig; denn (wie leicht zu
zeigen ist) gilt Folgendes im klassischen Spiel:

Fiir jede zuléssige Schlussregel Ay,..., A, = B ist auch
H— A, ..., H— A, = H — B zulassig.

Hierbei stehen A;,..., A, und B fir Aussageschemata, in denen Metavariable fiir
Aussagen, Formeln, Konstante, Einsetzungsvariable, Gegenstandsvariable oder Terme
vorkommen diirfen. Das Abkiirzungsschema (H) wird jedoch ungeeignet, sobald H
widerlegt worden ist. Bei der Verwendung (wahrscheinlich) falscher Hypothesen (z.B.
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Vereinfachungen von Vermutungen) koénnte man, falls keine Missverstdndnisse zu
befiirchten sind, besser

B als Abktirzung fir H AT < B

benutzen. Diese Aussage bedeute, dass B nach den Schlussregeln der klassischen
Logik aus H und bestimmten ‘Tatsachen’ T' (d.h. bereits behaupteten Aussagen aus
einer bestimmten Klasse) herleitbar ist (vgl. z.B. [8, p. 111]).

Gelegentlich sind wir z.B. davon iiberzeugt, dass wir nach Ausfithrung einer bes-
timmten Handlung a und im Verlauf einer anschlieBenden Zeitspanne o einen bes-
timmten Zweck e; oder einen bestimmten anderen Zweck e; erreichen wirden. Wir
zeigen, dass es dann zu empfehlen ist, so zu handeln, als ob die entsprechende Hy-
pothese V7 (A7 — +(E7] V EI)) (mit 7 fiir Zeitpunkte) im klassischen Spiel be-
hauptet werden darf. In diesem Spiel gilt nach dieser Hypothese: Falls A77 be-
hauptet werden darf, dann darf +(E7 V E]) ebenfalls behauptet werden; dazu muss
aber (nach einem zu 5.3 analogen Satz) schon E] oder EI begriindet sein. (Diese
Begriindungen werden also nach der genannten Hypothese ‘vorweggenommen’, falls
A™77 schon frither als 7 behauptet wird.)

§7. Sprachen hoherer Stufen

Nun soll gezeigt werden, dass sich das primére und das klassische Spiel auch auf Aus-
sagen hoherer Stufen fortsetzen lassen, und dass man auch mit diesen Aussagen klas-
sisch argumentieren darf. Dazu konstruieren wir ein ‘Modell’ fiir eine Art verzweigter
Typentheorie (vgl. z.B. [6], [10], [12], [15]). Als Schichten- oder Stufenzahlen lassen
wir auch transfinite Ordnungszahlen zu.

Fiir die ‘konstruktive’ oder ‘prédikative Analysis’ nach dem Vorbild von [7] reichen
allerdings solche reelle Zahlen aus, die darstellbar sind durch rationale Cauchyfolgen 1.
Stufe. Im Bereich dieser reellen Zahlen konvergiert jede reelle Cauchyfolge, die darstellbar
ist durch eine entsprechende rationale Doppelfolge 1. Stufe. Dementsprechend kann man
‘konstruktive Analysis’ bereits in Sprachen niedriger Stufen treiben. (Dazu eigenen sich
solche Funktionen f: A — IR mit A C IR/, fiir die stets f o (ay, ... ,aj) eine reelle Folge der
erwdhnten Art ist, wenn o, ..., o  derartige Folgen mit (aq,...,a;): IN — A sind.)

Eingefiihrt seien schon gewisse Elementarformeln sowie Variable und Terme, die
in ihnen vorkommen. Damit seien auch folgende Figurenmengen eingefiihrt:
Vo = Menge aller Variablen 0. Stufe,
Tor = Menge aller ‘Originalterme’ (0. Stufe),
& = Menge aller Elementarformeln.
(“aller” heifle dabei “aller in Betracht zu ziehenden”.) Es gelte Vy C Zor. V, darf
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Variable verschiedener Sorten enthalten, und enthalte fiir jede dieser Sorten (abzé&hl-
bar-)unendlich viele Variable. (Zu “endlich/unendlich” s. z.B. [8, p.167f].) Kon-
stante (bzw. Aussagen) seien Terme (bzw. Formeln), in denen keine Variablen frei
vorkommen. Ferner sei
Co = Menge aller Konstanten 0. Stufe (C Zor).

Fiir w € V, sei C(w) C Cy die Menge aller Werte von w. Zwei Variable w,z € V),
seien genau dann von gleicher Sorte, wenn C(w) = C(x). - Alle bisher erwéhnten
und 3 als metasprachliche Partikeln. An Stelle von A schreiben wir gelegentlich das
Komma.

Fiir die Metasprache setzen wir damit auch gewisse mengensprachliche Partikeln als
bekannt voraus. Die in den folgenden Untersuchungen tatséchlich benutzten einzelnen
metasprachlichen Aussagen sind jedoch nur von sehr geringer Komplexitét, sodass sie mit
keinen Problemen (z.B. dem der Zirkelfreiheit) verbunden sind, die wir fiir die aufzubauende
Objektsprache erst 16sen wollen.

® sei jetzt ein beliebiges Element von Zor U £. Wir definieren:

Vo(®) = Menge aller in @ (frei) vorkommenden Variablen.
x € So(P) = x ist eine Substitution der Variablen w aus Vy(®) durch
Werte w* derselben - also mit Yw € Vy(®). w* € C(w).
T(w) = {reTor:¥V*xeSy(r).reClw)} fir wel.

Also ist 7 (w) N Cy = C(w) fiir w € V.

(€, <) sei eine schon eingefiihrte geordnete Menge, welche IN in der iiblichen Rei-
henfolge als Anfangsstiick enthélt und (wenigstens die im Folgenden durchgefiihrten)
Anwendungen der (ggf. transfiniten) Induktion gestattet. Die Elemente von € nen-
nen wir Ordnungszahlen. (2 enthalte mit jedem Element k den Nachfolger kI (wir
schreiben auch k + 1). Fiir je zwei Elemente k,] € Q sei entscheidbar, ob k < [
gilt. Ferner sei fiir jedes k €  entscheidbar, ob k eine Limeszahl (d.h. > 0
und kein Nachfolger) ist. Die Gleichheit (=) in Q sei die gestaltliche Gleichheit
(=). Beispiele fiir Q sind IN sowie die Menge aller Ordnungszahlen der Gestalt
WPy W+ L+ w e ng + no mit k,ng,...,n, € IN und n, > 0 fiir
k > 0. Dabei ist w- 1+ 0 die kleinste Limeszahl, und eine Nachfolgerzahl liegt genau
im Falle ng > 0 vor.

Wir schreiben i, fiir beliebige Elemente von IN* = IN\ {0} und k,,m,n fiir
beliebige Elemente von 2. V), enthalte abzéhlbar-unendlich viele Variable fiir die
Elemente von €. Zur Mitteilung beliebiger dieser Variablen verwenden wir A, u, v.
Es ist also C(pu) = Q. 7(Q) = 7 (u) enthalte aufler den Elementen von €2 und den
Variablen fiir diese Elemente (nur) noch die Terme der Gestalt ul, pll, pII1, . ... Die
Gleichungen (¢ = r) und Ungleichungen (¢ < r) mit Elementen ¢, von 7 (2) zéhlen
wir zu €. (Wir lassen zu, dass auch Formeln der Gestalt (s € IN) und (s € Q) mit
geeigneten Termen s,t zu € gehoren.) - 7 (IN') sei analog zu 7 (€2) eingefiihrt.
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Fiir Terme aus Zor und Elementaraussagen sei ferner Folgendes vorausgesetzt:

V1: seZor, we Vo, r€T(w) — s¥ € Tor. (s¥ sei wie in §2 definiert. )
V2: Ee& weVy,reT(w) — EYef.

Wir werden weitere Mengen 7,,, T,, und F, fiir n €  einfithren:

7, = Menge aller ‘einfachen’ Terme n. Stufe,

Tn = Ujen+ Z] UV (mit einer Menge V von Variablen (s.u.))

F. = Menge aller Formeln n. Stufe.
Wir setzen

T = Upea Tn; T_F\ Unea Tn'_ o
Dementsprechend sei C,,, C,,, C bzw. C die Menge aller Konstanten aus 7, T7,, T
bzw. T. Somit ist C, = Ujen+ G-

Zur angekiindigten Einfiihrung von 7, und 7, setzen wir voraus, dass bereits

(je abzéhlbar unendlich viele) weitere Variable zweier Sorten zur Verfiigung stehen,
die wir als (Einsetzungs-) Variable fiir Elemente von C bzw. C (also fiir Konstante
beliebiger Stufen) verwenden werden. Diese Variablen mégen weder in den Termen
aus Zor noch in den Formeln aus £ vorkommen. Sei

VY = Menge aller Variablen fiir Elemente von C,

V = Menge aller Variabeln fiir Elemente von C,

W=V,UuV;, W=WUD.
Dabei sei Vo NV =0, VoNV =0 und VNV = . Ferner sei

A,, = Menge aller Aussagen n. Stufe (C F,).
Wir schreiben kurz s bzw. (s) fiir Listen si,...,s; bzw. Tupel (sq1,...,s;) von
einfachen Termen s;. Ferner schreiben wir z.B. s1,...,s; € T, statt (s1,...,s;) € T7.

Fiir beliebige Variable (aus W) schreiben wir w, z,y, z, o1, T2, ... . Speziell fiir
Variable aus V' schreiben wir auch 7,.... Verschieden bezeichnete Variable seien
jeweils verschieden. Dementsprechend verstehen wir unter einer Liste x von Variablen

[P} (1=

stets eine Liste von verschiedenen Variablen. (“z” ist von “Z” zu unterscheiden.)

Zuniachst betrachten wir nur den Fall, dass in den Originaltermen und den Ele-
mentarformeln (und daher auch in den Termen und Formeln beliebiger Stufen) keine
Gegenstandsvariablen vorkommen.

Induktive Definitionen von 7,,, 7,, und F, (n € Q):

(Meta-) Aussagen der Formen (s € 7,,), (s € T,,) und (F € F,) seien durch deren
Herleitungen nach den folgenden ‘7, F-Regeln’ zu begriinden. (Dabei bezeichne
= die erlaubten Herleitungsschritte, und hinter dem Worte “falls” stehen ggf. die
zugehorigen ‘Anwendungsbedingungen’.)
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= seT, (falls s € Zor)
= z€eT, (falls z € V)
FeF, = {zC,:F}eT, (falls m < n)
FeF, = (JzeCupz:F)q €T, (fals m<n,zeV, ¢€T(Q))
= T€7T,
Sty y8; €T = (s1,...,8)) €T,
= EcF, (falls E € €)
F.GeF, = (FANG), (F\/G)an (zwei Regeln)
FeF, = (-F)¢€
FeFr, = (39@5(] F)efn (falls m <n, z € W)
s€T,, teT, = (sct)€
te7, FeF, = (ngtF)ef
s€T,, FeF, = (Brenmu(s,p).F)eF, (falls m <n, x €V, p€ T(IN"))
s,t€T, = (s=ot)€F,
seT, = (seCh)eF, (falls p € T(INT), ¢ € T(Q)).

Somit ist insbesondere 7y = Tor U V; ferner ist 7 N7 = 0. - Wir schreiben p
bzw. ¢ fiir beliebige Elemente aus 7 (IN") bzw. 7(Q), r,s,t fiir beliebige Terme
(d.h. Elemente von 7 U7), F,G,H fiir beliebige Formeln (d.h. Elemente von
F 2 U,cqFn), a,b,c,d fiir beliebige Konstante (d.h. Elemente von CUC), A,B
fiir beliebige Aussagen (d.h. Elemente von A = (J, .o An) und z.B. Ay, ..., z;))
fir Formeln, in denen hochstens die Variablen zy,...,x; frei vorkommen. - Fir
j € IN" und m € Q werden wir C7, als objektsprachliches Zeichen fiir CJ, verwenden.
Es ist jedoch (wie auch C,, und C,,) keine Konstante. Allgemeiner sind Figuren
der Gestalt C? - sowie m,,(s,p) keine Terme. - Mit Hilfe von Termen der Gestalt
(JT € Cny 1,21 A(T, 1, 2))(v) werden wir ‘Relationenfolgen’ darstellen kénnen. (J:
‘Induktionsoperator’, vgl. §4.) Die Formeln der Gestalten (3T ¢ t. F'), (s = t), (s €
CP)und (3x & 7, (s, p). F) werden uns zur Definition von ‘Gleichheitsrelationen’ auf C
und auf C dienen. - Gebundene Vorkommnisse von Variablen seien z in (3z & Cp,. F')
und in (3z € 7,(s,p). F), Tin {T e Cp,: F} und in (3T ¢ t. F) sowie T, i1, 2 in
(JT ¢ Cpyp, 2z F). Alle weiteren Vorkommnisse von Variablen in Formeln oder
Termen seien frei, d.h. nicht gebunden. - Klammern in (oder ‘um’) Formeln werden
wir gelegentlich fortlassen.

Um Behauptungsregeln fiir die Aussagen aus A iibersichtlich formulieren zu konnen,
benutzen wir einige Definitionen:

(x) fir =€)
Cn(z) = C, fir ze€V
C, fir z€V
(cry...,¢) €Cp(xr,...ox) = Jj=k AYi<j ¢ €Culx).
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Fir® € 7TUTUF und U € {Vo, V,V, W, W} sei
U(P) = Menge aller in ¢ frei vorkommenden Variablen aus U.

Ein Term s bzw. eine Formel F heiBe invariant beziiglich einer Aquivalenzrelation
(=) auf C,, wenn (etwas vorausgreifend formuliert) fiir alle ¢,d € C,(w) mit {w} =
{wi,...;w;} = W(s) bzw. W(F) (und fiir Substitutionen ¥ und ; wie in §2) gilt:

c

C

d =

~d — sERsy bzw.
~d — (FEe E))
d

o 10

[

Dabei sei: ()= d) = c~d = ardiN...\N¢; =d,.

Voraussetzung: (=) sei eine (bereits eingefiihrte) Aquivalenzrelation auf Cy, beziig-
lich der alle Elemente von 7oy und alle Elementarformeln invariant sind. Fiir jedes
w € Vy sei der Wertebereich C(w) invariant, d.h. fiir alle ¢, d mit ¢ &~ d und ¢ € C(w)
gelte auch d € C(w). - Fir k, 1 € Q gelte: kgl — k=1.

Fiir Elementaraussagen (aus £) mogen bereits bestimmte Konventionen zur Ein-
schrinkung von deren Behauptungen gelten. Fiir weitere Aussagen stellen wir u.a.
folgende (interne) Behauptungsregeln auf:

1(AAB) 1A und § B
1(AV B) 1A oder § B
A A widerlegt (vgl. §1)

g3z e Cp. Alz)
nce{zeCy: AT)}

firein ¢: fc€Cypl(z), 1 A(c)
he € Ch, 1 A(C),

L

fir R(v) = (JT e Cpypi, 21 A(T, 1, 2))

~~

v)eT:

1(c,k) e R(I) = 14(c) € Cm, 3k <1, §A((c), k, R(k))
13T e b(T). A(ZT) = furein c: fceb(c), 1 A(c)
13z e mp((c1,...,¢5),4). A(r) = fc €Cn, 1A(q) (falls i <)
13z e (e, .., ¢5),0). Alz) = gL (falls i > 7)
13z e my(s,i). A(z) = fL (falls V(s) = {z})
ic=pd = fc,deCy, Hcryd
heeC), = hceell.

Fiir a ¢ C,, (T, n) und R(l) wie soeben gelte (a € R(l)) als widerlegt, darf also nicht
behauptet werden. Fiir d € Cy gelte (¢ € d) ebenfalls als widerlegt. - Behauptungen
von ‘Hilfsaussagen’ der Formen (c € C,,(2)), (¢ € C), (k <1), (c € Cy) und (c €
CJ ) bediirfen selbstverstandlich einer Begriindung. - Behauptungen von Aussagen
aus A werden keinen weiteren Einschrankungen unterworfen.

Um einsehen zu konnen, dass die aufgelisteten Behauptungsregeln umkehrbar
sind, beweisen wir die Zirkelfreiheit aller Aussagen von A. Dazu legen wir einen
etwas liberalisierten Begriff der Zirkelfreiheit zugrunde:
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Definitionen: Eine Aussage C' heifle ein Vorgdnger von D, falls C aus D nach den
folgenden Kalkiilregeln in mindestens einem Schritt herleitbar ist. (Dabei bezeichne
“=" wieder die erlaubten Herleitungsschritte):

ANB = A, B (zwei Regeln)
AVB = A, B (zwei Regeln)
A = A
dreCp. Alz) = Ale), falls c€Cp(x)
ce{reC,:A@} = A(c), falls ceCp,

fir R(v) = (JT e Cp, 1, 2: AT, 1, 2))(v) € T:
(c,k)e R(I) = A((¢),k, R(k)), falls (c) €Cp, und k <,

fiir Terme b(Z) der Gestalt {7 e C,,: G} bzw. (Jye Cp,pt, 2: G)(1):

T e b( ). A(T) = ceb(c), Ale), falls ¢ €C,p bzw. Cp (T, 1)
dr e mn((c1y-. -5 ¢5), ) Alz) = Ala), falls 1 < j, ¢; € Cpp
= d = c~ryd, falls ¢, d € Cy.

In jedem Einzelfall dieser Regeln heifie die Konklusion ein unmittelbarer Vorgdinger -
kurz: u.Vg. - ihrer Pramisse, allerdings ggf. nur unter der Voraussetzung, dass die
hinter dem Worte “falls” stehenden ‘Hilfsaussagen’ zutreffen. Diese Hilfsaussagen
werden jedoch nicht als Vorganger betrachtet. Diejenigen Aussagen, die nicht als
Préamissen von Einzelféllen dieser Regeln vorkommen, mogen keine Vorganger haben.

Eine Aussage heifle zirkelfrei, wenn sie kein Vorganger von sich selbst ist

Zum schon angekiindigten Beweis der Zirkelfreiheit aller Aussagen benotigen wir
noch einige Vorbereitungen. Zunachst definieren wir

T(w) fir wel,
T,(w) = 7, fir weV
7T, fir we.
Lemma 7.1: seT,weW, reT,(w) — s¥eT,.
s€ET, weW, reT,(w) — s¥eT,.
FeF,weW, reT,(w) = F¥eF,.
Erginzung;: weW, reT,(w) = ¢¥eT(Q).

Beweis: Sei w € W, r € 7,,(w), und * bezeichne die Substitution von w durch
r.
Zunichst zur Erginzung: Generell vorausgesetzt ist: ¢ € 7(Q). Fir w ¢ Wi(q) ist
¢ =q € T(2). Nun sei w € W(g). Dann ist ¢ € {w,wl,wll,...} und C(w) = Q,
also w € Vy, r € Ty(w) = T(w) = T (), also r € Q oder r € {u, pl, Il ...} mit
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C(u) = Q. Daraus ergibt sich leicht: ¢* € 7(Q2).
Nun beweisen wir Lemma 7.1 durch Induktion nach den 7', F-Regeln (d.h. tiber den
Aufbau der Terme und Formeln): (“I.V.” bedeute “Induktionsvoraussetzung”.) Fiir
beliebige Elemente ® von 7,, U7, U F, folgern wir ®* € 7,, UT,, U F, aus der
ILV.: s* €T, bzw. s* € T, bzw. F* € F, gilt fiir alle Terme s und Formeln F, fiir
die (s € 7,,) bzw. (s € T,,) bzw. (F € F,) nach den T, F-Regeln hergeleitet
sein muss, bevor (® € 7,,), (® € 7,) oder (® € F,) hergeleitet werden kann.
> Sei ® € Tor C 7,. Fir w € Vy ist r € 7T (w), also (nach V1) &* € Zoy.
Fiir w ¢ Vo kommt w nicht in ® vor; daher ist &* = ¢ € 7,,.
> Sei®d=2€VCT, Firw=zist z*=r € T,(w) =7,.
Fir w # zist 2* =2 € 7,,.
> Sei ®=(JTeCpyp,z: F)g) €T, mit F€F,, m<nund (ILV.) F* € F,.
Fiir w ¢ {7, pu, 2} ist ®* = (JT e Cpypt, 2: F*)(q*) € T,, (da ¢* € T(Q)).
Fiir w € {T, pu, 2} ist ®* = (JT e Cp, p, 21 F)(q*), also ebenfalls ®* € 7,,.
> Sei ® = (sy,...,s;) € T, mit s1,...,5; € T, und (LV.) s1,...,s7 € T,.
Dann ist ®* = (s3,...,s7) € T,.
> Sei ® = (se CP) mit s € T,,. Nach LV. ist s* € 7,,. Ferner ist ¢* € 7(Q), ebenso
p* € T(INT) und daher &* = (s* & C¥.) € F,.
> Sei ® = (Fzemu(s,p).F)eF, mitm<n, s€cT,, p€T(IN")und F € F,.
Fiir w = 2 ist ®* = ® € F,. Nun sei w # x. Nach L.V. ist s* € 7,, und F* € F,,
ferner p* € 7 (IN"). Somit ist ®* = (3w € 7,,(s*,p*). F*) € Fo.
Die iibrigen Induktionsschritte verlaufen analog.

Die soeben vorgestellte Beweismethode durch Induktion nach den 7, F-Regeln
lasst sich in ahnlicher Weise rechtfertigen wie die arithmetische Induktion.

Definitionen: Sei ® € 7T U7 U F.

A = Menge aller zirkelfreien Aussagen.
% € S,(P) = * ist eine Substitution der Variablen w aus W(®)
durch Konstante w* aus C, (w) mit
Yw e V(®).Y a€Cp. (acw) e A
Fer? = vieS,(F). Fre Al
*x€S, &= IPeTUTUF. x€8,(D).

Bemerkung: Nach Lemma 7.1 gilt:

s€T,, x€S,(s) = s*€C,.
SET,, *€S,(s) = s €C,.
FeF, xe€S,(F) = FreA,.

Lemma 7.2: x€S8,, c€Cy,(x), Fn C Fi

m )

m<n — (5)*eS,.

C
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Dabei bezeichne (2)* die Substitution, bei der die Variable x durch ¢ ersetzt wird
und die sonst mit * iibereinstimmt. Bei der Anwendung dieser Substitution auf einen
Term t entstehe der Term ¢(*)*.

Beweis: Sei € Sy, ¢ € Cp(z), Fo C FZ,
und a € C,. Wir haben zu zeigen, dass (a £ w(*)*) € Azt gilt (vgl. die Def. von
S, (®)). Fir w # z ist (a € w®)*) = (a € w*) € A% Nun sei w = #, also
(aew®)*) =(acc) Firae C,\Cy, hat (a € ¢) keine Vorgénger (wegen ¢ € Cp,),

ist also zirkelfrei. Fiir a € G,y ist (a ¢ ¢) € A, C AZL -

m < n, ferner w € V mit w* € C,,

Satz 7.1: Alle Aussagen aus A sind zirkelfrei.

Beweis: Wir zeigen durch ‘geschachtelte Induktion’, dass F, C fgf fiir alle
n € Q) gilt: Dazu gehen wir aus von der

IV.1: Fiir alle m < n ist %, € FZ,
Daraus folgern wir F,, C fff durch Induktion nach den 7, F-Regeln. Fiir beliebige
Formeln H € F, folgern wir zu diesem Zweck H & ]:Ef aus I.V.1 und der weiteren

LV.2: F € FZ fiir alle Formeln F, fiir die (F € F,) nach den 7, F-Regeln

hergeleitet sein muss, bevor (H € F,,) hergeleitet werden kann.
Sei H € F,, und * € S,,(H). Wir haben zu zeigen, dass H* zirkelfrei ist. Dazu geniigt
es zu zeigen, dass alle u.Vg. von H* zirkelfrei sind.

> FirHeEist H* e ENAc A4

> Sei He {(FAG),(FVG)} mit F,G € F,. Nach LV.2 gilt F,G € FZ, also
F*,G* € A und daher H* € {(F* A G*), (F* v G*)} ¢ A4,

> Sei H = (—~F) mit F € F,. Nach LV.2 gilt F € 72l und daher H* = (~F*) € A%,

> Sei H = (32 e Cpp. F) mit m < n und F € F,. Nach LV.2 gilt F € FZ. Jeder
u.Vg. von H* hat die Form F(?)* mit ¢ € C,,(z), ist also zirkelfrei, da (¥)* € S,, nach
Lemma 7.2 und 1.V.1 gilt. Daher ist auch H* zirkelfrei.

> Sei H = (set) mit s € T,, t €7, Nach Lemma 7.1 ist daher s* € C,.

Fall 1: Sei t € Tor. Dann ist t* € Cy, sodass H* = (s* ¢ t*) keine u.Vg. hat.

Fall 2: Seit € V. Wegen x € S,(H) und s* € C,, ist H* = (s* e t*) € A,

Fall3: t = (JT e 6m,_u, z: F)(q) mit F' € F,, und m < n. Nach LV.2ist F' € fff. Sei
t* = R(q*) = (JT € Coo, 1, 21 A(T, 1, 2))(¢*). Wir nehmen nun an, ((c, h) € R(k)) sei

zirkelfrei fiir alle (¢) € C,, und alle h < k. Fiir alle (¢) € C,, gilt dann ((i)‘,i E(k))* S

wegen T, it ¢ V. Wegen F' € fff folgt daraus fiir alle (c) € C,, die Zirkelfreiheit von
F(éj”;:;(k))*, di. A((¢), k, R(k)), und daher von ((c,k) ¢ R(l)). Da man fiir alle
k,l € Q) so schliefen darf, erhalten wir mittels Induktion tiber §2 insbesondere, dass
H* = (s* € R(q")) zirkelfrei ist.

Noch einfacher zu behandeln ist der restliche Fall 4: t = {T e C,,: F}.
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> Sei H= (3T et. F) mitt € 7, und F € F,. Nach LV.2ist F € Fff. Wie im
Falle “H = (s ¢ t)” erhdlt man auch (T ¢ t) € fff. Jeder u.Vg. von H* hat die
Form (7 ¢ t)(%)* = (c € t(%)*) oder F(¥)*, wobei t(%)* die Form {y ¢ C,, ...} oder
(Jy e Cp...)(q) hat und ¢ € C,, gilt. (Sonst hat H* keine u.Vg.) Fiir T ¢ W(t)
ist t(%)* = t* € Cp,, also m < n. Fiir T € W(t) ist t ¢ T, sodass auch t (€ 7,,) die
angefiihrte Form hat und daher ebenfalls m < n ist. Somit ist jedenfalls ¢ € C,,, also
(Z)* €S, (daT ¢ V). Daher sind die angefithrten (d.h. alle) u.Vg. von H* zirkelfrei.

> Fir H = (3 € mp(s,p). F) kann man wie im obigen Falle “H = (Jz ¢ Cy,. F)”
argumentieren.

> Sel H = (s =¢ t) mit s,t € T,,. H* hat nur dann einen u.Vg., ndmlich (s* =~ t*),
wenn s* t* € Cy gilt. Fiir Aussagen der Form (¢ /5y d) mit ¢,d € Cy sei aber die
Zirkelfreiheit vorausgesetzt.

> Fiir H = (s CP) mit s € 7, hat H* = (s* ¢ C’f;:) keine u.Vg.

Wir haben gezeigt, dass F,, C fff fiir alle n € € gilt. Daraus folgt insbesondere,
dass alle Aussagen zirkelfrei sind. —

In diesem Beweis von Satz 7.1 haben wir von A% (der Zirkelfreiheit) nur die
Tatsache benutzt, dass A% im folgenden Sinne progressiv ist: Eine Teilmenge X C A
heifle progressiv, wenn sie folgende Bedingung erfiillt: Gilt A € X fiir alle u.Vg. A
einer beliebigen Aussage B (€ A), dann gilt auch B € X'. - Damit haben wir:

Satz 7.2: Jede progressive Teilmenge von A ist gleich A.

Dabei verstehen wir unter einer Teilmenge von 4 eine Menge, die dargestellt ist durch
eine Schreibfigur X’ derart, dass fiir jede Aussage A (€ A) die Figur (A € X) als (Meta-)
Aussage eingefiihrt ist. Wir brauchen hier nicht weiter festzulegen, was dies heifit, da wir
Satz 7.2 nur auf wenige einzelne Teilmengen von A anwenden werden.

Nach Satz 7.1 sind alle Behauptungsregeln umkehrbar, sodass wir (nach unseren
Ausfiithrungen aus §2 und §3) mit allen Aussagen aus A (im zugehorigen klassischen
Spiel) klassisch argumentieren diirfen.

Im Folgenden definieren wir fiir jedes n € Q eine Aquivalenzrelation (=), beziiglich
der - wie gezeigt werden soll - alle Terme und Formeln invariant sind. Dazu sind einige
Vorbereitungen erforderlich:

Definitionen: “—” und “<” seien wie frither definiert. Fiir x € Vy und s,t € 7 sei
gesetzt:
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VeeC,. F —dr e C,.~F
dx F dr e Cy. F
Vo F Vre Cy F

- dx e s.F
Vi(Tes — Tet) NVI(Tet — Tes)

Vi(zes — F)
VT (Tes <« Tet)

(12 PP g g g g A

se C, (s)e Cy
st Vi(Tes < Tet) N = (seCy) N = (teCy)
s~ t Vi(se C, < teC))
s=t s=ogt V (st AN s~t)
s =yt s=t A s,teC, (fiir n > 0)
set (s)et
Lemma 7.3: ceCy, Nc=,d — c=,,d.

Der Beweis ist trivial.

Definition: Fiir s,¢ € 7 setzen wir mit Hilfe von Variablen z,y,z € V\ V(s,t) und
einer Variablen x fiir Elemente von INT:

seC se{reC,:0=0}

s =t seCp NteC,, A
AVEVYZ € Cp. [y e (s, k). x =y « Jzemu(t, k). o = z].

11

Lemma 7.4: Fira = (a1,...,a;), b= (by,...,b;) gilt
a:mbi]:k’ﬁ Cllzmbl A Aaj:mbj.

Beweis: Wir schreiben jetzt A fiir (a ¢ C,, A b e C,,) und verwenden i als
Metavariable fiir Elemente von INT. Dann gilt

a=nb o AAYiIVreC,. [Tyemula,i).c=,y < Jzecmn(bi).x=, 2]
= AANYiIVreCn,.[i<jANz=pa < i<k A x=pDb]
« Jj=kAYi<joa=mnb o
Definitionen: Fir z = z,...,2; € W:
JreCpn.F = d1eCy... 32, C,. F
{zeCy: F} = {Ts@_m:E@eC'm.(T:m(g) A F)}
(JzeCpyp,z: F) = (JTeCp,p,z:3xe Cp. (T=, () N F))
Cu(z) = {zeC):0=0}.

Bemerkung: Wie man leicht zeigt, gilt fiir alle ¢ € C: ce Oy (z) = ¢ € Cpn(2).
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Lemma 7.5: c=pd — (ceCp(x) — de Cy(x)).

Beweis: Vorausgesetzt sei ¢ =, d und ¢ € Cy,(z), d.h. ¢ € Cp(x). Fir z € V),
gilt C,,,(x) = C(x) C Cy, also ¢ € Cy und daher ¢ =j d (nach Lemma 7.3), d.h. ¢~ c.
Wegen der Invarianz von C(x) bez. (=) folgt d € C(x), d.h. d ¢ Cy,(z). - Firz € V
ist C,p(z) = Cp. Wegen ¢ ~ d erhilt man daraus nacheinander ¢ € C,,, ¢ ¢ Cp,
deCh, d€Cp,alsode Cp(z).

Bemerkun_g: Nach Lemma 7.4 lassen sich die Lemmata 7.3 und 7.5 auch auf Ele-
mente von C (statt C) tibertragen.

Definitionen: Fiir ® € T UT UF sei |®| das kleinste n € Q mit & € 7, U7, UF,.
Fir w € W sei ferner: C(w) = U,,cq Cn(w).

Lemma 7.6: Fir ® € TUT UF, w € W(®), c € C(w) gilt: |®¥| = max{|®], |c|}.

Beweis: Die Voraussetzungen von Lemma 7.6 seien erfiillt. Zur Induktion iiber
den Aufbau von ® nach den 7, F-Regeln geben wir nur einige Induktionsschritte als
Beispiele an; dabei sei * die Substitution ¥:

> Sei @ = (s ¢ CF). Dann ist |®] = |s|. Nach der Ergénzung zu Lemma 7.1 ist
q* € T(Q); ebenso ist p* € T(INT), also &* € F. Im Falle w € W(s) gilt nach
(ILV.): |s*] = max{]s], |c[} und daher |®*| = [(s* ¢ C}.)| = [s*| = max{]s],|c[} =
max{|®|, |c[}. Im Falle w ¢ W(s) erhalten wir w € Vo(p) U Vo(q), also ¢ € C(w) C
Co, |c| =0, also [®*] = |(s € CF. )| = |s| = || = max{|®P], [c|}.

> Sei ® = (JT e Cpp,pt,2: F)(q) € 7,,. Dann ist |®| = max{m + 1,|F|}. Im Falle
w € {7, u, 2} ist w € Vo(q), also wieder |¢| = 0, ferner ®* = (JT & Cpp, 1, 2: F)(q*)
und somit |®*| = max{m + 1,|F|} = |®| = max{|®|,|c|}. Im Falle w ¢ W(F)
kann man ebenso schlieBen. Nun sei w ¢ {7, u, 2} und w € W(F). Dann ist ®* =
(JT e Cpn, i1, 2: F*)(q*), und nach LV.: |F*| = max{|F|, |c|}, also

|®*| = max{m + 1, |F*|} = max{m + 1, |F|,|c|} = max{|®|, |c|}.

> Sei & = (3Iz & mpu(s,p). F) mit s € T, p € T(N*) und F € F. Dann ist
|®| = max{m + 1, s|,|F[}. Wegen w € W(®) ist w # x. Wieder ist p* € T(IN*),
also ®* = (3 € 1, (s*,p*). F*) € F. Im Falle w € W(s) UW(F) gilt also

|®*| = max{m + 1, |s*|, |F*|} =rv. max{m + 1, s, |F], |c[} = max{|®],[c]}.

Im Falle w ¢ W(s) UW(F) gilt w € Vy(p), also wieder |¢| = 0 und somit

|®*| = |Fz € T (s, p*). F| = max{m + 1, |s|, | F|} = |®| = max{|®|, |c|}. -

Aus Lemma 7.6 folgt:

Korollar 7.1: Fir s € TUT, W(s) = {w}, ¢,d € C(w) gilt: ¢c~d — s2~ sy

Definition: o
dzeC,,. F
vzeC,,. F

Jze{TeC,n:0=0}.F
—-3Jz e C,, —F.

—\
S
—\
S
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Fiir a,b € C und n > 0 sei gesetzt:

acl, = acC, AVTeC,VyeC,.[T=,7 — (Tca < Yea)]
a=,b = a=,bANacl, N bel,.
Ferner sei I, = Cj, und (=) stimme mit (=¢) iiberein. - Fir a = (a4, ..., a;) und

b= (by,...,b;) sei
a=,b = a1=,b1 N ... N a;j=,b,.

Lemma 7.7: Sind alle Elemente von F,, invariant bez. (=,,), dann gilt fiir alle
a,beCn,UCp: a=,b — a=,b.

Beweis : Sei a € C,,. Dann gehort die Formel (T € a) zu F,,, ist also nach
Voraussetzung invariant bez. (=,), d.h. es gilt a ¢ I,,. Ferner gilt VZ ¢ C,, (Tea —
T e Cp,). Nach Lemma 7.3 (mit 7,7 an Stelle von ¢, d) folgt

mY <

VZeC,VyeC,. [T=,7 — (Teca < Teca NT=
:my = yﬁa)],

— yea NT

also a ¢ I,,. Daraus ergibt sich Lemma 7.7 - auch fir a,b € C,,.
Satz 7.3: Alle Elemente von 7, U7, U, sind invariant beziiglich (=,).

Beweis durch geschachtelte Induktion: Wir gehen aus von der
I.V.1: Fiir alle m < n sind alle Elemente von 7,, U T ,, U F,, invariant bez. (=m)-

Daraus folgern wir zundgchst: Alle Elemente von 7,, U T, U F, sind invariant bez.
(=n). Zu diesem Zweck folgern wir die Invarianz bez. (=) eines beliebigen Elements
beT,UT,UF, aus [.V.1 und der

LV.2: Invariant bez. (=,) sind alle Terme und Formeln, die (nach den 7', 7-Regeln)
schon vor ® als Elemente von 7,, U7, U F, nachgewiesen sein miissen.

Sei also ® € 7, UT, UF, und W(®) = {w} mit w = wy,...,w;. Ferner seien
¢, d € C(w), fiir die c=, d gilt. Substitutionen seien * = ¥ und { = i. Das Wort

“Invariant” bedeute im Folgenden: “invariant beziiglich (=,,)”.

> Sei ® = s € Tor. In s kommen nur Variable w; aus V, vor. Somit gilt ¢;, d; € Cy.
Wegen ¢; =, d; folgt (nach Lemma 7.3) ¢; =¢ d;, d.h. ¢; ~¢ d;, und daher (nach der
Voraussetzung iiber (=)): s* =g s', s*,s' € Cy und daher auch s*,s' € I,,.

> Sei ® € V. Dann ist ® = wy, also ®* = ¢;, &' = d;. Wegen ¢; =, d; gilt &* =, dT.

> Sei ® = R(q) = (JT ¢ Cpypt,2: F)(q) € 7, mit m < n und (nach LV.2)
invariantem F € F,. Sei F' = A(T,u,z,w). Angenommen, fir alle k < [ gelte
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R*(k) =, RT(k). Dann ergibt sich fiir alle a, b mit a =, b nach [.V.1, Lemma 7.7 und
Lemma 7.5 zuniichst: (a) e C,, — a=,b, also fiir alle k € Q (nach Lemma 7.5)

(a,k) e R*(I) (@)eCm Nk<Il N A

(@)kR*( ):¢)
) eCm A k<l A A
f(

A (

e (b). k, Ri(k),d) < (bk)e RI(I).
Mittels Korollar 7.1 folgt daraus R*(1) =, R'(l). Durch Induktion iiber €2 erhalten
wir dies fiir alle [ € 2, also insbesondere ®* =, .

> Der Fall ® = {7 ¢ C,,: F} ist noch einfacher zu behandeln.

> Fiir ® € V kann man wie im obigen Falle “® € V" schliefien; dabei ist ¢1, d; € C,,.
> Sei ® = (sy,...,5:) € T,. Nach LV.2 gilt s} ns und daher ®* =, ®T.

> Sei® = F € £ Wie im Falle “® = s € Top” erhilt man ¢; =g d;, also: E* «— ET.

> Sei ® € {(FAG), (FVG), (-F), 3z e C,,. F)} mit invarianten Formeln F, G €
Fn, und m < n. Dann erweist sich leicht ® als invariant. Zu (3z € C,,. F') beachte
man, dass nach I.V.1 und Lemma 7.7 gilt: a e C,, — a=,a.

> Sei @ = (s € t) mit invarianten s € T, und t € 7,,. Somit gilt s* =, s, t*¢ I,
und t* =, t!. Daraus folgt: s*et* < stet* « sfetl

> Sei ® = (3T € t. F) mit invarianten t € 7,,, F € F,. Zunichst sei T € W(t*).
Fiir alle @ € C mit a € (%) gilt dann |a| < [t(%)*| = max{|t*], |a|} (Lemma 7.6), also
la| < |t*| < n. Dies gilt aber auch im Falle 7 ¢ W(t*). Jedenfalls erhalten wir nach
LV.1 und Lemma 7.7: ac t(%)* — a=,a — t(%)*=,t®)T, und daher:

act@* AN FE)* — act®" A F(E)T, also: @ — ®f und ebenso: ®f — &,

> Sei ® = (Iz ¢ mp(s,p). F) € F, mit s € T,, p € T(NT) und F € F,, die
simtlich invariant sind. Wegen x € V ist z ¢ W(p). Daher gilt p*,p' € IN" und
p* = pl. Seii = p*. Zuniichst sei x ¢ V(s). Dann sind s* und s’ konstant, und es gilt
s*=,s'. Sei s* = (ay,...,a;) und s' = (by,...,b;). Firi < j gilt dann a; =, b;, also:
" - F(Z) « FE) < @ Firi> jgilt dann: ®* «— L < ®f. Schlieflich
sei ¥ € V(s). Dann ist @ € V(s*) N V(s!), sodass ebenfalls gilt: ®* « 1 > &,

> Sei @ = (s ¢ CF) mit einem invarianten Term s € T,.. Wegen s* ~ st p* = pf
: * . t
und ¢* = ¢' gilt: 57 CF. = sTeCl. — ste ch.

> Fir ® = (s =¢ t) mit invarianten s,t € 7, gilt: ®* — s* e Cy A t* ¢ Cy, also
nach Lemma 7.3: ®* — st =) s* = t* =¢t! — &' und ebenso: ®F — o*.

Somit folgt aus 1.V.1, dass alle Elemente von 7, U F,, invariant bez. (=,) sind.
Nun betrachten wir ein beliebiges Element ¢ € C, \ Cy (n > 0). Alle ‘Elemente’ a, b
von ¢ haben eine niedrigere Stufe als n, sodass fiir sie (a =, b — a=,b) nach [.V.1
und Lemma 7.7 gilt. Da die Formel (T ¢ ¢) zu F,, gehort, ist sie invariant bez. (=,,)
und somit bez. (=,). Daher ist c ¢ I,,. Fir alle ¢,d € C, gilt also: ¢ =, d < c=,d.
Somit sind alle Elemente von 7,, U F,, invariant bez. (=,). —
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Definition: Fiir Konstante a,b € C sei

a=b <= dneQ.a=,b.

Korollar 7.2: Alle Elemente von 7 U7 U F sind invariant bez. (=).

Beweis, z.B. fiir Formeln: Sei F' € F, {w} = W(F), (¢),(d) € C(w) und ¢ = d.
Dann gibt es k,m € Q mit F' € F und ¢ =, d. Fiir n = max{k,m} folgt I €
Fny, ¢ =n d, also (F* < F;°) (nach Satz 7.3). —

Nun erhalten wir insbesondere
(¢)e{zeCn: Alz)} < (0) € Cnlz) A Alo),
und fiir R = (Ja & Oy, 1, 2 : Az, 1, 2)):
(¢.k) e R(l) < (c)eCn(z) N k<IN Alc k, R(k)).

Hieraus ergibt sich weiter (vgl. §4):

Korollar 7.3: Zu je zwei Formeln A(z), B(z, u, z) € F, mit x € W, z € V und zu
jedem m < n gibt es einen Term S(v) € 7, sodass fiir alle (¢) € C und alle k € IN
gilt
(€)eS(0) < (c)eCnlz) N Alc)
(c)e S(kI) « A B

Beweis: Sei

D(z, p, 2)

1

[n=0 A Alz)] Vv

VAN [p=Al A Bz, \{zeCp:(z,\) e 2})]
(Jz e Cr, p, 22 D(z, 1, 2)) (k)

{z e Cp: (z,k) e R(KI)}.

1T

Dann gilt

()£ S(0) = (¢,0)eRO) — (¢)eCnlz
() e S(*I) — (c,kD) e R(KIL) « (c) e Cnlz

(c)

) AN A
) N Ble,k,S(k). o

i-Terme (Kennzeichnungsterme)

Durch Hinzunahme von ‘-Termen’, d.h. Termen der Form (ty ¢ C,,. F) (“dasjenige
y aus Cp, mit F'7) mit y € W, erweitern wir die Klassen der Terme und Formeln,
indem wir in den Termen und Formeln sukzessive (-Terme fiir Variable einzusetzen
erlauben. [Damit soll vor allem die Kennzeichnung von Funktionswerten in der Form
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f(a) = (w e Cp.(a,y) € [) ermoglicht werden.] Dementsprechend fiihren wir fiir
jede der Term- oder Formelmengen S € {Zor,&,7,7,F} U{T(w): w € W} die
Obermenge S’ durch folgende Konstruktionsregeln ein:

= ded, falls ® € S
FeF = (weC,.F)e.T(x), falls z,y € W, C(x) =C(y)
eSS TreT(zx) = Pres.

[In der letzten Regel kommt schon ein metasprachlicher Kennzeichnungsterm vor,
namlich &7 (“dasjenige U, fiir das ¥ aus ® durch Einsetzung von 7 fiir x entsteht”).
Um ihn aus dieser Regel zu eliminieren, ersetze man ihn durch ¥ und fiige folgende
Bedingung hinzu: “falls ¥ aus ® durch Einsetzung von 7 fiir x entsteht.”] Nun
definieren wir: 7 (IN")" & 7 (k) und 7(Q) = 7 (u) mit Variablen x bzw. p fiir
Elemente von IN" bzw. Q - sowie
H = & U{(s=ot):s,teT'} U

U{(seCP):se T, peT(NYY, geT(Q)}U

U{(sst):ss?l, teT'} U

U{(3zemp(s,p).F):z eV, meQ, seT,peT(N"Y, FeF}

Ein «-Term (tx ¢ Cy,. F) heifle einfach, wenn F zu F gehort, d.h. keine t-Terme
enthalt. - Ein -Term, in dem keine Variable frei vorkommt, heifle eine (- Konstante.

Die in diesem §7 aufgestellten Behauptungsregeln mogen nun auch fir die Aus-
sagen aus JF' gelten. Zu diesen Behauptungsregeln fiigen wir noch die Regel

1B(a) = p3xeCy. [Alx) A B(x)]
fir B(z) € H und
« tx e Cp. Ax)
A(z) Vye Cn. [Aly) < y=2]

mit einer Formel A(z) € F und einer Variablen y mit C(y) = C(z), die nicht in A(x)
vorkommt. Dabei sei v diejenige einfache -Konstante, die in B(«) an mindestens
einer Stelle links von jeder anderen einfachen «-Konstanten steht. o komme in B(x)

nicht mehr vor. (a darf in B(«) allerdings in anderen (-Termen vorkommen. - In
CP = (C,)P stehe ¢ ‘links’ von p.)

-\
<
—\
~

In jedem Einzelfall dieser Behauptungsregel ist offenbar die ‘Konklusion’ durch
die ‘Prémisse’ eindeutig bestimmt. Ferner kommen in B(z) weniger (-Terme vor
als in B(«). Gleiches gilt auch fiir die Belegungen B(c) von B(z) mit Konstanten
¢ € Cyu(x). Daher ist auch die Aussage B(«a) zirkelfrei, und somit ist die angefiihrte
Behauptungsregel umkehrbar.

Bemerkungen: (3x e C,,. A(z)’") bedeutet, dass es genau ein ¢ € C,, mit A(c) gibt.
Unter der oben genannten Voraussetzung gilt:

Jz e Cp. A(z) — {B(a) < 3JzeCyp.[Alx) A B(z)]
— VzeCny.[Alx) — B(z)] }.
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Daraus ergibt sich bekanntlich, dass Gleiches auch ohne die genannten Vorausset-
zungen - d.h. fiir beliebige Formeln B(x) und -Konstante o = (1x € C,. A(x)) - gilt
(vgl. z.B. [6, §9] oder [8, pp. 170f.]). Fiir Formeln der Gestalt (37 € ¢. F') schreibe
man dabei (37. (T et A F)). Ferner ergibt sich leicht:

Jz e Cp. A(z) — [c(a)e{yeCh: B(a,7)} < c(a)e Cn A Bla,c(w))],

Entsprechendes fiir Aussagen der Form (¢, k) ¢ (Jy e Cp, i, 2: B(¥, i1, 2))(1), in denen
t-Terme vorkommen, sowie im Falle ¢ < j:

Jre Cp. Az) — [Tyem((ar),....¢(a)),i). Bla,y) < Bla,¢la))].

Um z.B. die Regeln R22 und R24 aus §3 auch auf Formeln F' € F' und Terme
t € 7' iibertragen zu konnen, benotigt man noch eine gewisse Abgeschlossenheit der
neu eingefithrten Term- und Formelmengen gegen Substitutionen (vgl. Lemma 7.1):

Lemma 7.1°: Fir S € {7Tor, &, 7,7, FyU{T (x) : x € W} gilt

dcSweWreT(w) — d¥c8.

Hierzu kann man zunéchst folgenden ‘Sonderfall’ beweisen:
PeT(x),reVy,weVyreT(w) — & ecT(x)

Zum Beweis von Lemma 7.1" wende man dann eine ‘ibergeordnete’ Induktion iiber
die Anzahl der Vorkommnisse von ¢ in r und eine ‘untergeordnete’ Induktion iiber
die Anzahl der Vorkommnisse von ¢ in ¢ an.

In gleicher Weise kann man auch -Terme der Form (17 ¢ C,,. F) (mit T € V)
einfithren, und zwar mit Hilfe der Behauptungsregel:

1B(a) = 137 C,.[AT) A B(T)]
fiir Formeln B(Z) aus der entsprechenden Erweiterung von H,

(LT spm.A(T)),
Vye Chy,. [A(y) = Y =m T]a

—\
S
—\
S

A(T)

usw. - wie oben.
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§8. Einbeziehung von Gegenstandsvariablen
in Sprachen hoherer Stufen

Nun lassen wir zu, dass in den Formeln von & bereits Gegenstandsvariable vorkommen
(vgl. §5). In diesem Falle sind weitere Terme und Formeln héherer Stufen in Betracht
zu ziehen.

Um unsere Ausfithrungen vereinfachen zu konnen, verwenden wir zwei Sorten
von Gegenstandsvariablen, und zwar bindbare sowie unbindbare Gegenstandsvariable.
(Dies ist mit unserem bisherigen Vorgehen vereinbar, da man durch Quantoren gebun-
dene Gegenstandsvariable nach Satz 5.2 durch ‘neue’ ersetzen darf.) Die unbindbaren
Gegenstandsvariablen nennen wir kurz Indikatoren. Sie diirfen nicht gebunden wer-
den. Bindbare Gegenstandsvariable mégen zu Vy gehéren. W (= VoUVUYV) enthalte
jedoch keine Indikatoren. Ansonsten iibernehmen wir alle bisherigen Voraussetzun-
gen iiber Tor, £, Vo, V und V, sowie die bisherigen Bezeichnungen und die Kon-
struktionsregeln fiir Terme und Formeln hoherer Stufen. Insbesondere sei C,, bzw.
A wieder die Menge aller Elemente von 7,, bzw. F, in denen keine Elemente von W
frei vorkommen.

Damit gestatten wir nun (anders als in §5), dass Indikatoren auch in Konstanten
vorkommen. Dies ist angemessen, da Konstanten hoherer Stufen (wie z.B. {T ¢ C,, :
A(Z,u)} mit einem Indikator u) in geeigneten Kontexten als ‘Formelabstrakta’ dienen
sollen.

Wir schreiben £, n fiir bindbare Gegenstandsvariable, ¢ fiir Listen voneinander
verschiedener derartiger Variablen, u, v, w fiir beliebige Indikatoren, u, v, w fiir Listen
von Indikatoren, und 3, +, d fiir beliebige Denotationen.
vA{u} heie, dass v eine Denotation von u, aber keiner weiteren Indikatoren ist.
(Ist u leer, dann bedeute v A {u}, dass auch ~ ‘leer’ ist. Dann stimme 74 (s. §5) mit
J iberein.)

v A D {u} heifle, dass 7 eine Denotation von u und evtl. weiteren Indikatoren ist.
Wir verwenden auch die Abkiirzung: v Au = v A D {u}.

Schliefllich bezeichne z.B. ind(c\A(x)) die (durch eine Liste dargestellte) Menge aller
in ¢, aber nicht in A(z) vorkommenden Indikatoren.

(=) sei wieder eine bereits eingefithrte Aquivalenzrelation auf Cy, beziiglich der
alle Terme aus 7oy und alle Formeln aus £ invariant sind. Fiir jede Variable z € V)
sei der Wertebereich C(z) wieder invariant bez. (=%). Fiir Indikatoren u, v sei dabei
(u ~ v) definiert als (u = v), wobei (=) die in §5 eingefiihrte ‘Gegenstandsgleichheit’
sei. In jeder Situation gelte also: u ~¢ v «» u = v. - Ferner gelte fir k,[ € 2 wieder:
k~ogl < k=1 (“kist gestaltlich gleich {”).

Behauptungen von Aussagen der so erweiterten Sprache werden wieder einschran-
kenden Regeln unterworfen: Fiir die Elementaraussagen und die Aussagen (aus .A)
der Formen (A A B), (AV B) und (—A) iibernehmen wir die Behauptungsregeln aus
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§5. Ferner stellen wir folgende Regeln auf, in denen § jeweils eine Denotation aller
in der links angefithrten Aussage vorkommenden Indikatoren sei. (Die erste dieser
Regeln fasst die beiden Regeln P(3) und P(3den) aus §5 gewissermassen zusammen.
Dies ist dadurch motiviert, dass nun Indikatoren in Konstanten vorkommen diirfen.)

13z e Cp. A(z)|0 = fiirein ¢ € Cp(2) :
B fiir ein v Aind(c\A(z)) : §A(c)[yd
hee{zeCh: A(@)}0 = hcely, 1A(Q)]S,

fir R= (JTe Cp, pt,2: AT, 1, 2)):

1(c.k) e R0 = 5(c) € Cn, Gk <1, §A((c), k, R(K))|0.
137 e b(T). A(T)|[0 = firein ceC:
fiir ein v Aind(c\ (b(%), A(T))) :
gceb(c)|vd, § A(e)|yd
13z e mn((cr, ...y ¢5),0). A(@)]d = ¢ € Cm, TA(¢)|0 (falls i < j)
13r e mn((er,...,¢),1). A(x)]d = L (falls i > j)
03z e mp(s,i). A(z)|0 = gL (falls V(s) = {z})
hc:0d|5 — hC,dGCO,hC%0d|5
hceCil0 = hcel,.

Fir d € Cy gelte (¢ € d) in jedem Kontext als widerlegt. Fiir R wie oben und
a ¢ Cp, (T, u) gelte auch (a € R(l)) in jedem Kontext als widerlegt. - Behauptungen
von Aussagen aus A werden keinen weiteren Einschrankungen unterworfen.

Dementsprechend sei die Vorgangerrelation wie in §7 definiert.

Auch fiir die so erweiterte Sprache kann man wie in §7 zeigen, dass alle ihre
Aussagen zirkelfrei sind, sodass die angegebenen Behauptungsregeln umkehrbar sind.
Alles Folgende dient zum Beweis dafiir, dass man mit den Aussagen aus A (im
klassischen Spiel) klassisch argumentieren darf - und alle Formeln von F invariant
bez. (=) sind (Korollarien 8.1 und 8.2 unten).

Voraussetzungen: Fiir jede bindbare Gegenstandsvariable ¢ enthalte C(&) un-
endlich viele Indikatoren, aber keine anderen Elemente. Fiir jeden Indikator u gebe
es ein & mit u € C(§). Fiir jedes € gebe es unendlich viele n mit C(§) = C(n). - Fir
r € Vo und u € C(&) gelte

teT(r) = tfeT(v)
teTor = tf €Tor
EFef — EgeTor.

Bemerkung: Nach V1, V2 von §7 und der Anmerkung zum Beweis von Lemma 7.1’
gilt das Gleiche auch nach Vertauschen von & mit w.

Lemma 8.1: Seien (u), (v) € C(§) und x € W. Die Glieder von u seien voneinander
verschieden. Dann gilt
teT,

c € Cp(x)

t?e 7,
C%E Cn(z).

—
—
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Beweis: 1. Fall: Sei z € V. Dann ist C,(x) = C(x), und aus ¢ € C(x) folgt

u,u2

nacheinander cgl € T(x), cge; = (¢f))e; € T(x) usw., also ¢ € T(x) € 7o - und

ebenso ¢t = (c ) € C(x).

9. Fall: Sei z € V. Dann ist Cn(z) = Cp, und nach_dem Vorbild des Beweises von
Lemma 7.1 143t sich zeigen, dass fiir alle ® € 7, T, bzw. F, und u € C(§) gilt
¢ € 7y, Ty, bzw. F,,. Somit und nach Lemma 7.1 erhalten wir fir alle ® € 7,,, 7,

bzw. F, wie im 1. Fall CI%, L€ 7, T, bzw. F,. Insbesondere gilt: ¢ € C, — ey €
Co -

Um anschliefend einige Beweise vereinfachen zu konnen, simulieren wir noch
die Gegenstandsquantifikation durch eine Einsetzungsquantifikation. Dazu fiithren
wir Figuren der Gestalt u’ ein, und zwar gewissermaBen als (kontextunabhingige)
Eigennamen von Gegenstanden, die in § durch u bezeichnet werden.

Vorausgesetzt sei nun, dass die (hier betrachteten) Denotationen als sprachliche
Darstellungen (s. §5, Absatz 4) gegeben und in der Form (dy, ..., d;) aus je endlich
vielen singuldren Denotationen (d.h. je eines Indikators) zusammengesetzt sind. Ist
dabei ¢; eine Denotation von u, fir i = 1,...,, so seien die Indikatoren u,...,u;
paarweise verschieden. - Fiir singuldre Denotationen ¢, 0" schreiben wir 6 = ¢’ um
mitzuteilen, dass sie (als sprachliche Darstellungen) gestaltlich gleich sind. Fiir
zusammengesetzte Denotationen 0, ¢’ schreiben wir 6 = ¢’ um mitzuteilen, dass sie
durch eine Permutation ihrer singularen Anteile auseinander hervorgehen.

Um Figuren der Gestalt u° mit § A u wie Eigennamen verwenden zu konnen, kon-
struieren wie eine weitere Sprache, in der derartige Figuren als zusatzliche Konstante
0. Stufe vorkommen: Zor bzw. € sei die Menge derjenigen Figuren (‘Originalterme’
bzw. ‘Elementarformeln’), die aus den Elementen von Zor bzw. £ dadurch entstehen,
dass man die in ihnen vorkommenden Indikatoren u durch Konstante der Gestalt v°,
fiir die u,v € C(¢) fiir ein § und § Av gilt, substituiert. Ebenso entstehe C(x) aus

C(z) fiir z € V. Die Terme und Formeln aus T, U T U F, mogen nun aus den Ele-
menten von Zor U € in gleicher Weise entstehen wie die Elemente von 7, U T,UF,
aus denen von Zor U E. D.h., ¥ sei genau dann ein Element von T, T bzw. Fn,
wenn die Metaaussage (¥ € T) (O € T,) bzw. (¥ € F,) nach den entsprechenden
“T, F-Regeln’ herleitbar ist. C, bzw. A, sei die Menge aller Elemente von 7;, bzw.

F,, in denen keine Elemente von W frei vorkommen. SchlieBlich sei A = Unea A,
etc.

Fiir die komplexen Aussagen aus A iibernehmen wir die in §7 aufgestellten Be-
hauptungsregeln. Ferner werden wir Elementarregeln aufstellen, welche die Regeln
fiir die zu £ gehorigen Elementaraussagen auf entsprechende Aussagen von £ ‘Ubertragen’.
(Damit eriibrigt es sich, fiir die Aussagen aus £ \& eine zusitzliche externe Regel wie
Poxt aufzustellen.)

Definitionen: Fiir ® € 7U7 UF und § A D ind(®) entstehe ®° aus ®, indem man
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alle Vorkommnisse von Indikatoren u durch u® ersetzt. Wir haben also

D(uy, ..., u;)’ = 0ul, .. .,u?).

Auch fiir u = uy, ..., u; setzen wir: v’ = uf,. .. ,uj-. - Ferner sei
u = 0;
falls § = (d01,...,9;) mit singuldren Denotationen dy,...,d; (verschiedener Indika-

toren) ist, unter ihnen ¢; vorkommt und durch ¢; A u bestimmt ist.

Nun stellen wir die angekiindigten FElementarregeln auf, in denen wir einfach
(u” = v°) fiir (u” ~% v?) schreiben:

HE° & QES fir €&, 0A Dind(E)
= pud=u"  falls 6Awu
qu’ =00, fE(w) = §E() fiir E(u), E(v) € &.

Damit erhalten wir leicht:

u? =u7, falls yAu

v =9, falls § Av, aber nicht vAw.

Lemma 8.2: Zu jedem ¢ € Cp,(x) mit 2 € W gibt es ein ¢ € Cp(z) und eine
Denotation 3 mit 8 Aind(c) und é = c°.

Beweis: Durch Indukti9n nach den ’f, F -Regeln kann man beweisen, dass es zu

jedem Element ¥ von ’]A}L, T, bzw. F, (n € Q) ein Element ® von 7,,, 7, bzw. F,
gibt, aus dem ¥ durch Substitution der in ® vorkommenden Indikatoren u durch
neue Konstante v° entsteht, wobei u, v € C(£) fiir ein € und 6 A v gilt. -

Nun sei ¢ € Cpy(2). Dann entsteht & aus einer Konstanten c(uy, ..., u;) € Cp(x), in
der genau die verschiedenen Indikatoren w, ..., u; vorkommen, durch Substitution
derselben durch Konstante der Form v‘fl, e v?j , fiir die es voneinander verschiedene
&1y oo, &G mit (ug, ..o, uy), (vr,...,05) € C(&, ..., €) gibtund 6; Aw; fiir i =1,...,5
gilt. Also ist ¢ = (v, .. .,vjj). Wir setzen 0] = 0;lv;, B; = 0}[v;/u;] (s. §5) und
3= (b,...,0;). Nun gilt v¥ = vfg — u/ = 4. Nach Lemma 8.1 ist ¢(&,...,&;) €
T B B

7T, also invariant bez. (=). Es folgt ¢ = c(uy, ..., u}) = c(u,...,u;)". —

Satz 8.1: Fiir alle A € A und § A D ind(A) gilt: A% < (A]6).

Dies ist in einer Erweiterungs- und Metasprache formuliert, in der die Aussagen
der Form (A|0) eingefiihrt sind mit Hilfe der (einzigen) Behauptungsregel:
1(A]6) = pA|d. In dieser Sprache argumentieren wir nun klassisch.

Beweis: Nach Satz 7.2 geniigt es zu zeigen, dass die Klasse A" aller Aussagen A,
fiir die A% +« (A|6) fiir alle § A D ind(A) gilt, progressiv ist. Nicht-trivial sind nur
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folgende beiden Metaaussagen: 1. (Jz € C),. A(x)) € X gilt dann, wenn (I.V.) A(c) €
X fir alle ¢ € C,, () gilt. 2. Die entsprechende Metaaussage iiber (37 € b(T). A(T)).
- Wir beweisen hier nur 1. und schreiben dabei A(z,v) statt A(x), wobei v eine Liste
aller vorkommenden Indikatoren sei. - Unter der angefithrten I.V. gilt dann fiir alle
d Awv (nach den Behauptungs- und Inversionsregeln):

(Fz e Cp. Az, v)|0)

< Jec€Cylz). Iy Aind(c\v). (A(c,v)[76)

< Jc€Cp(x). Iy Aind(c\v). A(c,v)"° (nach I.V.)
[beachte nun: A(c,v)" = A(",v"°) und v?° =0’ |

— Jc€Cp(x). 3B AInd(c). A(?,0?)

o Jéelnla). Ae 1) ( (=) nach Lemma 8.2)

« Az e O A(z,v)°.

Zu zeigen ist noch:
JeeCp(z). 3B AId(c). A(®,2°) = (Fz e Cp. Az, v)|9).

Gegeben seien dazu c(u) € C,,(z) und eine Denotation § mit §A {u}; dabei seien
u = Uy, ...,u; die verschiedenen in ¢(u) vorkommenden Indikatoren. Dann gibt es
verschiedene £ = ¢y, ..., & mit (u) € C(§) und verschiedene w = wy, ..., w;, fur die
wy, ..., w; ¢ {u,v} und (w) € C(€) gilt. Nach Lemma 8.1 gilt dann: c(w) € Cp, ().
Nach Satz 5.2 gibt es ferner eine Denotation v mit v A {w} und u; = w; in By fiir
i =1,...,5. Firi = 1,...,7 gilt nicht 3 Aw;, und fir alle v € {v} gilt nicht
~vAwv. Daher erhalten wir u? = v = wh = w? = w?? sowie v = v"®. Ferner ist
{w} = ind(c(w)) = ind(c(w)\v). Daher und wegen der Invarianz der Formeln von

F bez. (=) (di. (=) gilt unter der angefithrten I.V.:

Ae(w”),2°) Ae(w™), ) Ae(w), )"

= (A(c(w),v)|y8) = (FreCu Alz,0)|5). —

Korollar 8.1: Die Schlussregeln der klassischen Logik sind fiir die Formeln von F (in
denen Indikatoren oder Gegenstandsvariable vorkommen diirfen) klassisch zuléssig.

Beweis: Ist z.B. A;, Ay, = B ein Einzelfall einer der Regeln R1 - R29 (in nicht
abgekiirzter Form), dann gilt:

(A1]8) A (Agl6) = A} A A) — B° — (Bld). o

Korollar 8.2: Invariant bez. (=) sind alle Formeln von F.

Beweis: A(x) sei eine Formel, in der genau die Variablen z (aus W) frei vorkom-
men. Ferner seien ¢,d € C(z). Dann gilt

(c=d N AQ))8) = (=" AN Al©)) = A’ = (AD)D). o
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Aus Korollar 8.1 ergibt sich insbesondere, dass man in den Aussagen von A be-
liebige Einsquantoren miteinander vertauschen darf. Dieses Ergebnis weicht schein-
bar von der bekannten Tatsache ab, dass - etwa im Kontext von [9, §28] - aufeinander
folgende Einsquantoren, von denen einer eine Gegenstandsvariable und der andere
eine Einsetzungsvariable bindet, i.Allg. nicht vertauscht werden diirfen. Diese schein-
bare Abweichung ist dadurch zu erkldren, dass die hier in §8 eingefiithrte Einsquan-
tifikation gewissermaflen aus einer Einsetzungs- und (i.Allg.) einer Gegenstandsquan-
tifikation zusammengesetzt ist.
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