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1 Einfiihrung

Die kontinuumsmechanische Beschreibung des Spannungs- und Deformationsverhaltens von
Materialien beruht auf einem System von partiellen Differentialgleichungen, die aus den Er-
haltungsséitzen fiir Masse, Impuls und Energie hergeleitet werden, und auf materialabhéngigen
konstitutiven Gleichungen, die die Abhéngigkeit der Spannungsverteilung im Medium von der
lokalen Deformation beschreiben. Man bezeichnet diese konstitutiven Gleichungen auch als
Materialgleichungen oder Materialgesetze.

Die Erhaltungsséitze fiir Masse, Impuls und Energie gehoéren zu den fundamentalen Prinzipi-
en der Physik. Ahnliche fundamentale Prinzipien, aus denen die zu einem gegebenen Material
gehorenden konstitutiven Gleichungen hergeleitet werden koénnten, sind nicht bekannt. Zwar
gibt es auch fundamentale Prinzipien, die bei der Aufstellung von konstitutiven Gleichungen
beachtet werden miissen; sie legen jedoch die Form dieser Gleichungen nicht genau fest. Zur
Formulierung von konstitutiven Gleichungen werden daher viele Grundsétze herangezogen, die
Giiltigkeit nur in sehr eingeschranktem Mafle verlangen kénnen. Entsprechend haben die dar-
aus hergeleiteten Materialgleichungen auch nur einen eingeschrinkten Giiltigkeitsbereich. Das
Hookesche Gesetz beispielsweise beruht auf der Grundannahme eines linearen Zusammenhangs
zwischen Spannung und Dehnung im Material. Fiir grofe Spannungen und Dehnungen verliert
das Hookesche Gesetz jedoch seine Giiltigkeit, weil dieser Zusammenhang dann nichtlinear und
auBerdem von der Deformationsvorgeschichte des Materials abhéngig ist. Zur Beschreibung des
sehr komplexen Materialverhaltens bei grolen Deformationen oder Spannungen miissen daher
anstelle des Hookeschen Gesetzes andere, weniger einfache Materialgesetze verwendet werden.
Die Festkorpermechanik hat eine sehr grofle Anzahl derartiger Materialgesetze angegeben, durch
die mogliches Materialverhalten beschrieben wird, die aber zur Vorhersage des Verhaltens eines
realen Materials jeweils nur in eingeschréankten Bereichen giiltig sind.

Ein Teil dieser Artikels wurde wihrend eines im Rahmen des Brasilianisch-Deutschen Austauschprogramms zur
wissenschaftlich-technischen Zusammenarbeit (KFA/CNPq) geférderten Aufenthalts des Autors an der Univer-
sidade Federal de Pernambuco angefertigt. Unterstiitzt wurde die Arbeit auch von der DFG-Forschergruppe
“Mathematische und ingenieurwissenschaftliche Analyse bruchmechanischer und inelastischer Probleme”.
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Von der Vorgeschichte abhéngiges Materialverhalten nennt man inelastisch. Eine befriedigende
mathematische Theorie inelastischen Materialverhaltens liegt bisher nur fiir wenige speziel-
le Typen konstitutiver Gleichungen vor, die nur einen kleinen Ausschnitt aus dem gesamten
Spektrum moglichen Materialverhaltens beschreiben konnen. Das Ziel ist, eine mathematische
Theorie fiir alle konstitutiven Gleichungen zu entwickeln, die mégliches Materialverhalten realer
Stoffe beschreiben. Auf Grund der groflen Vielfalt der vorgeschlagenen konstitutiven Gleichun-
gen und der sich daraus ergebenden Anfangsrandwertprobleme sollten die Einzelheiten der
Theorie nicht wesentlich von der speziellen Form der vorliegenden konstitutiven Gleichungen
abhéngen.

Aus demselben Grund ist es bei mathematischen Untersuchungen dieser Probleme nicht
moglich, nur von den Gleichungen des Anfangsrandwertproblems auszugehen und vom Hinter-
grund der Kontinuumsmechanik abzusehen, der die Grundlage zur Aufstellung dieser Gleichun-
gen bildet. Deswegen skizzieren wir in diesem Artikel zunéchst die kontinuumsmechanischen
Grundlagen der Theorie des inelastischen Materialverhaltens, diskutieren dann einige Beispiele
von konstitutiven Gleichungen aus der ingenieurwissenschaftlichen Literatur zur Beschreibung
des Deformationsverhaltens von Metallen und geben dann einen Uberblick iiber den Stand der
mathematischen Forschung zu den resultierenden Anfangsrandwertproblemen. Nicht behandeln
werden wir die Theorie viskoelastischer Fliissigkeiten, soweit nicht die kontinuumsmechanischen
Grundlagen auch diesen Bereich betreffen. Der Vollsténdigkeit halber haben wir zu den meisten
Aussagen Beweise oder Beweisskizzen angegeben, die in kleinerer Schrift gesetzt sind und beim
Lesen iibersprungen werden kénnen. Fiir ausfithrliche Darstellungen der Kontinuumsmechanik
und der Festkorpermechanik sei auf [13, 28, 29, 30, 40] verwiesen.

2 Geschichtsfunktionale — Einfache Materialien — Inelastische Materialien

Es sei By C R? eine offene Menge mit glattem Rand 0B, . By repriisentiert einen materiellen
Kérper zur Zeit ¢ = 0 und heifit Referenzkonfiguration. Fiir x € By und ¢ € R sei ¢(z,t) € R?
die Position, an der sich derjenige Massenpunkt zur Zeit ¢ befindet, der sich zur Zeit t = 0 an
der Stelle z befindet. Mit M3 bezeichnen wir die Menge der 3x3-Matrizen. Die zur Menge M3
gehorende Matrix

0
F(I7t) = VIQO(ZE, t) - (8_% 901'(17’75))1‘,]‘:1,2,3
heifit Deformationsgradient. Zur Zeit ¢ nehmen die Punkte des Korpers das Raumgebiet
B; = p(By,t) € R

ein. Nach Definition ist z — ¢(x,0) : By — By die Identitdt, und da sich zwei verschiedene
Massenpunkte niemals an derselben Stelle befinden kénnen, mufl die Abbildung

x> p(x,t): By — By

fir alle t € R bijektiv sein. Dariiber hinaus verlangt man, daf detF(x,t) > 0 ist fiir alle
(x,t) € By x R. Die Matrix F'(z,t) ist also nichtsingulér. Mit der Dichte p(z,t), der Deforma-
tionsgeschwindigkeit

v(x,t) = @i, t) (2.1)
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und dem ersten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor Tr(x,t) € M? lauten die Gesetze der
Massen- und Impulserhaltung in Lagrangescher Darstellung

o (2.2)
pvy = div, Tg, (23)
wobei 3.9
div, Tg(x,t) = <]Z_; 8—% (TR)ij)i,j:1,2,3 €R’

sei. Man erhélt den zweiten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor T'(x, t) aus dem ersten durch

T(x,t) = F(x,t) ' Tr(x,t) € M?. (2.4)

Aus dem Erhaltungssatz fiir das Drehmoment folgt, dafi der zweite Piola-Kirchhoffsche Span-
nungstensor symmetrisch ist, siche [10]. Zu (2.2), (2.3) kommen also die in den beiden dquiva-

lenten Gleichungen o
T=T" F'Tp=(F'Tp)" (2.5)

enthaltenen drei Bedingungen hinzu.

(2.2), (2.3) und (2.5) sind sieben Gleichungen fiir p, die drei Komponenten von v und die neun
Komponenten von Tg . Damit fehlen sechs Gleichungen zur Bestimmung aller Unbekannten. Die
fehlenden Gleichungen werden durch die konstitutiven Gleichungen geliefert, die die Abhéngig-
keit des Spannungstensors vom Deformationsgradienten F' wiedergeben. Diese Abhéngigkeit ist
eine Materialeigenschaft, und es entspricht der Vielfalt des moglichen Materialverhaltens, daf3
die Form der konstitutiven Gleichungen durch die fundamentalen Prinzipien, denen diese Glei-
chungen geniigen miissen, nur wenig eingeschréinkt wird. Diese Prinzipien sollen im folgenden
diskutiert werden.

Die Erfahrung zeigt, dafl der Spannungstensor Tr(x,t) von der Deformationsvorgeschichte des
Materials abhéngt. Klar illustriert wird dies durch das Beispiel einer Briefklammer: Bei geringer
Verbiegung der Briefklammer besteht ein eineindeutiger Zusammenhang zwischen Verbiegung
und der dazu notigen Kraft. Lait man die Briefklammer los, dann entspannt sie sich elastisch
und kehrt in ihren Ausgangszustand zuriick. Lafit man sie jedoch nach grofiler Verbiegung los,
dann kehrt sie nicht in den Ausgangszustand zuriick, sondern verbleibt nach elastischer Ent-
spannung in einem Zustand dauernder plastischer Deformation. Bei kleiner Verbiegung aus die-
sem Zustand plastischer Deformation heraus besteht wieder ein eineindeutiger Zusammenhang
zwischen Verbiegung und dazu notiger Kraft; die Briefklammer verhilt sich wieder elastisch,
im allgemeinen aber mit einer gegeniiber dem Ausgangszustand gednderten Funktion zwischen
elastischer Deformation und Kraft. Mit den Bezeichnungen Tx(t) und F(t) fiir die Funktionen
x— Tr(z,t), v — F(x,t) : By — M?, gilt also

Tr(t) = F [F(s)],

s<t

wobei F eine Abbildung bezeichne, die die Funktion F' in die Funktion T abbildet, derart dafl

s<t
Tg(t) unabhéngig ist von den Werten von F(s) fiir s > t. Man nennt F auch Geschichtsfunk-

s<t
tional.
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In diesen Uberlegungen ist zugelassen, daB der Spannungstensor T am Punkt (x,t) von den
Werten des Deformationsgradienten F' an allen Punkten (y,s) € By x (—oo,t] abhéngt. Man
nennt eine konstitutive Relation lokal, wenn Tg(z,t) nur von F(z,s) abhéngt. Nach Noll [47]
heiflen Materialien mit lokaler konstitutiver Relation einfach. Fiir ein einfaches Material gilt
also

TR('Ta t) = SZ; [F(l’, S): $] ) (26)
wobei das Geschichtsfunktional vom Ort z € By abhédngen kann. Dementsprechend fassen wir
das Geschichtsfunktional als vom Parameter x abhéngige Abbildung F(z,s) — Sl—"t [F(z,s),x]

auf, verzichten aber der Einfachheit halber auf die Angabe des Parameters = und schreiben in
Zukunft nur F [F(z,s)].
s<t

Die Theorie der einfachen Materialien ist angemessen zum Studium vieler realer Stoffe. Dane-
ben gibt es aber auch Theorien fiir nicht einfache Materialien, siehe [52]. Je nach der Form der
zugrunde liegenden konstitutiven Gleichungen erhélt man in der Theorie der nicht-einfachen
Materialien Systeme partieller Differentialgleichungen, die in den Raumvariablen von hoherer
als erster Ordnung sind. In diesem Artikel beschréinken uns auf das Studium einfacher Mate-
rialien und nehmen an, daf alle auftretenden konstitutiven Relationen lokal sind.

In vielen Féllen ist die Abhéngigkeit der Relation zwischen Deformation und Spannung von
der Vorgeschichte vernachlissigbar, zum Beispiel dann, wenn nur kleine Deformationen und
Spannungen auftreten. In diesem Fall hingt der Wert des Spannungstensors Tr am Ort x zur
Zeit t nur vom Wert des Deformationsgradienten am selben Ort zur selben Zeit ab:

~

Tr(z,t) =T(F(x,t)).

Stoffe mit einer deartigen konstitutiven Relation heifien elastisch. Wenn Tg(z, t) auch von den
Werten des Deformationsgradienten zu fritheren Zeitpunkten abhingt, heiffit der Stoff inela-
stisch.

3 Das Prinzip der materiellen Objektivitét

Bei einem einfachen Material ist der Definitionsbereich D( F ) und der Wertebereich des Ge-

s<t

schichtsfunktionals F im Raum A(R, M?) aller Abbildungen F : R — M? enthalten:

s<t

F :D(F)CAR, M) — AR, M?).

s<t s<t
Dieses Funktional kann jedoch nicht beliebig vorgegeben werden. Vielmehr verlangt man, dafl
die konstitutive Gleichung ihre Form unter denjenigen Transformationen der Koordinaten der
Momentankonfiguration, die aus Translationen und Rotationen bestehen, nicht d&ndert. Wenn

diese Forderung erfiillt ist, sagt man, F erfiille das “Prinzip der materiellen Objektivitat”.
s<t

Man iiberzeugt sich leicht, daf§ Translationen keinen Einflufl auf die Form der konstitutiven
Gleichung haben, und dafl es zum selben Ergebnis fiihrt, ob man verlangt, daf§ die konstitutive
Gleichung ihre Form unter Rotation des Koordinatensystems oder unter Rotationen des Kérpers
nicht dndern soll. Im folgenden werden wir daher untersuchen, unter welchen Bedingungen
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die konstitutive Gleichung invariant bleibt, wenn man den Korper einer Starrkorperrotation
unterwirft.

Ein Korper, dessen Bewegung durch die Funktion ¢ : By x R — R3 beschrieben sei, werde
zusétzlich einer zeitabhéngigen Starrkorperrotation unterworfen. Die Gesamtbewegung wird
dann durch die Funktion ¢* : By x R — R? mit

¢*(x7 t) - Q(t) Qp(xa t)

beschrieben, wobei Q(t) € M?3 fiir jedes t die einer Drehung entsprechende orthogonale Matrix
ist, also det Q(t) = 1 erfiillt. Eine orthogonale Matrix, deren Determinante den Wert eins hat,
nennen wir Drehmatrix. Durch Ableiten folgt fiir den Deformationsgradienten der Gesamtbe-
wegung

F*(2,t) = Q(t) F(x,1). (3.1)

Fiir den ersten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor der Gesamtbewegung gilt dann nach (2.6)

le(l’vw = F [F*(.T, S)] = F [Q(S> F<I?S)]'

s<t s<t

Das Prinzip der materiellen Objektivitat verlangt, dal 7% aus Tg durch Rotation der Span-
nungsverteilung mit dem Korper hervorgeht. In [11, 13, 28] wird gezeigt, dafi diese Rotation
den ersten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor in

Q(t) Tr(z,1) (3.2)

uberfithrt. Also muf3

Q(t) F [F(x,5)] = Q(t)Tr(x,t) = Tr(x,t) = F [Q(s) F(x, s)]

s<t s<t
gelten. Dies ist eine Bedingung an F , die sicherlich erfiillt ist, wenn
s<t

Q1) F [F(s)] = F [Q(s) F(s)] (3.3)

s<t s<t

gilt fiir jede Funktion F' € D( F) und fiir jede Funktion

s<t
Q € {A(R, M?) | Q(t) ist Drehmatrix fiir alle ¢} .

Jedes Funktional, das diese Bedingung erfiillt, geniigt dem Prinzip der materiellen Objektivitét.
Um zu untersuchen, welche Funktionale (3.3) erfiillen, werden einige Definitionen benétigt: Zur
Matrix F' € M3 sei

E[F|=YF"F-1I).
E[F] heifit Greenscher Verzerrungstensor zu F', und E : M3 — M? ist die Abbildung, die

jedem F' den Greenschen Verzerrungstensor zuordnet. Mit demselben Symbol bezeichnen wir
auch die Abbildung E : A(R, M3) — A(R, M?), die jedem F' € A(R, M?) die durch

E[F]|(t) = E[F(t)], teR,

definierte Abbildung E[F] € A(R, M?) zuordnet.
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Zu den Matrizen F, T € M3 sei 9[F|T = FT . Hierdurch wird die vom Parameter F abhiingige
Abbildung 9[F] : M3 — M? definiert. Auch hier bezeichnen wir mit demselben Symbol die
vom Parameter F' € A(R, M?) abhiingige Abbildung J[F] : A(R, M?3) — A(R, M?), die jedem
T € AR, M?) die durch

GIFIT)(0) = FOT(), ek,

definierte Funktion J[F]T € A(R, M?) zuordnet.

Wenn F der Deformationsgradient und 7' der zweite Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor ist,
dann ist J[F]T nach (2.4) der erste Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor. ¥[F] spielt also die
Rolle einer Transformation des zweiten in den ersten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors.

Mit diesen Definitionen kénnen wir nun die Funktionale charakterisieren, die dem Prinzip der
materiellen Objektivitat geniigen:

Satz 3.1 Das Funktional F erfillt die Bedingung (3.3) genau dann, wenn eine Faktorisierung

s<t
der Form

F =9]oGoFE

s<t s<t

moglich ist mit einem Geschichtsfunktional G ; das heifst genau dann, wenn
s<t

Tr(t) = F[F(s)] = 0[F@)] G [E[F](s)] = F(t) G [E(s)]

s<t s<t s<t

gilt fiir jede Abbildung F € D( F ). Der Kiirze halber wurde hierin E(s) = E[F(s)] gesetzt.

s<t

Insbesondere ist fiir jedes Geschichtsfunktional G auch
s<t

I[JoGoE

ein Geschichtsfunktional, das dem Prinzip der materiellen Objektivitit geniigt. Weil T(t) =
F(t)"'Tg(t) der zweite Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor ist, gilt

s<t

Man nennt diese Gleichung reduzierte Form von (2.6). Die Bedingung (3.3) ist also genau dann
erfiillt, wenn der zweite Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor eine Funktion des Greenschen
Verzerrungstensors ist. Jede konstitutive Gleichung, die 7' als Funktion von E vorschreibt,

geniigt somit dem Prinzip der materiellen Objektivitit. Die Wahl von G ist dabei nur dadurch
s<t

eingeschriinkt, daff 7' symmetrisch sein muB. Dies liefert eine bequeme Mdglichkeit, konstitutive
Gleichungen zu formulieren, die diesem Prinzip geniigen.

Beweisskizze. Man rechnet sofort nach, daf ein Funktional der Form F = 9[-]o G o E die Bedingung
s<t s<t

(3.3) erfiillt. Also bleibt zu zeigen, dafl eine Faktorisierung moglich ist, wenn (3.3) erfiillt ist. Hierzu
sei F' € A(R, M3) mit det F(t) > 0 und
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die polare Zerlegung der nichtsinguliren Matrix F'(¢) mit einer orthogonalen Matrix R(¢) und der
symmetrischen, positiv definiten Matrix

U(t) = (Ft)T F(t)"?.

Wenn det F(t) > 0 ist, gilt det R(t) = 1. Dies folgt aus der Konstruktion der polaren Zerlegung, siehe

zum Beispiel [10, S.94 ff]. Also ist R(t) eine Drehmatrix, und man kann die polare Zerlegung fiir F’

in (3.3) einsetzen und Q(¢t) = R(t)~! = R(t)T wihlen. Dann folgt R(t)~! F[F(s)] = F[U(s)], und
s<t s<t

wegen R(t)~! = U(t) F(t)~! ergibt sich
FOT FIF(s)] =U®™ F [U(s)]. (3.4)

Man sieht unmittelbar, dafy auch die Umkehrung gilt, die wir jedoch nicht benétigen: Jedes Funktional
mit dieser Eigenschaft erfiillt (3.3).

Wegen 2E[F(t)] + I = F(t)T F(t) gilt nun
QE[F)]+DY? =U(t). (3.5)

Definiert man das Funktional G durch
s<t

G [E(s)] = 2E(t) +I)"* F[2B(s) + 1),

s<t s<t

dann folgt wegen (3.4) und (3.5)

s<t s<t s<t

Damit ist die Existenz der Faktorisierung gezeigt.

4 Plastischer Zwischenzustand

Zum weiteren Ausbau und zur Anwendung der Theorie miissen die Funktionale F oder G
s<t s<t

genauer spezifiziert werden. Wegen der groflen Freiheit bei der Wahl dieser Funktionale wer-
den in der Regel einige plausible Konzepte und Annahmen zugrunde gelegt, um die Form
der Funktionale einzuschrianken. Ein héufig verwendetes Konzept ist die Idee des “plastischen
Zwischenzustandes” , die durch das in Abschnitt 2 an einem Beispiel erlautere Verhalten von
Metallen plausibel gemacht wird. Hierzu siehe zum Beispiel [27].

Die Grundannahme hierbei ist, dafl der Deformationsgradient F' multiplikativ in einen elasti-
schen Anteil F, und einen plastischen Anteil F}, zerlegt werden kann, wobei die Spannungen im
Material durch den elastischen Anteil erzeugt werden. Es sollen also nichtsinguldre Matrizen
F.(x,t), F,(z,t) € M? mit det F,(x,t) > 0, eine Funktion T und ein Funktional 7 existieren

mit =
F(x,t) = Fo(z,t)Fy(z,t) (4.1)
Fy(z,t) = jgt [F(z,s)] (4.2)

Tr(x,t) = T(Fu(a,t), Fy(x,1)) (4.3)
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wobei fiir die Funktion 7' auBerdem )
TI,G)=0 (4.4)

gelten soll fiir die Einheitsmatrix I und fiir alle G € M3 mit (I,G) € D(T). Die drei Glei-
chungen (4.1) — (4.3) bestimmen Tg als Funktion von F' und definieren somit das Funktional
F

s<t
Tr(x,t) = s_g [F(x,s)].

Gleichung (4.4) bringt zum Ausdruck, daf§ die Spannungen im Material durch F, erzeugt wer-
den. Ist F, an einer Stelle gleich der Identitéit, dann sind an dieser Stelle keine Spannungen
vorhanden. In der Gleichung (4.3) mufl F, als Parameter aufgefa8t werden: Der Zusammenhang
zwischen F, und Tx héngt von der plastischen Deformation F), ab. Bei gednderter plastischer
Deformation &ndert sich im allgemeinen dieser Zusammenhang. Aus der Kenntnis von F'(z, s)
fiir s < ¢ ergibt sich Fy(x,t) wegen (4.2) und damit auch F,(z,t) = F(x,t) F,(z,t)"".

Hinter diesem Ansatz fiir ein konstitutives Modell stehen folgende Vorstellungen: Befindet sich
ein Korper in einem Zustand plastischer Deformation, dann ist der Korper lokal im allgemeinen
sowohl plastisch als auch elastisch deformiert. Zerschneidet man den Korper in kleine Stiicke,
dann konnen sich die einzelnen Stiicke elastisch in ihren Zustand konstanter plastischer De-
formation entspannen. Weil die Stiicke bei der Entspannung ihre Form &ndern, kénnen sie
nun nicht mehr zu einem Koérper zusammengefiigt werden. Um sie zum urspriinglichen Korper
zusammenzufiigen, miissen sie wieder elastisch deformiert werden. Die entspannten Stiicke re-
prasentieren den plastischen Zwischenzustand, der durch das Feld F,, charakterisiert wird. Weil
die einzelnen Stiicke nicht zu einem Korper zusammengefiigt werden koénnen, ist F), kein De-
formationsgradient, das heifit, dafi F}, nicht Gradient eines Vektorfeldes ¢, : R® — R? ist. Die
notwendigen Kompatibilitdtsbedingungen sind nicht erfiillt.

Die Wahl von 7" und Z—"t ist eingeschrankt, weil die Gleichungen (4.1) — (4.3) das Prinzip der

S
materiellen Objektivitit erfiillen miissen. Nach (3.4) ist dies genau dann der Fall, wenn

FO)'T(FOH [F)I™, HFE) =U0"TUOH U], HUE)

s<t s<t s<t s<t

gilt fiir jedes F' € D( F ). Durch dieses Prinzip wird jedoch nicht festgelegt, wie sich die plasti-

s<t

schen und elastischen Anteile des Deformationsgradienten bei Starrkérperrotationen transfor-
mieren sollen. Im Hinblick auf die angegebene Interpretation der Zerlegung ist es naheliegend,
zwei zusétzliche Invarianzbedingungen zu stellen. Zur Formulierung dieser Bedingungen seien
Q € M? eine Drehmatrix und F* = F}F; sowie T}, die transformierten Werte des Deforma-
tionsgradienten und des ersten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors. Nach (3.1) und (3.2)
gilt

F*=QF, Tir=QTg. (4.5)

Die erste zusétzliche Invarianzbedingung ist, dafl sich der plastische Anteil von F' wie F' selbst
transformieren soll:

Ff=QF,. (4.6)

Hieraus folgt fiir den elastischen Anteil das Transformationsgesetz

Fr=F(F) ™ = QFF QT = QF.Q". (4.7)
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Bei der zweiten zusétzlichen Invarianzbedingung geht man von der Vorstellung aus, daf§ die
Spannungen im Material nur vom elastischen Anteil des Deformationsgradienten erzeugt wer-
den. Eine Rotation der Spannungsverteilung im Material tritt dann schon ein, wenn nur der
elastische Anteil des Deformationsgradienten bei festgehaltenem plastischen Anteil rotiert wird.
Dementsprechend fordert man, dafl

Ty = QTr = T(QF., F,) (4.8)

gelten soll. Zusammen mit den Gleichungen (4.2), (4.3) ergeben sich aus (4.5) — (4.8) und aus
dem Prinzip der materiellen Objektivitédt folgende drei Bedingungen fiir die Funktion 7" und

das Funktional % : Fiir alle nichtsinguldren Matrizen F’, F"" € M3 mit positiver Determinante,
s<t

alle Drehmatrizen @' und alle Funktionen Q € {A(R, M3) | Q(¢) ist Drehmatrix fiir jedes ¢}
sowie F' € D(H ), mit det F(t) > 0 soll gelten, daf§

Qt) Kl [F(s)] = H [Q(s) F(s)] (4.9)
QT(F,F"y=T(QF' F" (4.10)
QT(F,F") =T@QF Q) QF"). (4.11)

Der folgende Satz charakterisiert diejenigen Funktionale, die diese Bedingung erfiillen.

Satz 4.1 (i) Sei das Geschichtsfunktional F durch die Gleichungen

s<t
F [Fs)] = TR0 () (4.12)
Fylt) = 3¢ [F(s) (4.13)
definiert. Dann gilt: Die Abbildungen T und H erfillen die Bedingungen (4.9) — (4.11) genau
s<t
dann, wenn eine Faktorisierung
F =9[]oGoFE (4.14)
s<t s<t
maoglich ist mit einem Funktional G , das durch Gleichungen der Form
s<t
G [B(s)] =T(E(0), F,(0) (1.15)
E,(t) = B[ H [E(s)]] (4.16)
definiert wird, wobei E ein geeignetes Geschichtsfunktional ist, fir das zusdtzlich
HF(s)] = F()QEIF®)] + D~ H (BIF(s)] (4.17)
gilt. Aus dieser Gleichung folgt insbesondere
E(t) = B|BEIFG))] = B| # [F(s))] = E[F0). (4.18)
S s<t

(ii) Es seien die Bedingungen (4.9) — (4.11) erfillt. Dann gilt: Die Punktion T in (4.12) erfillt
(4.4) genau dann, wenn T(G,G) = 0 ist fiir jedes G € M? mit (G,G) € D(T).
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Fiir ein System konstitutiver Gleichungen der Form (4.1) — (4.3), das die Bedingungen (4.9) —
(4.11) des erweiterten Prinzips der materiellen Objektivitét erfiillt, wird also durch

T(t) = F(t)"'Tr(t) = T(B[F)(t), E,(t))

E,(t) = H [E[F(s)]]

s<t

der zweite Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor als Funktion des Greenschen Verzerrungsten-
sors E[F(t)] vorgeschrieben, und nach (4.18) ist E,(t) der Greensche Verzerrungstensor zu
F,(t). E[F,] soll hier plastischer Verzerrungstensor genannt werden.

Aus diesem Satz folgt, dafi jedes Funktional der Form (4.15), (4.16) ein Geschichtsfunktional F

s<t

definiert, das (4.9) — (4.11) erfiillt, wobei die Wahl von T’ und E nur dadurch eingeschrankt ist,
daB T(E[F(t)], E[F,(t)]) = T(t) fiir jedes t symmetrisch und E:[E [F'(s)]] fiir jedes t invertierbar
sein und positive Determinante haben mufl. Denn definiert man bei gegebenen T und H das

s<t
Funktional 7 durch (4.17) und 7' durch

T(F(t) F(t) ™" B(1) = F(T(E[F (1), E[E,(1)])

dann gilt fir das durch (4.12), (4.13) definierte Funktional wegen der aus (4.18) folgenden
Identitéit E[F,(t)] = E,(t), dab
FIF(s)] =T = FOT(E[F(1)]. By(t)) = F(t) G [BIF(s)]].

s<t s<t

Dies ist (4.14). Weil (4.17) nach Definition gilt, sind auf Grund des Satzes auch die Gleichungen
(4.9) — (4.11) erfiillt. Also erlaubt dieser Satz in einfacher Weise, konstitutive Gleichungen zu
formulieren, die das erweiterte Prinzip der materiellen Objektivitéit erfiillen.

Beweisskizze. (i) Es seien (4.9) — (4.13) erfiillt, und es sei F' die Funktion aus (4.12), (4.13). Dann
ist F'(t) fiir jedes ¢ eine nichtsinguldre Matrix mit det F(t) > 0 und hat eine polare Zerlegung F(t) =
R(t)U(t) mit der symmetrischen, positiv definiten Matrix U (t) = (F(t)T F(t))l/2
R(t). Mit Q(t) = R(t)T folgt aus (4.9)

# IF(s)] = R() RO" %, [F(s)] = R(O) %, [R(s)" B()Us)]

und der Drehmatrix

= RO H [U(s)] = FO U ()™ 1 [U(5)). (4.19)

Wegen U = (2E[F] + I)'/? ergibt sich hieraus (4.17), wenn man
A BF)] = #[REF(s)+ 1))

setzt. Mit (4.13) folgt aus (4.17) wegen F(2E[F]7—|— ™2 =FU"!' =R, daf8
E[H[F(s)]] = EIF()QEF )] + 07V B[E(s)]]

s<t

1S
=1
I
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Dies ist (4.18). Wenn @ eine Drehmatrix ist, folgt aus (4.10) und (4.11)

~

T(F,,F”) — T(QQTF,,F”) — QT(QTF/,F”)
=T(QQTF'QT,QF") = T(F'Q",QF").
Die Matrix Fj,(t) aus (4.13) ist fiir jedes t nichtsinguldr und hat wegen det F,(t) > 0 eine polare

Zerlegung Fy(t) = S(t)V(t) mit V(t) = (Fp(t)TFp(t))l/2 und einer Drehmatrix S(¢). Setzt man die
polaren Zerlegungen von F' und Fj, in (4.12) ein, dann folgt zusammen mit (4.10) und (4.20)

(4.20)

F@t)"' 7 [F(s)] = F'T(FF, ', F,) = U'RTT(RUV ST, SV)

s<t
=U'TwvisT svy=u-lT(wv-v)
(4.21)

Beim zweitletzten Gleichheitszeichen wurde (4.18) verwendet. Dies beweist, dafl die Faktorisierung
(4.14) moglich ist, und gleichzeitig ist gezeigt, dafl (4.14) — (4.18) aus (4.9) — (4.13) folgen. Zum
Beweis der anderen Richtung der Behauptung mufl nachgewiesen werden, daf8 (4.9) — (4.11) aus (4.12)
— (4.18) folgen. (4.9) resultiert aber sofort aus (4.17), und (4.10), (4.11) ergeben sich aus

T(F(t) Fp(1) " Fyp(t) = FT(B[F ()], BIE(t)]),
wobei diese Gleichung wegen (4.14) und (4.12), (4.15), (4.18) gilt.
Die Aussage (ii) folgt unmittelbar aus (4.21).

5 Darstellungen von Geschichtsfunktionalen — Innere Variable — Thermodynamik

In diesem Abschnitt soll auf eine Moglichkeit zur konkreten Darstellung von Geschichtsfunk-
tionalen, die Methode der inneren Variablen, néher eingegangen werden. Nur am Rande sei auf
die naheliegende und héufig verwendete Darstellung von Geschichtsfunktionalen durch Integrale
der Form

T(x,t)= G (E(z,s)) = a(E(x,1)) —|—/ b(s, E(x,t), E(x,t—s) — E(z,t))ds (5.1)
s<t 0

mit gegebenen Funktionen a und b hingewiesen, wobei wir zur Abkiirzung die Bezeichnung

E(z,t) = E[F(x,t)] beniitzt haben, die wir in diesem ganzen Abschnitt verwenden werden.

Einige Literaturhinweise zu mathematischen Untersuchungen von Anfangsrandwertproblemen

mit konstitutiven Gleichungen in dieser Integralform geben wir in Abschnitt 7.

Zum Studium von Metallen wird in den Ingenieurwissenschaften jedoch iiblicherweise eine ande-
re Methode zur Darstellung von Geschichtsfunktionalen verwendet, die eng mit thermodynami-

schen Uberlegungen verkniipft ist: Es wird angenommen, daB Parameter z(z,t),..., zy(,t)
existieren, die man innere Variable nennt, so dafi der Spannungstensor am Punkt (z,¢) nur
von den Werten des Greenschen Verzerrungstensors E und der inneren Variablen zq, ..., zy an

diesem Punkt abhéngt:

~ ~

T(z,t) =T(E(x,t), z21(x,t),...,25(x, 1)) . (5.2)
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Die zeitliche Entwicklung der inneren Variablen wird bestimmt durch ein System von gewo6hn-
lichen Differentialgleichungen in der Zeit

0

azk(:c, t) = fe(E(x,t), z1(x,t),...,2n(2,t), k=1,...,N. (5.3)
(5.2) und (5.3) sind die konstitutiven Gleichungen. Zusammen mit Anfangsbedingungen fiir
die Werte z;(z,0),...,2x(2,0) der inneren Variablen bestimmen diese Gleichungen T'(z,t)

als Funktion von E(z,s) und definieren daher das Geschichtsfunktional G . Man kann dabei
s<t

auch die Idee des plastischen Zwischenzustandes verwenden. Die Komponenten des plastischen
Verzerrungstensors E[F,| gehoren dann zu den inneren Variablen. Auch hier ist die explizite

Abhéngigkeit der Funktionen 7" und f; vom Parameter x zugelassen.

Bisher haben wir den Fall betrachtet, daf die Funktionen 7' und f = (f1,..., fn) nicht von der
Temperatur 6 abhéngen. Im allgemeinen sind diese Funktionen jedoch temperaturabhéngig.
Man mufl dann zur Berechnung der Deformation des Korpers auch die Gesetze der Thermody-
namik heranziehen um die Temperaturverteilung mitzuberechnen. Natiirlich treten Wérmelei-
tungseffekte auch dann auf, wenn T und f nicht von 6 abhéngen, haben aber in diesem Fall
keinen Einflul auf das Deformationsverhalten des Korpers, und kénnen somit bei der Berech-
nung der Deformation und der Spannungsverteilung unberiicksichtigt bleiben. Trotzdem muf3
man die Gesetze der Thermodynamik auch in diesem Fall beriicksichtigen, denn sie liefern eine
Bedingung an die Form der Funktion f, die unabhéngig davon erfiillt sein muf3, ob T und f
von # abhéngen oder nicht. Wir skizzieren unten die Herleitung dieser Bedingung, die auf [11]
zuriickgeht, und formulieren sie am Ende des Abschnitts.

Die Einordnung in den Rahmen der Thermodynamik liefert zugleich ein besseres Verstédndnis
der Bedeutung der inneren Variablen: Im Rahmen der Thermodynamik wird der Zustand eines
materiellen Korpers, zum Beispiel eines Gases, durch die Werte von Zustandsvariablen fest-
gelegt. Zustandsvariable sind unter anderem Temperatur, innere Energie, Dichte, Druck und
Entropie. Der Einfiihrung der inneren Variablen liegt nun die Idee zugrunde, dafl viele Mate-
rialien und insbesondere auch Metalle in sehr komplizierter Weise aufgebaut sind, und dafl es
deswegen notig ist, zur thermodynamischen Beschreibung des Zustandes eines solchen Mate-
rials weitere Zustandsvariable, die inneren Variablen, einzufiithren. Besonders anschaulich wird
dies am Beispiel von Beton. Unterhalb einer Lingenskala von einigen Zentimetern ist Beton ein
sehr inhomogenes Material. Nur iiber hinreichend grole Regionen kann das Material im Mittel
als homogen aufgefafit werden, und kontinuumsmechanische Variable miissen als Mittelwerte
iiber derartige Regionen aufgefait werden. Wahlt man fiir derartige Regionen Kugeln, dann
miissen diese Kugeln im Falle von Beton Durchmesser von einigen Zentimetern haben. Diese
Kugeln haben aber ein sehr kompliziertes Inneres. Um den Zustand einer solchen Kugel durch
Mittelwerte zu kennzeichnen, sind daher hinreichend viele Zustandsvariable notig.

Thermodynamik mit inneren Variablen. Um die erwéhnte Bedingung an f = (fi,..., fn) her-
zuleiten, sei z = (z1,...,2yn) der Vektor der inneren Variablen. Der Einfachheit halber nehmen wir
an, daf} die Funktion f nicht explizit von 2 abhingt. Anstelle der Temperatur fiihrt man zunichst die
innere Energie e(z,t) als Unbekannte ein. Die Temperatur ist dann eine Funktion von e, F, z :

ezé(e7E7z)’

also
0(z,t) = O(e(x, t), E(x,t), 2(2,1)) .
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Wie iiblich werden wir im folgenden in der Bezeichnung nicht zwischen den beiden verschiedenen
Funktionen # und € unterscheiden und einheitlich 6 fiir beide Funktionen schreiben. Mit Ausnahme
des Spannungstensors verfahren wir auch bei den anderen thermodynamischen Grofien so.

Zur Bestimmung der zusétzlichen Unbekannten e ist jetzt neben (2.1) — (2.4), (5.2) und (5.3) eine
weitere Gleichung notig, die man aus dem Energiesatz erhélt: Das vergroflerte Gleichungssystem lautet

pt =0 (5.4)
pvy = div, TR (5.5)
per =T - By —divy q (5.6)

ze=f (5.7)

mit dem WirmefluB ¢(z,t) € R3, wozu noch die Gleichung ¢; = v, die Definition von v, kommt.
Zusitzlich bendtigt man die konstitutiven Gleichungen

T="T(eE,zz) (5.8)
q=qle,E, z,Vye,V, E,V,z) (5.9)
f=f(eE,z2). (5.10)

Unter geeigneten Voraussetzungen fiir T, g und f ist die Losung (p, ¢, e, z) dieses Gleichungssystems
und damit auch F = %(FTF — I) bei gegebenen Anfangsbedingungen eindeutig bestimmt. Nach
dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik mufl zu diesem Gleichungssystem eine Funktion s =
s(e, E,z) € R, die Entropie, existieren, so daf fiir jede Losung (p, ¢, e, z) die Funktion

die Ungleichung

pst + div, (%) >0 (5.11)
erfiillt. Hieraus und aus (5.6), (5.7) folgt
(4 % (4
< =) = — . . E
0_gst+dlvx(9) p(@e et +Vgs-Ey+ Vs ztl) —l—dlvz(?>
= a—z (T - By —div,q) + pVEs - By + pVus -z + 7 div,q — 2 V.,.0 (5.12)
0s = Os 1\ .. 1
= (%T—{—pVEs) By — (% — §>dlvxq+pvzs'f— ﬁq-vxé’.

Diese Ungleichung mu$ fiir alle (z,¢) gelten und insbesondere fiir (xg,0) mit einem beliebig gewihlten
xg € By, das wir nun festhalten. Mit

1 1
Ey(x0,0) = E[FTVQ;U + (FTv, )1 = 5[ Vav + (Vev)T]

. 0
div,q(x0,0) = a—z Ve + .o+ V(g /oz)q - Va(02n/0zs)

wobei F'(z9,0) = I verwendet wurde, priift man anhand von (5.4) — (5.10) leicht nach, dafl durch Varia-
tion der hoheren Ableitungen der Anfangsdaten bei festgehaltenen Werten von e, F, 2, Ve, V, E, V2
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an der Stelle (x¢,0) die Grolen Ei(zo,0) und divyq(zo,0) so variiert werden kénnen, daf§ die Unglei-
chung (5.12) nur dann fiir alle Losungen erfiillt sein kann, wenn die Klammerausdriicke vor E; und
div,q verschwinden. Dies liefert

0s

- -1 R

T = —p(a) Vis = —pVge(s, E, Z)|s:s(e By = T(e,E,z,x) (5.13)
os\-1 0

b= (%) =55 B _ma (5.14)
1

PV [ = gy - Val 20, (5.15)

wobei man die letzten Gleichheitszeichen in den ersten beiden Gleichungen erhélt, indem man s anstelle
von e als unabhéingige Variable auffait und e als Funktion von (s, E, z) schreibt. T ist explizit von z
abhéngig, weil in (5.13) die Funktion p(z) auftritt. Nach (5.4) ist p unabhéngig von ¢.

Wiéhlt man die Anfangsbedingungen so, dafl Vye(x,0) = V,E(x0,0) = Vyz(x0,0) = 0 gilt bei festge-
haltenen Werten von e(xg,0), E(zo,0), 2(z¢,0), dann folgt wegen

00
V0 = %Vze + VgV, E + V,0V,z
aus (5.15), daB
V.s-f=V.s(e,E,z) fle,E,z) >0 (5.16)

sein muf.

Diese Ungleichung ist eine Bedingung an f. Sie soll in eine Form gebracht werden, in der anstelle von
e die Temperatur € als Variable vorkommt. Hierzu sei o0 — — (o, E, z) die Legendretransformierte
der Funktion s — e(s, E, z):
—(0,E,z) =sup[os —e(s, E, z)]. (5.17)
seR
Man nennt ¢ freie Energie. Weil nach (5.14) 6 = (9s/0e)~! = de/0s gilt, folgt aus der Theorie der
Legendretransformation

Y(@(e,E,2),E,z) =e—s(e,E,z)0(e, E,z). (5.18)
Dies liefert
o _Os, 00 _ 00
0 e oe " e de’
also
__%
00
Hiermit und mit der Gleichung
?g V.0 + V., = —0V,s — sV, 0,

die aus (5.18) folgt, ergibt sich

1
st(e,E,z) = - 5VZ¢(07E1 Z) OZQ(EEZ).

Hieraus und aus (5.16) resultiert nun folgende Bedingung an f :
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Dissipationsungleichung. Fir alle (0, E, z) aus dem gemeinsamen Definitionsbereich D(1))N
D(f) der freien Energie ¢ : D(¢)) C RT x M3 x RN — R und der Funktion f = (fi,..., fn):
D(f) CRT x M3 x RN — RY gilt

V.(0,E,2) - f(0,F,2)<0. (5.19)

Dies ist eine Bedingung an f, weil bei gegebener Funktion s(e, E, z), also wegen (5.17) auch
gegebener Funktion ¢ die Abbildung f so vorgegeben werden muB, daff (5.19) erfiillt ist.

Allerdings ist die zum System (5.4) —(5.10) gehorende Entropie s(e, E, z) nicht eindeutig bestimmt.
Ohne auf Einzelheiten eingehen zu kénnen, geben wir hier nur an, daf§ die Funktion s(e, 0, z) im we-
sentlichen beliebig gewéhlt werden kann, und daf§ dann zu diesen Anfangsdaten die Funktion s(e, F, z)
aus (5.13), einem iiberbestimmten System partieller Differentialgleichungen fiir s, berechnet werden
kann, und damit durch Vorgabe der Funktion T (e, E, z,x) bestimmt ist. Definiert man nun 6 durch
(5.14), dann folgt aus (5.12), daf die so konstruierten Funktionen s und 6 die Ungleichung (5.11)
erfiillen, und damit Entropie und Temperatur zum System (5.4) — (5.10) sind, wenn die Ungleichung
(5.15) erfiillt ist. Wie gezeigt, ist (5.19) eine Folgerung aus (5.15). In einem allgemeineren Rahmen ist
die an f zu stellende Bedingung also, dafl auf die beschriebene Weise zu f eine Funktion s konstruiert
werden kann, die (5.15) erfiillt.

Die Bedeutung von (5.19) fiir die Losungstheorie von Anfangsrandwertproblemen zum System
(2.2), (2.3), (5.2), (5.3) wird sich in Abschnit 7 zeigen, insbesondere in der Gleichung (7.6).

6 Konstitutive Gleichungen fiir Metalle bei kleinen Deformationen — Elastisch
ideal-plastisches Materialverhalten

Die in den Ingenieurwissenschaften aufgestellten konstitutiven Gleichungen zur mathematischen
Beschreibung des Spannungs- und Deformationsverhaltens von Metallen verwenden iiberwie-
gend die Konzepte des plastischen Zwischenzustandes sowie der inneren Variablen und sind
unter der Einschrankung formuliert, dal grofle Spannungen, aber nur kleine Deformationen
auftreten diirfen. In diesem Fall kann die Funktion 7' aus Gleichung (4.3) linearisiert werden,
da als unabhéngige Variable nur Deformationen auftreten. Die linearisierte Form von T ergibt
sich aus folgendem Lemma. Zur Formulierung dieses Lemmas benotigt man mehrere Definitio-
nen:

Es sei |- | eine Norm auf dem Raum der nxm—-Matrizen, zum Beispiel
n m , 1/2
Al = (Z ZAij> , A= (Az'j)@:ll,...,n :
i=1 j=1 J=hem

Die Zahlen n und m werden jeweils geeignet spezialisiert. Weiter benttigt man die durch
u(z,t) = p(z,t) — o (6.1)
definierte Funktion u : By x R — R?, die Verschiebung. Es gilt

F(x,t) = Vyp(x,t) = I + Vyu(z,t) (6.2)
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sowie

EF]=F"F -1 = I+ Vou)"(I + Vu) — I (6.3)
=1 [(Vow)" + Vou] 4+ 3(Vou) Vou = e(Vou) + O(|Voul?)

mit dem linearen Verzerrungstensor

e(Vou) = [Vou + (Vu)'].

Lemma 6.1 Wenn die Bedingungen (4.9) — (4.11) des erweiterten Prinzips der materiellen
Objektivitat erfillt sind, gilt

Tr =T(FF, ', F,) = D(e(Vou) — E[F)]) + o(|(Vou, E)|) |(Vou, )| (6.4)

fiir |(Vou, F,)| = 0, wobei F, = F, — I sei und D : M® — M? eine lineare Abbildung ist, die
symmetrische Matrizen in symmetrische Matrizen abbildet. Man nennt D FElastizitditstensor.

Beweisskizze. Wenn (4.9) — (4.11) erfiillt sind, gilt nach Satz 4.1
Tr = T(FF, ', F,) = FT(E[F],E[F,))), (6.5)
und nach Definition der Ableitung gilt fiir alle symmetrischen Matrizen E und E,
T(E, Ep) = T(0,0) = [VET(0,0)]E + [VE,T(0,0)]Ep + o(|(E, Ep)|) (E, Ep)|

fiir [(E, Ep)| — 0, wobei die Ableitungen VgT(0,0) und Vg, T'(0,0) lineare Abbildungen auf dem
Raum M3 sind. Wegen T(G,G) = 0 folgt T(0,0) = 0 und fiir A > 0

0 = TOE,\E) = [VET(0,0)|(AE) + [Vi, T(0, 0)J(AE) + o(Al(E, E)|) Al (E, E)|
Nach Division durch A resultiert somit fiir alle
[VET(0,0) + VE,T(0,0)]E = —o(\(E, E)|) (E, E)] = 0

fir A — 0, also Vg 7(0,0) = —VgT(0,0). Weil T(E,E,) = T der zweite Piola-Kirchhoffsche
Spannungstensor ist, der nach (2.5) symmetrisch sein muf}; erhilt man auf dieselbe Weise, daf
[VET(0,0)]E eine symmetrische Matrix ist fiir alle symmetrischen E . Es folgt, daf der Elastizitiitsten-
sor D = VgT(0,0) eine lineare Abbildung auf dem Raum der symmetrischen Matrizen ist mit

T(E,Ep) = D(E — Ep) +o(|(E, Ep)|) |(E, Ep)| -
Setzt man diese Gleichung in (6.5) ein und benutzt (6.2), (6.3) sowie
E[F,] = 5(Fp) + %FpTFp = O(|Fp|)a ’Fp| — 0,

dann folgt (6.4).

Einige Beispiele fiir die Vielzahl der in den Ingenieurwissenschaften entwickelten und verwen-
deten konstitutiven Modelle fiir Metalle findet man in [12, 13, 21, 25, 26, 29, 30, 42]. Um ein
héufig verwendetes Modell zu formulieren, sei angenommen, dafl das Material homogen ist. Die
auf die Referenzkonfiguration bezogene Dichte p ist dann zur Zeit ¢ = 0 rdumlich und nach



Mathematische Theorie inelastischen Materialverhaltens 17

Gleichung (2.2) auch zeitlich konstant. Nach (2.1) und (6.1) gilt v; = uy . Gleichung (2.3) und
die aus Lemma 6.1 abgelesene linearisierte Form von (4.3) lauten somit

puy(z,t) = div, T'(z,t) (6.6)
T(x,t) = D(a(qu(x, 1) — &, z)) , (6.7)
wobei der einheitlichen Bezeichnung halber
e, =E[F,], T=Tg

gesetzt wurde. Man fafit €, als innere Variable auf und schlieBt das Gleichungssystem durch
ein System von gewohnlichen Differentialgleichungen, die ¢, als Funktion von 7" und damit
wegen (6.7) als Funktion von €(V,u) bestimmen, und somit das Geschichtsfunktional in (4.16)
definieren:

1
T:T—g(spur I (6.8)
T=T,+ Tf ( )
Ep =Eq T Ep (6.10)
T, = Me, (6.11)
g ep(,t) = a(|T(2, )], C(x,1))Ty(x,t) (6.12)
g en(w,t) = B Tu(, 1)]) Tu(z, 1) (6.13)
5 Cla,t) = (I Ty (. )], C(2,1)) (6.14)
Zum Gleichungssystem (6.6) — (6.14) kommen noch geeignete Rand- und Anfangsbedingungen

hinzu.

In diesen Gleichungen bedeuten neben e,(z,t) auch e,(x,t) und ,(x,t) symmetrische 3x3-
Matrizen, die man als Verzerrungstensoren interpretiert, und neben T'(x, t) auch 7(z,t), T,(z, ),
Ty(x,t) symmetrische 3x3-Matrizen, die man als Spannungstensoren interpretiert. ¢ ist eine
reellwertige Funktion, M ist eine positive Konstante und o : R x R — R}, 8 : Rf — Ry,
v : R{ x R — R sind gegebene, materialabhiingige Funktionen. Die drei ersten algebraischen
Gleichungen kann man durch Einsetzen in die drei Differentialgleichungen beseitigen.

Folgendes rheologische Diagramm hilft zum besseren Verstédndnis dieser Gleichungen:

|
L Ea . €n —
| | |
D '
T, ‘
2 4
‘ T« .
\ 1 |
| \ T
: : . 7
|
: - Ep R
|
|
|
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Man kann (6.7) als konstitutive Gleichung der Feder 1, (6.11) als konstitutive Gleichung der
Feder 2, und (6.12), (6.13) als konstitutive Gleichungen der StoBddmpfer 3 und 4 auffassen. T,
hat die Dimension einer Spannung, es spielt die Rolle einer kinematischen Verfestigungsvariable,
wéhrend der Parameter ¢ die isotrope Verfestigung des Stoddmpfers 3 beschreibt. (6.14) ist die
Evolutionsgleichung fiir diese Verfestigungsvariable. 7 ist der Spannungsdeviator. Ein typisches

Beispiel fiir die Funktion « ist
|T%]
a(|T7l,¢) = (=2

mit Materialkonstanten ¢ > 0, m ~ 5...7. Fiir dieses Beispiel mufl v so vorgegeben sein, dafl
((x,t) immer positiv bleibt. Der Stofldampfer 3 verfestigt sich bei wachsendem (. Die Funktion
v ist héufig von der Form

7(|Tf|>C) - 71(‘%€p|7C) ) 7(|Tf|>C) = 72(|%€p’ |Tf’a C)

mit geeigneten Funktionen v; und 7, .

)" (6.15)

Von etwas anderer Form sind mathematische Modelle, die elastisch ideal-plastisches Materi-
alverhalten beschreiben, siehe hierzu [3, 29, 30]. Bei diesen Modellen geht man von der Vor-
stellung aus, dafl sich das Material rein elastisch verhélt, wenn der Wert der Spannung eine
gewisse Grenze nicht {iberschreitet. Erreicht die Spannung diese Grenze, fangt das Material
an, plastisch zu flieen. Durch das Flieen wird ein weiterer Anstieg der Spannung verhindert.
Innerhalb des Materials ist also der Wert der Spannung nie gréfler als der durch die FlieBgrenze
bestimmte Maximalwert, wobei aber dieser Maximalwert durch Verfestigung ansteigen kann.
Um ein Beispiel fiir ein solches Modell zu erhalten, bei dem Verfestigung beriicksichtigt ist,
und um die Form der Gleichungen in diesem Modell zu motivieren, gehen wir von folgender
einfachen Version der Gleichungen (6.6) — (6.14) aus:

pus = div, T (6.6)

T = D(e(Vau) — &) (6.7)
he=a(r.07 = oy (6.16)
5¢=2T0) =5¢l- (6.17)

Das rheologische Diagramm zu diesen Gleichungen enthélt die Feder 2 und den Stofldampfer
4 nicht, und der Einfachheit halber haben wir auf die Einfithrung des Spannungsdeviators
verzichtet. LaBt man m in (6.16) iiber alle Grenzen wachsen, dann “konvergiert” der Graph der
Funktion ]

)T ()" T)

17

(7,0) = (a1, T, (1T}, 0)) = (el 7

gegen die Menge V C (M3 x R) x (M3 x R) mit
V={(T,¢0,0) |7 <FU{(T,¢GATA) | |IT|=¢, A=>0}.

V ist nicht Graph einer Funktion g : M3 x R — M? x R. Man kann V jedoch als Graph
einer mengenwertigen Funktion g : M3 x R — P(M? x R) auffassen, wobei P(M? x R) die
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Potenzmenge von M? x R, also die Menge aller Teilmengen von M3 x R sei. g ist definiert
durch

{(0,0)}, fiir | < ¢
9(T,C) = L {OT A [ A > 0}, i [T] = C . (6.15)
0, fir |T'| > ¢
Mit der Funktion
f(e,ep,Q) = g(D(e — &), ¢) (6.19)

ist die zur “Verfestigungsregel” (6.17) gehorende konstitutive Relation fiir elastisch ideal-
plastisches Materialverhalten gegeben durch

5 (€0 Q) € f(e(Vou), &5, C) = 9(D(e(Viu) — &), C), (6.20)

zu der noch die beiden Gleichungen (6.6) und (6.7) kommen. Daf} es sich bei (6.20) um eine
direkte Verallgemeinerung der Gleichungen (5.3) oder (5.7) handelt wird deutlich, wenn man
z = (gp, () setzt.

Die Interpretation von (6.20) ist folgende: Solange die Norm des Spannungstensors |T'| =
|D(e(Vyu) — €,)| kleiner als  ist, gilt nach (6.18) - (6.20), daB 2¢, = 2 ( = 0 ist. Nach
(6.7) verhilt sich das Material also rein elastisch. Dies ist fiir die Werte von (V,u) in einer

Umgebung von ¢, der Fall. Wenn die FlieBbedingung
T =¢

erfiillt ist, setzt plastisches Flieflen ein, das heifit es gilt % ep = AT und %C = MNT| mit einer
Konstanten A > 0. Diese Konstante ist keine Funktion von 7" und ¢, sondern wird dadurch
bestimmt, dafl wegen ¢(T, () = 0 fiir |T'| > ¢ die Relation (6.20) als Bedingung enthélt, da8 fiir
eine Losung von (6.6), (6.7), (6.20) immer

T(2,t)] = |D(e(Veu(z, 1) — g2, )] < ((,1)

gelten mufl. Bei vorgegebener Funktion uw mufl also der Betrag der Flieigeschwindigkeit
|2 ¢,(,t)] und damit A(z,t) so groB sein, daff diese Ungleichung durch die Funktion ¢, erfiillt
wird. Bei plastischem Flieflen wichst auch der Verfestigungsparameter (. Der Bereich, in dem
sich das Material zukiinftig elastisch verhélt, wird dadurch grofler.

7 Zum Stand der mathematischen Forschung

Sieht man von Untersuchungen zu viskoelastischen Fliissigkeiten ab, dann konzentrieren sich
die mathematischen Untersuchungen zur Existenz— und Eindeutigkeit von Losungen und
zur Wohlgestelltheit von Anfangsrandwertproblemen aus der Theorie inelastischer Materia-
len hauptséachlich auf zwei Bereiche. Im ersten Bereich werden Probleme untersucht, bei de-
nen das Geschichtsfunktional in der konstitutiven Gleichung die Integralform (5.1) hat. Aus
der zitierten Literatur, die keinen Anspruch auf Vollstiandigkeit erhebt, gehoren in erster Li-
nie [4, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 31, 41, 50] zu diesem Bereich. Die Arbeit [16] steht etwas am
Rande dieses Bereiches, weil darin allgemeine Geschichtsfunktionale unter der Voraussetzung
“schwindenden Gedéchtnisses” untersucht werden, und im Gegensatz zu den anderen Arbeiten,
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in denen raumlich eindimensionale Probleme untersucht werden, wird in [4] ein dreidimensio-
nales Problem studiert. Alle diese Arbeiten beschéftigen sich mit den Gleichungen fiir grofle
Deformationen, die einen “quasilinearen hyperbolischen Charakter” haben, so dafl grundsétz-
lich Stoflwellen entstehen kénnen. Den Arbeiten gemeinsam ist das Interesse daran, ob die
dissipative Wirkung des Gedéchtnisanteils, also des Integralterms in (5.1), stark genug ist, die
Entstehung von Stoiwellen zu verhindern. Die Voraussetzungen sind dabei so gewéhlt, dafl der
Gedéchtnisanteil stark dissipativ und somit stark regularisierend wirkt, das heif3t, dafl die dissi-
pative Wirkung des Gedéchtnisanteils nicht abnimmt bei Verkleinerung der Norm der Lésung.
Materialgleichungen fiir Metalle haben diese Eigenschaft nicht, weil bei Verkleinerung der Span-
nung die plastische Deformation und damit die Dissipation immer starker abnehmen und das
Material sich fast rein elastisch verhélt. Deswegen gehoren die Arbeiten dieses Bereiches nicht
zur Theorie des inelastischen Verhaltens von Metallen und sollen hier nicht weiter besprochen
werden.

Die mathematischen Untersuchungen aus dem zweiten Bereich dagegen gehéren zur Theorie
des inelastischen Verhaltens von Metallen und betreffen iiberwiegend einen Typ konstitutiver
Gleichungen, deren zugehorige Anfangsrandwertprobleme in der Form

wy + C(w) =0

geschrieben werden kénnen mit einem maximal monotonen Operator C'. Wir wollen hier die
Grundidee skizzieren und daraus die Form der in diesem Bereich studierten konstitutiven Glei-
chungen herleiten. Betrachtet wird das Gleichungssystem

puy = div, T (7.1)
T = D(e(Vyu) —gp) (7.2)
2t = f(g(vxu)a Z)

mit dem plastischen Verzerrungstensor &, und dem Vektor z = (g,, ) € RY der inneren Varia-
blen. Hierbei nehmen wir an, daf§ die Dichte p raumlich und nach (2.2) zeitlich konstant ist,
und daB der Elastizititstensor eine symmetrische und positiv definite Abbildung D : M3 — M3
darstelle, die den Raum der symmetrischen Matrizen in sich abbildet.

Fiir symmetrische Matrizen € € M3 sei
(6,2) = Y(g,2) : M* xRY - R

eine Funktion mit

pVp(e,z) = pVep(e, ey, 2) =T = D(e — ¢,) , (7.4)

also
pU(e 2) = 3[D(e — 5)] - (e — &) + ¢1(2). (7.5)
Sei (u(x,t),ep(2, 1), 2(x,t)) eine Losung von (7.1) — (7.3). Weil T symmetrisch ist, gilt

T-e(Vou) = 3T [Vou, + (Vow)'| = T - Vouy = divy (T wy) — (div,T) - uy -
Fiir die Funktion ¢ = ¢(¢(V,u), €, Z) resultiert somit wegen (7.4)

p(% ‘ut’2 + w)t = pug - ug + pVeth - E(qut) +pV. -z = din(TUt> + oV f.
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Integration und Anwendung des Gauflschen Satzes liefert die “Energiegleichung”

d p(éwwmx: / (Tn) - w dS(z) + / PV fda = / VY- fdv,  (7.6)

dt /g, 9By Bo Bo
wobei 0By der als hinreichend regulér angenommene Rand des Gebietes By sei, und wobei
n = n(z) die d&uBere Einheitsnormale an 0B; im Punkt z sei. Um das letzte Gleichheitszeichen
zu erhalten wurde angenommen, dafl der Randterm durch geeignete Wahl der Randbedingungen
weggefallen ist.

Die in (5.17) definierte, ebenfalls mit 1) bezeichnete freie Energie erfiillt die Gleichung

pVep(0,B,2)=T. (7.7)
Dies folgt durch Ableiten von (5.18) und Vergleich mit (5.13), (5.14). Die Gleichung (7.7)
entspricht der Gleichung (7.4) wenn man E durch ¢ und T durch T ersetzt, und &hnlich wie
man aus (7.4) die Gleichung (7.6) erhélt, erhdlt man aus (7.7) eine Gleichung fiir die freie
Energie, die sich von (7.6) im wesentlichen nur um den Term — | B, PS0: dx unterscheidet, der
bei Vernachlissigung von Temperaturdnderungen verschwindet. Es ist daher naheliegend, die
Funktion ¢ aus (7.5) als freie Energie zum teilweise linearisierten System (7.1) — (7.3) zu
interpretieren. Dann muf} die Dissipationsungleichung (5.19) erfiillt sein.

Zur Funktion f muf} also die noch unbestimmte Funktion v in (7.5) so gewéhlt werden kénnen,
daB V.4 - f <0 gilt. Dies ist eine Bedingung an f. Aus (7.6) folgt dann, dal die Summe aus
kinetischer und freier Energie nicht wachsend ist. Der Versuch liegt nahe, diese aus den Ge-
setzen der Thermodynamik folgende Dissipativitét von (7.1) — (7.3) zum Beweis der Existenz
und Eindeutigkeit von Losungen zu verwenden, insbesondere wenn man fiir ¢/ eine nichtnega-
tive Funktion wahlen kann. Jedoch ist unbekannt, ob diese Dissipationseigenschaft allein als
Beweisgrundlage ausreicht.

Falls 1), eine quadratische Form ist, ist auch ¢ nach (7.5) quadratisch, und es gilt

pvzd)(s’ Z) = p(v5p¢(€’ 61)7 2)7 Vfiw(ev 6p7 2))
= ( - D(E - gp) + Vsp%(@pa ’%)7 Viwl(gpa 2)) = A<€7 Z) )
wobei A : D(A) € M3 x RY — RY eine lineare Abbildung ist. Wenn es nun zur Funktion f

eine quadratische Form 1, und eine konvexe Funktion x : RY — R gibt mit Vy(0) = 0 und
mit

fe,2) = (VX)(=pV:ib(e, 2)) = (VX)(—A(e, 2)) , (7.8)
dann folgt

szw(& Z) ) f(Ea Z) = A(‘C’:v Z) ) VX(_A<€7 2)) = _(57 Z) ) [_ATVX(_A<€7 Z))] <0,

weil —AToVyo(—A) unter den angegebenen Bedingungen an y ein monotoner Operator ist, der
den Nullpunkt in sich abbildet. Also ist (5.19) erfiillt. Es gilt jedoch mehr. Denn weil (7.1) linear
und ¢ quadratisch, also auch V1) linear ist, kann man die Differenz zweier Losungen (u, €, Z)
und (', e, 2) von (7.1) — (7.3) in (7.6) einsetzen und erhélt mit ¢ = £(V,u), ¢ = e(V,u')

wegen der Monotonie von —AT o Vy o (—A), dafl

% i p[émt — Ul + w(em(u —u)),z — Z/ﬂdl"

=— /B [(e,2) = (¢/,2)] - [ — ATVX(—A(e, 2)) + ATV x(—A(e, 2'))]dz < 0.
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Aus dieser Gleichung ergibt sich unter geeigneten Zusatzbedingungen an 1 die Eindeutigkeit
der Losung von Anfangsrandwertproblemen, und mit der Theorie der maximal monotonen
Operatoren kann man auch eine Existenztheorie darauf aufbauen und globale Existenz von
Losungen zeigen, wieder unter geeigneten Zusatzbedingungen.

Das Studium derartiger Probleme zum Gleichungssystem (7.1) — (7.3) mit Funktionen f, die
sich in der Form (7.8) darstellen lassen, bildet das Schwergewicht der mathematischen Untersu-
chungen aus dem zweiten Bereich. Wie {iblich in der Theorie der monotonen Operatoren kann
man diese Uberlegungen und die entsprechenden Ergebnisse noch auf eine gréBere Klasse von
Funktionen f ausdehnen, die man erhélt, wenn man Vy in (7.8) durch das Subdifferential Oy
einer konvexen Funktion y ersetzt. Mit denselben Methoden kann man also auch konstitutive
Relationen der Form

2 € f(e(Vau), 2) = Ox(=pV:ip(e(Viu), 2)) (7.9)
mit einer mengenwertigen Funktion f studieren.

Ein Beispiel fiir eine derartige konstitutive Relation ist durch (6.20) mit der in (6.18), (6.19)
definierten Funktion f gegeben. Denn sei z = (g,, () und ¢4 (z) = %(2, also

pib(e,2) = 5[D(e —&p)] - (e — &) + 5¢%,
und somit
pV:(e,z) = (= D(e —€p), () = Ale, 2) . (7.10)

Die konvexe Menge K sei definiert durch
K ={(T,~¢)e M* xR | |T| < ¢}
Die zugehorige charakteristische Funktion

0, fiir (T,¢) € K

xx(T,¢) = {_|_00, fiir (T',¢) ¢ K

ist dann konvex, weil K konvex ist, und man rechnet nach, daf fiir das Subdifferential Jx x von
XK

gilt falls (7', ¢) # 0 ist, wobei g die in (6.18) definierte Funktion ist. Zusammen mit (7.10) und
(6.19) resultiert also

f(gvz) = f(575p7C) = g(D(E - gp)a C)
= Ixx(D(e —&p), —C) = Oxr(—Alg, 2)) = Ixx(—pV.Y(e, 2)) -

Somit hat f in diesem Problem die Form (7.9). Die Beschrankung von (7.11) auf (7, () # 0 ist
ohne Bedeutung, weil beim Problem (6.6), (6.7), (6.20) nur positive Werte des Verfestigungspa-
rameters ¢ auftreten konnen, da nach (6.20) %C > 0 gilt, und da aus physikalischen Griinden
die Anfangswerte fiir ( durch eine positive Konstante nach unten beschrankt sein miissen.

Dagegen hat die zum Gleichungssystem (6.6), (6.7), (6.16), (6.17) gehorende Funktion f nicht
die Form (7.8), und auch fiir die Modelle aus der ingenieurwissenschaftlichen Literatur mit der
Form (6.6) — (6.14) hat das zugehorende f in der Regel nicht die Form (7.8). Beriicksichtigt
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man jedoch die isotrope Verfestigung nicht und verzichtet man somit auf die Variable (, dann
hat die zum verbleibenden Gleichungssystem

T=T,+T; (7.12)
Ep =Eq + En (7.13)
T, = Me, (7.14)
sier = al|Ty[) T (7.15)
Sien = B(T)T, (7.16)

gehorende Funktion f die Form (7.8), wobei wir auch hier der Einfachheit halber auf die
Einfiihrung des Spannungsdeviators verzichtet haben. Um dies einzusehen, seien é(r) und 3(r)
Stammfunktionen zu den Funktionen a(r)r und 8(r)r mit &(0) = 3(0) = 0. Die Funktionen
&, B sind konvex, wenn die Ableitungen von a(r)r, B(r)r nicht negativ sind. Also ist auch die
durch

X(11,72) = a(|r1) + B(|m|)

definierte Funktion x : M? x M?® — R konvex. Wihlt man nun als innere Variable z = (¢, &,)
und setzt

pU(e,2) = 3[D(e — &)l - (e — &) + sMlep — &al?,

dann kann man unter Beriicksichtigung von (6.7) das Gleichungssystem (7.12) — (7.16) zusam-
menziehen zu

%(51)7 en) = f(e(Vau), &p,6n) = VX (=pV 00 (e(Vau), €p, €n)) -

f hat also hier die Form (7.8).

Aus der zitierten Literatur beschéftigen sich in erster Linie die Arbeiten [5, 6, 20, 24, 33,
34, 38, 39, 44, 45, 54] mit derartigen Problemen, wobei hauptséchlich die beiden dargestellten
Beispiele und Varianten davon untersucht werden. In [37] wird die mathematische Formulierung
von Problemen mit nichtkonvexer Fliefbedingung diskutiert.

Konstitutive Gleichungen der Form (7.3) mit einem in der Form (7.8) oder (7.9) darstellbaren
f stellen jedoch nur einen Ausschnitt dar aus dem Spektrum aller konstitutiven Gleichungen
mit inneren Variablen, die mégliches Materialverhalten von Metallen beschreiben. Ein Versuch,
allgemeineres f zu behandeln, wird in [32] gemacht. Es wird beniitzt, dafi das Gleichungssy-
stem (7.1) — (7.3) einen “semilinearen Charakter” hat und vorausgesetzt, dafl f eine globale
Lipschitzbedingung erfiillt. Dies bedingt, daf3 f hochstens linear wachsen darf. Unter dieser Vor-
aussetzung kann man die Nichtlinearitét als stetigen Operator in einem Banachraum auffassen
und die Theorie der Operatorhalbgruppen zum Beweis der Existenz einer globalen Losung
heranziehen ohne Monotonie zu verlangen.

Die Klasse der konstitutiven Gleichungen fiir Metalle, die diese Lipschitzbedingung erfiillen, ist
jedoch nicht grof. Wie das Beispiel (6.15) zeigt wird das Eintreten von plastischem Flieflen in
der Regel durch stark superlineares Wachstum von f charakterisiert, und beim Auftreten von
Entfestigungseffekten wird héufig auch keine lokale Lipschitzbedingung erfiillt. Es bleibt somit
das Problem bestehen, bei starkem Wachstum der Nichtlinearitét, die haufig auch nicht differen-
zierbar ist, Existenz, Eindeutigkeit, stetige Abhéngigkeit von den Anfangsdaten, Singularitéten,
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Konvergenz von Ndherungslosungen, asymptotisches Verhalten und anderes zu untersuchen oh-
ne Monotonie vorauszusetzen. Einige Ergebnisse in dieser Richtung sind in [1, 7, 8, 9, 35] ent-
halten. Es werden hierin Energieabschitzungen zur Untersuchung konkreter Modelle aus den
Ingenieurwissenschaften und zum Beweis von globalen Existenzsdtzen bei kleinen Anfangsda-
ten verwendet. In [2] wird zeitlich globale Existenz einer Losung fiir ein Modell der Form (6.6)
— (6.14) in einer Raumdimension bei groen Anfangsdaten bewiesen. Jedoch steht auch dieses
Resultat unter Einschréinkungen, die zu stark sind fiir die Anwendung auf konkrete Modelle
aus den Ingenieurwissenschaften.

Die zentralen Fragen aus der Theorie des Gleichungssystems (7.1) — (7.3) sind also weitgehend
offen. Wahrend aber fiir dieses Gleichungssystem Teilresultate bekannt sind, wurden andere
Bereiche der Theorie des inelastischen Verhaltens von Metallen, wie zum Beispiel das Glei-
chungssystem fiir groffle Deformationen, bisher gar nicht untersucht.

Danksagung. Ein erster Entwurf dieses Artikels entstand wihrend eines Gastaufenthalts an
der Universidade Federal de Pernambuco. Der Autor bedankt sich bei Professor F. Cardoso
und beim Mathematischen Institut der Universitét fiir die Einladung, fiir die Gastfreundschaft
und fiir die giinstigen Arbeitsmoglichkeiten.
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