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Einleitung

In der Analysisvorlesung haben wir mit den metrischen Raumen ein abstraktes
Konzept kennen gelernt, in dessen Rahmen wir zahlreiche grundlegende Begriffe
(wie den der Konvergenz einer Folge oder der Stetigkeit einer Funktion) definieren
und zentrale Sétze beweisen konnten. Ein typisches Beispiel ist der Banachsche
Fixpunktsatz, der eine Aussage iiber Kontraktionen in vollstdndigen metrischen
R&aumen macht und eine wesentliche Rolle beim Beweis des Satzes iiber implizite
Funktionen und des Satzes von Picard-Lindel6f iiber die lokale Losbarkeit von
gewoOhnlichen Differentialgleichungen mit lipschitzstetiger rechter Seite spielt.

Beim Banachschen Fixpunktsatz ist die Metrik unverzichtbar. Bei vielen Kon-
zepten (wie der Konvergenz und der Stetigkeit) ist aber die konkrete Metrik in
dem Sinn unerheblich, dass man diese Konzepte allein mit Hilfe von offenen
Mengen und Umgebungen erkléren kann. Dies fiihrt auf den Begriff eines topolo-
gischen Raumes, bei dem man sich lediglich die offenen Teilmengen einer Menge
vorgibt und der fiir viele Situationen einen natiirlichen Rahmen liefert. Wir wer-
den z. B. sehen, dass sich der Zwischenwertsatz und der Satz, dass jede stetige
reellwertige Funktion auf einem kompakten Intervall ihr Maximum und Mini-
mum annimmt, auf sehr natiirliche Weise in topologischen Rdumen formulieren
und beweisen lassen, wenn man die Begriffe Kompaktheit und Zusammenhang
geeignet erklart.

Wir werden auch sehen, dass die topologischen Rdume den Rahmen der me-
trischen Rédume deutlich iiberschreiten. So kann man z. B. die punktweise Kon-
vergenz einer Funktionenfolge oder die Konvergenz von Riemannsummen gegen
das entsprechende Integral im allgemeinen nicht als Konvergenz einer Folge von
Punkten eines metrischen Raumes verstehen, wohl aber als Konvergenz bzgl. einer
geeigneten Topologie. Dabei taucht ein grundlegend neuer Aspekt auf: Punkte in
topologischen Rdumen kdénnen , sehr viele“ Umgebungen besitzen. Eine Konse-
quenz davon ist, dass z. B. konvergente Folgen nicht mehr ausreichend sind, um
die Stetigkeit von Funktionen zu erkléren. Dies wird uns zu Netzen und Filtern
als Verallgemeinerungen von Folgen fiihren.

Wihrend wir in der ersten Hélfte der Vorlesung im wesentlichen mit der Ent-
wicklung der Sprache der topologischen Réume beschiéiftigt sein werden, geht es in
der zweiten Hélfte um wichtige topologische Werkzeuge fiir andere Bereiche der
Mathematik wie Funktionalanalysis, Spektraltheorie, Operatoralgebren und Dif-
ferentialgeometrie. Typische Beispiele sind der Satz von Tychonov iiber die Kom-
paktheit von Produkten kompakter Rdume, der Satz von Stone-Weierstrafl und
der Satz von Arzela-Ascoli iiber kompakte Mengen in Rdumen stetiger Funktio-
nen. Im letzten Abschnitt schauen wir uns Uberlagerungen topologischer Raume
und Fundamentalgruppen an.

Dieses Skript orientiert sich sehr stark am (englischsprachigen) Skript von
Herrn Neeb aus dem SS 2009, welches noch auf der Lehrmaterialseite des FB
verfiighar sein sollte. Daneben gibt es eine ganze Reihe guter Einfithrungen und



Lehrbiicher zur Topologie, von denen ich nur einige wenige hervorheben maochte:

Janich ,, Topologie* (sehr gut lesbar, viele Erlduterungen + Kommentare),

- von Querenburg ,, Mengentheoretische Topologie*,

Dugundji ,, Topology*“,

Kelley ,,General Topology* (ein Klassiker),

Kowalsky ., Topologische Radume*®,

Armstrong ,,Basic Topology*.



1 Grundbegriffe

Wir fithren hier die grundlegenden Begriffe aus der Theorie der topologischen
Réume ein. Wir beginnen mit der axiomatischen Definition topologischer Raume,
beschreiben stetige Abbildungen und beschéftigen uns mit dem Begriff des Zu-
sammenhangs.

1.1 Topologische Raume
1.1.1 Offene Mengen

Fiir jede Menge X bezeichnen wir mit P(X) ihre Potenzmenge, d.h. die Menge
aller Teilmengen von X.

Definition 1.1 Sei X eine Menge. Eine Topologie auf X ist eine Teilmenge T
von P(X) mit folgenden Eigenschaften:

(O1) Die Vereinigung jeder Familie von Mengen aus T gehort zu .
(O2) Der Durchschnitt jeder endlichen Familie von Mengen aus T gehort zu 7.

Ist T eine Topologie auf X, so heifst das Paar (X, 7) ein topologischer Raum.
Die Elemente von X heiflen die Punkte des topologischen Raumes (X, 7), und
die Elemente von 1 die offenen Teilmengen von X. Ist die spezielle Wahl von T

nicht wichtig oder klar aus dem Kontext, spricht man oft auch vom topologischen
Raum X.

Vereinigung und Durchschnitt einer Familie (A4;),c; von Teilmengen von X sind
wie iiblich erklért:

UAj ={r € X :esgibt ein j € J mit x € A;},

jeJ

() A4; ={z € X :firalle j € J ist x € A;}.

jeJ
Fiir J = ) folgt insbesondere | J;.y A; = 0 und [,y A; = X. Da ) endlich ist, ist
in (O1) und (02) die leere Familie zugelassen, und wir sehen, dass jede Topologie
auf X die leere Menge und ganz X enthélt. Mitunter ersetzt man (O2) durch das
Axiom

Der Durchschnitt je zweier Mengen aus Tgehort zu T.

Dann hat man X € 7 zusétzlich zu fordern.
Teilmengen topologischer Rdume kann man auf natiirliche Weise zu topologi-
schen Rdumen machen.

Lemma 1.2 (und Definition) Ist (X, 7) ein topologischer Raum und Y C X,
50 st
Tly . ={0ONY :0 €1}
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eine Topologie aufY , die Einschrankung von 7 aufY oder die Teilraumtopologie.

Beispiel 1.3 (a) Fiir jede Menge X ist 7 = {(), X} eine Topologie auf X. Da
jede Topologie ) und X enthilt, ist dies die kleinste Topologie auf X. Sie heifit
die indiskrete (oder chaotische) Topologie.

(b) Fiir jede Menge X ist P(X) eine Topologie auf X. Sie ist offenbar die grofite
Topologie auf X und heifit die diskrete Topologie. In dieser Topologie sind alle
Teilmengen von X offen. [

Fiir weitere Beispiele wiederholen wir den Begriff des metrischen Raumes.

Definition 1.4 (a) Sei X eine Menge. Eine Funktiond : X x X — Rt := [0, 00)
heifst eine Metrik auf X, wenn

(M1) d(z,y) =0 genau dann, wenn x =y fir z, y € X,

d(x,y)+d(y, z) fir alle x, y, z € X (Dreiecksungleichung).

(M3) d(z, 2

Gilt anstelle von

)

(M2) d(x,y) = d(y,x) fir alle z, y € X (Symmetrie),
) <
(M

1) die schwichere Bedingung
(M1’) d(x,x) =0 fiir alle z € X,

so heifst d eine Semimetrik. Ist d eine (Semi-)Metrik auf X, so heifst das Paar
(X, d) ein (semi-)metrischer Raum.

(b) Sei (X, d) ein semimetrischer Raum. Fir p € X und r € R™ heifst
B.(p) ={x € X :d(p,x) <r}

die offene Kugel vom Radius v um p. Eine Teilmenge O von X heifst offen, wenn
es fir jedes v € X ein e > 0 gibt mit B:(z) C O.

Lemma 1.5 Fir jeden semimetrischen Raum (X, d) ist die Menge 14 der offenen
Teilmengen von X eine Topologie auf X .

Beweis. Sei (O;);ec; eine Familie offener Teilmengen von X. Wir zeigen zuerst,
dass O := Ujej O; wieder offen ist. Ist x € O, so gibt es ein j € J mit z € O;.
Da O; offen ist, gibt es ein € > 0 mit B.(x) C O;. Dann ist aber auch B.(x) C O.
Da x € O beliebig war, ist O offen. Also gilt (O1).

Sei nun J endlich. Wir zeigen, dass dann U := (1), O; offen ist. Fir J = 0
ist U = X, und X ist offen, da es jede Kugel enthilt. Sei also J # (). Ist z € U,
so ist x € O fiir jedes j € J. Da die O; offen sind, gibt es zu jedem j € J ein
g; > 0mit B, (r) C Oj. Sei € := min{e; : j € J}. Da J endlich ist, ist £ > 0 und
es ist B.(x) C U. Da x € U beliebig war, ist U offen. Somit gilt auch (02). =



Beispiel 1.6 (a) Fiir jede Menge X definiert

d(z, y) 0 fallsz =y
T, y) =
Y 1 fallsz #vy

eine Metrik, die sogenannte diskrete Metrik. In dieser ist By o(x) = {x}; d.h. fiir
jeden Punkt x € X ist {z} offen. Damit ist jede Teilmenge von X bzgl. d offen,
d.h. 7, = P(X) ist die diskrete Topologie.

(b) Hat X wenigstens zwei verschiedene Punkte, so ist die Topologie {0, X'} nicht
von der Gestalt 7; mit einer Metrik d auf X. Nicht jede Topologie wird also durch
eine Metrik erzeugt.

(¢) Auf X = R definieren die diskrete Metrik und die Standardmetrik d(z,y) :=
|z — y| unterschiedliche Topologien. Z. B. ist {0} nicht offen bzgl. der Standard-
metrik.

(d) Ist 7 die durch die Standardmetrik auf X = R definierte Topologie, so ist
[0,1) € [0,1] =Y bzgl. 7|j0, offen.

Beispiel 1.7 (a) Auf X = C" definiert jede der Funktionen

die) = e -l daay) = (Sl —wil?)

=1 i=1
und

doo(xv y) - 1r£1a<x |"L‘Z yz|

eine Metrik. Allgemeiner ist fiir p € [1, co)

- 1/p
= (Z | — yz’|p>
i—1

eine Metrik auf C™.

(b) Auf der Menge X = C([a,b], R) der stetigen reellwertigen Funktionen auf
dem beschriankten abgeschlossenen Intervall [a, b] definiert jede der Funktionen

0(f.9) /|f )|de, do(f.9) = max |f(z) — g(2)

a<z<b

eine Metrik. Allgemeiner ist fiir jedes p € [1, o)

1/p
= ([ v st )
eine Metrik auf C'([a, b], R).
(¢) Es definieren d(z,y) := |z1 — y1| eine Semimetrik auf X = C* und

d(f.g): /If )| dx

eine Semimetrik auf C([0, 2], R). Keine dieser Semimetriken ist eine Metrik. =



1.1.2 Abgeschlossene Mengen und Umgebungen
Definition 1.8 Sei (X, 7) ein topologischer Raum.

(a) Eine Teilmenge A von X heifit abgeschlossen, wenn ihr Komplement A® :=
X N A offen ist.

(b) Eine Teilmenge U C X heiyfst Umgebung von x € X, wenn es eine offene
Menge O C X gibt mit x € O C U. Wir schreiben U(x) fiir die Menge aller
Umgebungen von x € X.

(¢) (X, 7) heifit ein Hausdorffraum oder hausdorffsch, wenn es fiir beliebige Punk-
te x,y € X mit x # y offene Mengen O,, O, gibt mit x € O,, y € O, und
0,N0O, =0.

Anmerkungen. (a) Die diskrete Topologie auf X ist immer hausdorffsch. Die
indiskrete Topologie ist nur dann hausdorffsch, wenn X hochstens ein Element
hat.

(b) Umgebungen sind nicht notwendig offen. Jede Obermenge einer Umgebung
von z ist wieder eine Umgebung von x. [

Lemma 1.9 Sei (X, 7) topologischer Raum.

(a) Der Durchschnitt jeder Familie abgeschlossener Teilmengen von X ist abge-
schlossen. Insbesondere ist X abgeschlossen.

(b) Die Vereinigung jeder endlichen Familie abgeschlossener Teilmengen von X
ist abgeschlossen. Insbesondere ist ) abgeschlossen.

Dies folgt sofort aus (O1) und (O2) durch Komplementbildung und Beachtung
der de Morganschen Regeln

(UOa')c: 05 (ﬂOa)c: UJo;
jeJ JjeJ JjeJ jeJ

Lemma 1.10 Sei (X, d) ein semimetrischer Raum.

(a) Firxz € X undr > 0 ist B.(z) offen und B<,(z) :={y € X : d(z,y) < r}
abgeschlossen.

(b) (X,d) ist genau dann hausdorffsch, wenn d eine Metrik ist.



Beweis. (a) Sei y € B,.(x). Dann ist s := r —
d(z,y) > 0. Wir zeigen, dass Bs(y) C B,(x). We-
gen der Dreiecksungleichung ist fiir alle w € B(y)
tatséchlich

d(w,x) < d({L‘,y) +d(y7w) < d({L‘,y) +s=r,

also w € B, (z). Somit ist B, (x) offen. Um die zwei-
te Aussage von (a) zu beweisen, zeigen wir, dass
B, ()¢ offen ist. Sei z € B<,(z)°. Dann ist s :=
d(z,x) —r > 0. Wir zeigen, dass Bs(z) C B<,(x)".
Sei w € Bg(z). Mit der Dreiecksungleichung folgt

d(x,w) > d(z,2) —d(z,w) > d(z,z) —s =,

also w € B, (x)° Somit ist B<.(z)° offen und
B<,(x) abgeschlossen. (Man beachte, wie gut die
Anschauung aus dem R? funktioniert.)

(b) Ist d keine Metrik, so gibt es Punkte z, y € X mit d(z,y) = 0, aber = # v.
Dann ist y € B,.(z) fiir jedes r > 0, d.h. y liegt in jeder offenen Teilmenge von
X, die z enthélt. Dann ist X nicht hausdorffsch.

Sei umgekehrt d eine Metrik und z, y € X mit x # y. Dann ist r :=
d(z,y)/2 > 0. Wir zeigen, dass B,(z) N B,(y) = 0. Angenommen, es géibe ein
z € B,(x) N B,(y). Mit der Dreiecksungleichung ist dann

d(w,y) < d(w,2) +d(z,9) < 2 5d(2,9) = dla),

ein Widerspruch. Also sind die offenen Mengen B,(x) und B,(y) disjunkt, und
X ist hausdorffsch. ]

Definition 1.11 Sei (X, 1) ein topologischer Raum und E C X. Dann heifst
closE = E := ﬂ {F C X :EC Fund F abgeschlossen}
die AbschlieBung von F,
int B = E° = U{O C X :0 C FEund O offen}

das Innere von E, und OF := E ~ E° der Rand von E. Schlieflich heifit E dicht
in X, wenn E = X.

Es ist also E die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, die F umfasst. Of-
fenbar ist £ genau dann abgeschlossen, wenn E = E. Analog ist E° die groite
offene Menge, die in E enthalten ist, und eine Menge F ist genau dann offen,
wenn = E°.



Lemma 1.12 Sei (X, 7) ein topologischer Raum, E C X und x € X. Dann ist

(a) x € E° & es gibt eine Ungebung U von x mit U C E < E € U(x).
(byx e B & firjede Ungebung U von x ist UNE # 0 < E° ¢ U(z).
(¢c)x € OFE <& fiir jede Umgebung U von x ist UNE # () und U N E¢ # ().
Beweis. (a) Die folgenden Aussagen sind zueinander dquivalent:
o v c L°.
e Es gibt eine offene Menge O mit z € O C E.
e Es gibt eine Umgebung U von x mit U C E.
e F ist eine Umgebung von z.
(b) Die folgenden Aussagen sind zueinander dquivalent:
erck.
e Jede abgeschlossene Menge, die E umfasst, enthélt auch z.
e Es gibt keine offene Menge O mit x € O und O N E = 0.
e Jede Umgebung von = hat einen nichtleeren Durchschnitt mit F.
e [¢ist keine Umgebung von z.

(¢) Dies folgt nun unmittelbar aus (a) und (b). Es ist ja x € JF genau dann,
wenn x € F, aber x ¢ E°. m

Wir beenden diesen Abschnitt mit einigen Bemerkungen zu alternativen Defini-
tionen topologischer Réume. Ausgangspunkt fiir unsere Definition 1.1 war eine
axiomatische Beschreibung der Menge der offenen Mengen. Mit Lemma 1.9 kann
man eine dhnliche Definition geben, in der die Menge der abgeschlossenen Men-
gen axiomatisiert wird. Auch die Begriffe der Umgebung und der AbschlieBung
lassen sich axiomatisieren und fiithren zu alternativen (aber dquivalenten) Defini-
tionen eines topologischen Raumes. Den Zugang iiber Umgebungen wihlte Felix
Hausdorff in seiner urspriinglichen Definition topologischer Rédume.

Als Beispiel sehen wir uns die Definition mittels der Kuratovskischen Hiillen-
axiome an, die die Eigenschaften des AbschlieBungsoperators axiomatisieren.

Definition 1.13 Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, ) aus einer Menge
X und einer Abbildung ~ : P(X) — P(X) mit folgenden Eigenschaften:

(H1) 0 = 0.
(H2) A C A fiir alle A C X.



(H3) A=A fiir alle A C X.
(H4) AUB = AU B fiir alle A, B C X.

HA: Uberlegen Sie sich, dass der Operator der AbschlieBung A — A geméiB Defini-
tion 1.11 die Eigenschaften (H1)-(H4) hat und dass man umgekehrt im Kontext
von Definition 1.13 die abgeschlossenen Mengen durch die Eigenschaft A = A
charakterisieren und dann die offenen Mengen als Komplemente abgeschlossener
Mengen einfithren kann. Diese geniigen den Axiomen (O1) und (O2).

1.2 Stetige Abbildungen

Stetige Abbildungen sind Abbildungen zwischen topologischen Raumen, die die
Struktur (in einem gewissen Sinn) erhalten. Hier ist die offizielle Definition.

Definition 1.14 Seien (X, 7x) und (Y, 7y) topologische Rdiume.

(a) Fine Abbildung f : X — Y heifst stetig, wenn fir jede offene Menge O CY
ihr Urbild f~Y(O) offen in X ist. Wir schreiben C(X,Y) fiir die Menge der
stetigen Abbildungen von X nach'Y .

(b) Eine stetige Abbildung f : X — Y heifit ein Homéomorphismus (oder ein
topologischer Isomorphismus), wenn es eine stetige Abbildung g : Y — X mit
fog=idy und go f =idx gibt.

(c) Fine Abbildung f : X — Y heifst offen (abgeschlossen), wenn fir jede offene
(abgeschlossenen) Menge O C X ihr Bild f(O) offen (abgeschlossen) in'Y ist.

Lemma 1.15 Sind f: X =Y und g:Y — Z stetig, so ist auch go f: X — Z
stetig.

Beweis. Ist O offen in Z, so ist g7'(O) offen in Y und f~(¢g7(0)) offen in X.
Wegen (go f)71(0) = f~1(g71(0)) folgt die Behauptung. ]

Lemma 1.16 (a) Ist f : X — Z stetig und Y C X, so ist die Einschrinkung
fly 1Y — Z stetig bzgl. der Teilraumtopologie 7|y aufY .

(b) Sei f: X — Z eine Abbildung und Y C Z enthalte f(X). Dann ist f genau
dann stetig, wenn die Koeinschrinkung f|¥ : X — 'Y bzgl. der Teilraumtopologie
auf 'Y stetig ist.

Beweis. (a) Ist O C Z offen, so ist (f|]y)'(O) = f~1(O)NY offen in der
Teilraumtopologie. Also ist f|y stetig.
(b) Fiir jede Teilmenge O von Z ist f~1(0) = f~L(ONY) = (f|¥)"{(ONY).

Daher ist f genau dann stetig, wenn f|¥ stetig ist. [
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Die Umkehrung von Aussage (a) gilt nicht: Die Einschrankung der Dirichlet-

Funktion
1 fallsz € Q
f(z) =
0 fallsz e R\ Q

auf Q ist stetig; auf R ist f aber in jedem Punkt unstetig.
In Definition 1.14 haben wir globale Stetigkeit definiert. Stetigkeit in einem
Punkt erkldaren wir mit Hilfe von Umgebungen.

Definition 1.17 Seien (X, 7x), (Y, 7y) topologische Réiume und x € X. Eine
Abbildung f : X — Y heifit stetig in z, wenn es fir jede Umgebung V von f(x)
eine Umgebung U von x gibt mit f(U) C V.

Eine dquivalente Bedingung ist: Fiir jede Umgebung V von f(z) ist f~1(V) eine
Umgebung von z.

Anmerkung. Sind speziell (X, dx), (Y, dy) metrische Rdume, dann ist eine Ab-
bildung f : X — Y genau dann stetig in x € X, wenn

Ve>0 35>0: f(Bs(z)) C B.(f(x)).

Es ist ndmlich V' genau dann eine Umgebung von f(z), wenn V eine Kugel
B.(f(x)) enthélt, und U C X ist genau dann eine Umgebung von x, wenn es eine
Kugel Bs(z) enthélt. n

Lemma 1.18 Seien X, Y, Z topologische Raume. Ist eine Abbildung f : X — Y
stetig in x € X und eine Abbildung g : Y — Z stetig in f(z), soistgof : X — Z
stetig in x.

Beweis. Sei V' C Z eine Umgebung von (g o f)(z) = g(f(x)). Da g in f(x)
stetig ist, ist g71(V) eine Umgebung von f(z). Da aulerdem f in z stetig ist, ist
Y9 Y(V)) eine Umgebung von x. Dann ist aber (g o f)~!(V) eine Umgebung
von z, d.h. g o f ist in x stetig. ]

Lemma 1.19 Fir jede Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Rdumen
sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) f ist (global) stetig.

(b) f ist in jedem Punkt x € X stetig.

(¢) Urbilder abgeschlossener Mengen in'Y sind abgeschlossen in X .

(d) Fiir jede Teilmenge M von X ist f(M) C f(M).

Beweis: (a) = (b): Sei x € X und V eine Umgebung von f(z). Dann ist V° eine
offene Umgebung von f(z). Da f stetig ist, ist U := f~1(V°) offen in X. Wegen
x € U ist U eine Umgebung von x mit f(U) C V.

(b) = (a): Sei O C Y offen. Ist f~1(O) = 0, so ist f~1(O) offen. Andernfalls
wihlen wir ein x € f~1(0). Da O eine Umgebung von f(z) und f stetig in z
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ist, ist f71(O) eine Umgebung von x. Da z € f~(O) beliebig ist, ist die Menge
/7HO) eine Umgebung jedes ihrer Punkte. Dann ist f~1(O) aber offen.

(a) & (c): Sei A C Y abgeschlossen. Dann ist A offen. Wegen (a) ist dann
J7H(A) offen und folglich f~!(A¢)¢ abgeschlossen. Wegen f~1(A¢)¢ = f~1(A) ist
schlieBlich f~1(A) abgeschlossen. Die Implikation < folgt genauso.

(¢) = (d): Das Urbild f~!(f(M)) ist abgeschlossen. Da M C f~!(f(M)), ist also
auch M C f=Y(f(M)), also f(M) C f(M).

(d) = (c): Sei A CY abgeschlossen und M := f~1(A). Wegen (d) ist

f(M) C f(M)C A= A4,
also M C f~Y(A) = M. Wegen M C M ist M abgeschlossen. m

Lemma 1.20 Seien X, Y topologische Rdume. Fiir jede stetige Abbildung f :
X =Y sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) f ist ein Homdéomorphismus.

(b) f ist bijektiv und f~':Y — X ist stetig.
(c) f ist bijektiv und offen.

(d) f ist bijektiv und abgeschlossen.

Man beachte in diesem Zusammenhang, dass die Umkehrabbildung einer stetigen
Bijektion i. Allg. nicht wieder stetig ist. Beispiele dafiir haben wir in der Analy-
sisvorlesung kennengelernt.

Beweis. (a) < (b): Ist f ein Homdomorphismus, so gibt es eine stetige Abbildung
g:Y — X mit fog=idy und go f = idx. Dann ist f bijektiv, und f~! = g ist
stetig. Ist umgekehrt f bijektiv und f~! stetig, so siecht man mit g := f~!, dass
f ein Homéomorphismus ist.

(b) < (c): Dies folgt sofort aus f(O) = (f~1)~YO) fiir jede Menge O C X.
Ist ndmlich O C X offen und f~! stetig, so ist (f~!)71(O) offen. Ist umgekehrt
O C X offen und f offen, so ist f(O) offen.

(b) < (d): Dies folgt wie die vorige Aquivalenz, wenn man Lemma 1.19 (c) als
Charakterisierung der Stetigkeit benutzt. [

1.3 Folgen und Abzihlbarkeitsaxiome

Stetigkeit von Abbildungen zwischen metrischen Réumen kann man mit Hilfe
konvergenter Folgen charakterisieren. Die folgenden Ergebnisse deuten an, dass
dies fiir Abbildungen zwischen topologischen Rdumen nicht zu erwarten ist. Dies
wird uns spéater auf Verallgemeinerungen des Folgenbegriffs fithren. Vorab einige
Definitionen.
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Definition 1.21 FEine Folge (x,,)nen in einem topologischen Raum X konvergiert
gegen p € X, wenn es fiir jede Umgebung U von p ein ny € N gibt mit x,, € U
fir alle n > ny. In diesem Fall schreiben wir x, — p.

Eine Folge in einem topologischen Raum kann gegen mehrere Punkte konvergie-
ren. Ist z. B. X mit der indiskreten Topologie versehen, so konvergiert jede Folge
in X gegen jeden Punkt aus X. Die Hausdorff-Eigenschaft rettet die Eindeutig-
keit des Grenzwertes (HA). Ist der Grenzwert eindeutig bestimmt, schreiben wir
auch p = lim,, o .

Definition 1.22 FEin topologischer Raum X

(a) geniigt dem ersten Abzéhlbarkeitsaxiom, wenn jeder Punkt eine abzihlbare
Umgebungsbasis besitzt, d.h. wenn es fir jedes p € X eine Folge (Uy,) von Umge-
bungen von p gibt, so dass jede Umgebung von p eine der Mengen U, enthdlt.
(b) geniigt dem zweiten Abzdhlbarkeitsaxiom, wenn X eine hichstens abzihlbare
Basis aus offenen Mengen besitzt, d.h. wenn es eine hochstens abzihlbare Familie
(Uy,) offener Mengen in X g¢ibt, so dass fir jedes p € X und jede offene Umge-
bung V von p ein U, mit x € U, CV ¢ibt.

(c) heifit separabel, wenn er eine abzdihlbare dichte Teilmenge besitzt.

In Abschnitt 2.1 werden wir ausfiihrlicher iiber Basen sprechen.

Indem man in (a) erforderlichenfalls U,, durch U} := U; N ... N U, ersetzt,
erhédlt man eine absteigende Umgebungsbasis U; D U} O ... von p.

Erfiillt ein topologischer Raum das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom, so erfiillt er
auch das erste und ist separabel (HA).

Metrische Réume erfiillen das erste Abzahlbarkeitsaxiom: Fiir jeden Punkt
p bildet die Folge der Mengen U, = Bj,,(p) eine Umgebungsbasis. Metrische
Réume erfiillen genau dann das zweite Abzédhlbarkeitsaxiom, wenn sie separabel
sind (HA).

Teilmengen separabler metrischer Raume sind wieder separabel (HA); das
folgende Beispiel zeigt, dass Teilmengen separabler topologischer Rdume nicht
separabel sein miissen.

Beispiel 1.23 (Sorgenfrey-Ebene) Sei X = R?. Die Menge aller halboffenen
Rechtecke [a,b) X [¢,d) mit a < b und ¢ < d bildet die Basis einer Topologie auf
X. Die Menge Q xQ ist eine abzdhlbare dichte Teilmenge von X (jedes halboffene
Rechteck enthdlt Punkte aus Q x Q); somit ist X separabel.

Sei M C X die Antidiagonale {(z, —z) : x € R}, versehen mit der Teilraumto-
pologie (vgl. Lemma 1.2). Fiir jeden Punkt (z, —x) € M ist [z, 2+1) X [—x, —z+1)
eine offene Umgebung in X mit

{(z,—2)} N ([z,z + 1) x [z, -z + 1)) = {(z, —2)}.
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Somit ist jeder Punkt in M beziiglich der Teilraumtopologie isoliert. Da M
iberabzédhlbar ist, kann M nicht separabel sein (jeder isolierte Punkt muss zu
jeder dichten Teilmenge gehoren). m

Lemma 1.24 (a) Ist f : X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen
Rdumen und (x,) eine Folge in X, die gegen ein p € X konvergiert, so gilt
f(zn) = f(p). Kurz: stetige Abbildungen sind folgenstetig.

(b) Gilt f(x,) — f(p) fir jede Folge (x,) mit x, — p und genigt X dem ersten
Abzdhlbarkeitsaziom, so ist [ stetig.

Beweis. (a) Sei zunéchst f stetig in p und (x,) eine Folge mit x,, — p. Sei V
eine Umgebung von f(p). Wegen der Stetigkeit gibt es eine Umgebung U von
p mit f(U) € V. Wéhlen ny € N so, dass x, € U fir n > ny. Dann ist
f(z,) € f(U) CV fiir n > ny, also f(x,) = f(p).

(b) Sei f(x,) — f(p) fur jede Folge x,, — p. Wir zeigen, dass f in p stetig ist. Da
X das erste Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt, gibt es eine absteigende Umgebungsbasis
(Un)nen von p.

Angenommen, f wére nicht stetig in p. Dann gibt es eine Umgebung V' von
f(p) mit f(U,) € V fiir jedes n € N. Insbesondere finden wir fiir jedes n ein
x, € U, mit f(x,) ¢ V. Die Folge (z,) konvergiert gegen p. Fiir jede Umgebung
U von p gibt es namlich ein ny mit U,,, C U, und da (U,,) absteigend ist, gilt

z, €U, CU,, CU firalle n > ny.
Andererseits ist f(x,) # f(p) nach Konstruktion. Widerspruch. ]

Beispiel 1.25 Fiir dieses Beispiel miissen wir etwas vorgreifen; die Details folgen
in Abschnitt 2.2. Sei X die Menge der messbaren Funktionen f : [0, 1] — [0, 1].
Man kann auf dieser Menge eine Topologie definieren, bzgl. derer eine Folge (f,,)
genau dann gegen ein f konvergiert, wenn f,(z) — f(z) fiir alle z € [0,1] (die
sogenannte Topologie der punktweisen Konvergenz). Nach dem Satz von der ma-
jorisierten Konvergenz ist die Abbildung

I:X —R, f»—>/1f(3:)d:c
0

folgenstetig, d. h. aus f, — f folgt I(f,) — I(f) (beachte, dass |f,(z)| < 1
und dass die konstante Funktion z — 1 ist eine integrierbare Majorante ist). Die
Abbildung I ist aber nicht stetig! Es ist ndmlich I(f) = 0 fiir jede Funktion f, die
nur in hochstens endlich vielen Stellen von 0 verschieden ist. Andererseits liegt
die Funktion « +— 1 in der AbschlieBung der Menge M aller Funktionen mit dieser

Eigenschaft (vgl. wieder Abschnitt 2.2). Ware f stetig, so ware I(M) C I(M),
was offenbar falsch ist. Also ist f zwar folgenstetig, aber nicht stetig. [
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1.4 Zusammenhang

Wir versehen das Intervall [0, 1] und die Menge {0, 1} mit der Einschrinkung der
Standard-Topologie von R. Die Topologie auf {0, 1} ist also die diskrete.

Definition 1.26 (a) Ein topologischer Raum X heifft zusammenhingend, wenn
in jeder Zerlegung X = O1 U Oy von X in zwei disjunkte offene Mengen O, Os
eine der Mengen O; leer ist.

(b) Eine stetige Abbildung vy : [0, 1] — X heifst ein Weg und ihr Bild v(]0,1]) € X
eine Kurve. Der topologische Raum X heifit wegzusammenhéngend, wenn es fiir
beliebige Punkte x, y € X einen Weg v : [0,1] = X mit v(0) = 2 und v(1) = y
gibt. Dann heifst v ein Weg von x nach y.

Lemma 1.27 FEin topologischer Raum X st genau dann zusammenhdngend,
wenn jede stetige Funktion f: X — {0,1} konstant ist.

Beweis Sei X zusammenhingend und f : X — {0, 1} stetig. Dann sind O; :=
f71({0}) und O, := f~1({1}) offene Teilmengen von X mit O; U Oy = X und
01N Oy = (. Da X zusammenhingend ist, ist eine dieser Mengen leer. Dann ist
f aber konstant.

Sei nun X nicht zusammenhéngend. Dann gibt es nichtleere offene Teilmengen
01, Oy von X mit O; UOy = X und O; N Oy = (. Die Funktion

f:X—=A{0,1}, f(z):=

1 wenn z € O,

{O wenn = € O,

ist korrekt definiert, stetig, und nimmt beide Werte 0 und 1 an. m

Die zusammenhéngenden Teilmengen von R (mit der Standard-Topologie) lassen
sich komplett beschreiben.

Lemma 1.28 FEine Teilmenge I von R st genau dann zusammenhdngend, wenn
I ein Intervall ist, d.h. wenn aus v,z € [ und v <y < z folgt y € I.

Beweis. Ist [ ein Intervall, so ist nach dem Zwischenwertsatz jede stetige Funk-
tion f : I — {0,1} konstant. Nach Lemma 1.27 ist / zusammenhéngend. Ist
dagegen [ kein Intervall, so gibt es Punkte z, z € T und y e R\ I mit z < y < z.
Dann sind O; := I N (—o0,y) und Oy := I N (y, 00) nichtleere disjunkte offene
Mengen mit O; U Oy = I, und [ ist nicht zusammenh&ngend. [

Es folgt noch ein Beweis der Implikation “I Intervall = I zusammenhéngend”,
der ohne den Zwischenwertsatz auskommt.

Alternativer Beweis. Angenommen, [ ist nicht zusammenhéngend. Dann gibt
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es nichtleere offene Mengen O, Oy C I mit O; U Oy = I und O; N Oy = (). Seien
u € O, v € Oy und (0.E.d.A.) sei u < v. Weiter sei

S:={sel:[u,s]C0} und s:=sups.

Dann ist u < sg < v. Da [ ein Intervall ist, folgt sq € I. Es ist also entweder
sp € O oder sg € Os. Ist sg € Oy, so gibt es ein Intervall [sq, so+¢), das komplett
in O; liegt. Dann ist sy nicht das Supremum von S. Ist sy € O, so gibt es ein
Intervall (sg — &, so|, das komplett in O, liegt. Wieder ist so nicht das Supremum
von S. In jedem Fall fiihrt unsere Annahme auf einen Widerspruch. [

Lemma 1.29 Ist f : X — Y stetig und X (weg-)zusammenhdingend, so ist auch
f(X) (weg-)zusammenhdingend.

Beweis. Sei X zusammenhéngend und h : f(X) — {0, 1} stetig. Dann ist ho f :
X — {0,1} stetig und folglich konstant nach Lemma 1.27. Dann ist aber h
konstant und f(X) zusammenhéngend, wieder nach Lemma 1.27.

Sei nun X wegzusammenhingend und a, b € f(X). Dann gibt es Punkte
x,y € X mit f(z) =aund f(y) = b sowie einen Weg ~ : [0,1] — X mit v(0) = x
und (1) = y. Dann ist f o~y : [0,1] — f(X) ein Weg in f(X), der a mit b
verbindet. Also ist f(X) wegzusammenhéngend. ]

Lemma 1.30 Wegzusammenhdngende topologische Rdume sind zusammenhdn-
gend.

Die Umkehrung dieser Aussage ist bereits im R? falsch (HA).

Beweis. Sei X wegzusammenhingend und f : X — {0, 1} stetig. Wir zeigen,
dass f konstant ist. Seien x, y € X beliebig. Dann gibt es einen Weg ~ : [0, 1] — X
von z nach y. Die Funktion fo~:[0,1] — {0, 1} ist stetig und nach Lemma 1.27
und 1.28 konstant. Also ist f(z) = f(7(0)) = f(~v(1)) = f(y). Da z, y beliebige

Punkte aus X waren, ist f konstant. [
Lemma 1.31 Fir Wege a: [0,1] =Y und 5 :[0,1] =Y mit a(1) = 5(0) sei

a(2t) te0,1/2],

(a* B)(t) = {5(2,5_ 1) tell/2,1].

Dann ist ax 3 :[0,1] =Y stetig, also wieder ein Weg.

Beweis. Sei U C Y offen. Dann ist
(cv *6)_1((]) ={te[0,1/2] :a(2t) e U} U{t € [1/2,1]: B(2t — 1) € U}.

Wir zeigen, dass {t € [0,1/2] : «(2t) € U} offen ist. Sei (t) := «(2t) fiir
t €10,1/2]. Dann ist

(te0,1/2]: a(2t) € U} = {t € 0,1/2] : v(t) € U} = 4~1(U)
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offen in [0,1/2], da v stetig ist. Analog ist {t € [1/2,1] : 5(2t — 1) € U} offen in
[1/2,1]. Man sieht leicht, dass die Vereinigung beider Mengen offen in [0, 1] ist
(beachte: 1/2 gehort zu beiden offenen Mengen oder zu keiner der beiden). =

Lemma 1.32 Sei X topologischer Raum und (Y;);es eine Familie (weg-)zusam-
menhdngender Teilmengen von X mit ﬂjeJYj # (). Dann ist UjeJYj (weg-)
zusammenhdngend.

Beweis. Sei z € (;; Y; und Y := ;. Y.

Seien zunéchst die Y; zusammenhdngend und sei f : Y — {0,1} stetig.
O.E.d.A. kénnen wir f(r) = 0 annehmen. Da die Einschrinkung fly, : Y; —
10,1} stetig und Y; zusammenhéngend ist, ist f|y, = 0. Folglich ist f = 0, d. h.
f ist konstant, und Y ist zusammenhédngend.

Seien nun die Y; wegzusammenhingend, und seien y, z € Y. Wir wihlen
i, j € Jmity € Y; und z € Y; sowie Wege a : [0,1] = Y; mit a(0) =y, a(l) =z
und S : [0,1] — Y; mit 5(0) = =z, B(1) = z. Nach Lemma 1.31 ist o % § ein Weg
in Y;UY; CY, der y mit z verbindet. Also ist ¥ wegzusammenhéngend. [

Definition 1.33 Sei X topologischer Raum und x € X.

(a) Die Zusammenhangskomponente C, von z ist die Vereinigung aller zusam-
menhdngenden Teilmengen von X, die x enthalten.

(b) Die Wegkomponente A, von x ist die Vereinigung aller wegzusammenhdingen-
den Teilmengen von X, die x enthalten.

Anmerkung 1.34 (a) Wegen Lemma 1.32 ist jede Zusammenhangskomponente
zusammenhédngend und jede Wegkomponente wegzusammenhéngend.

(b) Wegen Lemma 1.30 ist A, C C, fur alle x € X.

(¢) Die Zusammenhangskomponenten von X bilden eine Zerlegung von X, d. h.
es ist U,ex Cx = X, und je zwei Zusammenhangskomponenten sind entweder
gleich oder disjunkt. Wir {iberlegen uns letzteres. Sind C,, €, Komponenten mit
nichtleerem Durchschnitt, so ist nach Lemma 1.32 C, U C}, zusammenhdngend.
Dann ist nach Definition C, U C,, C C, und C, UC, C C,, also C, = C,,.

(d) Die Wegkomponenten von X bilden eine Zerlegung von X (HA).

(e) C, ist abgeschlossen. Zur Begriindung zeigen wir: Ist A zusammenhéngend,
so auch der Abschlu8 A. Angenommen, es ist A C X nicht zusammenhéngend.
Dann gibt es in X offene Mengen Oy, O, mit A € O;UO,, ANO; £ (), ANO, |
und 01N Oy = 0. Ist a € AN Oy, so ist O; eine offene Umgebung von a. In dieser
gibt es einen Punkt a € A. Also ist AN Oy # 0. Analog ist AN Oy # (). Dann ist
aber A nicht zusammenhéngend; ein Widerspruch.

(f) C, ist nur unter zusitzlichen Annahmen offen (z.B. wenn X lokal zusam-
menhdngend ist, d.h. wenn jeder Punkt eine zusammenhingende Umgebung be-
sitzt, HA). Beispielsweise bildet fiir A = {1 : n € N}JU{0} C R jede einelementige
Teilmenge {z} eine Zusammenhangskomponente, aber {0} ist nicht offen. ]
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Lemma 1.35 Sei X ein topologischer Raum, in dem jeder Punkt eine wegzusam-
menhdingende Umgebung besitzt. Dann sind alle Wegkomponenten von X offen
und stimmen mit den Zusammenhangskomponenten iiberein.

Beweis. Fiir jedes x € X sei U, eine wegzusammenhéngende Umgebung von .
Nach Definition ist U, C A,, d. h. A, ist eine Umgebung von z. Nach Anmerkung
1.34 (d) ist A, = A, fiir jeden Punkt y € A,. Folglich ist die Menge A, eine
Umgebung jedes ihrer Punkte, d.h. A, ist offen.

Aus Anmerkung 1.34 (b) wissen wir, dass A, C C, fiir alle x € X. Angenom-
men, C, \ A, ist nicht leer fiir ein z € X. Fiir jedes y € C, N A, ist A,NA, =0
nach Anmerkung 1.34 (d) und folglich A, C C, \ A,. Es ist daher

ConAo= | 4,

yECLN Ay

eine Vereinigung offener Mengen, also offen in . Dann ist C), die Vereinigung
der disjunkten offenen und nichtleeren Mengen A, und C, ~\ A,, kann also nicht
zusammenhéngend sein. Widerspruch. [

Definition 1.36 Ein topologischer Raum heifit eine n-dimensionale (topologi-
sche) Mannigfaltigkeit, wenn jeder seiner Punkte eine offene Umgebung besitzt,
die zu einer offenen Teilmenge des R"™ (mit der Standardtopologie) homéomorph
15t.

Da offene Kugeln im R"™ wegzusammenhéngend sind und durch Homéomorphis-
men wieder auf offene und wegzusammenhéingende Mengen abgebildet werden,
gilt Lemma 1.35 insbesondere fiir n-dimensionale Mannigfaltigkeiten.

1.5 Trennungsaxiome

Wir haben bereits gesehen, dass metrische Réume stets hausdorffsch sind. An-
dererseits ist der Begriff des topologischen Raumes so weit gefasst, dass er auch
Topologien zulésst, die die Punkte des Raumes nicht unterscheiden oder trennen
konnen (wie z. B. die indiskrete Topologie). In praktisch allen interessanten Si-
tuationen besitzen die auftretenden topologischen Raume zusétzliche Trennungs-
eigenschaften.

Definition 1.37 Sei (X, 7) ein topologischer Raum.

(To) X heifit To-Raum, wenn von je zwei verschiedenen Punkten wenigstens ei-
ner eine offene Umgebung besitzt, die den anderen nicht enthdlt.

(T1) X heifit Ti-Raum, wenn von je zwei verschiedenen Punkten jeder eine of-
fene Umgebung besitzt, die den anderen nicht enthdlt.
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(T5) X heifit To-Raum oder hausdorffsch, wenn je zwei verschiedene Punkte dis-
junkte offene Umgebungen besitzen.

(T3) FEin T\-Raum heifst T3-Raum oder regulér, wenn es fir jede abgeschlossene
Teilmenge A von X und jeden Punkt x € X ~ A disjunkte offene Umge-
bungen gibt.

(Ty) FEin T\-Raum heifst Ty-Raum oder normal, wenn es fir je zwei disjunkte
abgeschlossene Teilmengen disjunkte offene Umgebungen gibt.

Unter einer offenen Umgebung einer abgeschlossenen Menge A verstehen wir eine
offene Menge U mit A C U.

O N ED I N OIO
ECONONE

Anmerkung 1.38 (a) Das Ty-Axiom besagt, dass die Punkte von X bestimmt
werden durch die Menge der offenen Mengen, in denen sie liegen.

(b) Das Ti-Axiom ist dquivalent zu: Fir jedes © € X ist {x} abgeschlossen.
Tatséchlich: Jeder Punkt y € {x}¢ hat eine offene Umgebung, die z nicht enthilt,
also in {z}¢ liegt. Somit ist {z}° offen und {x} abgeschlossen. Ist umgekehrt
x # y und {x} abgeschlossen, so ist {x}¢ eine offene Umgebung von y, die = nicht
enthalt.

(c) Offenbar gilt dann Ty = T3 = Ty = T} = Ty,
(d) Metrische Raume sind normal (HA). =

Lemma 1.39 Fin Hausdorffraum X ist genau dann requldr, wenn jede Umge-
bung eines Punktes eine abgeschlossene Umgebung dieses Punktes enthilt.

Beweis. Sei zundchst X reguldr. Sei z € X und V eine offene Umgebung von
x. Dann ist V¢ abgeschlossen und = ¢ V¢. Wegen (T3) gibt es disjunkte offene
Mengen Uy, Uy € X mit z € U; und V¢ C U,. Dann ist also x € Uy C U5 C V,
d. h. UJ ist eine abgeschlossene Umgebung von x, die in V' enthalten ist.

Sei umgekehrt X ein Hausdorffraum mit der Eigenschaft, dass jede Umgebung
eines Punktes eine abgeschlossene Umgebung dieses Punktes enthélt. Sei x € X
und A eine abgeschlossene Teilmenge von X, die x nicht enthélt. Dann ist A° eine
offene Umgebung von z. Diese enthélt nach Voraussetzung eine abgeschlossene
Umgebung U von z. Dann sind U° und U¢ disjunkte offene Mengen mit = € U®
und A C U°. n
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2 Erzeugung von Topologien

Es gibt verschiedene Verfahren, aus gegebenen Topologien neue zu generieren. In
diesem Kapitel schauen wir uns die Konstruktion der Initial- und der Finaltopo-
logie an und wenden diese an auf die Erzeugung der Produkt- und Quotientento-
pologie. Wir beginnen mit der Konstruktion von Topologien aus Teilmengen der
Potenzmenge.

2.1 Basen und Subbasen von Topologien

Definition 2.1 Seien 7, o Topologien tiber der gleichen Menge X. Dann heifst
T feiner (grober) als o, wenn o C 7 (1 C o) als Teilmengen von P(X).

Lemma 2.2 Sei (7;)jes eine Familie von Topologien auf X. Dann ist (\;c; 7
eine Topologie auf X . Diese ist die feinste Topologie auf X, die gréber als alle 7;
15t.

Beweis. Wir zeigen nur, dass 7 := () e T eine Topologie auf X ist. Offenbar ist
7 C 75 fiir jedes j € J.

Sei (O;)ier eine Familie von Elementen von 7 und O := |J,.; O;. Da O; € 7;
fiir jedes ¢ und jedes j, ist auch O € 7; fiir jedes j und daher O € 7. Also gilt
(O1). Fiir (O2) sei I endlich und O := (",.; O;. Da wieder O; € 7; fiir jedes ¢ und
J, ist auch O € 7; fiir jedes j und daher O € 7. [

Definition 2.3 Sei A C P(X). Dann ist nach Lemma 2.2
(A)top == N{0 : o ist Topologie auf X und A C o} (2.1)

eine Topologie auf X, und zwar die grobste Topologie, die A umfasst. Sie heif§t die
durch A erzeugte Topologie (man beachte, dass der Durchschnitt in (2.1) wegen
A C P(X) nicht iber der leeren Menge gebildet wird). Ist eine Topologie T durch
eine Menge A C P(X) erzeugt, so heifit A eine Subbasis von 7. Die Menge A
heifst eine Basis von 7, wenn jedes Element von T die Vereinigung von Elementen
aus A ist.

Lemma 2.4 Fine Teilmenge A C 7 ist genau dann eine Subbasis von T, wenn
T aus allen Vereinigungen von endlichen Durchschnitten von Elementen aus A
besteht.

Beweis. Sei zunichst A C P(X), und o bezeichne die Menge aller Vereinigun-
gen von endlichen Durchschnitten von Mengen aus A. Wir zeigen, dass o eine
Topologie auf X ist. Offenbar liegen beliebige Vereinigungen von Mengen aus o
wieder in 0. Der Durchschnitt einer leeren Familie aus o ist X, und es ist X € o,
da X der Durchschnitt der leeren Familie aus A ist. Wir zeigen, dass auch alle
nichtleeren endlichen Durchschnitte von Mengen aus ¢ wieder in o liegen. Seien
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also Oq,...,0, € o. Wir schreiben jedes O; als O; = UjeJi A;;, wobei die A;;

endliche Durchschnitte von Mengen aus A sind. Dann ist

ﬁoi:ﬁ(UAij>: U  Aun-n4y)

jiEJi,’iE{l ..... n}

wieder eine Vereinigung von endlichen Durchschnitten von Mengen aus A. Es ist
also O;N---NO, € g, und somit ist o eine Topologie.

Sei nun A C 7. Dann ist offenbar A genau dann eine Subbasis fiir 7, wenn
T = 0. Das ist aber die Behauptung. [

Lemma 2.5 Seien (X, 7x) und (Y, 7y) topologische Raume, und B sei eine Sub-
basis von Ty. Dann ist eine Abbildung f : X — Y genau dann stetig, wenn fir

jedes B € B das Urbild f~'(B) offen ist.

Die Kenntnis einer Subbasis erleichtert also den Nachweis der Stetigkeit, da die
Offenheit von f~!(B) nur fiir die Mengen aus B und nicht fiir alle B € 7y gezeigt
werden muss.

Beweis. Fiir eine beliebige Familie {U;},c; von Teilmengen von Y gilt

f! (U Uj) -UJrtwy, (ﬂ Uj) = /(Wy).

jed jeJ jet jeJ
Folglich ist die Menge
{Ucy: fY(U)erx} (2.2)

eine Topologie auf Y. Nun ist f genau dann stetig, wenn 7y zu dieser Menge
gehort. Da B die Topologie 7y erzeugt, gilt dies genau dann, wenn B zur Menge
(2.2) gehort. ]

2.2 Die Initial- und Finaltopologie

Im Beweis von Lemma 2.5 haben wir mit Hilfe einer Abbildung f : X — Y aus
einer Topologie auf X eine Topologie auf Y konstruiert. Genauer: ist f : X — Y
und 7x eine Topologie auf X, so ist

f*TX = {A cCY: fﬁl(A) € Tx}

eine Topologie auf Y, die auch push forward von tx durch f heifit. Versieht man
Y mit der Topologie f,7x, so wird f offenbar stetig, und f,7x ist die feinste
Topologie aus Y mit dieser Eigenschaft.

Umgekehrt definiert jede Topologie 7 auf Y durch

v ={f10):0 €y}
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eine Topologie auf X. Versieht man X mit dieser Topologie, so wird f stetig, und
f*my ist die grobste Topologie auf X mit dieser Eigenschaft. Wir erweitern diese
Konzepte auf Familien von Abbildungen.

Definition 2.6 Sei X eine Menge und {(Y;, 7;) }ier eine Familie topologischer
Rdiume.

(a) Fir jedesi € I sei f;: X —Y; eine Abbildung. Dann heifst
7= (firi i € Diop = ({f7H(05) 1 Oi € 7,0 € I}t

die durch die Familie {(f;,Y;)}ier definierte Initialtopologie auf X. Die Initialto-
pologie ist also die grébste Topologie auf X, die alle Urbilder f;(O;) mit O; € T,
und v € I enthdlt.

(b) Fiir jedes i € I sei f;:Y; — X eine Abbildung. Dann heifst

7:={UCX :firalleiclist f{'(U)€r}= mfz*Tz

icl

die durch die Familie {(f;,Y;)}icr definierte Finaltopologie auf X. (Dass T eine
Topologie ist, sieht man wie im Beweis von Lemma 2.5.)

Diese Topologien machen nicht nur alle Abbildungen f; stetig; sie haben auch
gewisse extremale und universelle Eigenschaften.

Lemma 2.7 Die durch die Familie der Abbildungen f; : X — Y;, i € I, definierte
Initialtopologie auf X ist die grobste Topologie, in der alle Abbildungen f; stetig
sind. Sie hat die folgende universelle Eigenschaft: Ist Z ein topologischer Raum,
so ist eine Abbildung h : Z — X genau dann stetig, wenn jede Abbildung f;oh :
Z —'Y; stetig ist.

Beweis. Die erste Aussage ist klar, ebenso die Implikation
h stetig = f; o h stetig fiir alle ¢ € .

Wir zeigen die umgekehrte Implikation. Die Mengen f;'(O;) mit O; € 7; und
1 € I bilden eine Subbasis der Initialtopologie auf X. Die Stetigkeit von h folgt
daher mit Lemma 2.5, wenn wir zeigen konnen, dass jede Menge A~ (f;(0;))
offen ist. Wegen h='(f;71(0;)) = (fioh)™*(O;) und der vorausgesetzten Stetigkeit

von f; o h ist dies aber klar. [

Lemma 2.8 Die durch die Familie der Abbildungen f; : Y; — X, i € I, definierte
Finaltopologie auf X st die feinste Topologie, in der alle Abbildungen f; stetig
sind. Sie hat die folgende universelle Eigenschaft: Ist Z ein topologischer Raum,
so ist eine Abbildung h : X — Z genau dann stetig, wenn jede Abbildung ho f; :
Y, — Z stetig ist.
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Beweis. Wir zeigen wieder nur die Implikation
h o f; stetig fiir alle ©+ € I = h stetig.

Sei O offen in Z. Nach Definition der Finaltopologie auf X ist h~*(O) genau dann
offen in X, wenn fiir jedes i € I die Menge f;* (h*I(O)) offen in Y; ist. Wegen
7 (R7HO0)) = (ko f;)71(O) und der vorausgesetzten Stetigkeit von ho f; ist dies
der Fall. [

Beispiel 2.9 Sei (X, 7) ein topologischer Raum und Y C X. Weiter sei idy :
Y — X die kanonische Einbettung von Y in X (die y € Y das Element y € X
zuordnet). Die durch idy definierte Initialtopologie auf Y ist gegeben durch

idyT = {id,)(U): U 7y ={UNY :U €7}
und stimmt mit der Teilraumtopologie (vgl. Definition 1.2) auf Y iiberein. [

Wir betrachten einige weitere Konstruktionen von Topologien, die sich ebenfalls
als Spezialfille der Final- und Initialtopologien erweisen werden.

Definition 2.10 Sei (X, 1) ein topologischer Raum und ~ eine Aquivalenzrela-
tion auf X . Mit [x] bezeichnen wir die Aquivalenzklasse von x € X und mit X/~
die Menge aller Aquivalenzklassen. Die durch die kanonische Abbildung

q: X = X/~, x> [2]

induzierte Finaltopologie auf X/~ heifst die Quotiententopologie.

Nach Definition 2.6 ist eine Menge U C X/~ genau dann offen bzgl. der Quoti-
ententopologie, wenn ihr Urbild ¢~!(U) offen in X ist. Nach Lemma 2.8 ist eine
Abbildung h : X/~ — Z in einen topologischen Raum Z genau dann stetig,
wenn die Abbildung hoq: X — Z stetig ist.

Beispiel 2.11 (a) Sei X ein topologischer Raum und S C X nicht leer. Wir de-
finieren eine Aquivalenzrelation ~ auf X durch Vorgabe der Aquivalenzklassen.
Fiir x € S sei [z] := S, und fiir € X\ S sei [z] := {z}. Fiir den Quotientenraum
X/~ schreibt man auch X/S. Er entsteht durch ,,Zusammenziehen von S auf
einen Punkt®.

(b) Wir versehen die Menge X := ({1} x R) U ({2} x R) mit der Teilraumtopo-
logie des R? und definieren eine Aquivalenzrelation ~ auf X durch Vorgabe der
Aquivalenzklassen
, {(1,2),(2,z)} fallsz #0
[t 2)] = 9 ¢/, .
{(i,z)} falls x = 0.
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Den Quotientenraum

M :=X/~={[1,2)] : 2 e R} U{[(2,0)]} = {[(2,2)] : 2 e R} U {[(1,0)]}

kann man sich als Vereinigung der reellen Geraden mit einem zusétzlichen Punkt
vorstellen. Man beachte, dass die beiden Punkte [(1,0)] und [(2,0)] keine disjunk-
ten offenen Umgebungen besitzen und dass die Mengen {[(j, z)] : « € R} offen in
M sind (HA).

9%
1

Wir zeigen, dass tatséchlich jede der Teilmengen U; := {[(j, z)] : x € R}, j = 1,2,
von M homoéomorph zu R ist. Die Abbildung

w;: U= R, [(2)]l =

ist offenbar eine Bijektion. Wir konnen ¢; zu einer Abbildung ¢
o: M—=R, [(j,z)]—x

auf ganz M = X/~ fortsetzen. Die Abbildung ¢ ist stetig, da die Abbildung
poq: X =R, (jx)—zx

stetig ist (vgl. Anmerkung nach Definition 2.10). Dann ist aber auch ¢; = ¢y,
stetig. Die Stetigkeit der Umkehrabbildung go;l ist ebenfalls klar; diese setzt sich
zusammen aus den stetigen Abbildungen R — X, x + (j,z) und ¢ : X — X/ ~,
(@) = [(7, 7). n

Sei (X;)ier eine Familie von Mengen und X := [],.; X; ihr Produkt. Die Elemente

von X stellen wir uns als Tupel (x;);c; mit x; € X; vor oder - besser - als

Funktionen = : I — (J,.; X; mit der Eigenschaft, dass z; := x(i) € X; fiir

jedes ¢ € I. Es ist durchaus nicht selbstversténdlich, dass es solche Funktionen

iiberhaupt gibt. Dazu spéater mehr.

Mit dem Produkt X = [, ; X; ist eine Familie von Projektionen verkniipft:
Pi - X — Xi7 (xj)jel = Z; fir 7 e 1. (23)

Von nun an seien die X; topologische Rdume. Unser Ziel ist die Definition einer
geeigneten Topologie auf X.
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Definition 2.12 Die Initialtopologie auf X = [[,.; X; bzgl. der Familie der Pro-
jektionen (2.3) heif$t die Produkttopologie auf X. Wird X mit dieser Topologie
versehen, spricht man auch vom topologischen Produkt der Rdume X;, 1 € I.

Mit der Definition der Initialtopologie ist klar, dass die Mengen p;'(O;) mit
offenen Mengen O; C X; und ¢ € I eine Subbasis der Produkttopologie bilden.
Mit Lemma 2.4 ist dann klar, dass die Mengen der Gestalt [[,.; O;, wobei die O;
offen in X; sind und nur endlich viele der O; von X, verschieden sind, eine Basis
der Produkttopologie bilden.

Beispiel 2.13 Typische Beispiele fiir Produktraume sind der R™ und C". Die
vorangegangene Anmerkung zeigt, dass z. B. die offenen Quader [['_, (a;, b;) mit
a; < b; eine Basis der Produkttopologie des R™ bilden. Allgemeiner kann man zei-
gen, dass fiir jede endliche Familie (X1, d;), ..., (X,,d,) von metrischen Rdumen
jede der Metriken

d(l)(ﬂfa y) = Zdl(xzvyl) und d>) (z,y) = gﬁé{dz(iﬁm%)}

i=1
die Produkttopologie auf [[;_, X; definiert (HA). =

Als unmittelbare Folgerung aus Lemma 2.7 erhalten wir:

Lemma 2.14 Sei Y ein topologischer Raum. Eine Abbildung f 1Y — [[.c; Xi
von Y in ein topologisches Produkt ist genau dann stetig, wenn jede der Kompo-
nenten f; :==p;o f:Y — X; stetig ist.

Beispiel 2.15 In diesem Beispiel sehen wir uns die Topologie der punktweisen
Konvergenz an (vgl. auch Beispiel 1.25). Wir identifizieren die Menge F (X, Y) al-
ler Abbildungen von X nach Y mit dem Produkt Y* := [T, cx Y. Ist Y ein topolo-
gischer Raum, so liefert die Produkttopologie auf YX eine Topologie auf F(X,Y),
die sogenannte Topologie der punktweisen Konvergenz. Wir werden spéter sehen,
dass diese Bezeichnung gerechtfertigt ist, wenn wir iiber Konvergenz in topologi-
schen Rdumen sprechen. Nach Definition der Produkttopologie ist die Topologie
der punktweisen Konvergenz die grobste Topologie auf F(X,Y), beziiglich der
alle Abbildungen
0, F(X,Y) =Y, fe f(x)

stetig sind (diese entsprechen ja genau den Projektionen p, : YX — V). [

Beispiel 2.16 Sei X eine Menge und (X;);c; eine Familie paarweise disjunkter
Teilmengen von X mit X = (J,.; X;. Ist auf jeder Menge X; eine Topologie 7;
gegeben, so kénnen wir auf X die Finaltopologie 7 bzgl. der Familie f; : X; — X
der Einbettungen von X; in X definieren. Eine Teilmenge O von X ist genau
dann offen, wenn f;'(O) = ON X; fiir jedes 7 offen in Xj ist, und eine Abbildung
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h : X — Z in einen topologischen Raum Z ist genau dann stetig, wenn jede
Einschriankung

stetig ist. -

2.3 Topologische Gruppen

Nachdem nun der Begriff der Produkttopologie zur Verfiigung steht, kénnen wir
topologische Gruppen betrachten.

Definition 2.17 Fine topologische Gruppe ist ein Paar (G, 1) aus einer Gruppe
G und einer (Hausdorffschen) Topologie T auf G, fir die die Gruppenoperationen

mag:GxG—G, (v,y)—zyundng:G— G, vz ?

stetig sind (wobei G x G mit der Produkttopologie versehen ist).

Anstelle der Stetigkeit der beiden Abbildungen m¢g und 7g kann man auch die
Stetigkeit der Abbildung

0:GxG =G, (z,y)r oy ?

verlangen. In der Tat, die Inversion 7g ist wegen ng(x) = 27! = ¢(e, z) (wobei e

das Einselement von G bezeichne) zusammengesetzt aus der stetigen Abbildung
G — G x G, x — (e,z) und der Abbildung ¢. Aus der Stetigkeit von ¢ folgt
also die Stetigkeit von ng. Aus der Stetigkeit von 7 folgt dann die Stetigkeit der
Abbildung

idag xng:Gx G —=GxG, (z,y) (z,y").

(HA). Folglich ist m¢g = @o(idg x1¢) stetig. Ahnlich sieht man, dass die Stetigkeit
von mg und 7g die von ¢ impliziert.
Beispiel 2.18 (a) (R",+) ist eine abelsche topologische Gruppe.

(b) (C ~ {0}, ) ist eine abelsche topologische Gruppe, und (T,-) mit T = {z €
C : |z| = 1} ist eine (kompakte) Untergruppe.

(¢) Die Gruppe GL,(R) der invertierbaren n x n-Matrizen ist eine topologische
Gruppe bzgl. der Matrixmultiplikation. Die Stetigkeit der Inversion folgt aus der
Cramerschen Regel, die eine explizite Beschreibung der Inversen mittels Deter-
minanten und rationalen Funktionen liefert.

(d) Untergruppen topologischer Gruppen sind topologische Gruppen bzgl. der
Unterraumtopologie.

(e) Jede Gruppe ist topologisch bzgl. der diskreten Topologie. [
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3 Konvergenz in topologischen Riumen

Wir haben in Abschnitt 1.2 die Stetigkeit einer Funktion iiber Urbilder offener
Mengen erklart. Aus der Analysisvorlesung wissen wir, dass man die Stetigkeit
einer Funktion zwischen metrischen Rdumen auch als Folgenstetigkeit charakteri-
sieren kann: Fiir jede Folge z,, — z ist f(z,) — f(x). Fiir Abbildungen zwischen
topologischen Rdumen sind die Begriffe Stetigkeit und Folgenstetigkeit aber nicht
mehr dquivalent; ein Beispiel hierfiir haben wir bereits angesprochen (Beispiel
1.25). Der Begriff einer konvergenten Folge ist also im Allgemeinen nicht ausrei-
chend, um alle Aspekte der Konvergenz in topologischen Rdumen abzudecken.
Der wesentliche Grund ist, dass jeder Punkt z eines metrischen Raumes eine
abzihlbare Umgebungsbasis besitzt - etwa die Mengen B, (z) mit n € N. Fiir
Punkte in topologischen Raumen gilt dies i. Allg. nicht.

Wir werden zwei Konzepte der Konvergenz in topologischen Radumen disku-
tieren. Zuerst betrachten wir (konvergente) Netze. Betrachtet man eine Folge in
X als Abbildung N — X, so ersetzt man fiir die Definition eines Netzes die Men-
ge N durch eine beliebige gerichtete Menge (I, <). Die Stetigkeit einer Abbildung
f X — Y ldsst sich dann wieder so charakterisieren, dass fiir jedes konvergente
Netz x, — x in X gilt f(z,;) — f(z) in Y.

Der Begriff eines Netzes bereitet jedoch unerwartete Schwierigkeiten, wenn
man z. B. versucht, einen Satz wie

Sei K kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes. Dann hat jede
Folge in K eine konvergente Teilfolge.

auf kompakte Teilmengen topologischer Rédume und Netze zu verallgemeinern.
Dies erfordert eine sehr spezielle Definition des Begriffs ,, Teilnetz*, und das Ar-
beiten mit Teilnetzen wird schnell uniibersichtlich. Dagegen werden wir sehen,
dass mit dem Begriff eines Filters ein Konvergenzkonzept zur Verfiigung steht,
welches sehr natiirlich und elegant an die Struktur topologischer Rdume ange-
passt ist.

Beispiel 3.1 (Punktweise Konvergenz) Wir haben bereits in der Einleitung
bemerkt, dass man punktweise Konvergenz i. Allg. nicht als Konvergenz in einem
metrischen Raum verstehen kann und wollen dies nun explizit herausarbeiten,
indem wir folgende Aussage zeigen.

Lemma 3.2 Sei S nichtleer und (°(S) die Menge aller beschrinkten Funktionen
von S nach R. Wenn es auf (>°(S) eine Metrik d so gibt, dass fir jede Funktio-
nenfolge (f,) in £>°(S) gilt

fn — [ punktweise < d(fu, f) — 0, (3.1)

dann 1st S hochstens abzdhlbar.
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Beweis. Fiir s € S sei ;s : S — R die Funktion, die an der Stelle s den Wert 1
annimmt und sonst iiberall gleich 0 ist. Ist (s,,) eine Folge paarweise verschiedener
Punkte aus S, so konvergiert die Folge (xs,) punktweise gegen die Nullfunktion.
Nach Voraussetzung (3.1) ist also

d(xs,,0) — 0.
Folglich ist fiir jedes n € N die Menge
S,:={seS: d(xs0)>1/n}

endlich. Dann ist aber S = |, .y S» hochstens abzihlbar. m

neN

Ist dagegen S hochstens abzihlbar, so gibt es dagegen auf ¢°°(S) (und sogar auf
der Menge aller Funktionen von S nach R) eine Metrik d, so dass (3.1) gilt. Fiir
endliches S = {s1, ..., s,} wihlt man z. B.

d(f,9) = Z |f(sk) = g(si)l,

fiir abzéhlbares S = {s1, sq, ...} etwa

d(f’g):Zi |f(sx) — g(sn)| (HA).

=28 1+ f(s) — g(si)]

3.1 Netze

Definition 3.3 (a) Fine Relation < auf einer Menge M heif$t partielle Ordnung,
wenn

(P1) a < a fir alle a € M (Reflezivitat),

(P2) a <b,b<c=a<cfirallab ce M (Transitivitit),

(P3) a<b,b<a= a=b fir alle a,b € M (Antisymmetrie).
Ist < eine partielle Ordnung auf M, so heifft das Paar (M, <) eine partiell ge-
ordnete Menge.

(b) Eine partiell geordnete Menge (I, <) heifit gerichtet, wenn es fir je zwei Ele-
mente a,b € I eince I gibt mit a <cundb <c.

(c) Sei (I,<) eine gerichtete Menge. Fine Abbildung x : I — X in eine Menge
X heifst ein Netz in X. An Stelle von x(i) schreibt man auch x;, und das Netz x
schreibt man gern als (x;);e;-

(d) Sei X ein topologischer Raum, (x;);e; ein Netz in X und p € X. Das Netz
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(x;)ier konvergiert gegen p, wenn es fir jede Umgebung U von p ein iy € I gibt
mit x; € U fiir alle iy < j. In diesem Fall schreiben wir auch x; — p. Die
Schreibweise lim x; = p reservieren wir fir den Fall, dass p der einzige Punkt ist,
gegen den das Netz (x;) konvergiert.

Beispiel 3.4 (a) Die Menge N der natiirlichen Zahlen ist bzgl. < gerichtet. Jede
Folge ist also ein Netz. Gemaf Definition 3.3 (¢) konvergiert eine Folge (x;);en
gegen p, wenn es fiir jede Umgebung U von p ein ny € N gibt mit x; € U fiir
alle i > ny. Ist (z;) eine Folge in einem metrischen Raum, so kann man sich
auf Umgebungen U der Form B.(p) mit € > 0 beschranken. Obige Definition der
Konvergenz fillt also mit der {iblichen Definition der Konvergenz einer Folge in
metrischen Rdumen zusammen.

(b) Das halboffene Intervall [0, 1) ist bzgl. < gerichtet. Jede Funktion f : [0,1) —
X in einen topologischen Raum X ist also ein Netz. Dieses Netz konvergiert genau
dann gegen p € X, wenn der iibliche linksseitige Grenzwert lim, » f(z) existiert
und gleich p ist.

(c) Sei X ein topologischer Raum und ) # A C X. Wir wollen zeigen: Jeder
Punkt x € A\ A ist Grenzwert eines Netzes in A.

Fiir jedes z € X ist die Menge U(z) aller Umgebungen von z ist eine bzgl.
der Relation D gerichtete Menge. Sei nun z € A\ A. Nach Lemma 1.12 ist fiir
jedes U € U(x) der Durchschnitt U N A nicht leer. Fiir jede Umgebung U von x
konnen wir also einen Punkt z;; € U N A wéihlen und erhalten ein Netz

U(z) = X, Uw—ay

in A. Wir zeigen, dass dieses Netz gegen x konvergiert. Sei U eine Umgebung von
x. Diese spielt bereits die Rolle des iy aus Definition 3.3(c). Fir alle W € U(x)
mit U O W ist ndmlich zyw € W C U. ]

Anmerkung 3.5 Im Beweis zu Teil (¢) des vorigen Beispiels haben wir zur
Kostruktion eines Netzes in A, welches gegen ein vorgegebenes = € A\ A konver-
giert, das Auswahlaxiom benutzt. Geht es auch ohne dieses?

JA. Dazu betrachten wir die Menge
I ={(u,U) : U ist eine Umgebung von z, und u € U N A}.
Diese ist gerichtet bzgl. der Relation
(uw,U) < (W\U) & U CU.

Dann ist I — A, (u,U) — u ein Netz in A, das gegen x konvergiert.

ABER < ist keine partielle Ordnung mehr, sondern nur noch eine Quasiordnung.
Fiir beliebige u, v’ € U ist ja (u,U) < («/,U) und (v/,U) < (u,U), d.h. die
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Antisymmetrie ist verletzt.

ALSO: Dies ist ein weiterer Vorteil von Filtern. Wir werden spéater sehen, dass
{ANU : U ist Umgebung von z}

eine Filterbasis in A ist, die gegen x konvergiert (und hierbei spielt das Auswahl-
axiom keinerlei Rolle). [

Lemma 3.6 Fine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Rdumen ist
genau dann stetig in p € X, wenn fir jedes Netz (z;)icr in X mit z; — p gilt

f@i) = fp).

Beweis. (a) Sei zunéchst f stetig in p und (x;);c; ein Netz, das gegen p konver-
giert. Sei V' eine Umgebung von f(p) in Y. Dann gibt es eine Umgebung U von
p mit f(U) CV (Definition 1.17). Wir wéhlen iy € I so, dass z; € U fiir i > iy.
Dann ist aber f(z;) € f(U) CV fiir i > iy, d. h. f(z;) — f(p).

(b) Wir nehmen nun an, dass fiir jedes Netz z; — p gilt f(x;) — f(p) und zei-
gen, dass f dann in p stetig ist. Wir gehen indirekt vor und nehmen an, f sei
nicht stetig in p. Dann gibt es eine Umgebung V' von f(p), fiir die f~1(V) keine
Umgebung von x ist (Definition 1.17). Fiir jede Umgebung U von z finden wir
daher ein zy € U mit f(zy) ¢ V. Wie in Beispiel 3.4(c) erhalten wir ein Netz
(Tv)veu(), das gegen p konvergiert. Fiir dieses Netz konvergiert aber f(xy) nicht
gegen f(p) auf Grund unserer Konstruktion. m

Lemma 3.7 FEin topologischer Raum (X, 7) ist genau dann Hausdorffsch, wenn
jedes konvergente Netz in X genau einen Grenzwert hat.

Beweis. Sei zuerst X ein Hausdorffraum, und sei (;);c; ein Netz in X mit z; — p
und z; — q. Wire p # ¢, so gébe es disjunkte offene Mengen O,, O, mit p € O,
und ¢ € O, Nach Definition der Konvergenz gibt es dann i,,4, € I so, dass
x; € O fiir alle 1 > 4, und z; € O, fiir alle ¢ > ¢, ist. Fiir ¢ € I mit ¢ > 4, und
1 > 14 ist dies unmdglich.

Sei nun X nicht Hausdorffsch. Dann gibt es zwei verschiedene Punkte p, g € X
mit der Eigenschaft, dass fiir je zwei offene Mengen A, B C X mit p € A und
q € B gilt AN B # (). Wir konstruieren ein Netz, das sowohl gegen p als auch
gegen ¢ konvergiert. Dazu ordnen wir die Menge

I'={(A,B)eTxT1:p€ A, q€ B}
vermoge der Relation
(A,B)<(C,D) & ADCundB2D

und erhalten eine gerichtete Menge (1, <). Fiir jedes Paar (A, B) € I wéhlen wir
ein Element x4, 5) € AN B und erhalten ein Netz (z(4,5))4,p)er in X.
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Wir zeigen, dass dieses Netz gegen p konvergiert (die Konvergenz gegen ¢ folgt
analog). Sei U eine Umgebung von p. Wir wéhlen irgendeine Umgebung V' von
q. Dann ist (U, V) € I, und fiir (A, B) > (U, V) gilt xa,5) € A C U. Es ist also
tatsichlich x4 5 — p. m

Den bereits erwihnten Begriff eines Teilnetzes sehen wir uns in Kapitel 4 an.

3.2 Filter
3.2.1 Konvergenz von Filtern und Stetigkeit

Definition 3.8 Sei X eine Menge. Eine Familie F von Teilmengen von X heif§t
eine Filterbasis, wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind:

(FB1) F # 0.
(FB2) Kein Element von F ist leer, also () ¢ F.
(FB3) Fiir je zwei Mengen A, B € F gibt es ein C € F mit C C AN B.

Definition 3.9 (a) Sei X eine Menge. Fine Familie F von Teilmengen von X
heifit ein Filter, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(F1) F # 0.
(F2) 0 ¢ F.
(F3) Fir A,Be F ist ANB e F.

(F4) Aus A€ F und A C B folgt B € F.

(b) Sind F und G Filter in X mit F C G, so heifit F grober als G und G feiner als
F. Ein Filter U heifit ein Ultrafilter, wenn es keinen feineren Filter verschieden
von U gibt.

(c) Ist F eine Filterbasis, so ist
]:"::{AQX: es gibt ein B € F mit B C A}

ein Fulter. Dieser heifit der durch F erzeugte Filter, und F heifit eine Filterbasis
von F.

Aus (F2), (F3) folgt: Alle endlichen Durchschnitte von Elementen eines Filters
F sind nicht leer und gehéren wieder zu F.

Definition 3.10 Sei X ein topologischer Raum und x € X. Ein Filter F in X
konvergiert gegen x, wenn F jede Umgebung von x enthdlt. Eine Filterbasis F in
X konvergiert gegen x, wenn der durch F erzeugte Filter F gegen x konvergiert,
d. h. wenn jede Umgebung von x eine Menge aus F enthdlt. Wir schreiben dann
auch F — x oder x € lim F.
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Die Bezeichnung x = lim F reservieren wir fiir den Fall, dass F gegen x und nur
gegen x konvergiert.

Lemma 3.11 Ist X ein Hausdorff-Raum, so konvergiert jeder Filter in X gegen
héchstens einen Punkt.

Beweis. Sei F ein Filter mit F — p und F — ¢. Wére p # ¢, so gibe es
offene Mengen O,, O, mit p € O,, ¢ € O, und O, N O, = 0. Nach Definition der
Konvergenz wire O, € F, O, € F, woraus mit (F3) folgt ) = O, N O, € F. Dies
widerspricht (F2). Also ist p = q. n

Beispiel 3.12 (a) Sei X ein topologischer Raum und = € X. Die Menge U(x)
der Umgebungen von x bildet einen Filter, den Umgebungsfilter von x. Ein Filter
konvergiert also genau dann gegen x, wenn er feiner ist als der Umgebungsfilter

U(x).

(b) Seien X, z wie vorher. Die Menge U, aller Teilmengen von X, die x enthalten,
ist ein Ultrafilter, der feiner ist als U(x). Die Ultrafiltereigenschaft kann man so
sehen. Sei F ein Filter, der U, echt enthilt. Dann enthélt F eine Menge A, die
nicht = enthélt. Dann sind A und {z} € U, C F Mengen in F mit AN {z} =0,
ein Widerspruch. n

Wir beschreiben nun die Stetigkeit von Funktionen mit Hilfe konvergenter Filter.
Seien X, Y Mengen, f: X — Y eine Abbildung und F ein Filter in X. Dann ist

{f(A)CY:AeF}

eine Filterbasis in Y. Der zugehorige Filter f(F) besteht aus allen B C Y, die
eine der Mengen f(A) mit A € F enthalten.

Lemma 3.13 Seien X, Y topologische Riume und x € X. Die folgenden Aus-
sagen sind dquivalent fir eine Funktion f: X — Y

(a) f ist stetig in x.
(b) f(F) = f(x) fir jeden Filter F in X mit F — x.
(c) f(U(x)) = f(2).

Beweis. (a) = (b): Sei f stetig in  und F ein Filter mit 7 — x. Wir haben
zu zeigen, dass Ll(f(x)) C f(F). Sei V € U(f(:p)) Wegen der Stetigkeit von f
in x gibt es eine Umgebung U von z mit f(U) C V. Da F gegen = konvergiert,
ist U(z) C F. Insbesondere ist also U € F, d. h. es gibt eine Menge U € F mit
f(U) C V. Das bedeutet aber, dass V € f(F).

(b) = (¢): Klar, da U(x) — =.

(¢) = (a): Sei f(U(z)) — f(z), dh. U(f(z)) C f(U(z)). Jede Umgebung V
von f(z) ist also in f(U(x)) enthalten, d. h. es gibt eine Menge U € U(x) mit
f(U) C V. Das ist aber die Stetigkeit von f in x. [
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Die folgenden Bemerkungen sollen das Verhéltnis zwischen der Konvergenz von
Netzen und der Konvergenz von Filtern kléaren.

Sei zunéchst (I, <) eine gerichtete Menge und (x;);c; ein Netz in einem to-
pologischen Raum X. Fiir ¢ € [ sei F; := {z; : j > i}. Dann ist die Menge
F = (F})ies eine Filterbasis in X. Der zugehorige Filter F besteht aus allen Teil-
mengen von X, die eine der Mengen F; enthalten, und die folgenden Aussagen
sind dquivalent:

- der Filter F (bzw. die Filterbasis F) konvergiert gegen ein p € X.

jede Umgebung U von p enthélt eine der Mengen F;.

fir jede Umgebung U von p gibt es ein ¢ € I mit z; € U fiir alle j > 7.

das Netz (z;);c; konvergiert gegen p.

Die Konvergenz von Netzen ist in diesem Sinn also ein Spezialfall der Konvergenz
von Filtern.

Sei nun umgekehrt F eine Filterbasis. Dann ist F bzgl. der Relation O eine
gerichtete Menge (die Gerichtetheit folgt unmittelbar aus (FB3)). Ist aus jeder
der (nichtleeren) Mengen B € F ein xp € B gegeben, erhalten wir ein Netz
(xp)per (hier benutzen wir das Auswahlaxiom!). Wir zeigen: Wenn F gegen
x € X konvergiert, dann konvergiert auch (xp)per gegen x.

Es ist F — x genau dann, wenn der zugehorige Filter F gegen x konvergiert.
Dies ist dquivalent zu U(z) C F bzw. zu

Fiir jedes U € U(x) gibt es ein B € F mit B C U.

Sei nun U Umgebung von x. Wie soeben festgestellt, gibt es dann ein B € F mit
B CU. Fiir alle B € F mit B O B’ gilt dann

l‘BIGBIngU;

also konvergiert (zp)per gegen x. [

3.2.2 Ultrafilter

Wir haben bereits festgestellt, dass fiir jeden Punkt = eines topologischen Raum-
es X die Familie U, aller Teilmengen von X, die x enthalten, einen Ultrafilter
bildet. Ultrafilter dieser Gestalt heiflen auch fiziert. Wir beschéftigen uns in die-
sem Abschnitt mit der Frage, ob es auch andere Ultrafilter gibt. Die Existenz von
nicht-fixierten Ultrafiltern zeigen wir auf nicht-konstruktivem Weg mit Hilfe des
Zornschen Lemmas. Wir bendtigen diese Resultate fiir den Beweis des Satzes von
Tychonov in Kapitel 4.
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Definition 3.14 Eine Teilmenge K einer partiell geordneten Menge (M, <) ist
eine Kette, wenn fir je zwei Elemente a,b € K gilt a < b oder b < a (je zwei
Elemente aus K sollen also vergleichbar sein). Weiter heif§t ein Element m € M
eine obere Grenze einer Teilmenge S von M, falls s < m fir alle s € S, und
m € M heifst maximal, wenn aus v € M und m < x folgt m = x.

Ein Element ist also maximal, wenn es kein echt grofieres Element gibt. Man
beachte, dass M mehrere maximale Elemente besitzen kann.

Lemma 3.15 (Zornsches Lemma) Sei (M, <) eine nichtleere partiell geord-
nete Menge. Wenn jede Kette in M eine obere Grenze besitzt, dann gibt es in M
ein maximales Element.

Das Zornsche Lemma ist dquivalent zum Auswahlaxiom, welches besagt, dass fiir
jede nichtleere Familie (X;);c; nichtleerer Mengen das Produkt ], ., X; nicht leer
ist. Wir konnen daher das Zornsche Lemma als ein mengentheoretisches Axiom
betrachten.

Das Zornsche Lemma wird oft in folgender Form benutzt.

Lemma 3.16 Sei (M, <) eine nichtleere partiell geordnete Menge. Wenn jede
Kette in M eine obere Grenze besitzt, dann gibt es fiir jedes Element a € M ein
maximales Element b € M mit a < b.

Dies folgt sofort aus dem Zornschen Lemma: Sei a € M. Wir betrachten die
Menge M, := {m € M : a < m}. Diese ist ebenfalls bzgl. < partiell geordnet
und erfiillt die Voraussetzung des Zornschen Lemmas. Es gibt also ein maximales
Element b in M,, und fiir dieses gilt offenbar a < b. [

Lemma 3.17 Jeder Filter ist in einem Ultrafilter enthalten.

Beweis. Sei X eine nichtleere Menge. Die Menge F aller Filter auf X ist beziiglich
der Mengeninklusion C auf P(X) partiell geordnet. Wir zeigen, dass jede Kette
K in (F, C) eine obere Grenze besitzt. Dazu zeigen wir, dass

M:={AC X : esgibt ein F € Kmit A € F}

eine obere Grenze fiir K ist. Offenbar ist F C M fiir alle F € K. Zu zeigen
ist also nur, dass M tatséchlich ein Filter ist, also zu ' gehort. Wir zeigen nur
die Eigenschaft (F3); die iibrigen Eigenschaften sind offensichtlich. Seien also
Fi, F, € M. Dann gibt es Filter F;, F5 in K mit F} € F; und F, € F;. Da
K eine Kette ist, ist /7 C Fy oder Fo C Fi. O.E.d.A. sei F; C F5. Dann ist
Fy e Fi C Fund Fy € F, und folglich Fy N Fy, € Fo C M.

Die Behauptung folgt nun aus dem Zornschen Lemma (Lemma 3.16). [

Bemerkung am Rande. Das Ultrafilterlemma (Lemma 3.17) folgt aus dem
Zornschen Lemma, ist aber schwécher als dieses.
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Lemma 3.18 Sei F Filter auf X und A Teilmenge von X mit A° ¢ F. Dann
qibt es einen Filter G auf X, der A enthdlt und feiner als F ist.

Beweis. Wir zeigen, dass F N A := {FFNA: F € F} eine Filterbasis ist. Da
X zu jedem Filter gehort, ist A = X NAe FNA, d h. FnN A ist nicht leer
(FB1). Wire FN A = () fiir ein F € F, so wire FF C A° und folglich A® € F
im Widerspruch zur Voraussetzung (FB2). Da Durchschnittsbildung aus F N A
nicht herausfiihrt, ist auch (FB3) erfiillt.

Sei nun G der durch die Filterbasis F N A erzeugte Filter. G besteht aus allen
Obermengen von Mengen der Form F'N A mit F' € F und enthélt daher sowohl
A als auch F. [

Mit diesem Lemma erhalten wir eine dquivalente Charakterisierung von Ultrafil-
tern. Offenbar konnen nicht sowohl A als auch A€ zu einem Filter F gehoren, da
sonst ) = AN A° € F wiire.

Lemma 3.19 FEin Filter F auf einer Menge X ist genau dann ein Ultrafilter
wenn fir jede Teilmenge A von X entweder A € F oder A° € F gilt.

Beweis. Sei zundchst F ein Ultrafilter und A C X. Falls A° ¢ F, so finden wir
mit Lemma 3.18 einen Filter G, der feiner als F ist und A enthélt. Da F aber
ein Ultrafilter ist, folgt G = F und A € F.

Sei umgekehrt F ein Filter mit der Eigenschaft, dass er fiir jede Teilmenge
A C X entweder A oder A° enthilt. Jeder Filter G, der echt grofler ist als F,
enthélt eine Menge A C X mit A ¢ F. Dann ist aber A° € F und folglich
) = AN A° € G, ein Widerspruch. Also ist F Ultrafilter. m

Ein Filter F heifit frei, wenn (). I = (). Solche Filter existieren. Beispielsweise
bildet die Menge B = {(a,0) : a € R} eine Filterbasis auf R. Der zugehorige
Filter F = B ist frei. Er heiBt der Fréchet-Filter auf R. Nach Lemma 3.17 ist F
in einem Ultrafilter enthalten, der ebenfalls frei ist. Offenbar ist jeder Ultrafilter
entweder frei oder von der Gestalt I/, mit einem x € X, also fixiert.

Lemma 3.20 Ist F ein Ultrafilter auf X und f: X — Y eine Abbildung, so ist
f(F) ein Ultrafilter in Y .

Beweis. Wegen Lemma 3.19 ist zu zeigen, dass fiir jede Teilmenge B von Y
entweder B € f(F) oder B® € f(F) ist. Da F ein Ultrafilter ist, ist (wieder
wegen Lemma 3.19) entweder f~!(B) € F oder f~Y(B)¢ = f~}(B°) € F. Im
ersten Fall ist f(f~'(B)) € B und daher B € f(F). Im zweiten Fall erhiilt man
analog B € f(F). m
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4 Kompaktheit

Einen Eindruck von der Bedeutung der Kompaktheit haben wir bereits in der
Analysisvorlesung gewonnen. Man denke etwa an den Satz, dass jede stetige re-
ellwertige Funktion auf einem kompakten metrischen Raum ihr Maximum und
Minimum annimmt. Wir werden nun sehen, dass die metrische Struktur fiir eine
Reihe solcher Sétze nicht erforderlich ist (natiirlich mit Ausnahmen. Z. B. macht
der Begriff der gleichméfligen Stetigkeit in allgemeinen topologischen Réumen
keinen Sinn, so dass sich ein Satz wie ,stetige Funktionen auf kompakten me-
trischen Raumen sind gleichméBig stetig® nicht {ibertragen ldsst.) Das zentrale
Resultat dieses Kapitels ist der Satz von Tychonov, der sagt, dass ein Produkt
topologischer Rdume genau dann kompakt ist, wenn jeder Faktor kompakt ist.

ACHTUNG: Die in diesem Kapitel benutzten Begriffe stimmen nicht mit denen
aus dem Neebschen Skript iiberein:

hier Neeb
kompakt quasikompakt
kompakt 4+ Hausdorffsch kompakt

lokalkompakt + Hausdorffsch  lokalkompakt

4.1 Kompakte Riume

Definition 4.1 FEin topologischer Raum X heifit kompakt, falls jede offene Uber-
deckung von X eine endliche Teiltiberdeckung besitzt, d.h. wenn es fiir jede Familie
(Us)ier offener Teilmengen von X mit | J,.; Ui = X eine endliche Teilmenge F
von I gibt mit | J,., Ui = X.

Eine unmittelbare Folgerung hieraus ist

Lemma 4.2 Fine Teilmenge C eines topologischen Raumes (X, T) ist genau
dann bzgl. der Teilraumtopologie T|c kompakt, wenn jede Uberdeckung von C
durch offene Teilmengen von X eine endliche Teiliiberdeckung besitzt, d.h. wenn
fiir jede Familie (U;)ier offener Teilmengen von X mit C' C | J,c; U; eine endliche
Teilmenge F C I existiert mit C C |J,.p Us.

Offenbar sind endliche Teilmengen topologischer Rdume stets kompakt. Da end-
liche Teilmengen nicht abgeschlossen sein miissen (z. B. ist die Teilmenge {1} von
{1,2} bzgl. der indiskreten Topologie nicht abgeschlossen), sind - anders als in
metrischen Rdumen - kompakte Teilmengen topologischer Raume nicht notwen-
dig abgeschlossen. Es gilt jedoch

Lemma 4.3 (a) Kompakte Teilmengen von Hausdorffraumen sind abgeschlos-
sen.

(b) Abgeschlossene Teilmengen kompakter Rdume sind kompakt.
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Beweis. (a) Sei X Hausdorffraum und C' C X kompakt. Wir zeigen, dass X \ C
offen ist. Sei z € X \ C. Fiir jedes ¢ € C findet man wegen ¢ # = und der Haus-
dorffeigenschaft offene Mengen U,, V., € X mit ¢ € U,, x € V, und U.,NV, = (). Die
Mengenfamilie (U,).cc bildet eine offene Uberdeckung der kompakten Menge C,
aus der man eine endliche Teiliitberdeckung U,,, ..., U, von C auswihlen kann.
Dann ist V := ()", V., eine offene Umgebung von = und

vnoccvn(U,U---UU.,) =0,

also V' C X \ C. Folglich ist X \ C offen und C' abgeschlossen.

(b) Sei X kompakt und C' C X abgeschlossen. Sei (O;);c; eine Familie offener
Teilmengen von X mit C' C (J,.; O;. Dann bildet die Familie (O;);c; zusammen
mit der offenen Menge X \ C' eine Uberdeckung von X durch offene Mengen.

Wegen der Kompaktheit von X gibt es eine endliche Teilmenge F' von [ mit
X =(X\C)UU,cp O;. Dann ist aber C' C |, O;, und C' ist kompakt. =

Lemma 4.4 Seien X,Y topologische Riume und f : X — Y stetig. Ist X kom-
pakt, so ist auch f(X) kompakt.

Kurz: stetige Funktionen iiberfithren kompakte Mengen in kompakte Mengen.

Beweis. Ist (U;);c; eine Uberdeckung von f (X) durch offene Mengen in Y, so ist
wegen der Stetigkeit (f _1(Ui))¢e ; eine offene Uberdeckung von X. Da X kompakt
ist, gibt es eine endliche Menge F' C I mit X = (J,., f~'(U;). Dann ist aber

rxycJrir o) c s

el el
d. h. f(X) ist kompakt nach Lemma 4.2. ]

Folgerung 4.5 Sei X kompakt und f : X — R eine stetige Funktion. Dann ist
f beschrankt, und f(X) besitzt Minimum und Mazimum.

Beweis. Nach Lemma 4.4 ist f(X) kompakt. Ware f(X) unbeschrinkt, so kénn-
te man aus der offenen Uberdeckung f(X) C U, ey Bn(0) keine endliche Uber-
deckung auswéhlen, was der Kompaktheit widerspricht. Also ist f(X) beschrénkt
und (da R Hausdorffsch ist) nach Lemma 4.3 (a) auch abgeschlossen. Als be-
schrinkte Menge besitzt f(X) Infimum und Supremum, und da f(X) abgeschlos-
sen ist, gehoren Infimum und Supremum zu f(X), sind also Minimum und Ma-
ximum. n

Der erste Teil des Beweises bleibt (mit offensichtlichen Modifikationen) fiir be-
liebige metrische Raume richtig. Kompakte Teilmengen metrischer Rdume sind
also beschrankt und abgeschlossen.

Das folgende Lemma benutzen wir im Beweis von Lemma 4.7, in dem eine
hinreichende Bedingung fiir die Stetigkeit der Umkehrfunktion bewiesen wird.
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Lemma 4.6 Sei f: X — Y stetig und injektiv. Ist' Y ein Hausdorffraum, dann
auch X.

Beweis. Seien z,y € X und x # y. Wegen der Injektivitiat von fist f(z) # f(y).
Da Y Hausdorffsch ist, gibt es disjunkte offene Mengen U,, U, C Y mit f(x) € U,
und f(y) € U,. Dann sind f~1(U,), f~*(U,) disjunkte offene Mengen in X mit
z€ f~HU,) und y € f~1(U,). Also ist X ein Hausdorffraum. m

Lemma 4.7 Ser X kompakt, Y Hausdorffsch und f : X — Y eine biyektive
stetige Abbildung. Dann ist X Hausdorffsch, Y kompakt, und f~1:Y — X ist
stetig, d.h. f ist ein Homoomorphismus.

Beweis. Die genannten Eigenschaften von X bzw. Y folgen aus Lemma 4.6 und
Lemma 4.4. Fiir die Stetigkeit von f~! geniigt es nach Lemma 1.20 zu zeigen,
dass f abgeschlossen ist. Dazu sei A C X abgeschlossen. Nach Lemma 4.3 (b) ist
A kompakt. Dann ist f(A) nach Lemma 4.4 kompakt und nach Lemma 4.3 (a)
abgeschlossen. n

Beispiel 4.8 Sei X ein kompakter Raum und ~ eine Aquivalenzrelation auf X
(vgl. Definition 2.10). Wir versehen den Quotientenraum X/~ mit der Quotien-
tentopologie. Dann ist die Abbildung x + [z] von X auf X/~ stetig, d. h. X/~
ist kompakt. Ist Y ein Hausdorffraum und f : X/~ — Y stetig und bijektiv,
so ist f nach Lemma 4.7 ein Homéomorphismus von X/~ auf Y. Hier sind zwei
typische Beispiele, wie auf diesem Wege Quotientenrdume ,,identifiziert” werden
koénnen.

(a) Sei X = [0,1]. Zwei Punkte z,y € X sollen genau dann in der Relation ~
zueinander stehen, wenn z = y oder |z —y| = 1. Weiter sei T = {2 € C : |z| = 1}
die Einheitskreislinie in C und f : X/~ — T, [z] + €*™*. Offenbar ist f korrekt
definiert und eine stetige Bijektion. Nach Lemma 4.7 ist f ein Homéomorphis-
mus, und [0, 1]/~ ist zu T homoomorph. Wir erhalten die Kreislinie T aus dem
Intervall [0, 1], indem wir seine Endpunkte miteinander identifizieren.

(b) Auf dhnliche Weise erhilt man durch Identifikation gewisser Randpunkte
des Quadrates [0,1]* einen Homdomorphismus von [0,1]?/ ~ auf T? vermdge
[(z,y)] = (27, e*m). .

Quadrat Zylinder 2-dimensionaler Torus
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Definition 4.9 Fine Teilmenge eines topologischen Hausdorffraumes heifit rela-
tiv kompakt, wenn ihre Abschlieffung kompakt ist.

Lemma 4.10 Seien X,Y topologische Hausdorffriume und f : X — Y stetig.
Ist A C X relativ kompakt, so ist auch f(A) relativ kompakt.

Kurz: stetige Funktionen iiberfithren relativ kompakte Mengen in relativ kom-
pakte Mengen.

Beweis. Da f stetig ist, gilt f(A) C f(A) nach Lemma 1.19. Wir gehen in
f(A) C f(A) C f(A) zur AbschlieBung iiber und erhalten f(A) C f(A) C f(A),
da A kompakt und somit auch f(A) kompakt, also bereits abgeschlossen ist. Es
ist daher f(A) = f(A). Mit dieser Gleichheit schlieBen wir: Ist A relativ kom-

pakt, dann ist A kompakt. Also ist f(A) kompakt, und damit auch f(A). Somit
ist f(A) relativ kompakt. ]

4.2 Charakterisierungen der Kompaktheit und Satz von
Tychonov

Wir beginnen mit der Charakterisierung der Kompaktheit durch Ultrafilter.

Satz 4.11 Fliir jeden topologischen Raum X sind folgende Bedingungen dquiva-
lent:

(a) X ist kompakt.

(b) Fiir jede Familie (A;)ic; abgeschlossener Teilmengen von X mit (,c; Ai = 0
gibt es eine endliche Teilmenge F von I mit (;cp Ai = 0.

(c) Jeder Ultrafilter auf X konvergiert.

Beweis. Die Aquivalenz (a) < (b) folgt sofort durch Betrachtung der Komple-
mente. Die Bedingung (,.; 4; = () bedeutet namlich, dass die Familie (Af{);e;
eine offene Uberdeckung von X bildet, und ;. A; = 0 heifit, dass (AS);cr eine
endliche Teiliiberdeckung von X ist.

(b) = (c¢): Sei F Ultrafilter auf X. Da F mit jeder Menge A auch ihre Ab-
schlieBung A enthilt, enthilt F abgeschlossene Mengen. Seien A;,..., A, € F
abgeschlossene Mengen. Dann ist auch (), A; € F und folglich nicht leer. Aus
(b) folgt dann, dass der Durchschnitt aller abgeschlossenen Mengen in F nicht
leer ist. Sei x ein Element dieses Durchschnitts. Wir zeigen, dass F gegen x
konvergiert.

Sei U eine offene Umgebung von z. Dann ist X \ U eine abgeschlossene Teil-
menge von X, die z nicht enthélt und folglich nicht zu F gehort. Da F ein
Ultrafilter ist, muss dann aber U zu F gehoren (Lemma 3.19). F enthilt also
jede offene Umgebung von x und daher jede Umgebung von x. Also ist F — .
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(¢) = (b): Sei (A;)ier eine Familie abgeschlossener Teilmengen von X. Angenom-
men, alle endlichen Durchschnitte von Mengen aus dieser Familie sind nichtleer.
Dann ist

B:= {n A; ¢ F endliche Teilmenge von [ }
i€F
eine Filterbasis. ((FB1) und (FB2) sind unmittelbar klar, und (FB3) gilt, da
Durchschnittsbildung nicht aus B herausfiihrt.) Sei F der durch B erzeugte Fil-
ter und sei U ein Ultrafilter, der F enthilt. Nach Voraussetzung (c) konvergiert
U gegen einen Punkt x € X. Sei i € [ und U eine Umgebung von z. Aus A; € U
und U € U folgt A; NU € U und insbesondere A; NU # (). A; hat also mit jeder
Umgebung von z einen nichtleeren Durchschnitt. Dann ist aber z € A; = A, und,
da i beliebig war, x € (,c; A;, also (o, Ai # 0. =

Fiir die Charakterisierung der Kompaktheit durch Netze benttigen wir den Be-
griff eines Teilnetzes.

Definition 4.12 Fin Netz (ys)ses heifit Teilnetz eines Netzes (xy)ier, wenn es
eine Abbildung o : S — T gibt mit folgenden Figenschaften:

(TN1) ys = xq(s) fir alle s € S,

(TN2) fir jedes ty € T gibt es ein so € S so, dass fir alle s > s¢ gilt
a(s) > to.

Bedingung (TN1) fordert, dass alle y, in geeigneter Weise unter den x; vorkom-
men, und (TN2) kann man interpretieren als ;s — 0o = a(S) — oo*.

Der entscheidende Punkt ist, dass die Indexmenge S des Teilnetzes nur durch
die Existenz von a mit T" verkniipft ist. Insbesondere ist S nicht notwendig eine
Teilmenge von T" sondern kann deutlich ,,gréfler” als 71" sein. So ist fiir jede Folge
(2 )nen natiirlich jede Teilfolge (im iiblichen Sinn) auch ein Teilnetz. Es gibt aber
Teilnetze von (2, )nen, die keine Folgen sind. Man betrachte etwa S := [1, 00) mit
der Ordnung <. Dann ist (ys)scs mit y, := x|5 ein Teilnetz von (2, )nen mit
a(s) = |s] (= der ganze Anteil von s).

Definition 4.13 Fin Punkt x € X heifst Hiufungspunkt eines Netzes (z;)ier in
X, wenn es fir jede offene Umgebung U von x und fiir jedes tg € T eint € T
gibt mit t >ty und x; € U.

Lemma 4.14 Sei (z;)er ein Netz in X und x € X. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(a) x ist ein Haufungspunkt von (x;)ier.
(b) Fiir jedes to € T ist x € clos{x; : t > to}.

(c) Es gibt ein Teilnetz von (x¢)er, das gegen x konvergiert.
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Beweis. Es ist o € clos {x; : t >t} genau dann, wenn jede offene Umgebung U
von x einen nichtleeren Durchschnitt mit {z; : ¢ > ¢y} hat. Hieraus folgt sofort
die Aquivalenz von (a) und (b). Ebenso folgt unmittelbar aus den Definitionen
eines konvergenten Netzes bzw. eines Haufungspunktes die Implikation (¢) = (a).

Wir zeigen noch (a) = (¢). Sei x ein Haufungspunkt des Netzes (z;)er. Wir
schreiben S fiir die Menge aller Paare (U, t), wobei U eine offene Umgebung von
x ist und ¢ ein Element aus 7" mit x; € U. Die Menge S ist bzgl. der Relation

Ut >Ut) < UCUt>t

gerichtet. (HA. Beachten Sie: die Induktivitit folgt aus der Tatsache, dass x
ein Haufungspunkt des Netzes ist.) Wir definieren ein Netz (y(th))(Ui)e g durch
Ywy = . Dieses Netz ist ein Teilnetz von (z¢)ier bzgl. der Abbildung o :
(U,t) — t, und dieses Netz konvergiert gegen x. Ist namlich Uj eine offene Um-
gebung von z, so gibt es wegen der Definition eines Haufungspunktes wenigstens
ein tg € T mit xy, € Up. Es ist also (Up,ty) € S, und fiir alle (U,t) € S mit
(U, 1) = (Uo, to) gilt
Yy =z € U C Up.

Also konvergiert (v )w,nes gegen x. [

Satz 4.15 Ein topologischer Raum X ist genau dann kompakt, wenn jedes Netz
i X ein konvergentes Teilnetz besitzt.

Beweis. Sei zunichst X kompakt und (z;)er ein Netz in X. Fiir jedes t € T sei
Ay = clos{zy : t' > t}.

Die Mengen A; sind per Definition abgeschlossen, und kein endlicher Durchschnitt
solcher Mengen ist leer. Nach Satz 4.11 (b) ist dann A := ), A nicht leer, und
nach Lemma 4.14 ist jeder Punkt x € A Grenzwert eines Teilnetzes von (x;)er.
Insbesondere besitzt dieses Netz also konvergente Teilnetze.

Sei umgekehrt X ein topologischer Raum, in dem jedes Netz ein konvergentes
Teilnetz besitzt. Sei (A;);cr eine Familie abgeschlossener Teilmengen von X mit
der Eigenschaft, dass kein Durchschnitt endlich vieler Mengen aus dieser Familie
leer ist. Sei T" die Menge aller endlichen Durchschnitte von Mengen aus (A;)e;-

Die Ordnung A > B < A C B macht T zu einer gerichteten Menge. Da die
Mengen in T nicht leer sind, konnen wir fiir jedes A € T ein Element x4 € A
wéhlen (Auswahlaxiom!). Dann ist (x4)4er ein Netz, und nach Voraussetzung
gibt es ein Teilnetz von (z4)aer, das gegen ein z € X konvergiert. Fiir jedes
1 € I ist dann

x€clos{zxp: BeT, BCA;} CclosA; = A,.

Es ist also x € [,.; Ai, und nach Satz 4.11 (b) = (a) ist X kompakt. n

iel
Wir kommen nun zu einem der wichtigsten Resultate dieser Vorlesung.
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Satz 4.16 (Tychonov 1930) Sei (X;);c; eine Familie nichtleerer topologischer
Riume und X := [[,.; Xi ihr Produkt, versehen mit der Produkttopologie. Dann
st X genau dann kompakt, wenn jeder Faktor X; kompakt ist.

Beweis. Wir beginnen mit der einfachen Richtung. Sei X kompakt. Da jede
Projektion p; : X — X stetig ist, ist nach Lemma 4.4 auch X; = p;(X) kompakt.

Seien umgekehrt alle X; kompakt. Sei F ein Ultrafilter in X . Fiir jedes i € I ist
dann p;(F) ein Ultrafilter in X; (Lemma 3.20), folglich konvergent. Aus der Menge
aller Grenzwerte von p;(F) wihlen wir ein Element z; € X; (Auswahlaxiom!).
Wir zeigen, dass F gegen x := (z;);e; € X konvergiert.

Sei U eine offene Umgebung von x. Dann gibt es eine endliche Teilmenge F
von I und offene Umgebungen U; von x; in X; mit

el IS

(vgl. Anmerkung nach Definition 2.12). Sei ¢ € F'. Da p;(F) gegen z; konvergiert,
ist U(x;) C pi(F). Die Mengen p;(B) mit B € F bilden aber eine Filterbasis
von p;(F) (vgl. Bemerkung vor Lemma 3.13). Folglich gibt es Mengen A; € F
mit p;(A4;) € U;. Fiir den Durchschnitt (,., A; =: A € F gilt dann p;(A) C U;
fiir jedes i € F. Also ist A C U. Wegen (F4) ist dann U € F fiir jede offene
Umgebung U von z. Dann ist aber U(x) C F und F — z. Da F ein beliebiger
Ultrafilter ist, ist X nach Satz 4.11 (¢) = (a) kompakt. ]

Im Beweis haben wir das Auswahlaxiom zweimal benutzt: beim Beweis der Exi-
stenz von Ultrafiltern und bei der Auswahl der z;. Wahrend - wie schon bemerkt
- das Ultrafilterlemma schwécher als das Auswahlaxiom ist, sind das Auswahl-
axiom und der Satz von Tychonov zueinander dquivalent.

Der Satz von Tychonov wird oft in Kombination mit folgendem Resultat
benutzt, dessen Beweis HA ist.

Lemma 4.17 Das Produkt [],.; X; einer Familie nichtleerer topologischer Riu-
me, versehen mit der Produkttopologie, ist genau dann Hausdorffsch, wenn jeder
Faktor X; Hausdorffsch ist.

4.3 Kompakte metrische Raume

Wir sehen uns verschiedene Charakterisierungen kompakter metrischer Raume an
und fiithren dazu einige neue Begriffe ein. Beachten Sie, dass die hier eingefiihrten
Netze nichts mit denen aus Definition 3.3 zu tun haben.

Definition 4.18 Sei (X, d) ein metrischer Raum. Fir jede Teilmenge S # () von
X und jedes r > 0 sei

B,(5) := U B.(s) ={x € X : es gibt ein s € S mitd(x,s) <r}.

SES
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Die Teilmenge S heif§t ein e-Netz fiir X, wenn B.(S) = X ist, und X heifit total-
beschréankt (im Neeb-Skript: precompact), wenn X fiir jedes € > 0 ein endliches
e-Netz besitzt.

Lemma 4.19 Fir jeden metrischen Raum (X, d) sind folgende Aussagen dqui-
valent:

(a) Jede Folge in X besitzt eine Teilfolge, die Cauchyfolge ist.
(b) X ist totalbeschrinkt.

Beweis. (a) = (b): Angenommen, es gibt ein £ > 0, fiir das kein endliches e-Netz
fiir X existiert. Wir konstruieren eine Folge (z,) wie folgt: x; € X wihlen wir
beliebig. Da X # B.({x1}), gibt es ein 25 € X \ B-({21}). Da X # B.({z1,x2}),
gibt es ein z3 € X \ B.({z1,22}). Wir fahren so fort und finden fiir jedes n > 1
ein x, 1 mit

Tpi1 € X\ B-({x1,...,2,}).

Fir n # m ist dann d(z,,z,) > ¢, d. h. keine Teilfolge von (x,) kann eine
Cauchyfolge sein.

(b) = (a): Sei (xy,)nen eine Folge in X. Wegen der Totalbeschranktheit finden
wir fiir jedes n € N eine endliche Menge F,, C X mit X = By-u(F,). Wir
konstruieren sukzessive eine Folge von Punkten y, € E) so, dass

Ny :={meN : x,, € By-1(y1)} unendlich ist,
Ny :={m €N : z,, € By-2(ys)} unendlich ist,

usw. Fiir jedes k ist also Ny 1 :={m € Ny : z,,, € By-»-1(yx41)} unendlich. Nun
withlen wir eine Teilfolge (x,, )ken s0, dass ngrq > ny und ngy € Nyyy fiir jedes
k € N. Dann wird mit der Dreiecksungleichung

ATy Ty y) < ATy, Yi) + d(Ypy Ty, ) < 27F 4278 =217F
und folglich
A(Tpyy Ty,,) < 20K 27 o7kl 02k
fiir alle m > 1. Es ist also (2, )ren eine Cauchyfolge. n

Satz 4.20 Fiir jeden metrischen Raum sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) X ist kompakt.

(b) X st folgenkompakt, d.h. jede Folge in X besitzt eine konvergente Teilfolge.
(¢) X st vollstandig und totalbeschrdinkt.

Beweis. (a) = (b): Wir gehen indirekt vor. Angenommen, (x,),en ist eine Folge

in X ohne konvergente Teilfolge. Der Wertebereich S dieser Folge ist dann un-
endlich und besitzt keinen Haufungspunkt. Fiir jedes z € X findet man dann ein
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r =r(xz) > 0 so, dass die Kugel B,(z) aufler eventuell = selbst keinen weiteren
Punkt aus S enthilt. Die Familie { B,.(x)},cx bildet eine offene Uberdeckung von
X. Da jede Menge in dieser Familie hochstens einen Punkt aus S enthélt, S aber
unendlich ist, ldsst sich aus dieser Familie keine endliche Uberdeckung von X
auswahlen, im Widerspruch zur Kompaktheit.

(b) = (c): Die Totalbeschrénktheit folgt aus Lemma 4.19. Die Eigenschaft (b)
impliziert auflerdem, dass jede Cauchyfolge in X eine konvergente Teilfolge be-
sitzt. Jede Cauchyfolge mit einer konvergenten Teilfolge ist aber konvergent, wie
wir aus der Analysis wissen.

(¢) = (a): Wir gehen wieder indirekt vor. Angenommen, (U;);cs ist eine offene
Uberdeckung von X, aus der sich keine endliche Teiliiberdeckung auswihlen lisst.
Da X totalbeschrénkt ist, gibt es fiir jedes n € N eine endliche Teilmenge FE,, von
X mit X = By-u(FE,).

Da sich aus (U;);er keine endliche Uberdeckung auswahlen lédsst, gibt es ein
x1 € Fy so, dass By-1(x1) nicht durch endlich viele der U; tiberdeckt wird. (Liefle
sich jede der endlich vielen Kugeln By-1(z), x € Ey, durch endlich viele der Uj;
tiberdecken, dann auch X.) Weiter: da

By-1(21) = By (21)NX = Byr(z)N( | Ba2(@)) = | (Ba-i(21)NBo2(x))
AT € Fo

eine endliche Vereinigung ist, gibt es ein xo € Ey so, dass By-1(x1) N By-2(x2)
nicht durch endlich viele der U; iiberdeckt wird. Wir fahren so fort und finden
fiir jedes n € N ein x, € E,, mit der Eigenschaft, dass (;_, By (2;) nicht durch
endlich viele der U; iiberdeckt wird.

Wir zeigen, dass (z,) eine Cauchyfolge ist. Da die Mengen (\,_; By-i(;)
nicht leer sind, gibt es fiir jedes n ein y, € By-n(z,) N By-n-1(x,41). Mit der
Dreiecksungleichung folgt nun

d(l‘n, xn—f—l) S d(l‘n, yn) + d(yna xn—f—l) <27 + 27”71 S 2.-27" = 2in+1

und weiter fir kK > 0

1 1
d(:L’n, xn+k) S 2in+1(1 —+ 5 + Z 4+ .. ) S 27n+2.

Es ist also (z,) eine Cauchyfolge, folglich konvergent. Sei x := lim, , x,. Da
Uiel U, = X, gibt es ein iy € I mit x € U,,. Da U, offen ist, liegt mit = auch eine
ganze Kugel B.(x) mit ¢ > 0 in U;,. Fiir 27" < ¢ ist aber

d(z,,z) = kh_)Igo ATy, Tpyp) <2772 < =

und 27" + § < 2.5 = e. Es ist daher By-n(x,) C B.(x) C Uj,. Im Widerspruch
zu unserer Konstruktion wird also

Bgfl(l'l) N---N Bg—n (l’n) g BQ—n ([L‘n)
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doch durch endlich viele der U; iiberdeckt, ndmlich durch die einzige Menge U;, .
]

Folgerung 4.21 Die folgenden Aussagen fiir eine Teilmenge X eines vollstandi-
gen metrischen Raumes Y sind dquivalent:

(a) X ist relativ kompakt.
(b) X ist totalbeschrdinkt.

Beweis. (a) = (b): Sei (2,) eine Folge in X. Da X kompakt ist, hat diese Folge
eine Teilfolge (z,,), die in X konvergiert (Satz 4.20). Diese Teilfolge ist eine
Cauchyfolge in X. Nach Lemma 4.19 ist X totalbeschrankt.

(b) = (a): Wir zeigen, dass X folgenkompakt ist. Nach Satz 4.20 ist dann X
kompakt und X relativ kompakt. Sei (z,)n,en eine Folge in X. Wir wihlen fiir
jedes n € N ein y, € X mit d(z,,y,) < % Da X totalbeschréankt ist, hat
die Folge (y,)nen eine Teilfolge (yy, ), die Cauchyfolge ist (Lemma 4.19). Diese
konvergiert im vollstindigen Raum Y gegen ein y € Y. Nun ist aber y € X,
und aus d(zy, , Yn, ) < n,;l folgt, dass limg_,o0 ©,,, = y. Damit ist eine konvergente
Teilfolge von (z,),en gefunden. [

4.4 Lokalkompakte Riume

Definition 4.22 Fin topologischer Raum heifst lokalkompakt, wenn jede Umge-
bung jedes Punktes x € X eine kompakte Umgebung von x enthdlt (d.h. wenn
jeder Punkt von X eine Umgebungsbasis aus kompakten Mengen besitzt).

Beispielsweise sind die offenen Teilmengen des R™ lokalkompakter Réume.

Lemma 4.23 Ist X ein Hausdorffraum und besitzt x € X eine kompakte Umge-
bung, dann enthdlt jede Umgebung U von x eine kompakte Umgebung von x.

Wenn also jeder Punkt eines Hausdorffraumes X eine kompakte Umgebung be-
sitzt, so ist X lokalkompakt.

Beweis. Sei K eine kompakte Umgebung von x. Es ist sicher ausreichend zu
zeigen, dass U N K eine kompakte Umgebung von x enthélt. Wir konnen daher
o.E.d.A. bereits X als kompakt voraussetzen. Indem wir gegebenenfalls die Um-
gebung U durch ihr Inneres ersetzen, konnen wir auch o.E.d.A. annehmen, dass
U offen und folglich das Komplement U¢ abgeschlossen und damit kompakt ist
(Lemma 4.3(b)).

Sei also X kompakter Hausdorffraum und U eine offene Umgebung von x € X.
Wir gehen indirekt vor und nehmen an, dass U keine kompakte Umgebung von
x enthélt. Wir betrachten die Familie F aller Durchschnitte C'NU¢, wobei C' die
kompakten Umgebungen von x durchléuft. Diese Familie enthélt nur nichtleere
Mengen und ist stabil bzgl. endlicher Durchschnittsbildung. Es ist also F eine
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Familie abgeschlossener Teilmengen des kompakten Raumes U¢ mit der Eigen-
schaft, dass kein endlicher Durchschnitt von Mengen aus F leer ist. Nach Satz
4.11 enthélt der Durchschnitt () (CNU*) aller Mengen dieser Familie einen Punkt
y. Wegen y € U° ist y # x. Wegen der Hausdorff-Eigenschaft von X gibt es also
offene Umgebungen U, von x und U, von y mit U, N U, = (. Dann ist U, eine
kompakte Umgebung von x und folglich y € Uy NU* (dies ist ja eine der Mengen,
iber die oben der Durchschnitt gebildet wurde), im Widerspruch zuy € U,. =

Folgerung 4.24 Sei X ein lokalkompakter Hausdorffraum, K C X kompakt und
U C X offen mit K CU. Dann gibt es eine kompakte Menge V C X mit

KCintVCVCU.

Beweis. U ist eine Umgebung jeden Punktes von K. Fiir jedes x € K wéhlen
wir eine kompakte Umgebung V,, von x mit V, C U (Lemma 4.23). Die offenen
Mengen (int V,),cx iiberdecken die kompakte Menge K. Es gibt daher endlich
viele Punkte 1, ..., 2, in K mit K C |J;_, intV,,. Wir setzen V := | J;_, V;, und

haben wegen

Kc|JintV, Cint(| Jv,,)cV U
i=1 i=1
das gesuchte V' gefunden. [

Das zentrale Resultat dieses Abschnittes ist das folgende Lemma von Urysohn,
welches zeigt, dass es auf lokalkompakten Hausdorffraumen hinreichend viele ste-
tige Funktionen gibt.

Satz 4.25 (Urysohn) Sei X lokalkompak- f=0
ter Hausdorffraum, K C X kompakt und

U C X offen mit K C U. Dann gibt es eine

stetige Funktion f: X — [0, 1] mit flx =1 (7

und f|X\U = 0.

Beweis. Sei U(1) := U. Mit Folgerung 4.24 finden wir eine offene und relativ
kompakte Teilmenge U(0) C X mit K C U(0) C U(0) C U(1). Mit der gleichen
Begriindung findet man eine offene und relativ kompakte Teilmenge U(1/2) von
X mit

U0) cU(1/2) cU(1/2) CUQ).

Wir fahren so fort und finden fiir jede dyadische Zahl 2% € [0,1] eine offene und
relativ kompakte Teilmenge U(Z£) mit

U<£)QU<%> firk=0,1,...,2" — 1. (4.1)

2n
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SeiD={& :neNk=0,...,2"} die Menge aller dyadischen Zahlen in [0, 1].

ur) = |J Us).

{seD:s<r}

(Fir r € D ist diese Definition konsistent mit der vorangegangenen, da die Men-
gen U(s) mit wachsendem s € D grofer werden.) Fiir beliebige ¢, ¢’ € [0, 1] mit
t < t' finden wir dyadische Zahlen r = 2%, =B mit t < r <7 < t'. Fiir diese

2”
ist nach unserer Konstruktion

0@ CcU0) € ul) CU).

Wir setzen noch U(t) := () fiir t < 0 und U(t) := X fiir ¢ > 1. SchlieBlich sei fiir
reX
h(z) :=inf{t e R: x € U(t)}.

Offenbar ist h|x = 0 und h|x\v = 1. Wir zeigen, dass h eine stetige Funktion auf
X ist. Sei xg € X, h(zg) =: to und € > 0. Wir setzen V :=Ul(tg +¢) \ U(to — ¢).
Diese Menge ist eine Umgebung von . Aus z € V' C U(tg+¢) folgt h(x) < to+e.
Wiire h(x) < tg — ¢, so wire x € U(ty — ) C U(ty — ¢), was unmoglich ist. Also
ist |h(x) — to| = |h(z) — h(xo)| < € fiir alle z € V (beachte Monotonie von h).
Somit ist h stetig in zp und (da zg € X beliebig war) auf ganz X. Man beachte
noch, dass die konstruierte Funktion A nur Werte in [0, 1] annimmt. Die Funktion
f :=1— hist die Gesuchte. n

Wir vermerken noch einige Eigenschaften kompakter Hausdorffraume, die leicht

aus dem bisher Gesagten folgen.

Lemma 4.26 Kompakte Hausdor{fraume sind requlir (also Ts-Rdume).

Beweis. Sei X ein kompakter Hausdorffraum, K C X abgeschlossen (also kom-
pakt) und x € X \ K. Mit Folgerung 4.24 erhalten wir die Existenz einer kom-
pakten Menge V' C X mit K C intV C V C {z}°. Dann ist int V' eine offene
Umgebung von K, V¢ eine offene Umgebung von z und int V N V¢ = (). [

Mit einer Modifikation der Beweisidee von Folgerung 4.24 zeigt man sogar
Lemma 4.27 Kompakte Hausdorffraume sind normal (also Ty-Rdume).

AbschlieSlend vermerken wir noch, dass es fiir jeden lokalkompakten aber nicht
kompakten Hausdorflraum eine natiirliche Kompaktifizierung, die sogenannte
,Einpunktkompaktifizierung“ gibt. Diese wird Gegenstand der Ubung sein.
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5 Anwendungen auf Funktionenrdume

In diesem Abschnitt zeigen wir zwei wichtige Resultate iiber Réume stetiger
Funktionen auf kompakten Mengen: eine abstrakte Version des Weierstrafy’schen
Approximationssatzes iiber dichte Teilmengen von C(X,R) und den Satz von
Arzela-Ascoli, der ein Kriterium fiir die relative Kompaktheit einer Teilmenge
von C'(X,R) liefert.

5.1 Der Satz von Stone-Weierstrafl

Sei K=R oder K =C.

Definition 5.1 (a) Sei M Menge und A eine Menge von Funktionen von M
nach K. Wir sagen, dass A die Punkte von M trennt, wenn es fiir je zwei Punkte

x #y aus M eine Funktion f € A gibt mit f(x) # f(y).

(b) Ein K-linearer Raum A von Funktionen von M nach K heifit eine Algebra,
wenn er abgeschlossen bzgl. punktweise definierter Multiplikation ist.

Wir zeigen zunéchst einige Aussagen, die wir fiir den Beweis des Satzes von
Stone-Weierstrafl benotigen.

Satz 5.2 (Dini) Sei X ein kompakter Raum und (f,)nen €ine monotone Folge
von Funktionen aus C(X,R). Wenn (f,) punktweise gegen ein f € C(X,R)
konvergiert, dann sogar gleichmdfig.

Beweis O.E.d.A. sei die Folge (f,,) monoton fallend (andernfalls ersetzen wir f;,
durch —f,,) und f = 0 (andernfalls ersetzen wir f,, durch f, — f). Sei € > 0. Fiir
jedes € X gibt es wegen f,(z) — 0 ein n, € Nmit 0 < f, (x) < &/2. Da f,,
stetig ist, gibt es eine Umgebung U, von z mit

| fro () — fr.(y)| < e/2 fir alley € U,.
0< fro <e firalley € U,.

Aus der offenen Uberdeckung X = J,.y U, wihlen wir eine endliche Uber-
deckung X = U,, U---UU,, und setzen ng := max{ng,,...,ny, }.

Sei nun y € X. Dann gibt es ein j € {1,...,k} mit y € U,;, und wegen der
Monotonie der Folge (f,,) ist

0 < fro(y) < froy (y) < e

Fazit: Fir alle y € X und n > ng ist 0 < f,(y) < e. Also konvergiert (f,)
gleichméfig gegen die Nullfunktion. [
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Lemma 5.3 FEs gibt eine Folge (p,) reeller Polynome, die auf [0, 1] gleichmdflig
gegen die Funktion x +— /x konvergiert.

Beweis Wir starten mit dem Polynom p; = 0 und definieren p,,; fir n > 1
rekursiv durch

Pt (@) = pala) + 5 — pu(e)). (5.1

Mit vollstandiger Induktion zeigen wir zunéchst, dass
VneN, Vee[0,1]: 0<p,(r) <yVa<l

Das ist klar fiir n = 1. Sei die Aussage fiir ein n > 1 richtig. Dann ist

1

VE = Pua() = V3 = pula) = 5@ = pu(a)?)

= (Ve (@) (1= 5/ +pala)). (52)

Die Induktionsannahme 0 < p,(z) < \/x liefert fiir alle z € [0, 1]

1
0< S(VE+pu(e)) < Ve,
woraus mit (5.2) folgt

0< \/_—pn+1($) < \/_—pn(x).

Es ist also p,i1(x) < /2 und p,(z) < ppii(z) fiir z € [0,1]. Die Folge (p,,) ist
somit monoton wachsend und beschrankt, und sie konvergiert daher punktweise
gegen eine Funktion f : [0, 1] — [0, 1]. Vollziehen wir den Grenziibergang n — oo
in (5.1), folgt f(z)?> = x bzw. f(x) = /7 auf [0, 1]. Da diese Funktion stetig ist,
folgt die gleichméfBiige Konvergenz von (p,,) gegen f aus Satz 5.2. [

Satz 5.4 (Stone-Weierstrafl) Sei X ein kompakter Raum und A eine Unter-
algebra von C(X,R), die die Punkte von X trennt und die konstanten Funktionen
enthdlt. Dann ist A dicht in C(X,R) bzgl. der Supremumsnorm.

Man beachte: Da es stetige Funktionen gibt, die die Punkte von X trennen, ist
X ein Hausdorffraum.

Beweis. Sei B die Abschliessung von A in C'(X,R) bzgl. der Supremumsnorm.
Dann ist B ebenfalls eine Unteralgebra von C'(X, R), die die Punkte von X trennt
und die konstanten Funktionen enthélt. Wir miissen zeigen, dass B = C(X,R).

Schritt 1: Mit jeder Funktion f € B liegt auch |f| in B.

Das ist klar, falls f = 0. Sei also f nicht die Nullfunktion, und sei (p,) eine Folge
von Polynomen wie in Lemma 5.3. Da B die Funktion f und die Einsfunktion
enthéilt und da B eine Algebra ist, liegt auch jede Funktion p,(f?/||f||%) in B.
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Nach Lemma 5.3 konvergieren diese Funktionen gleichméBig gegen +/ f2/|| f||2, =
|f1/Il flloo- Da B abgeschlossen ist, liegt |f|/||f]|c und folglich |f| in B.

Schritt 2: Mit f, g € B liegen auch min(f, g) und max(f,g) in B.

Dies folgt sofort aus Schritt 1 und aus

win(f,g) = 3(/ +g—|f —g) wnd max(f,g) = 5(f +9+1f g

Schritt 3: Firx #y in X undr,s € R gibt es eine Funktion h € B mit h(x) =r,
h(y) = s.
Nach Voraussetzung gibt es eine Funktion g € B mit g(x) # g(y). Die Funktion

(s ) 9 9@)
T ) gt

leistet das Gewlinschte.

Schritt 4: Fir jedes f € C(X,R), x € X und e > 0 gibt es ein g, € B mit

f(z) = go(x) und g.(y) < fly)+e firalley e X.

Mit Schritt 3 finden wir fiir jedes z € X eine Funktion h, € B mit h,(z) = f(x)
und h,(z) = f(z). Dann gibt es wegen der Stetigkeit von h, und f eine offene
Umgebung U, von z mit h,(y) < f(y) + ¢ fiir alle y € U,. Aus der Uberdeckung
UzeX U, von X wihlen wir eine endliche Uberdeckung U,U---uvU,, von X.
Dann ist

gz :==min{h,,,..., h, } €B
die gesuchte Funktion.

Schritt 5: Nun konnen wir den Beweis von B = C(X,R) abschlieBen. Sei f €
C(X,R) und € > 0. Fiir jedes z € X sei g, eine Funktion in B mit

f(z) =g.(x) uwnd g.(y) < fly)+¢e firalleye X

(vgl. Schritt 4). Da f und g, stetig sind, gibt es fiir jedes # € X eine offene
Umgebung W, von z mit g,(y) > f(y) — ¢ fiir alle y € W,. Aus der Uberdeckung
Uxe « W, von X wihlen wir eine endliche Uberdeckung Wy, U---UW,, aus und
setzen ¢, = max{gy,,..., gt € B. Fiir alle y € X ist dann

fly) —e < p(y) < fly) +e,

also || f — ¢clloo < €. Da e > 0 beliebig war und B abgeschlossen ist, folgt f € .
n

Mit einer kleinen Zutat gilt dieser Satz auch fiir komplexwertige Funktionen.
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Folgerung 5.5 Sei X ein kompakter Raum und A eine komplexe Unteralgebra
von C(X,C), welche die konstanten Funktionen enthdlt, die Punkte von X trennt
und invariant bzgl. komplezer Konjugation ist (ist f € A, so ist auch f € A).
Dann ist A dicht in C(X,C) bzgl. der Supremumsnorm.

Beweis. Sei Ar die Menge der reellwertigen Funktionen aus A. Wegen f =
Ref +ilmf = (f+ f)/2+i-(f — f)/2i ist A = Ag + iAg. Nun ist Ag eine
reelle Algebra, die ebenfalls die Punkte von X trennt und die reellen konstanten
Funktionen enthélt. Nach Satz 5.4 ist daher Ag dicht in C'(X,R). Folglich ist
A = Ag +iAg dicht in C(X,C) = C(X,R) +iC(X,R). n

Aus Satz 5.4 folgt leicht der klassische WeierstraBsche Approximationssatz, wo-
nach die Polynome auf auf einem Intervall [a, b] dicht in C([a, b], R) liegen. Hier
ist eine weitere Anwendung, der Ausdehnungssatz von Tietze.

Satz 5.6 Sei X ein kompakter Hausdorffraum und Y eine abgeschlossene Teil-
menge von X. Sei f 1Y — R eine stetige Funktion. Dann gibl es eine stetige
Funktion f: X — R mit fly = f.

Beweisidee. Wir betrachten die Abbildung R : C(X,R) — C(Y,R), f — fly
der Einschréankung. Ihr Bild A ist eine Unteralgebra von C'(Y,R), und wir miissen
zeigen, dass A = C(Y, R). Offenbar enthélt A die Konstanten, und A trennt auch
die Punkte von Y (Urysohnsches Lemma). Nach Stone-Weierstra$ ist A dicht in
C(Y,R).

Es verbleibt zu zeigen, dass A abgeschlossen in C'(Y,R) ist. Dies kann man
wohl am einfachsten erreichen, wenn man etwas iiber Quotienten von Banachrau-
men weil (vgl. etwa Reed/Simon Bd. 1).

Wir betrachten die Abbildung R : C(X,R) — C(Y,R) der Einschriankung
genauer. Es ist [ := ker R ein abgeschlossener linearer Teilraum von C(X,R).
Folglich ist der Quotient C'(X,R)/I wieder ein Banachraum. Wir definieren

R:C(X,R)/I —imR, f+ I Rf=fly.
Diese Abbildung ist wohldefiniert, und sie ist bijektiv. Wir zeigen, dass
IR(f+ )| =|If +1I| firalle f e C(X,R).

Offenbar ist |Rf||cyr) < ||flloxr) und folglich IR(f + I)|| < ||f+ I||. Es ist
daher ausreichend zu zeigen, dass es fiir jedes g € im R ein f € C(X,R) gibt mit

Rf =g und [|gllewr = [ fllocr-

Wegen g € im R gibt es ein by € C(X,R) mit Rhy = g. Wir wihlen hy :=
min{||g|lc(v;r), h1). Dann ist Rhy = g und ho(z) < ||gllcvr). Sei schlieBlich
hs == max{—||g||c(v), h2}. Dann ist Rhs = g und

|hsllcxr) = ll9llcwry,

und der Satz ist bewiesen. m
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5.2 Der Satz von Arzela-Ascoli

Sei X ein kompakter Raum und K = R oder K = C. Wir betrachten den Ba-
nachraum C(X,K) der stetigen Funktionen f : X — K, versehen mit der Su-
premumnorm || f||~ := sup{|f(z)| : « € X}. Unser Ziel ist ein Kriterium fiir die
relative Kompaktheit einer Teilmenge M von C(X,K). Dazu fithren wir folgende
Begriffe ein.

Definition 5.7 Fine Menge F' C C(X,K) heifit

e gleichméBig beschriankt, wenn es ein L > 0 gibt mit ||f||cc < L fiir alle
fer,

e punktweise beschrankt, wenn es fir jedes v € X ein L(x) > 0 gibt mit
|f(2)| < L(x) fiir alle f € F, und

e gleichgradig stetig, wenn es fiir jedes € > 0 und jedes x € X eine Umgebung
U, von x gibt mit |f(z) — f(y)| < € fir alle f € F und alle y € U,.

Satz 5.8 (Arzela-Ascoli) Sei X kompakt. Eine Teilmenge FF C C(X,K) ist
genau dann relativ kompakt (d. h. thre Abschlieffung ist kompakt), wenn F punkt-
weise beschrdnkt und gleichgradig stetig ist.

Da C(X,K) ein vollstandiger metrischer Raum ist, ist /' genau dann relativ
kompakt, wenn F totalbeschriankt ist (Folgerung 4.21). Ist eine der Bedingungen
des Satzes erfiillt, so ist F' natiirlich auch gleichméfig beschréankt.

Beweis. Sei zunichst F' relativ kompakt. Fiir jedes x € X betrachten wir die
Abbildung
4. C(X,K) =K, [~ f(x).

Diese ist stetig und bildet nach Lemma 4.10 die relativ kompakte Teilmenge
F von C(X,K) in die relativ kompakte Teilmenge {f(x) : f € F} von K ab.
Da relativ kompakte Teilmengen von K beschrinkt sind, folgt die punktweise
Beschrénktheit von F'.

Wir zeigen die gleichgradige Stetigkeit von F. Da F' totalbeschrénkt ist, gibt
es fiir jedes € > 0 ein endliches $-Netz {f1,..., f,} in I, d. h.

n

F c|JBes(f).

=1

Weiter finden wir fiir jedes x € X eine Umgebung U, von z mit

|fi(z) — fily)| < % firalley € U, und i € {1,...,n}
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(man findet zunédchst fiir jedes i eine solche Umgebung und nimmt dann U, als
deren Durchschnitt). Sei nun f € F. Wir wahlen f; mit ||f — fi||loc < £/3 und
erhalten fiir alle y € U,

|f(@) = f)| < |f(x) = fila)| + | fi(x) = fily)| + [ fily) — ()]
<2|f = fillo + | fi(z) = fily)] < e.

Die Menge F' ist also gleichgradig stetig.

Sei nun umgekehrt F' eine punktweise beschréankte und gleichgradig stetige Teil-
menge von C'(X,K). Wir zeigen, dass F' relativ kompakt ist. Sei (f,,) eine Folge
in F'. Wir haben zu zeigen, dass es eine Teilfolge von (f,) gibt, die gleichmé&Big
gegen eine Funktion f € C(X,K) konvergiert.

Sei k € N. Fiir jedes x € X gibt es eine offene Umgebung V¥ von x mit

|f(z) — f(y)| < 1/k fir alle f € Fund y € V"

Da X kompakt ist, lisst sich aus der offenen Uberdeckung X = J, .y V' ei-
ne endliche Uberdeckung auswihlen. Es gibt also Punkte 2%, ... ,xfnk in X und
Umgebungen V;* := VE dieser Punkte so, dass X = (J™ V}¥ und

|f(z) — f(2¥)| < 1/k firalle f€ F, x € V¥, undi=1,...,my.

Wir ordnen die abzihlbare Menge {2¥ : k € N, i = 1,...,m;} wie folgt in eine
Folge (ym)men:

1 1 2 2

N e i PN /e

Fiir jedes y,, ist die Menge {f.(ym) : n € N} beschriankt. Es gibt daher eine
Teilfolge (f!) von (f,), die in y; konvergiert. Aus gleichem Grund gibt es eine
Teilfolge (f?) von (f!), die in y, konvergiert. Wir fahren so fort und erhalten fiir
jedes k > 1 eine Teilfolge (f*) von (f*~1), die in y; (und damit auf {y;,...,yx})

konvergiert. Dann ist (f'),en eine Teilfolge von (f,,), die in jedem Punkt von
{yn:mneN}={ar keN j=1,..m} (5.3)

konvergiert. Um die Bezeichnungen nicht unnétig zu verkomplizieren, nehmen
wir an, dass bereits die Folge (f,,) auf der Menge (5.3) punktweise konvergiert.

Wir zeigen nun zunéchst, dass die Folge (f,,) punktweise auf X konvergiert.
Sei z € X. Wegen der Vollsténdigkeit von K gentigt es zu zeigen, dass (f,(z))nen
eine Cauchyfolge ist. Sei ¢ > 0. Dann gibt es ein £ € N mit % < ¢ und ein xf mit
T € ij, und es ist

| fulx) — fn(:cf)\ < 1/k fir allen € N.
Da die Folge (f,(}))nen konvergiert, gibt es ein o € N mit

| ful@h) — fw (@) < 1/k  fiir alle n,n’ > ny.
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Fiir n,n’ > ng ist dann

[fal@) = fur(@)] < | fal@) = fal@))] + [ fal@F) = fur(@)] + [ f(@5) = fur(2)]

< 3 < .
R g
k

Es ist also (f,(z))nen eine Cauchyfolge, folglich konvergent. Wir setzen f(x) :=
lim,, ., fn(z) und zeigen noch, dass die f,, gleichméfig gegen f konvergieren. Sei
e > 0. Wir wéhlen k € N so, dass 3/k < € und ny € N so, dass

|fu(z?) — f(aM)| < 1/k fiir allen > noundi=1,...,m.
Da jedes z in einer der Mengen V;* mit i = 1,..., m,, enthalten ist, ist fiir n > ng
(@) = F(@)] < | fula) = ful@d)| + | fulaf) = F@))] 4+ [f(2F) = f(2)]. (5.4)

Die ersten beiden Summanden sind nicht grofer als 1/k. Fiir den dritten gilt
ebenfalls

F(h) — £(@)] = lim | fulat) = fulo)] < 1/k.

Also ist fiir n > ng und jedes x € X

() = f(2)] < 3/k <,

d.h. die f,, konvergieren tatséchlich gleichméfig gegen f. [
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6 Fundamentalgruppen und Uberlagerungen

In diesem abschlieBenden Kapitel geben wir die Definition einer Fundamental-
gruppe und eines einfach zusammenhédngenden Raumes und stellen die Grund-
aussagen der Uberlagerungstheorie topologischer Raume zusammen, die zur Be-
rechnung der Fundamentalgruppe erforderlich sind.

6.1 Die Fundamentalgruppe

Die Elemente der Fundamentalgruppe sind die Homotopieklassen von Schleifen.
Wir definieren zunéchst diese Begriffe und sehen uns ihre Eigenschaften an. Seien
X ein topologischer Raum, I := [0, 1] und xg, z; € X. Wir schreiben

P(X,x0):={y€C,X):7(0) =z}
bzw.
P(X,xg,21) :={y € P(X,x0) : v(1) = 21}

fiir die Mengen der Wege in X mit Anfangspunkt zy bzw. mit Anfangspunkt x
und Endpunkt z;.

Definition 6.1 Zwei Wege ap,aq € P(X,x0,21) heiffen homotop (in Zeichen
ap ~ ai), wenn es eine stetige Abbildung H : I x I — X gibt mit

H(0,s) = ap(s) und H(1,s) = ay(s) fir alles € I

sowie
H(t,0) = zq und H(t,1) = x; fir allet € I.

Fiir jedes t € [ ist also oy : s — H(t,s) ein Weg in P(X, 2o, x;). Man {iberpriift
leicht, dass ~ eine Aquivalenzrelation in P(X,xg, 1) ist. Die Homotopieklasse
eines Weges a € P(X, xg, x1) bezeichnen wir mit [a].

Fiir zwei Wege o € P(X,zg,21) und 5 € P(X, 21, x9) definieren wir ihr
Produkt a x 8 € P(X, xg,x5) durch

a(2t) fir 0 <t <1/2,
B2t —1) fir1/2<t<1.

(ax B)(t) := {

Das folgende einfache Lemma benutzen wir im Beweis von Lemma 6.3, welches
die wesentlichen Eigenschaften des Produkts von Wegen beschreibt.

Lemma 6.2 Sei ¢ : I — I eine stetige Abbildung mit ¢(0) = 0 und ¢(1) = 1.
Dann ist o ~ a o @ fiir jeden Weg o« € P(X, xq,21).

Die behauptete Homotopie wird geliefert durch H(¢,s) := a(ts + (1 —t)¢p(s)) fiir
s,tel. [
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Lemma 6.3 (a) Aus ay ~ s und By ~ [y folgt oy * By ~ oy * By. Das Produkt
[ * [B] := [ % B] von Homotopieklassen ist daher wohldefiniert.

(b) Wir bezeichnen die konstante Abbildung I — {z} C X einfach mit x. Dann
gilt [zo] * [a] = [a] = [a] % [x1] fiir alle « € P(X, xq, x1).

(¢) (Assoziativitdt) Fir o € P(X,xo,21), B € P(X,21,22), 7 € P(X, x9,x3) gilt
ax flx[y] = [a] # [ x7].

(d) (Inverses Element) Fiir o € P(X,xg, 1) erkliren wir & € P(X, 1, xq) durch
a(t) := a(l —t). Dann ist [a] * [@] = [xo] und [a] * [a] = [21].

(e) (Funktionalitit) Fir jede stetige Abbildung ¢ : X — Y und alle Wege o €
P(X,xg,11), € P(X,x1,19) ist

(poa)x(pof)=wpo(axp),
und aus o ~ [ folgt poa ~ po .

Beweis. (a) Sei H* eine Homotopie von oy nach ay und H # eine Homotopie von
f1 nach fy. Man rechnet leicht nach (,* Ubung), dass dann

H(t,s) := He(t, 2s) fiir £ € [0,1],s € [0,1/2],
A HP(t,2s—1) fiirt € [0,1],s € [1/2,1]

eine Homotopie von ay * ap nach 1 % [y ist.

(b) Fir die erste Behauptung schreiben wir z * o als v o ¢ mit

o fir t € 0,1/2],
p(t) = {Qt_ 1 fiirt € [1/2,1].

Die Behauptung folgt dann aus Lemma 6.2. Fiir die zweite Behauptung schreiben
wir analog o x x1 als o o ¢ mit

p(t) ==

2t firt e [0,1/2],
1 firte[1/2,1]

und benutzen wieder Lemma 6.2.

(¢) Wir haben (o 8) x v = (a* (8% 7)) o ¢ mit

2t fir t € [0,1/4],
o(t)=<1/4+1 fir t € [1/4,1/2],
(t+1)/2 firtell/2,1]

und benutzen wieder Lemma 6.2.
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(d) Es ist (Nachrechnen!)

a(2s) fiir 0 < s < Lt
H(t,s) =< a(l—1t) fir 5t <s <L
a(2s—1) fir #H <s<1
eine Homotopie von « % & nach x.
(e) Diese Aussage ist offensichtlich. m

Wir schreiben Q(X, z) fiir P(X, zo,2) und nennen die Elemente von Q(X, xg)
Schleifen mit Basispunkt xy (loops based at z(). Aus Lemma 6.3 schlieflen wir,
dass die Menge (X, x¢) := Q(X, o)/ ~ der Homotopieklassen von Schleifen in
xo mit der Operation [a] * [5] := [a * 3] zu einer Gruppe wird.

Definition 6.4 (a) m (X, zo) heifit die Fundamentalgruppe von X bzgl. x.

(b) Ein wegzusammenhingender Raum X heifst einfach zusammenhéngend, wenn
T (X, xo) fiir ein xg € X trivial ist (also nur aus dem Einselement besteht).

Man kann zeigen (,* Ubung): Ist X topologischer Raum und ist o € P(X, ¢, 1)
fiir zwei Punkte xg, 7 € X, so ist die Abbildung

T (X, z1) = T (X, 20), [7] =[xy *xa

ein Gruppenisomorphismus. Falls X wegzusammenhéingend ist, ist die Funda-
mentalgruppe (X, zo) also vom Basispunkt xy unabhéngig.
Aus Lemma 6.3(e) folgt die Funktionalitit der Fundamentalgruppe.

Lemma 6.5 Sei f: X — Y eine stetige Abbildung mit f(x¢) = yo. Dann ist
m(f,zo0) : m(X,20) = m(Yivo), [ [fon]
ein Gruppenhomomorphismus. Dabei ist w1 (idx, o) = idx, (x,z,) und

mi(go f,xo) = m (9, f(xo)) omi(f, o).

Etwas ausfiihrlicher: Haben Abbildungen f : X — Y mit Basispunkt zy und
g : Y — Z mit Basispunkt f(xy). Dann ist

71 (X, o) 2 1 (Y, f () 2L (7, g(f (w0))-

Wir geben noch einige Ergebnisse an, die z. T. in der Ubung besprochen werden
sollen.

o Esist m (X x Y, (z0,40)) = m (X, 20) X m1 (Y, 10).
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e Ein topologischer Raum X heifit kontrahierbar, wenn es eine stetige Abbil-
dung H : I x X — X und einen Punkt zy € X gibt mit H(0,x) = x und
H(1l,z) = x¢ fir alle x € X. Ist X kontrahierbar, dann ist m (X, z¢) =
{[zo]} die triviale Gruppe.

e Ist 2 C R" offen und sternformig bzgl. zq, so liefert die Abbildung
H:IxQ—=Q, (tz)—te+(1-1t)x

eine Kontraktion von  auf {x}. Es ist also m1(Q, z¢) = {[x0]}. Insbeson-
dere ist m (R™,0) die triviale Gruppe.

e Ist G eine topologische Gruppe mit Einselement, so ist m (G, e) abelsch
(Hilton’s Lemma).

6.2 Beispiele

Wir zeigen, dass die n-dimensionale Sphdre
S"i={r e R"™: |z, =1}
fiir n > 2 einfach zusammenhéngend ist. Dazu benotigen wir folgende Resultate.

Satz 6.6 Sei X kompakter metrischer Raum und (U,)c; eine offene Uberdeckung
von X. Dann gibt es eine positive Zahl X (die sog. Lebesguezahl der Uberdeckung)
derart, dass jede Teilmenge S von X vom Durchmesser < X in einer der Mengen
U; enthalten ist.

Beweis. Angenommen, es gibe keine solche Zahl. Dann gibt es fiir jedes n € N
eine Teilmenge S,, € X vom Durchmesser < 1/n, die nicht in einer der Mengen
U; enthalten ist. Wir wihlen aus jeder Menge S,, einen Punkt s,. Wegen der
Kompaktheit von X hat die Folge (s,) eine Teilfolge, die gegen ein s € X kon-
vergiert. Der Punkt s liegt in einer der Mengen der Uberdeckung, etwa in U;. Da
U; offen ist, gibt es ein ¢ > 0 mit B.(s) C U;. Wir wéhlen nun n € N so, dass
1/n < e/2 und d(s,,s) < /2. Fir x € S, ist dann d(z,s,) < 1/n < £/2, und
folglich ist
Sn - Bg/g(sn) - B€<8) - UZ

Dies ist ein Widerspruch. [
Satz 6.7 Sei X ein wegzusammenhdngender metrischer Raum, den man als Ver-
einigung zweter einfach zusammenhdngender offener Teilmengen U, V schrei-

ben kann, fir die U NV wegzusammenhdngend ist. Dann ist X einfach zusam-
menhdngend.
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Beweis. Wir zeigen, dass jede Schleife in X homotop zu einem Produkt von
Schleifen mit gleichem Basispunkt ist, die jeweils komplett in U oder V' liegen.
Da U und V einfach zusammenhéngend sind, folgt die Behauptung.

Ist a eine Schleife, die komplett in U oder V' liegt, ist die Behauptung klar. Sei
also a : I — X eine Schleife mit einem Basispunkt p € UNV (welcher Punkt als
Basispunkt gewihlt wird ist wegen des Wegzusammenhangs von X ohne Belang).
Da die Abbildung « : I — X gleichmifig stetig und «(/) kompakt ist, finden
wir mit Satz 6.6 Punkte 0 = t, < t; < --- < t, = 1 in [ so, dass jede Kurve
a([ti_1,1tx]) komplett in U oder V liegt. Wir parametrisieren jede dieser Kurven
durch einen Weg

O, 2[—>X, 8'—)0[((tk—tk,1)$+tk,1).

Weiter verbinden wir fiir K = 1,...,n—1 den Basispunkt p mit a(t) durch einen
Weg yi. : I — X, der fiir a(t;) € U komplett in U liegt, fir a(ty) € V komplett
in V liegt und fiir a(tx) € U NV komplett in U NV liegt. Das ist moglich, da U
und V' als einfach zusammenhéngende Mengen wegzusammenhéingend sind und

da U NV nach Voraussetzung wegzusammenhéngend ist. Die Schleife « ist dann
das Produkt der Schleifen

Od(t1>
_ _ U t
(a7 t) % (mkazxng ) %ok (Yt * o) %3)
mit gemeinsamen Basispunkt p, und jede dieser fyw V
Schleifen verlduft komplett in U oder V. [ @)
« tg

Satz 6.8 Fiirn > 2 ist die Sphdare S™ einfach zusammenhdangend.

Beweisidee. Wir withlen zwei verschiedene Punkte z,y € S™ (etwa den Nord-
und Siidpol) und setzen U := S™ ~ {x} sowie V := S" ~ {y}. Uber die ste-
reographische Projektion sind U bzw. V' jeweils zu R” homdomorph, und da R™
einfach zusammenhéngend ist, folgt dies auch fiir U und V. Stellt man S™ in
Polarkoordinaten dar, so ist S™ \ {z,y} das Bild eines (halboffenen) Quaders
unter einer stetigen Abbildung, also wegzusammenhéngend. Satz 6.7 liefert dann
die Behauptung. [
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Deutlich schwieriger ist die Berechnung der Fun-
damentalgruppe 7 (S, 1), wobei wir uns S! als die
komplexe Einheitskreislinie {z € C : |z| = 1} vor- R 0
stellen wollen. Die grundlegende und ausbaufihige

Idee besteht darin, sich S* als Bild von R unter 1
der Exponentialabbildung T

2mix

T:R—=S8, z—e

vorzustellen. (Stellen wir uns R wie im Bild vor, St Ol

C
so projiziert m gerade R in die komplexe Ebene.)

Fiir n € Z bezeichne 7, : [0,1] — R den Weg 7, (s) = ns, der 0 mit n € Z verbin-
det. Durch 7 wird 7, auf eine Schleife in S' mit Basis 1 projiziert. Diese Schleife
windet sich n mal im Uhrzeigersinn falls n < 0 und n mal im Gegenuhrzeigersinn
falls n > 0 um den Nullpunkt.

Satz 6.9 Die Abbildung ® : Z — m1(S',1), n+ |1 o7, ist ein Gruppenisomor-
phismus.

Wir sehen uns nur die Beweisidee an. Die genaue Ausfithrung folgt in allgemei-
nerem Kontext im néchsten Abschnitt.

Schritt 1 : ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus.

Fiir m,n € Z sei 0,y : I — R der Weg 0,,,(5) := Yn(s) + m, der m mit m + n
verbindet. Dann ist 7o o, = mo~y,, und 7,, * 0,,, verbindet 0 mit m +n. Weiter
ist

O (Ym * omn)]  (da R einfach zusammenhéngend)

- (ﬂ-o%n)*(ﬂo'yn)] (daﬂoamn:ﬂ-oq/n)

[
[
=[(m o) * (moom,)] (Lemma 6.3(e))
[
[T 0 m] [ 0 ] = p(m) x o(n).

Schritt 2: o ist surjektiv.

Sei [a] € m (S, 1) und « ein Reprisentant dieser Homotopieklasse. Wir mochten
a zu einem Weg in R | liften“ oder ,hochheben®, d. h. wir suchen einen Weg
v: 1 —Rmit y(0) =0 und 7oy = a.

Angenommen, wir hétten bereits einen solchen Weg ~. Da «(1) durch 7 auf
a(l) = 1 abgebildet wird, ist v(1) =: n eine ganze Zahl. Da R einfach zusam-
menhéngend ist, ist [y] = [7,], woraus mit Lemma 6.3(e) folgt

p(n) = [moqy] =[roq]=[a]

Es verbleibt somit zu zeigen, dass jeder Weg in S! geliftet werden kann. Sei
U := S\ {—1}. Diese Menge ist offen, und ihr Urbild 7=!(U) bzgl. der Projektion
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7 : R — S! besteht genau aus den offenen Intervallen (n — %, n+ %) mit n € Z.
Diese sind paarweise disjunkt, und die Einschrankung von 7 auf jedes dieser
Intervalle ist ein Homéomorphismus von (n— %, n+ %) auf U. Letztere Eigenschaft
kann man nutzen, um Wege in U in jedes der Intervalle (n—1, n+1) hochzuheben.
Eine analoge Uberlegung kann man fiir V := S~ {1} anstellen. Die einfache Idee
ist nun, eine Schleife in S! in Teile zu zerlegen, die jeweils in U oder V liegen,
und diese wie oben beschrieben zu liften.

Schritt 3: o ist injektiv.

Hierfiir ben6tigen wir, dass man nicht nur Wege, sondern auch Homotopien von
S1 nach R liften kann. Dies setzen wir an dieser Stelle voraus; die Details folgen
im néchsten Abschnitt.

Sei n € Z und ¢(n) das neutrale Element von (S, 1). Wenn wir also 0 mit
n in R durch einen Weg ~ verbinden, so ist 7 o v homotop zum konstanten Weg
im Basispunkt 1. Sei F' eine Homotopie vom konstanten Weg in Punkt 1 auf den
Weg 7o, d.h. esist F(0,s) = 1(s) = 1 (Grundseite), F(t,0) = 2y = 1 und
F(t,1) = z; = 1 (da Schleifen), sowie F(1,s) = (7w o ~y)(s) fiie alle s,t € I. Wir
liften F' zu einer Homotopie F : I x I — R mit 7o F = F und F(0,t) = 0 fiir
tel
Sei P die Vereinigung aus rechter, linker und unterer Seite des
Quadrats I x I. Die Homotopie F' bildet P auf den Punkt 1
ab. Da mo F' = F und P zusammenhiingend ist, muss dann
F die Menge P auf eine gewisse ganze Zahl abbilden. Wegen
F(0,0) = 0 kann das nur die Zahl 0 sein. Es ist also F(P) =
{0}.
Der Weg s — I (1, s) ist eine Liftung von m o~ mit Anfangspunkt 0. Wir werden
spater zeigen, dass die Liftung eines Weges durch Vorgabe des Anfangspunktes
cindeutig bestimmt ist. Der Weg s +— F (1, s) stimmt daher mit v iiberein. Wegen
F(1,1) = 0 erhalten wir n = (1) = 0. Der Kern der Abbildung ¢ besteht somit
nur aus der Zahl 0. Folglich ist ¢ injektiv.

Aus den Schritten 1-3 folgt die Behauptung. n

I x1 P

6.3 Uberlagerungen

Wir beginen mit der Definition.

Definition 6.10 Seien X und Y topologische Rdume. FEine stetige Abbildung
q: X =Y heifit eine Uberlagerung, wenn jeder Punkt y € Y eine offene Umge-
bung U besitzt, so dass ¢ *(U) die nichtleere Vereinigung einer Familie (V) ey
paarweise disjunkter offener Mengen ist und die Einschrinkung qlv, : V; — U fiir
jedes j € J ein Homdéomorphismus ist. Jedes solche U heifit elementare offene
Teilmenge von Y.
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Es ist klar, dass Uberlagerungen surjektiv sind. Ein Beispiel fiir eine Uberlagerung
kennen wir aus Abschnitt 6.2, ndmlich die Abbildung

7:R— S,z e
Weitere Beispiele sind die Abbildungen

exp: C— C~ {0}, zw €,
pr:CN {0} = C~ {0}, zr~2F firkeN.

Wir gehen nun daran, das im vorigen Abschnitt aufgestellte Programm abzuar-
beiten.

Satz 6.11 (Liften von Wegen) Seiq: X — Y eine Uberlagerung und y : I —
Y ein Weg. Sei g € X so, dass q(xg) = v(0). Dann gibt es einen Weg 7 : [ — X
mit goy =y und Y(0) = xg, und dieser Weg ist eindeutig bestimmdt.

Beweis. Sei (U;),c; eine Familie elementarer offener Teilmengen von Y, die YV
tiberdecken. Mit Satz 6.6 (Lebesgue-Zahl) finden wir ein n € N, so dass fiir jedes
k=0,...,n—1 die Kurve 7([%, %]) in einer Menge Uj,, ji € J, enthalten ist.
Wir konstruieren 4 per Induktion.

Sei Vo C ¢ *(Uj,) eine offene Menge so, dass ¢y, ein Homdomorphismus von

Vo auf Uj, ist, und Vj sei so gewéhlt, dass zp € Vj. Wir definieren 4 auf [0, %]

durch
A(t) == ((qlv) " o) (1),

Angenommen, wir hitten bereits einen stetigen Lift 5 von ~ auf dem Intervall
[0, %] definiert, wobei k£ < n. Dann wéhlen wir eine offene Teilmenge V) von X,
die (£) enthélt und fiir die gy, ein Homomorphismus von Vj, auf Uj, ist. Dann
definieren wir ¥ fiir ¢ € [£, 2£1] durch

(1) = ((alw) ™" o) (1)
und erhalten einen Lift § von ~ auf [0, &),

Wir zeigen noch die Eindeutigkeit. Sei 74 : I — X ein stetiger Lift von v mit
4(0) = wo. Dann ist 4([0,1]) eine zusammenhéngende Teilmenge von ¢~ *(Uj,),
die zy enthélt. Folglich liegt diese Teilmenge in V). Dann muss aber wegen der
Homdéomorphie von gy, : Vo — Uj, der Lift ¥ mit 4 auf [0, %] ibereinstimmen.
Wir wiederholen dieses Argument fiir jeden Induktionsschritt und erhalten die
Behauptung. n

Wir zeigen als néchstes, dass man auch Homotopien liften kann. Fiir jede stetige
Abbildung H : I x I — X setzen wir

Hy:1—X, s— H(0,s) und H;:I—X, s+~ H(l,s).
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Satz 6.12 Seien q: X — Y eine Uberlagerung und H : I x I =Y eine Homo-
topie der Wege v := Hy und n := Hy. Dann gibt es fiir jeden Lift v von v einen
eindeutig bestimmten Lift G : I x I — X von H mit Gy = 7. Fir diesen ist
1 := Gy der eindeutig bestimmte Lift von n, der den gleichen Anfangspunkt wie
v hat, und G ist eine Homotopie von v nach 1.

Kurz: Lifts von homotopen Schleifen in Y mit gleichem Anfangspunkt in X sind
homotop in X.

Beweis. Wir benutzen Satz 6.11 iiber das Liften von Wegen und finden fiir jedes
t € I einen eindeutigen stetigen Lift

I - X, s~ G(s,t) mit Anfangspunkt G(0,t) = 5(t),

so dass q(G(s,t)) = H(s,t) fur s,t € 1. Wir zeigen induktiv, dass die so definierte
Abbildung G stetig ist.

Sei s € I. Mit Satz 6.6 (Lebesgue-Zahl) finden wir ein n € N so, dass fiir
jede zusammenhéngende Umgebung W von s vom Durchmesser < 1/n und fiir
jedes k =0,...,n—1 die Menge H (WS X [%, %]) in einer gewissen elementaren
offenen Teilmenge Uy von Y enthalten ist.

Die Abbildung s — G(s,0) ist der eindeutig bestimmte Lift von s — H (s, 0),
der in 4(0) beginnt. Da s — H(s,0) konstant ist, ist G(s,0) = 4(0). Daher ist
G stetig auf W, x {2}. Wir zeigen: Ist G stetig auf W, x {£}, dann sogar auf
W, x [E, ] Hieraus folgt die Stetigkeit von G auf ganz I x I.

Sei also G stetig auf W, x {%} Dann bildet G diese zusammenhéngende
Menge ab in eine zusammenhingende Teilmenge von ¢! (Uy). Diese liegt in einer
gewissen offenen Teilmenge Vj von ¢~ 1(Uy), die durch ¢ homdomorph auf Uy
abgebildet wird. Dann muss aber der komplette Lift G von H auf W, x [, *£]
in V; enthalten sein. Er ist also von der Form (g|y; )~ o H und folglich stetig.

Da die Fasern von ¢ diskret sind und der Weg s — H(s, 1) ebenso wie s —
H(s,0) konstant ist, ist auch s — G(s, 1) konstant. Folglich ist 7 der eindeutig
bestimmte Lift von n mit dem Anfangspunkt 5(0) = G(0,0) = G(1,0), und G ist
eine Homotopie von 7 auf 7. [

Damit ist auch der Beweis von Satz 6.9 komplett. Allgemeiner gilt

Folgerung 6.13 Ist ¢ : X — Y eine Uberlagerung mit q(xg) = o, so ist der
entsprechende Gruppenhomomorphismus (vgl. Lemma 6.5)

7T1(Q7 SU(]) : 7T1<X7 .',Uo) — 7T1<Y7 y0)7 [fy] = [q o fy]
imjektiv.

Beweis. Seien v und 7 Schleifen in X mit Basispunkt xy und [g o v] = [¢ o n)].
Dann sind v und 1 nach Satz 6.12 homotop, d. h. es ist [y] = []. ]
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Folgerung 6.14 IstY einfach zusammenhdingend und X wegzusammenhdngend,
so st jede Uberlagerung q : X — Y ein Homdomorphismus.

Beweis. Da ¢ eine offene stetige Abbildung ist, geniigt es, die Injektivitit von g
zu zeigen. Seien g, € X Punkte mit ¢(z9) = ¢(z) =: yo. Dann gibt es einen
Weg o € P(X, xg, ) von xy nach x. Fiir diesen ist ¢ o a eine Schleife mit Basis
Yo in Y. Da Y einfach zusammenhéngend ist, kann diese Schleife auf einen Punkt
kontrahiert werden. Nach Satz 6.12 ist dann auch der (eindeutig bestimmte) Lift
a von ¢ o « eine Schleife; die in zy beginnt und endet. Es ist also x = z(, und ¢
ist injektiv. [

Wir geben noch ohne Beweis ein Resultat iiber das
Liften von Abbildungen an. Dafiir nennen wir einen
topologischen Raum  lokal wegzusammenhdngend,

wenn jede Umgebung eines Punktes z eine wegzu-
sammenhéngende Umgebung von =z enthélt. Man ‘
beachte, dass wegzusammenhédngende Ré&ume nicht 0 .
lokal wegzusammenhéngend sein miissen. Ein Beispiel 32
ist der ,, Kamm®*.

Satz 6.15 (Liften von Abbildungen) Seien ¢ : X — Y eine Uberlagerung,
xg € X und yo = q(xg). Weiter sei W ein wegzusammenhdingender und lokal
wegzusammenhdngender topologischer Raum, und f : W — Y sei eine stetige
Abbildung mit f(wo) = yo. Dann gibt es genau dann eine stetige Abbildung f:
W — X mit f(wo) =xo und go f = f, wenn

m1(f, wo) (m (W, wo)) € (g, 20) (m1 (X, 70)).

Eine wichtige Anwendung findet dieser Satz beim Beweis des folgenden Satzes
iiber die Existenz einfach zusammenhéngender Uberlagerungsraume. Dazu vorab
eine Definition.

Definition 6.16 FEin topologischer Raum X heifit semilokal einfach zusammen-
hingend, wenn jeder Punkt xo € X eine Umgebung U besitzt, so dass jede Schleife
a € QU, xzg) homotop zu [xg] ist.

Zo

Diese Bedingung ist z. B. verletzt,
wenn X ein ,,Hawaiianischer Ohr-
ring® ist.

Vereinigung von Kreisen

?+y+2)? =2
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Satz 6.17 Sei Y wegzusammenhdngend und lokal wegzusammenhdngend. Dann
besitzt Y genau dann einen einfach zusammenhdngenden Uberlagerungsraum X,
wenn 'Y semilokal einfach zusammenhdngend ist.

Nun koénnen wir auch den in Abschnitt 6.2 beobachteten Zusammenhang zwi-
schen der Fundamentalgruppe 7, (Y, o) und Eigenschaften der Uberlagerung all-
gemein herstellen. Die Uberlagerungen erweisen sich damit als niitzliches Mittel
zur Berechnung von Fundamentalgruppen. Umgekehrt (siehe z. B. Abschnitt 10
in Armstrong, Basic Topology, Springer) kénnen Fundamentalgruppen zur Klas-
sifikation von Uberlagerungen genutzt werden. Dies findet Anwendungen etwa in
der Knotentheorie.

Definition 6.18 Sei ¢ : X — Y eine Ub}?rlagerung. FEin Homdomorphismus
¢+ X — X heifit Deckbewegung dieser Uberlagerung, wenn q o ¢ = q. Die
Deckbewegungen bilden eine Gruppe, die sogenannte Deckgruppe Deck(X, q).

Beispielsweise sind die Deckbewegungen fiir die in Abschnitt 6.2 benutzte Uber-
lagerung A
T:R—= Sz e

gerade von der Gestalt  — x +n mit n € Z, so dass
Deck(R, 7) = Z.

Satz 6.19 Seiq: Y — Y eine Uberlagerung eines lokal wegzusammenhingen-
den Raumes Y durch einen einfach zusammenhingenden Raum Y. Sei §jy € Y
und yo = q(fo). Fiir jede Homotopieklasse [y] € m (Y, yo) schreiben wir ¢}, €
Deck(f/,q) fiir die eindeutig bestimmte Deckbewegung von Y, die den Punkt i,
auf den Endpunkt 7(1) des eindeutig bestimmten Lifts 4 von ~y, der in oy beginnt,
abbildet. Die so definierte Abbildung

O m(Y,y0) — Deck(f/, q), [l em

st ein Gruppenisomorphismus.

Beweis. Seien 7,1 € Q(Y, yo). Die Komposition ¢,) 0 ¢y, ist eine Deckbewegung,
die go auf den Endpunkt von ¢, o 7} abbildet. Dieser wiederum fillt zusammen
mit dem Endpunkt des Lifts von 7, der in 4(1) startet, und ist daher zugleich der
Endpunkt des Lifts der Schleife % n). Hieraus folgt ¢, 0 ¢p = @yay, d. h. @ ist
ein Gruppenhomomorphismus.

Wie zeigen die Injektivitét von ®. Sei ¢y = idy. Dann ist (1) = go, d. h.
7 ist eine Schleife. Da Y einfach zusammenhingend ist, ist [§] =
] = [wol-

SchlieBlich zeigen wir noch die Surjektivitdt von ®. Sei ¢ eine Deckbewe-
gung von Y und y := ¢(f). Ist o ein Weg von §j, nach y (beachte: als einfach
zusammenhingender Raum ist Y per Definition wegzusammenhéngend), so ist

[7o] und daher
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7 := q o a eine Schleife mit Basispunkt 3o, und o = 4. Es ist daher ¢ (70) = v,
und aus der Eindeutigkeit von Liftungen von Abbildungen nach Satz 6.15 folgt

¥ = Ph- u
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