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Wir haben in der Analysis-Vorlesung das Riemann-Integral fiir Funktionen einer
und mehrerer Verdnderlicher kennengelernt. Damit kénnen wir zwar bereits eine
ganze Reihe niitzlicher Funktionen integrieren und praktische Probleme wie etwa
die Berechnung des Volumens und der Oberfliche einer Kugel 16sen. Bei verschie-
denen Anwendungen in der Analysis stoft man aber schnell an die Grenzen des
Riemannschen Integralbegriffs. Hier sind zwei Beispiele:

e Mdchte man den Grenzwert einer konvergenten Folge Riemann-integrierba-
rer Funktionen mit dem Riemann-Integral vertauschen, bendtigt man die
gletichmapige Konvergenz der Funktionenfolge.

e Wir wissen, dass unter allen Normen auf dem R™ die Euklidsche Norm
|zl = (021, 22)Y/? dadurch ausgezeichnet ist, dass sie durch ||z||? = (z, z)
mit dem Skalarprodukt (x, y) = > | 2;y; und damit mit der (Euklidschen)
Geometrie des R™ verkniipft ist. Man mochte daher auf analoge Weise ein
Skalarprodukt und eine Norm von Funktionen, etwa auf [0, 1], durch

(f,9) = /Olf(w)g(x) dr und |f]y = (/Olf(x)de)m

einfiihren. Nun wird hierdurch z.B. auf dem Raum C([0, 1]) der stetigen
Funktionen f : [0, 1] — R tatséchlich ein Skalarprodukt und eine Norm
definiert; der Raum der stetigen Funktionen ist bzgl. dieser Norm aber nicht
vollstédndig, was es schwierig macht, dort Analysis zu betreiben. (Es gibt
zwar ein abstraktes Verfahren der Vervollstindigung metrischer Raume;
statt mit stetigen Funktionen hitte man dann mit Aquivalenzklassen von
Cauchy-Folgen von stetigen Funktionen zu arbeiten, was auch nicht sehr
bequem ist.)

Wir betrachten daher in dieser Vorlesung einen Zugang zur Integration, der uns
iiber die Maftheorie zum Lebesgueschen Integral fithren wird. Die Vorteile des
Lebesgue-Integrals gegeniiber dem Riemann-Integral werden dabei schnell deut-
lich werden. Insbesondere werden wir z.B. sehen, dass unter geeigneten (recht
schwachen) Voraussetzungen bereits die punktweise Konvergenz einer Funktio-
nenfolge fiir das Vertauschen von Limes und Lebesgue-Integral ausreichend ist.
Auch wird uns das Lebesgue-Integral einen recht komfortablen Weg zu Banach-
rdumen von Funktionen, in denen die Norm durch ein Skalarprodukt generiert
wird, er6ffnen (sogenannte Hilbertrdume).

Im ersten Kapitel sehen wir uns einige Grundbegriffe der Maftheorie an, die
fiir das Weitere unentbehrlich sind. Im zweiten Kapitel werden wir allgemein
Integrale definieren und uns derer Eigenschaften ansehen. Im dritten Kapitel be-
schiftigen wir uns mit der Konstruktion von Mafsen und fiihren ein spezielles Maf
auf dem R"™ ein, das sogenannte Lebesgue-Maf. Im vierten Kapitel erarbeiten wir
den Satz von Fubini und die Transformationsformel fiir Lebesgue-Integrale auf
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dem R". Damit stehen uns Wege zur Berechnung zahlreicher konkreter Integrale
offen. Im fiinften Kapitel untersuchen wir die oben bereits kurz angesproche-
nen Banachrdume integrierbarer Funktionen, die in der modernen (Funktional-)
Analysis unentbehrlich geworden sind. Zentrales Thema von Kapitel 6 ist die
Fouriertransformation. Schlieftlich wenden wir uns in den beiden letzten Kapiteln
der Integration iiber Untermannigfaltigkeiten und den Integralsétzen von Gauf,
Green und Stokes zu.

Ich habe mich stark an den Skripten von Herrn Neeb und Herrn Farkas ori-
entiert und auch kiirzere Anleihen in den Skripten von Herrn Gléckner und
Herrn Farwig genommen. Wertvolle Anregungen erhielt ich von Herrn Haller-
Dintelmann, der mehrfach die Vorlesung nach diesem Skript gehalten hat. Thnen
allen sei an dieser Stelle herzlich gedankt. Als ergénzende Literatur kann dienen:

Barner/Flohr: Analysis II,

Bauer: Wahrscheinlichkeitstheorie und Grundziige der Mafstheorie,
Brocker: Analysis 11, Analysis 111,

Elstrodt: Mafs- und Integrationstheorie,

Floret: Maf- und Integrationstheorie,

Forster: Analysis 3,

Heuser: Lehrbuch der Analysis, Teil 2,

Rudin: Principles of Mathematical Analysis, Real and Complex Analysis.

Wir bezeichnen die Potenzmenge einer Menge X, d.h. die Menge aller Teilmengen
von X, mit P(X) und verwenden gewohnlich Frakturbuchstaben wie 2, B, ...
zur Bezeichnung von Teilmengen von B (X).

1 Grundbegriffe der Mafitheorie

1.1 Einstimmung

Wir mochten jeder Teilmenge A von R™ ein Maf (oder Volumen) pu(A) zuweisen.
Folgende Eigenschaften sollten dabei natiirlicherweise erfiillt sein:

(1) (@) =0 und p(A) > 0 fir alle A C R™.
(2) Sind A, B C R" disjunkt, so gilt u(AU B) = u(A) + u(B).

(3) Sind A und B kongruent, d.h. entsteht B aus A durch Verschiebung, Dre-
hung oder Spiegelung, so ist u(A) = u(B).

(4) u([0, 1)) =1 (d.h. Wiirfel haben das ,richtige* Volumen).



Um Approximationsargumente zu ermoglichen (z.B. das Ausschopfen einer Menge
durch eine Folge paarweise disjunkter Teilmengen), werden wir eine Version von
(2) mit abzéhlbar vielen Mengen bendétigen:

(2) Fiir jede Folge (Ay) paarweise disjunkter Teilmengen von R™ gilt

M(U Ak) =D u(Ay.

keN keN

Satz 1.1 Es gibt keine Funktion p : B(R™) — [0, oo) mit den Eigenschaften (1),
(2), (3) und (4).

Beweis. Wir beweisen die Aussage nur fiir n = 1 (der allgemeine Fall ist nicht
schwieriger und folgt aus dem eindimensionalen Fall). Dazu definieren wir eine
Aquivalenzrelation auf R durch

r~ysr—yeQ

und betrachten eine Menge A C [0, 1), die aus jeder Aquivalenzklasse bzgl. ~
genau einen Représentanten enthélt. Eine solche Menge heifst Vitali-Menge. Die
Existenz von Vitali-Mengen ist eine Konsequenz des Auswahlaxioms!

Fiir p € [0, 1) N Q setzen wir

A, ={z+p:zeAn0, 1 -p)tU{z+p—-1:2€ AN[l—p, 1)}
Wegen (AN[0,1—p))U(AN[l—p, 1)) = A und Eigenschaft (2) ist dann

p(A) = (AN, 1=p)) +p(AN[L—p, 1)),
und Eigenschaft (3) ergibt weiter

w(A) = p((A+p)Nip, 1)+ u((A+p—1)N1[0, p)) = pu(Ap).

Wir zeigen, dass A, N A, = 0 fir p, ¢ € [0, 1) N Q und p # ¢. Angenommen, es
ist z € A,N A, Dann gibt es 2z, y € Amit 2z =z +poder z =2 +p—1und
z=y+qoder z=y+q— 1. In jedem Fall folgt x — y € Q. Nach Definition von
A ist dann aber bereits x = y und folglich p = q oder p — 1 = q oder p = ¢ — 1.
Wegen p, ¢ € [0, 1) ist |[p—¢q| < 1, und es verbleibt p = ¢ als einzige Moglichkeit.
Dies war aber ausgeschlossen.

Als néchstes zeigen wir, dass
0.1n= J 4.
peQN[0,1)

Die Inklusion D ist klar. Fiir die umgekehrte Inklusion sei z € [0, 1). Dann gibt
eseiny € Amitx ~y. Esist also ¢g:=x—y € Q. Sei p=¢q+ 1 falls ¢ < 0 und
p =g sonst. Dann ist p € QN [0, 1) und z € A,,.
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Wir verwenden nun (2)" und erhalten

a0, 0) = w( U )

peQN[o,1)

= > ulAy) = 1(A)

peQN[o,1) peQN[0,1)

B {0 falls p(A) =0,
N 0

oo falls u(A) >

im Widerspruch zu (4). ]
Es kommt noch verbliiffender!

Satz 1.2 (Banach-Tarski Paradox) Sein > 3, und seien A und B zwei dis-
junkte abgeschlossene Kugeln vom Radius 1 in R™. Dann gibt es paarweise dis-

gunkte Teilmengen Ay, ..., Ax von A und Kongruenzabbildungen Ty, ..., T} :
R™ — R"™ so, dass

A1U...UAk:A und Tl(Al)UUTk(Ak):AUB

Es ist also moglich, eine Kugel so in endlich viele paarweise disjunkte Teile zu
zerlegen, dass sich aus kongruenten Bildern dieser Teile zwei Kugeln der Grofse
des Originals zusammensetzen lassen! Es kann daher fiir n > 3 keine Abbildung
i P(R™) — [0, 0o) mit den Eigenschaften (1) — (4) geben! (Fiir n = 1, 2 gibt es
solche Abbildungen. Alle diese Aussagen machen vom Auswahlaxiom Gebrauch.)

1.2 Messbare Mengen und o-Algebren

Die Uberlegungen aus dem vorigen Abschnitt lassen uns davon Abstand nehmen,
ein Maf auf der gesamten Potenzmenge definieren zu wollen. Der abstrakte Rah-
men der Maftheorie sieht fiir uns daher wie folgt aus: Gegeben ist eine nichtleere
Menge X, ein Mengensystem & C PB(X) und eine Funktion p: & — [0, oo]. Wir
betrachten die Elemente von & gerade als diejenigen Teilmengen A von X, die
man messen kann, denen man also ein Mafs ;1(A) zuordnen kann.

Das Mengensystem & soll eine o-Algebra im Sinne folgender Definition sein.

Definition 1.3 Sei X eine nichtleere Menge. Ein Mengensystem & C PB(X)
heifst o-Algebra auf X, wenn

(a) 0 € S,

(b) fir jedes E € & ist X \ E € &,

(¢) fiir jede Folge (Ey)g>1 von Mengen Ey € & ist Up>1Ef, € 6.

Ist G eine o-Algebra auf X, so heifit das Paar (X, &) ein messbarer Raum, und
die Elemente von & heiffen messbare Mengen.



o-Algebren sind also abgeschlossen bzgl. Komplementbildung (b) und bzgl. ab-
zéhlbarer Vereinigungen (¢). Wegen (b), (¢) und der de Morganschen Identitét

XA\ (Me>1Bk) = Up>1 (X \ Eg)

sind o-Algebren auch abgeschlossen bzgl. abzdhlbarer Durchschnitte, und wegen
A\ B=AnN(X\ B) sind sie abgeschlossen bzgl. Differenzen.

Beispiel. {0, X} ist die kleinste und (X)) die grokte o-Algebra tiber X. ]

Lemma 1.4 (a) Ist A eine Familie von o-Algebren iiber X, so ist ihr Durch-
schnitt
(NA={EcP(X): Ec6 firale& c A}

ebenfalls eine o-Algebra tiber X.

(b) Ist S eine o-Algebra iber X und Y eine nichtleere Teilmenge von X, so ist
Sly ={ENY:EFe&}
eine o-Algebra tiber Y, die sogenannte Spur von &.

Den Beweis sollen Sie in der Ubung fiithren.

Sei € C P(X). Wir betrachten die Menge A aller o-Algebren iiber X, die &
umfassen. Da € in der o-Algebra (X ) enthalten ist, ist A nicht leer. Der Durch-
schnitt aller o-Algebren aus A ist nach Lemma [[4] (a) wieder eine o-Algebra.
Diese enthélt offenbar &, und es ist die kleinste o-Algebra iiber X, die & enthélt.
Wir nennen sie die durch & erzeugte o-Algebra und bezeichnen sie mit o(€). Die
Menge € heifst ein Erzeugersystem fir o(€).

Ist insbesondere (X, d) ein metrischer Raum und O das System der offenen
Teilmengen von X, so heifst die durch O erzeugte o-Algebra B(X) := o(9O) die
Borelsche o-Algebra auf X, und die Elemente von B(X) heifen Borelmengen.
Es ist klar, dass alle offenen und alle abgeschlossenen Mengen Borelmengen sind,
ebenso alle abzdhlbaren Durchschnitte offener Mengen (sogenannte Gg-Mengen)
und alle abzéhlbaren Vereinigungen abgeschlossener Mengen (sogenannte Fy, -
Mengen).

Versehen wir den R” mit der Euklidschen Metrik, so erhalten wir die o-Algebra
B(R™) der Borelmengen auf dem R™. Das werden - grob gesagt - spéter die
Mengen sein, die wir messen und iiber die wir integrieren wollen. Wir iiberlegen
uns daher dquivalente Beschreibungen von B(R™).

Lemma 1.5 Jedes der folgenden Mengensysteme E; erzeugt die o-Algebra B(R):

& :={(a, b):a,beQ},
E :={(a, b) :a, b e R},
Ey:={[a, b) : a, b € R},
Ey:={[a, b] : a, b € R},
Es = {(—o0, b] : b € R}



Beweis. Sei 6; :=0(&;). Wegen & C & ist 61 C S,. Aus

(a, b) = G [w%, b)

k=1

folgt & C &3 und damit S, C &3. Analog folgt aus

la, b) = D [a, b—a,
k=1
dass &3 C &, und 63 C G4, und aus
la, b] = (—o0, b]\([j (~oo a—%D
k=1

folgt, dass & C G5 und &4 C G5. Es ist somit 6; C G, C 63 C 64, C G5 C
B(R), und wir miissen noch B(R) C &; zeigen. Da B(R) durch die offenen
Mengen erzeugt wird, geniigt es zu zeigen, dass & jede offene Menge enthélt. Sei
also U C R offen. Dann gibt es zu jedem x € U ein ¢ > 0 mit (x —e, z+¢) C U.
Wir wéhlen a € (z —¢, ) NQ und b € (z, x +¢) N Q. Dann ist « € (a, b) C U
und folglich

U= U (a, b).

(a,b)CU mit a, beQ

Da die rechte Seite eine abzdhlbare Vereinigung ist, folgt U € &;. n

Ein analoges Resultat gilt im R". Erklaren wir beispielsweise fir a = (aq, ..., a,)
und b = (by, ..., b,) mit a; < b; das halboffene Intervall [a, b) durch

la, b) == {(z1, ..., x,) € R" 1 a; < z; < b; fiir alle j},
so erhalten wir wie in Lemma .5}

Lemma 1.6 Das System {[a, b) : a, b € R"} der halboffenen Intervalle erzeugt
B(R™). Auch die (analog definierten) offenen und abgeschlossenen Intervalle er-
zeugen jeweils B(R™).

Wir betrachten nun das Verhalten von o-Algebren unter Abbildungen. Sei f :
X — Y eine Abbildung und & eine o-Algebra iiber Y. Wegen der Operationstreue
der Abbildung f~!: B(Y) — PB(X) ist dann f~H(S) := {fH(E) : E € &} eine
o-Algebra iiber X ( Ubung).

Satz 1.7 Seien f : X — Y eine Abbildung und € C B(Y) ein Erzeugersystem
einer o-Algebra & idiber Y. Dann erzeugt f=1(€) die o-Algebra f~(&).



Beweis. Da f7!(&) eine o-Algebra ist, die f~'(€) umfasst, folgt o(f~'(&)) C
f~Y&). Fiir den Beweis der umgekehrten Inklusion verwenden wir eine Schluf-
weise, die als Prinzip der guten Mengen bekannt ist: Wir betrachten alle ,,guten’
Teilmengen von Y, d.h. alle Teilmengen von Y, deren Urbild zu o(f~'(€)) ge-
hort. Die Menge € := {C C Y : f71(C) € o(f7'(€))} der guten Mengen ist
eine o-Algebra iiber Y (7 Ubung), und offenbar gilt € C €. Dann ist aber auch
S C¢ dh f7HS) Co(f (). n

Die beiden folgenden Aussagen ergeben sich als unmittelbare Folgerungen (man
wende Satz [T auf die Inklusionsabbildung f:Y — X, x +— z an).

Folgerung 1.8 Sei € ein Erzeugersystem einer o-Algebra & tiber X undY C X.
Dann ist €|y :={SNY : S € €} ein Erzeugersystem fir die o-Algebra S|y .

Folgerung 1.9 Seien X ein metrischer Raum, O das System der offenen Teil-
mengen von X undY eine Teilmenge von X. Dann erzeugt das System Oly der
relativ offenen Teilmengen von Y die o-Algebra B(X)|y, d.h. es ist B(X)|y =
B(Y), wobei B(Y) die von Oly erzeugte o-Algebra der Borelschen Teilmengen
von Y bezeichnet.

Eng mit dem Begriff einer o-Algebra ist der folgende verkniipft.

Definition 1.10 Sei X eine nichtleere Menge. Ein Mengensystem © C B(X)
heifst ein Dynkin-System auf X, wenn

(a) X €9,

(b) fiir jedes A€ ® ist X\ AeD,

(¢) fir jede Folge (Ey)r>1 paarweise disjunkter Mengen E,, € D ist Up>1E € D.

Sei ® ein Dynkin-System auf X. Sind A, B € © und ist B C A, so sind A° :=
X \ A und B disjunkt, und wegen

A\B=(A°UBUDUPU.. ) =(A"UBUXUX°U...)°
folgt A\ B € ©. Dynkin-Systeme sind also abgeschlossen bzgl. Differenzen.

Satz 1.11 FEin Dynkin-System ist genau dann eine o-Algebra, wenn es abge-
schlossen bzgl. endlicher Durchschnitte ist.

Beweis. Sei G eine o-Algebra. Dann ist () € & und folglich X = X'\ () € &. Daher
ist G ein Dynkin-System. Da & nach den de Morganschen Regeln abgeschlossen
bzgl. abzéhlbarer Durchschnitte ist, ist es wegen Ay N...NA, = A1 N...NAN
X N X ...auch abgeschlossen bzgl. endlicher Durchschnitte.

Sei nun ® ein durchschnittstabiles Dynkin-System. Dann ist X € © und folg-
lich ) = X\ X € ©. Weiter: sind A, B € D, so ist wegen Eigenschaft (b) und
der Durchschnittsstabilitdt auch A\ B = AN (X \ B) € ©, d.h. das System ©
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ist abgeschlossen bzgl. Differenzen und, wegen der de Morganschen Regeln, auch
bzgl. endlicher Vereinigungen. Sei schliefslich (Ej) eine Folge in ©. Wir setzen
Ay = FEjund Ay := B\ (E1U...UE)_) fir £ > 1. Mit vollstandiger Induktion
folgt leicht, dass alle Ay, in ® liegen, dass A1 U...UA, = E1U...UE} fir alle k,
und dass die Ay paarweise disjunkt sind. Dann ist Up>1 B, = Up>1 A € D wegen
Eigenschaft (¢) eines Dynkin-Systems, d.h. © ist eine o-Algebra. n

Man kann leicht sehen, dass fiir Dynkin-Systeme eine Aussage analog zu Lemma
L4 gilt. Es gibt also fiir jedes Mengensystem € C B(X) ein kleinstes Dynkin-
System ®, das € umfasst. Wir nennen ® das durch € erzeugte Dynkin-System.
Die Bedeutung der Dynkin-Systeme in der Mafstheorie beruht darauf, dass jedes
von einem durchschnittsstabilen Mengensystem erzeugte Dynkin-System auto-
matisch eine o-Algebra ist, wie folgender Satz zeigt.

Satz 1.12 Ist € CB(X) durchschnittsstabil, so ist das von € erzeugte Dynkin-
System gleich der von € erzeugten o-Algebra.

Beweis. Nach Satz [[LTT] geniigt es zu zeigen, dass das durch € erzeugte Dynkin-
System ®© durchschnittsstabil ist. Fiir D € © sei Q(D) :={M C X : MND €
D}. Dann ist Q(D) ein Dynkin-System tiber X. Fiir jedes M € Q(D) ist namlich
(X\M)ND=D\(MnND)eD (siche Anmerkung nach Definition [[L.I0), und
fiir jede Folge paarweise disjunkter Mengen A, € Q(D) ist

Dﬁ(UAk>:U(AkﬁD)E©.

k>1 k>1

Weiter: fiir jedes F € € ist € C Q(F), da ja € durchschnittsstabil ist. Dann ist
aber auch ® C Q(FE) fiir jedes E € €.

Sind nun £ € € und D € ©, so ist (wie soeben gesehen) D € Q(F), also
auch £ € Q(D). Daher ist € C 9Q(D) und, da Q(D) ein Dynkin-System ist, auch
D C Q(D) fir jedes D € ®. Folglich ist ® durchschnittsstabil. m

Dieser Satz ist oft in folgender Situation niitzlich: Wir wollen eine Eigenschaft ¢
fiir die Elemente einer o-Algebra o(€) zeigen. Dazu zeigt man nur

1) Elemente von € haben die Eigenschaft ¢, und & ist durchschnittsstabil.
2) © :={A C X : A hat Eigenschaft ¢} ist ein Dynkin-System

(Prinzip der guten Mengen). Das durch € erzeugte Dynkin-System liegt dann in
®, also haben die Elements dieses Dynkin-Systems die Eigenschaft ¢, und dieses
Dynkin-System stimmt wegen Satz [[12] mit o(€&) {iberein.

1.3 Messbare Funktionen

Wir wenden uns nun den Funktionen zu, die wir spéter integrieren wollen.
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Definition 1.13 Seien (X1, 61), (X2, S2) messbare Riume. Fine Funktion f :
X1 — Xo heiffit messbar, wenn das Urbild jeder messbaren Menge messbar ist,
d.h. wenn f~Y(E) € &, fiir jede Menge E € &,.

Man beachte die formale Ahnlichkeit zur Charakterisierung stetiger Funktionen
durch die Eigenschaft, dass Urbilder offener Mengen offen sind.

Satz 1.14 Verkniipfungen messbarer Funktionen sind messbar. Genauer: sind
(X1, 6&1), (X2, &3) und (X3, &3) messbare Riume und f : X7 — Xy und g :
Xy — X3 messbare Funktionen, so ist auch go f: X1 — X3 messbar.

Beweis. Fiir jedes F € Gy ist

(go /)HE) =g (B) € [(&2) C &,

also ist g o f messbar. [

Der folgende Satz zeigt, dass es fiir das Uberpriifen der Messbarkeit einer Funktion
nicht erforderlich ist, die Urbilder aller messbaren Mengen zu betrachten.

Satz 1.15 Seien (X1, 61), (X2, G2) messbare Riume, wobei Sy = (&) fiir
eine Teilmenge o C P(Xy) ist, und sei f: X1 — Xo. Ist f71(E) € &, fiir jedes
E € &, soist [ bereits messbar.

Beweis. Nach Voraussetzung ist
52 - {E < m(Xg) : f_l(E) < 61}

Man {iberzeugt sich leicht davon, dass die rechte Seite eine o-Algebra ist. Dann
muss aber auch

Sy =0(&) C{E € P(Xa): [TH(E) € &1}
sein, d.h. f ist messbar. [

Ist also (X, d) ein metrischer Raum, so ist f : (X1, &1) — (Xa, B(X2)) genau
dann messbar, wenn das Urbild jeder offenen Menge messbar ist. Da bei stetigen
Abbildungen Urbilder offener Mengen offen sind, folgt sofort:

Folgerung 1.16 Sind X, Y metrische Riume, so ist jede stetige Funktion f :
X — Y messbar bzgl. der o-Algebren B(X) und B(Y) der Borelmengen.

Folgerung 1.17 Sei (X, &) ein messbarer Raum und f : (X, &) — (R, B(R)).
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a) f ist messbar.

(
(b) Urbilder offener Intervalle sind messbar.

(¢) Urbilder halboffener Intervalle sind messbar.
(
(

d) Urbilder abgeschlossener Intervalle sind messbar.
e) Fiir alle b € R ist f~((—oo, b]) messbar.
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Dies folgt sofort aus Satz [[LTH und Lemma Mit Lemma bekommt man
eine analoge Aussage fiir den R". Insbesondere gilt

f: X = R" messhar < fiir alle a,b € R" mit a < b gilt f~([a,b)) € &. (1.1)
Dariiberhinaus gilt:

Satz 1.18 Sei (X, &) ein messbarer Raum und f := (f1, ..., fn) : X — R™.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) f: (X, &) = (R", B(R™)) ist messbar.

(b) Jede der Koordinatenfunktionen f; : (X, &) — (R, B(R)) ist messbar.

Beweis. (a) — (b) : Die Projektionen p; : R* = R, (z1, ..., ,) — x; sind ste-
tig und daher messbar (Folgerung[[LT6l). Nach Satz[[ .14 sind auch die Funktionen
f; = pj o f messbar.

(b) = (a) : Seien a = (ay, ..., a,), b= (b1, ..., b,) € R™. Sind alle Koordinaten-

funktionen messbar, so sind alle Urbilder

n
ﬂ ([ b

messbar. Die Aussage (L)) liefert die Messbarkeit von f. m

Es ist oft praktisch und sinnvoll, statt mit reellwertigen Funktionen mit Funktio-
nen zu arbeiten, deren Werte in der erweiterten Zahlengeraden R := R U {£o0}
liegen. Man kann leicht zeigen, dass die Menge

BR):={AcPR): ANR € B(R)}

eine o-Algebra auf R ist und dass man R mit einer Metrik versehen kann, so dass
die Elemente von B(R) gerade die Borelmengen von R sind (,* Ubung). Wir
nennen daher B(R) die o-Algebra der Borelmengen auf R. Weiter setzen wir die
Relation < auf R durch —oo < o < oo fiir alle # € R auf ganz R fort.

Lemma 1.19 Sei (X, &) ein messbarer Raum und f : X — R. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(a) Die Funktion f: (X, &) — (R, B(R)) ist messbar.
(b) Die Funktion —f : (X, &) — (R, B(R)) ist messbar.
(¢) Fiir jedes b € R ist {x € X: f(x ) < b} messbar.

(d) Fiir jedes a € R ist {x € X : f(x) > a} messbar.

(e) Fiir jedes a € R ist {x € X : f(x) > a} messbar.

(

f) Fiir jedes b € R ist {x € X : f(x) < b} messbar.
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Beweis. Die Aquivalenz (a) < (b) folgt aus —B(R) = B(R), die Implikation
(a) = (c) folgt aus [—oo, b] € B(R), und (¢) = (d) folgt durch Komplementbil-
dung

{reX: flz)>a}=X\{reX: f(zx) <a}.

(d) = (a): Nach Satz geniigt es zu zeigen, dass die Intervalle (a, oo] die o-
Algebra B(R) erzeugen. Sei &' die kleinste o-Algebra iiber R, die alle Intervalle
(a, oo] mit a € R enthilt. Offenbar ist &’ C B(R).

Seien a, b € R mit a < b. Dann liegt (a, b] = (a, oo] \ (b, oo} in &', und wie in
Lemma [L5 folgt B(R) C &'. Weiter ist R \ (—o0, 0o] = {—o0} € & und ebenso

{00} =R\ ({—oo} U J (=0, k]) €.

keN

Da jede Borelmenge auf R die Vereinigung einer Menge aus B(R) mit einer der

Mengen 0, {—oc}, {oc}, {—00, oo} ist, folgt B(R) C & und damit B(R) = &'.
Die Implikationen (a) = (e) = (f) = (a) zeigt man analog. ]

Satz 1.20 Seien (X, &) ein messbarer Raum und f, g : (X, &) — (R, B(R))
messbare Funktionen. Dann sind auch die Funktionen |f|, f + g, fg, max(f,g),
min(f,g) : X — R messbar.

Beweis. Die Messbarkeit von |f| folgt aus der Stetigkeit (und folglich Messbar-
keit) der Betragsfunktion mit Satz[L.14l Weiter wissen wir aus Satz [[LI§, dass die
Funktion F' = (f,g) : (X, &) — (R?, B(R?)) messbar ist. Aus der Stetigkeit der
Funktionen

R* = R, (z, y) =« +y, vy, max(z,y), min(z,y)
und aus Satz [[.14] folgen die iibrigen Behauptungen. [

Da konstante Funktionen messbar sind (warum?), bildet nach Satz die Men-
ge aller messbaren Funktionen von X nach R einen reellen Vektorraum. Die
folgenden Resultate zeigen, dass die Messbarkeit bemerkenswert stabil gegeniiber
Grenzprozessen ist.

Satz 1.21 Fiir jedes k € N sei fi, : (X, &) — (R, B(R)) eine messbare Funktion.
Dann sind auch die Funktionen

sup fi, inf fi, limsup fi, liminf f;
keN keN k00 k—o0

messbar.

Beweis. Sei g := sup,cy fi Fiir alle a € R ist dann

{reX gx)>a}=|J{zeX: filz) >a}.
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Nach Voraussetzung und Lemma [[L.19 ist die rechte Seite messbar. Also ist fiir
jedes a € R die linke Seite messbar, und ¢ ist messbar nach Lemma [.T9 Genauso
folgt die Messbarkeit von inf fj. Aus

lim sup f; = inf sup f;
k—o0 keN ;>

folgt nun die Messbarkeit von lim sup f;. Die von liminf fj zeigt man analog. =

Satz 1.22 Punktweise Grenzwerte messbarer Funktionen sind messbar, d.h. ist
(fx) eine Folge messbarer Funktionen fi : (X, &) — (R, B(R)) und existiert der
Grenzwert f(x) = limg_,o fr(z) fir jedes x € X, so ist f: X — R messbar.

Dies folgt wegen f = limsup f sofort aus Satz [[L211 m

1.4 Mafe

Wir wenden uns nun dem Messen messbarer Mengen eines messbaren Raumes zu
und beginnen mit einer Axiomatisierung des Mafbegriffes.

Definition 1.23 Sei (X, &) ein messbarer Raum. Ein Mak auf (X, &) ist eine
Funktion p : & — [0, co] mit folgenden Eigenschaften:

(a) pu(0)=0.
(b) w ist o-additiv, d.h. fir jede Folge (E)i>1 paarweise disjunkter Mengen

E, € 6 qilt
p(UEe) = > (B, (1.2)

k>1

Ist v ein Maf auf (X, &), so heifst das Tripel (X, &, ) ein Makraum. Das Maf
w heifst endlich, wenn u(X) < oo.

Im Weiteren haben wir hin und wieder (z.B. in (I2])) mit £oo zu rechnen. Dazu
vereinbaren wir folgende Regeln:

O-c0 = oc0-0 = 0,

r-oo = oo-x = oo fallsz >0,
r-o0o = oo-xr = —oo fallsz <0,
r+o00 = oo+x = oo fiirzeRU{oo}.

Achtung: co — oo ist nicht erklart.

Beispiele fiir Mafie. (a) Ist & = {0, X}, so kann p(X) € [0, co] beliebig
gewdhlt werden, und man erhélt mit () = 0 ein Mak auf (X, &).
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(b) Fiir jedes x € X wird durch

5.(E) ::{ 1 wennz € FE

0 wennz ¢ E

ein Mak auf (X, &) festgelegt, das sogenannte Punkt- oder Diracmaf in x.
(¢) Durch

w:PB(X) - NU{oo}, FE+— Anzahl der Elemente von F

wird das Zdhlmafs auf (X, B(X)) definiert.

(d) Ist (X, &, u) ein Makraum und E € &, so ist auch (£, &|g, uls|,) ein
Mafsraum (vgl. Lemma [[.4b)). m
Lemma 1.24 Sei (X, S, u) ein Mafraum. Dann gilt

(a) p ist additiv, d.h. p(AU B) = u(A) + u(B) falls A, B € & und AN B = 0.
(b) p ist monoton, d.h. pu(A) < u(B) falls A, B€ & und A C B.

() ist (E;)j>1 € & monoton wachsend (d.h. E; C E;.y fiir alle j), dann ist

M( U Ej) = lim p(Ej).

i1 Jj—00
(d) ist (E;)j>1 € & monoton fallend (d.h. E; O E;y fiir alle j) und p(Ey) < oo,
dann ist
u( f Ej) = lim pu(E;).
i>1

(e) p ist o-subadditiv, d.h. fir beliebige Folgen (E;);>1 C & ist

u( U Ej) <Y u(Ey).
i>1 =1
Beweis. (a) Man wende die o-Additivitat auf die Folge A, B, 0, (), ... an.

(5) Aus (a) folat 1(B) = u(A) + u(B\ A) > u(A)

(¢) Sei E :=J.», Ej, Ey := 0 und A; := E; \ E;_; fur j > 1. Dann sind die

J=1-J
Mengen A; paarweise disjunkt, und fiir jedes n ist E, = U;;l A; sowie E =

Ujs1 4. Aus der o-Additivitdt und Eigenschaft (a) von y folgt

k 00

B =) p(Ay) sowie p(E) = ZN(AJ)-

Jj=1

Hieraus folgt aber p(Ey) — p(E) fir k — oo.
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(d) Sei E := ()5, £j und C; := Ey \ Ej fiir j > 1. Die Folge (C});>1 ist monoton
wachsend, und aus (¢) und den de Morganschen Identitéten folgt

i@ =u(U&s) =n(UmB)) = n(B0(V5) =t 5

??S p(Er) = p(Ej) + p(Cy) und p(Er) = p(E) + p(Er \ E) sowie pu(Ey) < oo
olgt

wE) = p(Er) - p(Br\ B) = p(Bn) = lim u(C5)
= p(B) = lim (u(B) — p(Ey)) = lim p(E;).

Jj—00
(e) Sei Ay := Eyund Ay := E \ (E1U...UE,_4) fir k£ > 1. Die Mengen Ay, sind
paarweise disjunkt, und es ist s, Ar = Uz, Bk sowie p(A,) < p(Ey) fir alle
k wegen (b). Aus der o-Additivitét folgt

A(UENEVI(URNES SITERES ) :

Satz 1.25 (Eindeutigkeitssatz fiir endliche Mafie) Sei (X,S) ein mefba-
rer Raum und € ein durchschnittsstabiler Erzeuger von & mit X € €. Sind u, v
endliche Mafle auf & mit u(E) = v(E) fir alle E € €, so gilt bereits u(A) = v(A)
fiir alle A € &.

Beweis. Wir zeigen, dass ® = {A € & : u(A) = v(A)} ein Dynkin-System
ist. Da & durchschnittstabil ist, liefert dann Satz fiir das von € erzeugte
Dynkin-System (&)

G =0(¢)=D(¢)CDCE.

Es ist also ® = &, und wir sind fertig.

Zum Nachweis, dass ® ein Dynkin-System ist, beobachten wir zunéchst, dass
nach Voraussetzung X € € C © ist. Wir zeigen weiter, dass X \ A € © wenn
Ae®. Aus AU(X\A) = X folgt p(A)+ (X \A) = u(X) und v(A)+v(X\A) =
v(X). Wegen pu(A) = v(A) und p(X) = v(X) und der Endlichkeit der Mafse folgt
daraus pu(X \ A) =v(X \ A), also X \ A € D.

Sei noch (Ej) eine Folge paarweise disjunkter Mengen aus ®. Dann ist

(g ) Z,UEk Z (Ek)zl/(]g\]Ek)-

Also ist auch UgenFr € ©, und D ist ein Dynkin-System. n

Definition 1.26 Sei (X, d) ein metrischer Raum. Ein Maf$ auf (X, B(X)) heifst
ein Borel-Mafs.
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Der folgende Satz ist ein Spezialfall von Satz

Satz 1.27 Sei (X, d) ein metrischer Raum und seien u, v endliche Borel-Mafle
auf X. Wenn u(G) = v(QGQ) fir alle offenen Mengen G C X, dann ist j(B) =
v(B) fir alle B € B(X).

Satz 1.28 Sei (X, d) ein metrischer Raum und p ein endliches Borel-Maf$ auf
X. Dann gilt fir jedes B € B(X)

wB) = inf{u(G): BCG, G offen}, (1.3)
w(B) = sup{u(F):F C B, F abgeschlossen}. (1.4)

Insbesondere gibt es fir jedes B € B(X) eine F,-Menge A und eine Gs-Menge
C mit AC B C C und pu(A) = u(B) = u(C).

Beweis. Wegen der Monotonie gilt < in (L3) und > in ([[4]). Wir zeigen, dass

D :={B € B(X) : Berfillt (L3) und (L)}

ein Dynkin-System ist. Offenbar ist X € ©. Wir {iberlegen uns, dass X \ A € ©
fiir alle A € ©. Sei € > 0 beliebig. Wir wéhlen eine abgeschlossene Menge F' und
eine offene Menge G so, dass F¥ C A C G und u(G \ F) < €. Dann ist X \ F
offen, X \ G abgeschlossen, X \ G C X \ A C X \ F, und

p((XNF)N (XN A) +p(X\NAN(XNG) = p((X\NF)\(X\G))
— WG\ F)<e.

Alsoist X\ A€ D.

Wir zeigen weiter: Up>1 A, € D fiir jede Folge paarweise disjunkter Mengen
A € ®©. Sei € > 0. Fiir jedes £ > 1 gibt es eine abgeschlossene Menge Fj, und
eine offene Menge G mit

Sei G := UpenGr und B := Upey F),. Dann ist G offen. Da die F), ebenfalls
paarweise disjunkt sind, folgt u(B) = pu(UgenFx) = > pu(Fy). Es gibt daher ein
ko > 1 so, dass fiir die Menge F := U Fy, gilt u(B\ F) < e. Offenbar ist F
abgeschlossen, und es ist ' C Uy>1 A, C G sowie

WG\ F) = u(G\B)+pu(B\F)
< n( UG\ F) +u(B\F)

k>1

IN

> G\ Fy) + u(B\ F) < 2.

k>1
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Somit ist © ein Dynkin-System.
Wir zeigen schlieflich: Jede abgeschlossene Menge F' C X gehort zu ©. Of-
fenbar gilt (L)) fir /. Um auch (3] einzusehen, setzen wir

Gi:={zx € X :es gibt ein f € F mit d(x, f) < 1/k} = | ] Urp(f).
fer

Die Mengen G sind offen, sie bilden eine monoton fallende Folge, und es ist
F' =\, Gk Aus Lemma [[.24] (d) folgt dann

p(F) = lim p(G).

Also ist auch (L3)) erfiillt und F' € ©. Dann enthélt © aber auch alle offenen
Mengen, und wir erhalten B(X) C © mit Satz (Prinzip der guten Mengen).
Die zweite Behauptung folgt unmittelbar aus der ersten. [

Fiir nicht endliche Mafe gelten die o.g. Sétze im allgemeinen nicht. Man nennt
daher ein Borel-Maf reguldr, falls fiir jede Borelmenge B (IL3]) und (L) gelten.
Endliche Borel-Mafe auf metrischen Rdumen sind stets regular.

1.5 Nullmengen und Vollstandigkeit von Mafiraumen

Viele Begriffe und Aussagen der Mak- und Integrationstheorie werden einfacher
und natiirlicher, wenn der Mafkraum vollstdndig in folgendem Sinn ist.

Definition 1.29 Sei (X, &, u) ein Mafiraum. Eine Teilmenge N von X heifst
eine p-Nullmenge, wenn sie Teilmenge einer Menge E € & mit u(FE) = 0 ist.
Gehort jede p-Nullmenge von X zu &, so heifit (X, &, u) vollstandig.

Liegt eine p-Nullmenge N in &, so ist u(N) = 0 nach Lemma (b). In voll-
stdndigen Mafsraumen stimmen also die Begriffe u-Nullmenge und Menge vom
Mafs 0 iiberein.

Wir sehen uns zwei einfache Aussagen an, in denen die Vollstandigkeit eine
Rolle spielt. Dazu vereinbaren wir: Ist (X, &, p) ein Makraum und gilt eine
Eigenschaft P fiir alle Punkte von X mit Ausnahme von Punkten in einer u-
Nullmenge, so sagen wir, dass P fast tberall (oder genauer p-fast tberall) gilt.

Lemma 1.30 Sei (X, &, u) ein vollstindiger Mafsraum, (X', &) ein messbarer
Raum und seien f, g : X — X' Funktionen, die fast tiberall ibereinstimmen. Ist
f messbar, dann ist auch g messbar.

Beweis. Sei N C X eine p-Nullmenge so, dass f(z) = g(x) fir alle x € X \ N,
und sei £ € &'. Dann ist

g (E) = (¢ (E)N(X\N)U(g (E)nN)
= (fHE)NX\N)U (g (E)NN).
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Die Menge f~'(F)N (X \ N) ist messbar nach Voraussetzung, und ¢~'(E) NN ist
Teilmenge der pu-Nullmenge N, also selbst eine p-Nullmenge und damit messbar.
Also ist g71(E) € G fiir jedes E € &', d.h. g ist messbar. n

Lemma 1.31 Sei (X, S, ) ein vollstindiger Mafraum, und die Funktionen f, :
(X, &, u) — (R, B(R)) seien messbar und sollen fast iiberall gegen eine Funktion

f X — R konvergieren. Dann ist f messbar.

Beweis. Sei N C X eine pu-Nullmenge so, dass f,,(z) — f(z) fiir alle x € X \ N.
Aus Satz folgt die Messbarkeit von f|x\n. Aus der Vollstandigkeit folgt
weiter, dass auch f|y messbar ist. Fiir jede Menge A € B(R) ist ja (f|y) (A) =
f~Y(A)NN Teilmenge einer u-Nullmenge, also messbar. Fiir beliebiges B € B(R)
erhalten wir somit die Messbarkeit von

FB) = (FBNE\N)U(B)NN)
= (flxw) " (B)U (fln)"H(B).

Also ist f messbar. [

Nichtvollstindige Mafsraume lassen sich auf natiirliche Weise zu vollsténdigen
MaRraumen erweitern. Sei dazu (X, &, u) ein Makraum. Die Menge & bestehe
aus allen Teilmengen von X, die Vereinigung einer Menge aus G und einer pu-
Nullmenge sind. Ist £ € G und N eine p-Nullmenge, so setzen wir fi( EU N) =
wu(E). Diese Definition von fi ist korrekt. Sind nédmlich F, F € & und M C
Me& NCNe6mituM =puN)=0und EUM = FUN, so ist
FCFUN=FEUM C EUM und folglich

p(F) < p(EUM) < p(E) + p(M) = p(E).

Analog zeigt man, dass pu(E) < p(F) und somit p(£) = pu(F) ist. Der folgende
Satz soll in der Ubung bewiesen werden.

Satz 1.32 (X, &, f1) ist ein vollstindiger Mafraum.
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2 Allgemeine Integrationstheorie

Sei (X, &, i) ein Mafraum. Ziel ist es, messbare Funktionen f : X — R zu inte-
grieren. Dabei gehen wir schrittweise vor. Das Mak ;1 wird uns vorgeben, was das
Integral der charakteristischen Funktion einer messbaren Menge sein soll. Davon
ausgehend definieren wir das Integral von nichtnegativen messbaren Funktionen
mit nur endlich vielen Werten (Stufenfunktionen) und dann fiir beliebige nichtne-
gative messbare Funktionen, die wir von unten durch Stufenfunktionen annéhern.
Schliefslich spalten wir allgemeine messbare Funktionen in ihren Positiv- und Ne-
gativteil auf, fiir die wir die Integrale bereits definiert haben.

Wir werden sehen, dass das so erklarte Lebesgue-Integral wesentlich allgemei-
ner und flexibler ist als das Riemann-Integral.

2.1 Stufenfunktionen

Sei (X, &, ) ein Makraum. Eine messbare Funktion s : X — R heifst Stufen-
funktion (oder einfache Funktion), wenn ihr Wertebereich s(X) endlich ist. Jede
konstante Funktion ist eine Stufenfunktion. Wie sieht es mit Funktionen aus,
die zwei Werte annehmen? Dazu betrachten wir fiir jede Menge A C X ihre
charakteristische Funktion

(z) = 1 wemn z€A
XAZ 00 wenn x & A.

Diese Funktion ist genau dann messbar (und damit eine Stufenfunktion), wenn
A € &. Beispielsweise ist xg eine Stufenfunktion fiir (X, &) = (R, B(R)).

Lemma 2.1 FEine Funktion s : X — R ist genau dann eine Stufenfunktion, wenn
es Zahlen aq, ..., ap € R und paarweise disjunkte Mengen Ay, ..., Ax € & so

gibt, dass s = 2?21 XA,

Beweis. Sind a; € Rund A; € & fiir j =1, ..., k, so ist Z§:1 XA, messhar

nach Satz [[.20] und damit eine Stufenfunktion. Sei umgekehrt s eine Stufenfunk-

tion und s(X) = {oy, ..., ai} mit paarweise verschiedenen Zahlen «;. Dann

sind die Mengen A; := s~ !'({a;}) messbar und paarweise disjunkt, und es ist
k

§ =D i1 05XA; n

Der folgende Satz zeigt, dass messbare Funktionen durch Stufenfunktionen ap-
proximiert werden konnen.

Satz 2.2 Sei f: X — [0, co] eine messbare Funktion. Dann gibt es eine monoton
wachsende Folge von Stufenfunktionen s, : X — [0,00) so, dass

lim s,(z) = f(x) firadlez e X
n—o0

und dass die Konvergenz auf jeder Menge {x € X : f(x) < ¢} mit ¢ € [0, 00)
gleichmdyfig ist.
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Beweis. Fir n > 1 sei

2% %) mit 0 <k <n-2"— 1,

n falls f(z) € [n, 0o

(2) i 2% falls f(x)e[

Dann ist (s,),>1 eine monoton wachsende Folge von Stufenfunktionen, und fiir
alle ¢ € [0, c0) und n > ¢ ist

|f(z) — sp(x)| < 27" fiir alle z mit f(z) < c.

Hieraus folgt die gleichméfige Konvergenz der Funktionen s,, auf der Menge {x €
X : f(z) < ¢} sowie die punktweise Konvergenz auf {x € X : f(z) < oo}. Die
punktweise Konvergenz auf {z € X : f(2) = oo} ist offensichtlich. m

Folgerung 2.3 Fine Funktion f : X — R ist genau dann messbar, wenn sie
punktweiser Grenzwert einer Folge von Stufenfunktionen ist.

Beweis. Punktweise Grenzwerte messbarer Funktionen sind messbar nach Satz
22 Ist umgekehrt f messbar, so sind die Funktionen fi := max (0, £f) nach
Satz messbar und nichtnegativ. Nach Satz[2.2] sind beide Funktionen punkt-
weise Grenzwerte von Stufenfunktionen. Dann hat auch f = f, — f_ diese Fi-
genschaft. [

2.2 Das Lebesgue-Integral

Sei (X, &, u) ein Makraum, £ € & und f : X — R messbar. Wir definieren das
Integral von f iiber E bzgl. des Mafes p in mehreren Schritten.

Schritt A: Fir f = x4 mit A € & definieren wir Ig(f) :== p(ANE).
Schritt B: Sei f eine nichtnegative Stufenfunktion. Mit Lemma [2.1] schreiben wir

f als Z§:1 X4, mit a; € [0, 0o) und mit paarweise disjunkten Mengen A; € &

so dass U§:1 A; = X und definieren

k k
Ip(f) = Z%’IE(XAj) =Y a;u(A4;NE).

j=1
Schritt C: Ist f messbar und nichtnegativ, so definieren wir
/ fdp :=sup{lg(s) : s ist Stufenfunktion und 0 < s < f}.
E
Die Menge auf der rechten Seite ist nach Satz nicht leer. Man beachte, dass
Il r [ dp den Wert 400 annehmen kann. Ist f selbst eine nichtnegative Stufen-

funktion, so ist [}, f dp = Ig(f). Fiir alle Stufenfunktionen 0 < s < f ist namlich
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Ip(s) < Ip(f)-

Schritt D: Schlieflich sei f : X — R messbar. Nach Satz[[20sind die Funktionen
fi = max (0, f) und f_ := max (0, —f) messbar, es ist f = f. — f_, und die

Integrale
[ redn [ s-du (2.1)
E E

sind wie in Schritt C erklért.
Definition 2.4 Ist eines der Integrale 2.1) endlich, so definieren wir

téfwﬁiéﬁdu—Lijeﬁ- (2.2

Sind beide Integrale in [211) endlich, so heifit f Lebesgue-integrierbar, und wir
schreiben f € LY(p, E) bzw. f € LY(p) falls E = X.

Man beachte, dass wir das Integral von f auch dann definiert haben, wenn f nicht
Lebesgue-integrierbar ist, aber eine der Funktionen f,, f_ diese Eigenschaft hat.
Das ist in vielen Situationen bequem.

Fiir komplexwertige Funktionen f : X — C definieren wir naheliegend:
Die Funktion f heilt Lebesgue-integrierbar, wenn ihr Real- und Imaginérteil in
LY(u, E) liegen. In diesem Fall setzen wir

/Efdu::/ERefd,u—l—z'/EImfdu.

Vereinbarung. Wir beschrinken uns im Weiteren auf reellwertige Funktionen.
Viele der nachstehenden Sdtze lassen sich ohne Miihe auf den Fall komplexwer-
tigen Funktionen tbertragen.

Wir sehen uns einige elementare Eigenschaften des Lebesgue-Integrals an.

Lemma 2.5 (a) Ist f messbar und beschrinkt auf E und pu(E) < oo, so ist
fe L, ).
(b) Seien f, g messbar auf E mit 0 < f < g auf E oder f, g € LY(u, E) mit

f <gauf E. Dann gilt
[ rau< [ gan
E E
(c) Ist f messbar und a, b € R mit a < f <b auf E und ist p(E) < 0o, so ist

a-u(E)S/Efduéb-u(E)-

(d) Ist f € LY, E) und c € R, so ist cf € LY(u, E) und

/chd,u:c/Efd,u.

(e) Ist f messbar und p(E) =0, so ist [, fdp=0.
(f) Ist f € LYu, F) und A € & Teilmenge von E, so ist f € L (u, A).
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Beweis. (a) Sei |f| < M < oo auf E. Dann ist fo < M auf E, und hieraus
folgt sofort [, fudu < Mu(E), denn diese Relation iibertrégt sich offenbar auf
die entsprechenden Stufenfunktionen.

(b) Aus f < g folgt fi < gy und g_ < f_ auf E. Hieraus folgt

/h@ﬁ/%wlm»/wWS/ﬂw
E E E E

(fiir jede Stufenfunktion s mit 0 < s < f, ist ja erst recht 0 < s < g, ) und daher

/EfdMI/Eerdu—/Ef—duﬁ/Eg+du—/Eg_du:[Egdu.

(c) Dies folgt sofort aus (b), wenn wir f mit den Konstanten a, b vergleichen.

(d) Fiir Stufenfunktionen s ist offenbar Ig(cs) = clg(s). Ist nun etwa ¢ > 0 und
f >0, so folgt

/cfd,u = sup{lg(s):0<s<cf} = sup{IE(s):Oglsgf}
E

= sup{cIE(%s> :ngsgf}

= csup{]E(t):OgtSf}:c fdu.

Die iibrigen Félle behandelt man dhnlich.
(e) Fiir jede Stufenfunktion s ist Ip(s) = 0. Alsoist [, f+ dp = 0und [, fdu = 0.
(f) Fiir alle Stufenfunktionen 0 < s < f ist I4(s) < Ig(s) und daher

(Aﬁduzwﬂhﬁ%OSSSﬁ}Sth@%0§s§ﬁ}=éjMW<&%

Fiir f_ argumentiert man analog. [

Satz 2.6 (a) Sei f > 0 messbar auf X. Fir A € & definieren wir

o(A) = / f du. (2.3)

Dann ist ¢ ein Maf auf (X, &).
(b) Ist f € LY (1), so ist die Funktion ¢ o-additiv.

Beweis. Aussage (b) folgt sofort, wenn wir (a) auf die Funktionen fi anwenden
und f = f, — f_ beachten. Wir zeigen (a). Da ¢()) = 0 nach Lemma 23 (e),
miissen wir noch die o-Additivitét zeigen. Sei also A = (J, -, A, mit paarweise
disjunkten messbaren Mengen A,. Zu zeigen ist, dass p(4) = -, ¢(A,).
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Ist f = Xxc eine charakteristische Funktion, so ist [, fdu = (AN C), und
die Behauptung folgt aus der o-Additivitdt von u. Ist f = Z?:l cixc, eine Stu-
fenfunktion mit paarweise disjunkten Mengen C; € &, so ist

k
/AfdMIZCjM(AﬂCj),

und die Behauptung folgt aus der o-Additivitat der einzelnen Summanden. Sei
nun f > 0 messbar. Aus dem bereits Bewiesenen folgt fiir jede Stufenfunktion s
mit 0 < s < f, dass

u/smi E:/nswr<§:/1fm¢ > p(4,

n>1 n>1

Bilden wir links das Supremum iiber alle Stufenfunktionen s mit 0 < s < f, folgt

/fw<zF

n>1

und es verbleibt noch »_ -, p(A,) < p(A) zu zeigen. Fiir p(A) = oo ist dies klar.
Sei also p(A) < 0o und damit auch ¢(A,) < oo fiir alle n. Mit der Definition des
Integrals finden wir fiir jedes € > 0 eine Stufenfunktion s mit 0 < s < f und

/ sdu > fdu—e sowie / sdu > fdu—e.
A1 A1 A2 A2
Folglich ist
p(A; U Ay) > / sdp = / sdu + / sdp > o(Ay) + (Ay) — 2e.
A1UA9 Ay Ao

Da e > 0 beliebig war, folgt p(A; U Ay) > ¢(A1) + ¢(Az). Induktiv erhalten wir

80<O Aj) > antp(Aj) fiir allen > 1.
=1 =1

Wegen (Jj_, A; C A fiihrt dies auf

o0

o4 >,}:H;o%0(U )>g;rglon =3 (4

Damit ist alles gezeigt. n

Folgerung 2.7 Sind A C B messbare Mengen mit (B \ A) = 0 und ist f

Lebesgue-integrierbar, so ist
/f@z/f@-
A B
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Beweis. Die Funktion ¢(FE) := [, fdu ist additiv nach Satz 26 Folglich ist
©(B) = ¢(A) 4+ p(B\ A). Nach Lemma 21 (e) ist aber p(B\ A) = 0. m

Folgerung 2.8 Sei (X, &, p) wollstindig, die Funktionen f, g : X — R seien
fast diberall gleich, und sei f € LY(u, E) fiir E € &. Dann ist auch g € L*(u, F)

und
/fduzfgdu-
E E

Beweis. Die Funktion ¢ ist messbar nach Lemma [[L30l Sei N eine u-Nullmenge
so, dass f(x) = g(x) fiir alle z € X \ N. Dann ist fi = g4 auf X \ N und

/ fodp = fedu (nach Folgerung 2.7))
E\N

— / g dp (nach Voraussetzung)
E\N

— / g dp + / g+ dp  (nach Lemma (€))
E\N NNE

= /g+d,u. [
E

Satz 2.9 Mit f € LY (u, E) ist auch |f| € LY(u, E), und es gilt

/fdu‘</|f\du

Beweis. Sei A:={zx € F: f(z) >0} und B := E \ A. Nach Satz 2.6l (a) ist

Amw=£mw+émw=éﬁw+éﬁ@<m

und somit |f| € L} (u, E). Wegen f < |f| und —f < |f| ist nach Lemma 2.3 (b),

(a)
[Efdus[E\f|du und —[Efdus[E\f|du.

Hieraus folgt die Behauptung. [
Satz 2.10 (a) Ist f messbar, |f| < g und g € LYu, E), so ist auch f €
LYu, E).

(b) Ist (X, &, p) vollstindig, f messbar, |f| < g fast diberall und g € L (u, E),
soist f € LYu, F).

Beweis. (a) Dies folgt sofort aus f, < gund f_ <g.
(b) Sei N eine u-Nullmenge so, dass |f(z)] < g(x) fiir alle z € X \ N, und sei

=y | flx) fallsze X\ N,
f(@) = { g(x) fallsx € N.

Nach Lemma ist f messbar, und es gilt | f| < g iiberall. Nach Teil (a) ist
f € LY, E), und mit Folgerung 2.8 finden wir f € L*(u, E). »
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2.3 Konvergenzsitze

Wir behandeln in diesem Abschnitt die wichtigsten Konvergenzsitze fiir das
Lebesgue-Integral. Diese Sdtze sind unentbehrliche Werkzeuge der Analysis.

Satz 2.11 (Beppo Levi, Satz iiber monotone Konvergenz) Sei (X, &, )
vollstindig, F € &, und (f,)n>1 eine Folge messbarer Funktionen mit

0< fi(z) < falz) <...< oo fir fast allex € X. (2.4)

Dann konvergiert (f,) fast iberall punktweise gegen eine messbare Funktion f,
und [, fodp— [, fdp.

Ohne die Voraussetzung der Vollstandigkeit gilt die Aussage immer noch, wenn
man (2.4)) fiir alle z € X fordert.

Beweis. Sei N eine p-Nullmenge so, dass (2.4) fiir alle 2 € X \ N erfiillt ist.
Fiir jedes € X \ N konvergiert dann die Folge (f,,(x)) gegen einen Wert f(z) €
0, 00]. Wir setzen

f(z) ::{ flx) firze X\ N,

00 fir x € N.

Nach Lemma [L3T ist f messbar. Sei a, := [, fn dp. Nach Lemma (b) und
Folgerung 2.7 ist die Folge () monoton wachsend. Sei

a :=sup{a, :n > 1} = lim a, € [0, c0].
n—oo

Dank der Monotonie des Integrals aus Lemma (b) gilt o, < [, f dp fiir alle
n € N und damit auch a < [}, f dpu.

Wir zeigen noch die umgekehrte Ungleichung o > | & [ dp. Dabei reicht es den
Fall o < oo zu betrachten, denn sonst ist nichts zu beweisen. Seien s eine Stu-
fenfunktion mit 0 < s < f, c € (0,1) und E, :={x € E\ N : f,(x) > cs(x)}
fir n > 1. Dann ist E,, C E,,; fiir alle n (Monotonie der Folge (f,,) aufserhalb
von N) und (s B = E\ N (wegen f,(z) — f(x) und cs(z) < f(x) fiir alle
re X\N).

Mit Satz 2.6] (a) und Lemma 23] (b) erhalten wir aukerdem, dass

/ fadp > fadp > c/ sdy. (2.5)
E En .

Fiir n — oo ergibt sich daher wieder mit Satz (a), 25) und Lemma [[:24] (¢)

a=lim [ f,du>clim sd,u:c/ sd,u:c/sdu.
By E\N E

n—o0 E n—oo

Da ¢ € (0, 1) beliebig war, folgt o > [ g Sdp fir alle Stufenfunktionen s mit
0 < s < f. Dann ist aber o > [, f dp. »
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Satz 2.12 Sind f, g € LY(u, E) und ist f+g erklirt, so ist auch f+g € L' (u, E)

undesgzlt
/(f+g) p /f u+/g u (2.6)

Der Satz gilt auch, wenn f, g nichtnegative messbare Funktionen sind. Dies wird
im ersten Teil des folgenden Beweises gezeigt.

Beweis. Zuerst zeigen wir (2.6) fiir nichtnegative Stufenfunktionen. Ist s =
> ;¢jX e, eine nichtnegative Stufenfunktion (mit nicht notwendig paarweise dis-
junkten Mengen E;), so kann man s schreiben als ), dixp, mit paarweise dis-
junkten Mengen Fj, und mit dj, := Zj:FkgEj ¢;. Damit folgt

/Esdu = Y du(FNE)=>_ > ¢u(FNE)

k j:FyCE,

=Yg > M(FkﬂE):chu(EjﬂE):ch/EXEjd,u.

j k:F,CE;

Da man zwei Stufenfunktionen s, ¢t immer als s = . c;xp, und t = 3, d;jxp,
(also mit gleichen Mengen E;) schreiben kann, folgt hieraus (2.6]) fiir nichtnegative
Stufenfunktionen.

Seien nun f, g nichtnegative messbare Funktionen. Nach Satz gibt es mo-
noton wachsende Folgen (s,) bzw. (¢,) von Stufenfunktionen, die punktweise
gegen [ bzw. g konvergieren. Dann ist (s, + t,) eine monoton wachsende Folge
von Stufenfunktionen, die punktweise gegen f + g konvergiert. Der Satz von der
monotonen Konvergenz liefert

/Esndu—>/Efdu, /Etndu—>/Egd,u, /E(Sn+tn)dﬂ—>/E(f+9)dM-

Aus [ spdp+ [ytadp = [5(sy +t,) dp folgt ([Z0) auch in diesem Fall.

Seien schlieflich f,g € L£L'(u, E). Dann sind nach Satz auch |f| und |g|
integrabel und nach dem schon gezeigten gilt dann dasselbe fiir |f| + |g|. Wegen
|f1+ fo < |f1| + | f2| liefert Satz 210, dass f + g € L' (i, E) ist. Zum Nachweis
von (2.6]) zerlegen wir zunéchst sowohl f 4 ¢ als auch f und ¢ in Positiv- und
Negativteile. Das liefert

fe—f-+9s—9g-=f+g=(+g)+—(f+9)-

bzw.
fotogr+(f+g9)-=f+g++f +g-.

In dieser Gleichung stehen nur noch nichtnegative Funktionen, die addiert werden.
Wir kénnen also auf beiden Seiten der Gleichung iiber F integrieren und dann die
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bereits gezeigte Linearitdt des Integrals fiir nichtnegative messbare Funktionen
benutzen. Damit gilt

[Ef+du+/Eg+du+[E(f+g)—duZ[E(f+g)+du+[Ef—du+[Eg—du-

Schlieflich gelangt man so zu

/E(f+g)du = /E(f+9)+du—/E(f+g)_du

= [ teaus [geau= [ fodu= [ g dn
- /Efdu+/Egdu

und der Beweis ist beendet. m

Wir haben hier nur die schwichere Form von Satz 211 benutzt. Satz 212 gilt
also ohne Vollstandigkeitsvoraussetzung. Fiir Reihen liefert Satz 21Tt

Folgerung 2.13 Sei (X, &, ) vollstindig, f; + X — [0, oo] messbar, und f =
> o1 [j fast dberall. Dann ist f messbar, und fir jedes E € & st

[EfdMZg[Efjdu-

Beweis. Sei g, := > _7_, f;. Die Folge (g,,) ist monoton wachsend und konvergiert
fast iiberall gegen f. Nach Lemma [[L31] ist f messbar, und die Satze 2111 und
2. 12 liefern

fdu 2 lim/gnd,u: lim/ fidu
2.12 . - -
i > [ =Y [ m
7j=1

Jj=1

Unser néchstes Ziel ist der Satz von der majorisierten Konvergenz, das wohl wich-
tigste Werkzeug, um die Vertauschbarkeit von Grenziibergang und Integration zu
zeigen. Vorbereitend iiberlegen wir uns ein Lemma.

Lemma 2.14 (Fatou) Seien f,, : X — [0, co] messbare Funktionen und £ € &.
Dann 1st

n— o0 n—

/liminffnd,ugliminf/ fndp.
E >~ JE
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Beweis. Fiir & > 1 sei g, := inf;>;, f;. Dann ist g, < f; und somit fE grdp <
J5 fr dp. Weiter ist die Folge (gi) monoton wachsend, und sie konvergiert punkt-
weise gegen liminf, . f,. Der Satz tiber montone Konvergenz (schwache Fas-
sung) liefert

/ grdp — | liminf f, du
E

E n—oo

und damit

hmmf/ fedp > hmmf/ grdp > / hmmf fndp. [

Satz 2.15 (Lebesgue, Satz iiber majorisierte Konvergenz) Sei (X, S, 1)
ein vollstandiger Mafsraum, E € &, und (f,) eine Folge messbarer Funktionen
f. : X — R, die fast diberall gegen eine Funktion f konvergieren. Weiter sei g
eine messbare Funktion mit |f,| < g fir alle n fast diberall. Ist g € L' (u, E), so
gehoren auch f und f, zu LY(p, E), und es gilt

/]Efndua[Efdu.

Beweis. Sei N eine Nullmenge so, dass f,,(z) — f(x) fir n — oo und |f,(z)| <

g(x) fiir alle n und alle x € X \ N. Dann ist |f(z)| < g(z) fir alle z € X'\ N, und
nach Satz 210 (b) sind f, f,, € L' (u, E). Weiter ist | f — f,| < 2g auf X\ N. Wir
wenden das Fatousche Lemma auf die Folge der Funktionen (2g — |f — fu|)|x\~
an und erhalten

/2gdu =/ 2gdu=/ liminf(2g — |f, — /1) dy
E E\N E\N ™70
< hminf/ (20— |fs — 1) dp
E\N

n—oo

= / 2gd,u—i—liminf/ —|fu— fldp
E\N n=oo JR\N

= /2gdu—1imsup/|fn—f|du§/2gdu-
Da [, 2gdp = 2 [, gdp < oo ist, erhalten wir lim, o [, |fn — f|dp = 0. Dies

hat
‘/f"d“ /fdﬂ\</|fn Fldu—0

zur Folge (Satz und Satz 2.9)) m

Ohne Vollstéandigkeitsvoraussetzung gilt Satz 2.5 noch, wenn alle ,fast” in seiner
Formulierung gestrichen werden.

Ergéanzend gehen wir noch kurz auf parameterabhingige Integrale ein, fiir die wir
nun wesentlich stérkere Aussagen als frither zeigen kénnen.

30



Satz 2.16 Sei (X, &, u) ein Maffraum und U C R™ offen. Weiter sei f : X X
U — R eine Funktion mit der Eigenschaft, dass fir jedes u € U die Funktion

~

fu: X =R, z— f(z,u)

zu LY, X) gehort. Schlieflich sei g : U — R die Funktion

uHLﬁwzéﬂawww

(a) Sind alle Funktionen f, : U — R, u — f(x, u) stetig in p € U und existiert
eine Funktion h € L*(p, X) mit | f(x, v)| < h(z) fir alle (z, u) € X x U, so ist
g in p stetig.

(b) Sei 1 < j < d. Haben alle Funktionen f, eine stetige partielle Ableitung
D;f,= gij und gibt es eine Funktion h € L' (u, X) mit

|D;fo(w)| < h(x) fir alle (z, u) € X x U,

so existiert auch Djg, diese Funktion ist stetig, und fir alle p € U st

@M@ZL%MWMM)

Beweis. Aussage (a) folgt direkt aus dem Satz tiber majorisierte Konvergenz,
da man Stetigkeit durch konvergente Folgen testen kann. Zu (b): Mit dem Mit-
telwertsatz finden wir fiir jedes ¢ € R mit p + ute; € U fir alle p € [0, 1] ein
6 € [0, 1] so, dass

1S+ tes) = (o, D) = (D)o, b+ 0te)] < i),

Mit dem Satz {iber majorisierte Konvergenz erhalten wir fiir jede Folge (t,) mit
t, — 0 die Beziehung

tn 1) .
i I@Htee) —g)
n—00 tn n—00

[ Loptie) - fen),
X tn

= /XDjf(fv,p) dp. m
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3 Konstruktion des Lebesgue-Mafses

Im ersten Teil dieses Abschnittes werden wir Techniken zur Konstruktion von
Mafsen entwickeln. Die wichtigste Anwendung finden diese Techniken im zweiten
Teil, wo wir ein Maft auf den Borelmengen des R™ konstruieren, das sogenannte
Lebesgue-Mafs.

3.1 AuRere Mafe

In den folgenden Abschnitten B.1]-B3Isei X eine nichtleere Menge und & C B(X)
ein Mengensystem mit () € €.

Definition 3.1 Eine Funktion ¢ : € — [0, oo] heifit ein relativ duferes Maf
iber X, wenn o(0) = 0 und wenn fir alle A, A, € € mit A C >, An gilt

p(A) <) p(Ay).

Ist dariberhinaus € = B(X), so heifit ¢ ein duberes Mak.

Offenbar ist jedes Maf auf einer o-Algebra iiber X auch ein relativ dufseres Maf.
Es ist klar, dass relativ &uftere Mafe monoton und o-subadditiv sind, d.h. A, B €
¢ und A C B impliziert p(A) < ¢(B), und aus A, A, € €und A =, -, 4,
folgt -

Satz 3.2 Sei«: € — [0, o] eine Funktion mit a(() = 0. Fir A C X setzen wir
¢a(A) 1= 00, falls es keine Mengen A, € € mit A C 5, A, gibt. Anderenfalls
set

¢uo(A) = inf {ZQ(AH) tA, € €und AC | An} .
n=1 n>1
Dann gelten folgende Aussagen:
(a) po ist ein dufleres MafS auf X .
(b) Ist ¢ ein (mindestens) auf € definiertes relativ dufSeres Mafs mit p < o, dann
ist o < @, (diese Ungleichungen gelten dort, wo beide Seiten definiert sind).
(¢) Es ist pole = a genau dann, wenn « ein relativ dufieres Mafs ist.

Beweis. (a) Es ist klar, dass ¢, (0) = 0. Sei A C U,>1 A4, fiir gewisse Teilmengen
A, A, C X. Falls p,(A,) = oo fiir ein n, so ist die zu beweisende Ungleichung
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offenbar wahr. Wie kénnen daher annehmen, dass ¢,(A4,) < oo fir alle n > 1.
Sei e > 0. Fiir jedes n > 1 gibt es Mengen B* € ¢ mit

> €
A, C Ukleﬁ und ;a(Bﬁ) < walAn) + on

Dann ist A C U, -, 4n € U, >, U=, BY, und da ¢,, offenbar monoton ist, folgt
hieraus - - -

eald) < ea(JA0) DD aB) <Y (0aldi) + 57) = D ¢alAn) +.
n>1 n=1 k=1 n=1 n=1
Da dies fiir alle € > 0 gilt, folgt die Behauptung.

(b) Sei A C X eine Menge, fiir die ¢(A) definiert ist. Falls ¢, (A) = oo, dann ist
die Behauptung p(A) < ¢, (A) offensichtlich. Sei also A C -, A, mit A, € €.

Dann ist
P(A) <D p(An) <D a(An).

n>1 n>1
Bilden wir rechts das Infimum iiber alle Uberdeckungen |J A, von A, erhalten
wir die Behauptung.

(c) Ist « ein relativ dufseres Mafs, so gilt a < ¢, auf € wegen (b). Da auf € stets
Yo < a gilt, ist p, = a auf €. [

3.2 Messbarkeit nach Carathéodory

Definition 3.3 Sei ¢ ein dufieres MafS auf X. Fine Menge A C X heifit ¢-
messbar oder messbar nach Carathéodory, falls

o(H)=pHNA)+o(HNA) firaleH CX.
Die Menge der p-messbaren Teilmengen von X bezeichnen wir mit 9M,,.

Wegen H = (HNA)U (H N A°) ist stets o(H) < p(H N A) + p(H N A°). Eine
Menge A C X ist also genau dann p-messbar, wenn @(H) > o(HNA)+@(HNA®)
fir alle H C X.

Satz 3.4 (Carathéodory) Ist ¢ ein duferes Maf auf X, dann ist M, eine o-
Algebra und (X, My, plom,) ein vollstindiger Mafraum. Auferdem wird fiir jede
Teilmenge H C X durch py(A) == (AN H) ein Maff auf M, definiert.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass 91, eine o-Algebra ist. Offenbar ist ) € M.,
und es ist ebenso klar, dass eine Menge A genau dann ¢-messbar ist, wenn ihr
Komplement A¢ p-messbar ist. 9, ist also abgeschlossen bzgl. Komplementbil-
dung.
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Wir zeigen weiter, dass 91, abgeschlossen ist bzgl. endlicher Vereinigungen.
Fir A, B € M, und H C X ist

p(H) = o(HNA)+p(HNA
= o(HNANB)+9oHNANB) +o(HNA“NB)+ o(HN AN B°)
> o(HN(AUB))+e(HN(AUB)),

daja AUB = (ANB)U(ANB°)U(A°N B) und ¢ subadditiv ist. Nach obiger
Bemerkung ist AUB € 9. Also ist 91, tatséchlich abgeschlossen bzgl. endlicher
Vereinigungen und wegen AN B = (A°U B°) und A\ B = AN B¢ auch bzgl.
endlicher Durchschnitte sowie bzgl. Differenzen.

Wir zeigen noch, dass 91, auch abgeschlossen ist bzgl. abzahlbarer Vereini-
gungen. Mit der bereits mehrfach benutzten ,Disjunktierungstechnik geniigt es
zu zeigen, dass M, abgeschlossen ist bzgl. abzéhlbarer und paarweise disjunkter
Vereinigungen, d.h. wir haben zu zeigen, dass fiir jede Folge paarweise disjunkter

Mengen A; € 9, gilt U, 4; € M.
Wir bemerken vorab, dass fiir zwei je disjunkte Mengen A, B € M, gilt

e(HN(AUB)) = oHNAUB)NA)+e(HN(AUB)N A
= 9(HNA)+¢(HNB).

Dies impliziert durch Induktion, dass gy (endlich) additiv ist. Damit folgt nun
fiir alle n € N

@(Hﬂ[jf%) Z@(HﬂoAa) IiMHﬂAJ),

woraus schliefslich folgt, dass

Da die Ungleichung < wegen der Subadditivitit stets gilt, folgt die o-Additivitét
von pp. Wegen pix = @lo, ist auch ¢lon, o-additiv. Da 901, abgeschlossen bzgl.
endlicher Vereinigungen ist, gilt weiter

p(H) = ¢ (HHUAg) +o (H\UAg) > p(HNA) +¢ (H\UAj> :
j=1 j=1 j=1 j=1
Grenziibergang n — oo liefert
Z (HNA)) +¢<H\UA>:gp<HﬂUAj>+g0<H\UA]—>.
j=1 j=1 j=1 j=1
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Also ist [J;, 4 € My, und M, ist eine o-Algebra.

Zur Vollsténdigkeit: Sei N € X und N C C fiir ein C' € M, mit ¢(C) = 0. Fiir
jedes H C X ist dann

o(H) < @o(HNN)+@(HNN) <p(N)+@(H) < o(C) +o(H) = o(H).

Wir haben daher iiberall Gleichheit in dieser Ungleichungskette. Insbesondere ist
o(H)=9o(HNN)+ ¢(H NN und somit N € M., m

3.3 Fortsetzung von relativ aufieren Mafsen

Satz 3.5 (Fortsetzungssatz) Das Mengensystem € sei bzgl. der Differenz ab-
geschlossen, und o : € — [0, oo] sei ein relativ duferes MafS und auf € additiv.
Dann ist € C M, und @qle = o, d.h. @, ist die Fortsetzung von .

Beweis. Aus Satz (c) folgt sofort, dass ¢,|e = « ist. Wir zeigen noch die
Inklusion & C 9, und bemerken vorab, dass wegen AN B = A\ (A\ B) das
Mengensystem €& auch abgeschlossen bzgl. Durchschnitten ist.

Sei A € € und H C X beliebig. Falls ¢, (H) = 0o, dann ist sicher

Vo(H) > 0a(HNA)+ oo (H\ A). (3.1)
Sei also . (H) < 0o, und seien A,, € € mit H C | J,, A,,. Wegen

HnAC|JA4,nA) uwnd H\AC|JA,\A)

und mit der Additivitdt von « auf € erhalten wir die Abschitzungen

Pa(HNA)+@a(H\A) < ZSOa(AnmA)+ZQOa(An\A)

= D a(AnA)+> alA,\A) =D a(4,).

n n

Wir bilden auf der rechten Seite das Infimum iiber alle Uberdeckungen von H
und erhalten (3.]) auch in diesem Fall. Es ist also A € 9Mn,,,. m

Satz 3.6 (Eindeutigkeitssatz I) Das Mengensystem € sei bzgl. der Differenz
abgeschlossen, und o : € — [0, oo] sei ein relativ dufieres Mafl und auf € additiv.
Weiter sei 2 eine o-Algebra mit € C A C M, und p ein Maf$ auf A, welches o
fortsetzt. Ist po(X) < 0o, dann ist g |o = . Insbesondere ist p, die eindeutige
Fortsetzung von o zu einem Maf auf M, .

Beweis. Offenbar ist p|¢ ein relativ duferes Mafs, das mit « ibereinstimmt. Aus
Satz (b) folgt daher pu < ¢, auf 2. Da nach Voraussetzung ¢, (X) < oo ist,
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definiert v := p, — v ein Maf auf 2(. Fiir dieses ist v(A) = 0 fiir alle A € €. Dann
ist aber auch v(X) = 0, denn es ist ja X C |J,, A, mit geeigneten Mengen A,, € €
(sonst hétten wir ¢,(X) = oo gesetzt; vgl. die Definition von ¢, in Satz B.2)).
Dann ist aber v(A) = 0 fiir alle A € 2, also stimmen ¢, und g auf 2 tiberein. m

Der obige Eindeutigkeitssatz gilt bereits, wenn X nur o-endlich bzgl. € ist, d.h.
wenn X durch hochstens abzihlbar viele A,, € € mit a(A,) < oo iiberdeckt wird.
Die Beweisidee ist, die A, paarweise disjunkt zu wéhlen und den Eindeutigkeits-
satz fiir jedes A, separat zu benutzen. Im Beweis benotigen wir das folgende
Lemma.

Lemma 3.7 Das Mengensystem € sei bzgl. der Differenz abgeschlossen, und sei
a: € — [0, co] monoton (z.B. ein relativ dufleres Maf). Fir C € € mit a(C) <
oo setzen wir €lc == {ANC : A€ &} und vy := o), und wir betrachten das
aufere Maf o~ auf PB(C). Dann gilt

My, lc €My, und  palpc) = ¢y (3.2)
Ist C e M, dann gilt sogar die Gleichheit M, |c = M,

-
Beweis. Wir bemerken zuerst, dass mit € auch €| abgeschlossen bzgl. \ ist und
dass €|c C €&, da € abgeschlossen bzgl. N ist. Fiir H C C ist p,(H) < ¢, (H),
da links das Infimum iiber eine gréfere Menge gebildet wird. Uberdecken wir
andererseits H durch (J, A, mit A,, € €, so wird H auch durch |J, (A, N C) mit

A, NC € €|c iiberdeckt, und es ist
or(H) <Y (4,00 =3 a(4,nC) <Y a(A

Bilden wir rechts das Infimum iiber alle Uberdeckungen, folgt ¢ (H) < ¢, (H)
und somit ¢~ (H) = p,(H) fiir alle H C C.
Seien nun A € M, und H C C. Dann ist, wie wir soeben gesehen haben,
py(H) = @a(H) = @a(HNA)+ @a(H\ A)
= Pa(HN(ANQO))+pa(H\ (ANC))
= p(HN(ANC)) +¢,(H\ (ANC))
und daher ANC € M. Das zeigt (B.2).

Seien nun schlieklich C' € M, und A € M, (also insbesondere A C C). Fiir
jedes H C X ist dann

a(H) = @a(H\C)+pa(HNC)
= @a(H\C) +%(Hﬂ0)
= @a(H\C)+o,(HNC)NA)+ ¢, (HNC)\ A)
= wa(H\C) +@a((HNC)NA) + @a((HNC)\ A)
> @a(H\ A) +%(Hﬂ A),
also A € M,,,. [



Satz 3.8 (Eindeutigkeitssatz II) Das Mengensystem € sei bzgl. der Differenz
abgeschlossen, und o : € — [0, 00| sei ein relativ dufieres Mafl und auf € additiv.
Weiter sei 2 eine o-Algebra mit € C A C M, und p ein Maf auf A, welches
a fortsetzt. Gilt auferdem X = |, A, mit A, € € und o(A,) < oo, so0 ist
Yalat = p. Insbesondere ist @, die eindeutige Fortsetzung von « zu einem Mafs

auf M, .

Beweis. O.E.d.A. kénnen wir annehmen, dass die A, paarweise disjunkt sind
(andernfalls ersetzen wir Ay, A, As, ... durch Ay, Ay \ Ay, A3\ (A1 U Ay), ...).
Fiir v, := a/(g|,,) gilt nach dem obigen Lemma

g‘nSOWn = m@a‘An und gp’Yn (A) = gOa(A) fur A g An

Wegen €|, € A|a, € M, |4, =M, konnen wir den Eindeutigkeitssatz I auf
1], ) anwenden und erhalten

(AN Ay) = 0y, (AN A,) = pa(ANAy)

und somit

n(A) = ZU(A NA,) = Z Pa(ANAp) = pa(A)

fiir alle A € . m

3.4 Metrische aufsere Mafse®

Sei (X, d) ein metrischer Raum und ¢ ein duferes Mafs auf X. Den Abschluf einer
Menge A C X bezeichnen wir mit A. Der folgende Satz klirt, wann Borelmengen
mefkbar nach Carathéodory sind. Dazu fiihren wir folgenden Begriffe ein: Wir
bezeichnen mit

dist (A, B) := inf d(a, b) bzw. diam(A):= sup d(z, y)

acA,beB z,yeA
den Abstand der Mengen A, B C X bzw. den Durchmesser der Menge A C X.
Definition 3.9 FEin dufieres Maf$ ¢ auf X heifst metrisch, falls
p(AU B) = ¢(A) + ¢(B)
fir alle A, B C X mit dist (A, B) > 0.

Satz 3.10 Sei ¢ ein dufleres Mafs auf X. Dann ist B(X) C M, genau dann,
wenn @ metrisch ist.
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Beweis. Sei zunédchst B(X) C M, und seien A, B C X mit dist (4, B) > 0.
Dann ist AN B = (). Da nach Voraussetzung A € 9, ist, folgt

p(AUB) = o((AUB) N A) + o((AUB) \ A) = ¢(A) + ¢(B),

d.h. ¢ ist metrisch. Sei nun umgekehrt ¢ metrisch. Wir zeigen, dass jede offene
Menge G zu M, gehort. Dazu definieren wir

Gp:={reG:dist(x, X\G) >1/k} und Uy :=Gy\ Gi_1.

Fir alle H C X und m € N ist dann

HNG=(HNG,y)U G (HNUy).

k=m-+1

Wir schreiben der Kiirze halber ay := ¢(H N Uy) und erhalten

o(HNG) < p(HNG,,) Z .

k=m-+1

Falls ), a;, < oo, so folgt sofort

e(HNG) < lim o(HNG,y,) (3.3)

m—r0o0

(man beachte, dass die Mengen G, monoton wachsen und daher der Grenzwert
im eigentlichen oder uneigentlichen Sinn existiert).

Ist dagegen ), a; = oo, dann gilt >, as, = oo oder >, agpy1 = oo. Wir
sehen uns nur den ersten Fall an; der zweite léasst sich analog behandeln. Sei also
> o = 00. Wegen dist (Uay, Usj) > 0 fiir j # k, und da ¢ nach Voraussetzung
metrisch ist, folgt

D an =Y @(HNUsy) = (U(H N ng)> < o(H N Gyy).
k=1

k=1 k=1

Hieraus folgt limy_,o, ¢(H NGoy) = 00, und damit gilt natiirlich ebenfalls wieder
B3). Nun ist fiir jedes m

p(H) = ¢ (HNGR)U(H\G)) =p(HNGR)+e(H\G).
Da (33) in jedem der betrachteten Falle gilt, folgt schlieklich

p(H) = lim o(HNGp) +@(H\G) = p(HNG)+¢p(H\G)

m—r0o0

und damit die Behauptung. [
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3.5 Konstruktion des Lebesgue-Mafses

Fiir Vektoren a, b € R" mit a; < b, fir j =1, ..., n setzen wir wie vorher
[a, b) = [al, bl) X [0,2, bg) X - X [Cl,n, bn)

Die Menge aller halboffenen Intervalle bezeichnen wir mit 9. Fiir jedes Intervall
I = [a, b) definieren wir sein n-dimensionales Volumen durch

vol,, (1) :

I
—~
S

Q
<
~—

Weiter sei € die Menge aller endlichen Vereinigungen von Intervallen aus fR.

Lemma 3.11 (a) () € &, und € ist abgeschlossen bzgl. U, N und \.
(b) Jedes A € €& kann als Vereinigung paarweise disjunkter Intervalle aus R

geschrieben werden. Ist A = U;VZI I; eine solche disjunkte Vereinigung, so ist die
Funktion

a(A) = Z vol, (1)

wohldefiniert und additiv auf €. Fir alle I € R gilt a(I) = vol,,(I).
(¢) a ist ein relativ dufSeres Maf auf €.

Beweis. Man sieht leicht (Bildchen malen!), dass Durchschnitt, Vereinigung und
Differenz zweier Intervalle aus R in € liegen. Hieraus folgt die Behauptung (a),
und auch die erste Aussage von (b) macht man sich leicht an einer Skizze klar:

A
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Als néchstes iiberlegt man sich: Ist I € R eine endliche Vereinigung | ; 1; paar-
weise disjunkter Intervalle aus R, so ist

vol, (I) = Z vol, (). (3.4)

(Falls Sie diese anschauliche Argumentation nicht mogen, finden Sie ausfiihrli-
che Beweise in Bauer, S 26 - 28) Die Wohldefiniertheit erhalten wir dann wie
folgt: Seien A = U = UL, J) zwei Darstellungen von A € € als endliche
Vereinigungen paarwelse dlsjunkter Intervalle aus R, so ist

M M
L=nnA=50(U%) = U0,

k=1 k=1

Wegen (8.4) ist dann

Zvol Z::vol (6 ka) iivoln 1,07y,

k=1 7=1 k=1

Eine analoge Rechnung fiir die zweite Darstellung von A liefert den gleichen
Ausdruck. Auch die Additivitdt von « ist nun leicht zu sehen.

(c) Wie zeigen zuerst, dass a subadditiv ist. Sei A C (Jy_, Ay mit A, 4y € €.
Dann sind I} := Ay, Iy := Ay \ [, I3 := A3\ (I1 U L) u.s.w. paarweise disjunkte
Mengen aus € mit (5, A = U, Tx. Wegen der Additivitit von a ist dann

N

a(A) < a(CJ a) =a(J1) = g:a(]k) < f:a(Ak).
k=1 k=1 k=1

k=1

Sei nun A C J,», Ar eine abzihlbare Uberdeckung von A € € durch Mengen
Ay € €. Jedes A, ist also eine endliche Vereinigung von Intervallen, und wir
kénnen annehmen, dass alle auftretenden Intervalle paarweise disjunkt sind (wir
definieren wie oben die I} und zerlegen diese Mengen in paarweise disjunkte Inter-
valle). Diese nummerieren wir durch und erhalten eine Folge paarweise disjunkter
Intervalle JZ € Rmit A - Uizlji-
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Sei § > 1. Mit J? bezeichnen wir das Intervall, das aus J; durch zentrische
Streckung mit dem Faktor ¢ hervorgeht, wobei der Mittelpunkt von J; als Stre-
ckungszentrum dient. Offenbar ist dann J; C int(J?). Wegen A € € ist A eine
endliche Vereinigung von Intervallen. Somit ist A kompakt, und A wird bereits
durch endlich viele der Intervalle J?, etwa durch J?, ... J%, iiberdeckt. Nach dem
oben Bewiesenen und Dank der Additivitét von « auf &, die im Teil (b) bewiesen
wurde, ist dann

a(A) < a(F)) =6 o)) < 5dia(J,~) < 5dia(Ak).

=1 k=1

Da dies fiir jedes 6 > 1 gilt, folgt

a(A) <Y al4y),

k=1
und « ist ein relativ aufleres Mafs. m

Definition 3.12 Seien € und a wie oben und ¢, das zugehorige duflere Mafs
auf B(R™). Dann heifit X = p, das n-dimensionale dufsere Lebesgue-Mafs. Wir
bezeichnen die o-Algebra M, der X:-messbaren Mengen mit £(R™) und nen-

nen thre Elemente Lebesgue-Mengen oder Lebesgue-messbare Mengen. Das Majs
A = Ay |emny heifit das n-dimensionale Lebesgue-Mak, und (R, £(R"), A,) ist
der Lebesguesche Mafsraum.

Satz 3.13 Mit diesen Definitionen gilt:

(a) A% ist ein metrisches duferes Maf.

(b) Borelmengen sind Lebesque-mefbar, d.h. es ist B(R™) C £(R").

(¢) Der Lebesguesche Mafiraum (R™, £(R™), A,) ist vollstindig.

(d) Fiir alle A € € ist \,(A) = a(A). Insbesondere ist A\, (I) = vol,(I) fir alle
Intervalle I € R.

(e) Ist K C R™ kompakt, so ist \,(K) < 0.

(f) Der Lebesguesche Mafraum (R™, £(R™), \,) ist o-endlich. Es ist sogar R"
eine abzdahlbare Vereinigung kompakter Mengen.

(9) Fir a <b (komponentenweise) ist \,([a, b)) = A\.([a, b]) = \((a, b)).

(h) Ist A eine o-Algebra mit € C A C L£(R™) und ist p ein Maff auf A mit
tle = a, so ist A\ply = p.

Es gibt also genau ein Maf auf B(R"), das allen Intervallen ihr (gewohnliches)
n-dimensionales Volumen zuordnet.

Beweis. Aussage (a) zeigen wir separat am Ende dieses Abschnittes.
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(b) Dies folgt aus Aussage (a) und Satz BI0F kann aber auch leicht ohne Be-
nutzung von (a) eingesehen werden: Wegen des Fortsetzungssatzes gilt € C
£(R™). Da aber R C € und da R die Borel-o-Algebra B(R™) erzeugt, folgt

B(R") = o(R) € o(€) C o(£(R")) = £(R").

(c) Dies ergibt sich unmittelbar aus unserer Konstruktion: der Satz von Cara-
théodory (Satz[B.4) liefert vollstdndige Mafraume.

(d) X setzt a (wegen Satz [3.0) und vol,, (wegen Lemma BIT]) fort.

(e) Kompakte Mengen sind beschrénkt. Fiir jedes kompakte K gibt es daher ein
Intervall / € R mit K C I. Dann ist aber

M(K) < A\ (I) = vol, (1) < 0.

(f) Offenbar ist R™ die Vereinigung iiber k£ € N der abgeschlossenen (also kom-
pakten) Kugeln um 0 vom Radius k.

(9) Wir bezeichnen mit 1 den Vektor (1, 1, ..., 1) € R". Fiir a < b ist dann

(a,0) = Jla+%71,0) and [a,b] = ([a, b+ k1),

k>1 k>1

und die Behauptung folgt aus Lemma [[.24] (¢), (d), angewandt auf das Lebesgue-
Mafs A,,.

(h) Das ist die Aussage des Eindeutigkeitssatzes (beachte, dass der Lebesgue-
sche Mafraum nach (f) o-endlich ist). m

Fihrt man diese Konstruktion mit

N

QSQ = {U[ak, bk) sag, by € @d, N e N} und Qg = OZ‘@Q
k=1

statt mit € und « durch, gelangt man zum gleichen Mafraum (R", £(R™), ;).

Satz 3.14 Das duflere Lebesque-Mapf ist translationsinvariant, d.h. fir jedes A C
R"™ und jedes a € R™ st
Ai(a+A) =N (A).

Da ferner gilt
Ae LR") = a+Ae LR") sowie AeBR") <a+ AeBR"), (3.5)

sind auch das Lebesgue-Maf$ A, auf £(R™) sowie seine Einschrinkung auf B (R™)
translationsinvariant.
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Beweis. Offenbar ist vol, translationsinvariant. Somit hat auch A} diese Eigen-
schaft, und es folgt die erste Aussage in (3.0).

Fir a € R” sei f, : R* — R" die Abbildung x +— x — a. Da f, stetig ist, ist
fiir jede offene Menge G C R™ ihr Urbild f;'(G) = a + G offen. Die Menge

A:={ACR": f71(A) € BR")}

ist eine o-Algebra, und sie enthélt alle offenen Mengen. Somit ist B(R™) C A,
woraus die zweite Aussage in (3.5]) folgt. m

Satz 3.15 Das Lebesque-MafS N\, ist das einzige translationsinvariante Mafs auf
B(R™) mit A([0, 1)") = 1. Eine analoge Aussage gilt fir £(R™).

Beweis. Dass \; die angegebenen Eigenschaften hat, folgt aus Lemma B.11] und
Satz [3.14l Sei nun umgekehrt p ein translationsinvariantes Mafs, das mindestens
auf R definiert und durch ([0, 1)") = 1 normiert ist. Seien a, b € Q¢ mit a < b.
Aus der Translationsinvarianz folgt

plla, b)) = ([0, b—a) + a) = ([0, b — a)).

Da b —a € Q", kénnen wir b — a schreiben als (71, ..., ™) mit m, m; € Z und
m > 0. Somit ist [0, b—a) eine disjunkte Vereinigung von my -...-m, Intervallen,
die durch Translation aus [0, %)" hervorgehen. Aus der Translationsinvarianz und
der Additivitét folgt

w([0,b—a)) =myq ... -my,p([0, 1/m)").

Wir bestimmen (|0, %)”) Da [0, 1)™ darstellbar ist als disjunkte Vereinigung
von m™ Intervallen, die durch Translation aus |0, %)" hervorgehen, ist

1= ([0, 1)) = m([0, 1/m)"), also ([0, 1/m)") = m™".
Damit wird

plla, b)) = p((0, b —a)) =

M-\ (0, b— a)) = A(la, D).

mn

Es ist also u = vol, = A, auf der Menge der Intervalle mit rationalen Endpunk-
ten. Dann stimmen diese Funktionen auch auf der Menge &g iiberein (vgl. die

Anmerkung nach Satz B.I3]). Satz (h) liefert schlieklich A, = p auf B(R")
und auf £(R"). m

Folgerung 3.16 Ist £ € B(R") und t > 0, so ist auch tE € B(R"), und es gilt

A(tE) = "\, (E).
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Beweis. Man iiberpriift leicht, dass tB(R") = {tB : B € B(R")} eine o-Algebra
tiber R™ ist, die alle offenen Mengen enthélt. Folglich ist B(R") in ¢B(R") ent-
halten. Eine Wiederholung dieser Uberlegung liefert

B(R") C #B(R") C —tiB(]R”) — B(R").
Insbesondere ist also tE € B(R") fir £ € B(R"). Wir definieren
1
u(E) = m M (tE).

Man bestétigt leicht, dass p ein Maft auf B(R™) ist und dass
1 1 n n
i) = :—th-—mj Hb —a;) = M(J)

fiir jedes Intervall J = [a, b) ist. Mit Satz folgt p = A auf ganz B(R"). =

Beweis von Satz (a)°. Seien A, B C R™ mit dist (A, B) =: 6 > 0. Wir
mochten zeigen, dass X\ (AU B) > A5 (A) + A5 (B). Fir Af (AU B) = oo gilt dies
offenbar. Sei also A} (AU B) < oo

Sei ¢ > 0 vorgegeben. Dann (vgl. Satz B2]) gibt es Intervalle J, € R mit
AUB CY, Jy und

Xy(AUB) > vol,(Ji) — e (3.6)

Da jedes Intervall J; geschrieben werden kann als endliche Vereinigung von Inter-
vallen vom Durchmesser < 0/3 und da wir Intervalle J; mit J, N (AU B) =0 in
([B.6) einfach weglassen konnen, nehmen wir in weiteren an, dass fiir die Intervalle

Jk in (BED gllt
diam (J;) <6/3 und J,N(AUB) # 0.

Hieraus folgt, dass jedes dieser Intervalle J;, entweder mit A oder mit B einen
Punkt gemeinsam hat: Sind 7, J Intervalle mit diam (/) < §/3, diam (J) < §/3
sowie mit a € IN A und b € JN B, so ist fiir alle z € I und alle y € J

0<d<l|a—b<l|a—z[+|z—y|l+|y—0

also

o —yl > la—b| —|a—a| — |y — bl > 6—35/3—35/3=05/3.

Somit ist dist (I, J) > §/3 und insbesondere I N J = 0.
Wir erhalten daher aus (3.6])

N(AUB) > > vol () + Y volu(Ji) — e

Ji: JeNAFD Jg: JLNB#D
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Da die Intervalle J;, mit JyNA # () die Menge A tiberdecken und die mit J,NB # ()
die Menge B iiberdecken, folgt mit der Definition von X (vgl. wieder Satz B.2),

dass
M(AUB) > N (A)+ N (B) —e.

Da dies fiir jedes € > 0 gilt, folgt die Behauptung. [

3.6 Regularitat

Der folgende Satz zeigt insbesondere, dass das Lebesgue-Mafs A, auf B(R") ein
reguldres Borelmaf ist.

Satz 3.17 Sei A € £(R™) und € > 0. Dann gibt es eine abgeschlossene Menge
F C R"™ und eine offene Menge G C R™ mit

FCACG and M(G\F)<e.
Dabei kann F als abzihlbare Vereinigung kompakter Mengen gewdhlt werden.

Beweis. Sei zunéchst A beschrénkt und somit A, (A) < co. Fiir jedes € > 0 gibt
es eine abzihlbare Uberdeckung A C Uy, Jx durch Intervalle J;, € 9 mit

> ol (i) < An(A) + /4.

Fiir 0 > 0 sei J{ das Intervall, das aus Jj, durch Streckung mit dem Faktor 1+ §
und mit dem Mittelpunkt des Intervalls als Streckungszentrum hervorgeht. Dann
ist

S X)) = 140" Y A Je) < (14 0)"(Aa(A) +2/4) < A(A) +2/2,
k k

falls § nur klein genug ist. Fiir ein solches  sei G := J,, int JJ. Dann ist G offen,
A C G, und wegen der Subadditivitat ist

A(G) <D A JR) < An(A) + /2.

Weiter: da A beschrankt ist, gibt es eine abgeschlossene Kugel B mit A C B.
Wie wir oben gesehen haben, gibt es dann eine offene Menge G’ so, dass

B\ACG" und M, (G") <A\, (B\A)+¢e/2.
Dann ist die Menge F' := B\ G’ kompakt, F' C A, und

M(F) = A(B\G) > M(B) = M(G) > M(B) — M(B) + M(A) — /2
— A(A) — /2.
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Wegen
M(G\F) =X N(G\A)+ N\, (A\F) <e

haben wir die gewiinschten Mengen gefunden.

Sei nun A unbeschrankt. Wir bezeichnen mit B; die abgeschlossene Kugel um 0
mit Radius j und definieren

A :=ANB; und Aj:=AN(B;\ B;_y) firj>2.

Die Mengen A; sind beschrénkt und paarweise disjunkt, und es ist A = |J ; A;.
Sei € > 0. Nach dem oben Bewiesenen gibt es kompakte Mengen F; und offene
Mengen G; mit F; C A; C G und M\y(G; \ Fy) < e/27. Wir setzen

G::UGj und F:UFJ
J J

Dann ist G offen (klar) und F abgeschlossen (jede kompakte Menge schneidet
nur endlich viele der F}), und es ist

M(G\F) <D M(G\F) <D e/Y =«

j>1 j>1
daja G\ F C (G \ Fy). o

Satz 3.18 (a) Der Lebesquesche Mafraum (R™, £(R™), A,) ist die Vervollstin-
digung von (R™, B(R™), \,).
(b) Fiir jedes A € £(R™) gibt es eine F,-Menge F und eine Gs-Menge G mit

FCACG wund MN(F)=M(A) =\.(G).
(¢) Fiir jedes A € £(R") ist

M(A) = inf{\,(G) : G offen, A C G}
= sup{\.(K) : K kompakt, K C A}.

Beweis. Wir beginnen mit Aussage (b). Nach Satz BI7l gibt es fiir jedes k € N
offene Mengen G und abgeschlossene Mengen Fj, mit

Fr CFoy1 CACGr CGp und A\ (Gy \ Fy) < 1/E.

Die Mengen G := (] G und F' := |J F}, haben die gewiinschten Eigenschaften.
Aussage (a) folgt hieraus leicht: Es ist ja F' eine Borelmenge und A \ F' eine
Menge vom Mafk 0. Also liegt jede Menge A € £(R™) in der Vervollstdndigung
von (R™, B(R"), A,). Schlieflich folgt (¢) unmittelbar aus Satz B.IT ]
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Satz 3.19 FEine Menge A C R" ist genau dann Lebesque-messbar, wenn sie als
A= FUN mit einer Lebesqueschen Nullmenge N und einer abzdhlbaren Verei-
nigung kompakter Mengen F' geschrieben werden kann.

Beweis. Haben F' und N die angegebenen Eigenschaften, dann ist F' € B(R™)
und N € £(R"), also A= FUN € £(R").

Sei umgekehrt A € £(R™). Wir schreiben A als abzdhlbare Vereinigung A =
U, A beschrénkter Mengen A, € £(R") (z.B. kann Aj als Schnitt von A mit
einer Kugel um 0 vom Radius & gewéhlt werden). Dann ist A, (A;) < oo, und
nach Satz BI8 (b) gibt es F,-Mengen Fj mit F}, C Ay und A, (Fy) = \.(Ag).
Die Fj, sind also abzdhlbare Vereinigungen abgeschlossener Mengen, die wegen
der Beschrénktheit sogar kompakt sind. Dann ist aber auch F' := [J, F}; eine
abzéhlbare Vereinigung kompakter Mengen.

Die Mengen Ny := Ay \ F) haben wegen A\, (Fy) = A\,(Ax) das Lebesgue-Mafs
0. Dann ist aber auch N := | Nj eine Lebesguesche Nullmenge. Aus

A:LkJAk :L}J(FkuNk) = (LkJFk> U (L}JN,C) —FUN

folgt die Behauptung. [

Der folgende Satz stellt eine enge Beziehung her zwischen Borel-Messbarkeit und
Stetigkeit.

Satz 3.20 (Luzin) Die Funktion f : R" — R sei (£(R"), B(R))-messbar, und
H C R" habe ein endliches Lebesgue-Mafs. Dann gibt es fir jedes € > 0 eine
abgeschlossene Menge FF C H mat

M(H\F)<e und f:F — Rist stetig.

Beweis.® Wir behandeln zunéchst den Fall, dass f eine Stufenfunktion ist; sei

also
k
.f = Z anAj
j=1

mit paarweise disjunkten Mengen A; € £(R") so, dass U?:l A; = R". Fiir jedes
e > 0 finden wir mit Satz B.I§ (c) abgeschlossene Mengen F; mit F; C A; N H
und A\, ((A; N H) \ Fj) < e/k. Dann ist I := U?:1 F; abgeschlossen,

MENF) = M (U nm) \F) = (U nmm)

= D M4 NH)\E) <&,

und f ist stetig auf /', da f auf jeder der paarweise disjunkten Mengen F}; konstant
ist.
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Sei nun f eine beschrinkte (£(R"), B(R))-messbare Funktion. Nach Satz
kann f gleichméfig durch eine Folge von Stufenfunktionen f; approximiert wer-
den (in Satz ist f > 0; durch Addition einer geeigneten Konstanten kénnen
wir den allgemeinen Fall darauf zurtickfiithren).

Wir wenden das bereits Bewiesene auf jede der Funktionen f; an. Genauer:
zu gegebenem € > 0 sei F} C H eine abgeschlossene Menge so, dass f; : F1 — R
stetig und A\, (H \ F1) < €/2 ist. Ist F} bereits definiert, so sei Fjy1 C F) eine
abgeschlossene Menge so, dass fry1 @ Fri1 — R stetig und A\, (Fi \ Fre1) <
g/28 1 ist. Die Menge F := (), F}, ist dann ebenfalls abgeschlossen, und es ist
M(H \ F) < e. Aulserdem ist jede der Funktionen f; auf F' stetig. Da die fj auf
F' gleichméfig gegen f konvergieren, ist auch f : F' — R stetig.

Schlieklich sei noch f eine beliebige (£(R™), B(R))-messbare Funktion. Die
Mengen Hj, := {z € X : |f(x)| < k} bilden eine wachsende Folge mit | J, H, = H.
Nach Lemma [[.24] (¢) ist dann A, (Hy) — A\, (H), und da A, (H) endlich ist, folgt
A (H\ Hy) — 0. Zu gegebenem ¢ > 0 gibt es somit ein Hy mit A\, (H \ Hy) < /2.
Auf Hy ist f beschrankt. Nach oben Bewiesenem gibt es daher eine abgeschlossene
Menge F' C Hy mit A\,(Hy \ F) < £/2 und so, dass f : F' — R stetig ist. Wegen
M (H \ F) < ¢ ist dies die gesuchte Menge. m

3.7 Nicht Lebesgue-messbare Mengen®

Die Vitali-Menge aus Abschnitt [l ist nicht Lebesgue-messbar; es gibt also nicht
Lebesgue-messbare Mengen. In diesem Zusammenhang ist der folgende Satz be-
merkenswert.

Satz 3.21 Sei H C R". Dann ist B(H) C £(R") genau dann, wenn \,(H) = 0.

Beweis. Sei A\,(H) = 0. Dann sind die Teilmengen von H A,-Nullmengen. Da
der Lebesguesche Mafsraum vollsténdig ist, ist jede A,-Nullmenge auch Lebesgue-
messbar.

Wir zeigen die umgekehrte Implikation. Dazu definieren wir auf R” eine Aqui-
valenzrelation durch x ~ y genau dann, wenn = —y € Q™. Sei A eine Menge, die
aus jeder Aquivalenzklasse genau ein Element enthélt (Auswahlaxiom!). Dann ist

R'= | J(A+p) wd H=|J(Hn(A+p).

peQ™ peQm

Fiir ein festes p € Q™ sei K € H N (A + p) eine kompakte Menge. Diese ist
beschrankt, also in einer Kugel Br um 0 vom Radius R > 0 enthalten, und
wegen K C A+ p sind die Mengen K + ¢ mit ¢ € Q" paarweise disjunkt. Daher
ist

MBra)za( U Krg)= Y ME+d= 3 MK,

qeQn, |q|<1 qeQn, |q|<1 qeQn, Jq|<1
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Da \,(Bgs1) endlich ist (spdter rechnen wir dieses Volumen auch aus), folgt
A (K) = 0. Nach SatzBI8 (¢) ist dann A\,,(HN(A+p)) = 0 und somit A, (H) = 0.

Man kann explizite Beispiele dafiir angeben, dass nicht alle Lebesgue-messbaren
Mengen Borelsch sind.

3.8 Lebesgue- und Riemann-Integral

Wir vergleichen in diesem Abschnitt das Riemann-Integral {iber Intervallen in
R mit dem Lebesgue-Integral. Dabei legen wir den wvervollstindigten Mafsraum
(R™, £(R™), A,) zu Grunde, betrachten also messbare Funktionen

f: (R £R"), \,) — (R, B(R)).

Die Resultate hdngen davon ab, ob die Intervalle beschrankt oder unbeschrénkt
sind. Statt A\; schreiben wir im weiteren kurz \.

Satz 3.22 Sei [a, b] C R ein beschrinktes Intervall. Dann ist jede auf |a, b]
Riemann-integrierbare Funktion f auch Lebesgue-integrierbar, und es ist

b
d)\ = dx.
i / f()

Beweis. Ist f auf [a, ] Riemann-integrierbar, so gibt es fiir jedes n > 1 Trep-
penfunktionen ¢, < f <), mit f;(@bn(x) — ¢n(x))dr < 1/n (Ana II, Folgerung
8.9). O.E.d.A. kénnen wir die Folgen (¢,,) bzw. (¢,,) als monoton wachsend bzw.
fallend voraussetzen (andernfalls ersetzen wir ¢, durch max (¢4, ..., @,) und 1,
durch min (¢4, ..., ¥,)). Nach den Integraldefinitionen stimmen Riemann- und
Lebesgue-Integral fiir Treppenfunktionen iiberein. Es ist also auch

/[ b] (¥ — on) dA < 1/n. (3.7)

Die monotonen Funktionenfolgen (¢,) und (1,,) konvergieren punktweise auf
la, b] gegen messbare Funktionen ¢ und ¢ mit ¢ < f < 9. Aus ¢; < @, <
¥, < 1y und der Lebesgue-Integrierbarkeit von ¢; und v; folgt mit dem Satz
iiber die majorisierte Konvergenz, dass ¢, ¢ € L*(), [a, b]) und dass

/ O dXA — pd\ sowie Up dXN — P dA.
[a,b] la,b] [a, b] [a, b]

Der gleiche Satz liefert mit (8.7), dass f[a 0 (¢ — ) d\ = 0. Aus der Ubung wissen
wir, dass dann ¢ = 1 fast tiberall, und wegen ¢ < f < ¢ ist auch ¢ = f fast
iiberall. Folglich ist auch f € £!(, [a, b]), und
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b b
fd\= / pd\ = lim ©p dA = lim on(x) de = / f(z)dz. m
(a,b] la,b] a a

n—oo [a7 b} n— oo

In diesem Zusammenhang erinnern wir an das Lebesquesche Integrabilititskrite-
rium (Ana II, Abschnitt 8.4).

Satz 3.23 FEine beschrinkte Funktion f : [a, b] — R ist genau dann Riemann-
integrierbar, wenn ihre Unstetigkeitsstellen eine A-Nullmenge bilden.

Die Klasse der Lebesgue-integrierbaren Funktionen ist aber wesentlich grofier als
die der Riemann-integrierbaren Funktionen. Ein einfaches Beispiel ist die cha-
rakteristische Funktion yg der Menge der rationalen Zahlen, die nicht Riemann-
aber Lebesgue-integrierbar ist (beachte: Mengen, die nur aus einem Punkt beste-
hen, sind Borelmengen vom Mafs 0, und Q ist eine abzéhlbare Vereinigung solcher
Mengen). Es folgt ein Beispiel einer Lebesgue-integrierbaren Funktion, die sich
im Gegensatz zu xq nicht einmal durch Abdndern auf einer Nullmenge zu einer
Riemann-integrierbaren Funktion machen lasst.

Beispiel. Die Menge @ := QN (0, 1) ist abzdhlbar; wir schreiben sie als @ = {¢, :
n > 1}. Fiir vorgegebenes € > 0 und jedes n sei U,, C (0, 1) ein offenes Intervall
einer Lange < ¢/2", das ¢, enthélt. Dann ist

o0

QcU:=JU,C(0,1) und A(U)giA(Un):Zaz—":a
n=1 n=1

n>1

Seien f := xy und f,, := xv,u..uv,- Die Funktionen f, sind Riemann-integrierbar,
es gilt

1
fndX\ = / fo(x)dx <e,
[0,1] 0

und die Folge (f,,) ist monoton wachsend und konvergiert punktweise gegen f.
Nach dem Satz iiber monotone Konvergenz ist f Lebesgue-integrierbar, und es
ist
fdx<e.
[0,1]
Zeigen Sie als Ubung, dass f die behauptete Eigenschaft hat. [

Bei uneigentlichen Riemann-Integralen, die nicht absolut konvergieren, ist die
Situation subtiler. Da die Lebesgue-Integrabilitit die absolute Konvergenz des
Integrals voraussetzt, konnen uneigentliche Riemann-Integrale existieren, die man
nicht als Lebesgue-Integrale interpretieren kann. Bevor wir ein Beispiel geben,
fassen wir diesen Zusammenhang praziser. Dazu benotigen wir folgenden Satz.

Satz 3.24 (Ausschopfungssatz) Sei (X, S, u) ein Mafraum, und sei (M,)
eine wachsende Folge messbarer Teilmengen von X, M := Un21 M, und f: M —
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R. Dann ist f genau dann in L*(p, M), wenn f € LY(u, M,) fir jedes n und
wenn die Folge der Integrale an |f|dp (gegen eine endliche Zahl) konvergiert.

Ist dies der Fall, so ist
/ fdp = lim fdpu.
M n—oo M,

Beweis. Aus f € LY(u, M) folgt |f| € L£'(u, M) (Satz Z9) und damit |f] €
L'(p, My), und es gilt [, [fldp < [, [f|dp.

Der interessante Teil des Beweises betrifft die Umkehrung dieser Aussage.
Zunéchst konvergiert die monoton wachsende Folge (xas,|f|) punktweise gegen
x| f|, so dass xarlf| € LY (i, M) nach dem Satz iiber die monotone Konvergenz.
Weiter ist |xar, f| < xal|f|, und die Funktionen xyy, f konvergieren punktweise
gegen X f, so dass wir mit dem Satz iiber die majorisierte Konvergenz f &

LY, M) sowie

i [ fd= i [ o gdu= [ usdu= [ fan
n—00 . n—oo [y X M

erhalten. m

Folgerung 3.25 Seien a < b € R. Ist f : (a, b) — R Riemann-integrierbar
auf jedem kompakten Teilintervall von (a, b), so ist f genau dann Lebesgue-

integrierbar, wenn das uneigentliche Riemann-Integral fab |f(x)| dz konvergiert.

Beweis. Wir wihlen eine monoton fallende Folge (z,,) mit ¢ < 2, < b und
x, — a und eine monoton wachsende Folge (y,,) mit =, < y, < b und y,, — b,
und wir setzen M, := [z,, y,]. Dann ist M = {J,-, M, = (a, b). Nach dem
Ausschopfungssatz ist f genau dann Lebesgue-integrierbar, wenn der Grenzwert

Yn
lim |fldX = lim/ |f(x)| dz
Mn n—o0 Tn

n—o0

endlich ist. m

Beispiel. Auf [1, co) sei f(z) = 22 Wir wissen aus Ana II, Abschnitt 8.10.1,
dass das uneigentliche Riemann-Integral floo % dx konvergiert. Dieses Integral

konvergiert aber nicht absolut, denn fir x € [kr, (k+1)7] ist |f(z)| > (fjflﬂr
folglich

und

(k+1)m 1 km+4m
de > ——M— i d
/kﬂ |f(x)|dz > 0T D /k7r | sin z| dx
1 2

~ | snedr = —2 .
(k+1)7r/08mxx (k+ )7

Wegen der Divergenz der harmonischen Reihe konvergiert [ | f(z)| dx nicht, und
nach Folgerung B.25 ist f nicht Lebesgue-integrierbar auf [1, oo). n
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Beispiel. Wir betrachten eine Funktionenfolge, auf die sich der Satz von der
majorisierten Konvergenz nicht anwenden lasst (,der gleitende Buckel®). Dazu
sei (X, &, i) = (R, B(R), A) und f,, := Xjnnty fiir n € N. Die Funktionen f,
konvergieren punktweise gegen f = 0, aber

0:/fd)\:/ lim f,d\# lim [ f,d\=1. n

02



4 Satz von Fubini und Transformationsformel

Nachdem wir uns in den ersten Kapiteln mit recht abstrakten Konstruktionen
beschéftigt haben, wenden wir uns nun der Berechnung konkreter Lebesgue—
Integrale zu. Mit dem Satz von Fubini lernen wir ein Werkzeug kennen, das es
erlaubt, Integrale tiber R™ auf Integrale iiber R zuriickzufithren. Dann sehen wir
uns das mehrdimensionale Analogon der Substitutionsregel — die Transformati-
onsformel — an. In der Praxis ist die Transformationsformel oft nicht unmittelbar
benutzbar, da die Transformationen Singularitdten aufweisen konnen (z.B. bei Po-
larkoordinaten). Andererseits liegen diese Singularitéiten oft in Nullmengen und
beeinflussen daher das Ergebnis einer Integration nicht. Wir diskutieren daher im
dritten Abschnitt Methoden zum Nachweis, dass eine Menge eine Nullmenge ist.
Schlieflich ist der vierte Abschnitt einigen konkreten Beispielen gewidmet.

4.1 Das Prinzip von Cavalieri und der Satz von Fubini

Der Satz von Fubini, dessen einfachste Versionen wir schon in der Analysis 11
kennen gelernt haben, ldsst sich allgemein fiir sogenannte ProduktmajSe formu-
lieren und beweisen. Wir beschrinken uns auf den einfacheren Kontext von Bo-
relmengen. Messbarkeit einer Funktion f : R — R bedeutet daher in diesem

Abschnitt stets Messbarkeit beziiglich der o-Algebren B(R"™™) bzw. B(R).

Wir zeigen den Satz von Fubini als eine Folgerung des Prinzips von Cava-
lieri. Dieses besagt, dass man das Volumen einer messbaren Teilmenge M des
R™ berechnen kann, indem man (anschaulich gesprochen) M in unendlich diin-
ne Schichten niedrigerer Dimension zerschneidet und die Volumina der Schichten
aufintegriert (,Salami-Taktik®).

Satz 4.1 (Prinzip von Cavalieri) Fir jede Borelmenge M C R™ x R™ gilt:

(a) Fir jedes y € R™ ist
M, :={zeR": (z,y) € M} (4.1)
eine Borelmenge von R™.

(b) Die Funktion hyr : R™ — [0, oo, har(y) := A\ (M,) ist messbar.
(¢) Das Lebesgue-Mafl von M kann wie folgt berechnet werden:

M) = [ (08 A (o) (42)

m

Beweis. (a) Da die Inklusionsabbildung j, : R” — R" xR™, j,(x) := (x,y) stetig
und somit messbar ist, ist M, = (j,) (M) messbar als Urbild einer messbaren
Menge.

(b) Mit My, := M N[k, k)**™ C R*™ gilt M = |J, .y M. Damit folgt

() = M(My) = lim Au(My,) = T hag,(5).
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Konnen wir zeigen, dass jede der Funktionen h,;, messbar ist, so ist nach Satz
1.22] auch hj; messbar. Wir diirfen daher o.E.d.A. annehmen, dass

M C [k, k)" =:Q fiir ein k € N.
Wenn wir zeigen konnen, dass das Mengensystem
D:={N € B(Q) = B(R""™)|g : hy ist messbar}.

gleich B(Q) ist, so ist M € D und somit gilt die Behauptung.

Da B(R"*™) nach Lemma von der Menge R aller halboffenen Intervalle
in R"*™ erzeugt wird, wird B(Q) = B(R"™ x R™)|g nach Folgerung [L8 von F :=
{QNA: A€ R} erzeugt, was die Menge aller in @) enthaltenen halboffenen
Intervalle ist. Um D = B((Q) nachzuweisen, ist also nur zu zeigen: D ist eine

o-Algebra auf QQ mit F C D.

Wir zeigen F C D: Jedes halboffene Intervall I C (@) ist von der Gestalt [ = Ax B
fiir gewisse halboffene Intervalle A C R™ und B € R™. Dann ist I, = A falls
y € B, I, =0 falls y € R™\ B und somit

hi(y) = A(A) - xp(y) fiiry € R™. (4.3)

Folglich ist A; : R™ — R messbar und somit I € D.

Wir zeigen nun, dass D eine o-Algebra auf () ist. Da F offensichtlich N-stabil ist,
brauchen wir wegen Satz [L.I2] nur zu zeigen, dass D ein Dynkin-System ist.

Figenschaft (a) eines Dynkin-Systems: Es ist hy = 0 messbar, somit () € D.

Figenschaft (b) eines Dynkin-Systems: Ist A € D, so ist hy : R™ — R messbar.
Firy e R™ gilt (Q\ A), = Q, \ 4,, wobei Q, = [k, k)" falls y € [k, k)™ und
@, = 0 sonst. Folglich ist

ha(y) = M@y \ Ay) = A(@y) = AnlAy) = 2B)" Xk, i (y) = haly).

Also ist hg\a = (2k)" X1k, kym — ha messbar und damit Q \ A € D.
FEigenschaft (¢) eines Dynkin-Systems: Ist (A;);>; eine Folge paarweise disjunkter
Mengen A; € D und A := [J;5, A;, so sind fiir jedes y € R™ die Mengen (4;),
paarweise disjunkt, und es ist A, = J,>,(4;),. Daher ist

haly) = Ma(A) =D Aa((4)),) = D ha, (y): (4.4)

j=1 j=1

Nach Satz ist h4 messbar und somit A € D.
(¢) Als Konsequenz von (b) definiert die rechte Seite von (£2) eine Funktion

p: BR™™) — [0, o], u(M):= /m hoas dA, = /m A (My) dA ().
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Diese Funktion ist ein Maf. Wegen hy = 0 ist namlich p(0) = 0. Weiter: ist
(A;);>1 eine Folge paarweise disjunkter Mengen A; € B(R"™™) und A := {5, 4;,
so erhilt man wie in (4, dass ha = > 77 ha, und somit

w(A) = / > ha,dA, = Z/ ha, dXy =Y p(A;).
™= j=1 7 R™ j=1

Wir zeigen noch, dass p mit dem Lebesgue-Mafs zusammenfallt. Fiir jedes halb-
offene Intervall I = A x B mit A = [a, b) C R" und B = [«, ) C R™ erhalten

wir mit ([A3]):

i) = [ A0 D) = 2B

= ] —a) []8 — @) = Ansm(D).

i=1 j=1
Die Eindeutigkeitsaussage in Satz [3.13] liefert p = A,4- [

Mit dem Prinzip von Cavalieri kénnen wir iiberpriifen, ob unsere naive Vorstel-
lung aus der Analysis I gerechtfertigt ist, dass das Integral einer nichtnegativen
Funktion die Fldche unter dem Funktionsgraphen beschreibt.

Folgerung 4.2 Fiir jede messbare Funktion f : R™ — [0, 00| ist die Menge
M ={(z,t) ER"xR=R"™:0<t< f(z)}
messbar und hat das Maf

Ar (MF) = / fd,.

n

Beweis. Die Projektionen m : R* x R — R", (2,t) — z und my : R* x R —
R, (x, t) — t sind stetig und somit messbar. Folglich ist g := fom : R" x R —
R, (z, t) — f(x) messbar. Nach Satz[[20ist H := g—m : R" xR —» R, (z, t) —
f(z) — t messbar; es ist also
M = {(z,t) €R"xR:t>0und f(z) —t > 0}
— 557 ([0, 00)) N H((0, o))

eine messhare Menge. Fiir z € R" ist
M ={teR: (2, t) € MT} = [0, f(2))

und daher A\ (M) = f(z). Mit Satz Bl (wobei nun die Rollen von x und y
vertauscht sind) folgt

A (M) = / NOE) D) = [ ).

n
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Beispiel: Volumen der Einheitskugel. Als eine Anwendung wollen wir das
Volumen ¢, := \,(B,) der n-dimensionalen Einheitskugel B, := {z € R" :
|z]]2 < 1} berechnen. Offenbar ist ¢; = Ai([—1, 1]) = 2, und vom Schulwissen
ausgehend erwarten wir, dass co = m. Wir gehen nach dem Cavalierischen Prinzip
vor und zerschneiden fiir n > 1 die Kugel B,, in die Scheiben

B,, = {2 eR"': (2 s)€B,}
= {2 eR" 2] VI -8} =V1—82B,

fir s € [-1, 1] und B, s = 0 sonst. Mit Folgerung B.16] und Satz [4.1] erhalten wir

1 1 1
Cp = / An-1(Bns) ds = / (1-— 32)71771%_1 ds = cn_l/ (1-— 32)%1 ds.

1 -1 -1
Definieren wir fiir n > 1

1
I, ::/ (1—82)%71d8,

1

so gilt also
Cn = Cp_1 1, flirn>2,

und wir kénnen die ¢, mit Hilfe der Riemann-Integrale I,, rekursiv berechnen.
Man beachte, dass ¢; = I; = 2. Mit der Substitution s(t) = sint, t € [-7/2, 7/2],
folgt
/2 - /2
I, = / (1 —sin®t) 2 costdt = / (cost)™ dt.
—7r/2 —7/2

Diese Integrale berechnen wir rekursiv mit partieller Integration:

w/2
I, = / (cost)™ ! - costdt

—7/2

w/2
= (sint)(cos t)"_l[/:/z - / (sint)(n — 1)(cost)" *(—sint) dt
—7/2

/2
= (n-— 1)/_ /2(1 —cos?t)(cost)" 2 dt = (n — 1)y — (n — 1)1,,.

Damit erhalten wir fiir n > 1 die Rekursionsformel I, = "T_l I,,_o, und mit den
bereits ermittelten Werten Iy = 7 und I; = 2 finden wir

_@n-D@En-3)-..-3-1_

Ton = 2n)(2n—2) ... 4-2
und (2n)(2n —2)-...-4.2
b = g i yan=1 - . 5.3 >
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Hieraus ergibt sich

2T T
d Ipylopn- =
2n+1 A anian=l n

I2n+1[2n -

woraus wir mit der Rekursionsbezichung ¢, = ¢,_1 I,

s a1
Con = IonCon—1 = Ioplopn_1Con—o0 = — Cop_o = Co
n nn—1)-...-2
7.{.n—l 7.{.n—l T 71'"
n! n 2 n!
und analog
I I 2w
Con+1 = doptidonCon—1 = 77 Con—1
2n+1
(2m)" oty

2nt1)2n-1) .3 @nt(@n-1)-...-3

erhalten. Insbesondere ist (wie erwartet) tatsichlich ¢ = 7 und ¢3 = %7‘(‘. Mit
Hilfe der Gammafunktion

I':(0,00) =R, :5»—>/ t"te ! dt
0

kann man die Formel fiir die Volumina ¢,, einheitlich als

7.(.n/2

MZ+1) (4.5)

Cp =

schreiben. Dazu benutzt man die Rekursionsformel I'(x 4+ 1) = 2I'(z) fiir 2 > 0
(vgl. Forster I, Abschnitt 20, Satz 2) und die Identitdt I'(1/2) = /7, die wir
in Beispiel 2 in Abschnitt .4 beweisen werden. Mit diesen Hinweisen sollten Sie
(A3 leicht bestétigen kénnen. m

Bevor wir den Satz von Fubini formulieren und beweisen, klaren wir noch, wann
ein , Kéastchen® in R™ x R™ Borelsch ist.

Lemma 4.3 Fir nichtleere Teilmengen X C R™ und Y C R™ sind folgende
Bedingungen dquivalent:

(a) X € BR") und Y € B(R™);
(b) X X Y € B(R" x R™).

Beweis. (a) = (b): Seien X, Y Borelsch. Da die Projektion m; : R” x R™ —
R™, (z, y) — x stetig und somit messbar ist, folgt

X xR™ =771(X) € B(R" x R™).
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Analog folgt R" x Y € B(R™ x R™). Also ist
X XY =(X xRN (R xY) € BR" x R™).

(b) = (a): Sei nun X x Y Borelsch. Wir withlen ein x € X. Da die Inklusion
iy R™ — R" x R™ y+— (z, y) stetig und somit messbar ist, folgt

Y =i '(X xY) e BR™).
Analog sehen wir, dass X € B(R"). m

Satz 4.4 (Satz von Fubini fiir nicht-negative Funktionen) Seien X C R"
und Y CR™ Borelmengen und f : X x Y — [0, oo] messbar. Dann gilt:

(a) Fiir jedes y € Y ist die Funktion

fy=f(y): X = [0,00], x> f(z,y)

messbar, und fir jedes x € X ist .f == f(x, ) : Y — [0, oo] messbar.
(b) Die Funktionen

F Yoo Fly) ::/fydkn,
X

G : X — [0, oo, G(:)s)::/xfd)\m
Y

sind messbar, und es gilt

Jo T = [ ([ 00 00e) i
= [ ([ $e 9 tr(0)) ra.

Beweis. Nach Lemma ist X XY eine Borelmenge. Wenn wir f auferhalb
von X x Y durch 0 fortsetzen, erhalten wir eine messbare Funktion. Da deren
Integrale und die von f sich nicht unterscheiden, diirfen wir 0.B.d.A. X = R" und
Y = R™ annehmen. Dem Beweisprinzip der Integrationstheorie folgend beweisen
wir die Behauptungen fiir Funktionen zunehmender Allgemeinheit.

(4.6)

Ist f = xu charakteristische Funktion einer Borelmenge M C X x Y, so gilt
fy(@) = (Xar)y(®) = xar, (x) mit M, wie in (@.I]). Nach Satz[@.1] (a) ist f, messbar.
Wegen [o,, fy d\n = [on Xar, ANy = An(M,,) folgt mit Satz @1l (b) die Messbarkeit
von F':y — [\ f,dX\, und mit Satz @I (c)

/me fdhnim= nim(M) = /m A (M) d)\m(y):/ Fy dXn () dn (v).

m Rn
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Ist [ = Z] L X4, nicht-negative Stufenfunktion, so ist f, = 2521 a;(xa,)y
messbar. Somit ist

F:Y =[0,00], y~ [ fyd, —Za;/ (X4, )y dA

R

messbar und

fd>\n+m == XA d)\n+m
/I‘gn«‘ﬁm /]Rn““m
oy [ xae i )

- /m/nza]xA 7, 9) (@) D)
_ / LS ) dn@) dnty).

||Mw ?M”

Ist f beliebig messbar (und nicht-negativ), so finden wir mit Satz2.2leine monoton
wachsende Folge (si)ren nicht-negativer Stufenfunktionen s; : R™™ — [0, co)
mit s, — f punktweise. Nach dem Satz {iber monotone Konvergenz ist dann

/ fd pim = hm Sk ANyt (4.7)
Rn+m Rner

Fiir jedes y € Y ist andererseits ((sg)y)ken eine monoton wachsende Folge von
Stufenfunktionen mit punktweisem Grenzwert f, = limy_,oo(si),. Also ist f,
messbar und nach dem Satz iiber monotone Konvergenz ist

fydh, = hm (8k)y dXp.
Rr Rn

Da jede der Funktionen Fj, : Y — [0, 00|, 4 — [, (sk)y d\, messbar ist, ist auch
der punktweise Grenzwert F : Y — [0, 00|, y — [, fyd\, messbar. Da die
Funktionenfolge F} monoton wachsend in k ist, liefert der Satz iiber monotone
Konvergenz:

/m [ fyddnd, —hm/m/nsk )y A A (1). (4.8)

Wegen [onim Sk dXtm = [gm Jan (S8)y dAn dAy (y) folgt die erste Hélfte von (4.G)
durch Vergleich der rechten Seiten von (A7) und (A8]). Die zweite Hilfte zeigt

man analog. n
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Satz 4.5 (Satz von Fubini fiir integrierbare Funktionen) Seien X C R"
undY C R™ Borelmengen und f : X XY — R bzgl. A\, tiber X XY integrierbar.
Dann gilt:

(a) Die Mengen
Xo = {x e X :.f ist bzgl. N, tberY integrierbar},
Yo = {yeY: f,ist bzgl. \, tiber X integrierbar}
sind Borelsch mit A\, (X \ Xo) = A (Y \ Yo) = 0; es ist also . f fir fast alle x € X
bzgl. N, dber'Y und f, fir fast alley € Y bzgl. A, diber X integrierbar.
(b) Die Funktionen

F:Yy =R, F(y)::/fyd)\n und G : Xy — R, G(:c)::/mfdkm
X Y
sind integrierbar, und es gilt

Fddpam = / Fd\, = | Gd,. (4.9)
XxXY Yo

Xo
Beweis. Mit dem bereits bewiesenen Satz von Fubini fiir nicht-negative Funk-
tionen erhalten wir nach Aufspaltung in Positiv- und Negativteil:

f d)\n—i-m = f—i— d)‘n-i-m - J- d)‘n-i-m
XxY X XY XxY
-/ ( / (f+)ydkn)l Do)~ [ ( / (f—)ydkn)l Do)
=:9(y) =:h(y)

= /Ygdkm—/yhd)\m. (4.10)

Man beachte, dass wir die beiden Integrale in ({I0) nicht ohne weiteres zu einem
Integral zusammenfassen diirfen (es konnte ja g(y) = h(y) = oo sein, so dass
undefinierte Ausdriicke der Form ,,00 — oo auftreten wiirden). Dies ist jedoch
ausgeschlossen, sobald y € Y. Um von Integralen iiber Y zu Integralen iiber Y
tibergehen zu kénnen, zeigen wir, dass Y \ Y; eine Borelmenge vom Mafs 0 ist.

Aus der Integrierbarkeit von f folgt, dass [, gdA, < oo und [, hd\, < oo;
daher sind die Funktionen g und h fast iiberall endlich. Dann ist aber g=*({co})U
h™'({oc}) eine Borelmenge vom MaR 0, und diese Menge stimmt offenbar mit
Y \ 'Y, iiberein.

Da man Mengen vom Maf 0 beim Integrieren weglassen darf, konnen wir
(410) wie folgt umformen:

/XxyfdAHm N /Yogdkm—/y()hdkmz/yﬁg—h)clxm
- /YO </Xfydkn) d)\m(y)I/YOFd)\m.
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Die iibrigen Aussagen erhélt man durch Vertauschen der Rollen von z und y. =

Anmerkung. Setzt man die Funktion F' durch F(y) := 0 fiir y € Y\ Y} zu einer
Funktion F': Y — R fortEl so ist I messbar, und wir erhalten einfach

/ fd)\n+m:/Fd>\m.
XxXY Y

Das folgende Beispiel zeigt, dass Yj eine echte Teilmenge von Y sein kann. Wir
betrachten die Funktion
1 falls y =0 und x > 0;
f:R* =R, flr,y):=<—-1 fallsy=0und z <O0;
0 sonst.

Da f, = X[0,00) — X(~o0,0) fiir ¥ = 0 mit fR(fo)i d\ = o0, ist fR fo d\{ nicht
definiert. Es ist Yy = R\ {0} und

[szdAQZLOAfydAldAl(y):O

da f, =0 fiir y # 0. n

4.2 Der Transformationssatz

In diesem Abschnitt lernen wir das Analogon der eindimensionalen Substitutions-
regel kennen, die wir uns zunéchst noch einmal anschauen. Ist ¢ : [a, b] — R eine
stetig differenzierbare und streng wachsende Funktion und ist f : ¢([a, b]) — R
stetig, so ist

b o(b)
(/UWWW@ﬁ:/Uﬂ@m

Ist dagegen ¢ streng fallend, also orientierungsumkehrend, so ist

b ©(b) ©(a)
/mew¢@m= ﬂ@wz—/ £(2) da.
a ©(a) ©(b)

Als Lebesgue-Integral geschrieben lassen sich diese beiden Identitédten zu

| Geowleli=[  fad (.11)
[a, 0] ¢([a, b])

zusammenfassen. Das ist die Transformationsformel, die wir auf hoherdimen-
sionale Situationen verallgemeinern wollen. Wir werden dabei die Schreibweise
[ [(x) dx statt [, fdX verwenden. AuRerdem erinnern wir daran, dass eine bi-
jektive Abbildung ¢ : U — V zwischen offenen Mengen U und V ein Diffeomor-
phismus heifit, wenn ¢ und ¢! stetig differenzierbar sind.

IStatt durch O darf man F hier beliebig fortsetzen, solange die Fortsetzung nur messbar
bleibt.
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Satz 4.6 (Transformationssatz) Seien U, V. C R™ offen und ¢ : U — V
ein Diffeomorphismus. Dann ist eine Funktion f : V — R genau dann tber V
integrierbar, wenn die Funktion (f o ¢)|det¢'| : U — R dber U integrierbar ist.
In diesem Fall ist

/f dy_/f )) [det /()] da. (4.12)

Insbesondere gilt fiir jede messbare Teilmenge A C U

= /A |det ' ()] dz. (4.13)

Hier steht ¢'(z) € L(R", R™) fiir die Ableitung von ¢ : U — V in x € U.
Vor dem Beweis von Satz machen wir uns klar, was Formel (£13) bedeutet.
Diese Beziehung beschreibt, wie sich das Volumen des Bildes einer messbaren
Menge A unter ¢ berechnet. Ist |det ¢'(z)| eine von x unabhéngige Konstante
¢, so reduziert sich ([@I3]) auf \,(p(A)) = cA,(A). Die Konstante ¢ ist also ein
Verzerrungsfaktor, der angibt, wie sich das Volumen einer Menge bei Anwendung
von ¢ éndert. Ist beispielsweise ¢ = T'|y mit einer linearen Abbildung 7', so ist
¢ () = T und somit \,(T'(A)) = |detT|- A\, (A). Fiir U = R" und A = [0, 1]"
(Einheitswiirfel im R™) ergibt sich mit

A (T([0, 1]™)) = |det T|

eine anschauliche Bedeutung der Determinante als Volumen des Bildes des Ein-
heitswiirfels. Eine Menge der Gestalt 7'([0, 1]™) heifst auch Spat oder Parallelotop.
Man kann sie schreiben als

{Z zja; : x; € [0, 1] fur alle j}

wobei die a; die Bilder der kanonischen Basisvektoren unter 7" sind.

Beweis der Transformationsformel. 1. Schritt: Es gendigt, (A13) zu beweisen.

Aus ([AI3) folgt [@.I2) fiir die Funktion f := x,(a), denn es ist ja X,4) 0@ = Xa.
Aus der Linearitdt des Integrals folgt damit (m fiir alle nichtnegativen Stu-

fenfunktionen f. Sei nun f > 0 messbar. Nach Satz gibt es eine monoton
wachsende Folge nichtnegativer Stufenfunktionen s, die punktweise gegen f kon-
vergiert. Aus dem Satz {iber monotone Konvergenz (Satz 2.11]) folgt

/V flydy = lm [ si(y)dy=lm | si(p(x))|det ¢'(2)|dr

k—00 U

~ /f )) ldet ' (z)] da,
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da auch die Folge (si o @) |det ¢’| monoton wachsend ist und punktweise gegen
(f o ¢)|det ¢'| konvergiert. Insbesondere sehen wir, dass (f o )| det¢’| genau
dann auf U integrierbar ist, wenn f auf V' integrierbar ist. Hieraus folgt sofort die
Aussage fiir beliebige integrierbare Funktionen f. Es verbleibt, (4.I3]) zu zeigen.

2. Schritt: Es geniigt zu zeigen, dass jeder Punkt p € U eine offene Umgebung
W, C U hat, so dass @LI3) fiir W, und ¢|w, anstelle von U und ¢ gilt. Fiir jeden
Punkt p € U gibt es einen Punkt ¢ € Q™ und eine Kugel U, (¢) mit rationalem
Radius so, dass p € U,(¢q) € W,,. Die Behauptung (£.13)) gilt fiir jede der Mengen
U,(q), und diese Mengen iiberdecken U. Wir haben damit abzahlbar viele Mengen
(My)>1 gefunden, fir die (II3)) gilt und die U iiberdecken. Ist nun A messbar,

so schreiben wir A als disjunkte Vereinigung der Mengen
Al Z:AﬂMl und Ak = (AﬂMk)\(Mlu...UMk_l) fir k 2 2.
Aus der o-Additivitdt von A, und aus Satz folgt nun

M) = 3 he(A0) =3 [ et @)l do = [ et ()] do

3. Schritt: [@I3) gilt, wenn ¢ eine Permutation der Koordinaten ist, d.h. wenn
o(x) = (To1)s - - -5 Tom)) mit einer Bijektion o : {1, ..., n} = {1, ..., n}.

In diesem Fall ist |det ¢'(z)] = 1, und ([@I3]) gilt offenbar fiir alle Quader
in R". Nach dem Eindeutigkeitssatz fiir das Lebesgue-Mafs (Satz (h)) folgt
({13) fiir beliebiges messbares A.

4. Schritt: Gilt [@I3) fur die Diffeomorphismen oy : Uy — Uy und @y : Uy — Us,
so gilt (AI3)) auch fir den Diffeomorphismus ps o @1 : Uy — Us. Aus Schritt 1
wissen wir, dass (£13) die Formel ({I2) nach sich zieht. Nach der Kettenregel
ist nun

det (2 © 1) (x)) = det (g5(1(2))) - det ¢} (). (4.14)
Wenden wir (13 auf @9 und (@I2) auf ¢; an, erhalten wir

M(eoe@) = [ el dy (nach (EI3))
= [ et @] det @) o (mach @T2)
— [ Wet (o @)l do (nach (L1D)).

5. Schritt: @I3) gilt, fallsn =1 und U ein Intervall ist. Wir benutzen wieder den
Eindeutigkeitssatz (Satz (R)). Ist B C V ein Intervall, so ist auch p~!(B) C
U ein Intervall (da ¢! stetig ist), und eine Anwendung der Substitutionsregel
(A11) auf die Funktion f =1 liefert

)= [l
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Da nach Satz die Abbildungen

B— AXBnNV) und B »—>/ | (x)] dx
e~ H(BNV)

Mafe auf B(R) definieren und diese auf allen beschrankten Intervallen iiberein-
stimmen, stimmen sie nach Satz [3.13] iiberein.

6. Schritt: Nun wird es ernst. Wir zeigen die lokale Aussage aus Schritt 2 durch
vollstindige Induktion nach n.

Der Induktionsanfang n = 1 ist in Schritt 5 abgehandelt. Fiir den Induktions-
schritt betrachten wir ¢ in einer Umgebung von p € U. Wegen det ¢/(p) # 0
gibt es ein j mit %(p) # 0. Indem wir ¢ mit einer Koordinatenpermutation
verkniipfen, diirfen wir nach Schritt 3 und 4 0.E.d.A. annehmen, dass 7 = 1, d.h.
dass g—g(p) # 0 ist. Wir betrachten die Abbildung

v:U—=R" = (p1(x), 9, ..., Ty).
Die Jabocimatrix von ¢ im Punkt x hat die Blockstruktur

o1
8—x1 (z)
0 In—l

ist also insbesondere in z = p invertierbar. Nach dem Satz iiber die Umkehrfunk-
tion (Analysis II, Satz 12.5) diirfen wir nach einer gegebenenfalls erforderlichen
Verkleinerung von U annehmen, dass ¢ : U — 1 (U) ein Diffeomorphismus ist.
Wir haben damit eine Zerlegung

p=potp:U—=V mit p=goyp ' :yU)—=V.
Die erste Komponente von p ist dabei gegeben durch
pr(y) = (w109 ™) (y) = (1ov™)(y) =y

Nach Schritt 4 geniigt es, die Behauptung fiir die Abbildungen v und p zu zeigen.
Wegen der speziellen Struktur von ¢ und p konnen wir annehmen, dass es ein j
so gibt, dass p;(x) = z; fiir alle z € U. Indem wir wieder geeignet permutieren,
kénnen wir nach Schritt 3 sogar ¢;(z) = x; fiir alle x € U annehmen. Wir kénnen
¢ daher schreiben als

p(t, o) = (t, pu(2) mit (¢ 2') eERx R,
wobei
o Upi={d' eR" 7 :(t,2)eU} = V,:={a' eR" " : (t,2/) e V}
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ein Diffeomorphismus ist. Die Jacobimatrix J,(¢) von ¢ in x = (¢, 2) hat die

Struktur
1 0
* Sy (SOt) ’

det ' (x) = det () (2'). (4.15)

Fiir eine messbare Teilmenge A von U erhalten wir nun schrittweise

so dass gilt

Ml(p(A)) = /)\n_l(gp(A)t) dt (Cavalieri)
R

= / An—1(pi(Ay)) dt (Definition von ¢;)
R

= / |det () (2| da'dt (Induktionsannahme)
R

- /R/Rnl X, (2))|det (@) (2| da' dt
= /n xa(z)|det ' (x)] da (Fubini und (@T13))

_ / (det ()] dz. .
A

Wir halten noch eine wichtige Folgerung fest. Ist 7' € L(R") eine Isometrie (d.h.
wird T" durch eine orthogonale Matrix dargestellt), so heifst die Abbildung z +— Tx
eine Drehung des R".

Folgerung 4.7 (Drehungsinvarianz von \,.) Fir jede Drehung des R™ und
jede Borelmenge A C R™ gilt \,(T'(A)) = \u(A).

Beweis. Aus TTT = [ folgt (det T')? = 1. Also ist |det T'| = 1, und die Behaup-
tung folgt sofort aus ([EI3). m

Diese Drehungsinvarianz ist nicht von vorherein klar, da wir ja das Lebesgue-Maf
basisabhéngig konstruiert haben (némlich zunéchst auf achsenparallelen Qua-
dern). Weiter sei daran erinnert, dass wir die Translationsinvarianz des Lebesgue-
Mafes bereits in der Ubung gezeigt haben. Zusammenfassend konnen wir fest-
stellen, dass das Lebesgue-Mafs unter Abbildungen der Gestalt © — Tz + v mit
einer linearen Isometrie 7' € L(R") und einem Vektor v € R™ invariant ist.

4.3 Nullmengen®

Wir haben Nullmengen als Teilmengen von Borelmengen vom Lebesguemafs 0
definiert. Die Nullmengen des Mafraumes (R", B(R"), A,,) kann man mit Satz
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und der Definition von ), leicht charakterisieren: eine Menge N C R™ ist
genau dann eine \,-Nullmenge, wenn es zu jedem £ > 0 eine Folge halboffener
Intervalle J,, so gibt, dass

N CUpsidm mnd Y A(Jn) <e. (4.16)

m>1

Fiir n = 1 stimmt dies exakt mit dem Begriff einer Nullmenge iiberein, den wir
in Analysis II eingefiihrt haben.

Wir wollen nun einige Kriterien kennenlernen (bzw. aus Analysis 1T wieder-
holen), die es uns erlauben, gewisse Nullmengen schnell als solche zu erkennen.
Dies ist z.B. bei Anwendungen der Transformationsformel niitzlich, bei denen
man aus dem Definitionsgebiet gewisse Nullmengen herausschneiden muss, um
die Transformation zu einem Diffeomorphismus zu machen.

Wir beginnen mit einer Verfeinerung der oben gegebenen Beschreibung von
Nullmengen. Dazu nennen wir einen abgeschlossenen Quader [a, b] € R™ einen
Wiirfel, wenn by —a; = ... =b, — a,.

Lemma 4.8 N C R"” ist genau dann eine \,-Nullmenge, wenn es zu jedem e > 0
eine Folge (W, )m>1 von Wiirfeln gibt mit

NC|JWn und ikn(Wm) <e.
m=1

m>1

Beweis. N ist genau dann A,-Nullmenge, wenn es zu jedem ¢ > 0 halboffe-
ne Quader J,, = [a™), b(™)) gibt, so dass ([EI0) gilt. Fiir jedes m sei ¢™ =
(cgm), e c,(qm)) so, dass cg.m) > bgm) fiir alle j, dass ™ — a™ € Q", und dass

A([a™, ™)) < A([at™, BM)) 4227,

Da alle Seitenlingen von [a™, ¢™) rational sind, gibt es endlich viele Wiirfel
W W it

km km
Uw™ =1a™, ™) und Y A (W) = Aa([al™), ).
j=1 j=1

Dann ist N C | im Wj(m), und wir erhalten

S AW =3 N[, ™)) <3 (A(@m) +e27™) < 2.
m,j m m
Hieraus folgt die Behauptung. [
Satz 4.9 Ist A CR"” eine Nullmenge und f : A — R™ Lipschitzstetig, so ist auch
f(A) eine Nullmenge.
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Beweis. Sei ¢ > 0 und (Wj)k>1 eine Folge von Wiirfeln mit A C (J,-, Wi
und Y77 A\, (W) < e. Wir diirfen annehmen, dass jeder Wiirfel W}, einen Punkt
a € Aenthélt. Ist s, die Kantenldange von Wy, so ist A, (Wy) = s} und ||z —ag|| <
Vn s fur alle z € Wy, (warum?).

Da f Lipschitzstetig ist, gibt es ein L > 0 so, dass

[f(@) = fWI < Lllz —yl| firalez, ye€ A
Insbesondere ist fiir alle v € AN W,
1f(2) = flap)ll < Lllz — ax|| < Ly/n sy

Also liegt f(ANW}) in einer Kugel vom Radius Ly/n s; und damit auch in einem
Wiirfel Wy, mit der Kantenldnge 2L/ , si. Es ist also

ZUf(AﬂWk)QUWk

k>1 k>1
mit
D N (Wi) = 2Ly s)" = 2LVn)" Y A(Wi) < (2Lvn)" - &
k=1 k=1 k=1
Da ¢ > 0 beliebig gewéhlt werden kann, ist f(A) eine Nullmenge. m

Folgerung 4.10 Ist A Nullmenge in R", U C R"™ offen, AC U und f : U — R"”
stetig differenzierbar, so ist f(A) eine Nullmenge in R™.

Beweis. Da U offen ist, ist U eine abzéahlbare Vereinigung von Quadern der Ge-
stalt Q = [ag, bx] mit ag, by € Q" (vgl. den Beweis von Lemma [[H]). Als stetige
Funktion ist f': U — L(R") auf jedem der kompakten Quader (), beschriankt,
d.h. es gibt ein Ly > 0 mit ||f'(z)| < Li fiir alle € Q. Nach Satz 10.19 aus
Analysis II folgt

1f(y) = f)I < Lilly — =] fir alley, z € Q.

Also ist f|g, Lipschitzstetig, und nach Satz ist f(ANQy) eine Nullmenge.
Dann ist auch f(A) = U2, f(AN Q) eine Nullmenge (Lemma 8.13 aus Ana II).
n

Satz und Folgerung [4.10] lassen sich nicht auf beliebige stetige Funktionen f
verallgemeinern. Es gibt beispielsweise Kurven (sogenannte Peano-Kurven), die
ein ganzes Quadrat im R? ausfiillen.

Lemma 4.11 Jeder echte affine Unterraum A C R™ ist eine Nullmenge.
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Beweis. Wir verschieben A so, dass 0 € A, und drehen dann A so, dass A C
R"~! x {0}. Nach Folgerung 7 und der Anmerkung danach diirfen wir also
0.E.d.A. A=R""! x {0} annechmen. Wir kénnen A dann schreiben als

A= J(=k K" x {o}).
k=1
Aus A\, ([—k, k]"! x {0}) = 0 und der o-Additivitit folgt mit Lemma (e),
dass A\, (A) = 0. m
Folgerung 4.12 Ist A C R"™ messbar und f : A — R messbar, so ist der Graph
I'(f)={(z, f(z)) e R" xR:2 € A} (4.17)
eine Nullmenge in R" 1.

Beweis. Wir setzen f durch 0 auf R™ fort. Diese Fortsetzung ist messbar, und
ihr Graph enthélt den Graphen (4I7) als Teilmenge. Wir kénnen daher A = R”
annchmen. Dann ist der Graph I'(f) = {(z,y) € R* xR : y — f(x) = 0} als
Nullstellenmenge einer messbaren Funktion messbar, und mit dem Prinzip von
Cavalieri erhalten wir

MDD = [ Ml @h ) = [ 0an, <o :

n

4.4 Koordinatentransformationen

Oft lassen sich vorhandene Symmetrien dadurch ausnutzen, dass man Integrati-
onsbereiche durch Koordinatentransformationen (d.h. durch geeignete Parame-
trisierung) in achsenparallele Quader iiberfiihrt, auf denen Integrale iterativ be-
rechnet werden konnen. Aus der Fiille der moglichen Koordinatensysteme sehen
wir uns hier nur Polarkoordinaten an. Zylinderkoordinaten haben wir bereits in
Ana II kennengelernt.

Polarkoordinaten in der Ebene. Der Ubergang von Polar- zu kartesischen
Koordinaten in der Ebene wird beschrieben durch

P, : [0, 00) x [0, 27] = R?, (7, @) + (rcosp, rsingp). (4.18)
Die Jacobimatrix von P, in (r, ¢) ist gegeben durch
Cos ¢ —rsin g
sin @ 7 COS ’
und ihre Determinante ist gleich . Man beachte, dass nur die Einschrénkung von
P, auf die offene Menge (0, co) x (0, 27) einen Diffeomorphismus auf die Menge
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R?\ ([0, 00) x {0}) liefert. Um einen Diffeomorphismus zu erhalten, mussten wir
also sowohl aus [0, c0) x [0, 27] als auch aus R? eine Nullmenge herausnehmen.
Daher ist eine Funktion f : R? — R nach dem Transformationssatz genau
dann integrierbar, wenn die Funktion

(r, @) = f(Pa(r, ) |det Py(r, @) = f(rcos g, rsing) - r

auf [0, 0o) x [0, 27] integrierbar ist (Nullmengen diirfen wir unberiicksichtigt las-
sen), und es gilt in diesem Fall

0o p2m
/ fdxa= [ f(z,y)d\(z, y) = / / f(rcosp, rsing)rdedr.  (4.19)
R2 R2 0 JO
Beispiel 1. Als Anwendung von (EI9) berechnen wir das Integral [, e dx.
Dazu betrachten wir die Funktion
RS R, (z,y)—e ™Y

Diese ist rotationssymmetrisch, und mit Polarkoordinaten, (£I9) und der Sub-
stitution s := r? erhalten wir

21 o)
f(z, y)dedy = / / rdgpdr = 27T/ T dr = 7r/ e *ds
R2 0

= 7Thm—e s|0—7r11m(1—e h =

Insbesondere ist also f integrierbar. Mit Fubini erhalten wir andererseits

f(z,y)dedy = / / e e dudy = / ( / e d:c)e_y2 dy
R2 R JR R N JR
2
= /e‘m2dx~/e_y2dy = (/e_QEQd:c) ,
R R R

so dass schlieflich folgt
e dx = /7. (4.20)

R
Dieses Integral spielt eine zentrale Rolle in der Wahrscheinlichkeitstheorie. [

Beispiel 2: Die Beta-Funktion. Die Identitat (£.20) eréffnet uns einen weiteren
Weg, um I'(1/2) zu berechnen. Mit der Substitution x = /¢ erhalten wir

1 00 e—t o] e—:cz oo 9 6o 9
F(—):/ —dt:/ 2xd3::2/ e ” dx:/ e dx = /7.
2 RYAZ 0 x 0 —00

Wir schauen uns an, was dieser Trick fiir allgemeinere Werte der I'-Funktion
liefert. Mit der Substitution ¢ = 2?/2 bekommen wir

['(u) :/ et dt = 21_“/ 22D e=2?/2 p gy = 21_“/ p2u—leg=a?/2 dz,
0 0 ;
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woraus folgt, dass

o0

P(U)F('U) _ 22—u—v x2u—1e—x2/2y2v—16—y2/2 dl’d’y

o0

22—u—v x2u—1y2v—1€—(x2+y2)/2 d.flfdy

w/2
22—u—v 7’2u+2v_2(COS ()0)2u_1(8i1'l 30)20 1, —r /27" dQOdT

(P S S

22—u—v

S— o S— —

w/2
r2u+2v—le—r2/2 dr/ (Cos gp)zu_l(sin w)zv—l dSO
0

w/2
= T'u+wo)- 2/ (cos )2 (sin ) >~ dep.
0
Die Funktion
w/2
B:(0,00) x (0,00) = R, (u,v) 2/ (cos )% (sin p)? ! dyp
0

heifst die Fulersche Betafunktion; wir haben also soeben gesehen, dass

()l (v)
B = —". 4.21
(1) = e (4.21)
Firu=v= 5 erhalten wir insbesondere B 505 fﬂ/2 dp =T.

Fiir die Berechnung des Volumens ¢, der n- dlmensmnalen Einheitskugel hat-
ten wir mit dem Cavalierischen Prinzip die Rekursionsformel ¢,, = ¢,_11,, mit

w/2 /2 1 1
I, = / (cost)" dt = 2/ (cost)"dt = B(n; : 5)
0

—7/2

gefunden. Mit ([£21)) ergibt sich nun direkt

11 INEESNE [(nLl
[ _B<TL‘|— : )_ ( gn)2(2) :\/7_T (n22)
2 72 '("3=) [(%3)
und damit
Ch = Cp— 1] = Cp— 2[ In_lz...zcllnln_l...lg

w105 T(5) L(3)

P2 regh)  re) L2 I3

2V
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Polarkoordinaten im R", n > 2. Diese definieren wir rekursiv durch
P, : (0, o0) x [0, 271] x [0, 7]""% — R™,
wobei
P.(r, o, 01, ..., 0,9) = (sinb, 2P, 1(r, p, 01, ..., 0,_3), rcosb, o)

fir n > 3 und P, wie in ([AI])) festgelegt ist. Insbesondere erhalten wir fiir die
Kugelkoordinaten Pj : (0, co) x [0, 27] x [0, 7] — R?

Py(r, ¢, 0) = (sin0Py(r, ), rcos) = (rcos@sinf, rsinpsinf, rcos).

Dabei misst  den Abstand zum Ursprung, ¢ den Léngengrad und 6 den Brei-
tengrad.

Mit 0 := (04, ..., 0,—o) und 0" := (04, ..., 0,,_3) konnen wir die Jacobimatrix
von P, schreiben als

sinbn,—s - Jir, 5,0 (Pne1) €080n_oP,_1(r, @, 0') )

cosb, o 0...0 —rsinb,_o

'](r,go,@)(Pn> = (
Um davon die Determinante berechnen zu konnen, beachten wir, dass
Pn—l(rﬁ ¥ 9/) = rPn—l(L ©s 9/)

(was man leicht per vollstandiger Induktion bestétigt). Damit ist

0P,

87" (717 ©, 9/) = Pn—1(17 P, 9/) = T_lpn—l(rv P, 9/>7

und folglich stimmt die erste Spalte der Jacobimatrix von P,_; mit »~'P,_;
tiberein. Also ist die Determinante der (n — 1) x (n — 1) Untermatrix, die man
aus J, o, 9)(Pn) durch Streichen der ersten Spalte und letzten Zeile erhélt, gleich

7(cos 0,,_2)(sin 0,_2)" 2(—1)""*det P._,(r, o, §).
Durch Entwicklung von det P/ (r, ¢, ) nach der letzten Zeile erhalten wir

det P! (r, ¢, 0)
= —r(sinf,_o)"det P._,(r, ¢, 0)
+ (=1)" ' (cos O,_2)*(sin O,_s)" 2 (=1)"2det P._,(r, o, 0)
= —r(sin6,_o)" " *det P,_1(r, p, ).

Induktiv folgt nun wegen det P§(r, p, §) = —r*sin 6, dass

det P/ (r, @, 0) = (—=1)"r" " (sin G,_o)" *(sinf,_3)" > - ... - (sinb).
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Diskutieren Sie als Ubung zunichst fiir n = 3 und dann im allgemeinen Fall,
welche Nullmengen man aus [0, co) x [0, 271] X [0, 7]"~2 bzw. aus dem R" her-
ausschneiden muss, damit die Einschrankung von P, ein Diffeomophismus wird.

Als eine Anwendung berechnen wir Integrale iiber rotationssymmetrische Funk-
tionen auf Kugelschalen.

Satz 4.13 Sei I C [0, 0o) ein Intervall, K(I) := {x € R" : ||z|2 € I} die zuge-
horige Kugelschale und h : I — R eine messbare Funktion. Dann ist die Funktion
H:K(I) = R,z — h(||z||2) genau dann integrierbar, wenn die Funktion I — R,
r— 1" h(r) integrierbar ist. In diesem Fall gilt

HdM\, = ne, /h(r)r"‘1 dr,
K(I) I
wobei ¢, fir das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel steht.

Beweis. Wir benutzen sphéarische Polarkoordinaten im R™ und beachten, dass
K(I) = P,(I x [0, 2] x [0, 7]"~2) ist. Da die Transformation P, auferhalb ge-
wisser Nullmengen ein Diffeomorphismus ist, erhalten wir mit der Transformati-
onsformel

/ Hd\,
K(I)

2m ™ g
= // / . / H(P,(r, ¢, 0))|det P.(r, ¢, 0)| db; . ..db, _sdpdr
rJo Jo 0

_ /1 /0 - /0 C /0 " R) Y (sin By)"2(sin B _5)"

ce (SiIl 91)d¢91 e d@n_gdgodr (422)

= 27r/h(7’)7°"_1 dr/ (sin@,_o)" 2 dfp_s - ... - / sin 0, d0;.
I 0 0

Um die Integrale iiber die ¢; nicht explizit berechnen zu miissen, erinnern wir
daran, dass das Integral [ xan H d\, fiir I = [0, 1] und H = 1 gerade das Volumen
der n-dimensionalen Einheitskugel liefert. Es ist also

1 ™ s
c, = 27T/ T’n_l d’f’/ (SiIl Hn_g)"_z den_g ot / sin ‘91 d91
0 0 0

== 2—7T (sin Qn_g)"_2 den_g Lt / sin 91 d@l (423)
0

n Jo

Ein Vergleich von (@22 und ([#.23) zeigt nun, dass

/ Hdx, — / h(llzl]) dAn(z) = ne, / h(r)r™= dr,
K(I) K(I) I

wobei die Aussage iiber die Existenz der Integrale ebenfalls aus Satz folgt. m
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5 LP-Raume

In diesem Abschnitt sei (X, &, p) ein Mafkraum, und K steht fiir R oder C. Die
Menge der messbaren Funktionen von X nach K bezeichnen wir mit £°(X; K)
oder kurz mit £°. Integrale iiber komplexwertige Funktionen haben wir in Ab-
schnitt 2.2 erklért.

5.1 Die Raume L?, p < o0
Fir f € £%X; K) und p € (0, 00) sei

1/p
£l = ( / \f|pdu)

L0 = LP(X;K) = {f € L2X; K) : [|f]l, < oo}

Funktionen in LP heifsen p-integrierbar. Man beachte, dass wir zwar die Norm-
schreibweise benutzen, || - ||, aber keine Norm auf £P ist! Fiir f € £° und
p € (0, 0o) ist namlich || f]|, = 0 genau dann, wenn f = 0 p-fast iiberall, wie
die folgenden Aquivalenzen zeigen:

und

1fl,=0 & [iPdi=0 e liF=0ti & f=0in
X
Offenbar gilt aber fiir alle o € K

leef [l = Tex - [[ I

Fiir weitere Eigenschaften der £P-Raume benétigen wir einige elementare Unglei-
chungen (Ubung).

Lemma 5.1 Seien a, b > 0.
(a) (Youngsche Ungleichung) Fiir alle p, q € (1, 00) mit p~' + ¢~ =1 ist
a? bl

ab < — + —.
p q

(b) Firp>1 gilt (a+ b)P < 277 (a? + 1P).

(¢) Firpe (0, 1) gilt (a+b)? < aP + bP.

Gleichheit gilt in (a) genau dann, wenn o = b?, in (b) genau dann, wenn p = 1
oder a =0, und in (¢) genau dann, wenn a =0 oder b = 0.

Satz 5.2 Firp € [0, oo) ist LP(X; K) ein Vektorraum.
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Beweis. Fiir p = 0 ist dies Satz Fiir p > 1 und f, g € L erhalten wir mit
Lemma 511 (b)

[is+avans [an+lorans [ 20pans [ 2 lgpdn< o,
X X X X

also f+ g € LP. Schlieklich ist fiir 0 < p < 1 und f, g € LP wegen Lemma 511 (¢)

[irsorans [s+iobrans [ irans [ 1o in <.
X X X X

also ebenfalls f + g € LP. [

Satz 5.3 (Holder-Ungleichung.) (a) Seien p, ¢, r € (0, 00) mit p~* + ¢! =
r=Y. Dann gilt fiir alle f, g € LY die Ungleichung

£l < 11f1lp - lgllq-
(b) Seien p, q € (1, 00) mit p~' +q~' = 1. Fiir f € LP und g € L? ist dann

fge Lt und | fally <IIflllglle-

Beweis. Aussage (b) ist ein Spezialfall von (a). Wir zeigen daher nur (a).

Nach Satz [20ist fg messbar, d.h. fg € £°. Gilt ||f]|, = 0 oder ||g||, = 0, so
ist fg = 0 fast iiberall, und die Aussage (a) ist richtig. Sind || f]|,, [|g|l; > 0 und
ist einer dieser Werte gleich oo, so ist die Aussage ebenfalls trivial (da rechts oo
steht). Seien also || f||,, |g]l4 € (0, 00). Wir setzen F':= f/| f|l, und G := g/||g||,-
Anwenden der Youngschen Ungleichung in jedem Punkt x € X und anschliefende
Integration ergeben

|/ (@)g(x)]" /
| F(2)G ()" dp
AR Hgll
< [ ZIF@r / “o@edp =,
xP x 9 P 4q
woraus die Behauptung leicht folgt. [

Satz 5.4 (Minkowski-Ungleichung.) Firp € [1, co) und f, g € LP ist

1+ gllo < [1F1lp + llgllp-

Beweis. Es sei ¢ der Holger-konjugierte Index zu p, d. h. p=t + ¢~ = 1. Mit
Dreiecks- und Hélder-Ungleichung erhalten wir

£+l < [0 g d [ ol 1+ g
X X

< Nl - NG+ 97 Hlg + gl - 1+ 9)P g
= (£l + llgll,) - 1f + g2/

Wegen p — p/q = 1 folgt die Behauptung durch Division durch || f + ng/q (fiir
|f + gll, = 0 ist die Behauptung offensichtlich richtig). »
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Satz 5.5 Firp e (0, 1) und f, g € LP ist

1+ gliy < ILFI5 + llgl-
Dies folgt wie im Beweis von Theorem [5.2] sofort aus Lemma 5.1 (¢). m

Satz 5.6 (Tschebyscheff-Ungleichung) Seip € [1,00), f € LP und o > 0.
Dann gilt

p({r € X @) > a}) < 71

Beweis. Es ist

nmgzt/uwmz/ mwuz/ o dy
X {zeX:|f(z)|>a} {zeX:|f(z)|>a}

= o’u({z e X :|f(x)] > a}),
woraus die Behauptung folgt. [

Eine Folge (f,) in £P nennen wir eine Cauchy-Folge, wenn fiir jedes € > 0 ein N
existiert so, dass ||f, — fmll, < € fir alle m, n > N (das ist insofern nicht die
tibliche Definition, als |[|.||, keine Norm ist).

Satz 5.7 Fir jede Cauchy-Folge (f,) in LP gibt es eine Teilfolge (f,,) und eine
Funktion f € L so, dass

fo, (@) = f(x)  fiir p-fast allex € X

und
| frr — fllp, = 0 fiir k — oo.

Beweis. Wir beweisen die Aussage nur fiir p > 1; der Beweis fiir p € (0, 1)
verlduft dhnlich. Sei (f,,) C L eine Cauchyfolge. Zu ), := 2% wihlen wir n, € N
so, dass || fn — full, < 27F fiir n, m > ng und nyoq > ny. Die Teilfolge (f,,) hat
dann die Eigenschaft

[ faeir = Fanllp <27% fiir alle k € N.

Wir setzen gi == fn,, — fop, Gn = Zj\;l |g| und G := > |g;]. Dann ist

N [e'¢)
Gl <D lgslls <D llgsll, < 1.
j=1 J=1

Da die G%, monoton wachsen und von unten punktweise gegen G? konvergieren,
folgt mit Satz 2111 (Monotone Konvergenz) dass

/Gpd,u: lim/G?Vd,ugl.
X N—oo [y
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Es ist also G € £P und somit
G(z) = i lgj(z)| < 00 p-fast tiberall.
j=1
Insbesondere konvergiert die Reihe
F(x) = igj(x) fiir p-fast alle z € X.
j=1

Aus |F(z)| < G(x) folgt weiter F' € LP. Ferner ist

k—1 p

F—Zgj

i=1

|F_fnk+.fn1|p: S(QG)pE‘Cl

Mit Satz 2.I5 (Majorisierte Konvergenz) erhalten wir hieraus

k-1 ||P k-1 |P
1= o+l = |F = Y| = [ [F=3 ] duo
=t A, 7F j=1
fir k — oo. Mit f(z) := F(z) + fu, (z) folgt die Behauptung. m

Satz 5.8 (Riesz-Fischer) Seip € (0, oo) und f,, € LP. Folgende Aussagen sind
dquivalent:

(a) (fn) ist eine Cauchy-Folge in LP.
(b) Es gibt ein f € LP mit || f, — fll, = 0 fiir n — oo.

Beweis. (Wieder nur fiir p > 1.) (b) = (a) ist die triviale Implikation: Es ist ja

[fr = fllp < 1w = Fllo + 1F = Fmllp-

(a) = (b) Sei (f,) eine Cauchyfolge in L£P. Nach Satz 0.7 gibt es eine Teilfolge
(fn,) und ein f € LP mit || f,,, — f|l, — 0. Zu gegebenem ¢ > 0 wihlen wir ng so,
dass || fo— fillp < €/2 fir m, n > ny und dann ny, > ng so, dass || fn, — fl, < €/2.
Dann ist

1fon = Fllo < Wfn = Fuillp + L = fllp <€

fir alle n > ny. m

5.2 Der Raum L%

Eine messbare Funktion f : X — K heilst wesentlich beschrdnkt, falls ein ¢ > 0
mit u({x € X : |f(x)| > ¢}) = 0 existiert, d.h., falls | f| < ¢ fast iiberall. Fiir jede
solche Funktion definieren wir

[ flloo := inf{e > 0 u({x € X :[f(2)] > c}) = O}.
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Ist f nicht wesentlich beschrénkt, so setzen wir ||f||o := oco. Die Menge aller
wesentlich beschrinkten Funktionen bezeichnen wir mit £>(X; K) oder kurz
L. Der folgende Satz fasst wichtige Eigenschaften von £ zusammen.

Satz 5.9 (a) Esist |f| < ||flleo p-fast iberall.

(b) Es ist |f| < ¢ fast dberall genau dann, wenn || f|lw < c. Insbesondere ist
| flloc = 0 genau dann, wenn f =0 fast iberall.

(c) L= ist ein Vektorraum, und ||.||s ist eine Halbnorm auf L.

(d) Fiir Folgen (f,.), (gm) in L= sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(dv) || fo = gmllooc = O fiir m, n — oo.
(dy) Es gibt eine p-Nullmenge N € &, so dass

| fn(x) — gm ()| = O fiir m, n — oo gleichmdfig firz € X \ N.

(e) Fir Folgen (f,) in L= sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(e1) || fn = finlloo = O fiir m, n — oc.
(e2) Es gibt ein f € L, so dass || fn — fllec = 0 fiir n — oo.

Beweis. (a) Fiir
A= {r € X5 [f@) > [fl} wd Ay =z € X |f@)] > [|flle +1/n}

ist A =U,A,, A, C A,y; und p(A,) = 0 fir alle n. Somit ist u(A) = 0 nach
Lemma [[.24] (¢), d.h. es ist |f]| < ||f]| fast tiberall.

(b) Ist |f] < ¢ fast iiberall, so ist ||f|lcc < ¢ nach Definition. Die umgekehrte
Implikation folgt aus Aussage (a), und die zweite Aussage von (b) folgt sofort aus
der ersten.

(c) Fiir beliebige f, g € L> gilt wegen (a)
1f+ gl < [f1+ gl <N fllo + llglloe < 00

fast iiberall. Hieraus folgt f+ g € £ und || f + glloc < || flloo + 1|9]|0o. Weiter sei
a € K\ {0}. Wieder wegen (a) ist dann

lafl = laf-[f] <laf - [[fllec £ii. und daher [lof[loc <[] [|f]loo;

was
1flloo = lla™ aflloc < '] - laflloo, also ol [[flloe < flaflo

nach sich zieht. Somit ist ||af]|e = |a || f|le filr alle a # 0. Fiir a = 0 ist dies
ebenfalls richtig.

(d) (dy) = (dg): Fiir jedes Paar m, n € N gibt es eine p-Nullmenge N,, ,, so, dass
|fo(@) = gm(2)| < || fn — gmlloe  fur allex € X \ Npp.
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Dann ist N := Uy, nenVy,m ebenfalls eine p-Nullmenge, und es ist
|fu(2) = gm(2)| < || fa — gmlloo  fiir alle z € X \ N und alle m, n.

Sei nun € > 0. Nach Voraussetzung gibt es ein ng so, dass ||f, — gm|lo < € fiir
alle m, n > ng. Dann ist aber auch

|[fa(®) = gm ()| < || fo = gmlloc <& fiivallex € X\ N

und fiir alle m, n > ng, d.h. (dg) ist erfiillt. Die umgekehrte Implikation ist klar.
(e) Die Implikation (es) = (e1) folgt wie in Satz Fiir (e1) = (e2) setzen wir
9m = fm und verwenden Aussage (d). Diese liefert eine Nullmenge N mit

|fu(z) = fn(z)] = 0 gleichmékig auf X \ N fir m, n — oco.

Fiir jedes x € X \ N ist also (f,(z)) eine Cauchyfolge in K, deren Grenzwert
wir f(z) nennen. Fiir x € N setzen wir f(z) := 0. Dann ist f als Grenzwert
messbarer Funktionen ebenfalls messbar. Es verbleibt zu zeigen, dass f wesentlich
beschrankt ist. Fiir jedes e > 0 gibt es ein ng so, dass fir z € X \ N

[fn(@) = fm(@)] < (o = frnlloe <€
falls m, n > ny. Grenziibergang m — oo liefert
|fo(z) — f(x)]| <e firallex e X\ N

und fiir n > ng, d.h. es gilt ||f — fullo — 0. Aus

[FI<1f = frol 4 1ol <€+ [ fnolloc < 00
folgt schlieklich f € L. [
Die folgende Abschétzung ergibt sich unmittelbar aus Satz (a).

Satz 5.10 Fiir f € L und g € L™ gilt

1= glle < 1Al - Mg lloe-

5.3 Die LP-Raume

Wir haben bereits vermerkt, dass || - ||, keine Norm auf £P ist: Fiir f € LP ist
| fll, = 0 genau dann, wenn f = 0 u-fast tiberall (und nicht genau dann, wenn
f =0). Um dieses Problem zu beheben, méchten wir Funktionen identifizieren,
die fast iiberall gleich sind. Dazu fiihren wir eine Relation ~ auf £° ein: es ist
f ~ g genau dann, wenn f = ¢ fast iiberall. Es ist leicht zu zeigen, dass ~
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eine Aquivalenzrelation ist. Die Aquivalenzklasse von f € L£° bezeichnen wir
voriibergehend mit [f], d.h. es ist

[fl={g€L’: f~g}
und fiir p € [0, oo] setzen wir LP := LP/ ~, d.h. die Elemente von
LV = IP(X5 K) = A{[f] - f € L2(X;K)}

sind Aquivalenzklassen von Funktionen aus £7.
Wir machen L” zu einem normierten Raum. Dazu erkliren wir fiir f, g €
LP(X; K) und a € K die Summe und skalare Multiplikation durch

]+ algl:= [f + agl.

Es ist leicht zu sehen, dass diese Operationen wohldefiniert sind, d.h. [f] + a[g]
héngt nicht von der Wahl der Représentanten f, g der Nebenklassen [f] und [g]
ab. Das macht L? zu einem Vektorraum. Fiir [f] € L? und p € (0, oo| setzen wir
weiter

LAl == 111

Da je zwei Représentanten von [f] fast {iberall gleich sind, ist ||[f]||, nur von [f]
und nicht von f abhéngig.

Anmerkung 1. Mit dem Begriff des Quotientenraumes kann man obige Defini-
tionen wie folgt interpretieren. Es ist

N(u) :={f: f =0 p-fast iiberall}

ein Unterraum von allen £P. Fiir p € [0, oo ist LP dann der Quotientenraum
LP(X; K) := LP(X; K) /N (n), und es ist [f] = f+ N (p).

Die Bedeutung dieser Begriffe liegt darin, dass die erhaltenen Rdume vollstandig
sind; insbesondere sind die LP-Rdume mit p > 1 Banachraume. Der folgende Satz

prézisiert dies; sein Beweis folgt sofort aus den Resultaten der letzten beiden
Abschnitte.

Satz 5.11 (a) Fiir p € [1, oo] ist ||.||, eine Norm auf LP, die LP zu einem voll-
standigen normierten Raum macht.

(b) Fir p € (0, 1) ist d(f, g) := |[f — gl eine Metrik auf LP, die LP zu einem
vollstandigen metrischen Raum macht.

Wichtige Anmerkung 2. Ab sofort schreiben wir f statt [f], behalten aber
im Kopf, dass f € LP fiir eine Aquivalenzklasse von Funktionen steht. Die No-
tation f € LP bedeutet dagegen, dass f wirklich eine Funktion ist, die auch
p-integrierbar (oder wesentlich beschrénkt) ist.

Wir werden auch (nicht ganz exakt) Ausdriicke wie ,,f € LP(R) ist stetig”
verwenden. Darunter verstehen wir Folgendes: ., f € LP ist eine Aquivalenzklasse
von Funktionen (die alle in £? liegen), und diese Aquivalenzklasse enthilt eine
stetige Funktion®.
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5.4 Vergleich von LP-Raumen

Wir wissen, dass 7 C (" fir 1 < p < r < oo und ||z, < |z, fir z € ¢7. Im
Allgemeinen gibt es aber fiir p < r keinen Zusammenhang zwischen LP und L",
d.h. es ist weder LP C L" noch LP O L" (Ubung: belegen Sie das durch Beispiele).
Fiir endliche Mafrdume lassen sich solche Aussagen aber treffen.

Satz 5.12 Sei (X, 6, u) ein endlicher Mafsraum und 0 < p <r < co. Dann ist
L"(X; K) C LP(X; K).

Beweis. Sei f € L". Fiir r = oo folgt die Behauptung sofort aus

||f!|§=/X\f|”du§/XllfHﬁodu: 1 (X)-

Ist 7 < 0o so wihlen wir ¢ so, dass 1/p = 1/r + 1/q gilt und wenden die Holder-
Ungleichung (Satz B.3) auf f und ¢ = xx an. Das ergibt ||f||, = [|fxxl, <

£ 1 e llg = I1F 11 (X012, n
Satz 5.13 Sei (X, S, p) ein endlicher Mafraum. Fir f € L™ ist

£l =t 111,

Beweis. Die Aussage ist trivial, falls f = 0 fast iiberall oder wenn u(X) = 0. Sei
also p(X) > 0 und ||f||c > 0. Wegen f € L ist

/lelpdu < 1115 n(X), also [Iflly < [l fllo ().

Hieraus folgt
tim sup [|f[ly < [ flloe lim p(X)"" = | fl|o

p—00

Andererseits gilt fiir alle 0 < o < || f||oo

[Pz arue € X ¢ |f@)] > a),
X
und somit wie oben liminf, ., || f|l, > «. Da dies fiir alle @ < || f]| gilt, folgt
die Behauptung. [
Satz 5.14 (Interpolationsungleichung) Seien py, p1 € (0, 00|, s € (0, 1) und
1 1—-s5 s
— = + —.
Ps Po P
Ist f € LPo N LP' ) so st f € LPs, und es gilt die Interpolationsungleichung

1£llps < 1F 1Ly A1, -
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Beweis. Fiir g := |f|=9Ps und h := | f|*Ps ist g € L9 und h € L sowie

gh = |f|(1—8)ps+sps _ |f

Ps

Hieraus folgt wegen U=2Ps | sps — ) (1os 4 5y —

Po - PSUpe T

F11B: = llghll < llgll 2o - 1Al 2 = LIS - 1£12

(1—s)ps

unter Verwendung der Holder-Ungleichung. [

Satz 5.15 Sei p € [1, 0o|. Dann lisst sich jedes f € LP zerlegen in f = g+ h
mit h € L' und g € L*°.

Beweis. Die Aussage ist trivial fiir p = 0o. Sei also p < oo und f € LP. Sei
A= {x € X :|f| > 1}. Dann ist offenbar g := xx\af € L, und fiir h := xaf

folgt aus
/|h|du=/|f|du§/|f|pdu§/ 1P dp < oo,
X A A X

dass h € L'. Offenbar ist f = g+ h. »

5.5 Berechnung der L”-Norm

Hier stellen wir einige Aussagen zur LP-Norm zusammen.

Satz 5.16 Seien (X, S, ) o-endlich, p € [1, 00| und p, ¢ konjugierte Exponen-
ten, d.h. 1/p+1/q = 1. Fir jedes f € L ist dann

sup {
= sup {

= sup{/ \fgldp:ge L, ||9||q§1}-
X

Beweis. Fiir || f||, = 0 ist die Behauptung trivial. Sei also || f||, > 0. Wir bezeich-
nen die drei Suprema der Reihe nach mit 57, Sy und S3. Offenbar ist S; = S5
und S; < S3 wegen der Dreiecksungleichung. Ist ¢ € L? und ||g||, < 1, so liefert
die Holder-Ungleichung

1/ 1l

/ fgdu‘ cge L |glly < 1}
X

/ f?du‘ g1, gl < 1}
X

/X [Fgldp = [1Fglle < \[fllp - llglly < NF1lp-

Es ist also stets S5 < || f]|,- Zum Beweis der noch ausstehenden Ungleichung
| fll, < S unterscheiden wir drei Félle.
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Fall 1: Fiir p = 1 betrachten wir die Funktion

g(z) == {ﬁf@) falls f(z) # 0,

0 sonst.

Fiir diese ist ||g]/coc < 1 und

| todu= [ 1f1du= sl
X X
Hieraus folgt || f||1 < Si.

Fall 2: Fiir 1 <p < oo und f € LP mit ||f||, = 1 setzen wir

0 sonst.

/|g|"du=/ |f|(p‘”qdu=/ P du =1,
X X X

also ||g|l, = 1, und
/fgduzf |fIPdp = 1.
X b

Somit ist fiir diese f wieder S; > || f|, = 1. Fiir allgemeines f € LP kann man
durch Umskalieren mit || f||, die gewiinschte Ungleichung beweisen.

Fall 3: Schliefslich betrachten wir p = o00. Sei 0 < a < ||f]|co. Wegen der o-
Endlichkeit gibt es ein A € & mit 0 < pu(A) < oo und |f(z)| > « fiir x € A. Die
Funktion

g(x) = {ﬁ(xw)ﬂf(x”p_l falls f(z) # 0,

Dann ist

J@) 1 flls gz € A,

9(z) = {If(m) wA)

e}

sonst

ist integrierbar, und es ist ||g||; = 1. Ferner gilt

1
A”W—JEAWWE“

Dies zeigt, dass S; > « und folglich S > || f|| - ]

Anmerkung.® Die Gleichheit

1/p
([1sean) " =swn{ [ 1saldnzge ooty <1} =
X X

gilt auch, wenn die linke Seite +oo ist.
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Beweis. Sei r > 0. Wegen der o-Endlichkeit existiert ein A € & mit p(A) < oo
und

/|f\pd,u>r+1.
A

Fir m € N seil By, := {x € A: |f(x)] < m}. Die Folge (B,,) wichst monoton,
und es ist U,,enB,, = A. Flir das Maf

p(C) = /C |fIP du

gilt daher p(B,,) /* ¢(A). Insbesondere gibt es ein m € N mit

oo>/ |[fIPdp > r.
Wegen [ € LP(B,,; K) gibt es (wie oben gezeigt) ein g € LY(B,,; K) mit

fodu = / |fIPdp > r.
B’UL m

Die Funktion
Gla) = {g(m) falls © € By,

0 sonst.

gehort dann zu L9, und

/ fgdp = fgdu >
X B’UL

Dies zeigt S > r, also S = oc. [

Satz 5.17 Sei f € L° und p € [1,00). Dann ist f € LP genau dann, wenn
p/ tru({r e X o |f(z)| > t}) dt < .
[0, 0]

In diesem Fall ist der Term auf der linken Seite der Ungleichung gleich || f|[?.

Beweisidee. Beide Aussagen implizieren, dass f auferhalb einer o-endlichen
Menge verschwindet. Wir beschréinken uns daher von vornherein auf den Fall,
dass X o-endlich ist.
Sei zunachst p = 1 und f € LP. Wir betrachten das Produktmak p ® A; und
die Menge
M:={(z,t) e X xR:0<t<|f(x)|}.
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Nach dem Satz von Fubini ist

1l = /X|f|du=<u®A><M>:/XRdew@A)

= [ [ xuta Hdutrix
- /[ e X @)z )

Wir zeigen, dass die Ungleichung

pfe e X |f(2)| =1}) >0 (5.1)

nur fiir hochstens abzdhlbar viele t € [0, oo] gelten kann. Da jede abzéhlbare
Teilmenge von R eine Lebesgue-Nullmenge ist, erhalten wir hieraus

/[0 }u({x € X :[f(x)]> t})dtz/ p{z e X [f(0)] = t}) dt = || flx,

[0, o]

also die Behauptung. Angenommen, (5.]) gelte fiir iiberabzdhlbar viele ¢. Dann
findet man n, k € N derart, dass

p{z e X [f(x)] =t}) > 1/n

fiir unendlich viele ¢ > 1/k. Dies steht aber im Widerspruch zu || f||; < oo.

Umgekehrt nehmen wir nun an, dass f[o o] p({x € X :|f(x)| > t})dt < co. Dann
ist u({z € X :|f(z)| > t}) < oo fiir alle t > 0. Wir setzen

A, ={reX:1/n<|f(z) <n}.

Dann ist u(A,) < oo und f, := fxa, beschrinkt, also f, € L'. Nach dem schon
bewiesenen Teil gilt somit

[inldn = [ ulfe e XI5 > th
X [0, o0]
< / w{z € X ¢ |[f(@)] > t}) dt < oo,
[0, 0]
Wegen |f,| /| f] liefert der Satz von der monotoner Konvergenz, dass
Jointan= i [nldes [ pieex i@ > 0)d <o
X n—oo Jx [0, oc]

Dies zeigt, dass f € L',
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Schlieflich betrachten wir den Fall p > 1. Aus dem bereits Gezeigten folgt
nach Substitution ¢ := sP

Il = /le\pduz/[o il X P > 1))

- /[O,oo} ]&p:-i p{zr € X o [f(z)] > s"}) ds

Jacobi-Det.

_ /[O Pl € XS] > s m

5.6 Dichte Teilmengen in L”

Oft mochte man LP-Funktionen durch einfachere Funktionen approximieren. Die
folgenden Satze liefern dafiir die Grundlage.

Satz 5.18 Sei (X, &, u) ein Mafiraum. Dann liegen fir jedes p € [1, 00] die LP-
Stufenfunktionen dicht in LP, d.h. fir jedes f € LP und fir jedes ¢ > 0 gibt es
eine Stufenfunktion g € LP mit || f — g||, < e.

Beweis. Die Behauptung ist trivial fiir die Nullfunktion, und fiir p = oo folgt
sie aus dem Approximationssatz 2.2} Jede beschrankte messbare Funktion kann
gleichméfig durch Stufenfunktionen approximiert werden. Wir kénnen daher an-
nehmen, dass p € [1, co) und || f]|, > 0. Fiir n € N sei

A, ={xe X :1/n<|f(2)] <n}(€6).
Die A,, bilden eine monoton wachsende Folge, und es ist

JA={zeX:0<|fa)l < oo} =: A

neN

Mit dem Satz von der monotoner Konvergenz bekommen wir

/An|f|pd“:/X|XA"f|pd“f/X|XAf|pdﬂ:/A|f|pdlt=/xlf|pdu,

also [ X\, |fIPdp — 0. Sei nun € > 0 beliebig vorgegeben. Fiir ein hinreichend
grofes n € N ist dann p(A,) > 0 und ||f — fxa,.ll, < /2. Wegen f € LP ist
auch p(A,) < co. Weiter: da die Funktion fya, beschriankt ist, finden wir eine
Stufenfunktion ¢g : X — C mit

£
— o < — .
HfXAn gXAnH = 2/~L(An)1/p
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Wiéhlen wir aukerdem g = 0 auferhalb von A, so liegt wegen p(A,) < oo die
Funktion ¢g in LP. Aus der Abschétzung

1/p
9
IF =gl < 17— Prady+ 1, = oxado <5+ ([ 1= opan)

An
15 19 15

< S ()P X, —gxalle S 5+ 5 =¢
2 232

folgt dann die Behauptung. [

Fiir jede stetige Funktion f:R™ — C definieren wir ihren Trdger durch

supp f = {z € R": f(z) # 0},

und wir schreiben C,(R"™; C) fiir die Menge aller stetigen Funktionen f : R" — C
mit kompaktem Trager.
Fiir jede Funktion f € L{ _(R™ C) (d.h. es ist f € L%(R"™) und fiir jede

kompakte Menge K C R" gilt [, |f(z)|dz < co) definieren wir ihren Tréger
durch

supp f = R"™\ <U {G : G offen und f = 0 fast iiberall in G}) ,

Offenbar ist der Trager von f eine abgeschlossene Teilmenge von R™.

Satz 5.19 Wir betrachten den Lebesgueschen Mafraum (R™, £(R™), \,). Fir je-
des p € [1, 00) liegt C.(R™) dicht in LP(R™), d.h. fir jedes f € L™ und fir jedes
e >0 gibt es ein h € C.(R™) mit ||f — hl, <e.

Beweis. Fiir die Nullfunktion ist die Behauptung wieder trivial. Sei also || 1|, > 0
und ¢ > 0. Wie nunmehr bereits gewohnt schneiden wir f ab und betrachten die
Mengen Ay := {z € R" : ||z]]2 < k und |f(z)| < k}. Fiir ein hinreichend grofses
k € N ist dann
An(Ag) >0 und [[f = fxall, <e/2.

Der Vorteil ist, dass fya, beschrankt ist und einen kompakten Tréger hat. Satz
(Luzin) liefert daher eine abgeschlossene Menge F' C Ay derart, dass f|p :
F — C stetig ist und A, (A \ F') < eP(8k)~P.

Weiter: auf Grund der Regularitdt von R” finden wir eine offene Menge G mit
A, € G C B(0, k) und A\, (G \ F) < €P(4k)~?. Nun benétigen wir einen Import
aus der Topologie: Der Ausdehnungssatz von Tietze besagt, dass es eine stetige
Funktion h : R" — C mit folgenden Eigenschaften gibt:

h(z)= f(z) firx € F, h(z)=0firz e R"\G,

und
[Mllee < sup|f(x)] < E.
zeF
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Wegen supp h C B(0, k) ist h € C.(R™), und wegen

1/p
€
I =all < 17 = S+ Wn =l < 5+ ([ 1 - nran)

1/p
; ( [ ipuac=mranc+ [ 15, - h\pdxn)
G\F F

DO ™

1/p
= EJr(/ \fok—h\pd)\n) §§+)\n(G\F)1/p2k
2 \F 2
< ELc_
= 272°7°¢
ist A die gesuchte Funktion. [

5.7 Der Lebesguesche Differentiationssatz®

In diesem Abschnitt arbeiten wir im Lebesgueschen Mafraum (R™, £(R"), A,).
Fiir stetige Funktionen f : R"™ — R gilt fiir jedes z € R"

1
ST | T o

d.h. die Mittelwerte der Funktion konvergieren bei schrumpfender Kugel, iiber
die gemittelt wird, gegen den Funktionswert im Kugelmittelpunkt. Dieser Effekt
ist uns besonders im Eindimensionalen bekannt. Dort kennen Sie ihn als

o = gt [ wa=pm ([ rwa- [ o)

— lim F(z+h)— F(x)

lim ; = F'(x), (5.3)

fiir eine Stammfunktion F einer stetigen Funktion f: R — R.

Das Ziel dieses Abschnitts ist, den folgenden Satz zu beweisen, der besagt, dass
fiir integrable Funktionen die Gleichheit in (5.2) zumindest fast iiberall richtig
ist. Der Name des Satzes erkldrt sich iiber den Zusammenhang in (5.3]).

Satz 5.20 (Lebesguescher Differentiationssatz) Sei f € L'(R"). Dann gilt
fur fast alle v € R™

| 1 -

Zum Beweis dieses Satzes bendtigen wir einige Vorbereitungen.
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Definition 5.21 Fir x € R" sei B, die Menge aller offenen Kugeln in R", die
x enthalten. Fir f € L'(R"™) heifst

Mf(z) = sup ﬁ /B LA,

BEB,
die Hardy-Littlewood-Maximalfunktion (oder kurz die Maximalfunktion) von f.
Wir sammeln ein paar Eigenschaften dieser Maximalfunktion.
Satz 5.22 Sei f € LY(R"). Dann ist Mf : R* — R messbar, es gilt M f < oo

fast diberall, und fiir jedes a > 0 ist

M({z €R": Mf(z) > a}) < Z—"||fy|L1(Rn). (5.5)

Der Beweis dieses Satzes stiitzt sich auf das folgende geometrische Lemma, wel-
ches wir hier ohne Beweis verwenden wollen (bzw. dessen Beweis als Ubungsauf-
gabe verbleibt).

Lemma 5.23 FEs seien N € N und By, Bs, ..., By Kugeln in R™. Dann existiert
ein k € {1,2,..., N} und eine Auswahl By, B,, ..., B;, obiger Kugeln, so dass
diese paarweise disjunkt sind und

i

k

(U B <373 ABy)

j=1
qgilt.

Beweis von Satz [5.22] Fiir den Nachweis, dass M f messbar ist, geniligt es zu
zeigen, dass fiir jedes a > 0 die Menge

E,:={zeR": Mf(z)>a}=(Mf)"((a,o0])

offen ist (warum?). Dazu sei a > 0 und z¢ € E,. Dann gilt M f(z) > a, d.h. es
gibt eine offene Kugel B,, € B,, mit

i)
| ifldn >
B S ]

z0

Fiir alle z € B,, gilt dann ebenfalls

1 1
MIE) = 508 J, V1= s ], Vo

Also ist B,, C E,, und E, ist offen.
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Wir zeigen nun die Abschétzung (B.0). Aus dieser folgt mit Hilfe eines Grenz-
iibergangs a — oo auch, dass M f fast iiberall endlich ist.

Sei a > 0. Wie oben betrachten wir die Mengen FE, und wahlen wie dort fiir
jedes x € E, eine offene Kugel B, € B, mit

1

Sei K C E, eine kompakte Menge. Dann bildet {B, : z € K} eine offene Uber-
deckung von K, aus der man eine endliche Teiliiberdeckung {B,,, Bz,, .., By
von K auswéhlen kann. Von dieser wiederum koénnen wir nach Lemma eine
paarweise disjunkte Teilauswahl B, , By, , ..., Bwik so treffen, dass

N k
M(K) < A, (U B.) <33 Ai(B.,)
/=1 7j=1

gilt. Wir verwenden nun (5.0 und die paarweise Disjunktheit der zuletzt ausge-
wahlten Kugeln. Das liefert

k
A(E) < 30 :5/ |f‘d%:;/Uk |fldA,
Jj=1 Tij

j=1 Brz‘j

3" 3"
< — [ |fldxe = —|Ifllr@n)-
(8% R e}

Da K eine beliebige kompakte Teilmenge von E, war, folgt die Behauptung aus
der Regularitidt des Lebesgue-Mafses in Satz [B.17. n
Wir kénnen nun den Lebesgueschen Differentiationssatz beweisen.

Beweis von Satz [5.20l Es sei f € L'(R"). Zunichst beobachten wir, dass (5.4
genau dann gilt, wenn

lim sup
r—0

1
BT Jyy ! 0] =0 o

Dazu zeigen wir: Fiir alle o > 0 hat die Menge

F, = {z € R" : limsup

r—0

) /B@,,q fddn = f(o)] > 20}

das Maf Null. Dann hat auch die Menge (J,~, F/, das Maf Null. Diese Menge
enthilt gerade diejenigen Punkte in R?, fiir die (5.7) und damit auch (5.4) nicht
gilt.
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Seien v > 0 und ¢ > 0. Mit Hilfe von Satz bekommen wir eine Funktion
g € Ce(R™) mit || f — g||p1@ny < €. Nun gilt mit ein paar nahrhaften Nullen und
der Definition der Hardy-Littlewood-Maximalfunktion

1
(B, ) /B(w,n fida— )
1 1
= m/m(f‘g) ] + m/}g(mgdkn—g(x)
+lg(z) — f(z)]

<|[M(f - g)l@)] +

1
BT g7 =90 ) = S0

Werfen wir iiber diese Ungleichung den Limes superior fiir r gegen Null, so geht
der zweite Summand gegen Null (g ist ja eine stetige Funktion), und wir erhalten

lim sup
r—0

1
m/}gw)fd% —f(l‘)‘ < [M(f = @) + lg(x) = f(=)].

Also haben wir
FuC {w € R" < [[M(f - g))(a)| + () - 9(a)| > 20},

Damit eine Summe von zwei Summanden grofser als 2« ist, muss zumindest einer
der Summanden grofer als « sein. Das bedeutet:

F, C{z eR":|[M(f - g)l(x)] > a} U{z e R" : | f(z) — g(z)] > a}.
Nun gilt nach Satz [5.22
M({ € B S = 9l > a}) < 27 = gllen < 2

und nach der Tschebyscheff-Ungleichung (Satz [.0])

1 €
M({z €R" 1 [£(2) — g(0)] > a}) < ~11f = gllman < =
Zusammen liefert das g 4 1
A (Fo) < €.
o
Da ¢ beliebig war, folgt A\s(F,,) = 0. m
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6 Faltung und Fouriertransformation auf R"

6.1 Die Translation auf L?

Viele Aussagen diese Kapitels sind verkniipft mit der Translationsinvarianz des
Lebesgueschen Mafses und des Integrals

fle—y)de = [ f(z)dz
R R"
fir f € L°(R", £(R"), \,) und y € R™. Fiir a € R" bezeichnen wir mit

(raf)(x) := [z +a) baw. [f(z):= f(-z)

die Translation von f um a bzw. die Inversion von f. Es ist klar, dass mit f auch
7.f und f in LY liegen und dass f + 7,f und f +— f lineare Abbildungen sind.

Satz 6.1 Seip € [1, 00) und f € LP. Dann ist || f|l, = | fll, = |7afll, fir alle
a € R", und die Abbildung R™ — LP(R™), a — 7,f ist stetig.

Beweis. Die erste Behauptung folgt sofort aus der Translations- und Inversions-
invarianz von \,,.

Wir zeigen die Stetigkeitsaussage zunéchst fiir f € C.(R"). Sei ay € R™. Fiir jedes
a € R™ ist supp 7, f = supp 74, f + (ao — a). Es gibt daher eine kompakte Menge
K mit \,(K) > 0, die die Trager von 7,f fiir alle |a — ag| < 1 umfasst. Da f
gleichméfig stetig ist, existiert fiir jedes € > 0 ein 1 > § > 0 derart, dass

£
jélﬂgl|f($+a) — f(z+ao)| < M (K)77
fir alle @ mit |a — ag| < 6. Damit erhalten wir
Ep
I7af = ol = [ 1fla+0) = Fla+ an)pPdo < () =

fiir alle |a — ag| < d. Dies zeigt die Stetigkeit fir f € C.(R™).

Seinun f € LP(R™) beliebig und € > 0. Wegen Satz[(5.19finden wir g € C.(R")
mit || f — g||, < €/3. Auf g konnen wir das oben Bewiesene anwenden, d.h. wir
finden ein passendes 0 so, dass

1Taf = Tao Flls < [17af = Tagllp + 1709 = Taogllp + (17209 — Tao fl»
< N =9llp + 17ag = Taogllp + lg = fllp
< ¢/3+¢/3+¢/3=¢
fir alle @ mit |a — ag| < 6. m
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6.2 Die Faltung

Existiert fiir gewisse Funktionen f, g € L°(R") das Integral

(fxg)(x):= [ flr—y)gly)dy (6.1)

R

wenigstens fiir fast alle x € R", so heilst f x g die Faltung von f und g. Dieser
Abschnitt beschéaftigt sich mit Kriterien dafiir, dass f * g existiert und sogar in
einem LP-Raum liegt.

Satz 6.2 Sind f, g € L*(R"), so existiert fiir fast alle v € R™ das Integral (6.1).
Fernerist f+g e LYR"™) und || f * glls < || fll1- gl

Beweis. Der Satz von Fubini liefert

L[ ire=ol-lswldvde = [ 1ol [ 1= pldedy

= lg@)] - Lf 1l dy = [1f1] - gl

RTL
Hieraus folgen alle Behauptungen. [

Satz 6.3 Der Raum L'(R™) versehen mit der Multiplikation f * g (Faltung) ist
eine kommutative Banachalgebra. Genauer: L' ist ein Banachraum, f*g = g* f,

fx(gxh)=(f*g)xh, (f+ag)xh=fxh+algxh) und |[f*+gli <|flli-llgll-

Beweis. Seien f, g, h € L'(R"). Mit Fubini, dem Transformationssatz und der
Linearitét des Integrals rechnet man leicht nach, dass (f4+ag)*h = fxh+a(g*h),
fx(gxh) = (f*xg)xhund f+*g = gx f. Die Submultiplikativitdt der Norm wurde
in Satz bewiesen, und aus Satz [5.8] (Riesz-Fischer) wissen wir, dass L'(R")
vollstandig ist. [

Satz 6.4 Fir f, g € C.(R™) gilt supp (f *g) C supp f +supp g. Insbesondere ist
supp (f * g) kompakt.

Beweis. Wir werden in Satz[6.5 unter allgemeineren Voraussetzungen sehen, dass
f * g stetig ist. Sei also x € R" so, dass (f % ¢g)(z) # 0. Dann ist auch

Feow = [ e-veway= [ ey #o

und folglich ist die Menge supp g N (z — supp f) nicht leer. Es gibt also ein z €
supp g N (x —supp f), d.h. es ist z € supp g und z = x — y mit einem y € supp f.
Somit ist x =y + z € supp f + supp ¢ und daher

supp (f * g) ={zr € R : (f x g)(z) # 0} C supp f + supp g = supp f + supp g.

Bei der letzten Gleichheit haben wir benutzt, dass supp f + supp g bereits abge-
schlossen ist (UA). m
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Satz 6.5 Seien p, q € [1, 00| mit 1/p+1/q =1, f € LP(R") und g € LY(R").
Dann ezistiert (f * g)(x) fir alle x € R™, und es ist f g € L>®(R"),

1f * gllos < [ £1lll9lq

sowie fx g = gx f. Ferner ist die Funktion f x g gleichmdf$ig stetig auf R™, und
firp, q > 1 gilt (f *xg)(x) = 0 fir |z| — oo.

Beweis. Mit der Holder-Ungleichung erhalten wir

-~ (@ =)l lg@W)ldy < Im—af 1o N9lla = 1/ 1lp - lglly < oo

Dies impliziert, dass (f * g)(z) existiert und || f * glloc < ||fll, - |lgll4 ist. Die
Kommutativitiat f « g = g x f folgt durch Variablensubstitution.

Wir zeigen die gleichméfige Stetigkeit. Eine der Zahlen p, ¢ ist endlich; sei dies
z.B. die Zahl p. Dann schéatzen wir ab

[(fxg)(2) = (f*xg)(z)] < . |flx—y) = f=y)llgWldy < |Taeef — fllp- llgllq:

Sei nun € > 0 vorgegeben. Da die Translation in L?(R™) nach Satz stetig ist,
gibt es ein 0 > 0 so, dass

| Toeaf — fll, < e falls |z —z| <6.

Mit der zuvor gezeigten Abschitzung folgt die gleichméfige Stetigkeit von f x g.

Wir zeigen noch, dass f * g im Unendlichen verschwindet, falls p und ¢ endlich
sind. Sei € > 0 vorgegeben. Falls || f||, = 0 oder ||g||, = 0, so ist f*g =0, und die
Behauptung ist trivial. Wir kénnen also || f|, > 0, [|g]l, > 0 annehmen. Wegen
Satz gibt es Funktionen fi, g1 € C.(R™) mit

3 3
If = Al < 55— g —aille < 577
"7 2)gll, 720 A,

Damit erhalten wir fur alle z € R"

[(Fxg)@)] < (= f)xg) @)+ [(fr+ (g = g0))(@)] + [(f1 * 92) ()]

€ £
< l9llq + 1 f1llp5777 + (o g0)(@)].
2llglls ™ 2l £l
Da supp (f1 * g1) nach Satz [6.4 kompakt ist, gibt es ein R > 0 mit (f;*g1)(x) =0
fir |z| > R. Fiir alle || > R ist daher |(f x g)(x)| < e. m

Satz 6.6 (Youngsche Ungleichung) (a) Seip € [1, 00|, f € LP(R™) und g €
LY(R™). Dann ist f x g € LP mit

LF* glly < 11l llglls-
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(b) Seien p, q, 7 € [1, co] mit 1/p+ 1/q = 1/r + 1 (dies impliziert v > p, q). Ist
fe LP(R") und g € LY(R™), so existiert f g € L"(R™) mit

1F gllr < [1£11p lgllq-

Beweis. Wir zeigen nur Aussage (a). Der Beweis von (b) erfolgt mit dhnlichen
Methoden (Siche z.B. Grafakos: Classical Fourier Analysis, Theorem 1.2.12).

Seien f € LP(R"), g € L*(R™) und h € LYR") mit ||h|, < 1und 1/p+1/q =
1. Unter Benutzung von Fubini und Satz schatzen wir ab:

| [ i@ =ngwr@layas = [ ol [ 1= phie)] dody

R

< /R g1 IRI]| . dy = llglh I 1l 1Al
< gl 1A 1-
Mit Satz .16l erhalten wir f g € LP(R™) und ||f * g|l, < || fll, [|g]1- ]

Anmerkung.® Die Youngsche Ungleichung || f * ||, < || f]|,]/g]l, kann verbessert
werden zu

1 * gl < Cp gl 1l llgllq
mit der Konstanten
/s
g'1/s"’

Cpar = (ApAqAr’)l/2 mit A =

wobei s’ den zu s konjugierten Exponenten bezeichnet. Die Konstante C’g’q’r ist
die bestmogliche. Dies ist ein tiefliegendes Resultat von Beckner. Man bemerke
aber, dass fiir » = 1 und r = oo die optimale Konstante gleich 1 ist, also genau
diejenige, welche wir in Satz und Satz gefunden haben. n

6.3 Approximative Einsen und Mollifier

Satz 6.7 Sei (o) eine Folge in L'(R™) mit folgenden Eigenschaften:

(a) Pk 2 07

() llewll =1,
(¢) fir alle r > 0 ist limy_, o fB(O,T’) ppdr =1.

Dann gilt || f * ¢ — fll, = 0 fiir alle f € LP(R™) mit p € [1, 00).
Beweis. Die Aussage ist trivial fiir ||f||, = 0. Sei also || f||, > 0. Nach Satz

gibt es zu jedem € > 0 ein 6 > 0 so dass ||f — 7, f|, < /2 falls |y| < 6. Wir
wahlen ky € N so grof, dass fiir alle & > ky gilt

€

orp(x)de > 1 —
/BM +() a7,
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(beachte Eigenschaft (c)). Fur k > ko und h € L9 mit ||hl], < 1und 1/p+1/g=1
gilt dann

L 1@ == r@l o 1ol dydo
= [ L @) o) dy
s [ 1) = s@l ) de ) dy
ly[>6 JR™

< / ead = Tl Wl outy) dy-+ 2071 el / o) dy

ly|>é
<eg/24+¢/2=¢.
Mit Satz .16l erhalten wir || f * ¢ — fl, < ¢ fiir alle k > k. ]

Anmerkung 1. Der obige Satz zeigt, dass jede Folge (¢r) mit den genannten
Eigenschaften eine approzimative Eins in der Banachalgebra L'(IR") ist.

Anmerkung 2. Folgen mit Eigenschaften (a) - (¢) aus obigem Satz kénnen wie
folgt konstruiert werden: Fiir ¢ > 0 mit ||p||; = 1 setze

or(z) == k" p(kx).

Trivialerweise ist ¢, > 0, und mit einer Variablensubstitution y = kz sieht man
auch, dass [|¢g||1 = 1. Schlieklich ist fiir jedes r > 0

/ or(z) de = / k" p(kx) de = / o(r)dr — 1,
B(0,r) B(0,r) B(0,7k)

d.h. die Folge (¢x) hat die gewiinschten Eigenschaften. Beispielsweise erhalten
wir aus

XB(0,1)
An(B(0, 1))

X B(0,1/k)
M(B(0, 1/k))

Y= die Funktionen ¢ =

Ein weiteres wichtiges Beispiel wird durch die Gauf-Funktion

1

n/2

==

g(x) =

gegeben. Ein Vorteil dieser Funktion ist, dass sie glatt ist (andere Vorteile werden
wir spéter sehen). Mit einer einfachen Modifikation obiger Konstruktion (v/k statt
k) sieht man, dass die Folge

K" g

gk(x) 7-‘-n/2
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die gewiinschten Eigenschaften (a) - (¢) aus Satz [6.7 hat. m

Fiir k¥ € Ny bezeichne C*(R") die Menge aller Funktionen auf R", fiir die die
partiellen Ableitungen 0°f fiir jeden Multi-Index o € N mit |a] < k existieren
und stetig sind. Weiter setzen wir

C(R") = (] CH(R™).
keN
Schlieklich bezeichnen wir die Menge der Funktionen in C°°(R™) mit kompaktem
Trager mit C°(R™).
Eine Folge glatter Funktionen mit kompaktem Tréger, die die Eigenschaften
(a) - (c) aus Satz[6.7 hat, verdient einen eigenen Namen.

Definition 6.8 FEine Folge (py)p>1 in L'(R™) mit den Eigenschaften

(@) pr =0,

(®) llpklls =1,

(c) supp pi. € B(0, 1/k),

(d) px € CZ(R")

heifit ein Mollifier (oder eine Mollifier-Folge ).

Beispiel. Sei p € C°(R") eine Funktion mit

suppp C B(0, 1), p >0, /p(fv)dfczl-

Dann definiert
pr(x) == k" p(kx)
eine Mollifier-Folge. Ein Beispiel fiir eine solche Funktion ist

1
celsP-1  fiir |z| < 1,
ple) = )
0 fir |z| > 1,

wobei ¢ so bestimmt wird, dass [, p(z) dz =1 gilt. ]

6.4 Faltung und Ableitung

Satz 6.9 Sei f € C*(R") und g € LP(R™). Dann ist f x g € C*(R"), und
O(f*g)=(0f)*xg fir allex mit |a] < k.

Insbesondere folgt fiir f € C°(R™) und g € LP(R™), dass f * g € C>(R").
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Beweis. Wie oben folgt, dass (f * g)(x) fiir alle z € R” existiert. Sei e; € R™ ein
Standardbasisvektor und A € R mit |h| < 1. Setze K := supp f + B(0, 1). Diese
Menge ist offenbar kompakt, und es gilt

wobei der Integrand fiir h — 0 gegen 0, f(x — y)g(y) konvergiert. Auferdem ist

(£ hes — )gfy) — £z~ 9)ow)]| < 1<l ()]

Mit dem Satz von Lebesgue erhalten wir 0;(f * g)(x) = ((9;f) * g)(x). Der allge-
meine Fall folgt nun leicht mit vollstdndiger Induktion. [

Folgerung 6.10 Fir 1l <p < oo ist C(R"™) dicht in LP(R™).

Beweis. Sei f € LP(R"™) beliebig und € > 0. Nach Satz[BE.I9gibt es ein g € C.(R™)
mit || f — g||, < /2. Wir wéhlen eine Mollifier-Folge (p;) und glétten g durch
gk = g% pr. Wegen Satz[6.4 und 69 ist g, € C°(R™), und Satz [6.1 liefert g — ¢
in LP. Fiir hinreichend grofe k ist also ||gr — g||, < £/2. Dies ergibt

1F = gully < 1F = glly +1lg — grlly <. m

Folgerung 6.11 (Urysohn-Lemma, C*°-Version) Sei() # Q C R" offen und
K C Q kompakt. Dann gibt es ein f € C(R™) mit supp f CQ, 0< f <1 und
f(z) =1 fir alle x € K.

Beweis. Sei (py) eine Mollifier-Folge. Wir wihlen & und ¢ so, dass 0 < 1/k <
e <e+1/k < dist (K, Q°) und setzen

U.:={yeQ:dist(y, K) <e} und f[:=pg*xu..

Dann ist f € C*®(R") und supp (pr * xv.) € B(0, 1/k) + U. C Q. Also ist
supp f C 2 kompakt. Weiter: fiir x € K ist

x) = v.(x — dy = dy = 1.
f(z) /y|§1/kx (z —y)pr(y) dy L|Sl/kpk(y) y

Ferner gilt || flloc < [|pkll1 [[Xt.]loc = 1. Da f > 0 gilt, folgt 0 < f < 1. m
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6.5 Das Fourier-Integral: L!-Theorie
Sei f € L'(R"). Dann heiRt

1

£ o —i(x, &) n
f(g) T (271')"/2 vaf( ) 13 dx, 66 R ’

die Fouriertransformierte von f. Hier ist (z, §) := > | x;&. Wir fithren noch

die Notation
F©) = =6 = oy [ fta

ein. Die Voraussetzung f € L*(R") garantlert, dass die obigen Integrale existier-
ten.

Satz 6.12 Sei f € L'(R™). Dann ist f € L®(R™), f ist stetig, und

A 1
[l < == 1711

(2m)

Beweis. Aus den Definitionen folgt fiir £ € R”

7O < G [ V@l de = sl

d.h. es ist f € L(R™) mit der gewiinschten Normabschétzung. Wie zeigen noch
die Stetigkeit. Sei £ € R™ und (&) C R™ mit & — £. Dann ist

(6= FO) < s [ @Ife 9 =9 a0

nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz. Also ist f stetig. n

Wir nennen die Abbildung
F:L'R") —» L¥R"), fef

die Fouriertransformation. Der folgende Satz fasst einige Figenschaften von F
zusamimen.

Satz 6.13 (a) F : L'(R™) — L>®(R") st linear.
(b) Fiir f, g € L'(R") gilt

f©g©)de= [ f(x)i(x)dx

R R

(c) Fiir f. g € L\R") gilt g = (2m)"/f - 3
(d) Fiir f € L*(R™) und a € R gilt (1,f)(&) = @9 f(£).
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Beweis. Aussage (a) folgt sofort aus der Linearitdt des Integrals.
(b) Mit Fubini erhalten wir

[ @eea ~ o [ ] et argae
= G [ @) [ @ = [ @it da

(27
(c) Fiir £ € R™ gilt wieder mit Fubini:
— 1
790 = 5 m/ £ = )gly) dye do
7T n R

N 7r)”/2 / gly)e ¢ nf(af—y)e‘“x‘y@d:cdy
e 19 f(6) dy = (2m)"29(6) 1 (€).

I
\T\B

(d) Schliefslich ist

(raf)(&) = (271')"/2/R f(CL’-l—CL)e—i(w,@ dx
1 / . . .

f(y)e—l(y—af) dy = €2<a,5>f(£)' -

Satz 6.14 (Riemann-Lebesgue) Fir f € L'(R") gilt f e Co(R™), d.h. es ist
f(&) = 0 fiir [§] — oo.

Beweis. Aus Satz [6.13 (d) wissen wir, dass

~

T F)(©) = 9 f(g).

Fiir € € R"\ {0} sei a = a(§) := 5. Dann ist

(RN
(raf)(©) = 9 1) = -1 ©)
woraus 2f(£) = f(&) — (Zl\f)(f) und somit nach Satz
2£©) < 1If = (Faflloe < e )n/z If = aflh
folgt. Fiir || — oo ist offenbar a(§) — 0. Aus der Stetigkeit der Translation auf
L'(R™) (Satz[B1) ergibt sich daher, dass |f(£)| — 0 fiir |¢] — oo. ]

Wir sehen also, dass die Fouriertransformierte einer L!-Funktion gegen 0 konver-
giert. Wenn man mehr Glattheit von f fordert, kann man dieses Abklingverhal-
ten auch quantitativ charakterisieren und Konvergenzgeschwindigkeiten ableiten.
Das ist das Thema des néchsten Abschnitts.
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6.6 Fouriertransformation und Ableitung

Satz 6.15 Sei f € L'(R™) und z;f(x) € L*(R") fir ein 1 < j < n. Dann
existiert die partielle Ableitung 0, f, diese ist stetig und gentigt

—

0;f = (—ix; f).

Beweis. Es ist .

(9jf(€)=0jw fx)e 9 d.

Zur Ableitung dieses Parameterintegrals verwenden wir Satz 216l Dazu brau-
chen wir eine integrable Majorante fiir die partielle Ableitung des Integranden.
Tatséchlich gilt

96, (F(2)e 9| = | fl@)(=iay)e 9| = a;f (@),
und diese Funktion ist nach Voraussetzung integrierbar. Also gilt

) 1 .
0;f(&) = ) Rnf(x)85j6_2<m’§>dx

:W/ —i; f(2)e" "0 do = (Ziz; F)().  m

Mit Hilfe dieses Satzes beweist man das folgende Korollar induktiv. Zur Erinne-
rung: fiir jeden Multiindex a € Nj und fiir z € C" ist

o a1 a9
T —:I;l LU2 s

Qn
n -

Folgerung 6.16 Sei k € Ny und f € L'(R") derart, dass z° f(x) € L'(R™) fiir
alle o« € NI mit || < k. Dann gilt f € C¥(R™) und

o f = F((—iz)*f) fir allea € Ny mit |o] < k.

Um wie angekiindigt aus der ,Glattheit von f eine ,, Abfallrate” fiir f zu folgern,
benotigen wir einige Vorbereitungen.

Lemma 6.17 Sei f € L'(R") N C(R") eine Funktion mit kompaktem Triger.
Falls 0; f existiert und 0;f € L*(R™) ist, so gilt

0,f(x) d =
.
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Dieses Lemma kann man leicht mit Fubini und dem klassischen Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung zeigen, falls 0; f eine stetige Funktion ist. Die-
selbe Beweisidee funktioniert auch in der hier vorliegenden allgemeineren Situa-
tion. Die dafiir benétigte Verallgemeinerung das Hauptsatzes werden wir nur
formulieren; einen Beweis finden Sie in Kapitel 7, Abschnitt 4 des Buches von
Elstrodt.

Wir beginnen mit einer Definition. Eine Funktion F' : [a, b] — K heilt absolut
stetig, wenn zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert, so dass

m

D |F(bk) = Flax)| <€

k=1

fir alle m € N und fir alle a < a; < b; <ag < by <...<a, <b, <bmit
> o (bg—ag) < d. Offenbar ist jede auf [a, b] absolut stetige Funktion auch stetig;
die Umkehrung gilt nicht. Eine wichtige Eigenschaft absolut stetiger Funktionen
ist, dass sie fast iiberall differenzierbar sind. Aufserdem ist jede absolut stetige
Funktion F : [a, b] — K mit F'(xz) = 0 fast iiberall eine konstante Funktion
(wogegen es stetige Funktionen gibt, die fast iiberall differenzierbar sind und die
Ableitung 0 haben, die jedoch nicht konstant sind!).

Satz 6.18 (Hauptsatz fiir das Lebesgue-Integral) (a) Ist f : [a, b — K
Lebesgue-integrierbar, so ist die Funktion

Fla) = /mf(t) dt, a<z<b,

absolut stetig, und es gilt F' = f fast tiberall.

(b) Ist I : [a, b] — K absolut stetig, und setzt man F'(x) = 0 in allen Punkten
x, in denen F' nicht differenzierbar ist, so ist I’ Lebesgue-integrierbar auf [a, b],
und es gilt

F(:E)—F(a):/xF'(t)dt, a<z<b.

Mit diesem Hilfsmittel kann Lemma [6.17 wie im Fall stetiger Ableitungen gezeigt
werden.

Lemma 6.19 Sei f € L*(R") N C(R™) so, dass 0;f existiert und 0;f € L*(R™)
gilt. Dann existieren Funktionen fi, € C.(R™) mit 9; fr — 0;f und fr, — f in L.

Beweis. Der Beweis benutzt eine Abschneidetechnik. Sei p € C°(R™) derart,
dass p(z) = 1 auf B(0, 1) und p(x) = 0 fur |z| > 2. Ansonsten sei 0 < p < 1. Wir
setzen pi(x) := p(x/k). Dann gilt pg(z) = 1 fiir € B(0, k) und pp € CZ(R™).
Wir zeigen, dass fi := prf die gewiinschten Eigenschaften hat. Zunéchst ist

||f—fk||1=/ If(x)—pk(ﬂf)f(éf)ldx§2/ ()] dz =0
R\ B(0, k) R

"\B(0, k)
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fiir K — oco. Desweiteren gilt
10;f = 05 fllx
10;f(2) = 0i(pu(2) f(2))] dv

< / 103 @) = @, @) de+ [ 1F @) de

-/ 0,161 IO+ [ @oa)ds
R™\B(0, k) R\ B(0, k)
<2 f@ldet g s 0() f(@)]dr =0
R\ B(0, k)

yERn R\ B(0, k)
fur £ — oo. m

Satz 6.20 Sei f € L'(R") NC(R™) so, dass 0;f existiert und 9;f € L*(R™) gilt.
Dann ist

@ 1)() = ig; f(©).

Beweis. Sei zunidchst f eine Funktion mit kompaktem Trager. Dann gilt wegen
Lemma und mit partieller Integration (vgl. Ubung)

—_— 1

. — —i(z, &)
@D = Gy / (0,F)(x)e @9 do
1 ZfE
= o [, J@ig)e e de = ig )

fiir alle ¢ € R™, d.h. die Behauptung gilt. Fiir allgemeines f € L'(R") nutzen wir
Lemma und approximieren f durch Funktionen f; mit kompaktem Tréger
so, dass fr, — fin L' und 9, f;, — 0;f in L'. Nach Satz 612 gilt dann

O;fr — 0:f in L®(R™)  sowie i€, f,(&) — i&; f(€) fiir € € R™.

Da nach dem ersten Teil @(5) = i&; f1(€) gilt, folgt die Behauptung auch im
allgemeinen Fall. [

Den folgenden Satz kann man nun wieder leicht mittels Induktion beweisen.
Folgerung 6.21 Sei k € Ny und sei f € C*(R™) derart, dass 0°f € L*(R") gilt
fir alle « € N§ mit |a] < k. Dann gilt

(0°)(€) = (&) F(£)-

Beispiel. Wir berechnen die Fouriertransformierten von Gauf-Funktionen. Sei
a>0und f(z) = e " Dann gilt:

le1?

f(&) = (2a) e ar .
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Wir zeigen dies zunéchst fiir n = 1. Dann ist
i

(D€ = F(=iw)e ™)) = F(o(e#F))(©)

2a
n 1

(A 2
() = —5-£7(€)
fiir alle ¢ € R™. Mit der Produktregel rechnet man nun leicht nach, dass

%(eiff(g» =0 fiir alle £ € R";

also ist & s elél*/4af (&) konstant. Die Konstante ergibt sich aus

f(0) = \/%_W /]Re_”2 dr = (2a)7Y/2.

Dies ist die Behauptung fiir d = 1. Der allgemeine Fall folgt mit Fubini:

l¢|2

F 1 - —az? —izj; —njo —lEF
f(f):WH/Re e~ % dx; = (2a)""/?e” a . -
=1

6.7 Fourier-Inversion

Unser Ziel ist nun, zu gegebenem f die Funktion f zu bestimmen. Dazu erinnern
wir an die Notation

¢ 1 i(x,
F©) = (-6 = G | f@)e= o

fir f € LY(R").
Satz 6.22 (Inversionsformel der Fouriertransformation) Sei f € L'(R")

derart, dass auch f € L*(R™) gilt. Dann ist f = f = f fast iberall.

Beweis. Fiir x € R” sel

2
—lz|

ge(z) = (2m) 2 e

1

Wie wir im Beispiel am Ende des vorigen Abschnitts (mit a = 55

gilt dann

) gesehen haben,

o o (2]’{:2)”/2 —k2|§|2 o k,TL
gk(£> - (271_)”/2 e - W

e I = kg (ke)
mit (&) := 72K’ Dabei ist |||y = 1 (vgl. Beispiel 1 in Abschnitt Z4] und

Fubini) sowie g > 0. Somit erfiillt die Folge (gx) die Voraussetzungen von Satz
677 ist also eine approximative Eins (siehe auch Anmerkung 2 nach Satz [6.7]).
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Damit konvergiert g, * f nach Satz[G.7in L'(R™) gegen f, ist also insbesondere
eine Cauchyfolge in L'(R"). Nach Theorem .7l gibt es dann eine Teilfolge g, * f,
die auflerdem punktweise fast iiberall gegen f konvergiert. Damit gilt fiir fast alle
r eR”

flz) = Jij}l}m@km * f)(x) = lim F@W) gk, (x —y) dy

m—o0 fpn

= lim F@W) (TeGr, ) (—y) dy.

m—0o0 [pn

Ahnlich zu Satz (d) gilt fiir h € L'(R™) die Formel (nachrechnen!)

(roh) = F ().

Damit und schlieflich mit Satz (b) erhalten wir weiter

fe) = lim [ fy)F (e"g.)(—y)dy

m—oo fpn

= lim [ fy)F(C D) () dy

m—oo [pn

= lim F)e gy (y)dy.

m—oo [pn

Da g punktweise gegen (gw)_”/ 2 konvergiert, folgt mit dem Satz iiber die majo-
risierte Konvergenz (mit f € L' als integrierbarer Majorante)

f@)y= [ fy)e® lim g dy=2m)™"? | fy)e'®dy = f(z).
Rn m—00 Rn

Analog folgt auch f = f ) [
Eine unmittelbare Folgerung aus diesem Satz ist

Folgerung 6.23 (a) Sei f € LY(R") und f = 0. Dann ist f =0 fast tiberall.
(b) Fiir f, g € L*(R™) mit f = § € L'(R™) gilt f = g fast tiberall.

6.8 Der Schwartz-Raum

Die Resultate aus Abschnitt [6.6] motivieren die folgende Definition. Eine Funktion
f: R™ — C heiltt schnellfallend, talls

pr(f) == sup |z|* |f(z)] < oo fiir jedes k € N.
xzeR?

Dies ist trivialerweise aquivalent zu

sup |z%]|f(z)| < oo fiir jedes o € N .
TER™
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Aus der Definition folgt sofort, dass
|lz|*| f(x)] = 0 fiir |2| — oo

fiir jedes k und fiir jede schnellfallende Funktion f. Dies erklart die Bezeichnung

,schnellfallend®.
Eine Funktion f € C*°(R") heikt eine Schwartz-Funktion, falls alle ihre par-
tiellen Ableitungen schnellfallend sind, d.h., fiir beliebige o, § € Ny gilt

sup [2°[10° f(x)] < oo,
reR™

was aquivalent ist zu

Pmi(f) == sup |2|™]0°f(x)] < oco.
zeR™, |B|I<k

Die Menge aller Schwartz-Funktionen bezeichnen wir mit S(R™). Der folgende
Satz fasst einige Eigenschaften von Schwartz-Funktionen zusammen.

Satz 6.24 (a) S(R") ist ein Vektorraum, genauer ein Unterraum von Cy(R™).
(b) S(R™) st fiir p € [1, oo] in LP(R™) enthalten und liegt fiir p € [1, co) dicht in
LP(R™).

(c) Ist f € S(R™), so liegt fiir jedes 3 € N& auch die Funktion 9° f in S(R™).
(d) Fir f € S(R™) und v € Ny liegt die Funktion 7 f(x) in S(R™).

(e) Fir f, g € S(R™) ist auch das punktweise Produkt fg eine Schwartz-Funktion.
Insbesondere ist S(R™) mit punktweisem Produkt eine Algebra.

(f) Ist f € S(R™), so ist auch f € S(R™). Insbesondere ist

F:SR") = SRY), F(f)=f

eine lineare Abbildung. Diese ist invertierbar, und

FS®) - SR, F =
(9) Fir f, g € S(R™) ist die Faltung f * g wieder eine Schwartz-Funktion.

Beweis. Aussage (a) folgt sofort aus den Definitionen.

(b) Der Fall p = oo ist klar: Schwartz-Funktionen konvergieren im Unendlichen
gegen 0 und sind stetig, sind also insbesondere beschréankt. Sei nun p < co. Wir
bemerken zunéchst, dass (1 + |z|)~™ fiir geeignet groftes m € N in LP(R") liegt.
Fiir solche m erhalten wir

1
z)Pdxr = 2)P(1+ [P ——dx
[ 1) [ @+l
1
C ——dr <
= e W e T
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mit einer Konstanten |f(z)[P(1 + |z|)P™ < C, denn f ist ja schnellfallend.

Da offensichtlich C°(R") C S(R") und C°(R") dicht in LP(R") ist (Folge-
rung [6.10), liegt S(R™) dicht in LP(R™).
(¢) Dies folgt wieder unmittelbar aus den Definitionen.

(d) Fiir den Beweis benétigen wir die folgende allgemeine Form der Produktre-
gel fiir partielle Ableitungen: Sind ¢ und f geniigend glatt und ist @ € Ny ein

Multiindex, so gilt
aa(fg) — Z (g) 85']0 . aa—ﬁg

BLa

mit den verallgemeinerten Binomialkoeffizienten

()= () ()~ ()
)\ o Bn)’
(Fiir uns ist nur wichtig, dass es solche Konstanten gibt; ihre Werte sind fiir uns
uninteressant.) Eine Anwendung dieser Formel auf das Produkt z7f(x) zeigt,

dass 0°(27f(x)) eine Linearkombination von Schwartz-Funktionen ist. Die Be-
hauptung folgt nun aus Teil (a) dieses Satzes.

(e) Dies folgt aus der allgemeinen Binomialformel im Beweis von (d).

(f) Die Linearitét ist klar, sofern wir f € S(R™) fiir f € S(R") zeigen. Dies folgt
aber aus den Resultaten im Abschnitt 6.6l und aus den obigen Aussagen (a) - (d).
Die Invertierbarkeit folgt aus der Inversions-Formel, Satz [6.22]

(¢) Dies folgt aus (e) und (f) sowie aus Satz (c). m

6.9 Das Fourier-Integral: L?-Theorie
Vorbemerkung: Die Abbildung

(f, 9) = (f, 9) = . f(x)g(z) dx

ist ein Skalarprodukt auf L?(R") (die Existenz des Integrals folgt aus der Holder-
schen Ungleichung). Da

[fll2 = V(S f)

und L%(R™) vollsténdig ist, ist L*(R™) ein Hilbertraum (dies gilt nicht nur fiir den
Lebesgueschen Mafraum; L? ist auch fiir allgemeine Mafriume ein Hilbertraum).

Satz 6.25 (Plancherel) Fir f, g € S(R") gilt

(f.9)=(f,9) = (], 9) und insbesondere ||f||s= | fll2=IIf]2-
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Beweis. Seien f, g € S(R"). Dann ist f. g € S(R"), und man iiberlegt sich leicht,
dass g = g. Satz (b) und Satz liefern dann wegen S(R") C L'(R")

(fogy=| fgda= [ fadva= | fGdra= | fGdra=(]. 3.

R” R Rn Rn
Hieraus folgen auch alle iibrigen Behauptungen. [

Lemma 6.26 Fir f € L*(R")NLY(R") existiert eine Folge (f3.) in S(R™) derart,
dass fy — [ in L*(R™) und auch f, — f in L'(R").

Beweis. In Folgerung[6.I0haben wir die Dichtheit von C2°(R™) in LP(R") gezeigt.
Die dort konstruierte Folge (f) hat die gewiinschten Eigenschaften. [

Satz 6.27 Sei f € L*(R") und (fx) € S(R™) mit fr — f in L*(R™). Dann gelten
die folgenden Aussagen:

(a) Es gibt ein g € L2(R™) mit f, — g in L2(R").

(b) Ist (gr) € S(R™) eine weitere Folge mit g, — f, so gilt auch g, — g.

(c) Ist zusitzlich f € LY(R™), so gilt g = f fast diberall.

Beweis. (a) und (b) Seien f € L*(R") und fi, g € S(R") mit f, — f und
gr — fin L*(R™). Wir zeigen, dass (fx) eine Cauchyfolge ist. Nach dem Satz von
Plancherel ist

1 = Falla = 15— Fullz < 1fx = Flla+If = fnlla = 0 fiir &, m — 0.

Also ist ( fk) eine Cauchyfolge in L?*(R"). Sei g ihr Grenzwert. Dann ist g €
L*(R™). Aus

1 fx = Gxll2 = I1fx — grlla < I fx = Fll2 + 1f — gill2 = 0 fiir k — oo

folgt, dass auch g, — g gilt.

(¢) Sei f € LY(R™) N L*(R™) und f;, € S(R™) mit f, — f bzgl. der L'- und der
L*-Norm (sieche Lemma [626). Dann gibt es nach Teil (a) ein g € L*(R"™) mit
fr — g bzgl. der L?-Norm. Mit Satz B gibt es eine Teilfolge (kn,) € N mit
fi () = g(z) fiir fast alle z € R™. Da aber

Ifx = Flloe < 27) "2 || fs = flli = 0

~

wegen Satz [6.12] folgt g(z) = f(x) fiir fast alle z € R™. m

Wegen Aussage (b) ist der Grenzwert in (a) von der Wahl der Folge (f) € S(R")
unabhdngig. Dies erlaubt die folgende Definition der Fouriertransformation in L?.

Sei f € L*(R"). Wir wiihlen eine Folge (f) € S(R™) mit f, — f in L*(R").
Die nach Satz existierende und eindeutig bestimmte Funktion g € L*(R"™)
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heilt die Fouriertransformierte der L?-Funktion f. Wir behalten dafiir die No-
tation F(f) = f bei (was wegen Aussage (¢) im genannten Satz mit unserer
L'-Notation konsistent ist) und setzen auch wieder

f(&) = f(=¢) firéeR™

Satz 6.28 Die Abbildung
F:L*R") — L*R"™), fw F(f)

ist eine lineare und surjektive Isometrie. Insbesondere ist | F(f)||2 = || f]l2, und
F ist injektiv. Weiterhin ist F~1(f) = f und

(F() Flo) = (f, 9) = (F (), FH9)).

Beweis. Aus der Definition ist klar, dass F den Raum L?*(R™) in sich abbildet.
Auch die Linearitét folgt sofort, da F auf dem Schwartz-Raum linear ist. Sei nun
f € L*(R™) und (f;,) € S(R") eine Folge mit f, — f in L*(R™). Dann ist

[fll2 = klim 1 fill = lim [ fill2 = || ]
—00 k—oo

Wir zeigen nun die Surjektivitdt von F. Sei f € L*(R"), und sei (f;) eine Folge

in S(R") mit f, — f in L?. Wie in Satz[6.27 (a) sieht man, dass die f; gegen ein

g € L*(R") konvergieren. Wegen Satz 622 gilt fi = f.. Da f, € S(R"), gilt nach
Definition von ¢ auch

fo=Jn— 0,
dh. es ist F(g) = f. SchlieRlich folgt aus f,(€) = fu(—=¢), dass ¢ = f, also

F~U(f) = f. Die letzte Aussage folgt aus der Definition und der Stetigkeit des
L2-Skalarproduktes. n

Anmerkung. Ist f € L*(R"), so ist fxp(o,r) € L*(R")N L' (R") fiir jedes R > 0.
Satz (c¢) liefert dann

1 .
Ffxwom)©) = g [ fa)e 9 do.
( B(0 R))( ) (277')”/2 B0, ) ( )
Da fxpo,r) — f in L? fiir R — oo, erhilt man mit Satz

F(f) = lim flz)e ™) da,

7 ),
R—oo (21)"/2 J50 Ry

wobei die Konvergenz in der L?-Norm zu verstehen ist. Es ist ein tiefliegendes
Resultat, dass hier fiir d = 1 Konvergenz punktweise fast tiberall vorliegt. Ob dies
auch fiir d > 1 gilt, ist eine offene Frage der Fourier-Analysis. [
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6.10 Anwendungen

Die Poisson-Gleichung. Der Laplace-Operator A ist fir f € C*°(R™) definiert
durch
Af:=0f+05f+---+0°f.

Wir suchen die Losung der Poisson-Gleichung f — Af = g, wobei g geeignet
gegeben ist, z.B. g € S(R™). Betrachten wir die Fouriertransformierte dieser

Gleichung f — Af = g und schreiben deren linke Seite mit Hilfe von Abschnitt
als

F©) = ((1€0)° + (1€2)* + -+ + (1€0)) F(€) = (L + [€[*) F(€),
so haben wir die Differentialgleichung f — Af = g auf die algebraische Gleichung
(1+ 1)) =4

zuriickgefiihrt. Diese konnen wir leicht 16sen: wir dividieren einfach durch 1+ |€|?

9(&)

1O = 1

und erhalten hieraus f mit der inversen Fouriertransformation:

r=rde =7 ({25,

Aus dem Produkt wird dabei eine Faltung (Satz (¢)), und wir bekommen

1 _ 1
1=y (o)

Mit einer etwas trickreichen Rechnerei erhalten wir schlieflich die explizite Form

1
f:Wg*Bn

der Losung der Poisson-Gleichung, wobei

1 [ee] e—t—‘z—f
Ba(r) = 5 / -l (2R
0

eine sogenannte Bessel-Funktion ist.
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Die Wirmeleitungsgleichung. Mit dhnlichen Methoden kann man auch die
Wirmeleitungsgleichung

Owu(t, ) = Au(t, z) firt >0, z € R"

mit der Anfangsbedingung u(0, z) = f(x) fir x € R™ 16sen. Die Funktion f ist
gegeben und heift Anfangswert. Wir wollen z.B. f € S(R™) annehmen und suchen
eine Funktion

u: [0, 00) x R" — C,

welche diese Differentialgleichung 16st und der Anfangsbedingung gentigt. Dazu
betrachten wir die Fouriertransformierte der Gleichung bzgl. der Raumvariable
x € R™ und erhalten die folgende dquivalente Form:

oua(t, £) = —|€]*a(t, &) firt > 0, £ € R",

u(0, §) = f(§) fiir x € R".

(Hier muss man sich noch tiberlegen, dass man 0; und F vertauschen kann.) Was
wir erhalten haben ist eine gewohnliche Differentialgleichung fiir 4. Diese konnen
wir fiir jedes £ € R™ explizit 16sen:

a(t,€) = eI f(g).

Jetzt miissen wir zurilicktransformieren, und beachten, dass eine Gauftfunktion
auftaucht. Da bei der inversen Fouriertransformation Produkte in Faltungen iiber-
gehen (Satz [613] (¢)), erhalten wir mit dem Beispiel aus Abschnitt

ult, ©) = FHa(t, €)) = 2m) " 2F )« F e ) = (f  g.) (),

wobel
||

gi(x) = (47t) 20

der sogenannte Gaufl- oder Wdrmeleitungskern ist.

6.11 [P-Theorie®

Wir haben oben gesehen, dass die Fouriertransformation L!'(R") in L>(R") ab-
bildet, wobei

IF flloo < (2m) 72 f1]1, (6.2)
und dass sie auch L?(R™) in L*(R") abbildet, wobei
IF£ll2 = 11112 (6.3)

Fiir f € S(R") C LY(R™) N L*(R") gelten beide Abschiitzungen, und die Interpo-
lationsungleichung (Satz L.I4 mit 6 = 2/q) liefert fir ¢ € [2, oo

IZ Dl < IFOIEIFE < @m0 | )7 720,
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Wir méchten auf der rechten Seite an Stelle des Produktes || f||1 || f|l2 nur eine
Norm haben, also zeigen, dass fiir geeignetes p (fiir das mit 1/p+1/¢ = 1)

1fllg < (@m)"C2=9) £,

gilt. Wenn die ,umgekehrte Interpolationsgleichung® || f||§/ /U f ||1_2/ < fll, kor-
rekt wire, wiren wir damit fertig. Diese Ungleichung stimmt aber leider
nicht!

Durch geeignetes ,,Mischen beider Abschétzungen (6.2) und (63)) konnen wir
auch auf der rechten Seite zwischen p = 1 und p = 2 interpolieren und so das
folgende Resultat erzielen.

Satz 6.29 Firl <p<2undq € (2, o] mit1/p+1/q =1 gibt es eine Konstante
C, so dass

1Fllg < Coll £l fiir alle f € S(R™).

Der folgende Beweis folgt Ideen von Marcinkiewicz und dient auch als Grundlage
des Beweises des Interpolationssatzes von Marcinkiewicz.

Beweis. Die Fille p = 2 und p = 1 haben wir bereits diskutiert. Sei also p €
(1, 2), und sei ¢ der zu p konjugierte Exponent. Weiter kénnen wir ||f||, = 1
annchmen, denn fiir || f||, = 0 ist die Ungleichung mit beliebiger Konstante C,
wahr. Aus Satz [0.17] wissen wir, dass

Il = [~ s hAG) ds.
0
wobei A(s) = {§{ € R": |f(§)| > s}. Mit der Substitution s = 2t wird hieraus
1£1lq = q2° / 17N, (A(21)) ds.
0

Um die L9-Norm von f moglichst scharf abschédtzen zu kdnnen, benétigen wir
gute Abschétzungen fiir das Lebesgue-Mak von A(2t). Die Idee ist, die Funktion
f (und damit auch f) so in f = fi + fo zu zerlegen, dass wir auf f; die L'-L>
Abschitzung (62) anwenden kénnen. Dies liefert eine Abschitzung nach oben
fiir | f1(€)| und somit fiir £ € A(2t) eine Abschiitzung nach unten fiir | fo(€)]. So
erhalten wir eine geeignete Abschitzung fiir A, (A(2t)) durch die L?>-Norm von
fo- Mit der L2-L? Abschitzung (63) kénnen wir dann A, (A(2t)) durch die Norm
von fy kontrollieren. Hier sind die Details:
Sei M > 0 eine Konstante, die wir spéter genau wihlen. Wir setzen

B:i={z eR":[f(x)] > M}, fi:=fxn, fo:=fxp
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Dann ist offenbar f = f, + f, und, da F lincar ist, f = f, + fo. Da f; € L*(R"),
konnen wir fiir jedes M abschétzen

A < — /|f1 )| d = /|f1 P f ()] de

27T)n/2 27'(' n/2
1
< )P dx < — Pd
= (27T)n/2 Mp 1 / ‘fl ‘ z (277')”/2 Mp_l /Rn ‘f(x)‘ T
1 1

(27?)"/2 Mp—1°

Fiir t > 0 wahlen wir nun M so, dass =1t, d.h.

T T
M = ((2m)"2t) 77

Fiir t > 0 mochten wir A\, (A(2t)) abschéitzen. Um deutlich zu machen, dass unsere
Zerlegung und insbesondere die Menge B von M und damit von ¢ abhéngen,
schreiben wir B, an Stelle von B. Wir wir oben gesehen haben, ist | f; ()| < ¢ fiir
alle ¢ € R". Fiir £ € A(2t) muss daher |f,(€)| > t gelten. Unter Beachtung von
| f2ll2 = || fo||2 nach @3) erlaubt dies die Abschiitzung

) < [ herdes [ ibors= [ ipeke

R

= |f(2)]* d.
124
Nach diesen Uberlegungen kénnen wir || f||, wie folgt abschiitzen:

Al = et [ eaaeoyde < [Co | jaPdear
0 0 t

—n/2

- f(@) = (2m)
= q21 |f(:)3)|2/ 973 dt do
Rn 0
q2 _ot=|f(x)|*~P(2r) /2
= [Fla) P2 =TT de
q— Rn
q2q

- 2 (1-p)(q—2)
g2 (27r)(q—2)n/2 /R f@)FFlf ()] dx.

Wegen 2 + (1 —p)(¢ —2) = ¢ — pg — 2 — 2p = p ist dies gleich

q21 1 / » q2 1
dr = )
q—22m)a2n/2 [, [f(z)f de q—2 (2m)a=2mn/2

Wir haben somit gezeigt, dass

1/q
I1flly <2 (ﬁ) (2m)" /=12 | £ n
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Anmerkungen. Mit etwas mehr Miithe und anderen Techniken lésst sich die
Abschétzung

1fllg < @m)rtat2 £,

zeigen. Diese ist die bekannte Hausdorff-Young-Ungleichung. Die prazise Kon-
stante C, hat Beckner ausgerechnet:

1F1ly < Ap(2m)" 2 £,

mit A, = /p'/Pq~'/4. Wir sehen, dass fir p = 1 und p = 2 die optimalen
Konstanten (27)™2 bzw. 1 genau diejenigen sind, die wir aus (6.2) und (G.3)
kennen.

Fiir p > 2 gibt es keine Konstante C,, mit der Eigenschaft, dass || f|l; < C, |l fl,
fir alle f € S(R™). Ebenso gibt es fiir p, ¢ € [1, oo] mit 1/p + 1/q # 1 keine
Konstante C,, derart, dass || f|, < C,||f||, fiir alle f € S(R™). m

6.12 Komplexe Theorie®

Wir haben oben gesehen, dass ,Abklingen von f ,Glattheit* von f impliziert.
Im Extremfall, wenn f einen kompakten Tréager hat (also ,sehr schnell“ gegen
0 konvergiert), ist seine Fouriertransformierte sogar holomorph (unendlich oft
C-differenzierbar). Dies und eine Umkehrung mochten wir jetzt zeigen. Dazu
benotigen wir einige Vorbemerkungen.

Fir &, x € C" sei
LU) = Zgjxj.
j=1

Man beachte, dass dies NICHT das komplexe Skalarprodukt auf C" ist, denn hier
steht keine Konjugation der Komponenten x;.

Eine Funktion f : C" — C nennen wir holomorph, falls alle komplexen par-
tiellen Ableitungen 0,,f mit ¢ = 1, ..., n existieren, d.h. falls f beziiglich jeder
Variablen holomorph ist. Man kann zeigen, dass in diesem Fall die (totale) kom-
plexe Ableitung von f existiert und dass f unendlich oft komplex differenzierbar
ist. Dies ist wieder ein enormer Unterschied zum Reellen.

Satz 6.30 (Paley-Wiener) (a) Sei f € C°(R") mit supp f C B(0, a) fir ein
a > 0. Dann hat f : R" — C eine holomorphe Fortsetzung g auf C", und fir
jedes m € N existiert ein c,, > 0, so dass

19(2)| < (1 + |2])"™e ™= fiir alle z € C™. (6.4)

(b) Sei g : C" — C eine holomorphe Funktion derart, dass ein a > 0 existiert, so
dass es fiir jedes m € N ein ¢, > 0 gibt mit ([64). Dann gibt es ein f € CZ(R™)
mit supp f C B(0, a) so, dass f(f) g(&) fiir alle &€ € R™.
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Beweis. (a) Hat f € C.(R") einen kompakten Tréager innerhalb B(0, a), so exis-
tiert das Fourier-Integral nicht nur fiir reelles ¢ € R", sondern auch fiir £ € C".
Wir kénnen daher setzen

9(2) = (27T)—n/2/ f(x)e—i@,z) dr = (Qﬂ)—n/2 f(x)e—i(:c,z> dr.
B(Ova’) Rn

Offenbar ist g(&) = f (&) fir £ € R™. Die Holomorphie von g folgt leicht durch
Nachrechnen der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen beziiglich jeder
komplexen Variablen. Weiter: fiir z € C" und k£ € N gilt

/ f(x)z'kafe_i<x’z> dx
B(0,a)

k k—i(x, z
/ 9; f(z)ite @2 dg
B(0,a)

< (27T)_"/2 / |0jf(:z)|e_1m 2 do
B(0,a)

() = (2m)™

Parélnt. (27'(') —n/2

< (2m) /2 / 04 £ ()] da = C(k)e ],
B(0,a)

Sei nun m € Ny. Dann ist

(1+|z))™ Z( ) |2|F,

m
k=0

G)ew

(14 [21)"1g(2)] < emett™.
Das ist aber die Behauptung.

und mit

P
i
NE
> 3

e
i
o

folgt sofort

(b) Wir beweisen die Aussage nur fiir n = 1. Fiir den Beweis des allgemeinen
Falles kann man dies koordinatenweise verwenden.

Sei g : C — C eine Funktion mit den angegebenen Eigenschaften. IThre Ein-
schrinkung g|g bezeichnen wir ebenfalls mit g. Zundchst bemerken wir, dass
2%g(z) € LY(R) fiir alle @ € Ny. Fiir ¢ € R und & € Ny gilt ndmlich nach
Voraussetzung

Cm 8"

€% ()] < W

mit geeigneten Konstanten c,,. Die Funktion auf der rechten Seite liegt in L!, falls
m geeignet grof ist. Insbesondere konnen wir also f := g definieren. Wegen Satz
.10 gilt dann f € C*°(R), und wir miissen nur noch supp f C B(0, a) zeigen.
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Wir nutzen die komplexe Veradnderliche aus, indem wir iiber geeignete Wege
in der komplexen Ebene integrieren. Sei v, die Kurve (—o0, 0o) und 7, die Kurve
(—00 + 10, 0o + id) mit einem Parameter 6 € R. Offenbar ist

f(x) = (2m) 2 / g(€)e™ dg = (2m) 112 / g(2)ei** dz,

R 71

und wir werden gleich zeigen, dass
(2%)_1/2/ g(2)e" dz = (27r)_1/2/ g(2)e"™* dz. (6.5)
71 72

Nachdem dies gezeigt ist, konnen wir wie folgt argumentieren: Fiir x € R ist

[f@)] = (2m)7"?

C2e—m5

(2717

) ) —xd .
[ats+iseernag) < 2 [lgte i

/(1 + |I|)—2ea\6| dg _ Ce—x6+a\6|’
R

wobei wir in der letzten Zeile die exponentielle Abschétzung ausgenutzt haben.
Wiihlen wir speziell 6 := ¢sgn (z) mit ¢ > 0, so erhalten wir

[f(x)] < CetteleD.

Lassen wir nun ¢ gegen oo streben, bekommen wir |f(x)| = 0 fiir |z| > a, d.h. es
ist supp f € B(0, a).

Wir haben noch (63) zu zeigen. Seien v und & die Kurven [—R, R] und
[—R +id, R+ id]. Fiir R — oo gilt offensichtlich

/R g(2)ei™ dz —>/ g(2)e™*dz und /R g(2)e™* dz _)/ 9(2)e" dz.
" m 72 Y2

Weiter bezeichnen wir mit v4* und [ die Kurven, welche zwischen R und R + id
bzw. zwischen —R + i6 und —R vertikal verlaufen. Dann ist [' := 4t + 42 —
At + 4l ein geschlossener (und stiickweise stetig differenzierbarer) Weg, und der
Cauchysche Integralsatz liefert

/g(z)em dz = 0.
r

Die Integrale entlang 4 und ~[* lassen sich leicht abschitzen: fiir k = 3, 4 gilt
wegen (64) mit m =1

/ g(2)e™* dz
,\/R

k

<ClS|(1+R)™ =0 fiir R — oo,

wobei 0 die Lénge des Integrationsweges ist. Somit gilt (6.3]), und der Beweis ist
beendet. [
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7 Integration iiber Untermannigfaltigkeiten

Im vorigen Kapitel haben wir uns mit der Berechnung von Integralen iiber mefs-
baren Mengen im R™ befasst, wobei das zugrundeliegende Mafs stets das n-
dimensionale Lebensgue-MaR war. Betrachtet man nun Flichenstiicke im R? oder
Kurven in der Ebene, so verschwinden die Integrale iiber solchen Mengen, da die
Integrationsbereiche Nullmengen sind. Andererseits ist es fiir viele Zwecke erfor-
derlich, Integralen iiber niedriger-dimensionalen Gebilden einen Sinn zu geben.
Beispielsweise haben wir bereits einer Kurve im R™ eine Lénge zugeordnet (also
ein “eindimensionales” Volumen), und wir haben Funktionen tiber Kurven inte-
griert. Im gleichen Sinn wiirden wir gern die Gréfse von Oberflichen von Kérpern
im R? (wie der Oberfliche der Einheitskugel) berechnen oder Integrale iiber Funk-
tionen auf solchen Flachen betrachten.

7.1 Untermannigfaltigkeiten

Wir haben Untermannigfaltigkeiten des R™ bereits in der Analysis 11 kennenge-
lernt, wobei der Schwerpunkt auf der Beschreibung von Untermannigfaltigkeiten
als Nullstellenmengen von Funktionen lag. In diesem Abschnitt wird der Schwer-
punkt auf der Parametrisierung von Untermannigfaltigkeiten liegen. Beide Sicht-
weisen sind uns aus der linearen Algebra vertraut, wo man Untervektorrdume
zum einen als Losungsmengen linearer homogener Gleichungssysteme und zum
anderen durch eine Parameterdarstellung mittels einer Basis beschreibt.

Rufen wir uns zunéchst in Erinnerung, was wir aus der Analysis I wissen.
Wir betrachten einen stiickweise differenzierbaren Weg ~ : [a, b] — R". Ist v in ¢
differenzierbar (was in allen bis auf endlich vielen Punkten der Fall ist), so deuten
wir die Ableitung /(¢) € R™ von « in ¢ als den Geschwindigkeitsvektor und seine
Lange

n 1/2
IOl = (Z \%(t)P)

als die Geschwindigkeit, mit der ein Punkt den Weg v zum Zeitpunkt ¢ durchléuft.
Fiir die Lange des Weges v haben wir die Bezichung

s = [ o)l d (7.)

gefunden. (Wir hatten die Lénge fiir beliebige rektifizierbare Wege erklart und
((CI) als Spezialfall erhalten. Man kann aber (Z]) auch als Definition der Léange
eines stiickweise stetig differenzierbaren Wegs v benutzen.) Schlieflich haben wir
fiir stetige Funktionen f : R™ — R das Kurvenintegral (1. Art) tiber v definiert
durch

/f:/fmmmmmw (7.2)
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Wir haben uns auch tiberlegt (Analysis II, Satz 11.6), dass das Integral in (Z.1]) nur
von der durch v definierten Kurve I' = «y([a, b]) abhéngt, dass es sich also nicht
andert, wenn man die Kurve [' umparametrisiert, indem man  durch yoy ersetzt,
wobei ¢ : [a, B] — [a, b] eine stetig differenzierbare Bijektion mit ¢'(¢) > 0 fiir
alle t € (a, B) ist. Gleiches gilt fiir das Integral (T.2)).

Wir wollen diese Konzepte verallgemeinern auf hoherdimensionale Flachen-
stiicke. Diese denken wir uns als gegeben durch differenzierbare Abbildungen
0 : U — R", wobei U C RF offen ist. Fiir k£ = 1 erhalten wir gerade Kurven.

Definition 7.1 Sei U C RF offen. Eine stetig differenzierbare Abbildung ¢ :
U — R™ heifit eine Immersion, wenn die lineare Abbildung ¢'(x) € L(R*, R™) fiir
jedes x € U injektiv ist, d.h. wenn rang ¢'(x) = k fir alle x € U ist.

Ist R¥ O U — R” eine Immersion, muss insbesondere k < n sein.

Wir betrachten wieder ¢ als eine Parametrisierung der Menge ¢(U). Mit sol-
chen Parametrisierungen werden wir spéter Integrale iiber ¢(U) definieren, indem
wir sie auf “gewdhnliche” Lebesgue-Integrale iiber U C R¥ zuriickfiihren. Im Fall
k =11ist ¢(U) eine Kurve, und ¢ ist genau dann eine Immersion, wenn ¢’(x) fiir
kein z die Nullabbildung ist.

Beispiel 1. Die Neilsche Parabel ¢ : R — R? x — (22, 2%) ist wegen ¢'(0) =
(0, 0) keine Immersion. Die Singularitdt im Nullpunkt verhindert die Injektivitét.
Beispiel 2. Ist U C R* offen und f : U — R stetig differenzierbar, so ist

0:U =R g (2, f(2))

eine Immersion. Tatséchlich erhalten wir fiir die Jacobimatrix J, () der Ableitung

QO/(SL’) c L(Rk, Rk—l—l)

1 0 0
0 1 o
Tyxk : : :
Jo () = * —_ : : : ’
J2(f) 0 0o ... 1
of of af
B, (x) B, () ... . (x)
und diese Matrix hat offenbar fiir jedes x € U den Rang k. [
Beispiel 3. Fiir die Funktion
r? cos
d:R* R (r, o)~ [ r?sing
3
,

ist die Matrixdarstellung der linearen Abbildung ¢'(r, ) gleich

2rcosp  —r?singp
Jo (@) = | 2rsing r’cose
3r? 0
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Man macht sich leicht klar, dass der Rang dieser Matrix genau dann gleich 2 ist,
wenn 7 # 0. Die Einschréinkung von ® auf R?\ ({0} x R) ist also eine Immersion.
(Die Abbildung ® selbst ist aber offenbar nicht injektiv.) Die Menge ®(R?) ent-
steht durch Rotation der Kurve {(r?, 0, r3) : r € R} (die man sich als Neilsche
Parabel in der zz-Ebene vorstellen kann) um die z-Achse (vgl. auch das folgende
Beispiel). Die “obere Schale” dieser Fliache beriihrt die untere (ihr Spiegelbild an
der zy-Ebene) im Nullpunkt. Derartige Singularititen werden durch die Forde-
rung der Injektivitdt von ¢'(x) in jedem Punkt vermieden. n

Beispiel 4. Wir sehen uns nun allgemeine Rotationsflichen an. Sei I C R ein
offenes Intervall und
r(t)

v:I =R te— 0
2(t)
eine stetig differenzierbare Funktion (deren Bild in der zz-Ebene liegt). Wir neh-
men weiter an, dass r(t) > 0 fiir alle ¢t € [ ist (so dass das Bild von v in der

rechten Halbebene der zz-Ebene liegt). Nun betrachten wir die stetig differen-
zierbare Abbildung

r(t) cos v
:I xR =R} (t )= | r(t)sing

2(t)
mit dem Bild
O(I xR) ={(z,y, 2(t)) : 2> + 9> =r(t)* t € I}.

Das Bild von @ entsteht also durch Rotation des Bildes von v um die z-Achse.
Die Jacobi-Matrix von ® in (¢, ¢) ist

(t)cosp —r(t)sing
(t)singp r(t)cose
2/ (t) 0

7,,/
,r,l

Jit.0)(P) =

Da wir r(t) > 0 fiir alle ¢ € I angenommen haben, hat diese Matrix genau dann
den Rang 2, wenn /(t) # 0 oder 2/(t) # 0, d.h. wenn ~/(t) # 0. Ist also v eine
Immersion, so ist auch ® eine Immersion. [

Beispiel 5. Schliefllich sehen wir uns noch eine Parametrisierung der zweidimen-
sionalen Sphére an. Wir betrachten die Abbildung

cos  cos 6

P:R* R (p,0)— | sinpcosf
sin 0
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mit der Jacobimatrix

—sinpcosf —cosysinf
Jip,0)(P) = cospcosf  —sinpsind
0 cos

Diese Matrix hat genau dann den Rang 2, wenn cosé # 0. Die Einschrankung

von P auf die offene Menge R x (—7/2, m/2) ist also eine Immersion, und ihr
Bild

PR x (—n/2,7/2)) = {(z, y, 2) € R®:2® + 9" + 22 =1, [2| # 1}
ist die Einheitsphére ohne Nord- und Siidpol. n

Wir diskutieren nun, wie der Begriff der Immersion zum Begriff der k-dimensio-
nalen Untermannigfaltigkeit des R"™ steht. Hier ist noch einmal die Definition.

Definition 7.2 FEine Teilmenge M C R™ heifit k-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit, wenn fir jeden Punkt p € M eine offene Umgebung V' C R™ von p, eine
offene Menge W C R™ und ein Diffeomorphismus ® : V. — W so existieren, dass

(VN M)=Wn (R x {0})
(wobei wir R™ = R¥ x R"* schreiben).

Die Menge M sieht also lokal aus wie R¥ x {0} in R™. Weiter benotigen wir den
folgenden Begriff.

Definition 7.3 Seien X, Y metrische Riume. Eine stetige Abbildungp : X — 'Y
heift Einbettung, wenn sie injektiv ist und wenn die Umkehrabbildung ¢=1 :
o(X) = X (bzgl. der von'Y auf (X)) induzierten Metrik) ebenfalls stetig ist.

Beispiel 6. Die Abbildung v : [0, 2r) — R? ¢ + (cost, sint) ist stetig und
injektiv, und ihr Bild ist die Einheitskreislinie S*. Die Umkehrabbildung 7 : St —
[0, 27), () — t ist jedoch nicht stetig, denn es ist zwar (2r — =) — ~(0), aber
2w — = = n(y(2r — +)) konvergiert nicht gegen 0 = n(7(0)). Die Abbildung ~ ist
also keine Einbettung. n

Satz 7.4 (Parametrisierungssatz) Fine Teilmenge M C R™ ist genau dann
eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, wenn es fir jeden Punkt p € M eine
offene Umgebung V- C R", eine offene Menge U C RF und eine Immersion
w:U—=R" mit p(U) =V NM gibt, die eine Einbettung ist.

Beweis. Sei zunédchst M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und p € M.
Dann gibt es offene Mengen V, W C R™ mit p € V und einen Diffeomorphismus
® .V — W so, dass

(VN M)=Wn (R x{0}).
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Sei U :={z € R*: (z,0) € W}und ¢ : U — R", x — &~ 1(n(x)), wobei 1 :
R* — R" die lineare Abbildung z + (x, 0) ist. Dann ist U offen, p(U) =V N M,

und

¢'(z) = (271) (n(x)) on.
Als Produkt injektiver Abbildungen ist ¢'(x) fiir jedes x € U injektiv, d.h. ¢ ist
eine Immersion. Schlieklich ist die inverse Abbildung zu ¢ : U — ¢(U) durch
o~ = 7o ®|, ) gegeben, wobei 7 : R" — RF die Projektion (z, y) — x ist. Aus
der Stetigkeit von ® und 7 folgt, dass ¢ eine Einbettung ist.
Wir zeigen die umgekehrte Richtung. Sei p € M. Dann gibt es eine offene Umge-
bung V' C R™ von p, eine offene Menge U C R* und eine Immersion ¢ : U — R®
mit o(U) = V N M, die eine Einbettung ist. Sei w := ¢~ !(p). Wir schreiben
©=(p1, ..., vn). Wegen rang ¢'(w) = k konnen wir nach Umnummerierung der
Koordinaten annehmen, dass die Matrix

;i g
()
<8xj ij=1

invertierbar ist (das ist gerade der obere k x k-Block der Jacobimatrix von ¢ in
w). Sei @ := (1, ..., or) : U — RF. Dann ist also ¢'(w) invertierbar, und mit
dem Satz {iber die Umkehrfunktion finden wir eine offene Umgebung W C U von
w so, dass @[y ein Diffeomorphismus ist. Wir definieren

W xR"F 2R (u, x) = (w1, ..., Up, Thgts .-, Tp)

= p(u) + (0, 1) = (p1(w), -5 wr(u), Prri(w) + Ty, -y On(u) + 25).

Dann ist ® ein Diffeomorphismus von W x R™* auf ¢(W) x R** denn ® und

(I)_l(va y) = (()5_1(1))7 Yk+1 — Sok+1((p (U>>7 ceey Yn — Son(@_l(U)))
sind stetig differenzierbar. Weiter ist ®~!(pp(u)) = (u, 0) fiir v € W und somit
O Hp(W)) =W x {0} CR* x R*™* =R".

Da ¢ eine Einbettung ist, ist (W) offen in M N V. Es gibt also eine offene
Teilmenge V,, C R" so, dass (W) = M NV, und wegen (W) C p(W) x R**
kann V,, in (W) x R"™* gefunden werden (gegebenenfalls ersetzen wir V,, durch
V, N (p(W) x R"*)). Wir haben somit fiir jeden Punkt p € M eine offene
Umgebung V,, € R" und einen Diffeomorphismus ! von V, in R™ gefunden, so
dass

P HMNV,) =0 (p(W)) =W x {0} C R¥ x R"*.

Also ist M eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit. [

Die Immersionen ¢ : U — M, deren Existenz wir soeben gezeigt haben, nennen
wir Parametrisierungen oder Karten der Menge ¢(U) C M. Oft schreibt man
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auch (p, U) fiir eine Karte ¢ : U — M. Die Funktionen (¢71); : ¢(U) — R,
j=1,..., k, stellt man sich als Koordinaten eines Punktes p € p(U) vor. Fir
p = p(x1, ..., xx) sind also zq, ..., x; die Koordinaten beziiglich der Karte
(¢, U). Offenbar kann ein Punkt fiir verschiedene Karten verschiedene Koordi-
naten besitzen. Man hat sich daher zu {iberlegen, was beim Wechsel von Koordi-
natensystemen passiert.

Satz 7.5 (Parameter-Transformation) FEs sei M C R" eine k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit, und

@j:Uj_)V}'Zspj(Uj)gMa J=12,

seien Karten mit Vi N'Vy =1V 2 0. Dann sind W, := goj_l(V) offene Teilmengen
von Uj, und

V= oy o pilw, : Wi — Wy
ist ein Diffeomorphismus.

Beweis. Da V eine offene Teilmenge von V; und ¢; stetig ist, ist W als Urbild
einer offenen Teilmenge von V; offen. Aus den Definitionen ist auch klar, dass v
bijektiv und stetig ist und eine stetige Umkehrfunktion besitzt. Wir zeigen, dass
1 stetig differenzierbar ist.

Sei zy € Wj. Nach Definition einer k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit
gibt es eine Umgebung U C R™ von ¢;(x9) mit M NU C V (das diirfen wir
zusétzlich annehmen) und einen Diffeomorphismus @ : U — ®(U) C R™ mit

(M NU) =dU) N (R" x {0}).
Dann ist
Popy=(g1, .-+, 9% 0,...,0) und Powy=(hy,..., hg, 0, ...,0)

mit gewissen stetig differenzierbaren Funktionen ¢; : ¢; (M N U) — R und
hj @3 (M NU) — R. Folglich sind auch die Funktionen

Gi=(g1, ..., gp) o7 "(MNU) = RF, H:=(hy, ..., ) : ;" (MNU) — R

stetig differenzierbar. Bezeichnet 7 wieder die im Beweis von Satz [[.4] eingefiihrte
Projektion, so erhalten wir mit der Kettenregel fiir alle x € o7 (M N U)

G'(x) = (modop)(x) = 7'(P(pi(r))) 0 P (¢1(2)) 0 ¢y ()
= 1o (pi(x)) 0 ¥(2).

Als Produkt injektiver Abbildungen ist G'(z) injektiv (beachte: ¢} ist injektiv,
da 1 eine Immersion ist, ®'(y1(z)) ist sogar invertierbar, und die Projektion 7
wirkt hier nur auf Vektoren der Gestalt (yi, ..., yx, 0, ..., 0) und ist auf dieser
Menge injektiv) und folglich invertierbar (da G’(z) € L(R¥, R¥)).
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Nach Folgerung 12.6 aus Analysis Il ist G : o7 (M NU) — 7(®(M NU)) ein
Diffeomorphismus. Ebenso ist H : ¢, (M NU) — 7(®(M N U)) ein Diffeomor-
phismus. Auf der Umgebung ;' (M N U) von xy haben wir nun

=gy opr=p; 0@l onorodoyp = (moBoyp,)lo(ToBoyp)=H oG,

d.h. v ist auf dieser Umgebung stetig differenzierbar. Da zy € W, beliebig war,
ist ¢ auf W stetig differenzierbar. Entsprechend erhilt man die stetige Differen-
zierbarkeit von ¥ =1 : Wy — Wi, [

7.2 Integration iiber Untermannigfaltigkeiten, Teil 1

Wir wollen nun das Integral von Funktionen iiber k-dimensionalen Untermannig-
faltigkeiten M von R"™ definieren und beginnen mit dem einfachsten Fall, wenn M
durch eine einzige injektive Immersion beschrieben werden kann. Zur Motivation
betrachten wir zundchst wieder eine lineare Version.

Sei k < n, A: RF — R" linear und W := [0, 1]*¥ der k-dimensionale Ein-
heitswiirfel. Dann ist das n-dimensionale Volumen von AW gleich Null nach
Folgerung (und wenig interessant). Wir wollen ein “k-dimensionales Volu-
men” von AW definieren. Dieses soll sich nicht &ndern, wenn eine orthogonale
Abbildung (= Drehung) B auf AW angewendet wird. Wie aus der linearen Al-
gebra bekannt ist, kann B so gewéhlt werden, dass Im BA C R* x {0} CR™ Ist
P:RF x Rk =R" — R¥ (2, y) — 2, so ist es weiter verniinftig anzunehmen,
dass BAW und PBAW gleiche k-dimensionale Volumina besitzen. Nun ist aber
PBA eine lineare Abbildung von R* nach R* und daher

Mo(PBAW) = | det(PBA)|

(vgl. Abschnitt [4.2]). Diese Formel ist noch nicht sehr hilfreich, da sie die Matrix
B enthélt (die wir irgendwie wihlen mussten). Nun ist aber

|det(PBA)[*> = det(A"BTP")det(PBA) = det(A" BT PTPBA)
det(AT BT BA) = det(AT A)

(beachte: PTP ist der Orthoprojektor von R¥ x R"* auf R* x {0}, und wegen
Im BA C RF x {0} ist PTPBA = BA). Damit haben wir eine brauchbare Formel
fiir das k-dimensionale Volumen von AW gefunden:

vol,(AW) = /det(AT A).

(Die Matrix AT A ist positiv semidefinit und hat daher eine nichtnegative Deter-
minante.) Damit ist der Weg zur Definition des k-dimensionalen Volumens von
parametrisierten Untermannigfaltigkeiten vorgezeichnet.
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Sei U C R* offen, ¢ : U — R" eine Immersion und J,(p) ihre Jacobimatrix im
Punkt = € U. Die k x k-Matrix

G(z) = J(¢) u(p)

heift der Maftensor von ¢, und die durch g(x) := det G(z) definierte Funktion
heifst die Gramsche Determinante von . Diese Bezeichnung rithrt daher, dass

: Iy O
6lo) = (el it g5(0) = (52 (0 52 ()
i j
ist, wobei 88_;2 = (‘g—i;, ce %%’Z). Es ist G(z) also die Gramsche Matriz der Vekto-
ren 5?_;01 (), ..., 887“2 (x), d.h. der Spalten von J,(¢). Wegen rang J,(¢) = k sind

diese Spalten linear unabhéngig, d.h. G(x) ist positiv definit. Insbesondere ist
g(z) > 0 fur alle z € U.

Definition 7.6 Sei M C R™ Untermannigfaltigkeit, U C RF offen und (o, U)
eine Karte von M mit o(U) = M. Eine Teilmenge E C M heifit messbar (bzgl.
©), wenn ihr Urbild o~'(E) messbar ist. Ist E C M messbar, so heifit

Su(E) = ) V() dAg(x) (7.3)

e N E

das k-dimensionale Volumen von FE (bzgl. ¢). Fine Funktion f : M — R heifit
integrierbar (bzgl. @), wenn die Funktion

U=R, 2= flelx)vy(z)

Lebesgue-integrierbar auf U ist. In diesem Fall heifst

/M FdSy = / F(o(@))v/a@) dhula) (7.4)

das Integral von f tiber M.

Wir erkléren also das Integral [, f dSy einfach durch (Z4). Man kann auch auf
anderem Weg zu diesem Integral gelangen. Nach Satz ist namlich

iAo / V(@) dr()

ein Maf auf der o-Algebra £(RF) der erweiterten Borelmengen. Hiermit kann
man zeigen, dass die Menge der messbaren Teilmengen von M ebenfalls eine o-
Algebra bildet und dass S); ein vollstdndiges Mafs auf dieser o-Algebra ist, das
sogenannte Oberflichenmaf$ von M. Das beziiglich dieses Mafses erklérte Integral
stimmt mit (74 iiberein (was wir uns vielleicht in der Ubung ansehen werden).
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Man beachte, dass aus Folgerung und der Stetigkeit von ¢ folgt, dass je-
de Borelmenge des metrischen Raumes M messbar ist. Weiter nennen wir eine
messbare Menge £ C M eine Nullmenge, wenn Sy (F) = 0 ist. Wie in Abschnitt
zeigt man: wird eine integrierbare Funktion f : M — R auf einer Nullmenge
abgedndert, so bleibt sie integrierbar mit dem gleichen Integral.

Wir zeigen nun, dass die in Definition erklarten Volumina bzw. Integra-
le nicht von der Parametrisierung ¢ abhéngen. Bemerkungen wie “bzgl. " in
Definition diirfen also weggelassen werden.

Lemma 7.7 Seien U, V C R* offen, 7 : V — U ein Diffeomorphismus, ¢ : U —
R™ eine stetig differenzierbare Funktion und f : o(U) — R. Weiter seien

gcp(x) = det(Jx(gp)TJx(gp)) bzw. g@OT(I) = det(Jx(SO © T)TJI(SO © T))

die Gramschen Determinanten von ¢ bzw. ¢ o 1. Ist eine der Funktionen

z = f(p(@)y/ go(x) bz y = [((poT)(Y))\/gpor(y)

auf U bzw. V' Lebesque-integrierbar, so ist es auch die andere, und es gilt

| #e@)fa@ ant / £ (2 0 ) )) y/ g0 N0
Beweis. Mit der Kettenregel (¢ o 7)(y) = ¢'(7(y)) o 7'(y) folgt

Jy(po T)TJy(‘P oT) = Jy(T)TJT(y)(SO)TJT(y)(SO)Jy(T)

und damit g, (y) = (det 7/(y))%g,(7(y)). Mit der Transformationsformel erhal-
ten wir weiter

/ f((poT)( Gor (Y) dXi(y)
- / flp 0o (r(y)] det 7' ()| du(v)

_ /f \/9,(@) dn(a)

Der Transformationssatz liefert auch die Aussage iiber die Integrierbarkeit. [

Beispiel. Wir betrachten den Fall £ = 1. Sei U C R! ein offenes Intervall und
¢ : U — R eine injektive Immersion. Dann ist M := ¢(U) eine Kurve in R™.
Aus

G(z) = ()" Ja() = (¢'(2), ¢'(2)) = ¢ (2)]13
erhalten wir g(z) = [|¢'(2)||3 und damit

- / 16 (O)ll2 M 0.
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Das ist exakt die Formel, die wir in Satz 11.5 (Ana II) fiir die Lénge der Kurve
M gefunden haben. Das Integral von f : M — R ist gegeben durch

Aﬁ%ﬂ:éﬂwmwmmwm»

und das ist genau die Definition des Kurvenintegrals (1. Art) aus Abschnitt 11.2
(Ana II). m

7.3 Integration iiber Untermannigfaltigkeiten, Teil 2

Wir schauen uns nun Untermannigfaltigkeiten an, die nicht mehr durch eine einzi-
ge Karte beschrieben werden kénnen. Zuerst iiberlegen wir uns, dass man fiir jede
Untermannigfaltigkeit M C R™ eine abzdhlbare Familie (¢;, U;);>1 von Karten
so findet, dass

M= ¢;(U;). (7.5)

Jj=1

Nach dem Parametrisierungssatz gibt es nadmlich zu jedem p € M eine offene
Umgebung V, € R" so, dass V, N M = ¢,(U,) fiir eine Karte (¢,, U,) von M.
Durch Verkleinern von V,, kann man erreichen, dass

V= {2 R : [z —qlls < 1}

mit ¢ € Q" und r, € Q. Da es nur abzahlbar viele solcher Mengen gibt und da
jeder Punkt p € M in einer solchen Menge liegt, erhalten wir ([L.3)). In praktischen
Anwendungen geniigen oft bereits endlich viele Karten, um M zu iiberdecken.

Lemma 7.8 Sei M C R" eine Untermannigfaltigkeit, und seien (p;, Uj);j>1 und
(@i, Ui)i>1 abzihlbare Familien von Karten von M mit

M= &) = ¢:(00).
§>1 i>1
Wir setzen M; := ¢;(U;), M; = @,(UZ) sowie Ny := My, Ny := M; und
NjZ:Mj\(Mlu...UMj_l), NZ:MZ\(M:[UUMZ_l)

fiir i, j > 1 und erhalten so zwei jeweils paarweise disjunkte und abzdihlbare Fa-
milien (Nj);>1, (N;)i>1 von Borelmengen, die M dberdecken. Ist E C M eine
Menge, fiir die jeder Durchschnitt ENN; (bzgl. p;) messbar ist, so ist auch jeder

Durchschnitt E N N; (bzgl. ¢;) messbar, und es gilt

> S (ENNy) =) Sy (ENN,).
=1

j=1
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Beweis. Wir schreiben

ENN; = J(ENN;nN)).

i>1

Die Menge E N Nj ist bzgl. Sy, messbar, und da N; Borelmenge ist, ist auch
E N N;NN; bzgl. Sy, messbar. Nach Satz [[5 (Parameter-Transformation), den
wir auf die offene Menge M; N M, anwenden, erhalten wir mit Lemma [77]

Schlieklich folgt mit dem Doppelreihensatz (Satz 9.19, Ana II), den wir hier nur

in einer einfachen Version benotigen, da alle Summanden nichtnegativ sind,

oo o0

iSMj(EﬂNﬂ = Y > Sy (ENN;NN,) =

j=1 jlil J

7

WE
WE

14

Il
—

So (ENN;). m

1

M

= Z Sy (ENN,NN;) =

Z

=1 j5=1 b2

Definition 7.9 Sei M C R" eine Untermannigfaltigkeit und (v;, U;)j>1 eine
Familie von Karten von M mit M = U]>1 ©0;(U;). Weiter seien M; und N;
wie in Lemma [L.§ erkldirt. Eine Teilmenge E von M heifst messbar, wenn jeder
Durchschnitt E N N; (bzgl. ;) messbar ist. Fir jede messbare Menge E C M
definieren wir

Su(E) =Y Su,(ENN;). (7.6)

j=1
Lemma garantiert, dass diese Definitionen nicht von den gewdhlten Karten
abhingen. Man kann zeigen, dass durch (L6) ein Maf$ Sy auf der o-Algebra

der messbaren Teilmengen von M definiert wird und dass das zugehdrige Integral
einer integrierbaren Funktion f : M — R gegeben ist durch

/ FdSy _Z/w 00, (2) dNu(2). (7.7)

Das Mafs Sy heifst das Oberflichenmals auf M.

Einige der in dieser Definition formulierten Aussagen werden Sie sich in der Ubung
ansehen.

Mit der Definition des Oberflichenmafses haben wir Integralen {iber Unterman-
nigfaltigkeiten einen prézisen Sinn gegeben. Wir betrachten einige Beispiele.

Beispiel 1. Hier betrachten wir die Rotationsflichen aus Beispiel 4 in Abschnitt
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[T1 Die Parametrisierung @ : [ x R — R?® (mit einem offenen Intervall I C R)
und ihre Jacobimatrix in (¢, ¢) sind also gegeben durch

r(t) cos r'(t)cosp —r(t)sing
O(t,p) = | r(t)sing und  Jig,,)(®) = | 7'(t)sing  r(t)cosyp |,
2(t) 2'(t) 0

und fir den MaBtensor und die Gramsche Determinante findet man
r'(t)? 4+ 2 (1) 0
Gtoo) = ("OHT ) w01

mit y(t) = (r(t), 0, 2(t)) (wir hatten r(¢) > 0 in Beispiel 4 vorausgesetzt). Fiir
M := ®(I x (0, 2m)) erhilt daher das Oberflichenintegral die Form

/deM—//%f r(Ol (1) dpdt.

Fiir f =1 ergibt sich insbesondere fiir das 2-dimensionale Volumen von M

W= [ [T Oldet =25 [ ol Ol

Fiir die zweidimensionale Sphére S* C R* ist [ = (-3, §), r(t) = cost, z(t) =
sint und damit ||7/(¢)||2 = 1 sowie
w/2

Sg2 (S?) = 27r/ costdt = 4. ]

—7/2

Beispiel 2. Hier sehen wir uns Funktionsgraphen an (vgl. Beispiel 2 aus Ab-
schnitt [T]). Sei U C R* offen und f : U — R stetig differenzierbar. Dann ist
0 : U — R 2 (z, f(2)) eine injektive Immersion, und die Umkehrfunktion
o(U) = U, (z, f(x)) — z ist offenbar stetig (Projektion auf die erste Kompo-
nente). Also ist M := p(U) eine Untermannigfaltigkeit des R¥+1. Weiter haben
wir

und
60) = (1207 (y(py ) =T+ 20200,

wobei I die k x k-Einheitsmatrix ist. Wir bestimmen zunéchst die Eigenwerte
der symmetrischen Matrix G(z). Ist v € ker f'(z), so ist J,(f)v = 0 und somit
G(z)v = v. Alle Vektoren # 0 aus dem (mindestens k& — 1-dimensionalen) Kern
von f'(x) : RF — R! sind also Eigenvektoren zum Eigenwert 1. Auferdem ist fiir
den Vektor (grad f)(z) € R¥, den wir uns als Zeilenvektor denken,

G(z)(grad f)(z)" = (grad f)(2)" + (grad f)(=)" (grad f)(z)(grad f)(x)"
(1 + [I(grad f)(2)]13) (grad f)" (x),
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sodass (fiir f/(z) # 0) (grad f)” (z) Eigenvektor zum Eigenwert 1+ ||(grad f)(x)||3
ist. Da (grad f)T(z) senkrecht auf ker(f’(x)) steht, haben wir (egal, ob f'(x) #
0 oder nicht) damit k paarweise orthogonale Eigenvektoren gefunden. Da die
Determinante von G(x) das Produkt der Eigenwerte dieser Matrix ist, folgt:

g(z) = 1+ [[(grad f)(z)[3. (7.8)

Fiir M = ¢(U) ist also das k-dimensionale Volumen gleich

Su(M) = [ \/1+l(erad )@ Fdxto)
Insbesondere ist fiir n > 1 die obere Halbsphére vom Radius r > 0, d.h.
M :={z eR": |zl =1, z, > 0},

der Graph der Funktion F': {x € R"™!: |jz]|s < r} — R, die gegeben ist durch

v Pl = e — et —ad - —ak

Aus 3712(17) = —% folgt mit (.8)

=l _ Fx)* +llfl3 _

g(z) =1+ ||(gradF)(:17)||§ =1+ F(z)? = F(z)? T2 HxH%

und damit

/ fdSu = / f(fb’a Tz_“ﬂ@)%d)\n—l(x)
M lzll2<r r? — ||z

Tn—l
_ f(ry,r 1—||y||§)7cun_1<y>, (7.9)
/ny||2<1 V1—1yl3

wobei wir = ry substituiert haben. [

Beispiel 3. Sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und » > 0.
Ist ¢ : U — M eine Karte von M, so ist r¢ : U — rM eine Karte von rM.
Hieraus folgt, dass rM ebenfalls eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von
R™ ist. Weiter folgt aus (r¢) (x) = r¢’(x) fir die Gramschen Determinanten von

o bzw. 1o, dass g,,(z) = r*g,(x), d.h. \/g..(x) = r¥1/g,(x). Folglich gilt
ELﬂ4(Tl§):: kahw(la)

fiir jede messbare Teilmenge £ C M und

/ f(z)dS,p(z) = rk/ f(rz)dSy(x) (7.10)
rM M
fiir jede integrierbare Funktion f :rM — R [
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Satz 7.10 Sein > 1 und f : R" — R Lebesque-integrierbar. Dann ist fiir fast je-
desr > 0 die Funktion f iber der Sphdire S, := {x € R" : ||z|l2 = r} integrierbar,
und es gilt

/ fd\, = /Oo f(x)dSs, (z)dr = /Oo f(ry)dSs, (y)r" tdr.  (7.11)
Rn 0o Js, 0o Js

Beweis. Sei Hy = {z € R" : £, > 0}. Dann ist f = fxu, + fxu_ fast
tiberall, denn {z € R" : z,, = 0} ist eine Nullmenge. Da S, N {z € R" : z,, = 0}
eine (n — 1)-dimensionale Nullmenge ist, geniigt es, die Behauptung fiir jede der
Funktionen fyx4 zu zeigen. Wir tun dies fiir fy; und nehmen gleich an, dass f

aufserhalb von H, verschwindet.
Sei U := {x € R"! : ||z|| < 1}. Die Abbildung

®:Ux(0,00) > H CR" xR, (x,7) (m, ry/1— ||:):||§>

ist bijektiv und hat die stetige Umkehrabbildung

o) = (2 T )

lyll"""" N1yl

(Nachrechnen!). Also ist ® ein Diffeomorphismus.
Sei F(z) := /1 — ||z||3. Dann ist (grad F)(z) = ) (als Zeilenvektor)
sowie ®(z, ) = (rz, rF(z)) = r(z, F(x)). Folglich ist

r 0 .0 T

0 r .0 Ty
J(x,r)(é) = : :

0 0 T Tp_1

Ausklammern von 7 und Subtraktion des z;-fachen der j-ten Spalte von der
letzten Spalte liefern

10 ... 0 g
01 ...0 Ty
det J(x,r)(q)) = r"det :
00 ... 1 Tp—1
(grad F)(x)  F(x)
10 0 0
0 1 0 0
= r""ldet s :
00 1 0




=" (B (o) = {(grad F)o), 7)) = " (Flo)+ 2 )

Tn—l Tn—l

_ o) (F(z)* +|z]|3) = 1_7”33”%

Mit dem Transformationssatz und dem Satz von Fubini ergibt sich daher

Tn—l
fdx, = / f <7":L’ ri/1 — ) ——d\,_1(x)dr
i, Ux (0, 00) Il V1— 7] 1(@)

/ f rT, T ||ZII’H ) n_ld)\n—l(x) d'F.
V1 —l=[3 |le|2

Nach (Z.9) ist das innere Integral gleich |, s, f dSs, . Hieraus folgt die erste Gleich-
heit in (CIT)), und die zweite bekommt man mit (Z.10). ]

Beispiel 4. Sei B, := {z € R" : ||z]|; < 1} und S"! = 9B,. Wir wollen
das (n — 1)-dimensionale Volumen w,, := vol,_;(S"™!) der (n — 1)-dimensionalen
Einheitsphire S"~! berechnen. Es sei daran erinnert, dass das (“gewohnliche”)
n-dimensionale Volumen von B,, durch ¢, = vol,(B, ) = "2 /T(% + 1) gegeben

ist. Wir wenden nun Satz [7.10 auf die charakteristische Funktion von B,, an und
finden

1 1 w
Cp = / d)\n(x) = / / dSSn—l(y)’r’n_ld’r’ = wn/ /r’n_l dr = _n
lzfl2<1 0 Jz||=1 0 n

Somit ist
7Tn/2 5
Wy, = NCp = N7 = —.
(5 +1) I'(%)

Insbesondere erhalten wir
e wy =21 (Lénge des Einheitskreisbogens),
o w3 =4r  (Oberfliche der zweidimensionalen Einheitssphére),

e wy =27% (dreidimensionales Volumen von S* C R?).
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8 Integralsatze

Das zentrale Resultat der Differential- und Integralrechnung fiir Funktionen einer
Variablen ist der Hauptsatz, wonach

F(b) — Fla) = / b F'(t) dt

fiir jede stetig differenzierbare Funktion F': [a, b] — R. Wir konnen diesen Satz
betrachten als eine Beziehung zwischen den Werten von F auf dem Rand 0[a, b] =
{a, b} von [a, b] und den Werten von F’ im Inneren von [a, b]. Thema dieses
Kapitels sind Verallgemeinerungen dieser Beziehung. Die allgemeine Stokessche

Formel
/ w = / dw
oM M

(die wir hier nicht behandeln) liefert eine weitreichende und elegante Verallgemei-
nerung des Hauptsatzes. Wir betrachten lediglich Spezialfélle dieser Formel: den
Gauftschen Integralsatz, den Stokesschen Integralsatz im Raum und die Green-
sche Formel in der Ebene.

8.1 Kompakta mit glattem Rand

Der Gaufssche Integralsatz ist wohl das wichtigste Resultat der Integralrechnung
im R™. Er beschreibt den Zusammenhang zwischen dem Integral der Divergenz
eines Vektorfeldes iiber einen Bereich im R"™ und einem Oberflichenintegral iiber
dem Rand des Bereiches. Wir beweisen ihn nur fiir spezielle Bereiche: Kompakta
mat glattem Rand.

Definition 8.1 Sei A C R" eine kompakte Teilmenge (ein Kompaktum). Das
Kompaktum A hat einen glatten Rand, wenn es zu jedem Randpunktp € 0A eine
offene Umgebung U C R™ und eine stetig differenzierbare Funktion ¢ : U — R
so gibt, dass

(@) ANU ={zeU:y(z) <0},

(b) ¥'(x) #0 fir allex € U.

Lemma 8.2 Im Kontext von Definition 81 gilt
0ANU ={z €U :¢(z) =0}.

Beweis. Sei zunédchst x € JANU. Da A kompakt ist, ist A abgeschlossen. Damit
ist x € A und ¥(z) < 0. Wére ¢(x) < 0, so wére {y € U : {(y) < 0} eine offene
Teilmenge von R", die in A liegt und x enthélt. Das steht im Widerspruch zu
x € 0A. Also ist (x) = 0.
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Sei nun z € U und ¥ (z) = 0. Dann ist € A, und wir zeigen, dass z ein
Randpunkt von A ist. Wegen ¢(z) # 0 ist die lineare Abbildung ¢'(z) : R* — R
surjektiv. Es gibt also ein v € R™ mit ||v]js = 1 und ¢'(z)v > 0. Nun ist

0 < ¢'(x)v =lim Platt) =9 _ lim

t—0 t t—0

U(x + tv).

Es gibt also ein € > 0 so, dass ¢(z +tv) > 0 fiir alle t € (0, ). Folglich liegen fiir
hinreichend grofte n die Punkte = + %U nicht in A. Es gilt aber x + %U — 2 und
daher z € 0A. m

Folgerung 8.3 Der Rand eines Kompaktums mit glattem Rand ist eine (n—1)-
dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™.

Beweis. Nach Lemma [R2]ist JA lokal die Nullstellenmenge der Funktion v, und
0 ist ein regulérer Wert von . Die Behauptung folgt also aus dem Rangsatz (Satz
12.10 in Ana II). ]

Fiir den Gauftschen Integralsatz bendtigen wir das Normalenfeld von 0A. Dazu
definieren wir zunédchst allgemein Tangential- und Normalvektoren.

Definition 8.4 Sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und p €
M.

(a) Ein Vektor v € R™ heifst Tangentialvektor an M in p, wenn ein € > 0 und
ein stetig differenzierbarer Weg~y : (—¢, €) — M mit v(0) = p und~y'(0) = v
existieren. Die Menge aller Tangentialvektoren an M in p bezeichnen wir
mit T,(M).

(b) Ein Vektor v € R™ heifst Normalenvektor an M in p, wenn er auf T,(M)
senkrecht steht (d.h. wenn (v, w) = 0 fir allew € T,(M)). Die Menge aller
Normalenvektoren an M in p bezeichnen wir mit N,(M).

Fiir den Tangentialraum hat man die folgende Beschreibung.

Lemma 8.5 Sei U C R offen und ¢ : U — M eine Karte von M. Dann ist
Ty (M) =Im¢'(x) fir allex € U.

Beweis. Sei € U und v € R¥. Dann gibt es ein ¢ > 0 so, dass = + tv € U fiir
alle t aus (—¢, ). Wir betrachten den Weg

vi(—e,e) > M, tr p(x+1tv).
Fiir diesen ist v(0) = ¢(z) und 7/(0) = ¢'(x)v. Also ist Im¢'(z) C T, (M).

Fiir die umgekehrte Inklusion wéhlen wir wie im Beweis von Satz [[.4] eine offene
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Umgebung W C U von x und einen Diffeomorphismus ® auf W x R"* so, dass
P~ (p(w)) = (w, 0) fiir alle w € W. Mit der Projektion

m:RFxR"™F 5 RF (2, y) —

haben wir dann 7(®~(¢o(w))) = w und (7 (P~ (p(w)))) = @(w) fiir allew € W.
Sei nun 7 : (—¢, ) — M ein stetig differenzierbarer Weg mit v(0) = p(z). Ist €
hinreichend klein, so ist y(t) € (W) fiir alle t € (—¢, ¢) und folglich

o(m(@71(y(1))) = y(t) fiir allet € (—¢, €).

Differentiation nach t an der Stelle ¢t = 0 liefert ¢'(z)v = +/(0) mit einem Vektor
v € R, Also ist 7/(0) € Im ¢/ (z) und damit T,,)(M) C Im ¢'(z). =

Insbesondere stellen wir fest, dass 7),(M) ein k-dimensionaler und N,(M) ein
(n — k)-dimensionaler Untervektorraum von R” ist und dass

T,(M) & N,(M) = R".

Ist M = 0A der Rand eines Kompaktums mit glattem Rand, so ist N,(0A) fiir
jeden Punkt p € M ein eindimensionaler Vektorraum. Es gibt also genau zwei
Normalenvektoren der Lénge 1. Wir wollen denjenigen auszeichnen, der ,nach
auflen zeigt.

Satz 8.6 Sei A ein Kompaktum mit glattem Rand 0A. Dann gilt

(a) Fiir jedes p € OA g¢ibt es genau einen Vektor v(p) € N,(0A) der Linge 1 mit
folgender Figenschaft: Es gibt ein ¢ > 0 so, dass p+tv(p) ¢ A fir alle t € (0, €).

(b) Die Abbildung v : 0A — R" ist stetig.

Der Vektor v(p) heifst der dufiere Normalenvektor an A in p, und v heifst das
dujf$ere Normalenfeld von A.

Beweis. Existenz eines dufferen Normalenvektors: Sei U C R"™ eine offene Um-
gebung von p und ¢ : U — R eine stetig differenzierbare Funktion mit ¢'(p) # 0
und UNA = {z € U :¢(x) <0}. Aukerdem wollen wir ¢’'(q) # 0 fiir alle ¢ € U
annchmen (anderenfalls verkleinern wir U entsprechend).

Wir zeigen, dass fiir jedes ¢ € U (insbesondere fiir ¢ = p)

1
Y9 = arad )0l

ein duferer Normalenvektor an 0A in ¢ ist. Ist v : (—¢, ) — 0A ein Weg mit
7(0) = ¢ und ist € so klein, dass y(t) € U fiir alle t € (—¢, €), so ist nach Lemma
5.2

(grad ¢)(q) (8.1)

(y(t)) =0 firallet € (—¢, ¢).
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Differentiation nach ¢ an der Stelle ¢ = 0 liefert ¢’(¢)7/(0) = 0. Folglich steht der

Vektor (grad ¢)(¢q) und damit auch v(q) senkrecht auf 7, (0A). Klar ist auch, dass
|lv(q)]]2 = 1. Die aukerdem geforderte Eigenschaft folgt wegen

((gradv)(q), (grad+)(q))
[(grad)(q)|l2

wie im Beweis von Lemma [B.2.

W) (v(q) = = [[(grad¢)(g)[l2 > 0

Eindeutigkeit des dufferen Normalenvektors: Wir haben bereits bemerkt, dass
es genau zwei Normalenvektoren der Lénge 1 gibt und dass einer davon der
Vektor v(p) aus (I ist. Wie im Beweis von Lemma sieht man nun, dass
(p — tr(p)) < 0 fir ¢t > 0 hinreichend klein. Fiir solche ¢ ist also p — tv(p) € A,
d.h. der Vektor —v(p) erfiillt nicht die zusétzliche Bedingung aus (a).

Stetigkeit von v: Diese folgt sofort aus Darstellung (81I). n

Beispiel 1. Sei r > 0. Die Kugel A := {z € R" : ||z|]2 < r} ist ein Kompaktum
mit glattem Rand, denn die Funktion ¢ : R"\ {0} — R, z — ||z|3 — r?, hat die
geforderten Eigenschaften. Fiir p € A ist (grad¢)(p) = 2p, und wegen (81]) ist
v(p) = ﬁp = %p der zugehorige Normalenvektor. n
Beispiel 2. Sei U C R? offen und ¢ : U — R? eine injektive Immersion. Wir inter-
essieren uns fiir die Normalenvektoren an die Flache ¢(U). Fiir z € U haben wir
To2)(@(U)) = Im¢'(x), und da ¢ eine Immersion ist, ist dies ein zweidimensio-
naler Unterraum von R?. Es gibt im Punkt ¢(x) also genau 2 Normalenvektoren
der Lénge 1. Wir legen einen Normalenvektor v(p(z)) fest, indem wir

Oy

det (52 (). 22 (@) v(6(@))) >0

verlangen, d.h. die Vektoren

X, (p) :=§—gﬁ<az>, X(p) :=§—;’;<x> und ()

sollen in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem bilden. Mit dieser Information kon-
nen wir v(¢(x)) direkt berechnen:

_ Xi(p) x Xa(p)
V) = X0 < %)l

wobei v x w fiir das Vektorprodukt der Vektoren v, w € R? steht, d.h.

VW3 — V3W2
VX W= V3w — VjwWs
viwz  — VW
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Ist speziell p(x) = (x, f(z)) mit einer Funktion f: U — R, so ist

1 0
xw={ 0 | xe={ 1 |
Bar (©) 72; (@)
also oF @)
oz1
Xi(p) x Xo(p) = | —£L(2) |,
1
und daher
1 2o
v(p) = — 5L (x)

¢1+ 9 (2))2 + (2L (x))?

In diesem Fall ist v(p(z)) der obere Normalenvektor an den Graphen von f. m

Beispiel 3. In diesem Beispiel geht es darum, den Rand eines Kompaktums mit
glattem Rand lokal als Graphen einer Funktion g darzustellen und den &ufseren
Normalenvektor mit Hilfe von g zu beschreiben. Die Details schauen wir uns bei
ausreichend Zeit in der Ubung an.

Sei A C R” ein Kompaktum mit glattem Rand und p € dA. Wir wéhlen
eine offene Umgebung U C R” von p und eine stetig differenzierbare Funktion

v :U—Rmit ANU ={z €U :¢(x) <0} und ¢'(x) # 0 fiir alle z € U. Nach
Lemma 8.2 ist dann
0ANU ={z €U :¢(z) =0}

Wegen ¢'(p) # 0 diirfen wir o.E.d.A. annehmen, dass T( ) # 0 ist. Mit dem
Satz iiber implizite Funktionen finden wir dann eine offene Menge U; C R™ !,

eine stetig differenzierbare Funktion ¢ : U; — R und ein Intervall (b, ¢) mit
V:=U; x (b, ¢) CU so, dass

IANV =90AN (Uy x (b, o)) ={(«, g(2)) e R" : &’ € Uy},
d.h. 0A NV ist der Graph von g. Ist %(p) > 0, so ist
AN(Uy x (bye))={x eV :z, < gz},
wobei wir z = (2/, z,,) € R"! x R geschrieben haben. Weiter ist

(—(gradg)(p), 1)
V1 + [[(grad g)(p') I3

mit p = (p/, pn)- =

v(p) = (8.2)
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Schliefslich vermerken wir eine weitere Eigenschaft kompakter Mengen. Zur Er-
innerung: Der Durchmesser einer Teilmenge M eines metrischen Raumes (X, d)
ist erklart durch

diam M := sup{d(z, y) : x, y € M }.

Satz 8.7 (Lebesguesches Uberdeckungslemma) Sei K eine kompakte Teil-
menge eines metrischen Raumes (X, d) und (U;)icr eine offene Uberdeckung von
K. Dann gibt es ein A > 0 (eine sogenannte Lebesguesche Zahl der Uberdeckung)
derart, dass jede Teilmenge M von X mit diam M < X\ und M N K # () in einer
der Mengen U; enthalten ist.

Beweis. Zu jedem Punkt k € K gibt es ein ¢ € [ mit k € U;. Da U; offen ist,
findet man ein (k) > 0 mit Us.ry(k) C U;. Nun bildet die Familie (U.x)(k))rer
eine offene Uberdeckung von K. Da K kompakt ist, lisst sich hieraus eine endliche
Teiliiberdeckung auswéhlen, d.h. es gibt Punkte ky, ..., k,, € K mit

K C U;nlee(kj)(/{?j).

Wir setzen A := min(e(ky), ..., €(ky,)). Offenbar ist A > 0.
Sei nun M C X eine Teilmenge mit M N K # () und diam M < A\. Dann gibt
esein z € K mit x € M N K und ein j mit d(z, k;) < e(k;). Fiir jedes y € M ist

d(y, kj) < d(y, ) +d(z, k;) < X +e(k;) < 2e(ky),
d.h. M C Userj)(k;). Nach Konstruktion ist aber jede der Kugeln Use(y (k) (und

damit auch die Menge M) in einer der Mengen U; enthalten. [

8.2 Der Gaufische Integralsatz
Zur Erinnerung: Ist U C R" offen und F': U — R” stetig differenzierbar, so heift

divF:U — R, xl—>§ %(:p)
J

J=1

die Diwvergenz desVektorfeldes F'.

Satz 8.8 (Gaufsscher Integralsatz) Sei A C R™ ein Kompaktum mit glattem
Rand, v : 0A — R" das duflere Normalenfeld und U C R™ eine offene Menge,
die A umfasst. Dann gilt fiir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld F': U — R"

/A div F d\, — / (F(z), v(x)) dSpa(x). (8.3)

0A
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Der Gaufische Integralsatz gilt auch noch fiir Kompakta, deren Rand niedrigdi-
mensionale Singularititen wie Ecken und Kanten aufweist. Auch die Vorausset-
zung, dass F' auf einer ganzen Umgebung von A definiert ist, lasst sich abschwa-
chen.

Da v(z) ein Einheitsvektor ist, haben wir (F'(x), v(z)) = ||F(x)]| - cos(a(x)),
wobei a(z) € [0, 7] den Winkel zwischen F(z) und v(z) bezeichnet. Es ist also
(F(x), v(x)) die Lange der orthogonalen Projektion von F(z) auf v(x). Ein Phy-
siker stellt sich (F'(z), v(z))dS(z) als den durch das Oberflichenelement dS(x)
austretenden Fluss des Vektorfeldes F' vor. Demzufolge wird das Integral

/8 (Pla). vla) dS(a)

als Gesamtfluss durch die Oberfliche von A interpretiert. Ist das Vektorfeld F'
divergenzfrei (auch quellenfrei genannt), d.h. ist div F' = 0, so ergibt sich

/ (F(x), v(z)) dS(z) = 0,
0A

d.h. der Gesamtfluss durch den Rand des Kompaktums verschwindet. Diese Situa-
tion tritt z.B. auf, wenn F' den Fluss einer inkompressiblen Fliissigkeit beschreibt.
Die Inkompressibilitéat entspricht der Bedingung div F' = 0. Das Verschwinden des
Gesamtflusses durch JA kann man sich in diesem Fall so veranschaulichen, dass
die Fliissigkeitsmenge, die sich innerhalb von A befindet, wegen der Inkompres-
sibildt dem Volumen von A entspricht, also konstant ist. Daher ist die Fliissig-
keitsbilanz in A ausgewogen: zu jedem Zeitpunkt flieft gleichviel rein wie raus.

Wir bereiten den Beweis des Gaufsschen Integralsatzes vor, indem wir einige weite-
re Werkzeuge bereitstellen und zwei Lemmas beweisen, die Spezialfille behandeln
und die Teile des eigentlichen Beweises vorwegnehmen.

Zunéchst erinnnern wir an einige Begriffe. Sei M ein metrischer Raum und
f M — R stetig. Dann gilt fiir den Trdger von f

supp f = {z € M : f(z) # 0}.

Wir schreiben C(M) fiir den Raum der stetigen reellwertigen Funktionen auf M
und C.(M) fir den Raum der Funktionen aus C'(M), deren Triger kompakt ist.
Ist U C R offen, so bezeichne C*(U) den Raum der k-mal stetig diffenzierbaren
Funktionen mit kompaktem Tréger in U. Beachten Sie: f € C(R") liegt genau
dann in C.(R™), wenn supp f beschrénkt ist (da Trager per Definition abgeschlos-
sen sind), und f € C((a, b)) liegt genau dann in C.((a, b)), wenn es ein € > 0
gibt, fiir das supp f C (a + ¢, b — ¢) gilt.
Ist U C R" offen und f € C¥(U), so liegt die durch

| flx) firxeU
F(z) '_{ 0 fir x £ U
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definierte Fortsetzung von f durch 0 in C*(R™). Ist nimlich z € U, so stimmen
f und F' in einer Umgebung von x iiberein. Ist dagegen x ¢ U, so ist x & supp f,
und da supp f abgeschlossen ist, ist das Komplement dieser Menge offen, und F'
verschwindet auf einer Umgebung von .

Wir betrachten die Funktion

g R—=>R, t—

exp (—133) fir [t < 1
fir ¢ > 1.

Diese ist beliebig oft differenzierbar (Warum?), und ihr Tréger ist [—1, 1] (so dass
g € C*(R)). Da g einen kompakten Tréager hat, ist die Funktion

G:R—-R, t—> g(t—k)
keZ

wohldefiniert (fiir jedes ¢ hat die Reihe nur endlich viele Summanden ungleich
Null). Nun ist klar, dass G positiv, 1-periodisch und beliebig oft differenzierbar
ist. Also wird auch durch h(t) := g(t)/G(t) eine Funktion aus C2°(R) definiert.
Fiir diese ist supp h = [—1, 1] und

g(t—k) 1 G(t)
Zh(t—k:):ZG(t_k):G(t)Zg(t—k):@:L

k€EZ kEZ kEZ

Fir p = (p1, ..., pn) € Z" und € > 0 definieren wir nun a,. € C:°(R") durch

n

tpe(r) = [[ 1w/ = py)-

i=1

Dann ist suppa,. = {z € R" : || — ep|| < €}, und man hat

Z ape(r) =1 firz e R"

pEL™

Die Familie (a,.)pezn heifst eine glatte Zerlegung der Eins. Nun zu den angekiin-
digten Lemmas.

Lemma 8.9 Sei U C R"™ offen und 1 < j < n. Dann ist

(a) [, 5—80 d\, =0 fiir alle ¢ € CH(U).
(0) Jy gevdrhi =~ [, p5edX,  fir alle p € CHU) und ¢ € C'(U).

Beweis. (a) O.E.d.A. diirfen wir U = R" annehmen, da ¢ durch 0 zu einer
Funktion in C!(R") fortgesetzt werden kann.

Da supp ¢ kompakt ist, gibt es ein R > 0 mit supp ¢ C [—R, R]". Insbeson-
dere verschwindet ¢ auf dem Rand des Wiirfels [-R, R]". Sei nun z.B. j = 1 (fiir
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die tibrigen j verliuft der Beweis analog). Fiir jedes x = (21, ..., x,) € U ist
dann

R 8@
a (l’)dxl ZQO(R7 €Ty - vy xn)_go(_Ra X2, >$n):0
_R 0T

Mit dem Satz von Fubini erhalten wir daher

Oy - dp
e@an) = [ SE@

= x)drydh,_1(za, ..., T,) = 0.
/RR"1/ 836’1 ' 1@ )

Das liefert Aussage (a). Fiir (b) wenden wir (a) auf die Funktion ¢ € C}(R™)
an. Die Behauptung folgt dann aus der Produktregel
py) _ dp 12

Oz, 8% vt 8% "

Lemma 8.10 Sei U’ C R"! offen, I = (a, ) C R und g : U — I stetig
differenzierbar. Wir setzen

A={ 2,)eU xI:x,<gx)} und M :={(2', z,) e U xI:2,=g(x)}.
Dann gilt fiir jede Funktion f € CH(U' x I) und jedes j € {1, ..., n}

of B
[ (@ dnto) = /M Py () S (a),

wobei vj(x) die j-te Komponente des Normalenvektors

(—(gradg)(«), 1)
V1+ [[(grad g) ()13

ist (beachte Beispiel 2 in Abschnitt[81).

v(z) =

mitx = (2, x,) € M (8.4)

Beweis. Sei f € C}(U’ x I). Wir erinnern zunéchst daran, dass fiir das Oberflé-
chenmafs von M beziiglich der Parametrisierung ' — (2/, g(2')) gilt

[ 1@ idsu@ = [ 5@ @)1+ lemdp @ Badale) 65

(vgl. Beispiel 2 aus Abschnitt [7.3)). Wir unterscheiden nun zwei Félle.
Fall 1: Sei 1 < j < n. Fir die Funktion

F:U xI—R, (:c’,z)l—>/f(x’,:cn)d:cn
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gilt nach Satz 210l

or, , . ., oF = of
a(x,z)—f(x,z) und ax](z z) = o, (:)3 Tp) dx,.

Hieraus folgt mit der Kettenregel

o [9@) ) o ) )
o [ ) dn, = SR o)
i Ja Oz,

= G o) )+ G o)

) CONP!
— g+ [ 2w ) de
J «a J

Da die Funktion 2’ — [* 9(=’) f(a', x,) dz, einen kompakten Tréger hat (Warum?),
folgt aus Lemma B9 (a)

g9(x’)
//8:@/ (@, x,) dwy, dN,_1(2") = 0.
Damit ergibt sich

8f g(z’) )
Kt // aa;] (&', ) dan A1 (7))

g(a’) )
= a.. ' n)dTy AN, ") — ! ! J d\,—
/,axj/a e oy @) = [ gl G )
— [ $@w(a)dSu(a)
M
wegen ([84), (BH) und der Definition des Oberflachenintegrals.

Fall 2: Sei j = n. Da fiir jedes 2’ € U’ die Funktion x,, — f(2/, x,) einen kompak-
ten Trager hat, folgt mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

9(=) 9
[ i m de = 1 gla)

also wieder

o CONP!
Aagfn(x)d}\n(z):/l/ f( ') da, dh—1 ()

£, g(@)) dhor (@ / F(@)va(z) dSar(z).

U/

Damit ist der Beweis des Lemmas komplett. [
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Beweis des Gaufsschen Integralsatzes. Wir haben in Beispiel 3 aus Abschnitt
gesehen, dass jeder Punkt a € 9A eine Umgebung U C R”™ hat, in der sich 0A
als Graph einer Funktion darstellen ldsst sowie AN U als die Menge der Punkte,
die unter diesem Graphen liegen. Es existiert daher eine Familie (U;);es offener
Teilmengen des R™ mit A C U,c;U;, so dass jedes U; genau eine der folgenden
Bedingungen erfiillt:

(i) U; C A\ 9A = int A.

11) Nach eventueller Umnummerierung der Koordinaten hat U, die Gestalt
g J
U; = U’ x (a, b), wobei U’" C R"™! offen ist und eine stetig differenzierbare
Funktion g : U' — R existiert mit

UnA={(, z,) €U x(a,b):z, <g(a)}

Sei \ eine Lebesguesche Zahl der Uberdeckung (U;);e; des Kompaktums A (vgl.
Satz[B.7) und € := 5 \/ﬁ Zu diesem ¢ betrachten wir die oben konstruierte glatte

Zerlegung der Eins (a, . )pezn. Der Tréger jeder Funktion a, . ist ein Wiirfel der
Seitenldnge 2¢ und hat somit den Durchmesser 2¢y/n = . Jeder Tréger supp a, .,
der mit A wenigstens einen Punkt gemeinsam hat, ist also in einer der Mengen
U; enthalten (Satz BT). Sei

P:={peZ":suppa,.NA#0D}

Da A beschrénkt ist, ist P eine endliche Menge. Wir benutzen nun die Zerlegung
der Eins, um den Gaufsschen Integralsatz auf die Félle zuriickzufiihren, in denen
sich alles in einer der Mengen U, abspielt. Nun ist

/dde)\ —/le(Zapa ), —Z/dw ay, F

peP peEP

und analog

| (#@), v@)) dSoate -3 /8 o F)(z), v) dSoa ().

Wir miissen daher den Satz fiir jede der Funktionen a,, . F' zeigen. Geméaf unserer
Konstruktion ist fiir jedes p € Z" der Tréger von a, . in einer der Mengen U,
enthalten. Ist U; C int A, so ist

/a . F) (@), v(@)) dSoa(a) =0

da a, . auf OA verschwindet. Die Behauptung folgt in diesem Fall aus

. CL €
/A div (ap, - F) dy, / div (ap, . F) d)y, Z /U gxl dxnzo
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nach Lemma (a). Geniigt dagegen U; der Bedingung (ii), so folgt die Be-
hauptung durch Anwendung von Lemma [R.10 auf die Komponentenfunktionen
fir=apF;,i=1,...,n,von a, F und durch Summation. [

Anwendung 1: Oberfliche der Einheitssphire. Fiir das Vektorfeld F' :
R" — R" = — z ist (div F)(z) = n. Aus dem Gaufsschen Integralsatz folgt
daher fiir jedes Kompaktum A mit glattem Rand

nvol,(A) = /A div F d, = /8 (s v(@)) dSpa(a),

also
1

vol, (4) = /8 o, v(2) dSaaa).

n

Ist speziell A die n-dimensionale Einheitskugel B,,, so ist 0B,, die (n—1)-dimensio-
nale Einheitssphire S*~!. Weiter ist v(z) = x fiir alle € S"~! und daher

1 1
cn = vol,(B,) = - /aA |2]|? dSpa(x) = - /M dSpa(x) = wy,/n.

Wir erhalten also erneut die Beziehung w,, = nc,, die wir bereits frither abgeleitet
hatten. [

Anwendung 2: Die Greensche Formel. Sei U C R" offen, A C U ein Kom-
paktum mit glattem Rand und v das dufsere Normalenfeld von A. Fiir eine stetig
differenzierbare Funktion f : U — R definieren wir ihre Ableitung in Normalen-
richtung im Punkt a € A durch

Of \ . N9
19) = (ard 1) (0} = 3 @10,
Weiter definieren wir fiir f € C?(U) den Laplace-Operator A durch
nooo2
Af = %
=1 9%

Lemma 8.11 Fir f € CY(U, R), g € C*(U, R) und F € CY(U, R") gilt
(a) div (fF) = fdiv F + (grad f, F).
(b) div (grad g) = Ag.
Der Beweis erfolgt durch Nachrechnen.
Satz 8.12 (Greensche Formel) Fiir f, g € C?(U) und A wie oben gilt
B dg  Of
Jao—gapan = [ (552 -g2)ason
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Beweis. Wir wenden den Gaufsschen Satz auf das Vektorfeld F' := fgradg —
ggrad f an und erhalten mit Lemma

divF = div(fgradg) — div (ggrad f)
= fdiv(gradg) + (grad f, grad g) — g div (grad f)
— (grad g, grad f) = fAg — gAf.

Auf 0A ergibt sich

of

9
(F.v) = flgradg. v) = glarad f, v) = [ 50 — g5,

und die Behauptung folgt aus dem Gaufschen Integralsatz. [

8.3 Der Greensche Integralsatz in der Ebene

Wir sehen uns nun den Gaufischen Integralsatz fiir n = 2 genauer an. Da der
Rand eines Kompaktums mit glattem Rand im R? eine Kurve ist, versuchen wir,
das Randintegral aus dem Gaufsschen Satz als ein Wegintegral zu interpretieren.

Sei also A C R? ein Kompaktum mit glattem Rand. Dann ist 0A eine kompak-
te 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R?. Wir kénnen 9A also in endlich
viele Stiicke zerlegen, die wir jeweils durch Karten (= injektive Wege, die Im-
mersionen sind) v; : (a;, b;) — 0A parametrisieren konnen (Parametrisierungs-
satz). Dabei wollen wir nur solche Wege ~; betrachten, fiir die A links der Kurve
v;((a;, b;)) liegt. Letzteres bedeutet fiir einen Weg v : (a, b) — 0A, dass der
Normalenvektor v(y(¢)) im Randpunkt ~(¢) durch

v(y(t) = — <_338) (3.6)

1@l

gegeben ist. Dann ist ndmlich

der(v3(0). 3(0) = FOE ~ 0 > o

d.h. die Normale v(7y(t)) und die Tangente 4(t) bilden ein Rechtssystem.
Sind alle Wege 7, so orientiert und iiberlappen sich zwei Bereiche 7;((a;, b;))
und v;((a;, b;)), so ist die zugehorige Parametertransformation

eij Uiy =" (i((as, 1)) = 7" (v((az, b)) =: Uy

streng monoton wachsend. Wegen ; o ¢;; = 7; ist namlich

7i(8) = (35 0 @i3)(8) = 7;(2i5 (1)) i (1),

143



und da 7 und 7} wegen (B.) in die gleiche Richtung zeigen, ist oj;(t) > 0. Fiir
jedes auf einer offenen Umgebung von A stetige Vektorfeld w ist daher

/ w= / w.
V5 0%ij Vi

J

Wir definieren nun wie in Kapitel [7]

AAw?:§;j}wwxwx¢u»d@

wobei die Intervalle I; C (aj, b;) so gewdhlt sind, dass 0A = U¥_ ~;(I;) und
dass die Kurven v;(/;), j = 1, ..., k, paarweise disjunkt sind. Ahnlich wie in
Lemma [7.§ sicht man, dass dieses Integral nicht von den gewéhlten Wegen ~;
bzw. Mengen I; abhingt.

Satz 8.13 Sei U C R? offen und A C U ein Kompaktum mit glattem Rand. Fiir
jedes stetig differenzierbare Vektorfeld F: U — R? gilt dann

/leFd)\g :/ F1 dl’g — F2 dl’l.
A 0A

Beweis. Wegen des Gaufsschen Integralsatzes ist noch zu zeigen, dass

/ Fydry — Fydry = / (F(x), v(x)) dSga(z). (8.7)
0A

0A

Dazu verwenden wir eine Karte v : (a, b)) — 0A, wie wir sie oben diskutiert
haben, und berechnen die beiden Integrale. Zunéchst ist

/ Fy des — Fydey = / (E (D)5 (8) — Bl (B (1)) dt

das Integral auf der linken Seite. Wegen (B.0) ist der Integrand des zugehorigen
Teiles des rechten Integrals

b
/ (F(2), v(z)) dSoa(x) = / (F (), v O]l de
~((a, b)) a

gegeben durch

(F(y@), v(yONIF @Ol = <F(v(t)), ( _Zjﬁii )>
= Fi(v(t)%(t) — B(y()n @)

Da beide Integranden {ibereinstimmen, folgt (87) und die Behauptung. [
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8.4 Der Stokessche Integralsatz im Raum

Im letzten Abschnitt betrachten wir einen einfachen Spezialfall des allgemeinen
Stokeschen Satzes. In vielen Anwendungen tritt das Problem auf, den Fluss eines
Vektorfeldes durch eine geschlossene Kurve im Raum zu berechnen. Wir wollen
zunichst diese Begriffe prizisieren. Sei U C R? offen und ¢ : U — R? eine injekti-
ve Immersion, die eine Einbettung ist. Dann ist M := ¢(U) eine zweidimensionale
Untermannigfaltigkeit des R3. Sei nun A C U ein Kompaktum mit glattem Rand.
Dann ist G := p(A) C M eine kompakte Menge, die von der Kurve 0G = ¢(0A)
berandet wird. Wir definieren den Fluss eines stetigen Vektorfeldes F' durch die
Kurve 0G als das Integral

/G (F(x), v(x)) dSh(z), (3.8)

wobei wir die Richtung des Normalenvektors so festlegen, dass

det (S—z<p>, 2 (), V(@(p))) - 0.

Man beachte, dass wir dem anschaulichen Konzept des Flusses eines Vektorfeldes
durch eine geschlossene Kurve im Raum einen mathematischen Sinn gegeben
haben, indem wir ,in diese Kurve eine Fliche G = ¢(A) eingespannt* haben und
den Fluss durch (88), also als ,,Fluss durch eine Flache* definiert haben.

Wir zeigen nun, dass fiir spezielle Felder (Rotationsfelder) das Integral (8.8])
tatséchlich nur von der Randkurve 0G abhéngt, und stellen das Integral (8.8)
als Kurvenintegral iiber diesem Rand dar. Zur Erinnerung: Ist U C R3 offen
und F : U — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld, so ist das Vektorfeld
rot F': U — R3, die Rotation von F, definiert durch

o OFy _ OF

61 8m1 Fl 89c2 89c3

_ 0 — OF _ Ok

rot F=det | ex 7 Fo | = | 500 — o0
9 OFy _ 0k

63 8m3 F3 89c1 89c2

(wobei die Determinantenschreibweise nur symbolisch zu verstehen ist).

Satz 8.14 Sei U C R? offen und ¢ € C*(U, R?) eine injektive Immersion, die
eine Einbettung ist. Weiter sei G C o(U) ein Kompaktum mit glattem Rand. Ist

F ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer offenen Umgebung V' C R3 von
G, so gilt mit M := p(U)

/(rotF, V>dSM:/ Fldl’l—i‘Fle’Q—'—ngl’g.
G oG
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Beweis. Wir bezeichnen die Koordinaten in U mit v = (u1, u2). In Beispiel 2 in
Abschnitt haben wir gesehen, dass
X1 (u) X X2 (U)
v(p(u)) = :
) =T ) < Xl

wobei

do1 %5
ouq Ousa

9o _ o _
Xi(u) = O¢2 und  Xo(u) = O¢2
a 6u1 8 8u2
& Ops3 u2 O3
ouq Ousa

Die Fldche des von den Vektoren X;(u) und Xs(u) aufgespannten Parallelo-
gramms ist gleich || X7(u) x Xo(u)||, so dass wir fiir das Oberflaichenmaft Sy,
auf M = ¢(U) die Beziehung

dSp(u) = [[Xa(u) x Xo(u)|| dro(u)
erhalten. Hiermit ergibt sich fiir das Oberflichenintegral (mit A := ¢~ 1(Q))

/G (0t F)(z), w(x)) dSp(x) = / (ot F)(p(u)), Xa(us) x X(u)) dhofu).

Bevor wir weiterrechnen, beachten wir, dass beide Seiten der Stokesschen Inte-
gralformel linear von F' abhéngen. Wir kénnen daher die Fille, in denen F' nur

eine von Null verschiedene Komponente hat, getrennt betrachten und nehmen
o.E.d.A. F, = F53 =0 an. Dann ist

0

oF
rot F' = s

_oR
Oxo

M

Mit den Bezeichnungen 0;¢; := 5% vereinfacht sich der Integrand des Oberfli-
J

chenintegrals, geschrieben als Integral {iber A, zu

<I'OtF X1 X X2>
0F;

OF
= o (81803 Oap1 — O1p1 82803) - 8—1(81% Oapa — D142 32@1)
T3

oF oF OF OF,
= (8 ! O3+ — By ! 31<P2) Oyp1 — (8 : Ootpg + —— Dy . az@z) 11

OF OF, oF,
= (8 ; 013 + o7 ; D12 + 8— 81901) D201
OF, OF OF
<8 i Oyp1 + o7 ; Oap3 + a—l 82g02) 011
O(F10p) dp1 O(F10) D
ouy Ous Ouy  Ouy
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Fiir das Kurvenintegral auf der rechten Seite der Stokesschen Formel erhalten wir
mit einer geeigneten Parametrisierung + : [a, ] — A des Randes von A

| R = [ Reonmeon) o

= [ Ftteono) (221D 2200040 ) a

o 01

= F —d F — dus.

A( 1090)au1 g+ ( 1O<P)au2 Us

Wir wollen den Greenschen Satz benutzen und betrachten dazu die beiden Inte-

granten dieses Wegintegrals als Komponenten eines Vektorfeldes H = (Hy, Hs):
(94,01 &Pl

H1 = (Flogp)a—ua7 H2 = _(Flogp)a—ul

Dann ist

. o 8(F1 @) QO) 8@1 82301 8(F1 9] QO) &pl
divi = Ou;  Ous +(Fioy) Ou10us Ous  Ouy (Fioyp)
I(F1op) dp1 O o) Opy

ouy Ous Ous ouy’

also
((rot F') o p, X1 x Xy) =div H.

Der Greensche Integralsatz liefert nun

HldUQ—Hgdulz/dideA2.

0A A

Setzen wir hier obige Formeln ein, erhalten wir den Stokesschen Satz. [
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