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16 Oberflichenintegrale

Nachdem wir im vergangenen Abschnitt gesehen haben, wie man das Volumen
eines dreidimensionalen Korpers (z.B. das Volumen einer Kugel) mit Hilfe der
Integralrechnung bestimmen kann, wenden wir uns nun den Flécheninhalten ge-
kritmmter Flichen zu (wie z.B. der Oberfliche einer Kugel), fiir die wir einen
geeigneten Integralbegriff entwickeln.

16.1 Flichen, Tangenten und Normalen

Wir haben frither Kurven als Bilder von Intervallen bzgl. stetiger Abbildungen
beschrieben. Ganz analog definieren wir nun Flachenstiicke als Bilder ebener Be-
reiche bzgl. geeigneter Abbildungen.

Definition 16.1 Sei D C R? eine beschrinkte offene Menge, und ihre Abschlie-
Bung D sei Jordan-messbar. Weiter sei F : D — R? eine stetig differenzierbare
Funktion mit

rang F'(z1,29) = 2 fiir alle (z1,25) € D. (16.1)

Dann heifit das Bild von D unter F, d.h. die Menge
F o= {F(z1,25) €R®: (21,7,) € D} (16.2)

ein Flichenstiick im R® und die Abbildung F : D — F heifit eine Parameterdar-
stellung des Flachenstiicks F oder kurz eine Flache.

Genau wie bei Wegen und Kurven unterscheiden wir wieder sorgfiltig zwischen
der Abbildung F' und ihrem Bild F. Offenbar kann es fiir ein- und dasselbe
Fléachenstiick F verschiedene Parametrisierungen geben.

Wichtige Vereinbarung. Wir haben friither die Differenzierbarkeit einer Abbil-
dung F: X — R3 nur fiir offene Mengen X C R? erklirt. Die stetige Differen-
zierbarkeit von F': D — R3 haben wir wie folgt zu verstehen: Die Funktion F
lifst sich zu einer stetig differenzierbaren Funktion F : G — R3 auf eine offene
Menge G O D fortsetzen. Diese Menge G ist fiir die Definition des Flichenstiicks
offenbar unerheblich. Wir méchten jedoch auch in den Randpunkten von D die
partiellen Ableitungen F,, und F,, bilden kénnen und verlangen daher, dass sich
F auf eine offene Umgebung G von D stetig differenzierbar fortsetzen lat. m

Die Rangbedingung (16.1) wird nur fiir Punkte aus D gefordert; auf dem Rand
0D = D\ D muss sie nicht erfiillt sein. Mit

F(fﬁl,ﬂfz) = (F1(331,£E2), F2(£E1,$2), F3(5171,ZU2))T
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lautet die Rangbedingung (16.1)

oF,
o0z
OF,
Ox1
or
ox

rang

in allen Punkten von D.

oF,
Oxo
OF,
Oxo
or,
Oxo

(16.3)

Beispiel 1 Sei D = (0,27) x (—7/2, 7/2). Dann ist D das Rechteck [0,27] x

[—7/2, m/2]. Sei weiter r > 0 und

F(u,v) := (rcosucosv, rsinucosv, rsinv)’

fiir (u,v) € D. Dann ist F stetig differenzierbar auf D (und sogar auf ganz R?),

und die Funktionalmatrix

—7rsinu cosv
T COS U COS U

F'(u,v) =
0

—rcosusinv
—rsinusin v
7 COS U

hat fiir alle (u,v) € D den Rang 2. Das zugehérige Flachenstiick F ist die Ober-

fliche einer Kugel um den Nullpunkt mit dem Radius 7.

Beispiel 2 Sei f: D — R ecine stetig differenzierbare Funktion und

F:D — R?

F(u,v) := (u,v, f(u,v))T.

Dann ist auch F stetig differenzierbar auf D, und die Funktionalmatrix

F'(u,v) =

1 0
0 1
of  of
ou  Ov

von F' hat offenbar den Rang 2. Das durch F' definierte Flichenstiick ist gerade

der Graph von f. Mit D = {(u,v) € R?

s u? +v? < 1} und f(u,v) = uov erhélt

man beispielsweise eine Sattelfliche (hyperbolisches Paraboloid). u
Beispiel 3 Seien @ = (a1,a,a3)" und b = (by,bs,bs3)T linear unabhingi-
ge Vektoren und sei 7y € R3. Auf D = [—1,1] x [~1,1] hat die Funktion

F(u,v) = ud + vb + %, die Funktionalmatrix

F'(u,v) =
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die wegen der linearen Unabhéngigkeit von a und b den Rang 2 hat. Das zu-
gehorige Flachenstiick ist ein Teil der durch @ und b aufgespannten und durch
verlaufenden Ebene. |

Sei F : D — R3 die Parametrisierung eines Fliachenstiicks /. Ist durch X =
(X1, X5)T : [a,b] — D ein stetig differenzierbarer Weg in D gegeben, so ist

Y :i[a,b) = R, Y(t)=F(X(t)

ein stetig differenzierbarer Weg, der komplett in F verlduft. Fir ty € [a, b] wird die
Richtung der Tangente an den Weg Y im Punkt Y (t5) = F (X (to)) beschrieben
durch den Vektor

Y(to) = Fu(X(to)) Xi(to) + Fo (X (to)) Xa(to) (16.4)
(Kettenregel!) mit

F(X(0)) = S0 (X(00) = (52 (). G2 (X)), 52 (X(0))

und

R(X ) = 5 (X(10) = (5 (X)), 52 (¥(0), 52 (X))

Die Rangbedingung (16.1) besagt gerade, dass die beiden Vektoren F, (X (to))
und F, (X (o)) fiir alle Punkte X (to) € D linear unabhéingig sind. Wir schreiben
X (to) = (ug, vo). Betrachten wir alle Wege X durch den Punkt (ug, vg), so kénnen
in (16.4) die Ableitungen X; und X, belichige Werte annehmen. Die beiden
Vektoren F,(ug,vo) und F,(ug,vg) spannen also die komplette Tangentialebene
an die Fliche F im Punkt F(ug,v) auf. Eine Beschreibung der Tangentialebene
in Parameterform lautet

{F (uo, vo) + AFu(uo, vo) + pufo(uo, vo) = A, € R} (16.5)

Den Normalenvektor an die Fliche F : D — R® im Punkt F(u,v) mit (u,v) € D
erklaren wir durch das Vektorprodukt

F,(u,v) x Fy(u,v)

N(u,v) := . (16.6)

[Fu(u, 0) X Fy(u, v)|
(Man beachte, dass F,(u,v) x F,(u,v) # 0 ist, da beide Vektoren linear un-
abhéngig sind.) Aus den Eigenschaften des Vektorprodukts wissen wir, dass der
Vektor N (u,v) senkrecht auf F,(u,v) und F,(u,v) (und damit auf der gesamten
Tangentialebene (16.5)) steht. AuBerdem hat er die Lénge 1, so dass man auch
vom Normaleneinheitsvektor spricht.

Es stellt sich die Frage, inwieweit die eingefithrten Begriffe (Tangential- und
Normalenvektoren) von der Parametrisierung F' oder nur vom Flichenstiick F
abhéngen. Dazu zunéchst eine Definition.
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Definition 16.2 a) Seien D, E offen in R2?. Fine bijektive Abbildung ¢ : D —
E heifit Diffeomorphismus, wenn ¢ und die Umkehrabbildung ¢ =1 stetig dif-
ferenzierbar sind.

b)  Zwei Parameterdarstellungen F : D — R? und G : E — R3 heiflen dquiva-
lent, wenn es einen Diffeomorphismus ¢ : D — E gibt mit F' = G o ¢ und
det ¢’ >0 auf D.

Sind F' und G #quivalent, so sagt man auch, dass sie durch eine Parametertrans-

formation ¢ auseinander hervorgehen.

Bei dquivalenten Parametertransformationen bleiben die wesentlichen
Fliachengrofien und Fliacheneigenschaften (wie die Tangentialebenen
und Normalenvektoren) unveréndert.

Beispiel 4 Seien D und F' wie in Beispiel 1 (Kugeloberfliche). Dann ist

F,(u,v) = (—rsinucos v, rcosucosv,0)’,
Fy(u,v) = (—rcosusinv,—rsinusinv,rcosv)’,
F,(u,v) x Fy(u,v) = (r?cosucos®v,r*sinucos®v,r*sinvcosv)’,
| Fu(u,v) x Fy(u,v)|| = r?cosv
und damit
N (u,v) = (cosucosv,sinucosv,sinv)’
fiir alle Punkte (u,v) € (0,27) x (—7/2,7/2). N

Beispiel 5 Sind D, f und F' wie in Beispiel 2 (Funktionsgraphen), so ist

B of\r B of\r
Fu_(laova) ) Fv_(Oala 321) )
L, Of Of 1 _\/8fz 0f\2
FuXF”U_( %7 %71) ) ||FuXFv||— (%) +(%) +1
und damit schliefllich
N(u,v) = ! ( of g,l)T. o

af\ 2 af\2 B ou’ _81)
V(3
Beispiel 6 Sei D = E = {(u,v) € R?* : v? + v? < 1}. Die Parametrisierungen
F:D =R F(uv) = (u,v,uv)’

und B
G:E—=R Guv)=(u,—v,—uv)’
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liefern das gleiche Fliachenstiick. Wir bestimmen die Normalenvektoren im Punkt
F(0,0) = G(0,0) = (0,0,0)”. Zunschst ist

Fu(u,v) = (1,0,0)",  Fy(u,v) = (0,1,u)",
also
F,(u,v) x Fy(u,v) = (—v, —u,1)" und F,(0,0) x F,(0,0) = (0,0,1)7,
und andererseits ist
Gu(u,v) = (1,0, =)', Gy(u,v) = (0, -1, —u)"
und damit
Gou(u,v) x Gy(u,v) = (—v,u, —1)" und G,(0,0) x G,(0,0) = (0,0, —1)".

Bei Verwendung von F' erhalten wir also (0,0,1)” als Normaleneinheitsvektor
im Punkt (0,0,0)7 an die Sattelfliiche, und bei Verwendung von G den Vektor
(0,0,—1)". Man beachte, dass zwar F und G durch den Diffeomorphismus

o D=E, (o) <é _01) (“) S —

v

auseinander hervorgehen, dass aber

det ¢ (u, v) = det <(1) _01) =-1<0

ist. Also sind F' und G nicht zueinander dquivalent. |

Anschaulich ist klar, dass jedes Flachenstiick in jedem Punkt genau einen Tan-
gentialraum, aber zwei Normaleneinheitsvektoren (nach ,oben“ und nach ,un-
ten®) besitzt. Ist ' = G o ¢ mit einem Diffeomorphismus ¢, so liefern F' und G
den gleichen Normalenvektor, wenn det ¢’ > 0, und sie liefern entgegengesetzte
Normalenvektoren, wenn det ¢’ < 0. In letzterem Fall sagt man auch, dass die
Orientierung von F' gewechselt wird.

16.2 Fliachenintegrale

Wir wollen nun Flichenintegrale bestimmen. Als Motivation gehen wir dhn-
lich vor wie bei der ,Herleitung der Substitutionsregel in Abschnitt 15.4. Sei
F : D — R? eine Parametrisierung eines Flichenstiickes F, wobei wir der
Einfachheit halber annehmen, dass D ein achsenparalleles Rechteck in der wo-
Ebene ist. Das Rechteck D sei in Teilrechtecke Q,...,Q,, zerlegt. Ihre Bil-
der F(Q1),...,F(Q.,) nennen wir Maschen. Aus diesen Maschen setzt sich das
Fléachenstiick F zusammen.
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AUZ' F

0 Ay F(Ql)

Ist die Rechteckzerlegung von D fein genug, so haben die Maschen nahezu die
Gestalt eines Parallelogramms. Ist Q; ein Teilrechteck in D mit den Seitenlingen
Auwu; und Av; und ist (u;, v;) der linke untere Eckpunkt von Q);, so ist die Masche
F(Q;) ungefiahr gleich dem Parallelogramm, das von den Vektoren

F(u; + Aug,v;) — Fug,v;) und F'(ug, v; + Avy) — F(ug,v;)

aufgespannt wird. Diese Vektoren sind nach Definition der partiellen Ableitungen
ungefihr gleich
Fy(ui,v;))Au; und  F,(ug, v;)Av;.

Diese beiden Vektoren spannen ein Parallelogramm auf, dessen Flacheninhalt
gleich der Lange des Vektorprodukts dieser Vektoren ist, also gleich der Léange
von

AO’Z‘ = (Fu(uz,vl) X Fv(ui,vi)) AulAvl

Man kann daher ||Aog;|| als ungefdhren Flacheninhalt der Masche F'(Q;) ansehen
und

S lAG =D 1Fu(ui,vi) x Fy(us,vq)|| AusAvy (16.7)
i=1 i=1
als Ndherung fiir den Flicheninhalt des Fliachenstiickes F. Ist D kein Rechteck,
so schopfen wir D von innen durch rechteckzerlegte Bereiche aus. Lassen wir auf

der rechten Seite von (16.7) die Zerlegung immer feiner werden, d.h. lassen wir
max;{ Au;, Av;} gegen 0 streben, so gelangen wir zum Integral

/ 1B, 0) % Fy(u, v)] d(u, 0).

D

Um sicherzustellen, dass dies tatsdchlich dem Fldcheninhalt von F entspricht,
miissen wir noch (dhnlich wie bei Kurven) garantieren, dass nicht Teile des
Flachenstiicks mehrfach durchlaufen werden.

Definition 16.3 Die Parameterdarstellung F : D — R* und das durch sie defi-
nierte Fldachenstick heiffen doppelpunktfrei, wenn F' auf D eineindeutiq ist.
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Definition 16.4 Ist F : D — R3 eine doppelpunktfreie Parameterdarstellung
eines Flachenstiickes F, so ist der Flacheninhalt von F die Zahl

I(F) = // |Fu(,0) % Fou,v)]] d(us,0) (16.8)
D
Das Integral in (16.8) schreibt man auch als | #do, wobei do symbolisch fiir
[Fu(u,v) x Fy(u,0)|| d(u,v)
steht und Flichenelement heiflt. Definition 16.4 wird wie folgt verallgemeinert:

Definition 16.5 Durch F : D — R3? sei ein Flichenstiick F gegeben, und H :
F — R sei stetig auf F. Dann heifit das Integral

//H(F(u,v)) | Fu(u,v) x Fy(u,v)| d(u,v) = /}_HdO' (16.9)

das Flachenintegral von H iiber F (manchmal auch Flachenintegral erster Art).

Als Motivation kann man sich ein elektrostatisch geladenes Fldchenstiick F vor-
stellen, wobei die Ladungsdichte H in jedem Punkt von F bekannt und die Ge-
samtladung gesucht ist.

Man kann (und muss) sich tiberlegen, dass die Integrale in (16.8) und (16.9) bei
Parametertransformation und Orientierungswechsel invariant bleiben. Im Falle
der Doppelpunktfreiheit ist die Schreibweise rechts in (16.9) vollig eindeutig, da
je zwei zugehorige Parameterdarstellungen entweder dquivalent oder entgegenge-
setzt orientiert sind.

Beispiel 7 Seien D und F wie in Beispiel 1 (Kugeloberflache). Mit Beispiel 4
erhalten wir

2 pmw/2
I(f)://T2COSUd(U,U):T2/ / cosv dvdu = 4mr?
) o 0 —7/2
D

als Flacheninhalt der Kugeloberflache. |

Beispiel 8 Sind D, f und F wie in Beispiel 2 (Funktionsgraphen), so ist
I(F) :/d(j://\/1+f3+f3 d(u,v)
f
D

der Flacheninhalt des Funktionsgraphen. Vergleichen Sie dieses Resultat mit For-
mel (14.2) fiir die Kurvenlidnge des Graphen einer Funktion f : [a,b] — R. n
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Definition 16.6 Durch F : D — R? sei ein Flichenstiick F gegeben, und H :
F — R? sei ein stetiges Vektorfeld auf F. Dann heifst

/;H -dd = é/H(F(u,v)) (Fu(u,v) x Fy(u,v)) d(u,v) (16.10)

das Flichenintegral (zweiter Art) von H dber F.

Schreiben wir

F,(u,v) x Fy(u,v)
[ Fu(u,v) x Fy(u,v)||

- N(“» 'U)”FU<UJ> U) X Fv(“?”)”?

Fu(u, ’U) X FU(U,"U) ||Fu(u,v) X FU(U,U)H

so geht das Integral auf der rechten Seite von (16.10) iiber in

//H(F(u, o)) - N(u, 0) [|Eulet, 0) % Fy(u,0)]| d(u, v), (16.11)

so dass man das Integral f]_. H - d& zweiter Art auch als das Integral f]_. H-Ndo
erster Art auffassen kann. Fldachenintegrale zweiter Art sind ebenfalls invari-
ant beziiglich dquivalenter Parametertransformationen. Bei einem Orientierungs-
wechsel &ndern sie jedoch ihr Vorzeichen, da die Normalenvektoren ihre Richtung
dndern.

Zur Motivation der Flachenintegrale zweiter Art stellen wir uns ein stationéres
(zeitunabhingiges) Geschwindigkeitsfeld V' : R?* — R? einer strémenden Fliissig-
keit vor und fragen nach der Fliissigkeitsmenge, die ein gegebenes Fliachenstiick F
pro Zeiteinheit durchfliet. Sinnvollerweise soll F orientiert sein, d.h. wir kénnen
uns etwa vorstellen, dass F eine “Unterseite” und eine “Oberseite” hat und dass
die Normalenvektoren in Richtung der Oberseite zeigen.

Wie bei der Motivation zum Fldcheninhalt denken wir uns F in Maschen unter-
teilt, die ndherungsweise Parallelogrammform haben. Es sei Ad; der Flichenvek-
tor eines solchen Parallelogramms AJF;, d.h. Ag; steht senkrecht auf AJF; und
zeigt in Normalenrichtung, und ||Ad;|| ist gleich dem Fldcheninhalt von AF;.

Dann ist |V (z;) - Ad;| (mit einem z; € AF;) das Fliissigkeitsvolumen, das néhe-
rungsweise pro Zeiteinheit durch AJF; fliefit. Pro Zeiteinheit schiebt sich ndmlich
ein Parallelflach mit dem Grundflacheninhalt ||Ad;|| und der Hohe ||V (x;)| cos ¢
(vgl. die folgende Skizze), d.h. mit dem Volumen

|V () || | Ad] cos o = V(x;) - Ad;

durch AF;. (In erster Niherung nehmen wir V' als konstant auf AF; an.)
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AF;

Fliefit die Fliissigkeit aus der Seite von AJF; heraus, in die der Fldchenvektor Ag;
zeigt, so ist V(x;) - Ad; > 0 und andernfalls < 0. Das Vorzeichen von V' (x;) - Ad;
gibt also an, in welche Richtung AJF; durchflossen wird. Die Summation der
Durchfliisse iiber alle Maschen

Z V(z;) - A

und der Ubergang zu beliebig kleinen Maschenweiten fithren zum Flichenintegral
2. Art

U= / V(x)-da.
F
Die Grofle |U| gibt also das Gesamtvolumen an, das pro Zeiteinheit das
Flachenstiick F durchstromt, wobei die Anteile beider Stromungsrichtungen
durch F gegeneinander aufgerechnet sind. Das Vorzeichen von U gibt an, an
welcher Seite des Fléchenstiicks mehr herausflieft: Ist U > 0, so stromt mehr

Fliissigkeit in Richtung der Normalenvektoren von F, ist U < 0, so in entgegen-
gesetzter Richtung. Man nennt U auch den Fluss von V' durch F. |

Beispiel 9 Seien D und F wieder wie in Beispiel 1 (Kugeloberfliche), und sei
H : R® — R3 die identische Abbildung, d.h. H(xz,v,2) = (z,y, z). Dann ist nach
Beispiel 4

N (u,v) = (cosucosv,sinucosv,sinv)’,

und mit
H(F(u,v)) = F(u,v) = (rcosucosv,rsinucosv,rsinv)’ =rN(u,v)

erhalten wir mit (16.11) fiir das Flachenintegral 2. Art

/H-dc?:/H-NdJ:/Tdazr/da.
F F F F

Das Flidchenintegral | 7 do ist gleich dem Flacheninhalt der Kugeloberfliche. Wir
haben es in Beispiel 7 berechnet und erhalten damit

/H‘d5:47r7’3. ]
F
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17 Integralsitze

Ziel dieses Abschnittes ist die Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential-
und Integralrechnung

/ f'(x)de = f(b) - f(a) = f(z)["

und der Formel der partiellen Integration

/ab W (z)v(z) de = — /abu(x)v’(x) dz + u(z)o(z)|"

auf mehrdimensionale Integrale. Es stellt sich die Frage, durch welche Differen-
tialoperatoren die Ableitungen f’,u’, v' und wodurch die Randterme f|° und uv|®
zu ersetzen sind. Die gewonnenen Integralsitze finden zahlreiche Anwendungen
in den Natur- und Technikwissenschaften.

17.1 Die Divergenz eines Vektorfeldes

Unser erstes Ziel ist der Gaufische Integralsatz im R3. Seine anschauliche Bedeu-
tung ist vollig einleuchtend:

Die Fliissigkeitsmenge, die durch die Oberfliche eines rdumlichen Ge-
bietes herausstromt, ist gleich der Flissigkeitsmenge, die die Quellen
in diesem Gebiet hervorbringen.

Wie kann man die Fliissigkeitsmenge, die eine Quelle im Punkt (zg, o, 20) € R?
hervorbringt, mathematisch beschreiben? Wir betrachten eine stationire (zeit-
unabhéngige) Stromung einer inkompressiblen Fliissigkeit (d.h. mit konstan-
ter Dichte), die im Punkt (z,y,z) € R?® die Geschwindigkeit V(z,y,z) =
(Vl(x, y,2), Va(z,y, 2), V3(z, v, z)) hat. Im Punkt (¢, yo, 20) heften wir einen klei-
nen achsenparallelen Quader () mit den Seitenldngen Az, Ay und Az an.

< Az
: Az
I
T T _Ay
(Ioa Yo, 2’0)
Y
T

Dann ist das Fliissigkeitsvolumen, das pro Zeiteinheit in Richtung der positiven -
Achse durch die linke bzw. rechte Seitenwand des Quaders fliefit, ndherungsweise
gleich

Vi(zo, Yo, 20) AyAz  bzw. Vi(zo + Az, yo, 20) AyAz.
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Das Volumen, das pro Zeiteinheit aus dem Quader @) in der positiven z-Richtung
austritt, ist also etwa gleich

(‘/1<$0 + Al‘, Yo, ZO) - ‘/1(1'0, Yo, ZO))AyAZ

— ‘/1(1'0 + AZB, Yo, ZO) _ ‘/1(1'(), Yo, ZO) ACL’AyAZ

Ax
~ %Vl (20, Yo, 20) Az AyAz.

Wir stellen in &hnlicher Weise die Massenbilanz fiir den Fluf§ in positiver y- und
z-Richtung auf und erhalten als Endresultat, dass das Fliissigkeitsvolumen, das
pro Zeiteinheit aus @) austritt, ungefihr gleich

ovy OVy oV3
dy 0z

e (xo,yo, 20) + —(xo Yo, 20) + —(xo, Yo, zo)) AxAyAz (17.1)

ist. Wir treffen folgende allgemeine Definition.

Definition 17.1 Sei D C R" offen und F : D — R™ ein stetig differenzierbares
Vektorfeld. Dann heifst die durch

(div F)( Z 8x eD

(mit F' = (Fy,...,F,)) definierte Funktion div F' : D — R die Divergenz von F.

Die Divergenz eines Vektorfeldes ist also eine skalarwertige Funktion. Wir konnen
(17.1) somit schreiben als

(div V')(xo, yo, 20) AxAyAz.

Dividieren wir diesen Wert durch das Volumen AxzAyAz von () und ziehen wir ()
auf den Punkt (zo, 4o, 20) zusammen, so konnen wir (div V') (zo, yo, 20) als Quellen-
dichte der Stromung im Punkt (zo, o, z0) interpretieren. Ist (div V')(zo, yo, 20) >
0, so ist (o, Yo, 20) eine Quelle im eigentlichen Sinn (ihr entstromt Fliissigkeit).
Im Fall (div V') (2o, v0,20) < 0 heifit (xo,y0, 20) auch eine Senke (da in diesem
Punkt Fliissigkeit verschwindet).

Einige Rechenregeln fiir die Divergenz Sei D C R" offen, und seien F, G :
D — R™ und ¢ : D — R stetig differenzierbar. Dann gilt

div(F+G) = divF+divG,
div(AF) = AdivF fir A € R,
div (pF) = @divF +gradg - F.
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17.2 Der Gauflsche Integralsatz im Raum

Wir kénnen nun die anschauliche Aussage des Gaufischen Integralsatzes in For-
meln fassen. Es sei G ein geeigneter raumlicher Bereich und 0G sein Rand (seine
Oberflache). Die genauen Voraussetzungen geben wir spéter an. In jedem Rand-
punkt haben wir zwei Normaleneinheitsvektoren: einen, der in den Koérper hin-
einzeigt (die sogenannte innere Normale) und einen, der von G weg zeigt (die
dupere Normale). Es sei N : G — R? das Vektorfeld der duferen Normalen-
einheitsvektoren. Weiter sei V' das Geschwindigkeitsfeld einer inkompressiblen
Fliissigkeit. Nach Abschnitt 16.2 (Interpretation des Flachenintegrals 2. Art) ist
der Durchflufl durch 0G in Richtung der &ufleren Normalen (also das, was aus G

herausfliefit), gleich
//V-Nda. (17.2)
oG

Die durch Quellen und Senken in G hervorgebrachte Fliissigkeitsmenge erhalten
wir dagegen durch Aufintegrieren der Quellendichte iber G:

/ / / (div V) (z) da. (17.3)

Nach dem GauBschen Integralsatz sind die Integrale (17.2) und (17.3) gleich. Nun
zur exakten Formulierung.

Definition 17.2 a) FEine Menge G C R? heifit C'-Normalbereich bzgl. der
r179-Ebene, wenn es eine kompakte Menge K C R? und stetig differenzier-
bare Funktionen 1, ps: K — R so gibt, dass

G = {($1,$27$3) ER?:  (z1,29) €K, p1(71,72) < 23 < 902(901,$2)}

gilt und dass der Rand OK durch einen stickweise stetig differenzierbaren
Weg darstellbar ist. Analog erklirt man C*-Normalbereiche beziiglich der
Toxs- und xix3-Ebene.

b) Die Menge G heifst ein C'-Normalbereich, wenn sie ein C'-Normalbereich
beztiglich der x1xo-, der xoxs- und der xix3-Fbene ist.

(Es sei noch einmal an unsere Vereinbarung erinnert: Eine Funktion f : K — R
auf einer kompakten Menge K heifit stetig differenzierbar, wenn sie zu einer stetig
differenzierbaren Funktion auf einer offenen Menge G O K fortgesetzt werden
kann.)

Anmerkung Einen C'-Normalbereich bzgl. der z;25-Ebene kann man sich so
vorstellen:
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5 = Graph von s

g S1 = Graph von ¢,

xs

Der obere Deckel Sy = o(K) ist ein Flichenstiick im R? mit der Parameterdar-
stellung
By K =R (@1,32) = (@1, 32, pa(21,22)).

Der durch F; bestimmte Normaleneinheitsvektor (vgl. Beispiel 5 aus 16.1)

1 Ops 0oy )
N ’ - - y )1
) e oo

ist der duflere Normaleneinheitsvektor fiir G (da die z-Komponente > 0 ist). Der
untere Deckel S; wird beschrieben durch

F1 K — RS, (l’l,mg) — (l‘l’mg’@l(%l,ﬂb)),

und der zugehorigen Normaleneinheitsvektor ist

Ni(u,v) =

1 91 o1 1
2 2 (_8131’_81:2’ )
91 91
Y(32)+ (82) 41
Dieser zeigt ebenfalls in Richtung der positiven z-Achse (also in G hinein), so
dass der duflere Normalenvektor an G auf S gleich — Ny (u, v) ist. n

Satz 17.3 (GauB3scher Integralsatz im R?) Sei G C R?® ein C'-Normalbe-
reich und H : G — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Weiter bezeichne
N : 0G — R? das dufere Normaleneinheitsfeld von G. Dann ist

///(divH)(x)dx _ //H~Nda. (17.4)

Beweis Es geniigt, die Aussage zu beweisen, wenn H die Gestalt H = (0,0, H3)”
hat (man kann ja H als Summe dreier derartiger Ausdriicke schreiben, und die
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Integrale in (17.4) sind linear in H). Nach Satz 15.15 erhalten wir wegen div H =

oH;
w2(21,72) 3
/// (div H)(z)dx = // / (xl,mg,xg)dx3>d(:p1,x2)
(z1,22) 22'3

Oxs
Z/ H3($1,96’2,902(9€1,9€2)) - H3($1>$27901($1,$2))>d($17$2)-

Auf dem oberen Deckel Sy = oK) ist

und damit

/ Hg($1,$2,§02($1,1’2)) d($17x2>

://(H.N)\/<g—ij)2+<Z—Z)2+1d(az1,x2)
:/ H-Ndo.

Analog zeigt man, dass

/H3 351,552,901(531,902) 351,1132 /H N do.

Auf dem noch fehlenden Randstiick 0G\ (S U S3) von G, also auf
Sz := {(21, 72, 13) ER®: (w1, 2) € OK, p1(71,72) < 23 < o1, 79)},

existiert der #uflere Normalenvektor N ebenfalls (bis auf endlich viele Gera-
denstiicke {y} x [¢1(y), p2(y)] mit y € OK, in denen die Parametrisierung von
OK nicht differenzierbar ist), und die Komponente von N in z3-Richtung ist 0.
Daher ist H - N = 0 auf S3. Zusammengefasst erhalten wir

[[[wmiiae=3> [[ 0 vio [[1-var :
G J=1"g: le.
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Beispiel 1 Wir kommen noch einmal zuriick auf Beispiel 9 aus 16.2. Dort waren
D und F wie in Beispiel 1 aus 16.1 (Kugeloberfliche) und H(z,y, z) = (x, v, 2),
und wir haben erhalten, dass

H-do= H - Ndo = 4mr®.
oG e
Andererseits ist div H = 3, so dass mit dem Volumen V' der Kugel G gilt
/(divH)(x)dx = 3/ dx =3V.
G G

Der GaufBische Satz liefert nach Gleichsetzen
4 4

V:§7T7”. u

Folgerung 17.4 (Partielle Integration in R?) Sei G C R3 ein C*-Normal-
bereich und f,g : G — R seien stetig differenzierbare Funktionen. Weiter sei
N = (N1, Ny, N3) : 0G — R das duflere Finheitsnormalenfeld an G. Dann gilt

fiiri=1,2,3
fIfrize—fjf

Beweis Sei z.B. i = 1. Fiir die stetig differenzierbare Funktion

of
N, do. 17.
aﬂljigalzz—l—//fg ; do (17.5)
oG

F:G—R, F(z)=(f(2)g(x),0,0) (17.6)
o ofg) of 0
9 _ 95 99
8x1 n 8[)31 g i 8x1

und - N = fgN;. Die Behauptung folgt also sofort, wenn man die Funktion
(17.6) in den GauBschen Integralsatz (17.4) einsetzt. o

div ' =

Anmerkung 1 Wir haben in Satz 17.3 und Folgerung 17.4 statt [, und [, die

Schreibweisen [[[ und [[ benutzt, um deutlich zu machen, dass (dreidimensio-
G oG
nale) Volumenintegrale und (zweidimensionale) Oberflidchenintegrale auftreten.

Anmerkung 2 Sind Fi, ..., F, Flachenstiicke, die sich nicht iiberlappen, so de-
finiert man das Fldchenintegral iiber F' = F; U ... U F}, durch

f=fn ]
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Dies haben wir im Beweis des Gauflschen Satzes benutzt (0G = S; U Sy U S3).

Anmerkung 3 Satz 17.3 und Folgerung 17.4 gelten auch noch unter schwécheren
Voraussetzungen. Z.B. geniigt es, dass sich G als endliche Vereinigung sich nicht
iiberlappender C!'-Normalbereiche schreiben l#t. Man beachte auch, dass der
Normalenvektor nicht in jedem Randpunkt definiert ist (z.B. nicht entlang der
Kanten eines Quaders).

17.3 Der Gauflsche Integralsatz in der Ebene

Der Gaufische Integralsatz und seine Folgerung gelten (bei geeigneter Definition
des Fliachenintegrals) in jeder Raumdimension n. Den GauBschen Integralsatz im
R? kann man durch geeignete Reduzierung um eine Koordinate wie folgt aus dem
Gauflschen Integralsatz im R3 gewinnen.

Sei D C R? ein Normalbereich beziiglich der ;- und der z,-Achse (vgl. Abschnitt
15.3). In diesem Fall nennen wir D einfach einen Normalbereich. Der Rand 0D
sei eine geschlossene Kurve, die durch einen stiickweise stetig differenzierbaren
Weg X : [a,b] — R? parametrisiert wird. Durchléuft ¢ das Intervall [a,b] von
a nach b, so wandert X(¢) entlang 0D in einer bestimmten Richtung, und wir
wollen annehmen, dass dabei D stets links des Weges liegt. Man sagt auch, dass
D vom Weg X positiv umlaufen wird oder dass der Rand 9D positiv orientiert
ist (anschaulich: im Gegenuhrzeigersinn).

Der Tangentialvektor an 0D im Punkt X(f) = (Xi(¢),Xo(t)) ist T :=
(X1 (1), Xg(t)), und N := (Xg(t), -X; (t)) ist ein auf 7" senkrecht stehender Vek-
tor, der nach auflen zeigt.

Man beachte, dass diese Vektoren nur in Punkten definiert sind, in denen X stetig
differenzierbar ist. Auf D sei ein stetig differenzierbares Vektorfeld

V=0W,V)":D— R?
gegeben. Wir bilden aus D den rdaumlichen Bereich

D =D x [0,1] = {(21, 09, 73) €R*: (21,25) € D, w3 € [0,1]},
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d.h. D ist eine Scheibe (= ein Zylinder) der Dicke 1, bei dem Boden und Deckel
die Form von D haben. Offenbar ist D ein Normalbereich im R3.

AuBerdem setzen wir V auf D fort und erweitern es um eine Komponente:
V:D— R37 V($1,$27$3) = (‘/1($17$2)a‘/§(x1,$2)70)T-

Der GauBsche Integralsatz (17.4), angewandt auf D und V, liefert

//V-Nda:///divf/dx. (17.7)
oD D

Beim Flidchenintegral auf der linken Seite heben sich die Anteile des Bodens
und des Deckels weg, da die zugehorigen Normalenvektoren entgegengesetzt sind,
sonst jedoch alles gleich ist (insbesondere ist V(zy,x5,0) = V(z1, 2, 1)). Es ver-
bleibt also nur das Integral iiber die Mantelfliche M = 0D x [0,1]. Aus (17.7)

folgt somit
//V-Ndaz///divf/dx. (17.8)
M D

Die Mantelfliche hat eine Parameterdarstellung
F(t,z) = (Xi(t), Xs(t),2)" mit (¢, 2) € [a,b] x [0, 1],

woraus man den dufleren (aber noch nicht normierten!) Normalenvektor im Punkt
F(t,z)
n(F(t,2)) = (Xa(t), - X, (t),0)"
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erhélt. Mit (16.11) erhalten wir fiir die linke Seite von (17.8)

//VNda = //f/-nﬁda
/ / ) n(F(t,2)) d(t, =)

[a,b] x[0,1]

= [ [ vy Gow, -xw)aa:

= [ ()% - o) o) a.

a

withrend auf der rechten Seite von (17.8)

divV = 8‘/1 + — vy =divV
al’l 8x2

ist. Daher ist

///di"f/d(l’lax%x?)) = /01 //diVVd(Ila@)divg = //dide(azl,xQ),

Zusammengefafit erhalten wir

Satz 17.5 (Gaufischer Integralsatz im R?) Sei D C R? ein Normalbereich
(bzgl. der x1- und der xo-Achse), dessen Rand 0D durch einen stickweise stetig
differenzierbaren Weg X = (X1, Xo)" : [a, b] — R? parametrisiert wird, der D
positiv umliuft. Weiter sei V.= (Vi,Vo)T : D — R? ein stetig differenzierbares
Vektorfeld. Dann gilt

/ab (Vl (X (1) Xa(t) — VQ(X(t))Xl(t)> dt = //(div V) () dx. (17.9)

Man beachte, dass auf der linken Seite von (17.9) ein Wegintegral entlang des
Weges X steht. Nehmen wir die Umbenennung

Wl = ‘/27 W2 = _‘/17 W= (W17 WZ)T

vor, so geht nach Multiplikation mit —1 die linke Seite von (17.9) iiber in

/ab (Wl (X (1) X1 (t) + Wy (X(t)))’(z(t)> n
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d.h. in das Wegintegral fBD W - dX iiber den durch X parametrisierten Rand

von D, und auf der rechten Seite von (17.9) ist —divV = —g—}g — g—r‘; zu ersetzen
durch % — %. Man schreibt oft
1 B
oWy OW,
tW = - 17.10
ro 8x1 8372 ( )

und nennt rot W die (skalarwertige) Rotation des Vektorfeldes W. Mit diesen
Bezeichnungen erhalten wir die folgende Version des Gaufischen Satzes im R2.

Satz 17.6 (Greenscher Integralsatz) Seien D und X wie in Satz 17.5, und
W = Wy, Wo)T : D — R? sei ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann ist

Die Séatze 17.5 und 17.6 gelten auch unter allgemeineren Bedingungen an die Men-
ge D. 7.B. darf D die Abschliefung eines beschriankten einfach zusammenhéngen-
den Gebietes sein, dessen Rand sich durch einen stiickweise stetig differenzier-
baren Weg parametrisieren 148t. Es geniigt sogar, dass D sich in endlich viele
derartige Mengen zerlegen 14f3t.

D

Man beachte die Orientierung des (aus mehreren Stiicken bestehenden) Randes.

17.4 Der Stokessche Integralsatz

Wir beginnen mit einer kurzen Motivation. Sei M C R? offen und V : M —
R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld, das wir als Geschwindigkeitsfeld einer
stromenden Fliissigkeit deuten. In M sei ein Flachenstiick F gegeben, dessen
Rand durch einen stiickweise stetig differenzierbaren und doppelpunktfreien Weg
Y : [a,b] — R® parametrisiert wird. Unter der Zirkulation von V entlang OF
versteht man das Kurvenintegral

/ Vedy - /bfjm(t))x(t)dt- (17.11)
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Denkt man sich dieses Integral durch Riemann-Summen
> V() AY
J

approximiert, so entspricht jeder Summand V(Y;) - AY; einer Geschwindigkeits-
komponenten in der Durchlaufrichtung der Kurve. Die Summation dieser Kom-
ponenten ist ein Maf3 dafiir, wie stark die Kurve 0F umstromt wird, d.h. wie
stark die Fliissigkeit ldngs der Kurve zirkuliert.

OF v

AY; V(Y;)

Wir zerlegen das Fléachenstiick F in endlich viele kleine Maschen F;.

\ >~

S

]:

Bei entsprechender Orientierung der Rénder der F; erhalten wir fiir die Zirkula-
tion

1
Afv-dyzzi:/aﬂv-dyzzijj(m/Wiv-dw(ﬂ), (17.12)

wobei I(F;) fir den Flicheninhalt von F; steht. Nun verfeinern wir die Maschen.
Man kann zeigen (vgl. Burg/Haf/Wille IV, S. 156-158): Wenn man eine Masche
F; auf einen Punkt z; € F zusammenzieht, dann strebt der Quotient

1
7 /aEV-dY (17.13)

gegen einen festen Wert, namlich gegen (rot V')(x;)- N(z;). Dieser Ausdruck heifit
auch die Wirbelstdrke von V in z;. Hierbei ist N(z;) die gemeinsame Fléchennor-
male der zu x; zusammengezogenen Maschen, und rot V' ist wie folgt erklért.
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Definition 17.7 Sei D C R3 offen und F = (Fy, Fy, F5)T : D — R? ein stetig
differenzierbares Vektorfeld. Dann heifit das durch

_ (OF; OF,, . OF OF;, . OF, or, \"
(rot ) () = (83:2 v Oxs (z), Oxs o Oxy (z), Oxy v Oy ($)>

definierte Vektorfeld rot F' : D — R? die Rotation von F.

Man beachte, dass man fiir ein Vektorfeld der Gestalt
F(SU1,562,903) = (F1(371,$2), F2($1,552); 0)

als Rotation gerade das Vektorfeld (0, 0,rot (F7, F3)) mit der in (17.10) eingefiihr-
ten Rotation eines zweidimensionalen Vektorfeldes erhilt. Sind F,G : D — R?
stetig differenzierbare Vektorfelder, so gelten offenbar die Regeln

rot (FF+G) = rot F+rotG
rot (AF') = ArotF' fir A e R.

Fiir kleine AF; konnen wir also (17.13) ndherungsweise durch
(rot V) (z;) - N(x;)

ersetzen, und aus (17.12) wird

/ Vedy = 3 (ot V) (e - N(w) I(F). (17.14)

)

Die rechte Seite ist eine Riemannsumme fiir das Flidchenintegral

/rotV-NdU.
f

Der folgende Satz von Stokes sagt, dass unter geeigneten Voraussetzungen an
F die Zirkulation [, o7V - dY tatséchlich gleich diesem Flidchenintegral tiber die
Wirbelstérken ist.

Satz 17.8 (Stokes’scher Integralsatz) Sei D C R? ein Normalbereich, des-
sen. Rand OD durch einen stickweise stetig differenzierbaren Weg X =
(X1, Xo)T 2 [a,b] — R? parametrisiert wird, der D einmal positiv umliuft. Wei-
ter sei ' : D — R3 eine zweimal stetig differenzierbare Abbildung, die ein
Flichenstiick F = F(D) parametrisiert. Der Weg Y : [a,b] — R3, Y (t) =
F(X(t)) definiert eine orientierte Kurve in F, die wir den Rand 0F wvon F
nennen. Schlieflich sei N : F — R3 das durch F wie in (16.6) festgelegte Nor-
malenfeld. Dann gilt fiir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld H : F — R?

/ rot H- Ndo = H-dY. (17.15)
F oF
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Beweis Es geniigt, ein Vektorfeld H vom Typ (P,0,0)” zu betrachten. Der Be-
weis fiir H = (0,Q,0)T und H = (0,0, R)T verliduft analog. Zuerst schreiben wir
das Kurvenintegral |, o7 H-dY iiber der Kurve OF in ein Kurvenintegral iiber 0D
um:

/ (P,O,O)T-dY:/bP(Y(t))Yl(t)dt

b
_ / P(F(X()) (FoX) (t)dt

:/a P(F(X(1)) (g—i (X)X (t) + 2—2 (X(t)))Q(t)) dt

B OF, OF,
_/BD ((PoF)axl (poF)axQ) dx,

wobei wir in der dritten Zeile die Kettenregel benutzt haben. Nach Satz 17.6
(Greenscher Integralsatz) ist dieses Integral gleich

/Drot ((PoF) gi (PoF) (892) (2) da. (17.16)

Wir berechnen die skalare (zweidimensionale) Rotation nach (17.10)

0F; 0F,
rot <(P0F) 9z, (PoF) 81:2)
0

- (per S - L (o) 30)

_ d(PoF) OF; B J(PoF) 0F, L (PoF) ( 0*F B O*F, >
Jr;y  Oxs Ory  Oxy 0x10xy  0x901
wobei wir die Produktregel benutzt haben. Der letzte Summand ist nach dem
Satz von Schwarz (Satz 13.11) gleich 0. Mit der Kettenregel erhalten wir fiir die
ersten beiden Summanden
oP 0F, 0P 0F, OP 0Fs\ 0F
<8x1 0, * Oxy 014 + 03 0;51) 61'2_
oP 0F, OP 8F2 OP 0F3\ OF;
B (81’1 0xo * 0xy 0% 8w3 8.:52) o0xy
oP <8F3 oF, 0F;3 8F1) oP (8F1 OF, 05 8F1>
ap

- 8.1'3 8371 8x2 B 81’2 8$1 8:61 al'g (9.%1 81'2

OF ., OF _ (0FL 0F, OF; OF 0F, OFy _
( (81‘2’ azz’ a.'ltz) dh N -

8_£E1 6_12 - 8:)31 8331’ 8:)31
n/||n| ist der Normaleneinheitsvektor zu F (vg . Nach Definition des

Vektorprodukts ist
0F; 0Fy 0F3; 0F; OF, 0F, 0F, OF;

Ng = — und ns

6171 8ZEQ 8902 83:1 B 8951 6@ B (91‘1 8952

Sei n = (ny,ng,ng) =

265



und damit zusammengefasst

0Fy

rot <(PoF) 5
$1

(PoF) 52 — (17.17)

OR\ _opP 0P
N 8x3 12 8x2

T
Wegen rot H = rot (P,0,0)” = (O, g; 88_52) kénnen wir (17.17) schreiben als

rot ((P F)gi (Po F)gi):((rotH)oF)-n

Wir setzen dies in (17.16) ein und erhalten schlielich

OF; 8F1>
H.-dY = t PoF PoF d
oF /Dro << ) om oxy’ ( ) 0o ’

- /D((rotH) oF)-ndx

= /rotH~d6’:/rotH-Nda
F F

nach der Definition 16.6 des Fléchenintegrals. |
Beispiel 2 Sei D = {(u,v) € R? : u € [0,27], v € [0,7/2]}, r > 0 und
F:R* =R} F(u,v) = (rcosucosv, rsinucosv, rsinv).

Das Fldchenstiick F/(D) ist die obere Halbkugelfliche um den Ursprung mit dem
Radius r. Ein Vektorfeld H sei durch

H:R* =R} H(z,y,z2) = (~y,mx1)

gegeben. Der Rand 0D des Rechtecks D 148t sich durch 4 Wege beschreiben:

Xi(t) = (t,0) mit ¢t € [0, 27,
Xo(t) = (2m,t) mit ¢ € [0,7/2],
X3(t) = (—t,n/2) mit ¢te[-2m 0],
Xa(t) = (0,-1) mit t e [—n/2,0].

Die zugehorigen Parameterdarstellungen Yy (t) = F (X k(t)), kE=1,...,4, fir die
Kurve 0F (D) sind

Yi(t) = (rcost, rsint,0) mit ¢t € [0,2n],
Ys(t) = (rcost,0,rsint)  mit ¢e[0,7/2],
Y5(t) = (0,0,7) mit t € [—2m, 0],
Yi(t) = (rcost,0,—rsint) mit t¢& [—m/2,0].
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X3

X4 D X2

X, U

(Man beachte, dass F(0D) nicht mit der Kreislinie in der xy-Ebene zusam-
menfillt!) Nun ist

2 ) w/2 )
/ Hody — / H(Yl(t))-Yl(t)dtJr/ H(Ya(t)) - Ya(t)dt
aF(D) 0 0

o[ o) S [ He0) Vo

—27 —7/2

Wir berechnen das erste Integral:
2m 2m
/ H(Yi(1)) - Yai(t)dt = / (—rsint, rcost, 1) - (—rsint, rcost, 0)dt
0 0
27
= / (r*sin®t + r? cos® t)dt = 2mr?.
0

Das dritte Integral ist wegen Y3 = 0 gleich 0, und das zweite und vierte Integral
heben sich gegenseitig auf (dies ist auch sofort klar, wenn man sich die Wege
Y,, Y3 und Y, ansieht). Also ist

/ H-dY = 27r?.
8F(D)

Nach dem Satz von Stokes ist dann auch [[rot H - Ndo = 27r?, was wir zur
F(D)

Ubung nachrechnen. Zunichst ist rot H = (0,0,2) und
N = (cosucosv,sinucosv,sinv) sowie |F, x F,|| =r*cosv

nach Beispiel 4 aus Abschnitt 16.1. Damit wird

//rotH.Ndo— - //(rotH)(F(u,v)) N, 0) [|Fy % By d(u,v)

F(D)
= //251111)7"2 cosvd(u,v)

D
2r  pw/2
= r2/ / sin(2v) dv du = 27r°.
o Jo
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Auch der Satz von Stokes lét sich unter schwécheren Voraussetzungen zeigen
(vgl. Burg/Haf/Wille IV, S. 161). Wir vermerken noch eine interessante Konse-
quenz des Stokes’schen Satzes.

Folgerung 17.9 Sei B ein stiickweise glatt berandeter Bereich im R® und H :
B — R3 stetig differenzierbar. Dann ist

//rotH-NdazO.
9B

Kurz gesagt: Der Wirbelfluf$ durch eine geschlossene Fldiche ist Null.

Zum Beweis schneidet man einfach aus 0B ein kleines geeignetes Fldchenstiick
F heraus. Auf der verbleibenden Fléiche ist nach Stokes

//rotH-Nda: H-dX.
oF
OB\F

Zieht man F auf einen Punkt zusammen, so geht das Integral auf der rechten
Seite gegen Null, da die Weglinge von d.F gegen Null stebt. |
17.5 Einige weitere Differential- und Integralformeln

17.5.1 Der Nabla-Operator

Der symbolische Vektor V = (a%, a%, %) heiflit Nabla-Operator. Formal rechnet

man mit ihm wie mit einem Vektor aus R3. In diesem Sinne ist also fiir stetig
differenzierbare Vektorfelder V' und Skalarfelder ¢

Ve = gradyp
V-F = divF
VXxF = rotF.

Ist das Skalarfeld ¢ zweimal stetig differenzierbar, so erhélt man
(V : V)SO =V - grad o = Qg + Pyy T Pzz-
Der Operator

0* 0* 9

A2:V'V:w+a—y2+@

heifit Laplace-Operator.
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17.5.2 Mehrfache Anwendungen der Differentialoperatoren

Das Vektorfeld F' und das Skalarfeld ¢ seien zweimal stetig differenzierbar. Dann
gilt

divrot F = 0, (17.18)
rotgrade = 0, (17.19)
divgradyp = Ag. (17.20)

Man rechnet dies mit dem Satz von Schwarz leicht nach. Die ersten beiden For-
meln besagen: Wirbelfelder sind divergenzfrei und Gradientenfelder sind wirbel-
frei.

17.5.3 Produktregeln

Die Vektorfelder F', G und die Skalarfelder ¢, v seien stetig differenzierbar. Dann
gelten z.B. die folgenden Produktregeln, die man leicht nachrechnet:

grad (py) = @grady + 1 grad o, (17.21)
div(pF) = @divF + F - grad ¢, (17.22)
rot (pF) = prot F 4 grady x F, (17.23)

div(FxG) = G -rot F—F-rotG. (17.24)

Weitere Beziehungen finden Sie in der Literatur.

17.5.4 Die Greenschen Formeln

Es sei G wie im Gauflschen Integralsatz im Raum (Satz 17.3), und f,¢g: G — R
seien so oft stetig differenzierbar, wie es die folgenden Formeln verlangen. Aus
Formel (17.22) (mit F' = grad g) erhalten wir

div (fgrad g) = fAg + grad f - grad g,

wobei wir noch (17.20) benutzt haben. Integration iiber G und Anwendung des
GauBlschen Integralsatzes auf der linken Seite liefern

//fgradg-Nda—///(ng—irgradf-gradg)dx

oG G

mit dem aufleren Normalenvektor N an 9G. Erinnern wir uns noch an die Rich-
tungsableitung

99 _ - N
grad g
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(vgl. Definition 13.17 in Abschnitt 13.5), so gelangen wir zur ersten Greenschen

Integralformel
//f 99 do // (fAg + grad f - grad g)dz. (17.25)
G

Vertauscht man hierin f mit g und subtrahiert die erhaltene Formel von (17.25),
so erhélt man die zweite Greensche Integralformel

//( ON %) d":///(fﬁg—gAf)dw. (17.26)

Im Spezialfall g = —1 erhalten wir hieraus

// O o — ///Afdx (17.27)

Man kann Raumintegrale iiber Laplacesche Differentialausdriicke Af also in
Flachenintegrale umschreiben. Die Greenschen Formeln sind auflerordentlich
wichtig beim Studium von partiellen Differentialgleichungen.
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18 Differentialgleichungen

Mit den Differentialgleichungen haben die Mathematiker ein Werkzeug geschaf-
fen, mit dem die zeitliche Entwicklung zahlreicher System in Natur, Technik und
Gesellschaft beschrieben werden kann. Ein zeitabhéngiges System, das durch N
reelle Parameter charakterisiert wird, wird zum Zeitpunkt ¢ durch einen Vektor
y(t) € RY modelliert. Die zeitliche Entwicklung des Systems wird dann durch
den Weg y : [a,b] — RY beschrieben. Es ist in der Regel schwierig, diese Wege
explizit anzugeben. Die Modellierung des Systems liefert aber oft eine Gleichung
der Gestalt

y'(t) = f(t.y(t))
oder allgemeiner
y () = f(ty(), .y V@)
Dies sind gewdhnliche Differentialgleichungen. Sie stellen einen Zusammenhang
her zwischen einer Funktion und ihren Ableitungen, und ihre Lésungen sind Funk-
tionen. Das Wort ,, gewthnlich® bedeutet, dass die gesuchten Funktionen nur von
einer Verdnderlichen (etwa der Zeit t) abhidngen. Gleichungen, deren Losungen
Funktionen mehrerer Veranderlicher sind und die partielle Ableitungen dieser
Funktion enthalten, heiflen partielle Differentialgleichungen. Beispiele dafiir sind
die Wirmeleitungsgleichung
oy 0y 0%y 0%

ot~ a2 0a2 " ox2

und die Wellengleichung
0%y B 0y 0%y 0%
o2 92?0z Ox?
im Raum. Die gesuchte Funktion y héngt hier von der Zeit ¢ und den rdumlichen

Variablen x, x5, x5 ab. In diesem und den néchsten Kapiteln befassen wir uns
ausschlieflich mit gewdhnlichen Differentialgleichungen.

18.1 Grundbegriffe und Beispiele

Wir sehen uns zunéchst einige Beispiele an und legen anschlieSfend den allge-
meinen Rahmen fest, in dem wir gewohnliche Differentialgleichungen betrachten
wollen.

Beispiel 1: Exponentielles Wachstum Eine Bakterienpopulation befinde sich
in einer Néhrfliissigkeit und habe zur Zeit t die GroBe y(t). Nach Ablauf der Zeit
At hat sie sich um Ay = y(t + At) — y(t) vermehrt. Eine verniinftige Annahme
ist, dass Ay fiir kleine Zeitspannen proportional zum Ausgangszustand y(t) und
zur Zeitspanne At ist:

Ay = ay(t)At mit a > 0.
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Nehmen wir an, dass y differenzierbar von ¢ abhéngt, so liefert der Grenziiber-
gang At — 0 in der Differenzengleichung % = ay(t) die Differentialgleichung
y'(t) = ay(t). Diese Gleichung beschreibt das Wachstum der Bakterienkultur.
Die positiven Losungen dieser Gleichung kann man wie folgt finden (einen syste-
matischen Zugang zur Losung derartiger Gleichungen verschaffen wir uns spéter).

Wir schreiben % = q als

/

Y —a baw. (lny)'=a bzw. 2 =a

Y

mit z(t) = Iny(t). Die Losungen der Gleichung 2z’ = a kénnen wir sofort angeben:
2(t) =at+b mit beR.

Hieraus folgt
y(t) _ ez(t) _ eat—l—b _ Ceat

mit einer Konstanten C' = e® > 0. Wir finden also eine ganze Schar von Funktio-
nen, die die Gleichung ¢’ = ay lésen. Kennt man yy = y(ty) zu einem Zeitpunkt
to, so kann man aus 1y = Ce® die Konstante C' = e~*0y, bestimmen und erhélt
die Losung

y(t) = yoe 1.
Die Kenntnis eines Anfangswertes yo = y(to) macht also aus der unendlichen
Losungsschar eine eindeutig bestimmte Losung. |

Beispiel 2: Logistisches Wachstum Das exponentielle Wachstumsmodell ist

nur begrenzt realistisch. Wird eine Population sehr grof3, so treten oft wachstums-

hemmende Faktoren auf wie endliche Ressourcen. Kann etwa die Population eine

Maximalgrofle K Anicht iiberschreiten, so ist es nahe liegend anzunehmen, dass
y

die Zuwachsrate 3 proportional zur GréBe y(f) und auch zum ,verbleibenden

Spielraum* K — y(t) ist. Das fiihrt auf die Differentialgleichung

y'(t) = by(t) (K —y(t)) = ay(t) — by(t)*

mit a = bK. Die Gleichung v’ = ay — by? beschreibt das logistische Wachstum. Es
handelt sich um eine spezielle Bernoullische Differentialgleichung, die wir spéter
ausfithrlicher betrachten. Im Fall 0 < y < K koénnen wir uns ihre Losung wie

folgt verschaffen. Wir betrachten die Funktion 2z := % = % — 1. Fiir diese ist
2= —g—g'. Es ist daher y genau dann eine Losung von y' = by(K — y), wenn
K K K —
d ==y = —=by(K —y) = -bK Y~ bK2= —az.
) ) )

Die Funktion z geniigt also der Differentialgleichung fiir exponentielles Wachs-
tum. Mit zp = 2(0) erhalten wir wie in Beispiel 1 die eindeutige Losung

2(t) = zpe K,
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und ist yo = y(0) # 0, so ist zy = yﬁo — 1, und wir erhalten mit y =

K
z+1

B K
Sl (B )t

y(t)

Beispiel 3: Bewegung im Schwerefeld der Erde Ein Korper der Masse
m befinde sich im Schwerefeld der Erde (Masse M). Sein Abstand zum Erd-
mittelpunkt sei gleich s. Nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz gilt fiir die
Anziehungskraft zwischen diesen Massen

Mm

K=~ =

(v-Gravitationskonstante).

Nun beobachten wir eine Bewegung dieses Massepunktes. Zum Zeitpunkt ¢ = 0
sei sein Abstand vom Erdmittelpunkt gleich sg, und der Kérper bewege sich mit
der Geschwindigkeit vy. Fiir vy > 0 bewegt er sich weg vom Erdmittelpunkt,
und fiir vg < 0 auf den Erdmittelpunkt zu. Nach t Zeiteinheiten habe er den
Abstand s(t) vom Erdmittelpunkt. Aus dem Newtonschen Kraftgesetz folgt die

Differentialgleichung
Mm
5(1) = — .
ms(t) = =7 - G

Wir 16sen diese Gleichung spéter. Dabei werden wir feststellen, dass diese Glei-
chung unendlich viele Losungen besitzt, dass es aber nur eine Losung gibt, die
die Anfangsbedingungen

s(0) = s9, $(0) =1y

erfiillt. ]

Definition 18.1 Sei G C R*"™! und f : G — R. Dann heifst

y" (@) = f(z,y(@),.. .y D (@) (18.1)

eine gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung. Fine auf einem Intervall
I C R definierte Funktion y : I — R heifit eine Losung von (18.1), wenn sie auf
I n mal differenzierbar ist und wenn fir alle x € I gilt

(35, y(x),. .. ,y("_l)(:v)) eqdG

und
y™ () = f(x, y(x),. .. ,y(”_l)(aj)).

Man betrachtet auch so genannte implizite Differentialgleichungen der Gestalt

F(z,y(x),y(2),....y™(x)) = 0.

Diese sind im Allgemeinen wesentlich schwieriger zu behandeln als die expliziten
Differentialgleichungen (18.1), die nach der hochsten vorkommenden Ableitung
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aufgelost ist. Wir werden uns ausschliefilich mit expliziten Differentialgleichungen
befassen.

Die Beispiele 1-3 ordnen sich in diesen Rahmen wie folgt ein. Fiir das exponentielle
Wachstum ist
G=R* und f(z,y)=ay,

und fiir das logistische Wachstum
G=R* und f(z,y)=by(K —y).

In Beispiel 3 konnte man

M
G =10,00) x (0,00) x R und f(t,s,é):—78—2

wiahlen. -

Uber die Losungsschar einer Differentialgleichung ¢ = f(x,y) erster Ordnung
kann man sich einen ungefihren geometrischen Uberblick verschaffen, indem man
das Richtungsfeld der Differentialgleichung zeichnet. Jedem Punkt (xo,740) € G
wird ja durch die Differentialgleichung eine Steigung f(xo,yo) zugeordnet. Diese
beschreibt die Steigung der Tangente an jede Losungskurve durch (zg, yo). Zeich-
net man in geniigend viele Punkte von G kleine Striche (Linienelemente) mit den
jeweiligen Steigungen, so erhélt man das Richtungsfeld und damit ein ungefihres
Bild vom Verlauf der Losungskurven. Fiir

G=(0,00) xR und f(x,y) :g

erhilt man beispielsweise das Richtungsfeld der Differentialgleichung ¢ = £:

y
A S e
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Das Bild legt nahe, dass Geraden durch den Nullpunkt, also Funktionen der
Gestalt y : (0,00) = R, y(x) = ax mit a € R, die Differentialgleichung 16sen.
Tatséchlich ist

y(r) =a= @ = f(x,y(x)) fiir alle > 0.

Fir G = R x (0,00) und f(z,y) = —7 erhilt man die Differentialgleichung
y = —+ mit dem Richtungsfeld

VO A -~ ~ X N\
JSos s - N
A ~ N N\
A AN
X
Tatsédchlich sind Losungen von ' = —% durch die ,,Halbkreiskurven“
y:(—c,c) >R, ylx)=vc2—22 mit ¢>0

gegeben:

—2x x
/ )= — = —— = .fC’ xXT)). u
V@) = m= =y = @ @)
Hilfreich bei der ndherungsweisen Konstruktion von Losungen sind auch die Iso-
klinen der Differentialgleichung v’ = f(x,y). Das sind die Hohenlinien der Funk-

tion f, d.h. die durch die Gleichungen
f(r,y)=c mit ceR

gegebenen Kurven in R2. Fiir 4 = f(z,y) = x? + y? erhilt man beispielsweise
konzentrische Kreise um den Nullpunkt als Isoklinen.
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Zeichnet man eine geniigend grofle Anzahl von Isoklinen und skizziert zwischen
diesen noch die Mittellinien, so kann man die Losungskurven der Differentialglei-
chung angenéhert durch Polygonziige mit Ecken auf den Mittellinien darstellen.

18.2 Elementare Losungsmethoden
Wir betrachten nun einige spezielle Typen von Differentialgleichungen, deren
Losungen auf elementarem Weg bestimmt werden kénnen.

18.2.1 Differentialgleichungen mit getrennten Verinderlichen

Seien I, J C R offene Intervalle und f : I — R, g : J — R stetige Funktionen.
Dann heift

y(z)=flz)gly), (z.y) e G=1IxJ (18.2)

eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen.

Satz 18.2 Sei (xg,y0) € I x J und g(y) # 0 fir alle y € J. Wir definieren
Funktionen F : I — R und H : J — R durch

F(x) = /z f(t)dt und H(y):= /yﬁdt.

Weiter sei I' C I ein Intervall mit xg € I' und F(I') € H(J). Dann existiert
genau eine Losung y : I' — R der Gleichung (18.2) mit y(x¢) = yo. Diese Lisung
erfillt die Gleichung

H(y(z)) = F(z) firalez eI (18.3)

Formal kann man wie folgt vorgehen: Man schreibt (18.2) als % = f(x)g(y),
trennt die Veranderlichen: % = f(x)dz und integriert

t/ﬁ%:/}@mm

Sind H(y) und F(z) Stammfunktionen von ﬁ und f(x), so erhalten wir die

Losung von (18.2) in impliziter Form H(y) = F(x) + ¢. Diese Gleichung (bzw.
die Gleichung (18.3)) versucht man noch nach y umzustellen, um die Losung
in expliziter Form zu erhalten. Satz 18.2 gibt diesem formalen Vorgehen einen
préazisen Sinn.

Beispiel 4 Fiir die Differentialgleichung

Yy =1+y*> auf G=RxR
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ist f(z) =1 und g(y) = 1 + ¥?, und wir erhalten mit Satz 18.2 fiir die Anfangs-
daten y(x¢) = yo die Funktionen

T ) dt
F(x) = / dt =x—z9 und H(y)= / e = arctan y — arctan y.
0 Yo

H(y(z)) = arctany(z) — arctan yo S x—10= F(z)
folgt mit ¢ := arctanyy die Losung
y(x) = tan(z — x¢ + ¢).

Man sieht, dass sich die Losung y mit dem Anfangswert y(z) = yo nicht iiber
das offene Intervall ( — 5 + 9 — ¢, § + o — c) hinaus fortsetzen lalt (obwohl f
und g auf ganz R definiert waren). n

Beispiel 5 Wir suchen eine Losung y der Differentialgleichung
Yy =y mit y(0)=c. (18.4)

Fiir ¢ = 0 ist die konstante Funktion y(z) = 0 fiir € R eine Losung. Sei ¢ > 0.
Dann ist J = (0,00) ein geeignetes Intervall mit g(y) = y* # 0 fiir alle y € J.
Wir benutzen also Satz 18.2 mit

fR=R 2z—1 und g:(0,00) =R,y y?

und erhalten

* Ydt 1 1 1
Aus
H(y(@) =+ - — Lo = F(a)
¢yl
folgt durch Umstellen
c
(@) =1——-

Das ist eine Losung von (18.4) auf (—oo, 1) im Fall ¢ > 0. Analog ergibt sich fiir
¢ < 0 die Lésung y(z) = %= auf (1, 00). N

l—cx

18.2.2 Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung

Seien I C R ein Intervall und a,b: I — R stetige Funktionen. Dann heif3t

y =a(z)y+b(z) (18.5)
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eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung. Das Wort [linear 1asst sich so
verstehen: Erklart man einen Operator A auf dem linearen Raum der differen-
zierbaren Funktionen auf I durch Ay := ¢y’ — ay, so kann man (18.5) schreiben
als Ay = b, und der Operator A ist linear, d.h. fiir differenzierbare Funktionen
y1 und o und reelle Zahlen ¢y, ¢y gilt
Alcryr + catp) = (cayn + c2y2)’ — alciys + cayo)
= c1(yh — ayr) + ca(yy — ayz) = c1Ays + 2 Aya.

Die Gleichung (18.5) heifit homogen, wenn b die Nullfunktion ist, und sonst in-
homogen. Wir beschéftigen uns zuerst mit der homogenen Gleichung

Yy =a(x)y. (18.6)
Dies ist eine Differentialgleichung mit getrennten Verédnderlichen.

Satz 18.3 Seien z¢g € I und ¢ € R, und sei a stetig auf 1. Dann gibt es genau
eine Losung y : I — R der Differentialgleichung (18.6) mit y(x¢) = ¢, und zwar

y(z) = ¢ exp ( / a(t) dt) | (18.7)

Dass (18.7) eine Losung ist, sieht man sofort durch Einsetzen:
y'(x) = cexp (/ a(t)dt) ca(z) = a(x)y(x).
zo
Wir lernen spéter einen Satz kennen, der uns die Eindeutigkeit garantiert.

Beispiel 6 Die Losungen y : R — R der Differentialgleichung v’ = 2kxy mit
k € R und der Anfangsbedingung y(zo) = ¢ haben die Gestalt

y(x) = cexp (/ 2kt dt) = cek(IZ_mg)' .
x0

Eine Moglichkeit zur Losung der inhomogenen Gleichung (18.5) bietet die Metho-
de der Variation der Konstanten. Wir wissen, dass die Losung der zur Gleichung
Yy’ = ay + b gehorenden homogenen Gleichung 4’ = ay gegeben ist durch

y(x) = ce@ mit P(x) = / a(t)dt.
o
Wir suchen eine Losung y der inhomogenen Gleichung ¢ = ay + b in der Form

y(x) = c(x) el @), (18.8)

d.h. wir haben die Konstante ¢ zu einer Funktion x — ¢(x) gemacht (wir haben
die Konstante variiert). Geht man mit dem Ansatz (18.8) in die inhomogene Glei-
chung, so erhdlt man eine Gleichung fiir ¢/(z), aus der man ¢(z) durch Integration
bestimmen kann.
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Satz 18.4 Seien [ C R ein Intervall und a,b: I — R stetige Funktionen. Dann
gibt es zu jedem xq € I und ¢ € R genau eine Losung y der Gleichung y =
a(x)y + b(x) mit y(xo) = ¢, nimlich

y(z) = '@ <c + /:r b(t)ep(t)dt) mit P(z) = /w a(t)dt. (18.9)

xo o

Beispiel 7 Wir betrachten die Differentialgleichung
y =2zy+2° auf G =R xR.

Es ist also a(z) = 2z und b(z) = z*. Die homogene Gleichung y' = 2zy hat die
Losungen

y(:l?)zcexp(/ 2tdt):cex2 mit ¢ € R.
0

Nach Satz 18.4 ist die Losung der inhomogenen Gleichung mit der Anfangsbe-
dingung y(0) = ¢ gleich

y(z) = (c+ / tSe’tzdt).
0

Das vorkommende Integral berechnet man mit der Substitution s = ¢ und mit
anschliefender partieller Integration. Die Losung der Ausgangsgleichung ist dann

. 1 . 1,
—ce® e 1).
y(z) =ce +5e 2(x +1)
Wir sehen uns noch den Rechnungsablauf an, wenn man in y(z) = ce” die

Konstante ¢ variiert (und nicht auf die Losungsdarstellung (18.9) zuriickgreift).
Wir setzen y(x) = c(x)ex2 in die Ausgangsgleichung ein:

Y (z) = ()e” + 2xe(z)e” = 2z c(x)e” + 2% = 2ay + 2®.

Hieraus folgt
2
d(z) =ae™”
(man beachte, dass die Funktion ¢ selbst nicht mehr explizit auftritt), und die
Integration von ¢(z) fithrt genau auf das oben bestimmte Integral. n

Wir schreiben die Losung (18.9) in der Form

y(z) = cel@ 4 ep(x)/ b(t)e PO, (18.10)

z0
Der erste Summand y,(z) := ce”’® beschreibt die allgemeine Losung der ho-
mogenen Gleichung y' = ay, wiahrend der zweite Summand in (18.10) yo(x) =
el@) f;) b(t)e PDdt eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung y' = ay +b
ist (die man fiir ¢ = 0 aus (18.10) erhélt). Die allgemeine Losung der inhomogenen
Gleichung ist also gleich y(z) = yo(z) + yn(x).

279



Satz 18.5 Die allgemeine Ldosung der inhomogenen linearen Differentialglei-
chung y' = ay + b hat die Form

y'(x) = yo(x) + yn(z),

wobei yo eine (beliebige) spezielle Losung der Gleichung y' = ay + b und vy, die
allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Gleichung vy = ay ist.

Vergleichen Sie dieses Resultat mit Thnen bekannten Aussagen iiber die Losungs-
struktur linearer Gleichungssysteme! Satz 18.5 gilt analog fiir alle linearen Diffe-
rentialgleichungen.

18.2.3 Ahnlichkeitsdifferentialgleichungen
Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine stetige Funktion. Dann heif3t

Y (z) = f(%) auf G = {(z,y) € (R\{0}) x R : g e} (18.11)

eine Ahnlichkeitsdifferentialgleichung. Wir fithren eine neue Funktion z(z) := @
ein. Dann ist y(z) = zz(x) und /(z) = 22’ (x)+2(z), und wir erhalten aus (18.11)
x2' (x) + z(z) = f(z) baw.

v = f(z) — 2. (18.12)

Das ist eine Differentialgleichung mit getrennten Veranderlichen. Falls f(z) # z
fiir alle z aus einem geeigneten Intervall ist, kann man (18.12) wie in Abschnitt
18.2.1 lésen. Aus der Losung z von (18.12) erhélt man schlieflich die Losung
y(x) = zz(z) von (18.11).

Beispiel 8 Wir betrachten die Differentialgleichung

Y

y/zl—i-——i-(y
T

X

)* auf G :=(0,00) x R.
Durch die Substitution z = y/x geht sie iiber in die Gleichung

1
/ —— 1 2
2 x( + 2%)
mit getrennten Veriinderlichen. Hier ist f(z) — z = 1+ 2% # 0 fiir alle z € R. Die
Losung dieser Gleichung mit der Anfangsbedingung z(x¢) = 2o = yo/z0 ist nach
(18.3) gegeben durch
2 odt | T dt -

x
arctan z — arctan zg = / 5 = In (—),
20 1 —f-t z0 t i

d.h. es ist

z(z) = tan (c+ ln(i)) mit ¢ := arctan z.
Lo
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Die urspriingliche Gleichung wird also gelost durch

y(z) = ztan (c + 1n<x£0))'

Variablensubstitutionen wie z = y/x lassen sich oft bei der Losung von Differen-
tialgleichungen einsetzen.

18.2.4 Bernoullische Differentialgleichungen

Seien I C R ein Intervall und a,b: I — R stetige Funktionen. Dann heif3t
y' = a(x)y + b(x)y® auf I x (0,00) (18.13)

mit o € R\{0, 1} eine Bernoullische Differentialgleichung. Die Félle o = 0 und
a = 1 schlieBen wir aus, da dann (18.13) eine lineare Differentialgleichung wére,
die wir bereits gelost haben. Die Substitution z(z) := y(z)' ™ iiberfiihrt (18.13)

in eine lineare Differentialgleichung. Aus z = '~ und y = 2Ta folgt namlich

1 «
sy = qrite 4 brite = ay + by®

1l -«
bzw.

Z=(1—-a)a(xr)z+ (1 — a)b(x).
Diese Gleichung 16st man wie in Abschnitt 18.2.2, und aus der Losung z erhalt

man die Losung y = 2w der Bernoulli-Gleichung (18.13).

Beispiel 9 Fiir die Differentialgleichung 3’ = —1y + 2%y ist o = 2, a(x) = —1

und b(x) = 22. Die Substitution z = y~* fithrt auf die lineare Differentialgleichung

1
Z ==z
x
mit der allgemeinen Losung

z(z) = g(c—x2), c e R,

nach Satz 18.4. Die Riicksubstitution ergibt

2
y(m):m, ceR. o

Auf eine Bernoulli-Gleichung kann z.B. die Losung der Riccati-Gleichung
y' = a(z)y + b(z)y* + c()

zuriickgefiithrt werden, sofern man eine spezielle Losung dieser Gleichung kennt
(vgl. Arbeitsbuch II, Satz 2.4).
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18.2.5 Exakte Differentialgleichungen

Ist die differenzierbare Funktion y implizit durch eine Gleichung u(m, y(x)) =c
gegeben, so ist nach der Kettenregel

d

Zou(r,y(2) = (2, y(2)) - 1+ uy(2,y(@)) -y (@) = 0.

Die Funktion y erfiillt also die Differentialgleichung

ux('T?y) + uy(xvy>yl - 0

Definition 18.6 Sei R ein offenes und achsenparalleles Rechteck im R?. Eine
Differentialgleichung der Form

fle,y) +g(x,y)y =0, (x,y) €R, (18.14)

mit stetig partiell differenzierbaren Funktionen f,g : R — R heifit exakt, wenn
es eine partiell differenzierbare Funktion u: R — R gibt mit

uz(z,y) = f(z,y) und uy(x,y) =g(x,y) firalle (z,y) € R.

Ist die Gleichung (18.14) exakt, so geniigen ihre Losungen y einer Gleichung
u(z,y) = ¢ mit ¢ € R, die man unter Umsténden nach y umstellen kann. Zur
Losung von Gleichungen wie (18.14) bendtigt man also ein moglichst einfaches
Kriterium zur Uberpriifung der Exaktheit und eine Methode zur Berechnung
der Funktion u. Beides kennen wir aus Kapitel 14, denn die in Definition 18.6
formulierten Bedingungen bedeuten nichts anderes, als dass u ein Potential fiir

das Vektorfeld (z,y) — (f(x,y),g(x,y))T ist.

Satz 18.7 Die Differentialgleichung (18.14) ist genau dann exakt auf R, wenn
die Integrabilititsbedingung

fy(x,y) = go(x,y) fir alle (x,y) € R (18.15)

erfillt ist. In diesem Fall ist die Losung y von (18.14) mit der Anfangsbedingung
y(xo) = yo (wobei (xg,yo) € R) implizit durch die Gleichung u(z,y) =0 mit

ule,y) = / " f(e e + / " 9w, m)dn (18.16)

Yo

gegeben. Die allgemeine Lisung von (18.14) wird durch die Gleichungen u(x,y) =
¢, ¢ € R, beschrieben.
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In (18.16) haben wir iiber einen speziellen Weg von (zg, o) nach (z,y) integriert:

(z0,y) R (z,y)
(z0,Y0)
Man kann u auch wie in Kapitel 14 bestimmen, indem man u, = f nach x

integriert und das Ergebnis nach y ableitet und gleich g setzt. Die Gleichung
(18.14) wird oft auch in der symmetrischen Form

f(z,y)de + g(z,y)dy = 0
geschrieben.
Beispiel 10 Die Differentialgleichung
r+yt+ 2oy — 1)y =0
ist von der Form (18.14) mit f(z,y) = = + y* und g(x,y) = 22y — 1. Wegen
fy(r,y) =2y und  g.(z,y) =2y

ist diese Gleichung auf R x R exakt. Zur Berechnung von u verwenden wir Formel
(18.16) mit xy = yo = 0 und erhalten

we) = [t [C-vy

2 - v z2
= S —77’ =5+’ —y.
2 0 0 2

Wir erhalten die Losung y der Ausgangsgleichung in impliziter Form

5(12

7+xy2_y:c, ceR. n

Ist die Gleichung (18.14) nicht exakt, so gelingt es mitunter, durch Multiplikation
der Gleichung mit einer geeigneten Funktion y : R — R eine exakte Differential-
gleichung zu gewinnen. Die zu befriedigende Integrabilitéitsbedingung

a%(uf) - a%(ug)

liefert eine partielle Differentialgleichung fiir p:
gtte = fry = (fy — gz)pt. (18.17)
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Wir benétigen jedoch nicht alle Losungen dieser Gleichung, sondern nur eine
einzige mit p(z,y) # 0 auf R. Einen solchen integrierenden Faktor p zu finden
ist oft nicht so schwierig wie die komplette Losung von (18.17).

Beispiel 11 Die Differentialgleichung in symmetrischer Form
zyidr + (14 22%y%)dy = 0

ist wegen

(14 22%y?) = day?

d s, _d
fy(z,y) = dy(l"y ) =3zy" und g,(z,y) = I

nicht exakt. Wir suchen einen integrierenden Faktor p. Die partielle Differential-
gleichung (18.17) lautet in diesem Fall

(1+22%)° o — 2y = —29° 1.

Wir versuchen, eine nur von y abhdingende Funktion p zu finden, die diese Glei-
chung erfiillt. Wegen p, = 0 ist dann

—2y’n, = —xy*pn bzw. yp, = p auf (0,00).

Diese lineare Gleichung hat als eine Losung die Funktion u(y) = y. Das ist der
gesuchte integrierende Faktor. Die Differentialgleichung

vytdr + (y + 22%%)dy = 0

ist exakt und kann wie im Beispiel 10 gelost werden. Thre Losungen sind in im-
pliziter Form gegeben durch

(2% +1)y> =c mit ceR. N

18.2.6 Die Differentialgleichung " = f(y)

In der Physik tritt die Differentialgleichung y” = f(y) auf als eindimensionale
Bewegungsgleichung eines Punktes, der einer nur vom Ort abhéngigen Kraft aus-
gesetzt ist (vgl. Beispiel 3). Wir schreiben daher (¢,z) statt (z,y) und @ statt
vy’ und betrachten fiir ein Intervall [ und eine stetige Funktion f : I — R die
Differentialgleichung

&= f(r) aufR xI. (18.18)

Wir definieren eine Funktion U : I — R durch

Ulr) = —/xf(t)dt
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mit einem beliebig gewéhlten a € I. Die Funktion U hat die physikalische Be-
deutung einer potentiellen Energie. Die Gleichung (18.18) geht dann iiber in

dU

T =
Die Gesamtenergie des Massepunktes zum Zeitpunkt ¢ wird gegeben durch
1
B(t) = 3 B(t)? 4+ U(z(t)). (18.19)

Fiir die Ableitung dieser Funktion ergibt sich

E(6) = (0)3(0) + 5 () #(0) = 400 (50 + . (e(0))) =0

Also ist E eine konstante Funktion (Energieerhaltungssatz), und wir kénnen E
als reelle Zahl betrachten. Wegen (18.19) geniigt die Bewegung dann der Diffe-
rentialgleichung

i(t)? = 2(E — U(x(t))).
Ist @(t) > 0, so folgt hieraus

i(t) = 2(E = U(x(t))),

und fiir #(¢) < 0 hat man

i(t) = —v/2(E — U(x(t))).

Dies sind aber Differentialgleichungen mit getrennten Variablen. Nach diesen
Uberlegungen kann man Beispiel 3 versuchen zu l16sen. Details finden Sie in Ar-
beitsbuch II, S. 34-35.

18.2.7 Die Differentialgleichung v" = f(y,v’)

In diesen Gleichungen tritt die unabhéngige Verénderliche x nicht direkt auf. Hier
kommt man unter Umsténden zum Ziel, wenn man nicht y in Abhéngigkeit von
x sondern x in Abhéngigkeit von y sucht (Variablentausch). Die Umkehrfunktion
existiert, wenn y stetig differenzierbar mit einer von Null verschiedenen Ableitung
ist. Gilt in den Anfangsbedingungen y(xo) = ap und y'(xg) = ay etwa ag # 0, so
ist dies in einer Umgebung von xy gewéhrleistet, und es ist dort (vgl. Satz 4.5)

P y) = de(y) 1 1
o T ody(z) T, ’
dy W2y (x(y))
Fiir die zweite Ableitung erhdlt man mit der Kettenregel
" d d 1 1 d,,
) dy( ) dy <y’(rc(y))> y'(z)? dy W (=)
1 " 1 / 3,1
= — T = —X xXr
y'(z)? y'(z) y' () (¥)"y"(z)



Ist y also eine Losung des Anfangswertproblems

y' = f(y,y) mit y(zo) = ao, ¥'(20) = au1,
so ist die Umkehrfunktion x = x(y) eine Losung von

1 1
2" = —(2')? f(y, —/), z(ag) = xg, o'(g) = —. (18.20)
x Qi
Wir sehen, dass die Funktion x = z(y) nicht direkt auftritt, sondern nur ihre
Ableitungen 2’ und z”. Die Gleichung (18.20) ist also von der Gestalt

" =g(t,2), x(to) =z, 2'(to) =11, (18.21)
wobei wir die unabhéngige Variable mit ¢ bezeichnet haben. Durch die Substitu-
tion ' = z geht (18.21) iiber in die Gleichung erster Ordnung

2 =g(t,z) mit z(ty) = a1,

die man versucht, mit den Methoden aus 18.2.1 — 18.2.5 zu l6sen. Aus der Losung
erhédlt man die Losung
t
x(t) = xo —l—/ z(t)dt
to

von (18.21).

Beispiel 12 Das Anfangswertproblem

y”z—(yf, y(0) =3, y(0)=1

geht durch Variablentausch in das transformierte Problem

iiber.

Mit 2/ = z erhalten wir das Anfangswertproblem erster Ordnung

/

z
Z=— mit 2z(3)=1
) (3)

fiir z. Seine Losung z(y) = y/3 findet man z.B. durch Trennung der Veranderli-
chen. Wegen z(3) = 0 ist

yt y2_9
o) =0+ [ gt ="

In einer Umgebung von 0 ist y positiv. Daher ist
y(x) =+v6xr+9

die Losung des Ausgangsproblems. Diese Funktion ist fiir x > —3/2 definiert und
streng monoton wachsend. |
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18.3 Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen

In diesem Abschnitt behandeln wir die Frage nach der Existenz und der eindeuti-
gen Bestimmtheit der Losung des expliziten Anfangswertproblems erster Ordnung

Y (z) = f(z,y(x)) mit y(zo) = yo. (18.22)
Fiir a,b > 0 und (g, y0) € R? sei
R:={(z,y) €R*: |z — x| < a, |y — 4ol < b}

das achsenparallele Rechteck mit dem Mittelpunkt (xg, 9) und den Seitenldngen
2a und 2b. Weiter sei f : R — R eine stetige Funktion. Wir setzen

M = max |f(z,y)]

(z,y)ER

md e min{a, %}, falls M > 0,
a falls M = 0.

Das Maximum existiert, da die Funktion | f| auf der beschriankten und abgeschlos-
senen Menge R stetig ist.

Satz 18.8 (Existenzsatz von Peano) Ist [ stetig auf R, so besitzt das An-
fangswertproblem (18.22) mindestens eine Ldosung y auf dem Intervall [xg—e, xo+
gl.

Losungen gibt es also bereits unter recht schwachen Voraussetzungen an f. Sie
sind jedoch im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt, wie folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel 13 Sei f(z,y) = 3/y? fiir (z,y) € R x R. Dann sind y(x) = 0 und
y(z) = x® Losungen der Differentialgleichung ¢/ = f(x,y), die beide die An-
fangsbedingung y(0) = 0 erfiillen. Dariiber hinaus ist fiir jedes ¢ € R auch

ye(z) == (xz—c)? eine Losung von 3y = f(z,y), und man kann aus diesen Losungen
weitere Losungen ,,zusammensetzen®. So sind fiir ¢ < d auch die Funktionen
(x —c)? fiirx<c
Yed(z) =10 firc<ax<d
(x—d)® fird<ux

Losungen von 3y = f(z,y), und diese erfiillen fiir ¢ < 0 < d ebenfalls die An-
fangsbedingung 3(0) = 0. u

Eine Bedingung an f, die die Eindeutigkeit der Losung erzwingt, wird in der
folgenden Definition beschrieben.
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Definition 18.9 Die Funktion f : R — R heifit auf dem Rechteck R Lipschitz-
stetig bzgl. vy, wenn es eine Konstante L gibt mat

(@, 91) = f(@,92)| < Llys — ya|  fiir alle (z,31), (z,y2) € R. (18.23)

Diese Ungleichung heifit Lipschitzbedingung fir f auf R, und L heifit eine
Lipschitz-Konstante fir f auf R.

Der folgende Satz erleichtert in vielen Fillen das Uberpriifen der Lipschitzbedin-
gung.

Satz 18.10 Die Funktion f besitze auf R eine stetige partielle Ableitung nach y.
Dann ist f auf R Lipschitz-stetig bzgl. y, und eine Lipschitzkonstante ist durch

L := max x,
max |7,z

gegeben.

Dies ist eine einfache Konsequenz des Mittelwertsatzes, nach dem es ein 7 im
Intervall (y1,yo) mit

f(a:ayl) — f('ray2>
Y1 — Yo

- fy(% 77)
gibt. Folglich ist

(@, y) = f(oy)| < |fy(zm)| lyr — 12| < Llys — yal- =

Beispiel 14 Die Funktion f(z,y) = xsiny erfiillt auf jedem Rechteck R eine
Lipschitzbedingung nach Satz 18.10. Auch die Funktion f(z,y) = |y| erfiillt wegen
der Dreiecksungleichung

|f (1) = f(@,m2)] = |l = lyel | < ly — v

auf ganz R? eine Lipschitzbedingung mit L = 1, obwohl sie fiir 4 = 0 nicht partiell
nach y differenzierbar ist. Dagegen ist die Funktion f(z,y) = 3{/y? aus Beispiel
13 auf keiner Umgebung von (0,0) Lipschitz-stetig bzgl. y, denn

0,y) — f(0,0 273
‘f( 73(;_5'(7 )|:3‘y7):3|y—1/3|

ist auf jeder Umgebung von 0 unbeschrankt. |

Satz 18.11 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelsf)
Seiten a,b,xg,yo und R sowie f,M wund ¢ wie oben. Die Funktion f sei auf
G stetig und gentige auf G auflerdem einer Lipschitz-Bedingung mit der
Lipschitz-Konstanten L. Dann gilt:
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a) auf [xg—e,xo+e| existiert eine Losung der Anfangswertaufgabe (18.22), und
diese ist eindeutig bestimmt.

b) Diese Losung kann iterativ mit dem folgenden Verfahren gewonnen werden:
Man startet mit einer auf J = [xg — €,z + €] stetigen Funktion ug mit

luo(x) —yo| < b fiir allex € J

(z.B. kann man die konstante Funktion ug(x) = yo wihlen) und berechnet
firn=1,2,... nacheinander die Funktionen

Un () == yo + /m f(tuna(t))dt, z€J (18.24)

z0

Dann konvergiert die Funktionenfolge (u,) gleichmdflig auf J gegen die
Lésung y von (18.22).

c) FEs gilt die Fehlerabschdtzung

(€L>n el
max lun(t) — y(t)] < e max lug(t) — up (t)]. (18.25)

Dieser Satz ist auflerordentlich niitzlich. Er liefert nicht nur ein einfaches Kriteri-
um fiir Existenz und Eindeutigkeit der Losung auf einem (leicht berechenbaren)
Intervall, sondern dariiber hinaus eine effektive Methode der ndherungsweisen Be-
rechnung der Losung. Die Iterationsvorschrift (18.24) kann man sich so erkléren.
Ist y eine Losung des Anfangswertproblems

y' = f(x,y), y(xo) = vo,

so erhélt man durch Integration

/x Y (t)dt = /mf(t,y(t))dt

zo zo

und wegen N
[ 0=y, = v(w) = vleo) = i) = o
die Integralgleichur(ig N
y(x) = wo +/ F(t,y(t)) dt. (18.26)
0

Jede Losung von (18.22) 16st also auch die Integralgleichung (18.26). Ist um-
gekehrt y eine stetige Losung von (18.26), so ist y automatisch differenzierbar
(warum?). Man kann (18.26) also differenzieren und stellt fest, dass y auch das
Anfangswertproblem (18.22) 16st. In diesem Sinn sind (18.22) und (18.26) zuein-
ander dquivalent. Der Vorteil der Beschreibung (18.26) liegt im folgendem. Man
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fasst die rechte Seite von (18.26) als eine Vorschrift (einen Operator) A auf, der
der Funktion y die Funktion Ay mit

A)e) =wn+ | F(tyo)dt
zo
zuordnet. Gleichung (18.26) kann damit geschrieben werden als Ay = y, d.h.
man sucht eine Funktion, die durch A auf sich selbst abgebildet wird oder die ein
Fizpunkt von A ist. Es gibt eine Reihe von Sétzen, die Aussagen iiber die Existenz
von Fixpunkten machen. Einer dieser Sétze, der Banachsche Fixpunktsatz, liefert
bei Anwendung auf (18.26) genau den Satz 18.11.

Beispiel 15 Wir betrachten die Differentialgleichung v’ = 2xy mit der Anfangs-
bedingung y(0) = 1. Auf R = [—1, 1] x [0, 2] ist die Funktion f(z,y) := 2zy stetig,
es ist
M = max_ [2xy| = 2 max |z| max |y| =4,
(z.y)eR z€[-11] y€0,2]

und die Funktion f erfiillt auf R eine Lipschitz-Bedingung bzgl. y

|f(z,yn) — f(z,y2)] = 12210 — 22ya] < 2|x| Jy1 — yo| < 2|y1 — vo

mit der Lipschitzkonstanten L = 2. Wir erhalten
1 1

p— 1 ]_ _— = —

e = min{1, 4} 1

Der Satz von Picard-Lindelof garantiert, dass das betrachtete Anfangswertpro-
blem auf [—i, }J eine eindeutig bestimmte Losung besitzt. Wir benutzen die
Picard-Iteration aus Satz 18.11(b), um diese Losung néherungsweise zu berech-
nen. Als Startfunktion wihlen wir die konstante Funktion yo(z) = yo = 1. Dann

berechnen wir y; aus y; = Ayp, d.h. aus

yl(x):1+/ 2t - 1dt = 1+ 2,
0

Weiter ergibt sich

v 1
yo(z) = 1+/ 2ty (t) :1+/ 2t(1 + t*)dt = 1 + 2? +2x
0 0
ys(z) = 1+/ 2t ya(t) =1+/ 2t(1 + ¢ + t4)dt
0 0
142+ St 4
= T X l‘
2 6
und allgemein
1 1 1 1
_ 2, +.4, 1.6 e L2k
yn(z) =142 +2x +6x +...+n!x = Ak
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Diese Funktionen konvergieren auf [—1, 1] gleichméBig gegen die Losung y des
Anfangswertproblems, und mit Satz (18.10)(c) kénnen wir abschétzen, wie nahe
Yn bei der wahren Losung liegt. Dazu berechnen wir

2
peax (@) — (@)l = max |27 =1/

und erhalten aus (18.25)

L, 1 e 1
— < 2. - — )
e P38y (@) =y (@) < T e g5 = il S gy

Fiir n = 3 ist also bereits
1

1
_ <« 2 1 o007
ey (@) — (@) < 555 = 35y !

d.h. der Graph von y liegt in einem Schlauch der Breite 0.0027 um den Gra-
phen von y3. Man sieht insbesondere, dass die Folge (y,) sehr schnell gegen y
konvergiert.

In diesem konkreten Fall kann man die Losung y leicht aus den Néherungsfunk-
tionen bestimmen:

: — 1 2\k — 1 2\k x?
y(I):nh_{gO;g(ﬂc) :ZE(JC) =c,

k=0

und man rechnet leicht nach, dass diese Funktion fiir alle x € R eine Losung des
Anfangswertproblems ist. |

Beispiel 16 Analog erhélt man fiir das Anfangswertproblem
y=a"+y’, y0)=0

mit der Startfunktion yo(z) = 0 die Naherungslosungen

* 1
nie) = [ (80— gt
0 3
"y 2 T 1 Ly 15
yo(z) = (t + 11 (%) )dt (t —l——)dt:—x + —z',
0 0 9 3 63

ys(z) = /Om (1 + ya(t)?) dt = /Ox <t2 + (%t3 - %t7)2>dt

o ]' 3 ]' 7 2 11 1 15
= 37 T Toor9” T ros3s”
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18.4 Potenzreihenansitze

Mit den Potenzreihenansétzen lernen wir eine weitere Methode kennen, mit der
sich Anfangswertprobleme wie

y, - f(x,y), y(l‘g) = Yo (1827)

16sen lassen, sofern sich die Funktion f in einer Umgebung von (zg, o) in eine
konvergente Potenzreihe bzgl. z und y entwickeln 1a8t. In diesem Fall 148t sich
auch die Losung y von (18.27) in einer Umgebung von xy in eine konvergente
Potenzreihe

y(z) = Zan(x — )"
n=0
entwickeln, deren Koeffizienten sukzessive aus der Anfangsbedingung und der

Differentialgleichung bestimmt werden kénnen. Berechnet man die Koeffizienten
a, nur bis zu einer Stelle N, so erhélt man eine Naherungslosung

yn(z) =) anlz —zo)"

n=0

von (18.27). Genaue Voraussetzungen und Resultate lassen sich am bequemsten
im Komplexen angeben. Sei D C C x C offen und f : D — C stetig. Die Funktion
f heit holomorph, wenn die komplexen Ableitungen f, und f,, auf D existieren
und stetig sind. Dann 148t sich f auf jeder Menge

7= {(z,w)e(Cx(C: 2 — 2| < a, |w—w0|§b}, (18.28)

die komplett in D liegt, in eine Potenzreihe

o0

f(z,w) = Z a;;(z — 20)'(w — wp)?

1,j=0
entwickeln.

Satz 18.12 (Existenz und Eindeutigkeitssatz im Komplexen) Die Funk-
tion f sei auf einer offenen und wegzusammenhdngenden Menge D C C x C, die
die Menge (18.28) enthdlt, holomorph, und es sei |f(z,w)| < M fir (z,w) € Z.
Dann existiert auf der Kreisscheibe K = {z € C : |z — 2| < €} mit ¢ =
min{a,b/M} eine holomorphe Lisung w des Anfangsproblems

w' = f(z,w) mit w(z) = wo. (18.29)

Sind wy und we Losungen von (18.29) in einer offenen wegzusammenhdngenden
Umgebung G von zy, so ist w; = ws auf G.
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Wir illustrieren die Anwendung dieses Satzes an einigen Beispielen.
Beispiel 17 Fiir das Anfangswertproblem
y =2 +y* mit y(0)=0 (18.30)

ist f(z,w) = 2?4+ w?, und diese Funktion ist holomorph auf ganz C x C. Wegen
zo = 0 finden wir eine Losung des Anfangswertproblems (18.30) in Form einer
Potenzreihe

y(x) = Zanx" =ag+ a1 + asx® + ...
n=0
mit zu bestimmenden Koeffizienten a,,. Wegen y(0) = 0 muss ay = 0 sein. Die

iibrigen Koeffizienten bestimmen wir durch Einsetzen des Ansatzes in die Aus-
gangsgleichung

ay + 2apx + 3asx® + ...+ (b + Dagyz® + ...
=22 + (ag + a4+ agx® + .. aga® + .. )2

k
= a2 + 2apa1x + (1 + 2apay + a?)z® + ... + (Zarak_r>xk +...
r=0

und Koeffizientenvergleich

bei 29 : a; = at=0, also a; =0

bei x' : 2a9 = 2apa; =0, also ay =0

bei 22 : 3az = 1+ 2apay +a? =1, also a3 =1/3
bei 23 :  4days = 2apas + 2a1as =0, also as =0

bei x4 : Sas = 2apay + 2aiaz + a3 =0, also a5 =0

bei 2° : 6ag = 2agas + 2ai1a4 + 2a9a3 = 0, also ag =0

bei 2% : Tay = 2apag + 2a1a5 + 2asa4 + a3 = % , also a7 =1/63.

Der Anfang der gesuchten Potenzreihe ist somit

y(z) 2%3334—%9674—...
(vgl. auch Beispiel 16). u
Beispiel 18 Fiir das Anfangswertproblem

y=1+y" y(2)=0
fithrt der Ansatz

y(z) = ap + ar(x — 2) +ag(z —2)* + ...

293



auf

[e.9]

ay 4 2as(x —2) + 3ag(x —2)* +... =1+ <Zan(ﬂ7—2)">2

= (14 ad) + 2apai(x — 2) + (2apag + a3)(x —2)* + ... .

Wegen y(2) = 0 ist ag = 0, und Koeffizientenvergleich ergibt

bei 2V : ap = 1+a2=1, also a; =1

bei z! : 2a9 = 2apap =0, also a, =0

bei z2:  3az = 2apay+al =1, also az=1/3
bei 23 :  4ay = 2apaz + 2aias =0, also as =0

bei 4 : Sas = 2apay + 2aia3 + a3 = % , also as =2/15,

und wir erhalten den Anfang der gesuchten Potenzreihe

y(x):(x—2)+%(m—2)3+%(:ﬂ—2)5+....

Diese stimmt mit dem Anfang der Potenzreihenentwicklung fiir die Funktion
y(z) = tan(x — 2) iiberein. Nachrechnen zeigt, dass diese Funktion tatséchlich die
Losung des Ausgangsproblems ist. |

Potenzreihenansétze lassen sich auch fiir Differentialgleichungen héherer Ordnung
verwenden. Wir betrachten als Beispiel die Gleichung

y' +px)y +qx)y = f(x) auf [ = (—r,r) (18.31)

und nehmen an, dass sich p,q und f auf (—r,r) durch konvergente Potenzreihen
darstellen lassen:

p(x) = par", ql@) =) gur",  flx) =) far" (18.32)
n=0 n=0 n=0

Wir suchen die Lésung y von (18.31) in Form der Potenzreihe y(z) = >~ 7 ja,a™.
Um die a,, zu bestimmen, setzen wir diese Potenzreihen formal in (18.31) ein und
erhalten wegen

y'(x) = Znanx"’l = Z(n + Day12",
n=1 n=0

y'(x) = n(n —1)a,z"? = Z(n + 1)(n+ 2)an02",
n=2 n=0
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dass

Z(n + 1)(n+ 2)ap 22" + (anx”> (Z(n + 1)an+1x”>
() ) S

n=0
Mit dem Cauchy-Produkt folgt weiter

o

> (4 1)(n+2anga" + ) (Z(k + 1)ak+1pnk> "

n=0 n=0 \k=0

—i—;(;akqn k)x _an ,

woraus wir schliefSlich durch Koeffizientenvergleich fiir jedes n € N erhalten

(n+1)(n +2)anys + Y (kb + Daxpapn s+ Y ahlnk = fa:
5=0 k=0

Dies ist eine Rekursionsformel zur Bestimmung der a,,. Wir wéhlen ag und a;
beliebig oder bestimmen sie aus den Anfangsbedingungen, falls solche gegeben

sind. Dann berechnen wir as, as, ay, .... nacheinander aus
1 n n
Apy2 = fn - (k + 1)ak+1pn7k - Ardn—k . (1833>
(n+1)(n+2) ( kzzo kZ:O

Der folgende Satz sagt, dass dieses Vorgehen tatséchlich die Losung von (18.31)
in Form einer auf (—r,r) konvergenten Potenzreihe liefert.

Satz 18.13 Auf (—r,r) sei die Differentialgleichung (18.31) gegeben und die
Funktionen p, q,  seien auf (—r,r) in die Potenzreihen (18.32) entwickelbar. Sind
dann ag, a1 € R gegeben und bestimmen wir a,, fir n > 2 mittels (18.33), so kon-
vergiert die Reihe Y " a,x™ auf (—r,7) gegen die eindeutig bestimmte Lisung
der Differentialgleichung (18.31), die den Anfangsbedingungen y(0) = ag und
y'(0) = ay gendigt.

Sind p, q, f Polynome, so kann r beliebig grof§ gewéhlt werden, d.h. die Reihe
> o anx™ konvergiert auf ganz R.

Beispiel 19 Fiir A € R heifit

y' —2xy + Xy =0
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die Hermitesche Differentialgleichung. Die Rekursionsvorschrift liefert in diesem
Fall

1 2n — A
e 0— (=2)na, — \a,) = a, 18.34
et = Gy gy (A Ae) =anpmSeny (1888
fiir alle n > 0. Fiir ag = 1 und a; = 0 erhalten wir die Losung
A (4—XM)A (8=AN)(4—=XMA
yg)‘)(x) =1- 5$2— 1 zt — ol AN
und fiir ag = 0 und a; = 1 finden wir
2— A\ 6—N)(2—A\ 10—-XM)6-XN)(2-X
yé)‘)(x)::zc+ . x3~|—( )5<' )$5+( ) = ) )x7—|—

Man kann zeigen, dass sich jede Losung der Hermite-Gleichung als Linearkom-

bination dieser beiden Funktionen schreiben lafit. Ist speziell A = 2n, so folgt

aus der Rekursionsformel (18.34) a,,4o = 0. Ist n gerade, so ist daher yi%) ein

Polynom, und ist n ungerade, so ist yf") ein Polynom. Insbesondere ist

W@ = 1,

w(@) = =

y@(m) = 1-227%

W) = o

y%g)(x) = 1—4x2+§x4 usw

Normiert man diese Polynome so, dass der Koeffizient vor der hochsten Potenz
™ gleich 2" wird, so erhélt man die Hermite-Polynome. Diese kann man als

() = (-1 (0

schreiben. n

e

Beispiel 20 Schliellich betrachten wir noch das Anfangswertproblem
zy" +y +2y=0 mit y(0)=1, y'(0)=0. (18.35)

Die Differentialgleichung ist eine spezielle Besselsche Differentialgleichung. Der
Faktor x vor y” sorgt dafiir, dass man Satz 18.13 nicht unmittelbar auf (18.35)
anwenden kann. Auch sonst ist Vorsicht geboten. Setzt man xq = 0 in die Dif-
ferentialgleichung ein, erhélt man ¢/(0) = 0, d.h. die zweite Anfangsbedingung.
Man kann also die Anfangsbedingungen an der Stelle g = 0 nicht willkiirlich
vorgeben.
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Wir gehen wieder vom Potenzreihenansatz y(z) = >~ a,2™ aus. Die Anfangs-
bedingungen fithren zu ay = 1 und a; = 0. Einsetzen in die Differentialgleichung
liefert

x(2ay + 6asr + 12a40” +...)
+(a1 + 2apx + 3asz® +...) + x(ag + a1 +agx® +...) =0
bzw.
0 =a; + (ap + 4as)x + (a1 + 9as)z? + ...+ (ap—1 + (k + 1) ?ap1)z” + . ..

Also ist
or = g k=1,2,3
ak+1——m ur =1,49...

und mit vollstédndiger Induktion erhéilt man

(=D™

m fﬁrm:0,1,2,...
m(m!

aomi1 =0 und a9, =

Die Losung des Anfangswertproblems lautet damit

Diese Reihe konvergiert fiir alle z € R. |
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19 Lineare gewohnliche Differentialgleichungen

Wir beschéftigen uns nun mit Anfangswertproblemen fiir lineare Differentialglei-
chungen, iiber die man sehr viel mehr aussagen kann als im allgemeinen Existenz-
und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof.

19.1 Allgemeine lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung haben wir bereits in Abschnitt
18.2.2 kennen gelernt. Analog dazu treffen wir die folgende Definition.

Definition 19.1 Sei I C R ein (endliches oder unendliches) Intervall, n € N,
und ag,...,a,_1 sowie b seien gegebene stetige reellwertige Funktionen auf I.
Dann heifst

Y™ 4 a1 (2)y" Y 44 an(2)y + ao(x)y = b(x) (19.1)

eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung auf I. Die Funktionen a; hei-
fen die Koeffizienten der Differentialgleichung und b die rechte Seite oder die
Storfunktion. Ist b nicht die Nullfunktion, so heifst (19.1) eine inhomogene Dif-
ferentialgleichung, und

Y™ a1 (2)y" Y+ ay(2)y + ag(z)y =0 (19.2)
heifit die zugehorige homogene Gleichung.

Das Wort , linear” kann man wie folgt verstehen: Erklart man einen Operator A
auf dem linearen Raum aller n mal differenzierbaren Funktionen auf I durch

(Ay)(2) =y (@) + an-a (@)y " V(@) + ..+ ar(2)y' (2) + ao(2)y(2),
so kann man (19.1) schreiben als Ay = b, und der Operator A ist linear.

Definition 19.2 Unter Anfangsbedingungen fiir (19.1) versteht man die Vorgabe
der Werte

y(:vo) = Qp, y,(%) =y, ... ,y(n_l)(fo) = Op—1 (19-3)

an einer Stelle xg € 1.

Satz 19.3 Das Anfangswertproblem (19.1) mit (19.3) besitzt eine eindeutig be-
stimmte Losung y auf ganz I.

Wihrend Picard-Lindelof die Existenz und Eindeutigkeit der Losung nur auf
einem (moglicherweise sehr kleinen) Intervall um xy herum garantiert, hat man

also fiir lineare Anfangswertprobleme (=AWP) die eindeutige Losbarkeit auf ganz
1.

Wir sehen uns nun an, wie die Losungen linearer Differentialgleichungen aufge-
baut sind und beginnen mit homogenen Gleichungen.
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Satz 19.4 (U’berlagerungsprinzip) Die Losungen der homogenen Gleichung
(19.2) bilden einen linearen Raum, d. h. sind yy, ...,y Losungen von (19.2) und
Ci,...,c reelle Zahlen, so ist auch

cy (@) + caa(x) + ..+ ()
eine Losung von (19.2).

Dies sieht man am einfachsten, wenn man die Schreibweise Ay = 0 fiir (19.2)
benutzt. Aus Ay; = Ays = ... = Ay, = 0 und der Linearitdt von A folgt sofort

A(cryr + coyo + ... + cryr) = 1 Ayy + coAys + ... + Ay = 0.

Die Menge der Losungen der homogenen Gleichung Ay = 0 bildet also einen
linearen Raum. Wie grof ist dessen Dimension?

Satz 19.5 Der lineare Raum der Lisungen der homogenen Gleichung (19.2) n-
ter Ordnung hat die Dimension n. Es gibt also n linear unabhdingige Losungen
Y1y .- Yn von (19.2), so dass sich jede Losungy von (19.2) als Linearkombination

y(@) = cip(@) + ... + cuyn()
mit ¢1,...,c, € R schreiben ldfst.

Zur Erinnerung:

Definition 19.6 Fin System von Funktionen yi,...,y, : I — R heift linear
unabhéngig, wenn aus

ayi(z) + ...+ cpyn(x) =0 firallex € I

folgt, dass ¢y = ... = ¢, = 0. Anderenfalls heiffen die Funktionen yi, ..., y, linear
abhéngig.
Ein linear unabhéngiges System 1, ...,¥y, von Losungen der homogenen Glei-

chung (19.2) n-ter Ordnung heifit auch ein Fundamentalsystem oder eine Inte-
gralbasis der Differentialgleichung.

Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung (19.2) anzugeben heifit also,
ein Fundamentalsystem (oder eine Basis des Losungsraumes) anzugeben. Im Fall
n = 1 ist das einfach (vgl. Satz 18.3). Fiir n > 2 hat man dagegen keinen
einfachen Algorithmus mehr, der ein Losungsfundamentalsystem liefern konnte.
Das folgende Verfahren der Ordnungsreduktion nach d’Alambert ist anwendbar,
wenn eine nichttriviale Losung der homogenen Gleichung bekannt ist (die man
beispielsweise durch Erraten oder durch einen speziellen Ansatz gefunden hat).
Wir sehen uns dieses Verfahren fiir Gleichungen zweiter Ordnung an.
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Sei etwa y; eine bekannte Losung der homogenen Differentialgleichung
' +a(x)y +b(x)y=0 auf I (19.4)

mit y;(x) # 0 fiir alle x € I. Wir suchen eine weitere Losung yo von (19.4) in der
Form ys(x) = u(x) y;1(z) mit einer zu bestimmenden Funktion u. Dann ist

Yy = u'yr +uyy  sowie yy ="y + 2u'y) + uyy,
und eingesetzt in (19.4) ergibt sich
Yo +ays +byy = u'yr + 2u'y) - uy) + au'yy + auyy + buy
= (yi +ay; +by)u+ (2y; + ay)u’ + yru”
= yiu” + (2y; +ayn)v’

Wir sehen: Ist vy () # 0 auf I, so 16st y2 = uy; genau dann die Gleichung (19.4)
auf I, wenn u die Gleichung

?/1

u// + <2
Y1

+a>u —0 auf ] (19.5)
16st. Nach Substitution u' = v geht (19.5) tiber in die Gleichung
v+ <2y1 —|—CL>U:0 auf [
N

erster Ordnung, die wir in Abschnitt 18.2.2 gelést haben. Aus v erhalten wir u
und hieraus ys.

Beispiel 1 Wir betrachten die Gleichung

1 1
! /
VoY +2 5y =0 auf I =(0,00).

Durch Erraten finden wir die Losung y;(z) = x, und fir diese ist y;(z) # 0 fiir
alle z € I. Wir machen daher den Ansatz y,(z) = zu(z) und erhalten aus (19.5)

2 1
u'+ (2= ) =0,
r 2
Sei v/ = v. Die Gleichung
2 1 3
!/
S Ju=v 4 =0
v (a: 23:) =v'+ 23:U

hat nach Satz 18.3 die allgemeine Losung

v(x) = cexp </x( 2375) dt) = cexp(— glnx) = cx 32,
1
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Fiir ¢ = —3 ist u(z) = z7'/? eine Stammfunktion von v, und daher ist yo(z) =

ru(r) = \/x eine weitere Losung der Ausgangsgleichung. n

Der folgende Satz sagt, dass dieses Verfahren tatsdchlich funktioniert, d.h. dass
man aus einer bekannten Losung y; eine weitere, dazu linear unabhdngige Losung
Yo gewinnt.

Satz 19.7 (Ordnungsreduktion) Seien I C R ein Intervall und a,b: I — R
stetige Funktionen. Weiter sei y; eine Losung von (19.4) auf I mit yi(z) # 0
fir alle x € I. Ist u eine Losung von (19.5), so ist auch ys(x) = u(x)y,(z) eine
Lésung von (19.4). Die Losungen y, und yo sind linear unabhdngig, wenn die
Funktion u nicht konstant ist.

Mit diesem Satz ist klar, dass die Losungen y; (z) = x und yo(x) = /a tatséchlich
ein Losungsfundamentalsystem fiir die Gleichung aus Beispiel 1 bilden, d.h. man
kann jede Losung dieser Gleichung schreiben als

y(z) = c1r + co/r mit x> 0.

Ein bequemes Hilfsmittel, die lineare Unabhéngigkeit von Funktionen zu priifen,
ist die Wronski-Determinante.

Definition 19.8 Die Funktionen yi,...,y, : I — R seien n — 1 mal differen-
zierbar auf I. Dann heif$t

n@ ) b (2)
Wie) im yl@ y2(:$) yn@ sel
W @) @) ()

die Wronski-Matrix des Funktionensystems yi,...,y, und (det W)(z) seine
Wronski-Determinante.

Satz 19.9 Sind die Funktionen yi,...,y, : I — R linear abhdingig und n—1 mal
differenzierbar, so ist (det W)(z) =0 fiir alle x € I.

Dies ist leicht zusehen, da dann eine Spalte der Wronski-Matrix linear abhéngig
von den iibrigen Spalten wird.

Beispiel 2 Fiir die Funktionen y;(z) = z und ya(x) = /z auf I = (0, c0) ist

W(z) = (”1” g) und (et W)(x) = 7“" Vz= —g

£ 0.

Also sind 1; und gy, tatséchlich linear unabhéngige Losungen der Gleichung aus
Beispiel 1.
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Beispiel 3 Seien y,(x) = x, y2(z) = 22 — 2 und y3(z) = 22% + 3z — 4 fiir v € R.
Dann ist

x x2—2 222+ 3xr—14

W)y=11 2z dr + 3 und (det W)(z) =0
0 2 4

fiir alle z € R. In diesem Fall liefert uns Satz 19.9 keine Information. Aus

ys(x) = 3y1(x) + 2y2(2)
folgt aber sofort die lineare Abhéngigkeit der Funktionen yq, y» und ys. |

Eine wesentlich prézisere Aussage als in Satz 19.9 erhélt man unter der Voraus-
setzung, dass yi, . .., y, Losungen einer linearen Differentialgleichung (und nicht
irgendwelche Funktionen) sind.

Satz 19.10 Seien yi,...,y, : I — R Lisungen der homogenen linearen Diffe-
rentialgleichung (19.2). Dann ist entweder

a) (detW)(z)=0  fir alle x € I oder
b) (detW)(x)#0  fir allex €1,

und die Funktionen yy,...,y, bilden genau dann ein Losungsfundamentalsystem,
wenn Fall (b) vorliegt.

Ist unter den Voraussetzungen von Satz 19.10 also (det W)(x) # 0 fiir ein x € I,
so ist (det W)(x) # 0 fir alle x € I, und die Funktionen y, ..., y, sind linear
unabhingig. Ist dagegen (det W)(z) = 0 fiir ein x € I, so ist (det W)(z) = 0 fiir
alle x € I, und die Funktionen vy, ..., y, sind linear abhingig.

Wir gehen nun zu inhomogenen Gleichungen iiber. Ihre Losungsstruktur kann
dhnlich wie in Satz 18.5 (fiir n = 1) beschrieben werden.

Satz 19.11 Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung (19.1) hat die
Gestalt

y(@) = yn(z) +y"(z),
wobei y* eine spezielle Losung von (19.1) und y, die allgemeine Liosung der zu-
gehdorigen homogenen Gleichung (19.2) ist.

Einen systematischen Weg zur Bestimmung einer speziellen Losung der inhomo-
genen Gleichung (19.1) bietet die Methode der Variation der Konstanten. Dazu
sel

y(z) =cayi(z)+ ...+ cpyp(r) mite eR
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die allgemeine Losung der homogenen Gleichung (19.2). Wir suchen eine spezielle
Losung von (19.1) in der Form

y(x) =c1(z)yr () + ... + cn(z)yn(x)

mit stetig differenzierbaren Funktionen ¢; : I — R. Es ist

/

vy = duyitayy+.. Ay + eyl
= (ayi+...+ey) + Ay + .o+ yn).

Um die Rechnung iibersichtlich zu halten, versuchen wir, die ¢; so zu wéhlen,
dass
dyi+ ..o+ dy, =0

(spater sehen wir, dass dies moglich ist). Dann bleibt also
y' =y + .t e,

und wir finden weiter

1

y' = (ay + . Feay,) + (Y )

Wir fordern wieder
AYy+ ...+, =0.

Wir fahren so fort und erhalten
y®) :clygk)—i—...—l—cnyﬁf) firk=0,1,...,n—1
unter den Bedingungen
Gy w4 dy® =0 firk=0,...,n-2
SchlieBlich erhalten wir fiir die n-te Ableitung
g™ = (™ 4 F ey + (Y L+ ),

Wir setzen diese Ausdriicke in die inhomogene Gleichung (19.1) ein und finden

b = y™4a, 1y Y +. 4+ ay +ay

n n n—1 n—1
= (clyp +...+ cnyr(z))+(c'1y§ )—i-...—i-cilyfl ))

+ an_l(clygn_l) +...+ cny,(ln_l))

+
+ a(aqyy +...4+ cuyl)
+ aolciys +...+  Coln),
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also
c’lyin_l) + ...+ c;yﬁln_l) =b,

da ja jede Funktion y; die homogene Gleichung
Y™ an 1y 4 ay +agy =0

16st. Damit haben wir das folgende lineare Gleichungssystem zur Bestimmung
der Ableitungen ¢ gewonnen:

Ayt + Gyn =
Ay +...+  dy, =

c’1y§n_2) +...+ c’ny,(ln_Q) =0

Gy Y =

bzw.
, 0
Y1 Yo o Un c
n Yo oo Y ! !
. : " l=1:]. (19.6)
3 3 3 : 0
n—1 n—1 n—1
SR SRR ) BANA b
Dieses System ist eindeutig 16sbar, da seine Systemmatrix die Wronski-Matrix der
Funktionen yy, ..., y, ist. Diese hat nach Satz 19.10 eine Determinante ungleich
0 und ist daher invertierbar. Aus (19.6) lassen sich die Ableitungen ¢}, ..., ¢, ein-
deutig ermitteln. Durch Integration bekommen wir Stammfunktionen ¢y, ..., c,,

und man {iberzeugt sich leicht davon, dass

y(@) = cr(@)y (@) + .-+ co(@)yn (@)
tatsichlich eine Losung von (19.1) ist.

Beispiel 4 Wir suchen die allgemeine Losung von

y//_iy/_i_ 1

5 52y =1 auf I = (0, 00). (19.7)
x T

Aus Beispiel 1 und 2 wissen wir, dass y;(x) = z und yo(x) = /2 ein Losungs-

fundamentalsystem fiir die homogene Gleichung bilden. Fiir eine spezielle Losung
der inhomogenen Gleichung wéhlen wir den Ansatz

y'(x) = cr(@)yr (@) + ca(w)ya ()
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und bestimmen ¢}, ¢, aus

Es ist

also
d(r) =2¢ und dy(z) = —22%2

Stammfunktionen sind

4
2 und CQ(x):—ga:5/2

(da wir nur eine spezielle Losung suchen, konnen wir die Integrationskonstanten
z.B. gleich 0 wéhlen). Also ist

a(r)=x

4 1
y(z) =a? x— =2 o = =2®
5 5
eine spezielle Losung von (19.7), und die allgemeine Losung von (19.7) ist
1
y(r) = 1w + e/ + 5333- o

Beispiel 5 Das Anfangswertproblem

1 ]‘ !
' +y= , y(0)=0, ¢(0)=1 (19.8)

hat nach Satz 19.3 auf dem Intervall (—m/2,7/2) eine eindeutige Losung. Ein
Fundamentalsystem der homogenen Gleichung y” + y = 0 wird gebildet von den
Funktionen y;(z) = cosz und yo(x) = sinz. Die Losungen ¢, ¢, des Gleichungs-

systems
cosx sinz\ (i [ O
—sinz cosz) \&y)  \ o
sind ¢} (x) = —tanz und ¢,(z) = 1. Integration liefert

ci(x) =In(cosx) und cy(x) = =z,
d.h. die allgemeine Losung der Ausgangsgleichung ist
y(z) = ¢y cosz + casinz + In(cosx) - cosx + wsinw

mit ¢, co € R. Diese Konstanten bestimmen wir aus den Anfangsbedingungen
und erhalten ¢; = 0 und ¢, = 1, so dass

y(x) =sinz + In(cosz) - cosz + rsinz

die Losung des AWP (19.8) ist. N
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19.2 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Wir betrachten lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung
v 4+ a1yt ay +agy =b (19.9)

mit konstanten Koeffizienten a; € R. Die rechte Seite b ist weiterhin eine stetige
Funktion auf einem Intervall I C R. In dieser speziellen Situation gibt es eine
systematische Methode zur Bestimmung eines Losungsfundamentalsystems der
zugehorigen homogenen Gleichung

™+ a1y 4+ ay 4+ agy =0, (19.10)

und auch das Auffinden einer speziellen Losung der inhomogenen Gleichung ist
oft einfacher zu gestalten als iiber eine Variation der Konstanten.

Zur Bestimmung eines Fundamentalsystems von (19.10) wihlen wir den Ansatz
y(z) = e mit einem zu bestimmenden (reellen oder komplexen) Parameter .
Setzt man diese Funktion und ihre Ableitungen y*)(z) = A\¥e** in (19.10) ein, so
erhdlt man

(A" 4+ @y A" a A Fag)e =0

bzw. wegen e # 0
PO =N+ a, N ad+ap = 0. (19.11)

Dieses Polynom P heifit das charakteristische Polynom der homogenen Gleichung
(19.10). Offenbar ist y(z) = ¢** genau dann eine Lésung von (19.10), wenn A eine
Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist. Sind alle Nullstellen Ay, ..., A, von
P reell und einfach, dann erhélt man auf diese Weise n Losungen

c ’yn(l'> - 6>\n1’,

Y1 (I ) = e>\l$7
die linear unabhéngig sind und daher ein Losungsfundamentalsystem fiir (19.10)
bilden. Ist A = a + i eine komplexe Nullstelle mit 5 > 0, so ist auch die
konjugiert komplexe Zahl A = o — (3¢ eine Nullstelle von P, und man erhélt die
beiden Losungen

yo(x) = et ynd ¢ (z) = ela=Fz,
Da die Losungsmenge von (19.10) ein linearer Raum ist, sind mit y, und y_ auch

Y+ + Y- Yy — Y-

21

Rey; = und Imy, =

Losungen von (19.10). Aus dem Paar (), ) konjugiert komplexer Nullstellen von
P gewinnen wir also zwei reellwertige Losungen

y1(z) = Re (T7)%) = Re (e**(cos(Bx) + isin(Bz))) = €** cos(Bx)
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und
y2(z) = Im (e(“w")”‘”) = Im (e**(cos(Bz) + isin(fx))) = e sin(Bx).

Ist A eine Nullstelle der Ordnung k, so entsprechen dieser Nullstelle k linear
unabhéngige Losungen von (19.10), die man wie folgt gewinnt:

Satz 19.12 a) Ist \ eine k-fache reelle Nullstelle des charakteristischen Poly-
noms P von (19.10), so hat (19.10) die k linear unabhdngigen Lisungen

yi(z) = e, yo(x) = 2e™, ... ye(z) = 271, (19.12)

b) Ist A=« + Bi mit § > 0 eine k-fache komplexe Nullstelle des charakteristi-
schen Polynoms P von (19.10), so besitzt (19.10) die 2k linear unabhingigen

Lésungen
y1(z) = e cos(Bx), ya(x) = 2 cos(Bx), . .., yr(x) = 2" e cos(Bx)

und (19.13)
Yes1(x) = T sin(Bx), yrro(z) = e sin(Bz), . . ., yor(z) = 271 sin(Bx).

c) Aus den (entsprechend ihrer Vielfachheit mehrfach gezihlten) Nullstellen
von P erhdlt man mit (a) und (b) genau n Funktionen, die zusammen ein
Lésungsfundamentalsystem fiir (19.10) bilden.

Beispiel 6 Die Differentialgleichung v + 2y"” — 2y’ — y = 0 hat das charak-
teristische Polynom P(\) = A% + 2X3 — 2\ — 1 mit den Nullstellen \; = 1 und
Ay = A3 = Ay = —1. Also bilden die Funktionen

xT

yi(x) =", ya(r) = €7, ys(x) = we™" und yy(z) = 2%

ein Losungsfundamentalsystem, und die allgemeine Losung hat die Gestalt

T

y(x) = cre” + coe” " + cawe™ + cyxe . =

Beispiel 7 Das charakteristische Polynom P(\) = A*—1 der Differentialgleichung
y"" = y hat die Nullstellen A\; = 1, A\, = —1, A3 =i und Ay = —i. Hieraus ergibt
sich das Fundamentalsystem

x

yi(x) = e’ ya(z) = e, ys() = cosz, ys(z) = sinx. u
Beispiel 8 Das charakteristische Polynom der Schwingungsgleichung
y' +wry =0 mitw>0

lautet P(\) = A2 +w? und hat die Nullstellen \; = iw und Ay = —iw. Also bilden
die Funktionen y; () = cos(wz) und ys(z) = sin(wx) ein Fundamentalsystem aus
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reellwertigen Funktionen (reine Schwingung). Wir betrachten nun allgemeiner die
Differentialgleichung

y' 4+ 2uy +wiy =0 mit u >0 und wy > 0

der gedimpften Schwingung. Diese Gleichung modelliert z.B. eine Masse, die an
einer Feder schwingt, wobei i der Reibungskoeffizient und w? die Federkonstante
ist. Wie wir bereits gesehen haben, hat diese Gleichung fiir ;1 = 0 das Fundamen-
talsystem

y1(z) = cos(woxr) und yo(z) = sin(wpx).

Die Zahl wy ist also die Kreisfrequenz der ungeddmpften Schwingung. Von nun an
sei 1 > 0. Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms P(\) = A\? + 2u\ + w?

sind
M= —p+/p?—wg und A= —p—/p* — Wy,

wobei \/p? — w2 im Fall p? < w? fiir i\/w? — p? steht. Wir unterscheiden drei
Fille.

Fall 1: 0 < pu < wq (geddmpfte Schwingung)
Wir setzen w := y/w — p? und erhalten das Paar konjugiert komplexer Nullstel-
len Ay = —p 4+ iw und Ay = —p — iw. Als reelles Fundamentalsystem erhalten
wir

yi1(x) = e " cos(wr) und yo(x) = e H sin(wx).

Durch die Dampfung wird also die Frequenz kleiner, und die Loésungen klingen
exponentiell ab.

Fall 2: u = wy (aperiodischer Grenzfall)
In diesem Fall ist A\; = Ay = —pu eine doppelte Nullstelle und demzufolge

(@) = e und  yo(a) = e

ein Losungsfundamentalsystem. Wir beobachten kein Schwingungsverhalten
mehr.

Fall 3: > wy (aperiodischer Fall)
Nun haben wir zwei einfache reelle Nullstellen \; 5 = —p + /p? — wi, die wegen

V1?2 — wd < p beide negativ sind. Ein Fundamentalsystem ist

Az Aox

yi(z) =e und  yo(z) = €727,
und alle Losungen klingen exponentiell ab. |

Wir kommen nun zu inhomogenen Gleichungen mit konstanten Koeffizienten.
Eine spezielle Losung kann natiirlich wieder mittels Variation der Konstanten
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gefunden werden. Bei speziellen rechten Seiten b ist es einfacher, einen Ansatz
vom Typ der Storfunktion zu wahlen. Das funktioniert z.B. fiir

b(z) = e cos(fx)(ama™ + ... + a1z + ap)
und (19.14)

b(x) = e sin(fz)(anx™ + ... + a1z + ap),
insbesondere also fiir Polynome, Exponentialfunktionen und die Sinus- und Ko-
sinusfunktion. In diesen Féllen gibt es eine spezielle Losung y* der inhomogenen

Gleichung, die vom gleichen Typ wie b ist. Dabei hat man zwei Fille zu unter-
scheiden:

Fall 1 Ist a4/ keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms, so gibt es eine
spezielle Losung der inhomogenen Gleichung der Gestalt

y () = e (cos(Bz)(Ama™ + ...+ Ajz+ Ao) +sin(Bz)(Bpa™ +. ..+ Biz + By))
mit zu bestimmenden Koeffizienten A; und B;.

Fall 2 Ist o+ i eine Nullstelle der Ordnung k des charakteristischen Polynoms,
so gibt es eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung der Gestalt

y*(z) = 2" (cos(Bx)(Ana™+. . .+ Ajz+ Ag) +sin(Bz)(Bpa™+. ..+ Biz+By))
mit zu bestimmenden Koeffizienten A; und B;.

Ist die rechte Seite eine Linearkombination von Funktionen der Gestalt (19.14),
so wiahlt man eine Linearkombination der Ansétze aus Fall 1 und 2 als Ansatz.

Beispiel 9 Die Differentialgleichung
v+ 2y +y =2+ 27" (19.15)

hat das charakteristische Polynom P()\) = A3+2A?+\ mit der einfachen Nullstelle
A1 = 0 und der doppelten Nullstelle Ay = A3 = —1. Folglich bilden die Funktionen

T

() =1, wplr)=c* und ys(x)=ze"

ein Losungsfundamentalsystem der zu (19.15) gehoérenden homogenen Gleichung.
Um die inhomogene Gleichung (19.15) zu lésen, suchen wir spezielle Losungen
der Gleichungen

' +2y" +y = x=xe""cos(0- ), (19.16)

v+ 2y +y = 2" =2e"cos(0-x). (19.17)
Nach Fall 2 hat (19.16) eine spezielle Losung der Gestalt y;1(z) = 1o + co®.
Wegen

"

Yiq + 2y§f1 + yl’-71 =042-2c + (¢1 + 2¢c01) = (¢1 + 4e2) + 2¢0x
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16st y; 1 genau dann (19.16), wenn 2cy = 1 und ¢; + 4cp = 0, also wenn ¢y = 1/2
und ¢; = —2. Ebenfalls nach Fall 2 hat (19.17) eine spezielle Losung der Gestalt
yi2(z) = dz*e . Dann ist

Yio(x) = d(2z—a*)e™, yly(x) =d(2— 4z +27)e ",
y;”Q(a:) = d(—6+ 6z — 2*)e ",

und Einsetzen in (19.17) ergibt
d((—6 + 62 — 2%) + 2(2 — 4o + 2°) + (22 — 2*))e " = 2"
und d = —1. Eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung (19.15) ist also
yi(z) = =22 + %xQ —aPe "
Beispiel 10 Die Differentialgleichung
Y+ wiy = acos(wz) mit wy,w >0 und a € R (19.18)

beschreibt die Bewegung eines harmonischen Oszillators der Eigenfrequenz wy
unter Wirkung einer periodischen dufleren Kraft a coswz. Wir haben zwei Fille
zu unterscheiden.

Fall A: w # wy. Dann ist iw keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms
P(\) = A? + w2. Nach Fall 1 gibt es also eine spezielle Losung (19.18) der Form
yi(x) = ¢1 cos(wx) + cosin(wz). Ableiten und Einsetzen in (19.18) ergibt

—cjw? cos(wr) — cow? sin(wx) + wie; cos(wr) + wicy sin(wz) = a cos(wr),

und nach Vergleich der Koeffizienten vor den Sinus- und Kosinustermen erhalten
wir
co(wi —w?) =0, c¢(wp—w?) =a.

. o -
Wegen wy # w ist ¢; = e und ¢y = 0, und

ist eine Losung von (19.18).

Fall B: w = wp. Nun ist iw eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms.
Entsprechend Fall 2 gibt es also eine Losung von (19.18) der Gestalt

yi(z) = bx cos(wz) + cx sin(wz).
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Mit dem Ansatz
yi(x) = bz cos(wz) + czsin(wz)

wird

yi(x) = (cxw +b)cos(wz) + (¢ — brw) sin(wx),

y/(r) = (2cw — brw?)cos(wr) — (20w + caw?) sin(wz),
und nach Einsetzen und Koeffizientenvergleich folgt
2cw=a und —2bw =0,

also ¢ = 5= und b = 0. Eine Losung von (19.18) ist in diesem Fall also

yi(z) = %x sin(wz).
Im Fall a # 0 wiachst die Amplitude dieser Funktion iiber alle Grenzen, und man

spricht von einer Resonanzkatastrophe.

19.3 Systeme linearer Differentialgleichungen

In der Praxis treten oft Systeme von Differentialgleichungen auf, d.h. man sucht
mehrere Funktionen, die durch mehrere Differentialgleichungen miteinander ver-
kniipft sind. Oft ist es auch zweckméifig, sich eine Differentialgleichung hoherer
Ordnung als ein System von Differentialgleichungen niedriger Ordnung vorzustel-
len. Gegeben sei eine Differentialgleichung n-ter Ordnung

= fl,y,9s .y, (19.19)

Ist y eine Losung dieser Differentialgleichung, so erfiillen die Funktionen

y™)

ni(@) =y@), @) =y@),. .., yl)=y")

das folgende System von n Differentialgleichungen erster Ordnung

yi = Y
Yo = Y
27 (19.20)

/

Y = f(‘r7y17y27"'7yn)'

Hat man umgekehrt eine Losung §(z) = (y1(z), . .. ,yn(x))T des Systems (19.20)
gefunden, so ist die erste Komponente y; von ¢ eine Losung von (19.19). In die-
sem Sinn sind die Gleichung (19.19) n-ter Ordnung und das System (19.20) erster
Ordnung zueinander dquivalent. Kommen zu (19.19) noch die Anfangsbedingun-
gen

y(zo) = a0, ¥ (zo) = ar,..., y" V(zg) = oy
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hinzu, so entsprechen diese der Anfangsbedingung

y1(zo) = g,  y2(x0) = 1, ...y Yn(To) = @y

bzw. i(xg) = @ mit @ = (ag, ay,...,a,_1)7 fiir das System (19.20). Ein Vor-
teil von (19.20) gegeniiber (19.19) ist, dass man den allgemeinen Existenz- und
Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof leicht auf Systeme von Differentialglei-
chungen erster Ordnung verallgemeinern kann. Auch gibt es fiir Systeme erster
Ordnung zahlreiche effektive numerische Losungsverfahren.

Der linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
Yy oy 4 ay + agy = b(x)

entspricht das System

vy = Y2

Yo = Y5

Yno1 = Yn

Y = —GoYy1 —@1Y2 —a2Y3 ... —Gu_1Yn +b(x),

welches wir mit

U1 0 1 0o ... 0 0

Y2 0 0 1 ... 0 0

=1 |, A=| i | b=

Yn—1 0 0 0o ... 1 0

Yn —ay —a; —Qay ... —Qp_1 b(x)

(19.21)
kurz als i7" = Ay + b schreiben kénnen. Allgemein versteht man unter einem
linearen System erster Ordnung ein System der Gestalt 7' = Ay + b mit einer
n X n-Matrix A, einer rechten Seite b= (b1,...,b,)" und einer gesuchten Losung

7= (y1,...,9yn)T. Die Gleichung ¢’ = Ay heiBt das zu 7' = Ay + b gehdrende
homogene System. Wie bei allen linearen Gleichungen setzt sich die allgemeine
Losung der inhomogenen Gleichung 77" = Ay + b zusammen aus der allgemeinen
Losung der homogenen Gleichung 7' = Ay und einer speziellen Losung der in-
homogenen Gleichung. Uber die Losungsstruktur der homogenen Systeme gibt
folgender Satz Auskunft.

Satz 19.13 a) Sei A eine n X n-Matriz. Die Menge der Losungen des homo-
genen Systems ' = Ay bildet einen linearen Raum der Dimension n. Eine
Basis 11, . .., Yy, dieses Raumes heif$st ein Fundamentalsystem.
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b) Besitzt A die Figenwerte \i,...,\, mit zugehorigen FEigenvektoren
U1,...,0n, S0 sind die Funktionen

Lisungen des Systems i’ = Ayj. Diese Losungen bilden ein Fundamentalsy-
stem, wenn die Uy, ..., U, linear unabhdingig sind.

Dieser Satz liefert nur dann explizit ein Fundamentalsystem, wenn die Matrix A
n linear unabhéngige Eigenvektoren besitzt, d.h. wenn A diagonaldhnlich ist. Fiir
die Matrix A in (19.21) ist dies z.B. genau dann der Fall, wenn ihre Eigenwerte
paarweise verschieden sind. Ist A eine reelle Matrix und A, A ein Paar konjugiert
komplexer Eigenwerte von A, so erhilt man aus der komplezen Losung § = e*v
nach Satz 19.13 zwei reelle Losungen durch Bildung von Real- und Imaginérteil
von .

Ist 71, . .., ¥, ein Fundamentalsystem fiir das homogene System 77’ = A, so kann
man jede Losung dieses Systems schreiben als Linearkombination

Un(z) = ayi(x) + ... + cuyn(T). (19.22)

Eine Losung ; der inhomogenen Gleichung kann man bestimmen, indem man in
(19.22) die Konstanten ¢; variiert, d.h. durch den Ansatz

—

Ui(x) = er(@)i () + ..+ ca(@) ().
Beispiel 11 Zur Differentialgleichung y” — 3y’ + 2y = 0 ist das System
/
(0 0 1\ (mn
= 19.23
() - (% 5) () 02

dquivalent. Die Eigenwerte der Koeffizientenmatrix sind Ay = 1 und Ay = 2 mit
den zugehérigen Eigenvektoren 7, = (1,1)7 und o, = (1,2)T. Ein Fundamental-
system fiir (19.23) wird also gebildet von den Funktionen

i) = (1) = (2) wa w0 = (5) = (5)

Als allgemeine Losung von (19.23) erhélt man daher

S S S cre” + cpe?®
(o) = i) + ) = ( 2720 )

und die allgemeine Losung der Ausgangsgleichung ist die erste Komponente
y(x) = c1e” + cpe*”
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von g (). o

Beispiel 12 Die Koeffizientenmatrix des Systems

v = SY2
19.24
Yy = —Y1+ 2y ( )

hat die Eigenwerte A\ = 14+2i und Ay = 1—2¢, und v; = (1 E 2@.) = (i)) +1 (g)

ist ein Eigenvektor zum Eigenwert ;. Also ist

g <o () () -t s () ()

eine komplexe Losung von (19.24), und ihr Real- und Imaginérteil

fi(z) = e <cos(2x) (?)—sin@x) (g))
h(r) = e <Cos(2:c) (g)—i-sin@:c) (i’))

bilden ein reelles Fundamentalsystem von (19.24). N

Beispiel 13 Ganz dhnlich wie in Beispiel 12 gewinnt man fiir das System

/

Y1 = —Y2, yé =0

ein Losungsfundamentalystem

. CoS T . —sinx
yl(x) - (sinx) und yQ(x) - ( COS T )

und die allgemeine Losung

. B cos T —sinw
yh(x) = C (sina:) + Co ( COS T > . (1925)

Um das inhomogene System

yi = —Y

) (19.26)
Y = Y1+

zu l6sen, wahlen wir den Ansatz



d.h. wir variieren in (19.25) die Konstanten. Setzt man

. / . .
L,  (cicosx —cysinz\  [cicosx —cysine — cysine — cycosw
c1sinx + cpcosx cisinz + ¢y cosx + ¢y cosx — cysinw

in (19.26) ein, so erhélt man ein lineares Gleichungssystem fiir ¢ und ¢,
ccosx —cysine = 0
dsinx +cyecosr = x
mit den Losungen ¢ = xsinz und ¢, = x cos z. Stammfunktionen sind
c1(x) = —xcosx +sine und cy(r) = wsinz + cosz.

Eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung (19.26) ist daher

- . CoS T : —sinx —x
Ui(x) = (—xcosx + sinx) (s' ) + (zsinx + cos x) ( > - ( ) ) ’

mox COS T

und die allgemeine Losung dieser Gleichung lautet

H(x)—c COS & 1 —sinx i —x .
YW = A\ sing 2\ cosz 1)

Beispiel 14 Einfacher als die Anwendung von Satz 19.13 und auch hilfreich in
Féllen, in denen Satz 19.13 kein Fundamentalsystem liefert (da A nicht diago-
nalédhnlich ist) ist oft das Eliminationsverfahren, welches wir uns am Beispiel des
Systems

o= Y1t 2y

yé = Y2

. . ) 1 2
ansehen. Die Koeffizientenmatrix A = 01 hat \; = Ay = 1 als doppelten
Eigenwert; der zugehorige Eigenunterraum hat aber die Dimension 1 und wird
z.B. durch v = ((1)) aufgespannt. Satz 19.13 liefert also keine Fundamentalsystem.
Stattdessen versuchen wir, yo aus dem System zu eliminieren. Aus der ersten

Gleichung folgt durch Umstellen und Ableiten

(19.27)

1 1 1 1

Yo = 5?/1 — oW und  yh = 53/1/ - 53/17

und Einsetzen in die zweite Gleichung liefert

1 1
SU =¥ =% — gy brwe gl =24+ =0,
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Ein Fundamentalsystem dieser Gleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koef-
fizienten ist nach Satz 19.12

yu(z) =€ und  yip(z) = ze’,
und mit yp = %y’l — %yl erhalt man hieraus
yor =0 und yg(z) = €*/2.

Somit ist

. e’ . xe*
U1 (x) = (0) und  yp(z) = (61/2) (19.28)
ein Fundamentalsystem fiir (19.27). m

Eine Begriindung, dass die Funktionen #, %> in (19.28) tatsdchlich ein Funda-
mentalsystem bilden (also linear unabhéngig sind), kann man mit der folgenden
Variante des Satzes von Wronski geben.

Satz 19.14 Sei A eine n X n-Matriz, und i, ..., Yy, seien Losungen des homo-
genen Systems ' = Ay. Weiter sei ®(x) die nxn-Matriz, deren Spalten die
Vektoren i1(y), ..., Un(x) sind. Ist (det ®)(x) # 0 fir ein x € R, so sind die
Lésungen iy, ..., Yy linear unabhdingig. Ist (det ®)(x) = 0 fir ein x € R, so ist
(det @)(x) =0 fiir alle x € R, und 1, . .., Y, sind linear abhingig.

Offenbar ist tatsdachlich in Beispiel 14

et ze”

det & = det (0 ¢ /2

1
) — 5625” >0 fiir alle z € R.

Mit der Matrix ® 148t sich auch die allgemeine Losung des homogenen Systems
Ny

y' = Ay bequem schreiben als
j(z) = ®(x)c mit c=(c,...,c,)" €R,

und die Bestimmung von ¢(z) aus dem Ansatz y(x) = ®(x)c(z) zur Losung der
inhomogenen Gleichung i’ = A7 + b kann durch

o(z) = e(ag) + / ) ®(t) " b(t) dt

zo

erfolgen. Losen Sie das System aus Beispiel 13 erneut, indem Sie diese Formel
mit zo = 0 und c(zo) = () verwenden.
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19.4 Die Laplace-Transformation

Wir lernen nun eine weitere Methode zur Lésung von Anfangswertproblemen ken-
nen, die insbesondere bei linearen Differentialgleichungen und Systemen mit kon-
stanten Koeffizienten einsetzbar ist. So wie man durch Logarithmieren das Multi-
plizieren und Potenzieren positiver reeller Zahlen auf die Addition und Multipli-
kation ihrer Logarithmen zuriickfithren kann, so fithrt die Laplace-Transformation
die Differentiation einer reellen Funktion auf eine einfache algebraische Operation
zuriick.

Definition 19.15 FEine Funktion f :[0,00) — R heifit Laplace-transformierbar,
wenn es eine Zahl s € R gibt, fiir die das uneigentliche Integral

/OO e | f(t)|dt = lim / e If(t)] dt (19.29)
0 r—>00 0

konvergiert.

Ist f Laplace-transformierbar und konvergiert das Integral (19.29) fiir ein s € R,
so konvergiert es auch fiir alle ' > s. Es gibt daher eine eindeutig bestimmte
Zahl a = a(f) so, dass (19.29) fiir jedes s > a konvergiert und fiir jedes s < a
divergiert (fiir s = @ kann man im Allgemeinen keine Aussage treffen). Diese Zahl
a heifit die Konvergenzabszisse von f, und (a,c0) das Konvergenzintervall.

Definition 19.16 Die Funktion f : [0,00) — R sei Laplace-transformierbar, und
a sei thre Konvergenzabszisse. Dann heifst die durch

F(s) = / T

0

definierte Funktion F : (a,00) — R die Laplace-Transformierte von f.

Wir schreiben dann F° = Lf und nennen die Abbildung £ die Laplace-
Transformation. Ist f Laplace-transformierbar und unterscheidet sich g von f nur
in endlich vielen Punkten, so ist auch g Laplace-transformierbar und Lf = Lg.
Die Laplace-Transformation £ ist also nicht ohne weiteres umkehrbar. Wenden
wir aber £ nur auf Funktionen f an, die stetig oder wenigstens stiickweise stetig
und von rechts stetig sind, so ist auf dieser Menge die Laplace-Transformation
L umkehrbar, und wir schreiben f = £L71F falls F = Lf. Im weiteren betrach-
ten wir daher ausschliellich stiickweise stetige und von rechts stetige Laplace-
transformierbare Funktionen f.

Beispiel 15 Fiir die Funktion f : [0,00) = R, t — 1 und s # 0, ist

1

o e St r S fiir s > 0,
/ e *tdt = lim =
0 r—oo —5 10 oo fiir s < 0.
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Also ist (£f)(s) = &, und die Konvergenzabszisse von f ist gleich 0. Fiir die
Funktion f :[0,00) = R, ¢t — e erhilt man analog fiir s > a

o o0 1
(Lf)(s) = / e letdt = / e Tt =

0 0 s—a
mit der Konvergenzabszisse a. Dagegen ist die Funktion f(t) = e micht Laplace-
transformierbar, da das uneigentliche Integral

/OO 6731561}2 dt — /oo e(tfs)tdt

0 0

fiir kein s € R konvergiert. |

Wir lernen nun eine Reihe von Rechenregeln kennen, die es erlauben, Laplace-
Transformierte zu berechnen, ohne das uneigentliche Integral (19.29) auswerten
71 missen.

Satz 19.17 (Linearitit und Streckung) Die Funktionen f,g seien Laplace-
transformierbar. Dann gilt fir beliebige a,b € R und ¢ > 0

L(af +bg) = aLlf+bLy,
1 s
L(fe)s) = ~(£nNE).
Beispiel 16 Die Laplacetransformierten von

el +et el — et
il und g(t) = sinht =

f(t) = cosht =

sind

1

(£D)(s) = SLE)s) + 2 Le™)(s) = 5 (g + — s

5—1+s+1) 52 —1

und (Lg)(s) = ». Die Laplacetransformierte von f(¢) = cosh(ct) mit ¢ > 0 ist

(s/c) _ _ s

(s/c)2 —1 82— c?’

(£1)(s) = Lleosht) (3) = T

und die Laplace-Transformierte von g(t) = sinh(ct) ist (Lg)(s) = N

2_c2-

Wir sagen, f wichst nicht schneller als eine Exponentialfunktion, wenn es Kon-
stanten C' und « so gibt, dass

|f(t)| < Ce® fiir alle hinreichend grofien .
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Satz 19.18 (Differentiation und Integration) Die Funktion f :[0,00) — R
sei Laplace-transformierbar mit der Laplace-Transformierten F. Dann gilt:

a) Sei f auf (0,00) differenzierbar und von rechts stetig in 0 und f wachse nicht
schneller als eine Exponentialfunktion. Dann ist

L(f')(s) = sF(s) = f(0).

b) st f auf (0,00) n mal differenzierbar mit im Nullpunkt von rechts stetigen

Ableitungen f, f', ..., fY und wachsen diese nicht schneller als eine Ex-
ponentialfunktion, so ist
L(f™)(s) = s"F(s) = "7 f(0) = s"2/(0) — ... = f"D(0).

c) Die Stammfunktion g(t) = f(f f(z)dx hat die Laplace-Transformierte
1
(L)(s) = “F(s)

Beispiel 17 Die Funktion f(t) = t" hat die n-te Ableitung f(¢) = n!. Nach
Beispiel 15 ist

n!
£(F)(s) =2
Mit Satz 19.18 (b) folgt hieraus fiir F'(s) = (Lf)(s)
n! n n!
S =5 F(s), also F(s)= prasy

Fiir ein Polynom
p(t) = apt™ + ap1t" 4.+ art + ag

hat man daher die Laplace-Transformierte

apn!  ap_1(n—1)! a;  ao

(ﬁp)(s):SnH—E— o +...+§ < [

Beispiel 18 Aus (sint)” = —sint folgt mit Satz 19.18 (b)
s2L(sint)(s) — 1 = —L(sint)(s)
und nach Umstellen nach L(sint)(s)
Lsint)(s) = 1
nt)(s) = -

Ganz éhnlich erhélt man L(cost)(s) = == N
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Beispiel 19 Die Potenzfunktion f(t) = t* mit « > 0 hat die Laplace-
Transformierte

— Oofsta _ Oofuua]' _1 Oofua
(ﬁf)(s)—/o e tdt—/o e (;) gdu—saﬂ/o e “u® du.

Dieses Integral ist verwandt mit der Eulerschen Gammafunktion

I(x) ::/ e "u"tdu, x>0,
0

einer der wichtigsten Funktionen der Analysis. Mit dieser Funktion erhélt man

L()(s) = % (19.30)

Ein Vergleich mit Beispiel 17 ergibt (mit @ = n € N)
I'n+1)=n! firneN

Die Gammafunktion interpoliert also die Fakultédtsfunktion, die nur fiir ganzzah-
lige Argumente n > 0 erklirt ist. Aus (¢¢) = at®! folgt mit Satz 19.18 (a) und
(19.30)

£lat)(s) = £((7)) (5) = 5L (s) = -t
wahrend andererseits
Lt M)(s) = aL(t* ") (s) = a Fij)

ebenfalls wegen (19.30). Wir erhalten die Funktionalgleichung der T'-Funktion
I'a+1)=al(a) fira>1.

Diese Gleichung erlaubt die Berechnung von I'(av + k) fiir ganzzahliges k > 0,
falls I'(«) bekannt ist. Beispielsweise ist

i - B2 T0/2)

53/2 - 2g3/2 7

und die Berechnung von I'(1/2) fithrt mit einer Variablensubstitution auf

o0 oo 1 oo
I'(1/2) = / e u Y2 du = / e =2z dr = 2/ e da.
0 0 0

T

Die nicht ganz einfache Berechnung von fooo e~* dx kann mit einem Trick gesche-
hen. Sei J, := fob e~ dz. Dann ist

b b
TP = / e da:‘/ eV dy = // eV d(x, y)
0 0 @
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mit G = {(z,y) € R?: 0 <z < b,0 <y < b}. Seien
Gii={(z,y) €eR*: >0, y >0, 2* +y* <b*}

und
Gy i={(z,y) eR*: >0, y >0, 2°+y° <2’}

Dann sind G, Gy Viertel von Kreisscheiben mit G; C G C G, und folglich ist

J[ e awm sz < [[ e awy). (19.31)
G1 G2

Diese Integrale konnen bequem mit Polarkoordinaten berechnet werden. Z.B. ist

2,2 b /2 2 T 1 b 2
// eV d(x,y) = // e_rrdcpdr:—-—/e_T (2r) dr
e 0o Jo 2 2

™ 2. |b ™ 2
= Z(e)| =Z(1—¢?

e =T,

so dass aus (19.31)
e < T < G-

wird. Grenziibergang b — oo liefert

/ e dr = lim Ty = ﬁ
0 b—o00 2

Damit ist I'(1/2) = /7 und
N

— 547 2\ .

L(V1)(s)

Satz 19.19 (Dampfung und Verschiebung)

a) Ist f Laplace-transformierbar, a € R und F = Lf, so ist

L F(H)(s) = F(s + a).
b) Die Laplace-Transformierte der um a > 0 verschobenen Funktion

| ft—a) falst>a
fel0):= {0 falls t < a
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Beispiel 20 Die Funktion h: R — R,

1 firt>
h(t) == urt =0
0 firt<oO

heiflt Heaviside- Funktion. Die Funktion f : [0,00) — R,
ft) = h(t) = h(t —a)
mit a > 0 (Rechteckimpuls) hat die Laplace-Transformierte

1 1 1—e

Der um 2ka verschobene Rechteckimpuls
fora(t) = h(t — 2ka) — h(t — a — 2ka)

hat dann die Laplace-Transformierte
1—e9
L(fora)(s) = 20—

S

Hieraus folgt fiir die Laplace-Transformierte der Rechteckschwingung

= (h(t — 2ka) — h(t — (2k + 1)a))
k=0
> 1 —e 9 1—e 9 1
o —2kas — _
s) = Z c s s(1—e205)  g(1+4e95) -

k=0
Beispiel 21 Wegen L(cos(wt))(s) = 577 ist nach dem Didmpfungssatz

L(e~ " cos(wt))(s) = ﬁ. N

Fiir zwei stiickweise stetige Funktionen f, g : [0,00) — R heifit die durch

(f o)t /ft—:c

definierte Funktion f * g : [0,00) — R die Faltung von f und g.

Satz 19.20 (Faltung) Sind f, g Laplace-transformierbar mit Lf = F und Lg =
G, so ist
L(f*g)(s)=F(s)-G(s).



Beispiel 22 Aus £(V/1)(s) = 3,/% folgt mit dem Faltungssatz
1
LV V() = 5

Andererseits ist nach Beispiel 17 L71(35)(t) = = % Also ist

/{:Md:p: T .

Wir sehen uns nun an einigen Beispielen an, wie sich die Laplace-Transformation
zur Losung linearer Anfangswertprobleme mit konstanten Koeffizienten einsetzen

1a83t.

Beispiel 23 Seien p,y, € R. Die Anwendung der Laplace-Transformation auf
das AWP

y +py=f(t) mit y(0) =y
liefert die Gleichung

s(Ly)(s) —yo + p(Ly)(s) = (Lf)(s)

mit der Losung
(L£1)(5) + o
s+p '

(Ly)(s) =

Riicktransformation ergibt formal

i) = e (ELE ) )

s+p
Beispielsweise findet man fiir das AWP

y' + 3y = cos(5t) mit y(0) =1

<+ 1 524+ s+25
E — s°+425 _ )
) = = 3 =~ G 12

Da nicht unmittelbar ersichtlich ist, wie die Riicktransformation dieser rationalen
Funktion aussieht, zerlegen wir sie in einfachere Summanden, deren Riicktrans-
formation wir kennen. Dazu fithren wir eine Partialbruchzerlegung durch:

s+s+25 1 [ 31 L 35425
(s+3)(s2+25) 34\s+3 s2+25

S VS S
34 s+3 52 + 25 s2425/)°

Also ist nach Beispiel 15 und 18 und dem Streckungssatz
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1
y(t) = ﬁ(Sle’& + 3 cos(5t) + 5sin(5t)). N

Beispiel 24 Das AWP 2. Ordnung
y'+py +qy=f(t) mit y(0) =y, ¥'(0)=y» und pgeR
fithrt nach Laplace-Transformation und mit Y := Ly auf
s°Y (s) — syo — y1 + p(sY () —wo) + qY (s) = (Lf)(s)

mit der Losung

(L)(5) + sy0 +y1 +Pyo

Ly)(s) =Y (s) =
(Ly)(s) =Y () R
Die Losung y des AWP erhélt man durch Laplace-Riicktransformation. |

Beispiel 25 Das lineare System von Differentialgleichungen

Yy = 3yi+2ya+1

Yo = —2y1—y2—e

geht nach Laplace-Transformation und mit den Abkiirzungen Y; = Ly; und Y5 =
Ly, iiber in das lineare Gleichungssystem

sYi(s) = 33/1(8)%—23/2(5)‘1“%,

1
sYa(s) = —2Vi(s) — Ya(s) — st 1
dessen Losungen die Funktionen
s°+1 1 1 1 1
Y; = - _ _ _
1(s) SGr D12 s 2540 26-1) G-
—s?+5—2 2 1 1 1

Ya(s) = ="+ + -

s(s+1)(s—1)2 s s+1 s—1 (s—1)2

sind. Die zugehorigen Originalfunktionen sind

1 1
yi(t)=1-— §e_t - §et +tet, yo(t) = -2+t + et —te. [

Die Schwierigkeit bei der Anwendung der Laplacetransformation liegt oft in der
Durchfithrung der Riicktransformation £71.
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20 Rand- und Eigenwertaufgaben

Man spricht von einem Randwertproblem (RWP) fiir die Differentialgleichung
n-ter Ordnung

y(n) = f(l.? y? y/7 st 7y(n71))7

wenn die n zusétzlichen Bedingungen, die die Lésung eindeutig charakterisieren
sollen, nicht wie bei einem AWP an einer einzigen Stelle, sondern an zwei Stellen
a < b gestellt werden, wobei die Losung dann im Intervall [a,b] gesucht wird.
Wegen ihrer Bedeutung in den Anwendungen beschrinken wir uns auf RWP fiir
lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung.

20.1 Definitionen und Beispiele

Wir betrachten eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung

(Ay)(x) = y"(x) + ar(2)y'(z) + ao(2)y(x) = f(x) auf [a,0] (20.1)
mit stetigen Funktionen ag, a; und f und linearen Randbedingungen (RB)

Ry = ayyla)+ By'(a) = p,

(20.2)
Ryy = agy(b) + P2y (b) = po

mit vorgegebenen Zahlen «q,as, 1, B2, p1 und ps. Im Falle oy = as = 1 und
[1 = P2 = 0 spricht man von Dirichlet-RB oder RB erster Art und im Fall
a1 = ag = 0 und B; = By = 1 von Neumann-RB oder RB zweiter Art. Falls

p1 = p2 = 0, so heiflen die RB homogen.
Beispiel 1 Die Gleichung y” + y = 0 hat die allgemeine Losung
y(x) = cpcosx + casin .

Zwei RB ergeben ein System von zwei Gleichungen fiir die beiden Unbekannten
c1 und ¢y, das keine, genau eine oder unendlich viele Lésungen haben kann.
Beispielsweise existiert zu den RB

1
sinl’

y(0)=0,y(1)=1 genau eine Losung: ¢; =0, ¢y =
y(0) =0, y(r) =0 unendlich viele Losungen: ¢; = 0, ¢3 € R,
y(0) =1, y(r) =0 keine Losung. o

RWP sind also nicht stets losbar, und wenn sie 16sbar sind, muss die Losung nicht
eindeutig bestimmt sein.
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Satz 20.1 Seien A und f wie in (20.1) und Ry und Ry wie in (20.2). Weiter sei
Y1, Yo ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung Ay = 0. Dann ist das
inhomogenen RWP

Ay=f, Rwy=p, Roy=p> (20.3)

genau dann eindeutig l6sbar, wenn

Riyr Ry
det 0.
¢ (R2y1 R2y2) 7

Beweis Ist y, eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung Au = f, so 1a8t
sich die allgemeine Losung dieser Gleichung schreiben als

Y=1Ys + C1Y1 + CoYo mit C1,Co € R.

Das RWP (20.3) ist daher genau dann eindeutig losbar, wenn das lineare Glei-
chungssystem
Ry = Riwys+aRiyp+ iy, = p

Ryy = Rays +c1Royr + caRaya = p2
bzw. das lineare Gleichungssystem
aRiyr+ Ry, = p1— Riys
c1Royr + coRoys = pa — Rays
eindeutig losbar ist. Letzteres ist genau dann der Fall, wenn die Determinante

der Systemmatrix ungleich Null ist. u

Wir wollen uns noch iiberlegen, dass man das RWP (20.3) stets auf ein RWP mit
homogenen Randbedingungen zuriickfithren kann. Dazu wihlen wir irgendeine
zweimal stetig differenzierbare Funktion y* auf [a,b], die die RB erfiillt, d.h. es
sei Riy* = p; und Roy™ = po. Wir suchen nun die Losung y von (20.3) in der
Form y = y* 4+ v mit einer unbekannten Funktion u. Aus

Ay=Aly" +u) = Ay "+ Au=f
und
Riy = Riy* + Riu = p1, Ry = Roy™ + Rou = po
folgt, dass u das RWP
Au=f —Ay*, Riu=0, Ryu=0

mit homogenen Randbedingungen 16sen muss.

Beispielsweise erfiillt fiir das RWP

y'+y=1, y(0)=0, y1)=2

die Funktion y*(z) = 2z die Randbedingung. Aus dem Ansatz y(z) = u(z) + 2z
ergibt sich fiir v das RWP

u"+u=1-2x, u(0)=u(l)=0.
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20.2 Sturmsche RWP und Greensche Funktion

Eine Differentialgleichung

y' +a(x)y + ao(z)y = f(z) (20.4)

mit stetigem a; lasst sich stets in die Form
(p(@)y) + q(w)y = g(x) (20.5)
(oder kurz (py')’ + qy = g) bringen. Dazu multipliziert man (20.4) mit p(z) :=

exp ([ ay(t)dt) und erhéls

paly + arta)exo ([ anlo)dt)y' + aolalptaly = pla) (o)

Wir setzen ¢q(z) := ap(x)p(z) und g(x) := f(z)p(x) und erhalten wegen

!/

paly” + @) exp ([ a3y = pla)y’ +pe)y = (o))
die Form (20.5). Die Schreibweise (20.5) ist fiir viele Fragen vorteilhafter als
(20.4).

Definition 20.2 Unter einem Sturmschen Randwertproblem wersteht man die
Aufgabe, eine Funktion y auf [a,b] zu bestimmen mit

Ly := (p(x)y) + q(x)y = g(x), (20.6)
die den homogenen Randbedingungen
Ry = aqy(a) + agy’(a) =0 und Roy := Biy(b) + B2/ (b) =0 (20.7)

gentigt. Dabei seien p stetig differenzierbar und positiv auf |a,b], q¢ und g stetig
auf [a,b] und (aq, ag) sowie (P, B2) sind nicht die Nullvektoren.

Wie wir im vorigen Abschnitt gesehen haben, bedeutet die Annahme homogener
RB keine wesentliche Einschrankung.

Wenn das Sturmsche Randwertproblem (20.6), (20.7) eine eindeutig bestimmte
Losung y besitzt, so kann man diese, ausgehend von einem Fundamentalsystem
y1,y2 der homogenen Gleichung Ly = 0, mittels Variation der Konstanten be-
stimmen. Man gelangt nach einigen Rechnungen zu einer Integraldarstellung der
Losung in der Form

y(z) = / Gz, )g(t)dt, x € [a,b]
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mit einer gewissen stetigen Funktion G auf [a,b] X [a, b]. Wir wollen diese Rech-
nung nicht durchfithren, sondern nur das fertige Ergebnis angeben. Dazu benéti-
gen wir einige Vorbereitungen.

Wir nehmen im weiteren an, dass das homogene Sturmsche RWP
Ly=0, Riy=0, Roy=0 (20.8)

nur die triviale Losung y = 0 besitzt. Ist yy, y2 irgendein Fundamentalsystem von
Ly = 0, so ist nach Satz 20.1

R1y1 RlyQ
det 0.
¢ <R2y1 ngg) 7&

Wir definieren neue Funktionen v, vy durch

U1 Ry —Rayn n
— 20.9
(Uz) <Rz?/2 —R2y1) (yz) (20.9)

Da vy, v9 Linearkombinationen von y und ¥, sind, l6sen sie ebenfalls die homogene
Gleichung Ly = 0. Sie bilden sogar wieder ein Fundamentalsystem fiir diese
Gleichung, da die Matrix in (20.9) nach Voraussetzung invertierbar ist:

Riys —Riy Ry RlyQ)
det = det 0.
¢ <R2y2 —Rzyl) ¢ <R2y1 Rays 7

Dariiber hinaus erfiillen v; und vy zusétzlich die Randbedingungen
R1U1 =0 und RQUQ =0.

Weiter bezeichnen wir mit

Wia) = det (0 2400 — u(oha) - vl o)

vi(@) vy(x)
die zu v; und vy gehorende Wronskideterminante. SchliefSlich zerlegen wir das
Quadrat @ := {(x,t) € R? : a < z,t < b} in die beiden abgeschlossenen
Dreiecke

Dl::{(x,t)G]RQ: a<xz<t<b}, DQ::{(a:,t)ERQ: a<t<x<b}.

t

Dy
Do
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Auf @ definieren wir eine Funktion GG durch

v1(z)va(t) S (o
Gty = | POV e (20.10)
o —Ul(t)w(lﬁ) fir (z,t) € Ds. |
p(a)W(a) ’

Auf der Diagonalen {(z,t) € R?* : a < z = ¢ < b} stimmen beide Definitionen
offenbar iiberein. Die Division in (20.10) ist erlaubt, da p(a) > 0 nach Vor-
aussetzung und W(a) # 0 (Wronskideterminante). Die durch (20.10) definierte
Funktion heifit die Greensche Funktion des RWP (20.6), (20.7).

Hier sind einige Eigenschaften Greenscher Funktionen.

(E1) Die Greensche Funktion G ist auf @) stetig.

(E2) Die partiellen Ableitungen G, und G,, existieren auf jedem der Dreiecke
Dy und D5 und sind dort stetig.

(E3) Es gilt die Sprungrelation

1
Gix+0,2) —Gulx —0,2) = — fiir x € (a,b).
(@+0.2) = Gole = 0.2) =~ (a.)

Satz 20.3 Wir betrachten das Sturmsche RWP aus Definition 20.2 unter der
Voraussetzung, dass das zugehorige homogene Problem (20.8) nur die triviale
Losung y = 0 besitzt. Weiter sei vi,vy ein Fundamentalsystem von Lu = 0 mit
Ryvy = 0 und Ryvy = 0, und G sei die mit v und vy wie in (20.10) gebildete
Greensche Funktion. Dann ist die eindeutig bestimmte Losung y des Sturmschen

RWP (20.6), (20.7) gegeben durch

y(z) = / Glo gt dt .z € [ab]. (20.11)

Der Beweis erfolgt durch Nachrechnen unter Benutzung von (E1) - (E3), dass
(20.11) tatséchlich eine Losung ist.

Beispiel 2 Wir bestimmen die Greensche Funktion zum RWP
Ly:=9"+y=f(x) mit y(0)=0und y(r)=0.
Hier ist p = ¢ = 1. Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung Ly = 0 ist
y(r) = ¢ cosx + ¢y sinz.

Die Funktionen y;(z) = cosz und y,(z) = sinx bilden also ein Fundamentalsy-
stem, und dieses erfiillt bereits

Riy1 =9y1(0) =0 und Rays = yo(m) = 0.
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Wir kénnen also vy = y1, v2 = yo wihlen und erhalten wegen

W (z) = det <

cosx sinx
—sinx cosT

die Greensche Funktion

Gla. 1) cosxsint fir0 <z <t <m,
x? - .
costsinz fir0<t<zx <.

Beispiel 3 Wir wollen das RWP
y'—y=2x, y0)=0 yl)=1 (20.12)

mittels Greenscher Funktion lésen. Zunéchst iiberfithren wir (20.12) in ein RWP
mit homogenen RB. Die Funktion y*(x) = z erfiillt die RB. Mit dem Ansatz
y(x) = u(z) + y*(x) = u(r) + = gelangen wir zum RWP

v —u=3x, u(0)=u(l)=0 (20.13)

fiir u. Dieses hat bereits die Form eines Sturmschen RWP mit p = 1. Die homo-
gene Gleichung u” —u = 0 hat uy(x) = €, us(x) = e * als Fundamentalsystem.
Wir benétigen aber ein Fundamentalsystem vy, vo mit v1(0) = 0 und vy(1) = 0.
Dieses kénnen wir erraten oder wie in (20.9) errechnen:

(%1 N R1U2 —R1U1 uyy\ 1 —1 e’
ve)  \Rous —Roui) \uy) \e ' —e') \e®
_ et —e " _ 5 sinh x
- o \emt—e"") " T \sinh(z —1))"

Wir rechnen weiter mit

vi(z) =sinhz und wvy(z) = sinh(z — 1).

Dann ist
B sinhz sinh(x — 1)
W(z) = det (coshx cosh(z — 1))
= sinhz cosh(z — 1) — sinh(z — 1) coshz = sinh 1
und daher

simhasinh(t=1) = g 0 < g <t < 1
sinh 1 - =

G(x,t) =

sinh ¢ sinh(x—1) .
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Fiir die Losung v des RWP erhalten wir

u(z) = /01 G(z,t)g(t)dt = 3/01G(3:,t) -tdt

* ginh 1 . h
_ 3/0 Smhi sinh(z — 1)tdt+3/ S%nhgl“" sinh(t — 1)t dt

sin L Sin
sinh(z — 1) [* . sinhz [1 |
= 33— tsinhtdt + 3 tsinh(t — 1) dt
sinh 1 /0 R e /x sinh(t —1)

_ 3 sinh
— “\simn1
(die Ausfithrung der partiellen Integration ist Hausaufgabe). Schlieflich ist

sinh «
sinh 1

y(e) = u(@) +y"(z) =3 — 2z

die Losung des Ausgangs-RWP. |

20.3 Die Wellengleichung

Eine Quelle fiir RWP und fiir Eigenwertaufgaben sind Separationsansétze fiir
partielle Differentialgleichungen, von denen wir uns exemplarisch zwei ansehen.
Weitere Beispiele (Eulersche Knicklast, Poisson-Gleichung) finden Sie im Arbeits-
buch Teil 2.

Die partielle Differentialgleichung
Pu 0%

2 =% 32 mit einer Konstanten a > 0 (20.14)

fiir eine Funktion wu, die von der ,,Zeit* ¢ und dem ,,Ort“ x abhéngt, heifit eindi-
mensionale Wellengleichung. Zusammen mit den Randbedingungen

u(0,t) = u(m,t) =0 firallet (20.15)

beschreibt sie z.B. eine schwingende Saite, die an den Punkten 0 und 7 fest
eingespannt ist. Wir suchen Losungen von (20.14), (20.15) in der Form

u(z,t) = v(x)w(t) (20.16)

mit zu bestimmenden Funktionen v und w, die jeweils nur von einer der Verander-
lichen abhéngen. Ein solcher Ansatz heifit Separationsansatz. Wegen

0%u 9%u

5z = V(@w() wd —5 = v(@)i()
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erhalten wir aus (20.14) v(x)w(t) = a*v”(x)w(t) und somit

w(t) _ o v"(x)
=a .
w(t) v(@)
Links steht eine Funktion von ¢, und rechts eine von x. Die Gleichheit (20.17)

kann daher nur bestehen, wenn beide Seiten konstant sind, d.h. wenn es eine
Separationskonstante A € R mit

(20.17)

—2 = —¢’X und

bzw. mit
W(t) +a’ w(t) =0 und v"(x) + Av(x) =0

gibt. Nun kommen noch die RB ins Spiel. Sie lauten v(0)w(t) = v(m)w(t) = 0
fiir alle t. Schliefen wir den physikalisch uninteressanten Fall der ruhenden Saite
(mit w(t) = 0 fur alle ¢) aus, so erhalten wir v(0) = v(7) = 0. Die Funktion v
muss also das RWP

v+ X =0, v0)=uv(r)=0 (20.18)

16sen. Natiirlich ist v = 0 eine Losung; wir benotigen aber nichttriviale Losungen
von (20.18), um hieraus nichttriviale Losungen der Wellengleichung zu gewinnen.
Nichttriviale Losungen gibt es nicht fiir alle Werte des Parameters A. Gibt es
fiir ein A eine nichttriviale Losung von (20.18), so heifit A ein Eigenwert und die
Losung eine zugehorige Eigenfunktion von (20.18).

Wir suchen also nichttriviale Losungen von (20.18). Das charakteristische Poly-
nom z2 + X\ = 0 hat die Nullstellen J2 = ++/—\. Wir unterscheiden drei Félle:

Fall 1: A < 0. Dann haben wir zwei einfache reelle Nullstellen 1 o = £4/|\| des
charakteristischen Polynoms, und die Funktionen

v(x) = eVl 4 eVl
bilden die allgemeine Losung von v” + Av = 0. Um die RB zu erfiillen, muss

v(0) = a1+c=0

o(r) = VAT e VT =g
sein. Dieses Gleichungssystem hat wegen

det ; ; = e VT _ VAT £
emﬂ- e I)‘|7r

nur die triviale Losung ¢; = ¢o = 0. Also ist v(z) = 0 fiir alle x.
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Fall 2: A = 0. Dann ist 0 eine doppelte Nullstelle und
v(x) =1+ e

die allgemeine Losung von v” + Av = 0. Wie in Fall 1 erhélt man, dass nur die
Funktion v = 0 (mit ¢; = ¢o = 0) die RB erfiillt.

Fall 3: X\ > 0. Dann sind +iv/A die Nullstellen des charakteristischen Polynoms,
und die allgemeine Losung v von v” + Av = 0 ist

v(z) = ¢ cos(VAx) + ¢ sin(VAx).
Die RB lauten nun

U(O) = (1 = O,
v(r) = epsin(vVar) = 0.
Damit nichttriviale Losungen existieren, muss v/ A eine Nullstelle des Sinus sein.

Also ist VAr = nmw mit n € N bzw. A = n?. Die Quadratzahlen sind also die
Eigenwerte von (20.18), und die Funktionen

v () = esin(nx)

sind die zugehorigen Eigenfunktionen.
Nun miissen wir noch die Differentialgleichung () + a’*n?w(t) = 0 lésen. Die
allgemeine Losung dieser Gleichung ist

wy,(t) = ¢ cos(ant) + ¢ sin(ant),
so dass schliefllich jede der Funktionen
un(x,t) = sin(nz) (A, cos(ant) + B, sin(ant)), n €N (20.19)
eine Losung der Wellengleichung ist.

Insbesondere sehen wir, dass die Losung der Wellengleichung (20.14) durch die
Randbedingung (20.15) noch nicht eindeutig festgelegt ist. Vielmehr haben wir
fiir jedes n € N eine Losung u,, gefunden, und auch alle Linearkombinationen der
Funktionen (20.19) 16sen (20.14) mit (20.15). Die Eindeutigkeit der Losung kann
man erzwingen, wenn man zusétzlich zu den RB (20.15) noch Anfangsbedingungen

u(z,0) = g(z), %(m, 0) = h(x) (20.20)

auf [0, 7] mit geeigneten Funktionen g und h vorgibt.
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Man sucht dann eine Losung u der Wellengleichung (20.14) mit den RB (20.15)
in der Form einer unendlichen Reihe

u(z,t) = Z sin(nz) (A, cos(ant) + B, sin(ant))

n=1

und versucht, die Koeffizienten A, und B,, so zu bestimmen, dass die Anfangs-
bedingungen (20.20) erfiillt sind. In unserem Fall fithrt das auf

u(z,0) = ZA” sin(nx) = g(z)

und
a—u(x 0) = f:anB sin(nz) = h(x)
A B

Wir stoflen also auf das Problem, willkiirliche Funktionen g und i nach den FEi-
genfunktionen eines RWP zu entwickeln. Im vorliegenden Fall sind diese Eigen-
funktionen Sinusfunktionen. Zusténdig hierfiir ist die Theorie der Fourierreihen,
die wir in Abschnitt 12.4 kennen gelernt haben.

20.4 Die Wirmeleitgleichung

Die Gleichung

ou  ,0%u .

%= o2 mit a >0 (20.21)
heifit eindimensionale Wirmeleitgleichung. Sie beschreibt z.B. die Temperatur-
verteilung in einem Stab (vgl. Heuser, Gewohnliche Differentialgleichungen, S.

221-222). Wir betrachten sie zusammen mit den Randbedingungen

@
ox

mit einem Materialparameter 6 > 0 und mit der Anfangsbedingung

u(0,t) =0 und (0,t) + ou(l,t) =0 firt>0 (20.22)
u(z,0) = f(z) firzel0,/]. (20.23)

Zunachst betrachten wir das RWP (20.21) mit (20.22). Ein Separationsansatz
u(z,t) = v(x)w(t) fithrt wie in Abschnitt 20.3 auf das RWP

V" + =0, v0)=0, V) +{l)=0 (20.24)

fiir v und die Differentialgleichung  + a? w = 0 fiir w. Man kann sich wieder
davon iiberzeugen, dass das RWP (20.24) nur fiir A > 0 nichttriviale Losungen
besitzen kann. In diesem Fall ist wieder

v(z) = ¢ cos(VAz) + eosin(VA )
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mit ¢1, co € R die allgemeine Losung von v” + Av = 0. Um die RB zu befriedigen,
muss
(Y (O) = C1 = 0

und  v'(€) 4+ ov(l) = CQ(\/XCOS<\/X€) + (5sin(\/X€)) =0

sein. Damit wir ¢y # 0 wéhlen konnen, muss also

A
tan(VAL) = _\/T_ (20.25)
sein. Die direkte Losung dieser Gleichung scheitert. Man kann sich aber iiberle-
gen, dass sie unendlich viele positive Losungen \; < Ay < A3 < ... mit \, = o0

besitzt. Wihlen wir z.B. £ = § = 1 und setzen v/A = o, so haben wir statt (20.25)

die Gleichung tana = —a, deren Losungen sich graphisch veranschaulichen
lassen:
y A
s 3 51 Ve
2 VAL 2 VA 2 Vs 2
0 f f f f o
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Néherungsweise gilt Ay = 4, 11587, Ao = 24,13934, A3 = 63,65917. Wir erhalten
also wieder eine unendliche Folge von Eigenwerten A, mit zugehorigen Eigen-
funktionen v, (x) = sin(v/A,z). Die Bestimmung des zweiten Faktors w aus der
Differentialgleichung w + a?\,w = 0 ist nun einfach und liefert

wn<t) = Cne_a2)\nta
so dass schliellich jede der Funktionen

Un (2, ) = cosin(y/ Aaz)e @M neN,
das RWP (20.21), (20.22) lost.

Nun versuchen wir, auch die Anfangsbedingung (20.23) zu erfiillen. Dazu wihlen

wir als Ansatz
(oo}

u(z,t) = Z Cpsin(y/ Anz)e @Mt

n=1

und versuchen, die Koeffizienten ¢, so zu bestimmen, dass

u(z,0) = ch sin(y/ Anz) = f(z).

Wieder stehen wir vor dem Problem, eine Funktion f nach den Eigenfunktionen
eines RWP zu entwickeln. Diesmal hilft uns aber der Hinweis auf die klassischen
Fourierreihen nicht weiter. Man kann aber zeigen, das sich die Funktionen

en(2) :=sin(v/ Aux), n €N,

in vielerlei Hinsicht &hnlich verhalten wie die fiir die Fourierreihen wichtigen
Funktionen sin(nx). Z.B. gilt wieder eine Orthogonalitétsrelation

¢
/0 em(x)en(z)de =0 fir m #n.

Dies fiihrt uns bereits in die allgemeine Theorie der orthogonalen oder Fourierrei-
hen. Wer sich hiermit weiter beschéftigen mochte, dem werden die Vorlesungen
,Elementare partielle Differentialgleichungen* und ,, Funktionalanalysis und Inte-
gralgleichungen“ empfohlen.
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21 Komplexe Differentiation

Wir wenden uns nun der (komplexen) Funktionentheorie zu und beschéftigen uns
mit komplexwertigen Funktionen einer komplexen Verdnderlichen. Solche Funk-
tionen lassen sich ebenfalls differenzieren und integrieren. Man gewinnt dabei
iiberraschende Einsichten auch in die Eigenschaften reeller Funktionen. Die mo-
derne Funktionentheorie besticht sowohl durch ihre innere Schonheit und Eleganz
als auch durch ihre vielfdltigen Anwendungen, die von der Berechnung von Trag-
fliigelstromungen bis zum Beweis des Primzahlsatzes reichen.

21.1 Die komplexe Zahlenebene

Im Abschnitt 1.3 haben wir komplexe Zahlen eingefiihrt als Paare z = (z,y) € R?
reeller Zahlen, die man addieren

(s,t) + (x,y) = (s+z, t +y)

und multiplizieren
(s,8) - (z,y) = (sz — ty, tx + sy)

kann. Versehen mit diesen Operationen wird die Menge C der komplexen Zahlen
ein Korper. Ubliche Schreibweisen der komplexen Zahl z = (x,y) sind z = z + iy
mit ¢ = (0,1) (imaginére Einheit) sowie

z =r(cosp+isingp),
wobei 1 = |z| = /2?4 y? fiir den Betrag und ¢ = argz € [0,27) fiir das

Argument der Zahl z stehen.

y=Imz f----mmmmmmmmem z=(x,y) =z +iy

r = Rez

Z=(z,—y)=x—1y

Da man C mit der Ebene R? identifizieren kann und der Betrag |z| der komplexen
Zahl z = (z,y) nichts anderes als die Euklidsche Norm |[(x,y)|| = /2% + y?
ist, kann man die im zweiten Semester eingefiihrten Begriffe fiir Punktmengen,
Abbildungen usw. im R" problemlos auf C iibertragen. Wir erinnern an einige
dieser Begriffe.
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Fir r > 0 und zy € C heif3t
Ur(z0) ={2€C: |z — 2| <7}

die r- Umgebung von zj. Diese stellt eine Kreisscheibe vom Radius r und mit
Mittelpunkt zg ohne ihren Rand dar. Die Begriffe innerer Punkt, Haufungs-
punkt, Randpunkt sowie offene Menge, abgeschlossene Menge, kompakte
Menge, Rand und auch Inneres und AbschlieBung einer Menge definieren
wir wie in Abschnitt 13.1.

Eine stetige Abbildung v : [a, b] — C heifit ein Weg, und
I''={~(t)eC: telab]}

heiflit die zugehorige Kurve. Einen Weg in C kann man darstellen als
v(t) = x(t) + iy(t) mit reellwertigen Funktionen x,y : [a,b] — R. Der Weg
v heilit stetig differenzierbar, wenn x,y stetig differenzierbare Funktionen
sind. Wir wollen 7 glatt nennen, wenn zusétzlich noch z(¢)*+g(t)* # 0 (oder
(&(t),9(t)) # 0) fiir alle ¢ € [a, b] ist. Weitere Begriffe wie Anfangs- und
Endpunkt, geschlossene Wege, doppelpunktfreie Wege, Parametrisierungen
u.s.w. finden Sie in Abschnitt 14.1.

Eine Teilmenge M von C heifit wegzusammenhdngend, wenn zu je zwei
Punkten my,ms € M ein Weg v : [a,b] — C existiert, der z; mit z, verbin-
det und der ganz in M verlduft. Eine offene wegzusammenhéngende Menge
in C heifit ein Gebiet.

Eine Folge (z,)nen komplexer Zahlen heifit konvergent, wenn es ein z € C
mit |z — z,| — 0 gibt. Wir schreiben dann

limz, =2 oder gz, — 2z firn — oo.

Es gelten das Cauchykriterium und die Rechenregeln wie im Reellen.

Sei (zn)n>0 eine Folge komplexer Zahlen. Dann heifit die Folge (s,,)n>0 der
Partialsummen

n
Sp = E Zr=2Z20+2z1+...+ 2,
k=0

eine unendliche Reihe, die wir mit » .~ z, bezeichnen. Konvergiert die
Folge der Partialsummen gegen s € C, so schreiben wir s = 3 >°  z,, und
wir nennen die Reihe konvergent und s die Summe der Reihe. Die Reihe
> o o #n heiBt absolut konvergent, wenn die Reihe Y 7 |z, konvergiert.
Absolut konvergente Reihen sind konvergent. Zum Nachweis der absoluten
Konvergenz stehen die aus Abschnitt 2.4 bekannten Kriterien (Majoranten-
kriterium, Wurzelkriterium und Quotientenkriterium) zur Verfiigung.
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Das Cauchyprodukt der Reihen >~ a, und ) b, ist die Reihe >~ ¢,

mit
n
Cp = E arby_.
k=0

Diese Reihe konvergiert absolut, wenn die Ausgangsreihen absolut konver-
gieren.

Sei (a,)n>0 eine Folge komplexer Zahlen, und seien z,zy € C. Dann heifit

die komplexe Reihe
Z an(z — 29)"
n=0

eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt zg, und die Zahlen a,, heiflen die
Koeffizienten der Potenzreihe. Fiir jede Potenzreihe gibt es ein R € [0, 00)U
{o0}, den Konvergenzradius der Reihe, so dass die Reihe fiir |z — 29| < R
absolut konvergiert und fiir |z — 29| > R divergiert. Fiir Punkte z mit
|z — z0| = R a8t sich ohne weiteres keine Aussage treffen. Zu komplexen
Potenzreihen gehort also eine offene Kreisscheibe, auf der sie konvergieren.
Der Konvergenzradius berechnet sich aus

R = lim | an | oder R = (lim {/]a,]) ",

Ap+1

falls diese Grenzwerte existieren. Im allgemeinen Fall ist
R = (limsup {/ \an|)71.

Beispiel Fiir die Potenzreihe

:OO (2gi)n(z+i—1)” (21.1)

mit dem Entwicklungspunkt zp =1 — 1 ist a,, = (%)n und

W2 2—i 1
i Vil = Jim {17571 =151 = 75

Also ist die Reihe (21.1) fiir alle z € C mit |2 +4 — 1] < /5 absolut konvergent
und fiir alle 2 € C mit |z + 4 — 1| > /5 divergent. Fiir die Punkte z € C mit
|z +1i — 1| = /5 kénnen wir ohne weitere Untersuchung keine Aussage treffen. m
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21.2 Komplexe Funktionen

Eine komplexe Funktion f ist auf einer nichtleeren Teilmenge D von C definiert
und ordnet jedem Punkt z € D eine komplexe Zahl f(z) zu. Stellen wir z und
f(2) durch Real- und Imaginérteil in der Form

z=x+1y, f(z)=u+iv

dar, so konnen wir u und v als reellwertige Funktionen der zwei reellen Verdnder-
lichen z, y auffassen:

flz+iy) = u(z,y) +iv(z,y).

Die Funktion u und v heiflen der Real- und der Imagindrteil von f.
Beispiele Die Funktion f: C — C, z + 22 bildet 2 = x + iy auf
22 = (z+iy)? =2* —y* + 22y

ab. Also ist

u(z,y) =2 —y*, v(r,y) = 2zy.

Die Funktion f: C\{0} — C, z — % bildet z = z + iy auf

1 z z T —1y x .Y
_= — = — = = — 1
z 2z |z]P 2?4y a?+y? x? 4+ y?
ab. Also ist y
u(x = —— und ov(z = .
(z,y) e (2, y) e

Die graphische Veranschaulichung komplexer Funktionen ist schwieriger als die
reeller Funktionen, da der Graph eine Teilmenge von C x C = R* ist. Oft begniigt
man sich damit, eine Ebene fiir den Definitionsbereich und eine fiir den Werte-
bereich zu zeichnen und durch geeignete Markierungen zu verdeutlichen, welche
Punkte der einen Ebene durch die Funktion den Punkten der anderen Ebene
zugeordnet werden.

Grenzwerte und Stetigkeit komplexer Funktionen erklidren wir wie friiher.

Definition 21.1 Set D C C, f : D — C, und zy sei ein Hiufungspunkt von
D. Wenn fir jede Folge (z,)n>1 von Punkten in D\{zo} mit limz, = z, die
Folge (f(zn))m1 der Funktionswerte gegen ein- und dieselbe komplexe Zahl g
konvergiert, so heifit g der Grenzwert von f fiir z — z5. Man schreibt

lim f(z) =g oder f(z)—g firz— z.

Z—r20

Ist zg € D und gilt lim,_,,, f(z) = f(z0), so heifit f stetig an der Stelle z.
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Fiir den Umgang mit Grenzwerten komplexer Funktionen gelten die gleichen Re-
geln wie im Reellen (Abschnitt 3.1). Auch sind Summe, Produkt und Verkettung
stetiger Funktionen wieder stetig. Der Quotient zweier stetiger Funktionen ist in
allen Punkten stetig, wo er definiert ist, d.h. wo die Nennerfunktion ungleich 0
ist.

Eine wichtige Klasse stetiger Funktionen wird durch Potenzreihen beschrieben.

Satz 21.2 Sei) > a,(z—z)" eine komplexe Potenzreihe mit Konvergenzradius
R > 0. Dann ist die durch f(z) =" an(z —20)" definierte Funktion stetig auf
der offenen Kreisscheibe

{z€C: |z — 2| < R}.
Wir sehen uns einige weitere Beispiele komplexer Funktionen an.

Die Funktionen C — C, z — 2z 4 ¢ mit ¢ € C heiflen Translationen, da sie eine
Verschiebung (Translation) der komplexen Ebene um ¢ bewirken. Translationen
sind stetig und bijektiv.

Die Funktionen C — C, z — az mit a € C\{0} heilen Drehstreckungen. Ist
néimlich a = re’®, so hat der Bildpunkt von z den Betrag r|z| (Streckung um den
Faktor r > 0) und das Argument ¢ + arg z (Drehung um den Winkel ¢). Auch
Drehstreckungen sind stetig und bijektiv.

Eine Funktion der Gestalt f(z) = a,2"+ ...+ a1z + ag heifit Polynom. Polynome
sind stetig auf C. Quotienten zweier Polynome f, g mit g # 0 heiflen rationale
Funktionen. Diese sind iiberall dort definiert und stetig, wo das Nennerpolynom
g keine Nullstelle hat.

Austiihrlicher sehen wir uns die Exponentialfunktion an. Wir definieren sie im

Komplexen durch

o0 n

e =expz = Z Z—' : (21.2)
n!

n=0
Die absolute Konvergenz dieser Reihe auf ganz C haben wir bereits in Abschnitt
2.4 festgestellt. Nach Satz 21.2 ist die Exponentialfunktion auf ganz C stetig. Fiir
z=ux € Rist e = %, d.h. wir erhalten die in 3.2 eingefiihrte reelle Exponenti-
alfunktion. Fiir z = iy mit y € R wird wegen

1 firn=0,4,8,1216,...
i firn=1,591317,...
~1 fiirn=2,6,10,14,18,...
—i  firn=3,7,11,15,19,...
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und

o0 n 2 4 3 5
) Y ) ‘ Y )
L p— nJ_ 2 Z — Z Z
‘ Z;Z T TR ‘H(y 31 "5 )
also '
e = cosy +isiny. (21.3)

In Abschnitt 1.3 haben wir diese Schreibweise rein formal eingefithrt. Wie im
Reellen kann man nachrechnen, dass

eIt = e*e”  fiir 21, 29 € C. (21.4)

Damit ergibt sich fiir z =z + 1y

ef =" = e%e" = ¢"(cosy + isiny).

Real- bzw. Imaginérteil der komplexen Exponentialfunktion sind also gegeben
durch
u(z,y) =€e"cosy und wv(x,y) = e’siny.

Damit ist auch eine weitere Eigenschaft der komplexen Exponentialfunktion klar:
Sie ist 2mi—periodisch, d.h.

e? = 2™ fiir alle 2z € C.

Die Exponentialfunktion im Komplexen ist also nicht injektiv. Sie wird injektiv,
wenn wir sie (z.B.) nur auf dem Streifen

S:={2€C: —n<Imz <7}

betrachten. Die Bildmenge der komplexen Exponentialfunktion ist C\{0} (der
Punkt 0 wird wegen e* - e7# = ¢ = 1 nicht angenommen). Jeder Funktionswert
wird dabei wegen der Periodizitdt unendlich oft angenommen. Die Einschrankung

exp : S — C\{0}
der Exponentialfunktion ist eine Bijektion. Thre Umkehrabbildung
Ln:C\{0} —» S

heiflit komplexe Logarithmusfunktion (genauer: der Hauptwert des komplexen Lo-
garithmus). Thre Funktionswerte kann man einfach iiber die Polarkoordinaten-
darstellung berechnen: Ist z = re’® mit r > 0 und —7 < ¢ < 7, so ist

Lnz = Ln(re) = Inr + ip

mit der reellen Logarithmusfunktion In. Die komplexe Logarithmusfunktion ist
unstetig in allen Punkten der negativen Halbachse. Es gilt ndmlich fiir jedes r > 0
und fiir n — oo

re'Cmn) o —p und relw) =
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aber }
Ln(rei(_’ﬂrﬁ)) —Inr —m¢ und Ln(rei(”_%)) — Inr + m.

Nur der zweite Grenzwert ist der Funktionswert an der Stelle —r. In allen iibrigen
Punkten der Definitionsmenge, also in der entlang der negativen Achse geschlitz-
ten komplexen Ebene C\(—o0, 0], ist die komplexe Logarithmusfunktion stetig.

Die komplexen trigonometrischen Funktionen werden durch die auf ganz C kon-
vergenten Potenzreihen

& 22n+1 & ZQn
sin z := Z(—l) @1 und cosz = Z(—l) o)
n=0 n=0
definiert. Man rechnet leicht nach, dass
€' = cosz +isinz (21.5)
und . ‘ ‘ .
) 612 _ e*ZZ ) 612 + 6712
sinz = ———— sowie cosz=————
2 2

fiir alle z € C gilt. Trigonometrische Funktionen und Exponentialfunktionen
sind also eng miteinander verwandt. Aus (21.4) und (21.5) folgen auch leicht die
iiblichen Additionstheoreme fiir die Sinus- und Kosinusfunktion. SchliefSlich ist
firz,y e R

sin(x 4 iy) = sinx coshy + i cos x sinh y

(Nachrechnen!), so dass der Real- und der Imaginérteil der komplexen Sinusfunk-
tion gleich
u(z,y) =sinzcoshy, wv(x,y)=coszsinhy

sind.
Analog ist
cos(x + iy) = cosx coshy — isin x sinh y.

Sinus- und Kosinusfunktion sind auf ganz C stetig. Schliefllich erkldren wir die
komplexen Hyperbelfunktionen durch

. eF —e”? e +e*
sinh z ;= — und coshz := —

Beide Funktionen sind auf C stetig.
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21.3 Differentiation im Komplexen

Die folgende Definition ist der Definition der Differenzierbarkeit im Reellen nach-
gebildet. Wie wir aber bald sehen werden, ist die komplexe Differenzierbarkeit
eine wesentlich stiarkere Eigenschaft als die reelle Differenzierbarkeit mit z.T. ver-
bliiffenden Konsequenzen.

Definition 21.3 Sei D C C, f: D — C und zy ein innerer Punkt von D. Wenn

der Grenzwert
o )~ ()

(21.6)
220 Z— 2

existiert, so heifit f an der Stelle zy komplex differenzierbar, und der Grenzwert
(21.6) heifit die Ableitung von f an der Stelle zy und wird mit f'(z) bezeichnet.
Ist D offen und f in jedem Punkt von D differenzierbar, so heif$t f holomorph

auf D.

Statt holomorph sind auch die Bezeichnungen reguldr und analytisch gebréiuch-
lich. Fiir holomorphe Funktionen gelten die aus dem Reellen bekannten Regeln
iiber die Differenzierbarkeit von Summen, Differenzen, Produkten und Quotien-
ten (vgl. Abschnitt 4.2) ebenso unverdndert weiter wie die Kettenregel.

Beispiele Seien a, b € C. Die lineare Funktion f(z) = az+0 ist auf C holomorph,
und es ist fiir zp € C

o SE) = fG) (a4 )~ (020 + D)

Z—20 z — ZO Z—r20 z — ZO

Ebenso leicht sieht man, dass alle Polynome f(z) = a,2"+...+ a1z +ag auf ganz
C holomorph sind und dass wie gewohnt gilt

f(2) =na,z" '+ ...+ 2a2 +ay.

Dagegen ist die Funktion f(z) = Z in keinem Punkt zy € C komplex differen-
zierbar. Es ist namlich sowohl zy + % — zp als auch 29 + = — 2o fiir n — oo,
jedoch

1 —-_— 7 —-_— 1
Zo+——20 Zo+——20 —=
—_—n =1 und —2F—=-""=-1.

Zo—F%—ZO

3= =

Z
n

2o+ % — 20

]

Der folgende Satz garantiert die komplexe Differenzierbarkeit vieler wichtiger
Funktionen.

Satz 21.4 Die komplexe Potenzreihe - a,(z — 29)" habe den Konvergenzra-
dius R > 0. Dann ist die durch f(z) =" a,(z — z)" definierte Funktion auf
der offenen Kreisscheibe {z € C : |z — 2| < R} holomorph, und ihre Ableitung
ist gleich

()= Znan(z —z)" L
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Diese ,abgeleitete” Potenzreihe hat wieder den Konvergenzradius R.

Man darf Potenzreihen also gliedweise komplex differenzieren. Satz 21.4 liefert
die Holomorphie der komplexen Exponential-, Sinus- und Kosinusfunktion auf
ganz C. Dabei ist

(expz) = (1—1—%%—;—?4—;—?—1—...)’ = 1—1—2%—1—3’;—?4—... = expz,
. z 23 29 27 22 24
(sinz) = (§-5+5-5+...) = 1-35+55—... = cosz
und analog (cosz) = —sinz. Auch die Hyperbelfunktionen sind auf C holo-

morph, und es ist
(sinhz) = coshz sowie (coshz) = sinhz.

Sei wieder z = z + 1y und f(z) = f(z +iy) = u(x,y) + w(x,y). Wir stellen nun
einen Zusammenhang her zwischen der komplexen Differenzierbarkeit von f in
20 = oo + 1Yo und der (reellen) Differenzierbarkeit von u und v in (xg, o).

Satz 21.5 Sei D C C offen und f: D — C.

(a) Ist f in zg = xo+iye € D komplez differenzierbar, so sind u und v in (zo,yo)
partiell differenzierbar, und es ist

Um(%a ?/0) - Uy(x()ay())v Uy(ifo»yo) = _Um(xm 3/0) (217)

(b) Sind u und v auf D stetig partiell differenzierbar und gelten dort die Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen

Uy = Uy, Uy = —Vy, (21.8)
so ist f auf D holomorph, und in jedem Punkt zy = xo + iy € D gilt
F'(20) = ua(z0, Yo) + (20, yo) = —i(uy(2o, o) + ivy (2o, 10)). (21.9)

Beweis von Aussage (a) Sei f in zp € D komplex differenzierbar, d.h. der

Grenzwert oot h) — f(z0)
fm =

soll existieren. Lassen wir h entlang der reellen Achse gegen 0 streben, d.h. wéhlen
wir h =t € R\{0}, so folgt

f(z0+1) = f(20)

/ - .

fz0) = lim t
~ lim u(wo +t,y0) + w(xo + t,y0) — (u(wo, yo) + iv(zo, yo))
50 t
~ lim u(zo +t,90) — u(o, Yo) Iy v(zo + ¢, y0) — v(To, o)
150 t t
~ lim u(xo +t,90) — u(xo, Yo) 4 ilim v(zo +t,y0) — v(Z0, o)

t—0 t t—0 t

= Ug(0,Y0) + 102(0, Y0)
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(man beachte, dass eine Folge in C genau dann konvergiert, wenn die Folgen
ihrer Real- und Imaginérteile in R konvergieren). Lassen wir dagegen h entlang
der imaginéren Achse gegen 0 streben, d.h. wihlen wir h = it mit ¢ € R\{0}, so
folgt analog

_ fzo+it) — f(z0)
/ —
flz0) = lim it
~ lim w(xo, yo + t) + (w0, yo + t) — (u(zo, yo) + iv(wo, yo))
o t—0 it
_ llim (U(ifo, Yo + ti — u(Z0, o) ny v(zo, Yo + 751 — (o, yo))

7 t—0

1 . .
= ;(%(370, Yo) + Wy(mo,yo)) = vy (0, Yo) — Uy (0, Yo).

Ein Vergleich von Real- und Imaginérteil in den beiden erhaltenen Ausdriicken
fir f/(zo) liefert (21.7). m

Beispiel 1 Die Funktion f(z) = |z|> hat den Realteil u(z,y) = 2% + y* und den
Imaginérteil v(x,y) = 0. Beide Funktionen sind auf R? stetig partiell differenzier-
bar mit den Ableitungen

ug(z,y) =2z, wuy(r,y) =2y, v(r,y) =0 und v,(z,y)=0.

Komplexe Differenzierbarkeit von f kann daher hochstens im Punkt 2y = 0 vor-
liegen, da nur dort die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfiillt sind.
Wegen )
FE =10 1P =
z z z
ist in diesem Punkt f tatséchlich komplex differenzierbar, und f’(0) = 0. Ebenso
einfach zeigt man, dass die Funktionen z +— Re z, 2 — Im z und z — Z nirgendwo

komplex differenzierbar sind.

Beispiel 2 Wir betrachten die komplexe Logarithmusfunktion Ln : C\{0} —
S={2€C: -1 < Imz < w}, die den Punkt z = re*” mit r > 0 und
—m < @ < 7 in Inr + ip iiberfithrt. Real- und Imaginéarteil dieser Funktion sind
fir > 0

1
u(z,y) =Iny/x? +y? = 5 In(z? +%?) und wv(x,y) = arctan %

Diese Funktionen haben fiir > 0 die partiellen Ableitungen

( ) 1 2z T q ( ) Y
Uy x, = 3 - un Uy\ T, = ——Q
Vo2 vy 24y Y e
sowie
1 Y —vy T
Up(x,y) = ——(— =)= —"— und v,(z,y) = ———.
=17 (%)2( 2 =Ty o) =
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Nach Satz 21.5 (b) ist die komplexe Logarithmusfunktion holomorph in der rech-
ten Halbebene {z € C: Rez = x > 0}, und ihre Ableitung ist dort
T — 1y z

La'(z) = wlo,y) Hive(e,y) = 55 =

1
>

Mit mehr Aufwand kann man zeigen, dass die Funktion Ln sogar in der geschlitz-
ten Ebene C\(—o0, 0] holomorph ist und dass ihre Ableitung gleich Ln'(z) =
ist.

| ISE

Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen liefern eine sehr einschranken-
de Bedingung dafiir, wann eine (reell) differenzierbare Funktion u der Realteil
einer holomorphen Funktion ist.

Satz 21.6 Sei D offen und f = u+ 1w : D — C in D holomorph. Sind die
Funktionen u und v zweimal stetig partiell differenzierbar auf D, so gilt

Upy + Uy =0 und vy + vy, = 0. (21.10)

Beweis Aus der Holomorphie von f folgt u, = v, und u, = —v,. Erneutes
Ableiten ergibt u,, = Uy, Usy = Vyy, Uye = —Vzp und uy, = —v,,. Daher ist
Upg + Uyy = Vyy — Vgy SOWIC Ugy + Vyy = —Uyy + Uyy. Nach dem Satz von Schwarz
(Satz 13.11) ist aber vy, = vy, und uyy, = u,,, so dass (21.10) unmittelbar folgt.

|

Wir werden spéter sehen, dass die geforderten Differenzierbarkeitseigenschaften
von u und v iiberfliissig sind, da sie bereits aus der Holomorphie von f folgen.
Mit Hilfe des Laplaceoperators A := 88—; + 83—;2 konnen wir (21.10) auch schreiben
als

Au=0 und Av=0.

Die Gleichung Au = 0 heifit Laplacesche Differentialgleichung oder Potentialglei-
chung, und ihre Losungen heiflen harmonische Funktionen.

Folgerung 21.7 Real- und Imagindrteil einer holomorphen Funktion sind har-
momnische Funktionen.

21.4 Konforme Abbildungen

Sei D C C offen, f: D — C holomorph und zy € D sei ein Punkt mit f'(zy) # 0.
Wir betrachten einen glatten Weg 7 : [a,b] — D, der durch z, verlduft. Sei etwa
2o = Y(to) mit einem ty € (a,b). Dann schliefit die Tangente an v im Punkt =z,
mit der positiven reellen Achse den Winkel ¢ = arg4(to) ein (fiir v = (71, 72) ist
4 = (%1,%2) der Tangentialvektor). Durch f wird der Weg « in den Weg

5 ]a,b] = C, te F(y(D)
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iiberfithrt. Er fiihrt durch den Punkt wy = f(z0) = f(v(to)) = F(to). Der Weg
7 ist ebenfalls glatt. Die Tangente an 4 im Punkt wg schliefit mit der positiven
reellen Achse den Winkel

- d :
argY(to) = arg —f((1)) li=io= arg (f' (7(t0)) - 4(to))
= arg f'(z0) +¢
ein (bis auf ganzzahlige Vielfache von 27). Durch die Abbildung f wird also der
Weg ~ lokal (nahe bei z5) um den Winkel arg f’(zy) gedreht. Dies gilt fiir alle
glatten Wege durch zy. All diese Wege werden lokal um den gleichen Winkel
arg f'(zo) gedreht. Schneiden sich also zwei glatte Wege 71,72 in 2o, so bleibt ihr

Schnittwinkel nach Uberfithrung in die Wege 41 = fo~; und 45 = f o, erhalten.
Diese Eigenschaft heifit Winkeltreue der Abbildung f im Punkt z,.

Y2 M

7 7

wo
a!

Wir betrachten nun eine Folge (z,),>1 mit z, — 2, die in D liegt. Dann
konvergiert die Folge der Bildpunkte w, := f(z,) gegen wy := f(z0). Die
Absténde |z, — zo| und |w,, — wo| konvergieren also gegen 0, und die Quotienten
|w,, — wo|/|zn — 20| kann man als Verzerrungsfaktoren fiir die Abbildung f in der
Néhe von zp betrachten. Wegen

sind diese Verzerrungsfaktoren fiir grofie n (d.h. wenn z, nahe bei zy liegt) nihe-
rungsweise gleich |f/(2o)| und damit unabhéngig von der speziell gewihlten Folge
(zn). Die Verzerrung durch die Abbildung f ist also unabhéingig von der Rich-
tung. Man sagt daher, dass f lokal (nahe bei zy) mafstabstreu ist. Eine in z, lokal
mafstabstreue und winkeltreue Abbildung heifit konform in z.

Satz 21.8 Seir D C C offen und f : D — C holomorph. Dann vermittelt f in
jedem Punkt zy € D mit f'(z) # 0 eine konforme Abbildung.

Wie die komplexe Exponentialfunktion zeigt, kann man durch konforme Abbil-
dungen z.B. Rechtecke auf Kreissegmente oder Streifen auf die geschlitzte kom-
plexe Ebene abbilden. Es ist erstaunlich, dass es mit geeigneten konformen Abbil-
dungen gelingt, sehr unregelméflige Gebiete auf einfache Gebiete (wie eine offene
Kreisscheibe) abzubilden.

Zn — 20
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Definition 21.9 FEin Gebiet D C C heifit einfach zusammenhéngend, wenn mit
jeder ganz in D verlaufenden geschlossenen doppelpunktfreien Kurve auch deren
Innengebiet zu D gehort.

Beispielsweise ist ein offener Kreisring zwar wegzusammenhéngend, aber nicht
einfach zusammenhéngend. Anschaulich bedeutet der einfache Zusammenhang
eines Gebietes, dass dieses keine Locher hat. Die in der Definition 21.9 benutzte
Tatsache, dass jede geschlossene und doppelpunktfreie Kurve die Ebene in zwei
Teile (das AuBere und das Innere der Kurve) zerlegt, scheint auch anschaulich
klar zu sein. Der Beweis dieser Tatsache ist aber ziemlich schwierig (Jordan-
scher Kurvensatz). Auch der Beweis des folgenden bemerkenswerten Satzes ist zu
schwierig, um ihn hier andeuten zu konnen.

Satz 21.10 (Riemannscher Abbildungssatz) Seien M und M' einfach zu-
sammenhdngende Gebiete, die beide echte Teilmengen von C sind. Dann gibt es
eine bijektive konforme Abbildung von M auf M’.

Wir vermerken in diesem Zusammenhang lediglich eine weitere Eigenschaft ho-
lomorpher Funktionen, ihre lokale Umkehrbarkeit.

Satz 21.11 Sei D offen, f : D — C holomorph, zo € D und f'(z9) # 0. Dann

st f in einer Umgebung von zy injektiv.

Zur Mlustration des Riemannschen Abbildungssatzes betrachten wir eine Familie
besonders einfacher holomorpher Funktionen.

Definition 21.12 Seien a,b,c,d komplere Zahlen mit ad — bc # 0. Dann heifst
die fiir alle z € C mit cz +d # 0 durch

az+b

o) = — (21.11)

definierte Funktion gebrochen linear (oder eine Mobiustransformation ).

Gilt cz+d =0, soist f(z) in (21.11) nicht definiert. In diesem Fall legen wir fest,
dass f(z) = oco. Andererseits definieren wir f(oco) = a/c falls ¢ # 0 und f(o0) =
oo falls ¢ = 0. Durch diese Ergidnzungen des Definitions- und Wertebereichs von f
wird die komplexe Ebene C um einen Punkt oo erweitert, den wir den unendlich

fernen Punkt nennen. Wir verwenden fiir die erweiterte komplexe Ebene CU{oo}
das Symbol C.

Eine gebrochen lineare Funktion vermittelt eine bijektive Abbildung von C auf
C. Zu gegebenem w hat namlich die Gleichung

az+b_
cz+d

w
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die eindeutige Losung

dw —b

—Ccw +a
mit da — (—b)(—c) = ad — be # 0. Man rechnet auch leicht nach (HA), dass
die Hintereinanderausfithrung zweier gebrochen linearer Abbildungen wieder eine
gebrochen lineare Abbildung ergibt.

z =

Die einfachsten gebrochen linearen Abbildungen sind

z—=z+c mitceC (Translation),
Z > az mit a € C\{0} (Drehstreckung) und
2 27t (Inversion).

Wie die Identitaten
az + b —e=be ez +d) T 4+ ¢ fallsc#£0
cz+d %z+§ falls c = 0

zeigen, kann man jede gebrochen lineare Abbildung als Hintereinanderausfithrung
der drei genannten einfachsten gebrochen linearen Abbildungen realisieren.

Formal wird eine gebrochen lineare Abbildung durch vier Parameter (a,b,c, d)
beschrieben. Da man im Bruch %IZ aber beliebig kiirzen oder erweitern kann ohne
etwas an der Funktion z +— % zu dndern, kann man z.B. zusétzlich fordern,
dass ad — bc = 1. Deshalb ist die Angabe der Bilder dreier verschiedener Punkte

zur Festlegung einer gebrochen linearen Funktion ausreichend.

Satz 21.13 Seien 21, 2,23 drei paarweise verschiedene Punkte aus C und
wy, we, w3 drei weitere paarweise verschiedene Punkte aus C. Dann gibt es ge-
nau eine gebrochen lineare Funktion f : z — %jfs mit f(zx) = wy firk=1,2,3.
Man erhdlt sie durch Aufiésen der Gleichung

f(z) —wy jws —wy _z—21/23—21

f(z) —wo! w3 —wy z— 2z

(21.12)

23 — 29
nach f(z).

Den Quotienten auf der rechten Seite von (21.12) nennt man das Doppelverhdltnis
von z, 21, 2, 23. Ist etwa wy, = oo, so sind in (21.12) der Zahler und der Nenner,
in denen wy, vorkommt, durch 1 zu ersetzen. Entsprechend ist zu verfahren, wenn
eines der z; gleich oo ist.

Durch drei verschiedene Punkte der Ebene, die nicht auf einer Geraden liegen,
geht genau ein Kreis (der Umkreis des entsprechenden Dreiecks). Liegen die drei
Punkte dagegen auf einer Geraden, so verlduft genau eine Gerade durch diese
Punkte. Wir interpretieren nun Geraden als Kreise durch den unendliche fernen
Punkt. Dann ist durch drei verschiedene Punkte der erweiterten Zahlenebene
immer genau ein Kreis bestimmt.
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Satz 21.14 Seien zi, 22, 23 und wi, wy, w3 jeweils drei paarweise verschiedene
Punkte aus C und f sei eine gebrochen lineare Abbildung mit f(z,) = wy fiir
k=1,2,3. Dann bildet f den Kreis durch zy, z9, z3 auf den Kreis durch wy, ws, ws
ab. Durchliuft man den ersten Kreis von zy tiber zo nach z3 und bezeichnet man
mit Dy das Teilgebiet von C, das dabei zur Linken liegt, so wird D; durch f auf
das Teilgebiet von C abgebildet, das beim Durchlaufen des Bildkreises von wy tiber
we nach ws zur Linken liegt. Entsprechendes gilt fir die zur Rechten liegenden
Teilgebiete.

Eine Abbildung, die Kreise in Kreise iiberfiihrt, heiit auch kreistreu. Neben den
gebrochen linearen Abbildungen haben nur noch die Abbildungen

az +b
cz+d
diese Eigenschaft (Satz von Caratheodory).

zZ2

z3

Beispiel 3 Wir suchen die gebrochen lineare Funktion, die die Punkte z; =
1,20 = 1 und z3 = —2 auf w; = 0,wy = 3 und w3 = ¢ abbildet. Nach Satz 21.13
ist

f(2) =0 /i—0 z—i /—2—1

f(z)=3/i-3 =z-1/ —2—-1"
Umstellen nach f(z) ergibt

f(z) =

9z — O
(4—Ti)z—1+4i

Dabei wird das AuBere des Kreises durch zy, 2o, z3 auf das Innere des Kreises
durch wy, wsy, w3 abgebildet.

Beispiel 4 Wir suchen eine gebrochen lineare Abbildung, die die reelle Achse auf
die Einheitskreislinie abbildet und dabei die obere Halbebene {z € C: Im z > 0}
auf das Innere des Einheitskreises {z € C : |z| < 1} abbildet. Dazu wéhlen wir
z.B.

f(0)y=-=1, f(1)=—i, f(o0)=1. (21.13)



f(e0)
0 i
f()

Wir bestimmen f wieder mit Satz 21.13 oder aus dem Ansatz f(z) = Zjis
Einsetzen der Bedingungen (21.13) liefert

b

L O

d c+d
Also ist b = —d und a = c. Eingesetzt in die zweite Gleichung erhélt man
ﬁ = —i, woraus d = ia folgt. Also ist

az — 1a zZ—1

f(z) = =

az +ia 241

Man kann zeigen, dass jede gebrochen lineare Abbildung, die die reelle Achse
auf die Einheitskreislinie abbildet und die obere Halbebene in das Innere des
Einheitskreises iiberfiihrt, von folgender Gestalt ist:

f(z)= = P it ¢ € Rund Imp > 0.

Z=p
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22 Cauchyscher Integralsatz und Cauchysche Integralfor-
mel

22.1 Komplexe Wegintegrale

Wir sehen uns nun die Integration im Komplexen an. Komplexe Wegintegrale
definieren wir #hnlich wie Wegintegrale im R2.

Definition 22.1 Sei D C C, f : D — C sei eine stetige Funktion, und ~ :
la,b] — C sei ein stetig differenzierbarer Weg, der ganz in D wverlduft. Dann
heif$t das Integral

b
/ F((0) A(t) dt (22.1)

das Wegintegral von f lings des Weges ~v. Wir bezeichnen dieses Integral mit

In (22.1) hat man iiber eine komplexwertige Funktion g(t) := f(v(¢))3(t) auf
einem Intervall [a, b] zu integrieren. Diese Integration erkldren wir wie folgt:

[ stoar = [[weaoi+i [[amao

Setzt sich ein Weg ~ aus stetig differenzierbaren Wegen 7, . . . , ¥, zusammen und
ist f stetig, so definieren wir

Lf(z)dz = A f(z)dz+...+[ynf(z)dz.

Einige Eigenschaften komplexer Wegintegrale

a) fﬁ{ f(2)dz hangt nur von der Kurve I' := {~(t) € C : t € [a,b]} und deren
Orientierung ab, nicht von der Parametrisierung. Genauer: Sind ~; : [a, b] —
Cund v, : [¢,d] — C zwei stetig differenzierbare und doppelpunktfreie Wege,
die die gleiche orientierte Kurve I' erzeugen, so ist

/m F(2)dz = A F(2)dz.

Diesen gemeinsamen Wert nennt man Kurvenintegral von f iiber I'; und wir

schreiben fiir ihn [, f(z)dz.
b) [y(f(z)+g(z))dz:[yf(z)dz—i—[yg(z)dz.
c) /71@72 f(z)dz = /71 f(z)dz + /72 f(2)dz  (Summe von Wegen).
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d) / f(z)dz = —/f(z)dz (entgegengesetzter Weg).

o) | [ )] < L) max )]

f)  Seien D, D offen, g : D — D holomorphe Funktion, 4 : la,b] — D stetig
differenzierbarer Weg, v := g o4 und f stetig auf D. Dann ist

/7 f(2)dz = / F(9(0)g'(C)dc.

g) Sei v ein stiickweise differenzierbarer Weg mit zugehoriger Kurve I', und f,
seien stetige Funktionen auf I', die gleichméfig gegen eine Funktion f auf I'
konvergieren. Dann ist f stetig und

lim fn(z)dz:/f(z)dz.

n—00
Y

Es folgen noch zwei weitere Berechnungsmaglichkeiten fiir komplexe Wegintegra-
le.

h) Seien f = u+iv : D — C stetig und v = = + iy : [a,b] — D ein stetig
differenzierbarer Weg. Dann ist

Af(z)dz _ /ab (u(x(t),y(t))j:(t)—v(x(t),y(t))y'(t)>dt
+4A%Wﬂmwﬂﬁ@+u@@w@mmgm.

Schreibt man némlich die beiden Integrale auf der rechten Seite unter ein
Integralzeichen, so erhélt man den Integranden

Fly@)at) +if (v()it) = f(v() ().

i) Sei D C C offen. Eine holomorphe Funktion F': D — C heiit Stammfunktion
von f: D — C, wenn F'(z) = f(z) fir alle z € D. Besitzt f : D — C
auf D eine Stammfunktion F' und ist v : [a,b] — C ein stiickweise stetig
differenzierbarer Weg, der ganz in D verlauft, so ist

/ﬂdwzFb@D—me»

Beweis

/&wm::/fm@w@ﬁ:/F%mwww



wobei wir die Kettenregel und den Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung benutzt haben. |

Wir berechnen nun einige der fiir die Funktionentheorie wichtigsten Integrale.

Beispiel 1 Sei B die Kreisscheibe mit Mittelpunkt ¢ € C und Radius r > 0.
Der Rand 0B von B ist die geschlossene Kurve {z € C : |z —¢| = r}. Wir
vereinbaren, geschlossene Kurven immer im Gegenuhrzeigersinn zu orientieren,
sofern nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird. Mit dieser Vereinbarung ist

/ (z —c)"dz = {0 falls n € Z\{—1}

2mi  fallsn = —1.

Der Fall n # —1 ist einfach, da die Funktion F(z) = (Z;L?ZH eine Stammfunktion

fir f(z) = (2 — ¢)” auf C\{c} ist und da die Kurve 0B in diesem Gebiet liegt.
Die Kreislinie 0B wird beispielsweise parametrisiert durch
v 1 [0,27] = ¢+ re'.

Also ist fiir n # —1 nach Eigenschaft (i)

/83(2 —¢)"dz = F(y(2m)) — F(7(0)) = F(c+r) — F(c+7) = 0.

Fiir n = —1 rechnen wir mit der Definition (22.1)

1 27 1 27 1 27
/ dz = / v (t)dt = / —_ Z'r’e”dt = z/ dt = 2mi. [
oBp < —C 0 7(75) —C o ret 0

Beispiel 2 Sei wieder B = {z € C: |z —¢| < r}. Dann ist

1 1 d{z{l wenn |z —c¢| <r

2711 Jop ¢ — 2 0 wenn |z —c¢|>r.

Ein Vorgehen wie in Beispiel 1 ist wenig aussichtsreich. Durch einen Trick redu-
zieren wir das Problem auf den Fall z = ¢, den wir in Beispiel 1 betrachtet haben.

Sei zunéichst |z — ¢[ < 7. Wir setzen w := = mit ¢ € 9B und erhalten wegen
w| = =9 <1
1 1 1
(-2 (—c—(z—¢) (—cl—w —czw

(geometrische Reihe). Wegen |w| < 1 ist Y |w|" eine absolut konvergente

Majorante fiir
Z <Z — C) Z w"

n=0
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Diese Reihe konvergiert daher gleichméflig auf 0B (Satz 12.5). Nach Eigenschaft
(g) (die natiirlich entsprechend auch fiir Reihen = Folgen von Partialsummen gilt)
ist fiir alle z mit |z —¢| <r

1 B e 1 z—c\" B > o d¢
/33C—Zd<_z/aBC_C<<_C> w=2 (=0 /ag<c—c>n+1’

n=0 n=0

und dies ist gleich 27 nach Beispiel 1. Fiir z mit |z — ¢| > r schreiben wir —1-

(—=z
als =L 37 (£=¢)" und erhalten analog

z—cC

o0

1 1 . B
/E)BC—ZdC:_Zm/aB@_C)dC—O. =

n=0

Beispiel 3 Die Funktion Ln ist auf der geschlitzten Ebene C\(—o0,0] eine
Stammfunktion fir f(z) = % Also gilt fiir jeden Weg ~ in C\(—o0, 0] mit An-
fangspunkt zo und Endpunkt z;

1
/—dz =Lnz — Ln z.
Y

z

Insbesondere ist fiir vy : [—7 +¢,m — ] — C, t — re’ mit r,e > 0, d.h. fiir einen
Kreis um 0 mit Radius r, der eine Liicke in der Ndhe der negativen reellen Achse
aufweist,

/édZZIHT—{—i(?T—é“) — (ln7“+i(—7r—|—€)) = i(2m — 2¢).

Fiir € N\, 0 erhélt man das Integral iiber dem Vollkreis

1
/ —dz = limi(2m — 2¢) = 27
|

z|=r z N0

in Ubereinstimmung mit Beispiel 1. |

22.2 Der Cauchysche Integralsatz
Wir lernen nun eines der zentralen Resultate der Funktionentheorie kennen.

Satz 22.2 (Cauchyscher Integralsatz) Sei G C C ein einfach zusam-
menhdngendes Gebiet, v ein in G verlaufender stiickweise stetig differenzierbarer
und geschlossener Weg, und f : G — C eine holomorphe Funktion. Dann ist

/7 £(=)dz = 0.

Wegen der Bedeutung dieses Satzes wollen wir uns seinen Beweis in einer einfa-
chen Situation ansehen. Wichtigstes Hilfsmittel fiir den Beweis ist
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Lemma 22.3 (Integrallemma von Goursat) Sei D C C offen und f holo-
morph auf D. Dann gilt fiir den Rand jeder Dreiecksfliche A C D

/a Iz =0

Mit anderen Worten: der Cauchysche Integralsatz gilt fiir Dreiecksrander.

Beweis Fiir jedes Dreieck A bezeichnen wir mit L(OA) seinen Umfang, und wir
setzen a(A) = [, f(2)dz.

Durch Seitenhalbierung teilen wir das Aus-
gangsdreieck A in vier kongruente Teildreiecke
Ay, ..., Ay. Wegen Eigenschaften (¢) und (d) ist
dann

a(A) = n f(2)dz = Z n f(2)dz = Za(Aj).

Jj=1

Unter den vier Integralen a(A;) wihlen wir ein betragsgrofites aus. Das zugehori-
ge Dreieck bezeichnen wir mit Al. Dann gilt

a(A)] < 4la(AD)]  und L(@Al):%L(ﬁA).

Dieses Vorgehen wiederholen wir fiir A! und erhalten ein Dreieck A2%. So fortfah-
rend entsteht eine Folge A D A! D A2 O ... abgeschlossener Dreiecke mit

la(A)] < 47a(A")] und  L(OA™) = 2i L(OA). (22.2)

Der Durchschnitt N2 ; A™ besteht aus genau einem Punkt c¢. Da ¢ € D und f auf
D holomorph ist, gibt es eine auf D stetige Funktion g mit g(c) = 0 so, dass

f(z)=f(c)+ fl(c)(z—c)+ (2 —c)g(z) fiir alle z € D (22.3)

(vgl. Beweis von Satz 4.2). Die lineare Funktion z — f(c) + f'(c)(z — ¢) besitzt
offenbar eine Stammfunktion. Daher ist

/am (f(e)+ f'(e)(z—¢))dz=0 fiirn>1,

und aus (22.3) folgt durch Integrieren iiber OA™
a(A") = / (z—c)g(z)dz fiir n > 1.
oAn
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Mit Eigenschaft (e) und (22.2) folgt

|a(A™)] < L(OA™) max |(z — c)g(2)| < L(OA")* max |g(2)]

ZEDA™ ZEDA™

und weiter

< A" nY| < A" n\2 — 2 )

()] < 47]a(A")] < 4" LOA™)? max o(2)] = LOA) max [g(=)
Wegen g(c¢) = 0 und der Stetigkeit von ¢ findet man fiir jedes € > 0 ein n mit
max,epan |g(2)] < e. Also ist |a(A)] < eL(9A)? fiir jedes € > 0 und folglich ist
la(A)] = 0. u

Beweis des Cauchyschen Integralsatzes fiir Sterngebiete Wir zeigen nun
die folgende Aussage: Ist G ein Sterngebiet mit Zentrum ¢ und f holomorph auf
G, so ist F(z) := f[az] f(¢)d¢ eine Stammfunktion von f. Wenn das gezeigt ist,
ist klar, dass fiir jeden geschlossenen stiickweise stetig differenzierbaren Weg v in

G das Integral f7 f(2)dz = 0 ist.

Wir miissen zeigen, dass F' in jedem Punkt z, €
G komplex differenzierbar ist und dass F'(zy) =
f(20). Sei z so nahe an z, dass auch die Strecke
(20, 2] noch ganz in G liegt. Nach dem Lemma von
Goursat ist

/ F(Q)dC =0
[e,20]4[20,2]+][2,¢]

und demzufolge

F(z)=Fzo)+ | FIQdC. (22.4)

[ZO’Z]

F(z)—F(z0) .
Fi(z)= ] ==  rz7z
f(20) fiir z = zg

Wir definieren

und zeigen, dass F; an der Stelle zj stetig ist. Wegen (22.4) und f[ZO . d¢ = z— 2

1st
1

Z— 20

Fi(2) - Fi(z0) = /[ (O = o)

woraus mit Abschitzung (e) folgt

Fi(z) — Fi(zo)] < —— ({0 2]) max [£(0) — f(=0)]

|2 — 2o ¢elz0.7]
= max} 1f(C) — f(z0)] = 0 fiir 2 — 2

CE[ZO,Z
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wegen der Stetigkeit von f. Also ist [} stetig in zj. |

Hier ist noch eine Verallgemeinerung des Cauchyschen Integralsatzes auf nicht
einfach zusammenhéngende Gebiete.

Satz 22.4 Sei G C C ein Gebiet und f holomorph auf G. Weiter seien v; und
Yo zwei geschlossene doppelpunktfreie stiickweise stetig differenzierbare Wege, die
ganz in G verlaufen. Dabei soll v; ganz im Innengebiet von v, verlaufen, und das
Ringgebiet zwischen v, und o liege ganz in G. Haben auflerdem v, und o die
gleiche Orientierung, so ist

/71 F(2)dz LQf(z)dz.

2

C/

22.3 Die Cauchysche Integralformel

Eine iiberraschende Konsequenz des Cauchyschen Integralsatzes ist die folgende
Cauchysche Integralformel.

Satz 22.5 Sei G ein einfach zusammenhdngendes Gebiet und v ein doppelpunkt-
freier geschlossener stickweise stetig differenzierbarer Weg, der positiv (d.h. im
Gegenuhrzeigersinn) orientiert ist. Ist f auf G holomorph und liegt zo € G im
Innengebiet von vy, so ist

i)

2mi )z — 20

dz = f(20)- (22.5)

Zur Berechnung des Integrals auf der linken Seite von (22.5) benotigt man le-
diglich die Funktionswerte von f auf der Kurve I' = {~(¢) € C : ¢ € [a,b]}. Die
Cauchysche Integralformel (22.5) zeigt daher, dass die Funktionswerte von f im
Inneren der Kurve I' durch die Funktionswerte auf I' bereits vollstédndig und ein-
deutig bestimmt sind. Es ist also nicht moglich, f im Inneren von I' abzuéndern,
ohne die Holomorphie zu zerstoren.
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Liegt zp im Auflengebiet von I, so ist natiirlich

R aIC)

21 ), 2 — 20

dz=0
nach dem Cauchyschen Integralsatz.

Die Cauchysche Integralformel liefert auch einen bequemen Weg zur Berechnung
gewisser komplexer Wegintegrale iiber geschlossenen Kurven.

Beispiel 4 Sei G die Halbebene {z € C : Imz > 0} und I" der Kreis um 2i mit
dem Radius 1. Um fr 22—1+4 dz zu bestimmen, schreiben wir

1 B 1 _ [ f)
/F22+4dz_/p(z—2i)(z+2i)dz_ Tl

mit der auf G' holomorphen Funktion f(z) = —'5. Nach der Cauchyschen Inte-
gralformel ist

1 2mi
/ L [ g omigen =TT
rz+4 rz—21 2
Fir f(z) = 1und I' = {z € C : |z| = 1} erhalten wir aus (22.5) natiirlich das
bereits bekannte Ergebnis

z

/ldz:Qm'f(O) = 2mi. m
r

22.4 Entwicklung holomorpher Funktionen in Potenzreihen

In Satz 21.4 haben wir festgestellt, dass jede Potenzreihe f(z) =Y~  a,(z—2)"
mit Konvergenzradius R > 0 auf {z € C: |z — 29| < R} holomorph ist und dass
die abgeleitete Potenzreihe f'(z) = Y 07 na,(z — 29)" ' ebenfalls den Konver-
genzradius R hat. Hieraus folgt natiirlich, dass holomorphe Funktionen, die sich
durch Potenzreihen darstellen lassen, unendlich oft komplex differenzierbar sind.
Wir werden nun sehen, dass man jede holomorphe Funktion lokal in eine Potenz-
reihe mit positivem Konvergenzradius entwickeln kann. Dies folgt leicht aus dem
folgenden Lemma.

Lemma 22.6 Sei v ein stickweise stetig differenzierbarer Weg in C mit zu-
gehoriger Kurve I', und sei f : ' — C stetig. Dann ist die Funktion

F(z) ::%/g(%d(, z e C\I'

holomorph auf C\I', und fiir jedes zo € C\I' konvergiert die Potenzreihe

- . 1 f(©)
nzzoan(z—zo) mit  a, = 50 VWCZC

auf jeder offenen Kreisscheibe um zy, die I nicht trifft, gegen F(z).
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Aus diesem so genannten Entwicklungslemma folgt natiirlich, dass F' auf C\I'
unendlich oft komplex differenzierbar ist. Da die Koeffizienten einer Potenzreihe
F(z) =307 g an(z — 2)" durch a, = 4 F"(z;) gegeben sind, folgt weiter

PO (zg) = 22 / SOy (22.6)

T o (C— z)nt!

Das Entwicklungslemma ordnet also jeder auf I stetigen Funktion f eine auf C\T'
holomorphe Funktion F' zu. Der Zusammenhang zwischen f und F ist jedoch
recht lose. So gilt i.a. NICHT, dass lim,_,,, F'(z) = f(2¢) fiir 29 € I". Dies éndert
sich auf Grund der Cauchyschen Integralformel, wenn wir von vornherein I' als
Kreislinie und f als holomorph annehmen.

Satz 22.7 (Entwicklungssatz) Sei D C C offen, zy € D, und B sei die grofite
offene Kreisscheibe um zy, die komplett in D liegt. Dann ist jede auf D holomor-
phe Funktion f wm zy in eine Potenzreihe Y~ an(z — 2z0)" entwickelbar, die auf
B gegen f konvergiert. Die Koeffizienten a,, ergeben sich aus

1 7(©)
a, = /5)3/ ————d( (22.7)

270 (¢ — z)ntt 7

wobei B’ irgendeine Kreisscheibe um zy ist, die kleiner als B ist (so dass ihr
Rand OB’ komplett in D liegt). Insbesondere ist f auf D beliebig oft komplex
differenzierbar, und in jeder Kreisscheibe B' C B um zy gelten die Cauchyschen
Integralformeln

YRS f(©) /
f (z)—2m 33/—(§—z)"“dg’ ze B, n>0. (22.8)

Beweis Da f holomorph ist, gilt die Cauchysche Integralformel
1 f(¢
()= <

_2_71'2 aB/C—Z

¢, ze€B.

Das Entwicklungslemma (angewandt auf I' := 0B’ und F := f auf B’) liefert die
Behauptung. |

Funktionen, die auf einer offenen Menge D C C einmal komplex differenzierbar
sind, sind dort also beliebig oft komplex differenzierbar, und sie lassen sich auf
jeder Kreisscheibe in D in eine gegen diese Funktion konvergierende Potenzreihe
entwickeln. Vergleichen Sie dies mit der Situation im Reellen!

Beispiel 5 Sei I eine stiickweise glatte geschlossene und doppelpunktfreie Kur-
ve, die den Nullpunkt umschliefit. Mit den auf ganz C holomorphen Funktionen
f(2) =1 und g(z) = sin z erhélt man fiir n > 0

/ L _27m'f(”)(0)_{2m' fiir n = 0

z
r 2ntl n! 0 fiir n >0
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und
. 0 falls n gerade
n! sin z

21t Jp 2"t z2=9"(0) 1 falls n = 4k + 1
—1 fallsn =4k +3
mit £ > 0. .

Beispiel 6 Die Cauchyschen Integralformeln kénnen auch zur Berechnung reeller
Integrale genutzt werden. Als Beispiel sehen wir uns das Integral

* cosx
—d
/_Ool—l—:c? .

an. Fir R > 1 bestehe die Kurve I'p aus der
Strecke [—R, R] und dem oberen Halbkreis
um 0 von R bis —R. Fiir die auf C\{+i}
holomorphe Funktion

“R 0 R

e e”/(z+1)  g(z)

1+ 22 z—1 T2 —14

f(z)

gilt nach der Cauchyschen Integralformel (22.5)

6_1

/FR f(2)dz = 2mig(i) = 2mi 5 =

™
€

(beachte, dass g in einer Umgebung der oberen Halbebene holomorph ist).

Dieses Ergebnis ist unabhéngig von R. Das Teilintegral tiber die Strecke [—R, R]

1st
R iz R R . R
/ f(z)dz:/ ¢ de:/ cos e dl‘+i/ S dx:/ o8 dz,
_rl+zx _pl+2? _pl4a? _p 1+ a2
]

[-R,R

da z — 31 cine ungerade Funktion ist. Das zweite Teilintegral iiber dem Halb-

1+22 i
kreis Hg := {Re" : t € [0, 7]} 148t sich abschétzen durch
T giRe™
z dz’ = ‘ / —.Rz’e“dt‘
) Hp /) o 1+ (Re')?

eiR(cos t+isint)

< R —_

< Re e [

Rm _Rsint R .
= fir R > 1.
R2—1 selom] rRR—1
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Dieses Teilintegral konvergiert also fiir R — oo gegen 0. In

R COS T

konvergieren somit das linke Integral gegen Z und das rechte gegen 0. Also ist

o) R

COS T COS T

/ dr = lim doe = —. ]
oo L+ 22 R—oo |_p 14 2?

o3

Beispiel 7 Der Entwicklungssatz gestattet haufig die unmittelbare Bestimmung
des Konvergenzradius einer Potenzreihe. Als Beispiel betrachten wir die Funktion
f(z) = z/(e* — 1). Diese ist zunédchst fiir alle z € C mit e* # 1, d.h. fiir alle
z # 2kmi mit k € Z, definiert. Wegen

; > 22 671
e 1—2(1+2!+3!+...) s
konnen wir aber f(0) = 1 festlegen und er- -
halten eine Funktion, die auch in einer Um- /‘
gebung der 0 holomorph ist. Wir kénnen f
also in einer Umgebung der 0 in eine Potenz- \‘
reihe entwickeln, und diese konvergiert auf —27i
der grofiten offenen Kreisscheibe um 0, die —Ami
im Holomorphiegebiet liegt. Thr Konvergenz- _
radius ist also 2. —6mi .

Beispiel 8 Mochte man eine holomorphe Funktion f um einen Punkt 2 in eine
Potenzreihe Y a,(z — z9)" entwickeln, so kann man die Koeflizienten a,, nach

_ (=) 1 f(©)

oder a, = — —_—
nl "2 Jop (C— 20)"

d¢

7

berechnen, wobei B eine abgeschlossene Kreisscheibe um 2 ist, die komplett im
Holomorphiebereich von f liegt. Haufig ist es jedoch einfacher, bereits bekannte
Potenzreihenentwicklungen zu benutzen.

Als Beispiel betrachten wir die auf G = C\{1, —2} holomorphe Funktion f(z) =
Wﬁ%z)' Nach dem Entwicklungssatz kann man diese Funktion in eine Potenzrei-
he um den Punkt zy = ¢ entwickeln, und der Konvergenzradius dieser Potenzreihe

ist v/2 (warum?). Aus der Partialbruchzerlegung

3 1
(1—-2)2+2) 2+2 1-—2z

folgt, dass wir lediglich die Funktionen z — 51— und z — % in Potenzreihen um
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1 entwickeln miissen. Daher benutzen wir die uns bekannte geometrische Reihe

o . 1
nZ:%Z T1-z

die fiir |z| < 1 konvergiert. Es ist

1 1 1 1 1 f:(—l)” (z — z:)

2tz 2+itz—i 2+il+Ed 2+

n=0

sowie

1 1 1 1 1 i(z—i)”

=z 1-i—(2—14) 1-il-2% 1-i4

wobei die Reihen fiir |54 < 1, d.h. fiir [z — 4| < /5 und fiir |2} < 1, d.h. fiir
|z —i| < /2 konvergieren. Fiir |z — i| < /2 konvergieren also beide Reihen, und
wir erhalten f(z) =Y 7 a,(z — )" mit
—1)" 1
( ) =+ -
(249t (1 —qg)nHt

ay, = firn=20,1,2,.... |

22.5 Eigenschaften holomorpher Funktionen

Wir sehen uns in diesem Abschnitt weitere Eigenschaften holomorpher Funk-
tionen an. Aus der Cauchyschen Integralformel (22.5) folgt fiir jede Funkti-
on f, die holomorph auf einer Umgebung der AbschlieBung der Kreisscheibe
B := B,(%) :={2 € C: |z — 2| < r} ist, dass

1 (2)

21 Jop 2 — 20

dz = f(z).

Mit der Standardabschétzung (Eigenschaft (e) des Wegintegrals) folgt die Mit-
telwertungleichung

|f(20)| < max|[f(z)]-

z€0B

Dies 1488t sich wesentlich verallgemeinern.

Satz 22.8 (Cauchysche Ungleichung) Sei f holomorph in einer Umgebung
des abgeschlossenen Kreises B,.(zo). Dann gilt fir jedes k € N und jede positive
Zahl d <r

PO <M ey max (F(O] fiir alle € By_a(z0).

Der folgende Identitétssatz zeigt einen iiberraschend engen Zusammenhang zwi-
schen den Werten einer holomorphen Funktion auf.

364



Satz 22.9 (Identititssatz fiir holomorphe Funktionen) Sei G ein Gebiet,
und f und g seien auf G holomorph. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

a) f(z)=g(z) fir alle z € G.

b)  f(zn) = g(z,) fiir eine Folge (z,) paarweise verschiedener Punkte z, € G,
die sich in G hdufen.

c) Es gibt ein zy € G mit f™(z) = g™ (20) fiir alle n > 0.

Eine holomorphe Funktion ist also bereits durch die Funktionswerte an abzahlbar
unendlich vielen Stellen festgelegt, wenn sich diese Stellen im Holomorphiegebiet
héufen.

Folgerung 22.10 Ist G C C ein Gebiet, das ein Intervall I C R umfasst, und ist
f eine komplezwertige Funktion auf I, so ¢gibt es hochstens eine auf G definierte
holomorphe Funktion F, die auf I mit f ibereinstimmit.

Man kann also die reelle Sinusfunktion nur auf eine einzige Weise zu einer auf C
holomorphen Funktion fortsetzen. Mit dem Identitdtssatz lassen sich auch ,ana-
lytische Identitaten® fortsetzen (,,Permanenzprinzip“). Stellen wir uns vor, wir
hétten z — e* als holomorphe Funktion auf ganz C definiert, wiissten aber nur
fiir alle reellen z und w, dass €T = e*e”. Fiir ein fixiertes w € R betrachten
wir die Funktionen f(z) := e*** und g(z) := e“¢e* auf C. Diese sind holomorph
auf C und stimmen auf R iiberein. Nach dem Identitdtssatz stimmen sie auf C
iiberein, d.h. es ist

f(z) =g(z) bzw. e“"* =e"e* fiir alle 2 € C und w € R.

Wir wiederholen diese Uberlegung mit fixiertem z € C und erhalten die Giiltigkeit
von e¥t* = e%e* fiir alle w und z aus C. |

Mit dem Entwicklungssatz erhélt man aus Satz 22.9 leicht den folgenden Iden-
titatssatz.

Satz 22.11 (Identitéitssatz fiir Potenzreihen)

Seien f(z) = > " gan(z — 20)" und g(z) ==Y - ba(z — 20)" Potenzreihen mit
Konvergenzradien R > r > 0. Stimmen f und g auf einer Umgebung U,(2)
mit r > p > 0 (oder nur in unendlich vielen paarweise verschiedenen Punkten
dieser Umgebung) tiberein, so ist a, = b, fir alle n € Ng und daher R = r und

f(z) = g(z) fiir alle z € Ug(2o).
Beispiel 9 Die durch f(z) = - definierte Funktion ist auf C\{ £ 2, £,

Ccos z
i%”, e } holomorph und kann nach dem Entwicklungssatz in eine Potenzreihe

oo
= ap 2
COSs 2z
n=0
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mit Konvergenzradius /2 entwickelt werden. Es ist also

20 ap = 1
21 aq 0
2. I
i a—5 = 0
3. a1
z° a 5 = 0
4. _ a4 ag  _
zZ5 ag—F+35 = 0 usw.
Hieraus erhélt man nacheinander ag = 1, a; = 0, agzé,agzo,m:i—i:%
Also ist
2
z 5)
=14+ 4 =24 .. o

COS 2 2 24

Eine Funktion, die auf der gesamten komplexen Ebene definiert und dort holo-
morph ist, heifit ganz. Ganze Funktionen sind z.B. die komplexe Exponential-
funktion und die komplexen Sinus- und Kosinusfunktionen.

Satz 22.12 (Satz von Liouville) Jede beschrinkte ganze Funktion ist kon-
stant.

Eine bemerkenswerte Anwendung findet dieser Satz beim Beweis des Fundamen-
talsatzes der Algebra.

Satz 22.13 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom vom Grad n >
1 besitzt mindestens eine komplexe Nullstelle.

Hieraus folgt leicht, dass jedes Polynom P vom Grad n > 1 genau n komplexe
Nullstellen besitzt (gezéhlt unter Beriicksichtigung ihrer Vielfachheiten) und dass
jedes solche Polynom eindeutig in Linearfaktoren zerlegt werden kann:

P(z) = Zakzk =a, H(z —2z) (a, #0),
k=0 r=1
wobei z1, ..., z, die Nullstellen von P sind.

Beim Beweis von Satz 22.13 nimmt man an, dass P(z) # 0 fiir alle z € C. Dann ist
1/P(z) erklart, und man zeigt, dass diese Funktion beschrénkt ist. Nach Liouville
ist dann 1/P(z) konstant. Widerspruch. u

Unser letztes Ziel in diesem Abschnitt ist das Maximumprinzip. Wir beginnen
mit einem eng verwandten Resultat.
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Satz 22.14 (Offenheitssatz) Sei D C C offen und f : D — C holomorph und
nirgends lokal konstant. Dann bildet f offene Mengen auf offene Mengen ab.

Nirgends lokal konstant bedeutet: auf keiner Umgebung eines Punktes aus D
konstant. Dieser Satz schliefit die Existenz holomorpher Funktionen mit gewissen
Eigenschaften aus. Z.B. gibt es keine nichtkonstante holomorphe Funktion, deren
Real- oder Imaginérteil oder deren Betrag konstant ist.

Da nirgends lokal konstante holomorphe Funktionen offene Mengen auf offene
Mengen abbilden und da stetige Funktionen wegzusammenhéngende Mengen in
wegzusammenhéngende Mengen iiberfiihren, kann man den Offenheitssatz auch
so formulieren:

Folgerung 22.15 Sei f holomorph und nicht konstant im Gebiet G. Dann ist
f(G) wieder ein Gebiet.

Diese Eigenschaft holomorpher Funktionen heifit Gebietstreue.

Satz 22.16 (Maximumprinzip) Sei G ein Gebiet und f eine auf G' holomor-
phe Funktion, die in G ein lokales Maximum ihres Absolutbetrages annimmdt.
Dann ist | konstant auf G.

Beweis Sei ¢ € G und U C G eine offene Um-

gebung von ¢ mit |f(2)| < |f(c)| fiir alle z € U. f(e)
Dann ist f(U) C {w € C : |w| < |f(¢)|}, d.h. f(U)
f(U) ist keine offene Umgebung von f(c). Nach 0

dem Offenheitssatz ist f konstant. |

Folgerung 22.17 (Maximumprigzip fiir beschrinkte Gebiete) Sei G ein
beschrinktes Gebiet und f eine auf G stetige und in G' holomorphe nichtkonstante
Funktion. Dann nimmt f sein Mazimum nur auf dem Rand von G an:

|f(20)| < iré%é|f(z)| fir alle zy € G.

Der Beweis ist klar: Als stetige Funktion muss | f| auf G' das Maximum annehmen.
Lokale Maxima in G gibt es jedoch nicht, da f nicht konstant ist. |

Beispiel 10 Wir suchen max|,|<; |1—2?%|. Da die Funktion f(z) = 1—2? auf C ho-
lomorph ist, muss das gesuchte Maximum auf dem Rand der Einheitskreisscheibe
zu finden sein. Mit z = 2(t) = €, 0 < ¢ < 27, erhilt man

11— 2()2)" = |1 — e = (1 — cos(2))? + (sin(2t))? = 2(1 — cos(2t)).
Dieser Ausdruck wird maximal fiir cos(2t) = —1, also fiir t = Z und ¢ = 2F. Also
1st

1—2%=4/2(1—-(=1)) =2
max | 2’| (1-(-1) =2,
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und das Maximum wird an den Stellen z; = €/ und 2z, = e angenommen. m

Anwendung des Maximumprinzips auf 1/f liefert schliefllich

Satz 22.18 (Minimumprinzip) Sei f holomorph im Gebiet G, und |f| besitze
in G ein lokales Minimum, d.h. es gebe ein ¢ € G und eine offene Umgebung
U C G wvoncmit|f(c)] =inf,ey|f(2)]. Dann ist f(c) =0, oder f ist konstant in
G.

Deutet man die reelle Zahl |f(z)| als Hohe in Punkt z € G, so erhélt man iiber
G C C = R? die Fliche im R3, die man gelegentlich die ,analytische Landschaft®
von f nennt. Das Maximumprinzip 148t sich dann wie folgt aussprechen:

In der analytischen Landschaft einer holomorphen Funktion gibt es keine echten
Gipfel.
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23 Laurentreihen und Residuen

23.1 Laurentreihen

Ist eine Funktion f in einem Punkt zy nicht holomorph (oder nicht einmal de-
finiert), so 148t sich f nicht durch eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt z
darstellen. Mitunter hat man als Ersatz aber eine Darstellung von f als Laurent-
reihe.

Definition 23.1 Eine unendliche Reihe der Form

o0

Z an(z — 29)" = Zan(z —20)" + Za_n(z —20) " (23.1)

n=—0oo

heifst Laurentreihe mit Entwicklungspunkt zy, und die Reihen

i an(z — 20)"  bzw. i a_n(z—20) "
n=0 n=1

heiffen der Nebenteil bzw. der Hauptteil der Laurentreihe. Man sagt, dass ei-
ne Laurentreihe im Punkt z € C konvergiert, wenn sowohl thr Haupt- und ihr
Nebenteil in diesem Punkt konvergieren.

Wie sieht das typische Konvergenzgebiet einer Laurentreihe aus? Der Nebenteil
ist eine gewohnliche Potenzreihe. Fiir ihn gibt es also ein R > 0 (den Konver-
genzradius) so, dass er auf der offenen Kreisscheibe

Br(z) ={2 € C: |z — 2| < R}

konvergiert. Den Hauptteil schreiben wir als

oo
g a_,w’ mit w = .
zZ— 20

n=1

Der Konvergenzradius dieser Reihe sei p. Ist p > 0, so konvergiert der Hauptteil
fiir )

lw| < p bzw. <p bzw. |z—z|>—.
P

|z — 2|
Der Hauptteil konvergiert also auf {z € C : |z — 2p| > r} mit r = %, d.h. auf

dem AufBlengebiet einer Kreisscheibe. Damit ist klar, dass im Falle » < R die
Laurentreihe (23.1) auf dem Kreisring

K, r(z) ={2€C:r<|z—2| <R}

konvergiert (in einigen Punkten des Randes dieses Kreisrings kann ebenfalls Kon-
vergenz vorliegen).
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\\ Konvergenz
des Hauptteils

// Konvergenz
des Nebenteils

Umgekehrt kann man tatsichlich jede auf einem Kreisring holomorphe Funktion
in eine Laurentreihe entwickeln.

Satz 23.2 (Entwicklungssatz von Laurent) Die Funktion f sei auf dem
Ringgebiet K, g(z9) mit 0 < r < R < oo holomorph. Dann lifit sich f auf
diesem Gebiet in eine (eindeutig bestimmte) Laurentreihe

[e.9]

f(z) = Z an(z — 20)" = Z an(z — 20)" + Z a_n(z—20) " (23.2)

n=—oo

entwickeln. Diese konvergiert auf jeder kompakten Teilmenge von K, gr(zo)
gleichmdf$ig. Fir die Koeffizienten gilt

R 0
" 2m /|Cz0|=p (¢ — #o)tt de, nez (23.3)

wobei p € (r, R) beliebig gewdihlt werden kann (man beachte unsere Vereinbarung,
wonach die Kreislinie {C € C : | — 2| = p} im Gegenuhrzeigersinn orientiert
ist).

Der Beweis benutzt das Entwicklungslemma 22.6 und den Entwicklungssatz 22.7.
Wir wollen uns lediglich die Formel (23.3) fir die Laurentkoeffizienten a,, iiber-
legen. Diese leiten wir aus der Reihenentwicklung (23.2) ab. Fiir p € (r, R) kon-
vergiert

(z—20) "' f(2) = Z Amant1(2 — 20)™ + Z Amant1(2 — 20)™
m=0

m=—1
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auf {z € C: |z — 2| = p} gleichmiBig. Gliedweises Integrieren dieser Reihe ist
daher erlaubt, und wir erhalten

_ MO e Qo
/IC—zop (¢ — zo)*! d6 = an /IC—Zo|p = 2miay,,

da die Integrale iiber alle iibrigen Summanden verschwinden (vgl. Beispiel 1 aus
Abschnitt 22.1). m

Die Bestimmung einer Laurentreihe mit Formel (23.3) ist oft schwierig. Man
versucht daher, Laurentreihen aus bekannten Reihen zu gewinnen.

Beispiel 1 Die Funktion f(z) = m ist auf C mit Ausnahme der Punkte

1 und 2 holomorph. Sie 1d8it sich also auf D; := {z € C : |z| < 1} in eine
»gewohnliche“ Potenzreihe (Taylorreihe) entwickeln und auf Dy = {z € C: 1 <
|z| < 2} sowie Dy := {z € C: |z| > 2} in Laurentreihen.

1
z—1
- finden wir mit der geometrischen Reihe:

Die Partialbruchzerlegung von f ist f(z) = ——5 + —%5, und fiir die Summanden

1 1 = )
1 = 13 nz:z fir |2] < 1,
1 1 1 1= /2
- .- _ Z z fi <2
Z—2 21— (z/2) 2Z<2> ir |2 <2,
=0
1 1 1 1 d 1 =1
. - = = — fii > 1
z—1 z 1-1/z znzzoz” ;z” fir =] > 1,
1 1 1 1 = /2\" & 1
- .- = . Z) = P — fi > 2.
z—2 z 1—(2/2) z Z(z) Z z" i 2]
n=0 n=1
n
Hieraus erhalten wir
1 = Y33 (3) = X (1og) s wiD
z) = 2" — = - = — z u
n=0 2 n=0 2 n=0 2”+1 ;
flz) = — P (5) = - Z ont1” T Z “ auf Dy,
n=1 n=0 n=0 n=—1
flz) = _ii—i— 0 2n,1i _ 0 (2" 1 1)z"
Akt Zn
n=1 n=1 n=1
= Z (27" —1)2" auf Ds.
n=-—2
[
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23.2 Isolierte Singularititen

Sei zp € C, U Umgebung von zp, und f sei eine auf U\{zy} definierte und dort
holomorphe Funktion. Dann heifit zy eine usolierte Singularitit von f. Die Funk-
tion f kann in jedem Kreisring Ko r(zp), der ganz in U liegt, in eine Laurentreihe
entwickelt werden:

[e.9] —00

f(z)= Z an(z —20)" = Z an(z — 20)" + Z%(Z — 20)".

n=-—o00 n=-—1 n=0

Man klassifiziert isolierte Singularitdten nach dem Verhalten des Hauptteiles die-
ser Laurentreihe.

Definition 23.3 a) z; heifit hebbare Singularitét, wenn alle Laurentkoeffizien-
ten im Hauptteil der Laurentreihe (d.h. alle a,, mit n < —1) verschwinden.

b) zo heifit Pol, wenn zy keine hebbare Singularitit ist, aber nur endlich viele
Koeffizienten des Hauptteiles ungleich Null sind. Ist a_,, # 0, aber a_, = 0
fiir alle n > m, so heifit zo Pol der Ordnung m.

c) Ist zg weder hebbare Singularitit noch Pol, so heif$t zy wesentliche Singula-
ritdt. In diesem Fall sind also unendlich viele der Koeffizienten des Haupt-
teiles der Laurentreihe ungleich Null.

Beispiel 2 Fiir jede der Funktionen f(z) = 222 g(z) = m, h(z) = e'/*

ist zg = 0 eine isolierte Singularitéit. Im ersten Fall ist diese hebbar, da

1 3 5 2 4
f(,z):_(Z_%ﬁ__...):1_Z_+Z__._.

z 5! 31 5l

die Laurententwicklung von f ist und der Hauptteil gleich 0 ist. Aus Beispiel 1
wissen wir weiter, dass

1 & 1 S P S 1 n
g(z):;Z(l—QnH)z =57 +Zz ~|—ZO(1—2n+3>z

n=0

auf D = {z € C: 0 < |z] < 1}. Also ist zp = 0 ein Pol 2. Ordnung von g.
Schlieflich ist

die Laurententwicklung von A in C\{0}. In diesem Fall ist zy = 0 eine wesentliche
Singularitét. n

Wir sehen uns kurz das Verhalten einer holomorphen Funktion f in der Né&he
einer isolierten Singularitit zy an. Ist zg eine hebbare Singularitit, so kann f auf
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einer punktierten Kreisscheibe B\{z} = {z € C : 0 < |z — 2| < R} in eine
Laurentreihe mit Hauptteil 0 entwickelt werden:

flz) = Zan(z —2z)".

n=0

Die Potenzreihe auf der rechten Seite konvergiert auch fir z = z;, und zwar
gegen ag. Es liegt daher nahe, den Wert von f in zy mit a festzusetzen. Die so
abgeanderte Funktion ist dann auf ganz B = {z € C: |z — 29| < R} holomorph;
die Singularitéit ist “behoben‘.

Ist zg ein Pol m. Ordnung von f, so konvergiert die Laurentreihe

f(z)= Z an(z — 29)"

in einer punktierten Kreisscheibe B\{zy} = {z € C : 0 < |z — 2| < R}. Die
Funktion

o2 = (= 20 () = 3 aulz = 20)™ = 3wl — 20
n=—m n=0
kann dann durch Wahl von ¢(z9) := a_,, zu einer auf ganz B holomorphen

Funktion fortgesetzt werden. Es ist also

flz) = ﬂ (23.4)

(Z — Zo)m

mit einer in einer Umgebung von zy holomorphen Funktion g mit g(zy) # 0. Ist
umgekehrt ¢ eine in einer Umgebung von z, holomorphe Funktion mit ¢g(zg) # 0,
so besitzt die durch (23.4) erklarte Funktion f in zy einen Pol der Ordnung m.
Aus (23.4) folgt

lim [f(2)] = o0

Z2—20
an allen Polstellen z, von f. Uber das Verhalten an wesentlichen Singularititen
gibt folgender Satz Auskunft.

Satz 23.4 (Casorati/Weierstraf}) Sei zy eine isolierte Singularitit von f.
Dann ist zy genau dann eine wesentliche Singularitit, wenn zu jedem w € C
eine Folge (z,) mit lim,, o 2, = 2o und lim,,_,, f(z,) = w existiert.

Mit anderen Worten: fiir jede punktierte Umgebung U\{zp} von z; im Holomor-
phiebereich von f ist das Bild f(U\{zo}) dicht in C.
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23.3 Residuen

Der Begriff Residuum wird in mehreren Teilgebieten der Mathematik in unter-
schiedlicher Weise verwendet. In der Funktionentheorie sind Residuen Weginte-
grale iiber Kreislinien.

Definition 23.5 Die komplexre Funktion f sei in der punktierten Kreisscheibe
Kor(z0) = {2 € C:0 < |z — 2| < R} holomorph, und sei 0 < p < R. Dann
heifst das Kurvenintegral

= f(2)dz =: Res (f, z0)

270 J|z—zo|=p
das Residuum von f an der Stelle zj.
Nach Satz 22.4 ist diese Definition unabhéngig von der Wahl von p € (0, R).

Die Orientierung der Kreislinie {z € C : |z — zo| = p} ist wieder im Gegenuhrzei-
gersinn gewidhlt. Stellen wir f auf Koy g(zp) durch die Laurentreihe

o0

f2)= ) an(z—=2)"

n=—oo

dar und integrieren gliedweise iiber {z € C : |z — 29| = p}, so folgt

1 I
— f(2)dz = — an/ (z — 20)"dz = a_,
=—00 |2720|:p

21 |z—z0|=p 27TZn

nach Beispiel 1 in Abschnitt 22.1. Das Residuum von f in z ist also dass “Uber-
bleibsel“ bei Integration der Laurentreihe und stimmt mit dem Laurentkoeffizien-
ten a_; iiberein. Ist f auch in zg holomorph oder ist 2, eine hebbare Singularitit
von f, so ist Res (f, z9) = 0. Klar ist auch, dass

Res (f + g,20) = Res (f, z0) + Res (g, 20).

Der folgende Satz ist ein wichtiges Werkzeug zur Integralberechnung.

Satz 23.6 (Residuensatz) Sei I' eine geschlossene, stiickweise glatte, doppel-
punktfreie und im Gegenuhrzeigersinn orientierte Kurve im Inneren eines einfach
zusammenhdngenden Gebietes D. Weiter sei f auf D mit Ausnahme endlich vie-
ler Punkte, von denen keiner auf I' liegt, holomorph. Bezeichnen wir die im In-
neren von I' liegenden isolierten Singularititen von f mit z1, 2o, ..., 2y, S0 gilt

/ f(2)dz = 2mi Z Res (f, zx). (23.5)
r k=1
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Beweisidee Fiir jeden der Punkte z; schneiden wir das Gebiet D entlang einer
in z; beginnenden Strecke Sy bis zum Rand von D auf, wobei keine zwei der
Strecken S}, einen nichtleeren Durchschnitt haben sollen. Weiter wiahlen wir zu
jedem 2z eine Kreisscheibe By, um z;, mit B, N B; = () fiir k # [ und so, dass By,
komplett im Inneren von I' liegt. Wie in der Skizze bilden wir aus I', den Strecken
Sk und den Kreisrdndern 0B, eine geschlossene stiickweise glatte Kurve . Nach
dem Cauchyschen Integralsatz ist

/f f(z)dz =

Da sich die Integrale langs der Strecken Sy autheben, folgt

/f dz—z - dz:27rzZRes fizk).

Damit Satz 23.6 wirklich effektiv zur Integralberechnung eingesetzt werden kann,
benotigen wir einfache Moglichkeiten zur Berechnung von Residuen. Wir haben
bereits bemerkt, dass Res (f, zo) der Laurentkoeffizient a_; in der Laurentreihen-
entwicklung von f um zj ist. Fiir f(z2) = e'/# ist daher beispielsweise

Res (f,0) = 1.

Weitere Moglichkeiten zur Bestimmung von Residuen bieten die folgenden Lem-
mas.

Lemma 23.7 Ist zy ein einfacher Pol von f, so ist

Res (f, z0) = lim (z — z0) f(2). (23.6)

Z—r20

Dies folgt sofort aus

f(z) = a1 +Zanz—zo)

zZ— 20 0
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bzw.
(z—20)f(2) =a_1+ao(z — 20) +ar(z — 21)* + ...

Lemma 23.8 Sind g und h holomorph in einer Umgebung von zy und ist g(zy) #
0, h(z0) = 0 und h'(z0) # 0, so hat f := g/h einen Pol erster Ordnung in z,, und
es ist

Res (f,z0) = g(20) /I (20). (23.7)
Wegen (23.6) ist ndmlich
Y B T Z— 20 ) _ 9(20)
Res (fa ZO) - Zliglo(’z Zo)f(Z) - zh—>Hzl0 h(Z) —_ h(Zo) g(Z) - h/(z(]) : "
Fiir f(z) = 231 ist beispielsweise
2
4
Res (f,0) = 2| —4.
cosz lz=0
Fiir f(z) = -5 finden wir an den Stellen z; := ¢*™*/" k=0,...,n—1
? o le 1 4drik/n
Res (f, zx) = - =—-="%="¢
Nzt lz=z,  nzg n n

(man beriicksichtige, dass die z; die einfachen Nullstellen des Nennerpolynoms
und damit einfache Pole von f sind). [

Etwas weniger handlich ist die Residuenbestimmung an Polen héherer Ordnung.

Lemma 23.9 Ist zy ein Pol k-ter Ordnung von f, so ist
1 ] dk—l .
Res (f, 20) = m}ggo ) ((z=20)"f(2)) ) - (23.8)

Wie wir aus (23.4) wissen, gibt es eine in einer Umgebung U von z, holomorphe
Funktion ¢ mit
g(2) = (z — )" f(2) fir z € U.

Ist f(2) =307 , a,(z — z)™ die Laurentreihenentwicklung von f, so ist g(z) =
Yo g an—i(z—2)™ die Potenzreihenentwicklung von g. Der Koeffizient a_; steht
vor (z — 29)F71, ist also gleich

Hieraus folgt (23.8). m
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Als Beispiel betrachten wir die Funktion

1 1

M=y ~erre

die in +i jeweils einen Pol der Ordnung n besitzt. Um Res(f,i) zu bestimmen,
bilden wir die in einer Umgebung von ¢ holomorphe Funktion

Fiir diese ist

g™ V() = (mn)(—n—1)..(—n—n o+ 2)(z 4 i)

a2t
= GV T e

und folglich

1 2n — 2)! 1 2n — 2)! 1
Res (fa Z) = (_1)77,—1( n ) : — 4 ( n ) . '
(= 1) (=D P (n 1) 2
u
Fiir die Funktion f(z) = e;—; erhilt man dhnlich
1 : d2 iz 1 : -2 iz 1
Res(f,O)—iigr%)@e —éll_rf(l]l e =—3. n

Lemma 23.10 a) Seien g und h holomorph in einer Umgebung von zy, und sei
2o eine Nullstelle der Ordnung n von g (d.h. es gibt eine in einer Umgebung
U won zy holomorphe Funktion g mit g(z) = (z — 29)"g(z) und §(zo) # 0).
Dann st

Res (h %,zo) = h(z) - n. (23.9)

b) Sei h holomorph in einer Umgebung von zy, und g habe in zy einen Pol der
Ordnung p. Dann ist

Res (h %,zo) = —h(z)p. (23.10)

23.4 Anwendungen des Residuensatzes zur Integralberechnung

Der Residuensatz erméglicht die Berechnung einiger reeller Integrale, die mit
Methoden der reellen Analysis nur schwer zugénglich sind. Wir sehen uns einige
Beispielklassen an.
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23.4.1 Integrale der Form [~ f(z)dx

Satz 23.11 Sei D C C eine offene Menge, die die obere Halbebene {z € C :
Im z > 0} umfasst. Die Funktion f sei auf D mit Ausnahme endlich vieler Punkte
2,052y mit Imz, >0 (k=1,...,n) holomorph, und es gelte lim.| o 2f(2) =
0. Dann existiert das Integral

/Z f(z)dz == lim /Zf(:v)dx,

R—o00

und es ist

/OO f(z)dz = 2mi ZRes (f, zk)- (23.11)

Beweis Fir R > 0sei ' :={z € C:
|z = R, Imz > 0}. Fiir hinreichend
grofe R liegen alle Singularititen z; in
{z€C: |z| < R, Imz > 0}. Nach dem
Residuensatz ist also

“R 0 R

R n
/ f(z)dz + f(2)dz = 2mi Z Res (f, zx)- (23.12)
—R Tr k=1

Nun ist aber
‘ f(z)dz) < mRmax |f(z)| = mmax |z f(2)]
FR ZEFR ZEFR
und limg_,o max,er, |2f(2)| = 0 nach Voraussetzung. Der Grenziibergang R —
oo in (23.12) liefert die Behauptung (23.11). N

Die Bedingung lim.| 2f(2) = 0 ist z.B. erfiillt, wenn f = p/q eine rationale
Funktion ist, bei der der Grad von ¢ um mindestens 2 grofler ist als der von p.

1 -2k

Beispiel 2 Die Funktion f(z) = 177 hat genau vier einfache Pole z; :=¢e" 4,

k =0,1,2,3, von denen 2, und z; in der oberen Halbebene liegen. Die {ibrigen
Voraussetzungen des Satzes sind ebenfalls erfiillt. Aus (23.11) folgt also

/oo dx :27rz'(Res(f,zo)+Res(f,zl)):2712'( 1 N 1 )

i PP
Nach kurzer Rechnung erhélt man

/°° da V2

Ool—|—a:4:77r' -



Beispiel 3 Wir berechnen ffooo ﬁfj;;fg dx. Die Nullstellen des Nennerpolynoms

q(2) =24 +3224+2=(2+1)(*+2)

sind z1/2 = =i und 23,4 = £iv/2. Nach (23.11) ist

/wwd:ﬁ—Q i(Res (f,7) + Res (f,iv2))
o T 32242 m ’ ’ '

Mit Lemma 23.8 findet man

. 22 —i—5 —T—1i 1 7.
Res(fi) = =g =2~ 2t 3
und
Res(ﬁm—i):2-21'2—‘\/5@"—5:—9—\/'2@':1_12,.
4-2V283 +6ivV2  —2v2i 2 2V/2
Also ist das gesuchte Integral gleich 2m'( — % + %z + % — %z) = 7'('(% —-7). =

23.4.2 Integrale der Form [~ cos(az)f(z)dx

Satz 23.12 Sei D wie in Satz 23.11. Die Funktion f sei auf D mit Ausnahme
endlich vieler Punkte zy,...,z, mit Imz, > 0 fir k = 1,...,n holomorph, und
es gelte lim|.| o f(2) = 0. Dann ist fir alle oo > 0

/_OO cos(ax)f(x)d:c+z’/oo sin(ax) f(x)dr = 2mi Z Res (¢"** f(2), z1,). (23.13)

[e.9] —00

o0

Die linke Seite schreibt man auch als [~ e f(x)dz und man nennt dies die
Fouriertransformation von f an der Stelle a. Man beachte, dass die Vorausset-
zungen in Satz 23.12 schwiicher sind als in Satz 23.11. Die Bedingung lim f(z) = 0
ist fiir eine rationale Funktion f = p/q bereits dann erfiillt, wenn der Grad des
Nennerpolynoms um mindestens 1 grofler als der des Zahlerpolynoms ist.

Beispiel 4 Wir berechnen [ (Cloi(;”’;% dr fur o > 0. Die Funktion f(z) :=

(1 + 2%)72 erfiillt die Voraussetzungen des Satzes. Thre einzige Singularitit in
der oberen Halbebene ist der Punkt z; = ¢, wo eine doppelte Polstelle vorliegt.
Nach Satz 23.12 ist

/oo % dx +i/oo % dx = 27i Res (emzf(z)’i)'

sin(ax)

Da z 1)

eine ungerade Funktion ist, ist

SR R _:
/ sin(a) Jr — lim sin(our) dr— 0.
BN R N N e
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Mit Lemma 23.9 erhalten wir

> cos(azx) , elor
/_OO m dxr = 2miRes (m,@)
d 6iaz
— 2milim (- ——— )
T\ (z +1)?
PN 164 N2 _ iaz 2 ;
_ ol Y€ (z +1) ¢ (z+1)
z—i (z+1)*

. —a 2.2_ —04.4’
_ o loe (2)16 e i

a—+1
= e

2

—

23.4.3 Trigonometrische Integrale fO% R(cost,sint)dt

Satz 23.13 Sei R = R(x,y) eine komplexe rationale Funktion, die auf der Ein-
heitskreislinie endlich ist, und sei

: e |
R(Z):le(z—f—; 72 z )

21 21
Dann ist ) .
R(cost,sint)dt = 2mi Z Res (R, 2,), (23.14)
0 k=1
wobei 2y, . .., z, die isolierten Singularititen von R in {z € C : |z| < 1} sind.

Mit 2 = e, t € [0,2n] ist néimlich cost = 2 und sint = % Also ist

2 —1 _ -1 1
/ R(cost,sint)dt = / R (Z T2 i ) —dz
0 l2|=1 2 2 21

= /|Z:1 R(z) dz,

woraus (23.14) mit dem Residuensatz folgt. o

Beispiel 5 Wir berechnen f027r 5;25_(32 - dt. Wegen cos(2t) = cos?t — sin® ¢ ist

+712 N2
; L (=25) - (5) 22 42
R(z):— 2 2 . 2=+

2i % _ ozl —2z4 4 523 — 222
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Das Nennerpolynom hat eine doppelte Nullstelle z; = z5 = 0 und einfache Null-
stellen z3 = 1/2 und z4 = 2. Nach Lemma 23.8 ist

_ —2i(L +1 17
Res (R, 1/2) = 1 (16 1 ) T == b
—8-14+15-1—4-3 6

und mit Lemma 23.9 finden wir
- o d 2244+ 92
Res(R,0) = —ilim (E —222 + 5z — 2)
823(—222 + 52 —2) — (224 +2)(—42+5) 5.

i (222 + 52 — 2)2 9"
Also ist )
T cos(2t 5 17 2
/ L CORFI (—z - —i) ~in
0o 7 —cost 2 6 3

dt

Beispiel 6 Als weitere Anwendung von Satz 23.13 berechnen wir fo% TS eosTi?

mit p € C, |p| # 1. Dann ist R(x,y):m, also
~ 1 1 1 1
RZ = — = — .
B = i Tt e+ i o=

Die Funktion R hat genau einen Pol in {z € C : |z| < 1}, némlich p falls |p| < 1
und 1/p falls |p| > 1. In beiden Féllen ist der Pol einfach, und Lemma 23.7 ergibt

~ 1 1 .

Res(R,p) = P17 fur |p| < 1,
~ 1 1 1

Res(R,-) = = fur |p| > 1.

p i p?—1
Also ist
/277 dt 1%7;2 fir [p| < 1
o 1—2pcost+ p? pZQ—jl fir |p| > 1.

Zahlreiche weitere Anwendungen des Residuensatzes zur Integralberechnung fin-
den Sie in Lehrbiichern zur Funktionentheorie wie Remmert: Funktionentheorie
I sowie in Burg/Haf/Wille IV.
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