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1 Grundlagen: Zahlen und Mengen

1.1 Die natiirlichen Zahlen
Am Beginn aller Mathematik steht das Zahlen:

1,2,3,4,....
Fiir die Menge der natirlichen Zahlen vereinbaren wir die Bezeichnung
N:={1,2,3,4,...}.

Unter einer Menge verstehen wir allgemein eine Zusammenfassung einzelner Ob-
jekte zu einem Ganzen. Diese Objekte heiflen Elemente der Menge. Ist a ein
Element der Menge A, so schreiben wir a € A. Ist jedes Element einer Men-
ge A auch Element einer Menge B, so heiit A Teilmenge von B (in Zeichen:
A C B). Zwei Mengen A und B heiflen gleich (in Zeichen: A = B), wenn A C B
und B C A. Schliellich heifit eine Menge, die keine Elemente enthélt, die leere
Menge. Wir bezeichnen sie mit .

Beispielsweise ist also 5 € N und 7 € N, aber 5/7 ¢ N, und die Menge der
natiirlichen Zahlen groler als 10 ist eine Teilmenge von N:

{neN:n>10} CN.

Natiirliche Zahlen lassen sich addieren und multiplizieren, und das Ergebnis
ist wieder eine natiirliche Zahl. Man sagt auch: N ist abgeschlossen bzgl. Ad-
dition und Multiplikation. Die dabei geltenden Rechengesetze (Kommutativ-,
Assoziativ- und Distributivgesetz) sind uns bekannt. Wir kommen auf diese Ge-
setze in Abschnitt 1.2 zuriick. Man beachte, dass Gleichungen wie

T+x=5 T7-xz=5 2°=2 2°4+1=0

keine Losungen im Bereich der natiirlichen Zahlen besitzen, was uns auf das
Problem der Zahlbereichserweiterung fithren wird.
Eine wichtige Eigenschaft der Menge der natiirlichen Zahlen ist die folgende:

Jede nichtleere Teilmenge von N hat ein kleinstes Element.

Es gibt also z.B. eine kleinste Primzahl, und es gibt eine kleinste natiirliche
Zahl, deren Quadrat gréfer als 1000 ist. Diese Eigenschaft ist Grundlage fiir das
Verfahren der vollstdndigen Induktion, mit dem sich Aussagen beweisen lassen,
die von einer natiirlichen Zahl n abhéngen, wie z.B.

Fiir alle n € N gilt 2" > n.

Verfahren der vollstindigen Induktion Fiir jedes natiirliche n € N sei eine
Aussage A(n) definiert. Man zeigt, dass
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o A(1) richtig ist (1. Schritt, Induktionsanfang) und dass

e aus der Annahme, dass A(n) richtig ist, die Giltigkeit von A(n + 1) folgt
(2. Schritt, Induktionsschritt).

Dann gilt A(n) fir jedes natiirliche n.

Warum funktioniert dieses Verfahren? Um das zu verstehen, nehmen wir an, dass
die Aussage A(n) nicht fir alle n € N gilt (ein solches Vorgehen nennt man
auch indirekt). Die Menge der natiirlichen Zahlen n, fir die A(n) nicht gilt, ist
also nicht leer, und sie hat daher ein kleinstes Element, das wir ny nennen. Die
Zahl ng ist also die kleinste natiirliche Zahl, fiir die A(n) nicht gilt. Da wir aus
dem Induktionsanfang wissen, dass A(1) gilt, ist ng > 1. Dann ist ng — 1 eine
natiirliche Zahl, die kleiner ist als ng, d.h. die Aussage A(ng — 1) ist wahr. Im
zweiten Induktionsschritt haben wir aber gesehen, dass aus der Giiltigkeit von
A(ng — 1) die von A(ng) folgt.

Wir haben damit einen Widerspruch erhalten: unsere Annahme war, dass A(ng)
nicht gilt, aus den Induktionsschritten folgt aber, dass A(ng) gilt. Dieser Wider-
spruch 148t sich nur so auflosen, dass unsere Annahme falsch war. Wenn man die
beiden Induktionsschritte nachweisen kann, gilt A(n) also tatséchlich fiir jedes
n € N. |

Zeigt man den Induktionsanfang nicht fiir n = 1, sondern fiir eine natiirliche
Zahl n = ny, so folgt aus dem Induktionsschritt die Giiltigkeit von A(n) fur alle
n > ny. Das Verfahren der vollstdndigen Induktion benutzt man oft auch fiir die
etwas groflere Menge

No = {0,1,2,3,...}

der um die Zahl 0 erweiterten natiirlichen Zahlen. Gilt A(0), so folgt aus dem
Induktionsschritt die Giiltigkeit von A(n) fiir alle n € Nj.

Beispiel 1: Summe der ersten n natiirlichen Zahlen
Wir wollen uns die folgende Aussage klarmachen:

- 1
Fir jedes n € N ist k=-nn-+1 =A(n)).
j Dok gulntl)  (FAw)
Dabei haben wir die Summenschreibweise

Zak:a1+a2+---+an
k=1

benutzt.

Induktionsanfang Die Aussage A(1) lautet

1

1
> k= S11+1) baw. 1=1
k=1



und ist offensichtlich richtig.
Induktionsschritt Sei A(n) wahr. Dann ist

n+1

E:k_§:k+7u4. w;l) m+1yzmﬁﬂgn+m,

d.h. es gilt auch A(n + 1). Damit ist die Giiltigkeit von A(n) fiir alle natiirlichen
Zahlen n gezeigt. [ ]

Beispiel 2: Summe der ersten n + 1 Glieder einer geometrischen Reihe
Sei ¢ # 1 und n € Ny. Dann gilt

Zq L2 ).

1—g¢q

Induktionsanfang A(0) ist die Aussage 1 = 1 und offenbar wahr.
Induktionsschritt Ist A(n) wahr, so ist

n+1 n 1 qn+1
kE k n+1l n+1
20 = D d = 1og 4
k=0 k=0
1 — qn—l—l + qn—l—l(l _ C]) B 1 — qn+2
1—gq 1—q
d.h. A(n + 1) ist wahr. u

Beispiel 3: Bernoullische Ungleichung
Sei x > —1 und n € Ny. Dann gilt

1+2)">14nx  (ZA(n)).

Induktionsanfang A(0) lautet 1 > 1 und ist wahr.
Induktionsschritt Ist A(n) wahr, so ist

(1+2)"! (1+2)"(1+2)
> (I+nx)(1+42) (hier benutzen wir A(n))
= l+nz+ar+na®=1+n+1)r+na’

> 1+ (n+ 1)z (danz®>0).

1.2 Die reellen Zahlen

Wir stellen uns reelle Zahlen zunéchst als (nicht unbedingt abbrechende) Dezi-
malbriiche vor, etwa

m=3.14159 ...



Die Menge der reellen Zahlen bezeichnen wir mit R. Offenbar sind N und Nj
Teilmengen von R. Weitere fiir uns interessante Teilmengen sind die Menge der

ganzen Zahlen
Z={..,-2-101,23,..}

sowie die Menge der rationalen Zahlen
Q={reR: x=p/gmit peZ,q e N}

Dabei gilt
NCNyCcZcCQCcCR.

Reelle Zahlen, die nicht rational sind, heiflen irrational.

Rationale Zahlen entstehen also als Quotienten ganzer Zahlen (wobei wir
natiirlich nicht durch 0 dividieren). Berechnet man diese Quotienten mit dem

iiblichen Divisionsverfahren, so erhilt man einen abbrechenden Dezimalbruch
9 _

wie ¢ = 1.8 oder einen periodischen Dezimalbruch wie
15 0,1161616...= 0,116
590 = ...=0,116.

Umgekehrt entspricht jeder periodische Dezimalbruch einem Quotienten ganzer
Zahlen, den man wie folgt gewinnen kann: Ist z.B. z = 1, 231, so ist

10002 = 1231,31 = 1231,313131...,
10z = 12,31 = 12,313131...,
und Subtraktion liefert

1219
990z = 1219 bzw. 2 = ——.
x 2W. T =505

Betrachtet man die abbrechenden Dezimalbriiche als Dezimalbriiche mit der Pe-
riode 0, so kénnen wir festhalten:

Die rationalen Zahlen sind gerade diejenigen reellen Zahlen, die durch
periodische Dezimalbriiche dargestellt werden kénnen.

Entsprechend werden die irrationalen Zahlen durch nichtperiodische Dezimal-
briiche wie 0.101001000100001 ... dargestellt.

Wenden wir das oben beschriebene Verfahren auf z = 0.9 = 0,999... an, so
erhalten wir wegen 10z = 9,9, dass 92 = 9 bzw. x = 1. Die Gleichheit

0,999... =1

ist kein Widerspruch. Sie zeigt nur, dass verschiedene Dezimalbriiche ein und
dieselbe reelle Zahl darstellen konnen. Mochte man eine eindeutige Darstellung
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reeller Zahlen durch Dezimalbriiche erzwingen, so mufl man die Periode 9 (oder
die Periode 0) verbieten.

Will man Analysis betreiben, so ist die naive Vorstellung von reellen Zahlen als
Dezimalbriichen nicht ausreichend. Andererseits ist ein systematischer Aufbau ei-
ner Theorie der reellen Zahlen recht schwierig. Wir beschrinken uns daher darauf,
ein System von Axiomen zusammenzustellen, die von der Menge der reellen Zah-
len erfiillt werden und auf die wir im weiteren stets zuriickgreifen. Unter einem
Axiom versteht man dabei eine als wahr anerkannte oder als wahr angenommene
Aussage, die nicht auf einfachere Aussagen zuriickgefiihrt werden kann.

Auf R gibt es zwei Rechenoperationen: die Addition + und die Multiplikation -,
die je zwei reellen Zahlen a, b die reellen Zahlen a + b und a - b zuordnen. Dabei
sollen die folgenden Regeln gelten:

Korperaxiome

(Al) a+b=b+a (Kommutativgesetz)

(A2) (a+b)+c=a+(b+c) (Assoziativgesetz)

(A3) Es gibt eine Zahl 0 € R, die Null, mit a + 0 = a fiir alle a € R.
(A4) Zu jeder Zahl a € R gibt es eine Zahl —a € R mit a + (—a) = 0.
(A5) ab=ba (Kommutativgesetz)

(A6) (ab)c = a(bc) (Assoziativgesetz)

(A7) Es gibt eine Zahl 1 € R mit 1 # 0 mit a - 1 = a fiir alle a € R.

Diese heifit Eins.
(A8) Zu jeder Zahl a € R mit a # 0 gibt es eine Zahl a™' € R mit a-a™! = 1.
(A9) a-(b+c)=ab+ac (Distributivgesetz)

Die Axiome (A1)—(A4) bilden die Rechenregeln fiir die Addition und (A5)—(A8)
die fiir die Multiplikation. (A9) regelt die Beziehungen zwischen Addition und
Multiplikation. Die Bezeichnung Kdrperaziome kommt daher, dass eine Menge
mit zwei Operationen + und -, fiir die die Regeln (A1)—(A9) gelten, ein Kdrper
heifit. Also ist R (genau wie Q) ein Korper.

Aus diesen Axiomen lassen sich alle weiteren Rechenregeln wie a -0 = 0 ableiten.
Wir werden das nicht tun, sondern vermerken lediglich die folgenden Aussagen
iiber das Losen von Gleichungen.

Folgerung 1.1 Seien a,b reell. Dann gibt es genau ein x € R mit
a+x=Dh.

Warum? Nun, wir miissen uns iiberlegen, dass es eine solche Zahl x gibt und dass
sie eindeutig bestimmt ist. Die Existenz einer Zahl mit bestimmten Eigenschaften
kann man zeigen, indem man eine solche Zahl einfach angibt. In unserem Fall ist



das einfach. Fiir z := (—a) + b ist ndmlich

a+z=a+((—a)+b) 2 (a+(—a))+b“§) 0+0 2 10Dy,
Die Eindeutigkeit ergibt sich z.B. so. Ist x eine Zahl mit a + x = b, so ist
r=2+0=04+2=((—a)+a)+z=(—a)+ (a+2)=(—a)+b,
d.h. es ist notwendigerweise x = (—a) + b. n
Folgerung 1.2 Seien a,b reell und a # 0. Dann gibt es genau ein x € R mit
a-zv=nb.

Die Losung ist natiirlich die Zahl z = a~'b. m
Auf R ist aulerdem eine Ordnung < erklért. Fiir diese soll gelten:

Ordnungsaxiome

(A10) Es gilt genau eine der Beziehungen a < b,a = b oder b < a.
(A11l) Ausa<bund b < cfolgt a <c (Transitivitit).

(A12) Ausa < bfolgt a+c < b+ cfiir alle c € R.

(A13) Aus a < b folgt ac < be fiir alle ¢ € R mit ¢ > 0.

Auflerdem vereinbaren wir die folgenden Schreibweisen:

a<b, wenna<b odera=>
a>0b, wennb <a
a>b, wennb <a,

und wir nennen a € R

e positiv, wenn a > 0,
e negativ, wenn a < 0, und

e nichtnegativ, wenn a > 0.
Den Betrag von a € R erkldren wir durch
a fallsa >0,
ol := { —a fallsa < 0.
SchliefSlich fithren wir Bezeichnungen fiir Intervalle ein. Fiir a < b sei
la,b] :={reR:a<xz<b} abgeschlossenes Intervall
(a,b) =={reR:a<az<b}

la,0) ={xeR:a<z<b}
(a,b) :=={reR:a <z <b} offenes Intervall.

} halboffene Intervalle

Aus den Ordnungsaxiomen folgt beispielsweise, dass man Ungleichungen addieren
und unter bestimmten Bedingungen auch multiplizieren darf:
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e Ausa <bund c<dfolgt a+c<b+d.
e Aus0 < a < bund 0 < ¢ <d folgt ac < bd.

Dagegen kehrt sich bei Multiplikation einer Ungleichung mit einer negativen Zahl
die Ordnungsrelation < um:

e Aus a < bund ¢ < 0 folgt ac > be.

Archimedisches Axiom

(A14) Zu beliebigen positiven reellen Zahlen x,y gibt es ein n € N so, dass
n-x>y.

Dieses Axiom wird z.B. beim Beweis einiger Konvergenzaussagen benutzt. Es
besagt, dass man eine (moglicherweise sehr kleine) positive Zahl nur hinreichend
oft zu sich selbst addieren muf}; um eine beliebige (sehr grofie) Zahl zu iibertreffen.

Die Axiome (A1) — (A14) gelten auch fiir die rationalen Zahlen. Erst das folgende
Axiom charakterisiert die reellen Zahlen vollstindig. Dieses Axiom ist fiir die
Analysis besonders wichtig. Vor seiner Formulierung miissen wir einige Begriffe
einfiihren.

Ist M eine Teilmenge der reellen Zahlen und k eine reelle Zahl so, dass m <
k fiir alle m € M, so heiit M nach oben beschrdnkt, und k heifit eine obere
Schranke fiivr M. Ist k eine obere Schranke fiir M und gibt es keine kleinere obere
Schranke fiir M, so heifit k£ das Supremum von M, und man schreibt k& = sup M.
Analog erklart man die Begriffe nach unten beschrinkt, untere Schranke und
grofite untere Schranke. Besitzt M eine grofite untere Schranke, so heifit diese
das Infimum von M, und wir schreiben inf M dafiir.

Beispiele Fiir M := {x € R: z < 2} ist 3 eine obere Schranke und 2 die kleinste
obere Schranke. Es ist also M nach oben beschrankt und sup M = 2. Auch fiir
M :={zreR:z<2}ist supM =2. u

Das Supremum einer Menge M muf} also nicht zu M gehoren. Wenn es dazu
gehort, nennen wir es das Mazimum von M und schreiben max M statt sup M.
Gehort das Infimum einer Menge zur Menge, so nennen wir es das Minimum
und schreiben min M statt inf M. Fiir die Mengen im Beispiel ist also 2 das
Maximum von M, wihrend M’ kein Maximum besitzt. SchlieBlich heifit eine
Menge beschrdnkt, wenn sie nach oben und unten beschrankt ist.

Vollsténdigkeitsaxiom

(A15) Jede nichtleere und nach oben beschréankte Menge reeller Zahlen besitzt
ein Supremum in R.



Wir iiberlegen uns, dass dieses Axiom in der Menge der rationalen Zahlen nicht
gilt. Dazu betrachten wir die Menge

M = {1,1.4,1.41,1.414,1.4142,.. .},

die entsteht, indem wir die Dezimalbruchentwicklung von v/2 an der nullten,
ersten, zweiten, ... Stelle nach dem Komma abbrechen. Dann ist M eine Menge
rationaler Zahlen, deren Supremum in R gleich v/2 ist. Um zu zeigen, dass diese
Menge kein Supremum in Q hat, miissen wir uns iiberlegen, dass v/2 nicht rational
ist, also

V2¢Q. (1.1)

Dazu gehen wir indirekt vor, d.h. wir nehmen an, /2 wire rational. Dann gibt
es natiirliche Zahlen m, n mit /2 = ™, die wir dariiber hinaus so wéhlen, dass
der Nenner n minimal wird. (Wir erinnern uns: jede nichtleere Teilmenge von N
hat ein kleinstes Element.) Dann ist

V2n m | quadrieren
2n? = m? | +2n% — 4mn + m?
an? —4mn +m? = 2(m?— 2mn + n?)

—_

(2n—m)? = 2(m—mn)?.

m

Wegen 1 < ™ < 2 ist n < m < 2n, d.h. 2n —m und m — n sind positiv.
Wurzelziehen liefert also
2n —m = V2(m — n)
2n—m

bzw. V2 = - Der Nenner m — n ist aber kleiner als n, da ja 2n —m > 0.

-n °

Wir haben also eine Darstellung von v/2 mit kleinerem Nenner gefunden, was im
Widerspruch zu unserer Annahme steht. Die Annahme erweist sich so als falsch,
d.h. v/2 ist irrational. ]

1.3 Die komplexen Zahlen

Die Tatsache, dass die Gleichung 22 + 1 = 0 keine Losung im Bereich der reellen
Zahlen hat, zwingt uns dazu, den Korper der reellen Zahlen zu erweitern.

Definition 1.3 Die Menge C der komplexen Zahlen ist wie folgt erkldrt:

a) Fine komplexe Zahl z ist ein geordnetes Paar (x,y) reeller Zahlen. Es heifst
x Realteil und y Imaginarteil von z, geschrieben: © = Rez und y = Im z.

b)  Zwei kompleze Zahlen z = (x,y) und w = (u,v) heiffen gleich, wenn x = u
und y = v, d.h. wenn Rez = Rew und Im z = Imw.

¢) Die Summe der komplezen Zahlen z = (x,y) und w = (u,v) ist die kompleze
Zahl
z 4w = (x+u, y+v),
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und ihr Produkt st
2w = (zu—yv, rvtyu) .

Es ist nicht schwierig (aber etwas miithsam) nachzurechnen, dass alle Korperaxio-
me erfiillt sind. Die Menge C ist also ein Korper, und fiir komplexe Zahlen gelten
die gleichen Rechenregeln wie fiir reelle. Beispielsweise ist

e (0,0) das Nullelement, denn (z,y) + (0,0) = (z,y),
e (1,0) das Einselement, denn (z,v)(1,0) = (x,y),

o (—xz,—y) die zu z = (x,y) entgegengesetzte Zahl —z, denn
(LU, y) + (—LU, _y) = <07 0) ’

° (%erz, x{—ny) die zu z = (z,y) # (0,0) reziproke Zahl z=!, denn

2 2

(2) (5 ) = (et et ) = (1L,0)

x2+y2’x2+y2 x2+y2 x2_|_y2 «T2+y2 «T2+y2

Dagegen ist auf C keine Ordnung erklért, die die Ordnungsaxiome erfiillt!
Beispiel 1 Fiir komplexe Zahlen der speziellen Gestalt (z,0) und (u,0) ist
(,0) + (u,0) = (x +«,0) und (x,0)(u,0) = (zu,0).

Man erhélt in beiden Fillen eine komplexe Zahl der Gestalt (a,0), und die reelle
Zahl a wird wie im Reellen aus z und u berechnet. In diesem Sinn ist R in C
enthalten, und man schreibt statt (z,0) einfach z. u

Beispiel 2 Die komplexe Zahl i := (0, 1) spielt eine besondere Rolle. Fiir sie ist
namlich

i? = (0,1)(0,1) = (=1,0) = —1.

In C 148t sich also aus —1 eine Quadratwurzel ziehen! ]

Mit diesen Vereinbarungen und Bezeichnungen fithren wir eine zweckméBigere
Schreibweise fiir komplexe Zahlen ein: Wir schreiben z = (x,y) als

z=(z,y) = (2,0)+(0,y) = (x,0) + (y,0)(0,1) = = + yi.
Addition und Multiplikation sehen in dieser Schreibweise so aus:

(x+iy) + (ut+iv) = (x+u)+i(y+v),
(x+iy) - (u+iv) = (ru+iyiv)+ (xiv +iyu) = (zu — yv) +i(zv + yu),



und die Division fiihrt man am besten so aus:
r+iy  (r+ay)(u—iv)  zu+yv+ilyu —av)
u+iv  (u+iv)(u—iv) u? + v? '

Wir haben also mit der Zahl u — iv erweitert. Allgemein nennen wir fiir jede Zahl
z = x + 1y die Zahl Z = x — 1y die zu z konjugiert komplexe Zahl. Dabei gilt

— Z2+z z2—Z
zZ =2z, ez 5 mz YRR

21t 2=21+22, 2122 =21 22 -

So wie man R als Zahlengerade auffassen kann, ist es praktisch, sich C als eine
Zahlenebene vorzustellen, die oft GaufSsche Zahlenebene heifdt.

y=Imz - - - — - — - z=(x,y) =x+1iy

r=Rez

Z=(z,—y)=x—iy

Neben der Darstellung von z = (x,y) = = + iy in kartesischen Koordinaten ist
oft eine Darstellung in Polarkoordinaten r, @ vorteilhaft. Man beschreibt die Lage
von z also durch den Abstand r von z zur 0 und (fir z # 0) durch den Winkel
@ von z mit der positiven reellen Achse. Wir messen diesen Winkel meist im
Bogenmaf, d.h. 360°=27. Der Winkel ¢ ist nur bis auf additive Vielfache von 27
eindeutig bestimmt. Wir kénnen die Angabe von ¢ eindeutig machen durch die
Forderung 0 < ¢ < 27. Dann schreiben wir

p =arg z Argument von z # 0,
r=|z| Betrag von z.

Aus der Skizze konnen wir unmittelbar ablesen:

r = |z =+2?4+y? (Satz des Pythagoras),

r = Rez=rcosp, y=Imz=rsingp.
Fiir den Betrag hat man die folgenden Eigenschaften:

2P =22, |ew| =2l |wl, |z +w] <]z +[wl.
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Diese Ungleichung heifit die Dreiecksungleichunyg.

Z+w

0]

Man beachte, dass wir damit auch den Betrag einer reellen Zahl definiert haben,
der natiirlich mit dem aus der Schule bekannten Betrag iibereinstimmt:

fir z € R.

rz wenn x >0
2] = —x wenn z <0

Es ist oft niitzlich, sich die Zahl |z — w| als den Abstand der komplexen Zahlen z
und w vorzustellen. So ist

{zeC: |z—-1|<2}

gerade die Kreisscheibe mit dem Mittelpunkt 1 und dem Radius 2, und eine
Gleichung wie |z — u| = |z — v| (mit gegebenen Zahlen u # v € C) kann man wie
folgt 16sen: Wir suchen alle z € C, die von v und v den gleichen Abstand haben.
Die Losungsmenge ist also gerade die Mittelsenkrechte der Strecke, die u und v
verbindet.

u - Losungsmenge

Die Beziehungen (1.3) fithren uns auf die trigonometrische Darstellung einer kom-
plexen Zahl:

z=x+1iy =7rcosp+irsiny = |z|(cosp + isinp). (1.4)
Niitzlich ist die folgende (zunéchst rein formale) Vereinbarung:
Fiir ¢ € R schreiben wir e := cos ¢ + i sin .
Beispielsweise gilt dann:

|€up‘ _ 17 61-0 _ 1’ el — _17 eur/2 =, e27rz _ 17
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und wir konnen die Zahl z auch schreiben als
z=re¥ =|z|e"¥, (1.5)
was nichts anderes als die trigonometrische Darstellung ist.

Die trigonometrische Darstellung ist besonders geeignet fiir das Multiplizieren
(und damit fiir das Dividieren, Potenzieren und Radizieren) komplexer Zahlen,
weniger fiir die Addition. Das liegt an den Additionstheoremen

cos(a+ ) = cosa cosf — sina sin f3,

sin(aw + ) = sina cos 5 + cos a sin 3.
Mit diesen kann man leicht nachrechnen, dass fiir z; = r;e®! und 2, = rye’? gilt
2129 = 110t 1P — iy (cos(p1 + o) + i sin(@y + 2))

und z T r
= = =172 = —(cos(ip1 — 2) + 1 sin(ip1 — )
Z2 T2 T2

falls zo # 0. Man multipliziert also komplexe Zahlen, indem man ihre Betrige

multipliziert und ihre Argumente addiert. Insbesondere ist

ev.e¥.. e =e
k Faktoren

und hieraus bekommen wir die Moivresche Formel
(cos g + i sin )" = cos(kg) + i sin(ke).

Einer der Griinde fiir die Einfiihrung komplexer Zahlen war der Wunsch, unein-
geschréankt Wurzeln ziehen zu konnen. Dieses Ziel haben wir erreicht, wie der
folgende Satz zeigt:

Satz 1.4 Seia € C, a # 0 und a = re®. Dann hat die Gleichung 2" = a genau
n verschiedene komplexe Lisungen. Diese sind gegeben durch

Zk:: \”7;67,LP+3k — W(Cosy%_zsulu)

n

mit k =0,1,...,n— 1. Die Gleichung 2" = 0 hat nur die Losung z = 0.

Mit der Moivreschen Formel kann man leicht zeigen, dass jede der Zahlen z; eine
Losung ist, und aus der Darstellung der Multiplikation in trigonometrischer Form
folgt, dass es keine anderen Losungen geben kann. (Wie?)

12



Beispiel Wir suchen alle Losungen von z* = —2 + 2i. Zunichst bringen wir die
rechte Seite in trigonometrische Form. Es ist |—2 + 2i| = /22 + 22 = 2+/2 sowie

N

-2 V2 ,
COSY = ——= = ———, sSm e = =

24/2 2

Da —2 + 2i im 2. Quadranten liegt, muss ¢ = arg(—2 + 2i) = 27 sein. Also ist

2

)
Sw
)

Nl

-3
elz’ﬂ',

—2 42 = 2V/2617 =2
und die Gleichung z* = —2 + 2i hat genau die folgenden Losungen:

2 = 8T = \/g(cos—wjtzsml?%ﬁ)

2 = ReileT = (cos—7r+zsm 7r) ,
z = 8T = 88(cos—7r+zsm 7r),
2z = J8elT = \8/§(cos—7r+zsm 7r)
21
2 Die Losungen bilden also die Ecken eines
Quadrats. Das ist kein Zufall. Allgemein bil-
= den die Losungen von 2" = a die Ecken eines
V8 regelméfBigen n-Ecks. Die n Losungen von
z" = 1 heiflen auch die n FEinheitswurzeln.
|
23

1.4 Mengen und Mengenoperationen

Wir haben bereits in Abschnitt 1.1 vereinbart, was wir unter einer ,,Menge® ver-
stehen wollen, und wir haben auch die Begriffe , Teilmenge“ und ,leere Menge*
erklart. Wir schauen uns nun Operationen mit Mengen an.

Definition 1.5 Sei E eine Menge, und A, B seien Teilmengen von E. Dann
heifst

e AUB:={x€FE: x€ A oderxe B} Vereinigung von A und B,
e ANB:={zx€FE: v€Aundx € B} Durchschnitt von A und B,
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e \B:={zx€F: x€Aundzx ¢ B} Differenz von A und B.

Zwei Mengen A, B C F heiflen disjunkt, wenn AN B = (), und die Menge F\ A =:
A€ heifit auch das Komplement von A in E.

Ist fiir jedes n € N eine Teilmenge A,, von E gegeben, so versteht man unter der
Vereinigung U, ey An = U,—; An die Menge aller Elemente x € E, die in minde-
stens einer der Mengen A, liegen, und der Durchschnitt (), An = (g An ist
die Menge aller z € E, die in jeder der Mengen A, liegen.

Eine Veranschaulichung von Mengen kann {iber sog. Venn-Diagramme erfolgen:

§§ \ A

A S B =

§§§ = .
N

AUB ANB

T

Fiir das Rechnen mit Mengen hat man die folgenden Regeln:

(AUB)UC =AU (BUC), (ANB)NC =AN(BNC) Assoziativitit,
AUB=BUA, ANB=BnNA Kommutativitéit,
(AUB)NC = MDCMMBHC)}

Distributivitét.
(ANB)UC = (AuC)N(BUC)

Anschaulich 148t sich beispielsweise das erste Distributivgesetz wie folgt einsehen:

DD DD

Weiter gelten die de Morganschen Regeln
(AUB)"=A°NB°, (ANDB) = A°UB°".

Die erste dieser Regeln 148t sich wie folgt veranschaulichen:

Zum Selbsteintrag wihrend der Vorlesung
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Formale Beweise dieser Regeln werden gefiihrt, indem man die Definition der
Gleichheit zweier Mengen benutzt: A = B wenn A C B und B C A. Um also
z.B. die erste der de Morganschen Regeln zu bestéatigen, mufi man

(AUB)"C AN B° und A°NB°C (AU B)°

zeigen. Wir tun das fiir die erste dieser Inklusionen. Dazu schreiben wir = fiir
,daraus ergibt sich“ oder ,,daraus folgt*.

r € (AUB)° = «x liegt nicht in AUB
= liegt nicht in A und nicht in B
= vcAund o€ B°=zec A°N B

Die umgekehrte Inklusion beweist man genauso. In diesem Fall geniigt es, die
Pfeile einfach umzudrehen. Man schreibt dann einfach <= und liest das als ,,ist
dquivalent zu“ oder ,,genau dann, wenn“.

Definition 1.6 Fir zwei Mengen A, B heifst
Ax B:={(a,b):a€ A, be B}
thr kartesisches Produkt.
Beispielsweise ist
{1,2,3} x {a,b} = {(1,a),(1,0),(2,0),(2,b),(3,a), (3,b)},

und [2,4] x [1,2] kann man sich als Rechteck vorstellen:

Zum Selbsteintrag wihrend der Vorlesung

Die Teilmengen von A x B (insbesondere die von A x A) heiflen Relationen.

1.5 Abbildungen

Einer der zentralen Begriffe der Mathematik ist der Begriff der Abbildung oder
Funktion. Wir fithren diesen Begriff zundchst ganz allgemein ein, wozu wir die
Sprache der Mengen benutzen. Spéter spezialisieren wir uns auf reellwertige Funk-
tionen. Wir vereinbaren:
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Seien X, Y nichtleere Mengen. Eine Vorschrift f, die jedem Element x € X genau
ein Element f(x) € Y zuordnet, heifst Abbildung von X in Y. Wir schreiben
f: X =Y xw f(x). Das Element y = f(x) heifst das Bild von z, und x heifst
ein Urbild von y. Die Menge X heifit auch Definitionsbereich D(f) der Abbildung
f, und die Menge

B(f)={y €Y :esgibt einx € X mit f(z)=1y}
heifit Bildmenge oder Wertebereich von f.

Achtung: Im , Arbeitsbuch® ist zugelassen, dass D(f) eine echte Teilmenge von
X ist.

Achtung: Wir schreiben NICHT: ,die Funktion y = f(z)“. Fiir uns ist immer
f(z) ein Element von Y. Die Funktion selbst ist f.

Die Menge {(z,y) € X xY :z € X,y = f(x)} heiBt Graph der Abbildung f. Der
Graph ist also eine Teilmenge des kartesischen Produktes X x Y. Offenbar ist
jede Abbildung durch ihren Graphen eindeutig bestimmt.

Beispiele

(1) f:R—-R, T B(f)=R

(2) f:R—=R, T 2? B(f)y=Rt:={zeR: x>0}

(3) f:RT R, x> 2? B(f)=R*"

(4) f:RT >R x5 2? B(f) =Rt

(5) X := Menge aller nichtleeren beschrinkten Teilmengen von R, Y =R

f: X =Y, M — infM B(f)=R.
Definition 1.7 Fine Abbildung f : X — Y heifst

e injektiv oder eineindeutig, wenn fir x1 # xo auch f(x1) # f(x2) ist, d.h.
wenn jedes y € B(f) genau ein Urbild besitzt.

e surjektiv oder Abbildung auf Y, wenn B(f) =Y.
e bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.
In den obigen Beispielen ist die Abbildung f in
(1) bijektiv (2) weder surjektiv noch injektiv
(3) injektiv, nicht surjektiv  (4) bijektiv
(5) surjektiv, nicht injektiv
Fiir jede nichtleere Menge X heifit f : X — X, x — x, die identische Abbildung.

Sie ist offenbar bijektiv. Wir bezeichnen sie mit Idy oder Id.

16



Definition 1.8 Die Abbildung f : X — Y sei bijektiv. Dann existiert zu jedem
y €Y genau ein x € X mit f(x) =y. Wir nennen die durch

fy) =2 genau dann, wenn f(x) =y
definierte Abbildung f~':Y — X die Umkehrabbildung von f.

Ist f: X — Y injektiv, so ist f : X — B(f) bijektiv, und man kann die
Umkehrabbildung f~!: B(f) — X bilden. In jedem Fall ist

D(f~)=B(f), B(f)=D(f)=X.
Im Beispiel (1) ist die Umkehrabbildung wieder
ffl'R=>R, z—=zx
und im Beispiel (4) ist
1 RT - RT, (T RVATR

Definition 1.9 Seien f: X =Y und g: Y — ZAbbildungen. Die Abbildung
gof: X — Z, z»—>g(f(x))

heifit Verkniipfung (Hintereinanderschaltung, Verkettung) von f und g.

Man beachte, dass die Reihenfolge von f und ¢ wesentlich ist. So ist fiir
f:R->R, z—2> und ¢g:R—=R, z+sinz

die Funktion h = go f gegeben durch h(z) = g(f(x)) = sin(z?), wihrend ¢ = fog
gegeben wird durch ((z) = f(g(z)) = (sinz)?. Auch muB f o g gar nicht erkléirt
sein, wenn man g o f bilden kann. Wichtig ist offenbar, dass B(f) C D(g).

Fiir jede Abbildung f : X — Y ist offenbar

Joldx =f, Idyof=[,

und fiir jede bijektive Abbildung f: X — Y ist f(f~'(y)) =y und f~!(f(z)) =
x fiir alle x € X und alle y € Y, d.h.

fof_lzldy, f_lof:IdX_

SchlieBlich ist die Hintereinanderausfithrung assoziativ:
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Satz 1.10 Sind f: X =Y, g:Y - Z und h: Z — W Abbildungen, so gilt
ho(gof)=(hog)of.

Satz 1.11 Sind f : X =Y, g Y — Z bijektiv, so ist auch go f : X — Z
bijektiv, und
(gof)y'=flog™".

Beweis * Ubung.
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2 Der Vektorraum R"

In den folgenden Wochen wenden wir uns der Linearen Algebra zu, die man
als eine abstrakte Form des Rechnens mit Vektoren auffassen kann. Ein zentra-
les Thema werden lineare Rdume (= Vektorrdume) sowie lineare Abbildungen
(beschrieben durch Matrizen) zwischen ihnen sein. Damit stellen wir auch die
Grundlagen bereit fiir die Behandlung der Differential- und Integralrechnung fiir
Funktionen mehrerer Verdnderlicher im kommenden Semester.

2.1 Vektoren und Geraden im R?

In diesem Abschnitt arbeiten wir in einer Ebene, in der wir uns ein kartesisches
Koordinatensystem mit Koordinatenursprung O und mit Koordinaten z,y den-
ken. Jeder Punkt der Ebene wird also durch ein Koordinatenpaar (x,y) eindeutig
beschrieben, so dass wir die Ebene mit R? = R x R identifizieren kénnen. Insbe-
sondere hat der Punkt O die Koordinaten (0, 0).

Als erstes geometrisches Objekt im R? interessiert uns die Gerade.

Definition 2.1 Eine Gerade im R? ist die Menge aller Lisungen (x,y) einer

linearen Gleichung
Az + By = C, (2.1)

wobei A, B, C' reelle Zahlen und A und B nicht beide gleich 0 sind.
Im Falle B # 0 konnen wir (2.1) nach y umstellen und erhalten

A . C
= ——x+ —.
Y=7B" "B
Insbesondere ist in diesem Fall —% der Anstieg der Geraden (2.1). Man beachte
auch, dass die Gleichungen

Mz +ABy =AC mit A #0

die gleiche Gerade wie die Gleichung (2.1) beschreiben. Neben (2.1) gibt es zahl-
reiche weitere Moglichkeiten, Geraden zu beschreiben, von denen wir uns zwei
nidher anschauen.

Bei der Hesseschen Normalform der Geradengleichung geht man davon aus, dass
eine Gerade eindeutig festgelegt ist durch ihren Abstand d vom Koordinatenur-
sprung O und durch den Winkel § € [0, 27), den das von O auf die Gerade geféllte
Lot mit der positiven z-Achse bildet. Im Fall d = 0 ist dieser Winkel nur bis auf
7 bestimmt.
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(w0, 0) = Fo

d (z,y) =P

) Za

@) T

Ist Py = (o,y0) der Lotfuipunkt und P = (z,y) # P, ein weiterer Punkt der
Geraden, und hat die Gerade den Anstieg tan a, so gilt

y —yo = (tana) (x — o).
Wegen sin a = cos f und cos a = —sin 3 erhélt man hieraus

(=sinB) (y — yo) = (cos B) (z — x0)

bzw.
x cos B+ y sinf = xg cos B+ yo sin S.

Wegen xq cos 8 + 1y sin f = d erhalten wir die Hessesche Normalform
rxcosf+ysinf=d (2.2)
der Geradengleichung.

Will man die allgemeine Geradengleichung (2.1) auf Hessesche Normalform brin-
gen, mufl man dafiir sorgen, dass die Quadratsumme der Koeffizienten A und B
den Wert 1 erhilt (da cos? 8 +sin? 8 = 1) und dass die rechte Seite > 0 wird. Es
gilt:

Satz 2.2 Sei Ax + By = C eine Geradengleichung und

\ o fir €20

Dann erhdlt man die Hessesche Normalform
xcosfS+ysinf =d
durch Multiplikation von Az + By = C mit X\, d.h. es ist
cosf=AN sinf=B\ d=C\>0.

Mit der Hesseschen Normalform 148t sich bequem arbeiten, wenn man sich fiir
die Lage eines Punktes in Bezug auf eine Gerade interessiert.
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Satz 2.3 Sei g eine Gerade, die O nicht enthdlt, und (2.2) sei ihre Hessesche
Normalform. Weiter sei P = (z*,y*) ein Punkt, der nicht auf g liegt. Dann ist

" cosf+y*sinf —d >0,
wenn P und O auf verschiedenen Seiten von g liegen und
x* cosf+y"sinf —d <0,

wenn P und O auf der gleichen Seite von g liegen. Der Abstand von P zur Ge-
raden g ist gleich
|z* cos f+y” sin B —d|.

Beispiel Wir suchen die allgemeine Form (2.1) und die Hessesche Normalform
(2.2) der Gleichung der Geraden durch die Punkte Py = (3,8) und P, = (—6, —4).
Der Ansatz Ax + By = C liefert nach Einsetzen

3A4+8B=0C, —6A—4B=C,

woraus durch Subtraktion folgt 94 + 12B = 0. Wir wéhlen z.B. A = 4. Dann ist
B = =3 und C' = —12. Also lautet die gesuchte Gleichung

dx — 3y = —12.
Nach Satz 2.2 ist A = \/A;W = %1 Damit erhalten wir die Hessesche Normalform
4 . 3 12
——r 4 -y = —.
5P TV T s

Fiir P = (2%, y*) = (1,2) ist —22* + 2y — 22 = —2. Also liegt P auf der gleichen

Seite der Geraden wie O, und der Abstand von P zur Geraden ist gleich 2. m

Weitere Moglichkeiten der Beschreibung von Geraden erdffnen sich bei Verwen-
dung von Vektoren. Ein (zweidimensionaler) Vektor ¢ ist ein Paar reeller Zahlen:

— v .
U= < 1) mit vy, vy € R.

V2

Wir schreiben Vektoren grundsétzlich als Spalten. Aus Platzgriinden werden wir
aber oft 7 = (v1,vy)T schreiben, wobei T fiir Transponieren steht:

=) () =t

Anschaulich stellt man sich Vektoren als Pfeile vor. Genauer: Unter einem Pfeil
/@ versteht man ein Paar von Punkten A, B der Ebene, die durch eine Strecke
verbunden sind, wobei A Anfangspunkt und B Endpunkt des Pfeiles heiflen.
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B - (bl, bg)

A = (al, 0,2)

Definition 2.4 Ein Pfeil/@ mit A = (a1, as) und B = (by, by) stellt genau dann
den Vektor v = ( ) dar, wenn

v1
v2

vlzbl—al und ngbg—a,g.

Man kann einen Vektor also auffassen als eine Klasse von Pfeilen gleicher Richtung
und gleicher Lénge.

Rechenregeln fiir Vektoren

(A) Summe und Differenz der Vektoren @ = (v1, v2)T und @ = (w, ws)? sind die
Vektoren

T+ 0= (v; +wy, vg +wy)t und ¥ — @ := (v; — wi, vy —wy)T.

Die Addition von Vektoren ist kommutativ und assoziativ. Geometrische
Interpretation:

(B) Das Produkt des Vektors @ = (vy,ve)” mit der Zahl A\ € R ist der Vektor
AT = (A, Awg) T
Dabei gelten die Distributivgesetze
A+ )T =0+ pd und AT+ @) = AT+ M.

Geometrische Interpretation:

1,57

<y
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(C) Die Linge (oder Euklidsche Norm) des Vektors ¢ = (v, v9)7 ist die Zahl

|7 == \/v? + v3.

Fiir beliebige Vektoren v, w gelten die Dreiecksungleichungen
7+l < 13+l |12 - ) | < 17 - .

Auflerdem ist |[|AU]| = |A| ||¥]], und [|¥]] = O gilt genau dann, wenn ¢ der
Nullvektor (0,0)7 ist.

(D) Ein Vektor der Lénge 1 heifit Einheitsvektor. Spezielle Einheitsvektoren sind
e1 := (1,0)" und &, := (0, 1)”. Jeder Vektor ¥ = (v, v9)” 148t sich auf genau
eine Weise als Linearkombination dieser Vektoren schreiben:

U= Ulgl + UQgQ.

(E) Das Skalarprodukt (oder innere Produkt) der Vektoren ¢ = (vy,v9)T und
W = (wy,wy)? ist die Zahl

v = [0 [ cos a,

wobei o der Winkel zwischen den Richtungen von ¢ und  ist:

|| 5| cos a Insbesondere ist o-¢' = ||0]|%. Statt
U+ schreibt man oft auch (¥, ).

Es gelten folgende Regeln:

v = WU (Kommutativitét)
ANU-wW) = (W) -w=0- (M) (“Assoziativitéit”)
U - (U + ) w- U+ -, (Distributivitét)

— — — — 0

Insbesondere ist €; - €] = €5 -5 =1 und €} - €, = €5 - €

Damit ergibt sich eine bequeme Moglichkeit der Berechnung des Skalarproduktes
der Vektoren ¢ = (vy,v9)” und = (wy, wy)” mittels Koordinaten:

R E— (Ulgl + ’UQ@E) : (w151 + U)Qéé)

= Ulwlé’l . 81 + Ulwggl . 52 -+ Ugwlgg . 81 + U2w2€2 . 82,
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d.h.

U-wW = V1W71 + VaWa. (23)

Hieraus erhilt man eine Formel zur Berechnung des Winkels zwischen den Vek-
toren ¥ # 0 und W # 0:

V1w + VaWo
2 2 2 2"
\/Ul + U3 \/w1 + w3

Schlieflich nennen wir zwei Vektoren v, w orthogonal, wenn ¥ - w = 0. In diesem
Fall schreibt man auch v L .

(2.4)

COs x =

Wir kommen nun zur vektoriellen Darstellung von Geraden. Dazu bemerken wir
zunichst, dass der Punkt P = (x,y) € R? und der Vektor ¥ = (z,y)? formal ver-
schiedene Objekte sind. Man kann diese Objekte aber miteinander identifizieren,
wenn man sich 7 als Pfeil (ﬁ vorstellt. Wir nennen 7 dann auch den Ortsvektor
von P.

Sei nun g eine Gerade, 7, = (x1,7;)7 der Ortsvektor eines beliebigen Punktes
P, auf ¢ und t ein Vektor, der die Richtung von g angibt. (Die Gerade g ist
offenbar durch die Angabe von 7 und ¢ eindeutig bestimmt.) Dann werden die
Ortsvektoren aller Punkte auf g durch

F=7+ M, AeR (2.5)

beschrieben.

Die Darstellung (2.5) heifit auch
Parameterdarstellung von g mit
dem Parameter .

Wir sehen uns noch die vektorielle Schreibweise der Hesseschen Normalform an.
Sei g eine Gerade, und zunéchst sei O ¢ g. Weiter sei 7 der Ortsvektor des Fuf3-
punktes P, des Lotes von O auf g. Wir stellen die Gerade ¢ in der Parameterform
7 = 7y + A\t mit einem geeigneten Richtungsvektor ¢ dar. Dann ist t - 7, = 0. Fiir
den Vektor n := ”:’;—8” gilt

t-ii=0 und |7 =1. (2.6)

Ein Vektor n mit diesen Eigenschaften heifit Einheitsnormalenvektor zu g. Ist
O € g, so kénnen wir 77 nicht mehr aus dem Ortsvektor 75 von P, konstruieren
und miissen ihn auf andere Weise wéhlen.

Wir multiplizieren die Geradengleichung 7 = 7+ Anl skalar mit 77 und erhalten

Foit = (Fo + ML) - it = 7 - 7
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bzw.
(7" — 7o) -1 =0.

Das ist die Hessesche Normalform in Vektorschreibweise. Man beachte, dass

o 7ol

7ol lI7oll

—

D=7 -

= [I7oll = d.

2.2 Vektoren, Geraden und Ebenen im R3

In diesem Abschnitt arbeiten wir im Raum, in dem

wir uns ein kartesisches Koordinatensystem mit z
Ursprung 0 und mit Koordinaten x,y, 2 denken.
Die Koordinatenachsen sollen wie in der Skizze an-
geordnet sein. Jeder Punkt des Raumes wird also
durch ein Koordinatentripel (x,y, z) eindeutig be-
schrieben, so dass wir den Raum mit dem R? iden-
tifizieren konnen.

Definition 2.5 Eine Ebene im R3 ist die Menge aller Lisungen (x,y,z) einer
linearen Gleichung

Az + By + Cz =D, (2.7)
wobei A, B, C, D reelle Zahlen und A, B, C' nicht alle gleich 0 sind.

Eine Gerade im Raum beschreiben wir als Schnitt zweier nicht paralleler Ebenen.

Definition 2.6 Eine Gerade im R? ist die Menge aller Tripel (x,v, 2), die die
beiden Ebenengleichungen

Az +By+Cz=D und Ax+By+Cz=D

gleichzeitig losen. Daber wird verlangt, dass es keine reelle Zahl A gibt, so dass

(A,B,C) = XA, B,C).

Da die vektoriellen Darstellungen von Geraden und Ebenen oft bequemer zu
handhaben sind, fithren wir zunéichst Vektoren im R? ein. Ein (rdumlicher) Vektor
U ist ein Tripel reeller Zahlen:

U1
U= vy | = (v1,v2,03)7 mit vy, 09,03 €R.
U3

Versteht man unter einem Pfeil /@ nun ein Paar von Punkten A, B des Raumes,

die durch eine Strecke mit Anfangspunkt A und Endpunkt B verbunden sind,
kénnen wir den Begriff des Vektors auch so fassen:
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Definition 2.7 Ein Pfeil 1@ mit A = (ay,as,a3) und B = (b1, by, bs) stellt
genau dann den Vektor v = (vy,vq,v3)T dar, wenn

’Ul:bl—al, ’Ug:bg—a,g und ’Ug:bg—ag.

Rechenoperationen und Rechenregeln fiir rdumliche Vektoren lassen sich wort-
lich aus dem zweidimensionalen Fall {ibertragen. Insbesondere sind Addition und
Multiplikation mit Zahlen wieder komponentenweise erkldrt und die Ldinge von

7 = (v1,ve,v3)7T ist durch
|7]] = \/v? 4+ v3 + v} (2.8)

gegeben. Es gelten wieder die Dreiecksungleichungen
7+l < 3+ Il | 191 - @) | < 17 - @l
Vektoren der Lénge 1 heilen Einheitsvektoren. Spezielle Einheitsvektoren sind
& =(1,0,00", & =(0,1,0)", & =(0,0,1),
und jeder Vektor @ = (v, vy, v3)? 148t sich eindeutig als Linearkombination
U = v1€] + V96 + V3€3

schreiben. Auch das Skalarprodukt der Vektoren ¢ und « definieren wir wie im
R? durch

v - = [|U]] [|«] cos v, (2.9)

wobei a wieder fiir den von ¢ und w eingeschlossenen Winkel steht. Insbesondere
gilt fiir die Koordinateneinheitsvektoren

o s s 1 firi =k k=193
€ € = Oik = ) L, =1,2,9,
FTUET 0 v i £k

wobei 0;, das Kronecker-Symbol heiffit. Damit findet man leicht die folgende Be-
rechnungsmoglichkeit des Skalarprodukts.

Satz 2.8 Das Skalarprodukt der Vektoren v = (vy,va,v3)T und 0 = (wy, wo, ws)”
ist gleich
U= V1W1 + Vawo + V3wWs3. (210)

Die Vektoren v, w heiflen senkrecht, wenn v - @ = 0. In diesem Fall schreibt man
auch v L w. Zwei Vektoren heiflen parallel, wenn der von ihnen eingeschlossene
Winkel gleich 0 oder 7 ist.

Wir definieren nun fiir Vektoren im R? ein neues Produkt, das Vektorprodukt
(oder duBere Produkt). Das Vektorprodukt zweier Vektoren ¢ und  ist wieder
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ein Vektor, und wir miissen erkldren, wie lang dieser Vektor ist und in welche
Richtung er zeigt.

Seien zunéchst v und W zwei nicht parallele Vektoren. Dann sei 7 der durch
die folgenden Eigenschaften eindeutig bestimmte Vektor:

a) 7 hat die Lénge 1.
b) 17 steht senkrecht auf ¢ und .

c) Die Vektoren ¢/, und 7i bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem, d.h. es
gilt die Rechte-Hand-Regel: Zeigt der Daumen der rechten Hand in Richtung
v und der Zeigefinger in Richtung , so zeigt der senkrecht zu Daumen und
Zeigefinger stehende Mittelfinger in Richtung 7.

(Beispielsweise bilden die Vektoren €}, €5, €3 in dieser Reihenfolge ein Rechtssy-
stem.) Aquivalent zu (c) ist die folgende Beschreibung: 7 zeigt in die Richtung,
in die eine Rechtsschraube (Korkenzieher) vorriickt, wenn man ihr eine Drehung
um 0 < o < 180° erteilt, die die Richtung von ¢ in die von 0 iiberfiihrt.

Weiter sei F' der Flacheninhalt des von ¢ und v
w aufgespannten Parallelogramms, d.h.
||| sin
F = ||[U]] ||| sina.
[5]] [ S

7,
v

Dann heif3t der Vektor

(0,0,0)7  falls ¥ und & parallel sind
U X W=

0
F

sonst

St

das Vektorprodukt von v und 0.

Satz 2.9 Fir das Vektorprodukt gelten die folgenden Rechenregeln, wobei i, v
und W rdaumliche Vektoren und \ eine reelle Zahl ist:

UxwW = —(u x ) (Antikommutativitit),
AU X W) = (W) x W =0x (M) (,Assoziativitit®),
ux (U+w) = (Ux79)+ (uxd) (Distributivitit).

Diese Regeln lassen sich leicht bestétigen, wenn man die Koordinatendarstellung
des Vektorprodukts benutzt. Dazu beachten wir, dass

51 X 82 = —(52 X gl) = 537
52 X 53 = —(53 X 52) = 51,
53 X 51 = —(51 X 53) = 52,

27



da die Einheitsvektoren €7, e, €3 senkrecht aufeinander stehen und in dieser
Reihenfolge ein Rechtssystem bilden. Fiir ¥ = vy€] + vy€y + v3é3 und @ =
w1 €1 + Wy €3 + w3 €3 hat man also

U X W (U151+U252+U353)X(w151+WQ52+W3€3)

vlwl(él X 51) + U1WQ(€1 X 82) + Ulwg(gl X gg)

Ugwl(gg X 51) + Ugwg(gg X 52) + U2’LU3(€2 X 53)

+ -

Ugwl(gg X 51) + U3U)2(53 X 82) + Ugwg(gg X gg)

Satz 2.10 Das Vektorprodukt v x w der Vektoren v = (vy,v9,v3)T und @ =
(w1, wo, w3)T ist gegeben durch

— - T
U X W = (vgws — v3We, V3W1 — V1W3, V1We — Vg1 .

Wir sehen uns nun vektorielle Darstellungen von Geraden und Ebenen im Raum
an. Die Parameterdarstellung einer Geraden im R? sieht formal wie die Para-
meterdarstellung einer Geraden im R? aus: es treten lediglich Vektoren mit drei
Komponenten statt mit zwei Komponenten auf. Geraden im R? werden also be-
schrieben durch Gleichungen wie

F=7+M,  MeR, (2.11)

wobei 7 der Ortsvektor eines beliebigen Punktes der Geraden und ¢ # O ein
beliebiger Vektor in der Richtung der Geraden ist.

Ganz dhnlich wird eine Ebene im R? beschrieben als die Menge aller Ortsvektoren
7, die einer Gleichung

—

F=r A+ ut, A peR (2.12)

geniigen, wobei 7] der Ortsvektor eines beliebigen Punktes der Ebene ist und
5,1 # O nicht parallele Vektoren sind, die in der Ebene liegen.
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Zur Hesseschen Normalform der Ebenengleichung Ax + By + C'z = D gelangt
man durch Einfithrung des Normalenvektors

A8, + B&, + Cé,,

der noch zu normieren ist:
Ae) + Bey + Cés B i_A% + Beéy, + Ces
||A€1+B€2+Cé’3|| 1/A2+B2+C2 ’

Das Vorzeichen wahlen wir so wie das Vorzeichen von D.

i = (2.13)

Satz 2.11 Sei E eine Ebene im R3, 7 der Ortsvektor eines beliebig gewdhlten
Punktes aus E und i der durch (2.13) definierte Normalenvektor. Die Hessesche
Normalform von E ist dann gegeben durch

=7 -n.
Die rechte Seite 1 - i = |D|/v A2+ B2+ C? ist gleich dem Abstand der Ebene
vom Koordinatenursprung.

Mit der Hesseschen Normalform lassen sich Abstande zwischen Punkt und Ebene
leicht berechnen.

Satz 2.12 Der Abstand eines Punktes P, € R3 mit Ortsvektor 7. von der Fbene
(7"—71) -1 =0 ist gleich dem Betrag der Zahl

d* = (r, — 7).
Ist d* # 0, so liegen P* und O auf der gleichen Seite von E wenn d* < 0 und auf
verschiedenen Seiten von E wenn d* > 0.

Als Anwendung der eingefithrten Begriffe berechnen wir den Abstand zweier
windschiefer Geraden im R? mit Hilfe der gemeinsamen Lotrichtung. Die Ge-
raden seien durch ihre Parameterdarstellungen gegeben:
g1 T=7r+A5  AER,
g2: Tr=rat+put, peER,
wobei §,¢ # 0 nicht parallel sein sollen. Dann steht der Einheitsvektor
> 8 t
15 ]
senkrecht auf beiden Geraden. Der gesuchte Abstand ergibt sich als Lénge

der Projektion des Vektors 7 — 7 (oder eines anderen Vektors, der von
einem Punkt von g¢; auf einen Punkt von ¢y =zeigt) auf ¢, d.h. als

SR
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2.3 Der Vektorraum R"

Wir verallgemeinern die Uberlegungen der vergangenen Abschnitte und betrach-
ten fiir jedes n € N den Vektorraum R™ aller Vektoren (n-Tupel) (z1, 2o, ..., 2,)"
mit x1,...,x, € R. Wir fithren eine komponentenweise Addition und Multiplika-
tion mit Zahlen ein:

(21, z)T A+ W)t = (@Y, T+ Yn)T
Mz, .ooz)t = Ay, Az,)T mit A €R.

Dann gelten die in Abschnitt 2.1 vermerkten Rechenregeln, und jeder Vektor
F=(x1,...,7,)T € R" kann eindeutig als Linearkombination

f:$1€1++$n€n
der Koordinateneinheitsvektoren
ey = (1,0,0,...,0)", & = (0,1,0,...,0)%,...,&, = (0,0,0,..., 1)

geschrieben werden.
In Analogie zu (2.8) definieren wir die Linge (oder Euklidsche Norm) des Vektors
7= (x1,...,2,)7 durch

&) = \fa? +a+ ..+ a2, (2.14)

Da wir uns im R™ (mit n > 4) nicht mehr auf die Anschauung verlassen kénnen,
ist im Moment keineswegs klar, ob die Dreiecksungleichung fiir alle n gilt.
Schwierigkeiten bereitet zunéchst auch die Definition des Skalarprodukts zweier
Vektoren ¥ = (z1,...,2,)T und ¥ = (y1,...,y,)T, da wir uns Winkel im R" fiir
n > 4 schlecht vorstellen kénnen. Hier hilft uns ein Blick auf (2.3) und (2.10),
und wir definieren das Skalarprodukt von ¥ und ¥y einfach als

Ty :=x1y1 + Tayo + ... + TplYn. (2.15)

Fiir das so definierte Skalarprodukt gelten wieder die in Abschnitt 2.1 vermerkten
Rechenregeln. Man beachte auch, dass

17| = VZ - 7. (2.16)

Satz 2.13 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) Fiir beliebige Vektoren T =
(1, 2T 7= (Y1, yn)T gilt

|7 g < [|Z]] [|7]]

oder, ausfihrlich geschrieben,

|x1y1+...+xnyn\§\/x%+...+x3 \/y%+...+y,%.
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Beweis Ist i der Nullvektor, dann ist die Aussage des Satzes sicher richtig. Sei
also ¥ # O. Dann ist

0 < ||#-

— — 2
= - 82

Umstellen ergibt
— —\ 2 — —| — —| — —|
(@-9)° < IZI* I7* baw. |Z-g] < 7]/ (|4l
|

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung ist auflerordentlich niitzlich, und wir dis-
kutieren zwei Anwendungen.

Fir 7,y # 0] zeigt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, dass

1< =Y <
]| |7

Es gibt daher eine eindeutig bestimmte Zahl o € [0, 180°] so, dass

—

-y
12| {7

= COS (.

Wir nennen « den Winkel zwischen den Vektoren 7 und 7. Insbesondere stehen
Z und i/ senkrecht aufeinander, wenn o = 90° bzw. ¥ - = 0.

Als zweite Anwendung zeigen wir die Dreiecksungleichung. Fiir 7,/ € R™ ist

1Z+4° = @F+9) - (F+§) =7 F+27 - §+§- 7
< 212+ 2012 7+ 1717 = (12 + 17))>

Wurzelziehen liefert die Behauptung. ]

Ein Vektorprodukt wird in R™ mit n # 3 nicht eingefiihrt.
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3 Lineare Riaume

Wir haben bisher Vektoren im R"™ betrachtet. Wir behandeln nun Vektoren in
grofferer Allgemeinheit und definieren ,, Vektorrdume* oder , lineare Rdume*, in-
dem wir die fiir Vektoren im R" giiltigen Rechenregeln als Axiome fordern.

3.1 Definition und Beispiele

Definition 3.1 Ein linearer Raum (oder Vektorraum) iber dem Korper R ist
eine nichtleere Menge V', fiir deren Elemente zwei Operationen erklirt sind: eine
Addition, die je zwei Elementen w,v aus V ihre Summe u + v € V zuordnet,
und eine Multiplikation mit Skalaren, die jedem Element u € V und jeder reellen
Zahl X thr Produkt Au € V' zuordnet. Dabei sollen fiir alle u,v,w € V und alle
a, B € R die folgenden Regeln gelten:

(A1) (u+v)+w=u+ (v+w) (Assoziativitit).
(A2) u+v=v+u (Kommutativitdt).
(A3) Es gibt genau ein Nullelement 0 € V' mit
O+u=wu firale wuelV.
(Ad)  Zu jedem u € V' gibt es genau ein entgegengesetztes Element
—u €V mitu+ (—u) =0.

(S1) a(u+v)=au+av (Distributivitdt).
(52) (a+pPlu=au+fu (Distributivitdt).
(S3)  (af)u=a(fu) ( ,Assoziativitat”).
(S4) 1-v=wv firalevelV.

Die Axiome (Al) — (A4) stimmen mit den ersten vier Korperaxiomen aus Ab-
schnitt 1.2 iiberein. Wie Folgerung 1.1 kann man daher zeigen:

Folgerung 3.2 Fiir beliebige Elemente u,v eines Vektorraumes V' gibt es genau
ein Element x € V', welches die Gleichung u + x = v [dst, ndmlich das Element
r=v+ (—u).

Anstelle von v + (—u) schreibt man meist v — u. Auflerdem ist es iiblich, die
Elemente eines Vektorraumes Vektoren zu nennen (auch wenn wir sie nicht mit
gerichteten Objekten wie Pfeilen identifizieren).

Folgerung 3.3 Fiir beliebige Vektoren v € V' und Zahlen A € R gilt
—(—v) =v, Ov = 0, A0 =0,

und aus \v = 0 folgt, dass A\ = 0 oder v = 0.
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Der Deutlichkeit halber wurde in dieser Folgerung das Nullelement des Vektor-
raumes mit 0 bezeichnet.

Beispiel 1 Der R™ mit den in Abschnitt 2.3 eingefithrten Operationen der Ad-
dition und der Multiplikation mit Zahlen bildet offenbar einen Vektorraum iiber
R. Das Nullelement ist der Vektor 0 = (0,...,0)7, und der zu z = (21, ..., x,)7
entgegengesetzte Vektor ist —x = (—x1,..., —x,)7. |

Beispiel 2 Sei V' die Menge aller Polynome P(x) = ag + ajx + ... + a,z" vom
Grad < n. Mit der Addition

(P+Q)(x) = P(z)+Q(x)
= (a0+a19:—|—...+an93")+(bo+blf+~~+bn$n)
= (ao+bo) + (a1 + b))z + ... 4 (ay + by,)z"

und der Multiplikation mit A € R,
(AP)(z) :== Mag + a1z + ... + a,2") = dag + A1z + ... + Aa,z",
wird V' zu einem Vektorraum iiber R. |

Beispiel 3 Auch die Menge C([a,b]) aller auf dem Intervall [a,b] definierten
stetigen reellwertigen Funktionen bildet einen Vektorraum iiber R, wenn wir die
Summe von f, g € C([a,b]) durch

(f +9)(@) = f(z) +g(x), =¢€la]

und das Produkt von f € C([a,b]) mit A € R durch

(A (@) = A f(z), =€ la,l]
erkléren. [

Anmerkung Man betrachtet auch Vektorrdume {iber C oder {iber anderen
Koérpern. Man verlangt dann, dass eine Multiplikation mit komplexen Zah-
len erkliart sein mufl; wobei wieder die Axiome (S1)-(S4) gelten sollen. Ein
konkretes Beispiel eines Vektorraumes iiber C ist der Raum C" aller n-Tupel
2= (z1,...,2,)T von komplexen Zahlen, fiir die wir die Operationen wie im Fall
R"™ komponentenweise erklaren.

Viele der folgenden Aussagen gelten gleichermafien fiir Vektorrdume iiber R und
Vektorraume iiber C. Man spricht daher oft von Vektorrdumen tber K, wobei K
fiir R oder C steht.
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3.2 Lineare Unabhingigkeit, Basis, Dimension

Sind uy,...,u; Vektoren eines Vektorraumes iiber K, so heifit jeder Vektor der
Form

v=ouy + ... +opur mit ag,...,ap € K
eine Linearkombination der Vektoren uq, . .., uy.

Definition 3.4 Sei V' ein Vektorraum idiber K. Die Vektoren wui,...,u, € V
heifien linear unabhéngig, wenn keiner dieser Vektoren eine Linearkombination
der tibrigen ist und wenn keiner dieser Vektoren der Nullvektor ist. Andernfalls
heiffen uq, . .., ug linear abhéngig.

Eine dquivalente Beschreibung der linearen Unabhéngigkeit liefert das folgende
Lemma.

Lemma 3.5 Set V' ein Vektorraum idber K. Die Vektoren wuy,...,ux € V sind
genau dann linear unabhingig, wenn aus Zle a;u; = 0 notwendig folgt, dass
ar=...=a, =0.

Beispiele Die Vektoren €}, €, €3 € R? sind linear unabhingig, denn aus
1) + by + sy = (a1, g, )T = (0,0,00' =0

folgt, dass a; = as = a3 = 0. Dagegen sind die Vektoren
i =(1,2,3)", @ =(0,1,-1)", d3=(1,4,1)"

linear abhéngig, denn es ist ja z.B. 1, = u3 — 2.

Auch die Polynome Py(z) = 1, Pi(x) = x und Py(z) = 2%, die wir als Elemente des
Vektorraumes aller Polynome vom Grad < 2 mit reellen Koeffizienten betrachten,
sind linear unabhéngig. Wir machen dazu den Ansatz 0 = agFy + an Py + o P
(wobei 0 fiir das Null-Polynom steht) und zeigen, dass dann ap = oy = ag = 0
sein muss. Der Ansatz liefert

0= aoPy(z) + a1 P (x) + auPy(z) bzw. g+ oz + azr? =0

fiir alle z € R. Wir setzen = 0 und erhalten ap = 0. Nun leiten wir ajz+asz? =

0 ab, erhalten a; + 2asx = 0, setzen wieder x = 0 und bekommen «; = 0.
Schliefllich leiten wir 2asx = 0 ab und finden 2a5 = 0, also as = 0. [ ]

Definition 3.6 Sei V ein Vektorraum diber K.

a) V' heifit unendlich-dimensional, wenn es beliebig viele linear unabhdngige
Vektoren in V' gibt. Wir schreiben dann

dimV = oo.

Andernfalls heifst V' endlich-dimensional.
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b) Ist V endlich-dimensional, so heifit die maximale Anzahl linear unabhdingiger
Vektoren in V' die Dimension von V. Ist diese mazimale Anzahl gleich n, so
schreiben wir

dimV =n.

c) Ist'V ein Vektorraum der Dimension n, so heifit jedes System von n linear
unabhdngiger Vektoren aus V' eine Basis von V.

Beispiele Alle hier betrachteten Vektorrdume sind reell. Der Raum R™ hat die
Dimension n, und die Koordinateneinheitsvektoren €7, ..., €, bilden in ihm eine
Basis. Natiirlich gibt es auch andere Basen, z.B. bilden

= (1,2 und ©v=(0,7)7 (3.1)

eine Basis von R2. Der Raum der Polynome vom Grad < n hat die Dimension
n + 1, und die Polynome

Py(z)=1, P(x)==z,...,P,(x)=2a"

bilden in ihm eine Basis. Dagegen ist C'([0, 1]) ein unendlich-dimensionaler Vek-

torraum, da er alle Polynome Fy, P;, P, ..., enthélt und diese linear unabhéngig
sind. Unendlich-dimensionale Vektorrdume werden in der Funktionalanalysis be-
trachtet. [ ]

Anmerkung Man beachte, dass C=R? als komplexer Vektorraum die Dimension
1 hat und als reeller Vektorraum die Dimension 2. [ ]

Satz 3.7 Sei V' Vektorraum diber K und uq, ..., uy eine Basis von V. Dann ldfst
sich jeder Vektor v € V' auf genau eine Weise als Linearkombination v = ayuq +
..+ agu, mit u; € K darstellen.

Beweis Wire ein Vektor v € V nicht auf diese Weise darstellbar, so wéren
die £ + 1 Vektoren uq,...,u; und v linear unabhéngig, was der Definition der
Basis widerspricht. Wir zeigen noch die Eindeutigkeit der Darstellung. Aus v =
a1ty + ...+ agpug und v = Brug + ...+ Bruy folgt durch Subtraktion

6 = (Oél — 51)111 +...+ (Oék — ﬁk)uk
Nach Lemma 3.5 ist oy = By, ..., a5 = Bg. [ ]

Beispiel Wir wollen (1,0)7 als Linearkombination der Basisvektoren (3.1) dar-
stellen. Der Ansatz (1,0)" = «a(1,2)" 4+ (0,7)7 liefert das Gleichungssystem
1=1-a+4+0-8,0=2a+ 78 mit der Losung o = 1, § = —2/7. Also ist

(1,007 = (1,2)" — 2(0,7)". ]
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Anmerkung Sei V' Vektorraum und wug, ..., u; eine Basis von V. Fiir je zwei
Vektoren a = aqu; + ...+ agu, und b = Biuy + . .. + Brug gilt dann

a+b=(ay+ B)us + ...+ (o + Br)us,

d.h. die Addition von a und b kann auf die Addition ihrer Koordinaten «;, /3; (also
von Zahlen) zuriickgefiihrt werden. |

Definition 3.8 FEine nichtleere Teilmenge U eines Vektorraumes V iiber K heifit
(linearer) Unterraum oder (linearer) Teilraum von V', wenn fir beliebige Vektoren
u,v € U und beliebige Zahlen o, f € K gilt:

au+ pv e U.

Jeder Unterraum eines Vektorraumes ist wieder ein Vektorraum.

Beispiele Seien vy, ..., v, Vektoren in V. Dann bildet die Menge aller Linear-
kombinationen dieser Vektoren einen Teilraum U von V. Wir bezeichnen ihn mit

U =span{vy,..., v}

und sagen, dass U von den Vektoren vy, ...,v, aufgespannt wird oder dass die
Vektoren vy, ..., v, ein Erzeugendensystem von U bilden. Jeder endlich dimensio-
nale Vektorraum wird in diesem Sinn von seiner Basis aufgespannt.

Die ein- bzw. zweidimensionalen Unterriume des R sind genau die Geraden bzw.
Ebenen in R3, die durch den Nullpunkt (0, 0,0) verlaufen. Da wir als Ortsvektor
71 jeweils den Nullvektor wihlen konnen, sehen die Parameterdarstellungen dieser
Geraden bzw. Ebenen nédmlich so aus:

F=M bzw. 7= N+ ut,

d.h. Geraden werden durch einen und Ebenen durch zwei Vektoren aufgespannt,
und die Bedingung, dass § und ¢ ungleich 0 und nicht parallel sind, garantiert,
dass § und ¢ linear unabhéngig sind. [ ]
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

4.1 Lineare Abbildungen

Wir beschéftigen uns nun mit Abbildungen zwischen linearen Réumen. Von be-
sonderem Interesse sind Abbildungen, die die Struktur der linearen Réume re-
spektieren.

Definition 4.1 Seien V' und W lineare Riume tiber K (= R oder C). Fine
Abbildung ¢ : V — W heifst linear, wenn

o(aqvr + agve) = arp(v1) + asp(vs)

fiir alle vi,vo € V und alle oy, € K. Die Bildmenge {p(v) : v € V
bezeichnen wir mit Im ¢ (von image). Die Menge {v € V : p(v) = 0} C
der Kern von ¢ und wird mit Ker ¢ (von Kern oder kernel) bezeichnet.

Beispiel 1 Die folgenden Abbildungen sind linear:

01 R - R? v —w (Drehung um 180°),
0y : R2 5 R2, v 20 (Streckung um Faktor 2),

03 : R =5 R? (vy,v9)" = (v1,0)7  (orthogonale Projektion auf z-Achse).
Es gilt ndmlich fiir beliebige v, w € R? und o, 8 € R

ei(av + fw) = —(av + fw) = a(—v) + f(—w) = api(v) + Ber(w),
p2(aw + fw) = 2(aw + fw) = 2av+ 20w = apz(v) + Bz (w),
o3 (v, v2)T + Blwr, w2)T) = ws3((av + Bwr, avs + Bws)T)
= (v + fui, 0" = afv,0)" + Bwi, 0)"
= 9603((@1,@2)T) + 5@3((w1,w2)T)- u

Beispiel 2 Sei V = W der lineare Raum aller Polynome. Dann ist
0: V=W, p—p (Ableitung)
eine lineare Abbildung. Fiir beliebige p,q € V und «, 5 € W ist namlich
plap+ Bq) = (ap + Bq) = ap’ + Bq' = ap(p) + Be(q).

Der Kern dieser linearen Abbildung besteht gerade aus den konstanten
Polynomen. [ ]

Beispiel 3 Die Abbildung

0 :R* = R? v v+ (1,007 (Verschiebung um (1,0)7)
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ist dagegen nicht linear. Fiir den Nullvektor v = (0,0)7 gilt ndmlich

o2v) = 20+ (1,007 = (1,0)7,
20(v) = 2(v+(1,07) = 21,007 = (2,0)".

Auch die Abbildung ¢ : R — R, x + 2% ist nicht linear. Warum? [ |

Wir sehen uns nun einfache Eigenschaften linearer Abbildungen an.

Lemma 4.2 a) Eine lineare Abbildung ¢ : V. — W bildet den Nullvektor von
V' auf den Nullvektor von W ab.

b) Ist o : V — W linear, so ist Kery ein linearer Teilraum von V, und Im ¢
ist ein linearer Teilraum von W.

Beweis Wir iiberlegen uns nur den ersten Teil von Aussage (b). Sind u, v € Ker ¢,
so ist wegen ¢(u + v) = p(u) + @(v) = 0 auch u + v € Ker ¢. Ist u € Ker ¢ und
A € K| so ist wegen p(Au) = Ap(u) = 0 auch \u € Kerp. Also ist Ker ¢ ein
linearer Raum. |

Sind ¢, : V. — W lineare Abbildungen, so definiert man ihre Summe ¢ + 9 :
V — W durch

(o + ) () == ¢(v) + ¢(v).
Sind ¢ : V — U, ¢ : U — W lineare Abbildungen, so ist ihre Verkettung (oder
Hintereinanderausfithrung) ¢ o ¢ : V' — W erklért durch

(1 o) (v) == ¥(p(v)).

Lemma 4.3 Summe und Verkettung linearer Abbildungen sind wieder lineare
Abbildungen.

Den Beweis konnen Sie als Ubungsaufgabe leicht fithren.

Lemma 4.4 a) FEine lineare Abbildung ¢ : V. — W st genau dann injektiv,
wenn Ker ¢ = {0}, und sie ist genau dann surjektiv, wenn Im ¢ = W.

b) Ist die lineare Abbildung ¢ : V. — W bijektiv, so existiert die Umkehrabbil-
dung o= : W — V, und diese ist wieder linear.

Beweis Wir zeigen nur den ersten Teil von Aussage (a). Seien u,v € V' Vektoren
mit ¢(u) = ¢(v), und sei Ker p = {0}. Dann ist ¢(u—v) =0, d.h. u—v € Ker ¢,
und folglich u —v = 0. Also ist ¢ injektiv.

Sei umgekehrt ¢ injektiv und v € Ker ¢. Dann ist ¢(v) = 0 = ¢(0) (vgl. Lemma
4.2(a)), und aus der Injektivitit folgt v = 0. u
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Satz 4.5 Sei V' ein endlich-dimensionaler linearer Raum mit einer Basis
€l,...,€n. Dann ist eine lineare Abbildung ¢ : V. — W bereits durch die An-
gabe der Bilder der Basisvektoren

aiI:QO(Q;)GVV, izl,...,n,
eindeutig festgelegt: Fiir v = vies + ... + vye, ist
p(v) = p(vier + ...+ vpe,) = V101 + .. A V.

Beispiel 4 Wir bezeichnen mit €, &, €5 die Koordinateneinheitsvektoren von R3.
Da diese eine Basis von R? bilden, ist eine lineare Abbildung ¢ : R® — R? durch
Vorgabe von ¢(€}), p(€3), p(€3) eindeutig bestimmt. Wir wihlen beispielsweise

— —

pler) =é und (&) = p(e) = 0.

Fiir v = v1€] + 028 + v363 = (v1, V2, v3)T ist dann (v) = vie; = (vy,0,0)7. Fiir
diese Abbildung ist

Ime = {(v,0,0)7 € R3: v; € R}, dimImp =1,
Kero = {(0,v,v3)7 € R3: vy,v3 € R},  dimKerp = 2. u

In diesem Beispiel ist dim Im ¢ + dim Ker ¢ = 3 = dim R3. Der folgende wichtige
Satz sagt aus, dass das Bestehen dieser Gleichheit kein Zufall ist.

Satz 4.6 (Dimensionssatz) Sei V' ein n-dimensionaler linearer Raum und o :
V — W eine lineare Abbildung. Dann ist

dimKerp +dimImp =n =dim V. (4.1)
Beweis Wir wihlen eine Basis ¢y, . . ., ¢, von Ker ¢ und eine Basis ¢(by), . . ., ¢(b;)
von Im ¢ und zeigen, dass c¢q,...,cy, by, ..., b, eine Basis von V ist.

Lineare Unabhingigkeit von cy,...,cq, by,...,b: Aus ZZ LG+ Z] ) B]b =0
folgt > 7, B; ¢(b;) = 0. Da die <p(b ) linear unabhanglg sind, ist /1 = ... =, =

0. Aus Zi:1 vic; = 0 folgt weiter v; = ... =7, = 0.

Zeigen, dass span{cy,...,ce,by,...,b.} = V: Sei v € V. Schreiben ¢(v) als

> i1 Bi(by). Dann ist o(v) = 0377, B;b;), d.h. v — 377, B;b; liegt in Ker .
Wir konnen dieses Element also als

r J4
v — E ijj = E ;C;
j=1 i=1

schreiben. Folglich ist v € span{cy,...,csb1,...,b.}. [
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Folgerung 4.7 Sei dimV < oo. Ist die lineare Abbildung ¢ : V. — W bijektiv,
so st dim W =dim V.

Denn wegen Ker ¢ = {0} und Im ¢ = W reduziert sich (4.1) auf dim W = dim V.

Folgerung 4.8 Sei dimV = dimW < oco. Dann ist eine lineare Abbildung o :
V — W genau dann injektiv, wenn sie surjektiv ist.

Auch das folgt leicht aus (4.1): Ist Kerp = {0}, so ist dimKer¢ = 0. Dann
ist dimImp = dim W, also Imy = W. Die umgekehrte Richtung zeigt man
dghnlich. |

4.2 Matrizen

Wir lernen nun die grundlegenden Begriffe und Regeln der Matrizenrechnung
kennen, die zahlreiche Anwendungen in Natur-, Ingenieur- und Wirtschaftswis-
senschaften hat und fiir viele Aufgaben eine bequeme Sprache bereitstellt.

Definition 4.9 Seien m,n natirliche Zahlen. Unter einer reellen (komplexen)
mxn—Matrix versteht man ein rechteckiges Zahlenschema

11 Q12 A1n
Q21 Q22 -+ Q2p

A= : : : - (aij)m,n
Am1 Am2 - Amn

mit Eintrigen a;; € R (oder C). Eine mxn-Matric setzt sich aus m Zeilenvek-
toren und n Spaltenvektoren zusammen.

Die Menge aller reellen (komplexen) mxn-Matrizen bezeichnen wir mit R™™
(bzw. C™" ). Schliefllich heifit eine mxn—Matriz A quadratisch, wenn m = n. In
diesem Fall heifit das n-Tupel (a11, as, . . ., any,) die Diagonale (oder auch Haupt-
diagonale) von A.

Matrizen mit nur einer Spalte oder einer Zeile kann man mit spalten- oder zei-
lenweise geschriebenen Vektoren identifizieren. Statt R"! bzw. R™ schreibt man
daher oft R™ bzw. R".

Eine Matrix, deren Eintrége alle gleich Null sind, heifit Nullmatriz: 0 = (0),,,, €
R™™. Die mxm—Matrix

01 - 0
I=1. . .
0 0 1

heifit die mxm- Einhettsmatriz.

Wir definieren nun Rechenoperationen mit Matrizen.
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a)  Multiplikation einer Matriz mit einer Zahl
Ist A= (aij)mn € K™ und A € K, so ist AA die mxn-Matrix

AA = (Aaij)m,n.
Man multipliziert also einfach elementweise.
b) Addition von Matrizen
Die Summe der mxn-Matrizen A = (a;;)mn und B = (b;j)m,n ist die mxn—
Matrix
Man addiert also elementweise.
c)  Multiplikation von Matrizen
Das Produkt AB zweier Matrizen A, B kann nur gebildet werden, wenn die
Anzahl der Spalten von A gleich der Anzahl der Zeilen von B ist. Sei also

A = (ajj)mn eine mxn-Matrix und B = (b;;),, eine nxr-Matrix. Dann ist
ihr Produkt AB die mxr—Matrix

AB = (Cz’j)m,r mit Cij = Zaikbkj'
k=1

Das Element ¢;; ist also das Skalarprodukt der i-ten Zeile von A mit der
j-ten Spalte von B.

d) Transponieren von Matrizen
Ist A = (aj)m,n eine mxn-Matrix, so versteht man unter ihrer Transponier-
ten die nxm-Matrix

AT = (bij)n,m mit bij = Aj;.

Fiir das Addieren gelten wieder die Regeln (A1) — (A4), die wir bereits mehrfach
notiert haben (zuletzt in Definition 3.1). Fiir die Multiplikation gelten die folgen-
den Regeln, wobei wir annehmen, dass die Matrizen A, B, C' so beschaffen sind,
dass alle auftretenden Operationen erklart sind:

(AB)C = A(BC) Assoziativitét,
A(B+C)=AB+ AC
(A+ B)C = AC + BC

(AB)" = BT AT.

AuBlerdem ist Al = A = A mit der Einheitsmatrix /. Man beachte aber, dass
im Allgemeinen AB # BA ist. Das Matrixprodukt ist also nicht kommutativ.

} Distributivitét,

Beispiel

E oG a)=Go) GG :
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Definition 4.10 Fine nxn-Matriz A heift invertierbar (oder regulér oder nicht-
singuldr ), wenn es eine nxn—Matriz B so gibt, dass

AB =BA=1. (4.2)

Ist A invertierbar, so ist die Matriz B aus (4.2) eindeutig bestimmt. Sie heif§t die
Inverse von A und wird mit A~' bezeichnet.

1 2\ . . . a4 2
5 4) ist invertierbar, und A7 = = <_3 1 )a

(G 6D B0 .

Sind A, B € R™" invertierbar, so sind auch AB sowie AT invertierbar, und es gilt

Beispiel Die Matrix A = (

denn

(AB)™' =B7tA™t, (ATt =AaHT. (4.3)
Wir werden spéter Moglichkeiten kennen lernen, A~! zu bestimmen.

Wir sehen uns nun den Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen ¢ : R" —
R™ und mxn-Matrizen an. Sei zunéchst A = (a;j)m,n eine mxn-Matrix und

= (z1,...,7,)7 € R". Dann kénnen wir das Matrixprodukt
ay ... Qi x4 > | Q1T
Av=| : o :
A1 - Gy T > | Ak

bilden und erhalten einen Vektor aus dem R™. Jede mxn-Matrix A definiert also
eine Abbildung
¢ :R" = R™ 1+~ Az,

und diese Abbildung ist linear, wie man mit dem Distributivgesetz fiir die Ma-
trixmultiplikation leicht einsieht.

Sei umgekehrt ¢ : R"™ — R™ eine lineare Abbildung, und sei @; = ¢(€;) das
Bild des Koordinateneinheitsvektors €; € R™. Wir stellen jeden Vektor @; in der
Basis €1, ..., €, von R™ dar:

m
ai:a1i61+...+amiem:§ aj€;, 1=1,...,n,
Jj=1

und ordnen die Koeffizienten aj; in einer mxn-Matrix an:

ayy ... QAip
A=| : I (4.4)

Am1 .- Qmn
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Die Spalten von A sind also die Koordinaten der Vektoren dy, ..., d,. Fir jeden
Vektor @ = (z1,...,2,)T = 2181 + ... + 2,6, € R" ist dann

p(@) = inW(a):Zziai
i=1 i=1

n m m n
= E ZL’Z( E ajl-ej> = E ( E ajixi)ej
i=1 j=1 j=1 i=1
n
Zizl A1 ayp ... Qi Z1
= : = : | = Az

n
Do Qi Ami - CGmn T

Also definiert jede Matrix eine lineare Abbildung, und umgekehrt kann man jede
lineare Abbildung ¢ : R" — R™ als Multiplikation mit einer Matrix realisieren.
Man sagt auch, dass ¢ durch die Matrix (4.4) dargestellt wird.

Wichtige Anmerkung Man kann diese Uberlegungen auch mit anderen Basen
ﬁ, cee ﬁ von R™ bzw. §i,..., G, von R™ durchfithren. Man erhélt wiederum
eine Darstellung von ¢ als Matrix, die sich aber i.Allg. von der Matrix (4.4)
unterscheidet. Die Darstellung einer linearen Abbildung als Matrix héngt also
von den gewéhlten Basen ab. [ ]

Beispiel Sei ¢ : R? — R? die Drehung um
den Koordinatenursprung um den Winkel o €
[0,27). Dabei geht & = (1,0) in den Vektor

a; = (cosa,sina)? {iber und & = (0,1)7 in
dy = (—sina,cosa)?. Die Darstellung von ¢
als Matrix (beziiglich der Koordinateneinheits-

vektoren) ist also
cosa —sina
A= . . |
sina cosa

Sind ¢1, g lineare Abbildungen und A;, As die entsprechenden Matrizen, so
gilt unter der Voraussetzung, dass alle vorkommenden Operationen ausgefiihrt
werden kdénnen:

e der Summe @ + g entspricht die Summe A; + A,,
e der Hintereinanderausfithrung ¢, o 9 entspricht das Produkt A; A,,
e der Umkehrabbildung ;" entspricht die inverse Matrix A;".

Damit haben wir zugleich eine Rechtfertigung fiir die seltsam erscheinende Defi-
nition des Matrixprodukts gefunden.
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4.3 Der Rang einer Matrix

Da sich (nach Wahl einer Basis) lineare Abbildungen und Matrizen einander ent-
sprechen, sollte sich z.B. die Dimension des Bildraumes an der Matrix ,;ablesen®
lassen. Dazu fiihren wir die folgenden Begriffe ein.

Definition 4.11 Sei A = (aij)mn eine Matriz. Die Mazimalzahl linear un-
abhingiger Spaltenvektoren (Zeilenvektoren) von A heifit der Spaltenrang (Zei-
lenrang) von A.

Satz 4.12 Fir jede Matrix A = (a;j)mn sind die folgenden drei Griflen gleich:
der Zeilenrang, der Spaltenrang und die Dimension des Bildraumes der durch A
definierten linearen Abbildung x — Ax.

Man spricht daher vom Rang von A und schreibt
rang A = r (deutsch) oder rank A =r (englisch),
falls der Rang von A gleich r ist.

Zur Bestimmung des Ranges einer Matrix ist der folgende Satz niitzlich. Zugleich
wird dieser Satz eine Beweismoglichkeit fiir Satz 4.12 aufzeigen.

Satz 4.13 Der Rang einer Matriz A bleibt bei jeder der folgenden elementaren
Zeilen- und Spaltenumformungen unverdndert:

a) Addition einer Zeile (Spalte) zu einer anderen Zeile (Spalte),
b)  Multiplikation einer Zeile (Spalte) mit einer Zahl # 0,

c) Vertauschen zweier Zeilen (Spalten).

0o 2 7
Beispiel Wir wollen den Rang der Matrix [ 1 —2 2| bestimmen, indem wir
1 0 9

diese Matrix durch die elementaren Umformungen aus Satz 4.13 in eine Gestalt
bringen, die uns das Ablesen ihres Ranges ermoglicht.

1 -2 2
1. Tausch von Zeile 1 und Zeile 2: 0o 2 7
1 0 9
1 -2 2
2. 3. Zeile minus 1. Zeile: 0o 2 7
0o 2 7
1 =2 2
3. 3. Zeile minus 2. Zeile: 0o 2 7
0O 0 0
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Die Vektoren (1,—2,2) und (0, 2,7) sind linear unabhéngig, also ist der Rang die-
ser Matrix gleich 2. Im Allgemeinen benutzt man die elementaren Umformungen,
um eine Matrix der Gestalt

\ } r Zeilen

0 0

zu erzielen, bei der die Elemente auf dem angedeuteten Teil der Diagonalen un-
gleich 0 sind. Dann ist r» der Rang dieser Matrix.

0o 2 7
Man kann die Umformung der Matrix [ 1 —2 2| auch weiter treiben:
1 0 9
1 -2 2 1 0 2 100 10 0 100
0o 2 7\—-({02 7] =102 7] —=10135]—=1010
0 0 0 000 000 00 0 000

In dieser Form erkennt man unmittelbar, dass Zeilen- und Spaltenrang gleich 2
sind. -

Satz 4.14 Jede Matrix A # 0 ldsst sich durch elementare Zeilen- und Spaltenum-

formungen auf die Gestalt (IBT 8) bringen, wobei I, die rxr FEinheitsmatriz

i1st. Dann ist rang A = r.
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5 Lineare Gleichungssysteme

Eine der hdaufigsten mathematischen Aufgaben ist die Losung linearer Gleichungs-
systeme. In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns zunéchst mit Losbarkeitsbe-
dingungen und mit der Struktur der Losung, und anschlieBend lernen wir den
Gauflschen Algorithmus zur praktischen Losung linearer Gleichungssysteme ken-
nen.

5.1 Losbarkeit und Losungsstruktur

Ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen in n Unbekannten hat die Form

a111 -+ 199 + ...+ ATy — bl
a91T1 + A92x9 + ... + GonT, = bg (51)
A1 X1 + Q2o + ...+ ATy, = by

Dabei sind die a;; und die b; vorgegebene reelle oder komplexe Zahlen. Da alle
Uberlegungen in diesem Abschnitt unabhingig davon sind, ob wir im Reellen
oder im Komplexen arbeiten, schreiben wir wieder K fiir einen der Korper R
oder C. Das System (5.1) zu losen bedeutet, Zahlen xy,-- -, x, € K so zu finden,
dass alle Gleichungen in (5.1) zugleich erfiillt sind.

Mit den Bezeichnungen

apx Az 0 Q1p by

a21 Q22 - Q2p by
A= . . o, b=

Am1 Qm2 - Amn bm

konnen wir das System (5.1) auch kurz als
Az =10 (5.2)

schreiben, wobei nun der Vektor z = (1,...,2,)7 € K" zu bestimmen ist. Die
Matrix A heifit Koeffizientenmatriz von (5.2) bzw. (5.1). Die folgenden Beispiele
zeigen, dass beim Losen linearer Gleichungssysteme sehr unterschiedliche Situa-
tionen auftreten kénnen.

Beispiele

a) Das System

L)) e T
L2 2[L’1+2[L’2 = 2
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ist nicht losbar.

b) Das System

IR0
L2 21’1 + 21’2 = 2
hat unendlich viele Losungen, namlich alle Vektoren der Gestalt

(=) wrex

c) Das System

FIORCRC
T2 T+ 2wy = 2
hat die eindeutig bestimmte Losung 2, = 0,25 = 1 bzw. 2 = (0,1)T. ]

Wir fragen uns nun, unter welchen Bedingungen das System (5.1) losbar ist und
wann seine Losungen eindeutig bestimmt sind, und wir beginnen mit homogenen
Systemen.

Definition 5.1 Das lineare Gleichungssystem (5.2) heifit homogen, wenn b = 0
ist, andernfalls heifft (5.2) inhomogen. Das System Az = 0 heifit das zu (5.2)
gehorende homogene Gleichungssystem.

Homogene Gleichungssysteme sind stets losbar: eine Losung ist der Nullvektor.
Wenn wir die mxn-Matrix A mit einer linearen Abbildung = +— Az von R™ nach
R™ identifizieren, so sind die Losungen des Systems Az = 0 genau die Vektoren,
die im Kern dieser Abbildung liegen. Bezeichnen wir diese lineare Abbildung
einfach mit A und schreiben wir L, fiir die Menge aller Losungen des homogenen
Systems Ax = 0, so ist also

L, = Ker A.

Lemma 4.2 (b) und der Dimensionssatz liefern sofort das folgende Resultat.

Lemma 5.2 Sei A eine m x n-Matrixz. Dann bildet die Lésungsmenge Ly der
homogenen Gleichung Ax = 0 einen linearen Unterraum von K", und die Di-
mension dieses Raumes ist gleich

dim L, = dim Ker A = n — rang A.
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Im Falle rang A = n ist die Losung von Ax = 0 also eindeutig bestimmt und
gleich dem Nullvektor. Im Fall rang A < n findet man eine Basis fi,..., f; von
Ly, (mit [ =n —rang A > 0) und kann jede Losung = der homogenen Gleichung
in der Form

r=Mfi+...+Nfi, NeEK,

schreiben. Die Losung héngt also von [ = n — rang A frei wihlbaren Parametern
AL,y ..., A ab.

Wir sehen uns nun inhomogene Systeme Az = b an und schreiben sie in der Form

Q1;
riay + reas + ...+ xpa, = b mit a; =

Ay

Das System Ax = b l6sen heifit also, den Vektor b als Linearkombination der
Spaltenvektoren aq,...,a, von A darzustellen. Fiigt man zur Matrix A noch
den Spaltenvektor b als n + 1. Spalte hinzu, so erhélt man die erweiterte Matrix
(A,b) € K™ des Systems (5.2), mit der wir das folgende Kriterium formulieren
konnen.

Lemma 5.3 Das lineare Gleichungssystem (5.2) ist genau dann losbar, wenn
rang A = rang (A4, b). (5.3)

Wir nehmen nun an, dass die Bedingung (5.3) erfiillt ist. Sind = und & zwei
Losungen von (5.2), d.h. ist Az = b und AZ = b, so ist

Alx —2) = Az — Az = 0;

der Vektor y := x—2 16st also das homogene System Ay = 0. Ist umgekehrt y eine
Losung des homogenen Systems und Z eine Losung des inhomogenen Systems, so
ist auch z := & 4 y eine Losung des inhomogenen Systems:

Av=Ai+ Ay =1b+0=0b.

Lemma 5.4 Das lineare Gleichungssystem (5.2) sei losbar. Dann besteht die
Losungsmenge L; dieses Systems aus allen Vektoren der Gestalt

r=2+y mit ye€ L,=KerA, (5.4)

wobei T eine spezielle Losung des inhomogenen Systems ist.
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Formal kann man (5.4) schreiben als
Li=2+ Ly,

Zur Losung des inhomogenen Systems mufl man also eine spezielle Losung &
der Gleichung Ax = b sowie die allgemeine Lésung der zugehdrigen homogenen
Gleichung finden.

Aus den Lemmas 5.2 - 5.4 folgt auflerdem sofort, dass die Gleichung Ax = b
genau dann eindeutig ldsbar ist, wenn

rang A = rang (A4, b) = n. (5.5)
Sehen wir uns noch einmal die Beispiele vor Definition 5.1 an.
Beispiele
a) Hier ist

1 = rang (; ;) # rang (; ; g) =2,

also ist das System nicht losbar.

b) Hier ist
11 1 11
1 =rang (2 2) = rang (2 9 2) =1<2

Also ist das System losbar, und die Losungen héngen von 2 — 1 = 1 reellen
Parameter ab.

c) Hier ist schlielich

11 1 11
2 = rang [ o) =Tang (| 5 , =2,

d.h. das System ist l6sbar, und die Losung ist eindeutig bestimmt. [ ]

Anmerkung Die in Lemma 5.4 festgestellte Struktur der Losung trifft auf be-
liebige lineare Gleichungen ¢ (x) = b mit einer linearen Abbildung ¢ : U — V zu.
Wir kommen z.B. im Abschnitt iiber Differentialgleichungen darauf zurtick.

Ist A eine nxn-Matrix (d.h. quadratisch) und ist rang A = n(= m), so ist A
invertierbar, und die (eindeutig bestimmte) Losung von Az = b lautet

r=A"'h. (5.6)

Fiir die praktische Bestimmung der Losung z ist (5.6) allerdings wenig geeignet,
da die Ermittlung der inversen Matrix recht miihsam ist.
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5.2 Der Gauflsche Algorithmus

Der Gaufsche Algorithmus oder das Gaufische Eliminationsverfahren zur Losung
des linearen Gleichungssystems (5.1) bzw. (5.2) beruht auf der Beobachtung,
dass sich die Losungsmenge dieses Systems nicht dndert, wenn in der erweiterten
Systemmatrix die folgenden elementaren Zeilenoperatoren durchgefithrt werden:

(a)  Addition einer Zeile zu einer anderen.

(b)  Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl # 0.

(¢)  Vertauschen zweier Zeilen.
AuBlerdem wollen wir noch zulassen:

(d)  Vertauschen zweier Spalten der Systemmatrix.

Letzteres entspricht einer Umbenennung der gesuchten Zahlen x4, ..., x,. Ziel ist
es, durch diese Operationen eine ,,Dreiecks-“ oder wenigstens ,, Trapez-Gestalt*
der Systemmatrix zu erreichen, aus der man die Lésung durch ,, Riickwértseinset-
zen“ gewinnt. Sehen wir uns zunéchst einige Beispiele an.

Beispiel 1 Das lineare Gleichungssystem

Ty + To + r3 —+ Ty = 1
Ty + 2!13'2 + 21’3 + 21’4 = 2
xry + To + 21’3 + 21’4 = 2
r1 + xy + x3 4+ 234 = 2

hat die erweiterte Systemmatrix

— = =
— = N
NN =
NN
DO DN DN =

Subtraktion der ersten Zeile von der zweiten, dritten und vierten Zeile fiithrt auf

o O O -
oo~ K~
O ==
[ Y
e e

d.h.
1’1+l’2+1’3+l’4 =

To + T3+ Ty
T3+ Ty
Ty =

—_ = = =

Wir erhalten ein System von Dreiecksgestalt. Aus der letzten Gleichung folgt
x4 = 1. Wir setzen dies in die vorletzte Gleichung ein und erhalten x3 = 0. In die
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zweite Gleichung eingesetzt liefert dies x5 = 0, und aus der ersten Gleichung folgt
schliellich, dass auch z; = 0. Die Losung des Systems ist also eindeutig bestimmt
und lautet (0,0,0,1)7, d. h. sie besteht aus einem einzigen Punkt. |

Beispiel 2 Das Gleichungssystem werde durch die erweiterte Systemmatrix

0O 3 6| 3
1 2 3] 1
-2 -4 —6|-2

beschrieben. Austausch von erster und zweiter Zeile liefert

12 3] 1
0 3 6| 3
-2 -4 —6|-2

Addition des Doppelten der ersten Zeile zur letzten Zeile ergibt

o O =
O W N
O Oy W
S W =

und Division der zweiten Zeile durch 3 liefert schlief3lich

12 31
01 2|1 (5.7)
00 00
bzw. das Gleichungssystem
T, +2x9+3x3 = 1 (5.8)

To +2x3 = 1.

Die letzte Zeile der Matrix (5.7) entspricht der Gleichung 0 = 0, die wir natiirlich
weglassen. Zum Auflésen von (5.8) wihlt man z3 = ¢ als Parameter. Aus der
letzten Gleichung von (5.8) folgt dann

To+2t=1 bzw. xz9=1-—2t,
und durch Einsetzen in die erste Zeile findet man
1 +2(1—=2t)+3t=1 bzw. x;,=—-1+1

Die Losungsmenge des Systems besteht also aus allen Vektoren der Form

T —1 +t —1 1
T3 t 0 1
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Hier erkennen wir die in Lemma 5.4 beschriebene Struktur: die Losung des inho-
mogenen Systems setzt sich zusammen aus einer speziellen Losung des inhomo-
genen Systems, nidmlich (—1,1,0)7, und der allgemeinen Losung des zugehorigen
homogenen Systems, nimlich allen Vielfachen von (1, —2,1)T. Geometrisch gese-
hen ist die Losungsmenge also eine Gerade. [ ]

Beispiel 3 Wir betrachten das System mit der erweiterten Systemmatrix

0 3 6]3
1 2 3[1 ],
—2 —4 —6]1

die sich von Beispiel 2 nur vom Eintrag in der rechten unteren Ecke unterscheidet.
Die im Beispiel 2 durchgefiihrten Operationen fithren nun auf

1
0
0

S =N
O N W

1
1
3

Die letzte Gleichung des umgeformten Systems lautet also 0 = 3. Dieser Wider-
spruch zeigt, dass das System keine Losung besitzt. Die Losungsmenge ist also
leer. [ ]

Wir kommen nun zum allgemeinen System (5.1) zuriick. Durch die elementaren
Operationen (a) - (d) kann man die erweiterte Systemmatrix dieses Systems stets
in die folgende Gestalt bringen:

I cp a3 ... crp Cip+1 --- Cin dy
1 Co3 ... Cop | C2py1 ... Cop d2
1 e C3p | C3p41 --- C3p dg
0 1| Crpsr oon Con | dy (5.9)
dr-l—l
0 0 :
dim

m,n

Aus dieser Darstellung konnen wir alle gewiinschten Informationen tiber das Glei-
chungssystem gewinnen:

(1) Das System ist genau dann lésbar, wenn

dos1 = ... =dp =0. (5.10)

(2) Der Rang der Systemmatrix ist gleich r.
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(3) Ist die Bedingung (5.10) erfiillt, so konnen wir die Losung des Systems wie
folgt gewinnen: Wir wiahlen n—r = n—rang A Parameter tq,t,...,t,_, € R

oder C und setzen

Trp1 = L1,

Lp42 :tg,...

Die r-te Gleichung von (5.9) lautet dann

Ty + Cr,r—i—ltl +...+ Crntn—r

bzw.

Ty = bp_r.

Ty = dr - Cr,r+1tl — .. — Crplp—r

Wir setzen dies in die r—1-te Gleichung von (5.9) ein und erhalten eine

Darstellung von z,_; in Abhéngigkeit von t, ...

sy, USW.

Wir fahren so fort bis zur ersten Zeile und erhalten die Losung in der Gestalt

X1

Ly
Tr41

Tn

mit gewissen Zahlen e; und f;; und Parametern ti,...
schreibweise lautet die Losung

xy

Ty
Tr41 -
Tr42

Tn

€1

er+ futi +...+  fia—rlar,

€r + frltl +...+ fr,n—rtn—ra

+t

131

fu

4t t,

tn—r

fl,n—r
fr,n—r
0

0
1

ytn

_,. In Vektor-

: (5.11)

in der wir wieder die Losungsstruktur aus Lemma 5.4 erkennen.

Man kann sich das , Riickwéirtseinsetzen“ sparen, wenn man (&dhnlich wie bei der
Rangberechnung angedeutet) durch weitere elementare Operationen aus (5.9)
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eine Matrix der Gestalt

100 ... 0]éie oo | dy
10 ... 0éapgr - Con| da
1 ... OfCspq1 .- C3n| ds
0 1| g1 oo En| dy
dr—l—l
0 0 :
dn
erzeugt, aus der man im Falle OZT,H — ... =d, = 0 sofort die Darstellung der

Losung in der Form (5.11) ablesen kann.
Wir sehen uns ein abschliefendes Beispiel an.

Beispiel Die erweiterte Systemmatrix eines linearen Gleichungssystems sei

1 2 1 1| 2
-1 -1 -1 3|4
2 -1 2 2| 8
2 0 2 4| 6
4 2 4 =2 14
2 =2 2 0] 10

Durch elementare Operationen gelangen wir nacheinander zu den Matrizen

1 21 -1 2 121 —1] 2
0 10 2|2 010 2|-2
0050 4/ 4| _ |000 46|
0 -4 0 6| 2 000 14|-6
0 -6 0 2| 6 000 14|-6
0 -6 0 2| 6 000 14|-6
121 —1| 2 12 -1 1] 2
010 2[-2 = (o1 20| -2 ,
000 1|-3/7 00 1 0]=3/7

wobei wir Nullenzeilen weglassen und im letzten Schnitt die dritte und vierte
Spalte getauscht haben, wodurch x3 und x4 ihre Rollen tauschen. Wir erhalten
daher

Ty = —3/7,
i) +21’4 = —2, d.h. To = —2 —|—6/7 = —8/7,
x1+2ry —xy+ax3=2, dh. 2z =2+16/7—-3/7— z3.

o4



Mit dem Parameter x3 = t folgt schliellich

$1:27/7—t, l’2:—8/7, Z’gzt, LL’4:—3/7

bzw.
1y 277 —1
i) . —8/7 0
I3 o 0 ti 1
Ty —3/7 0
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6 Folgen und Reihen reeller Zahlen

6.1 Folgen und Grenzwerte

Definition 6.1 Ordnet man jeder natiirlichen Zahl n genau eine reelle Zahl a,
zu, so entsteht eine (unendliche) Folge (reeller Zahlen)

a1,09,03, . ...

Die a,, heiffen Glieder der Folge, und man schreibt die Folge als (ay), oy oder
(an)pzy oder (an)nzl'

1 1 1

Beispielsweise ist (#)n>1 die Folge 1, 7, 5, 15, - - - Der Index der Folgenglieder

muf nicht unbedingt bei 1 beginnen:

1 1
— ist die Folge —
(n(n - 1))n2218 e 2’

Die Vorstellung, dass sich die Folgenglieder einer bestimmten Zahl immer mehr
nahern, wird durch folgenden Begriff prazisiert.

1 1
T127200

=

Definition 6.2 Eine Folge (a,),~, reeller Zahlen heifit konvergent, wenn es eine
reelle Zahl a mit folgender Eigenschaft gibt: Zu jedem ¢ > 0 findet man ein
N(e) € N so, dass

la, —al <e fir allen > N(e). (6.1)

Die Zahl a heifit dann Grenzwert der Folge, und man schreibt

a = lim a, oder ayp — a  flir n — oo.
n—oo

Die Forderung (6.1) umschreibt man auch so: Fiir alle bis auf endlich viele Zahlen
n gilt die Ungleichung |a,, — a| < €. Anschaulich bedeutet Definition 6.2, dass im
Fall der Konvergenz und fiir ein beliebig vorgegebenes ¢ > 0 alle Glieder der
Folge ab einem gewissen Index in der -Umgebung um a,

Uda)={zeR:|z—a|<e}=(a—¢,a+¢)

liegen.

a—¢€ a a+¢e R

Eine Folge, die nicht konvergiert, heifit divergent, und eine Folge, die gegen 0
konvergiert, heifit auch Nullfolge. Beispielsweise sind (n)n21 = 1,2,3,... und
((=1)")p>1 = —1,1,—1,1,... divergente Folgen.
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Beispiel 1 Wir betrachten die Folge

1 111 1
nn+1)/,., 2612720777

Das Verhalten der berechneten Folgenglieder legt die Vermutung nahe, dass die-
se Folge gegen 0 konvergiert. Wir wollen das bestédtigen und wéhlen dazu ein
beliebiges € > 0. Unsere Aufgabe ist es, eine Zahl N(¢) zu finden, so dass

1 1
— 0 =—=< fiir alle n > N(e). 6.2
n(n+1) ‘ n(n+1) c v alle n > N(e) (62)
Nun kann man daran denken, die Ungleichung —-— < ¢ nach n umzuformen

n(n+1)
und so N(g) zu bestimmen. Das ist natiirlich unbequem. Zum Gliick miissen wir
aber gar nicht das kleinstmdogliche N (g) bestimmen, sondern nur irgend eins. Wir
schétzen daher erst nach oben ab:

1 1

— <
n(n+1) n?

und suchen nun N (¢) so, dass

1 1
— < — fiir alle n > N(e). .
n(n—|—1)<n2<€ tir alle n > N(¢) (6.3)

Nun ist =5 < e genau dann, wenn n? > % bzw. n > % Wir konnen also fiir

N (e) irgendeine natiirliche Zahl wéhlen, die groer ist als % Dann gilt (6.3) und

damit erst recht (6.2). Also ist lim,, . m = 0, und nebenbei haben wir auch

lim,, o # = 0 erhalten. [
Ahnlich kann man sich iiberlegen:
Beispiel 2 lim,,_, n—l,c =0 firk>0.

Beispiel 3 Die Folge (2™),>; ist genau dann konvergent, wenn = € (—1, 1]. In
diesem Fall gilt

0 fallsze(-1,1)
lim 2" =
nree 1 falls x = 1.
Beispiel 4 lim Yz =1  fiir alle z > 0,
n—oo
lim = =0 fiir alle z € R,
n—oo n!

In allen betrachteten Beispielen haben wir fiir jede konvergente Folge nur einen
Grenzwert gefunden. Das ist kein Zufall.
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Satz 6.3 Jede Folge hat hichstens einen Grenzwert.

Beweis Angenommen, (a,) ist eine Folge, die zwei Grenzwerte a und b mit a < b

hat. Wir wahlen ¢ = bg“. Dann ist

3a—b a+b a+b 3b—a
Ue(a):< 5 2) und Ue(b):< 5 3 )

U:(a) U (b)

f f f f
3a—b - a a-+b b ¢ 3b—a

2 2 2

Aus der Definition des Grenzwertes folgt nun, dass — mit Ausnahme endlich vieler

— alle Folgenglieder kleiner als “£® sind (da sie in U.(a) liegen) und gleichzeitig
groBer als “E2 sind (da sie in U.(b) liegen). Das ist aber unméglich. n

Hier sind die Rechenregeln fiir Grenzwerte.

Satz 6.4 Seien (a,),.,

lim,, oo b, = b. Dann sind auch die Folgen (an + bn)n>1, (anbn)n>1 und (can)n>1
mit ¢ € R konvergent, und es gilt: B B B

und (bn)n21 konvergente Folgen mit lim,, . a, = a und

lim (a, + b,) =a+b, lim a,b, =ab, lim ca, = ca.
n— o0 n— o0 n—00

Ist b, # 0 fiir alle n € N und b # 0, so konvergiert auch die Folge (‘Z—”) , und
n n>1

es 1st:

Ist a, < b, fir allen € N, so ist auch a <b.

n+1

Beispiel 5 Fiir a, = 575 ist
n+1 14+ T4lim, et 1
im = lim 5 = - T == ]
Beispiel 6 Es ist % < %, aber lim,, % =0=1lim,_ % [

Man beweist Satz 6.4, indem man die Bedingungen aus Definition 6.2 direkt
tiberpriift. Niitzlich sind dabei die folgenden Begriffe und Aussagen.

Definition 6.5 Eine Folge (an)n>1 reeller Zahlen heifft nach oben (bzw. unten)
beschrinkt, wenn es ein K € R mit a,, < K (bzw. a, > K) fiir allen € N gibt.
Eine Folge heif$t beschrankt, wenn sie nach oben und unten beschrinkt ist.
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Satz 6.6 a) Konvergente Folgen sind beschrdnkt.
b) Das Produkt einer Nullfolge mit einer beschrinkten Folge ist eine Nullfolge.

Beweis fiir (b) Sei (a,) eine Nullfolge und (b,) eine beschrénkte Folge. Wir
withlen K so, dass |b,| < K fiir alle n € N. Fiir jedes n ist dann

|anby, — 0] = |anb,| = |a,| |by] < Klay,|. (6.4)
Sei € > 0 beliebig. Wegen lim a,, = 0 finden wir ein N(g) so, dass
la,| < e/K fur alle n > N(e).
Wegen (6.4) ist dann

lap,b, — 0| < e fiir alle n > N(e). [

Ein einfaches und sehr anschauliches Konvergenzkriterium ist das folgende.

Satz 6.7 (EinschlieBungskriterium) Seien (a,), (bn), (¢,) Folgen reeller
Zahlen mit a, < b, < ¢, fir alle n € N. Sind die Folgen (a,) und (c,) kon-
vergent und haben sie den gleichen Grenzwert a, so konvergiert auch die Folge
(by,), und ihr Grenzwert ist ebenfalls a.

Beispiel 7 Wir benutzen dieses Kriterium, um zu zeigen, dass die Folge (\’Vﬁ) .
konvergiert und dass -

lim {/n=1. (6.5)

n— oo

Wir zeigen dazu, dass die Folge (b,) mit b, = /n — 1 eine Nullfolge ist (offenbar
ist b, > 0). Dazu benétigen wir den binomischen Satz

(a+0b)" = Zn: <Z> akpnk

k=0
mit den Binomialkoeffizienten (Z) = ﬁlk),

Mit diesem Satz erhalten wir zunéchst
n=(¥n)"=1+b,)" =1+ Vo + ()02 4+ (7)o
1 2 n
Vernachléssigen wir alle Summanden bis auf den ersten und dritten, so folgt fiir

n>2
—1
n>1+<g)bi:1+%bi,

so dass bi < % ist. Da andererseits b,, > 0 ist, erhalten wir die Abschétzung

2
Oﬁbn<£ fiirn> 2.

NG

Wegen limn_m% = 0 liefert das EinschlieBungskriterium, dass auch
lim,, o0 b, = 0 ist, d.h. (6.5) gilt. ]

29



6.2 Konvergenzkriterien und Vollstindigkeit von R

Um die Konvergenz einer Folge festzustellen, haben wir bisher im wesentlichen
nur die Moglichkeit {iber Definition 6.2. Dazu benotigen wir aber die Kenntnis des
Grenzwertes (oder wenigstens eine Vermutung iiber den Grenzwert der Folge).
Bei Folgen wie ((1 + %)n)n>1 ist das aussichtslos. Wir stellen daher in diesem
Abschnitt einige Kriterien bereit, die uns die Konvergenz einer Folge liefern, ohne
dass wir deren Grenzwert vermuten miissen. Diese Kriterien beruhen auf dem
Vollstdndigkeitsaxiom. Allerdings liefern uns diese Kriterien nicht unmittelbar
den Grenzwert selbst. Es sind Fxistenzaussagen.

Definition 6.8 FEine Folge (an) reeller Zahlen heiffit monoton wachsend,

wenn

n>1

ayp<ay<az3<..., dhoa,<a,y1 firalleneN,

und sie heifst monoton fallend, wenn
ay > as >as > ..., d.h.a,>a,1 fir allen € N.

Satz 6.9 (Monotoniekriterium) Jede monoton wachsende und nach oben be-
schrinkte (bzw. monoton fallende und nach unten beschrinkte) Folge reeller Zah-
len ist konvergent.

Wir {iberlegen uns die einfache Begrindung fiir die erste Aussage. Ist die Folge
(a,,) nach oben beschriankt, so existiert das Supremum M := sup{a, : n € N}.
Nach Definition des Supremums finden wir fiir jedes £ > 0 ein Folgenglied ay mit
M —e < ay < M. Da die Folge (a,) monoton wichst und M eine obere Schranke
ist, haben wir M — e < a,, < M fiir alle n > N. Also konvergiert die Folge (a,),
und M ist ihr Grenzwert. |

Beispiel 8 Die Folge (#)n <y 1st monoton fallend und nach unten durch 0 be-

schrankt. Also konvergiert sie. |

Beispiel 9 Wir wollen zeigen, dass die Folge (a,),, . mit a, = (1 + 1)" konver-
giert. Diese Folge wdchst monoton: Fiir n > 2 ist ndmlich

a,  (n+1\"(n-1\"" [n?-1\" n (L)' n
ap_1 n n n n? n—1 n?) n—1

Aus der Bernoullischen Ungleichung folgt

Damit erhalten wir




also a,, > a,_; fir alle n > 2.

Die Folge (a,) ist aber auch nach oben beschrinkt: Aus dem binomischen Satz

folgt zunéchst
1\" " /n\ 1 " /n\ 1

Fir k£ > 1 schatzen wir ab:

(n)l_ n! L_lon=D. (e-ktl) 1 1

k)nk Eln—k)! ok K n-n...n k!

Hieraus und mit der Summenformel fiir die geometrische Reihe folgt:

n n n—1
n\ 1 1 1
an=1+§ _k§1+§—k—1:1+§_k
k)n 2 2
k=1 k=1 k=0
1—(1/2)" 1

—ap) it ap T?

Nach dem Monotoniekriterium existiert der Grenzwert lim,, ., (1 + %)" Dieser
Grenzwert heif3t Fulersche Zahl e. Die Zahl e ist irrational mit

1+

e=271828182845... |
Beispiel 10 Sei a,, =Y, _, % Die Folge (ay),,- ist offenbar monoton wachsend,

und sie ist auch nach oben beschrankt:

"1 "1 "1
an:ZH:1+ZH§1+Z—2IH<3
k=0 k=1 k=1

(vgl. Beispiel 9). Also konvergiert (a,,), und man kann zeigen, dass

n
. . 1
hman:hmg — =c. ]
n—o0 n—o0 £ ‘ k!

Wir wollen noch ein weiteres Konvergenzkriterium angeben, welches sich nicht
nur auf monotone Folgen anwenden 148t, und welches aulerordentlich wichtig fiir
die Begriindung der Analysis ist. Dazu definieren wir:

Definition 6.10 Eine Folge (a,),, reeller Zahlen heifit Cauchyfolge oder Fun-
damentalfolge, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein N(g) € N gibt, so dass

|an — am| < e fir alle m, n > N(e).
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Die Folgenglieder miissen sich also in einem bestimmten Sinn immer néher kom-
men.

Satz 6.11 (Cauchy-Kriterium) FEine Folge reeller Zahlen konvergiert genau
dann, wenn sie eine Cauchyfolge ist.

Die Tatsache, dass dieses Kriterium gilt, bezeichnet man als Vollstindigkeit von
R. In diesem Sinn ist auch C vollsténdig.

Einige Anmerkungen zum Beweis des Cauchy-Kriteriums: Es ist leicht zu sehen,
dass jede konvergente Folge eine Cauchyfolge ist. Die umgekehrte Behauptung
zeigt man in drei Schritten:

1. Schritt Cauchyfolgen sind beschrankt. Das ist ebenfalls leicht zu sehen.

2. Schritt Hier mufl man den folgenden Satz beweisen, der eine wichtige Aussage
iiber Folgen reeller Zahlen macht.

Satz 6.12 (Bolzano-Weierstrafl) Jede beschrinkte Folge reeller Zahlen besitzt
eine konvergente Teilfolge.

Beispielsweise bilden die Folgenglieder mit geraden Indizes eine konvergente Teil-
folge von ((=1)"),5-

3. Schritt Man zeigt, dass jede Cauchyfolge, die eine konvergente Teilfolge be-
sitzt, selbst konvergiert. Das ist wieder einfach. [ ]

Beispiel 11 Fiir n > 1 sei a,, = >, (—1)’“_1%. Wir zeigen, dass (a,),, eine
Cauchyfolge ist. Fiir m > n + 2 ist

T 1 1 - 1
. _ _1 k—l_ — _1 n 1 k—1
el = | 3% o =+ 3 0
k=n+1 k=n+2
1 " 1
= - —1)F ] 6.6
RISl 60
k=n+2
Weiter ist
m 1 1 1 1 1
_1k—n_: — — o> 0
k;; ) k <n+2 n+3)+<n+4 n+5)+
sowie
e 1 1 1 1 1 1 1
T s R e
Nt k' n4+2 n+3 n-+4 n+5 n-+6 n -+ 2
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Hieraus und aus (6.6) folgt [a,, — a,| < 15, und dies gilt sogar fiir alle m > n.

Ist nun £ > 0 beliebig vorgegeben, so wahlen wir N so, dass N+r1 < e. Fiir alle
m,n > N mit m > n ist dann

1 1
n— Up| < < <eE.
[an = aml n+1 - N+1 ©
Nach dem Cauchy-Kriterium ist die Folge (a,),>1 konvergent. Man kann zeigen,
dass der Grenzwert dieser Folge gleich In 2 ist. ]
6.3 Reihen

Mit Hilfe der Kérperaxiome lassen sich Summen endlich vieler Zahlen erklaren.
Wir untersuchen in diesem Abschnitt Summen unendlich vieler Zahlen - so ge-
nannte Reihen. Dazu betrachten wir Reihen als spezielle Folgen.

Definition 6.13 Sei (a,)n>0 €ine Folge reeller Zahlen, und sei s, == > _, ay.
Die Folge (sy,)n>0 heifit die zu (a,) gehdrende Reihe. Die Zahlen a,, heifsen Glieder
der Reihe, und die s,, ihre Partialsummen. Ist die Folge (s,)n>0 konvergent und s
thr Grenzwert, so heifit die Reihe konvergent, die Zahl s heif$t ihre Summe, und
man schreibt s =Y~ ax. Nichtkonvergente Reihen heiffen divergent.

Eine Reihe ist also die Folge ihrer Partialsummen. Héufig wihlt man >, ax
auch als Bezeichnung fiir die Reihe (s,). Aus dem Kontext wird in der Regel
klar, ob "%, ay fiir die Reihe selbst oder fiir ihre Summe steht.

Beispiel 12 Die geometrische Reihe. Sei ¢ € R\{1} und a,, = ¢" fiir n > 0.
Aus Beispiel 2, Abschnitt 1.1, wissen wir, dass

+1

sn=2ak=2qk=71{_qnq :
k=0 k=0

Damit ist klar: die geometrische Reihe Y ;- q* konvergiert genau dann, wenn
lg| < 1. In diesem Fall ist l%q ihre Summe. u

Beispiel 13 Die harmonische Reihe. Das ist die Reihe Y-, % Sie divergiert,
denn fiir jedes n > 1 ist

| | 1 n 1 T 1 S 1 1
n— Sn| = 7 ST =N =35,
> n+1 n+2 2n 2n 2
d.h. (s,) ist keine Cauchyfolge und deshalb erst recht nicht konvergent. u

Beispiel 14 Aus den Beispielen 10 und 11 wissen wir: die so genannte Leibniz-
Reihe 377 (—=1)F711 konvergiert (gegen In2), und auch die Reihe Y777 L kon-
vergiert (gegen e). [
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Beispiel 15 Fiir die Reihe >, 7 haben wir

& 1 & 1 1 1
Sn=z—=z(———):1——.
— k(k—1) ps k—1 k n
Also konvergiert diese Reihe, und ihre Summe ist 1. [ |

Da die Konvergenz von Reihen iiber die Konvergenz der Folge ihrer Partialsum-
men erklért ist, kann man Konvergenzkriterien fiir Folgen auf Reihen {ibertragen.

Satz 6.14 (Cauchy-Kriterium fiir Reihen) Die Reihe ),°,ax konvergiert
genau dann, wenn es fir jedes € > 0 ein N(g) € N so gibt, dass

m

>

k=n-+1

= |api1+ Qpio+ -+ an| <e  fir allem >n > N(e).

Man beachte, dass

k=0 k= k=n+1

Aus dem Cauchy-Kriterium bekommt man das folgende notwendige Konvergenz-
kritertum, indem man m = n + 1 setzt.

Folgerung 6.15 (Notwendiges Kriterium) Konvergiert die Reihe > -, ay,
dann st lim,, oo @, = 0.

Die Umkehrung gilt natiirlich nicht, wie die harmonische Reihe zeigt.
Ein spezielles Konvergenzkriterium hat man fiir alternierende Reihen:

Satz 6.16 (Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen) Fir die Reihe
Zzozo(—l)kbk gelte by, > 0 und by > by fiir alle k > 0, und es sei limy_, by, = 0.
Dann ist diese Reihe konvergent.

Dieses Kriterium kann man mit der gleichen Idee beweisen die wir in Beispiel 11
fiir die alternierende Reihe Y, (—1)* 1+ = 37 [(—1)F =5 genutzt haben.

k+1

Das Leibniz-Kriterium liefert z.B. die Konvergenz der Reihen

> 1 > 1
;(—1 w2 kZ:: — und Z k—k n

Schauen wir uns noch Summen und Differenzen von Reihen an. Aus Satz 6.4
erhalten wir sofort:
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Satz 6.17 Sind >~ ar und >, by konvergente Rethen, so ist fir beliebige
Zahlen o und § auch die Reihe Y - (car + Bby) konvergent, und ihre Summe ist

Z(aak —|—5bk) = OzZCLk +5Zbk

k=0 k=0 k=0

Man beachte aber, dass man Reihen nicht beliebig umordnen darf (wihrend man
bei endlichen Summen das Kommutativgesetz hat). Auch Produkte konvergenter
Reihen bereiten gewisse Schwierigkeiten. Diese Schwierigkeiten lassen sich ver-
meiden, wenn man einen stiarkeren Konvergenzbegriff zu Grunde legt.

6.4 Absolut konvergente Reihen

Definition 6.18 Die Reihe Y . ay heifft absolut konvergent, wenn die Reihe
> v la| konvergiert.

Beispielsweise ist die Reihe .7, (—1)* 1 konvergent (Leibnitz-Kriterium), jedoch

nicht absolut konvergent (harmonische Reihe). Dagegen ist > o (—1)* % eine

konvergente (Leibniz-Kriterium) und auch absolut konvergente Reihe (Reihe fiir
e). Reihen mit ausschliefilich nichtnegativen Gliedern sind genau dann absolut
konvergent, wenn sie konvergieren.

Satz 6.19 Absolut konvergente Reihen sind konvergent.

Beweis Die Reihe )2 aj sei absolut konvergent, und wir setzen s,, := > ;'_, aj
sowie S, := > 7_, |ax|. Fiir m > n ist dann

|Sm — Sn| = |ans1 + anao + oo+ am| <ansa| + .-+ |am| = S — S

Da die Reihe ) ;7 |ay| konvergiert, gibt es fiir jedes ¢ > 0 ein N so, dass |S,, —
Sy| < e fiir alle m,n > N. Dann ist aber auch |s,, — s,| < ¢ fiir alle m,n > N.
Das Cauchy-Kriterium liefert die Konvergenz der Reihe Y ;- a. n

Wir sehen uns nun einige Kriterien fiir die absolute Konvergenz von Reihen an.

Satz 6.20 (Vergleichskriterium) a) Ist die Reihe ) .- by konvergent und
gilt lag| < by fir alle k, so ist auch die Reihe y -, a), absolut konvergent.

b) Ist die Reihe ;- by divergent und ist 0 < by < ay, fir alle k, so divergiert
auch die Reihe ;- ay.

Im Fall (a) heifit >~ by eine konvergente Majorante fir >~ aj, und im Fall

(b) eine divergente Minorante.

Aussage (a) kann man sich z.B. so klarmachen: Fiir jede Partialsumme s, von
Y ore o lag| gilt:

sn:\a0\+\a1|+...+|an|§b0+b1+...+bn§2bk<oo.
k=0
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Die Folge (s,,) ist also nach oben beschrénkt, und sie ist offenbar monoton wach-
send. Nach dem Monotoniekriterium konvergiert diese Folge. [ ]

Fiir die Anwendung dieses Kriteriums ist es offenbar wichtig, einen grofien Vorrat
an Vergleichsreihen zu besitzen.

Beispiel 16 Die Glieder der Reihe )", # lassen sich nach oben abschétzen
durch

1 { 1, wenn n = 1

e 1

2
n mEEVE wenn n > 1.

Die Reihe 1+ >°.7, ﬁ ist aber konvergent, wie wir aus Beispiel 15 wissen.

Also konvergiert auch die Reihe 7, = Thre Summe (die wir auf diese Weise

nicht erhalten koénnen) ist iibrigens 72/6. Diese Reihe kann nun ihrerseits wieder
als konvergente Majorante fiir Reithen wie > ;7 klr mit r > 2 dienen. [ ]

Beispiel 17 Die Reihe Y 7, ﬁ divergiert, da die harmonische Reihe eine diver-
gente Minorante fiir diese Reihe ist. ]

Satz 6.21 (Quotientenkriterium) Sei (a,,) eine Folge reeller Zahlen mit a,, #
0 fiir alle hinreichend groffen n.

a) Wenn es ein g € (0,1) und ein N € N so gibt, dass

Ghtt <q<1 firallek>N,
Qy

so ist die Rethe y - ay absolut konvergent.
b) Gibt es ein N € N so, dass

LS 1 fir alle k> N,
Qg

so diwergiert die Reihe Y - ay.

Ak+1

Falls der Grenzwert ¢* := limj_, existiert, so lafit sich das Quotientenkri-

terium auch so fassen:

Folgerung 6.22 (Quotientenkriterium in Limesform) Die Reihe > /., ay
konvergiert absolut fiir ¢* < 1, und sie divergiert fir ¢* > 1.

Im Fall ¢* = 1 ist keine Aussage moglich, wie die Reihen

i% und i% (6.7)
n=1 n=1

zeigen. In beiden Féllen ist ¢* = 1. Die erste Reihe divergiert aber, wiahrend die
zweite konvergiert.
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Satz 6.23 (Wurzelkriterium) Sei (a,,) eine Folge reeller Zahlen.
a) Wenn es ein g € (0,1) und ein N € N so gibt, dass

Vax] <q <1 firalle k > N,
so ist die Reihe y ,_  ay absolut konvergent.
b) Gibt es ein N € N so, dass

lax| > 1 fiir alle k > N,
so divergiert die Reihe Y 7~ ay.

Existiert der Grenzwert ¢* := limg_,o, v/|ax|, so kann man das Wurzelkriterium
wie folgt formulieren:

Folgerung 6.24 (Wurzelkriterium in Limesform) Die Reihe Y >, ai ist
absolut konvergent fir ¢* < 1 und divergent fir ¢* > 1.

Fiir ¢* = 1 ist wieder keine Entscheidung moglich, wie die Reihen (6.7) zeigen.
Die Sétze 6.21 und 6.23 werden mit dem Vergleichskriterium bewiesen, wobei die
geometrische Reihe als Vergleichsreihe dient. Ist etwa

Vil <g<1 firk >N,

so ist |ax| < ¢ und >°77  ¢" ist eine konvergente Majorante fiir > oo v ap. ™
Beispiel 18 Fiir die Reihe Y7, aj mit a; = Eg—,?; ist
a1 (B+D)N(E+1)I2K) (k+ 1) kKP4 2k+1
ar,  (k+2)KE 2k +1)(2k+2)  4k2 46k + 2
Wegen limy_, “Z: L = % < 1 konvergiert diese Reihe. [

Beispiel 19 Fiir alle z € R konvergiert die Reihe Y .- xk—l,c absolut, denn

Ak+1

ag

] =0. ]

li —
. k1—>nolo k+1

k—o00

Wir sehen uns nun noch Produkte von Reihen an. Das Produkt der beiden end-
lichen Summen ag + ...+ a, und by + ...+ b, ist gleich der Summe iiber alle
Produkte a;b; mit 0 < ¢ < n und 0 < j < m. Analog enstehen beim formalen
Multiplizieren der Reihen ) 77 jaj und >~ by, die Produkte

CL(]bO CL(]bl a0b2
Cleo albl a1b2
(6.8)

a9 bo a9 bl a9 b2
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Es ist keineswegs klar, wie diese Produkte in einer ,neuen“ Reihe Y 7 ¢, dem
,Produkt* der Reihen ) a; und ) by, angeordnet werden sollen. Man kann aber
zeigen, dass es auf die Art der Anordnung iiberhaupt nicht ankommt, falls beide
Reihen absolut konvergieren. Insbesondere fiir Potenzreihen, die wir spater ken-
nen lernen, ist folgende Variante des Durchlaufens der Produkte (6.8) interessant

apbo aogby apby
a1 by aby a1 by
agby asby asby

Die Summe der Elemente der n-ten Diagonale ist gerade ¢, := ZZZO Q101

Definition 6.25 Sind )~ a,, > -, by zwei Reihen, so heifit die Reihe Y~ ¢,
mit ¢, 1= ZZZO Qp_rbr das Cauchy-Produkt der Ausgangsreihen.

Satz 6.26 Die Reiheny ~  a, und Y b, seien absolut konvergent. Dann ist
auch ihr Cauchy-Produkt " ¢, absolut konvergent, und es gilt

e (B (5

Beispiel 20 Fiir z,y € R sind die Reihen >°°° 2> und Y £ absolut konver-

n! n!

gent (vgl. Beispiel 19). Wir berechnen das Cauchy-Produkt dieser Reihen:
L Vs 1 <& n! b n—k
o = ;H(n—k)! - H;k!(n—k)!x Y

I (ke (@t y)"

wobel wir die binomische Formel benutzt haben. Nach Satz 6.26 ist

(£0)(E5) -5 -
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7 Reelle Funktionen und Stetigkeit

7.1 Stetige Funktionen

In diesem Abschnitt ist X eine nichtleere Teilmenge von R (meist ein Intervall),
und wir betrachten Funktionen f: X — R.

Definition 7.1 Die Funktion f : X — R heifit stetig im Punkt xy € X, wenn
fiir jede gegen xo konvergierende Folge (z,)nen aus X gilt: Die Folge (f(xn))
der Funktionswerte konvergiert, und ihr Grenzwert ist f(xo):

lim f(z,) = f(zo) = f(lim z,).

n—o0

Ist f in jedem Punkt von X stetig, so heifit f stetig auf X.

neN

Eine dquivalente Beschreibung ist die folgende.

Satz 7.2 Die Funktion f : X — R ist genau dann stetig in vo € X, wenn fir
jedes € > 0 ein 6 > 0 so existiert, dass fir alle v € X mit |v — xo| < & gilt:

[f(z) = f(zo)] <.

In Kurzfassung:
Ve>0 30>0 Ve Us(z): f(z) € Us(f(20)) -

Beispiel 1: Die Betragsfunktion
Das ist die Funktion f : R — R, x + |z| mit dem folgenden Graphen:

Sie ist auf ganz R stetig, wie man leicht mit der Dreiecksungleichung erhélt. Aus
T, — xo folgt ndmlich wegen

[|2a] = |zol| < |20 — 2o = 0,
dass auch |z, | — |zo|. [

Beispiel 2: Die Signumfunktion
Das die Funktion

1 fallsz >0
sen :R—=R, =z~ 0 fallsz=0
—1 fallsx <0
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|

0

— 3y
Sie ist auf R\{0} stetig, nicht aber in 2y = 0. Es ist ndmlich

1
lim sgn — =12 0 =sgn0. |

Nn—00 n

Beispiel 3: Polynome
Sei n € Ny, ag, ...,a, € Rund a, # 0. Die Funktion f: R — R,

f(l’) = a’nxn + an—lzn_l + ... taxr+a = Z ai;)j'i
=0

heilt Polynom n. Grades, und die a; heiflen seine Koeffizienten. Polynome sind
auf ganz R stetig. Ist ndmlich zp € R und (x,),en eine Folge, die gegen x
konvergiert, so ist nach Satz 6.4

lim f(xy) = lim (a,z) + an_lxz_l + ...+ azE +ag)
k—o0 k—o0
= T+ a7+ aw + ag = o). ]

Sind f,g : X — R Funktionen, so erhélt man ihre Summe f + g, ihr Produkt fg
und — falls g(z) # 0 fiir alle x € X — ihren Quotienten f/g durch

(f+9)(@) = f(x) +g9(x), (f9)(x) = [fl2)g(z), (f/9)(x) = f(z)/g9(x).

Satz 7.3 Sind f,g : X — R in xy stetig, so sind auch f + g, fg und — falls
g(x) #0 firz € X — auch f/g in xq¢ stetig. Ist f: X — B(f) in zy € X stetig
und h : B(f) — R in f(xy) stetig, so ist ho f in xqy stetig.

Dies folgt schnell aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte (Satz 6.4) und der Defi-
nition der Stetigkeit.

Beispiel 4: Rationale Funktionen

Eine rationale Funktion ist der Quotient P/ zweier Polynome P, Q). Sie ist auf
{r € R: Q(x) # 0} erklart und nach Satz 7.3 und Beispiel 3 auf dieser Menge
stetig. [

Eng verwandt mit dem Begriff der Stetigkeit ist der Begriff des Grenzwertes
einer Funktion in einem Punkt. Dazu nennen wir o € R einen Hdufungspunkt

70



von X C R, wenn es eine Folge (z,,) in X mit x, # z, fiir alle n gibt, die gegen
xo konvergiert. Man beachte, dass xy nicht zu X gehoéren muss. Beispielsweise
sind 1, 2,3 Haufungspunkte des Intervalls [1,3).

Definition 7.4 Seix ein Haufungspunkt von X C R. Man sagt, dass der Grenz-
wert einer Funktion f : X\{zo} — R an der Stelle xy existiert und gleich yo € R
ist, wenn fir jede Folge (x,)nen aus X\{zo} mit Grenzwert xo der Grenzwert
lim,, o f(x,) existiert und gleich yo ist:

n—oo

Wir schreiben dann auch yo = lim, ., f(z) .

Man beachte, dass man den Grenzwert einer Funktion auch an Stellen erkldren
kann, an denen die Funktion nicht definiert ist. Wichtig ist aber, dass z ein
Héufungspunkt von D(f) ist.

Beispiel 5 Die Signumfunktion aus Beispiel 2 besitzt keinen Grenzwert im Punkt
2o = 0, denn fiir die Folgen (£) und (=}) mit Grenzwert 0 gilt:
-1

lim sgn— = 1, aber lim sgn(—) = —1.
n—o0 n n—o00 n

In diesem Beispiel hat man aber folgenden Effekt: Nahert sich eine Folge (z,,) von
oben der Null (ist also x,, > 0 fiir alle n), so existiert lim, ., f(z,) und ist gleich
1. Man sagt auch, dass 1 der rechtsseitige Grenzwert von f ist. Analog dazu ist
—1 der linksseitige Grenzwert von f = sgn. Allgemein definiert man

Definition 7.5 Sei zy ein Hiufungspunkt von X N (zg,00). Man sagt, dass der
rechtsseitige Grenzwert von f : X\{xo} — R an der Stelle xq existiert und gleich
Yo € R ist, wenn fiir jede Folge (x,,), oy aus X N (xg,00) mit Grenzwert xo der
Grenzwert lim,, . f(z,) existiert und gleich yq ist. Man schreibt dann auch

T—T0
x>x0

yo = lim f(x) oder yo= lim f(z) oder yo = f(zo+0).
'\, T0

Ersetzt man (xg,00) durch (—o0, xy) und > durch <, erhdlt man den Begriff des
linksseitigen Grenzwertes. Es ist also z.B. lim, »sgnz = —1.

Sei wieder X Teilmenge von R. Ein Punkt z € X heifit isoliert, wenn er kein
Héufungspunkt von X ist. Z.B. ist jeder Punkt von N (also jede natiirliche Zahl)
isoliert, wenn wir N als Teilmenge von R betrachten.

Mit diesen Begriffen kénnen wir eine weitere dquivalente Charakterisierung der
Stetigkeit geben:
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Satz 7.6 Fine Funktion f: X — R ist genau dann stetig in xo € X, wenn eine
der folgenden Bedingungen erfillt ist:

(a) o ist ein isolierter Punkt von X,
(b) xo ist Hiufungspunkt von X, der Grenzwert lim, ., f(x)
existiert, und dieser Grenzwert ist gleich f(xo).

Das folgt sofort aus den Definitionen. Man beachte, dass fiir einen isolierten Punkt
xg € X eine Folge (x,) aus X genau dann gegen z, konvergiert, wenn x,, =
fiir alle hinreichend grofien n.

Die folgenden Regeln fiir das Rechnen mit Grenzwerten ergeben sich wieder aus
Satz 6.4.

Satz 7.7 Die Funktionen f,g: X — R sollen an der Stelle xqy einen Grenzwert
besitzen. Dann besitzen auch die Funktionen f + g, fg und cf mit ¢ € R sowie
— falls g(x) # 0 fir x € X und falls lim,_,,, g(z) # 0 — die Funktion f/g einen
Grenzwert in xy, und es gilt

lim (f(z)+g(z)) = lim f(z)+ lim g(z),
lim (f(z)g(z)) = lim f(z)- lim g(z),
Jim (c f(2)) = ¢ lim f(z),

lim (f(2)/9(z)) = lm f(z)/ lim g(z)

Beispiel 6 Sei f : R\{2} — R gegeben durch f(z) = Z*=6 Dann ist

r—2
. 2242—6 _ limga(z2+2—6) 14 _ . 22 4x—6 _ 7: (z=2)(z+3) _
lim, 4 == = R a3 — 2 = 7,und lim,_p =F5= = lim,  — 25— =
lim, _o(x 4+ 3) = 5. n

7.2 Einige spezielle Funktionen
7.2.1 Polynome

Wir ergédnzen unsere Kenntnisse iiber Polynome durch folgenden wichtigen Satz
aus der Linearen Algebra.

Satz 7.8 (Identitéatssatz) Stimmen die Werte der Polynome f,g vom Grad
< n in n+ 1 verschiedenen Punkten tiberein, so haben f und g dieselben Koeffi-
zienten, und es ist f(x) = g(x) fir alle x € R.

Hierauf beruht die Methode des Koeffizientenvergleichs: Ist a,x™ +...a1x 4+ ag =
bpx™ 4+ ...+ bix + by fiir alle z € R, so ist a; = b; fiir ¢ = 0,...,n. Wir benutzen
diese Methode, um uns folgendes zu iiberlegen.
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Ist f(x) = a,a™ + ...+ a1z + ag ein Polynom vom Grad n und xo € R, so gibt es
ein Polynom g(x) = b, 12" 1 + ...+ bz + by vom Grad n —1 und ein ¢ € R mit

f(x) = (z —x0)g(x)+c fir alle x € R. (7.1)

Aus (7.1) folgt ¢ = f(wo). Ist 2o Nullstelle von f, so kann f faktorisiert werden:
f(x) = (x—x0)g(x). Mehrfache Anwendung dieser Uberlegung zeigt: ein Polynom
vom Grad n hat hochstens n Nullstellen.

Um (7.1) zu zeigen, vergleichen wir die Koeffizienten der Polynome auf der linken
bzw. rechten Seite von (7.1):

bei 2™ : an, = b,
bei 2" : Qp—1 = by_o— 10b,_1
bei 1’1 . a; = b() — ZL’le
bei LUOI ag = C—xobo.
Hieraus berechnet man b,_1,b,_2,...,b1,by und c:
bn—l = ayp
bn—a = Gp_1+ Tobp_1
bo = a1+ xobl
c = ag+ zobg.

Ein bequemes Berechnungsverfahren bietet das Hornerschema:

Ay, Qp—1 Ap—9 Lo aq Ao
l’obn_l l’obn_g RN ZL’le l’obo
bn—l bn_g bn_g Ce b(] C.

Beispielsweise ist fiir f(z) = 2% + 22* — 122 4+ 5 und xo = 2:
120 0 -12 5
2 8 16 32 40
1 4 8 16 20 45

Also ist f(2) = 45 und 2° + 22?1 — 122 +5 = (x—2)(2z* + 423 +82* + 162 +20) + 45.
u

Ist also zy eine Nullstelle von f, so gibt es ein Polynom ¢; so, dass f(z) =
(x — x0)g1(x). Ist xp auch Nullstelle von g;, so gibt es ein Polynom g so, dass
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f(x) = (x — 20)%g2(x). Wir fahren so fort und finden eine Zahl ¢ € N mit f(z) =
(z — x0)’ge(), aber go(xg) # 0. Dann heifit ¢ die Ordnung der Nullstelle o von
f. Analog heifit = eine Polstelle ¢. Ordnung der rationalen Funktion f = g/h,
wenn g(xo) # 0 und wenn xy Nullstelle . Ordnung von h ist.

7.2.2 Wurzelfunktionen

Definition 7.9 Sei X C R. Eine Funktion f: X — R heifst monoton wachsend
(monoton fallend), wenn fir x,y € X mit x <y stets f(z) < f(y) (f(y) < f(2))
ist. Die Funktion f heifft streng monoton wachsend (streng monoton fallend),

wenn aus x < y stets f(x) < f(y) (bzw. f(y) < f(x)) folgt.

Ist die Funktion f : X — R streng monoton wachsend (oder streng monoton
fallend), so ist sie offenbar injektiv. Man kann daher die Umkehrfunktion f=! :
B(f) — X zu f: X — B(f) bilden. Der Graph der Umkehrfunktion f~! entsteht,
indem der Graph von f an der Winkelhalbierenden des 1. und 3. Quadranten
gespiegelt wird.

Beispiel 7 Fiir jedes n € N ist die Funktion
f:[0,00) = R, x> 2"

streng monoton wachsend (aus 0 < z < y folgt " < y™), und ihr Bild ist das
unendliche Intervall [0, 00). Also ist die Funktion

f:[0,00) = [0,00), x—a" (7.2)

bijektiv und besitzt eine Umkehrfunktion f~!. Statt f~!(z) schreibt man auch
{/x. Die Umkehrfunktion zu 7.2 ist also die n-te Wurzelfunktion

g:[0,00) = [0,00), x> Yz

f(z) 22
JT
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7.2.3 Trigonometrische Funktionen

Die Menge {(u,v) € R? : u? + v* = 1}
stellt in einem kartesischen Koordinatensy-
stem den Einheitskreis, d.h. den Kreis mit

P
Mittelpunkt (0,0) und Radius 1 dar. Die
Grofle des Winkels a messen wir im Bo- - z
genmaf x, d.h. als Lange des Kreisbogens O\ % -

zwischen F und P. Messen wir o im Ge-
genuhrzeigersinn, so erhélt = ein positives
Vorzeichen, anderenfalls ein negatives.

Winkel grofler als 360° sind natiirlich zugelassen. Da der Umfang des Einheits-
kreises 27 ist, entsprechen sich also

360° «— 271, 180° <— m, 90° «+— /2, 60° +— 7/3, 30° +— 7/6.

Mit dem Lineal kénnen wir Lingen von Strecken messen. Damit ist auch klar,
was die Lange eines Streckenzuges ist. Wie aber mifit man die Lénge eines Kreis-
bogens? Genauer: wie definiert man die Léange eines Kreisbogens K7

Eine Moglichkeit ist die folgende: Wir

zeichnen einen Streckenzug S von F nach P
P, dessen Ecken auf dem Kreisbogen lie-
gen. Seine Lénge sei L(S) (diese ist wohl- S\ K

definiert). Da sicher L(S) < L(K) sein soll,
definiert man die Linge L(K') des Kreisbo-
gens K als das Supremum iiber alle L(S5),
wobei S die Streckenziige von E nach P
durchléuft. ]

Durch jeden Winkel mit dem Bogenmafl x wird eindeutig ein Punkt P = (u,v)
auf dem Einheitskreis erzeugt, dessen Koordinaten von x abhéngen. Man schreibt
firz eR

U =cosr, v=sinw

und erklért auf diese Weise die Sinus- und Cosinusfunktion

f: R—=[-1,1], z~sinz P =

g: R%[—l,l], X > COST . sinx \ 7z
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sinx

CcCOoST

~
IV

|
w
B
|
VB

Aus den Definitionen folgt sofort, dass B(sin) = B(cos) = [—1,1] und dass sin

und cos periodische Funktionen mit der Periode 27 sind:

sin(z 4 2m) =sinz, cos(x +27w) =cosx fir z € R.
Auflerdem ist sin eine ungerade und cos eine gerade Funktion:

sin(—z) = —sinz, cos(—x) =cosz firzeR,

und es gilt

. s T . ..

sin(z + 5) =cosx, cos(x+ 5) = —sinz firzeR.
Wichtig sind die folgenden Additionstheoreme:

sin(z + y) = sinx cosy + cosx siny,
cos(z +y) = cosx cosy — sinx siny,
aus denen zahlreiche weitere Beziehungen zwischen sin und cos folgen, wie
sinz + cos?x =1
sin(2x) = 2sinx cosx, cos(2z) = cos’z — sin’z,
sinx 4 siny = 2sin ”y cos 57
COST + Ccosy = QCOSxTJ'_y cos 57
Auflerdem lesen wir aus obiger Skizze sofort ab, dass

|sinz| < |z].

Satz 7.10 Die Funktionen sin und cos sind stetig auf R.
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Beweis Seien x,y € R. Aus (7.3) folgt

T —y T+

| | cos 2y|§2|sin

l’_
|sinz — siny| = 2|sin 2y|,

und mit (7.4) erhalten wir

|sinz —siny| < |z —y|.

Hieraus folgt sofort die Stetigkeit der Sinusfunktion. Die Stetigkeit der Cosinus-
funktion folgt aus cosx = sin(x + ) (vgl. Satz 7.3). n

Die Nullstellen der Sinusfunktion sind die Zahlen km mit k£ € Z, und die der
Cosinusfunktion die Zahlen § + k7w, k € Z. Wir erkliren die Tangensfunktion tan
und die Cotangensfunktion cot durch

tan: R\(3+7Z) >R, 1z 322

cosxT

cot: R\nZ =R, X S5E
sinx

| tan x I |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | | 2

—T : —% 0 % : T :%"
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |

cotx

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| | 5 T

| =7 -5 0 5 I 5

| |

| |

| |

| |

| |

| |

Beide Funktionen sind periodisch mit der Periode 7:

tan(x +7) = tanx, cot(x+7) = cotx,
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und beide Funktionen sind ungerade:
tan(—z) = —tanx, cot(—x) = —cotz.

Fiir alle zuldssigen z,y gelten die Additionstheoreme

tanx + tany

t =
an(@ +y) 1 —tanx tany

t ty —1
cot(x +y) = LT Oy

cotx +coty

SchliefSlich sind nach Satz 7.3 beide Funktionen tan und cot stetig.

Wir schauen uns noch das Problem der Umkehrfunktion der trigonometrischen
Funktionen an. Wegen der Periodizitét ist keine der Funktionen sin, cos, tan, cot
auf ihrem gesamten Definitionsbereich injektiv, und es besitzt keine dieser Funk-
tionen auf dem gesamten Definitionsbereich einer Umkehrfunktion. Man sucht
sich daher fiir diese Funktionen (mdoglichst groe) Intervalle, auf denen die Funk-
tionen streng monoton (wachsend oder fallend) sind. Betrachtet man die trigono-
metrischen Funktionen auf diesen Intervallen, so werden sie injektiv und kénnen
umgekehrt werden. Diese Intervalle sind natiirlich nicht eindeutig bestimmt (z.B.
ist der Sinus auf [-7, Z] streng monoton wachsend und auf [Z, 2] streng monoton
fallend), und jede Wahl eines solchen Intervalls liefert eine andere Umkehrfunk-
tion. Ublich und praktisch ist es, die folgenden Intervalle zu wihlen:

Funktion Umkehrfunktion
sin:  [-3,5] — [-1,1] arcsin :  [-1,1] — [=F, 7],
COS : 0,7] — [-1,1] arccos : [—1,1] — [0,7],
tan: (-5,5) — R arctan : R — (=%, %)
cot : (0,7) — R arccot : R — (0,m).

Die so definierten Umkehrfunktionen heiflen Arkusfunktionen (lies z.B. Arkussi-
nus fiir arcsin).

Yy
us - ==
b Vs
arcsin x
| | TNL
T T X b arccosx
-1 1
s |
—3 T T T X
-1 1
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R @

arccot x

B

arctanx

x Xz

ol

Zur Stetigkeit der Arkusfunktionen kommen wir in Abschnitt 7.3.

7.2.4 Exponentialfunktion

Wir haben in Beispiel 19 aus Abschnitt 2.4 gesehen, dass fiir jedes © € R die Reihe
3% L0 (sogar absolut) konvergiert. Wir kénnen daher die Ezponentialfunktion

n=0 n!
durch .
R R
exp :R—=>R, xz—e .—Zon! (7.5)

erkldren. Statt e” schreibt man oft auch exp x. Man kann zeigen, dass

e = lim (1+ )" fiir jedes « € R. (7.6)
n

n—oo

Aus Beispiel 20 aus Abschnitt 6.4 wissen wir, dass
"tV =e"eY fiir alle z,y € R.

Wegen e? = 1 folgt hieraus e # 0 und

1
e =— firzeR.
efE

Auflerdem ist e* > 0 fiir alle x € R, und die Exponentialfunktion ist streng
monoton wachsend. Die Funktion

exp: R = (0,00), z+—e€"
besitzt also eine Umkehrfunktion, den natirlichen Logarithmus
In:(0,00) >R, z~—~Inz.

Dabei gilt fiir x,y > 0

In(zy) =Inx +Iny, ln(f) =Inz—1Iny
Y
und e® = z. Fiir alle # € R ist In(e®) = z.
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Mit Hilfe der Logarithmusfunktion definieren wir beliebige Potenzen wie folgt.

Fiira > 0 und b € R sei

CLb — 6blna )

Durch z +— a® wird die Fxponentialfunktion zur Basis a auf R erklart.
Eigenschaften: Sei a > 0.

a) Firz,y € R st a®a? =a™t¥, (a")¥ =a™.

b) a® >0 firzeR, unda® =1.

c) 17 =1, und fir a > 1 ist x — a® streng monoton wachsend sowie fir a < 1
streng monoton fallend.

Die Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion zur Basis 0 < a # 1 heifit Loga-
rithmus zur Basis a:

log, : (0,00) = R, x> log,z.
Eigenschaften: Sei a > 1 und z,y > 0.

a) log,(zy) =log,x +1log,y, log,(}) =log,z —log,y.
b) a'°%«® =z und log, a* = z fiir z € R.
Inx

c) log, o =%,

SchlieBlich sind Exponential- und Logarithmusfunktionen stetig. Fiir die Funktion
exp kann man das wie folgt einsehen. Wegen

e — ™| = e™0le" 0 — 1|

mufl man nur zeigen, dass die Funktion exp an der Stelle g = 0 stetig ist. Fiir
|z| <1 ist nun

o n 0 n n
s_ 1 = LA " [Ed
e 1 = ‘z%n! I = ’z:ln' = n!
n= n=
|n—1

=\ |z =1
= WIS S R = e,

IN

d.L.
le® — 1) < (e —1)|z| fiir o] < 1.

Hieraus folgt die Stetigkeit der Exponentialfunktion an der Stelle 0. Die Stetigkeit
der Logarithmusfunktion werden wir im folgenden Abschnitt erhalten.
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7.3 Wichtige Eigenschaften stetiger Funktionen
Wir sehen uns nun einige Eigenschaften stetiger Funktionen an.

Satz 7.11 (Satz vom Maximum und Minimum) Die Funktion f : [a,b] —
R sei stetig auf [a,b]. Dann gibt es Punkte xq,xq € [a,b] mit

f(zo) < f(x) < fxr)  fiir alle x € [a,b].

Sind zg, x1 solche Punkte, so sagt man, dass f in xg ein Minimum und in x; ein
Maximum besitzt. Spater werden wir Extremwertaufgaben 16sen, d.h. wir suchen
z.B. x so, dass f(x) moglichst grol wird. Satz 7.11 gibt uns Bedingungen dafiir an,
dass solche Extremwertaufgaben iiberhaupt l6sbar sind. Die Voraussetzung, dass
das Intervall in Satz 7.11 abgeschlossen und beschrinkt ist, ist dabei wesentlich.
Betrachtet man z.B. die Funktion f(z) = x auf dem Intervall (0,1), so findet
man keinen Punkt zo mit f(x) < f(zo), d.h. z < x, fir alle z € (0,1).

Eine Funktion f : X — R heiit beschrdnkt, wenn ihr Wertebereich B(f) be-
schréankt ist. Eine Folgerung von Satz 7.11 ist

Jede stetige Funktion f : |a,b] — R ist beschrdinkt.

Das ist klar, denn nach Satz 7.11 liegt ihr Wertebereich im abgeschlossenen In-
tervall [f(xo), f(x1)], und dieses ist beschriankt. Die Funktionen sin und cos sind
auf ganz R beschrinkt, wihrend die Funktionen tan, cot,exp und In auf ihren
Definitionsbereichen unbeschréankt sind.

Der folgende Satz entspricht der anschaulichen Vorstellung, dass Graphen stetiger
Funktionen keine ,,Liicken“ aufweisen.

Satz 7.12 (Zwischenwertsatz) Die Funktion f : [a,b] — R sei stetig auf [a, b].
Dann gibt es zu jeder Zahl ¢ zwischen dem Minimum und dem Maximum von f,
d.h.

min f(z) <c¢ < max f(x)

z€|a,b] z€[a,b]

ein xo € [a,b] mit f(xo) = c.

Es wird also jeder Wert zwischen dem Minimum und dem Maximum von f an-
genommen, oder anders gesagt: der Wertebereich von f ist ein abgeschlossenes
Intervall:
B(f) = [min f(z), max f(x)].
z€[a,b) z€la,b)

Insbesondere gilt:

Folgerung 7.13 Ist f : [a,b] — R auf [a,b] stetig und haben f(a) und f(b)
unterschiedliche Vorzeichen (d.h. ist f(a)f(b) < 0), so hat f eine Nullstelle in
(a,b).
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Aus den Voraussetzungen folgt ndmlich, dass das Maximum von f positiv und
das Minimum negativ ist. Die Zahl 0 liegt also zwischen Minimum und Maximum
von f und wird daher angenommen. ]

Beispiel Die Funktion exp nimmt positive Werte an (z.B. ¢’ = exp0 = 1).
Wiirde sie auch negative Werte annehmen, so hétte sie eine Nullstelle. Das ist
aber nicht der Fall: wegen ee™® = e¥ = 1 ist stets e # 0. Also nimmt e® keine
negativen Werte an, d.h. es ist e > 0 fiir alle z € R. [ ]

Hier ist die Beweisidee fiir die Folgerung aus dem Zwischenwertsatz. Sei Iy :=

[a,b]. Wir halbieren . Ist f(%f2) = 0, so sind wir fertig. Andernfalls hat fiir
genau eines der Intervalle [a, 5] und [4$®, b] die Funktion f an den Endpunkten

unterschiedliche Vorzeichen. Sei I; dieses Intervall. Wir halbieren nun /; und
gelangen wie beschrieben zu einem Intervall I,. Wir fahren auf diese Weise fort

und erhalten eine Folge Iy O I O Iy O ... ineinandergeschachtelter Intervalle,
deren Lingen gegen 0 gehen. Diese Intervalle ziehen sich auf einen Punkt x
zusammen. Dieser ist eine Nullstelle von f. [ ]

Dieses Verfahren der Intervallhalbierung kann auch zur ndherungsweisen Bestim-
mung von Nullstellen benutzt werden.

Im letzten Satz geht es um die Stetigkeit der Umkehrfunktion.

Satz 7.14 Die Funktion f : [a,b] — R sei auf [a,b] streng monoton wachsend.
Dann existiert die Umkehrfunktion f=1: B(f) — [a,b], diese ist stetig und streng
monoton wachsend.

Die Existenz von f~! ist klar, da streng monoton wachsende Funktionen injektiv
sind. Man beachte aber, dass diese Umkehrfunktion automatisch stetig ist, ohne
dass man von f Stetigkeit verlangt!

Satz 7.14 gilt auch fiir offene Intervalle, und natiirlich gilt er auch fiir streng
monoton fallende Funktionen. Dagegen ist es wichtig, dass f auf einem Intervall
streng monoton wachst. Das zeigt folgendes Beispiel.

Beispiel Sei X = [-2,—1) U[1,2] und

1 —
fz+1  fallsxe[-2,-1) /
f(x)_{:c—l falls z € [1, 2] I
_%_1 0
—1 4

— —
[N}
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Die Funktion f ist streng monoton wachsend, stetig, und sie bildet X bijektiv auf
[—1,1] ab. Die zugehérige Umkehrfunktion f=': [—1,1] = X ist erklért durch

2—/ I=
1 -4

1 J =1 fallsz e [-1,0),
/ (x)_{zjtl falls « € [0,1]. I !
—1 1
/_ )
-2
Diese ist an der Stelle 0 unstetig. [ ]
Da die Funktionen
[0,00) = R, x> a" R—R, z+e*
-2, 2] 2 R, x+sinz 0,7] = R, x> cosz

N RNIE]

)= R, xzw—tanz (0,71) >R, x> cotzx

auf den angegebenen Intervallen streng monoton sind, sind ihre Umkehrfunktio-
nen x — {/x, In, arcsin, arccos, arctan, arccot stetig.
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8 Differentialrechnung

Die Differentialrechnung verdankt ihre Existenz im wesentlichen zwei Personen
und zwei Problemkreisen.

Tangentenproblem (Leibniz) Gegeben ist eine reellwertige Funktion f, die auf
einer Umgebung von xy € R definiert ist. Gesucht ist der Anstieg der Tangente
an den Graphen der Funktion f im Punkt (xg, f(x)). Der Anstieg der Sekante
durch (xg, f(zo)) und (zo + h, f(xo + h)) mit h # 0 ist leicht zu bestimmen:

f(xo+h) — flwo) f($0+h)—f($o).

(l’o + h) — X h
Sekante
fl@o+h)f oo ‘ Tangente
flxo) Lo |
0 $(; xo+h

Anschaulich erwartet man, dass sich der Anstieg der Tangente in (xq, f (o)) er-
gibt, wenn man den Grenzwert der Sekantenanstiege fiir o — 0 betrachtet:

lim f(xo+h) — f(xo) .
h—0 h

Geschwindigkeitsproblem (Newton) Sei s(t) die bis zur Zeit t zuriickgelegte
Wegliange eines Massepunktes bei geradliniger Bewegung. Bei gleichférmiger Be-
wegung ist der Quotient
s(t) — s(to)

t—to
von den Zeitpunkten ty,¢ unabhingig und gibt die Geschwindigkeit des Mas-
sepunktes an. Bei einer beschleunigten Bewegung kann dieser Quotient nur ei-
ne Durchschnittsgeschwindigkeit sein. Die Momentangeschwindigkeit zum Zweit-
punkt ¢y sollte sich als Grenzwert ergeben:

V=

8.1 Definition der Ableitung

Definition 8.1 Se: I C R ein Intervall und xg € I. Eine Funktion f : 1 — R
heifst differenzierbar in xy, wenn der Grenzwert

lim f(z) = f(zo) — lim f(xo+h) — f(xo)

T—T0 xr — X h—0 h

(8.1)
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existiert. Dieser Grenzwert heiffit Ableitung von f an der Stelle z¢ und wird mit
f'(x) oder %(:co) oder % s, bez€iChnet.

Ist g ein Endpunkt des Intervalles I, so betrachten wir einseitige Grenzwerte in
(8.1). Ist f in jedem Punkt von [ differenzierbar, so heifit f differenzierbar auf I,
und die Funktion

I =R, z— f(x)

heilt Ableitung von f auf I.

Ist f differenzierbar in z(, so wird die Tangente an den Graphen von f im Punkt
(20, f(20)) durch die Gleichung

y = f(wo) + f'(w0)(x — o)
beschrieben.

Beispiel 1 Die Funktion f : z — 22 ist auf ganz R differenzierbar, und f’(z) =
2z. Fiir jedes xy € R ist ndmlich

f(wo +h) — f(xo)

2 2 h h2 2
lim = lim = lim Ty 2Toh + 0

(ro + h)? — x3

h—0 h h—0 h h—0 h
= lim(2zo + h) = 2. n
h—0

Beispiel 2 Die Funktion f : z + || ist im Punkt xy = 0 nicht differenzierbar.
Es ist ndmlich

lim w — lim E -1

R\0 h AN

. |O4+h]—=J0] . —h

AT h = m =t
Der Grenzwert limj,_, WT_O existiert also nicht. Auch anschaulich ist klar, dass es
im Punkt (0,0) keine Tangente an den Graphen von f gibt. [

Dieses Beispiel zeigt, dass eine stetige Funktion nicht differenzierbar sein muss.
Es gilt aber die Umkehrung.

Satz 8.2 Ist f: I — R differenzierbar in xoy € I, so ist f stetig in xg.

Beweis. Wir setzen a := f’(xy) und definieren eine Funktion r : I — R durch

{ [@to) _ prp) falls ¢ #

r(z) = £

0 falls x = xg .

Die Funktion r ist stetig im Punkt xq, und es gilt
f(x) = f(xo) + ax — x0) +7(x) (2 — 0) .
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Fiir © — 2o hat die rechte Seite dieser Identitdt den Grenzwert f(xg). Also ist
auch lim, ., f(x) = f(x), d.h. f ist stetig in x. u

Anmerkung: Es gibt sogar Funktionen, die auf ganz R stetig, jedoch in keinem
Punkt differenzierbar sind. Um eine solche Funktion anzugeben, sei zunéchst g
eine 1-periodische Funktion mit g(x) = |x| auf [—1/2, 1/2].

1/2

Die Funktion g ist genau an den Stellen k/2 mit k € Z nicht differenzierbar. Wir
“verdichten” diese Stellen, indem wir fiir j € N definieren

1

(z) i= 5 9(2%).

Jede Funktion g; ist stetig und an den Stellen k/2/"! mit k € Z nicht differen-
zierbar. Schliefflich erkldren wir eine Funktion f : R — R durch

SEDINC

(Die Reihe konvergiert fiir jedes # € R nach dem Majorantenkriterium). Die
Funktion f ist nun auf ganz R stetig (das beweisen wir spéter), aber in keinem
Punkt differenzierbar. ]

8.2 Differentiationsregeln

Satz 8.3 Die Funktionen f,g: I — R seien an der Stelle xy € I differenzierbar.
Dann sind auch die Funktionen cf mit c € R, f+ g, f-g und — falls g(xo) # 0
— f/g an der Stelle xy differenzierbar, und es gilt

(Cf)/(l"o) = Cf,(fo),

(f+9)(w0) = [f'(w0) + g (o),
(f9)(xo) = f'(x0)g(wo) + f(x0)g'(x0),
, ~ f(wo)g(xo) — f(w0)g' (20)
(f/9) (zo) = PENE .

Beweis. Wir iiberlegen uns beispielsweise die Produktregel:
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f(x)g(z) — f(x0)g(x0)

(f9)'(zo) = lim

_ i J@9(@) — flzo)g(2) + fw0)g(x) — flz0)g(20)
= i POZTE0) g) 4y fy) 25) = 900)
= f'(z0)g(zo) + f(w0)g' (o) - n

Beispiel 3 Sei f(z) = 1/ fir x € R\{0}. Nach der Quotientenregel ist diese
Funktion in jedem Punkt z € R\{0} differenzierbar, und es gilt

0O-x—1-1_ 1

x? x2’

Mit vollstédndiger Induktion kann man zeigen, dass fiir jedes n € N die durch
f(z) = 27" auf R\{0} erklarte Funktion in jedem Punkt x € R\{0} differenzier-
bar ist und dass

f(z) = —na -

Fiir die Ableitung verketteter Funktionen hat man das folgende Resultat.

Satz 8.4 (Kettenregel) Seien f : J — R und g : I — R Funktionen mit
B(g) C J. Ist g in xg € I differenzierbar und f in g(xo) € J differenzierbar, so
ist die verkettete Funktion fog: 1 — R in xq differenzierbar, und es gilt

(fog)(wo) = f(g9(x0)) - g'(wo) -

Das kann man sich (zumindest fiir Funktionen g, die in einer Umgebung von x
den Wert g(x¢) nur einmal annehmen) wie folgt klarmachen. Wir setzen g(x) =
yo und g(z) = y und erhalten

(fog)(x)— (fog)(xo)  [flg(x)) — f(g(xo))

_ f(g(@) = f(g(x0)) g(x) = g(xo) _ f(y) = Flyo) 9(x) — g(0)
9(x) — g(xo) T —To Y=Y r—1x0

Da g an der Stelle xq stetig ist, strebt y = g(x) gegen yo = g(xo) fiir v — . Es
ist daher

i Fo9)@) = (fog)za) _ . fly) = flyo) . 9(z) —g(xo)
o T — T yv= Y — Yo N
also
(fo9) (x0) = f'(y0)g (o) = f'(g(x0)) g (20) - n
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Beispiel 4 Sei h(z) = (22 + 1)*"” auf R. Dann ist h = f o g mit g(z) = 22 + 1
und f(z) = 2%, und wir erhalten mit der Kettenregel

B (z) = 2003 (2* + 1) - 2. n

Wir sehen uns noch die Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion an. Sei also die
Funktion f : I — R injektiv. Dann ist f : I — B(f) bijektiv, und die Umkehr-
funktion g := f~!' : B(f) — I ist erklirt. Wenn nun f an der Stelle 2y € [
differenzierbar ist und wenn g an der Stelle f(z() differenzierbar ist, so folgt aus
(go f)(z) =z und der Kettenregel

11
f(zo) — f'(g9(yo))

1= (go f)(x0) = g'(f(wa)) - ['(wa) bzw. g'(yo) =

mit yo = f (o).

Es ist fiir Anwendungen dieser Regel sehr niitzlich, dass man die Differenzierbar-
keit der Umkehrfunktion gar nicht verlangen muss. Sie ergibt sich bereits aus der
Differenzierbarkeit (und einigen weiteren Eigenschaften) von f. Genauer:

Satz 8.5 Die Funktion f : I — R sei auf dem Intervall I differenzierbar, und es
sei f'(x) > 0 fir alle x € I oder f'(x) < 0 fir alle x € I. Dann besitzt f eine
Umkehrfunktion g = f~1: B(f) — I, diese ist differenzierbar, und

Lo
g = f(9(y))

fir alle y € B(f).

baw. (f)'(W) = m—rm

Beispiel 5 Sei f(z) = 2? auf I = (0,00). Dann ist f/(z) = 2x > 0 fiir alle
x € I. Die Umkehrfunktion f~' : (0,00) — (0,00) mit f~'(y) = /y ist also
differenzierbar auf (0, c0), und es ist

(f () = = fir y>0.

Man kann natiirlich auch die Umkehrfunktion zu f : x — 22 auf [0, 00) bilden.
Diese ist aber in y = 0 nicht differenzierbar! (Warum?) u
8.3 Ableitungen spezieller Funktionen

8.3.1 Polynome und rationale Funktionen

Sein € N. Zur Berechnung der Ableitung der Funktion f : x — z™ auf R benutzen
wir die fiir alle z, y € R giiltige Identitat

" — yn — (SL’ _ y>(xn—1 +xn—2y+xn—3y 4. _'_:L,yn—2 +yn 1)7
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die man leicht nachrechnet. Mit dieser Identitéit folgt sofort

" —

lim = lim ("' + 2" Pxg+ -+ P gyt = naf
rT—x0 U — ,’L‘O T—T0

Also ist die Funktion f : x — 2™ auf ganz R differenzierbar, und
fl(x) =na"t (8.2)

Fiir n = 0 rechnet man unmittelbar nach, dass die durch f(z) = 2° = 1 erkliirte
Funktion auf ganz R differenzierbar ist und dass f'(x) = 0 fiir alle z € R. Sei
schliefllich n < 0 und f(z) = 2" fiir alle + € R\{0}. Dann findet man wie in
Beispiel 3 mit der Quotientenregel, dass f auf R\{0} differenzierbar ist und dass
wieder f/(x) = na™ ! fiir alle x # 0. Die Beziehung (8.2) gilt also fiir alle n € Z
und alle = # 0.

Mit (8.2) und Satz 8.3 konnen wir die Ableitungen beliebiger Polynome und
beliebiger rationaler Funktionen (= Quotienten zweier Polynome) bestimmen.
8.3.2 Exponential-, Logarithmus- und Potenzfunktionen

Wir untersuchen zunéchst die Differenzierbarkeit der durch f(z) = e* auf R
erklarten Exponentialfunktion. Wegen

flwog+h)— flzg) em™th—em el —1

= e

h h h
haben wir den Grenzwert limy,_, Lh_l zu bestimmen. Nach Definition der Expo-
nentialfunktion ist fiir z # 0

et —1 1 = g le=2z" 1 =z a2
= — —_— —1 = — _ = — — — cee
. x((zn!) ) 2 mcTntatyt

n=0

(8.3)

Hieraus folgt fiir x # 0
e” — 1 1 a2
~l=a( ot ).

Fiir 0 < |z| < 1 ist somit

v 111
ex —qgm(5+—+—+“>:um—mgmy

Das zeigt unmittelbar, dass

~ 1. (8.4)



Zusammen mit (8.3) erhalten wir, dass die Funktion f = exp auf ganz R diffe-
renzierbar ist und dass

f(z) = (") =¢€* fiir alle x € R. (8.5)
Die Exponentialfunktion stimmt also mit ihrer Ableitung iiberein.

Die Umkehrfunktion zu f : z +— €* ist die auf (0,00) erklirte Funktion g mit
g(y) = Iny. Nach Satz 8.5 ist ¢ in jedem Punkt z € (0,00) differenzierbar, und

es ist ] ] ]
Flo@) ~eme —a (86)

Mit (8.5), (8.6) und der Kettenregel konnen wir weitere Funktionen differenzieren.

J(x) = () =

Sei f(z) = a® mit a > 0 und 2 € R. Wir schreiben a* = ¢*'"® und erhalten mit
der Kettenregel (wobei wir g : x — zlna als innere und h : z — €* als duBere
Funktion haben)

fl(z) = (a") =e* ™" . Ina = a" Ina. (8.7)

Sei nun f(z) = log, z mit @ > 1 und = > 0. Dann ist f die Umkehrfunktion zu
g :x v+ a”, und mit (8.7) und Satz 8.5 folgt

1 1 1

/ p— 1 / p— pu— P . .
f(z) = (log, 7) g'(log, z) a°%®lna x-Ina (8:8)

Weiter sei f(x) = 2% mit > 0 und a € R. Wir schreiben 2% = ¢*!"% und erhalten
mit der Kettenregel (mit g : © — alnx bzw. h : x — €® als innerer bzw. duflerer

Funktion)
f/(l') — ([L’a), _ ealn:c . ﬂ = x%.
T

=azr* " (8.9)

SRS

Abschlieilend betrachten wir noch die Funktion f(z) = 2 fiir x > 0. Hier schrei-
ben wir f(z) = *'"% und finden

1
fl(x) =" (zlnx) = ™ (ln:c +z- —) =2"(1+1Inx).
T

8.3.3 Trigonometrische Funktionen

Wir werden spéter sehen, dass man eine dhnliche Begriindung wie fiir den Grenz-
wert (8.4) auch fiir den folgenden Grenzwert geben kann:

sin x

lim

x—0

=1. (8.10)

Anschaulich ist dieser Grenzwert zu erwarten, da fiir z nahe bei 0 gilt |sinz| <
lz] < |tanz| und daher cosz < *2% < 1 fiir # # 0. Aus (8.10) und den in
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Abschnitt 7.2.3 vermerkten Identitdten

sin x — sin xq x + o sin T
———— = cos 5 =

T — Tg =
COS X — COS Xy . T+ 1z sin
————————— = —sin 0

r — XTo 3

bekommt man die Differenzierbarkeit der Funktionen sin und cos auf R sowie die

Identitaten

(sinx) =cosxz, (cosz) = —sinz.

(8.11)

Mit Quotientenregel findet man dann die Ableitung von tan auf R\ (5 + k):

sin )/ _ (sinz)' cosz — sinx(cos x)’

(tanz)" = (

cosx (cos z)”
~ (cos z)? + (sinz)’ 1
(cosz)? (cosz)?’
also ' 1
(tanz) = ——— und analog (cot x) = —
(cos ) (sinx)

(8.12)

SchlieBlich findet man mit Satz 8.5 und (8.11), (8.12) die Ableitungen der Ar-
kusfunktionen. Fiir f = sin auf (—Z,Z) ist die Umkehrfunktion f~!' = arcsin :

T 202
(=1,1) = (=73, §) differenzierbar, und
1 1
(arcsinz)’ = :

cos(arcsin ) \/ 1 — (sin(arcsin x))”

also

1
arcsinz) = ——— fiir z € (—1,1).
1_ 2
-

Ahnlich erhilt man

-1
(arccos z)" = Vi fir x € (—1,1)
—x

und

1+ a2

(arctanz) = (arccot ) =

1422’
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8.4 Eigenschaften differenzierbarer Funktionen
8.4.1 Lokale Extrema

Definition 8.6 Sei X C R nichtleer. Die Funktion f : X — R hat in xg € X
ein lokales Maximum (bzw. ein lokales Minimum), wenn es ein € > 0 gibt, so
dass

f(zo) > f(x) firallex € (xg—e,20+)NX
(bzw. f(zo) < f(z) fir alle x € (xg —¢€, g +€)NX).

Satz 8.7 Sei f: (a,b) — R differenzierbar an der Stelle xo € (a,b). Hat f in xq
ein lokales Mazimum oder ein lokales Minimum, so ist f'(xq) = 0.

Wir iiberlegen uns diese Aussage fiir den Fall eines lokalen Maximums. Sei € > 0
so gewahlt, dass (zg — ¢, zg +¢) C (a,b) und dass

f(xg) > f(x) firalle x € (xg — e, zp + ) .

Dann ist fiir alle € (xg — €, o)

F@) = F@0) S o nd folglich  /(x) = Tim

T = Zo z—=zo X — g

fla) — flao) |

0,

withrend fiir alle x € (xg, xo + ¢) gilt

F@) = 1@0) o und folglich  f/(o) = lim TE =S 20) i: ) <,
r — X T—x0 r — To
Also ist f'(zo) = 0. n

Satz 8.8 (Rolle) Sei f stetig auf |a,b] und differenzierbar auf (a,b), und sei
f(a) = f(b). Dann gibt es einen Punkt & € (a,b) mit f'(§) = 0.

Beweisidee Die Funktion f ist stetig auf [a,b] und nimmt nach Satz 7.11 ihr
Supremum und ihr Infimum an. Man {iberlegt sich, dass wenigstens eine dieser
GroBen im Inneren von [a, b] angenommen wird. In diesem Punkt ist die Ableitung
von f nach Satz 8.7 gleich 0. |

92



8.4.2 Der Mittelwertsatz

Satz 8.9 (Mittelwertsatz) Die Funktion f sei stetig auf [a,b] und differenzier-
bar auf (a,b). Dann gibt es (wenigstens ) ein & € (a,b) mit

Fiir Beweisinteressierte: Fiir x € [a, b] sei
) = 1) - PO (o)~ 5w

Die Funktion h ist stetig auf [a,b], differenzierbar auf (a,b), und es ist h(a) =
h(b) = 0. Nach dem Satz von Rolle gibt es ein £ € (a, b) mit

f(b) — f(a)

=0.
b—a "

(&) = f'(§) —

Geometrische Interpretation des Mittelwertsatzes: ! (bl);g @ st der Anstieg der
Sekante durch die Punkte (a, f(a)) und (b, (b)), und f'(¢) ist der Anstieg einer

dazu parallelen Tangente.

Q -
oL
(=l

Folgerung 8.10 Sei f stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b).

a) Ist f'(x) =0 fir alle x € (a,b), so ist f konstant.

b) st f'(x) > 0 (bzw. f'(z) < 0) fir alle x € (a,b), so ist f streng monoton
wachsend (bzw. streng monoton fallend) auf |a, b].

c) [ ist genau dann monoton wachsend (fallend) auf [a,b], wenn f'(z) > 0
(f'(x) <0) fir alle x € (a,b).

Beweis Wir iiberlegen uns nur die Aussage (a). Die iibrigen Aussagen kann man
dhnlich zeigen.
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Seien z1, 9 € [a,b] mit x; < z5. Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein £ € (xq, z3)

" ) — f )
xo) — f(x ,
: = =11
To — X
Nach Voraussetzung ist f/(§) = 0. Also ist f(xy) = f(zy) fiir beliebige 1, x5 €
la, b]. u

Die Funktion f : R — R, x > 2 zeigt, dass die Ableitung einer streng monoton
wachsenden Funktion durchaus in einigen Punkten gleich Null sein kann.

Mit Folgerung 8.10 ist klar, dass Funktionen wie exp : R — R oder sin : [—Z, Z]
streng monoton wachsen.

8.4.3 Konvexitidt und hohere Ableitungen

Im vergangenen Abschnitt haben wir mit Hilfe der Ableitungen das Monotonie-
verhalten einer Funktion charakterisiert. Nun schauen wir uns das Kriimmungs-
verhalten an.

Definition 8.11 Fine Funktion f : [a,0] — R heifit konvex, wenn fir alle
x1, X9 € [a,b] und fir alle t € [0, 1] gilt:

F(L=t)zr +tws) < (1—1)f(21) +1t f(x2). (8.16)
Steht in (8.16) das Relationszeichen >, so heifst f konkav auf [a,b].

Man beachte, dass fiir beliebige Zahlen 1, x5 € R mit z7 < x5 gilt
{(1 — t).ﬁ(}l +t$2 1t e [O, 1]} = [213'1,.1’2] .

Geometrische Deutung: Der Graph einer konvexen (konkaven) Funktion liegt un-
terhalb (oberhalb) der Verbindungsstrecke zweier beliebiger seiner Punkte.

f(x2)

f(x1)

0 T T2
i

(1 —t)x1 + to

Diese Deutung sieht man am einfachsten ein, wenn man den Graphen von f so
verschiebt, dass x; = f(z1) =0 :
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f(x2)
tf(w2)
f(tzz)

( tIEQ X9
Spezialfall 21 = f(z1) =0
Die Konvexitét differenzierbarer Funktionen 148t sich wie folgt charakterisieren.

Satz 8.12 Sei f stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b). Dann ist f ge-
nau dann konvex (konkav) auf [a,b], wenn die Ableitung f' auf (a,b) monoton
wachsend (fallend) ist.

v f konvex

Nun wissen wir aus Folgerung 8.10, dass man die Monotonie einer differenzier-
baren Funktion f mit Hilfe ihrer Ableitung f’ beschreiben kann. In Satz 8.12
bendtigen wir die Monotonie der Ableitung. Diese konnten wir mit Mitteln der
Differentialrechnung untersuchen, wenn wir wiissten, dass f’ differenzierbar ist.

Differenzierbare Funktionen auf (a, b), deren Ableitung f’ auf (a, b) differenzierbar
ist, heiflen zweimal differenzierbar, und (f") heiBt zweite Ableitung von f. Statt
(f") schreibt man f”. Ganz analog erkldrt man k-mal differenzierbare Funktionen
und k-te Ableitungen. Fiir die k-te Ableitung von f im Punkt 2y € (a,b) schreibt

man
k

d-f
k
f®)(z0) oder ﬁ(l'o)-
Mitunter ist es zweckméfig, die Funktion f selbst als O-te Ableitung von f zu
betrachten. Man schreibt dann f = f©.
Aus Satz 8.12 und Folgerung 8.10 erhalten wir:

Satz 8.13 Sei f auf [a,b] stetig und auf (a,b) zweimal differenzierbar. Dann ist
f genau dann konvez (konkav) auf [a,b], wenn f"(x) > 0 (f"(x) < 0) fir alle
x € (a,b).
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Beispiele Fiir die Exponentialfunktion ist (e*)” = (e®)" = e®. Also ist exp auf
ganz R konvex. Fiir die Sinusfunktion ist (sinz)” = (cosz) = —sinxz. Also ist
sin z.B. auf [0, 7] konkav und auf [r, 27] konvex. n

8.4.4 Der Satz von Taylor
Wir schreiben den Mittelwertsatz

flz) = flao)

r — 2o

3¢ € (o, 2) : = 1'(¢)

in der Form
3 € (wo,2) 1 flx) = f(w0) + f'(§) (2 — 20) (8.17)

und interpretieren ihn neu: Der Term f'(§)(x — xo) beschreibt den Fehler, den
man begeht, wenn man die Funktion f durch die konstante Funktion f(xo) er-
setzt. Man kann nun daran denken, die Funktion f genauer zu approximie-
ren, indem man nicht nur (wie in (8.17)) konstante Funktionen, sondern Po-
lynome zur Approximation zuldfit. Es ist nahe liegend, diese Polynome P so
zu wihlen, dass nicht nur die Funktionswerte f(z) und P(zg) iibereinstim-
men (wie in (8.17)), sondern auch die Werte der Ableitungen f'(x¢) = P’(x),
f"(z0) = P"(0), ..., fM™(20) = P™ (), wobei n der Grad des Polynoms P ist.
Wir iiberlegen uns zunéchst, wie ein solches Polynom aussieht und machen dazu
den Ansatz

P(x) = ag + ai(x — m0) + az(z — 10)* + ... + an(z — 20)".
Offenbar ist P(xg) = ag. Weiter ist
P'(z) = a1 + 2a9(x — x0) + . .. + na,(x — 20)" "
und daher P'(zg) = a;. Aus
P'(z) = 2as + ... +n(n — Vay(z — x0)" 2
folgt ay = 3 P”(x0). Allgemein findet man

1
A = 7l P(k)(fb’o)a

was mit den Vereinbarungen 0! = 1 und P = P auch fiir k = 0 richtig ist. Wir
erhalten damit

Pla) =S axle—z0) =Y % P® (20) (& — o)
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Ist also f eine in xy n-mal differenzierbare Funktion, so wird durch
n(z, o) Z 1 F®) (20)(x — 20)* (8.18)

ein Polynom vom Grad < n definiert, welches im Punkt xy in allen Ableitungen
bis zur n-ten mit der Funktion f iibereinstimmt. Dieses Polynom heifit das Tay-
lorpolynom der Ordnung n von f im Punkt xy. Der Fehler, der beim Ersetzen
einer Funktion durch ihr Taylorpolynom gemacht wird, wird in folgendem Satz
beschrieben. Dazu vereinbaren wir, eine Funktion f : [a,b] — R n-mal stetig
differenzierbar zu nennen, wenn sie auf [a, b] n-mal differenzierbar und ihre n-te
Ableitung stetig ist.

Satz 8.14 (Taylor) Sei f : [a,b] — R n-mal stetig differenzierbar, und auf (a, b)
existiere die n+1-te Ableitung. Dann gibt es ein & € (a,b) so, dass

- 1 k k f(n+1)(§) n+1
ﬂngggﬂx@@—a{+zﬂjvfpﬂ)4. (8.19)
— T,:Eb, a) = Rn(b, a)

Dabei ist T, (b,a) das Taylorpolynom der Ordnung n von f in a, und R,(b,a)
heifst das Restglied nach Lagrange.

Beweisidee Man definiert eine Funktion h : [a,b] — R durch

f'(x
e

(b—z)!

h(z) = F(b) — f(z) - T

—z)—...—

(b—l’)n—m )

wobei m so gewéhlt wird, dass h(a) = 0. Die Funktion h ist stetig auf [a, b],
differenzierbar auf (a,b), und es ist h(a) = h(b) = 0. Ihre Ableitung im Punkt

€ (a,b) ist
PR Adai C) wy o (b=2)"
(Nachrechnen!) Nach Rolle gibt es ein & € (a,b) mit A/() = 0. Aus (8.20) erhélt

man damit fir m

(n+1) _\n
LG T (et

n! n!

(8.20)

=0 bzw. m= f(E).

Man setzt diesen Wert fiir m in die Definition von h ein, wahlt = a und erhélt
(8.19). n

Beispiel 6 Die Sinusfunktion ist auf ganz R beliebig oft differenzierbar. Wir
koénnen also fiir jeden Punkt xy € R Taylorpolynome beliebig hoher Ordnung bil-
den. Mit f(z) = sinz, f/(x) = cosx, f"(z) = —sinx, f"(x) = —cosz, fW(z) =
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fiir k& gerade

sin z erhalten wir fiir a = 29 = 0
fiir k = 1,5,9,13, . ..

0

(k)
FO_ 3y
: —1/k! fiir k=3,7,11,15,
Die ersten Taylorpolynome von f im Punkt 0 sind also
T()(Zlf, 0) = )
Ti(z,0) = =z,
TQ(SL’,O) = Tl(flf,O),
23
T3(x,0) = x— o
(x,0) = T3(z,0),

IS

und der Satz von Taylor ergibt fiir n =2m — 1, m € N,
x2m—1
| + RQm_l(SL’, 0)

sin x x3+x5 + ( )m_l
mxr = [ [ _
31 " 5l 2m—1)

Das Restglied ist von der Gestalt
f(2m) (é-) 2m

x mit einem £ € (0, x),

(2m)!

und wegen |f?™(¢)] < 1 konnen wir das Restglied abschitzen:
‘ |2m

| Rom—1(,0)] < )

Damit haben wir die M6glichkeit, sin x mit einer vorgegebenen Genauigkeit néhe-

rungsweise zu berechnen.
Ty (Ia O)

f(z) =sinx

J\\\\// v

oy —
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Beispiel 7 Sei f(z) = In(z + 1),290 = a = 0 sowie © = b € (—1,00). Dann ist
f(x) = = und fP(x) = (=D (k- 1)!(1 + )" fiir k > 2 und daher
(k) 1 k—1
f(0) =0, fk'(O):( 2 fiir k& > 1.

Einsetzen in die Taylorsche Formel liefert

R R o " 1 x

4o =r=F 4 g g ) ) g T

n+1

mit einem £ € (0,z). Fir z =1 ist £ € (0, 1) und folglich

1 xn—i—l 1

|Rn(1,0)] = (_1)n(1+£)n+1n+1 Snril

Wegen R,(1,0) — 0 ist klar: Die Reihe >3 (1)
konvergiert gegen In 2. [ ]
Beispiel 8 Fiir f(z) = ¢® ist f#)(0) = 1 fiir jedes k € Ny und somit

r  a? " et

R TR s

mit einem £ € (0,x). Das n-te Taylorpolynom ist also gerade die n-te Parti-
alsumme der Reihe, mit der wir exp definiert haben. Wir kommen auf diesen
Zusammenhang spéter zuriick. [ ]

8.5 Anwendungen auf die Untersuchung von Funktionsgraphen

Wir sehen uns nun genauer an, wie sich fiir geniigend oft differenzierbare Funk-
tionen ihr Monotonie- und Kriimmungsverhalten sowie lokale Extrema mit Hilfe
der Differentialrechnung effektiv untersuchen lassen. Wir wissen bereits:

e f hat in z( ein lokales Extremum = f'(z) =0 (Satz 8.7)
e f monoton wachsend (fallend) <« f >0 (f' <0)  (Folgerung 8.10)
e f konvex (konkav) < f7>0(f"<0). (Satz 8.13)

Fiir lokale Extrema haben wir bisher nur eine notwendige Bedingung angegeben.
Wir ergéinzen diese durch hinreichende Bedingungen. Anschaulich klar ist die
folgende Bedingung.

Satz 8.15 Sei f differenzierbar auf (a,b), xy € (a,b), f'(xo) =0, und f" wechsle
in xog das Vorzeichen. Dann besitzt f ein lokales Maximum in xqy, wenn das Vor-
zeichen von + nach — wechselt fiir gréffer werdendes x, und ein lokales Minimum
bei Wechsel von — nach +.
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Satz 8.16 Sein > 2, f auf (a,b) n-mal stetig differenzierbar, und xo € (a,b).
Weiter sei f®)(xg) = 0 firk = 1,2,...,n — 1 und f™(x0) # 0. Ist n gerade,
so besitzt  in xg einen lokalen Extremwert, und zwar ein lokales Minimum, falls
f™(20) > 0 und ein lokales Mazimum fiir f™ (zy) < 0. Ist n ungerade, so liegt
mn xg kein Extremwert vor.

Wir wollen uns dies fiir n = 2 klarmachen, d.h. wir zeigen unter den Vorausset-
zungen des Satzes

f(xg) =0, f"(x9) >0 = f hat lokales Minimum in z,
f(xg) =0, f"(zg) <0 = f hat lokales Maximum in .

Sei x € (a,b). Der Satz von Taylor liefert uns die Existenz eines & € (zg, ) mit

f(l’) - f(xo) _ f,EfTO) (SL’ . xO) + f”2('£> (LL’ o 1’0)2 _ f”2('£> (LL’ . 1’0)2 )

Sei beispielsweise f”(zg) > 0. Wegen der Stetigkeit von f” gibt es dann eine
Umgebung U C (a,b) von xzq, auf der f” positiv ist. Fiir x € U ist auch £ € U,
und wir erhalten

_ ")

fx) = fxg) = o (x —20)* >0 fiir alle x € U\ {0} .
Also besitzt f in xz( ein (sogar echtes) lokales Minimum. Den Fall f”(xy) < 0
behandelt man analog. [ |

Ein Punkt zy € (a,b) heifit Wendepunkt von f : (a,b) — R, wenn es eine Umge-
bung (x¢g—e, xo+¢) C (a,b) von zy gibt, so dass f auf (xg—e, zo) konvex (bzw.
konkav) und auf (zg, zo+¢) konkav (bzw. konvex) ist.

Satz 8.17 a) Sei f in (a,b) zweimal stetig differenzierbar und xo € (a,b) ein
Wendepunkt von f. Dann ist f"(zq) = 0.

b) Sein > 3, f auf (a,b) n-mal stetig differenzierbar und xy € (a,b). Weiter
sei f®(xg) = 0 firk = 2,...,n—1 und f™(xy) # 0. Dann ist xo ein
Wendepunkt fiir f, falls n ungerade ist, und kein Wendepunkt, falls n gerade
15t.

Die Begriindung folgt wieder mit dem Satz von Taylor.

Beispiel 9 Wir betrachten die Funktion f : [—1,1] — R, x — z?. Fiir diese ist
f'(z) =2z und f"(z) = 2 fiir alle 2 € (—1,1). Nach Satz 8.16 hat f in zy = 0 ein
lokales Minimum, und nach Satz 8.17 hat f keine Wendepunkte. Man beachte,
dass wir in (—1,1) keine lokalen Maxima gefunden haben. Da die Funktion f
aber stetig ist, muss sie auf [—1, 1] globale Maxima und Minima besitzen. Wie
wir gesehen haben, kann das globale Maximum nur in den Endpunkten 41 des
Intervalles angenommen werden. Wegen f(1) = f(—1) = 1 ist klar: Die Funktion
f nimmt in 1 ihr globales Maximum an und in 0 ihr globales Minimum. ]
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8.6 Anwendung auf die Bestimmung von Grenzwerten

Die folgende Regel von de I’Hospital hilft bei der Bestimmung von Grenzwerten
von Briichen der Gestalt “0/0”.

Satz 8.18 Die Funktionen f und g seien auf (a,b) n-mal stetig differenzierbar,

in xg € (a,b) gelte f(xo) = f'(x0) = ... = [ V(o) = 0 sowie g(xo) = g'(x9) =
o= g () = 0 und g™ (x0) # 0. Dann existiert der Grenzwert lim,_,,, %,

) (20)
g™ (x0)

und dieser Grenzwert ist gleich

Beweis Der Satz von Taylor liefert

fl@) 040+ +0+ (z—x0)"fM(&)/n! _ f™(&)
g(x)  04+0+...4+0+ (z—1x0)"g™(n.)/n! g™ (n,)

mit gewissen Zahlen &,,7, € (o, z). (Man beachte, dass wegen g™ (z) # 0 und
wegen der Stetigkeit von g™ auch ¢ (n,) # 0 fiir alle 7, aus einer geeigneten
Umgebung von xy und dass dann auch g(x) # 0 fiir alle x # xy, die nahe genug
an xo liegen.) Fiir z — z konvergieren £, und 7, gegen . Aus der Stetigkeit
von f( und ¢™ sowie aus ¢ (x,) # 0 folgt

o J@) L fOE) )

— 2 = lim = . m
v=wo g(x)  a=ao g(n,) g ()
Beispiel 10 Fiir a > 0 und «, 5 > 0 ist
% — a® ar® ! aa® ! o
lim —— = lim = = —q* ", m

Tr—a ,],’B — (LB Tr—a B:Z,’B_l 5aﬁ_1 5

Beispiel 11 Die Regel von I'Hospital gilt auch, wenn unbestimmte Ausdriicke
der Gestalt “co/00” vorliegen (vgl. Barner/Flohr, S. 276 — 277). So ist z.B.

1
Inz =

lim xlnx:limT:lim T = lim —z = 0.
2\ 0 2\ 0 z\0 -2 z\0

In diesem Beispiel haben wir einen unbestimmten Apsdruck “0 - 00” in die Form
“00/00” gebracht und darauf I’'Hospital angewandt. Ahnlich lassen sich zahlreiche

weitere Grenzwerte, die auf unbestimmte Ausdriicke wie “oo — oo” oder “1°°”
fithren, berechnen. m
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9 Integralrechnung

Es sind wenigstens zwei Probleme, die zur Herausbildung der Integralrechnung
gefithrt haben.

Fliachenberechnungen Gegeben ist eine Funktion f : [a,b] — [0,00). Gesucht
ist der Inhalt der von den Geraden z = a,z = b,y = 0 und vom Graphen
der Funktion f berandeten Fliche. Genau genommen miissen wir dazu vorab
die Frage kldren, was wir unter dem Inhalt einer kompliziert geformten Fléche
verstehen wollen. Es geht uns also nicht nur um eine Berechnungsvorschrift fiir
Flacheninhalte, sondern auch um deren Definition.

Umkehrung des Differenzierens Kann man aus der Ableitung einer Funktion die
Funktion selbst rekonstruieren? Gibt es fiir jede Funktion f eine Funktion F' mit
F' = f?7 Wenn ja, wie viele solcher Funktionen gibt es?

Zur Beantwortung dieser und anderer Fragen wurden verschiedene Integralbegrif-
fe entwickelt, von denen wir einen der einfachsten - das Riemann-Integral - nun
kennen lernen wollen.

9.1 Der Begriff des Riemann-Integrals

Eine nahe liegende Idee zur Berechnung des Inhalts eines komplizierten Gebietes
(etwa des oben skizzierten) ist es, das Gebiet durch andere Gebiete ,,anzundhern,
deren Flachenberechnung einfacher ist, etwa durch Gebiete, die aus endlich vielen
Rechtecken zusammengesetzt sind. Wir hoffen, dass wir dem wahren Flachenin-
halt ndherkommen, wenn wir die Approximation ,,verfeinern®, indem wir z.B. die
Rechtecke schmaler machen. Diese vagen Vorstellungen wollen wir nun prézisie-
ren.

Sei [a, b] ein Intervall, und Z := {zg, x1,...,2,} sei eine Menge von Punkten aus
la, b] mit
a=xo<1T1<...<x,=>0.

Dann heifit Z eine Zerlegung von [a, b]. Fiir jede beschrankte Funktion f : [a, b] —
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R und jede Zerlegung Z definieren wir fiir j =1,...,n

m; = inf{f(x): z € [z;_1, 2]},
M; = sup{f(x): z € [xj_1, 2]}

Dann heiflen
ij = 1)
und

ZM — Ty 1

die zur Zerlegung Z und zur Funktlon f gehorende Untersumme und Obersumme.

%
17T 7

0 a b

In der Skizze ist die Untersumme gleich dem Fliacheninhalt des schraffierten Be-
reichs.

Eine Zerlegung 7’ = {x(, 2!, ...,z } heiit eine Verfeinerung der Zerlegung Z =
{zo, 1, ...,2,}, wenn

{xo, 21, .., 20} C{ag, 2y, ..., 20, }.

Lemma 9.1 Sei f : [a,b] — R beschrinkt.

a) Fir jede Zerlegung Z von [a,b] und jede Verfeinerung Z' von Z gilt
Uz, f)<UZ'.f), Oz, f)<0(Zf).
b)  Fiir je zwei Zerlequngen Zy, Zy von [a,b] gilt

U(Z, ) £0(Zs, f).
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Beweis (a) Wir iiberlegen uns nur die erste der Behauptungen, und diese nur
fiir den Fall, dass Z’ genau einen Punkt x* mehr enthélt als Z. Sei also Z =

{zo,z1,..., 25} und x;_y < 2" < z;. Fir
m; = inf{f(z): 2 € [r; 1, 2"},
mi = inf{f(z): z € [z7, 2]}

ist m; < m;- und m; < m;-’ , und wir schitzen ab:

m;(x; = xj-1) = my(z; — %) +my(" — xj20) <mj(z; —27) +mi(a” — ;).
Da beim Ubergang von U(Z, f) zu U(Z', f) lediglich der Summand m;(x; —x;_1)
durch mfj(z; — x*) +m/(z* — x;_1) ersetzt wird, folgt die Behauptung.

(b) Sei Z' eine gemeinsame Verfeinerung von Z; und 7, (z.B. Z' = Z;UZ,). Nach
Teil (a) ist U(Zy, f) < U(Z', f) und O(Z', f) < O(Zs, f), und die Ungleichung
UZ', f) <O(Z', f) gilt offenbar. u

Nach Lemma 9.1(b) ist die Menge aller Untersummen einer beschrénkten Funkti-
on nach oben (durch jede Obersumme) beschrénkt, und die Menge aller Obersum-
men ist nach unten (durch jede Untersumme) beschriankt. Nach dem Vollstandig-
keitsaxiom existieren

U(f,a,b) :=supU(f,Z), O(f,a,b) = i%fO(f,Z),
Z
wobei Infimum und Supremum iiber alle Zerlegungen Z von [a,b] genommen
werden.
Definition 9.2 Die Funktion f : [a,b] — R sei beschrankt. Gilt
U(f,a,b) = O(f,a,b) =:r,

so heifit f Riemann-integrierbar auf [a,b]. Der gemeinsame Wert r heifit dann
das Riemann-Integral von f auf [a,b] und wird mit

/a b f(a)dx

bezeichnet. Es heiffen a untere und b obere Grenze des Integrals, [a,b] das Inte-
grationsintervall, f der Integrand und x die Integrationsvariable.

Natiirlich kann man die Integrationsvariable auch anders nennen:

/abf(x)d:c:/abf(t)dt:/abf(s)dsz_._

Ein einfaches Kriterium zum Uberpriifen der Riemann-Integrierbarkeit ist das
folgende.
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Satz 9.3 Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R ist genau dann Riemann-
integrierbar, wenn es zu jedem € > 0 eine Zerleqgung Z von [a,b] so gibt, dass

O, f)-UZ,f)<e.
Beweis (<) Fiir jede Zerlegung Z von |a, b] ist
U(Z, f) <U(f,a,b) <O(f,a,b) <O(Z, f) . (9.1)

Wir wéhlen eine Zerlegung Z,, so, dass O(Z,,, f) — U(Z,, f) < 1/n. Wegen (9.1)
ist dann 0 < O(f,a,b) — U(f,a,b) < 1/n, und da dies fiir jedes n gilt, muss
O(f,a,b) = U(f,a,b) sein.

(=) Sei f Riemann-integrierbar und J := fab f(z)dz, und sei € > 0 beliebig
vorgegeben. Da J das Infimum von Obersummen und das Supremum von Unter-
summen ist, gibt es Zerlegungen Z;, Z5 von [a, b] mit

J—U(Z, f)<e/2 und O(Zs, f)—J <e/2.

Sei Z eine gemeinsame Verfeinerung von Z; und Z,. Nach Lemma 9.1(a) ist dann
U(Zy, f) <U(Z, f) sowie O(Z, f) < O(Za, f) und daher

J—=U(Z f)<e/2 und O(Z,f)—J<¢e/2.
Addition dieser Ungleichungen liefert O(Z, f) —U(Z, f) < ¢. n

Beispiel 1 Sei 0 < a < b. Auf dem Intervall [a, b] betrachten wir die Funktion
f @ 22 Wir wihlen eine gleichmiifiige Zerlegung Z = {wg, z1, ..., 7, } mit

b—a
rj=a+——j; firj=0,1,...,n.
n
Mit b := =% ist dann z; — z;_; = h. Da f auf [a,b] monoton wichst, ist

mj = f(zj1) =2y und M; = f(z;) = 7]

7

und wir erhalten

Also ist

b—a)(b? — a2).

n

O(Z, )= U(Z, ) = hia? = ad) = = a?) = ¢
Ist nun € > 0 beliebig vorgegeben, so wihlen wir n grofler als (b_“)(eﬂ Fiir
die zugehorige Zerlegung ist dann O(Z, f) — U(Z, f) < e, d.h. f ist Riemann-

integrierbar nach Satz 9.3. |
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Beispiel 2 Fiir die durch

1 falls z rational
f(z) =

0 falls x irrational

definierte Dirichlet-Funktion auf [a,b] ist jede Obersumme gleich b — a und jede
Untersumme gleich 0. Also ist f nicht Riemann-integrierbar. |

Wir haben das Riemann-Integral iiber Ober- und Untersummen eingefiihrt und
wollen uns noch eine weitere Moglichkeit der Definition des Riemann-Integrals
ansehen.

Sei wieder f : [a,b] — R beschrinkt und Z = {x¢,x1,...,2,} eine Zerlegung
von [a,b]. Fiir jedes 7 = 1,2,...,n sei §; ein Punkt aus [x;_1,2;]. Dann heifit
€= (&,%,...,&,) ein Zwischenvektor zu Z und

R(Z,¢, f) Zf@ —2j.1)

die zugehorige Riemannsumme. (Vgl. Skizze auf S. 238 des Arbeitsbuches)

Die Zahl

|Z]| = meax (x; —xj_1)
heifit auch die Maschenweite der Zerlegung Z. Man betrachtet nun Folgen
(R(Zn, €™ f)),»; von Riemannsummen mit lim, . |Z,| = 0. Wenn jede die-
ser Folgen konvergiert, so haben diese Folgen einen gemeinsamen Grenzwert, und
dieser Grenzwert stimmt mit dem Riemann-Integral

/abf(:v) dx

uberein.

9.2 Einige Klassen Riemann-integrierbarer Funktionen

Satz 9.4 Monotone Funktionen f : [a,b] — R sind Riemann-integrierbar.

Beweis Das zeigt man wie im Beispiel 1. Ist beispielsweise f monoton wachsend
und Z,, die Zerlegung von [a, b] in Teilintervalle gleicher Lénge, so ist

U(Zo f) = zm] ) =Y )
j=1
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sowie

Jj=1 j=1
Also ist
b—a [ - b—a
j=1 =0
und dies wird kleiner als ein vorgegebenes ¢ > 0, wenn n grofl genug ist. |

Satz 9.5 Stetige Funktionen f : [a,b] — R sind Riemann-integrierbar.

Beweisidee Sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Man iiberlegt sich zuerst, dass es ein
d > 0 gibt, so dass |f(t1) — f(t2)| < e/(b—a) fiir alle ¢, t5 € [a,b] mit |t; —t5] < 0.
(Dies ist mehr als die iibliche Stetigkeit, da § nicht von ti,¢, abhingt. Man
sagt auch, dass stetige Funktionen auf abgeschlossenen beschriankten Intervallen
gleichmdfsig stetig sind.)

Sei Z, wieder eine Zerlegung von [a,b] in n Teilintervalle gleicher Lénge mit
b_T“ < 6. Dann ist zunéchst

b—a —
OZu, ) = U(Zy, ) = == > _(M; —m).

J=1

Da stetige Funktionen auf abgeschlossenen Intervallen ihr Supremum und Infi-
mum annehmen, gibt es fiir jedes j Punkte &}, &7 € [x;1, 7;] so, dass f(}) = M;
und f(£7) = my. Aus x5 < €& < x; folgt weiter | — &| < 6 und daher

f(&) = f(&}) <e/(b—a). Wir erhalten schlielich

O )= Uz ) = =25 (€) — fE) < =2 S =er

n b—a

Jj=1

Insbesondere sind die uns bekannten elementaren Funktionen auf allen ab-
geschlossenen Intervallen in ihrem Definitionsbereich Riemann-integrierbar.
Dariiber hinaus kann man zeigen:

e Jede beschriankte Funktion f : [a,b] — R mit hochstens endlich vielen
Unstetigkeitsstellen ist Riemann-integrierbar.

e Ist die Funktion f : [a,b] — R Riemann-integrierbar und ist f(z) = g(x)
fiir alle Punkte z aus [a,b] mit Ausnahme hochstens endlich vieler, so ist
auch g : [a,b] — R Riemann-integrierbar, und

/abf(x)dz = /abg(x)dzv.

Man kann also Riemann-integrierbare Funktionen an endlich vielen Punk-
ten abédndern, ohne den Wert des Integrals zu dndern.
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9.3 Eigenschaften des Riemannintegrals
Satz 9.6 Seien f,g: [a,b] — R Riemann-integrierbar.

a) Fir jedes ¢ € R ist cf Riemann-integrierbar, und es gilt
b b b
/ (cf)(z)dx = / cf(x)dr = c/ f(x)dx .

b) Die Summe f + g ist Riemann-integrierbar, und es gilt

b b b b
[+ a@is= [ (1) + g@)de = [ fwpe+ [ glayis.
¢) Das Produkt fg ist Riemann-integrierbar.

Die Aussagen (a) und (b) kann man am einfachsten so einsehen: Ist Z eine Zer-
legung und ¢ ein entsprechender Zwischenvektor, so gilt

R(Z, &, cf +g) = cR(Z,&, f)+ R(Z.¢,9).
Der Beweis von (c) ist etwas schwieriger. u
Satz 9.7 Seien f,qg: [a,b] = R Riemann-integrierbar.

a) Ist f(z) < g(x) fir alle z € [a,b], so ist

/ab f(z)dx < /abg(:c)d:c.

b) Die Funktion |f|: [a,b] — R, x — |f(z)|, ist Riemann-integrierbar, und

‘/abf@)dx‘ S/ab\f(x)\dx.

Die Aussage in (b) heiBt auch die Dreiecksungleichung fir Integrale. Beachten Sie
die Analogie zu den bekannten Ungleichungen

n
\a1+a2| < \a1\+\a2\ und ’ZCLZ
=1

<D _lail.
i=1
Zum Beweis Aussage (a) ist klar, denn fiir jede Riemannsumme gilt

R(Z,&, ) < R(Z,€,9).

Schwieriger ist der Beweis, dass |f| Riemann-integrierbar ist, falls f diese Eigen-
schaft besitzt. Wenn man aber davon ausgeht, dass |f| Riemann-integrierbar ist,
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wird der Beweis von (b) einfach: Aus —|f| < f < |f| folgt ndmlich mit Teil (a)

- [s@lar< [ s < [,

und das ist die Behauptung. ]

Zur Integration iiber Teilintervalle gibt folgender Satz Auskunft.

Satz 9.8 a) Ist f : [a,b] = R Riemann-integrierbar und a < ¢ < d <'b, so ist
f auch auf [c,d] Riemann-integrierbar.

b) Sei f :[a,b] = R und a < ¢ < b. Ist f auf [a,c] und auf [c,b] Riemann-
integrierbar, so ist f auch auf [a,b] Riemann-integrierbar, und es gilt

/abf(x)da: = /ac f(z)dx + /cb f(z)dz

Bisher haben wir das Integral fab f(z)dx fir a < b definiert. Mitunter sind die
folgenden Vereinbarungen niitzlich:

2) [tz =

b) Ist f:[a,b] — R integrierbar auf [a,b] (mit a < b), so sei

/ " fayds = / e

Mit diesen Vereinbarungen gilt:

Ist f : [a,b] — R Riemann-integrierbar, so ist fir beliebige Punkte o, 3, € [a, D]
B g Y
/ f(z)dx —i—/ f(z)dx = / f(z)dx
« B «

Wir sehen uns noch einige Aussagen an, die fiir das Abschéitzen von Integralen
niitzlich sind.

Satz 9.9 Sei f : [a,b] = R Riemann-integrierbar und m = inf{f(x) : = € [a,b]}
sowie M = sup{f(z): x € [a,b]}. Dann ist (fir a <b)

m(b—a) < / f(x)de < M(b—a). (9.2)

Ist f stetig, so gibt es ein & € |a,b] mit

/f@wxzﬂow—@.

109



Beweis Die Aussage (9.2) folgt aus der Ungleichung m < f < M und aus Satz
9.7(a). Mit (9.2) ist klar, dass es eine Zahl n € [m, M| so gibt, dass

/ f(x nb—a). (9.3)

Ist nun f stetig, so folgt aus dem Zwischenwertsatz, dass es ein £ € [a,b] mit
f(&) = n gibt. Damit ist auch die zweite Behauptung bewiesen. |

Die im Beweis eingefiihrte Zahl n mit der Eigenschaft (9.3) ist fiir @ < b eindeutig
bestimmt und heifit Mittelwert von f tiber [a,b]. Beachten Sie die Analogie zum
arithmetischen Mittel von Zahlen a4, ..., a,:

al—l—a2+...+an
" .

Satz 9.9 heit deshalb auch Mittelwertsatz der Integralrechnung. Wir vermerken
noch eine niitzliche Verallgemeinerung von Satz 9.9.

Satz 9.10 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz) Seien f,g : [a,b] — R
Riemann-integrierbar und g > 0 auf |a, b, und seien m, M wie in Satz 9.9. Dann

" / x)dr < / f(z)g(z)dz < M/abg(x)dx

Ist f stetig, so gibt es ein & € |a,b] mit

[ s = 1@ [ ot

Fiir ¢ = 1 erhalten wir gerade die Aussage von Satz 9.9.

9.4 Die Hauptsitze der Differential- und Integralrechnung

Diese Sédtze stellen einen Zusammenhang zwischen den Begriffen |, Ableitung®
und ,Integral® her, ermoglichen es, eine differenzierbare Funktion bis auf eine
Konstante aus ihrer Ableitung zu rekonstruieren, und sie bieten eine bequeme
Moglichkeit zur Berechnung vieler Riemann-Integrale.

Definition 9.11 Sind F, f : [a,b] — R Funktionen, und ist F' differenzierbar auf
la,b] mit F'(x) = f(x) fir alle x € [a,b], so heifit F' eine Stammfunktion von f.

Satz 9.12 a) Ist F': [a,b] — R Stammfunktion von f : [a,b] — R und C € R,
so ist auch F' 4+ C eine Stammfunktion von f.

b) Je zwei Stammfunktionen von f : [a,b] — R unterscheiden sich nur um eine
Konstante.
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Beweis Aussage (a) ist klar. Fiir den Beweis von Aussage (b) seien F, Fy
Stammfunktionen einer Funktion f auf [a,b], d.h. es ist F] = F) = f. Dann
ist (F} — Fy) = F) — F5 = 0, und nach Folgerung 8.10 (a) aus dem Mittelwertsatz
ist die Funktion £} — F5 konstant. [ ]

Eine Stammfunktion F' von f wird oft als unbestimmtes Integral von f bezeich-
net (im Gegensatz zum ,bestimmten® Integral fab f(z)dz), und man schreibt
F = [ f(z)dz. Dies ist nicht sehr konsequent. Mit F ist ja z.B. auch F + 1
Stammfunktion und demzufolge auch F' +1 = [ f(z)dz. Wir wollen [ f(z)dx
als Bezeichnung fiir die Menge alle Stammfunktionen betrachten. Anstelle der
etwas schwerfilligen Schreibweise

/f(x)dx:{F+C:C€R}

schreibt man meist (jedoch auch nicht sehr exakt) [ f(z)dx = F(x) + C.

Aus den uns bekannten Ableitungen spezieller Funktionen erhalten wir die fol-
genden unbestimmten Integrale (die man zusammen mit einigen anderen oft als
,Grundintegrale® bezeichnet).

o R falls a=0,1,2,...
/ x%dx = $+ 1 +C  auf R\{0} falls a=-2,-3,—4,...
a
(0,00)  falls «ae€R\{-1},

/ Uz —lnjz|+C auf R\{0},
/exdx—e +C auf R,
/smxd:c——cosx—i-C /cosxdx—sm:c—i-C auf R,

sinh x dx = coshx + C, /coshxda:-smh:c+6’ auf R,

/ dr = arctanx + C'  auf R,
1+ 22
/; dr = arcsinz + C  auf (—1,1).

N ’
Wir kommen nun zu zwei Sétzen, die die Differential- und Integralrechnung (bzw.
unbestimmte und bestimmte Integrale) miteinander verkniipfen.

Satz 9.13 Jede stetige Funktion f : [a,b] — R besitzt eine Stammfunktion auf
la,b]. Eine solche Stammfunktion F : [a,b] — R ist gegeben durch

_ / CFdt oz e fal]. (9.4)
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Beweis Jede stetige Funktion ist Riemann-integrierbar. Also existiert das In-
tegral in (9.4) fir jedes € [a,b], und die Funktion F' ist wohldefiniert. Wir
miissen zeigen, dass F' auf [a, b] differenzierbar ist und dass F' = f. Seien dazu
x, x+h € [a,b] und h # 0. Dann ist

F@+2 / fe ﬁ_/f ﬁ ‘/ #0

Nach Satz 9.9 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) gibt es ein & € [z, z+h] so,
dass

/ T ftydt = F©)(r 4 h— ) = hf(©).

Also ist h
Fle+ i)z_ ) = f(¢) mit einem & € [z, x+h]. (9.5)

Halten wir x fest, so héngt £ nur von h ab, und fiir A — 0 strebt & gegen x. Da
f stetig ist, konvergiert dann auch f(§) gegen f(x). Also existiert der Grenzwert
von (9.5) fiir h — 0, und es ist

v v Flrx4+h)—F(x)
Fi(z) = Jim h

= f(z). u

Mit den Vereinbarungen aus dem vorigen Abschnitt ist
F:la,b] —» R, x»—>/ f(t)dt

fiir jedes ¢ € [a, b] eine Stammfunktion der stetigen Funktion f : [a,b] — R.

Satz 9.14 Die Funktion f : [a,b] — R sei stetig. Dann gilt fir jede Stammfunk-
tion F von f auf |a, b

b
/f@ﬁzﬂ@—ﬂ@. (9.6)

Beweis Ist I die durch (9.4) definierte Stammfunktion von f, so gilt (9.6) offen-
bar (man beachte, dass F'(a) = 0 in diesem Fall). Ist nun G : [a, b] — R irgendeine
Stammfunktion von f, so gibt es ein C' € R mit G = F'+ C (Satz 9.12(b)). Dann
ist aber

G(b) = Gla) = (F(b) + C) = (F(a) + C) = F(b) — F(a),
d.h. (9.6) gilt fiir jede Stammfunktion von f. u

Die Sétze 9.13 und 9.14 sind als die Hauptsétze der Differential- und Integral-
rechnung bekannt.

Anmerkung 1 Satz 9.14 gilt auch in der folgenden allgemeineren Form:
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Ist f : [a,b] — R Riemann-integrierbar, und besitzt f auf [a,b] eine Stammfunk-
tion F, so gilt (9.6).

Allerdings gibt es Riemann-integrierbare Funktionen, die keine Stammfunktion
besitzen, wie die Funktion

-1 firz e [-1,0)

fi=1L1] =R, xH{ 1 firz e 0,1]

zeigt. Diese ist Riemann-integrierbar, da sie auf [—1, 1] mit Ausnahme des Punk-
tes © = 0 stetig ist. Es gibt jedoch keine auf [—1, 1] differenzierbare Funktion F
mit F’ = f. Fir z € [—1,0) miisste ndmlich F(z) = —z+ ¢ mit einem ¢ € R sein,
und fiir € (0, 1] miisste F'(z) = x +d mit d € R sein. Die Funktion F' ist nur fiir
¢ = d stetig in x = 0. Dann stimmt F'(x) mit |z|+ ¢ iberein. Die Betragsfunktion
ist aber in x = 0 nicht differenzierbar. [ |

Anmerkung 2 Eine Funktion, die eine Stammfunktion besitzt, muss nicht
Riemann-integrierbar sein. Beispielsweise ist die Funktion

fiir x #0

$2COSw—12
F:[-1,1]-R, z~
0 flirx =0

differenzierbar auf [—1, 1], ihre Ableitung F” ist aber unbeschriankt und damit
nicht Riemann-integrierbar. ]

T

Beispiele Sei f(x) = 2? auf [—1,2]. Dann ist F(z) = ?3 eine Stammfunktion
von f (denn es ist F'(z) = 322 = 2 = f(x)), und demnach ist

/_ x%sz@)—F(—l)zS—%:&

Ganz ahnlich findet man

/ sinxdr = —cosx‘g =—(-1)—(-1) =2,
0

wobei wir die Schreibweise F (x)‘z := F(b) — F(a) benutzt haben. u

9.5 Einige Integrationstechniken

Die Hauptsitze der Differential- und Integralrechnung reduzieren die Berechnung
eines Riemann-Integrals {iber eine Funktion f auf die Bestimmung einer Stamm-
funktion von f. Wir lernen nun einige Aussagen kennen, die diese Aufgabe er-
leichtern. Allerdings bleibt die Bestimmung einer Stammfunktion (im Gegensatz
zur jumgekehrten“ Aufgabe, der Bestimmung einer Ableitung) ein schwieriges
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Problem. Im Gegensatz zu den Regeln der Differentiation, die uns die Differen-
tiation beliebig komplizierter Funktionen ermdoglichen, fithren die Integrationsre-
geln, die wir uns nun ansehen werden, nicht immer zum Ziel. Mehr noch: bereits
fiir so einfache Funktionen wie x + 1/Inz und = e~ die nach Satz 9.13
eine Stammfunktion auf (1,00) bzw. auf R besitzen, ist es nicht moglich, die-
se Stammfunktion mit Hilfe endlicher Ausdriicke von ,elementaren“ Funktionen
(wie Potenz-, Exponential- und Winkelfunktionen sowie deren Umkehrfunktio-
nen) zu beschreiben.

Wir gewinnen nun Regeln fiir die Bestimmung von Stammfunktionen durch ,, Um-
kehrung® der uns bekannten Differentiationsregeln.

Linearitiat des Integrals
Sind F' bzw. G Stammfunktionen von f bzw. g, so ist fiir beliebige o, 5 € R

(aF + BG) = aF' + BG" = af + Bg.

Also besitzt auch af + 8¢ eine Stammfunktion, und es gilt

/(af(a:) + Bg(z))dx = a/f(x)dx+5/g(x)da:. (9.7)

Satz 9.15 Besitzen f,g : [a,b] — R Stammfunktionen und sind o, € R, so
besitzt auch af + Bg eine Stammfunktion auf [a,b], und es gilt (9.7).

Beispielsweise darf man Polynome gliedweise integrieren:

Partielle Integration

Nach der Produktregel (uv)" = u'v+uv’ ist uv eine Stammfunktion von u'v +uv'.
Besitzt nun eine der Funktionen v'v und uv’ eine Stammfunktion, dann auch die
andere, und wir erhalten

uv = /(u’v + uv')dx = /u’vdx + /uv’dx

/ o (2)0(x)dz = u(z)o(z) — / (@) ()dz (9.8)

bzw.

Satz 9.16 Seien u,v : [a,b] — R differenzierbar auf |a,b], und uv' besitze eine
Stammfunktion auf [a,b] (das ist z.B. erfillt, wenn v" stetig ist). Dann besitzt
auch v'v eine Stammfunktion auf [a,b], und es gilt (9.8).
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Fiir Riemann-Integrale lautet (9.8), falls z.B. u/, v’ auf [a, b] stetig sind:

/abul(x)v(x)dx = u(z)o(z)| — /a bu(x)v/(x)dx,

Beispiel 1 Wir wollen [ zsinzdz bestimmen. Wihlen wir u/(z) = sinz und
v(z) = x, so erhalten wir mit (9.8) wegen u(x) = —cosx

/xsin:cdx = —xcosx—/1~(—cos:c)dx

b

a

= —xcosx—i—/cosxdx:sinx—xcosx+C.

Hétten wir dagegen u/(z) = x und v(z) = sin z gewéhlt, so hétten wir mit (9.8)

2 2
) e, x
xsmxdmz—z sinx — > cosx dx

bekommen. Das Integral [ a?cosz dzr ist aber komplizierter als das Ausgangs-
integral. [ ]

Beispiel 2 Bei [Inaxdz hilft ein Trick: Wir wéhlen «/(z) = 1 und v(z) = Inz
und erhalten

/lnzdx:xlnx—/x-ldx:xlnx—/dzzzvlnzv—xjtc. m

T

Beispiel 3 Fiir [ z?¢3dz wenden wir partielle Integration zweimal an:

3x 3x
2 3z _ o 2¢ € _12390_2/ 3z
/:ce dr = = 3 /(2x) 3 da:—?)xe 5 [ ze dx

1 2 3z 3z
= g2 (xe— — /1 £ dx)
3 3 3 3
1 2 2
_ 3':(/,2€3m 9I63x+§/€3mdl’
1 2 2
= (§$2—§l’+ﬁ)63x+0 .

Beispiel 4 Fiir [ cos? dz hilft wieder ein einfacher Trick:
/(3082 rdr = /cos:c -coszdr =sinx cosx — /sin x(—sinx)dx
= sinxcosx—l—/sinxsinxdx
= sinzcosz + /(1 — cos® x)dx

= sin:ccos:c—l—x—/coszxd:c.

115



Hieraus folgt schliefSlich

Q/COS2IdZL' =sginxcosx +x

bzw. .
/coszxdx = §(sinxcosx +z)+C.
In diesem Beispiel hitte man einfacher benutzen koénnen, dass cos? z = % (1 +
cos(2x)) ist. Damit bekommt man sofort
1 1 1 in(2
/coszxda::5/dx+§/cos(2x)dz:§(x—l—sm(2x))—l—0. n

Integration durch Substitution
Sei F' eine Stammfunktion von f, und ¢ sei differenzierbar. Aus der Kettenregel
wissen wir, dass

dF (g(t))

= Fg(0)g' (1) = f(9(t)g'(1).

Alsoist Fog:t~ F(g(t)) eine Stammfunktion von (fog)g : t — f(g(t))-g'(¢).

Andererseits ist (Fog)(t) = F/(g(t)) die Stammfunktion von f an der Stelle g(¢).
Somit ist

[ He@ng vt = [ sa)dsl,_ (= Flo®). (9.9)

Satz 9.17 Die Funktion [ besitze auf [a,b] eine Stammfunktion, die Funktion
g sei auf |o, B] differenzierbar, und es gelte g([o, B]) C [a,b]. Dann besitzt die
Funktion (f o g)g" auf o, B] eine Stammfunktion, und es gilt (9.9).

Fiir Riemann-Integrale lautet (9.9) wie folgt:

B 9(B8)
/ fa(t) g'(t)dt = / f(z)dz .
o g9(@)

Fiir das Bestehen dieser Identitat hat man z.B. die Stetigkeit von f auf [a, b] und
von ¢" auf [a, 8] zu fordern.

Beispiel 5 Mit f(z) = x erhédlt man aus (9.9)

/ o(t)g'(t)dt =

Beispiel 6 Fiir f(x) = 1/x und g(t) # 0 erhidlt man aus (9.9)
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/Z]/(t) dt =In|g(t)|+ C. u

Beispiel 7 Ist F' Stammfunktion von f, und sind a,b € R mit a # 0, so ist
1
/fat+b /fat+b -adt = F(at+b)+C. u

Beispiel 8 Auf R suchen wir [ cost sin®tdt. Mit f(z) = 2 und g(t) = sint ist
g'(t) = cost, und wir erhalten

/costsinztdt = /:czd:c

Satz 9.17 fiihrt ein Integral der Form [ f(g(t)) ¢/(t)dt auf ein Integral der Form
[ f(z)dx zuriick. Hiufig mochte man den umgekehrten Weg gehen. Um [ f(x)dx
zu bestimmen, versucht man, die Integrationsvariable als x = ¢(t) mit einer bijek-
tiven differenzierbaren Funktion g zu schreiben und hofft, dass das unbestimmte
Integral [ f(g(t)) ¢'(t)dt berechnet werden kann.

3 sin® ¢

+C = 5 +C. m

r=sint 3

r=sint

Satz 9.18 Die Funktion f sei auf |a,b] stetig, und die Funktion g sei auf |, (]
definiert und besitze dort eine nirgends verschwindende stetige Ableitung, und es
gelte g([a, B]) = [a, b]. Dann besitzt (fog)g auf [, 5] eine Stammfunktion ®, die
Umbkehrabbildung g~ von g existiert, und F' := ® o g~ ! ist eine Stammfunktion
von f:

(F()+C=)],_, 1)+ C =) /f(g(t Wdt],_, 1, /f
(9.10)

Fiir Riemann-Integrale lautet (9.10) folgendermafen:

b g1 (b)
/ f(z)dz :/ f(g(t)) g'(t)dt. (9.11)

9 '(a)

Formal kann man sich das Vorgehen in (9.11) so merken: In fab f(z)dx substi-

tuiert man z = g(t). Wegen 2 = ¢'(t) schreibt man formal dz = ¢/(t)dt und
setzt dies in das Integral ein. Dies ergibt (9.10). Fiir (9.11) muss man noch die

Integrationsgrenzen substituieren: Liuft x von a bis b, so liuft ¢t = ¢g~!(z) von
g™ (a) bis g~ (b).

Beweis von Satz 9.18 Die Stammfunktion ® von (fog)g’ existiert, da (fog)g’
stetig ist (Hauptsatz). Da ¢’ stetig und nie Null ist, ist ¢’ nach dem Zwischen-
wertsatz entweder positiv auf ganz |«, 8] oder negativ auf ganz [«, 5]. Also ist
g entweder streng monoton wachsend oder streng monoton fallend auf [a, f].
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Hieraus folgt die Existenz der Umkehrfunktion A von ¢ : [, 8] — [a,b]. Nach
Satz 8.5 ist h auf [a, b] differenzierbar, und

fir x € [a,b] .

Mit der Kettenregel folgt die Differenzierbarkeit von F' := ® o h und
Fl(z) = @ (h(z)) W(x) = f(g(h(x))) g'(h(x)) - ' (x)
= fl@) g (hx))/g (M) = f(x)

fir alle z € [a, b]. u

Beispiel 9 Wir suchen [ va? — 22dx auf (—a,a). Dazu substituieren wir z :=
g(t) = asint (man beachte, dass die Ableitung ¢'(t) = acost auf (-7, %) nicht
verschwindet), und wir gelangen zu folgendem Integral

/ Va2 —a?sin*tacostdt = a2/cosztdt
a2
= 5(t +sint cost) + C (nach Beispiel 4).

Fir die Riicksubstitution ¢ = arcsin% schreiben wir cost = /1 — sin’¢ und
erhalten

a a a

2
/\/az—x2d1’ = %(arcsmz%—— 1_(x))+0

x
(a2 arcsin — + zva? — x2> + C.
a

N —

Beispiel 10 Wir suchen [ -1 dz auf (0, 7). Die Substitution = 2 arctant fiihrt

wegen Cfl—f = 1ft2 und
2z
x x x x x cos® Z
i = 2sin=cos= =2tan= cos’ = = 2tan = 2
sin x sin 5 cos an 5 cos” o an o - For 2
1
— 2tans ——
2 1+ tan®2
auf das Integral
1+¢ 2 dt
dt = =In|t|+C.
/ % 1+ 12 7 =l +
Riicksubstitution ¢ = tan § liefert
1
/ , d:czln\tan£|+0. ]
sin x 2
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9.6 Stammfunktionen rationaler Funktionen

Fiir rationale Funktionen lassen sich Stammfunktionen stets auf konstruktivem
Weg bestimmen. Dazu benétigen wir einige Resultate aus der Algebra.

Seien ), R Polynome mit ) # 0. Zur Bestimmung einer Stammfunktion der
rationalen Funktion % (die auf R mit Ausnahme der Nullstellen von ) definiert
ist) geht man wie folgt vor:

1. Schritt Ist der Grad von R grofler oder gleich dem von @, so liefert eine
Polynomdivision von R durch @) Polynome P und S mit

R P

— =S5+ —= ,

Q Q
wobei nun der Grad von P kleiner als der von @ ist. Fiir das Polynom S kann
man stets eine Stammfunktion angeben. Wir betrachten von nun an nur noch

P/Q.

2. Schritt Man zerlegt das Nennerpolynom () multiplikativ in Polynome ersten
und zweiten Grades mit reellen Koeffizienten. Dass dies moglich ist, folgt aus
nachstehendem Satz

Satz 9.19 (Fundamentalsatz der Algebra) Fir jedes Polynom Q(x) =
S o qixt mit ¢ € R und q, # 0 gibt es reelle Zahlen b;, c;,d; sowie natirli-
che Zahlen ki, m;,r und s so, dass

s S

Qx) = q, H(x — b;)ki H(:E2 +2cjx +d;)™ firz eR (9.12)

i—1 =1
mit ky+ ...+ ke +2(my+ .. 4 my) =n und dj — ¢ >0 fir alle j.

Zur Bestimmung der b;, ¢;, d; kann man beispielsweise alle komplexen Nullstellen
A1y .. A von @ ermitteln. Dann ist Q(z) = gu(z — A1) ... (z — A,). Die Terme
(x —AN)(x — A\) mit A € R werden zu

(= N —N) = 2% — A+ Nz + AP

zusammengefasst. Die exakte Bestimmung der Nullstellen von @) ist oft unmog-
lich.

3. Schritt Ist die Zerlegung (9.12) gefunden, macht man den Ansatz
r k;

Px A i+ Cin
QExiZZZ T b +ZZ x2+2cl_+d) (9.13)

1=1 k=1
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mit zu bestimmenden Zahlen A, Bj,, und Cj,,. Hierdurch wird die rationale
Funktion P/@Q in einfachere rationale Funktionen zerlegt. Falls alle Nullstellen
bi,...,b, von @ reell und einfach sind, reduziert sich der Ansatz (9.13) auf

P(x) A

i=1

Satz 9.20 (Partialbruchzerlegung) Sei Q) wie in (9.12), und sei P ein Poly-
nom, dessen Grad kleiner als der von @) ist. Dann gibt es Zahlen Ay, Bj,, und
Cjm so, dass (9.13) gilt, und diese Zahlen sind eindeutig bestimmd.

Die Zahlen A, By, Cjn konnen beispielsweise ermittelt werden, indem man
(9.13) mit ¢ multipliziert und durch Koeffizientenvergleich ein lineares Glei-
chungssystem fiir die gesuchten Grofien aufstellt. Auch das Einsetzen der Null-
stellen von () in die entstehenden Polynome kann hilfreich sein.

4. Schritt Zu allen in (9.13) vorkommenden Briichen lassen sich durch partielle
Integration und Substitution die Stammfunktionen effektiv bestimmen. Einige
der folgenden Regeln miissen dazu wiederholt angewandt werden (man beachte,

dass d > ¢?):

/ dz T (@ = b)) falls k> 1
(x —b)F n|z — bl falls k =1,

—_

—
8
_|_
o

dx
= t
/$2+20x+d vd—c? et Vd—¢2'

/ dz B T+c
(22 + 2cx +d)m  2(m —1)(d — 2)(22 + 2cx + d)™~!

(2m — 3) / dx .
fiir m, > 2
T m-Dd-® | @r2aramr TTmES

ar + 3 ot 9 / dx
_ TP - 4 9 _ e
/:)32+2093+ddx QH(Qij cr+d)+ (8 — ac) 224+ 2cx +d’

/ ar + [ dr — —a
(22 + 2cx + d)™ ©2(m — 1) (2% 4 2cx + d)mt

dx

+(5_QC)/(x2+2cx+d)m—1 fiir m > 2.

Beispiel 11 Man bestimme [ S —

i —z3—2+1
1. Schritt Polynomdivision
rt 1 >+
=1+ .
-3 —ar+1 -2 —r+1
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2. Schritt Faktorisierung des Nennerpolynoms
- —r+l=( -1 -1 =(r-1)>*2*+x+1).
3. Schritt Partialbruchzerlegung. Der Ansatz

LE‘3+SL’ . Al i Ag i B.f(f—"C
-+l -1 (z—-12 a24+z+1

liefert nach Multiplikation mit Q(z) =2* — 2 —z+ 1= (z — 1)*(2* + z + 1)
Prr=A-D@*+r+ 1)+ A2 +2+ 1)+ (Br+O)(z—1)2 (9.14)
bzw. nach Ausmultiplizieren und Zusammenfassen
2? + 1= (A + B)r* + (Ay — 2B+ C)z” 4+ (Ay + B—-2C)z + (Ay — A, + O).

Ein Vergleich der Koeffizienten auf der linken bzw. rechten Seite ergibt das lineare
Gleichungssystem

bei 22 : Ai+B =1

bei 22 : Ay —2B+C = 0

beiz': Ay + B —-2C 1

bei 20 : Ay — A +C = 0.
Die Losung dieses Gleichungssystems ist

PO O T )
Die zu integrierende Funktion ist also
w1 2 1 2 1 1z

=1+= +2 tr———.
-3 —ar+1 3x—1 3(x—-1)?% 3z2+z+1

4. Schritt Unbestimmte Integration
1 2 dx 2 dx
der = lde+- | —+ - | ——
/x4—z3—z+1 . / £B+3/x—1+3/(1’—1)2

+1/ T dx
3 224+ x4+1

2 2 1 1
= “lnjz—1] - = — In(2? 1
:c+3n|x | Bx_l—l—Gn(:c—irx—l—)
1 2 1
arctani—i-a

33 V3

Alternativ hétte man z.B. in (9.14) z = 1 einsetzen konnen und so Ay sofort
gefunden. [ |
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9.7 Flacheninhalte

Eines der Motive zur Einfithrung des Riemann-Integrals war der Wunsch,
Flacheninhalte zu definieren und zu berechnen.

Ist f: [a,b] — [0,00) Riemann-integrierbar, so definieren wir als Fldcheninhalt
der Menge
M:={(z,y) €ER*: a <2 <b0<y< f(zx)}

die Zahl

F(M) = / b f(a)da.

0 a b

Mit dieser Definition lassen sich auch die Inhalte komplizierter Mengen definieren
und berechnen, wenn man akzeptiert, dafl der Flacheninhalt die folgenden (aus
unserer Erfahrung heraus plausiblen) Eigenschaften aufweist:

(a) Geht M’ aus M durch Verschiebung, Drehung oder Spiegelung an einer
Geraden hervor, so ist F(M') = F(M).

(b) Kann man M in zwei disjunkte Teilmengen A, B zerlegen, von denen jede
einen Flidcheninhalt besitzt, so ist F'(M) = F(A) + F(B).

Beispiel 1 Fiir f:[0,a] — R,  — b findet
man F(M) = [} f(x)dx = [ bdx = ab. Der
von uns definierte Flacheninhalt stimmt also b
fiir Rechtecke mit dem ,,bekannten* Fléchen-
inhalt tiberein.

Beispiel 2 Die Dirichletfunktion

o) = 1 falls x rational
& 0 falls z irrational

ist auf keinem Intervall [a,b] mit @ < b Riemann-integrierbar. Unsere Definition
erlaubt es daher nicht, der Menge M = {(z,y) e R, 0<2<1,0<y < f(2)}
einen Fliacheninhalt zuzuschreiben. |
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Beispiel 3 Die Funktionen f, g seien auf [a, b] Riemann-integrierbar, und es sei
f(z) > g(z) fir alle x € [a, b]. Gesucht ist der Flacheninhalt der Menge

M={(z,y) eER*: a<z<b g(z) <y < f(z)}.

ol 4 b ol a b ol b

Wir verschieben M um ¢ > 0 in Richtung der positiven y—Achse, bis das Bild von
M komplett oberhalb der z—Achse liegt. Mit den Eigenschaften (a), (b) folgt:

b b b
F(M):/ (f(x)+c)da:—/ (g(x)+c)dx:/ (f(z) — g(a))dx .

Da wir dem Funktionsgraphen von g den Flicheninhalt 0 zuordnen konnen,
konnen wir f; (f(z) — g(z))dz auch als Flicheninhalt der Menge

{(z.y) eR*: a <z <b g(z) <y < fla)}

betrachten. Eine genauere Untersuchung des Begriffes Flacheninhalt erfolgt im
Rahmen der Mafitheorie. |

Beispiel 4 Oft ist der Graph einer Funktion f in Parameterdarstellung gegeben,
etwa

{(z,y) eR®: z=u(t), y=y(t), t € [o, f]}.

Unter entsprechenden Voraussetzungen an x und y (vgl. Satz 9.18, Substituti-
onsregel) gilt dann

b B B
/ f(2)dz = / £ (@ ()) (1)t = / y(t) i(t)dt

wobei @(t) = %£(t). Beispielsweise wird durch

r=acost, y=>bsint mitt € [0,2n]

eine Ellipse beschrieben. Fiir ihren Flachen-
inhalt findet man durch formale Rechnung
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F(M) = 2/@ f(z)dx = Q/Oy(t) x(t)dt = 2ab /0 sint(—sint)dt

™

= Tab.

sintcost 1 )
0

= 2ab/0 sinztdt:2ab<—T+§t

Streng genommen diirfen wir aber Satz 9.18 hier nicht anwenden, da ja () =0
fiir t = 0 und t = 7. Fiir eine korrekte Ableitung der Formel fiir den Flacheninhalt
einer Ellipse kann man benutzen, dass

= 2/ f(z)dx = 2hm f(z)dz u
—a+te
Beispiel 5 Durch
x=ua(t—sint), y=a(l—cost) mit teR

wird eine Zykloide definiert. Diese Kurve beschreibt den Weg eines Punktes auf
der Kreisperipherie beim Abrollen des Kreises.

2a

C TN

0 2ma 4ra 6ma

Fiir die Flache unter einem Zykloidenbogen findet man (wieder durch formale
Rechnung, die man wie in Beispiel 4 prézisieren kann)

F(M) = /0 ’ y(t)z(t)dt = a2/0 ’ (1 —cost)(1 — cost)dt

9 . costsint  t\ |27
(t—2smt—|— — +—>

2m
= a2/ (1 —2cost + cos®t)dt =
; > >

0

= 3d’m.

9.8 Uneigentliche Integrale

Bisher haben wir das Integral fab f(x)dx definiert unter der Voraussetzung, dass f
eine beschriankte Funktion auf dem beschrankten abgeschlossenen Intervall [a, b]
ist. Sind diese Voraussetzungen nicht alle erfiillt, so lassen sich in einigen Féllen
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durch nahe liegende Grenzwertbildungen so genannte uneigentliche Riemann-
Integrale definieren.

Wir beginnen mit dem Fall eines unendlichen Integrationsintervalles.

Definition 9.21 Die Funktion f : [a,00) — R sei auf jedem Intervall [a,t] mit
t > a Riemann-integrierbar. Fxistiert der Grenzwert

lim /tf(x)dx, (9.15)

t—o00

so bezeichnen wir thn mit faoo f(z)dx und nennen ihn uneigentliches Riemann-
Integral wvon f auf [a,00). Man sagt auch, dass f uneigentlich Riemann-
integrierbar ist oder dass [° f(x)dz konvergiert. Ezistiert der Grenzwert (9.15)
nicht, so heift faoo f(x)dx divergent. SchliefSlich heifit f:o f(x)dx absolut konver-
gent, wenn das uneigentliche Integral [° | f(x)|dx konvergiert.

Analoge Definitionen trifft man fiir

S—>—00

/a f(z)dz = lim ' f(z)dz

sowie fiir

§——00 s

/_Z flx)dx = /_; flx)dx + /:O f(z)dx = lim af(:c)d:c +tE+moo /at f(z)d.

Wie bei Reihen gelten die folgenden Aussagen.

Satz 9.22 Konvergiert das uneigentliche Riemann-Integral [ f(x)dx absolut,
so konvergiert es.

Satz 9.23 (Vergleichskriterium) Die Funktionen f,g : [a,00) — R seien
Riemann-integrierbar auf jedem Intervall |a,t] mit t > a. Ist |f(x)| < g(z) fir
alle v > a und ezistiert [ g(x)dx, so ist das uneigentliche Integral [ f(z)dx

absolut konvergent, und es gilt
< [ li@ldr< [ gla)dn

/aoo f(z)dx

Ist dagegen 0 < g(z) < f(z) fir allex > a und divergiert [ g(x)dx, so divergiert
auch [ f(z)dz.
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Beispiel 1 Es ist

o tat1 1
/ %dr = lim t 2%dr — lim { atl o+l falls av ;é —1
1

t=oo Jy t—=oo | Int falls « = —1
00 falls « > —1  (Divergenz)
B —a%rl falls « < —1 (Konvergenz).
[ ]
Beispiel 2 Es ist
o 1 0 T
lim dr = lim arctanx| = lim — arctans = —
s——00 J —|—,§(:2 §——00 s §——00 2
und daher
0
1 s
dr = —.
/_oo a2 72 .

Beispiel 3 Wir zeigen, dass fooo x"e *dxr = n! fiir n > 0. Es ist ndmlich

eine Stammfunktion des Integranden, wie man durch Differenzieren leicht
bestétigt. AuBerdem ist lim; ., F'(t) = 0, denn es ist

tk
lim — =0 fir jedes k > 0,

t—oo e

wie man mit der 'Hospitalschen Regel sofort sieht. Also ist

0o t

/ z"e Pdr = lim [ 2"e "dxr = lim F(t) — F(0) = —F(0) = n! n
0 t—00 0 t—o00

Beispiel 4 Wir zeigen, dass fooo Si%d:c konvergiert. An der Stelle 0 ist der

Integrand nicht definiert. Wegen lim, o ®2* = 1 lésst sich die Funktion x — =

aber zu einer auf [0, 00) stetigen Funktion fortsetzen, wenn man ihren Wert an

der Stelle 0 durch 1 festlegt. Insbesondere existiert fol Si;”” dz als (eigentliches)

Riemann-Integral und wir miissen noch die Konvergenz des Integrals floo Sigx dx
zeigen. Partielle Integration liefert fiir jedes ¢ > 1

tsinx cos x|t tcosx
dr = — — 5 dv .
1 1 1 T

T T
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Offenbar existiert der Grenzwert

¢ cost
= lim (—— + cos 1) =cos1,
1 t—00 t

. cos T
lim —
t—o0 T

und es verbleibt, die Existenz des Grenzwertes lim;_, . flt 5% dx bzw. die Kon-

vergenz des uneigentlichen Integrals floo 5% dx zu zeigen. Wegen

< fiirxz >1
x

coS T 1
‘ x? ‘ -
und Beispiel 1 existiert dieses uneigentliche Integral nach dem Vergleichskriteri-

uin. |

Als eine Anwendung uneigentlicher Integrale vermerken wir das folgende Inte-
gralkriterium fiir die Konvergenz von Reihen.

Satz 9.24 Sei f : [1,00) — [0, 00) monoton fallend. Dann konvergiert die Reihe
Sov2 1 f(n) genau dann, wenn das Integral [ f(x)dx konvergiert.

Beweis Fiir jedes k> 1ist f(k+1) < :H fz)dz < f(k).

Aufsummieren von k =1,...,n — 1 ergibt fiir jedes n > 2
£+ fn) §/1nf(:c)d:cSf(1)+...+f(n—1).
Fir die Partialsummen s, :=>_/_, f(k) gilt also
on— f(1) < /1nf(x)dx <ot

Aus der linken Ungleichung folgt: Ist [~ f(x)dz konvergent, so bleiben die s,
beschriinkt, also (da alle Reihenglieder nichtnegativ sind) konvergiert >, f(n).
Analog liefert die rechte Ungleichung die umgekehrte Behauptung. |
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Beispiel 5 Aus Beispiel 1 wissen wir, dass floo x~%dx fiir alle o > 1 konvergiert.
Also konvergiert >°° | L fiir alle v > 1. u

n=1 no

Wir sehen uns eine weitere Verallgemeinerung des Integralbegriffes auf Funktio-
nen an, die nicht auf ganz [a, b] definiert und gegebenenfalls unbeschrankt sind.

Definition 9.25 Die Funktion f : [a,b) — R sei fir jedes ¢ € (a,b) auf [a, (]
Riemann-integrierbar. Existiert der Grenzwert

lim /ac f(z) dx,

c/'b

so bezeichnet man ihn mit fab f(z)dx und nennt f uneigentlich integrierbar auf
[a, b].

Ganz analog definiert man diesen Begriff fiir Funktionen auf links halboffenen
Intervallen.

Beispiel 6 Es ist

1 b {ﬁ—f_:j falls a # 1
— ax

= lim —dx = lim

0o ¢ sNO J g 2 sNO | —lIns falls = 1

1

oo fallsa>1 (Divergenz)
— fallsa <1 (Konvergenz).

]
Beispiel 7 Es ist
1 1 1
/ Inzxdr = lim [ Inzdr=lim(xlnz — x)
0 s\0 s s\0 s
= —1-lim(slns—s)=—1.
s\0
]
Beispiel 8 Es ist
1 t
LR L -
————dr = lim | ———dzr =limarcsinz
0o V1—2122 t )y V1 — a2 t M 0
. . . . m
= limarcsint — arcsin(0) = arcsin1 = —.
t 1 2
]
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