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1 Grundlagen: Zahlen und Mengen

1.1 Die natiirlichen Zahlen

Am Beginn aller Mathematik steht das Zahlen:
1,2,3.4,....
Fiir die Menge der natiirlichen Zahlen vereinbaren wir die Bezeichnung
N:={1,2,3,4,...}.

Unter einer Menge verstehen wir allgemein eine Zusammenfassung einzelner Ob-
jekte zu einem Ganzen. Diese Objekte heiflen FElemente der Menge. Ist a ein
Element der Menge A, so schreiben wir a € A. Ist jedes Element einer Men-
ge A auch Element einer Menge B, so heifit A Teilmenge von B (in Zeichen:
A C B). Zwei Mengen A und B heiflen gleich (in Zeichen: A = B), wenn A C B
und B C A. Schliefllich heifit eine Menge, die keine Elemente enthélt, die leere
Menge. Wir bezeichnen sie mit ().

Beispielsweise ist also 5 € N und 7 € N, aber 5/7 ¢ N, und die Menge der
natiirlichen Zahlen grofler als 10 ist eine Teilmenge von N:

{neN:n>10} CN.

Natiirliche Zahlen lassen sich addieren und multiplizieren, und das Ergebnis
ist wieder eine natiirliche Zahl. Man sagt auch: N ist abgeschlossen bzgl. Ad-
dition und Multiplikation. Die dabei geltenden Rechengesetze (Kommutativ-,
Assoziativ- und Distributivgesetz) sind uns bekannt. Wir kommen auf diese Ge-
setze in Abschnitt 1.2 zuriick. Man beachte, dass Gleichungen wie

T+x=5 T7-x2=5 a°=2 2°4+1=0

keine Losungen im Bereich der natiirlichen Zahlen besitzen, was uns auf das
Problem der Zahlbereichserweiterung fithren wird.
Eine wichtige Eigenschaft der Menge der natiirlichen Zahlen ist die folgende:

Jede nichtleere Teilmenge von N hat ein kleinstes Element.

Es gibt also z.B. eine kleinste Primzahl, und es gibt eine kleinste natiirliche
Zahl, deren Quadrat grofer als 1000 ist. Diese Eigenschaft ist Grundlage fiir das
Verfahren der vollstdndigen Induktion, mit dem sich Aussagen beweisen lassen,
die von einer natiirlichen Zahl n abhéngen, wie z.B.

Fiir alle n € N gilt 2" > n.

Verfahren der vollstindigen Induktion Fiir jedes natiirliche n € N sei eine
Aussage A(n) definiert. Man zeigt, dass
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o A(1) richtig ist (1. Schritt, Induktionsanfang) und dass

e aus der Annahme, dass A(n) richtig ist, die Giltigkeit von A(n + 1) folgt
(2. Schritt, Induktionsschritt).

Dann gilt A(n) fir jedes natirliche n.

Warum funktioniert dieses Verfahren? Um das zu verstehen, nehmen wir an, dass
die Aussage A(n) nicht fur alle n € N gilt (ein solches Vorgehen nennt man
auch indirekt). Die Menge der natiirlichen Zahlen n, fir die A(n) nicht gilt, ist
also nicht leer, und sie hat daher ein kleinstes Element, das wir ny nennen. Die
Zahl ng ist also die kleinste natiirliche Zahl, fiir die A(n) nicht gilt. Da wir aus
dem Induktionsanfang wissen, dass A(1) gilt, ist ng > 1. Dann ist ny — 1 eine
natiirliche Zahl, die kleiner ist als ng, d.h. die Aussage A(ng — 1) ist wahr. Im
zweiten Induktionsschritt haben wir aber gesehen, dass aus der Giiltigkeit von
A(ng — 1) die von A(ng) folgt.

Wir haben damit einen Widerspruch erhalten: unsere Annahme war, dass A(ng)
nicht gilt, aus den Induktionsschritten folgt aber, dass A(ng) gilt. Dieser Wider-
spruch ld8t sich nur so auflésen, dass unsere Annahme falsch war. Wenn man die
beiden Induktionsschritte nachweisen kann, gilt A(n) also tatséchlich fiir jedes
n € N. n

Zeigt man den Induktionsanfang nicht fiir n = 1, sondern fiir eine natiirliche
Zahl n = ny, so folgt aus dem Induktionsschritt die Giiltigkeit von A(n) fiir alle
n > ny. Das Verfahren der vollstdndigen Induktion benutzt man oft auch fiir die
etwas groflere Menge

No:={0,1,2,3,...}

der um die Zahl 0 erweiterten natiirlichen Zahlen. Gilt A(0), so folgt aus dem
Induktionsschritt die Giiltigkeit von A(n) fiir alle n € Nj.

Beispiel 1: Summe der ersten n natiirlichen Zahlen
Wir wollen uns die folgende Aussage klarmachen:

_ 1
Fiir jed € N ist k=— 1 =A )
tir jedes n is kgl Qn(n +1) (=A(n))
Dabei haben wir die Summenschreibweise

Zak:a1+a2+---+an
k=1

benutzt.

Induktionsanfang Die Aussage A(1) lautet

1
}:kzéuy+n bzw. 1=1

1
k=1



und ist offensichtlich richtig.
Induktionsschritt Sei A(n) wahr. Dann ist

n+1

§:k—§:k+-n+ m;i)+0%%nz(n+lgn+%7

d.h. es gilt auch A(n + 1). Damit ist die Giiltigkeit von A(n) fiir alle natiirlichen
Zahlen n gezeigt. |

Beispiel 2: Summe der ersten n + 1 Glieder einer geometrischen Reihe
Sei ¢ # 1 und n € Ny. Dann gilt

Zq e T

1-q

Induktionsanfang A(0) ist die Aussage 1 = 1 und offenbar wahr.
Induktionsschritt Ist A(n) wahr, so ist

n+1 n 1— qn+1
k k n+1 _ n+1
S = S =
k=0 k=0
1 — qn+1 + qn—i-l(l _ q) - 1— qn+2
1—¢ - l-gq
d.h. A(n + 1) ist wahr. [

Beispiel 3: Bernoullische Ungleichung
Sei x > —1 und n € Ny. Dann gilt

1+z2)">14+nz  (=A(n)).

Induktionsanfang A(0) lautet 1 > 1 und ist wahr.
Induktionsschritt Ist A(n) wahr, so ist

(1 + I)ﬂ—f—l

(1+2)"(1+x)

> (14 nx)(1+2x) (hier benutzen wir A(n))
= l4+nr+r+nz’=1+(n+1)z+na?
> 1+ (n+Dz (dana®>0).

1.2 Die reellen Zahlen

Wir stellen uns reelle Zahlen zunéchst als (nicht unbedingt abbrechende) Dezi-
malbriiche vor, etwa
m=3.14159...



Die Menge der reellen Zahlen bezeichnen wir mit R. Offenbar sind N und Nj
Teilmengen von R. Weitere fiir uns interessante Teilmengen sind die Menge der

ganzen Zahlen
z={..,-2,-1,01,23,...}

sowie die Menge der rationalen Zahlen
Q={x€R: x=p/qmit p€Z,q e N}

Dabei gilt
NCNyCcZcCQCcCR.

Reelle Zahlen, die nicht rational sind, heiflen irrational.

Rationale Zahlen entstehen also als Quotienten ganzer Zahlen (wobei wir
natiirlich nicht durch 0 dividieren). Berechnet man diese Quotienten mit dem

iiblichen Divisionsverfahren, so erhélt man einen abbrechenden Dezimalbruch
9 _

wie £ = 1.8 oder einen periodischen Dezimalbruch wie
U5 0, 1161616... = 0,176
500 — % ...=0,116.

Umgekehrt entspricht jeder periodische Dezimalbruch einem Quotienten ganzer
Zahlen, den man wie folgt gewinnen kann: Ist z.B. = 1,231, so ist

1000z = 1231,31 = 1231,313131...,
3

L,
10z = 12,

I = 12,313131...,

und Subtraktion liefert

1219
9902 = 1219 bzw. 2 = ——.
x IW. T 990

Betrachtet man die abbrechenden Dezimalbriiche als Dezimalbriiche mit der Pe-
riode 0, so kénnen wir festhalten:

Die rationalen Zahlen sind gerade diejenigen reellen Zahlen, die durch
periodische Dezimalbriiche dargestellt werden konnen.

Entsprechend werden die irrationalen Zahlen durch nichtperiodische Dezimal-
briiche wie 0.101001000100001 ... dargestellt.

Wenden wir das oben beschriebene Verfahren auf z = 0.9 = 0,999... an, so
erhalten wir wegen 10x = 9,9, dass 92 = 9 bzw. z = 1. Die Gleichheit

0,999... =1

ist kein Widerspruch. Sie zeigt nur, dass verschiedene Dezimalbriiche ein und
dieselbe reelle Zahl darstellen konnen. Mochte man eine eindeutige Darstellung
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reeller Zahlen durch Dezimalbriiche erzwingen, so mufl man die Periode 9 (oder
die Periode 0) verbieten.

Will man Analysis betreiben, so ist die naive Vorstellung von reellen Zahlen als
Dezimalbriichen nicht ausreichend. Andererseits ist ein systematischer Aufbau ei-
ner Theorie der reellen Zahlen recht schwierig. Wir beschréinken uns daher darauf,
ein System von Axiomen zusammenzustellen, die von der Menge der reellen Zah-
len erfiillt werden und auf die wir im weiteren stets zuriickgreifen. Unter einem
Axiom versteht man dabei eine als wahr anerkannte oder als wahr angenommene
Aussage, die nicht auf einfachere Aussagen zuriickgefithrt werden kann.

Auf R gibt es zwei Rechenoperationen: die Addition + und die Multiplikation -,
die je zwei reellen Zahlen a, b die reellen Zahlen a + b und a - b zuordnen. Dabei
sollen die folgenden Regeln gelten:

Korperaxiome

(Al) a+b=b+a (Kommutativgesetz)

(A2) (a+b)+c=a+ (b+c) (Assoziativgesetz)

(A3) Es gibt eine Zahl 0 € R, die Null, mit a + 0 = a fiir alle a € R.
(A4) Zu jeder Zahl a € R gibt es eine Zahl —a € R mit a + (—a) = 0.
(A5) ab=ba (Kommutativgesetz)

(A6) (ab)c = a(bc) (Assoziativgesetz)

(A7) Es gibt eine Zahl 1 € R mit 1 # 0 mit a - 1 = a fiir alle a € R.

Diese heifit Fins.
(A8) Zu jeder Zahl a € R mit a # 0 gibt es eine Zahl a™! € R mit a-a™! = 1.
(A9) a-(b+c)=ab+ac (Distributivgesetz)

Die Axiome (A1)—(A4) bilden die Rechenregeln fiir die Addition und (A5)—(A8)
die fiir die Multiplikation. (A9) regelt die Beziehungen zwischen Addition und
Multiplikation. Die Bezeichnung Korperaxiome kommt daher, dass eine Menge
mit zwei Operationen + und -, fiir die die Regeln (A1)—(A9) gelten, ein Kdrper
heifit. Also ist R (genau wie Q) ein Korper.

Aus diesen Axiomen lassen sich alle weiteren Rechenregeln wie a -0 = 0 ableiten.
Wir werden das nicht tun, sondern vermerken lediglich die folgenden Aussagen
iiber das Losen von Gleichungen.

Folgerung 1.1 Seien a,b reell. Dann gibt es genau ein x € R mit
a+x=>o.

Warum? Nun, wir miissen uns iiberlegen, dass es eine solche Zahl x gibt und dass
sie eindeutig bestimmt ist. Die Existenz einer Zahl mit bestimmten Eigenschaften
kann man zeigen, indem man eine solche Zahl einfach angibt. In unserem Fall ist



das einfach. Fiir x := (—a) + b ist ndmlich

2 A1) 3)

atz=a+((—a)+b) E @+ (=) +b T 0+ P p4 02,

Die Eindeutigkeit ergibt sich z.B. so. Ist x eine Zahl mit a + x = b, so ist
r=24+0=04+2=((—a)+a)+2=(—a)+ (a+2)=(—a)+b,
d.h. es ist notwendigerweise x = (—a) + b. n
Folgerung 1.2 Seien a,b reell und a # 0. Dann gibt es genau ein r € R mit
a-x=>b.

Die Losung ist natiirlich die Zahl z = a~!b. o
Auf R ist auflerdem eine Ordnung < erklért. Fiir diese soll gelten:

Ordnungsaxiome

(A10) Es gilt genau eine der Beziehungen a < b,a = b oder b < a.
(A11) Ausa<bund b <cfolgt a <c¢ (Transitivitit).

(A12) Ausa < bfolgt a+c < b+ cfiir alle c € R.

(A13) Aus a < b folgt ac < be fiir alle ¢ € R mit ¢ > 0.

Auflerdem vereinbaren wir die folgenden Schreibweisen:

a<b, wenna<b odera=>
a>b, wennb<a
a>b, wennb <a,

und wir nennen a € R

e positiv, wenn a > 0,
e negativ, wenn a < 0, und

e nichtnegativ, wenn a > 0.
Den Betrag von a € R erkldren wir durch

la = a fallsa >0,
"] —a fallsa < 0.

Schliefflich fithren wir Bezeichnungen fiir Intervalle ein. Fiir a < b sei
la,0] :={reR:a<z<0b} abgeschlossenes Intervall
(a,b) ={reR:a<az<b}

la,b) ={x€eR:a<z<b}
(a,b) ={r eR:a <z <b} offenes Intervall.

} halboffene Intervalle

Aus den Ordnungsaxiomen folgt beispielsweise, dass man Ungleichungen addieren
und unter bestimmten Bedingungen auch multiplizieren darf:
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e Ausa <bund c <d folgt a+c < b+d.
e Aus0<a < bund 0 < ¢ < d folgt ac < bd.

Dagegen kehrt sich bei Multiplikation einer Ungleichung mit einer negativen Zahl
die Ordnungsrelation < um:

e Aus a < bund ¢ < 0 folgt ac > be.

Archimedisches Axiom

(A14) Zu beliebigen positiven reellen Zahlen z,y gibt es ein n € N so, dass
n-r>y.

Dieses Axiom wird z.B. beim Beweis einiger Konvergenzaussagen benutzt. Es
besagt, dass man eine (moglicherweise sehr kleine) positive Zahl nur hinreichend
oft zu sich selbst addieren muf}; um eine beliebige (sehr grofie) Zahl zu tibertreffen.

Die Axiome (A1) — (A14) gelten auch fiir die rationalen Zahlen. Erst das folgende
Axiom charakterisiert die reellen Zahlen vollstandig. Dieses Axiom ist fiir die
Analysis besonders wichtig. Vor seiner Formulierung miissen wir einige Begriffe
einfiihren.

Ist M eine Teilmenge der reellen Zahlen und k eine reelle Zahl so, dass m <
k fiir alle m € M, so heiit M nach oben beschrdnkt, und k heiflt eine obere
Schranke fiivr M. Ist k eine obere Schranke fiir M und gibt es keine kleinere obere
Schranke fiir M, so heifit £ das Supremum von M, und man schreibt & = sup M.
Analog erkldart man die Begriffe nach unten beschrinkt, untere Schranke und
grofite untere Schranke. Besitzt M eine grofite untere Schranke, so heifit diese
das Infimum von M, und wir schreiben inf M dafiir.

Beispiele Fiir M := {x € R : z < 2} ist 3 eine obere Schranke und 2 die kleinste
obere Schranke. Es ist also M nach oben beschrinkt und sup M = 2. Auch fiir
M :={reR:z<2}ist supM' =2. o

Das Supremum einer Menge M muf} also nicht zu M gehoren. Wenn es dazu
gehort, nennen wir es das Mazimum von M und schreiben max M statt sup M.
Gehort das Infimum einer Menge zur Menge, so nennen wir es das Minimum
und schreiben min M statt inf M. Fiir die Mengen im Beispiel ist also 2 das
Maximum von M, wihrend M’ kein Maximum besitzt. Schliefllich heifit eine
Menge beschrdnkt, wenn sie nach oben und unten beschrankt ist.

Vollstiandigkeitsaxiom

(A15) Jede nichtleere und nach oben beschrénkte Menge reeller Zahlen besitzt
ein Supremum in R.



Wir iiberlegen uns, dass dieses Axiom in der Menge der rationalen Zahlen nicht
gilt. Dazu betrachten wir die Menge

M = {1,1.4,1.41,1.414,1.4142, .. .},

die entsteht, indem wir die Dezimalbruchentwicklung von v/2 an der nullten,
ersten, zweiten, ... Stelle nach dem Komma abbrechen. Dann ist M eine Menge
rationaler Zahlen, deren Supremum in R gleich /2 ist. Um zu zeigen, dass diese
Menge kein Supremum in Q hat, miissen wir uns iiberlegen, dass /2 nicht rational
ist, also

V24Q. (1.1)

Dazu gehen wir indirekt vor, d.h. wir nehmen an, v/2 wére rational. Dann gibt
es natiirliche Zahlen m, n mit v/2 = =, die wir dariiber hinaus so wéhlen, dass
der Nenner n minimal wird. (Wir erinnern uns: jede nichtleere Teilmenge von N
hat ein kleinstes Element.) Dann ist

V2n m | quadrieren
2n? = m? | +2n% — 4mn + m?
4n? —4mn +m? = 2(m? — 2mn + n?)

m—mn)?.

(2n—m)* = 2

Wegen 1 < ™ < 2 ist n < m < 2n, d.h. 2n — m und m — n sind positiv.
Whurzelziehen liefert also

2n —m = V2(m —n)
bzw. /2 = 22%’: Der Nenner m — n ist aber kleiner als n, da ja 2n —m > 0.

Wir haben also eine Darstellung von v/2 mit kleinerem Nenner gefunden, was im
Widerspruch zu unserer Annahme steht. Die Annahme erweist sich so als falsch,
d.h. v/2 ist irrational. [

1.3 Die komplexen Zahlen

Die Tatsache, dass die Gleichung 22 + 1 = 0 keine Lésung im Bereich der reellen
Zahlen hat, zwingt uns dazu, den Korper der reellen Zahlen zu erweitern.

Definition 1.3 Die Menge C der komplexen Zahlen ist wie folgt erkldrt:

a) FEine komplexe Zahl z ist ein geordnetes Paar (x,y) reeller Zahlen. Es heifst
x Realteil und y Imaginérteil von z, geschrieben: © = Rez und y = Im z.

b)  Zwei kompleze Zahlen z = (x,y) und w = (u,v) heiflen gleich, wenn r = u
und y = v, d.h. wenn Rez = Rew und Im z = Imw.

¢) Die Summe der komplexen Zahlen z = (x,y) und w = (u,v) ist die kompleze
Zahl

z+w = (vtu, y+v),
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und thr Produkt st
2w = (ru—yv, xv+yYu) .

Es ist nicht schwierig (aber etwas miithsam) nachzurechnen, dass alle Koérperaxio-
me erfiillt sind. Die Menge C ist also ein Korper, und fiir komplexe Zahlen gelten
die gleichen Rechenregeln wie fiir reelle. Beispielsweise ist

e (0,0) das Nullelement, denn (z,y) + (0,0) = (z,y),
e (1,0) das Einselement, denn (x,y)(1,0) = (z,y),

o (—x,—y) die zu z = (x,y) entgegengesetzte Zahl —z, denn
(Jf,y) + <—ZE, _y) - (07 O) )

° (%ﬂﬂ, ﬁ) die zu z = (z,y) # (0,0) reziproke Zahl z=!, denn

2 2

(x,y)< & Y >:= ( RN ————— )::(1,0)

132—1-3/2’132—1-3/2 x2+y2 x2+y2 x2_|_y2 x2+y2

Dagegen ist auf C keine Ordnung erklért, die die Ordnungsaxiome erfiillt!
Beispiel 1 Fiir komplexe Zahlen der speziellen Gestalt (z,0) und (u,0) ist
(,0) + (u,0) = (x + «,0) und (x,0)(u,0) = (2u,0).

Man erhélt in beiden Fillen eine komplexe Zahl der Gestalt (a,0), und die reelle
Zahl a wird wie im Reellen aus z und u berechnet. In diesem Sinn ist R in C
enthalten, und man schreibt statt (z,0) einfach . m

Beispiel 2 Die komplexe Zahl i := (0, 1) spielt eine besondere Rolle. Fiir sie ist
néamlich

i = (0,1)(0,1) = (—1,0) = —1.

In C 148t sich also aus —1 eine Quadratwurzel ziehen! |

Mit diesen Vereinbarungen und Bezeichnungen fithren wir eine zweckméfBigere
Schreibweise fiir komplexe Zahlen ein: Wir schreiben z = (z,y) als

z=(z,y) = (2,0) + (0,y) = (,0) + (y,0)(0,1) =z + yi.
Addition und Multiplikation sehen in dieser Schreibweise so aus:

(x+iy)+ (u+iv) = (z+u)+ily+v),
(x+1ay) - (u+iv) = (zu+iyiv)+ (xiv +iyu) = (zu — yv) + i(xv + yu),



und die Division fithrt man am besten so aus:
v+iy  (z+iy)(u—iv)  zu+yv+i(yu — av)
utiv  (u+ ) u—iv) u? + v? '

Wir haben also mit der Zahl v — iv erweitert. Allgemein nennen wir fiir jede Zahl
z = x + 1y die Zahl Z = x — 1y die zu z konjugiert komplexe Zahl. Dabei gilt

_ z+z z—Z
zZ =2z, ez 5 m z YRR

21t 2=21+1%2, 2122 =721 22 -

So wie man R als Zahlengerade auffassen kann, ist es praktisch, sich C als eine
Zahlenebene vorzustellen, die oft Gaufische Zahlenebene heif3t.

y

y=Imz - - - - - - — z=(x,y) =z +1iy

z = Rez

2= (2,—y) =2 — iy

Neben der Darstellung von z = (x,y) = = + iy in kartesischen Koordinaten ist
oft eine Darstellung in Polarkoordinaten r, p vorteilhaft. Man beschreibt die Lage
von z also durch den Abstand r von z zur 0 und (fiir z # 0) durch den Winkel
@ von z mit der positiven reellen Achse. Wir messen diesen Winkel meist im
Bogenmaj$, d.h. 360°=27w. Der Winkel ¢ ist nur bis auf additive Vielfache von 27
eindeutig bestimmt. Wir kénnen die Angabe von ¢ eindeutig machen durch die
Forderung 0 < ¢ < 27. Dann schreiben wir

p =arg z Argument von z # 0,
r=|z| Betrag von z.

Aus der Skizze konnen wir unmittelbar ablesen:

r = |z| =+22+y?* (Satz des Pythagoras),

r = Rez=rcosy, y=Imz=rsinep. (1.3)
Fiir den Betrag hat man die folgenden Eigenschaften:

12> = 2%, |2w| =zl |w|, |z+w| < |2+ |wl

10



Diese Ungleichung heifit die Dreiecksungleichung.

Z-+w

0]

Man beachte, dass wir damit auch den Betrag einer reellen Zahl definiert haben,
der natiirlich mit dem aus der Schule bekannten Betrag iibereinstimmt:

fiir x € R.

r wennx >0
2] = —r wenn z <0

Es ist oft niitzlich, sich die Zahl |z — w| als den Abstand der komplexen Zahlen z
und w vorzustellen. So ist

{zeC: |z—-1|<2}

gerade die Kreisscheibe mit dem Mittelpunkt 1 und dem Radius 2, und eine
Gleichung wie |z — u| = |z — v| (mit gegebenen Zahlen u # v € C) kann man wie
folgt 16sen: Wir suchen alle z € C, die von u und v den gleichen Abstand haben.
Die Losungsmenge ist also gerade die Mittelsenkrechte der Strecke, die u und v
verbindet.

U - Losungsmenge

Die Beziehungen (1.3) fithren uns auf die trigonometrische Darstellung einer kom-
plexen Zahl:

z=x+1iy =rcosp+irsing = |z|(cos p + isin p). (1.4)
Niitzlich ist die folgende (zunéchst rein formale) Vereinbarung:
Fiir o € R schreiben wir e 1= cos ¢ + i sin .
Beispielsweise gilt dann:

|€z<p| — 1’ e7,-0 — 1. 7 = _1’ ez7r/2 =, e27rz -1

Y Y

11



und wir konnen die Zahl z auch schreiben als
z=re¥ =|z]e"¥, (1.5)
was nichts anderes als die trigonometrische Darstellung ist.

Die trigonometrische Darstellung ist besonders geeignet fiir das Multiplizieren
(und damit fiir das Dividieren, Potenzieren und Radizieren) komplexer Zahlen,
weniger fiir die Addition. Das liegt an den Additionstheoremen

cos(a+ ) = cosa cosf — sina sin f,

sin(a + ) = sina cos S+ cosa sin 3.
Mit diesen kann man leicht nachrechnen, dass fiir z; = re®! und 2, = rye’? gilt
2125 = 117 ) = pyry(cos(p1 + @a) + i sin(ipr + )

und z ry o r
— = —eP172) = —(cos(ip1 — pa) + i sin(ip1 — )
29 T )

falls zo # 0. Man multipliziert also komplexe Zahlen, indem man ihre Betrige
multipliziert und ihre Argumente addiert. Insbesondere ist

e e =e¢

. - J ?

k Fal;,toren

und hieraus bekommen wir die Moivresche Formel
(cos ¢ + i sing)" = cos(ky) + i sin(ke).

Einer der Griinde fiir die Einfithrung komplexer Zahlen war der Wunsch, unein-
geschrankt Wurzeln ziehen zu konnen. Dieses Ziel haben wir erreicht, wie der
folgende Satz zeigt:

Satz 1.4 Seia € C, a # 0 und a = re®. Dann hat die Gleichung 2" = a genau
n verschiedene komplexe Lisungen. Diese sind gegeben durch

oy 2k 2k 2k
Zk:(‘/?ez%:{ﬁ(cos—@—i_ W—H’sin—so—i_ 7r)
n n
mit k =0,1,...,n— 1. Die Gleichung z" = 0 hat nur die Losung z = 0.

Mit der Moivreschen Formel kann man leicht zeigen, dass jede der Zahlen zj eine
Losung ist, und aus der Darstellung der Multiplikation in trigonometrischer Form
folgt, dass es keine anderen Losungen geben kann. (Wie?)

12



Beispiel Wir suchen alle Losungen von z* = —2 + 2i. Zuniichst bringen wir die
rechte Seite in trigonometrische Form. Es ist |[—2 + 2i| = /22 + 22 = 24/2 sowie

&

—2 V2o
COSY = —F—== ——, s = =

2v/2 2 2V2

Da —2 4 2i im 2. Quadranten liegt, muss ¢ = arg(—2 + 2i) = —7r sein. Also ist

2

Njw

—2 42 = 2V/26117 = 23 ¢ia7

Y

und die Gleichung z* = —2 + 2i hat genau die folgenden Losungen:

?

20 = +/RelieT = \/g(COS—W—l—ZSIH?’W

—

s = VReits™ = 3 cos—7r+zsm1

™),

—_
[=>]

—_

9

—_

8 i 27 8
Z3 = \/561167r = \/g COS—7T—|—ZSII1 7r

)
)
)
)-

(
z = +/SelleT = \s/g(cos—ﬂ+zsm—97r
(

21

Die Losungen bilden also die Ecken eines
Quadrats. Das ist kein Zufall. Allgemein bil-
& den die Losungen von 2™ = a die Ecken eines
V8 regelmafBigen n-Ecks. Die n Losungen von

2" = 1 heiflen auch die n FEinheitswurzeln.
u

20

z3

1.4 Mengen und Mengenoperationen

Wir haben bereits in Abschnitt 1.1 vereinbart, was wir unter einer ,, Menge“ ver-
stehen wollen, und wir haben auch die Begriffe ,, Teilmenge“ und ,,leere Menge“
erklart. Wir schauen uns nun Operationen mit Mengen an.

Definition 1.5 Sei E eine Menge, und A, B seien Teilmengen von E. Dann
heifst

e AUB:={r€E: x € A oderx € B} Vereinigung von A und B,
e ANB:={z€FE: € Aundx € B} Durchschnitt von A und B,

13



e A\B:={zx€F: z€Aundzx¢ B} Differenz von A und B.

Zwei Mengen A, B C F heiflen disjunkt, wenn AN B = (), und die Menge F\ A =:
A€ heifit auch das Komplement von A in E.

Ist fiir jedes n € N eine Teilmenge A,, von E gegeben, so versteht man unter der
Vereinigung J, ey An = U, An die Menge aller Elemente 2 € E, die in minde-
stens einer der Mengen A, liegen, und der Durchschnitt (), An = (g An ist
die Menge aller z € E, die in jeder der Mengen A,, liegen.

Eine Veranschaulichung von Mengen kann iiber sog. Venn-Diagramme erfolgen:

< .
A \\ B C=’ S

ANB

-
o

Q

0

e
-
Syl

Fiir das Rechnen mit Mengen hat man die folgenden Regeln:

(AUB)UC =AU (BUC), (AnB)NC =AnN(BNC) Assoziativitit,
AUB=BUA, AnB=BnNA Kommutativitét,
(AUB)NC = (ANC)U(BNOQO) }

Distributivitét.
(ANB)UC = (AuC)N(BUC)

Anschaulich 148t sich beispielsweise das erste Distributivgesetz wie folgt einsehen:

C
& & & &
AUB (AUB)NC ANC BNC (ANC)U(BNC)

Weiter gelten die de Morganschen Regeln
(AUB)"=A°NB°, (ANDB) = A°UB".

Die erste dieser Regeln 148t sich wie folgt veranschaulichen:

Zum Selbsteintrag waihrend der Vorlesung
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Formale Beweise dieser Regeln werden gefiihrt, indem man die Definition der
Gleichheit zweier Mengen benutzt: A = B wenn A C B und B C A. Um also
z.B. die erste der de Morganschen Regeln zu bestétigen, mufl man

(AUB)"C AN B° und A°NB°C (AU B)°

zeigen. Wir tun das fiir die erste dieser Inklusionen. Dazu schreiben wir = fiir
,daraus ergibt sich“ oder ,,daraus folgt*.

r € (AUB)° = ux liegt nicht in AU B
= 1z liegt nicht in A und nicht in B
= z€A°und z € B = x € A°N B°.

Die umgekehrte Inklusion beweist man genauso. In diesem Fall geniigt es, die
Pfeile einfach umzudrehen. Man schreibt dann einfach <= und liest das als ,,ist
dquivalent zu“ oder ,, genau dann, wenn*.

Definition 1.6 Fiir zwei Mengen A, B heifst
Ax B :={(a,b):a€ A, be B}
thr kartesisches Produkt.
Beispielsweise ist
{1,2,3} x {a,0} = {(1,a),(1,0),(2,0),(2,),(3,a),(3,0)},

und [2,4] x [1,2] kann man sich als Rechteck vorstellen:

Zum Selbsteintrag wihrend der Vorlesung

Die Teilmengen von A x B (insbesondere die von A x A) heiflen Relationen.

1.5 Abbildungen

Einer der zentralen Begriffe der Mathematik ist der Begriff der Abbildung oder
Funktion. Wir fithren diesen Begriff zunéchst ganz allgemein ein, wozu wir die
Sprache der Mengen benutzen. Spéter spezialisieren wir uns auf reellwertige Funk-
tionen. Wir vereinbaren:
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Seien X, Y nichtleere Mengen. Eine Vorschrift f, die jedem Element z € X genau
ein Element f(x) € Y zuordnet, heifst Abbildung von X in Y. Wir schreiben
f:X =Y, 2 f(x). Das Element y = f(z) heifst das Bild von x, und = heifst
ein Urbild von y. Die Menge X heifit auch Definitionsbereich D(f) der Abbildung
f, und die Menge

B(f)={y €Y :esgibt einxz € X mit f(x) =y}
heifit Bildmenge oder Wertebereich von f.

Achtung: Im , Arbeitsbuch” ist zugelassen, dass D(f) eine echte Teilmenge von
X ist.

Achtung: Wir schreiben NICHT: ,die Funktion y = f(x)“. Fiir uns ist immer
f(z) ein Element von Y. Die Funktion selbst ist f.

Die Menge {(z,y) € X xY :z € X,y = f(x)} heit Graph der Abbildung f. Der
Graph ist also eine Teilmenge des kartesischen Produktes X x Y. Offenbar ist
jede Abbildung durch ihren Graphen eindeutig bestimmt.

Beispiele

(1) f:R—-R, T B(f)=R

(2) f:R—R, T 2’ B(f) =Rt :={zeR: x>0}

3) Rt >R, =x+—2? B(f) =Rt

(4) f:RY - R", z~2? B(f) =R*

(5) X := Menge aller nichtleeren beschrinkten Teilmengen von R, Y =R

f: X =Y, M — infM B(f)=R.
Definition 1.7 Fine Abbildung f : X — Y heifst

e injektiv oder eineindeutig, wenn fir x; # xo auch f(x1) # f(x2) ist, d.h.
wenn jedes y € B(f) genau ein Urbild besitzt.

e surjektiv oder Abbildung auf Y, wenn B(f) =Y.
e bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.
In den obigen Beispielen ist die Abbildung f in
(1) bijektiv (2) weder surjektiv noch injektiv
(3) injektiv, nicht surjektiv  (4) bijektiv
(5) surjektiv, nicht injektiv
Fiir jede nichtleere Menge X heifit f : X — X, x — z, die identische Abbildung.

Sie ist offenbar bijektiv. Wir bezeichnen sie mit Idy oder Id.
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Definition 1.8 Die Abbildung f : X — Y sei bijektiv. Dann existiert zu jedem
y €Y genau ein x € X mit f(x) =y. Wir nennen die durch

f'y) ==z genau dann, wenn f(x) =y
definierte Abbildung f~':Y — X die Umkehrabbildung von f.

Ist f: X — Y injektiv, so ist f : X — B(f) bijektiv, und man kann die
Umkehrabbildung f~!: B(f) — X bilden. In jedem Fall ist

D(f~)=B(f), B(f7)=D(f)=X.
Im Beispiel (1) ist die Umkehrabbildung wieder
fFLR=>R, z+—=zx
und im Beispiel (4) ist
fTRY S RY, oy /Y.

Definition 1.9 Seien f: X =Y und g: Y — ZAbbildungen. Die Abbildung

gof: X — Z, xl—>g(f(x))

heifit Verkniipfung (Hintereinanderschaltung, Verkettung) von f und g.

Man beachte, dass die Reihenfolge von f und g wesentlich ist. So ist fiir
f:R->R, z—2> und ¢g:R—R, z+—sinz

die Funktion h = go f gegeben durch h(z) = g(f(z)) = sin(2?), wihrend ¢ = fog
gegeben wird durch ((z) = f(g(z)) = (sinz)?. Auch muB f o g gar nicht erklirt
sein, wenn man g o f bilden kann. Wichtig ist offenbar, dass B(f) C D(g).

Fiir jede Abbildung f : X — Y ist offenbar

foldxy =f, Idyof=/,

und fiir jede bijektive Abbildung f: X — Y ist f(f'(y)) =y und f'(f(z)) =
x fiir alle x € X und alle y € Y, d.h.

fof_IZIdy, f_lof:Idx.

Schliefflich ist die Hintereinanderausfithrung assoziativ:
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Satz 1.10 Sind f: X =Y, g:Y = Z und h : Z — W Abbildungen, so gilt
ho(gof)=(hog)of.

Satz 1.11 Sind f : X =Y, g Y — Z bigektiv, so ist auch go f : X — Z
bijektiv, und
(gof)y ™ =f"og

Beweis * Ubung.
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2 Der Vektorraum R”

In den folgenden Wochen wenden wir uns der Linearen Algebra zu, die man
als eine abstrakte Form des Rechnens mit Vektoren auffassen kann. Ein zentra-
les Thema werden lineare Riume (= Vektorrdume) sowie lineare Abbildungen
(beschrieben durch Matrizen) zwischen ihnen sein. Damit stellen wir auch die
Grundlagen bereit fiir die Behandlung der Differential- und Integralrechnung fiir
Funktionen mehrerer Veréanderlicher im kommenden Semester.

2.1 Vektoren und Geraden im R?

In diesem Abschnitt arbeiten wir in einer Ebene, in der wir uns ein kartesisches
Koordinatensystem mit Koordinatenursprung O und mit Koordinaten x,y den-
ken. Jeder Punkt der Ebene wird also durch ein Koordinatenpaar (x,y) eindeutig
beschrieben, so dass wir die Ebene mit R? = R x R identifizieren kénnen. Insbe-
sondere hat der Punkt O die Koordinaten (0, 0).

Als erstes geometrisches Objekt im R? interessiert uns die Gerade.

Definition 2.1 Eine Gerade im R? ist die Menge aller Lésungen (x,vy) einer

linearen Gleichung
Az + By = C, (2.1)

wobei A, B, C' reelle Zahlen und A und B nicht beide gleich 0 sind.
Im Falle B # 0 konnen wir (2.1) nach y umstellen und erhalten

A N C
TR
Insbesondere ist in diesem Fall —4 der Anstieg der Geraden (2.1). Man beachte
auch, dass die Gleichungen

Mz +ABy =AC mit A #0

die gleiche Gerade wie die Gleichung (2.1) beschreiben. Neben (2.1) gibt es zahl-
reiche weitere Moglichkeiten, Geraden zu beschreiben, von denen wir uns zwei
néher anschauen.

Bei der Hesseschen Normalform der Geradengleichung geht man davon aus, dass
eine Gerade eindeutig festgelegt ist durch ihren Abstand d vom Koordinatenur-
sprung O und durch den Winkel § € [0, 27), den das von O auf die Gerade geféllte
Lot mit der positiven z-Achse bildet. Im Fall d = 0 ist dieser Winkel nur bis auf
7 bestimmt.
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(w0, 0) = Fo

d (z,y) =P

3) m

(@) T

Ist Py = (z0,y0) der LotfuBipunkt und P = (z,y) # P, ein weiterer Punkt der
Geraden, und hat die Gerade den Anstieg tan «, so gilt

Y — Yo = (tana) (v — ).

Wegen sin a = cos f und cos a = —sin 3 erhélt man hieraus

(=sinB) (y — yo) = (cos B) (x — x0)

bzw.
x cos B+ ysinf = g cos S+ yo sin .

Wegen xq cos 8 + 1o sin 8 = d erhalten wir die Hessesche Normalform
xcosf+ysinf=d (2.2)
der Geradengleichung.

Will man die allgemeine Geradengleichung (2.1) auf Hessesche Normalform brin-
gen, mufl man dafiir sorgen, dass die Quadratsumme der Koeffizienten A und B
den Wert 1 erhlt (da cos? B +sin? 3 = 1) und dass die rechte Seite > 0 wird. Es
gilt:

Satz 2.2 Sei Ax + By = C' eine Geradengleichung und

| e S 020

Dann erhalt man die Hessesche Normalform
xcosf+ysinf =d
durch Multiplikation von Az + By = C mit X\, d.h. es ist
cosf=AN sinf=B\ d=CX>0.

Mit der Hesseschen Normalform 148t sich bequem arbeiten, wenn man sich fiir
die Lage eines Punktes in Bezug auf eine Gerade interessiert.
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Satz 2.3 Sei g eine Gerade, die O nicht enthdlt, und (2.2) sei thre Hessesche
Normalform. Weiter sei P = (z*,y*) ein Punkt, der nicht auf g liegt. Dann ist

" cosf 4y sinf —d>0,
wenn P und O auf verschiedenen Seiten von g liegen und
¥ cosf+y"sinf —d <0,

wenn P und O auf der gleichen Seite von g liegen. Der Abstand von P zur Ge-
raden g st gleich
|z cos B+ y* sin B — d.

Beispiel Wir suchen die allgemeine Form (2.1) und die Hessesche Normalform

(2.2) der Gleichung der Geraden durch die Punkte Py = (3,8) und P, = (—6, —4).
Der Ansatz Az + By = C liefert nach Einsetzen

3A4+8B=0C, —6A—4B=C,

woraus durch Subtraktion folgt 94 + 12B = 0. Wir wéhlen z.B. A = 4. Dann ist
B = —3 und C' = —12. Also lautet die gesuchte Gleichung

dor — 3y = —12.

Nach Satz 2.2 ist A = \/4;{732 = %1 Damit erhalten wir die Hessesche Normalform

408 12
57 TEY T

Fir P = (z*,y*) = (1,2) ist —%x* + %y* — % = —2. Also liegt P auf der gleichen
Seite der Geraden wie O, und der Abstand von P zur Geraden ist gleich 2. m

Weitere Moglichkeiten der Beschreibung von Geraden eréffnen sich bei Verwen-
dung von Vektoren. Ein (zweidimensionaler) Vektor v ist ein Paar reeller Zahlen:

v .
U= < 1> mit vy, vy € R.

V2

Wir schreiben Vektoren grundsétzlich als Spalten. Aus Platzgriinden werden wir
aber oft @ = (v1,v2)T schreiben, wobei T fiir Transponieren steht:

o= (1) (2) =

Anschaulich stellt man sich Vektoren als Pfeile vor. Genauer: Unter einem Pfeil

ﬁ versteht man ein Paar von Punkten A, B der Ebene, die durch eine Strecke
verbunden sind, wobei A Anfangspunkt und B Endpunkt des Pfeiles heiflen.
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B = (b1, bs)

A= (al, CLQ)

Definition 2.4 Ein Pfeil@ mit A = (a1, as) und B = (by, by) stellt genau dann
den Vektor v = ( ) dar, wenn

U1
v2

vy =by —a; und vy =by — as.

Man kann einen Vektor also auffassen als eine Klasse von Pfeilen gleicher Richtung
und gleicher Lénge.

Rechenregeln fiir Vektoren

(A) Summe und Differenz der Vektoren @ = (v1, v2)” und @ = (wy, wy)” sind die
Vektoren

T4 0 = (v) +wy, vg +wy)t und T — 0 = (vy — wy, va — wy) .

Die Addition von Vektoren ist kommutativ und assoziativ. Geometrische
Interpretation:

(B) Das Produkt des Vektors ¢ = (vy,v2)" mit der Zahl A € R ist der Vektor
AT = (Mg, dvg)T.
Dabei gelten die Distributivgesetze
A+ )T =0+ pv und AT+ @) = AT+ M.

Geometrische Interpretation:

1,50

<y
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(C) Die Liinge (oder Euklidsche Norm) des Vektors @ = (v, vo)7 ist die Zahl

9]l = \/o? + 3.

Fiir beliebige Vektoren v, w gelten die Dreiecksungleichungen

17+ @il < |9+ N, | 191 = [lail} | < |& = ]

Auflerdem ist [|AU]| = |A| [|7]], und ||¥]] = O gilt genau dann, wenn ¢ der
Nullvektor (0,0)7 ist.

(D) Ein Vektor der Lénge 1 heifit Einheitsvektor. Spezielle Einheitsvektoren sind
e1:=(1,0)" und & := (0,1)”. Jeder Vektor v = (vy,v2)” 148t sich auf genau
eine Weise als Linearkombination dieser Vektoren schreiben:

U= Ulgl + U2€2.

(E) Das Skalarprodukt (oder innere Produkt) der Vektoren v = (v, v2)7 und
W = (wy,ws)T ist die Zahl

—

V- = [|0]] [|]] cos v,

wobei o der Winkel zwischen den Richtungen von ¢ und  ist:

Insbesondere ist ¢ = ||0]|%. Statt

|| 7] cos a
U+ schreibt man oft auch (¥, ).

Es gelten folgende Regeln:

v = WU (Kommutativitét)
ANU-wW) = (W) -w=0- (M) (“Assoziativitéit”)
u - (U + ) w- U+ U -, (Distributivitét)

Insbesondere ist €; - €] =€ -éy =1l und €] - €, = €5 -1 = 0.

Damit ergibt sich eine bequeme Moglichkeit der Berechnung des Skalarproduktes
der Vektoren ¢ = (v1,v2)T und @ = (wy, wy)” mittels Koordinaten:

v = (Ulgl + ’0252) : (w1€1 + w2€2)

= U1w1€1 . 51 + vlwgél . 52 -+ v2w1€2 . 51 + v2w2€2 . 52,
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d.h.

U-wW = V1W1 + VaWs. (23)
Hieraus erhilt man eine Formel zur Berechnung des Winkels zwischen den Vek-
toren ¥ # 0 und W # 0:

cosa = Ui vtz (2.4)

Vi + 03 \/w%—i-w%.

Schliefllich nennen wir zwei Vektoren o, w orthogonal, wenn @ - = 0. In diesem
Fall schreibt man auch v L .

Wir kommen nun zur vektoriellen Darstellung von Geraden. Dazu bemerken wir
zuniichst, dass der Punkt P = (x,y) € R? und der Vektor ¥ = (z, ) formal ver-
schiedene Objekte sind. Man kann diese Objekte aber miteinander identifizieren,
wenn man sich 7 als Pfeil ﬁ’ vorstellt. Wir nennen 7 dann auch den Ortsvektor
von P.

Sei nun g eine Gerade, 7y = (x1,41)7 der Ortsvektor eines beliebigen Punktes
P, auf ¢ und ¢ ein Vektor, der die Richtung von ¢ angibt. (Die Gerade g ist
offenbar durch die Angabe von 7 und ¢ eindeutig bestimmt.) Dann werden die
Ortsvektoren aller Punkte auf g durch

F=7+M, MeR (2.5)

beschrieben.

Die Darstellung (2.5) heiit auch
Parameterdarstellung von g mit
dem Parameter .

Wir sehen uns noch die vektorielle Schreibweise der Hesseschen Normalform an.
Sei g eine Gerade, und zunéchst sei O ¢ g. Weiter sei 1y der Ortsvektor des Fuf3-
punktes P, des Lotes von O auf g. Wir stellen die Gerade ¢ in der Parameterform
7 = 7y + A\t mit einem geeigneten Richtungsvektor ¢ dar. Dann ist ¢ - 7, = 0. Fiir

—

den Vektor 7 := ”;—8” gilt
t-ii=0 und |7 =1. (2.6)

Ein Vektor n mit diesen Eigenschaften heifit Einheitsnormalenvektor zu g. Ist
O € g, so kénnen wir 77 nicht mehr aus dem Ortsvektor 75 von Py konstruieren
und miissen ihn auf andere Weise wéhlen.

Wir multiplizieren die Geradengleichung 7 = 7+ A skalar mit 77 und erhalten

Pt = (g + M) i = T - 7
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bzw.
(r"— 7o) -1 =0.

Das ist die Hessesche Normalform in Vektorschreibweise. Man beachte, dass

0 =70 = = = = |70l = d
17l 7]l

2.2 Vektoren, Geraden und Ebenen im R?

In diesem Abschnitt arbeiten wir im Raum, in dem

wir uns ein kartesisches Koordinatensystem mit z
Ursprung 0 und mit Koordinaten x,y, z denken.
Die Koordinatenachsen sollen wie in der Skizze an-
geordnet sein. Jeder Punkt des Raumes wird also
durch ein Koordinatentripel (x,y, z) eindeutig be-
schrieben, so dass wir den Raum mit dem R? iden-
tifizieren konnen.

Definition 2.5 Eine Ebene im R? ist die Menge aller Lésungen (x,y,z) einer

linearen Gleichung
Ar+ By+Cz =D, (2.7)

wobei A, B,C, D reelle Zahlen und A, B, C nicht alle gleich 0 sind.
Eine Gerade im Raum beschreiben wir als Schnitt zweier nicht paralleler Ebenen.

Definition 2.6 Eine Gerade im R3 ist die Menge aller Tripel (x,vy,2), die die
beiden Ebenengleichungen

Az +By+Cz=D und Ax+By+Cz=D

gleichzeitig losen. Daber wird verlangt, dass es keine reelle Zahl X gibt, so dass

(A, B,C) = XA, B, C).

Da die vektoriellen Darstellungen von Geraden und Ebenen oft bequemer zu
handhaben sind, fithren wir zunéichst Vektoren im R? ein. Ein (rdumlicher) Vektor
v ist ein Tripel reeller Zahlen:

U1
U= vy | = (v1,v9,0v3)" mit vy, vy,v3 €R.
U3

Versteht man unter einem Pfeil E nun ein Paar von Punkten A, B des Raumes,

die durch eine Strecke mit Anfangspunkt A und Endpunkt B verbunden sind,
konnen wir den Begriff des Vektors auch so fassen:
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Definition 2.7 Ein Pfeil AB mit A — (ay,as,as) und B = (by, by, bs) stellt
genau dann den Vektor © = (v, v, v3)T dar, wenn

vlzbl—al, ngbg—ag und U3:b3—a3.

Rechenoperationen und Rechenregeln fiir rdumliche Vektoren lassen sich wort-
lich aus dem zweidimensionalen Fall iibertragen. Insbesondere sind Addition und
Multiplikation mit Zahlen wieder komponentenweise erklart und die Lédnge von

¥ = (v1,ve,v3)7T ist durch
0] = \/vi+ v} + 03 (2.8)

gegeben. Es gelten wieder die Dreiecksungleichungen
o+l < gl + i, | 191~ 1) | < 17— ]
Vektoren der Lange 1 heiflen Finheitsvektoren. Spezielle Einheitsvektoren sind
e =(1,0,00", & =(0,1,00", & =(0,0,1)7,
und jeder Vektor @ = (v, vy, v3)? 148t sich eindeutig als Linearkombination
U = V1€] + V€5 + U3€3
schreiben. Auch das Skalarprodukt der Vektoren ¢ und w definieren wir wie im
R? durch

—

v -0 = [|9]] [|w]] cos v, (2.9)

wobei a wieder fiir den von ¢ und w eingeschlossenen Winkel steht. Insbesondere
gilt fiir die Koordinateneinheitsvektoren

1 firi =k
& = O = TRk =1,2,3,
0 fir ¢« #£ k

wobei 0;, das Kronecker-Symbol heiffit. Damit findet man leicht die folgende Be-
rechnungsmoglichkeit des Skalarprodukts.

Satz 2.8 Das Skalarprodukt der Vektoren v = (vy,vq, v3)T und @ = (wy, wo, ws)?
ist gleich
U= VW1 + VoW + V3Ws. (210)

Die Vektoren v, w heiflen senkrecht, wenn ¢ - w = 0. In diesem Fall schreibt man
auch v L w. Zwei Vektoren heiflen parallel, wenn der von ihnen eingeschlossene
Winkel gleich 0 oder 7 ist.

Wir definieren nun fiir Vektoren im R? ein neues Produkt, das Vektorprodukt
(oder &uBlere Produkt). Das Vektorprodukt zweier Vektoren ¢ und @ ist wieder

26



ein Vektor, und wir miissen erklidren, wie lang dieser Vektor ist und in welche
Richtung er zeigt.

Seien zunéchst v und «w zwei nicht parallele Vektoren. Dann sei 77 der durch
die folgenden Eigenschaften eindeutig bestimmte Vektor:

a) 7 hat die Linge 1.
b) 17 steht senkrecht auf ¥ und .

c) Die Vektoren ¢, und 7 bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem, d.h. es
gilt die Rechte-Hand-Regel: Zeigt der Daumen der rechten Hand in Richtung
v und der Zeigefinger in Richtung w, so zeigt der senkrecht zu Daumen und
Zeigefinger stehende Mittelfinger in Richtung 7.

(Beispielsweise bilden die Vektoren €, €, €3 in dieser Reihenfolge ein Rechtssy-
stem.) Aquivalent zu (c) ist die folgende Beschreibung: 7 zeigt in die Richtung,
in die eine Rechtsschraube (Korkenzicher) vorriickt, wenn man ihr eine Drehung
um 0 < a < 180° erteilt, die die Richtung von ¢ in die von  iiberfiihrt.

)

Weiter sei F' der Flacheninhalt des von ¢ und
w aufgespannten Parallelogramms; d.h.
|| W] sin a

F = ||| ||| sina.
[]] [l]] sin e ~

bl

Dann heif3t der Vektor

(0,0,0)7  falls ¥ und  parallel sind

O
U X W =
F

sonst

St

das Vektorprodukt von v und .

Satz 2.9 Fir das Vektorprodukt gelten die folgenden Rechenregeln, wobei u, v
und W rdumliche Vektoren und X\ eine reelle Zahl ist:

Uxw = —(u x V) (Antikommutativitit),
AU X W) = (M) xw=0x (M) (,Assoziativitit®),
X (U+w) = (dx7)+ (4 x ) (Distributivitit).

Diese Regeln lassen sich leicht bestétigen, wenn man die Koordinatendarstellung
des Vektorprodukts benutzt. Dazu beachten wir, dass

61 X 52 = —(52 X 51> = 53,
52 X 53 = —(53 X 52) - 517
53 X 51 = —(51 X 53) = 52,

(\]
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da die Einheitsvektoren €7, e, €3 senkrecht aufeinander stehen und in dieser
Reihenfolge ein Rechtssystem bilden. Fiir ¥ = vy €] + vp€y + v3ée3 und @ =
wy €1 + wy €5 + ws €3 hat man also

U X W

(v1 €1 + v € + v3€3) X (wy € + W € + w3 €3)

= vlwl(é’l X 51) + 'Uﬂl)g(é1 X 52) + Ulwg(gl X gg)

+

Ugwl(gz X 51) + UQ’LU2(52 X 52) + ’U21U3(€2 X 6?3)

—

3 X 62) + U3w3(€3 X 53)

+

V3W1 (53 X 51) + U3U)Q<

Satz 2.10 Das Vektorprodukt v x W der Vektoren v = (vy,v9,v3)T und @ =
(w1, wo, w3)T ist gegeben durch

— — T
U X W = (Vw3 — V3Wa, V3w — V1Ws3, V1We — VaW1)" .

Wir sehen uns nun vektorielle Darstellungen von Geraden und Ebenen im Raum
an. Die Parameterdarstellung einer Geraden im R? sieht formal wie die Para-
meterdarstellung einer Geraden im R? aus: es treten lediglich Vektoren mit drei
Komponenten statt mit zwei Komponenten auf. Geraden im R? werden also be-
schrieben durch Gleichungen wie

F=7+M,  AeR, (2.11)

wobei 7 der Ortsvektor eines beliebigen Punktes der Geraden und ¢ # O ein
beliebiger Vektor in der Richtung der Geraden ist.

Ganz dhnlich wird eine Ebene im R3 beschrieben als die Menge aller Ortsvektoren
7, die einer Gleichung

F=m4+Na+put, \peR (2.12)

geniigen, wobei 7 der Ortsvektor eines beliebigen Punktes der Ebene ist und
§,1 # O nicht parallele Vektoren sind, die in der Ebene liegen.
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Zur Hesseschen Normalform der Ebenengleichung Ax + By + C'z = D gelangt
man durch Einfithrung des Normalenvektors

AZ, + Bé, + C&,,

der noch zu normieren ist:
S Aé, + Béey, + Ces Aé, + Béey, + Ces
n = = = el .
|Aer + Bé, + Cés| VA% + B2+ (C?

Das Vorzeichen wahlen wir so wie das Vorzeichen von D.

(2.13)

Satz 2.11 Sei E eine Ebene im R3, 7 der Ortsvektor eines beliebig gewdhlten
Punktes aus E und i der durch (2.13) definierte Normalenvektor. Die Hessesche
Normalform von E ist dann gegeben durch

r-n=r7-n.
Die rechte Seite 71 -1 = |D|/v A% + B? 4+ C? st gleich dem Abstand der Ebene
vom Koordinatenursprung.
Mit der Hesseschen Normalform lassen sich Abstdnde zwischen Punkt und Ebene
leicht berechnen.
Satz 2.12 Der Abstand eines Punktes P, € R mit Ortsvektor 7, von der Ebene
(r"— 7)) -1 =0 ist gleich dem Betrag der Zahl

d = (r,— 7).

Ist d* # 0, so liegen P* und O auf der gleichen Seite von E wenn d* < 0 und auf

verschiedenen Seiten von E wenn d* > 0.

Als Anwendung der eingefithrten Begriffe berechnen wir den Abstand zweier
windschiefer Geraden im R? mit Hilfe der gemeinsamen Lotrichtung. Die Ge-
raden seien durch ihre Parameterdarstellungen gegeben:

g1 : F:ﬂ—l—)\.i’, AER,
g2:  T=ry+pt,  peR,
wobei §,¢ # 0 nicht parallel sein sollen. Dann steht der Einheitsvektor
BNERY

senkrecht auf beiden Geraden. Der gesuchte Abstand ergibt sich als Lénge
der Projektion des Vektors 75 — 7 (oder eines anderen Vektors, der von
einem Punkt von g¢; auf einen Punkt von ¢y zeigt) auf ¢, d.h. als

SR
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2.3 Der Vektorraum R"

Wir verallgemeinern die Uberlegungen der vergangenen Abschnitte und betrach-
ten fiir jedes n € N den Vektorraum R™ aller Vektoren (n-Tupel) (w1, za, ..., 2,)7
mit zq, ..., 2, € R. Wir fithren eine komponentenweise Addition und Multiplika-
tion mit Zahlen ein:

(1, )t (s yn)t = (Y T )
Mzy,..z)t = Oag,. A x)T mit A € R.

Dann gelten die in Abschnitt 2.1 vermerkten Rechenregeln, und jeder Vektor
7= (xy,...,7,)T € R" kann eindeutig als Linearkombination

f:$151++5€n5n
der Koordinateneinheitsvektoren
¢ = (1,0,0,...,0)", & = (0,1,0,...,0)",...,&, = (0,0,0,..., )"

geschrieben werden.
In Analogie zu (2.8) definieren wir die Linge (oder Fuklidsche Norm) des Vektors
7= (xy,...,2,)7 durch

12 = \fa? +ad+ ..+ a2 (2.14)

Da wir uns im R” (mit n > 4) nicht mehr auf die Anschauung verlassen kénnen,
ist im Moment keineswegs klar, ob die Dreiecksungleichung fiir alle n gilt.
Schwierigkeiten bereitet zunichst auch die Definition des Skalarprodukts zweier
Vektoren ¥ = (x1,...,2,)7 und ¥ = (y1,...,y.)?, da wir uns Winkel im R" fiir
n > 4 schlecht vorstellen kénnen. Hier hilft uns ein Blick auf (2.3) und (2.10),
und wir definieren das Skalarprodukt von @ und ¥ einfach als

Fiir das so definierte Skalarprodukt gelten wieder die in Abschnitt 2.1 vermerkten
Rechenregeln. Man beachte auch, dass

1z = V7 - 7. (2.16)

Satz 2.13 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) Fiir beliebige Vektoren T =
($17 ctt 7"'En>T7 g: (yl, R 7yn)T g/l/lt

|7 g < || 7] [|7]]

oder, ausfiihrlich geschrieben,

|x1y1+---+xnyn!§\/a:%+...+x§ \/yf+...+yg.
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Beweis Ist i der Nullvektor, dann ist die Aussage des Satzes sicher richtig. Sei
also ¢ # O. Dann ist

0 < ||Z- f'%HQ: (a?— fgzj) : (f— f”@)
y-y

vy vy
- = -\ 2
L (@)
= [lZ? -
[l

Umstellen ergibt
S a2 S S S IR
(@) < ZIPIFI1* baw. |Z-g] < ||1Z]] |17

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung ist auflerordentlich niitzlich, und wir dis-
kutieren zwei Anwendungen.

Fir 7,y # 0] zeigt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, dass

1< =Y <
2| 1|47

Es gibt daher eine eindeutig bestimmte Zahl o € [0, 180°] so, dass

—

T-

——— = COS (.
121 {171

Wir nennen « den Winkel zwischen den Vektoren & und 7. Insbesondere stehen
Z und 3 senkrecht aufeinander, wenn o = 90° bzw. 7 -y = 0.

Als zweite Anwendung zeigen wir die Dreiecksungleichung. Fiir &,y € R" ist

1Z+7> = (@49 @+ =2 - F+27 - §+7 -y
< 212+ 20120 17+ 1717 = (12 + 171)>

Wurzelziehen liefert die Behauptung.

Ein Vektorprodukt wird in R™ mit n # 3 nicht eingefiihrt.
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3 Lineare Riume

Wir haben bisher Vektoren im R™ betrachtet. Wir behandeln nun Vektoren in
groferer Allgemeinheit und definieren ,, Vektorrdume* oder ,lineare Rdume®, in-
dem wir die fiir Vektoren im R" giiltigen Rechenregeln als Aziome fordern.

3.1 Definition und Beispiele

Definition 3.1 Ein linearer Raum (oder Vektorraum) iber dem Kirper R ist
eine nichtleere Menge V', fiir deren Elemente zwei Operationen erklirt sind: eine
Addition, die je zwei Elementen w,v aus V ihre Summe u + v € V zuordnet,
und eine Multiplikation mit Skalaren, die jedem FElement u € V und jeder reellen
Zahl X ihr Produkt Au € V' zuordnet. Dabei sollen fiir alle u,v,w € V und alle
a, B € R die folgenden Regeln gelten:

(A1) (u+v)+w=u+ (v+w) (Assoziativitat).
(A2) ut+v=v+u (Kommutativitdt).
(A3) Es gibt genau ein Nullelement 0cV mit
O+u=wu firale wuelV.
(Ad)  Zu jedem u € V' gibt es genau ein entgegengesetztes Element
—u €V mitu+ (—u) =0.

(S1) a(u+v)=au+av (Distributivitdt).
(52) (a+pPlu=au+pfu (Distributivitit).
(S3)  (af)u=a(fu) ( ,Assoziativitit®).
(S4) 1-v=wv firalevelV.

Die Axiome (Al) — (A4) stimmen mit den ersten vier Korperaxiomen aus Ab-
schnitt 1.2 iiberein. Wie Folgerung 1.1 kann man daher zeigen:

Folgerung 3.2 Fiir beliebige Elemente u,v eines Vektorraumes V' gibt es genau
ein Element x € V', welches die Gleichung u + x = v [dst, ndmlich das Element
r=v+ (—u).

Anstelle von v 4+ (—u) schreibt man meist v — u. Auflerdem ist es iiblich, die
Elemente eines Vektorraumes Vektoren zu nennen (auch wenn wir sie nicht mit
gerichteten Objekten wie Pfeilen identifizieren).

Folgerung 3.3 Fiir beliebige Vektoren v € V' und Zahlen A € R gilt
—(—v) =wv, Qv = 0, A0 =0,

und aus \v =0 folgt, dass A\ =0 oder v = 0.
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Der Deutlichkeit halber wurde in dieser Folgerung das Nullelement des Vektor-
raumes mit 0 bezeichnet.

Beispiel 1 Der R™ mit den in Abschnitt 2.3 eingefithrten Operationen der Ad-
dition und der Multiplikation mit Zahlen bildet offenbar einen Vektorraum iiber
R. Das Nullelement ist der Vektor 0 = (0,...,0)7, und der zu z = (21, ..., x,)7
entgegengesetzte Vektor ist —x = (—x1,..., —x,)T. n

Beispiel 2 Sei V' die Menge aller Polynome P(x) = ag + ajz + ... + a,2" vom
Grad < n. Mit der Addition

(P+Q)(z) = Pz)+Q(x)
= (ap+amzx+...+ax")+ (by+ bz + ...+ bz")
= (GO + bo) + (CL1 + bl)x +...+ (an + bn):p”

und der Multiplikation mit A € R,
(AP)(z) :== XMao + a1z + ... + a,x™) = Aag + A1z + ... + Aa,z”,
wird V' zu einem Vektorraum iiber R. |

Beispiel 3 Auch die Menge C([a,b]) aller auf dem Intervall [a,b] definierten
stetigen reellwertigen Funktionen bildet einen Vektorraum iiber R, wenn wir die
Summe von f, g € C([a,b]) durch

(f +9)(@) = f(z) +g(z), =¢€la]

und das Produkt von f € C([a,b]) mit A € R durch

(Af)(@) = Af(z), x€lab]
erklaren. m

Anmerkung Man betrachtet auch Vektorrdume iiber C oder iiber anderen
Koérpern. Man verlangt dann, dass eine Multiplikation mit komplexen Zah-
len erklart sein mufl, wobei wieder die Axiome (S1)-(S4) gelten sollen. Ein
konkretes Beispiel eines Vektorraumes iiber C ist der Raum C™ aller n-Tupel
z=(z1,...,2,)" von komplexen Zahlen, fiir die wir die Operationen wie im Fall
R™ komponentenweise erkléren.

Viele der folgenden Aussagen gelten gleichermafien fiir Vektorrdume iiber R und
Vektorrdume iiber C. Man spricht daher oft von Vektorraumen iiber K, wobei K
fiir R oder C steht.
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3.2 Lineare Unabhingigkeit, Basis, Dimension

Sind uq, ..., u; Vektoren eines Vektorraumes iiber K, so heifit jeder Vektor der
Form

v=aoquy + ... +opur mit aq,...,ap € K
eine Linearkombination der Vektoren uq, . .., u.

Definition 3.4 Sei V' ein Vektorraum iiber K. Die Vektoren uy,...,up € V
heifien linear unabhéngig, wenn keiner dieser Vektoren eine Linearkombination
der tbrigen ist und wenn keiner dieser Vektoren der Nullvektor ist. Andernfalls
heiffen uq, ..., u; linear abhéngig.

Eine dquivalente Beschreibung der linearen Unabhéngigkeit liefert das folgende
Lemma.

Lemma 3.5 Sei V' ein Vektorraum tber K. Die Vektoren uq,...,up € V sind
genau dann linear unabhingig, wenn aus Zle a;u; = 0 notwendig folgt, dass
ar=...=a, =0.

Beispiele Die Vektoren €}, €, €3 € R? sind linear unabhingig, denn aus
Q€] + ah + azés = (ay, g, a3)” = (0,0,00' =0

folgt, dass a; = as = a3 = 0. Dagegen sind die Vektoren
i =(1,2,3)", @ =(0,1,-1)7, dy=(1,4,1)"

linear abhéngig, denn es ist ja z.B. u; = us — 2.

Auch die Polynome Py(z) = 1, Pi(x) = z und P»(z) = x?, die wir als Elemente des
Vektorraumes aller Polynome vom Grad < 2 mit reellen Koeffizienten betrachten,
sind linear unabhéngig. Wir machen dazu den Ansatz 0 = agFy + ay Py + o P
(wobei 0 fiir das Null-Polynom steht) und zeigen, dass dann ag = oy = ag = 0
sein muss. Der Ansatz liefert

0=aoPy(x) + a1 Py(z) + apPs(z) bzw. ap+ a1z + apr® =0

fiir alle z € R. Wir setzen = 0 und erhalten ay = 0. Nun leiten wir ayz+asz? =
0 ab, erhalten oy + 2asx = 0, setzen wieder x = 0 und bekommen a; = 0.
Schlieflich leiten wir 2asx = 0 ab und finden 2as = 0, also as = 0. [

Definition 3.6 Sei V ein Vektorraum tiber K.

a) V' heifst unendlich-dimensional, wenn es beliebig viele linear unabhdingige
Vektoren in V' gibt. Wir schreiben dann

dimV = co.

Andernfalls heiffit V endlich-dimensional.
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b) Ist V endlich-dimensional, so heifit die maximale Anzahl linear unabhdngiger
Vektoren in V' die Dimension von V. Ist diese maximale Anzahl gleich n, so
schretben wir

dimV = n.

c) IstV ein Vektorraum der Dimension n, so heifit jedes System von n linear
unabhdngiger Vektoren aus V' eine Basis von V.

Beispiele Alle hier betrachteten Vektorraume sind reell. Der Raum R"™ hat die
Dimension n, und die Koordinateneinheitsvektoren €7, ..., €, bilden in ihm eine
Basis. Natiirlich gibt es auch andere Basen, z.B. bilden

i=(1,2)7 und @=(0,7)" (3.1)

eine Basis von R% Der Raum der Polynome vom Grad < n hat die Dimension
n + 1, und die Polynome

Py(z)=1, P(z)==x,...,P(x)=2a"

bilden in ihm eine Basis. Dagegen ist C'([0,1]) ein unendlich-dimensionaler Vek-

torraum, da er alle Polynome Fy, P;, P, ..., enthélt und diese linear unabhéngig
sind. Unendlich-dimensionale Vektorrdume werden in der Funktionalanalysis be-
trachtet. |

Anmerkung Man beachte, dass C=R? als komplexer Vektorraum die Dimension
1 hat und als reeller Vektorraum die Dimension 2. |

Satz 3.7 Sei V' Vektorraum iiber K und uq, ..., u, eine Basis von V. Dann ldfst
sich jeder Vektor v € V' auf genau eine Weise als Linearkombination v = ayu; +
oot agug mit u; € K darstellen.

Beweis Wire ein Vektor v € V nicht auf diese Weise darstellbar, so wéren
die k 4+ 1 Vektoren uq,...,u; und v linear unabhéngig, was der Definition der
Basis widerspricht. Wir zeigen noch die Eindeutigkeit der Darstellung. Aus v =
a1y + ...+ agug und v = Brug + ...+ Bruy folgt durch Subtraktion

0= (o1 = Br)ur + ...+ (ar — Br)us.
Nach Lemma 3.5 ist a; = S, ..., a, = [ |

Beispiel Wir wollen (1,0)7 als Linearkombination der Basisvektoren (3.1) dar-
stellen. Der Ansatz (1,0)T = «a(1,2)" + 3(0,7)7 liefert das Gleichungssystem
1=1-a+4+0-8,0=2a+ 78 mit der Losung o = 1, f = —2/7. Also ist

(1,0)" = (1,2)" — 2(0,7)". o
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Anmerkung Sei V' Vektorraum und uq,...,u; eine Basis von V. Fiir je zwei
Vektoren a = ajuy + ... + apug, und b = Biug + ... + Bruy gilt dann

a+b= (a1 + B)us + ...+ (g + Br)ux,

d.h. die Addition von a und b kann auf die Addition ihrer Koordinaten «;, 5; (also
von Zahlen) zuriickgefiithrt werden. [

Definition 3.8 FEine nichtleere Teilmenge U eines Vektorraumes V iiber K heifit
(linearer) Unterraum oder (linearer) Teilraum von V', wenn fir beliebige Vektoren
u,v € U und beliebige Zahlen o, B € K gilt:

au+ v e U.
Jeder Unterraum eines Vektorraumes ist wieder ein Vektorraum.

Beispiele Secien vy, ..., v, Vektoren in V. Dann bildet die Menge aller Linear-
kombinationen dieser Vektoren einen Teilraum U von V. Wir bezeichnen ihn mit

U = span{vy,...,v.}

und sagen, dass U von den Vektoren vy,...,v, aufgespannt wird oder dass die
Vektoren vy, ..., v, ein Erzeugendensystem von U bilden. Jeder endlich dimensio-
nale Vektorraum wird in diesem Sinn von seiner Basis aufgespannt.

Die ein- bzw. zweidimensionalen Unterriume des R? sind genau die Geraden bzw.
Ebenen in R3, die durch den Nullpunkt (0,0, 0) verlaufen. Da wir als Ortsvektor
71 jeweils den Nullvektor wahlen konnen, sehen die Parameterdarstellungen dieser
Geraden bzw. Ebenen namlich so aus:

F=M bzw. 7=+ pu.

d.h. Geraden werden durch einen und Ebenen durch zwei Vektoren aufgespannt,
und die Bedingung, dass § und ¢ ungleich 0 und nicht parallel sind, garantiert,
dass § und ¢ linear unabhéngig sind. |
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

4.1 Lineare Abbildungen

Wir beschéftigen uns nun mit Abbildungen zwischen linearen Réumen. Von be-
sonderem Interesse sind Abbildungen, die die Struktur der linearen Réume re-
spektieren.

Definition 4.1 Seien V' und W lineare Riume tber K (= R oder C). Fine
Abbildung ¢ : V. — W heifit linear, wenn

(a1v1 + agva) = ar1p(v) + asp(vs)

fiir alle vi,v9 € V und alle oy, 9 € K. Die Bildmenge {p(v) : v € V} C W
bezeichnen wir mit Im ¢ (von image). Die Menge {v € V : p(v) = O} CV heift
der Kern von ¢ und wird mit Ker ¢ (von Kern oder kernel) bezeichnet.

Beispiel 1 Die folgenden Abbildungen sind linear:

01 R2 = R% v —v (Drehung um 180°),
02 : R > R% v 2v (Streckung um Faktor 2),

03 : R? = R? (vy,v9)" = (v1,0)7  (orthogonale Projektion auf z-Achse).
Es gilt ndmlich fiir beliebige v, w € R? und o, 8 € R

or(o0 4 ) = —(av + Bu) = o(—0) + B(—w) = agr(v) + Bior (),
pafa + ) = Aaw+ fu) = 20+ 20w = aps(v) + Bpa(w),
803(06(?)1,712) + B(wy, wy) ) = 903((047)1 + Pwy, avy + 5w2)T)
= (av; + Bw, 00T = avy,0)T + B(wy,0)T
= agpg,((vl,vg)T) + ng((wl,wg)T). n

Beispiel 2 Sei V= W der lineare Raum aller Polynome. Dann ist
0: V=W, p—1p (Ableitung)
eine lineare Abbildung. Fiir beliebige p,q € V und «, 5 € W ist ndmlich

o(ap + Bq) = (ap + Bq)' = ap’ + Bq" = ap(p) + Be(q).

Der Kern dieser linearen Abbildung besteht gerade aus den konstanten
Polynomen. |

Beispiel 3 Die Abbildung

0 :R* > R? v v+ (1,007 (Verschiebung um (1,0)7)

37



ist dagegen nicht linear. Fiir den Nullvektor v = (0,0)7 gilt nimlich

o2v) = 20+ (1,007 = (1,0)7,
20(v) = 2(v+(1,07) = 2(1,00" = (2,0)T.

Auch die Abbildung ¢ : R — R, z + 22 ist nicht linear. Warum? u

Wir sehen uns nun einfache Eigenschaften linearer Abbildungen an.

Lemma 4.2 a) FEine lineare Abbildung ¢ : V- — W bildet den Nullvektor von
V' auf den Nullvektor von W ab.

b) Ist ¢ : V. — W linear, so ist Ker ein linearer Teilraum von V, und Im ¢
ist ein linearer Teilraum von W.

Beweis Wir iiberlegen uns nur den ersten Teil von Aussage (b). Sind u, v € Ker ¢,
so ist wegen ¢(u 4 v) = @(u) + p(v) = 0 auch u + v € Ker ¢. Ist u € Ker ¢ und
A € K, so ist wegen p(Au) = Ap(u) = 0 auch \u € Kerg. Also ist Ker ¢ ein
linearer Raum. |

Sind ¢, : V. — W lineare Abbildungen, so definiert man ihre Summe @ + ¢ :
V — W durch

(o +¥)(v) = p(v) + ¥ (v).
Sind ¢ : V — U, ¢ : U — W lineare Abbildungen, so ist ihre Verkettung (oder
Hintereinanderausfithrung) ¢ o ¢ : V. — W erklart durch

(1 o @) (v) == (p(v)).

Lemma 4.3 Summe und Verkettung linearer Abbildungen sind wieder lineare

Abbildungen.
Den Beweis konnen Sie als Ubungsaufgabe leicht fithren.

Lemma 4.4 a) FEine lineare Abbildung ¢ : V. — W ist genau dann injektiv,
wenn Ker ¢ = {0}, und sie ist genau dann surjektiv, wenn Imp = W.

b) Ist die lineare Abbildung ¢ : V. — W bijektiv, so existiert die Umkehrabbil-
dung o= : W — V, und diese ist wieder linear.

Beweis Wir zeigen nur den ersten Teil von Aussage (a). Seien u,v € V' Vektoren
mit p(u) = ¢(v), und sei Ker p = {0}. Dann ist p(u—v) =0, d.h. u—v € Ker ¢,
und folglich u — v = 0. Also ist ¢ injektiv.

Sei umgekehrt ¢ injektiv und v € Ker ¢. Dann ist ¢(v) = 0 = ¢(0) (vgl. Lemma
4.2(a)), und aus der Injektivitat folgt v = 0. u
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Satz 4.5 Sei V ein endlich-dimensionaler linearer Raum mit einer Basis
€1y...,€n. Dann ist eine lineare Abbildung ¢ : V. — W bereits durch die An-
gabe der Bilder der Basisvektoren

a; =ple;)eW, i=1,....n,
eindeutig festgelegt: Fiir v = vies + ...+ vye, st
o(v) = p(vier + ...+ vpe,) = v1a1 + ...+ Vpay.

Beispiel 4 Wir bezeichnen mit €7, &, €5 die Koordinateneinheitsvektoren von R3.
Da diese eine Basis von R? bilden, ist eine lineare Abbildung ¢ : R® — R? durch
Vorgabe von ¢(€}), p(€3), p(e3) eindeutig bestimmt. Wir wihlen beispielsweise

— —

p(e1) =e1 und () = p(€3) = 0.

Fiir v = v1€] + 126 + v363 = (v1, Ve, v3)7 ist dann ¢(v) = vie; = (vq,0,0)7. Fiir
diese Abbildung ist

Ime = {(1,0,0)7 € R¥: v; € R}, dimImg =1,
Kero = {(0,v9,v3)7 € R3: vy,v3 € R}, dimKerp = 2. o

In diesem Beispiel ist dim Im ¢ + dim Ker ¢ = 3 = dim R?. Der folgende wichtige
Satz sagt aus, dass das Bestehen dieser Gleichheit kein Zufall ist.

Satz 4.6 (Dimensionssatz) Sei V ein n-dimensionaler linearer Raum und o :
V — W eine lineare Abbildung. Dann ist

dimKerp +dimImp =n =dim V. (4.1)
Beweis Wir wihlen eine Basis ¢1, . . ., ¢, von Ker ¢ und eine Basis ¢(b), ..., ¢(b,)
von Im ¢ und zeigen, dass ¢y, ..., ¢y, by, ..., b, eine Basis von V ist.

Lineare Unabhdngigkeit von ¢y, ..., ¢ by, ..., b.r Aus Zl | Yici + ZJ 1 ﬁjb =0
folgt > 5, Bj ¢(b;) = 0. Da die go(b ) linear unabhanglg sind, ist 8y = ... =, =

0. Aus Zle ~v;c; = 0 folgt weiter 74 = ... =, =0.

Zeigen, dass span{cy,...,cpby,....b,} = V: Sei v € V. Schreiben ¢(v) als

> i1 Bi(bs). Dann ist (v) = o377, B;b;), d.h. v — 377, B;b; liegt in Ker .
Wir konnen dieses Element also als

T 4
v — E ﬁjbj = E (6775
j=1 =1

schreiben. Folglich ist v € span{cy,...,cpb1,...,b.}. n
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Folgerung 4.7 Sei dimV < oco. Ist die lineare Abbildung ¢ : V. — W bijektiv,
so st dim W = dim V.

Denn wegen Ker ¢ = {0} und Im ¢ = W reduziert sich (4.1) auf dim W = dim V.

Folgerung 4.8 Sei dimV = dimW < oco. Dann ist eine lineare Abbildung o :
V — W genau dann injektiv, wenn sie surjektiv ist.

Auch das folgt leicht aus (4.1): Ist Kero = {0}, so ist dimKery = 0. Dann
ist dimIm¢p = dim W, also Imy = W. Die umgekehrte Richtung zeigt man
ghnlich. ]

4.2 Matrizen

Wir lernen nun die grundlegenden Begriffe und Regeln der Matrizenrechnung
kennen, die zahlreiche Anwendungen in Natur-, Ingenieur- und Wirtschaftswis-
senschaften hat und fiir viele Aufgaben eine bequeme Sprache bereitstellt.

Definition 4.9 Seien m,n natirliche Zahlen. Unter einer reellen (komplezen)
mxn—Matrix versteht man ein rechteckiges Zahlenschema

@11 A12 Q1n
Q21 Q22 -+ Q2p

A= : : : = (ay )mn
m1 Am2  * Omp

mit Eintrigen a;; € R (oder C). Eine mxn-Matriz setzt sich aus m Zeilenvek-
toren und n Spaltenvektoren zusammen.

Die Menge aller reellen (komplexen) mxn-Matrizen bezeichnen wir mit R™™
(bzw. C™™ ). Schlieflich heifit eine mxn-Matriz A quadratisch, wenn m = n. In
diesem Fall heif$t das n-Tupel (a11, as, - . ., any,) die Diagonale (oder auch Haupt-
diagonale) von A.

Matrizen mit nur einer Spalte oder einer Zeile kann man mit spalten- oder zei-
lenweise geschriebenen Vektoren identifizieren. Statt R™! bzw. R schreibt man
daher oft R™ bzw. R".

Eine Matrix, deren Eintrige alle gleich Null sind, heifit Nullmatriz: 0 = (0),,,, €
R™". Die mxm-Matrix

I=1. . )
0o o0 - 1

heiflt die mxm- Einheitsmatriz.

Wir definieren nun Rechenoperationen mit Matrizen.
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a)  Multiplikation einer Matriz mit einer Zahl
Ist A= (aij)mn € K™ und A € K, so ist AA die mxn-Matrix

A = (Aalj)m,n
Man multipliziert also einfach elementweise.
b) Addition von Matrizen
Die Summe der mxn-Matrizen A = (a;j)mn und B = (b;j)m,n ist die mxn—
Matrix
A + B = (aij + bij)m,n-
Man addiert also elementweise.
c)  Multiplikation von Matrizen
Das Produkt AB zweier Matrizen A, B kann nur gebildet werden, wenn die
Anzahl der Spalten von A gleich der Anzahl der Zeilen von B ist. Sei also

A = (ajj)mn eine mxn-Matrix und B = (b;;),, eine nxr-Matrix. Dann ist
ihr Produkt AB die mxr—Matrix

n
k=1

Das Element ¢;; ist also das Skalarprodukt der i-ten Zeile von A mit der
j-ten Spalte von B.

d) Transponieren von Matrizen
Ist A = (@j)m,n eine mxn-Matrix, so versteht man unter ihrer Transponier-
ten die nxm—Matrix

AT = (bij)n,m mit bij = ;-

Fiir das Addieren gelten wieder die Regeln (A1) — (A4), die wir bereits mehrfach
notiert haben (zuletzt in Definition 3.1). Fiir die Multiplikation gelten die folgen-
den Regeln, wobei wir annehmen, dass die Matrizen A, B, C' so beschaffen sind,
dass alle auftretenden Operationen erklért sind:

(AB)C = A(BC) Assoziativitit,
AB+C)=AB+ AC
(A+ B)C = AC + BC

(AB)" = BT AT,

AuBerdem ist Al = IA = A mit der Einheitsmatrix I. Man beachte aber, dass
im Allgemeinen AB # BA ist. Das Matrixprodukt ist also nicht kommutativ.

} Distributivitét,

Beispiel

0 oG a)-Go) GG '
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Definition 4.10 Fine nxn-Matriz A heif$t invertierbar (oder regulér oder nicht-
singuldr ), wenn es eine nxn—Matriz B so gibt, dass

AB =BA=1. (4.2)

Ist A invertierbar, so ist die Matriz B aus (4.2) eindeutig bestimmt. Sie heifit die
Inverse von A und wird mit A=' bezeichnet.

Beispiel Die Matrix A = (zl,) i) ist invertierbar, und A~" = (_43 _12)’

EAE)FE D6

Sind A, B € R™" invertierbar, so sind auch AB sowie A’ invertierbar, und es gilt

denn

(AB)"' =B7tA™t, (ATt =AaHT. (4.3)
Wir werden spiter Moglichkeiten kennen lernen, A~! zu bestimmen.

Wir sehen uns nun den Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen ¢ : R" —

R™ und mxn-Matrizen an. Sei zunéchst A = (a;j)m,n eine mxn-Matrix und
= (z1,...,7,)7 € R". Dann kénnen wir das Matrixprodukt
n
ayyl ... Qin T > ey QKT
Ar = : : Sl = :
n
Aml - Gmn T > bt Ak T

bilden und erhalten einen Vektor aus dem R™. Jede mxn-Matrix A definiert also
eine Abbildung
v :R"—-R"™ 1o~ Ax,

und diese Abbildung ist linear, wie man mit dem Distributivgesetz fiir die Ma-
trixmultiplikation leicht einsieht.

Sei umgekehrt ¢ : R” — R™ eine lineare Abbildung, und sei a@; = ¢(€;) das
Bild des Koordinateneinheitsvektors €; € R™. Wir stellen jeden Vektor @; in der
Basis €1, ..., €, von R™ dar:

m
a; = Q161 + ... + Qmi€m = E aj;€y, izl,...,n,
j=1
und ordnen die Koeffizienten aj; in einer mxn-Matrix an:

ayy ... QAip
A= : S (4.4)

aAml --- Amn
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Die Spalten von A sind also die Koordinaten der Vektoren dy, ..., d,. Fiir jeden

Vektor T = (xy,...,2,)T =281 + ... + 2,6, € R" ist dann
n n
p(T) = E zip(€;) = E T;Q;
i=1 i=1
n m m n
= E l‘z( E ajz-ej) = E ( E ajix,»)ej
i=1 j=1 j=1 i=1
n
Zizl a1 ayp ... dip T
= : = : | = AT
n
Do Qi Ami - Gmn T

Also definiert jede Matrix eine lineare Abbildung, und umgekehrt kann man jede
lineare Abbildung ¢ : R™ — R™ als Multiplikation mit einer Matrix realisieren.
Man sagt auch, dass ¢ durch die Matrix (4.4) dargestellt wird.

Wichtige Anmerkung Man kann diese Uberlegungen auch mit anderen Basen
fl, ce ﬂ von R"™ bzw. g1,..., G, von R™ durchfiihren. Man erhélt wiederum
eine Darstellung von ¢ als Matrix, die sich aber i.Allg. von der Matrix (4.4)
unterscheidet. Die Darstellung einer linearen Abbildung als Matrix héngt also
von den gewéhlten Basen ab. |

Beispiel Sei ¢ : R? — R? die Drehung um
den Koordinatenursprung um den Winkel o €
0,27). Dabei geht €; = (1,0)7 in den Vektor

d; = (cosa,sina)? {iber und & = (0,1)7 in
dy = (—sina,cosa)?. Die Darstellung von ¢
als Matrix (beziiglich der Koordinateneinheits-

vektoren) ist also
cosa —sina
A= . . n
sina cosa

Sind 1, 9 lineare Abbildungen und A;, A5 die entsprechenden Matrizen, so
gilt unter der Voraussetzung, dass alle vorkommenden Operationen ausgefiihrt
werden konnen:

e der Summe ¢ + o entspricht die Summe A; + Ao,
e der Hintereinanderausfithrung (¢, o 5 entspricht das Produkt A;A,,
e der Umkehrabbildung ¢; ' entspricht die inverse Matrix A;".

Damit haben wir zugleich eine Rechtfertigung fiir die seltsam erscheinende Defi-
nition des Matrixprodukts gefunden.
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4.3 Der Rang einer Matrix

Da sich (nach Wahl einer Basis) lineare Abbildungen und Matrizen einander ent-
sprechen, sollte sich z.B. die Dimension des Bildraumes an der Matrix , ablesen®
lassen. Dazu fithren wir die folgenden Begriffe ein.

Definition 4.11 Sei A = (aij)mn eine Matriz. Die Mazimalzahl linear un-
abhingiger Spaltenvektoren (Zeilenvektoren) von A heifst der Spaltenrang (Zei-
lenrang) von A.

Satz 4.12 Fir jede Matrix A = (a;j)mn sind die folgenden drei Grifien gleich:
der Zeilenrang, der Spaltenrang und die Dimension des Bildraumes der durch A
definierten linearen Abbildung x — Ax.

Man spricht daher vom Rang von A und schreibt
rang A = r (deutsch) oder rank A =r (englisch),
falls der Rang von A gleich r ist.

Zur Bestimmung des Ranges einer Matrix ist der folgende Satz niitzlich. Zugleich
wird dieser Satz eine Beweismoglichkeit fiir Satz 4.12 aufzeigen.

Satz 4.13 Der Rang einer Matriz A bleibt bei jeder der folgenden elementaren
Zeilen- und Spaltenumformungen unverdandert:

a) Addition einer Zeile (Spalte) zu einer anderen Zeile (Spalte),
b)  Multiplikation einer Zeile (Spalte) mit einer Zahl # 0,

c) Vertauschen zweier Zeilen (Spalten).

0o 2 7
Beispiel Wir wollen den Rang der Matrix [ 1 —2 2| bestimmen, indem wir
1 0 9

diese Matrix durch die elementaren Umformungen aus Satz 4.13 in eine Gestalt
bringen, die uns das Ablesen ihres Ranges ermoglicht.

1 -2 2
1. Tausch von Zeile 1 und Zeile 2: 0o 2 7
1 0 9
1 =2 2
2. 3. Zeile minus 1. Zeile: 0o 2 7
0o 2 7
1 -2 2
3. 3. Zeile minus 2. Zeile: 0o 2 7
0O 0 0
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Die Vektoren (1,—2,2) und (0, 2, 7) sind linear unabhéngig, also ist der Rang die-
ser Matrix gleich 2. Im Allgemeinen benutzt man die elementaren Umformungen,
um eine Matrix der Gestalt

\ } r Zeilen

0 0

zu erzielen, bei der die Elemente auf dem angedeuteten Teil der Diagonalen un-
gleich 0 sind. Dann ist » der Rang dieser Matrix.

0o 2 7
Man kann die Umformung der Matrix | 1 —2 2| auch weiter treiben:
1 0 9
1 -2 2 10 2 100 1 0 0 1 00
0o 2 71—=102 7] =102 7]—=1(0135]—=(010
0 0 0 000 000 00 O 0 00

In dieser Form erkennt man unmittelbar, dass Zeilen- und Spaltenrang gleich 2
sind. -

Satz 4.14 Jede Matriz A # 0 ldsst sich durch elementare Zeilen- und Spaltenum-

. I, . . . . .
formungen auf die Gestalt < 0 8) bringen, wobei I, , die rxr Einheitsmatriz

ist. Dann ist rang A = r.
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5 Lineare Gleichungssysteme

Eine der haufigsten mathematischen Aufgaben ist die Losung linearer Gleichungs-
systeme. In diesem Abschnitt beschéaftigen wir uns zunéchst mit Losbarkeitsbe-
dingungen und mit der Struktur der Losung, und anschlieffend lernen wir den
Gauflschen Algorithmus zur praktischen Losung linearer Gleichungssysteme ken-
nen.

5.1 Losbarkeit und Losungsstruktur

Ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen in n Unbekannten hat die Form

anry +aprs + ...+ apt, = bl
a91T1 + A99xo + ... + GopT, = b2 (51)
11+ Qoo + ...+ QT = by

Dabei sind die a;; und die b; vorgegebene reelle oder komplexe Zahlen. Da alle
Uberlegungen in diesem Abschnitt unabhingig davon sind, ob wir im Reellen
oder im Komplexen arbeiten, schreiben wir wieder K fiir einen der Korper R
oder C. Das System (5.1) zu losen bedeutet, Zahlen xy,--- , x, € K so zu finden,
dass alle Gleichungen in (5.1) zugleich erfiillt sind.

Mit den Bezeichnungen

aix Az - Qp by

A21 Q22 -+ Q2p by
A= . . |, b=

am1 Qm2 - Amn bm

konnen wir das System (5.1) auch kurz als
Az =1 (5.2)

schreiben, wobei nun der Vektor z = (z1,...,2,)7 € K" zu bestimmen ist. Die
Matrix A heifit Koeffizientenmatriz von (5.2) bzw. (5.1). Die folgenden Beispiele
zeigen, dass beim Losen linearer Gleichungssysteme sehr unterschiedliche Situa-
tionen auftreten konnen.

Beispiele

a) Das System

LYE-
L2 2$1—|—2l’2 = 2
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ist nicht losbar.

b) Das System

E)E-0) = e
L2 2513’1 + 2.CE2 = 2
hat unendlich viele Losungen, namlich alle Vektoren der Gestalt

(=) wrex

c) Das System

EE)-() s
L2 xr, + 21‘2 = 2
hat die eindeutig bestimmte Losung z; = 0,29 = 1 bzw. x = (0,1). m

Wir fragen uns nun, unter welchen Bedingungen das System (5.1) losbar ist und
wann seine Losungen eindeutig bestimmt sind, und wir beginnen mit homogenen
Systemen.

Definition 5.1 Das lineare Gleichungssystem (5.2) heiffit homogen, wenn b = 0
ist, andernfalls heifit (5.2) inhomogen. Das System Az = 0 heifit das zu (5.2)
gehorende homogene Gleichungssystem.

Homogene Gleichungssysteme sind stets losbar: eine Losung ist der Nullvektor.
Wenn wir die mxn-Matrix A mit einer linearen Abbildung z — Ax von R" nach
R™ identifizieren, so sind die Losungen des Systems Az = 0 genau die Vektoren,
die im Kern dieser Abbildung liegen. Bezeichnen wir diese lineare Abbildung
einfach mit A und schreiben wir L, fiir die Menge aller Lésungen des homogenen
Systems Ax = 0, so ist also

L; = Ker A.

Lemma 4.2 (b) und der Dimensionssatz liefern sofort das folgende Resultat.

Lemma 5.2 Sei A eine m x n-Matrixz. Dann bildet die Lésungsmenge Ly der
homogenen Gleichung Ax = 0 einen linearen Unterraum von K", und die Di-
mension dieses Raumes ist gleich

dim L;, = dim Ker A = n — rang A.
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Im Falle rang A = n ist die Losung von Az = 0 also eindeutig bestimmt und
gleich dem Nullvektor. Im Fall rang A < n findet man eine Basis fi,..., f; von
Ly, (mit [ = n —rang A > 0) und kann jede Losung = der homogenen Gleichung
in der Form

x:)\1f1+'~-+)\lfla )\iGK,

schreiben. Die Losung héangt also von [ = n — rang A frei wihlbaren Parametern
AL, ..., A ab.

Wir sehen uns nun inhomogene Systeme Az = b an und schreiben sie in der Form

Q15
riay + Xolo + ...+ xpa, =b mit aq; =

A

Das System Az = b losen heifit also, den Vektor b als Linearkombination der
Spaltenvektoren aq,...,a, von A darzustellen. Fiigt man zur Matrix A noch
den Spaltenvektor b als n 4+ 1. Spalte hinzu, so erhilt man die erweiterte Matriz
(A,b) € K™ des Systems (5.2), mit der wir das folgende Kriterium formulieren
konnen.

Lemma 5.3 Das lineare Gleichungssystem (5.2) ist genau dann lésbar, wenn
rang A = rang (A, b). (5.3)

Wir nehmen nun an, dass die Bedingung (5.3) erfiillt ist. Sind = und & zwei
Losungen von (5.2), d.h. ist Az = b und AZ = b, so ist

Alx —2) = Az — Az = 0;

der Vektor y := x—2 16st also das homogene System Ay = 0. Ist umgekehrt y eine
Losung des homogenen Systems und Z eine Losung des inhomogenen Systems, so
ist auch z := 2 4 y eine Losung des inhomogenen Systems:

Az = Ai + Ay =b+0=b.

Lemma 5.4 Das lineare Gleichungssystem (5.2) sei losbar. Dann besteht die
Losungsmenge L; dieses Systems aus allen Vektoren der Gestalt

r=2+y mit ye€ L,=KerA, (5.4)

wobei T eine spezielle Lisung des inhomogenen Systems ist.
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Formal kann man (5.4) schreiben als
L; =2+ Ly,

Zur Losung des inhomogenen Systems mufl man also eine spezielle Losung &
der Gleichung Ax = b sowie die allgemeine Lisung der zugehorigen homogenen
Gleichung finden.

Aus den Lemmas 5.2 - 5.4 folgt auflerdem sofort, dass die Gleichung Az = b
genau dann eindeutig ldsbar ist, wenn

rang A = rang (A, b) = n. (5.5)
Sehen wir uns noch einmal die Beispiele vor Definition 5.1 an.
Beispiele
a) Hier ist

1 = rang (; é) # rang (; ; g) =2,

also ist das System nicht losbar.

b) Hier ist
11 111
1 =rang (2 2) = rang (2 9 2) =1<2

Also ist das System losbar, und die Losungen hingen von 2 — 1 = 1 reellen
Parameter ab.

c) Hier ist schliefflich

11 111
2 = rang 1 9)=rang ({ 5, 5 =2,

d.h. das System ist losbar, und die Losung ist eindeutig bestimmt. |

Anmerkung Die in Lemma 5.4 festgestellte Struktur der Losung trifft auf be-
liebige lineare Gleichungen ¢(z) = b mit einer linearen Abbildung ¢ : U — V zu.
Wir kommen z.B. im Abschnitt iiber Differentialgleichungen darauf zuriick.

Ist A eine nxn-Matrix (d.h. quadratisch) und ist rang A = n(= m), so ist A
invertierbar, und die (eindeutig bestimmte) Losung von Az = b lautet

r=A""b. (5.6)

Fiir die praktische Bestimmung der Losung x ist (5.6) allerdings wenig geeignet,
da die Ermittlung der inversen Matrix recht miithsam ist.
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5.2 Der Gauflsche Algorithmus

Der GauBsche Algorithmus oder das Gaufische Eliminationsverfahren zur Losung
des linearen Gleichungssystems (5.1) bzw. (5.2) beruht auf der Beobachtung,
dass sich die Losungsmenge dieses Systems nicht dndert, wenn in der erweiterten
Systemmatrix die folgenden elementaren Zeilenoperatoren durchgefithrt werden:

(a)  Addition einer Zeile zu einer anderen.

(b)  Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl # 0.

(¢)  Vertauschen zweier Zeilen.
Auflerdem wollen wir noch zulassen:

(d)  Vertauschen zweier Spalten der Systemmatrix.

Letzteres entspricht einer Umbenennung der gesuchten Zahlen x4, ..., x,. Ziel ist
es, durch diese Operationen eine ,,Dreiecks-“ oder wenigstens ,, Trapez-Gestalt*
der Systemmatrix zu erreichen, aus der man die Losung durch ,, Riickwartseinset-
zen“ gewinnt. Sehen wir uns zunéchst einige Beispiele an.

Beispiel 1 Das lineare Gleichungssystem

r + To + r3 + r, = 1
Ty + 21’2 + 21’3 + 2&74 = 2
Ty + Ty + 2.1'3 + 2{]34 = 2
T + T2 + r3 + 204 = 2
hat die erweiterte Systemmatrix

1 11 11

1 2 2 2|2

112 2|2

1 11 2]2

Subtraktion der ersten Zeile von der zweiten, dritten und vierten Zeile fithrt auf

OO O
OO KR K
O ==
— =
— =

d.h.
T+ Ty +2x3+2x4 =
To + T3+ X4
T3+ X4
Ty =

1
1
1
1.

Wir erhalten ein System von Dreiecksgestalt. Aus der letzten Gleichung folgt
x4 = 1. Wir setzen dies in die vorletzte Gleichung ein und erhalten x5 = 0. In die
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zweite Gleichung eingesetzt liefert dies x5 = 0, und aus der ersten Gleichung folgt
schliefflich, dass auch z; = 0. Die Losung des Systems ist also eindeutig bestimmt
und lautet (0,0,0,1)7, d. h. sie besteht aus einem einzigen Punkt. ]

Beispiel 2 Das Gleichungssystem werde durch die erweiterte Systemmatrix

0 3 6| 3
12 3] 1
-2 -4 —6|-2

beschrieben. Austausch von erster und zweiter Zeile liefert

1 2 3] 1
0 3 6| 3
—2 —4 —6| -2

Addition des Doppelten der ersten Zeile zur letzten Zeile ergibt

1
0
0

S W N
S O W
S W =

liefert schlieBlich

und Division der zweiten Zeile durch

oo -
o~ @
o N oW
o = =
—~
o
\]
SN—

bzw. das Gleichungssystem

Ty +2x9+3x3 = 1

To+2x3 = 1. (5-8)

Die letzte Zeile der Matrix (5.7) entspricht der Gleichung 0 = 0, die wir natiirlich
weglassen. Zum Auflosen von (5.8) wihlt man z3 = ¢ als Parameter. Aus der
letzten Gleichung von (5.8) folgt dann

To+2t=1 bzw. xz9=1-—2t,
und durch Einsetzen in die erste Zeile findet man
r1+2(1—=2t)+3t=1 bzw. z;=—-1+t.

Die Losungsmenge des Systems besteht also aus allen Vektoren der Form

1 -1+t —1 1
XT3 t 0 1
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Hier erkennen wir die in Lemma 5.4 beschriebene Struktur: die Losung des inho-
mogenen Systems setzt sich zusammen aus einer speziellen Losung des inhomo-
genen Systems, ndmlich (—1,1,0)7, und der allgemeinen Losung des zugehorigen
homogenen Systems, ndmlich allen Vielfachen von (1, —2,1)T. Geometrisch gese-
hen ist die Losungsmenge also eine Gerade. |

Beispiel 3 Wir betrachten das System mit der erweiterten Systemmatrix

0 3 6]3
1 2 3|1,
—2 —4 —6|1

die sich von Beispiel 2 nur vom Eintrag in der rechten unteren Ecke unterscheidet.
Die im Beispiel 2 durchgefiihrten Operationen fithren nun auf

1 2 3|1
01 21
0003

Die letzte Gleichung des umgeformten Systems lautet also 0 = 3. Dieser Wider-
spruch zeigt, dass das System keine Losung besitzt. Die Losungsmenge ist also
leer. |

Wir kommen nun zum allgemeinen System (5.1) zuriick. Durch die elementaren
Operationen (a) - (d) kann man die erweiterte Systemmatrix dieses Systems stets
in die folgende Gestalt bringen:

I c2 13 ... Cip|Clpq1 --- Cin dy
1 C23 ... Cop |C2p41 ... Cop d2
1 cee C3p | C3p41 - C3p d3
(5.9)
0 1 Crrt1 -+ Crp d,,,
dr—l—l
0 0 :
dm m,n

Aus dieser Darstellung kénnen wir alle gewiinschten Informationen iiber das Glei-
chungssystem gewinnen:

(1) Das System ist genau dann l6sbar, wenn

doyr = ... =dp, =0. (5.10)

(2) Der Rang der Systemmatrix ist gleich r.
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(3) Ist die Bedingung (5.10) erfiillt, so konnen wir die Losung des Systems wie
folgt gewinnen: Wir wihlen n—r = n—rang A Parameter tq,%s,...,t,_, € R

oder C und setzen

Lry1 = tla

Tpgo =to,...

Die r-te Gleichung von (5.9) lautet dann

Ty + Cr,r-l—ltl +...+ Crntn—r

bzw.

Ty = Ty

Ty = dr - CT’,’I‘-‘rltl — ... — Crplp—r

Wir setzen dies in die r—1-te Gleichung von (5.9) ein und erhalten eine

Darstellung von z,_; in Abhéngigkeit von ¢4, ...

s lp_r, USW.

Wir fahren so fort bis zur ersten Zeile und erhalten die Losung in der Gestalt

X1

Ly

Tr41

Ln

mit gewissen Zahlen e; und f;; und Parametern ¢, ...
schreibweise lautet die Losung

€

,
];rJrl —
Ty42

Tn

€1

er+ futi +...4+ fia—rlar,

Er + frltl + s + fr,n—rtn—ry

+t

t

fu

4ot

tnfr

fl,n—r
fr,n—r
0

0
1

ytn

_,. In Vektor-

, (5.11)

in der wir wieder die Losungsstruktur aus Lemma 5.4 erkennen.

Man kann sich das ,, Riickwértseinsetzen® sparen, wenn man (&dhnlich wie bei der
Rangberechnung angedeutet) durch weitere elementare Operationen aus (5.9)
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eine Matrix der Gestalt

100 ... O0/éip41 - Cin| dy
1 0 . 0 62771_‘_1 ce égn dg
1 ... O0f¢é3p41 .. C3n| ds
0 1| gt oo Cn | dy
dr+1
0 0 :
dn
erzeugt, aus der man im Falle OZTH = ... =d, = 0 sofort die Darstellung der

Losung in der Form (5.11) ablesen kann.
Wir sehen uns ein abschliefendes Beispiel an.

Beispiel Die erweiterte Systemmatrix eines linearen Gleichungssystems sei

1 2 1 -1} 2
-1 -1 -1 3|4
2 -1 2 2| 8
2 0 2 4| 6
4 2 4 =-2] 14
2 =2 2 0] 10

Durch elementare Operationen gelangen wir nacheinander zu den Matrizen

1 21 —1] 2 121 —1] 2
0 10 2| -2 010 2|2
0 -5 0 4| 4 000 14|—6
040 6 2| 7 looo 14/-6 |~
0 -6 0 2| 6 000 14|—6
0 -6 0 2| 6 000 14|-6
121 —1] 2 12 -1 1] 2
010 2|2 =~ (o1 20/ = |,
000 1|-3/7 00 1 0|-3/7

wobei wir Nullenzeilen weglassen und im letzten Schnitt die dritte und vierte
Spalte getauscht haben, wodurch x5 und x4 ihre Rollen tauschen. Wir erhalten
daher

Ty = —3/7,
To + 25[’4 = —27 d.h. T9 = -2+ 6/7 = —8/7,
ry+ 229 — x4 +x3 =2, dh. xy=2+16/7—3/7 — x3.
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Mit dem Parameter x3 = t folgt schliellich

$1:27/7—t7 .T2:—8/7, xr3 =1, I4:—3/7

bzw.
T 27/7 -1
5 I I I
Ty —3/7 0
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6 Folgen und Reihen reeller Zahlen

6.1 Folgen und Grenzwerte

Definition 6.1 Ordnet man jeder natiirlichen Zahl n genau eine reelle Zahl a,
zu, so entsteht eine (unendliche) Folge (reeller Zahlen)

ay,as,as, . ...

Die a,, heiffen Glieder der Folge, und man schreibt die Folge als (ay), oy oder
(n)pey oder (an),s-

1 1 1

Beispielsweise ist (#)n>1 die Folge 1, 3, 5, 76, - - - Der Index der Folgenglieder

muf} nicht unbedingt bei 1 beginnen:

1 111 1
— ) st die Folge =, =, —, —, ...
(n(n—l))nzzls CEUES Y 6 12 20

Die Vorstellung, dass sich die Folgenglieder einer bestimmten Zahl immer mehr
nahern, wird durch folgenden Begriff prézisiert.

Definition 6.2 FEine Folge (ay),~, reeller Zahlen heifit konvergent, wenn es eine
reelle Zahl a mit folgender Eigenschaft gibt: Zu jedem ¢ > 0 findet man ein
N(e) € N so, dass

la, —al <e fir allen > N(e). (6.1)

Die Zahl a heifst dann Grenzwert der Folge, und man schreibt

a= lim a, oder a, = a flirn — .
n—oo

Die Forderung (6.1) umschreibt man auch so: Fiir alle bis auf endlich viele Zahlen
n gilt die Ungleichung |a,, — a| < €. Anschaulich bedeutet Definition 6.2, dass im
Fall der Konvergenz und fiir ein beliebig vorgegebenes ¢ > 0 alle Glieder der
Folge ab einem gewissen Index in der e-Umgebung um a,

Uda)={zeR:|z—a|<e}=(a—¢,a+¢)

liegen.

a—¢€ a a—+eée R

Eine Folge, die nicht konvergiert, heifit divergent, und eine Folge, die gegen 0
konvergiert, heifit auch Nullfolge. Beispielsweise sind (n)n21 = 1,2,3,... und
((=1)")p>1 = —1,1,—1,1,... divergente Folgen.
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Beispiel 1 Wir betrachten die Folge

1 111 1
nn+1)/),., 2761272077

Das Verhalten der berechneten Folgenglieder legt die Vermutung nahe, dass die-
se Folge gegen 0 konvergiert. Wir wollen das bestétigen und wihlen dazu ein
beliebiges € > 0. Unsere Aufgabe ist es, eine Zahl N(g) zu finden, so dass

1 1
—— 0| =—¥=< fiir alle n > N(¢). 6.2
mYP—y ‘ TP 5 tir alle n > N(e) (6.2)
Nun kann man daran denken, die Ungleichung —— < & nach n umzuformen

n(n+1)
und so N(g) zu bestimmen. Das ist natiirlich unbequem. Zum Gliick miissen wir
aber gar nicht das kleinstmdogliche N (g) bestimmen, sondern nur irgend eins. Wir
schitzen daher erst nach oben ab:

1 1

— <
n(n+1) n?

und suchen nun N (e) so, dass

1 1
—— < = fiir alle n > N(e). .
n(n—|—1)<n2<€ tir alle n > N(e) (6.3)

Nun ist n—12 < ¢ genau dann, wenn n? > % bzw. n > \/Lg Wir koénnen also fiir

N () irgendeine natiirliche Zahl wéhlen, die grofer ist als \/Lg Dann gilt (6.3) und

damit erst recht (6.2). Also ist lim,, . n(+—|—1) = 0, und nebenbei haben wir auch

lim,, # = 0 erhalten. [
Ahnlich kann man sich iiberlegen:
Beispiel 2 lim,, n—l,c =0 firk>0.

Beispiel 3 Die Folge (2"),>; ist genau dann konvergent, wenn = € (—1, 1]. In
diesem Fall gilt

0 fallsze(-1,1)
lim 2" =
o 1 falls x = 1.
Beispiel 4 lim /z =1  fiir alle z > 0,
n—oo
lim 2= =0 fiir alle z € R.
n—oo n!

In allen betrachteten Beispielen haben wir fiir jede konvergente Folge nur einen
Grenzwert gefunden. Das ist kein Zufall.
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Satz 6.3 Jede Folge hat hochstens einen Grenzwert.

Beweis Angenommen, (a,) ist eine Folge, die zwei Grenzwerte a und b mit a < b
hat. Wir wéihlen & = 222, Dann ist

U.(a) = <3a—b’ a+b) wnd U.(b) = (a—l—b7 3b—a>‘

2 2 2 2
Ue(a) U (b)
f f I I f
~—~ ~—~
3a=b - a a+b b ¢ 3b—a
2 2 2

Aus der Definition des Grenzwertes folgt nun, dass — mit Ausnahme endlich vieler
— alle Folgenglieder kleiner als %t sind (da sie in U.(a) liegen) und gleichzeitig
a+b

grofler als “32 sind (da sie in U,(b) liegen). Das ist aber unmoglich. m

Hier sind die Rechenregeln fiir Grenzwerte.

Satz 6.4 Seien (an)n21

lim,, oo b,, = b. Dann sind auch die_Folgen (an + b")n>17 (ann)n>1 und (can)n>1
mit ¢ € R konvergent, und es gilt: - - -

und (bn)n>1 konvergente Folgen mit lim,, .., a, = a und

lim (a, + b,) =a+b, lim a,b, =ab, lim ca, = ca.

Ist b, # 0 fiir alle n € N und b # 0, so konvergiert auch die Folge <Z—") , und
"/ n>1

es 1st:

Ist a,, <b, fir allen € N, so ist auch a <b.

n+1

Beispiel 5 Fiir a, = 55 ist
n+1 . 1—|—% 1+1imn—>oofll 1
im = lim T = - T == |
nsoo2n 43 noo 242 24 limy, 00 s 2
Beispiel 6 Es ist + < 2, aber lim,, o0 = = 0 = limy, o 2. n

Man beweist Satz 6.4, indem man die Bedingungen aus Definition 6.2 direkt
tiberpriift. Niitzlich sind dabei die folgenden Begriffe und Aussagen.

Definition 6.5 Eine Folge (ay), ., reeller Zahlen heift nach oben (bzw. unten)
beschrinkt, wenn es ein K € R mit a,, < K (bzw. a, > K) fir alle n € N gibt.
Eine Folge heif$t beschrinkt, wenn sie nach oben und unten beschrinkt ist.
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Satz 6.6 a) Konvergente Folgen sind beschrinkt.
b) Das Produkt einer Nullfolge mit einer beschrinkten Folge ist eine Nullfolge.

Beweis fiir (b) Sei (a,) eine Nullfolge und (b,) eine beschrinkte Folge. Wir
withlen K so, dass |b,| < K fiir alle n € N. Fiir jedes n ist dann

lanby, — 0] = |anb,| = |a,| |bn] < Klay,|. (6.4)
Sei € > 0 beliebig. Wegen lim a,, = 0 finden wir ein N(g) so, dass
la,| < e/K fiir alle n > N(e).
Wegen (6.4) ist dann

lan,b, — 0] < e fiir alle n > N(e). u

Ein einfaches und sehr anschauliches Konvergenzkriterium ist das folgende.

Satz 6.7 (EinschlieBungskriterium) Seien (a,), (bn), (¢,) Folgen reeller
Zahlen mit a, < b, < ¢, fir alle n € N. Sind die Folgen (a,) und (c,) kon-
vergent und haben sie den gleichen Grenzwert a, so konvergiert auch die Folge
(by), und ihr Grenzwert ist ebenfalls a.

Beispiel 7 Wir benutzen dieses Kriterium, um zu zeigen, dass die Folge ({’/ﬁ) .

konvergiert und dass

lim /n = 1. (6.5)
n—o0

Wir zeigen dazu, dass die Folge (b,,) mit b, = {/n — 1 eine Nullfolge ist (offenbar
ist b, > 0). Dazu benotigen wir den binomischen Satz

(a+b)" = g (Z) akp

mit den Binomialkoeffizienten (Z) = #lk),

Mit diesem Satz erhalten wir zunachst
n=(¥Yn)"=1+b,)" =1+ (T)b,ﬁ (Z)bi+...+ (Z)bg.

Vernachléssigen wir alle Summanden bis auf den ersten und dritten, so folgt fiir

n> 2
—1
n>1+<g)bi:1+%bi,

so dass bi < % ist. Da andererseits b,, > 0 ist, erhalten wir die Abschéitzung

OSbn<£ firn > 2.
\/_

n
Wegen lim,, \/i% = 0 liefert das EinschlieBungskriterium, dass auch
lim,, 00 b, = 0 ist, d.h. (6.5) gilt. |
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6.2 Konvergenzkriterien und Vollstindigkeit von R

Um die Konvergenz einer Folge festzustellen, haben wir bisher im wesentlichen
nur die Moglichkeit {iber Definition 6.2. Dazu benotigen wir aber die Kenntnis des
Grenzwertes (oder wenigstens eine Vermutung iiber den Grenzwert der Folge).
Bei Folgen wie ((1 + %)n)n>1 ist das aussichtslos. Wir stellen daher in diesem
Abschnitt einige Kriterien bereit, die uns die Konvergenz einer Folge liefern, ohne
dass wir deren Grenzwert vermuten miissen. Diese Kriterien beruhen auf dem
Vollstandigkeitsaxiom. Allerdings liefern uns diese Kriterien nicht unmittelbar
den Grenzwert selbst. Es sind Existenzaussagen.

Definition 6.8 FEine Folge (an) reeller Zahlen heiffit monoton wachsend,

wenn

n>1

a<ay<az3<..., dh oa, <a,y1 firalleneN,

und sie heifft monoton fallend, wenn
a1 >as >as > ..., d.h.a,>a,y1 fir allen € N.

Satz 6.9 (Monotoniekriterium) Jede monoton wachsende und nach oben be-
schrinkte (bzw. monoton fallende und nach unten beschrinkte) Folge reeller Zah-
len st konvergent.

Wir {iberlegen uns die einfache Begrindung fiir die erste Aussage. Ist die Folge
(a,,) nach oben beschrinkt, so existiert das Supremum M := sup{a, : n € N}.
Nach Definition des Supremums finden wir fiir jedes € > 0 ein Folgenglied ay mit
M —¢e < ay < M. Da die Folge (a,) monoton wéchst und M eine obere Schranke
ist, haben wir M — ¢ < a, < M fir alle n > N. Also konvergiert die Folge (a,,),

und M ist ihr Grenzwert. u
Beispiel 8 Die Folge (#)n <y 1st monoton fallend und nach unten durch 0 be-
schrankt. Also konvergiert sie. |

Beispiel 9 Wir wollen zeigen, dass die Folge (a,), .y mit a, = (1+ 2)" konver-
giert. Diese Folge wdchst monoton: Fiir n > 2 ist ndmlich

an_n—i—l”n—ln_l_nQ—lnn_llnn
ap_q1 n n n n? n—1 n?) n—1

Aus der Bernoullischen Ungleichung folgt

Damit erhalten wir




also a,, > a,,_; fir alle n > 2.

Die Folge (a,) ist aber auch nach oben beschrdnkt: Aus dem binomischen Satz

folgt zunéchst
\" " /n\ 1 " /n\ 1
=(1+—-) = — =1 —.
w=(00) ~E ) - 2 ()

k=0

Fir k£ > 1 schatzen wir ab:

(n)l n! 1 1 nam=1) ... (n—k+1)

1
B LA——— < —
k)nk  kln—k) nk k! n-n...n ~ k!

1
< ok—1"

Hieraus und mit der Summenformel fiir die geometrische Reihe folgt:

n 1 n 1 n—1 1
a, = 1+;(Z>ﬁ§1+;2k—1 1+ o0
=1 =1

k=0

1—(1/2) 1
-2 1o

Nach dem Monotoniekriterium existiert der Grenzwert lim,, ., (1 + %)” Dieser
Grenzwert heifit Eulersche Zahl e. Die Zahl e ist irrational mit

1+ = 3.

e=271828182845... |

Beispiel 10 Sei a,, = Y, _, ;- Die Folge (a,),,, ist offenbar monoton wachsend,
und sie ist auch nach oben beschrénkt:

"1 "1 "1
an:ZH:HZHgHZQH«a
k=0 k=1 k=1

(vgl. Beispiel 9). Also konvergiert (a,,), und man kann zeigen, dass

n
. _ 1
lim a, = lim g — =c. [
n—00 n—yoo £~ k!

Wir wollen noch ein weiteres Konvergenzkriterium angeben, welches sich nicht
nur auf monotone Folgen anwenden 148t, und welches auflerordentlich wichtig fiir
die Begriindung der Analysis ist. Dazu definieren wir:

Definition 6.10 Fine Folge (ozn)n21 reeller Zahlen heifft Cauchyfolge oder Fun-
damentalfolge, wenn es zu jedem € > 0 ein N(e) € N gibt, so dass

la, — am| < e fir alle m, n > N(e).

Die Folgenglieder miissen sich also in einem bestimmten Sinn immer ndher kom-
men.
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Satz 6.11 (Cauchy-Kriterium) FEine Folge reeller Zahlen konvergiert genau
dann, wenn sie eine Cauchyfolge ist.

Die Tatsache, dass dieses Kriterium gilt, bezeichnet man als Vollstindigkeit von
R. In diesem Sinn ist auch C vollsténdig.

Einige Anmerkungen zum Beweis des Cauchy-Kriteriums: Es ist leicht zu sehen,
dass jede konvergente Folge eine Cauchyfolge ist. Die umgekehrte Behauptung
zeigt man in drei Schritten:

1. Schritt Cauchyfolgen sind beschréinkt. Das ist ebenfalls leicht zu sehen.

2. Schritt Hier mufl man den folgenden Satz beweisen, der eine wichtige Aussage
iiber Folgen reeller Zahlen macht.

Satz 6.12 (Bolzano-Weierstrafl) Jede beschrinkte Folge reeller Zahlen besitzt
eine konvergente Teilfolge.

Beispielsweise bilden die Folgenglieder mit geraden Indizes eine konvergente Teil-

folge von ((=1)"),5;-

3. Schritt Man zeigt, dass jede Cauchyfolge, die eine konvergente Teilfolge be-
sitzt, selbst konvergiert. Das ist wieder einfach. |

Beispiel 11 Fir n > 1sei a,, = >, _, (—1)’“1%. Wir zeigen, dass (ay),, eine
Cauchyfolge ist. Fiir m > n + 2 ist

" 1 1 " 1
o — _1\k—1— — (1" _1\k—1—
el = | 32 ot s 3 o
k=n+1 k=n+2
1 o 1
= — —1)k ] 6.6
o Gy 60
k=n-+2
Weiter ist
i 1 1 1 1 1
_11‘3_”_: _ _ >0
k:zn;rQ( ) k (n+2 n+3>+<n+4 n+5)jL
sowie
i 1 1 1 1 1 1 1
R G MR
Nt k n -+ 2 n+3 n-+4 n+5 n+6 n -+ 2

1
n+1’
Ist nun € > 0 beliebig vorgegeben, so wihlen wir N so, dass

m,n > N mit m > n ist dann

und dies gilt sogar fiir alle m > n.

1 ..
o < & Fir alle

Hieraus und aus (6.6) folgt |a,, — a,| <




Nach dem Cauchy-Kriterium ist die Folge (ay,),>1 konvergent. Man kann zeigen,
dass der Grenzwert dieser Folge gleich In 2 ist. |

6.3 Reihen

Mit Hilfe der Kérperaxiome lassen sich Summen endlich vieler Zahlen erkléren.
Wir untersuchen in diesem Abschnitt Summen unendlich vieler Zahlen - so ge-
nannte Reihen. Dazu betrachten wir Reihen als spezielle Folgen.

Definition 6.13 Sei (a,)n>0 eine Folge reeller Zahlen, und sei s, := > ., _, ay.
Die Folge (s,)n>0 heifit die zu (a,,) gehdrende Reihe. Die Zahlen a,, heifsen Glieder
der Reihe, und die s, ihre Partialsummen. Ist die Folge (sy,)n>0 konvergent und s
thr Grenzwert, so heifit die Reihe konvergent, die Zahl s heifft ihre Summe, und
man schreibt s =Y ;- ay. Nichtkonvergente Reihen heiffen divergent.

Eine Reihe ist also die Folge ihrer Partialsummen. Haufig wihlt man > /7, a
auch als Bezeichnung fiir die Reihe (s,). Aus dem Kontext wird in der Regel
klar, ob "% a; fiir die Reihe selbst oder fiir ihre Summe steht.

Beispiel 12 Die geometrische Reihe. Sei ¢ € R\{1} und a,, = ¢" fiir n > 0.
Aus Beispiel 2, Abschnitt 1.1, wissen wir, dass

1—
Y= 3=

Damit ist klar: die geometrische Reihe Y -, q" konvergiert genau dann, wenn
lg| < 1. In diesem Fall ist l%q ihre Summe. n

Beispiel 13 Die harmonische Reihe. Das ist die Reihe )~ | % Sie divergiert,
denn fiir jedes n > 1 ist

| | 1 . 1 P 1 1 1
Sop — Sp| = —— + —— — — =,
’ n+l n+2 on = "0 2
d.h. (s,) ist keine Cauchyfolge und deshalb erst recht nicht konvergent. n

Beispiel 14 Aus den Beispielen 10 und 11 wissen wir: die so genannte Lez’bm’z—
Reihe Y7, (—1)F1+ konvergiert (gegen In2), und auch die Reihe Y77 & kon-
vergiert (gegen e). n

Beispiel 15 Fiir die Reihe >_,7, Ty haben wir

o 1 o 1 1 1
° Zk:(k:—l) Z(k:—l kz) n
k=2 k=2
Also konvergiert diese Reihe, und ihre Summe ist 1. |
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Da die Konvergenz von Reihen iiber die Konvergenz der Folge ihrer Partialsum-
men erklért ist, kann man Konvergenzkriterien fiir Folgen auf Reihen {ibertragen.

Satz 6.14 (Cauchy-Kriterium fiir Reihen) Die Reihe Y .- ay konvergiert
genau dann, wenn es fir jedes € > 0 ein N(g) € N so gibt, dass

m

>

k=n+1

Man beachte, dass

= |Gpi1 + Qpio + -+ an| <e  fir allem >n> N(e).

DITEDITES oyt

k=n+1

Aus dem Cauchy-Kriterium bekommt man das folgende notwendige Konvergenz-
kritertum, indem man m = n + 1 setzt.

Folgerung 6.15 (Notwendiges Kriterium) Konvergiert die Reihe Y -, ay,
dann st lim,,_,o a, = 0.

Die Umkehrung gilt natiirlich nicht, wie die harmonische Reihe zeigt.

Ein spezielles Konvergenzkriterium hat man fiir alternierende Reihen:

Satz 6.16 (Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen) Fir die Reihe
S oreo(=1)Fby, gelte by, > 0 und by, > by fiir alle k > 0, und es sei limy,_,o by = 0.
Dann st diese Reihe konvergent.

Dieses Kriterium kann man mit der gleichen Idee beweisen die wir in Beispiel 11
fiir die alternierende Reihe 7% (=1)""'% = >7° (1) =45 genutzt haben.

Das Leibniz-Kriterium liefert z.B. die Konvergenz der Reihen

- 1 - 1
;(—1 —2 ; — und Z k_/{,‘ [ |

Schauen wir uns noch Summen und Differenzen von Reihen an. Aus Satz 6.4
erhalten wir sofort:

Satz 6.17 Sind > ;- a, und > -, by konvergente Reihen, so ist fiir beliebige
Zahlen o und § auch die Reihe Y- (car + Bby) konvergent, und ihre Summe ist

Z(ozak + Bbk> = aZak + BZbk
k=0 k=0 k=0

Man beachte aber, dass man Reihen nicht beliebig umordnen darf (wéhrend man
bei endlichen Summen das Kommutativgesetz hat). Auch Produkte konvergenter
Reihen bereiten gewisse Schwierigkeiten. Diese Schwierigkeiten lassen sich ver-
meiden, wenn man einen stéirkeren Konvergenzbegriff zu Grunde legt.
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6.4 Absolut konvergente Reihen

Definition 6.18 Die Reihe Y - a; heifit absolut konvergent, wenn die Reihe
> reo la| konvergiert.

Beispielsweise ist die Reihe Y_;7 | (—1)* 2 konvergent (Leibnitz-Kriterium), jedoch
nicht absolut konvergent (harmonische Reihe). Dagegen ist > ° (—1)* & eine
konvergente (Leibniz-Kriterium) und auch absolut konvergente Reihe (Reihe fiir
e). Reihen mit ausschliefllich nichtnegativen Gliedern sind genau dann absolut
konvergent, wenn sie konvergieren.

Satz 6.19 Absolut konvergente Reihen sind konvergent.

Beweis Die Reihe )" ax sei absolut konvergent, und wir setzen s, := >/ _, ax
sowie S, ==Y ;_,|ax|. Fiir m > n ist dann

|Sm — Sn| = |ns1 + anao + .+ ap| <ans1| + ...+ |am| = S — Sa-

Da die Reihe Y - |ax| konvergiert, gibt es fiir jedes ¢ > 0 ein N so, dass |S,, —
Sn| < e fiir alle m,n > N. Dann ist aber auch |s,, — s,| < ¢ fiir alle m,n > N.
Das Cauchy-Kriterium liefert die Konvergenz der Reihe ) ;2 ay. |

Wir sehen uns nun einige Kriterien fiir die absolute Konvergenz von Reihen an.

Satz 6.20 (Vergleichskriterium) a) Ist die Reihe Y .- by konvergent und
gilt |ax| < by fir alle k, so ist auch die Reihe Y oo ay absolut konvergent.

b) Ist die Reihe Y ;- , by divergent und ist 0 < by < ay, fir alle k, so divergiert
auch die Reihe Y ;- ay.

Im Fall (a) heifit ", by eine konvergente Majorante fir > 77, ax, und im Fall
(b) eine divergente Minorante.

Aussage (a) kann man sich z.B. so klarmachen: Fiir jede Partialsumme s, von
Yoo lak| gilt:

sn:|a0]—{—|a1]—|——|—|an]§b0—|—b1—i——I—bn§2bk<oo
k=0

Die Folge (s,,) ist also nach oben beschrénkt, und sie ist offenbar monoton wach-
send. Nach dem Monotoniekriterium konvergiert diese Folge. |

Fiir die Anwendung dieses Kriteriums ist es offenbar wichtig, einen grofien Vorrat
an Vergleichsreihen zu besitzen.

Beispiel 16 Die Glieder der Reihe > 7, % lassen sich nach oben abschétzen
durch

1 1, wenn n = 1

n? = ﬁ, wenn n > 1.
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Die Reihe 1+ > 7.7, m ist aber konvergent, wie wir aus Beispiel 15 wissen.

Also konvergiert auch die Reihe Y 7, # Thre Summe (die wir auf diese Weise
nicht erhalten konnen) ist iibrigens 72/6. Diese Reihe kann nun ihrerseits wieder

als konvergente Majorante fiir Reihen wie > 7~ | k% mit r > 2 dienen. |
Beispiel 17 Die Reihe )" | % divergiert, da die harmonische Reihe eine diver-
gente Minorante fiir diese Reihe ist. |

Satz 6.21 (Quotientenkriterium) Sei (a,) eine Folge reeller Zahlen mit a,, #
0 fiir alle hinreichend grofien n.

a) Wenn es ein g € (0,1) und ein N € N so gibt, dass

QR+1
Qg

<q<1 firallek>N,

so ist die Rethe y - ay absolut konvergent.
b) Gibt es ein N € N so, dass

AR+1
Qg

>1 firallek > N,

so divergiert die Reihe Y ;- ay.

existiert, so 14t sich das Quotientenkri-

Falls der Grenzwert ¢* := limy_, a’;—ﬂ

terium auch so fassen:

Folgerung 6.22 (Quotientenkriterium in Limesform) Die Reihe > ., ay
konvergiert absolut fir ¢* < 1, und sie divergiert fir ¢* > 1.

Im Fall ¢* = 1 ist keine Aussage moglich, wie die Reihen

Z% und Z% (6.7)
n=1 n=1

zeigen. In beiden Féllen ist ¢* = 1. Die erste Reihe divergiert aber, wihrend die
zweite konvergiert.

Satz 6.23 (Wurzelkriterium) Sei (a,,) eine Folge reeller Zahlen.
a) Wenn es ein g € (0,1) und ein N € N so gibt, dass
V0ax| <q<1 firallek > N,

so ist die Reihe Y - ay absolut konvergent.
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b) Gibt es ein N € N so, dass

|ag| > 1 fiir alle k > N,
so divergiert die Reihe Y} ay.

Existiert der Grenzwert ¢* := limg_,o {/|ax|, so kann man das Wurzelkriterium
wie folgt formulieren:

Folgerung 6.24 (Wurzelkriterium in Limesform) Die Reihe Y >, ay ist
absolut konvergent fir ¢* < 1 und divergent fiir ¢* > 1.

Fiir ¢* = 1 ist wieder keine Entscheidung moglich, wie die Reihen (6.7) zeigen.
Die Sétze 6.21 und 6.23 werden mit dem Vergleichskriterium bewiesen, wobei die
geometrische Reihe als Vergleichsreihe dient. Ist etwa

Vi <g<1 firk >N,

so ist |ag| < ¢, und Y77\ ¢F ist eine konvergente Majorante fiir > .- \ ax. n
Beispiel 18 Fiir die Reihe Y77, ax mit aj = 5 ist
a1 K+ DUE+1)(2k) (k+1) kB +2k+1
ar,  (k+2)KE 2k +1)(2k+2)  4k24+6k+2
Wegen limy,_, a’;: L = 2 < 1 konvergiert diese Reihe. n

Beispiel 19 Fiir alle 2 € R konvergiert die Reihe /7, xk—'f absolut, denn

Af41
Qg

i =0. ]

li —
o k1—>rgo k+1

k—o0

Wir sehen uns nun noch Produkte von Reihen an. Das Produkt der beiden end-
lichen Summen ag + ... + a, und by + ... + b, ist gleich der Summe iiber alle
Produkte a;b; mit 0 < ¢ < n und 0 < j < m. Analog enstehen beim formalen
Multiplizieren der Reihen Y - aj und >~ by die Produkte

agbo a1 agbe
&1[)0 a1171 (Zlbz

&Qbo a261 a2b2 (68)

Es ist keineswegs klar, wie diese Produkte in einer ,neuen“ Reihe > ¢,, dem
,Produkt® der Reihen ) a; und ) by, angeordnet werden sollen. Man kann aber
zeigen, dass es auf die Art der Anordnung iiberhaupt nicht ankommt, falls beide

67



Reihen absolut konvergieren. Insbesondere fiir Potenzreihen, die wir spéter ken-
nen lernen, ist folgende Variante des Durchlaufens der Produkte (6.8) interessant

apbo apby apby
a1bg a by a1 by
agbo a2b1 ang

Die Summe der Elemente der n-ten Diagonale ist gerade ¢, := ZZ:O Ap—1:g.

Definition 6.25 Sind >~ a,, > b, zwei Reihen, so heifit die Reihe Y~ ¢,
mit ¢, = ZZ:o Qb das Cauchy-Produkt der Ausgangsreihen.

Satz 6.26 Die Reihen Y~ a, und Y~ b, seien absolut konvergent. Dann ist
auch ihr Cauchy-Produkt " ¢, absolut konvergent, und es gilt

S () (24)

Beispiel 20 Fiir 7,y € R sind die Reihen Y °° /£ und Y°°° | L= absolut konver-
gent (vgl. Beispiel 19). Wir berechnen das Cauchy—Produkt dleser Reihen:

o = Zk' (n—k)! n'zk'n— ty
e (z+y)"
- n'z() = n!

wobel wir die binomische Formel benutzt haben. Nach Satz 6.26 ist

k=0 n=0
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7 Reelle Funktionen und Stetigkeit

7.1 Stetige Funktionen

In diesem Abschnitt ist X eine nichtleere Teilmenge von R (meist ein Intervall),
und wir betrachten Funktionen f : X — R.

Definition 7.1 Die Funktion f : X — R heifit stetig im Punkt xy € X, wenn
fiir jede gegen x¢ konvergierende Folge (x,)nen aus X gilt: Die Folge (f(xn))
der Funktionswerte konvergiert, und ihr Grenzwert ist f(xg):

lim f(x,) = f(xo) = f(lim x,).

n—oo n—oo

neN

Ist f in jedem Punkt von X stetig, so heifit f stetig auf X.
Eine dquivalente Beschreibung ist die folgende.

Satz 7.2 Die Funktion f : X — R ist genau dann stetig in xo € X, wenn fiir
jedes € > 0 ein 6 > 0 so ezistiert, dass fir alle v € X mit |xv — x| < 0 gilt:

[f (@) = flzo)| <e.

In Kurzfassung:
Ve>0 30>0 Ve Us(z): f(z) € Us(f(z0)) -

Beispiel 1: Die Betragsfunktion
Das ist die Funktion f:R — R, z — |2| mit dem folgenden Graphen:

Sie ist auf ganz R stetig, wie man leicht mit der Dreiecksungleichung erhélt. Aus
T, — T folgt ndmlich wegen

||| = l@ol | < |0 — o] =0,
dass auch |z, | — |zl . N

Beispiel 2: Die Signumfunktion
Das die Funktion

1 fallsx >0
sen :R—=R, =z~ 0 fallsz=0
-1 fallsz <0
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Sie ist auf R\{0} stetig, nicht aber in zq = 0. Es ist namlich
) 1
lim sgn — =1 0 =sgn0. |
n—00 n

Beispiel 3: Polynome
Sei n € Ny, ag, ...,a, € Rund a, # 0. Die Funktion f: R — R,

f(.fE) = anxn + an—l-fljn_1 +...taxr +ag = Z aixi
=0

heifit Polynom n. Grades, und die a; heiflen seine Koeffizienten. Polynome sind
auf ganz R stetig. Ist ndmlich zp € R und (x,),en eine Folge, die gegen
konvergiert, so ist nach Satz 6.4

lim f(xzy) = lim (a,z) + an_le’I + ...+ az + ag)
k—o0 k—o0
= T+ a7+ am +ag = o). n

Sind f, g : X — R Funktionen, so erhélt man ihre Summe f + g, ihr Produkt fg
und — falls g(z) # 0 fiir alle x € X — ihren Quotienten f/g durch

(f+9)(@) = f(z) +9(z), (f9)x) = f(z)g(x), (f/9)(x) = f(x)/g(x).

Satz 7.3 Sind f,g : X — R in z stetig, so sind auch f + g, fg und — falls
g(x) #0 firx € X —auch f/g in xy stetig. Ist f: X — B(f) in g € X stetig
und h : B(f) — R in f(xg) stetig, so ist ho f in xy stetig.

Dies folgt schnell aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte (Satz 6.4) und der Defi-
nition der Stetigkeit.

Beispiel 4: Rationale Funktionen
Eine rationale Funktion ist der Quotient P/ zweier Polynome P, Q. Sie ist auf
{z € R: Q(x) # 0} erklart und nach Satz 7.3 und Beispiel 3 auf dieser Menge

stetig. [

Eng verwandt mit dem Begriff der Stetigkeit ist der Begriff des Grenzwertes
einer Funktion in einem Punkt. Dazu nennen wir o € R einen Hdufungspunkt
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von X C R, wenn es eine Folge (z,,) in X mit x,, # z, fiir alle n gibt, die gegen
xo konvergiert. Man beachte, dass xg nicht zu X gehéren muss. Beispielsweise
sind 1, 2,3 Haufungspunkte des Intervalls [1,3).

Definition 7.4 Seixy ein Haufungspunkt von X C R. Man sagt, dass der Grenz-
wert einer Funktion f : X\{zo} — R an der Stelle xy existiert und gleich yo € R
ist, wenn fir jede Folge (xp)nen aus X\{xo} mit Grenzwert xo der Grenzwert
lim,, o f(x,) existiert und gleich yo ist:

lim f($n) =Yo-

n—oo
Wir schreiben dann auch yo = lim,_,, f(x).

Man beachte, dass man den Grenzwert einer Funktion auch an Stellen erkldren
kann, an denen die Funktion nicht definiert ist. Wichtig ist aber, dass zy ein
Héufungspunkt von D(f) ist.

Beispiel 5 Die Signumfunktion aus Beispiel 2 besitzt keinen Grenzwert im Punkt
2o = 0, denn fiir die Folgen (%) und (=!) mit Grenzwert 0 gilt:

1
lim sgn— = 1, aber lim sgn(—) = —1.
n—00 n n—r00 n

In diesem Beispiel hat man aber folgenden Effekt: Nihert sich eine Folge (z,,) von
oben der Null (ist also x,, > 0 fiir alle n), so existiert lim,_, f(z,) und ist gleich
1. Man sagt auch, dass 1 der rechtsseitige Grenzwert von f ist. Analog dazu ist
—1 der linksseitige Grenzwert von f = sgn. Allgemein definiert man

Definition 7.5 Sei zy ein Hiufungspunkt von X N (zg,00). Man sagt, dass der
rechtsseitige Grenzwert von f : X\{xo} — R an der Stelle xy existiert und gleich
Yo € R ist, wenn fiir jede Folge (x,,), oy aus X N (xg,00) mit Grenzwert xo der
Grenzwert lim,, . f(z,) existiert und gleich yo ist. Man schreibt dann auch

T—T0
Tr>x0

Yo = lim f(x) oder yo= li\m f(z) oder yo= f(xo+0).
N\, 0

Ersetzt man (g, 00) durch (—oo,xg) und > durch <, erhélt man den Begriff des
linksseitigen Grenzwertes. Es ist also z.B. lim, »sgnz = —1.

Sei wieder X Teilmenge von R. Ein Punkt x € X heifit isoliert, wenn er kein
Héufungspunkt von X ist. Z.B. ist jeder Punkt von N (also jede natiirliche Zahl)
isoliert, wenn wir N als Teilmenge von R betrachten.

Mit diesen Begriffen kénnen wir eine weitere dquivalente Charakterisierung der
Stetigkeit geben:
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Satz 7.6 Fine Funktion f: X — R ist genau dann stetig in xo € X, wenn eine
der folgenden Bedingungen erfillt ist:

(a) xq ist ein isolierter Punkt von X,
(b) o ist Hiufungspunkt von X, der Grenzwert lim,_,,, f(x)
existiert, und dieser Grenzwert ist gleich f(xo).

Das folgt sofort aus den Definitionen. Man beachte, dass fiir einen isolierten Punkt
xg € X eine Folge (x,) aus X genau dann gegen z, konvergiert, wenn z,, = x
fiir alle hinreichend grofien n.

Die folgenden Regeln fiir das Rechnen mit Grenzwerten ergeben sich wieder aus
Satz 6.4.

Satz 7.7 Die Funktionen f,g: X — R sollen an der Stelle xy einen Grenzwert
besitzen. Dann besitzen auch die Funktionen f + g, fg und cf mit ¢ € R sowie
— falls g(x) # 0 fir x € X und falls lim,_,,, g(x) # 0 — die Funktion f/g einen
Grenzwert in xg, und es gilt

Jim (f(z) +9(z)) = lim f(z) + lim g(x),
lim (f(z)g(z)) = lim f(z)- lim g(z),
Jim (c f(z)) = ¢ lim f(z),

lim (f(2)/9(x)) = lim f(z)/ lim g(z).

Beispiel 6 Sei f : R\{2} — ]R gegeben durch f(z) = %. Dann ist

. 2242—6 _ limg_a(a+2—6) _ 14 z +z 6 _ 1 (x=2)(z+3) _
lim, ,4 =52 = T a2 = 2 = 7,und lim, 5 == = lim, 5 =
lim, o(x 4+ 3) = 5. m

7.2 Einige spezielle Funktionen
7.2.1 Polynome

Wir ergédnzen unsere Kenntnisse iiber Polynome durch folgenden wichtigen Satz
aus der Linearen Algebra.

Satz 7.8 (Identitdtssatz) Stimmen die Werte der Polynome f,g vom Grad
< n in n+ 1 verschiedenen Punkten tberein, so haben f und g dieselben Koeffi-
zienten, und es ist f(x) = g(x) fir alle x € R.

Hierauf beruht die Methode des Koeffizientenvergleichs: Ist a,x™ + ... a1x 4+ ag =
bpx™ 4+ ...+ bix + by fiir alle x € R, so ist a; = b; fiir : = 0,...,n. Wir benutzen
diese Methode, um uns folgendes zu iiberlegen.
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Ist f(x) = apa™ + ...+ a1z + ag ein Polynom vom Grad n und zo € R, so gibt es
ein Polynom g(z) = b, 12" ' + ...+ bix + by vom Grad n —1 und ein c € R mit

f(z) = (x —x0)g(z) + ¢ fir alle x € R. (7.1)

Aus (7.1) folgt ¢ = f(x0). Ist 2o Nullstelle von f, so kann f faktorisiert werden:
f(z) = (x—m0)g(z). Mehrfache Anwendung dieser Uberlegung zeigt: ein Polynom
vom Grad n hat héchstens n Nullstellen.

Um (7.1) zu zeigen, vergleichen wir die Koeffizienten der Polynome auf der linken
bzw. rechten Seite von (7.1):

bei 2™ : a, = b,
bei 2" : Ap—1 = bp_o— 20b,_1
bei 271 . a; = b() — {L'[)bl
bei 20 : apg = ¢ — zoby.
Hieraus berechnet man b,,_1,b,_s,...,b1,by und c:
bnfl = Qn

b = ap_1+ xobyp_1

b() = CL1+ZL’0()1
c = CL()—I—I‘()bO.

Ein bequemes Berechnungsverfahren bietet das Hornerschema:

Ay Ap—1 Ap—2 Lo agp
CEObn—l ZL‘an_Q . ZL‘le iCon
bn—l bn_g bn_g e b(] C.

Beispielsweise ist fiir f(z) = 2° + 22* — 122 4+ 5 und zo = 2:

120 0 =12 5
2 8 16 32 40

1 4 8 16 20 45

Also ist f(2) = 45 und 2° +2x* — 122+ 5 = (v —2)(2* + 423 + 822 + 162 +20) + 45.
|

Ist also xy eine Nullstelle von f, so gibt es ein Polynom g¢; so, dass f(z) =
(x — x0)g1(x). Ist o auch Nullstelle von g;, so gibt es ein Polynom go so, dass
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f(x) = (x — w0)*g2(x). Wir fahren so fort und finden eine Zahl £ € N mit f(z) =
(z — o) ge(), aber go(xg) # 0. Dann heifit ¢ die Ordnung der Nullstelle o von
f. Analog heifit zo eine Polstelle . Ordnung der rationalen Funktion f = g/h,
wenn g(xo) # 0 und wenn xy Nullstelle . Ordnung von h ist.

7.2.2 Wurzelfunktionen

Definition 7.9 Sei X C R. Fine Funktion f: X — R heifst monoton wachsend
(monoton fallend), wenn fir x,y € X mit x <y stets f(z) < f(y) (f(y) < f(2))
ist. Die Funktion f heifft streng monoton wachsend (streng monoton fallend),

wenn aus x <y stets f(x) < f(y) (bzw. f(y) < f(z)) folgt.

Ist die Funktion f : X — R streng monoton wachsend (oder streng monoton
fallend), so ist sie offenbar injektiv. Man kann daher die Umkehrfunktion f~! :
B(f) = X zu f: X — B(f) bilden. Der Graph der Umkehrfunktion f~! entsteht,
indem der Graph von f an der Winkelhalbierenden des 1. und 3. Quadranten
gespiegelt wird.

Beispiel 7 Fiir jedes n € N ist die Funktion
f:]0,00) = R, z~a"

streng monoton wachsend (aus 0 < = < y folgt " < y™), und ihr Bild ist das
unendliche Intervall [0, 00). Also ist die Funktion

f:]0,00) = [0,00), x—a" (7.2)

bijektiv und besitzt eine Umkehrfunktion f~1. Statt f~!(z) schreibt man auch
{/x. Die Umkehrfunktion zu 7.2 ist also die n-te Wurzelfunktion

g:10,00) = [0,00), x> x.

f(x) A .’L‘2
NG
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7.2.3 Trigonometrische Funktionen

Die Menge {(u,v) € R? : u? +v* = 1}
stellt in einem kartesischen Koordinatensy-
stem den Einheitskreis, d.h. den Kreis mit
Mittelpunkt (0,0) und Radius 1 dar. Die
Grofle des Winkels a messen wir im Bo-
genmafl x, d.h. als Lange des Kreisbogens
zwischen F und P. Messen wir a im Ge-
genuhrzeigersinn, so erhilt x ein positives
Vorzeichen, anderenfalls ein negatives.

Winkel grofler als 360° sind natiirlich zugelassen. Da der Umfang des Einheits-

kreises 27 ist, entsprechen sich also

360° «— 27w, 180° «— m, 90° <— 7/2, 60° <— 7/3, 30° +— 7/6.

Mit dem Lineal kénnen wir Lingen von Strecken messen. Damit ist auch klar,
was die Lange eines Streckenzuges ist. Wie aber mifit man die Lénge eines Kreis-
bogens? Genauer: wie definiert man die Lange eines Kreisbogens K7

Eine Moglichkeit ist die folgende: Wir
zeichnen einen Streckenzug S von E nach
P, dessen Ecken auf dem Kreisbogen lie-
gen. Seine Lénge sei L(S) (diese ist wohl-
definiert). Da sicher L(S) < L(K) sein soll,
definiert man die Linge L(K') des Kreisbo-
gens K als das Supremum iiber alle L(S5),
wobei S die Streckenziige von E nach P
durchléuft. [

Durch jeden Winkel mit dem Bogenmafl x wird eindeutig ein Punkt P = (u,v)
auf dem Einheitskreis erzeugt, dessen Koordinaten von x abhédngen. Man schreibt

firxeR

U =cosTr, v=sinzw

und erklart auf diese Weise die Sinus- und Cosinusfunktion

f: R—=[-1,1], 2z~ sinz

g: R—[-1,1], 2z~ cosz.
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Aus den Definitionen folgt sofort, dass B(sin) = B(cos) = [—1,1] und dass sin

und cos periodische Funktionen mit der Periode 27 sind:
sin(x 4+ 2m) =sinx, cos(x +27) =cosx fir z € R.

Auflerdem ist sin eine ungerade und cos eine gerade Funktion:

sin(—z) = —sinz, cos(—x)=cosz firzeR,
und es gilt
. m m .
sin(z + 5) =cosx, cos(x+ 5) = —sinz firz eR.

Wichtig sind die folgenden Additionstheoreme:

sin(z + y) = sinx cosy + cos z siny,

cos(x 4 y) = cosx cosy — sinx siny,
aus denen zahlreiche weitere Beziehungen zwischen sin und cos folgen, wie

sin?z +cos2z =1

2

sin(2x) = 2sinx cosx, cos(2z) = cos’z — sin’z,

Tty
2
COST + cosy = QCostﬂ cos 5%

sinx + siny = 2sin cos 57

Auflerdem lesen wir aus obiger Skizze sofort ab, dass

|sinz| < |z]|.

Satz 7.10 Die Funktionen sin und cos sind stetig auf R.
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Beweis Seien z,y € R. Aus (7.3) folgt

T —y T+

| | cos 2y| < 2| sin

|sinz — siny| = 2| sin x;yh

und mit (7.4) erhalten wir

|sinz —siny| < |z —y|.

Hieraus folgt sofort die Stetigkeit der Sinusfunktion. Die Stetigkeit der Cosinus-
funktion folgt aus cosz = sin(x + 7) (vgl. Satz 7.3). N

Die Nullstellen der Sinusfunktion sind die Zahlen k7 mit & € Z, und die der
Cosinusfunktion die Zahlen 7 + k7w, k € Z. Wir erkldren die Tangensfunktion tan
und die Cotangensfunktion cot durch

tan: R\(3 +7Z) >R, 322

CosxT

cot: R\nZ - R, Xy 85T
S x

| tan x p | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | | z

N LY R
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |

cotx 4

| |

| |

| |

| |

| |

| |

I I " .

| = —5 0 5 I o5

| |

| |

| |

| |

| |

| |

Beide Funktionen sind periodisch mit der Periode 7:

tan(x + ) = tanx, cot(x + ) = cotx,
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und beide Funktionen sind ungerade:
tan(—z) = —tanxz, cot(—x) = —cotx.

Fiir alle zuldssigen z,y gelten die Additionstheoreme

tan(z + y) tanx + tany
an(x =
4 1 —tanx tany
cotx coty — 1
cot(z +vy) = Y

cotx +coty
Schliefflich sind nach Satz 7.3 beide Funktionen tan und cot stetig.

Wir schauen uns noch das Problem der Umkehrfunktion der trigonometrischen
Funktionen an. Wegen der Periodizitét ist keine der Funktionen sin, cos, tan, cot
auf ihrem gesamten Definitionsbereich injektiv, und es besitzt keine dieser Funk-
tionen auf dem gesamten Definitionsbereich einer Umkehrfunktion. Man sucht
sich daher fiir diese Funktionen (mdoglichst grofe) Intervalle, auf denen die Funk-
tionen streng monoton (wachsend oder fallend) sind. Betrachtet man die trigono-
metrischen Funktionen auf diesen Intervallen, so werden sie injektiv und kénnen
umgekehrt werden. Diese Intervalle sind natiirlich nicht eindeutig bestimmt (z.B.
ist der Sinus auf [—%, Z] streng monoton wachsend und auf [Z, 2] streng monoton
fallend), und jede Wahl eines solchen Intervalls liefert eine andere Umkehrfunk-

tion. Ublich und praktisch ist es, die folgenden Intervalle zu wiihlen:

Funktion Umkehrfunktion
sin:  [-3,5] — [-1,1] arcsin:  [-1,1] — [=F, 7],
Cos : 0,7] — [-1,1] arccos : [—1,1] — [0, 7],
tan: (—5,5) — R arctan : R — (=%, %)
cot : (0,7) — R arccot : R — (0,m).

Die so definierten Umkehrfunktionen heiflen Arkusfunktionen (lies z.B. Arkussi-
nus fiir arcsin).

e @

arcsin x

vl

K arccosx

|
B

>~ T
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e @

arccot x

NIE

arctan x

x » T

NI

Zur Stetigkeit der Arkusfunktionen kommen wir in Abschnitt 7.3.

7.2.4 Exponentialfunktion

Wir haben in Beispiel 19 aus Abschnitt 2.4 gesehen, dass fiir jedes x € R die Reihe
3% Z (sogar absolut) konvergiert. Wir kénnen daher die Exponentialfunktion

n=0 n!
durch .
s N2
exp :R—>R, z—e '_Z_%n! (7.5)

erkldren. Statt e” schreibt man oft auch exp xz. Man kann zeigen, dass

e’ = lim (1 + f)” fir jedes z € R. (7.6)
n

n—oo
Aus Beispiel 20 aus Abschnitt 6.4 wissen wir, dass

etV =¢eeY  fiir alle z,y € R.

Wegen e” = 1 folgt hieraus e* # 0 und

1
e?=— firxzeR.
6"2

Auflerdem ist e¢* > 0 fiir alle x € R, und die Exponentialfunktion ist streng
monoton wachsend. Die Funktion

exp: R — (0,00), xr>e€"
besitzt also eine Umkehrfunktion, den natirlichen Logarithmus
In:(0,00) =R, z+—Inz.

Dabei gilt fiir z,y > 0

In(zy) =Inz +Iny, ln(g) =Inz —Iny

und e = z. Fiir alle x € R ist In(e”) = z.
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Mit Hilfe der Logarithmusfunktion definieren wir beliebige Potenzen wie folgt.

Fiir a > 0 und b € R sei

ab — eblna .

Durch z — a® wird die Fzponentialfunktion zur Basis a auf R erklart.
Eigenschaften: Sei a > 0.

a) Firz,y € R istaa? = a1, (a*)¥ =a™.

b) a” >0 firzeR, unda® =1.

c) 17 =1, und fir a > 1 ist x +— a® streng monoton wachsend sowie fir a < 1
streng monoton fallend.

Die Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion zur Basis 0 < a # 1 heifit Loga-
rithmus zur Basis a:

log, : (0,00) = R, x> log,z.
Eigenschaften: Sei a > 1 und 2,y > 0.

a) log,(zy) =log,x +1log,y, log,(})=log,z —log,y.

b) a'8?® =z und log, a* = z fiir = € R.

Inz

c) log,x = o

Schliefflich sind Exponential- und Logarithmusfunktionen stetig. Fiir die Funktion
exp kann man das wie folgt einsehen. Wegen

¥ — ™| = e™0le" 0 — 1|

mufl man nur zeigen, dass die Funktion exp an der Stelle xy = 0 stetig ist. Fiir
|z| <1 ist nun

- = |21 =[] = X0y
= n=1 n=1
= Jal! = 1
= WY < Y = el ),
n=1 ’ n=1

d.h.
e — 1] < (e—1) x| fir|z]<1.

Hieraus folgt die Stetigkeit der Exponentialfunktion an der Stelle 0. Die Stetigkeit
der Logarithmusfunktion werden wir im folgenden Abschnitt erhalten.
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7.3 Wichtige Eigenschaften stetiger Funktionen
Wir sehen uns nun einige Eigenschaften stetiger Funktionen an.

Satz 7.11 (Satz vom Maximum und Minimum) Die Funktion f : [a,b] —
R sei stetig auf [a,b]. Dann gibt es Punkte xo,x, € [a,b] mit

f(xo) < f(x) < f(xr) fir alle v € [a,b].

Sind zg, x1 solche Punkte, so sagt man, dass f in x( ein Minimum und in x; ein
Maximum besitzt. Spater werden wir Extremwertaufgaben 16sen, d.h. wir suchen
z.B. x s0, dass f(x) moglichst groff wird. Satz 7.11 gibt uns Bedingungen dafiir an,
dass solche Extremwertaufgaben iiberhaupt 16sbar sind. Die Voraussetzung, dass
das Intervall in Satz 7.11 abgeschlossen und beschrankt ist, ist dabei wesentlich.
Betrachtet man z.B. die Funktion f(z) = z auf dem Intervall (0, 1), so findet
man keinen Punkt zo mit f(z) < f(xg), d.h. z < z, fiir alle z € (0,1).

Eine Funktion f : X — R heifit beschrdnkt, wenn ihr Wertebereich B(f) be-
schrankt ist. Eine Folgerung von Satz 7.11 ist

Jede stetige Funktion f : |a,b] — R ist beschrdinkt.

Das ist klar, denn nach Satz 7.11 liegt ihr Wertebereich im abgeschlossenen In-
tervall [f(xg), f(x1)], und dieses ist beschriankt. Die Funktionen sin und cos sind
auf ganz R beschrinkt, wihrend die Funktionen tan, cot,exp und In auf ihren
Definitionsbereichen unbeschrénkt sind.

Der folgende Satz entspricht der anschaulichen Vorstellung, dass Graphen stetiger
Funktionen keine ,,Liicken* aufweisen.

Satz 7.12 (Zwischenwertsatz) Die Funktion f : [a,b] — R sei stetig auf [a, b].
Dann gibt es zu jeder Zahl ¢ zwischen dem Minimum und dem Maximum von f,
d.h.

min f(x) < ¢ < max f(x)

x€[a,b] z€a,b]

ein xo € [a,b] mit f(zo) = c.

Es wird also jeder Wert zwischen dem Minimum und dem Maximum von f an-
genommen, oder anders gesagt: der Wertebereich von f ist ein abgeschlossenes

Intervall:
B(f) =[min_f(z), max f(z)].

z€[a,b] z€la,b]
Insbesondere gilt:
Folgerung 7.13 Ist f : [a,b] — R auf [a,b] stetig und haben f(a) und f(b)
unterschiedliche Vorzeichen (d.h. ist f(a)f(b) < 0), so hat f eine Nullstelle in
(a,b).
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Aus den Voraussetzungen folgt ndmlich, dass das Maximum von f positiv und
das Minimum negativ ist. Die Zahl 0 liegt also zwischen Minimum und Maximum
von f und wird daher angenommen. |

Beispiel Die Funktion exp nimmt positive Werte an (z.B. ¢ = exp0 = 1).
Wiirde sie auch negative Werte annehmen, so hétte sie eine Nullstelle. Das ist
aber nicht der Fall: wegen ee™® = €¥ = 1 ist stets € # 0. Also nimmt e® keine
negativen Werte an, d.h. es ist e > 0 fiir alle z € R. |

Hier ist die Beweisidee fiir die Folgerung aus dem Zwischenwertsatz. Sei I, :=
[a,b]. Wir halbieren Io. Ist f(%$2) = 0, so sind wir fertig. Andernfalls hat fiir
genau eines der Intervalle [a, 5] und [4£2, b] die Funktion f an den Endpunkten
unterschiedliche Vorzeichen. Sei I; dieses Intervall. Wir halbieren nun /; und
gelangen wie beschrieben zu einem Intervall I,. Wir fahren auf diese Weise fort

und erhalten eine Folge Iy O I 2 Iy O ... ineinandergeschachtelter Intervalle,
deren Langen gegen 0 gehen. Diese Intervalle ziehen sich auf einen Punkt z
zusammen. Dieser ist eine Nullstelle von f. |

Dieses Verfahren der Intervallhalbierung kann auch zur ndherungsweisen Bestim-
mung von Nullstellen benutzt werden.

Im letzten Satz geht es um die Stetigkeit der Umkehrfunktion.

Satz 7.14 Die Funktion f : [a,b] — R sei auf |a,b] streng monoton wachsend.
Dann existiert die Umkehrfunktion f=1: B(f) — [a,b], diese ist stetig und streng
monoton wachsend.

Die Existenz von f~! ist klar, da streng monoton wachsende Funktionen injektiv
sind. Man beachte aber, dass diese Umkehrfunktion automatisch stetig ist, ohne
dass man von f Stetigkeit verlangt!

Satz 7.14 gilt auch fiir offene Intervalle, und natiirlich gilt er auch fiir streng
monoton fallende Funktionen. Dagegen ist es wichtig, dass f auf einem Intervall
streng monoton wachst. Das zeigt folgendes Beispiel.

Beispiel Sei X = [-2,—1) U [1,2] und

1 —
frz+1  fallsze[-2,-1) /
flw) = { r—1 fallsz e [l,2] N g
_%_1 0
1

—
DO —
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Die Funktion f ist streng monoton wachsend, stetig, und sie bildet X bijektiv auf
[—1,1] ab. Die zugehérige Umkehrfunktion f~!:[—1,1] — X ist erkliart durch

2/ =
1 -

1n_J =1 fallsze[-1,0),
f (x)—{ r+1 falls = € [0, 1]. ‘1 i

Diese ist an der Stelle 0 unstetig.

Da die Funktionen
[0,00) = R, x> a" R—R, xz+e*
[-%. 5] =R, z—sinx 0,7] = R, x> cosz
(-%.5) =R, z—tanz (0,7) >R, z—cotx

auf den angegebenen Intervallen streng monoton sind, sind ihre Umkehrfunktio-

nen x — {/x, In, arcsin, arccos, arctan, arccot stetig.

83



8 Differentialrechnung

Die Differentialrechnung verdankt ihre Existenz im wesentlichen zwei Personen
und zwei Problemkreisen.

Tangentenproblem (Leibniz) Gegeben ist eine reellwertige Funktion f, die auf
einer Umgebung von zy € R definiert ist. Gesucht ist der Anstieg der Tangente
an den Graphen der Funktion f im Punkt (xg, f(x¢)). Der Anstieg der Sekante
durch (zo, f(zo)) und (zo + h, f(zo + h)) mit h # 0 ist leicht zu bestimmen:

f(zo+h) — f(xo) _f(l'O‘f'h)—f(iUo)‘

(.’Eo + h) — X h
Sekante
fleo+h) b / Tangente
fl@o) Lo |
0 70wt h

Anschaulich erwartet man, dass sich der Anstieg der Tangente in (zo, f(z¢)) er-
gibt, wenn man den Grenzwert der Sekantenanstiege fiir A — 0 betrachtet:

lim f(@o+h) = flwo) :
h—0 h

Geschwindigkeitsproblem (Newton) Sei s(t) die bis zur Zeit t zuriickgelegte
Wegliange eines Massepunktes bei geradliniger Bewegung. Bei gleichférmiger Be-
wegung ist der Quotient

s(t) — s(to)

t—to
von den Zeitpunkten ty,¢ unabhingig und gibt die Geschwindigkeit des Mas-
sepunktes an. Bei einer beschleunigten Bewegung kann dieser Quotient nur ei-
ne Durchschnittsgeschwindigkeit sein. Die Momentangeschwindigkeit zum Zweit-
punkt ¢y sollte sich als Grenzwert ergeben:

V=

8.1 Definition der Ableitung

Definition 8.1 Sei I C R ein Intervall und xo € I. Fine Funktion f : I — R
heif$t differenzierbar in xq, wenn der Grenzwert

lim f(x) — f(zo) — lim f(xo+h) — f(xo)

T—T0 xr — X h—0 h

(8.1)
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existiert. Dieser Grenzwert heifit Ableitung von f an der Stelle xy und wird mit
f'(xg) oder %(Jfo) oder % s, bez€iChnEL.

Ist zg ein Endpunkt des Intervalles I, so betrachten wir einseitige Grenzwerte in
(8.1). Ist f in jedem Punkt von I differenzierbar, so heiit f differenzierbar auf I,
und die Funktion

I =R, z— f(x)

heifit Ableitung von f auf I.

Ist f differenzierbar in z(, so wird die Tangente an den Graphen von f im Punkt
(2o, f(20)) durch die Gleichung

y = f(wo) + f'(w0)(x — 20)
beschrieben.

Beispiel 1 Die Funktion f : z +— 22 ist auf ganz R differenzierbar, und f’(z) =
2z. Fiir jedes xg € R ist ndmlich

lim f(xo+h) — f(xo) — lim (zo + h)?* — a7

h—0 h h—0 h h—0 h
= lim(2xy + h) = 2. [
h—0

Beispiel 2 Die Funktion f : z + |z| ist im Punkt xy = 0 nicht differenzierbar.
Es ist ndmlich

. [0+hn|—0 . h

AN =y =h

_|0+A[—0] . —~h

S — = =
Der Grenzwert limy,_,q W%O existiert also nicht. Auch anschaulich ist klar, dass es
im Punkt (0,0) keine Tangente an den Graphen von f gibt. n

Dieses Beispiel zeigt, dass eine stetige Funktion nicht differenzierbar sein muss.
Es gilt aber die Umkehrung.

Satz 8.2 Ist f: I — R differenzierbar in xo € I, so ist f stetig in xg.
Beweis. Wir setzen « := f’(x) und definieren eine Funktion r : I — R durch
L= S0) _ fr(z)  falls @ # @
r(z) = oo
0 falls x = xg .

Die Funktion r ist stetig im Punkt zo, und es gilt
f(x) = f(xo) + ol — x0) + 7(x)(x — 20) -
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Fiir © — 1z hat die rechte Seite dieser Identitdt den Grenzwert f(xg). Also ist
auch lim, ., f(z) = f(x), d.h. f ist stetig in x. N

Anmerkung: Es gibt sogar Funktionen, die auf ganz R stetig, jedoch in keinem
Punkt differenzierbar sind. Um eine solche Funktion anzugeben, sei zunéchst g
eine 1-periodische Funktion mit g(x) = |z| auf [-1/2, 1/2].

1/2

Die Funktion g ist genau an den Stellen k/2 mit k € Z nicht differenzierbar. Wir
“verdichten” diese Stellen, indem wir fiir j € N definieren

() = o 9(2'r).

Jede Funktion g; ist stetig und an den Stellen k/2/"! mit k € Z nicht differen-
zierbar. Schliellich erkldren wir eine Funktion f : R — R durch

T) = Z gi(z)

(Die Reihe konvergiert fiir jedes x € R nach dem Majorantenkriterium). Die
Funktion f ist nun auf ganz R stetig (das beweisen wir spéter), aber in keinem
Punkt differenzierbar. |

8.2 Differentiationsregeln

Satz 8.3 Die Funktionen f,g: 1 — R seien an der Stelle xq € I differenzierbar.
Dann sind auch die Funktionen cf mit c € R, f+ g, f-g und — falls g(xo) # 0
~ f/g an der Stelle zy differenzierbar, und es gilt

(cf)(zo) = cf'(z0),
(f+9) (o) = [f(w0)+ g (w0),
(f9)'(x0) = f'(z0)g(x0) + f(x0)g' (20),

(f/g) (xo) = f'(x0)g(xo )(xO)J;(ﬂfo)g'(wo)_

Beweis. Wir iiberlegen uns beispielsweise die Produktregel:
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f(x)g(z) — f(x0)g(x0)

(f9)'(zo) = lim

L F@)e() — Fleo)e(a) + Fln)o() — Flen)()
= Jim f(:? = if_gjo) g(z) + Jim £ (z0) —g(xi - i(()%)
= f'(x0)g(z0) + f(20)g' (x0) . n

Beispiel 3 Sei f(z) = 1/z fiir « € R\{0}. Nach der Quotientenregel ist diese
Funktion in jedem Punkt z € R\{0} differenzierbar, und es gilt

O~:L'—1~1_ 1

22 x?’

Mit vollstéandiger Induktion kann man zeigen, dass fiir jedes n € N die durch
f(z) = 27" auf R\{0} erkldrte Funktion in jedem Punkt z € R\{0} differenzier-
bar ist und dass

f'(z) = —nart -

Fiir die Ableitung verketteter Funktionen hat man das folgende Resultat.

Satz 8.4 (Kettenregel) Seien f : J — R und g : I — R Funktionen mit
B(g) C J. Ist g in xo € I differenzierbar und f in g(xo) € J differenzierbar, so
st die verkettete Funktion fog: I — R in xg differenzierbar, und es gilt

(fog)(zo) = f(g(z0)) - ¢ () -

Das kann man sich (zumindest fiir Funktionen g, die in einer Umgebung von
den Wert g(z() nur einmal annehmen) wie folgt klarmachen. Wir setzen g(x) =
yo und g(z) = y und erhalten

(fog)(x) — (fog)(w) _ flo(x)) — f(g(x0))

_ J(9(@) = f(g(20)) g(x) = gzo) _ f(y) = Flyo) g(x) — g(0)
9(x) — g(xo) T = Zo Y=Y r—x0

Da g an der Stelle z stetig ist, strebt y = g(z) gegen yo = g(zo) fiir © — z¢. Es
ist daher

i S09)@) = (fog)zo) _ (. fy) = flyw) . 9(&) —g(zo)
T—T0 T — X Y—Yo Y — Yo T—T0 T — X '
also
(f 09) (o) = f'(y0)g'(x0) = f'(9(0)) g (o) - m
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Beispiel 4 Sei h(z) = (z2 + 1)*" auf R. Dann ist h = f o g mit g(z) = 22 + 1
und f(z) = 2%, und wir erhalten mit der Kettenregel

K (z) = 2003 (22 + )™ - 22, m

Wir sehen uns noch die Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion an. Sei also die
Funktion f : I — R injektiv. Dann ist f : I — B(f) bijektiv, und die Umkehr-
funktion g := f~' : B(f) — [ ist erklirt. Wenn nun f an der Stelle zy € I
differenzierbar ist und wenn g an der Stelle f(xzq) differenzierbar ist, so folgt aus
(go f)(xz) =z und der Kettenregel

1
fizo) — f(g9(yo))

1= (go f)(zo) = g'(f(x0)) - f'(wo) Dbzw. g'(yo) =

mit yo = f(z).

Es ist fiir Anwendungen dieser Regel sehr niitzlich, dass man die Differenzierbar-
keit der Umkehrfunktion gar nicht verlangen muss. Sie ergibt sich bereits aus der
Differenzierbarkeit (und einigen weiteren Eigenschaften) von f. Genauer:

Satz 8.5 Die Funktion f: I — R sei auf dem Intervall I differenzierbar, und es
sei f'(x) > 0 fir alle x € I oder f'(x) < 0 fiir alle x € I. Dann besitzt f eine
Umkehrfunktion g = f~1: B(f) — I, diese ist differenzierbar, und

b (F7)(y) =

o) = f"(g(y))
fiir alle y € B(f).

Beispiel 5 Sei f(z) = 2? auf I = (0,00). Dann ist f'(z) =
x € I. Die Umkehrfunktion f=1 : (0,00) — (0,00) mit f~(y
differenzierbar auf (0, 00), und es ist

2¢x > 0 fur alle
) = /Y ist also

(f ) () = = fir oy > 0.

Man kann natiirlich auch die Umkehrfunktion zu f : x — 22 auf [0, 00) bilden.
Diese ist aber in y = 0 nicht differenzierbar! (Warum?) n

8.3 Ableitungen spezieller Funktionen
8.3.1 Polynome und rationale Funktionen

Sein € N. Zur Berechnung der Ableitung der Funktion f : x — 2™ auf R benutzen
wir die fiir alle z, y € R giiltige Identitét

" — yn — (LU _ y>(xnfl +xn72y _’_xnf?;y 4. _'_xynf2 _i_ynfl)?
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die man leicht nachrechnet. Mit dieser Identitéit folgt sofort

. a =g . - _ _ - _
lim O = lim (2" '+ 2" Pw+ - +aay P +ap) = naf
T—x0 x—xo T—rx0

Also ist die Funktion f : x + 2™ auf ganz R differenzierbar, und
fl(z) =na"". (8.2)

Fiir n = 0 rechnet man unmittelbar nach, dass die durch f(z) = 2° = 1 erklérte
Funktion auf ganz R differenzierbar ist und dass f'(x) = 0 fiir alle z € R. Sei
schlieBlich n < 0 und f(z) = 2" fir alle z € R\{0}. Dann findet man wie in
Beispiel 3 mit der Quotientenregel, dass f auf R\{0} differenzierbar ist und dass
wieder f'(x) = na" ! fiir alle x # 0. Die Beziehung (8.2) gilt also fiir alle n € Z
und alle z # 0.

Mit (8.2) und Satz 8.3 konnen wir die Ableitungen beliebiger Polynome und
beliebiger rationaler Funktionen (= Quotienten zweier Polynome) bestimmen.

8.3.2 Exponential-, Logarithmus- und Potenzfunktionen

Wir untersuchen zunéchst die Differenzierbarkeit der durch f(z) = e* auf R
erklarten Exponentialfunktion. Wegen

flzo+h) — f(xg) emoth — 20 eh —1

— — %o
- = 7 =e : (8.3)

eh—1

;— zu bestimmen. Nach Definition der Expo-

haben wir den Grenzwert lim;,_,q
nentialfunktion ist fiir x # 0

= g 1 o= 2" 1 r  x?
((Zm>—1) et utata

Hieraus folgt fiir x # 0

et —1 - 1z  a?

Fir 0 < |z| < 1 ist somit

(&

-1 1 1 1
. —1’§\x! <§+§+I+...>:]a:|(e—2)§|:1:\.

Das zeigt unmittelbar, dass

et —1
lim =
x—0 x

1. (8.4)
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Zusammen mit (8.3) erhalten wir, dass die Funktion f = exp auf ganz R diffe-
renzierbar ist und dass

f(x) = (e*) =¢€* fiir alle x € R. (8.5)
Die Exponentialfunktion stimmt also mit ihrer Ableitung iiberein.

Die Umkehrfunktion zu f : = + €* ist die auf (0,00) erklarte Funktion g mit
g(y) = Iny. Nach Satz 8.5 ist ¢ in jedem Punkt z € (0, 00) differenzierbar, und

es ist
1 1 1

g (x)=(lnx) = @) =G (8.6)

Mit (8.5), (8.6) und der Kettenregel konnen wir weitere Funktionen differenzieren.

Sei f(z) = a® mit a > 0 und z € R. Wir schreiben a® = ¢*!"® und erhalten mit
der Kettenregel (wobei wir g : x +— zlna als innere und h : z — €* als duBere
Funktion haben)

fl(z) = (a") =e* ™ . Ina = a® Ina. (8.7)

Sei nun f(x) = log, z mit @ > 1 und x > 0. Dann ist f die Umkehrfunktion zu
g :x+— a®, und mit (8.7) und Satz 8.5 folgt

J(x) = (logyz) =~ = — L] (5.8)

g (log,x) a°%*Ina x-lna

Weiter sei f(x) = 2% mit z > 0 und a € R. Wir schreiben 2% = €% und erhalten
mit der Kettenregel (mit g : 2 +— alnxz bzw. h : x — €® als innerer bzw. duflerer
Funktion)

! _ ay/ _ ,alnz 7 __ a.g
flla) = (@%) = e —=a®. —
Abschlielend betrachten wir noch die Funktion f(z) = 2* fiir > 0. Hier schrei-
ben wir f(z) = e** und finden

=axr" " (8.9)

1
fl(z) = e (zlnx) = e (lnx +x- —) =2"(1+Inx).

T

8.3.3 Trigonometrische Funktionen

Wir werden spéter sehen, dass man eine dhnliche Begriindung wie fiir den Grenz-
wert (8.4) auch fiir den folgenden Grenzwert geben kann:

. sinzx

lim

z—0 X

=1. (8.10)

Anschaulich ist dieser Grenzwert zu erwarten, da fiir x nahe bei 0 gilt |sinz| <
lz] < |tanz| und daher cosz < *2% < 1 fiir # # 0. Aus (8.10) und den in
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Abschnitt 7.2.3 vermerkten Identitaten

sin x — sin xg

r — 2o

COSX — COS X

r — Xy

T+ X sin%l

= COS

T—x0
2 2
. X+ xp sin T
= —sin =

2

bekommt man die Differenzierbarkeit der Funktionen sin und cos auf R sowie die

Identitaten

(sinx) = cosz,

(cosx) = —sinz.

(8.11)

Mit Quotientenregel findet man dann die Ableitung von tan auf R\ (5 + &k ):

sinz\’ (sinz) cosx — sinz(cosx)’
(tanx) = — =
cos (cosx)
~ (cos z)? + (sinz)’ 1
(cosz)? (cosz)?’
also ] ]
(tanz)" = und analog (cotz) = ——
(cosx) (sinx)

(8.12)

SchlieBlich findet man mit Satz 8.5 und (8.11), (8.12) die Ableitungen der Ar-
T Z) ist die Umkehrfunktion f~' = arcsin :

kusfunktionen. Fiir f = sin auf (
(—=1,1) — (—Z%, Z) differenzierbar,

T2 2

T 202

und

1 1

(arcsinz)’ =
also
(arcsinzx)’ =
Ahnlich erhélt man

(arccosz)" =

und
(arctan z)’ =

cos(arcsin z) \/1 — (sin(arcsin z))?

1+a2’

)

1

fir x € (—1,1).

1— 22
-1

— fir z € (—1,1)
—x

1+ 22

(arccot z) =
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8.4 Eigenschaften differenzierbarer Funktionen
8.4.1 Lokale Extrema

Definition 8.6 Sei X C R nichtleer. Die Funktion f : X — R hat in xqg € X
ein lokales Maximum (bzw. ein lokales Minimum), wenn es ein € > 0 gibt, so
dass

flzo) > f(x) fir allex € (xg—e,20+)NX

(bzw. f(zo) < f(z) fir allex € (xg — e, o +€)NX).

Satz 8.7 Sei f: (a,b) — R differenzierbar an der Stelle xo € (a,b). Hat f in xg
ein lokales Mazimum oder ein lokales Minimum, so ist f'(xq) = 0.

Wir iiberlegen uns diese Aussage fiir den Fall eines lokalen Maximums. Sei € > 0
so gewahlt, dass (zg — ¢, zg +¢) C (a,b) und dass

f(zo) > f(x) firallex € (zg—e, zg+¢).

Dann ist fiir alle x € (xg — €, z0)

Jl@) = J(xo) >0 und folglich f/'(x¢) = lim Jlw) = fxo) >0,
T — Zo z—ro T — g
withrend fiir alle x € (xg, zo + ¢) gilt
Jlw) = fxo) <0 und folglich f'(x¢) = lim Jlw) = fxo) <0.
T — Zo z—ro T — g
Also ist f'(zg) = 0. o

Satz 8.8 (Rolle) Sei f stetig auf |a,b] und differenzierbar auf (a,b), und sei
f(a) = f(b). Dann gibt es einen Punkt & € (a,b) mit f'(§) = 0.

Beweisidee Die Funktion f ist stetig auf [a,b] und nimmt nach Satz 7.11 ihr
Supremum und ihr Infimum an. Man iiberlegt sich, dass wenigstens eine dieser
GroBen im Inneren von [a, b] angenommen wird. In diesem Punkt ist die Ableitung
von f nach Satz 8.7 gleich 0. u
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8.4.2 Der Mittelwertsatz

Satz 8.9 (Mittelwertsatz) Die Funktion [ sei stetig auf [a,b] und differenzier-
bar auf (a,b). Dann gibt es (wenigstens ) ein & € (a,b) mit

f(b) = f(a)

0 1e).

Fiir Beweisinteressierte: Fiir « € [a, b] sei

IO~ (2 —0) - fa).

h(z) := f(x) —
Die Funktion h ist stetig auf [a,b], differenzierbar auf (a,b), und es ist h(a) =
h(b) = 0. Nach dem Satz von Rolle gibt es ein £ € (a,b) mit

f(b) = f(a)

=0.
b—a "

(&) = f'(§) -

Geometrische Interpretation des Mittelwertsatzes: ! (bl)):f; @ st der Anstieg der
Sekante durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)), und f'(£) ist der Anstieg einer

dazu parallelen Tangente.

[T R A
|
S

Folgerung 8.10 Sei f stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b).

a) Ist f'(x) =0 fir alle x € (a,b), so ist f konstant.

b) Ist f'(z) > 0 (bzw. f'(x) < 0) fir alle x € (a,b), so ist f streng monoton
wachsend (bzw. streng monoton fallend) auf |a, b].

c) [ ist genau dann monoton wachsend (fallend) auf [a,b], wenn f'(z) > 0
(f'(x) <0) fir alle x € (a,b).

Beweis Wir iiberlegen uns nur die Aussage (a). Die iibrigen Aussagen kann man
dhnlich zeigen.
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Seien x1, x9 € [a,b] mit x; < z5. Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein £ € (x1, 23)

" f() ~ ()
xg) — flx ,
= fe).
To — X1
Nach Voraussetzung ist f/(¢) = 0. Also ist f(z) = f(x) fir beliebige x;, 25 €
la, b]. n

Die Funktion f : R — R, x > 23 zeigt, dass die Ableitung einer streng monoton
wachsenden Funktion durchaus in einigen Punkten gleich Null sein kann.

Mit Folgerung 8.10 ist klar, dass Funktionen wie exp : R — R oder sin : [—Z, 7]
streng monoton wachsen.

8.4.3 Konvexitit und hohere Ableitungen

Im vergangenen Abschnitt haben wir mit Hilfe der Ableitungen das Monotonie-
verhalten einer Funktion charakterisiert. Nun schauen wir uns das Kriimmungs-
verhalten an.

Definition 8.11 Fine Funktion f : [a,b] — R heifit konvex, wenn fir alle
x1,Xo € [a,b] und fir alle t € [0, 1] gilt:

fA =tz +tag) < (1—1t)f(xy) +t f(z2). (8.16)
Steht in (8.16) das Relationszeichen >, so heifst f konkav auf [a,b].
Man beachte, dass fiir beliebige Zahlen z1, x5 € R mit z; < x5 gilt
{(1 —t)xy +txe: t €]0,1]} = [x1, 9] .

Geometrische Deutung: Der Graph einer konvexen (konkaven) Funktion liegt un-
terhalb (oberhalb) der Verbindungsstrecke zweier beliebiger seiner Punkte.

f(x2)

f(x1)

0 x1 T2
i

(1 —t)xy + tao

Diese Deutung sieht man am einfachsten ein, wenn man den Graphen von f so
verschiebt, dass x; = f(z1) =0 :
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f(x2)
tf(w2)
f(tzz)

( t332 X9
Spezialfall 7 = f(z1) =0
Die Konvexitét differenzierbarer Funktionen 1&t sich wie folgt charakterisieren.

Satz 8.12 Sei f stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b). Dann ist f ge-
nau dann konvex (konkav) auf [a,b], wenn die Ableitung f' auf (a,b) monoton
wachsend (fallend) ist.

v f konvex

Nun wissen wir aus Folgerung 8.10, dass man die Monotonie einer differenzier-
baren Funktion f mit Hilfe ihrer Ableitung f’ beschreiben kann. In Satz 8.12
benotigen wir die Monotonie der Ableitung. Diese konnten wir mit Mitteln der
Differentialrechnung untersuchen, wenn wir wiissten, dass f’ differenzierbar ist.

Differenzierbare Funktionen auf (a, b), deren Ableitung f” auf (a, b) differenzierbar
ist, heiflen zweimal differenzierbar, und (f") heiit zweite Ableitung von f. Statt
(f") schreibt man f”. Ganz analog erklért man k-mal differenzierbare Funktionen
und k-te Ableitungen. Fiir die k-te Ableitung von f im Punkt zy € (a, b) schreibt

man
k

d*f
k)
f®(z0) oder w(%)-
Mitunter ist es zweckméfig, die Funktion f selbst als O-te Ableitung von f zu
betrachten. Man schreibt dann f = £().
Aus Satz 8.12 und Folgerung 8.10 erhalten wir:

Satz 8.13 Sei f auf [a,b] stetig und auf (a,b) zweimal differenzierbar. Dann ist
f genau dann konvez (konkav) auf [a,b], wenn f"(x) > 0 (f"(z) < 0) fir alle
x € (a,b).
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Beispiele Fiir die Exponentialfunktion ist (e*)” = (e*)" = e*. Also ist exp auf
ganz R konvex. Fiir die Sinusfunktion ist (sinz)” = (cosz) = —sinx. Also ist
sin z.B. auf [0, 7] konkav und auf [r, 27] konvex. o

8.4.4 Der Satz von Taylor
Wir schreiben den Mittelwertsatz

% € (.0 LLZIE) g
in der Form
K € (zo,2) 0 fx) = flzo) + f'(§)(x — 20) (8.17)

und interpretieren ihn neu: Der Term f'(£)(x — xo) beschreibt den Fehler, den
man begeht, wenn man die Funktion f durch die konstante Funktion f(xq) er-
setzt. Man kann nun daran denken, die Funktion f genauer zu approximie-
ren, indem man nicht nur (wie in (8.17)) konstante Funktionen, sondern Po-
lynome zur Approximation zuldfit. Es ist nahe liegend, diese Polynome P so
zu wihlen, dass nicht nur die Funktionswerte f(z) und P(zg) iibereinstim-
men (wie in (8.17)), sondern auch die Werte der Ableitungen f'(x¢) = P'(zo),
f"(z0) = P"(x0),..., f™(z¢) = P™(x0), wobei n der Grad des Polynoms P ist.
Wir iiberlegen uns zunéchst, wie ein solches Polynom aussieht und machen dazu
den Ansatz

P(z) = ag + ai(x — x0) + azs(x — 20)* + ... + an(z — 20)".
Offenbar ist P(xg) = ag. Weiter ist
P'(z) = a1 + 2ax(x — x0) + ... + na, (v — x0)" "
und daher P'(xg) = a;. Aus
P'(z) =2as+ ... +n(n — 1)a,(z — 20)" 2
folgt ay = 3 P"(x0). Allgemein findet man

1
ap = o P(k)(xo) :

was mit den Vereinbarungen 0! = 1 und P(®) = P auch fiir k = 0 richtig ist. Wir
erhalten damit

Py =S e —z0) =Y % PO (20)(z — 20)F
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Ist also f eine in xy n-mal differenzierbare Funktion, so wird durch

n

To(x,m0) =Y % F® (20) (z — 20)F (8.18)

k=0

ein Polynom vom Grad < n definiert, welches im Punkt zy in allen Ableitungen
bis zur n-ten mit der Funktion f iibereinstimmt. Dieses Polynom heift das Tay-
lorpolynom der Ordnung n von f im Punkt zy. Der Fehler, der beim Ersetzen
einer Funktion durch ihr Taylorpolynom gemacht wird, wird in folgendem Satz
beschrieben. Dazu vereinbaren wir, eine Funktion f : [a,b] — R n-mal stetig
differenzierbar zu nennen, wenn sie auf [a, b] n-mal differenzierbar und ihre n-te
Ableitung stetig ist.

Satz 8.14 (Taylor) Sei f : [a,b] — R n-mal stetig differenzierbar, und auf (a,b)
existiere die n+1-te Ableitung. Dann gibt es ein & € (a,b) so, dass

f(n+1)<€) (b o a)n+1 )

~ 1 k
0= =+ S L e
= Tn‘Eb, a) =: R, (b,a)

Dabei ist T,(b,a) das Taylorpolynom der Ordnung n von f in a, und R,(b,a)
heifst das Restglied nach Lagrange.

Beweisidee Man definiert eine Funktion h : [a,b] — R durch

(b— )"t
(n+1)! 7

h(z) = f(b) — f(x) — T (b—z)—...— (b—z)"—m
wobei m so gewahlt wird, dass h(a) = 0. Die Funktion h ist stetig auf [a, b],
differenzierbar auf (a,b), und es ist h(a) = h(b) = 0. Ihre Ableitung im Punkt

x € (a,b) ist
P

/ o n (b — x)n
b (z) ——T(b—l‘) +mT.
(Nachrechnen!) Nach Rolle gibt es ein & € (a,b) mit A'() = 0. Aus (8.20) erhélt
man damit fiir m

F0(E)

— (b= +m

(8.20)

=0 bzw. m= ft(E).

(b—¢)"
n!
Man setzt diesen Wert fiir m in die Definition von h ein, wihlt = a und erhéalt
(8.19). |

Beispiel 6 Die Sinusfunktion ist auf ganz R beliebig oft differenzierbar. Wir
konnen also fiir jeden Punkt xq € R Taylorpolynome beliebig hoher Ordnung bil-
den. Mit f(z) = sinz, f'(x) = cosx, f"(z) = —sinx, f"(x) = —cosz, fH(z) =
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fiir k gerade

sin x erhalten wir fiir a = 29 = 0
fiir k = 1,5,9,13, ...

0

*)(0
oo {9,
' —1/k! fir k=3,7,11,15,
Die ersten Taylorpolynome von f im Punkt 0 sind also
T()(ZE',O) = 9
Ti(xz,0) = =z,
T2($>0) - T1($70)7
3
T5(z,0) = x— a7
T4(JI,0) == Tg(l‘,O),
und der Satz von Taylor ergibt fiir n =2m — 1,m € N,
' B L aml
smx:x—§+a—~~+(—1) (zm_l)!—i-Rgm,l(:c,O).

Das Restglied ist von der Gestalt
f(?m) (5) 2m

Gm)] x mit einem £ € (0, x),

und wegen |f®™(¢)] < 1 konnen wir das Restglied abschiitzen:
| |2m

| Rom—1(z,0)| < om)l

Damit haben wir die Moglichkeit, sin x mit einer vorgegebenen Genauigkeit néhe-

rungsweise zu berechnen.
A
Ty (1‘7 0)

f(z) =sinx

w\/;

ol —
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Beispiel 7 Sei f(z) = In(z +1),290 = a = 0 sowie © = b € (—1,00). Dann ist
(@)= und f®(z) = (=D (k — D1 +2)" fiir k> 2 und daher

fO) =Dt

f(0) =0, T . fir £ > 1.
Einsetzen in die Taylorsche Formel liefert
IE2 133 $4 lmn 1 ITH—l
In(1 =r——4+—=——+- -+ (=)' =4+ (="
n(l+z)==x 2+3 1T +(=1) o ( )(1+€>n+1n+1
mit einem £ € (0,x). Fir z = 1 ist £ € (0,1) und folglich
1 xn—i—l 1
R,(1,0)] = [(=1)" < .
B0 = |0 | <
Wegen R, (1,0) — 0 ist klar: Die Reihe > .7, (—1)k71% =1-Z+3:—1+
konvergiert gegen In 2. [

Beispiel 8 Fiir f(x) = ¢® ist f*)(0) = 1 fiir jedes k¥ € Ny und somit

T $2 an 65
=14+ =4+ 4.4 !
n! " (n+1)!

2!

mit einem £ € (0,x). Das n-te Taylorpolynom ist also gerade die n-te Parti-
alsumme der Reihe, mit der wir exp definiert haben. Wir kommen auf diesen
Zusammenhang spéater zuriick. |

8.5 Anwendungen auf die Untersuchung von Funktionsgraphen

Wir sehen uns nun genauer an, wie sich fiir geniigend oft differenzierbare Funk-
tionen ihr Monotonie- und Kriimmungsverhalten sowie lokale Extrema mit Hilfe
der Differentialrechnung effektiv untersuchen lassen. Wir wissen bereits:

e f hat in zg ein lokales Extremum = f'(z¢) =0 (Satz 8.7)
e f monoton wachsend (fallend) < f' >0 (f' <0) (Folgerung 8.10)
e f konvex (konkav) < f">0(f"<0). (Satz 8.13)

Fiir lokale Extrema haben wir bisher nur eine notwendige Bedingung angegeben.
Wir ergénzen diese durch hinreichende Bedingungen. Anschaulich klar ist die
folgende Bedingung.

Satz 8.15 Sei f differenzierbar auf (a,b), xo € (a,b), f'(xo) =0, und f" wechsle
in xo das Vorzeichen. Dann besitzt f ein lokales Maximum in xqy, wenn das Vor-
zeichen von 4+ nach — wechselt fiir grofier werdendes x, und ein lokales Minimum
bei Wechsel von — nach +.

99



Satz 8.16 Sein > 2, f auf (a,b) n-mal stetig differenzierbar, und xy € (a,b).
Weiter sei f*)(xg) = 0 fir k = 1,2,...,n — 1 und f™(xq) # 0. Ist n gerade,
so besitzt f in xg einen lokalen Fxtremwert, und zwar ein lokales Minimum, falls
f™(20) > 0 und ein lokales Mazimum fiir f™ (zy) < 0. Ist n ungerade, so liegt
m xo kein Extremwert vor.

Wir wollen uns dies fiir n = 2 klarmachen, d.h. wir zeigen unter den Vorausset-
zungen des Satzes

f'(xg) =0, f"(xg) >0 = f hat lokales Minimum in x,

f'(xzo) =0, f"(zg) <0 = f hat lokales Maximum in .

Sei x € (a,b). Der Satz von Taylor liefert uns die Existenz eines & € (2, ) mit

/ T " "
£o) — fla) = 20 (@ gy T o gyr = L (o2
Sei beispielsweise f”(zp) > 0. Wegen der Stetigkeit von f” gibt es dann eine
Umgebung U C (a,b) von z, auf der f” positiv ist. Fiir z € U ist auch £ € U,

und wir erhalten

_ ")

fz) = f(xg) = o (x —x0)* >0 fiir alle x € U\ {0} .
Also besitzt f in zg ein (sogar echtes) lokales Minimum. Den Fall f”(xy) < 0
behandelt man analog. |

Ein Punkt zy € (a,b) heifit Wendepunkt von f : (a,b) — R, wenn es eine Umge-
bung (zo—¢, zo+¢€) C (a,b) von xy gibt, so dass f auf (xg—e, x¢) konvex (bzw.
konkav) und auf (zg, zo+¢) konkav (bzw. konvex) ist.

Satz 8.17 a) Sei f in (a,b) zweimal stetig differenzierbar und xo € (a,b) ein
Wendepunkt von f. Dann ist f"(x¢) = 0.

b) Sein > 3, f auf (a,b) n-mal stetig differenzierbar und xy € (a,b). Weiter
sei f®)(xg) = 0 fiir k = 2,...,n — 1 und f™(x5) # 0. Dann ist xy ein
Wendepunkt fiir f, falls n ungerade ist, und kein Wendepunkt, falls n gerade
15t.

Die Begriindung folgt wieder mit dem Satz von Taylor.

Beispiel 9 Wir betrachten die Funktion f : [—1,1] — R, x — z2. Fiir diese ist
f'(x) =2z und f"(x) = 2 fiir alle x € (—1,1). Nach Satz 8.16 hat f in 2y = 0 ein
lokales Minimum, und nach Satz 8.17 hat f keine Wendepunkte. Man beachte,
dass wir in (—1,1) keine lokalen Maxima gefunden haben. Da die Funktion f
aber stetig ist, muss sie auf [—1, 1] globale Maxima und Minima besitzen. Wie
wir gesehen haben, kann das globale Maximum nur in den Endpunkten 41 des
Intervalles angenommen werden. Wegen f(1) = f(—1) = 1 ist klar: Die Funktion
f nimmt in 1 ihr globales Maximum an und in 0 ihr globales Minimum. |

100



8.6 Anwendung auf die Bestimmung von Grenzwerten

Die folgende Regel von de [’Hospital hilft bei der Bestimmung von Grenzwerten
von Briichen der Gestalt “0/0”.

Satz 8.18 Die Funktionen f und g seien auf (a,b) n-mal stetig differenzierbar,

in xg € (a,b) gelte f(xg) = f'(xg) = ... = f(”*l)(xg) = 0 sowie g(xg) = ¢'(zo) =
o= g () = 0 und g™ (20) # 0. Dann existiert der Grenzwert lim,_,,, %,

JASIED)

und dieser Grenzwert ist gleich 57— .
gt™ (zo)

Beweis Der Satz von Taylor liefert

f(@) 0404 40+ (x—a)" f(&)/n_ [™(&)
g9(x) 0+ 0+ ...+ 0+ (z —z)"g™(n)/n! g™ (n)

mit gewissen Zahlen &,, 1, € (o, ). (Man beachte, dass wegen g™ (z) # 0 und
wegen der Stetigkeit von g™ auch ¢(™(n,) # 0 fiir alle 7, aus einer geeigneten
Umgebung von xy und dass dann auch g(x) # 0 fiir alle x # xg, die nahe genug
an xo liegen.) Fiir z — z konvergieren ¢, und 7, gegen . Aus der Stetigkeit
von £ und g™ sowie aus g™ (xq) # 0 folgt

o T@) ) [)

2 — lim = . u
wwo g(x)  emwo g™ () g™ (o)
Beispiel 10 Fiir a > 0 und o, 5 > 0 ist
. Y —a” ooaxet aq® ! a g
lim —— = lim = = —a“". [ |

a—a 1P —aPf  z—a Bafl BaP-1 15}

Beispiel 11 Die Regel von I'Hospital gilt auch, wenn unbestimmte Ausdriicke
der Gestalt “co/00” vorliegen (vgl. Barner/Flohr, S. 276 — 277). So ist z.B.

1
Inz =

lim xlnx:limT:lim il = lim —z = 0.
2\ 0 z\0 z\0 -2 N\ 0

xT

In diesem Beispiel haben wir einen unbestimmten Ausdruck “0-oc” in die Form
“00/00” gebracht und darauf 'Hospital angewandt. Ahnlich lassen sich zahlreiche
weitere Grenzwerte, die auf unbestimmte Ausdriicke wie “oo — oo” oder “1°°”
fithren, berechnen. |
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9 Integralrechnung

Es sind wenigstens zwei Probleme, die zur Herausbildung der Integralrechnung
gefithrt haben.

Flichenberechnungen Gegeben ist eine Funktion f : [a,b] — [0,00). Gesucht
ist der Inhalt der von den Geraden = = a,r = b,y = 0 und vom Graphen
der Funktion f berandeten Fliche. Genau genommen miissen wir dazu vorab
die Frage kldaren, was wir unter dem Inhalt einer kompliziert geformten Fléiche
verstehen wollen. Es geht uns also nicht nur um eine Berechnungsvorschrift fiir
Flacheninhalte, sondern auch um deren Definition.

y

Umkehrung des Differenzierens Kann man aus der Ableitung einer Funktion die
Funktion selbst rekonstruieren? Gibt es fiir jede Funktion f eine Funktion F' mit
F" = 7 Wenn ja, wie viele solcher Funktionen gibt es?

Zur Beantwortung dieser und anderer Fragen wurden verschiedene Integralbegrif-
fe entwickelt, von denen wir einen der einfachsten - das Riemann-Integral - nun
kennen lernen wollen.

9.1 Der Begriff des Riemann-Integrals

Eine nahe liegende Idee zur Berechnung des Inhalts eines komplizierten Gebietes
(etwa des oben skizzierten) ist es, das Gebiet durch andere Gebiete ,,anzundhern®,
deren Flachenberechnung einfacher ist, etwa durch Gebiete, die aus endlich vielen
Rechtecken zusammengesetzt sind. Wir hoffen, dass wir dem wahren Fléchenin-
halt ndherkommen, wenn wir die Approximation ,,verfeinern®, indem wir z.B. die
Rechtecke schmaler machen. Diese vagen Vorstellungen wollen wir nun préazisie-
ren.

Sei [a, b] ein Intervall, und Z := {zg,x1,...,x,} sei eine Menge von Punkten aus
la, b] mit
a=xg<T1<...<x,=0>.

Dann heifit Z eine Zerlegung von |[a, b]. Fiir jede beschriankte Funktion f : [a,b] —
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R und jede Zerlegung Z definieren wir fiir j =1,...,n

m; = inf{f(x): x € [z;_1, ]},
M; = sup{f(x): z € [x;_1,7j]}.

Dann heiflen
=3t
und

ZM — Tj— 1

die zur Zerlegung Z und zur Funktion f gehorende Untersumme und Obersumme.

~ f

0 a b

In der Skizze ist die Untersumme gleich dem Flicheninhalt des schraffierten Be-
reichs.

Eine Zerlegung 7' = {x(, 2!, ..., 2.} heifit eine Verfeinerung der Zerlegung 7 =
{zg,x1,...,2,}, wenn

{xo, 21, ., 20} C {ag, 2y, ... 2l }.

Lemma 9.1 Sei f : [a,b] — R beschrankt.
a) Fir jede Zerlegung Z von [a,b] und jede Verfeinerung Z' von Z gilt

Uz f)<U(Z.f), OZ,.f)<0(Z[).

b)  Fiir je zwei Zerlegungen Zy, Zy von [a,b] gilt

U(Zi,f) <O0(Zs, f).
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Beweis (a) Wir iiberlegen uns nur die erste der Behauptungen, und diese nur
fiir den Fall, dass Z’ genau einen Punkt x* mehr enthélt als Z. Sei also Z =

{zo,21,..., 2.} und z;_; < 2* < z;. Fir
my = inf{f(x): € [z;_1,2"]},
mj = inf{f(x): v ez, 1]}

ist m; < mg und m; < mg , und wir schitzen ab:

my(x; — xj1) = my(x; — %) + my(a" — zj21) <mif(z; —2") +mi(a” —zj).
Da beim Ubergang von U(Z, f) zu U(Z', f) lediglich der Summand m;(x; —2;_1)
durch mf(z; — x*) +m/j(z* — x;_1) ersetzt wird, folgt die Behauptung.

(b) Sei Z’ eine gemeinsame Verfeinerung von Z; und 7 (z.B. Z' = Z,UZ,). Nach
Teil (a) ist U(Zy, f) < U(Z', f) und O(Z', f) < O(Zs, f), und die Ungleichung
UZ', f) <O(Z', f) gilt offenbar. n

Nach Lemma 9.1(b) ist die Menge aller Untersummen einer beschréankten Funkti-
on nach oben (durch jede Obersumme) beschriankt, und die Menge aller Obersum-
men ist nach unten (durch jede Untersumme) beschriankt. Nach dem Vollstandig-
keitsaxiom existieren

U(f,a,b) :=supU(f,Z), O(f,a,b) = irzlfO(f,Z),
Z

wobei Infimum und Supremum iiber alle Zerlegungen Z von [a,b] genommen
werden.
Definition 9.2 Die Funktion f : [a,b] — R sei beschrankt. Gilt

U(f,a,b) =O(f,a,b) =:r,

so heifit f Riemann-integrierbar auf [a,b]. Der gemeinsame Wert r heifit dann
das Riemann-Integral von f auf [a,b] und wird mit

/abf(a:)da:

bezeichnet. Es heiffen a untere und b obere Grenze des Integrals, |a,b] das Inte-
grationsintervall, f der Integrand und x die Integrationsvariable.

Natiirlich kann man die Integrationsvariable auch anders nennen:

/abf(x)dx—/abf(t)dt—/abf(s)ds_m

Ein einfaches Kriterium zum Uberpriifen der Riemann-Integrierbarkeit ist das
folgende.
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Satz 9.3 Eine beschrankte Funktion f : [a,b] — R ist genau dann Riemann-
integrierbar, wenn es zu jedem € > 0 eine Zerleqgung Z von [a,b] so gibt, dass

OZ, f)—=U(Z,f) <e.
Beweis (<) Fiir jede Zerlegung Z von |a, b] ist
U(Z, f) <U(f a,b) <O(f,a,b) <O(Z, f) . (9-1)

Wir wihlen eine Zerlegung Z,, so, dass O(Z,, f) — U(Z,, f) < 1/n. Wegen (9.1)
ist dann 0 < O(f,a,b) — U(f,a,b) < 1/n, und da dies fiir jedes n gilt, muss
O(f,a,b) =U(f,a,b) sein.

(=) Sei f Riemann-integrierbar und J := fabf(x)dx, und sei € > 0 beliebig
vorgegeben. Da J das Infimum von Obersummen und das Supremum von Unter-
summen ist, gibt es Zerlegungen 7, Z5 von [a, b] mit

J—=U(Z,f)<e/2 und O(Zy, f)—J <¢e/2.

Sei Z eine gemeinsame Verfeinerung von Z; und Z,. Nach Lemma 9.1(a) ist dann
U(Zy, f) <U(Z, f) sowie O(Z, f) < O(Zs, f) und daher

J—-U(Z, f)<e/2 und O(Z, f)—J <¢e/2.
Addition dieser Ungleichungen liefert O(Z, f) — U(Z, f) < ¢. n

Beispiel 1 Sei 0 < a < b. Auf dem Intervall [a, b] betrachten wir die Funktion
[ @~ 22 Wir wihlen eine gleichméBige Zerlegung Z = {wg, z1, ..., 7, } mit

b—a
rj=a+——yj fiirj=0,1,...,n.
n
Mit b := =2 ist dann z; — z;_1 = h. Da f auf [a, b] monoton wichst, ist

my = f(x; 1) =a5, und M;= f(z;) = 3,

und wir erhalten

—_

UZ f)=hY a7 uwd OZ f)=h>
j=1

J

i
o

Also ist
(b—a)(* —a®)

n

O(Z,f) ~ U(Z. f) = hia?, — 23) = h(}* — a®) =

Ist nun € > 0 beliebig vorgegeben, so wahlen wir n grofler als (b_“)(sﬂ Fiir
die zugehorige Zerlegung ist dann O(Z, f) — U(Z, f) < e, d.h. f ist Riemann-

integrierbar nach Satz 9.3. u
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Beispiel 2 Fiir die durch

1 falls z rational
f(x) =

0 falls x irrational

definierte Dirichlet-Funktion auf [a,b] ist jede Obersumme gleich b — a und jede
Untersumme gleich 0. Also ist f nicht Riemann-integrierbar. |

Wir haben das Riemann-Integral iiber Ober- und Untersummen eingefithrt und
wollen uns noch eine weitere Moglichkeit der Definition des Riemann-Integrals
ansehen.

Sei wieder f : [a,b] — R beschrankt und Z = {zg,x1,...,2,} eine Zerlegung
von [a,b]. Fiir jedes 7 = 1,2,...,n sei §; ein Punkt aus [z;_1,z;]. Dann heifit
£ = (&,&,...,&) ein Zwischenvektor zu Z und

R(Z,&, f) Zf@ —xj.1)

die zugehorige Riemannsumme. (Vgl. Skizze auf S. 238 des Arbeitsbuches)

Die Zahl

|2] := max (2 — 1)
heifft auch die Maschenweite der Zerlegung Z. Man betrachtet nun Folgen
(R(Zn, €™ f)), 5, von Riemannsummen mit lim, o |Z,| = 0. Wenn jede die-
ser Folgen konvergiert, so haben diese Folgen einen gemeinsamen Grenzwert, und
dieser Grenzwert stimmt mit dem Riemann-Integral

/a ) de

iiberein.

9.2 Einige Klassen Riemann-integrierbarer Funktionen

Satz 9.4 Monotone Funktionen f : [a,b] — R sind Riemann-integrierbar.

Beweis Das zeigt man wie im Beispiel 1. Ist beispielsweise f monoton wachsend
und Z,, die Zerlegung von [a, b] in Teilintervalle gleicher Léange, so ist

U(Zn, f) = Zmy —Tj-1) b_aZf‘TJ 1)
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sowie

Also ist

O(Znaf) - (Znaf

(foj fo])_b_a(f(b)_f(a))a

und dies wird kleiner als ein vorgegebenes ¢ > (0, wenn n grofl genug ist. |
Satz 9.5 Stetige Funktionen f : |a,b] — R sind Riemann-integrierbar.

Beweisidee Sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Man iiberlegt sich zuerst, dass es ein
d > 0 gibt, so dass | f(t1) — f(t2)| < ¢/(b—a) fur alle t1,ts € [a,b] mit |t; —t2| < 0.
(Dies ist mehr als die iibliche Stetigkeit, da § nicht von ¢1,¢, abhingt. Man
sagt auch, dass stetige Funktionen auf abgeschlossenen beschrankten Intervallen
gleichmapsig stetig sind.)

Sei Z, wieder eine Zerlegung von [a,b] in n Teilintervalle gleicher Lénge mit
b=a —~ § Dann ist zunéchst

b—a
O(Znaf) _U(me) = n Z(MJ _mj)'
j=1
Da stetige Funktionen auf abgeschlossenen Intervallen ihr Supremum und Infi-
mum annehmen, gibt es fiir jedes j Punkte &', {7 € [x;1, 7] so, dass f(£}) = M;
und f(&f) = my. Aus x5 < &, &7 < x; folgt weiter | — &J| < ¢ und daher
f(&) — f(&]) < e/(b—a). Wir erhalten schliefllich

b—a ne

= E£. |

OZ, ) = U(Za, £) = =23 () — F(E) <

Jj=1

n b—a

Insbesondere sind die uns bekannten elementaren Funktionen auf allen ab-
geschlossenen Intervallen in ihrem Definitionsbereich Riemann-integrierbar.
Dariiber hinaus kann man zeigen:

e Jede beschriankte Funktion f : [a,b] — R mit hochstens endlich vielen
Unstetigkeitsstellen ist Riemann-integrierbar.

e Ist die Funktion f : [a,b] — R Riemann-integrierbar und ist f(z) = g(x)
fiir alle Punkte x aus [a,b] mit Ausnahme hochstens endlich vieler, so ist
auch g : [a,b] — R Riemann-integrierbar, und

/a )y = / ' g(2)de.

Man kann also Riemann-integrierbare Funktionen an endlich vielen Punk-
ten abédndern, ohne den Wert des Integrals zu dndern.
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9.3 Eigenschaften des Riemannintegrals
Satz 9.6 Seien f, g : [a,b] = R Riemann-integrierbar.

a) Fir jedes ¢ € R ist cf Riemann-integrierbar, und es gilt
b b b
/ (cf)(x)dx = / cf(x)dx = c/ f(z)dz.

b) Die Summe f + g ist Riemann-integrierbar, und es gilt

b b b b
[uro@ar= [ (@) +gt)ar= [ rwes [ g
¢) Das Produkt fg ist Riemann-integrierbar.

Die Aussagen (a) und (b) kann man am einfachsten so einsehen: Ist Z eine Zer-
legung und ¢ ein entsprechender Zwischenvektor, so gilt

R(Z,&,cf +9) = cR(Z,&, f) + R(Z,€, 9).
Der Beweis von (c) ist etwas schwieriger. N
Satz 9.7 Seien f, g : [a,b] = R Riemann-integrierbar.
a) Ist f(z) < g(z) fir alle x € |a,b], so ist

/ab f(x)dx < /abg(x)dx.

b) Die Funktion |f|: [a,b] = R, x — |f(z)]|, ist Riemann-integrierbar, und

| [ s < [ 1w,

Die Aussage in (b) heiBBt auch die Dreiecksungleichung fiir Integrale. Beachten Sie
die Analogie zu den bekannten Ungleichungen

n
la; + as| < |ai| + |az] und ‘Zai
i=1

<D lal.
i=1
Zum Beweis Aussage (a) ist klar, denn fiir jede Riemannsumme gilt

R(Z,&, [) < R(Z.€.9)-

Schwieriger ist der Beweis, dass | f| Riemann-integrierbar ist, falls f diese Eigen-
schaft besitzt. Wenn man aber davon ausgeht, dass |f| Riemann-integrierbar ist,
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wird der Beweis von (b) einfach: Aus —|f| < f < |f| folgt ndmlich mit Teil (a)

- [l < [ s < [,

und das ist die Behauptung. |

Zur Integration iiber Teilintervalle gibt folgender Satz Auskunft.

Satz 9.8 a) Ist f: [a,b] - R Riemann-integrierbar und a < ¢ < d <b, so ist
f auch auf [c,d] Riemann-integrierbar.

b) Sei f :[a,b] = R und a < ¢ < b. Ist f auf [a,c] und auf [c,b] Riemann-

integrierbar, so ist f auch auf [a,b] Riemann-integrierbar, und es gilt

/abf(x)dx - /:f(x)dﬂ /be(x)dx

Bisher haben wir das Integral fab f(z)dz fir a < b definiert. Mitunter sind die
folgenden Vereinbarungen niitzlich:

2) /f

b) Ist f:[a,b] — R integrierbar auf [a,b] (mit a < b), so sei

/ba f(z)dx := —/a f(z)dx

Mit diesen Vereinbarungen gilt:

Ist f :[a,b] — R Riemann-integrierbar, so ist fir beliebige Punkte o, 3, € [a, D]
B g g
/ f(a:)d:t—l—/ f(z)dx = / f(z)dx
« B «

Wir sehen uns noch einige Aussagen an, die fiir das Abschétzen von Integralen
niitzlich sind.

Satz 9.9 Sei f : [a,b] — R Riemann-integrierbar und m = inf{f(x) : = € [a,b]}
sowie M = sup{f(z) : = € [a,b]}. Dann ist (fir a <b)

b
m(b—a) < / flz)de < M(b—a). (9.2)

Ist f stetig, so gibt es ein & € |a,b] mit

/f@Mx=ﬂ®®—@-
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Beweis Die Aussage (9.2) folgt aus der Ungleichung m < f < M und aus Satz
9.7(a). Mit (9.2) ist klar, dass es eine Zahl n € [m, M| so gibt, dass

/ f(x)dz = n(b — a). 03)

Ist nun f stetig, so folgt aus dem Zwischenwertsatz, dass es ein £ € [a,b] mit
f(&) = n gibt. Damit ist auch die zweite Behauptung bewiesen. |

Die im Beweis eingefiihrte Zahl n mit der Eigenschaft (9.3) ist fiir @ < b eindeutig
bestimmt und heifit Mittelwert von f iiber [a,b]. Beachten Sie die Analogie zum
arithmetischen Mittel von Zahlen aq, ..., a,:

a+as+...+ay
- .

Satz 9.9 heifit deshalb auch Mittelwertsatz der Integralrechnung. Wir vermerken
noch eine niitzliche Verallgemeinerung von Satz 9.9.

Satz 9.10 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz) Seien f,g : [a,b] — R
Riemann-integrierbar und g > 0 auf |a, b], und seien m, M wie in Satz 9.9. Dann

gilt
/ dx</f dng/abg(:c)dx

Ist f stetig, so gibt es ein & € [a,b] mit

[ sy =1@) [ oty

Fiir g = 1 erhalten wir gerade die Aussage von Satz 9.9.

9.4 Die Hauptsitze der Differential- und Integralrechnung

Diese Sétze stellen einen Zusammenhang zwischen den Begriffen ,, Ableitung*
und ,, Integral® her, ermdoglichen es, eine differenzierbare Funktion bis auf eine
Konstante aus ihrer Ableitung zu rekonstruieren, und sie bieten eine bequeme
Moéglichkeit zur Berechnung vieler Riemann-Integrale.

Definition 9.11 Sind F, f : [a,b] — R Funktionen, und ist F' differenzierbar auf
la,b] mit F'(x) = f(x) fir alle x € [a,b], so heifit F' eine Stammfunktion von f.

Satz 9.12 a) Ist F': [a,b] — R Stammfunktion von f : |a,b] — R und C' € R,
so ist auch F' 4+ C eine Stammfunktion von f.

b) Je zwei Stammfunktionen von f : [a,b] — R unterscheiden sich nur um eine
Konstante.
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Beweis Aussage (a) ist klar. Fiir den Beweis von Aussage (b) seien Fy, Fy
Stammfunktionen einer Funktion f auf [a,b], d.h. es ist F| = F) = f. Dann
ist (Fy — Fy)' = F| — F}, = 0, und nach Folgerung 8.10 (a) aus dem Mittelwertsatz
ist die Funktion F; — F5 konstant. (]

Eine Stammfunktion F' von f wird oft als unbestimmtes Integral von f bezeich-
net (im Gegensatz zum ,bestimmten Integral fab f(z)dz), und man schreibt
F = [ f(z)dz. Dies ist nicht sehr konsequent. Mit F ist ja z.B. auch F + 1
Stammfunktion und demzufolge auch F + 1 = [ f(z)dz. Wir wollen [ f(z)dx
als Bezeichnung fiir die Menge alle Stammfunktionen betrachten. Anstelle der
etwas schwerfélligen Schreibweise

/f(x)dx:{FJrC:CeR}

schreibt man meist (jedoch auch nicht sehr exakt) [ f(z)dx = F(x) + C.

Aus den uns bekannten Ableitungen spezieller Funktionen erhalten wir die fol-
genden unbestimmten Integrale (die man zusammen mit einigen anderen oft als
,Grundintegrale bezeichnet).

" R falls a=0,1,2,...
/ x%dx = x+ 7 +C auf R\{0} falls a=-2,-3,—4,...
a
(0,00)  falls «a € R\{-1},

/ lp —Tn|z| +C auf R\{0},
/exdx—e +C auf R,
/smxdx——cosx—l—C /cosxdx:sinx—l—C auf R,

sinh z dx = coshx + C, /coshxdx—s1nhx+0 auf R,

/ dr = arctanz + C'  auf R,
1+ 2?2
/# dxr = arcsinz + C' auf (—1,1).

V1—a? ’
Wir kommen nun zu zwei Sétzen, die die Differential- und Integralrechnung (bzw.
unbestimmte und bestimmte Integrale) miteinander verkniipfen.

Satz 9.13 Jede stetige Funktion f : [a bl — R besitzt eine Stammfunktion auf
la,b]. Eine solche Stammfunktion F : [a,b] — R ist gegeben durch

/ fO)dt, x€lab). (9.4)
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Beweis Jede stetige Funktion ist Riemann-integrierbar. Also existiert das In-
tegral in (9.4) fir jedes z € [a,b], und die Funktion F' ist wohldefiniert. Wir
miissen zeigen, dass F' auf [a, b] differenzierbar ist und dass F' = f. Seien dazu
x, x+h € [a,b] und h # 0. Dann ist

_mx+2—FMﬁ_%</ (ﬁ_/pf ﬁ /‘ f(t)

Nach Satz 9.9 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) gibt es ein £ € [z, x+h] so,
dass

x+h
/ F()dt = F(€)(x +h — ) = hf(€).
Also ist
F(x+h) — F(x)
h

Halten wir x fest, so héngt & nur von A ab, und fiir h — 0 strebt £ gegen x. Da
f stetig ist, konvergiert dann auch f(§) gegen f(x). Also existiert der Grenzwert
von (9.5) fiir h — 0, und es ist

= f(§) mit einem £ € [z, z+h]. (9.5)

: _ F(z+h) - F(z)
Fiz) = Jim h

= f(x). N

Mit den Vereinbarungen aus dem vorigen Abschnitt ist
Phﬂ%R,xH/f@ﬁ

fir jedes ¢ € [a,b] eine Stammfunktion der stetigen Funktion f : [a,b] — R.

Satz 9.14 Die Funktion f : [a,b] — R sei stetig. Dann gilt fir jede Stammfunk-
tion F von f auf [a,b]

/f@ﬁzﬂ@—ﬂ@. (9.6)

Beweis Ist F' die durch (9.4) definierte Stammfunktion von f, so gilt (9.6) offen-
bar (man beachte, dass F'(a) = 0 in diesem Fall). Ist nun G : [a, b] — R irgendeine
Stammfunktion von f, so gibt es ein C' € R mit G = F'+C (Satz 9.12(b)). Dann
ist aber

G(b) = Gla) = (F(b) + C) = (F(a) + C) = F(b) = F(a),
d.h. (9.6) gilt fiir jede Stammfunktion von f. n

Die Sétze 9.13 und 9.14 sind als die Hauptsétze der Differential- und Integral-
rechnung bekannt.

Anmerkung 1 Satz 9.14 gilt auch in der folgenden allgemeineren Form:
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Ist f : [a,b] — R Riemann-integrierbar, und besitzt f auf [a,b] eine Stammfunk-
tion F, so gilt (9.6).

Allerdings gibt es Riemann-integrierbare Funktionen, die keine Stammfunktion
besitzen, wie die Funktion

f:-11] =R, xl—>{_1 fElI‘IE[—l,O)
1 firzel0,1]

zeigt. Diese ist Riemann-integrierbar, da sie auf [—1, 1] mit Ausnahme des Punk-
tes x = 0 stetig ist. Es gibt jedoch keine auf [—1, 1] differenzierbare Funktion F
mit F' = f. Fiir x € [—1,0) miisste ndmlich F'(x) = —2+ ¢ mit einem ¢ € R sein,
und fiir € (0, 1] miisste F'(z) = x +d mit d € R sein. Die Funktion F' ist nur fiir
¢ = d stetig in = 0. Dann stimmt F'(x) mit |z|+ ¢ iberein. Die Betragsfunktion
ist aber in x = 0 nicht differenzierbar. [

Anmerkung 2 Fine Funktion, die eine Stammfunktion besitzt, muss nicht
Riemann-integrierbar sein. Beispielsweise ist die Funktion

guzcosgc—l2 fir x £ 0
F:[-1,1] >R, z~
0 firx =0

differenzierbar auf [—1, 1], ihre Ableitung F” ist aber unbeschrinkt und damit
nicht Riemann-integrierbar. |

Beispiele Sei f(x) = 2? auf [ 1,2]. Dann ist F(x) = % eine Stammfunktion
von f (denn es ist F'(z) = 32? = 2? = f(x)), und demnach ist
/Z:Ude—F(Q)—F(—l)—§—ﬂ—3
- a 33 7
Ganz dhnlich findet man
/ sinz dr = —cosx‘g =—(-1)—-(-1)=2,
0

wobei wir die Schreibweise £’ (x)‘l; := F(b) — F(a) benutzt haben. o

9.5 Einige Integrationstechniken

Die Hauptsétze der Differential- und Integralrechnung reduzieren die Berechnung
eines Riemann-Integrals {iber eine Funktion f auf die Bestimmung einer Stamm-
funktion von f. Wir lernen nun einige Aussagen kennen, die diese Aufgabe er-
leichtern. Allerdings bleibt die Bestimmung einer Stammfunktion (im Gegensatz
zur jumgekehrten Aufgabe, der Bestimmung einer Ableitung) ein schwieriges
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Problem. Im Gegensatz zu den Regeln der Differentiation, die uns die Differen-
tiation beliebig komplizierter Funktionen ermoglichen, fithren die Integrationsre-
geln, die wir uns nun ansehen werden, nicht immer zum Ziel. Mehr noch: bereits
fiir so einfache Funktionen wie # +— 1/Inz und = — e *", die nach Satz 9.13
eine Stammfunktion auf (1,00) bzw. auf R besitzen, ist es nicht moglich, die-
se Stammfunktion mit Hilfe endlicher Ausdriicke von ,elementaren“ Funktionen
(wie Potenz-, Exponential- und Winkelfunktionen sowie deren Umkehrfunktio-
nen) zu beschreiben.

Wir gewinnen nun Regeln fiir die Bestimmung von Stammfunktionen durch ,, Um-
kehrung® der uns bekannten Differentiationsregeln.

Linearitit des Integrals
Sind F' bzw. G Stammfunktionen von f bzw. g, so ist fiir beliebige o, § € R

(aF + BG) = aF' + G = af + Bg.

Also besitzt auch af + fg eine Stammfunktion, und es gilt

/ (af (z) + Bg(x))dx = a/f(x)dx - B/g(m)daz. (9.7)

Satz 9.15 Besitzen f,g : [a,b] — R Stammfunktionen und sind o, 5 € R, so
besitzt auch af + Bg eine Stammfunktion auf [a,b], und es gilt (9.7).

Beispielsweise darf man Polynome gliedweise integrieren:

/Zajxjdx:Zaj/xjdx:Zaj ;—i—l +C

J=0 J=0 J=0

Partielle Integration

Nach der Produktregel (uv)" = u'v+uv’ ist uv eine Stammfunktion von u'v +uv'.
Besitzt nun eine der Funktionen «'v und uv’ eine Stammfunktion, dann auch die
andere, und wir erhalten

uv = /(u'v +uv)dr = /u’vdm + /uv'dm

/u’(x)v(x)dx = u(z)v(x) — /u(m)v'(m)dm. (9.8)

bzw.

Satz 9.16 Seien u,v : [a,b] — R differenzierbar auf |a,b], und uv' besitze eine
Stammfunktion auf [a,b] (das ist z.B. erfillt, wenn v" stetig ist). Dann besitzt
auch w'v eine Stammfunktion auf [a,b], und es gilt (9.8).
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Fiir Riemann-Integrale lautet (9.8), falls z.B. «/,v" auf [a, b] stetig sind:

Beispiel 1 Wir wollen [ zsinzdz bestimmen. Wihlen wir u/(z) = sinz und
v(x) = z, so erhalten wir mit (9.8) wegen u(z) = —cosx

/xsinxdx = —xcosx—/l-(—cosx)dx
= —xcosx—i—/cosxdx—Sinx—xcosx+C.

Hétten wir dagegen v'(z) = x und v(z) = sinx gewihlt, so hétten wir mit (9.8)

2 2
) T . T
/xsmxdx— 5 smx—/—2 cosx dx

bekommen. Das Integral [ a?cosz dz ist aber komplizierter als das Ausgangs-
integral. |

Beispiel 2 Bei [Inaxdz hilft ein Trick: Wir wéhlen v/(z) = 1 und v(z) = Inz
und erhalten

/lnxdx:xlnx—/x-ldx:xlnﬁ—/dx:xlna:—x%—c. ]

xT

Beispiel 3 Fiir [ z2¢3dz wenden wir partielle Integration zweimal an:

3z 3x
2 3z _2¢ € _123;;:_2/ 3
/:Ue dr = = 3 /(21:) 3 d:c—?)xe 5 [ e dx

1
3 3 3
1 2 2
— 33')2631 9x631+§/€31dl_
1, 2 2.
— (222 il P NG
(3 99:+27)e + o

Beispiel 4 Fiir [ cos? dz hilft wieder ein einfacher Trick:
/0082 rdr = /cosx -coszdr =sinx cosr — /sin z(—sinz)dx
= sinxcosx—}—/sinxsinxdx
= sina:cos:z:—l—/(l — cos® x)dx

= sinxcosx+x—/cos2xd:c.
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Hieraus folgt schliellich
Q/COSQZL’dZE =sinxcosx +x

bzw. .
/coszxdx = é(sinxcosx +2)+C.

In diesem Beispiel hiitte man einfacher benutzen kénnen, dass cos® x = % (1+
cos(2x)) ist. Damit bekommt man sofort
1 1 1 in(2
/coszxda::é/d:v—l—§/cos(2x)dx:§(x+sm(2x))+0. o

Integration durch Substitution
Sei F' eine Stammfunktion von f, und g sei differenzierbar. Aus der Kettenregel
wissen wir, dass

dF(g(t))

o =)' (1) = f(g(t) g ().

Alsoist Fog:t~ F(g(t)) eine Stammfunktion von (fog)g : t — f(g(t))-g'(¢).

Andererseits ist (Fog)(t) = F/(g(t)) die Stammfunktion von f an der Stelle g(t).
Somit ist

[ 1) 0t = [ syl (= Flo(®). (9.9

Satz 9.17 Die Funktion f besitze auf [a,b] eine Stammfunktion, die Funktion
g sei auf |o, B] differenzierbar, und es gelte g([«, 5]) C [a,b]. Dann besitzt die
Funktion (f o g)g auf [, B] eine Stammfunktion, und es gilt (9.9).

Fiir Riemann-Integrale lautet (9.9) wie folgt:

A 9(8)
[ sty dwar= [ e
¢ g(a)

Fiir das Bestehen dieser Identitét hat man z.B. die Stetigkeit von f auf [a, b] und
von ¢" auf [a, 8] zu fordern.

Beispiel 5 Mit f(z) = x erhilt man aus (9.9)

/wmmaz

Beispiel 6 Fiir f(x) = 1/x und g(t) # 0 erhilt man aus (9.9)
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/fg(t) dt = In|g(t)] + C. .

Beispiel 7 Ist ' Stammfunktion von f, und sind a,b € R mit a # 0, so ist

/f (at + b)d /f (at +b) - adt = F(at+b)+C. o

Beispiel 8 Auf R suchen wir [cost sin®tdt. Mit f(z) = 2 und g(t) = sint ist
g'(t) = cost, und wir erhalten

/costsin2tdt: /xQd:c

Satz 9.17 fiihrt ein Integral der Form [ f(g(t)) ¢/(t)dt auf ein Integral der Form
[ f(z)dx zuriick. Haufig méchte man den umgekehrten Weg gehen. Um [ f(x)dx
zu bestimmen, versucht man, die Integrationsvariable als = = ¢(t) mit einer bijek-
tiven differenzierbaren Funktion g zu schreiben und hofft, dass das unbestimmte
Integral [ f(g(t)) ¢'(t)dt berechnet werden kann.

x3 sin® ¢

C= C.
+ 3 + L

r=sint 3

r=sint

Satz 9.18 Die Funktion f sei auf [a,b] stetig, und die Funktion g sei auf o, (]
definiert und besitze dort eine nirgends verschwindende stetige Ableitung, und es
gelte g([a, B5]) = [a, b]. Dann besitzt (fog)g" auf [, 5] eine Stammfunktion ®, die
Umkehrabbildung g=* von g existiert, und F := ® o g~' ist eine Stammfunktion
von f:

(F(:z:) +C = @(t)‘t:g_l(m) +C :) /f(g(t (t)dt|,_ - /f
(9.10)

Fiir Riemann-Integrale lautet (9.10) folgendermafien:

b g1 (b)
[ s = [ po0) g ar. (9.11)

g~ 1(a)

Formal kann man sich das Vorgehen in (9.11) so merken: In ff f(z)dx substi-

tuiert man = = g(t). Wegen % = ¢'(¢) schreibt man formal dz = ¢/(t)dt und
setzt dies in das Integral ein. Dies ergibt (9.10). Fiir (9.11) muss man noch die

Integrationsgrenzen substituieren: Liuft x von a bis b, so lduft ¢t = g~'(x) von
g~ (a) bis g7} (b).

Beweis von Satz 9.18 Die Stammfunktion ® von (fog)g" existiert, da (fog)g’
stetig ist (Hauptsatz). Da ¢’ stetig und nie Null ist, ist ¢’ nach dem Zwischen-
wertsatz entweder positiv auf ganz [«, ] oder negativ auf ganz [«, 5]. Also ist
g entweder streng monoton wachsend oder streng monoton fallend auf [, f].
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Hieraus folgt die Existenz der Umkehrfunktion h von ¢ : [a, ] — [a,b]. Nach
Satz 8.5 ist h auf [a, b] differenzierbar, und

fir x € [a,b].

Mit der Kettenregel folgt die Differenzierbarkeit von F':= ® o h und
F'(z) = '(h(x)) W(z) = f(g(h(2))) g (h(z)) - W (x)
(@) g (h(x)) /g (h(z)) = f(2)
fir alle x € [a, b]. N

Beispiel 9 Wir suchen [ va? — 2?dx auf (—a,a). Dazu substituieren wir z :=
g(t) = asint (man beachte, dass die Ableitung ¢'(t) = acost auf (—7, 5) nicht
verschwindet), und wir gelangen zu folgendem Integral

/ Va2 —a?sin*tacostdt = a2/cos2tdt
o2
= E(t +sint cost) + C (nach Beispiel 4).

Fir die Riicksubstitution ¢ = arcsinf schreiben wir cost = /1 — sin?¢ und
erhalten

a a a

2 2
/\/aQ—xde = %(aurcsianrE 1—<£>>+C

1
=5 (a2 arcsin L +xva? — x2> + C.
a
m
Beispiel 10 Wir suchen [ $ dz auf (0, 7). Die Substitution x = 2 arctant fiihrt
wegen % = HLtQ und
2 x
T T T T x cos* Z
sinx = 28iﬂ§ COSE = 2tan§ cos? 5 = 2tan§ i % n (:2052§
1
= 2tan— 5
2 1+ tan®3
auf das Integral
1+t 2 dt
——dt= | —=Inlt|+C.
/ % 1+ 12 ;o
Riicksubstitution ¢t = tan% liefert
1
/ _ dlen\taan-C’. o
sin x 2

118



9.6 Stammfunktionen rationaler Funktionen

Fiir rationale Funktionen lassen sich Stammfunktionen stets auf konstruktivem
Weg bestimmen. Dazu benotigen wir einige Resultate aus der Algebra.

Seien ), R Polynome mit ) # 0. Zur Bestimmung einer Stammfunktion der
rationalen Funktion g (die auf R mit Ausnahme der Nullstellen von @) definiert
ist) geht man wie folgt vor:

1. Schritt Ist der Grad von R grofler oder gleich dem von @), so liefert eine
Polynomdivision von R durch ) Polynome P und S mit

R P

— =54 = ,

Q Q
wobei nun der Grad von P kleiner als der von @) ist. Fiir das Polynom S kann
man stets eine Stammfunktion angeben. Wir betrachten von nun an nur noch

P/Q.

2. Schritt Man zerlegt das Nennerpolynom () multiplikativ in Polynome ersten
und zweiten Grades mit reellen Koeffizienten. Dass dies moglich ist, folgt aus
nachstehendem Satz

Satz 9.19 (Fundamentalsatz der Algebra) Fir jedes Polynom Q(x) =
Yoot mit ¢ € R und q, # 0 gibt es reelle Zahlen b;, c;,d; sowie natirli-
che Zahlen k;,m;,r und s so, dass

T S

Qz) = q, H(a: — b;)ki H(m2 +2cjx+d;)™ firx e R (9.12)

=1 =1
mit ky+ ...+ ke +2(my 4. 4+ mg) =n und dj — ¢ >0 fir alle j.

Zur Bestimmung der b;, ¢;, d; kann man beispielsweise alle komplexen Nullstellen
ALy - An von @ ermitteln. Dann ist Q(z) = gn(z — A1) ... (¥ — Ay). Die Terme
(x — A)(x — A\) mit A € R werden zu

(=N =) =2 — A+ Nz + |\

zusammengefasst. Die exakte Bestimmung der Nullstellen von @) ist oft unmog-
lich.

3. Schritt Ist die Zerlegung (9.12) gefunden, macht man den Ansatz
r k;

P(z) Air 2 Bjmx + Cip,
Q(x) ZZ (x — b))k ZZ x2+20x+jd) (9.13)

=1 k=1

S
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mit zu bestimmenden Zahlen A;, Bj,, und Cj,,. Hierdurch wird die rationale
Funktion P/@ in einfachere rationale Funktionen zerlegt. Falls alle Nullstellen
by, ..., b, von @ reell und einfach sind, reduziert sich der Ansatz (9.13) auf

P(x)_ - A;
Q(x)_zx—bi'

i=1

Satz 9.20 (Partialbruchzerlegung) Sei QQ wie in (9.12), und sei P ein Poly-
nom, dessen Grad kleiner als der von @) ist. Dann gibt es Zahlen Ay, Bj,, und
Cim so, dass (9.13) gilt, und diese Zahlen sind eindeutig bestimmd.

Die Zahlen A, Bj,, Cjn, koénnen beispielsweise ermittelt werden, indem man
(9.13) mit ¢ multipliziert und durch Koeffizientenvergleich ein lineares Glei-
chungssystem fiir die gesuchten Grofien aufstellt. Auch das Einsetzen der Null-
stellen von () in die entstehenden Polynome kann hilfreich sein.

4. Schritt Zu allen in (9.13) vorkommenden Briichen lassen sich durch partielle
Integration und Substitution die Stammfunktionen effektiv bestimmen. Einige
der folgenden Regeln miissen dazu wiederholt angewandt werden (man beachte,

dass d > ¢?):

/ dz (=0 falls k> 1
(z —b)k In |z — b| falls k =1,

/ dz 1 ; T +c
= arctan
x?+2cx +d Vd—¢c2 N

/ dz B T +c
(22 4+ 2cx +d)m  2(m —1)(d — c)(22 + 2cx + d)™~!

(2m — 3) / de fiir m > 2
2(m —1)(d—¢c?) J (2?4 2cx +d)™! -

ar + 3 a 5 dx
S e S P 2 +d) + (8 — @
/x2—|—2093+d x 2n(a:+ cx+d)+ (B ac)/x2+20x+d’

/ axr + [ dr — —a
(2% + 2cx + d)™ 2(m = 1)(2% 4 2cx +d)m?

dx

_ fii > 2.
T (B-aq / (2% + 2cx + d)m~! =

Beispiel 11 Man bestimme [ -2 dz

zd—z3—2+1 ’
1. Schritt Polynomdivision
41 2+

=1 .
-3 —x+1 +x4—x3—x+1
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2. Schritt Faktorisierung des Nennerpolynoms
- tl=(r-D@* 1) = (-1} 22+ +1).
3. Schritt Partialbruchzerlegung. Der Ansatz

$3+SC . Al i A2 i BQ?"—C
-3 —z+1 2-1 (z-12 z24+z+1

liefert nach Multiplikation mit Q(z) =a* —a2® —x+ 1= (x — 1)*(2* + 2 + 1)
P rr=A@-D@*+r+1)+Ay@* +2+ 1)+ (Br+C)(x—1)* (9.14)
bzw. nach Ausmultiplizieren und Zusammenfassen
2+ 1= (A + B)r*+ (A — 2B+ C)z” 4+ (Ay + B —2C)z + (Ay — A1 + 0).

Ein Vergleich der Koeffizienten auf der linken bzw. rechten Seite ergibt das lineare
Gleichungssystem

bei 22 : Ai+B =1

bei 22 : Ay —2B+C = 0

bei 2! : As+B—-2C =1

bei 2° : A — A +C = 0.
Die Losung dieses Gleichungssystems ist

P S R N
Die zu integrierende Funktion ist also
xt+1 2 1 2 1 1 x

w1 +§x—1+§(:p—1)2+§x2+x+1'

4. Schritt Unbestimmte Integration
1 2 dx 2 dx
dr = ldx + = = | —
/x4—m3—x+1 * / I+3/x—1+3/(x—1)2

+1/ T dx
3 24+ r+1

2 2 1 1
= Slnjr—1|—= ~ In(2? 1
x+3n|x | 333_1+6n(:c+x+)
1 2z + 1

arctan ——— + C.

33 V3

Alternativ hétte man z.B. in (9.14) z = 1 einsetzen kénnen und so A, sofort
gefunden. -
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9.7 Fliacheninhalte

Eines der Motive zur Einfiihrung des Riemann-Integrals war der Wunsch,
Fldacheninhalte zu definieren und zu berechnen.

Ist f: [a,b] — [0,00) Riemann-integrierbar, so definieren wir als Fldcheninhalt
der Menge
M:={(z,y) €R*: a <z <b,0<y< fa)}

die Zahl

F(M) = /abf(x)dx.

0 a b

Mit dieser Definition lassen sich auch die Inhalte komplizierter Mengen definieren
und berechnen, wenn man akzeptiert, dal der Flicheninhalt die folgenden (aus
unserer Erfahrung heraus plausiblen) Eigenschaften aufweist:

(a) Geht M’ aus M durch Verschiebung, Drehung oder Spiegelung an einer
Geraden hervor, so ist F'(M') = F(M).

(b) Kann man M in zwei disjunkte Teilmengen A, B zerlegen, von denen jede
einen Fldcheninhalt besitzt, so ist F(M) = F(A) + F(B).

Beispiel 1 Fiir f:[0,a] — R,  — b findet
man F(M) = [} f(x)dz = [ bdx = ab. Der
von uns definierte Fldcheninhalt stimmt also
fiir Rechtecke mit dem ,,bekannten“ Fléachen-
inhalt iiberein.

A

Beispiel 2 Die Dirichletfunktion

fz) = 1 falls x rational
V7N 0 falls z irrational

ist auf keinem Intervall [a,b] mit @ < b Riemann-integrierbar. Unsere Definition
erlaubt es daher nicht, der Menge M = {(z,y) e R2Z0<z <1,0<y < f(z)}
einen Flacheninhalt zuzuschreiben. |
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Beispiel 3 Die Funktionen f, g seien auf [a, b] Riemann-integrierbar, und es sei
f(z) > g(z) fir alle x € [a, b]. Gesucht ist der Flacheninhalt der Menge

M= {(z,y) €R*: a <z <b, g(z) <y < fz)}.

ol g b ol & b ol g b

Wir verschieben M um ¢ > 0 in Richtung der positiven y—Achse, bis das Bild von
M komplett oberhalb der z—Achse liegt. Mit den Eigenschaften (a), (b) folgt:

F(M):/ (f(x)—l—c)dx—/ (g(a:)+c)da::/ (f(z) — g(z))dx.

Da wir dem Funktionsgraphen von g den Flacheninhalt 0 zuordnen konnen,
konnen wir fab (f(z) — g(z))dz auch als Flicheninhalt der Menge

{(2,y) €R?: a < <b, g(a) <y < f(2)}

betrachten. Eine genauere Untersuchung des Begriffes Flacheninhalt erfolgt im
Rahmen der Mafitheorie. u

Beispiel 4 Oft ist der Graph einer Funktion f in Parameterdarstellung gegeben,
etwa

{(z,y) eR*: xw=u(t), y=y(t), t € [0, ]} .

Unter entsprechenden Voraussetzungen an x und y (vgl. Satz 9.18, Substituti-
onsregel) gilt dann

/ab f(z)dx = /j f(x@) @(t)dt =

__ dx

wobei &(t) = S (t). Beispielsweise wird durch

r=acost, y=>bsint mitt € [0,2n]

eine Ellipse beschrieben. Fiir ihren Flachen-
inhalt findet man durch formale Rechnung
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FM) = 2/@ f(z)dx = Z/Oy(t)j:(t)dt = 2ab /0 sint(— sint)dt

g int t 1 ™
= 2ab/ sint dt = 2ab<—$ + Qt) = Tab.
0

0

Streng genommen diirfen wir aber Satz 9.18 hier nicht anwenden, da ja () =0
fiir t = 0 und ¢t = 7. Fiir eine korrekte Ableitung der Formel fiir den Flédcheninhalt
einer Ellipse kann man benutzen, dass

F(M) = 2/ f(z)dx = ZIim/ f(z)dz. N
—a eNo —a+te
Beispiel 5 Durch
x=ua(t—sint), y=a(l—cost) mit teR

wird eine Zykloide definiert. Diese Kurve beschreibt den Weg eines Punktes auf
der Kreisperipherie beim Abrollen des Kreises.

4

2a

0 2ra 4ma 6ma

Fiir die Flache unter einem Zykloidenbogen findet man (wieder durch formale
Rechnung, die man wie in Beispiel 4 prézisieren kann)

F(M) = /0 ' y(t)i(t)dt = a2/0 ' (1 —cost)(1 —cost)dt

costsint t)

2w 27
= a2/ (1—2603t+c082t)dt:a2<t—2s.int—|——+—
0

2 2/ 1o

= 3d’m.

9.8 Uneigentliche Integrale

Bisher haben wir das Integral fab f(z)dx definiert unter der Voraussetzung, dass f
eine beschrankte Funktion auf dem beschrinkten abgeschlossenen Intervall [a, b]
ist. Sind diese Voraussetzungen nicht alle erfiillt, so lassen sich in einigen Féllen
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durch nahe liegende Grenzwertbildungen so genannte uneigentliche Riemann-
Integrale definieren.

Wir beginnen mit dem Fall eines unendlichen Integrationsintervalles.

Definition 9.21 Die Funktion f : [a,00) — R sei auf jedem Intervall [a,t] mit
t > a Riemann-integrierbar. Existiert der Grenzwert

lim /tf(ac)dw, (9.15)

t—00 a

so bezeichnen wir thn mit faoo f(z)dx und nennen ihn uneigentliches Riemann-
Integral von f auf [a,00). Man sagt auch, dass f uneigentlich Riemann-
integrierbar ist oder dass [, f(x)dx konvergiert. Ewistiert der Grenzwert (9.15)
nicht, so heif§t faoo f(x)dx divergent. SchliefSlich heifit faoo f(z)dz absolut konver-
gent, wenn das uneigentliche Integral faoo \f(z)|dz konvergiert.

Analoge Definitionen trifft man fiir

S§—>—00

/ ;ﬂx)das = lim f< )da

sowie fiir

/_Zf(x)dx:/_;f(x)der/:of(x dr = lim_ Saf dx+tgr+noo/ @

Wie bei Reihen gelten die folgenden Aussagen.

Satz 9.22 Konvergiert das uneigentliche Riemann-Integral faoo f(z)dz absolut,
so konvergiert es.

Satz 9.23 (Vergleichskriterium) Die Funktionen f,g : [a,00) — R seien
Riemann-integrierbar auf jedem Intervall [a,t] mit t > a. Ist |f(x)| < g(x) fir
alle v > a und ezistiert [~ g(x)dx, so ist das uneigentliche Integral [ f(x)dx

absolut konvergent, und es gilt
< [Cif@lis < [ g

/aoo f(z)dx

Ist dagegen 0 < g(z) < f(z) fir alle x > a und divergiert [ g(x)dz, so divergiert
auch [ f(z)dx
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Beispiel 1 Es ist

o0 t e 1 fallsa #£ —1
/ %dr = lim %dxr = lim { atl o+l 7
1

=00 Jy t=oo | Int falls = —1
00 falls a > —1 (Divergenz)
B —a+r1 falls « < —1 (Konvergenz).
]
Beispiel 2 Es ist
0 0 -
lim dr = lim arctanz| = lim —arctans = —
s——o00 J 1+ 22 §——00 s §——00 2
und daher
0
1
/ dr = Z. (]
oo 122 2

Beispiel 3 Wir zeigen, dass fooo x"e *dxr = n! fiir n > 0. Es ist ndmlich

eine Stammfunktion des Integranden, wie man durch Differenzieren leicht
bestétigt. AuBerdem ist lim; ., F'(t) = 0, denn es ist

tk
lim — =0 fiir jedes k > 0,

t—oo €

wie man mit der ’'Hospitalschen Regel sofort sieht. Also ist

00 t
/ "¢ ¥dr = lim [ z"e *dr = lim F(t) — F(0) = —F(0) = n! n
0 t—oo Jo t—o00
Beispiel 4 Wir zeigen, dass fooo Si%dx konvergiert. An der Stelle 0 ist der
Integrand nicht definiert. Wegen lim, o *>* = 1 léisst sich die Funktion z — ==
aber zu einer auf [0, 00) stetigen Funktion fortsetzen, wenn man ihren Wert an
der Stelle 0 durch 1 festlegt. Insbesondere existiert fol Si%d:p als (eigentliches)
Riemann-Integral und wir miissen noch die Konvergenz des Integrals floo SINT oy

x
zeigen. Partielle Integration liefert fiir jedes ¢ > 1

tsingx cos x|t tcosx
doe = — — 5 dx .
. Tz I .
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Offenbar existiert der Grenzwert

t t
= lim (—ﬂ + cos 1) =cos1,
1 t—o00 t

COS ™

lim —
t—o0 X

und es verbleibt, die Existenz des Grenzwertes lim;_, flt 2% dx bzw. die Kon-

vergenz des uneigentlichen Integrals floo 5% dx zu zeigen. Wegen

CcoS T 1
‘ ‘S—Q firz>1

2 x

und Beispiel 1 existiert dieses uneigentliche Integral nach dem Vergleichskriteri-
um. u

Als eine Anwendung uneigentlicher Integrale vermerken wir das folgende Inte-
gralkriterium fir die Konvergenz von Reihen.

Satz 9.24 Sei f : [1,00) — [0,00) monoton fallend. Dann konvergiert die Reihe
S f(n) genau dann, wenn das Integral [ f(x)dx konvergiert.

Beweis Fiir jedes k > 1ist f(k+1) < kkH fz)dz < f(k).

Aufsummieren von k = 1,...,n — 1 ergibt fiir jedes n > 2
£+ + f(n) S/lnf(x)dxéf(1)+...+f(n—1).
Fiir die Partialsummen s, := > _;_, f(k) gilt also
sp— f(1) < /1nf(x)dx < Spo1-

Aus der linken Ungleichung folgt: Ist floo f(x)dx konvergent, so bleiben die s,
beschrénkt, also (da alle Reihenglieder nichtnegativ sind) konvergiert >, f(n).
Analog liefert die rechte Ungleichung die umgekehrte Behauptung. |

127



Beispiel 5 Aus Beispiel 1 wissen wir, dass floo x~ %z fiir alle o > 1 konvergiert.
Also konvergiert >°°7 L fiir alle v > 1. o

n=1 no«

Wir sehen uns eine weitere Verallgemeinerung des Integralbegriffes auf Funktio-
nen an, die nicht auf ganz [a, b] definiert und gegebenenfalls unbeschriankt sind.

Definition 9.25 Die Funktion [ : [a,b) — R sei fir jedes ¢ € (a,b) auf [a,c]

Riemann-integrierbar. Fxistiert der Grenzwert

lim /acf(a:) dx,

c/'b

so bezeichnet man ihn mit fabf(:c) dx und nennt f uneigentlich integrierbar auf
la, b].

Ganz analog definiert man diesen Begriff fiir Funktionen auf links halboffenen
Intervallen.

Beispiel 6 Es ist

1 1 {ﬁ—f—; falls o # 1

—dxr = lim —dx = lim

0o T sNO Sz sNO | —1Ins falls a = 1

1

— fallsa <1 (Konvergenz).

{ oo fallsa>1 (Divergenz)
1

|
Beispiel 7 Es ist
1 1 1
/ Inzxdr = lim [ Inzdr=lim(xlnz — x)
0 s\0 s s\0 s
= —1—lim(slns—s)=—1.
s\0
|
Beispiel 8 Es ist
/11d 1'/t1d1' ine
——dr = lim | ——dx = limarcsinz
0o V1—22 t1 )y /1 — a2 t 1 0
. . . . m
= limarcsint — arcsin(0 = arcsin 1 = —.
t 1 2
|
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10 Determinanten

Man kann jeder quadratischen Matrix eine Zahl, die Determinante der Matrix,
zuordnen, die wesentliche Informationen iiber die Matrix enthélt.

10.1 Definition und Eigenschaften

Sei A = (aij)n’n eine nxn-Matrix mit reellen Eintrdgen. Im Fall n = 1 versteht
man unter der Determinante von A = (ay;) einfach die Zahl a11, und man schreibt
det A = aq;. Die Definition der Determinanten von 2x2- und 3x3-Matrizen mo-
tivieren wir geometrisch. Sei zunéchst n = 2.

Wir berechnen den Flicheninhalt des von den Spalten d@; = (a1, a1)” und
s = (a1, a2)’ von A aufgespannten Parallelogramms.

da Der gesuchte Flacheninhalt ist gleich
dem Betrag von ||@; || ||@z] sina

p)
s

(fiir o € (0,180°) ist diese Zahl bereits nichtnegativ). Sei @y = (a9, —a12)’ der

auf @, senkrecht stehende Vektor. Dann ist ||@s| = ||@5 || sowie a = 90° — 3, und
daher gilt
@]l - @l sine: = || - [l || sin(90° - B)
= @l llaz |l cos B = a - dy.

Die Formel (2.3) fiir das Skalarprodukt ergibt schlieBlich @ - @y = a;1a92 — a12a21 .
Der gesuchte Flicheninhalt ist also gleich |ajjage — ajpas|.

Definition 10.1 Die Determinante der 2x2-Matriz A = (a;;)2,2 ist die Zahl

det A = det (an alz) = Q1G22 — Q12021 . (10.1)

Q21 A22

Analog berechnen wir nun das Volumen des von den Spalten @y, ds und asz der
3x3-Matrix A = (a;;)s3,3 aufgespannten Spats.
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Dieses Volumen ist gleich
dem Flacheninhalt des von
a, und a3 aufgespannten
Parallelogramms, multi-
pliziert mit der Hohe des
Spats. Dieser Flidcheninhalt
ist gleich ||dy x a3/, und
die Hohe ist die Lange der
Projektion p'von a@; auf den
Normaleneinheitsvektor
des Parallelogramms, also
gleich

CI_:QXC_ig

pll = | —=——= |
H“H 1 Ha’Q XCL3”

Das gesuchte Volumen ist daher gleich dem Betrag von @ - (a2 x d@3). Diese Zahl
bezeichnet man auch als Spatprodukt der Vektoren ai, ds, a3, und man schreibt

[61,62,63] = El:l . (52 X 63)

Schreiben wir die Spaltenvektoren als @, = (ay1, as1,as1)", ay = (@19, ass, azs)’
and ds = (ay3, ass, ass)’ und benutzen wir die Formel (2.3) sowie den Satz 2.10,
so finden wir eine Méglichkeit der Berechnung des Spatprodukts dreier Vektoren
mit Hilfe der Koordinaten der Vektoren:

[d1, 0o, d3] = a11022a33 + Q12023031 + Q13021032 (10.2)

—a11G23032 — Q12021033 — 13022431 -

Definition 10.2 Die Determinante der 3x3-Matriz A = (a;j)3 3 ist die Zahl auf
der rechten Seite von (10.2).

Als Merkhilfe dient die Sarrussche Regel, bei der man die ersten beiden Spalten
noch einmal hinter die Matrix schreibt:

a1 @12

a1 12 a
a921 a a
1

a21 @22

a3 a32

N

_|_

22
as2 a a3

13><
23><
33\

+

+ /N
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Fiir die Definition der Determinante einer nxn-Matrix miissen wir die Formeln
fiilr 2x2- und 3x3-Determinanten verallgemeinern. Dazu benétigen wir einige
neue Begriffe. Jede Anordnung (v4, 1s,...,1,) der natiirlichen Zahlen von 1 bis
n heifft eine Permutation dieser Zahlen. Man kann sich leicht iiberlegen, dass es
genau n! verschiedene Permutationen der Zahlen von 1 bis n gibt. Eine Permuta-
tion heifit gerade, wenn sie durch eine gerade Anzahl von Vertauschungen zweier
Elemente aus der Ausgangspermutation (1,2, ...,n) hervorgeht, sonst ungerade.
SchlieBlich definiert man das Vorzeichen sgn(vy,vs, ..., v,) der Permutation als
+1 oder —1, je nachdem, ob die Permutation gerade oder ungerade ist.

Definition 10.3 Unter der Determinante der n x n-Matriv A = (a;;)n.n versteht
man die Zahl
det A = Z sgn (Y1, Vo, « oy V) Q1 G2y - - - Qi
(v1,v2,..50n)

wobet die Summe tber alle Permutationen der natirlichen Zahlen von 1 bis n
genommen wird.

Man beachte, dass diese Definition natiirlich auch fiir quadratische Matrizen mit
komplexen Eintrégen sinnvoll ist.

Beispiel Fiir n = 3 und A = (a;;)3,3 haben wir 3! = 6 Summanden:

(1,2,3) = keine Vertauschung = sgn(1,2,3) = =  +a11a22033
(1,3,2) = eine Vertauschung = sgn(1,3,2) = -1 = —ajjassas
(2,1,3) = eine Vertauschung = sgn(2,1,3) = -1 = —ajpasass
(3,2,1) = eine Vertauschung = sgn(3,2,1) = -1 = —a3a9a3
(2,3,1) = zwei Vertauschungen = sgn(2,3,1) =1 = Hajasas
(3,1,2) = zwei Vertauschungen = sgn(3,1,2) =1 = +aj3a21a39.

Die Summe der Zahlen in der rechten Spalte ist die Determinante von A. Diese
stimmt natiirlich mit der aus Definition 10.2 iiberein. |

Es folgen die wichtigsten Rechenregeln fiir Determinanten. Dazu fithren wir eine
kiirzere Schreibweise fiir Matrizen ein. Sind aq,...,a, die Spalten einer Matrix
A, so schreiben wir A = (aq, ..., a,).

Satz 10.4 (a) Die Determinante der n X n-Einheitsmatriz I ist 1:
det I = det(ey, ea,...,e,) = 1.
(b) Die Determinante ist linear in jeder Spalte:
det(al, ceey A, A(l)bgl) + )\(2)652), Qjq1y .- ,CLn) =
= )\(1) det(al, ceey @, bg-l), Qjq1ye-- ,an) +

+ )\(2) det(al, ceey @1, b§-2), Qjy1y - ,CLn).
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(c) Vertauscht man in A zwei Spalten, so dndert die Determinante ihr Vorzei-
chen:
det(...,a;,...,a5,...)=—det(...,a;,...,a;...).

(d) Die Determinante dndert sich nicht beim Transponieren:

det A = det AT

(e) Die Determinante ist multiplikativ: fiir beliebige n X n-Matrizen A, B gilt

det(AB) = det A - det B.

(f) Ist A eine n x n-Matriz und X eine Zahl, so gilt
det(AA) = A" det A.

Man beachte, dass wegen (d) die Eigenschaften (b) und (c) entsprechend auch
fiir Zeilen gelten.

Die Berechnung von Determinanten mittels Definition 10.3 ist auflerordentlich
mithsam. Bereits fiir n = 5 héitte man 120 Produkte aus je 5 Faktoren zu berech-
nen und zu summieren. Die beiden folgenden Sétze bieten wesentlich praktika-
blere Moglichkeiten der Berechnung von Determinanten.

Satz 10.5 Seit A eine n x n-Matriz.

(a) Ist ein Spalten- oder Zeilenvektor von A der Nullvektor, so ist det A = 0.

(b) Die Addition eines Vielfachen eines Spaltenvektors (Zeilenvektors) von A zu
einem anderen Spaltenvektor (Zeilenvektor) von A lifit det A unverdndert.

(¢) Die Determinante einer Matriz von Dreiecksgestalt (d.h. alle Eintrdge ober-
halb oder unterhalb der Hauptdiagonalen sind Null) ist gleich dem Produkt
der Eintrdge auf der Hauptdiagonalen.

Man benutzt die Aussagen (b) und (c) aus Satz 10.4 sowie (b) aus Satz 10.5, um
die Matrix A in Dreiecksgestalt zu bringen ohne ihre Determinante zu &ndern.
Dann kann die Determinante mit Satz 10.5 (c¢) bestimmt werden.
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Beispiel 1

1 2 3 4 1 2 3 4
0 2 4 2 01 2 1
det 03 0 -3 = 2-3det 01 0 —1
112 6 112 6
1 2 3 4 12 3 4
0o 1 2 1 01 2 1
=6 -det 01 0 -1 =6-det 00 -2 —9
0 -1 -1 2 00 1 3
1 2 3 4 1 2 3 4
01 21 01 21
=6-(—2)det 001 117 —12det 001 1l
0013 0 00 2
und nach Satz 10.5 (¢) ist gesuchte Determinante gleich —12 -2 = —24. N

Determinanten konnen auch berechnet werden, indem man sie nach einer belie-
bigen Zeile oder Spalte entwickelt. Streicht man in der Matrix

a, ... Qg ... Qip
A= (077 R 4 7 A
ap1 -+ Apk ... Qpp

die i-te Zeile und die k-te Spalte, so bleibt (nach ,, Zusammenschieben des Restes)
eine (n—1)x(n—1)-Matrix iibrig. Ihre Determinante heiit ein Minor von A und
wird im Folgenden mit A;;, bezeichnet. Jeder nxn-Matrix hat offenbar genau n?
Minoren.

Satz 10.6 (Entwicklungssatz) Fir jede nxn-Matriv A = (a;;) und alle i,k €
{1,...,n} gilt

det A = Z(—l)””aw Aiu
v=1
(Entwicklung nach der i-ten Zeile) sowie
det A = Z(—1>k+uauk Auk
pn=1
(Entwicklung nach der k-ten Spalte).
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Die Minoren sind Determinanten; sie kénnen also nach dem gleichen Prinzip
berechnet werden. Besonders vorteilhaft ist die Entwicklung nach Zeilen oder
Spalten, die viele Nullen enthalten. Man beachte die alternierenden Vorzeichen.

Beispiel 2 Entwicklung nach der letzten Spalte liefert

4 5 1 2 1 2
3 det (7 8)—6det<7 8)+9det(4 5)

— 3-(=3) —6(—6) +9(—3) = 0. ¥

det

~ e =

oo Ot N

O© O W
|

Beispiel 3 Entwicklung jeweils nach der ersten Spalte liefert

aip Q2 a1z aiq
0 Q22 A23 A24

Q22 Q23 A24

det = Q11 det 0 a33 Qs34
0 0 a33 Qs34

0 0 44

0 0 0 g4

a33 A34
= aj1a det ( 0 au = (11022033 det(aq) = a11a20a33044.

Auf diese Weise wird klar, dass die Determinante einer Dreiecksmatrix gleich dem
Produkt der Eintrage auf der Hauptdiagonalen ist (Satz 10.5(c)). n
10.2 Determinanten und invertierbare Matrizen

Zur Erinnerung: Eine nxn-Matrix heifit invertierbar (oder regulér), wenn es eine
nxn-Matrix A=! gibt mit AA™! = A™'A = I. Aquivalent zur Invertierbarkeit
von A ist jede der folgenden Bedingungen:

(a) Die lineare Abbildung K" — K", x +— Az ist bijektiv.
(b) ker A= {0}.
(c) rang A = n.

Wir charakterisieren nun die Invertierbarkeit von A in Abhéngigkeit von der

Determinanten von A. Sei zunéichst A invertierbar. Anwendung von Satz 10.4(e)
auf A- A7 = T liefert

det A-det(A ") =det ] = 1.
Die Determinante einer invertierbaren Matrix ist also ungleich Null, und es gilt
det(A™") = (det A)~".

Wir zeigen, dass umgekehrt jede Matrix A mit det A # 0 invertierbar ist und
dass man die inverse Matrix von A explizit beschreiben kann. Dazu benétigen
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wir einige Bezeichnungen. Fiir jeden Minor Ay (i,k=1,...,n) von A definieren
wir

Aik = (—1)Z+kﬁzk

und setzen .
A A At
Ay Ao A.22 Ay,
A Aw oo A
Lemma 10.7 Fir jede nxn-Matriz A = (a;;)nn gilt
Apgj - A=A - Apgy=det A- L. (10.3)

Beweis Wir iiberlegen uns die Gleichheit A - A,4; = det A - I. Dazu berechnen
wir den ij-ten Eintrag von A - A,q;:

n n
— j+k 1
E aikAjr = E (=) aw Ay,
k=1 k=1
ail a12 ai13 cee Q1p
aj—11 Gj-12 Aj-13 .- Aj-1n
= det (0751 (07D) ;3 c (0779 . (104)
Aj+1,1 Aj412 G413 - Qjtin
an1 An2 an3 Apn

Diese Matrix entsteht, indem die j-te Zeile der Matrix A durch die i-te Zeile von
A ersetzt wird. Die Gleichheit (10.4) folgt nun aus dem Entwicklungssatz durch
Entwickeln nach der j-ten Zeile.

Es bleibt noch die Aufgabe, die Determinante der Matrix in (10.4) zu berechnen.
Das ist einfach: Fiir i = j ist dies gerade die Determinante von A, und fiir ¢ # j
enthélt die Matrix in (10.4) zwei gleiche Zeilen, so dass ihre Determinante gleich
Null ist. Es ist also

zn:wA' ~J detA wenn ¢ = j
o’ *EET 0 wenn i # 7,

und das ist die Behauptung. |

Satz 10.8 Eine nxn-Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn thre Determi-
nante ungleich Null ist. In diesem Fall gult
1
-1

- mAadj. (105)
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Beispiel 4 Die 2x2-Matrix A = [ ‘1" %12 ist genau dann invertierbar, wenn

21 Q22
det A = 11922 — Q124921 7£ 0 ist. In diesem Fall gllt
Al = 1 Q2 —a12 -
a11a92 — Q12091 \—A21  an )~

Beispiel 5

L1 2\ (-5 3 =2

2 3 4 = § —6 3 0 1. [ |

-1 21 7T =3 1

Ist A eine invertierbare Matrix, so ist jedes Gleichungssystem Az = b eindeu-
tig 16sbar, und man kann die Losung = berechnen aus z = A~'b. Eine weitere
Moglichkeit der Berechnung der Losung bietet die Cramersche Regel.

Satz 10.9 (Cramersche Regel) Die Koeffizientenmatriz A des linearen Glei-
chungssystems Ax = b sei eine invertierbare nxn-Matrix mit den Spalten
ai,as, ..., a,. Die Komponenten x1, o, ..., %, des Lisungsvektors v = A~'b sind
dann gegeben durch

= det(al, . ,ak,l,b, Aty - - - ,an)
F det(ai, as, ..., a,)

(10.6)

Im Nenner von (10.6) steht also die Determinante von A und im Zéhler die
Determinante der Matrix, die aus A entsteht, wenn die k-te Spalte von A durch
die rechte Seite b des Gleichungssystems ersetzt wird.

Beweis Wir fithren den Beweis nur fiir die erste Komponente x; des Losungs-
vektors. Der Beweis fiir die {ibrigen Komponenten verlduft analog. Sei also
r = (z1,...,2,)7 die eindeutig bestimmte Losung von Az = b. Dann ist
riay + Taas + ... + x,a, = b und daher

det(b, ag, ag, ..., a,) =

= det(xia1 + aas + ... + Tpap, az, as, . . . a,)
= det(xya,as,as,...,a,) + det(xsas, as, as, . . .a,)
+ ... +det(zpan, as, as, ... a,) (Satz 10.4(b))
= xidet(as,as,as,...,a,) + xodet(as, as,as, ..., a,)
+ ...+ z, det(ay, as,as, ..., ay) (Satz 10.4(b))
= xydetA+0+...4+0 (Satz 10.5(b))
= z;det A.
Wegen det A # 0 ist also x; = det(b, aq, ag, . .., a,)/ det A. n
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Beispiel 6 Wir l6sen das Gleichungssystem

Ty + 81’2 — 4.1'3 = 2
5271 + 633'3 = 1
—31’2 + 21’3 = -3

mit der Cramerschen Regel. Hier ist

1 8 -4 2
A:<CL1,(I2,CL3>: 5 0 6 5 b= 1
0 -3 2 -3
und
2 8 —4 1 —4
(b, a9, CL3> = 1 0 6 s (al, b, a3) = 5 1 6 s
-3 =3 2 0 -3 2
1 8 2
(al, as, b) = 5 0 1
0 -3 -3

Berechnung der Determinanten (nach Sarrus oder Entwicklungssatz) liefert
det A = —2 sowie

det(b, ag,ag) = —112, det(al,b, CL3) = 60, det(al,ag,b) = 93.
Die Losung des Systems ist also
T = 56, L9 = —30, T3 = —46,5. u

Man beachte, dass weder die Berechnung der inversen Matrix nach (10.5) noch
die Losung eines linearen Gleichungssystems iiber die Cramersche Regel fiir grofie
n praktikabel sind, da der Aufwand zur Berechnung der Determinanten schnell
ansteigt. Wir werden also weiter den Gauf-Algorithmus zur Losung linearer Glei-
chungssysteme benutzen.
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11 Eigenwerte und Eigenvektoren

Wir wissen bereits, dass man jede lineare Abbildung ¢ : K* — K" durch eine
nxn-Matrix A beschreiben kann, d.h. es ist p(z) = Az fir alle x € K". Die
Matrix A héngt dabei von der gewéhlten Basis in K" ab. Die Frage ist nun, ob
man eine solche Basis findet, in der die Multiplikation mit A besonders einfach
wird. Diese Frage wird uns auf die Begriffe Eigenwert und Eigenvektor einer Ma-
trix und damit in die Spektraltheorie linearer Abbildungen fithren. Als wichtige
Anwendung diskutieren wir die Losung quadratischer Gleichungen mit mehreren
Unbekannten.

11.1 Definitionen und einfache Eigenschaften

Am einfachsten ist die Anwendung einer Matrix A auf einen Vektor x wohl
dann, wenn wir nur mit einer geeigneten Zahl A multiplizieren miissen, d.h. wenn
Ax = Az. Die Idee ist daher, nach einer Basis von K" zu suchen, die aus Vekto-
ren xy,...,x, besteht, fiir die es jeweils Zahlen Ay,..., A\, mit Ax; = \x; gibt.
Die Darstellung von A in dieser Basis wire dann einfach die Diagonalmatrix
diag(A1, ..., An).

Definition 11.1 Sei A € C™" eine nxn-Matrix. Die komplexe Zahl \ heifit ein
Eigenwert von A, wenn es einen Vektor x € C" mit x # 0 g¢ibt, so dass die
Eigenwertgleichung

Az =Xz bzw. (A—X)z=0

erfillt ist. Jeder solche Vektor x heif§t ein Eigenvektor von A zum Eigenwert .
Lemma 11.2 Sei A ein Eigenwert von A. Nimmt man zu den zu A gehdrigen

FEigenvektoren von A noch den Nullvektor hinzu, so erhdlt man einen linearen
Raum, den so genannten Eigenunterraum von A zum Eigenwert .

Dies ist leicht einzusehen. Seien z,y Eigenvektoren zum Eigenwert A\ und sei
t € C. Dann ist
Ate) = tAxz =t(\z) = A\(tx),
Alz+y) = Az+Ay =X x+\y= Az +vy),

d.h. tz und x + y sind Eigenvektoren oder gleich Null. |

Nach Definition 11.1 ist A genau dann ein Eigenwert von A, wenn das homogene
Gleichungssystem
(A= X))z =0 (11.1)

eine nichttriviale Losung = # 0 besitzt (man beachte, dass das System (11.1) fiir
jedes A den Nullvektor als Losung hat). Eine nichttriviale Losung von (11.1) exi-
stiert nun genau dann, wenn die Matrix A — A/ nicht invertierbar ist (andernfalls
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wire nimlich z = (A — AI)~!-0 = 0 die einzige Losung des Systems). Nach Satz
10.8 ist die genau dann der Fall, wenn

det(A — M) = 0. (11.2)

Berechnet man det(A — AJ) in Abhéngigkeit von A, so erhdlt man ein Polynom
in A vom Grad n.

Definition 11.3 Die Gleichung (11.2) heifit die charakteristische Gleichung der
Matrix A, und das Polynom Ps(\) := det(A — AI) heifit das charakteristische
Polynom der Matrix A.

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra (dessen reelle Version wir in Satz 9.19
kennen gelernt haben), hat jedes Polynom vom Grad n > 1 mit komplexen Koef-
fizienten genau n komplexe Nullstellen (entsprechend ihrer Vielfachheit gezihlt).
Daher gilt

Satz 11.4 (a) Jede Matrizx A € C™" besitzt genau n komplexe Eigenwerte (ent-
sprechend ihrer Vielfachheit gezdhlt).

(b) Ist A e R™™, so ist mit jedem nichtreellen Eigenwert A auch die konjungiert-
komplexe Zahl A ein Eigenwert von A.

.. . (3 4. _(3=X 4
Beispiel 1 Fiir A = (5 2) 1stA—)\I—( 5 2_)\> und daher

det(A—X)=(3—-X)(2—X) —20 =\ — 5\ — 14.

Die Nullstellen dieses Polynoms und damit die Eigenwerte von A sind also A\ =7
und Ay = —2. Analog erhélt man fiir

0 1 -2 1
B:(—l O) bzw. B—)Jz(_l _)\)

det(B— M) = (A2 +1=X\+1

und damit die Eigenwerte \; = i, Ay = —i. Eine reelle Matrix muss also keine
reellen Figenwerte besitzen. Nun sei

0 1 1 -\ 1 1
C=1-3 2 3 bzw. C—-X=|-3 2—X 3
1 10 1 1 —A

Mit der Sarrusschen Regel findet man

det(C —AI) = (=A)*2-A)+3-3—(2—=X) =3(=A) = (=3)(=))
= N H22X A -2=-A-2)A+ 1)\ —1).
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Die Eigenwerte der Matrix C sind also \; = 2, Ay = —1 und A3 = 1. Schliefllich

sel \
0 1 — 1
D—<O O) bzw. D—)\I—(O _)\).

Dann ist A\; = Ay = 0 ein doppelter Eigenwert. |

Zur Berechnung der zu einem Eigenwert A von A gehorigen Eigenvektoren muss
man das homogene Gleichungssystem (A — AI)z = 0 16sen.

Beispiel 2 Wir berechnen die Eigenvektoren der Matrizen C' und D aus Beispiel
1. Zum Eigenwert \; = 2 von C' erhélt man die Matrix

-2 1 1
C—M[=-3 0 3
1 1 -2

Vertauschen von 1. und 3. Zeile und Division der 2. Zeile durch 3 fithren auf
die folgende Matrix, die wir mit den Operationen des GauBalgorithmus weiter
vereinfachen:

1 1 =2 1 1 =2 11 =2
-10 1 |]=(|01-1|={(01 -1
-2 1 1 03 -3 00 O

Die Losungen dieses Gleichungssystems sind also alle Vektoren
t(1,1, D" mit t € R, (11.3)

und diese Vektoren bilden auch den Eigenunterraum von C' zum Eigenwert \; = 2.
Die Eigenvektoren zu A\; = 2 sind gerade die Vektoren (11.3) mit ¢ # 0. Ganz
analog findet man die Eigenvektoren

t(0,1,-1)" mit t € R\{0}  bzw.  #(1,0,1)" mit ¢t € R\{0}

zu den Eigenwerten Ay = —1 bzw. A3 = 1 von C. Fiir die Matrix D lautet das ent-
sprechende Gleichungssystem zur Bestimmung der Eigenvektoren zum Eigenwert

)\1 = /\2 = O
0 1 T\ o
(O O) <x2> =0 bzw. z9=0.

Alle Eigenvektoren haben also die Gestalt
t(1,0) mit ¢ € R\{0}. ]
Wir kommen zu einer wichtigen Eigenschaft von Eigenvektoren.

Satz 11.5 Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten einer Matrix
A e C™" sind linear unabhdngig.
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Beweis Seien \q, ..., \; paarweise verschiedene Eigenwerte von A und vy,..., v
seien zugehorige Eigenvektoren. Wir miissen zeigen, dass aus

v+ ...+ ogu =0 folgt oy =...=a,=0 (11.4)
und benutzen dazu vollsténdige Induktion.

Fir & = 1 ist die Aussage (11.4) offenbar richtig. Wir nehmen an, dass sie fiir
k — 1 paarweise verschiedene Eigenwerte richtig ist und zeigen, dass sie dann
auch fiir k paarweise verschiedene Eigenwerte gilt. Eine Anwendung von A auf
die Gleichung
o] + ..o v+ opvr = 0 (11.5)
ergibt
atAvr+ .o+ a1 Avg_1 + oy, Avy, = 0

bzw.

(11)\11)1 + ...+ Oékfl/\k,ﬂ}kfl + Oék)\k’l}k =0. (116)

Andererseits liefert Multiplikation von (11.5) mit A
ALV + o+ Qo A UE—1 F AU = 0. (11.7)
Wir subtrahieren (11.6) von (11.7) und erhalten
ar( A — A)vr 4o a1 (A — Ap—1) g1 = 0.
Nach Induktionsvoraussetzung sind vy, ..., v;_; linear unabhéngig. Also ist
ar(Ark— A1) = ... = ap_1 (Mg — A1) =0,

und da die Eigenwerte paarweise verschieden sind, folgt hieraus a3 = ... =
ag—1 = 0. Aus (11.5) folgt schlielich noch ay = 0, d.h. die Vektoren vy,..., vy
sind tatséchlich linear unabhéngig. |

Da die Dimension von K" gleich n ist, kann wegen Satz 11.5 eine Matrix A € K™"
héchstens n linear unabhéingige Eigenvektoren besitzen. Genauer gilt:

Satz 11.6 Ist A\ ein Figenwert von A € K™" der Vielfachheit m (d.h. ist A
eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms von A der Vielfachheit m), so
besitzt A hochstens m linear unabhdngige Eigenvektoren zum Eigenwert X\, d.h.
die Dimension des Figenunterraumes von A zum Eigenwert X ist hdchstens m.

Ist insbesondere A ein einfacher Eigenwert von A, so ist der zugehorige Eigenun-
terraum (also der Kern von A — A I) eindimensional. Es hitte also in Beispiel 2
geniigt, einen Eigenvektor von C' zum Eigenwert \; = 2 zu erraten, um die Be-
schreibung (11.3) des Eigenunterraums von C' zu diesem Eigenwert zu erhalten.

Hier sind noch zwei weitere Aussagen iiber Eigenwerte beliebiger Matrizen.
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Satz 11.7 Sind Ay, ..., \, € C die Eigenwerte von A = (a;j)nn, so gilt
)\1—1—)\2+...+)\n:a11—|—a22—|—...+ann (118)

sowie

AAsc oo s Ay = det A. (11.9)

Die Summe a1 + ass + . . . + a,, der Hauptdiagonalelemente einer Matrix A heifit
auch die Spurvon A. Aus (11.9) folgt insbesondere, dass eine quadratische Matrix
genau dann invertierbar ist, wenn keiner ihrer Eigenwerte Null ist.

Satz 11.8 Sei k > 0 eine ganze Zahl. Sind A\, ..., )\, die Eigenwerte von
A€ C™™, so sind A, ... \F die Eigenwerte von A%. Ist A invertierbar, so sind
AR AR die Bigenwerte von A™F = (A1),

Wir haben hier die Vereinbarung A° = I benutzt.

11.2 Koordinatentransformationen

Vorbereitend fiir die ndchsten Abschnitte sehen wir uns nun an, wie sich die
Darstellung eines Vektors oder einer Matrix bei einem Basiswechsel verdndert.
Dazu sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum iiber K (wer mochte, darf sich V' =
K" vorstellen). Ist ey,...,e, eine Basis in V| so kann jeder Vektor v € V auf
eindeutige Weise als Linearkombination

v=uxe1+...+xpe, mit xz; €K (11.10)

geschrieben werden. Ist fi, ..., f, eine weitere Basis von V| so kann v auch ein-
deutig geschrieben werden als

v=yifi+...+y.fn mit y; € K (11.11)

Uns interessiert der Zusammenhang zwischen den Koeffizienten x; in (11.10) und
y; in (11.11). Dazu stellen wir jeden Basisvektor f; in der Basis ey, ..., e, dar:

n
fj = C15€1 + ...+ Cnj€n = E Cij€;
=1

mit eindeutig bestimmten Zerlegungskoeffizienten c;;. Einsetzen in (11.11) ergibt

n n

v = Zyjfj = Zyj Zcijei = Z (Zcijyj)eia
j=1 j=1 =1

i=1  j=1

und ein Koeffizientenvergleich mit (11.10) liefert schliellich
vi= ey fir i=1,...,n (11.12)
j=1
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Wir kénnen diese Gleichungen auch schreiben als

Z1 Ci1 Ci2 ... Cip n
) Co1 C22 ... Cop Yo

= | . ) i . bzw. 1z = Cy. (11.13)
Ty Cp1 Cp2 ... Cpp yn

Die j. Spalte der Transformationsmatrix C' besteht gerade aus den Zerlegungs-
koeffizienten von f; bzgl. der Basis ey, ...,e,. Bei Kenntnis von C' kénnen wir
mit (11.13) aus der Darstellung (11.11) des Vektors v die Darstellung (11.10)
bestimmen. Da die Matrix C' invertierbar ist (ihre Spalten sind im wesentlichen
gerade die linear unabhéngigen Vektoren fi,..., f,), kann man auch umgekehrt
(11.11) aus (11.10) durch y = C~ 'z bestimmen.

Beispiel 3 Wir betrachten die Basen e; = ((1]), €y = (?) sowie f; = (1),

fo= (_12) von R2.

Dann ist
2 fi = erte
A fa = —2e1+e
v
und folglich
2 N
B fl I _ 1 -2 Y1
# 0 T él X2 1 1 Y2 .

%
In der Skizze ist 0A der Vektor y; f; und

O? der Vektor ys fo. |
Nun betrachten wir eine lineare Abbildung ¢ : V' — V. Diese hat beziiglich der
Basis ey, ..., e, die Matrixdarstellung A = (a;;),,, mit
g0(€i>:&1i€1+...+&m€n furzzl,,n

und beziiglich der Basis fi, ..., f, die Matrixdarstellung B = (b;;),,, mit
o(fi)=bufi+...+byf, firi=1,... n.

Sei nun v € V ein beliebiger Vektor und = = (z1,...,2,)" bzw. y = (y1, ..., yn)"
seine Koordinatenvektoren beziiglich der Basis eq,...,¢e, bzw. fi,..., f,. Dann
hat ¢(v) die Darstellung Az beziiglich der Basis ey, ..., e, und By beziiglich der
Basis fi,..., fn. Aus (11.13) wissen wir, dass

Ar=CBy und x=Cly.
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Durch Einsetzen folgt hieraus ACy = C'By, und da dies fiir alle y € K" gelten
muss, ist AC' = C'B bzw.

B=C"1AC. (11.14)
Ist also A die Matrixdarstellung der linearen Abbildung ¢ in der Basis eq, ..., e,,
so ist Ot AC die Matrixdarstellung derselben Abbildung in der Basis fi,..., f,.

Definition 11.9 Zwei Matrizen A, B € K™" heiffen dhnlich, wenn es eine in-
vertierbare Matriz C' € K™" so gibt, dass

B=C1AC.

Ahnliche Matrizen gehen also durch eine Koordinatentransformation auseinander
hervor.

Satz 11.10 Ahnliche Matrizen besitzen gleiche charakteristische Polynome und
folglich auch gleiche Eigenwerte.

Dies folgt sofort aus
B—X=C"1AC - \XC7'C=C"1YA-\C
und aus der Multiplikativitdt der Determinante (Satz 10.4(e)). n

Um die Eigenwerte von A zu berechnen, kann man also ebenso die Eigenwerte
einer zu A dhnlichen Matrix berechnen, falls dies einfacher ist. Auf dieser Idee
beruhen viele numerische Verfahren zur Berechnung von Eigenwerten.

11.3 Diagonalidhnliche Matrizen

Wir kommen zu unserem Hauptthema zuriick: Gibt es fiir jede Matrix A € K™"
eine Basis von K" aus Eigenvektoren von A? Falls alle Eigenwerte von A einfach
sind, kann diese Frage bejaht werden. In diesem Fall hat A ndmlich n verschie-
dene Eigenwerte, zu jedem dieser Eigenwerte findet man einen Eigenvektor, und
diese n Eigenvektoren sind linear unabhéngig nach Satz 11.5, d.h. sie bilden eine
Basis. Hat dagegen die Matrix A mehrfache Eigenwerte, so braucht eine Basis
aus Eigenvektoren nicht zu existieren, wie die Matrix D aus Beispiel 2 zeigt.

In diesem Abschnitt sehen wir uns Matrizen an, fiir die eine Basis aus Eigen-

vektoren existiert. Sei also A € K™", und es seien Ay, ..., \, die Eigenwerte von
A mit zugehorigen Eigenvektoren vy,...,v,, die eine Basis von K" bilden. Die
Eigenwertgleichungen

Avk:)\kvk, ]{3:1,...,72,
kénnen zu einer einzigen Matrixgleichung zusammengefasst werden:

A1

A2
A(vy,v9, ..., 0,) = (V1,V2,...,0,)
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bzw.

AT = leag(Al, )\2, e )\n)

mit T = (vy,v2,...,v,). Da die Spalten von T linear unabhéngig sind, ist T
invertierbar, und wir erhalten

T PAT = diag(A\i, Ao, ..., An). (11.15)

Definition 11.11 FEine Matriz A € C™*™ heifst diagonaldhnlich, wenn es eine
invertierbare Matriz C' € C™™ gibt, so dass C~YAC eine Diagonalmatriz ist.

Matrizen, fiir die es eine Basis aus Eigenvektoren gibt, sind also diagonaléhnlich.
Mit anderen Worten: stellt man eine solche Matrix in der Basis dar, die aus ihren
Eigenvektoren besteht, so erhélt man eine Diagonalmatrix. Auch die Umkehrung
ist richtig: Ist A diagonaldhnlich, d.h. ist

CrAC = diag(ay, ..., ap),

so sind aq, ..., a, die Eigenwerte von A, und die k-te Spalte von C'ist ein Eigen-
vektor von A zum Eigenwert \y. Da C invertierbar ist, sind die Spalten von C'
linear unabhéngig, d.h. die Eigenvektoren von A bilden eine Basis.

Satz 11.12 Die Matrix A € C™™" ist genau dann diagonaldhnlich, wenn es eine
Basis von C" aus Eigenvektoren von A gibt.

Fiir die Matrix C' aus Beispiel 2 ist beispielsweise

-1

1 0 1 0 1 1 1 0 1 2 0 0
1 1 0 -3 2 3 1 1 0)=10 -1 0
1 -1 1 1 10 1 -1 1 0 0 1

In den néchsten Abschnitten wollen wir Klassen von Matrizen angeben, fiir die
man von vornherein weif, dass sie diagonaléhnlich sind (alle Matrizen A € R™*™
mit AT = A haben beispielsweise diese Eigenschaft). Vorher sehen wir uns eine
spezielle Klasse von Basen in R” und C" genauer an.

11.4 Orthonormalbasen

Besonders angenehm ist das Arbeiten mit Basen, deren Vektoren senkrecht auf-
einander stehen und die Lénge (Norm) 1 haben. Die Basis €}, ... &, aus den Ko-
ordinateneinheitsvektoren des R™ hat beispielsweise diese Eigenschaft. Um solche
Basen auch in C" betrachten zu kénnen, verallgemeinern wir die Begriffe Skalar-
produkt und Norm auf Vektoren aus C".
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Definition 11.13 (a) Das Skalarprodukt der Vektoren x = (x4, ...

(Y1, .-, yn)t € C™ ist die komplexe Zahl
(x,y) == 2101 + ... + T Un-

(b) Zwei Vektoren x,y € C" heiffen senkrecht, wenn (x,y) = 0.
(c) Die Norm des Vektors x = (z1,...,x,)" € C" ist die Zahl

||| == \/|:1:1|2 + . |22

(11.17)

Man beachte, dass fiir Vektoren x,y € R" diese Begriffe mit den frither eingefiihr-
ten {ibereinstimmen. Wir werden im Weiteren die Schreibweise (x,y) statt = -y
fiir das Skalarprodukt benutzen, um Verwechslungen mit dem Matrixprodukt zu
vermeiden. Die Rechenregeln sind dhnlich wie im Reellen. Es gelten weiterhin die

Beziehung
(z,2) = |||,

die Dreiecksungleichung
2+ yll < =]l + ]l

sowie die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

[z o) <zl -

Man beachte lediglich, dass fiir A € C und alle z,y € C" gilt (x,y) = (y,z) und

daher -
(Az,y) = Xx,y), aber (x,\y) = Nz,y).

Definition 11.14 Fine Basis e, ..., e, von C" heifst Orthonormalbasis, wenn

<ei,ej>:{(1) Z;; fiir allei,j=1,...,n.

Wir lernen nun das Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren kennen, das aus
jeder Basis von C" (oder R™) eine Orthonormalbasis erzeugt. Sei vy, v, ..., v,
eine Basis von C". Wir wéhlen e; := 2. Dann ist natiirlich (e;, e1) = ||e1|| = 1.

vy
[lo1]]

Wir wihlen den Ansatz e, = age; + v5 und bestimmen «s; so, dass (e}, e1) = 0.

Wegen

0= <€/27€1> = (ag1€1 + Vg, €1) = a1(€1, €1) + (V2, €1) = o1 + (v2,€1)

muss ag; = —(vg, €1) sein. Also ist
/
eq = —(vg, e1)€e1 + g,
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und wir normieren noch: ey := €, /[|e}||. Dann ist ||ez]] = 1 und (es, e1) = 0. Fiir
das néchste Element setzen wir an e = agie; + agaes + v3 und bestimmen gy
und sy aus (e, e1) = (€5, e2) = 0. Wegen

0 = (€}, e1) = (ag1€1 + azaes + vs,€1) = @z + (vs, €1)

ist az; = —(v3, €1), und analog erhélt man azs = —(vs, €2). Also ist

und wir setzen noch ez := €4/ ||es||. Wir fahren so fort und erhalten im k-ten
Schritt
e, = —(vg,e1)er — ... — (U, ep_1)er_1 + vk (11.18)

und ,
_ %

ekl
Dabei gilt (e, e1) = ... = (eg, ex—1) = 0 und ||ex|| = 1. Wir miissen uns lediglich
noch {iberlegen, dass die e, niemals die Nullvektoren sind. Nehmen wir an, es sei
e, = 0. Aus (11.18) folgt dann

e (11.19)

Vp = <Uk, 61>61 + ...+ <Uk7 6k—1>€k—1‘ (1120)
Nach Konstruktion ist aber jeder der Vektoren ey, ... ex_; eine Linearkombination
der Vektoren vy,...,vg_1. In (11.20) wird also der Vektor vy als eine Linearkom-
bination der Vektoren vy, ..., v,_; dargestellt. Das ist aber unméglich, da wir die
Vektoren vy, ..., v, als linear unabhéngig vorausgesetzt hatten.
Nach n Schritten erhélt man aus den Vektoren vy, ..., v, eine Orthonormalbasis
e1,...,e, von C". Allgemein kann man das Schmidtsche Orthogonalisierungs-
verfahren benutzen, um aus einem linear unabhéngigen System vq,...,v; von
Vektoren ein Orthonormalsystem ey, ..., e, mit

span{vy, ..., v} = span{ey, ..., e}

Zu erzeugen.
Beispiel 4 Seien

v = (1,1,1, )", vy =(1,0,1,0)", w3 =(0,0,1,1)".
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Dann erhalten wir nacheinander

1
e = mﬂMHzmﬂzéﬂJJJF,
ey = —(vg,er)er + vy

1 1
= —LguJJJﬂAmLQLmTziu—LL—Dﬁ

1
€2 = 6/2/ He/ZH = 6/2 = 5(17_1717—1)T7

es = —(vs,e1)e; — (v3,ea)es + U3

1 1
= —?LLLUT—ofrHQQLDT:égL—LLnﬁ

1
es = e/ les]| =e5 = 5(—1,—1,1,1)T.

Die Vektoren e, es, e3 spannen den gleichen Raum auf wie vq, vy, v3, und sie bilden
ein Orthonormalsystem. |

11.5 Eigenwerte und Eigenvektoren symmetrischer Matrizen
Fiir jede Matrix A = (a;;)mn € C™" setzt man

— —T

A= (Gjj)mn und A" :=A".
Die Matrix A* € C™™ heifit die zu A adjungierte Matrix.

Definition 11.15 Fine Matrix A € R™™ heifst

symmetrisch, wenn AT = A, und
orthogonal, wenn A invertierbar ist und AT = A=,

Fine Matrix A € C™™ heifit

hermitesch (oder selbstadjungiert ), wenn A* = A, und
unitir, wenn A invertierbar ist und A* = A7L.

Beispiel 5 Die Matrizen

10 2 2 cosp —singp V2o
2 —7)’ —i 5)7 sinp cosp )’ 0 ei/?

sind entsprechend symmetrisch, selbstadjungiert, orthogonal bzw. unitér. |

Fiir den Rest dieses Kapitels beschéftigen wir uns nur mit dem reellen Fall, d.h.
mit orthogonalen bzw. symmetrischen Matrizen. Alle Uberlegungen bleiben aber
auch im komplexen Fall richtig, wenn man transponierte Matrizen durch adjun-
gierte ersetzt und die Begriffe orthogonal und symmetrisch durch unitdr und
selbstadjungiert.
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Eine orthogonale Matrix A € R™" ist charakterisiert durch die Gleichungen
AAT = ATA=1T. (11.21)

Das bedeutet, dass die Spaltenvektoren von A (ebenso wie die Zeilenvektoren)
eine Orthonormalbasis des R™ bilden. Man rechnet auch leicht nach, dass Pro-
dukte und Inverse orthogonaler Matrizen wieder orthogonale Matrizen sind und
dass die Determinante einer orthogonalen Matrix gleich 1 oder —1 ist. Fiir eine
weitere Eigenschaft benotigen wir

Lemma 11.16 Fir jede Matrix A € R™™ und beliebige Vektoren x,y € R" gilt
(Az,y) = (v, ATy). (11.22)

Beweis Sei A = (a;j)nn. AT = B = (bij)n, und & = (2:)n, ¥ = (y;)n. Dann ist
b;j = aj;, und wir erhalten

(Az,y) = Z(A$)iyi = Z Z Qi T5Y;
=1 i=1 j=1
= Z x; Z ;Y = Z Z; Z bjiyi
j=1 =1 g=1 =1
= Y a,(By); = (v, By) = {x. ATy). -
=1

Ist A eine orthogonale Matrix, so ist wegen (11.21) fiir beliebige Vektoren x,y €
R’I’L

(w,y) = (AT Az, y) = (Az, (AT)Ty) = (Az, Ay), (11.23)
d.h. die Multiplikation mit A &ndert weder die Lénge eines Vektors noch den Win-
kel zwischen zwei Vektoren. Die orthogonalen 2x2 und 3x3-Matrizen stammen

gerade von den Drehungen und Spiegelungen des R? bzw. R? her (vgl. Abschnitt
4.2 zu den Drehungen des R?).

Wir kommen nun zur Eigenwerttheorie symmetrischer Matrizen.
Satz 11.17 Die Eigenwerte symmetrischer Matrizen sind reell.

Beweis Sei A € R™" eine symmetrische Matrix, A = a + i mit o, 8 € R ein
Eigenwert von A und x # 0 ein zugehoriger Eigenvektor. Dann ist A — ol wieder
symmetrisch, und deshalb ist

0 = (A= M)x||* = (Az — Az, Ax — \7)
= (Az — ax — Piz, Ax — ax — Pix)
= (Ar —az, Av — ax) — Bi(x, Az — ax) — Bi(Azx — ax,x) + Bifi(z, v)
= [|Az — az|]® - ifz, (A - al)z) + Bi((A — al)z, z) + |||
= [|Az — ax|]® + 57|«

149



Hieraus folgt 5%||z||*> = 0, also B||z| = 0, und da ||z|| # 0, muss 3 =0 sein. =

Satz 11.18 Figenvektoren symmetrischer Matrizen, die zu unterschiedlichen Ei-
genwerten gehdren, stehen senkrecht aufeinander.

Beweis Seien A € R™" symmetrisch, A # u Figenwerte von A und v, w zugehori-
ge Figenvektoren. Dann ist

Mo, w) = (A, w) = (Av,w) = (v, Aw) = (v, pw) = pv, w),
also

(A= p) (v, w) = 0.

Da A # p ist, muss (v, w) = 0 sein. n

Satz 11.19 Zu jeder symmetrischen nxn-Matriz A gibt es eine aus Eigenvekto-
ren von A bestehende Orthonormalbasis von R™.

Beweisidee Sei \; ein Eigenwert von A und x; ein zugehoriger Eigenvektor. Wir
betrachten die Menge aller zu z; senkrechten Vektoren

Vi={z eR": (z,21) =0}.

Diese Menge ist ein linearer Teilraum von R". Wir zeigen, dass V; invariant ist
fir A, d.h. fiir jeden Vektor xz € V; liegt auch Az wieder in V;. Sei also x € V.
Dann ist nach Lemma 11.16

<A.Z’,I1> = <$,ALIZ‘1> = <Z‘,)\11’1> = >\1<ZL’,I‘1> = O,
also tatsachlich Az € V.

Die Matrix A definiert daher eine lineare Abbildung von V; nach Vi, die wir mit
einer (n—1)x(n—1)-Matrix identifizieren konnen. Diese Matrix ist wieder sym-
metrisch, und sie besitzt einen Eigenwert A\, und einen zugehorigen Eigenvektor
x9 € Vi, die zugleich natiirlich auch Eigenwert bzw. Eigenvektor von A sind.

Wir fahren so fort, d.h. wir betrachten die Menge V5 aller Vektoren, die auf z; und
Zo senkrecht stehen, finden einen weiteren Eigenvektor z3, u.s.w. Nach n Schritten
haben wir n Eigenvektoren von A gefunden, die nach Konstruktion paarweise
aufeinander senkrecht stehen. Wir normieren diese Vektoren und erhalten eine
Orthonormalbasis des R", die ausschliellich aus Eigenvektoren von A besteht. m

Folgerung 11.20 Jede symmetrische nxn-Matrix ist diagonaldhnlich. Genauer:
ist A eine symmetrische nxn-Matriz mit den Figenwerten A1, ...,\,, so gibt es
eine orthogonale Matrixz mit

CTAC = diag(A1, ..., \n).
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Beweis Aus Abschnitt 11.3 wissen wir, dass die Spalten von T' die Eigenvektoren
von A sind. Wihlen wir diese Eigenvektoren als Orthonormalsystem (was nach
Satz 11.19 moglich ist), so wird 7" eine orthogonale Matrix. |

Praktisch kann man bei der Bestimmung einer Orthonormalbasis aus Eigenvek-
toren einer symmetrischen nxn-Matrix A wie folgt vorgehen:

1. Man bestimmt die paarweise verschiedenen Eigenwerte \{,...,\; von A
sowie ihre Vielfachheiten ny,...,ng. Esist alson; + ... +ng =n.

2. 7Zu jedem FEigenwert A\, der Vielfachheit n; bestimmt man nj linear un-
abhéngige Figenvektoren.

3. Im Fall n;, > 1 werden diese Eigenvektoren mit dem Schmidtschen Ortho-
gonalisierungsverfahren (Abschnitt 11.4) orthogonalisiert.

4. Alle Eigenvektoren werden normiert.

Abschlieflend fithren wir noch einige Begriffe ein, die wir bei der Behandlung der
Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer Verédnderlicher ben6tigen werden.

Definition 11.21 FEine symmetrische Matrix A € R™™ heifit positiv definit (po-
sitiv semidefinit), wenn

(Az,z) >0 (bzw. (Az,z) > 0) fiir alle z € R",x # 0.

Die Matriz A heifit negativ definit (negativ semidefinit), wenn —A positiv de-
finit (positiv semidefinit) ist. Schlieflich heifft A indefinit, wenn (Ax,x) sowohl
positive als auch negative Werte annimmt.

Satz 11.22 Fir jede symmetrische Matriz A € R™" sind die folgenden Aussagen
aquivalent:

a) A ist positiv definit.
b) Alle Eigenwerte von A sind positiv.

c) Alle Determinanten
ay; ... Qg

det : S, 1=1,...,n

sind positiv.
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Die Aquivalenz von (a) und (b) erhilt man leicht aus Folgerung 11.20. Die Aqui-
valenz von (a) und (c) ist auch bekannt als Hurwitz-Kriterium.

Beispiel 6 Die Matrix A = ( 4 _2) ist positiv definit, da ihre Unterdetermi-

-2 3
nanten

det(4) =4 und det (_42 _32) =38

positiv sind (Hurwitz-Kriterium). Zu diesem Ergebnis wiren wir auch durch die
Berechnung der Eigenwerte
7T+ V17

2
von A gelangt, die beide positiv sind. Dagegen ist die Matrix

Ay =

4 4 1
A=1|4 8 5
1 5 4

indefinit, was man wie folgt schnell einsehen kann. Die Spur von A ist 16. Da die
Spur gleich der Summe der Eigenwerte ist, ist mindestens ein Eigenwert von A
positiv. Die Determinante von A ist —4, also negativ. Da die Determinante gleich
dem Produkt der Eigenwerte von A ist, ist mindestens einer der Eigenwerte von
A negativ. |

11.6 Quadratische Gleichungen und Hauptachsentransformation

Wir sehen uns nun quadratische Gleichungen mit mehreren Unbekannten an und
wollen im néchsten Abschnitt ihre Losungsmenge beschreiben. Aus der Schule
kennen wir quadratische Gleichungen mit einer Unbekannten z

ar’* +bx+c=0, a,bccR,

und wir wissen, dass eine solche Gleichung keine, eine oder zwei reelle Losungen
besitzen kann. Die allgemeine quadratische Gleichung in zwei Unbekannten x;
und x5 lautet

CLH[E% + 20,12ZE1£(]2 + CLQQ!L’% + blfL‘l + bgl‘g +c=0 (1124)

mit reellen Koeffizienten a;;,b; und c. Die Gleichung (11.24) l&8t sich mit Hilfe
von Matrizen kompakter schreiben. Dazu seien

A= <a11 a12> , b= <b1> und =z = (xl) .
Q12 Q22 by X9

Dann kann man (11.24) schreiben als

(Az,z) + (b,x) + ¢ = 0.
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(Nachrechnen!) Allgemein 148t sich die quadratische Gleichung in n Unbekannten

T1yeooyTpy
n n n
2
g a;x; + 2 g ;x5 + E bixi+c=0
i=1 i=1

1,j=1
1<J

mit der symmetrischen Matrix A = (a;;),,,» und den Vektoren

by |
b= : und = =
bn :En
schreiben als
(Az,x) + (b,x) + c = 0. (11.25)

Die Abbildung z +— (Ax, z) heiit auch eine quadratische Form.

In zwei Schritten transformieren wir die Gleichung (11.25) in eine Gestalt, aus
der wir die Losungsmenge unmittelbar ablesen konnen.

1. Schritt Wir beseitigen die gemischten Terme 2. Ordnung wie 2a;;2;2;. Dazu
bestimmen wir die Eigenwerte A1, ..., \, von A und ein dazu gehorendes System
vy, ...,0, orthonormierter Eigenvektoren. Weiter sei C' die orthogonale Matrix,
deren Spalten gerade die Vektoren vy, ..., v, sind. Nach Folgerung 11.20 ist dann

CTAC = diag(Ay, ..., ).

Wir fithren nun statt zq, ..., x, neue Variable y, ..., y, mit
T Y1
T = =C| | =Cy
‘T'I’L yn

ein. Dann wird aus (11.25)

(ACy,Cy) + (b,Cy) + ¢ =0

bzw.
(CTACy,y) +(CTb,y) +c =0,
d.h.
(diag(A1, ..., M)y, y) +(d,y) +c=0 (11.26)
mit d = (dy,...,d,)T := CTb. Damit haben wir unser Ziel im ersten Schritt

erreicht, denn ausgeschrieben lautet (11.26)

MY+ Agys + . My diys +doys + ..+ dpy, + ¢ = 0. (11.27)
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Die Multiplikation mit einer orthogonalen Matrix mit Determinante 1 entspricht
geometrisch einer Drehung des Koordinatensystems um den Nullpunkt. Da man
gegebenenfalls durch Vertauschen zweier Spalten von D erreichen kann, dass
det D = 1 ist, lasst sich durch eine solche Drehung stets das Verschwinden der
gemischten Glieder erreichen.

2. Schritt Falls A\, # 0, beseitigen wir das Linearglied dyyy in (11.27). Dazu
schreiben wir \yy? + dpyx als

d, d, £ £
M2+ ) = a2+ Sy ) - G
k(yk+Ak i) k<yk+)\k y’“+4xg> ),
di\2 &
= Ak(?ﬂc*m) Dy

(quadratische Ergénzung). Den Summanden —% nehmen wir in das Absolut-
glied auf, und wir fithren eine neue Variable

dk
2p =Y + ——
k Yk 2

ein. Ist A\x = 0, so ersetzen wir einfach y, durch z,. Geometrisch gesehen haben
wir damit das Koordinatensystem verschoben.

Das Resultat dieser beiden Schritte sieht wie folgt aus. Sind alle Eigenwerte von
A ungleich Null, so wird aus (11.25) eine Gleichung der Gestalt

)\lzf—i-...—l—)\nzi—i-lzo

mit einem Absolutglied [.

Sind die Eigenwerte Ai,...,\s ungleich Null und die Eigenwerte Agiq,..., A\,
gleich Null, und sind auch die Koeffizienten dg,1, ..., d, in (11.27) gleich Null, so
erhalten wir eine Gleichung der Form

Mzi+ .o+ A2+ 1=0 mits<n.

Seien schliefllich die Eigenwerte \q,...,\s ungleich Null, die Eigenwerte

Asils- - -5 Ap gleich Null; und wenigstens einer der Koeffizienten dg, 4, ...,d, un-
gleich Null. Der Bestimmtheit halber sei etwa d,, # 0. Dann behalten wir die
Variablen zi, ..., 2,1 und ersetzen z, durch die neue Variable 2/, mit

—22 i=dgi 12601+ .o+ dpzn + L
Wir erhalten dann die Gleichung
)\12’%—1—...%—)\52'3—22”:0 mit s < n,

wobei wir die Variable 2], wieder mit z, bezeichnet haben.
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Satz 11.23 Durch die oben beschriebenen Koordinatentransformationen ldfst
sich jede quadratische Gleichung in n Variablen

(Az,z) + (b,x) +c=0
in eine der folgenden Formen bringen:

Typ I: M22+ ...+ X222 +1=0 mit A #0,...,  # 0,

Typ 20 M22+ ...+ A22+1=0 mit M #0,... A F0,s<n, Ag1=...=
Typ 3: Mz22+... + X022 =22, =0 mit A\ #0,...,0#0,8s<n, Ay1=...=

Wir sehen uns nun die Gleichungen in zwei Verénderlichen z, 2z, genauer an.
Diese Verédnderlichen bezeichnen wir wie iiblich mit x und y. Im Fall A\; > 0,
Ay >0 und [ <0 (Typ 1) erhalten wir

i—lla:2+i—2ly2:1.

Mit den neuen Parametern a% = i—ll > (0 und b% = ’l—Ql > 0 wird hieraus

2 2
z Y
§+b_2:1'

Diese Gleichung beschreibt eine FEllipse mit den Halbachsen a und b:
WY
b

Ganz analog erhilt man die folgende Ubersicht, in der die Kurven zweiter Ord-

155



nung klassifiziert sind.

Typ M Ao [ Gleichung Kurventyp
1 >0 >0 <0| 5+5 =1 Ellipse
1 >0 >0 =0 S+% =0 Punkt (0,0)
1 >0 >0 >0 2—3—1—35—2:—1 leere Menge
1 >0 <0 <0| &% =1 Hyperbel
1 >0 <0 =0 2—; — z—z = (0 | Paar sich schneidender Geraden y = i%x
2 >0 =0 <0 % = a? Paar paralleler Geraden z = +a
2 >0 =0 =0 2? = y-Achse
2 >0 =0 >0 224+a®= leere Menge
3 #0 = x? = 2py Parabel

Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln entstehen beim Schnitt eines Kreiskegels mit
einer Ebene. Diese Kurven heiflen daher Kegelschnitte.

Wir verschaffen uns nun noch eine Ubersicht {iber die Fldchen zweiter Ordnung.
Dazu bezeichnen wir die Verdnderlichen zq, 29, 23 mit x, y, 2.
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Typ A A2 As l Gleichung Fléachentyp
1 >0 >0 >0 <0| 5+5+5 =1 Ellipsoid
1 >0 >0 >0 =0 &+5%5 +2 =0 Punkt (0,0,0)
1 >0 >0 >0 >0 i—j—i—%—j—i—i—j -1 leere Menge
1 >0 >0 <0 <0 i—z + ‘Z—z — ‘z—i =1 einschaliges Hyperboloid
1 >0 >0 <0 =0 2—2 + g—z — i—; =0 elliptischer Doppelkegel
1 >0 >0 <0 >0 ﬁ—z + g—j — i—; =-1 zweischaliges Hyperboloid
2 >0 >0 =0 <0 2—2 + i’—j =1 elliptischer Zylinder
2 >0 >0 =0 = 2—;—#2—2:0 z-Achse
2 >0 >0 =0 >0 2—2 + g—z =—1 leere Menge
2 >0 <0 =0 <0 z—; — :z—z =1 hyperbolischer Zylinder
2 >0 <0 =0 = 2”—2 = %)’—2 =0 Paar sich schneidender Ebenen y = :I:gaj
2 >0 =0 =0 <0 r? = a? Paar paralleler Ebenen x = +a
2 >0 =0 =0 = 2=0 yz-Ebene
2 >0 =0 =0 >0 2?2 = —a? leere Menge
3 >0 >0 = 2—2 + ?;—; =2z elliptisches Paraboloid
3 >0 <0 =0 2—; - z—j =2z hyperbolisches Paraboloid
3 >0 =0 =0 % = 2pz parabolischer Zylinder.

Beispiel 7 Wir suchen die durch die Gleichung

522 + dx129 + 822 — 3211 — 5625 + 80 = 0 (11.28)

festgelegte Kurve. Dazu schreiben wir diese Gleichung als (Az, z) + (b, z) + ¢ =0

mit
5 2 —32
A_(2 8)’ b_(—56)’ c = 80.

Die Eigenwerte von A sind A\; = 4 und Xy = 9, und w; = (2, —1)7 sowie wy
(1,2)7 sind zugehorige Eigenvektoren. Wir normieren w; und w, und erhalten
1 2 1

7 () =50

Diese Vektoren bilden eine Orthonormalbasis des R?, und sie erzeugen die ortho-
gonale Matrix

v =

1

“=

(

2
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Wir transformieren die Ausgangsgleichung, wobei A in CTAC = (4 0) und b

09
in CTh = -8 iibergeht:
f —144 '

42 4942 — y2+80—0

Ve f

Nun bestimmen wir die quadratischen Ergénzungen und erhalten

8
4yf+9y§—%y1 \/—y2+80
, 2 16
= 4(y1—%y1)+9(3/2—%y2)+80
2 1 16 64 4 576
= 4(y} - —= V+9(ys - —= —)+80— - — —
1 8
= 4(y1—ﬁ)2+9(y2—%)2—36—0

Mit 21 ==y — f und 29 1=y — \% erhalten wir schlieSlich

22 22
427 +925 =36 =0 bzw. L4+ 2 =1
9 4
Die Losungsmenge der Gleichung (11.28) ist also eine Ellipse mit den Halbach-
sen 3 und 2. Im z;29-Koordinatensystem liegen diese Halbachsen parallel zu den
Koordinatenachsen, und der Mittelpunkt der Ellipse ist der Nullpunkt (0,0). Im
y1y2 -Koordinatensystem erscheint diese Ellipse parallelverschoben, so dass nun
(L 75 \[) ihr Mittelpunkt ist. Schliefllich entsteht hieraus das Bild der Ellipse im
xr1r9-Koordinatensystem durch Drehung um den Winkel ¢ mit dem Nullpunkt

als Drehzentrum, wobei sich ¢ aus

C’—L 2 1\ [ cosp sing
V5 \—-1 2] \—singp cosyp

ergibt (vgl. Abschnitt 4.2). n
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12 Folgen und Reihen von Funktionen

Wir wechseln nun das Thema und kehren zur Analysis zuriick. Bisher haben wir
Folgen und Reihen reeller Zahlen betrachtet. Wir dehnen unsere Untersuchungen
nun auf Folgen und Reihen von Funktionen aus.

12.1 Punktweise Konvergenz

Sei D eine Teilmenge von R, und fiir jede natiirliche Zahl n sei eine Funktion f, :
D — R gegeben. Man beachte, dass alle Funktionen f,, auf der gleichen Menge
D definiert sind. Dann heifit (f,),>1 eine Funktionenfolge auf D. Ist (f,)n>1 eine
Funktionenfolge, so heifit die Folge (s,),>1 der Partialsummen

Sp(x) = Zfz(x), r €D,

eine Funktionenreithe auf D. Fiir diese Reihe schreibt man auch > 7 f,.
Natiirlich konnen Funktionenfolgen und Funktionenreihen auch mit einem an-
deren Index als 1 beginnen.

Sei (f,) eine Funktionenfolge auf D. Fiir jedes feste € D ist dann (f,(z)), _, ei-

n>1
ne Folge reeller Zahlen. Diese Zahlenfolgen kann man auf Konvergenz untersuchen

und wird dabei im Allgemeinen feststellen, dass fiir manche z € D Konvergenz
vorliegt und fiir andere nicht.

Definition 12.1 a) Die Funktionenfolge (f)n>1 heifit punktweise konvergent
auf D, wenn fiir jedes x € D die Folge (fn(x))n>1 konvergiert. Ist die Folge

(fu)n>1 punktweise konvergent auf D, so heifit die Funktion
f:D—=R, f(x):= lim f,(2)

die Grenzfunktion der Funktionenfolge.

b) Die Funktionenreihe > | f, heifst punktweise konvergent auf D, wenn fiir
jedes x € D die Rethe Y~ | fn(x) konvergiert. Ist die Reihe Y - | f, punkt-
weise konvergent auf D, so heifit die Funktion

[iD =R, f(x):=) falo)

die Summe der Funktionenreihe.

Wenn eine Funktionenfolge punktweise konvergiert, so ist die Grenzfunktion ein-
deutig bestimmt.
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Beispiel 1 Sei D = [0, 1] und f,,(z) = 2" fir n > 1. Die Funktionenfolge ( f,)n>1
ist punktweise konvergent auf [0, 1], und fiir die Grenzfunktion f : [0,1] — R gilt

0 fallsz€(0,1)
1 fallsz =1.

Beispiel 2 Sei D = [0, 1) und f,(z) = z" fiir n > 0. Die Funktionenreihe Y >° , f,,
ist punktweise konvergent auf [0, 1), und fiir ihre Summe f: [0,1) — R gilt

f) =3 o) =Yt =

n=0

(geometrische Reihe). n

Man beachte, dass in Beispiel 1 alle Funktionen f, stetig sind, die Grenzfunk-
tion aber an der Stelle z = 1 unstetig ist. Das zeigt, dass sich Eigenschaften
wie die Stetigkeit der Funktionen f,, im Allgemeinen nicht auf die Grenzfunkti-
on iibertragen oder vererben lassen. Dieses Ergebnis ist verstédndlich, wenn man
beachtet, dass bei punktweiser Konvergenz jedes x € D fiir sich betrachtet wird,
wahrend bei der Stetigkeit das Verhalten der Funktion in einer Umgebung von x
eine Rolle spielt. Wir lernen nun einen stérkeren Konvergenzbegriff kennen, der
(u.a.) das Vererben der Stetigkeit von den Funktionen f,, auf die Grenzfunktion
f garantiert.

12.2 Gleichmiflige Konvergenz

Noch einmal: Die Funktionenfolge (f,)n,>1 konvergiert punktweise gegen die
Grenzfunktion f, wenn fiir jedes € D zu jedem & > 0 eine Zahl N = N(e, z)
existiert mit

|fu(z) — f(z)] <e firallen > N(g, x).

Die Zahl N (e, x) darf also von z abhéngen. Bei der gleichméBigen Konvergenz
fordert man im Unterschied dazu, dass man die Zahl N = N(¢) unabhdngig von
x wahlen kann.

Definition 12.2 a) Die Funktionenfolge (f,)n>1 heifft auf D gleichméBig kon-
vergent mit der Grenzfunktion f : D — R, wenn fir jedes ¢ > 0 eine Zahl
N = N(e) ezistiert, so dass

|fu(z) — f(x)] <€ firallen > N(g) und fir alle x € D. (12.1)

b)  Die Funktionenreihe Y~ | f, heifit auf D gleichméBig konvergent, wenn die
Folge ihrer Partialsummen auf D gleichmdf$ig konvergiert.
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Anschaulich bedeutet die Forderung (12.1), dass fir n > N(e) der Graph der
Funktion f, in einem Streifen der Breite 2¢ um dem Graphen von f liegt.

Offenbar folgt aus der gleichméfligen Konvergenz die punktweise Konvergenz,
wéahrend die Umkehrung nicht gilt.

Beispiel 3 Wir zeigen, dass die Funktionenfolge aus Beispiel 1 nicht gleichméfig
konvergiert. Sei ¢ € (0,1) und = € (0,1). Dann ist f,(z) = 2" und f(z) = 0.
Wegen

|fu(z) — f(x)| <e & [2"—-0]<e & 2" <e

Ine
< nlhe<lne & n> —
Inx

kann es kein N = N (¢) so geben, dass |f,(z) — f(z)| < € fiir alle n > N und alle
z € [0,1).

Beispiel 4 Betrachten wir die Funktionen f,(z) = 2" dagegen nur auf einem
Intervall [0, a] mit a < 1, so konvergiert die Funktionenfolge (f,,),>1 gleichméafig.
Das schen wir ein wie in Beispiel 3. Wir miissen némlich N = N(e) so wihlen,
dass

1
N>2° firallese (0, al. (12.2)
Inx
Nun ist fiir € (0,a] und € < 1 wegen
1 1
Inz<Ilna & —>—
Inx = Ina
klar, dass
Ine  Ine
<=
Inx = Ina

Es geniigt also, N > £ zu withlen, um (12.2) und damit | f,(z)— f(x)| < € fiir alle

Ina
n > N und alle z € (0, a] zu garantieren. (Fiir x = 0 ist ohnehin f(z) = 0 = f,(x)
fiir alle n.) o

Die beiden folgenden Séatze geben Kriterien fiir die gleichméflige Konvergenz an.
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Satz 12.3 Die Funktionenfolge (f,) konvergiert genau dann gleichmdfig auf D
gegen f, wenn

lim sup |fn(x) — f(z)| = 0. (12.3)

n—o0 reD

Dies ist im Wesentlichen eine Umformulierung der Definition. Fiir das néchste
Kriterium fiihren wir einen neuen Begriff ein.

Definition 12.4 Ist f: D — R eine beschrinkte Funktion, so heifst die Zahl
[f]loo := sup | f(z)]
xeD

die Supremumsnorm von f.

Mit diesem Begriff hiatten wir Satz 12.3 auch wie folgt formulieren kénnen:

Die Funktionenfolge (f,) konvergiert genau dann gleichmdfig auf D gegen f,
wenn

lim ||f, — f|lec = 0.
n—00

Satz 12.5 Sei (f,) eine Funktionenfolge. Wenn die Zahlenreihe > o | || fulloo
konvergiert, dann konvergiert die Funktionenreihe Y 7 | fn gleichmifig auf D.

Dies ist das Analogon zur absoluten Konvergenz von Zahlenreihen, die wir in
Abschnitt 6.4 kennen gelernt haben: Ist die Reihe > 7 | |a,| konvergent, so kon-
vergiert auch die Reihe > 7 | ay,.

Satz 12.5 ist extrem niitzlich, da man nur eine Reihe aus nichtnegativen Zahlen
auf Konvergenz untersuchen muss und aus dieser Konvergenz die gleichméfige
Konvergenz einer Funktionenreihe erhélt. Dabei ist es nicht unbedingt erforder-
lich, die Normen || f,||so zu berechnen, um die gleichméfige Konvergenz der Funk-
tionenreihe > > | f,, zu iiberpriifen. Nach dem Majorantenkriterium geniigt es,
Zahlen ¢, > 0 zu finden, dass

|fu(z)] < ¢, fiir alle x

und dass die Zahlenreihe Y 7 ¢, konvergiert.

Beispiel 5 Die Funktionenreihe » >~ Siné;w) ist auf R gleichméBig konvergent.
Es ist ndmlich

sin(nx) 1
| fo(2)| = 2 ‘ < — fir alle z € R,
und die Reihe Y7 | - konvergiert. -

Die folgenden Séatze zeigen, dass bei gleichméflig konvergenten Funktionenfolgen
Eigenschaften wie die Stetigkeit, die Integrierbarkeit und — mit Einschrankungen
— die Differenzierbarkeit der Funktionen f,, auf die Grenzfunktion vererbt werden.
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Satz 12.6 Die Funktionen f, : D — R seien stetig in o € D (bzw. auf ganz
D). Dann gilt:

a) Ist die Funktionenfolge (f,)n>1 gleichmdfSig konvergent auf D mit der Grenz-
funktion f, so ist auch f in xy (bzw. auf ganz D) stetig.

b) Ist die Funktionenreihe Y " | fn gleichmdifig konvergent auf D mit der Sum-
me g, so ist auch g in xo (bzw. auf ganz D) stetig.

Satz 12.7 Die Funktionen f, : [a,b] — R seien auf [a,b] Riemann-integrierbar.
Dann gilt:

a) Ist die Funktionenfolge (fn)n>1 gleichmdfig konvergent auf [a,b] mit der
Grenzfunktion f, so ist auch f auf [a,b] Riemann-integrierbar, und es gilt

lim bfn(a:)dx = /b f(z)dx = /b ILm fo(z) de. (12.4)

n—oo a

b) Ist die Funktionenreihe Y~ fn gleichmapig konvergent auf [a,b] mit der
Summe g, so ist g auf |a,b] Riemann-integrierbar, und es gilt

/ an dw—/abg(x)dx:i/abfn(a:)da:. (12.5)

Diese Sétze treffen Aussagen iiber das Vertauschen von Grenzprozessen wie etwa
der Grenzwertbildung oder der Summation mit der Integration. Ohne die Eigen-
schaft der gleichméfigen Konvergenz ist das Vertauschen von Grenzwertbildung
und Integration im Allgemeinen nicht erlaubt. Das zeigen die Funktionen

fol@) = 2nze ™" auf [0, 1].

Die Folge (f,,) konvergiert ndmlich punktweise auf [0, 1] gegen die Funktion f = 0.

Demnach ist
/ lim f,(z)dz = / f(a
0 n—oo

Andererseits ist

1 1
. . _ 2
lim fo(z)dz = lim 2nxe™ " dx
n—oo n—o0
0 0
. 2 1 .
= lim —e™| =lim(l1—e")=1. n
n—00 0 n—00

Beispiel 6 Fiir 0 < a < 1 konvergiert die Funktionenreihe ) >° 2" auf [0, a]
gleichméBig gegen die Grenzfunktion g(x) = ﬁ, da sie nach Beispiel 2 punkt-
weise gegen diese Funktion konvergiert und da |z"| < o fiir alle z € [0, a], wobei
die Reihe )7/ a™ konvergiert.
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Nun ist

a X a 1 a
/ Zx”dmz/ der=—In(1l —x)| =—1In(l —a)
sowie
7t e > n+l R}
> [ anan= IS
n +1lo —n+l “=n
Nach Satz 12.7 1st daher
[ee] an
In(l1—a)=— — fir0<a<1.
n(l —a) ; — fir0<a
Dies gilt sogar fiir alle a mit |a| < 1. n

Etwas verwickelter ist die Situation beim Vertauschen von Differentiation und
Grenzwertbildung. Hier benotigt man neben der Konvergenz der Folge (f,,) die
gleichméBige Konvergenz der Folge (f/) der Ableitungen.

Satz 12.8 Die Funktionen f, : I — R seien auf dem Intervall I differenzierbar.
Dann gilt:

a) Ist die Folge (f,) punktweise konvergent auf I mit der Grenzfunktion f und
ist die Folge (f!) der Ableitungen gleichmajig konvergent auf I, so ist [ auf
I differenzierbar, und es gilt

lim f(@) = (Jm £ () = (@) (126)

b) Ist die Reihe Y | f, punktweise konvergent auf I mit der Summe g, und
konvergiert die Reihe Y7 | f der Ableitungen gleichmifig auf I, so ist g
auf I differenzierbar, und es gilt

iﬁﬂ (2}& ) =), (12.7)

Die gleichméBige Konvergenz der Folge (f,) allein reicht jedoch nicht aus, um
Grenziibergang und Differentiation vertauschen zu kénnen, wie folgendes Beispiel
zeigt. Die Folge (f,,)n>1 der durch

fn(x) = n

definierten Funktionen f, konvergiert auf R gleichméfig gegen die Nullfunktion
f =0 (denn es ist ja || f, = 0floc = || fulloe < 2 ). Demnach ist

( li_)m fn(:c)) = f'(z) =0 fiir alle z € R.

sin(n’r)

Andererseits ist
2

fi(x) = ncos(n’a),

und die Folge (f/) divergiert z.B. an der Stelle z = 0. N
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12.3 Potenzreihen

Wir kommen nun zu einer wichtigen Klasse von Funktionenreihen, die wegen
ihrer speziellen Gestalt Potenzreihen genannt werden.

Definition 12.9 Sei (a,),>0 eine Folge reeller Zahlen und xo € R. Dann heifst

die Funktionenreihe .
Z an(x — x0)"
n=0

eine Potenzreihe um den Entwicklungspunkt zg, und die a, heiffen die Koeffizi-
enten der Potenzreihe. (Wir vereinbaren hier: z° =1 fiir alle x € R.)

Ist > "y an(x — xo)™ eine Potenzreihe um o, so ist >~ ja,2" mit z = = — x
eine Potenzreihe um den Entwicklungspunkt 0. Wir werden daher im Weiteren
meist zop = 0 wéhlen.

Uns interessiert zundchst das Konvergenzverhalten von Potenzreihen. Wir wissen

bereits, dass die Potenzreihe >°° ;£ (Exponentialreihe) fiir alle € R konver-

giert. Thre Summe haben wir e* genannt. Dagegen konvergiert die Potenzreihe
Yoo o™ (geometrische Reihe) fiir |z| < 1, wihrend sie fur |z| > 1 divergiert.

Satz 12.10 a) Konvergiert die Potenzreihe Y~ a,z" fir ein T # 0, so kon-
vergiert sie fir alle x mit |x| < |Z| absolut.
b) Divergiert die Potenzreihe Y~ a,z" fir ein T, so divergiert sie fir alle x

mit |z| > |Z|.

Beweis (a) Aus der Konvergenz an der Stelle T und dem notwendigen Konver-
genzkriterium folgt die Beschrénktheit der Folge (a,Z"). Es gibt also ein M > 0
so, dass |a,z"| < M fiir alle n > 0.

Sei nun x € R mit |z| < |[Z|. Wir schreiben z als AT mit |A| < 1. Wegen
|ana"| = lanA" 7" = | A" |anT"| < MA["

ist die Reihe M Y 7 |A|" eine konvergente Majorante fir )~  a,z". Nach dem
Vergleichskriterium konvergiert > a,z™ absolut.

(b) Wir beweisen diese Aussage indirekt. Wiirde >~ ja,z™ fiir ein = mit |z| >
|Z| konvergieren, so wiirde nach Teil (a) die Reihe ) > a,z™ an der Stelle T
konvergieren. Widerspruch. |

Fiir jede Potenzreihe Y7 a,z™ trifft daher genau eine der folgenden Aussagen
Zu:

(A1) Die Potenzreihe konvergiert nur fiir x = 0.

(A2) Die Reihe konvergiert fiir alle z € R.
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(A3) Es gibt eine Zahl R > 0 so, dass die Reihe fiir |x| < R konvergiert und fiir
|z| > R divergiert.

Die Zahl R aus (A3) ist eindeutig bestimmt und heifit der Konvergenzradius der
Reihe. Im Fall (A1) setzt man auch R := 0 und im Fall (A2) schreibt man formal

R = oo. Im Fall (A3) kann man fiir + = R und 2 = —R i.Allg. keine Aussage
treffen. Fassen wir zusammen.

Satz 12.11 Fir jede Potenzreihe Y - a,(x — xo)" gibt es ein Intervall Ir =
{z € R: |z —x9| < R} mit folgender FEigenschaft: Liegt x im Inneren von
Ig, d.h. ist |z — xo| < R, so konvergiert >, an(x — x¢)" absolut. Insbesondere

konvergiert > a,(x — x¢)™ auf jedem abgeschlossenen Intervall I, mit 0 <r < R

n=0
gleichmapSig. Liegt x aufSerhalb von Ig, d.h. ist |x — xo| > R, so liegt Divergenz
vor.

o — R o Zo + R
Y | Y
. A ' A
Divergenz ~ — ~ Divergenz

absolute Konvergenz

Dieser Satz bleibt auch fiir komplexe Potenzreihen richtig, wenn man die Inter-
valle Ig bzw. I, durch Kreisscheiben um xy mit den Radien R bzw. r ersetzt.

Der Konvergenzradius kann wie folgt aus den Koeffizienten der Potenzreihen
bestimmt werden.

Satz 12.12 (Formel von Cauchy-Hadamard, Wurzelkriterium) Wenn
der Grenzwert lim,, o {/|a,| existiert, so ist

R= ( lim m)_l (12.8)

n—oo

mit der Vereinbarung, dass R = oo, falls lim,,_,., {/|a,| = 0, und dass R = 0,
falls {/]a,| — oo.

Dieser Satz gilt ohne die Voraussetzung der FExistenz des Grenzwertes
limy, 00 {/|an|, wenn man in (12.8) den Limes durch den Limes superior ersetzt.
Der Limes superiorlimsup,,_, .. b, einer Zahlenfolge (b,,) ist der grofite Grenzwert,
den eine Teilfolge von (b,) haben kann.

Beweis Sei 0 < lim W < 00. Wegen
n—0o0
lim {/|a,z™| = |z| lim </|a,|
n—o0 n—0o0

-1
liefert das Wurzelkriterium, dass fiir |z| < <limn_>oo \"/|an|> die Reihe

1
> g anx™ absolut konvergiert und fiir |z| > <limn_>oo Y/ |an|> divergiert. Also
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1
stimmen in diesem Fall (hmn_,oo Y/ ]an]> und der Konvergenzradius der Reihe

tiberein. Die Falle lim,, o {/|a,| € {0, 00} behandelt man dhnlich. [

Satz 12.13 (Quotientenkriterium) Gilt a,, # 0 fiir alle hinreichend grofien n

und existiert der Grenzwert lim,,_, |a“ﬁ , So ist
. G,
R = lim (12.9)
mit der Vereinbarung, dass R = oo falls |a:’+11| — 00.
Beispiel 7
a) Inder Reihe Y7 £ ist a, = = > 0, und der Grenzwert
n+1
lim = lim i =1

n—o0 an+1 n—o0 n
existiert. Also ist R = 1.

b) In der Reihe Y 7 n?-2"2™ ist a, = n®- 2", und der Grenzwert

. p (N2 o

Jun, Vlaal = Jim (V) 2=2
existiert. Also ist R = 1/2.

c¢) Fiir die Reihen Y7 £- bzw. 02 nla™ ist a, = & bzw. a, =n!.

Im ersten Fall ist

lim = lim (n+1) = oo,
n—00 | Ap41 n—o0
und im zweiten Fall
. n, . 1
lim ‘ = lim = 0.
n—00 | Ay n—oon 4+ 1

Also konvergiert > 7 “’;—T fiir alle € R, wihrend die Potenzreihe » °  nlaz™ nur
fiir x = 0 konvergiert. |
Wir kommen zum Rechnen mit Potenzreihen.

Satz 12.14 Haben die Potenzreiheny " a,x"™ und Y~ b,z" die Konvergenz-
radien Ry, Ry > 0, so gilt fir alle x € R mit |x| < min(R,, Rp)

i a,x" £ i = i(an + b, )" (12.10)
n=0 n=0 n=0
sowze - - -
(Zanx”) (anx") = chx” (12.11)
n=0 n=0 n=

mit ¢, = apbo + ap_1b1 + ... + agb,.
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Potenzreihen kénnen also auf einem gemeinsamen Konvergenzintervall gliedweise
addiert und subtrahiert werden, und die Multiplikation erfolgt nach dem Cauchy-
produkt. Der Konvergenzradius der entstehenden Reihen ist mindestens gleich

min(R,, Ry).

Ist >, a,x™ eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius R > 0, so wird durch
f(z) =37 ayz™ eine Funktion f auf (—R, R) festgelegt. Einige Eigenschaften
von f werden im folgenden Satz beschrieben.

Satz 12.15 Sei Y~ a,x" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0 und
f(z) =320 g apa™ auf (—R, R). Dann gilt

a) Die Funktion f ist stetig auf (—R, R).
b) Die Funktion f ist differenzierbar auf (—R, R), und es ist

o0
= E na,z" "t
n=1

Die Potenzreihe Y >”  na,x™ " hat wieder den Konvergenzradius R.

¢) Die Funktion f ist Riemann-integrierbar auf jedem Intervall [a,b] C (—R, R),
und es ist

/ f(t)dt = _:1 "t fiir x € (=R, R).

Die Potenzrethe "

il
Aussage (a) bedeutet, dass fiir jedes T € (—R, R) gilt

[ee] o0 oo
lim E apx” = lim f(z E G, E hm x
T—T T—T x—m
n=>0 n=0 n=0

Man darf unter den Voraussetzungen des Satzes also die Grenzprozesse lim, .z
und ) >° , miteinander vertauschen.

Die Aussagen (b) und (c) besagen, dass man Potenzreihen gliedweise differenzie-
ren und integrieren kann. Insbesondere ist

o0

a
T — g n gt
n+1
n=0

eine Stammfunktion von f(z) =Y  a,z" auf (—R, R).

Die Tatsache, dass der Konvergenzradius der gliedweise abgeleiteten bzw. inte-
grierten Reihen gleich dem der Ausgangsreihe ist, folgt leicht aus der Formel von
Cauchy/Hadamard und aus dem Grenzwert lim,, ., {/n = 1.
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Eine bemerkenswerte Konsequenz dieser Tatsache ist, dass Potenzreihen unend-
lich oft differenziert werden kénnen. Dabei ist fir f(z) =" an(z — z0)"

= Zn n—1)...(n—k+Day(z — x0)" " (12.12)
n=k

fir z € (=R, R) und k € N.
Beispiel 8
a) Die Potenzreihe ) ;2™ hat den Konvergenzradius 1, und ihre Summe ist

o0
:E xn:

n=0

fir x € (—1,1).

Differenzieren wir diese Identitéat k-mal, so folgt

- k!

also

3 (Z) ek ﬁ fiir € (—1,1). (12.13)

n=~k
b) Die Potenzreihe > 2 /(—1)"2*" hat den Konvergenzradius 1 und die Summe
flz) = i(—l)":ﬂ% S auf (—1,1).
— 1+ a2 ’

Gliedweise Integration liefert

00 n x £ 1
Z ( 22 / f(t)dt — / dt = arctan z,

n=0

also

- (_1)n 2n+1 -
tanz = Y i g€ (<1, 1). 12.14
arctan x 29041 x tir x € ( ) ( )

¢) Die Potenzreihe >~ (—1)"2" hat den Konvergenzradius 1 und die Summe

flo) =S (-1t = - ix auf (—1,1).
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Gliedweises Integrieren ergibt

oo (_1)77, I /(E x 1
= t)dt = ——dt =In(1
5 1 ” i f(t) T n(l+ z),

n=0

also

In(l1+2) = i (=1)" 2"t fiir € (—1,1). (12.15)

Sei Y0y an(z — o)™ eine Potenzreihe mit R > 0 und f ihre Summe auf dem
Intervall (zo— R, zo+R). Dann ist f unendlich oft differenzierbar, und aus (12.12)
folgt fiir © = xg

Oz =k(k—1)...1ag

bzw.

ap = fir k=0,1,..., (12.16)

f(k)(ZL'[))
k!

wobei wir vereinbaren, dass f© = f. Es ist also

) (0
f(a:)zzf ( >(az—x0)” auf (g — R, o + R).

Dies legt es nahe, jeder auf einem Intervall (xo — R, z¢ + R) unendlich oft diffe-
renzierbaren Funktion f ihre Taylorreihe um den Entwicklungspunkt xg

) (1
Zf (' )(x—xo)” (12.17)

n

zuzuordnen. Wir starten hier also nicht mit einer konvergenten Potenzreihe, der
wir ihre (unendlich oft differenzierbare) Summe zuordnen, sondern ordnen einer
unendlich oft differenzierbaren Funktion formal die Reihe (12.17) zu. Dabei ist
zunédchst unklar, ob diese Reihe fiir # # xy iiberhaupt konvergiert und ob im
Falle der Konvergenz ihre Summe an der Stelle z mit f(x) zusammenfillt. Ein
warnendes Beispiel liefert die auf R beliebig oft differenzierbare Funktion

{61/5"2 fiir  #£ 0

Jw) = 0 fir x = 0.

Man kann zeigen, dass alle Ableitungen dieser Funktion an der Stelle 0 gleich 0
sind. Die Taylorreihe von f um den Nullpunkt konvergiert also gegen die Null-
funktion auf R, wiahrend f(z) # 0 fiir x # 0.

Da die n-te Partialsumme der Taylorreihe (12.17) gerade das Taylorpolynom
T, (z,x9) von f ist, ist klar, dass die Taylorreihe von f genau dann gegen die
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Funktion f konvergiert, wenn das Restglied R, (x,x¢) aus dem Taylorschen Satz
(Satz 8.14) gegen 0 konvergiert, wenn n gegen Unendlich strebt. Zur Erinnerung:
Ist f beliebig oft differenzierbar, so ist

n k)
T (x,x0) = Z / k('fﬂo) (z — 20)",
k=0 '

und

Ry (x, o) = i) (x —x0)"™ mit € € (w0, 2)
' (n+1)! '
ist das Restglied nach Lagrange. Fiir das Restglied gibt es zahlreiche weitere
Darstellungsmoglichkeiten. So heifit

1 x
Ra(w,0) = o [ (o=t o ey
n! Ju
das Restglied in Integralform.
Beispiel 9 Die Sinusfunktion ist auf R beliebig oft differenzierbar. Ihre Taylor-
reihe um den Entwicklungspunkt 0 lautet
3 5 7 221
-t = —=+... )"+ ... . 12.18

ST et Y gt (12.18)
Das Restglied R,(z,0) haben wir bereits in Abschnitt 8.4.4 abgeschétzt:
||+

| R (2,0)] < CEDE

Also konvergiert fiir jedes € R die Taylorreihe (12.18) der Sinusfunktion gegen
sin z. Man sagt auch, dass die Reihe (12.18) die Sinusfunktion darstellt. n

In der folgenden Ubersicht sind die Taylorreihen einiger Funktionen zusammen-
gestellt:

0 _1)
sine = Zﬁx%ﬂ fir z € R,

= (-1
cosxr = Z( ) 2" fir z € R,

= 1
sinhx = Z m 2t fir x € R,

N |
coshr = E " fir x € R,
=1 .
e’ = E — " fir z € R,
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0 — 1)+t

In(l+2z) = ZLQ:" fir € (—1,1],
n=1 n
(D" o N

arctanz = Z r*t fir x € (—1,1),
~ 2n +1

arcsiny = i —z) D" 2 fiirr € (—1,1)
=~ \n)2n+1 Y

(14+2z)* = Z <a)x" fir « € Rund z € (—1,1).

n=>0
In den letzten beiden Identitaten ist

(a) _ale—1@=2)..(a=n+1)

n n!

Fiir @ € N bricht im letzten Beispiel die Summation an der Stelle n = «a ab,
d.h. man erhélt ein (endliches) Polynom statt einer Potenzreihe. Dies ist gera-
de die Aussage des Binomischen Satzes, der natiirlich fiir alle x € R gilt. Die
Potenzreihendarstellung fiir In(1 + x) liefert fiir x = 1 beispielsweise
11 1 1

n2=1—--+-—-—+4+-—....

! 2 37175
Wie beenden diesen Abschnitt mit einem weiteren niitzlichen Resultat iiber Po-
tenzreihen.

Satz 12.16 (Identitétssatz fiir Potenzreihen) Sind Y " a,(z — x0)" und
Yo o bn(z —x0)" zwei Potenzreihendarstellungen, die beide auf (xo — R, o+ R)
mit R > 0 konvergieren und deren Summen auf (xro— R, xo+ R) tbereinstimmen,
so ist a, = b, fir alle n € Ny.

Dies ist eine Verallgemeinerung des Identitdtssatzes fiir Polynome. Der Beweis
folgt leicht aus Formel (12.16). Dieser Identitétssatz ist Grundlage der Methode
des Koeffizientenvergleichs. Wir sehen uns diese Methode an am Beispiel des
unbestimmten Ansatzes fiir den Quotienten zweier Potenzreihen. Grundlage dafiir
ist der folgende Satz.

Satz 12.17 Sind f(z) = Y " a,x” und g(x) = Y >~ b,a™ Potenzreihen, die
beide fir |z| < R mit R > 0 konvergieren, und ist g(0) = by # 0, so lift
sich der Quotient f/g in eine Potenzreihe um 0 mit positivem Konvergenzradius
entwickeln.

Der Beweis folgt am einfachsten mit Mitteln der komplexen Funktionentheorie,
die wir im dritten Semester kennen lernen. Nach Satz 12.17 ist also

2 nmg O
Z OZx” ch ’
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wobei alle Reihen fiir |z| < r mit einem r > 0 konvergieren. Unter Verwendung
des Cauchy-Produkts erhalten wir

i a,r" = ( i bnx"> ( i cnx"> =: i dy,x"
n=0 n=0 n=0 n=0

mit
dn = boCn + blcn_l + ...+ anO-

Koeffizientenvergleich ergibt a, = d,, fiir alle n € Ny, also

bei 2V : ay = bocy,
bei x' : a; = byci + bicy,
bei 2?2 : ay = bocy + bici + baco,
und hieraus lassen sich wegen by # 0 die ¢, ¢q, ¢, . .., sukzessive berechnen. Als
Beispiel bestimmen wir die ersten Koeffizienten der Taylorreihenentwicklung von
tanx = 2L —: %" ¢,2". Aus den bekannten Taylorentwicklungen der Sinus-
cos T n=

und Kosinusfunktion folgt

1——+———+...)(c0+c1x+c2x2+...),

und Koeffizientenvergleich liefert

bei 20 : 0 = 1-¢ = ¢ =0
bei z! : 1 = 1.-¢;4+0-¢ = ¢ =
bei 2?2 : 0 = 1-+0-c1—1%-¢ = =0
bei 2% : _% = 1'C3+0'02—%-01+0-co = 03:%

usw. Fortsetzung dieses Vorgehens liefert

o e 25, 17 0 fir Jo] < T
nr =2 =T — T —X ur |r .
37 157 315 2

12.4 Fourierreihen

Nach den Potenzreihen betrachten wir nun eine weitere Klasse spezieller Funk-
tionenreihen, die von zentraler Bedeutung fiir die Beschreibung periodischer
Vorgénge in Natur und Technik ist: die Fourierreihen. Wir haben im letzten
Abschnitt gesehen, dass Potenzreihen im Inneren ihres Konvergenzintervalls be-
liebig oft differenzierbar sind. Es kénnen daher nur ,,wenige* sehr glatte Funktio-
nen durch eine Potenzreihe dargestellt werden. Demgegeniiber lassen sich durch
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Fourierreihen z.B. auch periodische Funktionen darstellen, die nur stiickweise dif-
ferenzierbar sind und deren Ableitungen Spriinge aufweisen.

Eine auf R definierte Funktion f heif3t periodisch mit der Periode T' > 0, wenn
flx+T)= f(z) firallex € R.

Beispielsweise sind sinz und cosx periodische Funktionen mit den Perioden
21,47, 67, ..., und 27 ist die kleinste Periode dieser Funktionen. Dagegen ist
fiir die konstante Funktion f(z) = 1 jede positive Zahl eine Periode, so dass es
fiir diese Funktion keine kleinste Periode gibt.

Durch eine Variablensubstitution kann man jede Funktion mit der Periode T" auf

eine Funktion mit der Periode 27 zuriickfithren. Hat etwa f die Periode T, so hat
die Funktion F(z) := f(ZLx) die Periode 2m:

F(z +2m) = f(%(anQﬂ)) = f(%x—i—T) = f(%x) = F(z).

Wir betrachten daher meist nur 27-periodische Funktionen.

Eine trigonometrische Reihe ist eine Reihe der Gestalt

+ (ay, cos(nx) + b, sin(nz)) (12.19)
1

n=

%
2

mit reellen Koeffizienten a,, (n > 0) und b, (n > 1). Es wird sich spéter zeigen,

dass es praktisch ist, nicht ag sondern % also Koeffizienten von cos(0z) = 1 zu

2
wahlen.

Satz 12.18 Wenn jede der Reihen ) " a, und )y b, absolut konvergiert, so
konvergiert die trigonometrische Reihe (12.19) auf ganz R gleichmdfig.

Fiir das Weitere stellen wir zunéchst einige Integralidentitéten fiir trigonometri-
sche Funktionen zusammen.

Orthogonalitiatsbeziehungen Fiir alle m,n € Ny ist
21
/ cos(mt) cos(nt)dt = 0 fiir m # n,
’ 2
/ sin(mt) sin(nt)dt = 0 fiir m # n,
0

2m
/ cos(mt) sin(nt)dt = 0.
0
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Normierungsbeziehungen Fiir alle n € Ny ist

o fiir n > 1
/ cos®(nt)dt = { " 1}1" "=
0

2r  firn =0,

2 fiirn >1
/ sin*(nt) dt = o=
0 0 firn=0.

Die Bezeichnungen ,,Orthogonalitéits-*“ bzw. , Normierungsbedingungen® rithren
daher, dass man in volliger Analogie zum Skalarprodukt bzw. zur Norm von

Vektoren
n n 1/2
=S ab; bzw. HaHz(Z]ai\z)
i=1 =1

auch ein Skalarprodukt bzw. eine Norm fiir Riemann-integrierbare Funktionen
f, g auf [0, 27] einfiithren kann:

o= [ st e 1= ([ wre)”

0

Die angegebenen Beziehungen lassen sich leicht nachrechnen mit Formeln wie

1
cosa cos B = 5(COS(O¢ — B) + cos(a + B)).
Mit den Orthogonalitits- und Normierungsbeziehungen 148t sich leicht ein Zu-
sammenhang herstellen zwischen den Werten einer trigonometrischen Reihe und

ihren Koeffizienten a,, und b,,.

Satz 12.19 (Euler/Fourier) Die Reihe aus (12.19) sei auf R gleichmdfig kon-
vergent und f bezeichne thre Summe. Dann gilt

1 27
a, = —/ f(z) cos(nx)dx  fiir n € Ny, (12.20)
™ Jo
2m
by — % f(@)sin(nz) dz  firn € N. (12.21)
0

Beweis Wir multiplizieren (12.19) mit cos(nx):

f(z) cos(nz) = =2 cos(nx) + f: (am cos(mz) cos(nz) + by, sin(ma) cos(nz))

m=1

und integrieren iiber [0, 27]. Da die Reihe (12.19) gleichméBig konvergiert, kon-
vergiert auch die Reihe f(z) cos(nz) gleichméfig, und wir diirfen Summation und
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Integration vertauschen:

2m 2m
f(z) cos(nz) :—/ cos(nx)

+ Z (am/ cos(max) cos(nz) dz + by, /027r sin(ma) cos(nz) dx).

Mit den Orthogonalitéts- und Normierungsbedingungen erhélt man hieraus sofort
(12.20), und (12.21) erhélt man analog durch Multiplikation von (12.19) mit
sin(nz). o

Die Zahlen a,, und b,, aus (12.20) und (12.21) kann man fiir jede 27-periodische
und auf [0, 27] Riemann-integrierbare Funktion f berechnen. Sie heifien die Fou-
rierkoeffizienten von f. Mit diesen Koeffizienten kann man der Funktion f formal
die trigonometrische Reihe

% + ; a, cos(nz) + by, sin(nz))

zuordnen, die die Fourierreihe von f heifit (ganz &hnlich haben wir im vorigen
Abschnitt jeder unendlich oft differenzierbaren Funktion formal eine Potenzreihe
— die Taylorreihe der Funktion — zugeordnet). Unklar ist im Moment, ob die einer
Funktion f zugeordnete Fourierreihe iiberhaupt konvergiert und ob ihre Summe
im Falle der Konvergenz gleich f ist.

Bevor wir uns Beispiele ansehen, vermerken wir noch drei einfache Regeln, die
das Berechnen der Fourierkoeffizienten mitunter vereinfachen.

(A) Ist f 2m-periodisch und auf einem Intervall der Lénge 27 Riemann-
integrierbar, so ist f auf jedem Intervall der Lénge 27 Riemann-integrierbar,
und es gilt fiir alle a € R

2w

a+2m
flz)dx = / f(z)dz.

0
(B) Ist f eine gerade Funktion, d.h. f(x) = f(—=x) fiir z € R, dann ist
2 ™
= —/ f(z)cos(nz)dx fir n € Ny
0

sowie b, = 0 fir alle n € N.

(C) Ist f eine ungerade Funktion, d.h. f(z) = — f(—=z) fiir x € R, so ist
2 T
= —/ f(z)sin(nz)dx firn €N
T Jo
sowie a,, = 0 fiir alle n € Nj.

176



Beispiel 10 Die Funktion f: R — R sei 2m-periodisch mit

_x+g fir z € [0, ) 4\ T /\ .
= 0 ™
f(x) — ;W fir x € [r,2n) - l \/ :

(,Sdgezahnfunktion®). Da f gerade ist, ist b, = 0 fiir alle n. Fiir die a, erhilt
man

ol

a, = — / (—:c + g) cos(nx)dxr, n € Ny.
0

™

Also ist ag = 0, und mit partieller Integration folgt fiir n > 1

n2

(1= (1) -

SHES

Ay —

% L falls n ungerade,
0 falls n gerade.

Die durch die Ségezahnfunktion f definierte Fourierreihe ist also

4
—<cosa:+
T

3 5 4 SNeos ((2n+ 1)z
cos(x)+cos( I)+--->:_Z (( ))
32 52 ™ (2n +1)2
Diese Fourierreihe ist gleichméflig konvergent. Unklar ist im Moment noch, ob
ihre Summe gleich f ist. |

Beispiel 11 Die Funktion g : R — R sei 27-periodisch mit g(0) = 0 und g(x) =
m—x fir 0 <z < 2m.

Da f ungerade ist, sind alle a,, gleich 0, wihrend fiir n > 1 gilt

2 [T 2
b, = —/ (m — x)sin(nz) de = —.
0 n

7

Die durch g definierte Fourierreihe ist also

_ sin(2x)  sin(3z) . sin(nx)
2( ) —9 .
smzx + 9 + 3 + ;

n

Hier ist selbst die Konvergenz der Reihe auf den ersten Blick unklar. |
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Wir wenden uns nun den z.T. recht schwierigen Konvergenzfragen zu. Einfache
Uberlegungen zeigen, dass in der Regel nicht einmal punktweise Konvergenz vor-
liegen kann: Zwei Funktionen, die sich nur in endlich vielen Punkten unterschei-
den, besitzen die gleiche Fourierreihe. Es gibt sogar Beispiele stetiger Funktionen,
deren Fourierreihe nicht in jedem Punkt konvergiert.

Um Konvergenzbedingungen formulieren zu koénnen, fithren wir die folgenden
Begriffe ein. Fiir eine Funktion f : (a,b) — R heiit ¢ € (a,b) eine Sprungstelle,
wenn der links- und der rechtseitige Grenzwert

flao—) = Jim f(z) wnd f(zgt) = Jim f(x)

T—T0
x<xQ r>x0

existieren und wenn f(zo—) # f(zo+). Die Zahl f(xo+) — f(xo—) heiBt auch
der Sprung von f an der Stelle zg. Eine Funktion f : [a,b] — R heifit stick-
weise stetig auf [a,b], wenn es eine Zerlegung {x¢,z1,...,2,} von [a,b] mit
a=1x9<x <...<xy=>0s0gibt, dass f auf allen offenen Intervallen (z;_1, x;)
mit ¢ = 1,...,m stetig ist und dass die linksseitigen Grenzwerte f(x;—) fiir alle
i =1,...,m und die rechtsseitigen Grenzwerte f(x;+) fiir alle ¢ =0,...,m — 1
existieren. Die Funktionswerte f(z;) sind dabei offenbar irrelevant. Die Funktion
f i [a,b] — R heifit auf [a,b] stickweise glatt oder stiickweise stetig differenzier-
bar, wenn ihre Ableitung stiickweise stetig ist, d.h. man verlangt, dass es eine
solche Zerlegung {xo, ...,z } gibt, so dass f auf jedem Intervall (z;_q,x;) ste-
tig differenzierbar ist und dass alle links- bzw. rechtsseitigen Grenzwerte f'(x;—)
und f'(x;+) existieren. An den Punkten x; braucht die Ableitung von f nicht zu
existieren. Eine stiickweise glatte Funktion hat hochstens endlich viele Sprung-
stellen.

Satz 12.20 Die Funktion f : R — R sei 2mw-periodisch und stickweise glatt auf
0,27]. Dann konvergiert die Fourierreihe von f fir jedes © € R, und es gilt

flz+) ;’ fla=) _ % + Y (ancos(nz) + b, sin(nz))

n=1

fir alle x € R. Ist f stickweise glatt auf [0,27] und stetig in x, so ist sogar

flz) = % + Z (an cos(nz) + b, sin(nz)).

n=1

Ist schliefSlich f in einer Umgebung eines abgeschlossenen Intervalls I stetig und
stiickweise glatt, so konvergiert die Fourierreithe von f auf I gleichmdflig gegen

f.
In Beispiel 10 ist f stiickweise glatt und stetig auf R. Daher ist

4 cos ((2n+1)z)
f@) =22 2n+ 12

n=0
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Fiir # = 0 erhalten wir insbesondere § = 25> m, d.h.

2

> 1 s
> = (12.22)
—~ (2n+1)3 8

Fiir Beispiel 11 liefert Satz 12.20 ebenfalls punktweise Konvergenz der Fourier-
reihe von g gegen ¢ auf ganz R. Man beachte, dass ¢(0) = w.

Beispiel 12 Die Funktion f : R — R sei 2r-periodisch mit
0 fire=0und x =7
flz)=1<h fir € (0,7)
—h  fir xz € (7, 2m)

mit einem A > 0.

(@)
3¢
[N}
C;‘J

—ht - -

Da f ungerade ist, ist a,, = 0 fiir alle n, und man rechnet leicht nach, dass

™

I {ﬂ fiir n ungerade

0 fiir n gerade.

Da f stiickweise glatt ist, konvergiert die Fourierreihe

4h i sin ((2n + 1)x)
T 2n +1

fiir jedes = € R gegen 3 (f(z+) + f(z—)) = f(z). Man kann beobachten, dass fiir
jedes m die Partialsummen

dieser Fourierreihe tiber die halbe Sprunghdhe hinausschieBen (vgl. die Skizze im
Arbeitsbuch S. 302). Diese Erscheinung heifit Gibbs’sches Phédnomen. [

Anmerkung 12.21 Ist f periodisch mit der Periode T' > 0, so lautet die zu-
gehorige Fourierreihe

o0

Qo 2w . 2m
o + nz:l (an COoS (T nx) + b, sin (T na:))
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mit den Koeffizienten
a, = —/ f(z) cos —nx)d , n € Ny,
b, = —/ f(z)sin —nx)d n e N,

Anmerkung 12.22 Unter Benutzung der Eulerschen Formel e = cost + isint
fiir ¢ € R definieren wir fiir n € Z das komplexe Integral

’ f(z)e™dx .= /_Tr f(z)cos(nzx)dx + i _ﬂ f(z)sin(nz) dx.

—T

Die Fourierreihe einer stiickweise glatten 2m-periodischen Funktion f auf R 148t
sich dann in der komplexen Form

o0

> ™, zeER, (12.23)

n=—oo

mit den komplexen Fourierkoeffizienten
1 /7r f( ) —z‘nacd c 7,
Cp = — x)e T, n ,
2 ),

schreiben. Dabei versteht man unter der Summe der Reihe (12.23) den Grenzwert

N
lim E ¢,
N—oo

n=—N
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13 Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer reeller
Veranderlicher

13.1 Mengen im R"

Wir bezeichnen wieder mit R™ den linearen Raum aller Vektoren z = (x4, ..., x,)
mit reellen Eintrigen und den friither eingefiihrten Operationen. Die Vektoren
im R™ schreiben wir meist zeilenweise. Je zwei Vektoren = = (z1,...,z,) und

y = (y1,-..,Yn) ist ihr Skalarprodukt

<$7 y> = Z XTiYi
i=1

zugeordnet und jedem Vektor x = (z1,...,2,) € R" seine Norm

o]l = v/ (a, 2) =

Dabei ist ||z]| > 0 fiir alle z € R™ und ||z|| = 0 genau dann, wenn x der Nullvektor
0 = (0,...,0) ist. Weiter ist ||az| = || ||z| fir alle @ € R, und es gilt die
Dreiecksungleichung

lz+yll <[zl + [yl fir alle 2,y € R".
Schliefflich erinnern wir noch an die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
[(z, )] < llzf| [lyl]  fiir alle 2,y € R™.

Wir fithren nun einige Begriffe ein, die die Lage eines Punktes in Bezug auf eine
Teilmenge M von R™ beschreiben.

Definition 13.1 Sei xg € R™ und € > 0. Dann heif§it
Uc(mg) :i={z € R": ||z — x|l < €}

die e-Umgebung von xq. Eine Menge U C R", die fiir ein € > 0 eine komplette
e-Umgebung von xy enthdlt, heifit eine Umgebung wvon xy.

Im R! ist U.(z0) das offene Intervall (zg — €, 7o + €), im R? die Kreisscheibe mit
dem Mittelpunkt 2y und dem Radius € ohne ihren Rand, und im R? die Kugel
mit dem Mittelpunkt xo und dem Radius ¢, ebenfalls ohne ihren Rand.

Definition 13.2 a) FEin o € R" heifft innerer Punkt der Menge M C R™,
wenn es eine e-Umgebung von xq ¢ibt, die ganz in M liegt. Die Menge aller
inneren Punkte von M heif$t das Innere von M. Bezeichnung: int M oder M .
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b) Fin xy € R"™ heiffit Randpunkt der Menge M C R"™, wenn es in jeder e-
Umgebung von xy mindestens einen Punkt aus M wund mindestens einen
Punkt, der nicht zu M gehért, gibt. Die Menge aller Randpunkte von M
heifit der Rand von M. Bezeichnung: OM .

c¢) Firjede Menge M heifit MUOM die AbschlieBung oder abgeschlossene Hiille
von M. Bezeichnung: M oder clos M.

Definition 13.3 Die Menge M C R™ heufst
a)
b)

c) beschriankt, wenn es ein R > 0 gibt mit M C Ug(0).

offen, wenn jeder Punkt von M ein innerer Punkt ist.

abgeschlossen, wenn jeder Randpunkt von M zu M gehért.

d) kompakt, wenn M abgeschlossen und beschrinkt ist.

Eine Menge M ist genau dann offen (abgeschlossen), wenn M = int M (M =
clos M). Der Rand M und die AbschlieBung M UJM einer Menge M sind stets
abgeschlossen, und ihr Inneres int M ist stets offen. Weiter ist int M N OM = ().
Die Mengen R™ und () sind sowohl offen als auch abgeschlossen. SchliefSlich ist eine
Menge M C R" genau dann offen (abgeschlossen), wenn ihr Komplement R™\ M
abgeschlossen (offen) ist. Man kann auch leicht zeigen, dass der Durchschnitt und
die Vereinigung jeweils endlich vieler offener (abgeschlossener) Mengen wieder
offen (abgeschlossen) ist.

Beispiele Die Menge {(z1,23) € R? : z; > 0, x5 > 0} ist abgeschlossen, jedoch
nicht beschrinkt, und somit nicht kompakt. Die Menge M = {(x1,22) € R? :
|z1]? + |z2)* < €2} = U.(0) ist offen und beschréinkt. Thr Rand ist die Menge
{(x1,29) € R*: |x1]* + |x5]* = £2}. Also ist M nicht abgeschlossen. Die Abschlie-
Bung von M ist

clos M = {(x1,25) € R? : |21 > + |mo]? < €2},

und diese Menge ist beschriankt und abgeschlossen, also kompakt. Schlie8lich ist
{(x1,29) € R* : a < x; < b, ¢ < 1y < d} eine Menge, die weder offen noch
abgeschlossen ist. m

13.2 Grenzwerte und Stetigkeit

Ordnet man jeder Zahl k € N einen Punkt z;, = (2%, ... 2%) € R" zu, so entsteht

eine Folge (xy)ren im R™. Vollig analog zu reellen Folgen trifft man die folgende
Definition.

Definition 13.4 Fine Folge (xy)ren im R™ heifit konvergent, wenn es ein x € R™
mit folgender Figenschaft gibt: Fir jedes € > 0 gibt es ein N = N(e) € N so,
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dass ||z — x|| < e fiir alle k > N. In diesem Fall ist x eindeutig bestimmt und
heifit Grenzwert der Folge (xy). Bezeichnung:

xr= lim z, oder xz,—x firk — oo.

k—o0
Satz 13.5 Eine Folge (x1) im R™ mit z, = (2%, ..., 2%) ist genau dann konver-
gent und hat den Grenzwert x = (xy,...,x,), wenn fir jedes i = 1,...,n die

Folge (%) en deri-ten Komponenten konvergiert und ihr Grenzwert gleich x; ist.

Um die Folge (z)keny von Vektoren auf Konvergenz zu untersuchen, muss man
also jede der n Zahlenfolgen (2¥)ien, i = 1,...,n, auf Konvergenz untersuchen.
Dazu lassen sich die in Abschnitt 2 festgehaltenen Konvergenzaussagen fiir Zah-
lenfolgen heranziehen. Beispielsweise ist

: .
tim ("2, ) = (1,1,0),
n—oo
da
X .
im 0 1 lim =1, lim o2, ¥
n—oo N n—o0 n—oo N

Sei D eine nichtleere Teilmenge von R"™. Eine Vorschrift f, die jedem x =
(x1,...,2,) € D genau eine reelle Zahl y = f(x) = f(xy1,...,x,) zuordnet,
heifit eine reelle Funktion der n reellen Verdnderlichen x+, ..., x,. Zumindest fir
n = 2 laBt sich der Graph von f: D — R, d.h. die Menge

{(z1,20,9y) € R’ : (w1,m2) € D, y = f(a1,70)},

noch gut im z1, x5, y—Koordinatensystem veranschaulichen (,,Gebirge® iiber D).
Hilfreich ist oft auch die Betrachtung der Niveaumengen (,, Hohenlinien)

{(z1,29) € D : f(x1,22) = c},

auf denen f den konstanten Wert ¢ annimmt.

Ein Punkt zy € R" heifit Haufungspunkt einer Menge M C R”", wenn jede Um-
gebung von xy unendlich viele Punkte aus M enthélt. Der Punkt z selbst muss
nicht zu M gehoren. Ist g € R ein Haufungpunkt von M, so gibt es eine Fol-
ge (x)gen von Punkten aus M\{zo}, die gegen z( konvergiert. Ist zqg € M kein
Héaufungspunkt von M, so heifit xq ein isolierter Punkt von M. So ist jeder Punkt
aus [a, b] ein Haufungspunkt von M = (a,b), und 1 ist ein isolierter Punkt von

M =N.

Definition 13.6 Sei D C R" nichtleer, f : D — R, und xq sei ein Hiufungs-
punkt von D. Wenn es eine Zahl ¢ € R gibt, so dass fir jede Folge (xy)ren aus
D\{zo} mit limy_,o xx = x¢ der Grenzwert limy_, f(zx) ezistiert und gleich ¢
ist, so nennen wir ¢ den Grenzwert von f an der Stelle xy und schreiben

lim f(z)=c oder f(x)—c firz— x.

T—T0
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Man beachte, dass z¢ nicht zu D gehoren muss und dass f an der Stelle zy nicht
definiert sein muss.

Beispiel 1 Sei D = R?*\{(0,0)} und f: D — R gegeben durch

$2y2

f(xjy):m

(wobei wir wie iiblich (z,y) statt (x1,x2) schreiben). Dann ist (0,0) ein Hiufungs-
punkt von D und lim, y)—0,0) f(,y) = 0. Fiir jede Folge (xy, yx) mit (zy, yr) #
(0,0) und Grenzwert (0,0) ist namlich

| < 0
Ty, + Yy

22y
Zo i) — 0 :‘ kY ‘: 2
‘f( k yk) ’ x%—l—y,% ‘yk|

fir (zx, yx) — (0,0). m
Beispiel 2 Sei D wie in Beispiel 1 und

2?2 — y?

f(l‘,y)zm-

Dann hat f an der Stelle (0,0) keinen Grenzwert. Fiir die Folge ((%,0)) reny 1St
nidmlich

1

: 1 (1/k)* = (1/k)*
Jm () = e e =

Beide Grenzwerte existieren, sind aber voneinander verschieden. |

Definition 13.7 Die Funktion f : D — R heifit stetig an der Stelle xy € D,
wenn fir jede Folge (xg)ken in D mit Grenzwert xqy gilt limg_,o f(xr) = f(x0).
Die Funktion f heifit stetig auf D, wenn sie in jedem Punkt von D stetig ist.

Ist x( ein isolierter Punkt von D, so ist dort jede Funktion f : D — R stetig. Ist
xo € D Haufungspunkt von D, so ist f : D — R genau dann stetig in x(, wenn
der Grenzwert lim, ,,, f(z) existiert und gleich f(zo) ist.

Beispiele Die Funktion f : R? — R mit

_ [ EE falls (zy) #(0,0)
Jew) '_{ 0 falls (z,y) = (0,0)
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ist stetig in 2o = (0,0) nach Beispiel 1, wéhrend nach Beispiel 2 die Funktion
g : R? — R mit

22— )2
g(x,y) - x2+z2 falls (-737 y) # (07 0)
0 falls (z,y) = (0,0)
unstetig an der Stelle (0,0) ist. Auf R?\{(0,0)} sind beide Funktionen stetig. m

Die uns bekannten Aussagen iiber stetige Funktionen von einer Verénderlichen
lassen sich ohne Schwierigkeiten auf Funktionen von mehreren reellen Verénder-
lichen {ibertragen.

Satz 13.8 Sind f,g: D — R stetig in vy € D, so sind auch die Funktionen cf
mit c € R, f+ g, fg und — falls g(xg) # 0 — f/g stetig an der Stelle xq. Auch
die Verkettung (Hintereinanderausfithrung) stetiger Funktionen ist wieder stetig.

Satz 13.9 Sei f : D — R stetig und D kompakt. Dann ist die Funktion f
beschrdankt und besitzt Mazimum und Minimum, d.h. es gibt Punkte xyax, Tmin €
D mat

f(@min) < f(2) < f(Tmax) fiir alle z € D.

13.3 Partielle Ableitungen
In diesem Abschnitt ist D C R™ offen und f: D — R. Ist 2 = (21,...,2,) € D,

so schreiben wir statt f(x) auch f(xy,...,z,). Die Definition der Ableitung einer
Funktion einer Veranderlichen,
_ h) —
F(x0) = lim fx) = fxo) _ lim f(@o+h) — f(xo)
T—T0 xr — X h—0 h

1Bt sich nicht unmittelbar auf Funktionen mehrerer Verédnderlicher iibertragen,
da eine Division durch x —x( nicht erklart ist. Man kann aber analog eine partielle
Differentiation erkldaren, wenn man alle Variablen bis auf eine konstant h&lt und
die resultierende Funktion nach eben dieser Variablen ableitet.

Definition 13.10 Die Funktion f : R® O D — R heifst in 2° = (29,...,2%) € D

rn

partiell differenzierbar nach xy, k= 1,...,n, falls der Grenzwert
llm f(l’?, cee 7$2717 372 + h7x2+17' B ,{L‘9L> - f(x?v ce ,IL’%)
h—0 h

existiert. Dieser Grenzwert heifit die partielle Ableitung von f nach xy an der
Stelle x° und wird mit %(wo) oder f, (x°) bezeichnet. Die Funktion f heift
partiell differenzierbar in 2° (auf D), wenn in 2° (in jedem Punkt von D) alle

partiellen Ableitungen existieren. Ist auflerdem jede dieser partiellen Ableitungen
stetig in x° (auf D), so heifit f stetig partiell differenzierbar in 2° (auf D).
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Ist f: D — R partiell differenzierbar an der Stelle 2° € D, so heifit

(grad f)(xo) = (fm(SUO)’ ces fmn(xo))

der Gradient von f an der Stelle 2°. Statt grad f schreibt man auch Vf (lies:
Nabla).

Beispiel 3 Sei f : R? — R gegeben durch f(z,y) = 22% + y*. Beim partiel-
len Differenzieren nach x betrachten wir y als Konstante. Wir konnen dann die
bekannten Differentiationsregeln fiir Funktionen einer Verédnderlichen anwenden
und erhalten

fo(z,y) =42 sowie f,(z,y) = 2y.
Analog erhélt man fiir die Funktion f : R" — R,

flxy, ... m) = 2+ .. + 22 =z,

dass sie auf R"\{0} partiell differenzierbar ist und dass dort

of 1, 2L o
Insbesondere ist (grad f)(z) = x/|z|| fiir z # 0. .

Beispiel 4 Sei f : R* — R erkliirt durch f(0,0) = 0 und

ry

m falls (.Z',y) 7£ (0,0)

flx,y) =

Fiir (z,y) # (0,0) finden wir die partiellen Ableitungen sofort:

2 2
Y Ty x Yy
T s — — 4 ; y — - 4 .
Red) = g T aegp MOV T e T e gy

An der Stelle (z,y) = (0,0) arbeiten wir mit Definition 13.10:

£,(0,0) = Jim 220 = 1(0.0)

h—0 h

=0, f,(0,0)=0.

Also ist f auf ganz R? partiell differenzierbar. Wegen

11 1/n? 2
f(ﬁ’ﬁ) = —((2//:2))2 = nz — o0 flirn — oo

ist f aber nicht stetig in (0,0). Aus der partiellen Differenzierbarkeit folgt also
nicht die Stetigkeit. |
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Ist f: D — R partiell differenzierbar, so ist % wieder eine Funktion von D nach
R. Ist diese partiell differenzierbar nach xz,, ergeben sich partielle Ableitungen
zweiter Ordnung, die wir mit

0 f
axﬁxk

() oder fy . (x)

bezeichnen. Analog werden partielle Ableitungen héherer Ordnung erklart und
bezeichnet.

Beispiel 5 Fiir die erste Funktion aus Beispiel 3 ist

fm<x>y) =4, f:ry(xay) nym(x,y) =0, fyy(x’y) =2.

Interessanter ist die durch f(0,0) = 0 und

1.2 2

f(x,y) =y fiir (z,y) # (0,0)

T2 + y2
auf ganz R? erklirte Funktion. Fiir (z,y) # (0,0) ist

2t — oyt — da2y?
(22 4 2)?

2t — oyt 4 daty?
(22 + 2)?

fl‘($7y):y s fy(fb“,y)zrr

Y

und fiir (z,y) = (0,0) findet man

h—0 h

=0 und f,(0,0)=0.

Fiir die gemischten zweiten Ableitungen in (0,0) erhalten wir schlielich

_ : fﬂﬁ(ovh) - fx(0,0) IERT —h—0 -
fey(0,0) = }ngé ; _;ILIL% = —1,

_ : fy(h70)_fy(070) T h—20 o
fyz(0,0) = lim A ==t

|
Die Reihenfolge der partiellen Ableitungen darf i.Allg. also nicht vertauscht wer-
den. Der folgende Satz gibt Bedingungen an, unter denen dieses Vertauschen
erlaubt ist.

Satz 13.11 (H.A. Schwarz) Sei D C R" offen, f: D — R und 2° € D. Alle
partiellen Ableitungen erster Ordnung von f sollen auf D existieren. AufSerdem

existiere die zweite Ableitung =24 auf D, und diese sei in 2° stetig. Dann exi-
Ox0xy )
2f

. 0 .
ugdm, T und es st

Pf o Pf o

8mk8mg T= aZL‘gaJZk v

stiert auch
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13.4 Differenzierbarkeit

Bei der partiellen Differenzierbarkeit wird das Verhalten einer Funktion nur in
Richtung der Koordinatenachsen untersucht. Das fithrt u.a. dazu, dass der Begriff
der partiellen Differenzierbarkeit sehr schwach ist und nicht einmal die Stetigkeit
der Funktion garantiert (Beispiel 4). Wir sehen uns nun einen stérkeren und
fiir viele Zwecke geeigneten Differentiationsbegriff an. Dazu wiederholen wir die
Definition der Ableitung einer Funktion von einer reellen Verénderlichen:

f/(l'o) — lim f(xo + h) — f(‘ro) )

h—0 h

Wir schreiben « := f/(2°) und setzen

F(a®+h)—f(z° ..
r(h) { %—a fiir h # 0

0 fiir h = 0.
Dann ist r eine in einer Umgebung von 0 stetige Funktion mit
}llli% r(h) =0, (13.1)
und es gilt
f(z® 4+ n) = f(2) + ah + hr(h). (13.2)

Gilt umgekehrt die Identitéat (13.2) mit einer Zahl o € R und mit einer in einer
Umgebung von 0 definierten Funktion r mit der Eigenschaft (13.1), so ist f
differenzierbar an der Stelle 2°, und f/(2") = «. Die Identitdt (13.2) 1a8t sich
ohne Schwierigkeiten auf Funktionen mehrerer Verédnderlicher iibertragen und
liefert dann einen geeigneten Differenzierbarkeitsbegriff. Dazu interpretieren wir
(13.2) wie folgt: Lokal (d.h. mit 2% = 0, f(2°) = 0) geht (13.2) iiber in

F(h) = ah + hr(h), (13.3)

wobei hr(h) schneller als h gegen 0 strebt, wenn A — 0. Dies kann man ver-
stehen als eine Approximation von f durch die lineare Funktion h — ah. Dies
kann man offenbar auf Funktionen von mehreren Verénderlichen und sogar auf
Funktionen iibertragen, deren Werte Vektoren sind, die also von einer Teilmenge
D des R™ in den R™ abbilden. Solche Funktionen heiflen auch Vektorfelder. Als
Beispiel stellen wir uns eine durch ein Rohr stromende Fliissigkeit vor. Ordnet
man jedem Punkt z im Inneren des Rohres den Geschwindigkeitsvektor des an
dieser Stelle befindlichen Fliissigkeitsteilchens zu, so erhédlt man ein Vektorfeld.
Auch das elektrische Feld ist ein Vektorfeld. Ist schlieBlich f : R" — R partiell
differenzierbar, so ist die Funktion F(z) := (grad f)(x) ein Vektorfeld von R™
nach R™. Ein Vektorfeld F': R® — R™ schreiben wir oft als

F=(F,... F,)"
mit Funktionen Fp : R™ — R. Wegen Satz 13.15 ist ein Vektorfeld F' =

(Fy,..., F,)" genau dann stetig, wenn jede Funktion Fj stetig ist.
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Definition 13.12 Sei D C R" offen, F': D — R™ und 2° € D. Die Funktion F
heifst differenzierbar an der Stelle 2°, wenn es eine lineare Abbildung A : R™ —
R™ (eine mxn-Matriz) sowie eine in einer Umgebung U von 0 € R"™ definierte
Funktion r : U — R™ so gibt, dass

F(2" + h) = F(2°) + Ah + ||h]| (h) (13.4)
fiir alle h € U und
lim (h) = 0. (13.5)
h—0

Die Ableitung einer Funktion F : R™ — R™ ist dann die lineare Abbildung A von
R™ auf R™, die durch eine mxn-Matrixz beschrieben werden kann. Wir bezeichnen
die Ableitung von F : D — R™ in 2° € D mit F'(z°) oder (DF)(xo). Ist f in
jedem Punkt 2° € D differenzierbar, so heifit F' differenzierbar auf D.

Zwischen den eingefithrten Differenzierbarkeitsbegriffen bestehen die folgenden
Beziehungen:

F stetig partiell = [ differenzierbar = F partiell
differenzierbar ' differenzierbar
I stetig

Die Aussage, die sich hinter dem rechten dieser Implikationspfeile verbirgt, wird
im folgenden Satz préziser beschrieben.

Satz 13.13 Sei D C R" offen und F = (Fy,...,F,)T : D - R™ in2° € D
differenzierbar. Dann ist jede Funktion F; : D — R in 2° partiell differenzierbar,
und die Matrizdarstellung der linearen Abbildung A = F'(x°) aus (13.4) beziiglich
der Standardbasen von R™ bzw. R™ ist

g—ﬂ(xo) . gTF:L(xO)
Jr(2°) = : : . (13.6)
%%’1"(:1:0) o %%(:co)

Die Matrix Jp(z°) heiBt auch die Jacobimatriz oder Funktionalmatriz von F an
der Stelle 2. Um die Differenzierbarkeit einer Funktion F' : R* O D — R™
zu iiberpriifen und ihre Ableitung zu berechnen, bietet sich der folgende Weg
an: Man bestimmt die partiellen Ableitungen aller Komponenten F; von F. Sind
diese stetig, so ist F' differenzierbar, und die Ableitung F’(x¢) wird durch die
Matrix Jp(2°) aus (13.6) beschrieben.

Beweis von Satz 13.13 Sei (13.4) mit A = (a;;)m, und 7 = (r1,...,7,)" sowie
h = (hi,...,h,)" erfiillt. Die i-te Zeile der Vektorgleichung (13.4) lautet dann

Fi(a"+ h) = Fi(a®) + Y aihj + ||l ri(h), VheU, (13.7)

J=1
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wobei limp,_,o7;(h) = 0 wegen |r;| < ||r||. Wir fixieren ein j € {1,...,n} und
wihlen = (0,...,0, hy, 0,...,0)" = hj€;. Fiir kleine h; liegen diese Vektoren
in U, und (13.7) reduziert sich auf

Fy(2® + hy€;) = Fy(2°) + aish; + |7 ri(h)
und fiir h; # 0 auf

Fi(z" + h;e;) — Fy(2°
) B
J

h]
Wegen |h;| = ||h|| und lim,_,o7;(h) = 0 ist auch
Il

fHo h;

ri(h) =0,

und wir erhalten die Existenz des Grenzwertes

Fi(2° + ;&) — Fy(a®) _ OF,
lim (J} + Jej) (1‘ ) — d (l.O) = a;. m
h;—0 hj al‘j

Ist f: D — R eine reellwertige differenzierbare Funktion, so ist

Ia) = (5, ) = (rad £)(0)

Vernachléssigen wir fiir kleine h den Term ||A]| r(h) in (13.4) (der ja schneller als
h gegen 0 strebt), so erhalten wir eine lineare Approximation

f(@) ~ f(2) + (grad f)(2") (& — 2°) (13.8)

mit 7 = 2° + h und h = ¥ — 2°. Im Fall n = 2 schreiben wir 7 als (z,y) und z°
als (g, yo) und erhalten speziell

f(z,y) = f(zo,y0) + fa(z0, Y0)(x — 20) + fy(x()’?/o)(y — %) (13.9)

fur alle (x,y), die nahe bei (2, yo) liegen. Durch die rechte Seite von (13.9) wird
die Ebene

z = f(20,%0) + f2(z0,y0)(x — z0) + fy(20,Y0) (Y — Vo)

im R3 festgelegt. Dies ist die Tangentialebene an den Graphen der Funktion
f D — R (den man sich als Flache tiber der zy—Ebene vorstellt) im Punkt

(3:07 Yo, f($0> yO))

Mit 2 = (21,...,2,), 2° = (29,...,2%) und dzy := x;, — 29 schreibt man den
zweiten Summanden in (13.8) oft auch in symbolischer Form als
af of — Of
d d —dz, = — dxy,.
f 8$1 LTt 8xn . ; c%k Tk



Dieser Ausdruck heiflt das wvollstindige Differential von f und kann wie folgt
interpretiert werden: Andert man die z; um dzxy, so dndert sich bei linearer
Approximation unter Vernachléssigung von Fehlern héherer Ordnung f um df.
Die wird oft zur Fehlerabschétzung bei Messprozessen ausgenutzt. Werden statt
der wahren Werte x1,...,z, mit Fehlern behaftete Werte 2, = x), + Axy, k =
1,...,n, gemessen, so liasst sich der Fehler

Af:f(li‘l,...,i’n)—f(l‘l,...,fﬂn)

im Funktionswert abschéatzen durch
Af| ~ E — |A
‘ f‘ k:1‘axk‘| xk‘?

wobei Fehler hoherer Ordnung ignoriert werden. Sind Schranken |Azy| < sy fiir
die Meffehler bekannt, erhalten wir

Beispiel 6 In einem rechtwinkligen Dreieck mit den Kathedenldngen x und y ist
die Lénge der Hypothenuse gleich f(x,y) = \/2? + y?>. Wegen

falw,y) = —= d fylay) = —=
2(T,y) = —— un T,Y) = ———
y /22 + 12 by /22 + 12
wird die Tangentialebene an den Graphen der Funktion f : (0,00) x (0,00) — R
im Punkt (xo, Yo, f(xo, yo)) beschrieben durch die Gleichung

Lo Yo
z=\J1g+ Y+ ——= (@ —20) + ———= (¥ — W),
V6 + Vg +
und das vollstandige Differential von f lautet
€z Y
= ——dr + ———=dy.

Messen wir statt der wahren Kathedenldngen xq, yo die Werte z¢o+Ax und yo+Ay,
so ist der resultierende Fehler bei linearer Approximation gleich

df

o Az + Yo Ay = oAz + YAy
Vo +ys Vg + g Vg + g

Wir kommen nun zu Rechenregeln fiir Ableitungen.

Af ~

Satz 13.14 Sei D C R" offen und f,g : D — R™ in x € D differenzierbar.
Dann st fiir a, f € R auch aof + Bg: D — R™ in x differenzierbar, und es gilt

(of + Bg)'(x) = af'(x) + By (x).

191



Produkt- und Quotientenregel vermerken wir nur fiir skalarwertige Funktionen.

Satz 13.15 Set D C R" offen und f,g: D — R in x € D differenzierbar. Dann
sind auch fg: D — R und, falls g(x) # 0, f/g in x differenzierbar, und es ist

(f9)(z) = g(@)f' () + f(x)d'(x),
(Flo)(x) = L@@ f@)g(x)
g9(x)? '

Satz 13.16 (Kettenregel) Seien U C R™, V' C R™ offen, und g : U — R™,
f V. — RF seien Funktionen mit g(U) C V. Ist g inx € U und f in g(z)
differenzierbar, so ist die verkettete Funktion fogq: U — R¥ in x differenzierbar,
und es qilt

(fog)(x)= f’(g(a:)) og'(z) baw. Jpog(x) = Jf(g(x)) Jy(z).

Die Ableitung einer verketteten Funktion ist also gleich der Verkettung (Hin-
tereinanderausfithrung) der Ableitungen. Fiir die Jacobimatrizen ist somit das
Matrixprodukt zu bilden.

Beispiel 7 Sei F' : R? — R gegeben durch F(z,y) = ¢ und G : (0,00) x
(0,27) — R? durch G = (G, Go)T mit Gy(z,y) = xcosy und Gy(x,y) = zsiny.
Sei H : (0,00) x (0,27) — R gleich F oG (d.h. H(z,y) = F(G(z,y)) ). Dann
sind die Funktionalmatrizen von F' und G gleich

JF(:U7y) = (aa_i (as,y), g_gjj (:E?y)) = (yexy’l,exy)

und oG oG
e oy cosy —x siny
JG(x>y) =\ oag, o6, | — . )
e B_y Sm Yy €T COosYy
und wegen
. 2 2
JF(G(QZ',Q)) — (:vsmyex smycosy’xcosyex smycosy)
2 .
= ze” MY (siny, cosy)
ist

JH(xay) = ‘]F(G(xay)) Jg(l’,y)

z2siny cosy(

CcoS —x sin
= ze Yy y)

siny, cos y) (siny T CoS Yy

= gt sinycosy (2 siny cosy, —x(sin®y — cos® y))
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13.5 Richtungsableitungen

Definition 13.17 Sei D C R"™ offen, f: D — R, x € U und v € R™ ein Vektor
der Linge ||v|| = 1. Man sagt, dass f im Punkt x eine Ableitung in Richtung des
Vektors v besitzt, wenn der Grenzwert

L S ) = f(@)

t—0 t

existiert. Dieser heifit dann die Richtungsableitung von f in Richtung v und wird
mit %(:p) (manchmal auch mit f'(x,v)) bezeichnet.

Die partielle Ableitung % ist also eine spezielle Richtungsableitung in Richtung
des Koordinateneinheitsvektors é;.

Satz 13.18 Seien D, f,x wie in Definition 13.17, und sei f in x differenzierbar.

Dann ezistiert fiir jeden Einheitsvektor v = (v, ...,v,)T € R" die Ableitung von
f in Richtung v im Punkt x, und es gilt

0 0 0

a—i(m) = f'(z)v = a—i(aﬁ)vl +...+ 83{; (). (13.10)

Beweis Fiir hinreichend kleines ¢ ist in den Bezeichnungen von Definition 13.12
von f'(z)
tv) — ! -t t t t
ot t)=J(a) _ St elirt) _ iy M

t t
Aus lim;_q % r(tv) = 0 folgt die Behauptung. n
Mit Hilfe des Gradienten grad f = (%, . %) und des Skalarprodukts (-, -)
kénnen wir (13.10) auch schreiben als
of
O () = d(arad £)(2).0). (13.11)

Fiihrt man wie im R? den Winkel ¢ € [0, 7| zwischen zwei Vektoren x,y € R™\{0}
durch (z,y) = ||z| [|y|| cos ¢ ein, so folgt fiir (grad f)(z) # 0 fiir den Winkel ¢
zwischen (grad f)(x) und v

% () = larad @) - cos o

Folgerung 13.19 Seien D, f,x wie in Definition 13.17 und sei (grad f)(z) # 0.
Dann nimmt die Richtungsableitung %(x) thren grofiten Wert fiir cosp = 1
bzw. ¢ = 0 an, d.h. wenn (grad f)(z) und v in die gleiche Richtung zeigen. Der
Gradient von f zeigt also in Richtung des steilsten Anstiegs von f in x.
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13.6 Mittelwertsatz und Satz von Taylor

Der Mittelwertsatz fiir eine differenzierbare Funktion f : R — R sagt, dass man
fiir zwei Punkte a < b einen Punkt £ € (a, b) findet, so dass

f() = fla) = f'(§) - (b—a). (13.12)

Das folgende Beispiel zeigt, dass fiir vektorwertige Funktionen der Mittelwertsatz
in dieser Form nicht gelten kann.

Beispiel 8 Sei f : R — R? gegeben durch f(z) = (cosz,sinz)?”. Dann ist
f'(z) = (—sinx,cosx)”T und nach Pythagoras

I f'(2)|| = Vsin?z + cos?x = 1
fiir alle x. Es gibt deshalb kein £ € R mit
0= f(2) — £(0) = () - 2. :

Fiir reellwertige Funktionen auf R™ gilt der Mittelwertsatz jedoch in der ge-
wohnten Form.

Satz 13.20 Se: D C R" offen und f : D — R differenzierbar auf D. Weiter sei
x+th € D fir allet € [0,1] (d.h. die Verbindungsstrecke von x nach x + h liege
komplett in D). Dann gibt es ein 7 € (0,1) mit

f(x+h)— f(x) = f'(x+Th)h.

Zum Beweis schrinkt man die Funktion f auf die Strecke [z, 2 + h]| = {y € R™:
y =x +th mit t € [0,1]} ein, betrachtet die Funktion

g:10,1] =R, t— f(z+th) (13.13)
und wendet auf diese den Mittelwertsatz (13.12) und die Kettenregel an. n

Fiir Funktionen f : R* O D — R™ mit m > 2 ist die folgende Version des
Mittelwertsatzes die néchstbeste.

Satz 13.21 Sei D C R" offen, f: D — R™ differenzierbar auf D und x+th € D
fiir alle t € [0,1]. Dann ist

Fla+h) — flz) = /0 £z +rh)hdr. (13.14)

Dabei ist das Integral iiber die vektorwertige Funktion 7+ f’(x 4+ 7h)h kompo-
nentenweise zu berechnen. Der Mittelwertsatz in der Form (13.14) ist oft niitzlich,
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wenn man || f(x+h) — f(z)|| abschéitzen mochte. Der Beweis ist wieder ganz ein-
fach. Mit der Funktion g aus (13.13) ist

fla+ ) — f(z) = g(1) - g(0) = / J(r)dr,

und nach der Kettenregel ist ¢'(7) = f'(xz + 7h) - h. N

Wir lernen nun den Satz von Taylor fiir Funktionen mehrerer Verédnderlicher
kennen. Dabei beschranken wir uns auf reellwertige Funktionen. Zunéchst fiihren
wir einige Bezeichnungen ein, die uns helfen, die Ubersicht iiber die zahlreichen
Summanden in der Taylorentwicklung zu behalten.

Ein Multiindex ist ein n-Tupel @ = (ay,...,q,) € Nj. Fir jeden Multiindex
a=(ag,...,ap)sel |af := a3 +... 4+, seine Ordnung und a! := a;!. .. a,! seine
Fakultdt. Fiir jede |a]-mal partiell differenzierbare Funktion f: D — R auf einer
offenen Menge D C R"™ kiirzen wir die partiellen Ableitungen mit

pop— O
Ox(* ... 0xon
ab, und fir = (xq,...,2,) € R" sei
=t i,

Satz 13.22 (Satz von Taylor) Sei D C R" offen, f : D — R (k+1)-mal stetig
partiell differenzierbar, und sei x + th € D fiir alle t € [0,1]. Dann gibt es ein
7€ (0,1) so, dass

1, . o Def)(x+Th)
flat+h)y=>" (D) (@) + > ( )E)u Jpo
laj<k . \\oz|=k+1 ’ )
T aylorpol‘g;nom der Restglztzd
Ordnung k

Beispiel 9 Sei f : R? — R gegeben durch f(z,y) = sin(z + 2y). Dann ist
fo(z,y) = cos(x +2y), f,(z,y) =2cos(z+ 2y)

faz(z,y) = —sin(z +2y), foy(x,y) = —2sin(x +2y), f,, = —4sin(zr + 2y),
und der Satz von Taylor fiir die Ordnung 1 liefert mit o = (hy, ho)

f(l’ + h17 Y+ h2) - f(xvy) + fm(‘ray)hl + fy(xay>h2 +R
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bzw.
sin (2 4 hy 4+ 2(y + he)) = sin(z + 2y) + cos(z + 2y)hy + 2 cos(z + 2y)hs + R
mit dem Restglied

R = %(h%fm(m)+2h1h2fxy(f,@>+h%fyy(f,y))

= —w (hi + 4hihy + 4h3)

mit T =« + 7hy, ¥ = y + 7hy mit einem 7 € (0, 1). o
Beispiel 10 Wir bestimmen das Taylorpolynom 2. Ordnung fiir die Funktion
f:R?> 5 R, (z,y) — % eosy

im Punkt (0,0). Dieses ist gleich (mit D; = 2 und D, = 8%)

F(0.0) + (Duf) 0,01 + (Dof)(0,0)h + L (D31)(0,0) 1
+ L(DE0.083 + (D D)0, )i

Die partiellen Ableitungen von f bis zur 2. Ordnung sind

(Dif)(w,y) = 2wem ooy = (Duf)0,0) = 0,
(Dof)(x,y) = —sinye™ oy = (D2f)(0,0) = 0,
(DYf)(a,y) = (24 da)er Feosy = (Dif)(0,0) = 2e,
(D3f)(w,y) = (=cosy+sin’y)e” v = (D3f)(0,0) = —e,
(DiDof)(x,y) = —2asinye® Teosv = (D1Dyf)(0,0) = 0.
Das gesuchte Taylorpolynom ist also
(hl,hg)He—l—eh%—gh% o

Wir sehen uns die Bestandteile Py, (h) := 37, _,, (Daa#h“ des Taylorpolynoms
fiir m = 0,1, 2 genauer an.
m = 0: Dann ist a = (0,...,0) und Py(h) = f(z) (konstantes Polynom).

m = 1 : Die einzigen n-Tupel o € Nj mit || = 1 sind genau die Tupel
a; = (0,...,0,1,0,...,0) mit der 1 an der i-ten Stelle. Wegen D% f = %,
;! =1 und h% = h; ist

P = 32 2 ()b = ((emad 1) (2. ).
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m = 2 : Man rechnet leicht nach, dass

Py = 37 N =5 3 (et ot
|| =2 ’ i,j=1 v

Um dies kiirzer zu schreiben, bezeichnen wir fiir jede zweimal partiell differen-
zierbare Funktion f : R" O D — R die nxn-Matrix

(825% ($)>Zj:1

mit (Hess f)(z) und nennen sie die Hesse-Matriz oder den Hessian von f.

Sind die zweiten partiellen Ableitungen von f stetig, so ist (Hess f)(x) eine
symmetrische Matrix (Satz von Schwarz). Mit dieser Matrix ist

Py(h) = %((Hess £)(x) B, b,

Unter den Voraussetzungen von Satz 13.22 mit k = 2 konnen wir das Taylorpo-
lynom 2. Ordnung von f also schreiben als

P (e, ha) o et (a, B+ 3 (AR B)
mit ¢ = f(x),a = (grad f)(z) und A =(Hess f)(x). u

13.7 Lokale Extrema

Sei D C R”. Eine Funktion f : D — R hat an der Stelle (%) € D ein globales
(oder absolutes) Mazimum, wenn f(z(®) > f(z) fiir alle x € D. Die Funktion f
hat in () ein lokales (oder relatives) Mazimum, wenn es eine offene Umgebung
U C D von 29 gibt, so dass f(2(?) > f(z) fiir alle z aus U. Analog definiert
man globale und lokale Minima. Das Wort ,,lokal“ weist darauf hin, dass an dieser
Stelle ein Extremum nur beziiglich einer (nicht ndher bestimmten) Umgebung
von z(® vorliegt. Stetige Funktionen auf kompakten Mengen besitzen stets ein
globales Maximum und ein globales Minimum. Wir sehen uns nun lokale Extrema
differenzierbarer Funktionen an.

Satz 13.23 (Notwendige Bedingung) Sei D C R" offen und f : D — R
partiell differenzierbar. Besitzt f in 9 € D ein lokales Extremum, so ist

(grad f)(z®) =0, (13.15)

d.h. alle partiellen Ableitungen g—i(:ﬂ(o)) sind gleich Null.
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Ist (13.15) erfiillt, heiBt 2(® auch ein stationdrer Punkt. Stationire Punkte, die
keine Extrema sind, sind z. B. Sattelpunkte. Um zu priifen, ob ein stationérer
Punkt tatséchlich ein lokales Extremum ist, zieht man wieder die zweiten Ablei-
tungen zu Rate.

Satz 13.24 (Hinreichende Bedingung) Sei D C R", die Funktion f : D —
R sei zweimal stetig partiell differenzierbar nach allen Variablen, und sei 2(°) € D
ein stationdrer Punkt von f, d.h. (grad f)(z(®)) = 0. Dann gilt:

a) st (Hess f)(x©) positiv definit, so hat f in 0 ein lokales Minimum.

b) st (Hess f)(x®
c¢) st (Hess f)(z(

)Y negativ definit, so hat f in (%) ein lokales Mazimum.

)Y indefinit, so hat f in (% kein lokales Extremum.

Ist (Hess f)(2°) nur (positiv oder negativ) semidefinit, so ist keine Entscheidung
moglich an Hand der ersten und zweiten partiellen Ableitungen. Fiir Funktionen
von zwei reellen Verdnderlichen kann Satz 13.24 auch wie folgt formuliert werden.

Satz 13.25 Sei D C R?, die Funktion f : D — R habe stetige particlle Ableitun-
gen erster und zweiter Ordnung, und in (zo,y0) € D sei fi(zo,y0) = fy(z0,%0) =
0. Ist

(fxy(an yO))2 < fx:c('CEOa yO) ' fyy(-ro, yO)a (1316)

so hat f an der Stelle (xg,yo) ein lokales Extremum, und zwar ein lokales Mini-
mum, wenn fp.(xo,y0) > 0, und ein lokales Mazimum, wenn f..(xo, o) < 0.
Gilt in (13.16) das Zeichen >, so liegt ein Sattelpunkt vor.

Beispiel 11

a) Sei f(z,y) =sinx -siny auf R?. Dann ist

™

™ T . T
fx(§7§)—cos§sm§—0 und  f( ) =0.

Y

B
b 3

—~
(=]

Also ist 1% = (7, §) ein stationdrer Punkt und sogar ein lokales Maximum,

)
):—sing-sin%:—l < 0 und

(ol 3))" = co Geos® 5 =0 <1 = o

SME
ro| 3

)y

E
Lol 3

).

? ?

b) Wir suchen alle lokalen Extrema von f(z,y) = 2° —12zy+8y® auf R?. Wegen
fo(z,y) = 322 — 12y und f,(x,y) = 24y* — 122 ergeben sich alle stationdren
(also extremwertverdéchtigen) Punkte von f aus

32 — 12y =0 und 24y* — 122 = 0.

FEinsetzen von y = %1352 (aus der ersten Gleichung) in die zweite Gleichung
ergibt %x‘l = x. Diese Gleichung hat genau zwei reelle Losungen, namlich
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xg = 0 und z; = 2. Hieraus erhélt man mit der ersten Gleichung yy = 0 und
y1 = 1. Demnach sind (0,0) und (2,1) die einzigen Kandidaten fiir lokale
Extremstellen. Nun ist

(£20(0,0))" = (~12)° = 144> 0 = £2(0,0),,,(0,0)
so dass (0,0) kein lokales Extremum von f ist. Dagegen ist
(fuy(2,1))° = (—12)? = 144 < 576 = 1248 = f,,(2, 1) f,,(2, 1)
und f,,(2,1) =12 > 0, so dass in (2, 1) ein lokales Minimum vorliegt.
Fiir die auf R* durch

f(z,y,2) =$2+y2+22—|—xy—x2+2
definierte Funktion ist an der Stelle 2(® = (0,0, 0)
(grad £)(0,0,0) = 2z +y — 2,2y + 2,22 — x) (0,00 = (0,0,0).
Also ist (0,0,0) ein stationdrer Punkt. Weiter ist

2 1 -1
(Hess f) (x,y,2) = 1 2 0
-1 0 2

fir alle (z,y,2) € R, und diese Matrix ist positiv definit, wie man mit dem

Hurwitzkriterium (Satz 11.22) leicht tiberpriift:

9 1 2 1 -1

det(2) =2 >0, det =3>0, det| 1 2 0 | =4>0.
L2 -1 0 2

Also liegt in (0,0, 0) ein lokales Minimum von f vor. [

Um globale Extrema von f : D — R zu bestimmen, sucht man zunéchst die
lokalen Extema im Inneren von D und untersucht dann noch das Verhalten von
f in der Néhe des Randes von D.

13.8 Parameterabhingige Integrale

Wir betrachten nun Integrale, deren Integrand f neben der Integrationsvariablen
x noch von einem Parameter y abhéngt. Das Resultat der Integration ist dann
ebenfalls von y abhéingig, so dass durch

9(y) = / f(x,y)dx

eine Funktion ¢ definiert wird. Wir untersuchen die Stetigkeit, Differenzierbarkeit
und Integrierbarkeit von g und lernen dabei weitere Aussagen iiber das Vertau-
schen von Grenzprozessen kennen.
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Satz 13.26 Die Funktion f : [a,b] X [c,d] — R sei stetig, und sei

o(y) = / fa,y)de fiiry € [c,d).

Dann gilt

a) Die Funktion g ist stetig auf [c,d].

b) Die Funktion g ist Riemann-integrierbar auf [c,d], und

/cdg(y)dy:/cd/abf(x,y)dxdy:/ab/cdf(x,y)dydx‘

c) Ist f auf einer offenen Menge U C R? mit [a,b] X [c,d] C U definiert und
stetig, und besitzt f auf U eine stetige partielle Ableitung g—i, so ist g auf
[e,d] differenzierbar, und

dg d [ _[hof
d_y_d_y/; f(xay)dl‘_/a a_y($ay)dx

In (b) darf man also die Integrationsreihenfolge vertauschen, und in (c) Differen-
tiation und Integration.

Wir geben noch eine Verallgemeinerung der letzten Aussage dieses Satzes an, bei
der auch die Integrationsgrenzen vom Parameter y abhéngen diirfen.

Satz 13.27 Sei U C R? eine offene Menge mit [a,b] X [¢,d] C U, und sei f :
U — R stetig und stetig partiell differenzierbar nach y auf U. Weiter seien ¢ :
le,d] — [a,b],¢ : [c,d] — [a,b] stetig differenzierbare Funktionen mit ¢(y) < ¥(y)
fir alle y € [c,d]. Schliefilich sei

»(y)
o(y) = / e firy € fe.d)

Dann ist g differenzierbar auf [c,d], und es ist

P(y)
;l_z _ / ) g_;”(x,m dr + f(¥(y), ) (y) — F(y),y) ¢ (v).

Beispiel 12 Sei f(z,y) = ™ fiir (z,y) € [0,1] x [~1,1]. Da f stetig ist, ist auch
die Funktion

1 wy 1 firy =0
— [ xXr = y_ .
9(y) /0 =l fiir y € [-1,1]\{0}
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stetig. Da auBlerdem % = xe™ auf R? stetig ist, ist g differenzierbar auf [—1,1]
mit /
d 1 1/2 firy =0
_g — / e ely diL’ — (y—l)ey+1 .
dy Jo W fiiry € [-1,1\{0}.
u
Beispiel 13 Fiir |t| < 1 berechnen wir das Integral
F(t) := / In(1 — 2t cos & + t*)du. (13.17)
0

Um Satz 13.26 benutzen zu kénnen, wihlen wir ein a € (0, 1) mit ¢ € [—a, a]. Die
Funktion
f(z,t) =1In(1 — 2t cos x + t*)

ist nach t stetig partiell differenzierbar mit

8f( ) 2t — 2cosw
—(x —
ot 1 —2tcosx + t2

Aus Satz 13.26 (c) folgt

auf [0,7] X [—a,a].

T2t—2
F(t) = / CST_ o
o 1—2tcosz + t?

Zur Berechnung dieses Integrals substituieren wir

T
s := tan § bzw. x = 2arctans.

2 2ds

: dr __ _ :
Dann ist 9% = 155 bzw. (formal) dz = {775 sowie
cos® £ — sin? 2 l1—tan’% 1-4°
COST = ——= —= = 5 = 5
cos® 5 +sin” 5 1+tan§ 1+s

Das gesuchte Integral geht iiber in

0o 1-s2 00
/ -275 2 ds:4/ sP(1+t)—(1—1t) s
o T-uES e T4 o AP 21422+ (-1

Partialbruchzerlegung liefert

2 (14+1t)—(1—1) 2701 t?2—1
I+ )t +2(1+ )2+ (1—8)2 ¢t <s2+11L (1+t)252+(1—t)2>’

und mit dem Grundintegral

1 1 a ..
5 dr = — arctan,/—x fiir ac>0
axr + c vac c
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erhalten wir

2 1+t o
F'(t) == ( arctan s — arctan( + 3)) ‘ =
t 1—1¢ 0

=}

(man beachte, dass arctan0 = 0 und lim, arctans = 7). Also ist F' eine
konstante Funktion, und wir bestimmen ihren (einzigen) Wert, indem wir in
(13.17) t = 0 setzen:

F(t):F(O):/Owlnldx:(). m

13.9 Implizite Funktionen und Umkehrabbildungen

Eine der typischen Aufgaben der Mathematik ist das Losen von Gleichungen.
Sind X, Y geeignete Mengen und ist F' : X — Y eine entsprechende Abbildung,
so sind in Verbindung mit der Gleichung F(z) = y mit y € Y folgende Fragen
von Interesse:

- Fiir welche y € Y hat die Gleichung F(z) = y eine Losung =z € X7

- Wenn die Gleichung F'(z) = y fiir ein y € Y l6sbar ist, wieviele Losungen
hat sie dann?

- Falls die Gleichung F(x) = y fiir alle y € Y eindeutig 16sbar ist, wie hingen
dann die Losungen x von der rechten Seite y ab? Ist diese Abhéngigkeit
stetig oder sogar differenzierbar?

- Falls die Gleichung F(z) = y mehrere Losungen besitzt, wie kann man die
Losungsmenge geeignet darstellen?

- Wie findet man Losungen?

Die erste Frage ist eng mit der Surjektivitdt von F verkniipft, und die zweite
mit der Injektivitat. Ist F' surjektiv und injektiv (also bijektiv), so besitzt F' ei-
ne Umkehrabbildung F~!, und der dritte Punkt fragt nach der Stetigkeit und
Differenzierbarkeit von F'~!. Die vierte Frage fiihrt auf den Begriff der Mannig-
faltigkeit, den wir hier nicht besprechen.

Wir werden nun sehen, wie die uns zugénglichen Mittel der Analysis bei der
Beantwortung der Fragen 1 — 3 helfen.

Zunichst betrachten wir Abbildungen F' : R — R. Statt F'(z) = y konnen wir
natiirlich auch F(z) —y = 0 schreiben, so dass die Gleichung F(z) = y ein
Spezialfall der folgenden allgemeineren Aufgabenstellung wird. Sei g : R?> — R
eine Funktion von zwei reellen Verdnderlichen. Wir betrachten das Problem, die
Gleichung ¢g(x,y) = 0 nach y aufzulésen. (Diese Bezeichnungen haben sich so
eingebiirgert. Natiirlich mochten wir F'(x) = y nach = auflésen, so dass man die
Variablen umbenennen miifite. )
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Wir suchen also eine Funktion f : I — R auf einem geeigneten Intervall I, so dass
fiir alle z € I gilt g(z, f(z)) = 0. Im Falle der Existenz einer solchen Funktion
f haben wir durch y = f(x),z € I, eine Auflosung der Gleichung g(x,y) = 0
gegeben. Man sagt auch, dass die Funktion f durch die Gleichung g(z,y) = 0
implizit festgelegt wird.

Satz 13.28 Sei g : (a,b) X (¢,d) — R eine einmal stetig partiell differenzierbare
Funktion. Weiter sei (x9,y0) € (a,b) x (c,d) mit g(xo,yo) = 0 und g,(xo, yo) # 0.
Dann gibt es ein Intervall U C (a,b) um xo, ein Intervall V C (¢, d) um yy und
eine stetig differenzierbare Funktion f:U — V mit f(xg) = yo und g(x, f(x)) =
0 fir alle x € U. Wihlt man U so klein, dass g, (x, f(x)) # 0 fiir alle x € U, so

gilt weiter

 Ge(w, f(2))
gy ([L’, f($))
Unter den Voraussetzungen des Satzes ist die Gleichung g(x,y) = 0 um (zo, yo)

lokal nach y auflosbar. Es ist dabei bemerkenswert, dass f’(x¢) bestimmt werden
kann, ohne f explizit zu kennen:

f(x) = fir xe€U. (13.18)

! _ _gx($07y0)
fwo) = gy(ﬂfo,yo)'

Die Identitdt (13.18) folgt leicht durch Anwendung der Kettenregel auf die Glei-

)
chung g(z, f(x)) = 0:

9o, f(2)) - 1+ gy (z, f(2)) - f'(x) = 0.

Beispiel 14 Sei g : R? — R gegeben durch g(z,y) = 2* + y* — 1. Die Gleichung
g(x,y) = 0 ist genau dann erfiillt, wenn (z,y) auf der Einheitskreislinie um (0, 0)
liegt. Fiir x ¢ [—1,1] hat g(z,y) = 0 daher keine Losung. Fiir x = +1 gibt es
natiirlich die eindeutig bestimmte Losung y = 0, man kann aber die Losungen in
einer Umgebung von x = +1 bzw. x = —1 nicht als eine Funktion von = darstellen
(Warum?).

Schliefllich gibt es fiir jeden Punkt z € (—1,1) zwei Losungen von g(z,y) = 0,
namlich y; = v/1 — 22 und y, = —v/1 — 22. Betrachten wir dagegen die Gleichung
g(z,y) = 0 nur fiir solche (z,y), die in einer 3-Umgebung von (0,1) liegen so
existiert in dieser Umgebung genau eine Losung, namlich f(x) = /1 — z2. Man
beachte, dass ¢,(0,1) =2 # 0 aber g,(1,0) = 0. Aus (13.18) erhalten wir

, 2z x .
fi(x) = Fa) T Ao fir ze(-1/2,1/2)

was man natiirlich auch leicht direkt nachrechnet. Man beachte, dass es fiir dieses
Beispiel einfach war, eine Umgebung von zy = 0 anzugeben, auf der y durch
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x eindeutig bestimmt ist (wihrend Satz 13.28 nur die Existenz einer solchen
Umgebung behauptet). n

Fiir vektorwertige Funktionen mehrerer Verdnderlicher kann man Satz 13.28 wie
folgt verallgemeinern.

Satz 13.29 (Satz iiber implizite Funktionen) Seien U C R"™ und V' C R™
offen, und fir k = 1,...,m sei g : U x V. — R eine einmal stetig partiell
differenzierbare Funktion. Sei (zo,v0) € U x V' ein Punkt mit

gk(xo,90) =0 fir jedes k

und mit
a1 g1
A(g1s- -5 Gm) oo (o, y0) . 52(wo, Yo)
det ﬁ@m yo) = det : : L0,
yla...7ym ag_m(x ) ag—m(x )
oy Lo, Yo) -+ 3, (To, Yo

so gibt es eine Umgebung U C U wvon g, eine Umgebung V' C V wvon yy, sowie
m stetig differenzierbare Funktionen f; : U' — R mit f = (f1,..., fm)? : U — V'
und

f(0) = (filwo). - fml0)) " =10
sowie
gk(a:l,...,xn,fl(xl,...,a:n),...,fm(xl,...,mn)) =0
fir alle k =1,...,m und alle (z1,...,2,) € U'.
Beispiel 15 Bei der Transformation kartesischer Koordinaten (z1,zs) in Po-
larkoordinaten (7, ) ist x; = rcosp, ro = rsinp. Mit z = (x1,22) und
y = (y1,y2) = (7, ¢) haben wir

gi(x,y) =x1 —7rcosp, ga(w,y) =32 —TSing.
Fiir die Funktionaldeterminante gilt
a o .
det M = det cosp Ty .
a(r, ) —siny —rcosy

Fiir » # 0 ist demnach (lokal) eine eindeutige Auflésung nach r und ¢ moglich.
u

Eine wichtige Folgerung aus Satz 13.29 ist der folgende Satz.

Satz 13.30 (Satz iiber die Umkehrfunktion) Sei U C R" offen und f :
U — R™ einmal stetig partiell differenzierbar. Ist f'(xo) invertierbar fir ein
xg € U, soist [ um xq lokal umkehrbar, d.h. es gibt Umgebungen U’ C U von xq
und V' CR™ von f(xo), so dass fly : U — V' eine Bijektion ist, und die lokale
Umkehrfunktion ist ebenfalls einmal stetig partiell differenzierbar.
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Fiir den Beweis wendet man Satz 13.29 auf die Funktion

g(x,y) =z — f(y)

an. |

13.10 Extrema unter Nebenbedingungen

Im Abschnitt 13.7 haben wir lokale Extrema von Funktionen studiert, die auf
einer offenen Teilmenge des R™ definiert sind. Wir betrachten nun Situationen,
die in praktischen Problemen viel hdufiger auftreten: Wir untersuchen Extrema
von Funktionen unter Nebenbedingungen.

Beispiel. Unter allen Rechtecken mit der Fléache 1 suchen wir das mit dem klein-
sten Umfang. Bezeichnen wir die Seiten des Rechtecks mit  und y, so wol-
len wir die Funktion f(z,y) = 2z 4 2y unter der Nebenbedingung ry = 1 bzw.
g(z,y) := ry — 1 = 0 minimieren. n

Dabei wollen wir vermeiden, die Nebenbedingungen nach einer der Variablen
umzuformen und in die zu minimierende Funktion einzusetzen, da dies in
der Regel Schwierigkeiten bereitet. Wir lernen nun die Methode der Lagrange-
Multiplikatoren kennen, mit der die Schwierigkeiten des Umformens nach einer
Variablen vermieden werden koénnen.

Zunéchst einige Begriffe. Wir suchen Extrema einer Funktion f : R® — R, wobei

die Menge der zulédssigen Punkte x = (x4, ..., x,) durch eine Nebenbedingung der
Form g(x1,...,2,) = 0 eingeschrinkt wird. Man nennt 2(®) = (a:go), . .xﬁlo)) eine

relative Mazimalstelle (Minimalstelle) von f unter der Nebenbedingung g(x) = 0,
wenn g(2(®) = 0 und wenn es eine Umgebung U von z(® gibt, so dass f(z) <

(@) (bzw. f(z) > f(2?)) fiir alle 2 € U mit g(z) = 0.

Zum Auffinden von Extremstellen unter Nebenbedingungen ist folgender Satz
hilfreich.

Satz 13.31 Sei U C R” offen, und f : U — R, g : U — R seien einmal
stetig partiell differenzierbar auf U. Hat die Funktion f an der Stelle x® € U
ein relatives Extremum unter der Nebenbedingung g = 0, und sind nicht alle
partiellen Ableitungen von g an der Stelle % gleich 0, so existiert ein A € R mit

Fo, () + Xgp (2O) =0 fiiri=1,...,n. (13.19)
Die Gleichungen (13.19) lassen sich zusammenfassen zu

(grad f)(z @) + A(grad g) (+'V) = 0.
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Zur praktischen Bestimmung relativer Extrema von f unter der Nebenbedingung
g(x) = 0 kann man wie folgt vorgehen. Man bildet eine Hilfsfunktion L : U xR —
R, die neben x4, ..., z, von einer reellen Variablen \ abhéngt:

L(zy,...,¢0A) = f(xg, ... xn) + Ag(@1, ..., Tp).

Diese Funktion L heifit auch Lagrange-Funktion, und A heifit Lagrange-
Multiplikator. Nun betrachtet man das System der n + 1 Gleichungen.

Lx1 (IL', )‘) = f'm (I) + )‘gm (:E) =0
Lﬂﬂz (‘7;7 )‘) - fm (l‘) + )‘gﬂﬂz (J}) =0
(13.20)

an(‘r?}\) - fmn(x)'i_)\g:cn(l’) = 0
Li(z,\) = glx) = 0.

Auf dieses System wiren wir auch gestoflen, wenn wir auf die iibliche Weise
die lokale Extrema der Lagrange-Funktion L bestimmen wollten. Jede Losung
(:cgo), o, M) von (13.20) liefert nun einen Kandidaten z(©) = (:1:&0), . ,:1:',(10))
fiir eine relative Extremstelle von f unter der Nebenbedingung g(z) = 0. Ob ein
solcher Kandidat tatséchlich eine relative Extremstelle unter der Nebenbedingung
g(x) = 0 ist, muss jeweils gesondert untersucht werden. Der Wert A(?) ist dabei
irrelevant.

Man kann die Methode der Lagrange-Multiplikatoren auch benutzen, wenn meh-
rere Nebenbedingungen ¢;(z) = 0, ..., g.(z) = 0 zu erfiillen sind. Die Lagrange-
Funktion lautet dann

L(z, M\1,...,\) = f(z) + M1 () + ...+ Mg ().
o

Beispiel 16 In unserem Beispiel von oben ist U = (0,00) x (0,00), f(x,y) =
2x + 2y und g(x,y) = zy — 1 und (gradg)(x,y) = (y,z) # 0. Die Lagrange-
Funktion lautet

L(z,y,\) =2z + 2y + Nay — 1),

und partielles Ableiten nach z,y und A\ sowie Nullsetzen liefert

24Xy = 0
24X = 0
ry = 1.
Aus den ersten beiden Gleichungen folgt ©» = —% = y, und aus der dritten

Gleichung erhalten wir x = y = 1. Die einzige extremwertverdéchtige Stelle ist
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also (z,y) = (1,1). Nun mufl man sich noch klarmachen, dass an dieser Stelle
tatsichlich ein (sogar globales) Minimum unter der Nebenbedingung g(x,y) =
0 vorliegt (z.B. durch die Uberlegung, dass die Funktion f auf der Hyperbel
{(z,y) € (0,00) x (0,00) : zy = 1} fiir x — 0o oder y — oo beliebig grofie Werte
annimmt. |

Beispiel 17 Gesucht sind Maximum und Minimum der Funktion f(z,y) = zy
unter der Nebenbedingung g(z,y) = 2*>+y*—1 = 0, d.h. auf der Einheitskreislinie
mit dem Mittelpunkt (0,0). Der Gradient

(grad g)(z,y) = (27,2y)

ist offenbar in jedem Punkt der Einheitskreislinie ungleich Null, so dass Satz 13.31
anwendbar ist. Wir bilden die Lagrange-Funktion

L(z,y,\) = f(z,y) + Ag(z, y) = 2y + M2? +* — 1)

und setzen ihre partiellen Ableitungen Null:

S =0 = y+2xz =0
oL __ _
S =0 = z+2y =0
oL __ 2 2 _
55 = 0 = v +y° = 1

Wir multiplizieren die erste erhaltene Gleichung mit z, die zweite mit y und
finden, dass 2\x? = 2\y? sein muss. Da A # 0 sein muss, ist 22 = y?, weshalb
zusammen mit der dritten Gleichung fiir (z,y) die Paare

L L S
in Frage kommen. Diese l6sen tatséchlich das Gleichungssystem (die beiden ersten
Paare fiir A\ = —1/2, die beiden anderen mit A = 1/2). Als Funktionswert ergibt
sich fiir die ersten beiden Paare +1/2, fiir die anderen jeweils —1/2. Da f als

stetige Funktion auf einer kompakten Menge Maximum und Minimum annehmen
muss, ist 1/2 das Maximum und —1/2 das Minimum von f. o

und (

Beispiel 18 Gesucht wird ein Dreieck, das bei gegebenem Umfang « maximalen
Fldacheninhalt besitzt. Sind x,y,z > 0 die Seitenldngen des Dreiecks, so ist u =
r + y + z, und der Flicheninhalt ist

Fe s -0 G- (-2

(Heronsche Formel). Da F' genau dann maximal wird, wenn F? maximal wird,
haben wir die Funktion f : R3 — R,

fa ) = 35 -2 (5 -) (5 - 2)
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unter der Nebenbedingung
g(z,y,z2)=x+y+z—u=0

zu maximieren. Hier ist (grad g)(z,v,2) = (1,1,1) # 0. Die Lagrange-Funktion
L lautet

L(x,y,z,)\):g(g—x)(g—y)(g—z)—l—)\(x+y+z—u)20,

und Nullsetzen der partiellen Ableitungen ergibt

Lo(z,y,2,A) = —%(%—-y)(4—2)+X = 0
L,(z,y,z,\) = —%(g — x) (% — z) +A =0
L.(x,y,z,\) = —%(% — $) (% — y) +A =0
Ly(z,y,2,\) = r+y+z—u = 0.

Subtraktion der 2. von der ersten Gleichung liefert

~5@=9)(G-2) -0

Alsoist § —z =0 oder v = y. Fiir § —2 = 0ist f(z,y,2) = 0, also mit Sicherheit
kein Maximum. Also bleibt nur x = y. Aus der zweiten und dritten Gleichung
findet man analog y = 2, und zusammen mit der vierten Gleichung ergibt sich
To = Yo = 20 = u/3 als Kandidat fiir das Maximum. Diese Losung entspricht
einem gleichseitigen Dreieck, und f(zo, 9o, 20) = f(u/3,u/3,u/3) = u*/432. =

Beispiel 19 Wir suchen die extremwertverdéchtigen Punkte der Funktion
fR*" =R, z— (Azx,x),

wobei A eine symmetrische n x n-Matrix ist, unter der Nebenbedingung ||z|| = 1,
die wir als g(z) = ||z||> — 1 = 0 schreiben.
Der Gradient von f ist

(grad f)(z) = 22" A,

und der von g ist
(grad g)(z) = 22"

(mit der Definition der Ableitung nachrechnen!). Offenbar ist (grad g)(z) # 0.
Das zu l6sende Gleichungssystem ist also

(grad f)(z) — p(grad g)(z) = 227 A—p22T =0,
g(z) = Jz*~1=0
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mit dem Lagrange-Parameter 4 = —\. Transponieren der ersten Gleichung liefert
das System
Az = pr mit  ||z]|* = 1.

Ein Vektor der Lénge 1 ist also genau dann extremwertverdéchtig, wenn er ein
Eigenvektor zum Eigenwert p ist. Der zugehorige Funktionswert ist

f(2) = (Az,2) = (. 2) = plae, ) =

Folglich wird f in = unter der Nebenbedingung ||| = 1 genau dann maximal
(minimal), wenn x ein Eigenvektor von A zum groBten (kleinsten) Eigenwert
von A ist. Man beachte, dass die stetige Funktion f auf der kompakten Menge

{r € R": ||z|]| = 1} ihr Maximum und Minimum annechmen muf}. Es ist also
A
max (Az, 7) = groBiter Eigenwert von A,
2#0  (z, 1)
A
min (Az, ) = kleinster Eigenwert von A. |
220 (z, 1)
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14 Wegintegrale

Bisher haben wir ausschliellich Integrale iiber Intervallen betrachtet. Ziel dieses
Abschnittes ist es, Integrale iiber Kurven zu erkléren und zu berechnen. Besonders
interessiert uns dabei die Frage, wann ein solches Integral nur von Anfangs- und
Endpunkt der Kurve abhéngt.

14.1 Wege im R"

Schon im R? lassen sich Kurven nicht immer als Graph einer reellen Funkti-
on f : [a,b] — R darstellen. So miissen beispielsweise fiir die Einheitskreislinie
{(z,y) € R* : 2> + y* = 1} der obere bzw. untere Kreisbogen jeweils durch
y = fi(x) = +V1—2% bzw. y = fo(x) = —v/1 — 22 gesondert beschrieben
werden. Eine ganz andere Moglichkeit der Beschreibung von Kurven bieten Pa-
rameterdarstellungen wie {(z,y) € R? : @ = cost,y = sint mit ¢ € [0,2n]|} fiir
die Einheitskreislinie. Hier beschreiben wir die Kreislinie als Bild des Intervalls
0, 27r] unter der Abbildung

X :[0,27] = R? ¢+ (cost,sint).

Definition 14.1 Jede stetige Abbildung X : [a,b] — R"™ heifit ein Weg in R™.
Dabei heiffen X (a) Anfangs- und X (b) Endpunkt des Weges. Das Bild von [a, D]
unter X, also die Menge {X(t) : t € [a,b]}, heifst die zu X gehorende Kurve in
R™.

Man beachte: ein Weg ist eine Abbildung, die zugehorige Kurve eine Punktmenge.
Man kann sich vorstellen, dass durch einen Weg eine Parametrisierung der zu-
gehorigen Kurve gegeben ist. Mit den Begriffen ,, Anfangs- und Endpunkt® verbin-
det man die Vorstellung, dass die Kurve von X (a) nach X (b) im Sinne wachsender
Parameter ¢ € [a,b] durchlaufen wird. Man beachte auch, dass zu verschiedenen
Wegen gleiche Kurven gehoren kénnen. So liefern die Wege

X1 : [0,27] = R?*  t+> (cost,sint),
Xy @ [0,47] = R?* ¢+ (cost,sint),
X3 ¢ [0,2n] = R%, ¢+ (cos(3t),sin(3t)),

jeweils die gleiche Kurve, ndmlich die Einheitskreislinie im R2.
Beispiel 1 Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann ist
X :[a,b] - R? ¢ (¢, f(D))

ein Weg, und die zugehorige Kurve ist der Graph von f. |
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Beispiel 2 Seien A, B € R3. Dann ist
X:[0,1] =R* t— tA+(1-t)B
ein Weg, und die zugehorige Kurve ist die Verbindungsstrecke von A nach B. =

Beispiel 3 Der fiir r > 0, h > 0 und k£ € N durch
3 : h
X :[0,2k7] = R°, ¢+ (rcost,rsint, 2—15)
T

definierte Weg liefert als Kurve eine Schraubenlinie vom Radius r mit der
Ganghohe h und mit £ Windungen. |

Beispiel 4 Auf einer Kreisscheibe vom Radius a ist auf dem Rand ein Punkt P
markiert. Die Kreisscheibe wird nun auf der Ebene abgerollt. Dabei durchlauft
P den Weg

X:R—=R? trsa(t—sint,1—cost),

und die zugehorige Kurve heif3t Rollkurve oder Zykloide.

2a

0 2ma 4ma 6mwa

Der Begriff des Weges ist aber weitaus komplexer, als diese einfachen Beispiele
vermuten lassen. Er ldsst Beispiele zu, die unserer Anschauung vollig widerspre-
chen. So gibt es einen Weg X : [0, 1] — R?, dessen zugehorige Kurve das gesamte
Einheitsquadrat [0, 1] x [0, 1] ausfiillt (eine sogenannte Peano-Kurve)! Unserer
Anschauung am néchsten kommen die stetig differenzierbaren und die stiickweise
stetig differenzierbaren Wege. Ein Weg X = (X3,..., X,,) : [a,b] — R™ heiit ste-
tig differenzierbar, wenn jede seiner Komponenten X : [a,b] — R auf [a, b] stetig
differenzierbar ist. Der Weg X = (X1,...,X,,) : [a,b] — R"™ heifit stickweise
stetig differenzierbar, wenn es eine Zerlegung

a=to<t1 <...<t,=0>

des Intervalles [a, b] gibt, so dass jede Komponente X; auf jedem Teilintervall
[ti_1,;] fiir sich stetig differenzierbar ist.
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Ist X = (X1,...,X,) : [a,b] — R" stetig differenzierbar und ist X(t;) =
(Xl(to), . ,Xn(to)) # 0 fiir ein ty € (a,b), so heiBt X (t;) ein Tangentialvek-
tor von X im Punkt X(¢y), und die Tangente an die zugehorige Kurve im Punkt
X (ty) wird beschrieben durch

T(\) = X(to) + A X (o).

X(to + h)

Mitunter ist es niitzlich, dass man Wege addieren kann. Sind X : [a,b] — R
und Y : [b,¢] = R™ zwei Wege mit X (b) = Y (b), so definiert man ihre Summe
Z =X ®Y durch

Z :la,c] = R", Z(t) = { X(t)  falls ¢ € [a, 0]

Y (t) falls ¢ € [b, c].

Entsprechend definiert man die Summe endlich vieler Wege. Der zu einem Weg
X : [a,b] = R™ entgegengesetzte Weg ist durch

X~ [a,b] =R, X~ (t)=X(a+b—1)

gegeben. Er liefert die gleiche Kurve wie der Ausgangsweg, die jedoch in entge-
gengesetzter Richtung durchlaufen wird. Jeder stiickweise stetig differenzierbare
Weg ist eine Summe endlich vieler stetig differenzierbarer Wege. Eine Summe von
Wegen wie in Beispiel 2 (,,Strecken®) heifit auch ein Polygonzug.

Zur Definition der Linge eines Weges X : [a, b] — R™ wihlen wir eine Zerlegung
Z = {to,t1,...,tp} mit @ =ty < t; < ... < t,, = b des Intervalls [a,b] und
betrachten den Polygonzug durch die Punkte X (), X (1), ..., X (¢,,). Er hat die
Lénge

L(X,Z) =) [X(t) = Xt
i=1
und fiir jede Verfeinerung Z’ von Z gilt wegen der Dreiecksungleichung

L(X,2) < L(X, 7).
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Definition 14.2 Der Weg X : [a,b] — R™ heifst rektifizierbar, wenn es eine Zahl
M gibt mit der Eigenschaft, dass L(X,Z) < M fir alle Zerlegungen Z von [a,b].
Die kleinste Zahl M mit dieser Figenschaft heifit die Lénge L(X) des Weges X.

Es ist also
L(X) =sup L(X, Z),
Z

wobei das Supremum {iber alle Zerlegungen Z von [a, b] zu nehmen ist.

Satz 14.3 Jeder stetig differenzierbare Weg X : [a,b] — R™ ist rektifizierbar,
und es gilt

L(X) = /ab X (1)]| dt = /ab VX2 + o+ X2

Der folgende Satz fithrt die Weglédngenberechnung fiir stiickweise stetig differen-
zierbare Wege auf die fiir stetig differenzierbare Wege zuriick.

Satz 14.4 Ist der Weg Z die Summe XMW@, .. X ™ der stetig differenzierbaren
Wege XY so ist Z rektifizierbar, und

L(Z)=L(XW) + ...+ L(X"™).
Beispiel 5 Der durch die stetige Funktion

0 firt=20

f:00,1] =R, t—
tcos®  fiirt € (0,1]

festgelegte Weg X : [0,1] — R2 ¢t — (¢, f(t)) ist nicht rektifizierbar. Fiir die
Punkte t,, = 1/n mit n > 1 gilt ndmlich

cos(n+ 1)m  cosnm
n+1 n

1 1

= + —

n+1 n

[ X (Engr) = X @) = [ (tngr) = f(tn)] =

(-1t (=D
n+1 n

1
> —,
n

und die Reihe .77 1 divergiert bekanntlich. Man kann also nicht jedem Weg

n=1n
eine Lénge zuschreiben. |
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Beispiel 6 Die Liange des Weges
X :[0,27] = R?* ¢+ (rcost,rsint) mitr >0

ergibt sich aus

2T 2T
LX) = / \/Xl(t)2 + Xo(t)?dt = Vr2sin?t +r2 cos? t dt = 2mr. (14.1)
0 0
Das Ergebnis ist natiirlich (7) gleich dem Kreisumfang eines Kreises vom Radius

r. Doch haben wir in (14.1) tatsichlich die Lange des Kreisumfangs, d.h. einer
Kurve, berechnet? Der Weg

Y :[0,47] — R?* ¢+ (rcost,rsint)

fithrt auf die gleiche Kurve wie der Weg X, hat jedoch die doppelte Linge wie X,
was natiirlich daran liegt, dass Y die Kreislinie zweimal durchlauft. Will man also
Kurvenlangen berechnen, mufl man einen rektifizierbaren Weg wihlen, der jeden
Punkt der Kurve nur einmal durchlduft. Nur Anfangs- und Endpunkt diirfen
gegebenenfalls (wie bei der Kreislinie und anderen geschlossenen Kurven) zusam-
menfallen. |

Beispiel 7 Ist f : [a,b] — R stetig differenzierbar und X : [a,b] — R?,t —
(¢, f(t)), so st

L(X) = /b VI+ fb)2dt (14.2)

14.2 Wegintegrale

Zur Motivation: In einem Kraftfeld F' (d.h. ein Vektorfeld F': R? — R?) bewegt
sich ein Massepunkt P entlang eines Weges X : [a,b] — R3. Gesucht ist die
Arbeit, die bei Bewegung von P entlang des Weges X im Kraftfeld I’ verrichtet
wird. Sei Z = {tg,...,t,} mit a = tg < t; < ... < t,, = b eine Zerlegung
von [a,b]. Im Punkt X (¢;_;) des Weges greift der Kraftvektor F(X(t;_1)) an.
Die zu verrichtende Arbeit ist jedoch nur von der Komponente von F (X (ti_l))
in Wegrichtung abhéngig. Nehmen wir weiter an, dass X (¢;_1) und X (¢;) nahe
beieinander liegen, so dass F (X (ti,l)) ~ F(X (ti)), so ist die zu verrichtende
Arbeit beim Bewegen von X (¢, 1) nach X (¢;) ungeféhr gleich

F(X(tic1)) - (X(t) — X(tim1)) = (F(X(tiz1)), X (t) — X (ti-1)).
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Ist weiter X stetig differenzierbar und liegen ¢;_; und t; nahe beieinander, so ist
dieser Ausdruck ungefihr gleich

F(X(tio1)) - X(tima)(ti — tima) = (F(X (1)), X (tim1) (t: — tio1))-

Die gesamte Arbeit betriagt also ndherungsweise

m

Z F(X (i) - X(tima)(ti — tior)-

i=1

Das ist eine Riemann-Summe! Verfeinerung und Grenziibergang liefern schliellich
fiir die Arbeit

/bF(X(t)) - X (t) dt.

Definition 14.5 Sei D C R™, F': D — R" stetig und X : [a,b] — D C R"™ ein
stetig differenzierbarer Weg. Dann heifit

/b P(X(1)) - X(¢) dt (14.3)

das Wegintegral von F' entlang X.

Statt (14.3) findet man oft auch die Schreibweise

/ F-dX oder / FdX, + ...+ F,dX,,
X X

wobei F; bzw. X; die Komponenten von I’ bzw. X sind.

Beispiel 8 Der Weg X sei gegeben durch
3 . h
X :[0,2n] - R’ t— (acost,asint, 2—75),
T
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und P bewege sich entlang X von (a,0,0) nach (a,0,h). Dabei wirke eine
Kraft F(Z) = —aZ mit einer Konstanten o > 0, d.h. P wird mit der Kraft
|F(Z)|| = ay/a? + 23 + 2% in Richtung des Koordinatenursprungs gezogen. Fiir
die zu leistende Arbeit W finden wir

2m
W o= / F(X(t) - X(t)dt
0
= /27T —a(acost,asint it) (—asint,acost i)dt
L ’ "2 ’ 2T

2
h
= a/ (a*sintcost — a’sintcost — (=—)*t)dt
0 2w

h 2m h 2 2 h2
= —a(—)2/ tdt = —a(lp 2T ol
2" Jo 2 2 2

Wir betrachten bei gleicher Kraft noch einmal die Bewegung von P von (a,0,0)
nach (a,0, h), nun aber entlang des Weges

X :[0,h] = Rt (a,0,t).
Dann ist

h h ah?
W:/ —a(a,O,t)~(0,0,1)dt:—a/ tdt = ———
0 0

2 )
d.h. wir gelangen zum gleichen Resultat. |
Beispiel 9 Sei F': R? = R?, (2,y) = (2 +y* zy) und X : [0,1] = Rt — (1)
(die zugehorige Kurve ist die Strecke von (0,0) nach (1,1)). Dann ist

1 1 1
/ F(X(t) - X(t)dt = / (2t2,¢%) - (1,1)dt = / 3t%dt = 1.
0 0 0
Bei gleichem F' finden wir dagegen fiir das Wegintegral entlang des Weges
X [0,1] =Rt (t,17)
(der entlang einer Parabel von (0,0) nach (1, 1) fiihrt)

1 1 14
/F-dX:/ (t2+t4,t3)-(1,2t)dt:/ (t* + 3t"Ydt = —,
X 0 0 15

also ein vom Weg abhéngiges Ergebnis. |

Hier sind einige Regeln fiir den Umgang mit Wegintegralen.

(a) Ist X~ der zu X entgegengesetzte Weg, so gilt

/F.dX:—/XF-dX. (14.4)
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(b) Mit der Weglénge L(X) gilt die Abschétzung

’/‘F x| < max | F(X(0) |2(X). (14.5)

tela,b]

(¢) Ist Z=X@a&Y die Summe der Wege X und Y, so ist

/ FWM:/FdX+/FdY (14.6)
XY X Y

Man benutzt (14.6) auch, um das Wegintegral entlang eines nur stickweise stetig
differenzierbaren Weges zu definieren.

Wir greifen nun die Beobachtung aus Beispiel 8 und 9 auf und fragen, wann ein
Wegintegral wegunabhdngig ist, d.h. nur vom Anfangs- und Endpunkt des Weges
abhéngt (vgl. Beispiel 8). Hierfiir benttigen wir, dass die Wege in Mengen mit
speziellen Eigenschaften verlaufen, die wir nun definieren.

Definition 14.6 (a) FEine Menge M C R" heifit wegzusammenhéngend, wenn
sich je zwei Punkte aus M durch einen Weg verbinden lassen, der komplett
durch M verlduft.

(b) M heifst konvex, wenn sich je zwei Punkte aus M durch eine Strecke verbin-
den lassen, die ganz in M liegt.

(¢) M heifit sternformig, wenn es einen Punkt z € M gibt, so dass fir jeden
Punkt x € M die Verbindungsstrecke von z nach x ganz in M liegt.

(d) M heifit ein Gebiet, wenn M offen und wegzusammenhingend ist.

Konvexe Mengen sind sternférmig, und sternférmige Mengen sind wegzusam-
menhéngend.

b <~ @ -@

wegzusammen- nicht wegzusam-
konvex sternformig hingend menhéngend
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Definition 14.7 Sei D C R" offen und F' : D — R". Existiert eine stetig partiell
differenzierbare Funktion ¢ : D — R mit

F(z) = (grad p)(z) firxz e D,
so heifit ¢ ein Potential (oder eine Stammfunktion) von F.

In Beispiel 8 ist (1, 23, ¥3) := —% (2] +23+23) ein Potential von F(xy, x2, x3) =
—a(xq, 9, x3). Physikalisch interessanter ist folgendes Beispiel.

Beispiel 10 Eine Masse m im Koordinatenursprung iibt nach dem Newtonschen

Gravitationsgesetz auf einen Massepunkt der Masse 1 in (z,y, z) € R? eine Kraft

F der Starke o o
m m
F(x,y,z2)| = =
IF@y N =17 5 = 7rp 12

aus. Diese Kraft weist zum Nullpunkt, hat also die Richtung — &%) Demnach

(.2l
1st . G
m m
Flr,y,2)=——(x,y,2) = — —(x, v, 2).
02 = Ty P ) T TG )
Man rechnet leicht nach, dass die Funktion ¢ : R3\{0} — R,
( ) Gm
Y, 2) =
¥ Y / 12 +y2 + 22
ein Potential fiir F auf R3\{0} ist (Newtonsches Gravitationspotential). n

Satz 14.8 Sei D C R" ein Gebiet und F : D — R™ ein stetiges Vektorfeld mit
einem Potential ¢ : D — R. Sind A und E zwei beliebige Punkte in D und ist
X : [a,b] — D ein beliebiger stickweise stetig differenzierbarer Weg in D mit
Anfangspunkt A und Endpunkt E, so gilt fiir das Wegintegral

/X F-dX = o(E) — p(A). (14.7)

Unter den Voraussetzungen des Satzes ist das Wegintegral also wegunabhéngig.
Man vergleiche (14.7) mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.
Insbesondere ist (wieder unter den Voraussetzungen von Satz 14.8) jedes Wegin-
tegral entlang eines geschlossenen Weges (d.h. eines Weges mit A = F) gleich
Null.

Der folgende Satz hilft bei der Entscheidung, ob ein gegebenes Vektorfeld ein
Potential besitzt.

Satz 14.9 Se: D C R" offen und sternférmig, und F : D — R" sei stetig
differenzierbar. Gilt fir die Komponenten des Vektorfeldes F' = (Fy,..., Fy,)

or;  OF;
6xj N 8@
auf D, so besitzt F' ein Potential auf D.

firl<i<j<n (14.8)
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Die Bedingungen des Satzes 14.9 garantieren also die Existenz eines Potentials
und damit die Wegunabhéngigkeit des Wegintegrals. Es gilt auch die Umkehrung;:
besitzt das auf der offenen Menge D stetig differenzierbare Vektorfeld ein Poten-
tial, so gilt (14.8) (Satz von Schwarz). Man beachte, dass wir in Satz 14.9 die
Sternformigkeit von D fordern miissen. Ein Potential kann aber auch existieren,
wenn diese Eigenschaft nicht vorliegt (Beispiel 10: R™\{0} ist nicht sternférmig!).
Wir sehen uns die Bedingungen (14.8) fiir n = 2 und n = 3 genauer an und
zeigen, wie man bei Erfiilltsein dieser Bedingung ein Potential finden kann.

Fall n = 2 Sei F' = (Fy, Fy) : D — R? auf der offenen und sternférmigen Menge
D. Dann reduziert sich (14.8) auf die eine Bedingung

OF,  OF,
8_552 = axl auf D. (149)

Ist dies erfiillt, so versuchen wir, ¢ : D — R aus dem Ansatz

Dip Jip
T -F, ~2=F auD
0x; b o, 2

zu bestimmen. Integration der ersten Gleichung bzgl. x; liefert

(1, 29) = /Fl(l‘lyxz)dxl + g(2) (14.10)

mit einer nicht von x;, aber von x5 abhéngigen , Integrationskonstanten“ g. Wir
leiten (14.10) formal nach xo ab und erhalten mit (14.9)

O _ 9

Ory Oz /F1($1,902)d$1 + ¢'(22) = Fy(z1, 22).

Hieraus folgt
0
o(a) = Fafan,zz) = 5 [ Fian, e
X2

und durch unbestimmte Integration bzgl. x5 gewinnt man ¢ und damit ¢. Eine
Probe zeigt, ob tatséchlich eine Stammfunktion gefunden wurde.

Beispiel 11 Fiir v # 0 und y # 5 + k7, k € Z sei

tany

1
Fi(z,y) = ——5= + 2zy + 2%, Fy(x,y) = — + 27+
T x cos?y
Dann ist (14.9) erfiillt, und wir wihlen den Ansatz
dp tan y 2 Oy 1 2, 2
9 __ 2 - :
Ox x2 Tory T, oy CECOS2y+$ tY
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Integration der ersten Beziehung nach x liefert

3

tany tany T
so(:c,y)z/(— 5+ 2ey +a?)dr = +a%y+ 5+ ().

Wir leiten dies nach y ab und setzen das Ergebnis gleich Fj:

Op 2, ! 2 .2

dy  xcosty o 4gy) = x cos? y Ty
Also ist ¢'(y) = y* und damit g(y) = % + C sowie

tan AR TE
play) = — +a’y+ =+ % +C.

Sucht man nur ein Potential, kann man z.B. C' = 0 wéhlen. Die Probe durch
Ableiten zeigt, dass tatsdchlich ein Potential von F' gefunden wurde. |

Fall n = 3 Dann ergibt (14.8) die drei Bedingungen

8F1 o 8F2 6F1 . aFg 8F2 o 6F3 (14 11)
3(132 a 8301’ (9173 - 3(1317 8303 - 6:52' '

Sind diese erfiillt, machen wir den Ansatz

99 _p 98 _
3x1 b 0x2 N 8303

fiir das gesuchte Potential ¢. Wir integrieren die erste Gleichung nach x;

(1, 22, 25) = / Fy (21, 22, 23)dz) + g(z2, 73) (14.12)

und leiten nach x4 ab:

99 _ 0

81’2—8—%'2

g
/F1(371,$2;553)d5€1 + a_g = Fy(z1, 22, 3).
T2

Es ist also 5 P
8_52 = Fy(x1, 22, 23) — a—@/ﬂ(%,xz,xs)d%-

Die rechte Seite héngt wegen (14.11) nicht von z; ab; wir bezeichnen sie mit
h(x9, x3) und erhalten durch Integration nach x5

g(xe, x3) = /h(:vg,asg)d:vg + (x3).

Einsetzen in (14.12) liefert
o(xy, 9, x3) = /Fl(:cl,xQ,a:g,)dxl + /h(:c2,x3)d:c2 + l(x3).
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Nun leiten wir noch nach z3 ab und setzen das Ergebnis gleich Fj:

0 0 0 y !
(9_;:03 = a—%/ﬂ(xl,%zama)dxl + a—m/h(iﬂz?%s)dfﬂz + 0 (z3) = F3(x1, 22, 73),
also
P(zs) = Fil g A ) LY
Tr3) = 1'3\X1,T2,T3 973 1\T1,T2,T3)0T 073 X2, T3)AT2.

Die rechte Seite dieser Gleichung hingt nur von z3 ab, und Integration dieser
Gleichung bzgl. x5 liefert ¢ und damit ¢.

Beispiel 12 Sei F(x,y,2) = (z + 2,—y — z,x — y). Das Vektorfeld F' : R* —
R? erfiillt die Bedingungen (14.8) auf der sternférmigen Menge R?, so dass mit
Sicherheit ein Potential existiert. Sei ¢ : R® — R dieses Potential. Aus ¢, = F}
folgt durch Integration bzgl. x

2

o(x,y,2) = /(x +2)dx + g(y, z) = % +xz+ g(y, 2).

Ableiten nach y ergibt
39( ) !
= — z) = — — Z
90y ay y’ y )

woraus folgt
2

9(y,2) = —% —yz +£(2).

Also ist
2 2

T
ple.y,2) = 5 +az = T —yz +0(2),

und nach Ableiten nach z wird
po=x—y+l(2) =y,

d.h. ¢'(z) = 0. Es ist also ¢ eine konstante Funktion, d.h.

1'2 2

¢($7yaz):3+$Z—%—yz+c mit ¢ € R.
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15 Integration im R"

In diesem Kapitel kommen wir zur Definition und den wesentlichen Eigenschaften
des Riemann-Integrals einer Funktion von mehreren Verénderlichen. Als Motiva-
tion wird uns das Problem der Volumendefinition und -berechnung dienen (genau
wie das Problem der Flichenberechnung bei Funktionen einer Verdnderlichen).

15.1 Das Riemann-Integral iiber Intervallen im R"

Wir beginnen mit der Integration iiber den ,einfachsten“ Teilmengen des R",
némlich tiber Intervallen, Rechtecken, Quadern usw., die wir unter dem Namen
,Intervall im R™“ zusammenfassen. Wihrend wir im R! ausschlieBlich {iber In-
tervalle integriert haben, gibt es beispielsweise im R? wesentlich mehr Mengen,
iiber die man integrieren mochte (Kugeln, Pyramiden, . ..). Wir werden daher die
in diesem Abschnitt angestellten Uberlegungen spéter auf allgemeinere Mengen
iibertragen.

Seien a = (ay,...,a,), b = (by,...,b,) zwei Punkte des R™ mit a; < b; fiir
i=1,...,n. Das abgeschlossene Intervall [a,b] im R™ ist die Menge
a1, b1] X ... X [an, by) = {(21,...,2,) €ER": a; < z; < b; fiir alle i},

und (falls a; < b; fiir alle i = 1,...,n) die Menge
(a,b) := (a1,b1) X ... X (an,bp) = {(x1,...2,) € R" : a; < x; < b; fiir alle i}

heifit ein offenes Intervall im R™. Ist I = [a,b] oder I = (a,b) ein abgeschlossenes
oder offenes Intervall, so erkldren wir sein Maf p(I) durch

p(l) = (b1 —ay) ... (by — ay).
Wir erhalten also fiir
e n =1 gewohnliche Intervalle, und p(7) ist die Liange des Intervalls,
e n =2 Rechtecke, und p(7) ist der Flacheninhalt,
e n =3 Quader, und (/) ist das Volumen.

Eine Zerlegung Z eines abgeschlossenen Intervalls I = [a,b] € R™ ist ein Pro-
dukt Z; x ... x Z, von Zerlegungen Z; der Intervalle [a;, b;]. Die Teilintervalle
der Zerlegung Z erhélt man, indem man im Produkt 77 x ... x T, die T; alle
Teilintervalle der Zerlegung Z; von [a;, b;] durchlaufen 1a8t.
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I,

Sei I C R" ein abgeschlossenes Intervall, und Z sei eine Zerlegung von [ in
Teilintervalle I, ..., I,,. Fiir jede beschrinkte Funktion f : I — R erkldren wir

my = inf{f(x) :x € I} sowie M :=sup{f(x):x € I},
und wir nennen

U(Z, f) = Z myfi(1x)
=1

bzw.

O(Z, f) = Myu(I)
k=1
die Unter- bzw. Obersumme von f bzgl. der Zerlegung Z. SchliefSlich sei noch
U(f.1) =supU(Z, f)

und

O(f,I) = irzlfO(Z, f),

wobei das Supremum bzw. das Infimum iiber alle Zerlegungen Z von I zu bilden
ist.

Definition 15.1 Sei I C R"™ ein abgeschlossenes Intervall und f : I — R eine
beschrdnkte Funktion. Ist

U(f, 1) =O(f, 1) =,

so heifit f Riemann-integrierbar auf I, und der gemeinsame Wert r von U(f,I)
und O(f,I) heifft Riemann-Integral von f auf I. Als Bezeichnung wdihlen wir

7‘:/If(:vl,...,xn)d(xl,...,xn) oder kurz /If(x)dx
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In R2 bzw. R? schreibt man auch
[ o) o) = [ ey
I I

/f@mm@gﬂm@%%yi/ﬂ%%@d@wﬁy
I I

Als einfaches Beispiel betrachten wir die konstante Funktion f(x) = cauf I C R™.
Dann ist

bzw.

m

UZ,f) =Y en(ly) =cY_ ullx) = cu(I)

k=1 k=1
und analog O(Z, f) = cpu(l), und wir erhalten

mﬁD:WﬁD:/Mm,w%ﬁwMU
I
Mit der Wahl ¢ = 1 wird insbesondere
Mu):/ﬁ@h”w%%
I

d.h. man kann das Mafl von I als Integral iiber die Funktion f(z) = 1 darstellen.
Wir kommen hierauf noch zurtick.

Genau wie im Fall n = 1 kann man das Riemann-Integral einer Funktion f :
I — R auch als Grenzwert Riemannscher Summen darstellen. Dazu wahlt man

fiir jede Zerlegung Z von [ in Teilintervalle Iy, ..., I, einen Zwischenvektor & =
(&1, ..., &m) mit & € Iy und betrachtet die Riemannsumme
R(Z,&f) =) f(&
k=1

Die folgenden einfachen Eigenschaften des Riemann-Integrals im R™ beweist man
wie im Fall n = 1.

Satz 15.2 Sei I C R™ ein abgeschlossenes Intervall, und f,g : I — R seien
Riemann-integrierbar.

a)  Fir beliebige o, f € R ist af + fg Riemann-integrierbar, und

/1 (af(z)+ By(x))dx = a/jf(x)dx + 5/Ig(x)dx

b) Ist f(z) < g(x) fir alle x € 1, so ist

[f@mxglpmmm
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c) FEsist
| [ 1@yts] < supl sl uco)

zel

Der folgende Satz ist der Schliissel zur Berechnung von Riemann-Integralen im
R™. Durch ihn wird die Berechnung eines Integrales auf die Berechnung von zwei
Integralen in RAumen von niedrigerer Dimension als n zuriickgefiihrt. Durch
mehrfache Anwendung dieses Satzes fithrt man schlieflich die Berechnung ei-
nes Integrals iiber einem Intervall im R" auf die Berechnung von ,,gewochnlichen*
Riemann-Integralen iiber ,,gewohnlichen* Intervallen in R zuriick.

Satz 15.3 (Satz von Fubini) Seien I, C R* und I, C R? abgeschlossene Inter-
valle und sei I = I, x I, C R¥xRY = R¥™. Weiter sei die Funktion f : I,xI, — R
Riemann-integrierbar auf I.

a) Eristiert fir jedes feste y € 1, das Riemann-Integral

gy) = [ flx,y)dz,

Iy

so ist die Funktion g Riemann-integrierbar, d.h. es existiert das iterierte

Integral
/ ( f(z, y)dfli> dy,
1, NI,

[ = [ ([ sevi)a

b)  Euzistiert fir jedes feste x € I, das Riemann-Integral

und es ist

h(z) = [ f(z,y)dy,

Iy

so ist h Riemann-integrierbar, das iterierte Integral

S ([ s vy)as
[ = [ ([ )i

Man beachte, dass aus der Existenz der beiden iterierten Integrale

/Iy(/lmf(x,y)dx)dy und /Im(/jyf(:c,y)dy>dx
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noch nicht die Existenz des Integrals

/I f(y) d(z.y) (15.1)

folgt. Ein einfaches Kriterium fiir die Existenz dieses Integrals liefert der folgende
Satz.

Satz 15.4 Ist I C R™ ein abgeschlossenes Intervall und f : I — R stetig auf I,
so ist [ Riemann-integrierbar auf I, d.h. das Integral (15.1) existiert.

Unter den Voraussetzungen von Satz 15.4 existieren auch alle iterierten Integrale
aus dem Satz von Fubini, und es gilt

i@ = [ ([ sevi)a= [ ([ o)

Beispiel 1 Sei f(z,y) = cos(2x + 3y) auf I = [0, ] x [0, {5]. Die Funktion f ist
auf I stetig, so dass wir [, f(z,y) d(x,y) mit Hilfe iterierter Integrale bestimmen

konnen. Es ist

/If(l"a y)d(z,y) = /0”/4 </07T/12 cos(2z + 3y)dy> dx

/4 q /12
= /0 3 sin(2z + 3y) . dx
/4 1
= /0 g(sin(Zx + %) — sin 2z)d
1 1 /41
= (— 6 cos(2zx + %) + 8 COSQI’) .= 6(\/5— 1).

Das gleiche Resultat hétte natiirlich auch die Berechnung von

w/12 w/4
/ (/ cos(2x + 3y)dw> dy
0 0

gebracht. |

Beispiel 2 Sei f(x,y,2) =x+y+z+xz auf I =[0,1] x [1,2] x [2,3]. Dann ist
f stetig auf I, und die zweifache Anwendung des Satzes von Fubini ergibt
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/[f(x,y, z)d(z,y,z) = /01 (/[172]X[2,3]f(1:,y,z) d(y, z))d:c

2 3
/ /(m+y+z—|—:cz)dzdyd:c
1 2

2

2 22 = 3d d
/1 (xz+yz+§—l—$§)‘2 Yy dx

L7 23
0o 4 4

Das gleiche Resultat hétten wir beispielsweise auch aus dem iterierten Integral

3 pl g2
/ / / (x+y+z+zz)dydedz
2 Jo J1

gewonnen. |

15.2 Integration iiber messbaren Mengen

In diesem Abschnitt geht es um die Integration auf komplizierteren Mengen als
auf n-dimensionalen Intervallen. Fiir jede nichtleere Menge B C R"™ und jede
Funktion f : B — R definieren wir die Fortsetzung (oder Erweiterung) fp von f
durch

f(z) fallsxe B

fB:R" =R, fp(z)= {
0 sonst,
d.h. fp setzt f durch 0 auf ganz R" fort.

Definition 15.5 Se: B C R"™ nichtleer und beschrdnkt, und I C R"™ sei ein
abgeschlossenes Intervall mit B C I. Die Funktion f : B — R heifst Riemann-
integrierbar auf B, wenn ihre Fortsetzung fp Riemann-integrierbar auf I ist. In

diesem Fall heifst
/f(x)dx ::/fB(x)dx
B I

das Riemann-Integral von f auf B.
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Man kann (und muss) zeigen, dass diese Definition unabhéngig von der Wahl des
Intervalles I ist. Man kann fiir I also z.B. das kleinste abgeschlossene Intervall
wéhlen, dass B enthélt. Man beachte auch, dass Definition 15.5 selbst fiir n = 1
etwas Neues bietet, da B kein Intervall sein muss.

Ob eine Funktion f auf einer Menge B integrierbar ist, héingt sowohl von f als
auch von B ab. Insbesondere erwartet man von B, dass wenigstens so einfache
Funktionen wie x : B — R, y(z) = 1, auf B Riemann-integrierbar sind. Die
entsprechende Fortsetzung

1 wennze€eB
:R" - R, T) =
B x5(2) {O wenn r ¢ B

heif3t die charakteristische Funktion von B.

Definition 15.6 FEine nichtleere beschrinkte Menge B C R™ heifit Jordan-
messbar, wenn ihre charakteristische Funktion xp Riemann-integrierbar ist. In

diesem Fall heifst
w(B) ::/XB(x)dxzflda::/dx
I B B

der (n-dimensionale) Jordan-Inhalt von B.

Anschauliche Deutung:

1 i) p dw beschreibt das Volumen eines Zylinders
iitber B mit der Hohe 1. Dieses ist Grund-
flache x Hohe, also gleich u(B). u

B

Deutung iiber Ober- und Untersummen Sei B C R”" nichtleer und be-
schrankt, und sei I C R™ ein abgeschlossenes Intervall mit B C I und mit einer

Zerlegung Z von [ in Teilintervalle I, ..., I,,. Dann ist
f (2) 1 falls I ganz in B
in x) =
w€ly X5 0 sonst

und

1 falls,NB#(
sup xp(z) =
zely 0 sonst.
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Fiir die zugehorigen Ober- und Unter-
%&\% summen gilt also

UZxs) = Y. wlly)

R

OZxs) = Y w),

O(Z. x5) U(Z. x5) wobei die Summationen

Z; bzw. Z'k/ iiber alle Teilintervalle I;, mit I, € B bzw. mit I;, N B # () erstreckt
werden. Die Zahlen

U(xg,I) = sgp U(Z,xg) und O(xp,I)= i%fO(Z, XB)

nennt man auch den inneren bzw. dufleren Jordan-Inhalt von B, und B ist genau
dann Jordan-messbar, wenn der duflere und der innere Jordan-Inhalt von B gleich
sind. -

Beispiel 3 Sei B = {(z,y) € [0,1] x [0,1] : z rational}, und fiir / wéihlen wir das
Quadrat [0, 1] x [0,1]. Da Q in R dicht liegt, ist fiir jede Zerlegung Z von I

U(Za XB) - 07 O(Za XB) =1

Also ist B mnicht Jordan-messbar, und wir kénnen B keinen Flacheninhalt
zuordnen. |

Satz 15.7 Eine nichtleere beschrinkte Menge B C R™ ist genau dann Jordan-
messbar, wenn ihr Rand 0B Jordan-messbar ist und den Jordan-Inhalt ;1(0B) = 0
hat.

Nun haben wir schon einiges iiber Jordan-messbare Mengen erfahren, wissen aber
noch immer nicht, ob so einfache Mengen wie ein Kreis im R? oder eine Kugel
im R3 Jordan-messbar sind. Wegen Satz 15.7 benotigen wir Kriterien dafiir, dass
eine beschrankte Menge Jordan-messbar ist und den Jordan-Inhalt 0 hat. Solche
Mengen heilen Jordansche Nullmengen. Hier sind zwei solcher Kriterien.

Satz 15.8 Sei B C R" Jordan-messbar und f : B — R Riemann-integrierbar.
Dann ist der Graph von f, d.h. die Menge

{(z,y) eR"xR: xz € B, y= f(z)}

eine Jordansche Nullmenge im R" 1,
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Eine Funktion f : R® O B — R™ heifit Lipschitzstetig auf B, wenn es eine
Konstante L so gibt, dass

1f(x) = fFWIl < Lllz —yl| fiir alle 2,y € B.

Lipschitzstetige Funktionen sind offenbar stetig; die Umkehrung gilt nicht. Alle
linearen Abbildungen f :R™ — R™ sind Lipschitzstetig.

Satz 15.9 Sei N C R" eine Jordansche Nullmenge und f: N — R™ mit m > n
Lipschitzstetig. Dann ist f(N) eine Jordansche Nullmenge im R™.

Schliefllich vermerken wir noch ein Resultat iiber die Riemann-Integrierbarkeit
stetiger Funktionen.

Satz 15.10 Stetige Funktionen auf kompakten Jordan-messbaren Mengen sind
Riemann-integrierbar.

Als néchstes geben wir einige Resultate iiber das Rechnen mit Riemann-
Integralen auf Jordan-messbaren Mengen an. Das Analogon zu Satz 15.2 lautet
wie folgt.

Satz 15.11 Sei B C R" Jordan-messbar, und f,g : B — R seien Riemann-
integrierbar.

a) Fir beliebige o, B € R ist af + Bg Riemann-integrierbar auf B, und
/ (ozf(x) + Bg(x))dx = a/ f(x)dx + ﬂ/ g(z)dz.
B B B

b) st f(z) < g(z) fir alle x € B, so ist auch

/Bf(x)dxg/Bg(:v)dx.

c) FEsist
| [ 1wyts] < supls(@)]- n()

reB

Nun sehen wir uns noch an, wie das Integral bei fester Funktion f vom Integra-
tionsbereich abhédngt. Dazu vereinbaren wir, dass f@ fdx=0.

Satz 15.12 a) Sind A, B C R" Jordan-messbar, so sind auch AU B, AN B,
A\B Jordan-messbar.

b) Sind A,B C R" Jordan-messbar und ist f auf A und auf B Riemann-
integrierbar, so ist f auch auf AU B, AN B, A\B Riemann-integrierbar,
und es gilt

@do+ [ playie = /A F(x)da + /B F(x)da.

f
AUB
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Setzt man insbesondere f = xaup, so folgt aus Aussage (b)
p(AUB) + (AN B) = u(A) + u(B). (15.2)

Man sagt, dass sich zwei Jordan-messbare Mengen A, B nicht tiberlappen, wenn
sie nur Randpunkte gemeinsam haben, d.h. wenn ANB C 0ANJB. Da der Rand
einer Jordan-messbaren Menge nach Satz 15.7 das Maf} 0 hat, gilt:

Satz 15.13 Seien A, B, f wie in Satz 15.12, und A und B seien nicht tiberlap-
pend. Dann gilt

f(z)dx = / f(z)dx +/ f(z)dz.
AUB A B
Insbesondere gilt unter den Voraussetzungen dieses Satzes
1(AU B) = u(A) + u(B). (15.3)

Nun kénnen wir auch begriinden, dass Mengen wie Kreise und Kugeln Jordan-
messbar sind. Zunéchst ist [—1,1] C R! als Intervall Jordan-messbar. Auf [—1, 1]
sind die Funktionen f*(z) :=+/1 — 2% und f~(x) := —v/1 — 22 stetig und daher
Riemann-integrierbar (Satz 15.10). Nach Satz 15.8 sind die Graphen

G(fF) ={(z,y) eR*: w € [-1,1], y = f*(2)}

Jordansche Nullmengen. Wegen G(f) UG(f7) = {(z,y) : 2* + y* = 1} und
(15.2) ist die Einheitskreislinie im R? eine Jordansche Nullmenge. Satz 15.7 zeigt
nun, dass die Einheitskreisscheibe {(z,y) € R? : 22 + y* < 1} Jordan-messbar
ist. Analog betrachten wir auf der (nun als Jordan-messbar erkannten) Einheits-
kreisscheibe B, C R? die Funktionen

g7 By =R, g5 (x,y) =+£/1 — a2 — 2.

Diese sind stetig, und wir erhalten wie oben die Jordan-Messbarkeit der Einheits-
kugel By = {(x,y,2) € R® : 2% + y* + 22 < 1}. Durch vollstindige Induktion
iibertrigt man dieses Resultat auf Kugeln im R™.

Nachdem wir nun wissen, dass Kreisscheiben im R? Jordan-messbar sind, méchten
wir auch den Jordan-Inhalt von Kreisscheiben berechnen. Allgemeiner geht es
darum, den Jordan-Inhalt so genannter Ordinatenmengen zu bestimmen. Die
Ordinatenmenge M(f) einer Funktion f : R™ O B — [0, 00) ist die Menge

M(f)y={(z,y) eR"xR: z€ B, 0<y< f(x)},

d.h. die Menge aller Punkte “zwischen der z-Achse und dem Graphen der Funkti-
on“. Im Fall B = [a,b] C R haben wir frither bereits als Flicheninhalt definiert:

Inhalt von M(f) = /b f(z)dx. (15.4)

Dieser Inhaltsbegriff stimmt mit dem Jordan-Inhalt iiberein. Genauer gilt folgen-
der Satz.

231



Satz 15.14 Sei B C R" Jordan-messbar, f : B — R Riemann-integrierbar und
f > 0. Dann ist M(f) C R™™ Jordan-messbar, und es gilt

_ /B f(x)da

Dieser Satz rechtfertigt im Nachhinein die Definition (15.4) des Fldcheninhalts.
Ist allgemeiner B C R"™ Jordan-messbar und sind fi, fs : B — R Riemann-
integrierbare Funktionen mit f;(z) < fo(x) fiir alle z € B, so ist die Menge

M(f1, f2) = {(z,y) € R" xR w e B, filz) <y < fol2)}

Jordan-messbar, und es gilt
W(M(fr. f2)) = /B (fol) — fi(x))d. (15.5)

Beispiel 4 Sei (1g,50) € R%, r > 0 und B = [zg — 7, 1o + r]. Fiir

—yo—\/7"2 (x—20)%  folx) = 9o + /1% — (. — 20)?

ist M(fi1, f2) gerade die Kreisscheibe mit dem Mittelpunkt (z,yo) und dem Ra-
dius 7, und fiir ihren Jordan-Inhalt finden wir

p(M(f1, 1)) = 2 xOH\/TQ—(fC—iUo)?dx:Q/_rmClt

zo—r

T

t
= [ t\/?"Q—t2+ r? arcsin } = 772, ]

-

15.3 Integration iiber Normalbereiche

Wir kommen nun zur praktischen Bestimmung von Riemann-Integralen. Beson-
ders einfach wird diese fiir Integrale iiber so genannte Normalbereiche. Unter
einem Normalbereich bzgl. der x-Achse versteht man eine Menge B der Gestalt

B={(z,y) €R*: a <z <b, gi(x) <y < ga()}
mit stetigen Funktionen ¢y, g2 : [a,b] — R, wobei g;(z) < go(x) fir alle x € [a, b].

Eine solche Menge heifit auch y-projizierbar. Ein Normalbereich bzgl. der y-Achse
(oder eine z-projizierbare Menge) ist eine Menge der Gestalt

B={(z,y) €R*: c <y <d, h(y) <z <ho(y)}

mit stetigen Funktionen hq, hy : [¢,d] — R, wobei hi(y) < ha(y) fiir alle y € [c, d].
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g2

0

[
a

b

X

Normalbereich bzgl. z-Achse

d ho

4

X

Normalbereich bzgl. y-Achse

Normalbereiche sind nach Satz 15.8 Jordan-messbar, und der Satz von Fubini
liefert:

Satz 15.15 Sei B ein Normalbereich und f : B — R stetig. In den obigen Be-

zeichnungen gilt
b 92(x)
/f(ar,y)d(x,y)z/ (/ f(x,y)dy> da,
B a g1(x)

falls B ein Normalbereich bzgl. der x-Achse ist und

/Bf(x,y) d(z,y) =/Cd (/}::j)f(x,y)d@ dy,

falls B ein Normalbereich bzgl. der y-Achse ist.

Ist B kein Normalbereich, so versucht man, ihn in endlich viele nicht iiberlappende
Normalbereiche zu zerlegen.

Normalbereiche betrachtet man auch in Rdumen R™ mit n > 2. Sei z.B. By :=
la,b]. Auf By seien g1, go stetige Funktionen mit g; < go, und sei

By :={(z,y) €R*: z € By, gi(z) <y < go(x)}.
Auf B, seien hq, hy stetige Funktionen mit hy < ho, und sei
By = {(z,y,2) €R*: (z,y) € By, hi(,y) < 2z < ho(z,y)}.

Dann ist Bs Jordan-messbar, und fiir jede auf Bj stetige Funktion f ist
ha(z y)
, / / / flz,y,2)dzdydx.
B3 g1(z) Jhi(z,y)

flx,y,z)d(z,y, 2
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Beispiel 5 Das Volumen V des Tetraeders mit den Ecken (0,0,0), (a,0,0),
(0,0,0) und (0,0, ¢) 1a8t sich bestimmen als Volumen der Punktmenge zwischen
dem Dreieck in der (z,y)-Ebene mit den Ecken (0,0, 0), (a,0,0) und (0,b,0) und
der durch 2 + ¥+ 2 =1, also 2 = f(z,y) = c(l -2 = %), beschriebenen Ebene.
Daher ist

V o= | flz,y)d(z,y) = ’ C(l—f—%)dydw
B o Jo a
[ wy A e [fbe o mye o abe
= [er= 2P| = [ F0-D = :

Beispiel 6 Sei B = {(z,y) € R?: 22 +y? <72, y > 0} mit fest gewihltem r > 0,
und sei f(z,y) = x?y auf B. Der Halbkreis B ist ein Normalbereich sowohl bzgl.
der z-Achse als auch bzgl. der y-Achse. Wir beschreiben ihn z.B. als

B={(z,y) €ER*: z€[-nrr], 0 <y <Vr2—z2}

und erhalten

. T
/x2yd(x,y) = // *y dy dx
B —rJO0
roo2,2 g2 1 [
_ / ] d:p:—/ 22(r2 — a?)dx
L2 2/,
2

0
1,2 2
=505

T
5

= — 7. |
-r 15

Beispiel 7 Wir berechnen das Volumen eines geraden Kreiskegels mit Radius R
und Hohe A. Dazu legen wir den Kegel derart in ein Koordinatensystem, dass
die Grundfliche in der xy-Ebene liegt, der Mittelpunkt des Grundkreises der
Koordinatenursprung ist, und die Kegelspitze auf der positiven z-Achse liegt.
Der Kegel ist dann ein Normalbereich im R3. Wir haben némlich B; = [~ R, R],

By = {($7y) eER?: z € B, —VR? —22<y< w/RQ_QJQ}
(= Grundfliche des Kegels),

h
By = {(wy,2) €R: (z,9) € By, 0< 2 < h— 52 + 47}
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Fiir das Volumen V' des Kegels finden wir daher

VRZ 22 h—f 2—f—y
V :/ (r,y,2 / / / dz dy dx
VR2 22

/ / e \/W)dydx

R27272

1 VRZ 22
—h/_R<y—E(g\/x2+y +—ln (y+ Va2 +y? ))‘

R 2 2 _ 2
:2h/ (VRE=2-Tm iy Vi = dr.
0 2R R—+VR?— 22

Wir substituieren 2 = Rsint¢ und erhalten

1+ cost
1 —cost

w/2 R
V = Qh/ (Rcost—EsinZtln >Rcostdt
0

/2 1 1 t
= QhRQ/ (Cos2t — —sin’tcost In ﬂ)
0 2 1 —cost

Das Integral [ sin?t cost In % dt kann durch partielle Integration bestimmt

werden: der Faktor sin®t cost wird integriert und hat %sin?’t als eine Stamm-

funktion, und In 1+§8:§ wird differenziert und ergibt ﬁ Eingesetzt erhalt man

schlie3lich
1 1 ty/2 2 [T/
V:2hR2<E——sin3tlnﬂ ——/ sin2tdt>,
4 6 1 —costlo 6 Jo
also
1 2
V = gﬂ'hR . ]

15.4 Die Substitutionsregel

Nach diesen miihsamen Berechnungen fiir ein einfaches und wohlbekanntes Re-
sultat fragen wir uns, ob wir nicht von vornherein die Rechnung durch eine andere
Beschreibung des Kegels hitten vereinfachen kénnen. Stellen wir z.B. die Grund-
fliche des Kegels in Polarkoordinaten dar, so wird der Kegel beschrieben durch

{(r,p,2) €R®: r€[0,R], p€1[0,27], 2 € [0,h — Er]},

was eine wesentlich einfachere Integration erwarten lafit. Genau wie bei der Sub-
stitutionsregel im R! entsteht dabei das folgende Problem: Wie hat man in
[ [z, y,2)d(z,y, z) den Ausdruck d(x,y,z) zu transformieren, wenn man von
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(x,y, z) zu neuen Koordinaten (7, ¢, z) iibergehen mochte? Zur Motivation be-
trachten wir das Integral

: fz,y)d(z,y)

iiber einer Jordan-messbaren Menge B im R?, versehen mit x, y-Koordinaten. Wir
fithren neue Veranderliche u,v durch die Substitution z = p(u,v), y = ¥(u,v)
ein, die einen Bereich B’ des R? (mit den Koordinaten u, v; man spricht auch von
der uv-Ebene) injektiv auf B abbildet, d.h. die Abbildung

h:B — B, h(u,v)= ((p(u,v), Y (u,v))

ist eine Bijektion. Durch die Abbildung h wird ein Rechteck-Netz iiber B’ in ein
y,krummliniges* Netz iiber B iibersetzt:

\//

Sehen wir uns genauer an, wie das schraffierte Rechteck in der uv-Ebene abge-
bildet wird:

(o (u; +AAUJ‘1'UI« JrAAvk;,
(uj, v + Avg) (uj + Auj, v + Avy) w(ug + Aug, v+ Avy)

(oluj,ve + A’ngv
uj, vk + Avg &ap(uj + Ay, ’ngﬁ
Ay n (uj + Aug, vk)

(uj,vr) Auj (uj + Aug,vg)
(e(ug, vr), ¥ (uy,vr))

Der Fléacheninhalt des Rechteckes (wie er in der Definition des Riemann-Integrals
iber B’ vorkommt) ist Awu; Av,. Fiir die Berechnung der Fléches des ,, krummlini-
gen Parallelogramms® nehmen wir an, dass Au; und Awv, so klein sind, dass dieses
Parallelogramm fast ein gewohnliches Parallelogramm ist. Fiir den Flacheninhalt
eines gewohnlichen Parallelogramms mit den Ecken (x1,y1), ..., (%4, y4) gilt be-
kanntlich
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(73,93)

(T4,Ya)

( F)léiche = |(x2—21)(Ya—y1) —(@sa—21) (Y2—11)|
T2, Y2

bzw. in Determinantenschreibweise
(50 1, y1)

Flache =

det(@_xl 954—$1>’

Y2 — U Ya— W1

(vgl. Abschnitt 10.1). Der Flacheninhalt des , krummlinigen Parallelogramms* ist
also ungefihr gleich

‘det ( p(u; + Aug, vg) — (ug, vg) o(uj, vp + Avg) — o(uj, vy, ) ’
Y(u; + Auj,vp) — Y(ug,vr)  P(uy, v + Avg) — Y(uy,vr) )|

Ist ¢ stetig partiell differenzierbar und Aw; sehr klein, so ist weiter

0
o(u; + Auj,vr) — @(uj, vg) = " (uj, vp) - Auy.

Mit analogen Voraussetzungen fiir ¢ erhalten wir also, dass der Fléacheninhalt des
,krummlinigen Parallelogramms* etwa gleich

Op Oy

%(ua‘ﬂ%) %(Ujavk) s A
det o o uj Avy,

Bu (uj, vg) 50 (uj, vx)

ist. Die in diesem Ausdruck stehende Matrix ist gerade die Jacobi-Matrix von h
an der Stelle (u;,v;), d.h. unser ,krummliniges Parallelogramm® hat etwa den
Fléacheninhalt

| det A/ (uj, vg)| Auj Avy.

Néherungsweise sollte also gelten

/Bf(x,y) d(xz,y) ~ Zf(gp(uj,vk), U(ug,vp)) | det k' (uz, vi)| Ay Avy,

j.k
und wir erwarten die Substitutionsregel
[ ey = [ Fotuo), vl 0) | det b, o)] du o)
B B

Es zeigt sich, dass die hier ,abgeleitete” Substitutionsregel tatséchlich gilt und
dass sie auch auf Funktionen mit mehr als zwei Verdnderlichen verallgemeinert
werden kann.
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Satz 15.16 Sei H C R" offen, und h : H — R" sei injektiv und stetig partiell
differenzierbar. Die Determinante det h'(t) sei auf H entweder tiberall positiv oder
tberall negativ. Weiter set T eine kompakte und Jordan-messbare Teilmenge von
H, und f sei eine auf h(T) stetige reellwertige Funktion. Dann ist h(T) Jordan-
messbar, f ist auf h(T) Riemann-integrierbar, und es ist

/ f(a)de = / F(h(t)) | det ()] dt. (15.6)
h(T) T

Diese Formel gilt auch dann noch, wenn — entgegen den obigen Voraussetzungen
— die Determinante det h'(t) auf einer Teilmenge N von T gleich 0 ist oder wenn
hln auf einer Teilmenge N von T mnicht injektiv ist, sofern nur N den Jordan-
Inhalt O hat.

Der Beweis der Substitutionsregel (15.6) kann z.B. mit vollstdndiger Induktion
nach n erfolgen und ist recht aufwéndig. Wir sehen uns nun einige spezielle und
héufig benutzte Transformationen genauer an.

Polarkoordinaten Der Zusammenhang
zwischen den kartesischen Koordinaten
(x,y) und den Polarkoordinaten (7, ¢) eines
Punktes im R? ist gegeben durch y

T =7rcosp, Yy=rsine.

Ein Integral auf Polarkoordinaten zu transformieren, heifit also, die Substitution

(z,y) = h(r,¢) = (rcosp, rsin )

vorzunehmen. Es ist

p _ [cosp —rsing
h(r’@_(singp rcosgp)

und daher det A/ (r, p) = r. Fiir 7 > 0 ist also det h/(r, ) stets positiv. Weiter ist
klar, dass h den Bereich {(r,p) € R*: r > 0, 0 < ¢ < 27} injektiv auf R*\{0}
abbildet und dass h insbesondere auf dem Gebiet H := {(r,p) € R*: r >0, 0 <
@ < 27} injektiv ist. Auf diesem Gebiet kann man also die Substitutionsregel
anwenden, und es folgt
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Folgerung 15.17 Ist B = h(T'), wobei T'C H kompakt und Jordan-messbar ist,
so ist fir jede auf B stetige Funktion f

/Bf(x,y)d(x,y):/Tf(rcosgo,rsingo)rd(r,gp). (15.7)

Ist beispielsweise T = {(r,¢) € R*: ry <1 < rg, 1 < ¢ < 3} ein Rechteck in
H, soist B = h(T) ein Teil eines Kreisringes, und mit dem Satz von Fubini wird

/f z,y)d(x,y) / / f(rcos, rsing)rdrde. (15.8)

® (1
P2+ B .
T
h \
@o '
(’01 L \ \‘
. : Sz;Ql |
0 71 o T 0 r o x

In der Praxis ist T" hédufig ein Rechteck, welches im Streifen
{(r,p) eR*: r>0,0<¢< 27}

liegt und Teile des Randes dieses Streifens enthélt, so dass die Voraussetzungen
des Satzes 15.16 nicht erfiillt sind. Dennoch gilt auch in diesem Fall die Formel
(15.8), was man sich wie folgt klar macht. Sei etwa

T={(rp) eR*: 0<r <R 0<¢p<2n}

und
T ={(rp) eR*: 0<p<r<R 0<¢ <p<p<2r}.

2T
P2t
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Auf T" gilt (15.7), d.h. es ist

f@,y)d(z,y) = | flrcose, rsinp)rd(r,¢),
h(T") T

und aus der Abschéatzung
‘ / flreosp, rsing)rd(r,p) — [ f(rcose, rsing)rd(r, p)
T T

= ‘ f(rcose, rsine)rd(r, go)’
™\T'
< sup |f(rcose, rsing)r| - p(T\T)
(rp)eT
folgt, dass das Integral iiber T” fiir p — 0, ;1 — 0 und py — 27 gegen das
entsprechende Integral iiber 7' strebt.

Y
Beispiel 8 Sei 0 < ¢ < @9 < 27, und B
die Funktion p : [¢1,¢2] — (0,00) sei
stetig. Dann ist der Fldcheninhalt von
B={(re) eR?: ¢y <p <0<
r < p(i)} gleich -

i\
P2
x

w2 rplp) P2 )2
u(B) = / d(x,y) :/ / rdrde :/ r(p) dep. u
B »1 0 ©1 2

Beispiel 9 Haufig benutzt man auch verallgemeinerte Polarkoordinaten
(x,y) = h(r,¢) = (arcosp, brsiny) mit a,b > 0.

Dann ist det h/(r, ¢) = abr (Nachrechnen!), und man findet z.B. fiir den Flichen-
inhalt der Ellipse £ = {(z,y) € R*: 2—; + z—j < 1}, dass

27 1 2T ab
w(E) = / d(z,y) = / / abr drdy = / — dyo = abr. -
E o Jo 0o 2
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Zylinderkoordinaten Die Zylinderkoordinaten (r, ¢, z) eines Punktes P € R3
mit kartesischen Koordinaten (x,y, z) sind gegeben durch

T =rcosy, Yy=rsing, z=2z.

Fiir die Transformationsfunktion

(x,y,2) = h(r,¢,z) = (rcosp, rsing, z)
gilt
cosip —rsing 0
det h'(r,p,2) =det [ sinp rcose 0| =r.
0 0 1
Folgerung 15.18 [st T eine kompakte und Jordan-messbare Teilmenge von

H:={(r,g,2) €R*:r>0,0<p <21, —00<2< 00},

so ist fir jede auf h(T) stetige Funktion f

f(ary, =) d(x,y, =) = / f(reosg, rsing,2)rd(rg,2).  (15.9)
h(T) T

Die Formel (15.9) gilt auch dann noch, wenn 7" ein Quader
T = [r1,72] X [¢1,02] X [21,22] mit 0 <71y <re, 0< 1 < o <27

ist. In diesem Fall geht (15.9) iiber in

z2 Y2 T2
flx,y, z)d(z,y,2) = / / / f(rcosp, rsing, z) rdrded:z.
z1 »1 r1

h(T)
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Berechnen Sie als Ubungsaufgabe nochmals das Kegelvolumen, nun aber unter
Benutzung von Zylinderkoordinaten.

Kugelkoordinaten Die Kugelkoordinaten
(r,9, ) sind mit den kartesischen Koordina- P
ten (z,y, z) verkniipft durch

x =rcostcosp,y =rcosdsing, z = rsind, r E
wobei 7 > 0, =7 <9 < und 0 < ¢ < 27. \ E
Fiir die Transformationsfunktion v / : Y
(x,y,z) = h(r>79790) ¥ |

. . . d !

= (rcos v cos p, T cos VI sin @, rsin ) -
gilt

x
costcosp —rsindcosy —rcosdsinp
det W' (r,0,p) = det | cos?sing —rsindsing rcosvcosp | = —r’cosd.

sin rcosy 0

Folgerung 15.19 Ist T' eine kompakte Jordan-messbare Teilmenge von

H:={(r,9,9) eR’: r >0, —g<19<g,0<g0<27r},

so ist fir jede auf h(T) stetige Funktion f
[ iy day)
h(T)
= / f(rcosd cos @, rcos ¥ sin @, rsind)r? cosd d(r, 9, @).
T

Diese Formel gilt auch noch, wenn T' = [rq, 7] X [01, ¥a] X [p1, 2] mit 0 < rq < 1o,
=5 < U < ¥y < 5 und 0 < ¢y < o < 27 ist. Mit Fubini kann man dann
schreiben

/ f(.y.2)d(x,y, 2)
h(T)

w2 U2 pr2
= / / / f(rcos¥ cos @, rcos ¥ sin @, rsind) r* cos V) drdidep.
p1 U1

Beispiel 10 Die Kugel B mit Mittelpunkt (0,0,0) und Radius R > 0 ist das

Bild des Quaders T' = [0, R] x [~F, 5] x [0,27] unter der oben beschriebenen
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Transformation. Fiir das Kugelvolumen finden wir daher

2w pw/2 R
w(B) = / d(x,y, 2) =/ / / r? cos ¥ drdidyp

B 0o J-x/2J0
2 w/2 3

= / / R—COSﬁdﬁdap
0 —m/2 3
21 3 /2 2 2 4

= / %Sinﬁ ngZ—RS/ dgp:—ﬂR‘g, u
0 0

—7/2 3 3
Erholsame Semesterferien und eine erfolgreiche Mathe-Priifung
wiinscht das Mathe-fiir-ET Team.
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