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Die Hauptsatze der Differential- und Integralrechnung fiir Funktionen einer Ver-
dnderlichen setzen das (bestimmte) Integral einer Funktion in Beziehung zu ihrer
Stammfunktion und stellen die Integration als eine ,, Umkehrung“ der Differen-
tiation dar. Sie geben uns damit ein Werkzeug in die Hand, konkrete Integrale
effektiv zu berechnen.

In dieser Vorlesung befassen wir uns mit der Integralrechnung fiir Funktionen
mehrerer Verédnderlicher, wo die Verhéltnisse leider nicht mehr so einfach sind.
Das hat sich bereits bei der Differentialrechnung im R™ angedeutet, bei der Me-
thoden der linearen Algebra eine wesentliche Rolle spielen. Bei der mehrdimensio-
nalen Integralrechnung sehen wir uns dem Problem gegeniiber, dass es zur Berech-
nung von Integralen kein Werkzeug gibt, das &hnlich griffig wie die Hauptsétze der
Differential- und Integralrechnung im R! sind. Wir werden zwar gegen Ende der
Vorlesung den Gauflschen Integralsatz kennenlernen, der sich im Eindimensiona-
len auf den Hauptsatz reduziert, der aber doch in einem anderen Rahmen steht.
Klar ist auch, dass nun die Geometrie eine wesentlich stiarkere Rolle spielen muss:
haben wir im Eindimensionalen ausschliellich iiber Intervallen integriert, so wol-
len wir nun auch Integrale {iber komplizierten geometrischen Objekten (Korper,
Oberflachen, Mannigfaltigkeiten, . ..) definieren und berechnen. Ein erster Schritt
in diese Richtung war die Betrachtung von Kurvenintegralen in Abschnitt 11 der
Analysis II-Vorlesung.

Zur mehrdimensionalen Integralrechnung gibt es im wesentlichen zwei Zugénge.
Der Zugang iiber das Riemann-Integral hat den Vorteil, dass man sehr direkt
Integrale als interierte Integrale ausrechnen kann. In der Theorie kommt man
jedoch nicht so weit, wie es die Anwendungen der Analysis erfordern. Wir wéhlen
daher den zweiten Zugang, der uns iiber die Mafitheorie zum Lebesgueschen Inte-
gral fithren wird. Die Vorteile des Lebesgue—Integrals gegeniiber dem Riemann-—
Integral werden dabei schnell deutlich werden.
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Im ersten Kapitel sehen wir uns einige Grundbegriffe der Mafitheorie an, die fiir
das Weitere unentbehrlich sind, und im zweiten Kapitel beschéftigen wir uns mit
abstrakter Integrationstheorie. Im dritten Kapitel erarbeiten wir den Satz von
Fubini und die Transformationsformel fiir Lebesgue-Integrale auf dem R". Da-
mit stehen uns Wege zur Berechnung zahlreicher konkreter Integrale offen. In den
beiden letzten Kapiteln wenden wir uns der Integration iiber Untermannigfaltig-
keiten und den Integralséitzen von Gaufl, Green und Stokes zu.

Ich werde mich stark am Skript von Herrn Prof. Neeb orientieren. Als ergénzende
Literatur kann dienen:

Barner /Flohr: Analysis 11

Bauer: Wahrscheinlichkeitstheorie und Grundziige der MajStheorie

Brocker: Analysis 11, Analysis 111

Floret: Mafi— und Integrationstheorie

Forster: Analysis 3

Heuser: Lehrbuch der Analysis, Teil 2

Rudin: Principles of Mathematical Analysis sowie Real and Complex Analysis.

Besonders empfehlen mochte ich auch das ausfiihrliche Skript von Herrn Glockner.

1 Grundbegriffe der Maf3itheorie

Der abstrakte Rahmen der Mafitheorie sieht folgendermafien aus: Gegeben ist
eine Menge X, ein System & von Teilmengen von X sowie eine Funktion p :
S — [0, 00]. Wir stellen uns vor, dass die Elemente von & gerade diejenigen Teil-
mengen von X sind, die man messen kann (denen man ein ,, Volumen* zuordnen
kann) und dass das Maf§ (oder ,Volumen“) von E € & gleich u(E) ist. Welche
Eigenschaften sollte dieser Messprozess aufweisen? Es sollte sicher u(()) = 0 sein,
und wenn Ey, By, € G disjunkt sind, so sollte

n(Ery U Es) = p(Er) + p(Es) (1.1)

sein. Um Approximationsargumente zu ermoglichen (z.B. das Ausschopfen einer
Menge durch eine Folge paarweise disjunkter Teilmengen), werden wir eine Ver-
sion von (1.1) mit abzéhlbar vielen Mengen bendtigen. Schliefllich brauchen wir
auch, dass mit einer Menge £ € & ihr Komplement X \ E ebenfalls zu & gehért.



1.1 Messbare Mengen

Die Uberlegungen aus der Einleitung fithren auf folgende Definition.

Definition 1.1 Seir X eine Menge. Ein System & von Teilmengen von X heifst
o—Algebra , wenn

(a) 0 € 6.

(b) fiir jede Menge E € & ist X \ E € &, d.h. & ist abgeschlossen bzgl. der
Komplementbildung.

(c) fir jede Folge (Ey,)n>1 von Mengen E, € & ist U,>1E, € &, d.h. & ist
abgeschlossen bzgl. abzdhlbaren Vereinigungen.

Definition 1.2 Ist X eine Menge und & eine o—Algebra von Teilmengen von X,
so heifft (X, &) ein messbarer Raum, und die Elemente von & heiffen messbare
Mengen .

Man beachte, dass wegen (b), (¢) und der de Morganschen Identitét

X\ (N B = U\ E)

n>1 n>1
o-Algebren auch abgeschlossen beziiglich abzdhlbarer Durchschnitte sind.

Beispiele & = {(), X} ist die kleinste o—Algebra iiber X, und die Potenzmenge
P(X) :={FL: EC X} ist die grofite o-Algebra tiber X.

Lemma 1.3 Sei X eine Menge.

(a) Ist A eine Familie von o—Algebren tiber X, so ist ihr Durchschnitt
NA={EecP(X): E€ S firale &e A}
wieder eine o—Algebra tiber X .
(b) Ist & eine o—Algebra iber X und Y eine Teilmenge von X, so ist
Sy ={ENY:FEec&}
eine o—Algebra tiber Y .
Beweis Ubung. |

Als Folgerung erhalten wir, dass es fiir jede Menge £ C (X)) genau eine kleinste
o—Algebra iiber X gibt, die £ umfasst. Um das einzusehen, betrachten wir die
Menge A aller 0—-Algebren iiber X, die £ umfassen. Da £ in der o—Algebra P(X)
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enthalten ist, ist A sicher nicht leer. Der Durchschnitt aller o—Algebren aus A ist
nach Lemma 1.3 (a) wieder eine c—Algebra. Diese enthilt offenbar £, und es ist
die kleinste o—Algebra iiber X, die £ enthélt. Wir bezeichnen sie mit &(E).

Ist insbesondere (X, d) ein metrischer Raum und O das System der offenen Teil-
mengen von X, so heifit die durch O erzeugte o—Algebra B(X) = &(O) die
o-Algebra der Borelmengen auf X, und die Elemente von B(X) heilen Bo-
relmengen . Es ist klar, dass alle offenen und alle abgeschlossenen Mengen Bo-
relmengen sind, ebenso abzdhlbare Durchschnitte offener Mengen (sogenannte
Gs—Mengen) und abziahlbare Vereinigungen abgeschlossener Mengen (sogenann-
te F,—Mengen).

Versehen wir den R” mit der Euklidschen Metrik, so erhalten wir die o—Algebra
B(R") der Borelmengen auf dem R™. Das werden spiter im wesentlichen die
Mengen sein, die wir messen und iiber die wir integrieren wollen. Wir iiberlegen
uns daher dquivalente Beschreibungen von B (R").

Lemma 1.4 Jedes der folgenden Mengensysteme &; erzeugt die o—-Algebra B(R)
der Borelmengen auf R (es ist also &(&;) = B(R)) :

(a) & ={(a,b) :a,b € Q},
(b) & = {(a,b): a,b e R},
(c) & ={la,b) : a,b € R},
(d) & = {[a,b] : a,b € R},
(€) & = {(~00,b] : b € R}.
). Wegen & C & ist &, C &y Aus

&(&
©[+—b)

folgt & C &3 und damit &5 C S&3. Analog folgt aus

Beweis Fiir j =1,...,5sei §;

o0

la,b) = U [a,b—%},

n=1

dass & C &, und 65 C &4, und aus

m :(—oo,b]\<fj (~ooa—-]).

n=1

dass 54 Q 65 und 64 g 65. Wir haben damit 61 g 62 Q 63 g 64 g 65 Q
B(R) erhalten und miissen noch B(R) C &, zeigen. Da B(R) von den offenen
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Mengen erzeugt wird, miissen wir zeigen, dass G, jede offene Menge enthélt. Sei
also U C R offen. Dann gibt es zu jedem x € U ein € > 0 mit (z — e,z +¢) C U.
Wir wihlen a € (x —e,2) NQ und b € (2,2 +¢) N Q. Dann ist x € (a,b) C U
und folglich

v=|J (ab).

(ab)CU, a, beQ

Da die rechte Seite eine abzidhlbare Vereinigung ist, folgt U € G;. |

Ein analoges Resultat gilt auch im R". Erkldren wir beispielsweise fiir a =

(ay,...,a,) und b= (by,...,b,) mit a; < b; den halboffenen Quader [a,b) durch
[a,b) :=={(z1,...,2,) € R" 1 aq; <z; <b; fiir alle j},
so erhalten wir wie in Lemma 1.4:

Lemma 1.5 Das System {[a,b) : a,b € R"} der halboffenen Quader erzeugt
B(R™). Auch die offenen und abgeschlossenen Quader erzeugen B(R™).

1.2 Messbare Funktionen

Wir wenden uns nun den Funktionen zu, die wir spéter integrieren wollen.

Definition 1.6 Seien (X, S,), (X2, S2) messbare Riume. Eine Funktion f :
X1 — Xy heifst messbar, wenn das Urbild jeder messbaren Menge messbar ist,
d.h., wenn f~Y(E) € &, fiir jede Menge E € Gs.

Man beachte die Ahnlichkeit zur Charakterisierung stetiger Funktionen durch die
Eigenschaft, dass Urbilder offener Mengen offen sind (Analysis I, Satz 6.5).

Satz 1.7 Verkniipfungen messbarer Funktionen sind messbar. Genauer: sind (X1,
S1), (Xg,6s), (X3,83) messbare Riume und f : X7 — Xo und g : Xy — X3

messbare Funktionen, so ist auch go f : X1 — X3 messbar.

Beweis Fir F € G5 ist
(90 )7HE) = 17 (97'(B) € (&) C &,
also ist g o f messbar. n

Der folgende Satz zeigt, dass es fiir das Uberpriifen der Messbarkeit einer Funk-
tion nicht erforderlich ist, die Urbilder aller messbaren Mengen zu betrachten.

Satz 1.8 Seien (X1, 6,), (Xs, G2) messbare Riume, wobei Sy = &(&,) fiir eine
Teilmenge Ey C P(Xo) ist, und sei f : X1 — Xy. Ist f~Y(E) € &, fiir jede Menge
E €&, soist f bereits messbar.



Beweis Nach Voraussetzung ist
E C{E cP(Xy): fHE) € &}

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass die rechte Seite ein o—Algebra ist. Dann
muss aber auch

Sy =6(&) C{E e P(Xy): fTH(E) € &1}
sein, d.h. f ist messbar. |

Ist also (Xs,d) ein metrischer Raum, so ist f : (X1, 61) — (X2,B(X3)) genau
dann messbar, wenn das Urbild jeder offenen Menge messbar ist.

Folgerung 1.9 Sind X,Y metrische Rdume, so ist jede stetige Funktion f :
X — Y messbar (bzgl. der o-Algebren B(X) und B(Y) der Borelmengen).

Beweis Wie wir soeben bemerkt haben, geniigt es zu zeigen, dass f~'(E) fiir
jede offene Menge E C Y eine Borelmenge ist. Dies ist aber klar: da f stetig ist,
ist f~1(F) offen, also erst recht eine Borelmenge. n

Folgerung 1.10 Sei (X,S) ein messbarer Raum und f : (X,6) — (R, B(R)).

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) f ist messbar.

b) die Urbilder aller offenen Intervalle sind messbar.

d

die Urbilder aller abgeschlossenen Intervalle sind messbar.

)
(b)
(¢) die Urbilder aller halboffenen Intervalle sind messbar.
(d)
(e) fiir alle b € R ist f~((—o0,b]) messbar.

Dies folgt sofort aus Satz 1.8 und Lemma 1.4. Mit Lemma 1.5 bekommt man eine
analoge Aussage fiir den R”. Dariiberhinaus gilt:

Satz 1.11 Sei (X, &) ein messbarer Raum und f := (fi,...,fn) : X — R™
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) f:(X,6)— (R",B(R™)) ist messbar.
(b) jede der Koordinatenfunktionen f; : (X, &) — (R,B(R)) ist messbar.

Beweis (a) = (b) Die Projektionen p; : R* — R, (z1,...,2,) — z; sind stetig
und damit messbar (Folgerung 1.9). Nach Satz 1.7 sind dann auch die Funktionen
fj = pj o f messbar.



(b) = (a) Seien a = (ay,...,a,),b = (by,...,b,) € R™. Sind alle Koordinaten-
funktionen messbar, so sind alle Urbilder

£ (fa.) = ﬂf(aw)

messbar. Das Analogon von Folgerung 1.10 fiir R"—wertige Funktionen liefert die
Messbarkeit von f. |

Es ist oft praktisch, statt mit reellwertigen Funktionen mit Funktionen zu arbei-
ten, deren Werte in der erweiterten Zahlengeraden R := R U {£o0} liegen. Man
kann leicht zeigen, dass die Menge

BR):={AcPR): ANR € B(R)}

eine o—Algebra auf R ist und dass man R mit einer Metrik versehen kann, so dass
die Elemente von B(R) gerade die Borelmengen von R sind (' Tutorium). Wir
nennen daher B(R) die o—Algebra der Borelmengen auf R. Weiter definieren wir
die Ordnungsrelation < auf R durch

—oo<r<oo firalle zeR.

Lemma 1.12 Sei (X, &) ein messbarer Raum und f : X — R. Dann sind fol-
gende Aussagen dquivalent:

(a
(b
(

(X, 6) — (R,B(R)) ist messbar.
f:(X,8) = (R,B(R)) ist messbar.

d) fiir jedes a € R ist {x € X : f(x) > a} messbar.

( (x) >
() fiir jedes a € R ist {x € X : f(x) > a} messbar.

) |
) —
¢) fir jedes b € R ist {z € X : f(z) < b} messbar.
)
)
(f) fir jedes b € R ist {x € X : f(z) < b} messbar.

Beweis (a) < (b) Das folgt sofort aus —B(R) = ‘B;(R)
(a) = (c) Das folgt aus der Inklusion [—o0,b] € B(R).
(¢) = (d) Das folgt durch Komplementbildung

{reX:f(x)>a}=X\{zreX: f(x) <a}.

(d) = (a) Nach Satz 1.8 geniigt es zu zeigen, dass die Intervalle (a,oo] die o
Algebra B(R) erzeugen. Sei & die kleinste o—Algebra iiber R, die alle Intervalle
(a,00] mit a € R enthélt. Offenbar ist & C B(R).



Seien a, b € R mit a < b. Dann liegt (a, b] = (a, oo]\ (b, 0] in &, und nach Lemma
1.4 ist B(R) C S. Aus

U(n, oo] = (—o0, 0] € &

neZ

und

U (R (n, 00]) = U[—OO,H] =[—00,00) € &

neZ neZ

folgt, dass
{—c0} =R\ (—00,00] € & und {0} =R\ [~00,0) € &.

Da jede Borelmenge auf R die Vereinigung einer Menge aus B(R) mit einer der
Mengen 0, {—o00}, {oo}, {—00, 00} ist, folgt B(R) C & und damit B(R) = &.
Die Implikationen (a) = (e) = (f) = (a) zeigt man analog. m

Satz 1.13 Sei (X,6) ein messbarer Raum und f,g : (X,6) — (R, B(R))
messbare Funktionen. Dann sind auch die Funktionen |f|, f+ g, fg, max(f,g),
min(f, g) : X — R messbar.

Beweis Die Messbarkeit von |f| folgt aus der Stetigkeit (und damit Messbar-
keit) der Betragsfunktion mit Satz 1.7. Weiter wissen wir aus Satz 1.11, dass die
Funktion F = (f,g) : (X,8) — (R? B(R?)) messbar ist. Aus der Stetigkeit der
Funktionen

R? = R, (z,y) = « +y, zy, max(z,y), min(z,y)
und aus Satz 1.7 folgen die {ibrigen Behauptungen. |

Da konstante Funktionen messbar sind (warum?), bildet nach Satz 1.13 die Menge
aller messbaren Funktionen von X in R einen reellen Vektorraum. Die folgenden
Resultate zeigen, dass die Messbarkeit bemerkenswert stabil gegeniiber Grenz-
prozessen ist.

Satz 1.14 Fiir jedesn € N sei f,, : (X,8) — (R, B(R)) eine messbare Funktion.
Dann sind auch die Funktionen

sup fn, inf f,, limsup f,, iminf f,
neN neN n—00 n—o0

messbar.

Beweis Sei g := sup,,cy fn. Fiir alle @ € R ist dann

{a:EX:g(x)>a}:U{xeX:fn(x)>a}.

neN
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Nach Voraussetzung und Lemma 1.12 ist die rechte Seite messbar. Also ist fiir
jedes a € R die linke Seite messbar, und g ist messbar nach Lemma 1.12. Genauso
folgt die Messbarkeit von inf f,,. Aus

limsup f,, = inf sup f;
Nn—00 keN >k

folgt nun die Messbarkeit von lim sup f,,, und die von liminf f,, zeigt man analog.
|

Satz 1.15 Punktweise Grenzwerte messbarer Funktionen sind messbar. Genau-
er, existiert fir eine Folge messbarer Funktionen f, : (X,6) — (R,B(R)) der
Grenzwert f(x) =lim, o fo(x) fir jedes x € X, so ist f : X — R messbar.

Dies folgt wegen f = limsup f, sofort aus Satz 1.14. |

1.3 Mafle

Wir wenden uns nun dem Messen messbarer Mengen eines messbaren Raumes zu
und beginnen mit einer Axiomatisierung des Maf3begriffes.

Definition 1.16 Sei (X, S) ein messbarer Raum. Ein Ma auf (X, &) ist eine
Funktion p : & — [0, 00] mit folgenden Eigenschaften:

(a) u(@) =0.

(b) w ist o—additiv, d.h. fir jede Folge (Ey)n>1 paarweise disjunkter Mengen
E, € G gilt

p(U B = 3 w(Ea). (12)

n>1 n=1
Ist p ein MafS auf (X, &), so heifst das Tripel (X, S, n) ein Mafiraum .

Im weiteren haben wir hin und wieder (wie z.B. in (1.2)) mit oo zu rechnen,
was wir nach folgenden Regeln tun:

0-00c = 00-0 = 0,
r-o0o = oo-x = oo falls x>0 und x-co=00-x=—00 falls x <0,
r+o00 = ocot+x = oo fir x € R und fiir z = cc.

Beispiele fiir Mafle

(a) Ist & = {0, X}, so kann u(X) € [0, 00] beliebig gewihlt werden, und man
erhélt mit p(0) = 0 ein MaB auf (X, S).



(b) Fiir jedes x € X wird durch

1 wenn r € F
n(E) ==

0 wenn x ¢ F

ein Maf§ auf (X, ©) festgelegt, das sogenannte Punkt— oder Diracmaf in x.
Man schreibt p =: 9.

(¢) Durch

p:PB(X) — NU{o0}, E+— Anzahl der Elemente von E
wird das Zdhlmafl auf (X, PB(X)) festgesetzt.

(d) Ist (X, 6, u) ein Mafiraum und F € &, so ist auch (F, 6E7“|6E) ein Maf3-
raum (vgl. Lemma 1.3b)). ]

Lemma 1.17 Sei (X, S, u) ein Mafsraum. Dann gilt
(a) pist additiv, d.h. (AU B) = u(A) 4+ u(B) falls A,B € & und AN B = 0.
(b) w ist monoton , d.h. pu(A) < u(B) falls A,B € & und A C B.

(c) ist (E;)j>1 € & monoton wachsend (d.h. E; C E;.4, fir alle j), dann ist

p(lJ Ey) = lim pw(E).

J—00
Jj1

(d) ist (E;)j>1 € & monoton fallend (d.h. E; O E;4y fir alle j) und p(Ey) <
oo, dann 1st

p(() B5) = lim p(E;).

i>1 I
(e) fir beliebige Folgen (E;)j>1 C & gilt

u( U Ej) < i: ().

Jj=1

Beweis (a) Man wende die o—Additivitéit auf die Folge A, B, 0,0, ... an.

(b) Aus (a) folgt u(B) = p(A) +p(B\ A) > p(A).

(C) Seil B = Uj21Ej, Eg = @ und Aj = Ej\Ej—l fU.l”] Z 1. Dannist & = UjZIAja
und die A; sind paarweise disjunkt. Aus der o—Additivitat von pu folgt

W(E) =3 u(Ay).

j=1
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AuBerdem ist E, = Uj_; Aj und damit pu(E,) = > ", pu(A;) fiir jedes n. Hieraus
folgt u(E,) — p(FE) fir n — oo.

(d) Sei E :=Nj>1 E; und C; := E; \ E; fiir j > 1. Die Folge (C});>1 ist monoton
wachsend, und aus (¢) und den de Morganschen Identitéten folgt

tim (C5) =l €)= (BN E)) = B\ () Ep) = nlFx \ B),
??8 p(Er) = p(E;) + p(Cy) und p(Er) = p(E) + p(Er \ E) sowie p(Er) < oo
olgt

wE) = p(Er) = p(Br\ B) = p(Ey) = lim 4(C5)

= B — lim (n(Ey) = p(B)) = lim u(E).
(e) Sei Ay := Eyund A, :== E,\(E1U...UE, ;) fir n > 1. Dann sind die Mengen
A,, paarweise disjunkt, und es ist U,>1 A, = U,>1 E,, sowie u(A,) < p(E,) fir
alle n wegen (b). Aus der o—Additivitat folgt

o(U ) = (U 42) = 3 w40 <32 i) .

n>1 n= n=1

Der folgende wichtige Satz behauptet, dass es genau ein Maf auf B(R") gibt, das
allen Quadern ihr (gewthnliches) Volumen zuordnet. Der Beweis erfordert einen
tieferen Einstieg in die Mafitheorie, den wir uns aus Zeitgriinden nicht leisten
wollen. Sie finden einen Beweis z.B. in Brocker, Analysis II, S. 66 — 73.

Satz 1.18 (Existenz und Eindeutigkeit des Lebesguemafles) (a) Es gibt
genau ein Maff X auf der o—Algebra B(R™) der Borelmengen des R™ so, dass
Ala, b)) = (by—aq)-...-(by—ay) firallea = (ai,...,a,),b=(b1,...,b,) €
R™ mit a; < b; fiir alle j.

(b) Ist p ein Maf$ auf B(R™), das auf allen halboffenen Quadern endliche Werte

annimmt, dann st fiir jede Borelmenge B

o0

wu(B) = inf { Z w(B;) : B; halboffene Quader mit B C U Bj}.

J=1 J=1

Das Maf v ist also bereits durch seine Werte auf den halboffenen Quadern
eindeutig bestimmit.

Beweisskizze Sei Q die Menge aller endlichen Vereinigungen von beschriankten
halboffenen Quadern. Q ist eine Mengenalgebra in folgendem Sinn: () € Q, und
mit A und B liegen auch AU B, AN B und A\ B in Q. Auerdem wird B(R")
als o—Algebra von Q erzeugt (Lemma 1.5).
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Fiir [a,b) € Q setzen wir A([a,b)) := (by —ay) - ... (b, — a,), und fiir paarweise
disjunkte Quader Q1, ..., @, definieren wir A\(¢)) = 0 und

r

)‘(Ql u...U Qr) = Z M(Qr)

Jj=1

Da jedes A € Q als endliche Vereinigung paarweise disjunkter halboffener Quader
geschrieben werden kann, haben wir damit eine Mengenfunktion A : @ — [0, c0)
definiert. Man zeigt nun, dass diese Funktion sogar o—additiv ist (das ist nicht
trivial; man benutzt die Kompaktheit der abgeschlossenen Quader [a,b]), und
schlieBlich beweist und benutzt man der Hahnschen Fortsetzungssatz, der die
eindeutige Fortsetzbarkeit von A\ zu einer o—additiven Mengenfunktion auf der
o—Algebra B(R") = &(Q) liefert. ]

Definition 1.19 Das Mafi A, := X : B(R™) — [0,00] aus Satz 1.18 heifit das
n-dimensionale Lebesguemaf .

Wir denken uns A, (B) als n—dimensionales Volumen der Borelmenge B. Die-
ses Volumen ist dadurch normiert, dass wir jedem Quader sein ,natiirliches*
Volumen zuordnen. Bei komplizierten Borelmengen B ist zunéchst unklar, wie
man A(B) praktisch bestimmt. Satz 1.18 sagt dazu lediglich, dass man \(B) von
oben beliebig genau approximieren kann, wenn man Uberdeckungen von B durch
hochstens abzéahlbar viele Quader betrachtet. Man erwartet, dass man umso mehr
und umso kleinere Quader zur Uberdeckung benutzen muss, je , komplizierter®
B ist. Spéter lernen wir mit dem Prinzip von Cavalieri ein Werkzeug kennen,
das solche Berechnungen auf die Berechnung eindimensionaler Integrale reduziert.
Zunéchst noch zwei Folgerungen aus Satz 1.18.

Folgerung 1.20 Seien a,b € R™ und a <b (komponentenweise). Dann ist
A([a,b]) — (b —a1) ... (by — ay).

Beweis Fiir j=1,...,n und m > 1 sei bg-m) :=0b;+ 1/m und
b = (8™ p0™). Dann ist

[a, 0] = ﬂ [a, ™) sowie [a,b"™) D [a, b))

m>1
fiir alle m. Aus Lemma 1.17 (d) folgt die Behauptung. ]

Folgerung 1.21 Ist E € B(R") und t > 0, so ist auch tE € B(R"™), und es gilt

A(tE) = "\, (E).
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Beweis Man iiberpriift leicht, dass ¢B(R") = {tB : B € B(R")} eine o—
Algebra iiber R™ ist, die alle offenen Mengen enthilt. Folglich ist B(R") in ¢B(R")
enthalten. Eine Wiederholung dieser Uberlegung liefert

1
B(R") CtB(R") C ;t%(R") = B(R").
Insbesondere ist also tE € B(R") fiir £ € B(R"), und wir definieren
1
u(E) = " M (tE).

Man bestétigt leicht, dass p ein Maf§ auf B(R") ist und dass fiir £ = [a,b)

n n

1 1

wE) = 7 MtE) = o [T (s — tay) = T] (b — a5) = Aa(E).
j=1 =1
Mit Satz 1.18 (b) folgt u = A, auf ganz B(R™). u

1.4 Nullmengen und Vollstéindigkeit von Mafirdumen

Viele Begriffe und Aussagen der Mafi— und Integrationstheorie werden einfacher
und natiirlicher, wenn der Mafiraum vollsténdig in folgendem Sinn ist.

Definition 1.22 Sei (X, S, pu) ein Mafiraum. Eine Teilmenge N von X heifst
eine u—Nullmenge , wenn sie Teilmenge einer Menge E € & mit u(E) = 0 ist.
Gehirt jede p—Nullmenge von X zu S, so heifit (X, S, u) vollstandig .

Liegt eine p—Nullmenge N in &, so ist nach Lemma 1.17 (b) u(N) = 0. In
vollstéandigen Maffiraumen stimmen also die Begriffe u—Nullmenge und Menge
vom Maf§ 0 iiberein.

Die Nullmengen des Mafiraumes (R”,B(R"), A) kann man mit Satz 1.18 leicht
charakterisieren: N C R" ist genau dann eine A-Nullmenge, wenn es zu jedem
e > 0 eine Folge (Q,,)m>1 halboffener Quader @, so gibt, dass

N C U Qm und Z AMQm) < e. (1.3)

m>1

Fiir n = 1 stimmt dies exakt mit dem Begriff einer Nullmenge {iberein, den wir in
der Analysis II, Abschnitt 8.4, eingefithrt haben. Man kann diese Beschreibung
noch etwas verfeinern. Dazu nennen wir einen abgeschlossenen Quader [a, b] C R™
einen Wiirfel, wenn by —a; = ... = b, — a,.

Lemma 1.23 N C R" ist genau dann eine A—Nullmenge, wenn es zu jedem
e > 0 eine Folge (Wp,)m>1 von Wiirfeln gibt mit

N C U Wy und i AWy,) < e.
m=1

m>1
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Beweis N ist genau dann A-Nullmenge, wenn es zu jedem € > 0 halboffene Qua-
der Q= [a™ b)) gibt, so dass (1.3) gilt. Sei fiir jedes m ™ = (™, ..., ™)
so, dass c§-m) > bg-m) fir alle 7, ¢™ —al™ € Q" und dass

A([a(m),c(m))> < A([a(m),b(m))> + 2%.

Da alle Seitenléingen von [a(m), c(m)) rational sind, gibt es endlich viele Wiirfel
wi™ W mit

kTYL km

U W™ = [, ) und 30 AW™) = A ([0, ).
j=1

Dann ist N C UjMWj(m), und mit Folgerung 1.20 erhalten wir
(m)y _ m m €
mzj AW™) = ; A(fa™, ™)) < ; (M@n) + 2—m) < 2.

Hieraus folgt die Behauptung. ]

Wir sehen uns nun zwei einfache Aussagen an, wo die Vollstandigkeit eine Rolle
spielt. Dazu vereinbaren wir: Ist (X, &, ) ein Mafiraum, und gilt eine Eigenschaft
P fiir alle Punkte von X mit Ausnahme von Punkten in einer y—Nullmenge, so
sagen wir, dass P fast iberall (oder p—fast iiberall) gilt.

Lemma 1.24 Sei (X, 6, u) ein vollstindiger Mafiraum, (X', &") ein messbarer
Raum und seien f,g: X — X' Funktionen, die fast tiberall ibereinstimmen. Ist
f messbar, dann ist auch g messbar.

Beweis Sei N C X eine p—Nullmenge so, dass f(z) = g(x) fiir alle x € X \ N,
und sei £ € &'. Dann ist

g B) = (¢(E)NE\N)U (g (B)NN)
= (F®EnE\N)u (@ nN).

Die Menge f~*(F)N (X \ N) ist messbar nach Voraussetzung, und g~ '(E)N N ist
Teilmenge der p—Nullmenge N, also selbst eine y—Nullmenge und damit messbar.
Also ist g7'(E) fiir jedes E € &' messbar, d.h. g ist messbar. |

Lemma 1.25 Sei (2(, S, u) ein vollstindiger Mafsraum, und die Funktionen f,, :
(X, 6,u) — (R, B(R)) seien messbar und sollen fast iiberall gegen eine Funktion
f X — R konvergieren. Dann ist f messbar.
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Beweis Sei N C X eine p—Nullmenge so, dass f,,(z) — f(x) fiir alle x € X \ N.
Aus Satz 1.15 folgt die Messbarkeit von f ‘ XN Aus der Vollstandigkeit folgt

weiter, dass auch f|N messbar ist. Fiir jede Menge A € B(R) ist ja (f|N)*1(A) =
f~Y(A)NN Teilmenge einer ;1 Nullmenge, also messbar. Fiir beliebiges B € B(R)
erhalten wir somit die Messbarkeit von

B = (' @nxO\N)u (i nn)
= (o) BV (B).

Also ist f messbar. |

Nichtvollstédndige Mafiriume lassen sich auf natiirliche Weise zu vollstandigen
Mafriumen erweitern. Sei dazu (X, &, ) ein Mafiraum. Die Menge & bestehe
aus allen Teilmengen von X, die Vereinigung einer Menge aus & und einer p—
Nullmenge sind. Ist £ € & und N eine u—Nullmenge, so setzen wir i(EUN) :=
w(E). Diese Definition von fi ist korrekt. Sind nédmlich E,F € & und M C
Me& NCNe6mit y(M)=pN)=0ud EUM = FUN, so ist
FCFUN=EUM C EUM und folglich

W(F) < u(E U M) = p(E) + p(M \ B) = p(E).

Analog zeigt man, dass p(E) < p(F) und somit p(E) = p(F) ist. Der folgende
Satz soll in der Ubung bewiesen werden.

Satz 1.26 (X, S, [1) ist ein vollstindiger Mafraum.

Der in Satz 1.18 konstruierte Lebesgue-Mafiraum (R™,B(R™), \) ist nicht voll-
standig. Es ist daher zweckmiBig, ihn zum MaBraum (R",B(R"),\) zu ver-
vollstindigen, wobei B (R™) die wie oben erweiterte o—Algebra der Borelmengen
und \ das wie oben fortgesetzte LebesguemaB ist. Es ist iiblich, A statt A zu

schreiben und X das Lebesquemaf auf %(R”) zU nennen.
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2 Allgemeine Integrationstheorie

In diesem Abschnitt ist (X, &, 1) ein Mafraum, und wir betrachten R immer mit
der o—Algebra B(R). Ziel ist es, messbare Funktionen f : X — R zu integrieren.
Das Maf} i wird uns vorgegeben, was das Integral der charakteristischen Funk-
tion einer messbaren Menge sein soll. Davon ausgehend definieren wir das Integral
von messbaren Funktionen mit nur endlich vielen Werten (Stufenfunktionen) und
dann fiir nichtnegative messbare Funktionen, die wir von unten durch Stufenfunk-
tionen annéhern. SchliefSlich spalten wir allgemeine messbare Funktionen in ihren
Positiv— und Negativteil auf, fiir die wir die Integrale bereits definiert haben. Wir
werden sehen, dass das so erkliarte Lebesgue-Integral wesentlich allgemeiner und
flexibler als das Riemann-Integral ist.

2.1 Stufenfunktionen

Eine messbare Funktion s : X — R heifit Stufenfunktion, wenn s(X) endlich ist.
Jede konstante Funktion ist eine Stufenfunktion. Wie sieht es mit Funktionen
aus, die zwei Werte annehmen? Dazu betrachten wir fiir jede Menge £ C X ihre

charakteristische Funktion
1 wenn z € F
Xe(x) =

0 wenn 1z & E.

Diese Funktion ist genau dann messbar (und damit eine Stufenfunktion), wenn
E € &. Insbesondere ist xq eine Stufenfunktion fiir (X, &) = (R, B(R)).

Lemma 2.1 FEine Funktion s : X — R ist genau dann eine Stufenfunktion,
wenn es Zahlen aq, ..., ar € R und paarweise disjunkte Mengen Aq,..., A € &
so gibt, dass s = Z?Zl XA,

Beweis Sind o; € Rund A; € & fiir j = 1,...,k, so ist 25:1 QX a,; messbar
nach Satz 1.13 und damit Stufenfunktion. Sei umgekehrt s eine Stufenfunkti-

on und s(X) = {oq,...,04} (mit paarweise verschiedenen Zahlen «;). Dann

sind die Mengen A; := s '({a;}) messbar und paarweise disjunkt, und es ist
k

§= Zj:l QXA o

Die folgenden Sétze zeigen, dass nichtnegative messbare Funktionen durch Stu-
fenfunktionen approximiert werden konnen.

Satz 2.2 Sei f: X — [0, 00] eine messbare Funktion. Dann gibt es eine monoton
wachsende Folge von Stufenfunktionen s, : X — [0,00) so, dass

lim s,(x) = f(z) firale ze€X

und dass die Konvergenz auf jeder Menge {x € X : f(x) < ¢} mit ¢ € [0,00)
gleichmdfsig ist.
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Beweis Firn > 1 sei

k Eok+1
= fall M
sa(@) =4 2 7 f(x)e[Qn’ pX

n  falls f(x) € [n,o0].

> mit 0 <k <n-2"—1,

Dann ist (s,),>1 eine monoton wachsende Folge von Stufenfunktionen, und ist
¢ €10,00) und n > ¢, so ist

|f(z) — su(2)| < 2% fir alle z mit f(x) < c.

Hieraus folgt die gleichméfige Konvergenz auf {z € X : f(z) < ¢} sowie die
punktweise Konvergenz auf {z € X : f(x) < oo}. Die punktweise Konvergenz
auf {z € X : f(x) = oo} ist offensichtlich. ]

Folgerung 2.3 Fine Funktion f : X — R ist genau dann messbar, wenn sie
punktweiser Grenzwert einer Folge von Stufenfunktionen ist.

Beweis Punktweise Grenzwerte messbarer Funktionen sind messbar (Satz 1.15).
Ist umgekehrt f messbar, so sind nach Satz 1.13 f, := max (0, f) und f_ :=
max (0, —f) messbar und nichtnegativ. Nach Satz 2.2 sind beide Funktionen
punktweise Grenzwerte von Stufenfunktionen, und damit auch f = f, — f_.

n

2.2 Das Lebesgue—Integral

Sei (X, &, ) MaBraum, £ € & und f : X — R messbar. Wir definieren das
Integral von f iiber E bzgl. des Mafles p in mehreren Schritten.

Schritt A Sei f = x4 mit A € &. Dann setzen wir Ig(f) = u(ANE).

Schritt B Sei f nichtnegative Stufenfunktion. Wir schreiben f als Z?ﬂ ajXa,
mit o; € [0, 00) und mit paarweise disjunkten Mengen A; € & (vgl. Lemma 2.1),
und wir definieren

Ip(f) = Z ailp(xa;) =) ayu(A; N E).

j=1
Schritt C' Ist f messbar und nicht negativ, so definieren wir
/ fdp = sup{lg(s): s Stufenfunktion mit 0 < s < f}.
E
Die Menge auf der rechten Seite ist nach Satz 2.2 nicht leer. Man beachte, dass
| r Jdp den Wert 400 annehmen kann. Ist f selbst eine nichtnegative Stufen-

funktion, so ist [, fdu = Ip(f). Fiir alle Stufenfunktionen 0 < s < f ist namlich
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Ip(s) < Ip(f).

Schritt D Nun sei f : X — R messbar. Nach Satz 1.13 sind die Funktionen
f+ :=max (0, f) und f_ := max (0, —f) messbar, und die Integrale

téﬁw,éﬂw (2.1)

sind wie in Schritt C erkléart.
Definition 2.4 Ist eines der Integrale (2.1) endlich, so definieren wir

/ﬂW—/ﬂw /f@eR (2:2)

Sind beide Integrale in (2.1) endlich, so heifit f Lebesgue—integrierbar, und wir
schreiben f € £ (u, E) bzw. f € £ (u) falls E = X.

Man beachte, dass wir das Integral von f auch dann definiert haben, wenn f nicht
Lebesgue-integrierbar ist, aber eine der Funktionen f,, f_ diese Eigenschaft hat.
Das ist in vielen Situationen bequem.

Wir sehen uns einige elementare Eigenschaften des Lebesgue-Integrals an.

Lemma 2.5 (a) Ist f messbar und beschrinkt auf E und p(E) < oo, so ist
fe L B).
(b) Sind f,g € £'(u, E) und ist f < g auf E, so ist

[EfdMS[Egdu.

(c) Ist f messbar und a,b € R mit a < f <b auf E und pu(E) < 0o, so ist

a-pu(E) < /E fdu <bu(E).

(d) Ist f € £Y(u, E) und c € R, so ist cf € £ (pu, E) und

/chd,u:C/Efdu.

(e) Ist f messbar und p(E) =0, so ist [, fdu = 0.
(f) Ist f € £Y(u, F) und A € & Teilmenge von E, so ist fl, € £, A).

Beweis (a) Sei |f| < M < oo auf E. Dann ist auch fi < M auf E, und hieraus
folgt sofort [, fedu < Mpu(E), denn diese Relation iibertréigt sich offenbar auf
die entsprechenden Stufenfunktionen.

(b) Aus f < g folgt f < gy und g_ < f_ auf E. Hieraus folgt

/ﬁ@ﬁ/m@tm /gws/fw
E E E E
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jede Stutentunktion s mit 0 < s < f, ertiillt ja erst recht 0 < s < g, ) und daher
jede Stufenfunkti it 0 fiillt j ht 0 d dah

[sin= [t~ [ fan< [ gudi~ [ gdu= [ gan

(¢) Dies folgt sofort aus (b), wenn wir f mit den Konstanten a, b vergleichen.
(d) Fiir nichtnegative Stufenfunktionen s ist trivialerweise Ig(cs) = clg(s). Ist
nun etwa ¢ > 0 und f > 0, so folgt

/cfdu = sup{lg(s):0<s<cf} = sup {]E(s):OS
E

= Sup{cIE(15>:0§15§f} = csup{IE(t):OStSf

c c
= c / fdu.
E
Die iibrigen Félle behandelt man analog.
(e) Fiir alle Stufenfunktionen s ist Ip(s) = 0. Also ist [, fedpu =0 und

fE fdu = 0.
(f) Fiir alle Stufenfunktionen 0 < s < f ist I4(s) < Ig(s) und daher

Af+dﬂ_SUp{[A(3)30§3§f+}§SHP{IE(3)10§3§f+}_/f+dﬂ<00-
E

Fiir f_ argumentiert man analog. |

Satz 2.6 (a) Sei f > 0 messbar auf X. Fir A € & definieren wir

o= [ fn 2.3

Dann ist ¢ ein Maf$ auf (X, S).
(b) Ist f € £Y(u), so wird durch (2.3) eine o—additive Funktion definiert.

Beweis Aussage (b) folgt sofort, wenn wir (a) auf die Funktionen fi anwenden
und f = f. — f_ benutzen.

Wir zeigen (a). Da ¢(f)) = 0 nach Lemma 2.5 (¢) und ¢(A) > 0 nach Lemma
2.5 (c) ist, miissen wir noch die o—Additivitdt zeigen. Sei also A = U,>14,
mit paarweise disjunkten messbaren Mengen A,. Wir haben zu zeigen, dass
p(A) = ZnZl P(An).

Ist f = x¢ die charakteristische Funktion einer messbaren Menge C, so ist
[y fdp = p(ANC), und die Behauptung folgt aus der o-Additivitét von su.
Ist f = Z?Zl ciXc, eine nichtnegative Stufenfunktion mit paarweise disjunkten
Mengen C; € G, so ist

k

/A fdp =" c;u(ANCy),

=1
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und die Behauptung folgt aus der o—Additivitat der einzelnen Summanden. Sei
nun f > 0 messbar. Aus dem bereits Bewiesenen folgt fiir jede Stufenfunktion s
mit 0 < s < f, dass

/ASd“:;/AnSdMSZ/A"fd“:Z@(A")'

n>1 n>1

Bilden wir links das Supremum iiber alle Stufenfunktionen s mit 0 < s < f, so
folgt

p(A) :/A Flp <7 o(An).

n>1

Wir haben noch }~ -, ¢(A4,) < ¢(A) zu zeigen. Fiir p(A) = oo ist dies klar. Sei
also ¢(A) < oo und damit auch p(A4,) < oo fiir alle n. Mit der Definition des
Integrals finden wir fiir jedes € > 0 eine Stufenfunktion s mit 0 < s < f und

/sd,uZ/ fdu—e sowie /sduZ/ fdu—e.
Al A1 A2 A2

Folglich ist

H(A; U Ay) > /

sdu = / sdu+/ sdp > p(Ar) + o(As) — 2¢.
A1UA2 Ay Ag
Da e > 0 beliebig war, folgt ©(A; U Ag) > ¢(A1) + ¢(Asz). Induktiv erhalten wir

n

90( O Aj) > Z ¢(A;) fir allen > 1,
j=1

j=1

und wegen U?:1Aj C A fithrt dies auf

3

n—oo n—oo

Jj=1 Jj=1 Jj=1

o) = 1im ([J45) = 1im 3 () = > wl4)).

Damit ist alles gezeigt. |

Folgerung 2.7 Sind A C B messbare Mengen mit (B \ A) = 0 und ist f

Lebesgue—integrierbar, so ist
[ gau= | san.
A B

Beweis Die Funktion p(E) := [, fdu ist additiv nach Satz 2.6. Folglich ist
©(B) = ¢(A) 4+ ¢(B\ A), und nach Lemma 2.5 (e) ist (B \ A) = 0. n
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Folgerung 2.8 Sei (X, S, i) vollstindig, die Funktionen f,g: X — R seien fast
iiberall gleich, und sei f € £Y(u, E) fiir E € &. Dann ist auch g € £'(u, E) und

/Efduz/Egdu-

Beweis Die Funktion g ist messbar nach Lemma 1.24. Sei N eine py—Nullmenge
so, dass f(x) = g(x) fir alle x € X \ N. Dann ist auch fi(z) = g+(x) fiir alle
z € X \ N, und wir erhalten

/ Jedp = fedp nach Folgerung 2.7
E E\N

= / g+ dp nach Voraussetzung
E\N

= / g+ dp + / g+dp  mnach Lemma 2.5 (e)
E\N N

= / g+ dp.
E

Hieraus folgt die Behauptung. |
Satz 2.9 Mit f € £'(u, E) ist auch |f| € £Y(u, E), und es gilt

\/Efdu1 S/E|f|du-

Beweis Sei A={x € E: f(z) >0} und B = E\ A. Nach Satz 2.6 (a) ist

Jurtdn= [ Anides [ Aan= [ e [ <o

und somit |f| € £'(u, E). Wegen f < |f| und —f < |f] ist nach Lemma 2.5 (b),

(d)
/Efd/LS/E!f!du und —/Efdug/Eyf]du.

Hieraus folgt die Behauptung. |

Satz 2.10 (a) Ist f messbar, |f| < g und g € £'(u, E), so ist auch f € £'(u, E).
(b) Ist (X, S, ) vollstindig, f messbar, |f| < g fast iberall und g € £'(u, E), so
ist f € £Y(u, E).

Beweis (a) Dies folgt sofort aus f, < gund f_ <g.
(b) Sei N eine pu—~Nullmenge so, dass |f(z)| < g(x) fir alle z € X \ N, und sei

- flz) falls ze€e X\N
fe) = { g(x) falls z € N.

Nach Lemma 1.24 ist f messbar, und es gilt |f| < g. Nach Teil (a) ist f €
£ (i, E), und mit Folgerung 2.8 finden wir f € £'(u, E). ]
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2.3 Konvergenzsitze

Wir behandeln in diesem Abschnitt die Lebesgue’schen Konvergenzsitze. Diese
Séatze sind unentbehrliche Werkzeuge der Analysis.

Satz 2.11 (Satz iiber monotone Konvergenz) Sei (X, S, i) vollstindig, E €
S, und (fn)n>1 sei eine Folge messbarer Funktionen mit

0< fi(z) < folz) <...< oo fir fast alle x € X. (2.4)

Dann konvergiert (f,) fast tberall punktweise gegen eine messbare Funktion f,

und [, fudp — [ fdp.

Ohne die Voraussetzung der Vollstiandigkeit gilt die Aussage immer noch, wenn
man (2.4) fiir alle € X fordert.

Beweis Sei N eine p—Nullmenge so, dass (2.4) fiir alle z € X \ N erfiillt ist. Fiir
alle z € X \ N konvergiert dann die Folge (f,(z)) gegen f(x) € [0, 00], und wir

setzen
f(x) fir z€ X\N

00 fiir € N.

Nach Lemma 1.25 ist f messbar. Sei o, := [, fadp. Nach Lemma 2.5 (b) und
Folgerung 2.7 ist die Folge (c,) monoton wachsend. Sei

a:=sup{a,:n>1} = lim «, € [0,c0].

n—oo

Fiir jede Stufenfunktion s mit s < f, gilt auch s < f und somit [}, fdp < [, fdp.
Folglich ist oo < [, fdp.

Wir zeigen noch die umgekehrte Ungleichung o > [ r fdu. Dazu nehmen wir
a < 0o an (sonst ist nichts zu beweisen). Sei s eine Stufenfunktion mit 0 < s < f,
ce(0,1)und E, :={x € E\ N : f,(z) > cs(x)} fir n > 1. Dann ist E,, C E,, 1
fiir alle n (Monotonie der Folge (f,,) auflerhalb von N) und U,>1E, = E\ N
(wegen f,(x) — f(z) und es(z) < f(z) fir alle z € X \ N mit f(x) > 0).

Mit Satz 2.6 (a) und Lemma 2.5 (b) erhalten wir auflerdem, dass

[tz [ fudnzc [ i 2.5)
E ETL n
Fiir n — oo ergibt sich daher wieder mit Satz 2.6 (a), (2.5) und Lemma 1.17 (¢)

a = lim fndp > ¢ lim sdp = c/ sdp = c/ sdp.
Ey E\N E

n—oo E n—oo
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Da ¢ € (0,1) beliebig war, folgt o > [, sdpu fiir alle Stufenfunktionen s mit
0 < s < f. Dann ist aber o > [, fdp. n

Der folgende Satz zeigt zusammen mit Lemma 2.5 (d), dass die reellwertigen
Funktionen aus £'(u, F) einen reellen Vektorraum bilden.

Satz 2.12 Ist fi, fo € £Y(u, E) und ist fi + fy erklirt, so ist auch f, + fo €
LY u, E) und es gilt

/E (fr+ fo)dp = [E frdp + /E fody. (2.6)

Beweis Zuerst zeigen wir (2.6) fiir nichtnegative Stufenfunktionen. Ist s =
>_; ¢jXr; eine nichtnegative Stufenfunktion (mit nicht notwendig paarweise dis-
junkten Mengen E;), so kann man s schreiben als ), djxp, mit paarweise dis-
junkten Mengen Fj, und mit d, := Zj:FkgE]- cj. Damit folgt

/Esdu = de,u(FkﬂE Z Z cip(FrNE)
k

§:F,CE,

= Z ¢j Z (F,NE) Z cii(E;NE)= Z Cj/E X, dp.
j J J

k:F, CE;

Da man zwei Stufenfunktionen sq, s immer als s; = Zj cjXg, und sy = Zj diXE,
(mit gleichen Mengen E;) schreiben kann, folgt hieraus (2.6) fiir nichtnegative
Stufenfunktionen.

Seien nun fy, fo € £!(u, F) nichtnegativ. Nach Satz 2.2 gibt es monoton wachsen-
de Folgen (s,,) bzw. (t,) von Stufenfunktionen, die punktweise gegen f; bzw. fo
konvergieren. Dann ist (s, + t,) eine monoton wachsende Folge von Stufenfunk-
tionen, die punktweise gegen f; + fo konvergiert. Der Satz von der monotonen
Konvergenz liefert

[swn [ i [ tdu— [ gdn [ v tddn [ (5 fda

Aus [ spdp + [ tadp = [, (s, + tn)dp folgt (2.6) auch in diesem Fall. Im
allgemeinen Fall zerlegt man F in vier paarweise disjunkte messbare Mengen, auf
denen f; und f, ihr Vorzeichen nicht wechseln, und benutzt (2.6) fiir nichtnegative
Funktionen sowie die Beziehung [, (—f)du = — [,, fdp aus Lemma 2.5 (d). =

Wir haben hier nur die schwéchere Form von Satz 2.11 benutzt. Satz 2.12 gilt
also ohne Vollstandigkeitsvoraussetzung. Fiir Reihen liefert Satz 2.11:

Folgerung 2.13 Sei (X, &, p) vollstindig, f, : X — [0,00] und f =>"7", fa
fast diberall. Damait ist f messbar, und fir £ € & st

/EfduzifEfndu-
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Beweis Sei g, ==, f,. Die Folge (g,) ist monoton wachsend und konvergiert
fast iiberall gegen f. Nach Lemma 1.25 ist f messbar, und die Sétze 2.11 und
2.12 liefern

Unser néchstes Ziel ist der Satz von der majorisierten Konvergenz, das vermutlich
wichtigste Werkzeug, um die Vertauschbarkeit von Grenziibergang und Integra-
tion zu zeigen. Vorbereitend iiberlegen wir uns ein Lemma.

Lemma 2.14 (Fatou) Sind f, : X — [0, 00] messbare Funktionen und ist E €
S, so ist

n—oo n—oo

/ lim inf fndugliminf/ fndp.
E E

Beweis Fiir k > 1 sei g := infj>;, f;. Dann ist g, < f und somit [, grdp <
[ frdp. Weiter ist die Folge (gx) monoton wachsend, und sie konvergiert punkt-
weise gegen liminf, .., f,. Der Satz tiber montone Konvergenz (schwache Fas-

sung) liefert
/fkd,uZ/ gkd,u—>/ liminf f,du
E E B T

liminf/ fkd,uZ/ liminf f,du. |
E E n—oo

k—oo

und damit

Satz 2.15 (Lebesgues Satz iiber majorisierte Konvergenz) Sei (X, S, 1)
ein vollstindiger Mafiraum, E € &, und (f,,) sei eine Folge messbarer Funktionen
fn o X — R, die fast diberall gegen eine Funktion f konvergieren. Weiter se:
g : X — R eine messbare Funktion mit |f,| < g fir alle n fast dberall. Ist
g € £Y(u, E), so gehoren auch f und f, 2u £ (p, E), und es gilt

/E Fuddp — /E fd.

Beweis Sei N eine y—Nullmenge so, dass f,,(z) — f(x) fiir n — oo und | f,,(z)| <
g(x) fir alle n und alle z € X \ N. Dann ist f messbar nach Lemma 1.25, und
es ist | f(x)| < g(z) fiir alle x € X \ N. Nach Satz 2.10 (b) sind f, f,, € £(u, E).
Weiter ist |f — f,] < 2g auf X \ N. Wir wenden das Fatousche Lemma auf die
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Folge der Funktionen (2g — |f — f, an und erhalten

Dl

[2odn = [ 2gdu= [ tmint g 11, f)du
E E\N E\N "7

< limint / (29— |fn — fl)du
E\N

n—oo

= / 2gdu+liminf/ —|fn — fldp
E\N =0 JE\N

= /2gdu—limsup/ Ifn—fldué/ 2gdyp.
E n—o0 E E

Da [, 2gdp =2 [, gdp < oo ist, erhalten wir lim,, . [, |fn — fldp = 0. Dies hat

|/Ef”d“_/Efd“’§/Ean—f\du—>o

zur Folge (Satz 2.12 und Satz 2.9). n

Ohne Vollstandigkeitsvoraussetzung gilt der Satz 2.15 noch, wenn alle “fast” in
seiner Formulierung gestrichen werden.

Beispiel Wir betrachten eine Funktionenfolge, auf die sich der Satz von der
majorisierten Konvergenz nicht anwenden ldsst (,,der gleitende Buckel“ ). Dazu
sei (X,6, ) = (R, B(R),\) und f, = X[nn41] fiir n € N. Die Funktionen f,
konvergieren punktweise gegen f = 0, aber

o:/ fd)\:/ Hm f,d\#£ lim | fud\=1. -
R R R

n—oo n—oo

2.4 Lebesgue— und Riemann—Integral

Wir vergleichen in diesem Abschnitt das Riemann-Integral iiber Intervallen in
R mit dem Lebesgue-Integral. Die Resultate hdngen davon ab, ob die Intervalle
beschréankt oder unbeschréankt sind. Wir vereinbaren: wenn wir iiber Lebesgue—
Integration auf R™ sprechen, legen wir stets den wvervollstindigten Maflraum

(R™,B(R™),\) zu Grunde, betrachten also messbare Funktionen
o (R",%(R”),A) - (R%(K)).

Satz 2.16 Ist [a,b] C R ein kompaktes Intervall, so ist jede auf [a,b] Riemann—
integrierbare Funktion f auch Lebesque—integrierbar, und

b
d)\ = dx.
] / f(x)de
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Beweis Ist f auf [a,b] Riemann—integrierbar, so gibt es fiir jedes n > 1 Treppen-
funktionen ¢, < f <), mit fab (n(x) — pn(x))dz < = (Ana II, Folgerung 8.9).
O.E.d.A. koénnen wir die Folgen (¢,) bzw. (¢,) als monoton wachsend bzw. fal-
lend voraussetzen (andernfalls ersetzen wir ¢, durch max (¢1,...,¢,) und ¥,
durch min (¢1,...,%,)). Nach den Integraldefinitionen stimmen Riemann— und
Lebesgue—Integral fiir Treppenfunktionen iiberein. Es ist also auch

/[ [ e)r <1/n (2.7)

Die monotonen Funktionenfolgen (¢,) bzw. (1,) konvergieren punktweise auf
la, b] gegen messbare Funktionen ¢ bzw ¢ mit ¢ < f <. Aus ¢ < ¢, < 1, <
11 und der Lebesgue—Integrierbarkeit von ¢, und v, folgt mit dem Satz {iber die
majorisierte Konvergenz, dass ¢, € £'(\, [a,b]) und dass

/ OndA — wd\ sowie Ppd\ — pd.
[a,b] (a,b] [a,b] (a,b]

Der gleiche Satz liefert mit (2.7), dass f[a . (¢ — @)d\ = 0. Aus der Ubung wissen

wir, dass dann ¢ = 1 fast iiberall, und wegen ¢ < f < 9 ist auch ¢ = f fast
iiberall. Folglich ist auch f € £!(\,[a,b]), und

b b
fd\ = / wd\ = lim PndX\ = lim on(x)dx :/ f(zx)dz. m
[a,b] [a,b] a a

n—oo [a,b] n—oo

In diesem Zusammenhang erinnern wir an das Lebesquesche Integrabilititskrite-
rium (Ana II, Abschnitt 8.4).

Satz 2.17 Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R ist genau dann Riemann—
integrierbar, wenn ihre Unstetigkeitsstellen eine A—Nullmenge bilden.

Die Klasse der Lebensgue—integrierbaren Funktionen ist aber wesentlich grofier
als die der Riemann-integrierbaren Funktionen. Ein einfaches Beispiel ist die cha-
rakteristische Funktion xq der Menge der rationalen Zahlen, die nicht Riemann—
aber Lebesgue—integrierbar ist (beachte: Mengen, die nur aus einem Punkt beste-
hen, sind Borelmengen vom Maf3 0, und Q ist eine abzéhlbare Vereinigung solcher
Mengen). Es folgt ein Beispiel einer Lebesgue-integrierbaren Funktion, die sich
(im Gegensatz zu xg) nicht einmal durch Abéndern auf einer Nullmenge zu einer
Riemann-integrierbaren Funktion machen lésst.

Beispiel Sei Q@ = QN (0,1). Diese Menge ist abzahlbar: @ = {g, : n > 1}. Sei
e > 0 und U, C (0,1) ein offenes Intervall einer Linge < /2", das ¢, enthélt.
Dann ist

oo

QcU=|JU.C(0,1) und )\(U)gf:/\(Un)gz 2%:5.
n=1 n=1

n>1
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Sei f = xy und f, := xv,u..uv, - Die Funktionen f, sind Riemann-integrierbar,

1
fndX = / fo(x)de < e,
0,1] 0

und die Folge (f,,) ist monoton wachsend und konvergiert punktweise gegen f.
Nach dem Satz iiber monotone Konvergenz ist f Lebesgue-integrierbar und

/ fd\ <e.
0,1

Zeigen Sie als Ubung, dass f die behauptete Eigenschaft hat. |

Bei uneigentlichen Riemann-Integralen, die nicht absolut konvergieren, ist die Si-
tuation subtiler. Da die Lebesgue-Integrabilitdt die absolute Konvergenz des In-
tegrals voraussetzt, kénnen uneigentliche Riemann—Integrale existieren, die man
nicht als Lebesgue-Integrale interpretieren kann. Bevor wir ein Beispiel geben,
fassen wir diesen Zusammenhang praziser. Dazu benétigen wir folgenden Satz.

Satz 2.18 (Ausschopfungssatz) Sei (M,) eine wachsende Folge messbarer Teil-
mengen von X, M = Up>1M, und f : M — R. Dann st f genau dann in
L, M), wenn f € £Y(u, M,) fiir jedes n und wenn die Folge der an |f|du
konvergiert (gegen eine endliche Zahl). Ist dies der Fall, so ist

/ fdp = lim fdpu.
M n—oo far

Beweis Aus f € £'(u, M) folgt |f] € £'(u, M) (Satz 2.9) und damit |f| €
L (p, My,), und es gilt [y, | fldu < [y, | fldu.

Der interessante Teil des Beweises betrifft die Umkehrung dieser Aussage. Zunéchst
konvergiert die monoton wachsende Folge (xa, |f|) punktweise gegen yar|f|, so

dass
/an\f\dw/xM\f!du baw, / |f\du—>/ fldp
X X M, M

nach dem Satz iiber monotone Konvergenz. Nach Voraussetzung ist [, |f] du also
endlich, d. h. x| f| € £ (u, M). Weiter ist |xar, f| < xar|f], und die Funktio-
nen Xy, f konvergieren punktweise wegen xjsf, so dass wir mit dem Satz iiber
majorisierte Konvergenz f € £'(u, M) sowie

im [ fdp= i [ v sdn= [ xsdn= [ s
n—oo [y n—oo [y X M

erhalten. -
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Folgerung 2.19 Seiena,b € R unda < b. Ist f : (a,b) — R Riemann—integrier-
bar auf jedem kompakten Teilintervall von (a,b), so ist f genau dann Lebesgue—
integrierbar auf (a,b), wenn das uneigentliche Riemann—Integral fab |f(z)|dz kon-
vergiert.

Beweis Wir wihlen eine monoton fallende Folge (z,) mit a < x, < b und
x, — a und eine monoton wachsende Folge (y,,) mit x, < y, < b und y, —
b, und wir setzen M, := [x,,y,]. Dann ist M = U,>1 M, = (a,b), und nach
dem Ausschopfungssatz ist f genau dann Lebesgue—integrierbar auf M, wenn
der Grenzwert

y'VL
lim |fld\ = lim / |f(x)|dx
M, n—oo [

n—oo

endlich ist. n

Beispiel Auf [1,00) sei f(z) = *22 Wir wissen aus Ana II, Abschnitt 8.10.1,
dass das uneigentliche Riemann—Integral floo % dx konvergiert. Dieses Integral

konvergiert aber nicht absolut, denn fiir x € [k, (k+ 1)7] ist | f(z)] > (|ksf19)”lr und
folglich

(k+1)m 1 kn+m
de > ——— inx|d
/k7r |f(z)|dz > T Dr /kﬂ' | sin z|dz
o /” o2
= Gror ), sin xdr = 0t D

Wegen der Divergenz der harmonischen Reihe konvergiert [ | f(z)|dz nicht, und
nach Folgerung 2.19 ist f nicht Lebesgue—integrierbar auf [1,00). |

Ergénzend gehen wir noch kurz auf zwei Resultate ein. Das erste betrifft parame-
terabhéngige Integrale, wo wir nun wesentlich starkere Aussagen als frither zeigen
konnen.

Satz 2.20 Sei (X, S, u) ein Mafraum und U C R™ offen. Weiter sei f : X xU —
R eine Funktion, so dass fiir jedes w € U die Funktion

~

fur X =R, e f(z,u)
zu £ (u, X) gehort, und sei
g:U—=R we [ = [ fwdne)
b b
(a) Sind alle Funktionen f, : U — R, u > f(z,u) stetig in p € U und existiert

eine Funktion h € £'(u, X) mit | f(z,u)| < h(zx) fir alle (z,u) € X x U, so ist g
m p stetig.
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(b) Sei 1 < j < n. Haben alle Funktionen f, eine stetige partielle Ableitung

Djf, = gf:j und gibt es eine Funktion h € £ (u, X) mit

|D; fo(uw)| < h(x) fir alle (z,u) € X x U,

so existiert auch Djg, diese Funktion ist stetig, und fir alle p € U st

ww@zémmwmmy

Beweis Aussage (a) folgt direkt aus dem Satz iiber majorisierte Konvergenz,
da man Stetigkeit durch konvergente Folgen testen kann. Zu (b): Mit dem Mit-
telwertsatz finden wir fiir jedes ¢t € R mit u + ute; € U fiir alle p € [0,1] ein
6 € [0, 1] so, dass

Lt teg) = F )] = (D), + 0te)] < h(a)

Mit dem Satz {iber majorisierte Konvergenz erhalten wir fiir jede Folge (t,) mit
t, — 0 die Beziehung

i 9@ T tee) —9p)

n—00 tn n—o0

= /X D; f(z,p)dp.

/ f(z,p+tae;) — flz,p) i
X tn

Die zweite Ergéinzung betrifft Funktionenrdume, die man mit dem Lebensgue—
Integral sehr bequem definieren kann. Fiir einen vollsténdigen Mafiraum (X, S, )
und p € [1,00) sei £°(u, X) die Menge aller messbaren Funktionen f mit |f|P €
£1(p, X). Man kann zeigen, dass £°(u, X) ein linearer Raum ist und dass die
Abbildung

2.X) = 0.0, = 1fli= ([ 1opan)”

alle Eigenschaften einer Norm mit Ausnahme von ||f|, = 0 = f = 0 hat. Um
diese Eigenschaft zu erzwingen, setzt man N, := {f € £°(u, X) : || f|l, = 0} und
faktorisiert NV, weg. Auf den Rdumen LP(u, X) := £°(u, X)/N, wird durch | - ||,

eine Norm induziert, die man wieder mit |- ||, bezeichnet. Die dominierende Rolle
dieser Rdume in der Analysis liegt an folgendem Satz:

Satz 2.21 Die Raume (L*(u, X),| - |l,) sind vollstindig, also Banachrdiume.

Literatur: Forster, Analysis 3, §10. |
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3 Volumenintegrale und Transformationsformel

Nachdem wir uns in den ersten beiden Kapiteln mit recht abstrakten Konstruktio-
nen beschiéftigt haben, wenden wir uns nun der Berechnung konkreter Lebesgue—
Integrale zu. Als erstes lernen wir den Satz von Fubini kennen, der es erlaubt,
Integrale iiber R™ auf Integrale iiber R zuriickzufiihren. Dann sehen wir uns das
mehrdimensionale Analogon der Substitutionsregel — die Transformationsformel
—an. In der Praxis ist die Transformationsformel oft nicht unmittelbar benutzbar,
da die Transformationen Singularitidten aufweisen kénnen (z.B. bei Polarkoordi-
naten). Andererseits liegen diese Singularitidten oft in Nullmengen und beeinflus-
sen daher das Ergebnis einer Integration nicht. Wir diskutieren daher im dritten
Abschnitt einige Methoden zum Nachweis, dass eine Menge eine Nullmenge ist.
SchlieBlich ist der vierte Abschnitt einigen konkreten Beispielen gewidmet.

3.1 Der Satz von Fubini und seine Anwendungen

Die Berechnung mehrdimensionaler Integrale oder der Volumina mehrdimensio-
naler Korper ist oft nicht leicht. Man versucht daher, die Berechnung mehrdi-
mensionaler Integrale auf die Berechnung mehrerer Integrale in niedrigeren Di-
mensionen zu reduzieren. Das wichtigste Werkzeug dazu ist der folgende Satz,
den wir aus Zeitgriinden nicht beweisen werden. Sie finden einen Beweis z.B. in
Brocker, Analysis II, und in Bauer.

Satz 3.1 (Satz von Fubini) (a) Sei f : R™™™ = R™ x R™ — [0, c0] messbar.
Dann sind fiir jedes y € R™ und jedes x € R"™ die Funktionen

fy=f(y) R" —=[0,00] und f,:= f(z,") : R™ — [0, 0]
messbar. Weiter sind die Funktionen

F:R™—[0,00], y fydAn, und G :R" — [0,00], © — fadXpy,
Rn Rm

messbar, und es gilt

/]Rner fddnim = /m ( o f(xay)d)‘n(x)>d)‘m(y>

(3.1)
= [ ([ reminm)ine.

(b) Ist f € £ (R™™), so sind die Funktionen f, bzw. f, fir fast alle y € R™ bzw.
x € R™ Lebesgue—integrierbar. Weiter sind die fast tiberall definierten Funktionen
F und G Lebesque—integrierbar, und es gilt wieder (3.1).
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In Zukunft schreiben wir nur noch integrierbar statt Lebesgue—integrierbar. Ei-
ne wichtige Anwendung dieses Satzes ist das folgende Prinzip von Cavalieri, das
besagt, dass man das Volumen einer messbaren Teilmenge M des R™ berech-
nen kann, indem man M in unendlich diinnen Schichten niedrigerer Dimension
zerschneidet und die Volumina der Schichten aufintegriert.

Satz 3.2 (Prinzip von Cavalieri) Sei M C R™™™ messbar, und fir y € R™
sel
M, ={xeR": (z,y) € M}.

Dann ist M, messbar, die Funktion y — X\,(M,) ist messbar, und es ist

M) = [ A ()N 0)

Beweis Wir wenden Satz 3.1 (a) auf die Funktion y,; an und erhalten
R"l m m n

_ / ) ( / ) XMyd)\n)d)\m(y) = / _ Aa(My)dAm(y)-
|

Mit diesem Prinzip kénnen wir testen, ob unsere naive Vorstellung aus der Ana-
lysis I, dass das Integral einer nichtnegativen Funktion die Fldche unter dem
Graphen der Funktion beschreibt, gerechtfertigt war.

Folgerung 3.3 Sei f : R" — [0, 00) eine messbare Funktion. Dann ist die Menge
M= {(:L‘,t) ER"xR'=R"™:0<t< f(x)}
messbar, und thr Maf ist

Mgt (M5 = [ fd,.

Rn

Beweis Mit f sind auch die Funktionen R"xR — R, (x,t) — f(z) und (z,t) — ¢
messbar (HA). Daher ist auch H : R" x R — R, (x,t) — f(z) — ¢ messbar, und
folglich ist die Menge

M= {(x,t)6R"xR:t20undf(a:)—t>0}
- {(x,t)eRnxR:tzo}m{(x,t)eRan;H(x,t)>o}
messbar. Fiir z € R ist
(Mf)ggz{teR:(x,t)er}:[0,f(x)>
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und daher A ((M7),) = f(z). Mit Satz 3.2 ergibt sich also
= 1 J x n = n .
dea0y) = [ a0 ) dhnle) = [ Fla)ina) .

Als eine Anwendung wollen wir das Volumen c¢,, := \,(B,,) der n—dimensionalen
Einheitskugel B,, := {x € R™ : ||z||s < 1} berechnen. Offenbar ist ¢; = A\ ([—1,1])
= 2, und aus der Schule wissen wir, dass wir ¢o = 7 erwarten sollten. Wir gehen
nach dem Cavalierischen Prinzip vor und zerschneiden fiir n > 1 die Kugel B,, in
die Scheiben

n

B,, = {2 eR"': (2 s) € B,}
- {x eR™: ||2']|, < VI — 32} —VI—£B,

fir s € [-1,1] und B, s = 0 sonst. Mit Folgerung 1.21 und Satz 3.2 erhalten wir
1 1 n—1 1 n—1
Cp = / An—1(Bns)ds = / (1—5%)"2 ¢p_1ds = cn_l/ (1—s%)"2 ds.
-1 -1 -1
Damit ist die rekursive Berechnung von ¢, auf die Berechnung der Riemann-—

Integrale
1
In = / (1 _ SQ)ngl ds

1

zuriickgefithrt. Mit der Substitution s(t) = sint, ¢ € [~ 7], folgt

S

Diese Integrale berechnen wir rekursiv mit partieller Integration. Fiir n > 1 ist

(1 — sin® t)nT_1 costdt = / (cost)"dt.

INIE]

WP

Jus
2

w/2
I, = / (cost)™ * - costdt

—7/2

/2
= (sint)(cos t)"_l[/:ﬂ - / (sint)(n — 1)(cost)" 2(—sint)dt
—7/2

/2
- (- 1)/_ (ot (eosty" = (= 1)~ (1= D,

Damit erhalten wir fiir n > 1 die Rekursionsformel I, = ”T_l I,,_o, und mit den
bekannten Werten Iy = 7 und I; = 2 finden wir

L Cn-1en=3)...31  (n-jn-§ ..
e 2n(2n—2)-...-4-2 ~ nn—1)-...-2-

Ll | I [JN]
N [
|
I
VRS
N
3 |
N
N—
=
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und

2n(2n —2)-...-4-2
2n+1)2n—1)-...-5-3

_ =121 <n+§>1‘2

[2n+1

Hieraus ergibt sich
2 s
Iy, i11ls, = — d Iyls,1=—,
2n+142 on 1 un 2ndon—1 n
woraus wir
T ,n.nfl
n:In n—:In]n— n—2 — — C2n-2 —
C2 2nC2n—1 2nd2n—1Con—2 nC2 2 n(n—l)-...-QcQ
,n,n—l 7.‘.n—l T "
und analog
2
n = I n I nt2n—1 = n—
Con+1 2n+142nCon—1 2n+102 1
(2m)" ontlgn
= C1 =
Cn+1)-2n—1)-...-3" (2n+1)-...-3
erhalten. Insbesondere ist also tatséchlich ¢ = 7 und ¢35 = %7?.
Mit Hilfe der Gammafunktion
I':(0,00) =R, z+ / t" e tdt
0
kann man die Formel fiir die Volumina ¢,, einheitlich als
n/2
T
Cpn = —— 3.2
F(% +1) (32)
schreiben. Dazu erinnern wir an die Rekursionsformel I'(z + 1) = «['(x) fiir

x> 0 und an die Identitédt I'(1/2) = /7 (vgl. Tutorium Analysis IT). Mit diesen
Hinweisen sollten Sie (3.2) leicht bestéitigen konnen.

3.2 Die Transformationsformel

In diesem Abschnitt lernen wir das Analogon der eindimensionalen Substituti-
onsregel kennen, die wir uns zunéchst noch einmal anschauen. Ist ¢ : [a,b] — R
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eine stetig differenzierbare und streng monoton wachsende Funktion und ist
f:p([a,b]) — R stetig, so ist

b @(b)
/uwmmmw:/ f(2)dz

(a)

bzw., als Lebesgue—Integral geschrieben,

o "(Hdt = z)dx.
Amemwwt/“ f(x)

¢([a,b])

Ist dagegen ¢ monoton fallend, d.h. orientierungsumkehrend, so ist

b »(b) »(a)
o "(t)dt = x)dr = — x)dr = — x)dzx.
AU<MWWH A@fm A f(x) ‘LMJU

Diese beiden Identitaten lassen sich zu

/(h@®W®W=/ f(2)dz (3.3)
[a,b]

([a,b])
zusammenfassen, und das ist die Transformationsformel, die wir auf hohendimen-
sionale Situationen verallgemeinern wollen. Wir werden dazu auch die Schreib-
weise [, f(x)dx statt [, fd\ verwenden. AuBerdem erinnern wir daran, dass

eine bijektive Abbildung ¢ : U — V zwischen offenen Mengen U und V im R”"
ein Diffeomorphismus heiit, wenn ¢ und ¢! stetig differenzierbar sind.

Satz 3.4 (Transformationsformel) Seien U,V C R" offen und ¢ : U — V
ein Diffeomorphismus. Dann ist eine Funktion f :V — R genau dann tiber V'
integrierbar, wenn die Funktion (f o p)|dety’| : U — R dber U integrierbar ist.
In diesem Fall ist

[ swar= [ £(e@)ldet s @)a (3.4)

Insbesondere gilt fiir jede messbare Teilmenge A C U

A (¢(A)> - /A | det ¢/ (z)|dx. (3.5)

Hier steht ¢'(x) € L(R™,R") fiir die Ableitung von ¢ : U — V in z € U. Vor dem
Beweis von Satz 3.4 machen wir uns klar, was die Transformationsformel bedeu-
tet. Der wesentliche Teil ist Formel (3.5), die angibt, wie sich das Volumen des Bil-
des einer messbaren Menge A unter ¢ berechnet. Ist insbesondere | det ¢'(z)| eine
von x unabhéngige Konstante ¢, so reduziert sich (3.5) auf A\, (p(A)) = cA,(A).
Die Konstante c ist also ein Verzerrungsfaktor, der angibt, wie sich das Volumen
einer Menge bei Anwendung von ¢ dndert. Ist beispielsweise ¢ = T|U mit einer
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linearen Abbildung T, so ist ¢'(x) = T und somit \,(T(A)) = |detT| - A\, (A).
Fir U =R"” und A = [0,1]" (Einheitswiirfel im R") ergibt sich mit

A (T([o, m)) — |det T

eine anschauliche Bedeutung der Determinante als Volumen des Bildes des Ein-
heitswiirfels. Eine Menge der Gestalt 7'([0, 1]") heifit auch Spat oder Parallelotop .
Man kann sie schreiben als {37 z;a; : z; € [0,1] fiir alle j}, wobei die a; die
Bilder der kanonischen Basisvektoren unter 7" sind.

Beweis der Transformationsformel 1. Schritt: Es geniigt, (3.5) zu beweisen.
Aus (3.5) erhélt man unmittelbar (3.4) fiir die Funktion f = x,(a), denn es ist
ja Xp(a) © 9 = xa. Aus der Linearitét des Integrals folgt damit (3.4) fiir den Fall,
dass f eine nichtnegative Stufenfunktion ist. Fiir den allgemeinen Fall reicht es
aus, nichtnegative Funktionen zu betrachten. Sei also f > 0 messbar. Nach Satz
2.2 gibt es eine monoton wachsende Folge (fx) von Stufenfunktionen, die punkt-
weise gegen f konvergiert. Aus dem Satz iiber monotone Kovergenz (Satz 2.11)
folgt dann

| 1wy = jim [y = Jin [ (o) det g @)l

— /U f(gp(x)) | det ¢’ (x)|dz,

da auch die Folge (fx o )| det ¢’| monoton wachsend ist und punktweise gegen
(f o ¢)|det ¢'| konvergiert. Insbesondere sehen wir, dass (f o ¢)|det¢’| genau
dann auf U integrierbar ist, wenn f auf V' integrierbar ist. Es verbleibt, (3.5) zu
zeigen.

2. Schritt: Es gentigt, die Aussage fiir den Fall zu zeigen, dass jeder Punkt p € U
eine offene Umgebung W, C U hat, so dass (3.5) fir W, anstelle von U und fiir
gp‘w anstelle von ¢ gilt. Fiir jeden Punkt p € U gibt es einen Punkt ¢ € Q"

und eine Kugel U,(¢) mit rationalem Radius so, dass p € U,(q) € W,. Die
Behauptung (3.5) gilt fiir jede der abzdhlbar vielen Mengen U,(q), und diese
Mengen iiberdecken U. Wir haben also abzéhlbar viele Mengen (Mj)g>1 gefunden,
fiir die (3.5) gilt und die U iiberdecken. Ist nun A C U messbar, so schreiben wir
A als disjunkte Vereinigung der Mengen

Al I:Ali und Ak = (Aka)\(MlLJUMk,l) furk22

Aus der o—Additivitdt von A, und aus Satz 2.6 folgt nun

An(mA)):iAn(w(Ak)):i [ taet e = [ e @
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3. Schritt: (3.5) gilt, wenn ¢ eine Permutation der Koordinaten ist, d.h. wenn
o) = (To(1)s- - Tamy) mil einer Bijektion o : {1,...,n} — {1,...,n}. In
diesem Fall ist |det ¢'(z)] = 1, und (3.5) gilt offenbar fiir alle achsenparallelen
Quader in R™. Nach dem Eindeutigkeitssatz fiir das Lebesgue-Maf (Satz 1.18)
folgt die Formel (3.5) fiir beliebiges messbares A.

4. Schritt: (3.5) gilt, fallsn =1 und U ein Intervall ist. Wir benutzen wieder den
Eindeutigkeitssatz (Satz 1.18). Ist B C V ein Intervall, so ist auch p=}(B) C U
ein Intervall (da ¢! stetig ist), und es ist

B = [ e
e 1(B)
(Anwendung der Substitutionsregel (3.3) auf die Funktion f = 1). Da
B— AXNBNV) und B+~ / |’ (x)|dx
pL(BOV)
nach Satz 2.6 Mafle auf B(R) definieren und diese auf allen beschrénkten Inter-

vallen iibereinstimmen, stimmen sie nach Satz 1.18 iiberein.

5. Schritt:  Gilt (3.5) fir die Diffeomorphismen oy : Uy — Uy und g : Uy — Us,
so qilt (3.5) auch fir den Diffeomorphismus s 0 ¢y : Uy — Us. Aus Schritt 1
wissen wir, dass (3.5) die Formel (3.4) nach sich zieht. Nach der Kettenregel ist
nun

det (2 © 1) (@)) = det (h(1(x))) - det @} () (36)
Wenden wir (3.5) auf ¢, und (3.4) auf ¢, an, erhalten wir
M((@oen) = [ ety (nach (3.5))
- /A ‘det gpg(gol(a;))( : ‘det gp’l(x)‘d:c (nach (3.4))
= /A | det(¢s 0 1) (x)|da. (nach (3.6))

6. Schritt Nun wird es ernst: Wir zeigen die lokale Aussage aus Schritt 2 durch
vollstindige Induktion nach n .

Der Induktionsanfang n = 1 ist in Schritt 4 abgehandelt. Fiir den Induktions-
schritt betrachten wir ¢ in einer Umgebung von p € U. Wegen det ¢'(p) # 0
gibt es ein j mit % (p) # 0. Indem wir ¢ mit einer Koordinatenpermutation
verkniipfen, diirfen vgfir nach Schritt 3 und 5 0.B.d.A. annehmen, dass j = 1, d.h.

dass
991

A, (p) #0
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ist. Wir betrachten die Abbildung
Yv:U—-R", x+— (gpl(a:),xg,...,xn).

Die Jabocimatrix von 9 in x (d.h. die Matrix von ¢/(z) bzgl. der natiirlichen
Basis des R™) hat die Blockstruktur

dp1
a_ml (IL’) * ’
0 [n—l

ist also insbesondere in x = p invertierbar. Nach dem Satz iiber die Umkehrfunk-
tion (Analysis II, Satz 12.5) diirfen wir nach einer gegebenenfalls erforderlichen
Verkleinerung von U annehmen, dass ¢ : U — 9(U) ein Diffeomorphismus ist.
Wir haben damit eine Zerlegung

p=poy :U—=V mit p=gpoy " :yU)—V.
Die erste Komponente von p ist dann gegeben durch
pi(y) = (prov )(y) = (1oy )(y) =u.

Nach Schritt 5 geniigt es, die Behauptung fiir die Abbildungen ) und p zu zeigen.
Wir diirfen also annehmen, dass ¢ eine der Funktionen v oder p ist. Beiden
Funktionen gemeinsam ist, dass es ein j gibt mit ¢;(x) = z; fiir alle x € U. Indem
wir wieder geeignet permutieren, konnen wir nach Schritt 3 sogar ¢;(z) = x; fiir
alle z € U annehmen. Wir kénnen ¢ daher wie folgt schreiben:

o(t,x') = <t, gpt(x')> mit (¢,2') € R x R"™1
wobei
o2 Uy = {x' eR" 1 :(t,2)) € U} — V= {m' ceR" ! (t,2) € V}

ein Diffeomorphismus ist. Die Jacobi-Matrix J,(¢) von ¢ in x = (¢,2’) hat die

Struktur
1 0
* Sy (9015) ’

det ¢ (z) = det () (2'). (3.7)

so dass gilt
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Fiir eine messbare Teilmenge A von U erhalten wir nun schrittweise

)\n<go(A)> = /R)\”l((’p(A)t>dt (Cavalieri)

= /)\n_1<g0t(At)>dt (Definition von ;)
R

= / / | det(py) (2" |d2’ dt (Induktionsannahme)
R J A,

= [ [ xa@ldettay@)lar
R JRn-1

= / xa(z)| det ¢’ (x)|dx (Fubini und (3.7))

= [, |det¢/(z)|dx.

m
Wir halten noch eine wichtige Folgerung fest. Ist 7' € L(R") eine Isometrie (d.h.
wird T durch eine orthogonale Matrix dargestellt), so heifit die Abbildung z +— Tx
eine Drehung des R™.

Folgerung 3.5 (Drehungsinvarianz des Lebesgue-Mafles) Fir jede Drehung
des R™ und jede Borelmenge A CR™ gilt \,(T(A)) = A\, (A).

Beweis Aus TTT = I folgt (det T)? = 1. Also ist |det T| = 1, und die Behaup-
tung folgt sofort aus (3.5). n

Diese Drehungsinvarianz ist nicht von vorherein klar, da wir ja das Lebesgue-Maf
basisabhéngig konstruiert haben (ndmlich zunéchst auf Quadern, die parallel zu
den Koordinatenachsen liegen). Weiter sei daran erinnert, dass wir die Transla-
tionsinvarianz des Lebesgue-MaBes bereits in der Ubung gezeigt haben. Zusam-
menfassend konnen wir feststellen, dass das Lebesgue-Maf3 unter Abbildungen
der Gestalt p(x) = T’z + v mit einer linearen Isometrie 7' € L(R") und einem
Vektor v € R™ invariant ist.

3.3 Nullmengen

Wir haben Nullmengen als Teilmengen von Borelmengen vom Lebesguemaf 0 de-
finiert. Wir wollen nun einige Kriterien kennenlernen, die es uns erlauben, gewisse
Nullmengen schnell als solche zu erkennen. Dies ist z.B. bei Anwendungen der
Transformationsformel niitzlich, bei denen man aus dem Definitionsgebiet gewisse
Nullmengen herausschneiden muss, um die Transformation zu einem Diffeomor-
phismus zu machen. In diesem Zusammenhang sei an Lemma 1.23 erinnert, das
wir im Beweis des folgenden Satzes benutzen werden.

Satz 3.6 Ist A C R"™ eine Nullmenge und f : A — R™ Lipschitzstetig, so ist
auch f(A) eine Nullmenge.
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Beweis Sei ¢ > 0 und (Wy)i>; eine Folge von Wiirfeln mit A C U1 W und
Yooy M(We) < e. Wir diirfen annehmen, dass jeder Wiirfel Wy einen Punkt
ar € A enthilt. Ist s; die Kantenldnge von Wy, so ist A, (Wy) = s und ||z —ay|| <
V- sy fiir alle x € Wy, (warum?).

Da f Lipschitzstetig ist, gibt es ein L > 0 so, dass

1f(z) = fWIl < Lllz —yl fiir alle z,y € A.
Insbesondere ist fiir alle z € AN W,

1f(z) = far)ll < Lllz — axll < Lv/n s

Also liegt f (ANW}) in einer Kugel vom Radius Ly/n s; und damit auch in einem
Wiirfel Wy, mit der Kantenldnge 2L+/n s5,. Es ist also

=J franwy c Y m

k>1 k>1
mit

> (W) =D (2Lvnsy)" = (2Ly/n)" Z An(Wi) < (2Ly/n)™ -

k=1 k=1
Da e > 0 beliebig gewihlt werden kann, ist f(A) eine Nullmenge. n

Folgerung 3.7 Ist A Nullmenge in R", U C R" offen, A C U und f : U — R"
stetig differenzierbar, so ist f(A) eine Nullmenge in R™.

Beweis Da U offen ist, ist U eine abzéhlbare Vereinigung von Quadern der
Gestalt Q. = [a, bg] mit ag, b, € Q™ (vgl. Beweis von Lemma 1.4). Als stetige
Funktion ist f' : U — L(R"™) auf jedem der kompakten Quader @) beschrankt,
d.h. es gibt ein Ly > 0 mit || f'(z)|| < Ly fir alle x € Q. Nach Satz 10.19 aus
Analysis II folgt

1f(y) = FI < Lilly — = fiir alle y, 2 € Q.

Also ist f‘Qk Lipschitzstetig, und nach Satz 3.6 ist f(A N Q) Nullmenge. Dann
ist auch f(A) = U2, f(AN Q) eine Nullmenge (Lemma 8.13 aus Ana II). m

Satz 3.6 und Folgerung 3.7 lassen sich nicht auf beliebige stetige Funktionen f
verallgemeinern. Es gibt beispielsweise Kurven (sogenannte Peano—Kurven), die
ein ganzes Quadrat im R? ausfiillen.

Lemma 3.8 Jeder echte affine Unterraum A C R™ ist eine Nullmenge.
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Beweis Wir verschieben A so, dass 0 € A, und drehen dann A so, dass A C

R"~! x {0}. Nach Folgerung 3.5 und der Anmerkung danach diirfen wir also
0.E.d.A. A=R""! x {0} annehmen. Wir kénnen A dann schreiben als

A= (I=k M = {0}),
k=1
und aus A, ([—k, k"' x {0}) = 0 und der o—Additivitit folgt mit Lemma 1.17
(e), dass A\, (A) = 0. ]

Folgerung 3.9 Ist A CR" messbar und f : A — R messbar, so ist der Graph
I(f) = {(x, f(z) ER"xR:z € A} (3.8)

eine Nullmenge in R,

Beweis Wir setzen f durch 0 auf R™ fort. Diese Fortsetzung ist messbar (warum?),
und ihr Graph enthélt den Graphen (3.8) als Teilmenge. Wir kénnen daher
A = R" annehmen. Dann ist der Graph I'(f) = {(z,y) e R" xR :y — f(z) = 0}
als Nullstellenmenge einer messbaren Funktion messbar, und aus dem Cavalieri-
schen Prinzip erhalten wir

h (FD) = [ (1@} )drle) = [ oar,=o. .

3.4 Koordinatentransformationen

Oft lassen sich vorhandene Symmetrien dadurch ausnutzen, dass man Integrati-
onsbereiche durch Koordinatentransformationen (d.h. durch eine geeignete Para-
metrisierung) in Quader iiberfiihrt, auf denen Integrale iterativ berechnet werden
konnen. Aus der Fiille der méglichen Koordinatensysteme sehen wir uns hier nur
sphérische Polarkoordinaten an und behandeln die Zylinderkoordinaten in der

Ubung.

Polarkoordinaten in der Ebene. Der Ubergang von Polar— zu kartesischen Koor-
dinaten in der Ebene wird beschrieben durch

P :[0,00) x [0,27] — R?, (r,¢) — (rcosp,rsinp). (3.9)
Die Jacobimatrix von P in (r, ) ist gegeben durch
cos —rsin @
sin ¢ T COS ’
und ihre Determinante ist gleich . Man beachte, dass nur die Einschriankung von
P auf die offene Menge (0, 00) x (0, 27) einen Diffeomorphismus auf die Menge R?\
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([0,00) x {0}) liefert (warum?). Um einen Diffeomorphismus zu erhalten, mussten
wir also sowohl aus [0, 0o0) x [0, 27] als auch aus R? eine Nullmenge herausnehmen.
Daher ist eine Funktion f : R? — R nach der Transformationsformel (Satz 3.4)
genau dann integrierbar, wenn die Funktion

(r, ) — f<P('r, gp))|det P'(r,)| = f(rcose,rsing) -r

auf [0, 00) x [0, 27] integrierbar ist (Nullmengen diirfen wir unberiicksichtigt las-
sen), und es gilt in diesem Fall

oo 2T
fdXy = flz,y)d s (z,y) = / / f(rcosp,rsinp)rdpdr.  (3.10)
R2 R2 0o Jo

Wichtig ist, vor Anwendung der Transformationsformel zu priifen, ob die “Aus-
nahmemengen” auf beiden Seiten Nullmengen sind.

Beispiel 1 Als Anwendung von (3.10) berechnen wir das Integral [ e dr.
Dazu betrachten wir die Funktion

FR2SR, (z,y)—e Y

Diese ist rotationssymmetrisch, und mit Polarkoordinaten, (3.10) und der Sub-
stitution s = r? erhalten wir

[e'e) 2T o] o]
[z, y)dedy = / / e*’zrd(pdr = 2#/ e rdr = 7r/ e °ds
R2 0 0 0 0

s’t

= 7 lim —e 0

t—o00

=rlim (1—-e") =

t—o00

Insbesondere ist also f integrierbar. Mit Fubini erhalten wir andererseits

/ flz,y)dedy = // exzedexdy:/(/ e’“de>e’y2dy
R? RJR R NJR
2
= /e_wzdw-/ e_dey: (/ e_xde> ,
R R R

/R e dr = /7 (3.11)

folgt. Dieses Integral spielt in der Wahrscheinlichkeitstheorie eine zentrale Rolle.
|

Beispiel 2: Die Beta—Funktion. Die Identitét (3.11) eroffnet uns einen wei-
teren Weg, um I'(1/2) zu berechnen. Mit der Substitution = v/¢ erhalten wir

1 0 6—t oo 6—12 oo .2 o .2
F<§>_/o %dt—/o . Qxdx—Q/O e dm—/ooe dr = /7.
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Wir schauen uns noch an, was dieser Trick fiir allgemeinere Werte der I'-Funktion
liefert. Mit der Substitution ¢ = z?/2 bekommen wir

I'(u) :/ pu—lo=tqp — 21u/ 221 =?/2,0 0 21u/ x?uflefxz/Qdmj
0 0 0

und hiermit finden wir

F('LL)F(U) _ 227u7v /(; l,Zu 1 e~ % /2y2v 16 y /2d$dy

00 00 0. o

_ 22—u v / 2u 1 2U 1 —( +y )/dedy
0

— 22—u v / 2u+21} 2 COS(p)Qu_l(SiIIQO) -1 e " /QTd(pdT
0

22—u v

N«NNN

/2
2u+2v 1 —r2/2dr/ (COSQD)zu_l(SiHQO)QU_ldQO
0

= I'(u+v)- 2/ (cos )?*(sin )*de.
0

Die Funktion

/2
B:(0,00) X (0,00) = R, (u,v)+— 2/ (cos )2 (sin @) dy
0

heifit Fulersche Betafunktion; wir haben also gerade gesehen, dass

['(u)'(v)

B(u,v) = T(wto)

(3.12)

Firu = v = % erhalten wir insbesondere B =

(3,3) = 2f7r/2dg0 = . Fiir die
Berechnung des Volumens ¢,, der n-dimensionalen Einheitskugel hatten wir mit

dem Cavalierischen Prinzip die Rekursionsformel ¢,, = ¢,,_11,, mit

w/2 w/2 1 1
I, = / (cost)™dt = 2/ (cost)"dt = B(n i —)
0

—7/2 2 2
gefunden. Mit (3.12) ergibt sich nun direkt.

11 INE=ERINE =
In:B<n+ ’_>: (2 Q(Q)Zﬁ (22)
2 2 (3= ['("3)
und damit
Cnp — Cn—lln = Cn_glnln_l =...= Cllnln—l e [2
Ly DO TG) ) 3TG) YR
r?) I 1) res?) )
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Sphirische Polarkoordinaten im R". Diese definieren wir rekursiv als
P, :[0,00) x [0,27] x [0, 7]""? — R",
wobei

P.(r,p,01,...,0, 9) = (sin Op—oPy_1(r,0,01,...,0,_3),7COS Hn_2>

fir n > 3 und P, wie in (3.9) festgelegt ist. Insbesondere haben wir fiir die
Kugelkoordinaten im R?

Ps : [0,00) x [0,27] x [0,7] — R?
mit
Ps(r,p,0) = <sin6P2(r, ©), T Cos 9) = (rcospsinf, rsingsin b, rcosf).

Dabei misst r den Abstand zum Ursprung, ¢ den Léngengrad und 6 den Breiten-
grad. Mit 6 := (04,...,0, o) und 0" := (04,...,0,_3) konnen wir die Jacobimatrix
von P, schreiben als

sin en_g . J(r7¢79l) (Pn—l) COS Gn_QPn_l(r, @, €I> )

cos b, 0...0 —rsiné,_o

J(r,cp,@) (Pn) = (

Um davon die Determinante berechnen zu konnen, beachten wir, dass
P, i(r,p,0)=1P, 1(1,¢,0")
(was man leicht durch Induktion bestétigt). Damit ist

apnfl
or
und folglich stimmt die erste Spalte der Jacobimatrix von P,_; mit »~'P,_;

tiberein. Also ist die Determinante der (n — 1) x (n — 1) Untermatrix, die man
aus Jrp0)(FPn) durch Streichen der ersten Spalte und letzten Zeile erhilt, gleich

(Ta 2 0/) = Pn—1(17 s 0,) = T_lpn—l(r7 2 0,)7

7(cos Op,_2)(sin 0,,_5)" " 2(—1)""*det P._,(r,,0).
Damit erhalten wir durch Entwicklung von det P!(r, ¢, 6) nach der letzten Zeile

det P (r,p,0) = —r(sinf, o)"det P,_,(r,p,0)
+(=1)""r(cos O,_s)?(sin O,,_5)" " (—1)"" 2 det P (r,p,0)
= —r(sinf,_o)" *det P,_1(r,0,0).

Induktiv folgt nun

det P! (r,¢,0) = (=1)"r" (sin 6, )" %(sinf,_3)" > -...- (sinb),
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wenn man det Pj(r, p, 0;) = —r?sin 6, beriicksichtigt.

Diskutieren Sie als Ubung zuniichst im Fall n = 3 und dann im allgemeinen Fall,
welche Nullmenge man aus [0, 00) X [0,27] x [0, 7]""2 bzw. aus dem R™ heraus-
schneiden muss, damit die Einschrankung von P, ein Diffeomophismus wird.

Als eine Anwendung wollen wir Integrale iiber rotationssymmetrischen Funktio-
nen auf Kugelschalen berechnen.

Satz 3.10 Sei I C [0,00) ein Intervall, K(I) := {z € R" : ||z||s € I} die zu-
gehorige Kugelschale und h : I — R eine messbare Funktion. Dann ist die Funk-
tion H : K(I) — R, x — h(||x||2) genau dann integrierbar, wenn die Funktion
I — R, 7 — r"Lh(r) integrierbar ist. In diesem Fall gilt

Hd\, = ncn/ h(r)r™ tdr, (3.13)
I

K(I)
wobei ¢, das Volumen der n—dimensionalen Finheitskugel ist.

Beweis Wir benutzen sphérische Polarkoordinaten im R™ und beachten, dass
K(I) = P,(Ix]0,27]x[0,7]""2) ist. Da die Transformation P, aulerhalb gewisser
Nullmengen ein Diffeomorphismus ist, erhalten wir mit der Transformationsfor-

/K |
_ / / / / (r,0.0)) | det P (r, .6)| d6 ... d6, o pdr
_ / / / / (sin 6, 5)"2(sin 6y, )"

(sin®y)do ...d0,_odpdr

= 27T/ h(r)r”_ldr/ (sin@n_g)”_QdOn_Q-...-/ sin 6, db,. (3.14)
I 0 0

Um die Integrale iiber die 6; nicht explizit berechnen zu miissen, erinnern wir
daran, dass das Integral |, () HdAn fir I = [0,1] und H = 1 gerade das Volumen
der n—dimensionalen Einheitskugel liefert. Es ist also

1 m m
Cp = 27r/ r”_ldr/ (sin6,_o)" 2db,_s - . .. / sin 6, d0,
0 0 0

2 ™ s
= —ﬂ- (SiIl Gn_g)"*2d9n_2 L / sin 91d(91. (315)
n-Jo 0
Ein Vergleich von (3.14) und (3.15) liefert (3.13), wobei die Aussage iiber die
Existenz der Integrale ebenfalls aus Satz 3.4 folgt. |
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4 Integration iiber Untermannigfaltigkeiten

Im vorigen Kapitel haben wir uns mit der Berechnung von Integralen iiber mef-
baren Mengen im R™ befasst, wobei das zugrundeliegende Mafl stets das n—
dimensionale Lebensgue-Maf war. Betrachtet man nun Flichenstiicke im R?® oder
Kurven in der Ebene, so verschwinden diese Integrale iiber solchen Mengen, da
die Integrationsbereiche Nullmengen sind. Andererseits ist es fiir viele Zwecke er-
forderlich, solchen Integralen iiber niedriger dimensionalen Gebilden einen Sinn
zu geben. Beispielsweise haben wir bereits einer Kurve im R™ eine Lénge zuge-
ordnet (also ein “eindimensionales” Volumen), und wir haben Funktionen iiber
Kurven integriert. Im gleichen Sinn wiirden wir gern die Grofle von Oberflachen
von Kérpern im R? (wie der Oberfliche der Einheitskugel) berechnen oder Inte-
grale iiber Funktionen auf solchen Fléchen betrachten.

4.1 Untermannigfaltigkeiten

Wir haben Untermannigfaltigkeiten des R™ bereits in der Analysis II kennenge-
lernt, wobei der Schwerpunkt auf der Beschreibung von Untermannigfaltigkeiten
als Nullstellenmengen von Funktionen lag. In diesem Abschnitt wird der Schwer-
punkt auf der Parametrisierung von Untermannigfaltigkeiten liegen. Beide Sicht-
weisen sind uns aus der linearen Algebra vertraut, wo man Untervektorrdume
zum einen als Losungsmengen linearer homogener Gleichungssysteme und zum
anderen durch eine Parameterdarstellung mittels einer Basis beschreibt.

Rufen wir uns zunéchst in Erinnerung, was wir aus der Analysis II wissen. Wir
betrachten einen stiickweise differenzierbaren Weg v : [a,b] — R™. Ist v in ¢ dif-
ferenzierbar (was in allen bis auf endlich vielen Punkten der Fall ist), so deuten
wir die Ableitung 4(t) € R™ von v in ¢ als den Geschwindigkeitsvektor und seine
Lange

IO =

PIAGLE

als die Geschwindigkeit, mit der ein Punkt den Weg ~ zum Zeitpunkt ¢t durchlauft.
Fiir die Lange des Weges v haben wir die Beziechung

s0) = [ 1)t (1)

gefunden. (Wir hatten die Lénge fiir beliebige rektifizierbare Wege erklart und
(4.1) als Spezialfall erhalten. Man kann aber (4.1) auch als Definition der Lange
eines stiickweise stetig differenzierbaren Wegs v benutzen.) Schlie8lich haben wir
fiir stetige Funktionen f : R® — R das Kurvenintegral (1. Art) iiber v definiert
durch

b
/f:/fh@HMMﬂt (4.2)
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Wir haben uns auch iiberlegt (Analysis II, Satz 11.6), dass das Integral in (4.1)
nur von der durch 7 definierten Kurve I' = 7([a, b]) abhéngt, dass es sich also nicht
dandert, wenn man die Kurve [' umparametrisiert, indem man -y durch yoy ersetzt,
wobei ¢ : [, 5] — [a,b] eine stetig differenzierbare Bijektion mit ¢'(t) > 0 fiir
alle t € («, () ist. Gleiches gilt fiir das Integral (4.2). Wir wollen diese Konzepte
nun verallgemeinern auf hoherdimensionale Fliachenstiicke. Diese denken wir uns
als gegeben durch differenzierbare Abbildungen ¢ : U — R", wobei U C R* offen
ist. Fiir £ = 1 erhalten wir gerade Kurven.

Definition 4.1 Sei U C R* offen. Eine stetig differenzierbare Abbildung ¢ :
U — R"™ heifft Immersion, wenn die lineare Abbildung ¢'(x) € L(R*,R") fiir
jedes x € U injektiv ist, d.h. wenn rang ¢'(x) = k fir alle x € U ist.

Ist ¢ : R¥ D U — R"™ eine Immersion, so muss insbesondere k < n sein.

Wir betrachten wieder ¢ als eine Parametrisierung der Menge ¢(U). Mit solchen
Parametrisierungen werden wir spéter Integrale iiber ¢(U) definieren, indem wir
sie auf “gewohnliche” Lebesgue-Integrale iiber U C RF zuriickfithren. Im Fall

k =11ist (U) eine Kurve, und ¢ ist genau dann eine Immersion, wenn ¢’'(x) fiir
kein z die Nullabbildung ist.

Beispiel 1 Die Neilsche Parabel ¢ : R — R? z +— (22, 2%) ist wegen ¢'(0) =
(0,0) keine Immersion. Die Singularitdt im Nullpunkt verhindert die Injektivitét.
]

Beispiel 2 Ist U C R* offen und f : U — R stetig differenzierbar, so ist
L2 U—>Rk+l7 T = <l’,f(l’))

eine Immersion. Tatséchlich erhalten wir fiir die Jacobimatrix J, () der Ableitung
¢'(z) € L(R*, R*)

1 0 0
0 1 . 0
Tiexk : : :
Jo(p) = ( x ) _ : : : 7
Jo(f) 0 0o ... 1
af af af
. T . (x) ... B ()
und diese Matrix hat offenbar fiir jedes x € U den Rang k. |
Beispiel 3 Fiir die Funktion
r? cos @

d:R* =R (r,p)— | r?singp

7“3
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ist die Matrixdarstellung der linearen Abbildung ¢'(r, ¢) gleich

2rcosp —r?singp

Jirp)(®) = | 2rsing r*cose |,
3r? 0

und man macht sich leicht klar, dass der Rang dieser Matrix genau dann gleich
2 ist, wenn r # 0. Die Einschrinkung von ® auf R?\ ({0} x R) ist also eine
Immersion. (Die Abbildung ® selbst ist aber offenbar nicht injektiv.) Die Menge
®(R?) entsteht durch Rotation der Kurve {(r?,0,73) : r € R} (die man sich als
Neilsche Parabel in der zz—Ebene vorstellen kann) um die z—Achse (vgl. auch
das folgende Beispiel). Die “obere Schale” dieser Fliache beriihrt die untere (ihr
Spiegelbild an der xy—Ebene) in der 0. Derartige Singularitédten werden durch die
Forderung der Injektivitdt von ¢'(z) in jedem Punkt vermieden. n

Beispiel 4 Wir sehen uns nun allgemein Rotationsflichen wie in Beispiel 3 an.
Sei I C R ein offenes Intervall und

r(t)
v:I >R t 0
2(t)
eine stetig differenzierbare Funktion (deren Bild in der xz-Ebene liegt). Wir
nehmen weiter an, dass r(t) > 0 fiir alle ¢ € I (so dass das Bild von y in der rechten
Halbebene der xz—Ebene liegt). Nun betrachten wir die stetig differenzierbare

Abbildung
(t) cos p

)
(t)sing
2(t)

”
P:IxR—R} (tp)— | r

mit dem Bild
O(I xR) = {(a:,y,z(t)) 2t +yt=rt)ite I}.

Das Bild von ® entsteht also durch Rotation des Bildes von v um die z—Achse.
Die Jacobi-Matrix von ® in (t, ¢) ist

r'(t)cos —r(t)sineg
r'(t)
2'(t) 0

Jito) () = sing r(t)cosp

Da wir r(¢) > 0 fiir alle t € I angenommen haben, hat diese Matrix genau dann
den Rang 2, wenn /(t) # 0 oder 2/(t) # 0, d.h. wenn ~/(t) # 0. Ist also v eine
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Immersion, so ist auch ® eine Immersion. |

Beispiel 5 Schliefilich sehen wir uns noch eine Parametrisierung der zweidimen-
sionalen Sphére an. Wir betrachten die Abbildung

cos  cos 6
P:R? =R (0,0 | singpcosd
sin 6
mit der Jacobimatrix
—singpcosf) —cospsinf
Jip0)(P) = cospcosf  —sinpsind
0 cos

Diese Matrix hat genau dann den Rang 2, wenn cosf # 0. Die Einschrinkung
von P auf die offene Menge R x (—7/2,7/2) ist also eine Immersion, und

P(R X (—%,%)) = {(aj,y,z) ER P+ 2+ 22 =1, |2] # 1}
ist die Einheitsphére ohne Nord— und Siidpol. |

Wir diskutieren nun, wie der Begriff der Immersion zum Begriff der k—dimensio-
nalen Untermannigfaltigkeit des R™ steht. Hier ist noch einmal die Definition.

Definition 4.2 FEine Teilmenge M C R™ heifit k—dimensionale Untermannigfal-
tigkeit , wenn fiir jeden Punkt p € M eine offene Umgebung V- C R", eine offene
Menge W C R™ und ein Diffeomorphismus ® : V — W so existieren, dass

d(VNM)=Wn(R"x {0})
(wobei wir R® = RF x R"™* schreiben,).

Die Menge M sieht also lokal aus wie R* x {0} in R™. Weiter benétigen wir den
folgenden Begriff.

Definition 4.3 Seien X und Y metrische Rdume. Fine stetige Abbildung o :
X — Y heifst Einbettung, wenn sie injektiv ist und wenn die Umkehrabbildung
o1 p(X) — X (bzgl. der von'Y auf o(X) induzierten Metrik) ebenfalls stetig
15t.

Beispiel 6 Die Abbildung v : [0,27) — R? t +— (cost,sint) ist stetig und
injektiv, und ihr Bild ist die Einheitskreislinie S*. Die Umkehrabbildung n : St —

[0,27), (t) + t ist jedoch nicht stetig, denn es gilt v(27 — %) — 7(0), aber

2w — = = n(y(2r — 1)) konvergiert nicht gegen 0 = n(7(0)). Die Abbildung ~ ist

also keine Einbettugg. [
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Satz 4.4 (Parametrisierungssatz) Fine Teilmenge M C R™ ist genau dann
eine k—dimensionale Untermannigfaltigkeit, wenn es fiir jeden Punkt p € M eine
offene Umgebung V. C R", eine offene Menge U C RF und eine Immersion
©:U—R" mit p(U) =V NM gibt, die eine Finbettung ist.

Beweis Sei zundchst M eine k—dimensionale Untermannigfaltigkeit und p € M.
Dann gibt es offene Mengen V, W € R™ mit p € V und einen Diffeomorphismus
® .V — W so, dass

(VN M)=Wn (R x{0}).

Sei U := {x € RF : (2,0) € W} und ¢ : U — R", z — & 1(n(z)), wobei
n : R¥ — R" die lineare Abbildung = + (z,0) ist. Dann ist U offen, p(U) = VNM,

und
?(@) = (@7 (n(x)) om.

Als Produkt injektiver Abbildungen ist ¢'(z) fiir jedes « € U injektiv, d.h. ¢ ist
eine Immersion. SchlieBlich ist die inverse Abbildung zu ¢ : U — ¢(U) durch
pl=mo (IDLP(U) gegeben, wobei 7 : R® — R¥ die Projektion (z,y) — x ist. Aus

der Stetigkeit von ® und 7 folgt, dass ¢ eine Einbettung ist.

Wir zeigen die umgekehrte Richtung. Sei p € M. Dann gibt es eine offene Umge-
bung V' C R"™ von p, eine offene Menge U C R* und eine Immersion ¢ : U — R"
mit p(U) = V N M, die eine Einbettung ist. Sei w := ¢~ !(p). Wir schreiben
©=(p1,...,pn). Wegen rang ¢'(w) = k konnen wir nach Umnummerierung der
Koordinaten annehmen, dass die Matrix

dp; g
)
(8xj ij=1

invertierbar ist (das ist gerade der obere k x k—Block der Jacobimatrix von ¢ in
w). Sei @ := (¢1,...,0) : U — R¥. Dann ist also @'(w) invertierbar, und mit
dem Satz {iber die Umkehrfunktion finden wir eine offene Umgebung W C U von
w so, dass gE|W ein Diffeomorphismus ist. Wir definieren

W xR = R" (u,2) = (U, ..., Up, Ths1, ..., Tp)

— () + (0.) = (1w, -, ulw), Pra () + @t pulw) + 2.
Dann ist ® ein Diffeomorphismus von W x R"™* auf ¢(W) x R"* denn
O (0,9) = (5710 w1 = @era(F 0,0 — (7 (0)))
ist stetig differenzierbar. Weiter ist
(I>_1<cp(u)> = (u,0) fir ueW
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und somit

O (p(W)) =W x {0} CR* x R"* =R".

Da ¢ eine Einbettung ist, ist (W) offen in M N V. Es gibt also eine offene
Teilmenge V,, € R"™ so, dass ¢(W) = M N V,. Wir haben somit fiir jeden Punkt
p € M eine offene Umgebung V,, C R" und einen Diffeomorphismus ®~! von V,,
in R" gefunden, so dass

(MO, = o ((p(W)) — W x {0} CRF x R"*,

Also ist M eine k—dimensionale Mannigfaltigkeit. |

Die Immersionen ¢ : U — M, deren Existenz wir soeben gezeigt haben, nennen
wir Parametrisierungen oder Karten der Menge ¢(U) C M. Oft schreibt man
auch (p,U) fiir eine Karte ¢ : U — M. Die Funktionen (p7'); : p(U) — R,
j =1,... k, stellt man sich als Koordinaten eines Punktes p € ¢(U) vor. Fiir
p=@(x1,...,x) sind also 1, . . ., ;. die Koordinaten beziiglich der Karte (p, U).
Offenbar kann ein Punkt fiir verschiedene Karten verschiedene Koordinaten be-
sitzen. Man hat sich daher zu iiberlegen, was beim Wechsel von Koordinatensy-
stemen passiert.

Satz 4.5 (Parameter—Transformation) Sei M C R™ eine k—dimensionale
Untermannigfaltigkeit, und

QOjinH‘/jI:QOJ(Uj)gM, j:1,2,

seien Karten mit Vi N'Vy =V % 0. Dann sind W, := <,0]71(V) offene Teilmengen
von Uj, und

st ein Diffeomorphismus.

Beweis Da V eine offene Teilmenge von V; und ¢; stetig ist, ist IW; als Urbild
einer offenen Teilmenge von V; offen. Aus den Definitionen ist auch klar, dass
bijektiv und stetig ist und eine stetige Umkehrfunktion besitzt. Wir zeigen, dass
1 stetig differenzierbar ist. Sei x € W;. Nach Definition einer k—dimensionalen
Untermannigfaltigkeit gibt es eine Umgebung U C R" von ¢4 () mit M NU CV
(das diirfen wir zusdtzlich annehmen) und einen Diffeomorphismus ¢ : U —
O(U) C R™ mit
(M NU) =dU)N (Rk x {o}).

Dann ist

boy; =(g1,--,9%0,...,0) und Poyy=(hy,...,h0,...,0)
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mit gewissen stetig differenzierbaren Funktionen g; : ¢; (M N U) — R und
hj: 3 '(M NU) — R. Folglich sind auch die Funktionen

G = <g17'~'7gk> : 90I1<MOU) _>Rk7 H = <h177hk)g0;1(MﬂU> _>Rk

stetig differenzierbar. Bezeichnet m wieder die im Beweis von Satz 4.4 eingefiihrte
Projektion, so ist mit der Kettenregel

G(@) = (modop)()=1'(2p() o ¥ (01(x)) o i (x)
= 0@ (pi(2)) o ¢ (2).

Als Produkt injektiver Abbildungen ist G’(x) injektiv und folglich invertierbar
(beachte: G'(z) € L(R*, R¥)). Nach Folgerung 12.6 aus Ana II ist G : o, (M N
U) — ®(M N U) ein Diffeomorphismus, und ebenso ist H : o, ' (M NU) —
®(M N U) ein Diffeomorphismus. Auf der Umgebung ¢; (M N U) von z haben

wir nun
V=3 o1 = 0TI Doy = (TPypy) N (rPp1) = H ' o G,

d.h. ¢ ist auf dieser Umgebung stetig differenzierbar. Da x € W; beliebig war,
ist ¢ auf W stetig differenzierbar. Entsprechend erhélt man die stetige Differen-
zierbarkeit von ¢~ : Wy — Wi, n

4.2 Integration iiber Untermannigfaltigkeiten, Teil 1

Wir wollen nun das Integral von Funktionen iiber £—dimensionalen Untermannig-
faltigkeiten M von R"™ definieren und beginnen mit dem einfachsten Fall, wenn M
durch eine einzige injektive Immersion beschrieben werden kann. Zur Motivation
betrachten wir zunsichst wieder eine lineare Version. Sei k¥ < n, A : RF¥ — R”
linear und W := [0,1]* der k—dimensionale Einheitswiirfel. Dann ist das n—
dimensionale Volumen von AW gleich Null nach Folgerung 3.9 (und wenig in-
teressant). Wir wollen ein “k—dimensionales Volumen” von AW definieren. Die-
ses soll sich nicht &ndern, wenn eine orthogonale Abbildung (=Drehung) B auf
AW angewendet wird. Wie aus der linearen Algebra bekannt ist, kann B so
gewihlt werden, dass Im BA C R* x {0} C R". Ist P : R¥ x R"* = R" — Rk,
(x,y) — x, so ist es weiter verniinftig anzunehmen, dass BAW und PBAW glei-
che k—dimensionale Volumina besitzen. Nun ist aber PBA eine lineare Abbildung
von R* nach R¥ und daher

ANo(PBAW) = | det(PBA)|

(vgl. Abschnitt 3.2). Diese Formel ist noch nicht sehr hilfreich, da sie die Matrix
B enthélt (die wir irgendwie wihlen mussten). Nun ist aber

|det(PBA)|*> = det(A"BTP")det(PBA) = det(A" B' PTPBA)
= det(ATBTBA) = det(AT A)
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(beachte: PTP ist der Orthoprojektor von R¥ x R™™* auf R¥ x {0}, und wegen
ImBA C R* x {0} ist PPPBA = BA). Damit haben wir eine brauchbare Formel
fiir das k—dimensionale Volumen von AW gefunden:

volp (AW) = +/det(AT A).

(Die Matrix AT A ist positiv semidefinit und hat daher eine nichtnegative Deter-
minante.) Damit ist der Weg zur Definition des k—dimensionalen Volumens von
parametrisierten Untermannigfaltigkeiten vorgezeichnet.

Sei U C R* offen, ¢ : U — R" eine Immersion und J,(p) ihre Jacobimatrix im
Punkt x € U. Die k x k-Matrix

G(2) == J.(9) To(p)

heiflit der Maftensor oder die Gramsche Matriz von ¢, und die durch g(z) :=
det G(x) definierte Funktion heifit die Gramsche Determinante von . Diese Be-
zeichnung riithrt daher, dass

k . Op 0p
G(z) = (9z’j($)>i7j1 mit  g;;(z) = <8xi (), G_xj ($)>
ist, wobei % = (% e %%). Die Matrix G(z) ist also die Gramsche Matrizder
Vektoren BB—;"I (x),..., g—i (x), d.h. der Spalten von J,(¢). Wegen rang J.(p) =k

sind diese Spalten linear unabhéngig, d.h. G(x) ist positiv definit. Insbesondere
ist g(x) > 0 fur alle x € U.

Definition 4.6 Sei M C R" Untermannigfaltigkeit, U C R¥ offen und (p,U)
eine Karte von M mit o(U) = M. Fine Teilmenge E C M heifft messbar (bzgl.
©), wenn ihr Urbild ¢~ (E) messbar ist. Ist E C M messbar, so heifit

Su(B) = / o V(@) dh(@) (4.3)

das k—dimensionale Volumen von E (bzgl. v). Eine Funktion f : M — R heifit
integrierbar (bzgl. ¢ ), wenn die Funktion

U—R, z (o) Vo)

Lebesgue—integrierbar auf U ist. In diesem Fall heifit
[ gasui= [ 1(o@) Voo ana (4.4)
M U
das Integral von f tiber M (bzgl. ¢).
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Wir haben also das Integral [,, fdSy einfach durch (4.4) erklart. Man kann aber
auch anders zu diesem Integral gelangen. Nach Satz 2.6 ist ndmlich

u:A'—>/A\/g(fE) ()

ein MaB auf der o Algebra B(R¥) der erweiterten Borelmengen. Hiermit kann
man zeigen, dass die Menge der messbaren Teilmengen von M ebenfalls eine o—
Algebra bildet und dass Sy, ein vollstindiges Mafl auf dieser o—Algebra ist, das
sogenannte Oberflichenmafl von M. Das beziiglich dieses Mafles erklérte Integral
stimmt mit (4.4) iiberein.

Man beachte, dass aus Folgerung 1.9 und der Stetigkeit von ¢ folgt, dass je-
de Borelmenge des metrischen Raumes M messbar ist. Weiter nennen wir eine
messbare Menge £ C M eine Nullmenge, wenn Sy, (E) = 0 ist. Wie in Abschnitt
2.2 zeigt man: wird eine integrierbare Funktion f : M — R auf einer Nullmenge
abgeéndert, so bleibt sie integrierbar mit dem gleichen Integral. Wir zeigen nun,
dass die in Definition 4.6 erkldrten Volumina bzw. Integrale nicht von der Pa-
rametrisierung ¢ abhéngen. Die Bemerkungen (bzgl. ¢) diirfen also weggelassen
werden.

Lemma 4.7 Seien U,V C RF offen, 7: V — U ein Diffeomorphismus, ¢ : U —
R™ eine stetig differenzierbare Funktion und f : o(U) — R. Weiter seien

gp () = det (Jx(cp)TJx(gp)> bzw.  Gpor(y) := det <Jy(gp o T)TJy(gp o 7'))

die Gramschen Determinanten von ¢ bzw. @ o 7. Ist eine der Funktionen

v f(0@))y/9.(2) by F((00T)W))y/goer (9)

auf U bzw. V' Lebesque—integrierbar, so ist es auch die andere, und es gilt

| #(e@)yfa@an = [ 1(teon)0)farln) dnito).

v
Beweis Mit der Kettenregel (¢ o 7)'(y) = ¢'(7(y)) o 7'(y) folgt

Jy(p o) Jy(por) = Jy(T) Triy (@) Tri) (@) Jy(7)

(
und damit guor(y) = (det 7/(y))?g,(7(y)). Mit der Transformationsformel erhal-
ten wir nun

[ #((00 ) amr ) 0
= [ #(otr@)) Yrulrw) [det 7 (0)] dxn(w)
\%

= [ #(e@) o, ne)
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Der Transformationssatz liefert auch die Aussage iiber die Integrierbarkeit. |

Beispiel Wir betrachten den Fall £ = 1. Sei U C R! ein offenes Intervall und
¢ : U — R™ eine injektive Immersion. Dann ist M := ¢(U) eine Kurve in R".
Aus

G(z) = Jo(¢)" Ju(p) = (¢ (2),¢'(x)) = [I¢'(2)]3
erhalten wir g(z) = ||¢/(x)||2 und damit

Sur(M) = / 12 ()12 A (1)

Das ist exakt die Formel, die wir in Satz 11.5 (Ana II) fiir die Lénge der Kurve
M gefunden haben. Das Integral von f: M — R ist gegeben durch

| s = [ 1(e0)1¢@lan)

und das ist genau die Definition des Kurvenintegrals (1. Art) aus Abschnitt 11.2
der Ana IT-Vorlesung. ]

4.3 Integration iiber Untermannigfaltigkeiten, Teil 2.

Wir schauen uns nun Untermannigfaltigkeiten an, die nicht mehr durch eine ein-
zige Karte beschrieben werden kénnen.

Zuerst iiberlegen wir uns, dass man fiir jede Untermannigfaltigkeit M C R"™ eine
abzdhlbare Familie (¢;,U;);>1 von Karten so findet, dass

M = U ©;(Uj). (4.5)

Nach dem Parametrisierungssatz gibt es ndmlich zu jedem p € M eine offene
Umgebung V,, € R" so, dass V,, N M = ¢,(U,) fir eine Karte (¢,,U,) von M.
Durch Verkleinern von V), kénnen wir annehmen, dass

V= {2 €R": o — glla < 7}

mit ¢ € Q" und r, € Q. Da es nur abzéhlbar viele solcher Mengen gibt und da
jeder Punkt p € M in einer solchen Menge liegt, erhalten wir (4.5). In praktischen
Anwendungen geniigen meist endlich viele Karten, um M zu {iberdecken.

Lemma 4.8 Sei M C R" eine Untermannigfaltigkeit, und seien (p;,U;);>1 und

(@i, Us)i>1 abzihlbare Familien von Karten von M mit

M = &) = @:(00).

j>1 i>1
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Wir setzen M; := goj(Uj),]\;[i = 951;([71'), Ny := My, Ny := M, und firi, j > 1
N] :M]\(M1UUMJ,1), Nz :Ml\(MlLJUMZ,l),

und wir erhalten zwei jeweils paarweise disjunkte und abzihlbare Familien (N;);>1,
(Nz)7,21 von Borelmengen, die M diberdecken. Ist E C M eine Menge, fiir die je-
der Durchschnitt E N N; (bzgl. ;) messbar ist, so ist auch jeder Durchschnitt
ENN; (bzgl. $;) messbar, und es gilt

i Su;(ENNj) = i S (ENN,
j=1 i=1

Beweis Wir schreiben

ENN; = J(EnN;NN,).

i>1

Die Menge E' N Nj ist bzgl. Sy, messbar, und da N; Borelmenge ist, ist auch

EﬂNjﬂNi bzgl. SMJ. messbar. Genauso sieht man die Messbarkeit von £NN; ﬂ]\Nfi
bzgl. Sy;.. Nach Satz 4.5 iiber Parameter—Transformation, den wir auf die offene

Menge M; N M; anwenden, erhalten wir mit Lemma 4.7
Su,(ENN; N N;) = Sy (ENN; N N).

SchlieBlich erhalten wir mit dem Doppelreihensatz (Satz 9.19, Ana II), den wir
hier nur in einer einfachen Version benétigen, da alle Summanden nichtnegativ
sind,

iSMj(EﬂNj) = iiSMj(EﬂNjﬂNi):iiS~i(EﬂNjﬂNi)
7=1 ] 1 1= 1 7j=1 =1
= ZZSMZEHN NN)=> Sy (ENN,). n
=1 j=1 =1

Eine Teilmenge £ C M mit den im Lemma genannten Eigenschaften nennen wir
messbar auf M. Messbarkeit hangt nach diesem Lemma nicht von den gewéahlten
Karten ab.

Definition 4.9 Sei M C R™ Untermannigfaltigkeit und (¢;, U;j)>1 eine Familie
von Karten von M mit M = U;>19;(U;). Weiter seien M; und N; wie in Lemma
4.8 erkldrt. Fiir jede messbare Menge 2 C M definieren wir

Su(E) = i Su, (BN N;). (4.6)

J=1
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Lemma 4.8 garantiert, dass diese Definition nicht von den gewdhlten Karten
abhingt. Man kann zeigen, dass durch (4.6) ein MafS Sy auf der o—Algebra der
messbaren Teilmengen von M definiert wird und dass das zugehdrige Integral
einer integrierbaren Funktion f : M — R gegeben ist durch

/ fdsM—Z / 23(0)) /95, 2) (o). (4.7

Das Mafl Sy heifit das Oberflichenmall auf M.

Einige der in dieser Definition formulierten Aussagen (Sys ist MaB, ...) werden
Sie sich im Tutorium ansehen.

Mit der Definition des Oberflichenmafies haben wir Integralen iiber Unterman-
nigfaltigkeiten einen prézisen Sinn gegeben. Wir wenden uns einigen Beispielen
zu.

Beispiel 1 Hier betrachten wir die allgemeinen Rotationsflichen aus Beispiel 4
in Abschnitt 4.1. Die Parametrisierung ® : I x R — R3 (I C R offenes Intervall)
und ihre Jacobimatrix in (¢, ) sind also gegeben durch

r(t) cos g r'(t)cosp —r(t)sing
O(t, o) = | r(t)sin und  Ji ) (®) = | r'(t)sing  r(t)cose |,
2(t ) 2'(t) 0

und fiir den Maftensor und die Gramsche Determinante findet man

7! 2 o 2 0
G(w)=< v m) und glt, ) = r(t) I (Ol

mit y(t) = (r(¢),0,2(t)) (wir hatten r(¢) > 0 in Beispiel 4 vorausgesetzt). Fiir
M = d(I x (0, 27r)) erhilt das Oberflichenintegral daher die Form

/ deM—//% )r@ly @)l dpd.

Fiir f =1 ergibt sich insbesondere fiir das 2-dimensionale Volumen von M

:/I/O WT(t)H’Y/(t)szgodt:%T/lr(t)ny’(t)]bdt_

Fiir die zweidimensionale Sphire S* C R? ist [ = (=% ,%), r(t) = cost, z(t) =
sint und damit ||7/(¢)||2 = 1 und

w/2
Sy (S?) = 27?/ costdt = 4. u

—7/2
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Beispiel 2 Hier sehen wir uns Funktionsgraphen an (vgl. Beispiel 2 aus Abschnitt
4.1). Sei U C R* offen und f : U — R stetig differenzierbar. Dann ist ¢ : U —
R¥ 2z (x, f(x)) eine injektive Immersion, und die Umkehrfunktion ¢(U) —
U, (z, f(z)) — z ist offenbar stetig (Projektion auf die erste Komponente). Also
ist M := p(U) eine Untermannigfaltigkeit des R¥+1. Weiter haben wir

und
6t) = (17) (g ) = 1+ 2000

wobei I die k x k-Einheitsmatrix ist. Wir bestimmen zunéchst die Eigenwerte
der symmetrischen Matrix G(z). Ist v € ker J,(f), so ist J,(f)v = 0 und somit
G(z)v = v. Alle Vektoren # 0 aus dem (mindestens k£ — 1-dimensionalen) Kern
von J,(f) : R¥ — R! sind also Eigenvektoren zum Eigenwert 1. Auerdem ist fiir
den Vektor (grad f)(z) € R¥, den wir uns als Zeilenvektor denken,

G(z)(grad f)(2)" = (grad f)(z)" + (grad f)(z)" (grad f)(z)(grad f)(z)"
— (14 lltgrad /) (@) 3) (grad )" (),

so dass (falls f/(x) # 0) (grad f)* (z) Eigenvektor zum Eigenwert 1+||(grad f)(z)||3
ist. Da die Determinante von G(x) das Produkt der Eigenwerte dieser Matrix ist,
folgt:

g(z) =1+ ||(grad f)(2)]l3- (4.8)

Fir M := ¢(U) ist also das k—dimensionale Volumen gleich

Su(M) = [ /14 (ead @)l e).
U
Insbesondere ist fiir n > 1 die obere Halbsphére vom Radius r > 0,
M:={zeR":|z|s =7 z, >0}

der Graph der Funktion

F:U = {zeR" " z]a<r} =R, 2 1/r2— |23

— 2 _ 2 2
— \/’I“ .Tl “ e l’n_l.

Aus gTFj (z) = — 5 folgt mit (4.8)

} _ PPy _
e Py — 12 2B i _
9(e) =1+ l|(erad FY@s =1+ 5ot = —pom— = 5
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und damit

.
fdSy = / flz, /2= ||z])} | ——=d\._1(2)
/M lella<r ( ) r2 —|lz|l3

wobei wir x = ry substituiert haben. |

Beispiel 3 Sei M C R" eine k—dimensionale Untermannigfaltigkeit und r > 0.
Ist ¢ : U — M eine Karte von M, so ist rp : U — rM eine Karte von rM.
Hieraus folgt, dass rM ebenfalls eine k—dimensionale Untermannigfaltigkeit von
R™ ist. Weiter folgt aus (rap) (x ) = 7"(,0 '(z) fiir die Gramsehen Determinanten von

© bzw. T, dass g,.(z) = 1 g,(x), d.h. \/gro(T) = 7%1/g,(x) . Folglich gilt
Sy (rE) = rkSM(E)

fiir jede messbare Teilmenge £ C M und

/ F(2)dS, 1 (z / Fra)dSy(z (4.10)

fiir jede integrierbare Funktion f : rM — R. [ |

Satz 4.10 Sein > 1 und f : R" — R Lebesque—integrierbar. Dann ist fiir fast je-
des T > 0 die Funktion f iber der Sphdire S, := {x € R" : ||z|l2 = r} integrierbar,
und es gilt

- fd, :/0 /ST f(x)dS’Sr(m)dr:/O 5 f(ry)dSs, (y)r"—dr.  (4.11)

Beweis Sei Hy := {# € R" : £z, > 0}. Dann ist f = fxu, + fxu_ fast
tiberall, denn {z € R™ : z,, = 0} ist eine Nullmenge. Da S, N {x € R" : z,, = 0}
eine (n — 1)—dimensionale Nullmenge ist, geniigt es, die Behauptung fiir jede der
Funktionen fxp, zu zeigen. Wir tun dies fiir fxp, und nehmen gleich an, dass
f auflerhalb von H, verschwindet.

Sei U := {x € R"! : ||z|| < 1}. Die Abbildung
U x (0,00) — Hy SRR, (2,7) > (re,ry/1 - |al)
ist bijektiv und hat die Umkehrabbildung
¥ (y) = (T o Iyle)

lyll2 """ Tylls’

(Nachrechnen!). Offenbar ist also ® ein Diffeomorphismus.
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Sei F(z) := /1 — ||z||3. Dann ist (grad F)(z) = —#(p (als Zeilenvektor) sowie
O(z,r) = (ra,rF(x)) = r(xz, F(x)). Folglich ist

r 0 ... 0 T
O r ... 0 To
00 ... r Tp1

r(grad F)(z) F(x)

Ausklammern von r und Subtraktion des x;—fachen der j. Spalte von der letzten
Spalte liefern

10 ...0 o
0 1 0

det Jizy(®) = r" 'det : :
0 0 1 Tn—1

10 .0 0
01 .0 0
= 7" det Do : :
00 1 0

(grad F)(x)  F(x) - ((grad F)(z), )

]

= " (F(@) ~ ((grad F)(@),2) ) = (F(x) + Flz) )

,r,n—l ,rn—l

= ) (F(x)Q + ||$||§) = N

Mit der Transformationsformel und dem Satz von Fubini ergibt sich daher

n—1

T
fdr, = /oo a1~ elf) s
/ / f rT,T ||JI|| ) n_ldAn_l(fL’)dT.
1—uxuz

Nach (4.9) ist das innere Integral gleich | s, JdSs,. Hieraus folgt die erste Gleich-
heit in (4.11), und die zweite bekommt man mit (4.10). ]

dA,_1(x)dr

Hy

Beispiel 4 Sei B, := {z € R" : ||z|z < 1} und S"! = dB,. Wir wollen das
(n — 1)-dimensionale Volumen w, := vol,_;(S"™!) der (n — 1)-dimensionalen
Einheitsphére S"~! berechnen. Wir erinnern daran, dass das (“gewdhnliche” ) n—
dimensionale Volumen von B, durch ¢, = vol,(B,) = 7"/2/T'(% + 1) gegeben
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ist. Wir wenden nun Satz 4.10 auf die charakteristische Funktion von B,, an und
finden

1 1 w
Cp = / d)\n<I> — / / dSSnfl (y)rn_ldr = wn/ T’n_ld’r’ = _ .
[|lz][2<1 0 J|z||=1 0 n

Somit ist
n/2

Wy, =NCp, =N =2

rg+1 TG

Insbesondere erhalten wir
e wy =27 (Lénge des Einheitskreisbogens)
e w3 =4m  (Oberfliche der zweidimensionalen Einheitssphére)

e wy =27> (dreidimensionales Volumen von S* C R?).
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5 Integralsitze

Das zentrale Resultat der Differential- und Integralrechnung fiir Funktionen von
einer Veranderlichen ist der Hauptsatz, der besagt, dass

fur jede stetig differenzierbare Funktion F' : [a,b] — R. Wir kénnen diesen Satz
betrachten als eine Beziehung zwischen den Werten von F' auf dem Rand 0la, b] =
{a,b} von [a,b] und den Werten von F’ im Inneren von [a,b]. Thema dieses
Kapitels sind Verallgemeinerungen dieser Beziehung. Die allgemeine Stokessche

Formel
/ w = / dw,
oM M

die wir hier nicht behandeln, liefert eine weitreichende und elegante Verallgemei-
nerung des Hauptsatzes. Wir betrachten lediglich Spezialfélle dieser Formel: den
Gauflschen Integralsatz, den Stokesschen Integralsatz im Raum und die Green-
sche Formel in der Ebene.

5.1 Kompakta mit glattem Rand

Der Gaufische Integralsatz ist wohl das wichtigste Resultat der Integralrechnung
im R™. Er beschreibt den Zusammenhang zwischen dem Integral der Divergenz
eines Vektorfeldes {iber einen Bereich im R™ und einem Oberflichenintegral iiber
dem Rand des Bereiches. Wir beweisen ihn nur fiir spezielle Bereiche: Kompakta
mat glattem Rand.

Definition 5.1 Sei A C R" eine kompakte Teilmenge (ein Kompaktum ). Das
Kompaktum A hat einen glatten Rand , wenn es zu jedem Randpunkt p € OA eine
offene Umgebung U C R™ und eine stetig differenzierbare Funktion ¢ : U — R
so gibt, dass

(a) ANU={xeU:y(z) <0},
(b) ' (x) #0 fir alle x € U.

Lemma 5.2 In der Situation von Definition 5.1 gilt
0ANU ={z €U :9y(z) =0}

Beweis Sei zunichst x € 0ANU. Da A kompakt ist, ist A abgeschlossen. Damit
ist z € A und ¥(z) < 0. Wire ¢(z) < 0, so wire {y € U : ¢(y) < 0} eine offene
Teilmenge von R", die in A liegt und x enthélt. Das steht im Widerspruch zu
x € 0A. Also ist ¢(x) = 0.
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Sei nun z € U und ¢(x) = 0. Dann ist € A, und wir zeigen, dass  Randpunkt
von A ist. Wegen ¢/ (x) # 0 ist ¢/'(x) : R™ — R surjektiv. Es gibt also ein v € R”
mit ¢’ (x)v > 0. Nun ist

0 < '(x)v =lim Y@ +t) — 9(z)

t—0 t t—0

Es gibt also ein € > 0 so, dass ¥(x + tv) > 0 fiir alle ¢ € (0, ¢). Folglich liegen fiir
hinreichend grofles n die Punkte x + %v nicht in A. Es ist aber x + %v — x und
daher z € 0A. n

Folgerung 5.3 Der Rand eines Kompaktums mit glattem Rand ist eine (n—1)-
dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™.

Beweis Nach Lemma 5.2 ist A lokal die Nullstellenmenge der Funktion v, und
0 ist ein reguldrer Wert von 1. Die Behauptung folgt also aus dem Rangsatz (Satz
12.10 aus Analysis II). ]

Fiir den Gaufischen Integralsatz benotigen wir das Normalenfeld von OA. Dazu
definieren wir zunéchst allgemein Tangential- und Normalvektoren.

Definition 5.4 Sei M C R" eine k—dimensionale Untermannigfaltigkeit und p €
M.

(a) Ein Vektor v € R™ heifst Tangentialvektor an M in p, wenn ein e > 0 und
ein stetig differenzierbarer Weg vy : (—e,e) — M mit v(0) = p und v'(0) = v
existieren. Die Menge aller Tangentialvektoren an M in p bezeichnen wir
mit T,(M).

(b) Ein Vektor v € R™ heifft Normalenvektor an M in p, wenn er auf T,(M)
senkrecht steht (d.h. wenn (v, w) = 0 fiir alle w € T,(M)). Die Menge aller
Normalenvektoren an M in p bezeichnen wir mit N,(M).

Fiir den Tangentialraum 7,,(M/) hat man die folgende Beschreibung.

Lemma 5.5 Sei U C RF offen und ¢ : U — M eine Karte von M. Dann ist
Toy (M) =Im¢'(z) fir alle z € U.

Beweis Sei z € U und v € R*. Dann gibt es ein € > 0 so, dass x + tv € U fiir
alle t aus (—¢,¢). Wir betrachten den Weg

v:i(—ee) = M, t— px+tv).
Fiir diesen ist 7(0) = ¢(z) und 7'(0) = ¢'(x)v. Also ist Im¢'(z) C T, (M).

Fiir die umgekehrte Inklusion wéhlen wir wie im Beweis von Satz 4.4 eine offene
Umgebung W C U von z und einen Diffeomorphismus ® auf W x R"* so, dass
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P 1(p(w)) = (w,0) fiir alle w € W. Mit der Projektion 7 : R¥ x R"* — R¥
(z,y) — z, haben wir dann 7(® ! (p(w))) = w und (7(@~1(p(w)))) = (w)
fir alle w € W. Sei nun 7 : (—e,e) — M ein stetig differenzierbarer Weg mit
7(0) = (). Ist € hinreichend klein, so ist y(t) € ¢(W) fiir alle t € (¢,¢) und
folglich

go(w(@’l(’y(t)))) =~(t) firalle t € (—¢,¢).

Differentiation nach ¢ an der Stelle ¢t = 0 liefert ¢'(x)w = +/(0) mit einem Vektor
w € R¥. Also ist 7/(0) € Im ¢/ (z) und damit T,,)(M) C Im ¢'(z). ]

Insbesondere stellen wir fest, dass T,(M) ein k-dimensionaler und N,(M) ein
(n — k)—dimensionaler Untervektorraum von R™ ist und dass

T,(M) & N,(M) = R".

Ist M = 0A der Rand eines Kompaktums mit glattem Rand, so ist N,(0A)
fiir jeden Punkt p € M ein eindimensionaler reeller Vektorraum. Es gibt also
genau zwei Normalenvektoren der Léange 1. Wir wollen denjenigen auszeichnen,
der “nach auflen zeigt”.

Satz 5.6 Sei A ein Kompaktum mit glattem Rand OA.

(a) Fir jedes p € 0A gibt es genau einen Vektor v(p) € N,(OA) der Linge 1
mit folgender Eigenschaft: Es gibt ein € > 0 so, dass p+tv(p) ¢ A fir alle
t € (0,¢).

(b) Die Abbildung v : 0A — R™ ist stetig.

Der Vektor v(p) heiit der dufere Normalenvektor an OA in p, und v heiit das
dufere Normalenfeld von A.

Beweis FEzistenz eines dufferen Normalenvektors: Sei U C R"™ eine offene Um-
gebung von p und ¢ : U — R eine stetig differenzierbare Funktion mit ¢'(p) # 0
und UNA={zeU:¢(x) <0}. Wir zeigen, dass

1
Y0 = arad )l

ein duBerer Normalenvektor ist. Ist v : (—¢,¢) — 0A ein Weg mit v(0) = p und
ist € so klein, das «(t) € U fiir alle t € (—¢,¢), so ist nach Lemma 5.2

w(v(t)) —0 fiiralle ¢ € (—¢,¢).

Differentiation nach ¢ an der Stelle ¢t = 0 liefert ¢'(p)+/'(0) = 0. Folglich steht
der Vektor (gradv)(p) und damit auch v(p) senkrecht auf 7,,(0A). Klar ist auch
|lv(p)||2 = 1. Die auBerdem geforderte Eigenschaft folgt wegen

,  {(erad 0)(p), (erad 0) ()
vV () = ed T,
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wie im Beweis von Lemma 5.2.

Eindeutigkeit des dufleren Normalenvektors: Wir haben bereits bemerkt, dass
es genau zwei Normalenvektoren der Lénge 1 gibt und dass einer davon der
Vektor v(p) aus (5.1) ist. Wie im Beweis von Lemma 5.2 sieht man nun, dass
¥(a —tv(p)) < 0 fiir t > 0 hinreichend nahe bei Null. Also ist a — tv(p) € A fiir
solche ¢, d.h. der Vektor —v/(p) erfiillt nicht die zusétzliche Bedingung aus (a).

Stetigkeit von v: Diese folgt sofort aus Darstellung (5.1). n

Beispiel 1 Sei r > 0. Die Kugel A := {z € R™, ||z]|2 < r} ist ein Kompaktum
mit glattem Rand, denn die Funktion ¢ : R"\ {0} — R, z — ||z]|3 — r?, hat
die gewiinschten Eigenschaften. Fiir p € 0A ist (grad¢)(p) = 2p, und damit ist
wegen (5.1) der Vektor v(p) = ﬁ p= %p der zugehorige Normalenvektor. n

Beispiel 2 Sei U C R? offen und ¢ : U — R? eine injektive Immersion. Wir inter-
essieren uns fiir die Normalenvektoren an die Fléche ¢(U). Fiir € U haben wir
To2)(@(U)) = Im¢'(z), und da ¢ eine Immersion ist, ist dies ein zweidimensio-
naler Unterraum von R3. Es gibt im Punkt ¢(z) also genau 2 Normalenvektoren
der Lange 1. Wir legen einen Normalenvektor v(¢(x)) dadurch fest, dass wir

det <§_Z (x), g—;’; (), V((p(x))> >0

verlangen, d.h. die Vektoren

Xi(p) = 22 (@), Xap)i= 2 (@) wnd v(p(a)

- 8ZL'1 - 8m2

sollen ein Rechtssystem bilden. Mit dieser Information kénnen wir v(p(z)) direkt
berechnen:

_ Xi(p) x Xs(p)
/(¢@) = o Rl

wobei v x w das Vektorprodukt der Vektoren v,w € R? ist, d.h.

€1 U1 w1 VW3  — UzWa
vXw=det| ey vy ws =1 vywy — wvws
€3 VU3 Ws MWy — VW7

Ist speziell ¢ gegeben durch eine Funktion f : U — R, d.h. ist p(z) = (=, f(2)),
so 1st

1 0
0 1
8_:c1 (z) 8_;1:2 (z)
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also

_8_:1:1( )
Xi(p) x Xa(p) = _g_f (z) |°
12
und daher

of
) —8—561(33)

v(p) =vie(x)) = of
=) it @ @2+ @ | "o Y

1

In diesem Fall ist v(p(z)) der obere Normalenvektor an den Graphen von f. m

Beispiel 3 In diesem Beispiel geht es darum, den Rand eines Kompaktums mit
glattem Rand lokal als Graphen einer Funktion g darzustellen und den &ufleren
Normalenvektor mit Hilfe von g zu beschreiben. Die Details sollen Sie sich im
Tutorium anschauen.

Sei A C R” ein Kompaktum mit glattem Rand und p € dA. Wir wahlen eine
offene Umgebung U C R"™ von p und eine stetig differenzierbare Funktion v :
U—-Rmit ANU ={z € U : ¢(x) <0} und ¢'(z) # 0 fir alle x € U. Nach
Lemma 5.2 ist dann

OANU ={z € U : ¢(x) = 0}.

Wegen ¢'(p) # 0 diirfen wir 0.E.d.A. annehmen, dass (%i (p) # 0 ist. Mit dem

Satz iiber implizite Funktionen finden wir dann eine offene Menge U; C R™ !,
eine stetig differenzierbare Funktion ¢ : U; — R und ein Intervall (b,c) mit
V:=U; x (b,c) CU so, dass

8Aﬂ«hxm@>:{@g@DeR%x€M}
d.h. ANV ist der Graph von g. Ist (%—t (p) > 0, so ist
AN <U1 X (b,c)) = {a: eV, < g(:z;’)},
wobei wir z = (2/,z,) € R"™! x R geschrieben haben, und es ist weiter

o) — _(—(gradg)(p), 1)
W)= T Tarad g 12

mit p = (p/, pn)- ]

(5.2)
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SchlieBlich vermerken wir eine weitere Eigenschaft kompakter Mengen. Wir erin-
nern daran, dass der Durchmesser einer Teilmenge M eines metrischen Raumes

(X, d) durch
diam M :=sup{d(z,y) : x,y € M}

definiert ist.

Satz 5.7 (Lebesguesches Uberdeckungslemma) Sei K eine kompakte Teil-
menge eines metrischen Raumes (X, d) und (U;)ier eine offene Uberdeckung von
K. Dann gibt es ein A > 0 (eine sogenannte Lebesguesche Zahl der Uberdeckung)

so, dass jede Teilmenge M von X mit diam M < X\ und M N K # 0 in einer der
Mengen U; enthalten ist.

Beweis Zu jedem Punkt k € K gibt es ein ¢ € I mit k € U;. Da U, offen ist,
findet man ein (k) > 0 mit Usr)(k) € U;. Nun bildet die Familie (Uzw)(k))rex
eine offene Uberdeckung von K. Da K kompakt ist, ldsst sich daraus eine endliche
Teiliiberdeckung auswihlen, d.h. es gibt Punkte kq,..., &, € K mit

K € Ueir (k).
j=1

Wir setzen A := min(e(ky),...,e(kn)). Sei nun M C X eine Teilmenge mit
M N K # () und diam M < A\. Dann gibt es ein z € K mit x € M N K, und es
gibt ein j mit d(x, k;) < e(k;). Fiir jedes y € M ist dann

d(’y, k’j> < d(y,.’lﬂ') + d(.’]ﬂ‘,kj) <A+ €<kj) < 28(k’j),
d.h. M C Uk, (k;). Nach Konstruktion ist aber jede der Kugeln Us.(x)(k) (und

damit auch die Menge M) in einer der Mengen U; enthalten. |

5.2 Der Gauflsche Integralsatz
Zur Erinnerung: Ist U C R" offen und F': U — R” stetig differenzierbar, so heif}t

divF :U — R, :rl—>E %(x)
=1

die Divergenz desVektorfeldes F.

Satz 5.8 (Gauflscher Integralsatz) Sei A C R" ein Kompaktum mit glattem
Rand, v : 0A — R"™ das dufsere Normalenfeld und U C R™ eine offene Menge,
die A umfasst. Dann gilt fiir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld F : U — R"

/A div Fd, — /8 (F(@),v()dSaao). (5.3)
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Der Gaufische Integralsatz gilt auch noch fiir Kompakta, deren Rand niedrig-
dimensionale Singularitdten wie Ecken und Kanten aufweist. Auch die Voraus-
setzung, dass F' auf einer ganzen Umgebung von A definiert ist, ldsst sich ab-
schwéchen.

Da v(z) ein Einheitsvektor ist, haben wir (F(z),v(z)) = || F(z)]| - cos a(z), wobei
a(x) € [0,7] der Winkel zwischen F(x) und v(z) ist. Es ist also (F(z),v(x))
die Lange der orthogonalen Projektion von F(z) auf v(z). Ein Physiker stellt
sich (F(x),v(x))dS(z) als den durch das Oberflichenelement dS(x) austreten-
den Fluss des Vektorfeldes F' vor. Demzufolge wird das Integral

/8 (Pla).vla))as(@

als Gesamtfluss durch die Oberfliche von A interpretiert. Ist das Vektorfeld F
divergenzfrei (oder auch quellenfrei), d.h. ist div F' = 0, so ergibt sich

/8 (Pla).(@)s(@) =,

d.h. der Gesamtfluss durch den Rand des Kompaktums verschwindet. Diese Situa-
tion tritt z.B. auf, wenn F' den Fluss einer inkompressiblen Fliissigkeit beschreibt.
Die Inkompressibilitdt entspricht der Bedingung div F' = 0. Das Verschwinden
des Gesamtflusses durch A kann man sich in diesem Fall so veranschaulichen,
dass ja die Fliissigkeitsmenge, die sich innerhalb von A befindet, wegen der In-
kompressibildt dem Volumen von A entspricht, also konstant ist. Daher ist die
Fliissigkeitsbilanz in A ausgewogen: zu jedem Zeitpunkt fliefit gleichviel rein wie
raus.

Wir bereiten den Beweis des Gaufischen Integralsatzes vor, indem wir einige wei-
tere Werkzeuge bereitstellen und zwei Lemmas beweisen, die Spezialfille behan-
deln und die Teile des eigentlichen Beweises vorwegnehmen.

Zunéchst einige Begriffe. Sei M ein metrischer Raum und f : M — R stetig. Die
Menge

supp f := clos {x eEM: f(x) # O}

heifit der Trdager von f. Wir schreiben C'(M) fiir den Raum der stetigen reellwer-
tigen Funktionen auf M und Cy(M) fiir den Raum der Funktionen aus C(M),
deren Triger kompakt ist. Ist U C R™ offen, so bezeichne C§(U) den Raum der
k-mal stetig diffenzierbaren Funktionen mit kompaktem Trédger in U. Beachten
Sie: f € C(R™) liegt genau dann in Cy(R"), wenn supp f beschrénkt ist (da
Tréager per Definition abgeschlossen sind), und f € C((a,b)) liegt genau dann in
Co((a,b)), wenn es ein € > 0 so gibt, dass supp f C (a +¢&,b—¢).
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Ist U C R” offen und f € C¥(U), so liegt die durch

fle) =ze€U
0 x#U

definierte Fortsetzung von f durch 0 in C¥(R™). Ist ndmlich x € U, so stimmen
f und F'in einer Umgebung von x iiberein. Ist dagegen x # U, so ist x # supp f,
und da supp f abgeschlossen ist, ist das Komplement dieser Menge offen, und F'
verschwindet auf einer Umgebung von z.

Wir betrachten die Funktion

1 .
exp(—l_t2) fir |t| <1

0 fir |t > 1.

g R—-R, t—

Diese ist beliebig oft differenzierbar (Nachweis), und ihr Trager ist [—1,1] (so
dass g € C3°(R)). Da g einen kompakten Trager hat, ist die Funktion

G:R—R, tHZg(t—k:)

keZ

wohldefiniert (fiir jedes ¢ hat die Reihe nur endlich viele Summanden ungleich
Null). Nun ist klar, dass G positiv, 1-periodisch und beliebig oft differenzierbar
ist. Also wird auch durch h(t) := g(t)/G(t) eine Funktion aus C3°(R) definiert.
Fiir diese ist supp h = [—1, 1] und

g(t —k) 1 G(t)
Zh(t—k):ZG(t_k>:G(t)Zg(t—k’):mzl.

kEZ kEZ kEZ

Fir p = (p1,...,pn) € Z" und € > 0 definieren wir nun a,. € C§°(R™) durch

n

ape(x) = [ hlxs/e — py).

i=1

Dann ist suppa,. = {z € R" : || — ep|| < €}, und man hat

Z ape(r) =1 fir x € R".

PEL™

Die Familie (ap.)pezn heiit eine glatte Zerlequng der Eins. Nun zu den an-
gekiindigten Lemmas.

Lemma 5.9 Set U C R” offen und 1 < 5 < n. Dann gilt

(a) [, %‘%d)\n =0 fiir alle o € C3(U).
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) Ju a2 vdhi =~ [, wgedA, fir alle o € C(U) und ¢ € C*(U).

Beweis Wir diirfen 0.E.d.A. U = R" annehmen, da wir ¢ durch 0 zu einer
Funktion in C}(R") fortsetzen konnen.

Da supp ¢ kompakt ist, gibt es ein R > 0 mit supp ¢ C [—R, R]". Insbesondere
verschwindet ¢ auf dem Rand des Wiirfels [— R, R]™. Sei nun z.B. j =1 (fiir die
tibrigen j verlduft der Beweis analog). Fiir jedes z = (x1,...,x,) € U ist dann

RaQO

8x1 (x)dxy = (R, 29, ..., x,) — (=R, xa,...,2,) = 0.

Mit dem Satz von Fubini erhalten wir daher

O 99
e @i = [ SE @i

R,R]" 61‘1

= x)dxy dNy_1(z2,. .., z,) = 0.
/RRnl/ 03:1 ! 1(2 )

Das liefert Aussage (a), und fiir (b) wenden wir (a) auf die Funktion ¢y € C3(R™)
an. Die Behauptung folgt dann aus der Produktregel
O(ey) _ O¢ o

Ox; _8_35]¢+ 8% -

Lemma 5.10 Sei U' C R"! offen, [ = (a,8) C R und g : U — I stetig
differenzierbar. Wir setzen

A= {(x’,xn) eU'XI:z, < g(:c’)} und M := {(m’,xn) eUXI:x, = g(:z:’)}.

Dann gilt fiir jede Funktion f € C3(U' x I) und jedes j € {1,...,n}

af — (x A
) a—%(x)d)\n(x)—/M f(@)v;(x)dSu(z),

wobei v;(x) die j. Komponente des Normalenvektors

(—(gradg)(2’), 1)
V1 + [l(grad g) (/)13

ist (beachte Beispiel 2 in Abschnitt 5.1).

v(x) = mit v = (2, x,) (5.4)

Beweis Wir erinnern zunéchst daran, dass das Oberflachenmafl von M beziiglich
der Parametrisierung o’ — (2/, g(2")) gegeben ist durch

aSu (@) = y/1+ (grad g) @) dA-a(a') (55)
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(vgl. Beispiel 2 aus Abschnitt 4.3). Wir unterscheiden nun zwei Fille.
Fall 1: Sei 1 < j < n. Fiir die Funktion
F:UxI—>R, (22) &—>/ f(@, z,)dx,
gilt nach Satz 2.20
OF OF 0
5@ =) wa S = [ 2L,

Hieraus folgt mit der Kettenregel

o g9(z") . ) ) .
o [ sy, = P (v gw)
0

= G (o) g @)+ g ()
= () gl @ [ 2 e

Da die Funktion 2’ — [ Oi] =) f(2', x,)dx, einen kompakten Tréger hat (warum?),
folgt aus Lemma 5.9 (a)

/, P, / f(@' xy)dr,dh,—1(z") = 0.
Damit ergibt sich

0 CONP
, iy () = / [ g hmdzina )

— / iz, / f(@, ) dznd a1 (') _/, f(m/,g(x’)>§—i($/)dAn1($/)
_ /M F@)v;(2)dSu ()

wegen (5.4), (5.5) und der Definition des Oberflichenintegrals.

Fall 2: Sei j = n. Da fiir jedes 2/ € U’ die Funktion z,, — f(2/,z,) einen
kompakten Trager hat, folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integral-

rechnung
g(z/) af / / /
/a 8—(m,xn)dmn:f<x,g(x)>,

n
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also wieder

9 9(@) 9
A 8_;; (ZL’)CD\n(fL’) - /// _f (J:/’xn)dxndAn—l(x/)

_ //f(m’,g( V) dnr( /f ©)(@)dSy ().

Damit ist der Beweis vollstindig. |

Beweis des Gaufischen Integralsatzes Wir haben in Beispiel 3 aus Abschnitt
5.1 gesehen, dass jeder Punkt a € 9A eine Umgebung U C R”™ hat, in der
sich 0A als Graph einer Funktion darstellen ldsst und AN U als die Menge der
Punkte, die unter diesem Graphen liegen. Es existiert deshalb eine Familie (U;) e
offener Teilmengen des R™ mit A C Uj;c;Uj, so dass jedes U; eine der folgenden
Bedingungen erfiillt:

(i) U; C A\ A = int A.

(ii) Nach eventueller Umnummerierung der Koordinaten hat U; die Gestalt
U; = U’ x (a,b), wobei U' C R"! offen ist und eine stetig differenzierbare
Funktion g : U" — R existiert, so dass

UnA= {(x’,xn) eU x (a,b):z, < g(x’)}.

Sei A eine Lebesguesche Zahl der Uberdeckung (U;);c; des Kompaktums A (vgl.
Satz 5.7) und ¢ := f Zu diesem € betrachten wir die oben konstruierte glatte

Zerlegung der Eins (ay.)pez. Der Tréger jeder Funktion a, . ist ein Wiirfel der
Seitenldnge 2¢ und hat somit den Durchmesser 2ey/n = \. Jeder Tréger supp a, .
ist also in einer der Mengen U; enthalten (Satz 5.7). Sei

P:={peZ":suppa,. NA#0D}.

Da A beschrénkt ist, ist P eine endliche Menge. Wir benutzen nun die Zerlegung
der Eins, um dem Gauflschen Integralsatz auf die Fille zuriickzufiihren, wo sich
alles in einer der Mengen U; abspielt. Nun ist

div Fd\,, = / di apF)d\, = / div (a, . F)dA
/Av Aw(p;p) ;Awp

und analog

: (F(x),v(z))dSpa(z Z /dA (apeF) (@), v)dSpa ().

peEP
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Wir miissen daher den Satz fiir jede der Funktionen a, . F' zeigen. Gemé&fl unserer
Konstruktion ist fiir jedes p € Z" der Tréger von a,. in einer der Mengen U;
enthalten. Ist U; C int A, so ist

((apF)(x),v(x))dSpa(x) =0,

da a, . auf OA verschwindet. Die Behauptung folgt in diesem Fall aus

- d(apF
/ div (ay.F)d\, = / div (ap F)dr, = / ANanel) gy

A Uj i=1 “Uj Oz
nach Lemma 5.9 (a). Geniigt dagegen U; der Bedingung (ii), so folgt die Be-
hauptung durch Anwendung von Lemma 5.10 auf die Komponentenfunktionen
f=a,.F;,i=1,...,n,von a,.F und durch Summation. |

Anwendung 1: Oberfliche der Einheitssphéire. Fiir das Vektorfeld F' :
R™ — R", x — x ist (div F)(z) = n. Aus dem GauBischen Integralsatz folgt daher
fiir jedes Kompaktum A mit glattem Rand

nvol,(A) = /AdiVFd)\n = 5 (x,v(x))dSsa(z)

also
1

vol,(A) = — /8A (x,v(x))dSsa(x).

n

Ist speziell A die n—dimensionale Einheitskugel B, so ist 0B, die (n — 1)—
dimensionale Einheitssphire S"~!. Weiter ist v(z) = x fiir alle z € S*! und
daher

1 2 1 w?’L
¢n = vol,(By) = — ||z||*dSaa(z) = — dSpa(z) = —.
nJoa nJoa

n

Wir erhalten also erneut die Beziehung w,, = nc,, die wir bereits frither abgeleitet
hatten. |

Anwendung 2: Die Greensche Formel. Sei U C R” offen, A C U ein Kom-
paktum mit glattem Rand und v das d&uflere Normalenfeld von A. Fiir eine stetig
differenzierbare Funktion f : U — R definieren wir die Ableitung in Normalen-
richtung im Punkt a € A durch

% (a) = {(arad f)(a), vla)) = Z §’f (a)v;(a).

Weiter definieren wir fiir f € C?(U)

L

=3 5

o5
S

und nennen A den Laplace—Operator.



Lemma 5.11 Fir f,g € C*(U) und f € C'(U,R") gilt

(a) div(fF)= fdivF + (grad f, F').

(b) div(grad F) = Af.

Der Beweis erfolgt durch Nachrechnen und ist Hausaufgabe.

Satz 5.12 (Greensche Formel) Fiir f,g € C? und A wie oben gilt

/A (fAg — gAf)dN, = /8 ) (1% — g2 as,.

Beweis Wir wenden den Gauflschen Integralsatz auf das Vektorfeld F' := fgrad g—
ggrad f an und erhalten mit Lemma 5.11

divF = div(fgradg) — div (ggrad f)
= fdiv(grad g) + (grad f, grad g) — gdiv (grad f)
— (grad g, grad f) = fAg — gAf.
Auf 0A ergibt sich

9g  Of
(F.v) = flgradg,v) — glgrad f,v) = f7 — g5~
und die Behauptung folgt nun aus dem Gauflschen Integralsatz. |

5.3 Der Greensche Integralsatz in der Ebene

Wir sehen uns nun den Gaufischen Integralsatz fiir n = 2 genauer an. Der Rand
eines Kompaktums mit glattem Rand im R? ist eine Kurve, und wir wollen daher
versuchen, das Randintegral aus dem Gauflschen Satz als ein Wegintegral iiber
eine Pfaffsche Form zu interpretieren.

Sei also A C R? ein Kompaktum mit glattem Rand. Dann ist OA eine kompakte 1
dimensionale Untermannigfaltigkeit von R?. Wir kénnen dA also in endlich viele
Stiicke zerlegen, die wir jeweils durch Karten (= injektive Wege, die Immersionen
sind) v; : (aj,b;) — OA parametrisieren kénnen (Parametrisierungssatz).

Wir wollen nur solche Wege «; betrachten, die fiir A links der Kurve v;((a;, b;))
liegt. Das soll fiir einen solchen Weg ~ : (a,b) — 0A folgendes bedeuten: Wir
verlangen, dass der Normalenvektor v(7(t)) im Randpunkt ~(¢) durch

1 75(t)
/(0) = ( —4) ) 0

gegeben ist. Dann ist ndmlich

N 701
det (v(7(),5(0) = 312 = 150l > 0,
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d.h. die Normale v(7(t)) und die Tangente §(¢) bilden ein Rechtssystem.

Sind alle Wege ~; so orientiert, und iiberlappen sich zwei Bereiche 7;((a;, b;)) und
v;((a;,b5)), so ist die zugehorige Parametertransformation

i 2 Uij = 7{1(%((%@))) — %-_1(%((%5;'))> =: Uji

streng monoton wachsend. Wegen y; o ;; = ; ist ndmlich

(E) = (5.0 93) (1) = 7 (95(0)) ¢4, 0)

und da 7 und 7} wegen unserer Wahl (5.6) in die gleiche Richtung zeigen, ist
©;;(t) > 0. Fiir jede stetige Pfaffsche Form w auf einer offenen Umgebung von A

ist daher
/ w:/w.
VjOPij i

J

Wir definieren nun wie in Kapitel 4

/8A v ::Zi; /1 (w(;(1)),7;(t))dt,

J

wobei die Intervalle I; C (aj,b;) so gewihlt sind, dass 0A = U¥_,v;(;) und dass

die Kurven 7;(1;),j = 1,...,k, paarweise disjunkt sind. Ahnlich wie in Lemma
4.8 sieht man ein, dass dieses Integral nicht von den gewidhlten Wegen ~; bzw.
Mengen I; abhéngt.

Satz 5.13 Sei U C R? offen und A C U ein Kompaktum mit glattem Rand. Fiir
jedes stetig differenzierbare Vektorfeld F : U — R? gilt dann

/ div Fd)\g = / Fld.ilﬁg — FQd.ﬁEl.
A 0A

Beweis Wegen des Gaufischen Integralsatzes ist noch zu zeigen, dass

/BA Fidzy — Fodry = / (F(x),v(x))dSsa(x). (5.7)

0A

Dazu verwenden wir eine Karte v : (a,b) — 0A, wie wir sie oben diskutiert
haben, und berechnen die beiden Integrale. Zunéchst ist

[ Fites= e = [ (R0ni0) - BH@RIO)

das Integral auf der linken Seite. Wegen (5.6) ist der Integrand des zugehorigen
Teiles des rechten Integrals

b
/ @wwwwmm@=/<ﬂwmwmmwwmﬁ
v((a,b)) a
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gegeben durch
V2

OB CON OIS <F(7(t)),< “>>>

—71(t)
= Fi(y()n(t) = By ()7 ().
Da beide Integrale iibereinstimmen, folgt (5.7) und die Behauptung. u

5.4 Der Stokessche Integralsatz im Raum

In diesem letzten Abschnitt betrachten wir einen einfachen Spezialfall des all-
gemeinen Stokeschen Satzes. In vielen Anwendungen tritt das Problem auf, den
Fluss eines Vektorfeldes durch eine geschlossene Kurve im Raum zu berechnen.
Wir wollen zunichst diese Begriffe priizisieren. Sei U C R? offen und ¢ : U — R3
eine injektive Immersion, die eine Einbettung ist. Dann ist M := ¢(U) eine zwei-
dimensionale Untermannigfaltigkeit des R3. Sei nun A C U ein Kompaktum mit
glattem Rand. Dann ist G := ¢(A) C M eine kompakte Menge, die von der Kurve
0G = p(0A) berandet wird. Wir definieren den Fluss eines stetigen Vektorfeldes
F durch die Kurve OG als das Integral

[ (@)@ asito) 58)

wobei wir die Richtung des Normalenvektors so festlegen, dass

det (52 1), 22 (), vlol) > 0
gilt. Man beachte, dass wir dem anschaulichen Konzept des Flusses eines Vek-
torfeldes durch eine geschlossene Kurve im Raum dadurch einen mathematischen
Sinn gegeben haben, indem wir “in diese Kurve eine Fliche G = ¢(A) einge-
spannt” haben und den Fluss durch (5.8), also als “Fluss durch eine Fliche”
definiert haben.

Wir zeigen nun, dass fiir spezielle Felder (Rotationsfelder) das Integral (5.8)
tatsdchlich nur von der Randkurve 0G abhéngt, und stellen das Integral (5.8)
als Kurvenintegral {iber diesem Rand dar.

Zur Erinnerung: Sei U C R3 offen und F : U — R3 ein stetig differenzierbares
Vektorfeld. Wir definieren ein neues Vektorfeld rot F' : U — R3, die Rotation von
F', durch

L0 g\ (R 0B
! 8;1}1 ! 8%2 81’3

0 0F, 0F;

t F = det — R |=] = - =
ro ¢ ©2 8.7)2 2 8953 8x1
S B (T S

3 8ZE3 s axl 6172



(wobei die Determinantenschreibweise nur symbolisch zu verstehen ist).

Satz 5.14 Sei U C R? offen und ¢ € C*(U,R3) eine injektive Immersion, die
eine Einbettung ist. Weiter sei G C p(U) ein Kompaktum mit glattem Rand. Ist

F ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer offenen Umgebung V C R3 von
G, so gilt (mit M = p(U))

/@am@%y:/ Fyday + Fydas + Faydas.
G oG

Beweis Wir bezeichnen die Koordinaten in U mit u = (uy, uz). In Beispiel 2 aus
Abschnitt 5.1 haben wir gesehen, dass

, a) = Xi(u) x Xo(u)
() = T > ol

wobei
91 91
8U1 au2
dyp Oy i iy
Xi(u) = — = | =2 Xo(u) = 2 = | =222
(w) =5 Dy und Xp(u) = 5 Oty
O3 93
(9u1 au2

Die Oberflache des von den Vektoren X (u) und X,(u) aufgespannten Parallelo-
gramms ist gleich || X (u) x Xs(u)l|, so dass wir fir das Oberflichenmafl Sy, auf
M = ¢(U) die Formel

dSp(u) = [[X1(u) x Xo(u)|[dAs(u)

erhalten. Hiermit ergibt sich fiir das Oberflichenintegral (mit A := ¢~ 1(G))

/<mF ))dSu(x /<mF ), X1 () x Xs(u))dA(u)

Bevor wir weiterrechnen, beachten wir, dass beide Seiten der Stokesschen Inte-
gralformel linear von F' abhéngen. Wir kénnen daher die Fille, wo F' nur eine
von Null verschiedene Komponente hat, getrennt betrachten und nehmen o.E.d.A.
Fy, = F3 =0 an. Dann ist

oF:
rot F = 81’3 s

0F,
81'2
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und mit den Bezeichnungen 9;¢;, 1= %ﬁ—’? vereinfacht sich der Integrand des Ober-
J
flichenintegrals, geschrieben als Integral iiber A, zu

<I'OtF X1 X X2> =

— ZF; (O1p30201 — D1p10203) — 8F2 (0110209 — O1p20201)
o B (s Lo
= <g—2 O1p3 + ZF; O1pa + ? 31901>32901

— (g—i Oaip1 + ZF; Oaps + % 32802>31%01

O(F10¢) dp1  O(F10¢) Op
8U1 31@ 8UQ aul .

Fiir das Kurvenintegral auf der rechten Seite der Stokesschen Formel erhalten wir
mit einer geeigneten Parametrisierung + : [a,b] — 0A des Randes von A

[ Ran = [ (wen)eonon
= [ A(onm) (2200 5 1 2200
= /(Flogp)g—ldul—f—(Fl )g—idUQ

Wir wollen den Greenschen Satz benutzen und betrachten dazu die beiden Inte-
granten dieses Wegintegrals als Komponenten eines Vektorfeldes H :

0 0
H, = (Flogp)a—zj;, Hy = (Flocp)aii .

Dann ist

_ O(Fy 0 p) Opy 0, J(Fy o) Opy 9?1
divH = —™ -+ (F,o — —(F

v 8u1 8 U9 +( Le )8u18uQ 8u2 8U1 ( Lo ()0) 8u18u2

_ OFio9) 9p1 O(Fiop) Op
ouy Ous Ouy  Ouy’

d.h.

<(rotF) o, Xy X X2> =div H.
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Der Greensche Integralsatz liefert nun

HldUQ — HQdUl = / div Hd/\g

0A A

Setzen wir hier obige Formeln ein, erhalten wir den Stokesschen Satz.
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