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1 Allgemeine Grundlagen

Mit den gewohnlichen Differentialgleichungen haben Mathematiker und Phy-
siker ein Werkzeug geschaffen, mit dem die zeitliche Entwicklung vieler Syste-
me in Natur und Gesellschaft beschrieben werden kann. Ein zeitabhéngiges
System, welches durch n reelle Parameter charakterisiert wird, wird zum
Zeitpunkt t € R durch einen Vektor y(t) € R™ modelliert. Die zeitliche Ent-
wicklung des Systems wird dann durch den Weg y : I — R"™ beschrieben. Es
ist in der Regel schwierig, diese Wege explizit anzugeben. Die Modellierung
des Systems liefert aber oft eine Gleichung der Gestalt

y'(t) = f(ty(t)

oder allgemeiner
y" () = f(ty).....y" V(1) .

Dies sind gewohnliche Differentialgleichungen. Sie stellen einen Zusammen-
hang her zwischen einer Funktion und ihren Ableitungen, und ihre Losungen
sind Funktionen. Das Wort gewdhnlich bezieht sich darauf, dass die betrachte-
ten Funktionen nur von einer Verdnderlichen abhéngen. Gleichungen, deren
Losungen Funktionen mehrerer Verdnderlicher sind und die partielle Ablei-
tungen dieser Funktionen enthalten, heiflen partielle Differentialgleichungen.
Beispiele dafiir sind die Wdrmeleitungsgleichung

dy 0%
ot 4 Ox?
j=1 ~J
und die Wellengleichung
Py _ Oy
o2 £ 0x?’
j=1 J

in denen die gesuchte Funktion y von der Zeit ¢t und den rdumlichen Koordi-
naten x1,...,x, abhéngt.

Als ergénzende Literatur zu diesem Skript kann dienen

e Braun: Differentialgleichungen und ihre Anwendungen (sehr elemen-
tar; zahlreiche Beispiele),

e Heuser: Gewohnliche Differentialgleichungen (sehr schones Buch; zahl-
reiche Beispiele; viel zur Geschichte),

e Forster: Analysis II (knapp und prézise),



Aulbach: Gewo6hnliche Differentialgleichungen (breit angelegte Ein-
fithrung),

Arnold: Gewdhliche Differentialgleichungen (nicht ganz einfach),

Walter: Gewohnliche Differentialgleichungen,

Kamke: Differentialgleichungen. Lésungsmethoden und Losungen (ein
Klassiker; iiber 1500 konkrete Losungen).

Daneben habe ich mich an den Vorlesungsskripten von Herrn Professor Neeb
und Herrn Professor Haller-Dintelmann (zur Stabilitdt und zum Beweis des
Satzes von Peano) orientiert.

Wir werden zunéchst einige Beispiele kennenlernen und legen dann den
allgemeinen Rahmen fest, in dem wir gewdhnliche Differentialgleichungen
betrachten werden. Anschliefend wenden wir uns der Theorie zu und be-
schéftigen uns mit der Existenz und der Eindeutigkeit von Losungen.

1.1 Beispiele

Die Traktrix (Schleppkurve). Dieses Problem geht auf Leibniz (1693)
zuriick. Im R? zieht man an einem Punkt P an einer straff gespannten Schnur
ZP der Lange a. Der Zugpunkt Z soll auf der positiven y-Achse fortriicken,
und zu Beginn befinde sich P in (a,0) und Z in (0,0). Offenbar wird sich
P auf die y-Achse zu bewegen. Wir beschreiben die Lage von P = P(x,y)
durch Angabe einer Funktion y : (0,a] — R so, dass P = P(x,y(x)).

Die Geometrie der Problemstellung fiihrt auf die folgende Bedingung fiir
die Ableitung von y:
a? — x?
x

Die Losungen dieser Differentialgleichung sind also die Stammfunktionen von

7 _ 2
a’? —x
r+— ————— auf (0,a).
x
Z
a
CL27ZI/'2
/I Vva?—x2
— P(z,y) Yy=—"32




Bild 0

Mit der Substitution = asint, t € (0, 7), finden wir

2 _ 2 t 1
/—@dx = _/acos (acost)dt = —a ‘_dt+a/sintdt
T

asint sint
t
= —aln tan§ —acost+C
1 —cost
= —aln—— —acost+C
sint
a — acost
= —agln——— —acost+C
asint
a— a2 —a?sin’t -
= —aln - — Va2 —a?sin’t+C
asint

_ 2 2
N e il
T
/a2 —_ 2
X

Von diesen Gleichungen erfiillt nur eine die Anfangsbedingung y(a) = 0,
namlich die mit C' = 0. Die Losung unseres Problems ist also die Funktion

y:(0,a) > R, z+—aln

2 _ 2
a+va = r—x?
T

Exponentielles Wachstum. FEine Bakterienpopulation befindet sich in
einer Nahrfliissigkeit und habe zur Zeit ¢ die Grofke P(t). Nach Ablauf der
Zeit At hat sie sich um AP = P(t+ At) — P(t) vermehrt. Eine verniinftige
Annahme ist, dass AP fiir kleine Zeitspannen proportional zum Ausgangs-
zustand P(t) und zur Zeitspanne At ist:

AP =aP(t)At mita > 0.

Wir lassen nun aufer acht, dass P nur ganzzahlige Werte annimmt (Bakterien
sind sehr klein und treten in sehr grofer Anzahl auf) und nehmen sogar
an, dass P differenzierbar ist. Der Grenziibergang At — 0 in % = aP(t)
liefert dann die Differentialgleichung P'(t) = aP(t), die (wie wir hoffen) das
Wachstum der Bakterienpopulation beschreibt.

Die positiven Losungen der Gleichung P’ = a P kann man wie folgt finden.

Wir schreiben P’ = aP als P'/P = a bzw. (InP)’ = a bzw. @' = a mit



Q(t) := InP(t). Die Stammfunktionen von )’(t) = a konnen wir sofort
angeben: Q(t) = at + b mit b € R. Hieraus folgt

P(t) _ 6Q(t) _ eat—l—b — Ceat

mit einer positiven Konstanten C' = e’. Kennt man den Wert Py = P(t), so
kann man C bestimmen. Aus Py = Ce®® ergibt sich C' = Pye~*° und damit

P(t) = Ppet=t0),

Dieses Wachstumsmodell heifst exponentielles Wachstum. [

Logistisches Wachstum. Das exponentielle Wachstum ist nur begrenzt
realistisch. Wird eine Population sehr grof, so treten in der Regel wachstums-
hemmende Faktoren (begrenzte Ressourcen) auf. Kann etwa die Population
eine Maximalgrofe K nicht {iberschreiten, so ist es verniinftig anzunehmen,
dass die Zuwachsrate 22 proportional zur Anzahl P(t) und auch zum ,ver-
bleibenden Spielraum* K — P(t) ist, was auf die Differentialgleichung

P'(t) = bP(t)(K — P(t)) = aP(t) — bP(t)?

mit @ = bK fiihrt. Die Differentialgleichung P’ = aP — bP? wurde 1838 von
Verhulst eingefiihrt und beschreibt das logistische Wachstum.
Sei 0 < P < K. Zur Losung der logistischen Differentialgleichung P’ =

bP(K — P) betrachten wir die Funktion @ := 552 = £ — 1. Fiir diese ist

Q = —f;fj’, so dass P genau dann eine Losung von P’ = bP(K — P) ist,
wenn
K K K-—-P
‘= P — " pP(K — P)= —bK — K
Q P2 pzb ( ) b j2 bKQ,

d.h. @ geniigt der Differentialgleichung fiir exponentielles Wachstum. Mit
Qo := Q(0) erhalten wir die eindeutige Losung

Q(t) = Qoe ",
Ist Py = P(0) # 0, so ist Qo = P£0 — 1, und wir erhalten mit P = %
K

P:RT R, t~ .
L+ (f — 1)e bkt

Hieraus lassen sich Informationen iiber das logistische Wachstum ableiten.
Zum Beispiel ist fir bK > 0
K

tliglo P<t> - tliglo 1+ (% _ 1)e—bKt =K

Die Grofe der Population strebt also unabhéngig von ihrer Anfangsgrofie
Py > 0 gegen K. [



1.2 Typen gewohnlicher Differentialgleichungen
Definition 1.1 Set G CR x R™ und f: G — R™. Dann heifst

y' = f(z,y) (1.1)

eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung. Unter einer Losung
von (1.1) verstehen wir eine differenzierbare Funktion ¢ : I — R™ auf einem
Intervall I C R mit

(z,0(x)) € G und ¢'(z) = f(z,p(x)) firalex eI
Ist f stetig und ¢ Losung von (1.1), so ist ¢ offenbar stetig differenzierbar.

Oft betrachtet man die Komponenten vy, ...,y, von y getrennt. Aus ¢y =
f(z,y) wird dann das System von Differentialgleichungen erster Ordnung

yi = fl('ruyh'"uyn)

y1,1 = fn(xa Yiy .- 7yn)
Es ist allerdings meist einfacher, sich y als Punkt und die Gleichung in der
Form (1.1) zu denken.

Man betrachtet auch sogenannte implizite Differentialgleichungen der Gestalt

F(z,y,y") =0,

wobei F' eine Funktion auf einer Teilmenge des R x R™ x R™ ist. Solche
Gleichungen sind im allgemeinen wesentlich schwieriger zu behandeln als die
expliziten Differentialgleichungen der Gestalt y' = f(z,y) (die man natiirlich
mit F(x,y,y') := vy — f(x,y) auch in impliziter Form schreiben kann). Wir
befassen uns hier ausschlieflich mit expliziten Gleichungen (auf die man im
Prinzip mit dem Satz tiber implizite Funktionen alles zuriickfiithren kann).

Die in Abschnitt 1.1 betrachteten Gleichungen ordnen sich in diesen Rahmen
wie folgt ein. Fiir die Gleichung der Traktrix ist

a2 — 2

G=(0,a] xR und f(x,y)= B mit a > 0,
fiir die Differentialgleichung des exponentiellen Wachstums ist
G=R? und f(z,y)=ay mita >0,
und fiir die logistische Differentialgleichung haben wir

G=R* und f(x,y)=by(K —y) mitbh K > 0.



Richtungsfelder. Fiir n = 1 kann man die Funktion f : G — R geome-
trisch als Richtungsfeld interpretieren, indem man jedem Punkt (z,y) € G die
Richtung des Geschwindigkeitsvektors (1, f(z,y)) der Losungskurve durch
diesen Punkt zuordnet. Fiir

G =(0,00) xR und f(x,y) :%

erhélt man beispielsweise das folgende Richtungsfeld:

y

VoN N N N

[ N N NN

Das Bild suggeriert, dass Geraden durch den Nullpunkt, also Funktionen
der Gestalt ¢ : (0,00) — R, z — ax mit a € R, die Differentialgleichung
l6sen. Das ist tatsachlich der Fall:

Pr)=a= @ = f(z,p(x)) fir x>0.

Fir G =R x (0,00) und f(z,y) = —% sieht das Richtungsfeld wie folgt aus:

y

A R T N N
R T
S N N U
S S S N U

x

Tatséchlich sind Losungen der Differentialgleichung ' = —g durch ,Halb-
kreiskurven®

p:(—cc) =R, z—+Ve—2a2 mite>0



gegeben, denn

,_—2x_—x_—x_xx .
dr) = 5o = o = oy = o e))

Definition 1.2 Seien n,N > 1, G C R x (R™)" und f : G — RY. Dann
heifst

y "= fl gy, y ") (1.2)
eine gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung. Fine Losung von (1.2)
ist eine n-mal differenzierbare Funktion ¢ : I — RN auf einem Intervall
I CR mat

(@, (), ¢ (),..., " D(x) € G
und
M (z) = flx, p(z), ¢ (),...,0" V(z)) firalex € I.

Zuriickfiihrung auf Differentialgleichungen 1. Ordnung. Man kann
eine Differentialgleichung n-ter Ordnung auf ein System von Differentialglei-
chungen erster Ordnung zuriickfiihren. Sei eine Differentialgleichung

y" = flayyy™Y) mit iR ®Y)'2G=RY (13

gegeben. Wir betrachten das System der Differentialgleichungen

Y = Y
Yy = Ys

: (1.4)
y;L—1 = Un

v, = f(@,y1,92, .., Un).

Wir kénnen (1.4) zur Gleichung v = F(z,y) mit y = (y1, . .., y,) zusammen-
fassen, wenn wir

Y2
Ys
F(z,y) = : e (RY)"
Yn
F(@, Yy, 02, Yn)



setzen. Ist ¢ : I — RY eine Losung von (1.3), so ist

#(7)
d: 1= (R =z Qp@
P (z)
eine Losung von (1.4), da ja
() Dy(x)
Q' (x) = (p(n:l)(x) = @n:(x) = F(x,®(x)).
o™ (x f(z, ®(x))

Ist umgekehrt @ : I — R™Y eine Losung von (1.4), so ist o := &, : [ — RY
eine Losung von (1.3), denn es ist ja ¢’ = &5 und daher ¢” = &, = &3 u.s.w.,
so dass ¢ n-mal differenzierbar ist mit

" (@) = @ (2) = f(z, 2(2)) = f(z,0(x),..., 0" (2)).
Also 16st ¢ tatséchlich (1.2).
Beispiel. Wir betrachten die eindimensionale Schwingungsgleichung
y' +wly=0 mit weR)\ {0}

Die zugehorige Funktion f : R® — R ist gegeben durch f(z,y,y) = —w?y.

Wir kénnen diese Differentialgleichung auf das System erster Ordnung

?/1 = Y
yé = —w2y1
bzw.
r_ 0 1 : N
r=(5 )y (2
zurtickfithren. =

Da man Differentialgleichungen héherer Ordnung auf Systeme erster Ord-
nung in dem Sinn zuriickfithren kann, dass man die entsprechenden Losungen
leicht ineinander umrechnen kann, diirfen wir uns fiir die allgemeine Theorie
auf die Betrachtung von Systemen erster Ordnung beschréanken.



Zuriickfiihrung auf eine Integralgleichung. Ist die Funktion f stetig
und unabhéngig von y, so reduziert sich (1.1) auf y’ = f(z). Die Losungen
dieser Gleichung haben nach dem Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung die Gestalt

X

o(x) = @(x0) + / O (1) dt = (o) +/$f(t) dt.

Auch im allgemeinen Fall (mit stetigem f) folgt aus ¢'(x) = f(x, ¢(x)), dass

o) = plan) + [ @t = () + [ St p0)de
o xo
Nun tritt aber ¢ auf beiden Seiten der Gleichung auf, so dass diese Inte-

gralgleichung nicht unmittelbar zur Berechnung von ¢ genutzt werden kann.
Geniigt andererseits die stetige Funktion ¢ : I — R"™ der Integralgleichung

() = pla0) + / " Ft olt)) dr, (15)

so ist der Integrand auf der rechten Seite stetig. Also ist ¢ stetig differenzier-
bar. Durch Ableiten beider Seiten von (1.5) erhalten wir ¢'(x) = f(z, ¢(x)).
Somit sind die stetigen Losungen von (1.5) genau die differenzierbaren Lo-
sungen von (1.1). Die Ubersetzung einer Differentialgleichung in eine Inte-
gralgleichung wird sich beim Beweis von Existenz- und Eindeutigkeitssidtzen
als niitzlich erweisen.

1.3 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

Definition 1.3 Set G C R x R" offen und f : G — R" stetig. Wir sagen,
dass die Funktion f auf G

(a) einer Lipschitzbedingung mit der Lipschitzkonstanten L gentgt, wenn

||f(x,y) - f(xag)HQ < LHy - gHQ fur alle (ZL‘,y), (l‘,g) S G,

(b) einer lokalen Lipschitzbedingung geniigt, wenn jeder Punkt von G eine
offene Umgebung U C G besitzt, so dass f|y auf U einer Lipschitzbedingung
genigt.

Die Funktion f geniigt also einer Lipschitzbedingung, wenn die Funktion y —
f(z,y) fir jedes x Lipschitzstetig ist und eine Lipschitzkonstante unabhéngig
von x gewihlt werden kann.

10



Satz 1.4 SeiG C RxR" offen und f : G — R", (x,y) — f(z,y) eine stetige
Funktion, die bzgl. y stetig partiell differenzierbar ist, d.h. die Funktion

dof : G = L(R"),  (z,y) = (daf)(2,y)

sei stetig, wobei (dof)(z,y) fiir jedes x die Ableitung der Funktiony — f(x,y)
in y bezeichnet. Dann geniigt f in G lokal einer Lipschitzbedingunyg.

Die Matrixdarstellung der linearen Abbildung (dsf)(z,y) ist gegeben durch

af; "
(a—yﬁ’y))ng

Somit ist dyf genau dann stetig, wenn alle Eintrige dieser Matrix stetige
Funktionen von G nach R sind.

Beweis von Satz 1.4. Sei (a,b) € G. Dann gibt es ein r > 0 so, dass

V:=U,(a,b) = {(u,v) € RxR": ||(u,v) — (a,b)]2 <7} C G.

Die Menge V' C R"*! ist kompakt, und die Funktion dof : G — L(R™) ist
stetig. Wir versehen L(R™) mit der durch die euklidische Norm induzierten

Matrixnorm
Al := sup{[|Az||s : 2 € R", [[z[]» < 1}.

Da stetige reellwertige Funktionen auf kompakten Mengen ihr Maximum
annehmen, folgt die Existenz von

L := max{||(dof)(z, y)| : (z,y) € V}.
Mit (z,y), (x,7) € V liegen auch alle Punkte (z,y + t(y — y)) fir ¢t € [0, 1]
in V. Mit Satz 10.19 aus Analysis II folgt
1f (2, y) = [, 9)lly < Llly =9l - u
Man beachte, dass die Konstante L vom Punkt (a, b) abhédngt. Ist

sup{[[(dof) (@, y)l - (x,y) € G} < o0

und ist G z. B. konvex, so kann L unabhéngig von (a, b) gewdhlt werden, und
f erfiillt eine globale Lipschitzbedingung.

Eine erste wichtige Konsequenz der Lipschitzbedingung fiir die Losung
von Differentialgleichungen ist die Eindeutigkeit der Losung.

Satz 1.5 (Eindeutigkeitssatz) Sei G C R x R" offen und f : G — R"
eine stetige Funktion, die auf G einer lokalen Lipschitzbedingung geniigt. Sind
0, ¥ : I — R"™ Losungen der Differentialgleichung y' = f(x,y), die in einem
Punkt des Intervalls I tibereinstimmen, so ist p(x) = 1(x) fir alle x € 1.

11



Beweis. Wir zeigen zuerst: Ist a € I und ¢(a) = 9(a), so gibt es ein € > 0
derart, dass ¢(x) = ¢(x) fiir alle x € I mit |z — a|] < e. Dazu integrieren wir
beide Gleichungen ¢'(x) = f(z,¢(x)) und ¢'(x) = f(z,v(z)) und erhalten
wegen ¢(a) = ¢(a)

Da f einer lokalen Lipschitzbedingung geniigt und ¢ und ¢ stetig sind, gibt
es ein dy > 0 und ein L so, dass

1t () = f(& ()2 < Llle(t) = ¢ (#)]l2 fiir alle ¢ € [a — 6o, a + do]-

Seien 0 < § < dp und = € [a — 0,a + ¢]. Mit der Dreiecksungleichung fiir
Integrale erhalten wir

o) — (@)l < L ] / " olt) — ()t |

Mit M (0) := max{||p(t) — L(t)|l2 : t € [a — d,a + 0]} konnen wir weiter
abschétzen:

lo(z) =¥ (x)ll2 < Llz —a[M(5) < LOM(S).

Bilden wir noch auf der linken Seite das Maximum iiber z € [a — §, a + d], so
folgt schlieklich M (0) < LOM(5). Wir wihlen nun e := ¢ € (0, dp] so klein,
dass Lo < 1. (Beachte: L héngt nur von dgp, nicht von § ab.) Dann folgt
M(e) =0, d.h. ¢ und ¢ stimmen auf [a — ¢, a + €] iiberein.

Nun zeigen wir, dass p(z) = ¢(x) fiir alle z € I mit x > a (fir z < a
erfolgt der Beweis analog). Fiir z = a ist nichts zu zeigen. Sei z > a und

T = Sup{t I~ [a, .CU] : 90|[a,t] - w|[a7t]}.

Nach dem ersten Beweisschritt ist x; > a, und es ist p(z1) = ¥(x;). Ist
namlich (¢,) eine Folge in [a, x1), die gegen x; konvergiert, so folgt

¢(r1) = limp(t,) = im(t,) = (x1).

Falls nun = = x4, so folgt p(x) = ¢(z), d.h. die Behauptung. Ist dagegen
a < 1 < x, so wenden wir die Uberlegung aus dem ersten Beweisschritt auf
den Punkt x; an Stelle von a an und finden ein £ > 0 so, dass ¢ und v auf

[x1, 21 + €] iibereinstimmen. Das widerspricht der Definition von z;. "

Beispiel. Wir betrachten eine Differentialgleichung, deren Ldsungen nicht
eindeutig sind. Sei

f R =R, (2,y) (\?’/ﬂ)2

12



Eine Losung der Differentialgleichung ¢’ = f
Daneben ist fiir jedes a € R auch ¢,(z) :=

—

x,y) ist die Nullfunktion ¢ = 0.
(r — a)? eine Losung, denn

)

Al = glo —af = @(””‘“))2 =450

Fiir jedes a € R sind nun ¢ und ¢, verschiedene Losungen, die im Punkt a
tibereinstimmen: p(a) = ,(a) = 0. Man kann aus den Losungen ¢, noch
weitere Losungen konstruieren. So sind fiir @ < b auch die Funktionen

wo(z) fir x<a
Pap(T) = 0 fir a<z<b
op(z) fir b<ux

stetig differenzierbare Losungen der Differentialgleichung ' = f(z,y). Aus
Satz 1.5 folgt, dass f nicht {iberall einer lokalen Lipschitzbedingung geniigen
kann. In der Tat ist die Funktion

1£(0,9) — FOO.0 _ |92 |
R\ {0} =R ’ — = = [y '/?
Voo R g LA —| =l
auf jeder Umgebung von 0 unbeschrankt. [

Satz 1.6 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindel6f)
Seien (rg,y0) € R X R, r, R € (0,00) und

G={(z,y) eRXR": [z — x| <7, [ly — yoll2 < R}
Weiter sei f : G — R™ stetig, und es seien M, L > 0 so, dass

1f(z,y)lla <M und || f(z,y) — f(z,9)]l2 < Llly — ||

fiir alle Punkte (x,y), (z,y') € G. Schlieflich seien ¢ := min{r, R/M} und
I das Intervall [xg — &, x0 + €]. Dann gilt:

(a) Auf I existiert eine eindeutige Losung ¢ der Differentialgleichung y' =
f(x,y) mit (o) = yo.
(b) Diese Losung ldasst sich wie folgt berechnen: Die durch

wo: I —=R",  @o(z) = yo

und -
Op1: L = R, ppii(z) = yo +/ f(t,pn(t))dt
xo

13



rekursiv definierte Funktionenfolge konvergiert auf I gleichmdflig gegen die
Losung .

(¢) Es gilt die Fehlerabschdtzung

(eL)”
o — nlle < TeLsH% — 0]/ 00-

Hierbei ist ||f||oo := max{|[f(¢)|l2 : t € I}. Die angegebene Fehlerabschét-
zung lésst sich noch verbessern (vgl. Heuser). Als Startfunktion haben wir
die einfachste Funktion gewéhlt, die die Anfangsbedingung erfiillt. Andere
Startfunktionen sind moglich, solange sie die Voraussetzungen von Satz 1.7
(unten) erfiillen.

Wir haben bereits gesehen, dass die Losungen des Anfangswertproblems
y' = f(x,y), y(xo) = yo gerade die stetigen Losungen der Integralgleichung

y(2) = yo + / " ft () de (1.6)

sind. Wir definieren einen Operator A : C(I,R™) — C(I,R™) durch

(Ay)(x) = yo + / " Fty(t)) di (1.7)

und konnen dann die Integralgleichung (1.6) als Fizpunktgleichung Ay =y
betrachten. Das legt es nahe, zum Beweis von Satz 1.6 den Banachschen
Fixpunktsatz (Satz 12.1 aus Analysis II) heranzuziehen. Das geht, liefert
aber etwas schlechtere Ergebnisse als im Satz angegeben (¢ muss verklei-
nert werden). Besser geeignet ist die folgende Modifikation des Banachschen
Fixpunktsatzes.

Satz 1.7 (Fixpunktsatz von Banach-Weissinger) Sei (X, ||.||) ein Ba-
nachraum und U eine nichtleere abgeschlossene Teilmenge von X. Weiter
seien a, > 0 Zahlen, fir die die Reihe Y~ | a, konvergiert, und A : U — U
set eine Abbildung mat

|A"u — A™|| < ay||lu—v||  fir alleu,v € U und allen > 1.

Dann besitzt A genau einen Fizpunkt u € U (d.h. einen Punkt u mit Au =
w). Dieser Fizpunkt ist Grenzwert der Iterationsfolge (A™ug)n>1 bei beliebig
gewdhltem Startvektor ug € U. SchliefSlich gilt die Fehlerabschdtzung

[e.e]
Ju — un|| < (Z ar> lur —wol|  mit u, == A"uy.

r=n

14



Ist A eine Kontraktion, d.h. gibt es ein A < 1 mit ||Au — Av|| < Alju — || fiir
alle u,v € U, so ist

A% — A% < A Au— Aol < NJJu — o],

d.h. man kann a; = ), as = A% und allgemein a,, = A" withlen. Da die Reihe
> o2 A" konvergiert, ist der Banachsche Fixpunktsatz aus Analysis II ein
Spezialfall von Satz 1.7.

Beweis von Satz 1.7. Sei ug € U und u,, := A™ug. Dann ist
[thnt1 = tnl| = |A™ w1 — A™uo| < anllur — uoll

und folglich fiir £ > 1

[tttk — Un
< tnk = tnpr—a |l + [ Unir—1 — Ungr—oll + - + |[tns1 — unl|
< (@ngk—1 + Qngp—z + -+ an)||ur — uol|. (1.8)

Das Cauchykriterium fiir die Rethe > 7 | a, zeigt, dass anix—1 + Gpip—2 +
-+ 4+ a, fir jedes k kleiner als ein beliebig vorgegebenes ¢ > 0 wird, wenn
nur n hinreichend grof ist. Das zeigt zusammen mit (1.8), dass (u,),>1 eine
Cauchyfolge ist. Da X vollstandig ist, konvergiert diese Folge gegen ein Ele-
ment u, und u gehort zu U, da alle u,, in U liegen und U abgeschlossen ist.

Dieses Element u ist ein Fixpunkt von A: Wegen
[tn 41 = Aull = [[Aun — Aul| < a1[Jun — ull

folgt nédmlich limu,, = Au. Da aber auch limu,, = u ist, muss Au = u sein.
Ist nun v € U ein weiterer Fixpunkt von A, so ist

lu— ol = [[Au — Av]| = - - = [[A" = A"|| < an[lu —v]. (1.9)

Nach dem notwendigen Konvergenzkriterium fiir Reihen ist lima,, = 0. Aus
(1.9) folgt also ||lu — v|]| = 0 bzw. u = wv. Schlieklich folgt die angegebene
Fehlerabschétzung, wenn wir k in (1.8) gegen oo streben lassen. ]

Beweis von Satz 1.6. Wir wihlen X = C(/,R™) mit der Norm .||,
U:={yeX:lly—pollw <R}

und A wie in (1.7). Dann ist X ein Banachraum (Satz 9.11 aus Analysis II)
und U C X ist abgeschlossen. Weiter bildet A die Menge U in U ab. Fiir
y € U und z € I ist ndmlich (x,y(z)) € G und daher

< Mz — x| <eM < R.
2

(Av)() — wollo = H [ s a

15



Wir iiberlegen uns noch die Existenz von Zahlen a,, mit den angegebenen
Eigenschaften. Zunéchst ist fir x € I und u,v € U

(Au)(z) — (Av)(a)ls = H [ st - /m:f(t,v(t))dt2

IN

t) — v(t)||o dt ' < Llju — v||so|z — 0]
Ahnlich findet man

) - (ol = | [ e aowa- [ e aoma

< 1f ||<Au><t>—<Av><t>||2dt]
< LPlu—ve / |t—x0\dt‘
2
_ LQHU—vaM
2

Wir fahren so fort, erhalten induktiv

|z — x|™

1A% u) () = (A"0)(2) |2 < L*|u = v]loe—

und schlieflich wegen |z — zo| < e

L n
A7 — Ay, < C ')

[ = vl cc-

Da die Reihe >~ | (e TLL,)H konvergiert (ihre Summe ist e/ — 1), kénnen wir
Qp = (eL,) setzen, und alle Voraussetzungen aus dem Fixpunktsatz von
Banach-Weissinger sind erfiillt. Dieser Satz liefert nun sofort die Aussagen

(a) und (b) von Satz 1.6 sowie die Fehlerabschétzung

l = @nlloo < Z — 0]l oo-
Schliefslich bekommen wir wegen
=~ (eL)* eL = nl 5L = (eL)k eL)
pu— L pu—
| Z j(eL) |
k=n ! k=0 n+k) k=0 !
die in Aussage (c¢) angegebene Fehlerabschéitzung. [
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Das durch ¢q := yo und

et (2) = o + / " Ft onlt)) dt

definierte Iterationsverfahren heiflt Picard-Iteration. Satz 1.6 gibt hinreichen-
de Bedingungen fiir die Konvergenz dieses Verfahrens an. Da diese Bedingun-
gen in der Regel nicht notwendig sind, konvergiert dieses Verfahren oft auch
dann, wenn sie nicht erfiillt sind.

Beispiel. Wir betrachten die Differentialgleichung ¢’ = 2zy in G := R x R
und suchen eine Losung ¢ mit ¢(0) = ¢. Der Iterationsoperator A ist

(Ay)(z) = c+ /: 2t y(t) dt.

Wir starten mit der konstanten Funktion ¢g(x) := ¢ und finden

o1(z) == (Apo)(z) = c+ /Ol“ 2tcdt = c(1 + %),

wa(x) = (Apr)(z) = c+ /Ozv 2tc(1 + %) dt = (1 + 2* + %x‘l).

Mit vollstandiger Induktion zeigt man fiir jedes k € N

2 4 22k
cpk(x):c(1+—+?+ +F)
Damit erhalten wir
> {L‘2k 2
p(r) = I};Igowk(x) = ckz; i ce”.

Tatséchlich gilt fiir diese Funktion ¢(0) = ¢ und ¢'(z) = 2cxe” = 2xp(x).
Die Funktion ¢ 16st also die gegebene Gleichung auf ganz R (wihrend Satz
1.6 zunéchst nur die Losbarkeit auf einem Intervall [—¢, €] garantiert). ]

Satz 1.8 (Lokaler Existenzsatz von Picard-Lindel6f) Sei G C RxR"”
offen und f : G — R"™ eine stetige Funktion, die lokal einer Lipschitzbedin-
gung geniigt. Dann gibt es zu jedem Punkt (x¢,1yo) € G eine > 0 so, dass die
Differentialgleichung y' = f(z,y) mit der Anfangsbedingung y(x¢) = yo eine
eindeutig bestimmte Losung auf dem Intervall [xg — €, 20 + €| hat.
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Beweis. Da G offen ist, findet man r, R > 0 so, dass die Menge
V= {(:an) ERXR": |l‘—ZL‘0| < r, ||y_y0||2 < R}

in GG enthalten ist und dass f auf V einer Lipschitzbedingung geniigt. Da wei-
ter V' kompakt und f stetig ist, gibt es ein M > 0 so, dass || f(z,y)[s < M
fir alle (z,y) € V. Wir setzen ¢ := min{r, R/M} und I := [xg — &,z + £].
Dann gibt es nach Satz 1.6 auf I genau eine Losung ¢ der Differentialglei-
chung y' = f(z,y) mit (o) = yo. ]

Beispiel. Sei G = RxR und f(x,y) = 1+ Die Losung der entsprechenden
Differentialgleichung 3’ = 1 + y* mit y(zo) = yo = tanc und vorgegebenem
c € (—n/2,7/2) hat die Gestalt

y(x) = tan(x — xo + ¢)

(Nachrechnen!). An diesem Beispiel wird deutlich, dass sich die Losung mit
dem Anfangswert y(xg) = yo nicht iiber das Intervall

T T
(——+SL’0—C,—+$0—C)

2 2
hinaus fortsetzen lédsst. In diesem Sinn gibt es keinen globalen Existenzsatz,
der auf ganz R die Existenz einer Losung garantieren kénnte. ]

Definition 1.9 Fine Losung ¢ : I — R™ der Differentialgleichung vy =
f(z,y) auf der Menge G mit der Anfangsbedingung ¢(x¢) = yo heifft maxi-
mal, wenn I ein offenes Intervall ist und fiir alle anderen Lisungen

Y J—=R" miti(ze) = yo
auf einem offenen Intervall J C R die Beziehung J C I gilt.

Satz 1.10 (Globaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz) Sei G C R x
R™ offen und f : G — R"™ eine stetige Funktion, die einer lokalen Lipschitz-
bedingung geniigt. Dann existiert zu jedem Punkt (zo,y0) € G genau eine
mazximale Losung ¢ : I — R"™ der Differentialgleichung v = f(x,y) mit

p(0) = Yo-

Beweis. Wir beginnen mit einer Vorbemerkung. Sind [;, j € {1, 2}, offene
Intervalle, die zy enthalten, und sind die Funktionen ¢; : I; — R" Losungen
von ¥’ = f(z,y) mit ¢;(xg) = yo, so ist I; N 5 ein offenes Intervall, das z
enthélt. Nach Satz 1.5 stimmen die Funktionen ¢1|7,7, und @s|7,n7, iiberein.
Daher wird durch

p1(z) falls z € Ih

p: LUl - R" xH{ po(x) falls z € I
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eine Funktion definiert, die auf I; Ul Losung von 3/ = f(z,y) mit ¢(z0) = 4o
ist.

Nun zum eigentlichen Beweis: Sei I die Vereinigung aller offenen Intervalle J,
die xy enthalten und fiir die es eine Losung ¢ : J — R™ von ¢/ = f(x,y) mit
(x) = yo gibt. Die Menge I ist als Vereinigung offener Mengen wieder offen.
Sind weiter a,b € I, so finden wir offene Intervalle Ji, Jo mit xg € J; N Jy
und a € J; sowie b € Jy. Folglich ist [a,b] C J;UJy C I, und [ ist ein offenes
Intervall, das x( enthélt.

Sei nun x € I. Wir wihlen ein offenes Intervall J, das zy und x enthélt und
auf dem eine Losung ¢ : J — R™ von ¢/ = f(x,y) mit ¥(zg) = yo existiert,
und wir definieren () := 1(z). In der Voriiberlegung haben wir gesehen,
dass der Wert ¢(z) nicht von der konkreten Wahl von J abhéngt. Fiir ¢
haben wir (z,¢(x)) = (z,¢(x)) € G, und da ¢ in einer offenen Umgebung
eines jeden Punktes x; € I mit einer Losung ¢ @ J; — R" von ¢ = f(x,y)
mit 1;(xg) = yo ibereinstimmt, ist auch ¢ eine Losung. Die Maximalitét
dieser Losung folgt sofort aus der Konstruktion. ]

Fiir Gleichungen hoherer Ordnung finden wir durch Reduktion auf ein System
erster Ordnung sofort den folgenden Existenz- und Eindeutigkeitssatz.

Satz 1.11 Sei G C R x (RM)" offen und f : G — RY cine stetige Funktion,
die einer lokalen Lipschitzbedingung geniigt. Sind o, v : I — RN Lisungen
der Differentialgleichung

y(n) = f(ilf, Y, y/7 e 7y(n71)) (11())

und gilt o*)(a) = ¢ *)(a) fiir einen Punkt a € I und alle k € {0,1,...,n—1},
so ist ¢ = 1. Ist umgekehrt ein Punkt (a,co,c1,...,¢h—1) € G gegeben, so
existiert ein € > 0 und genau eine Lisung ¢ : [a —c,a +&] — RN der
Differentialgleichung (1.10) mit

pla) = co, ¢'(a) =cy, ..., go(”’l)(a) =Cp_1.

Um die Losung eindeutig festzulegen, geniigt es also nicht, den Wert von
@ an der Stelle a vorzuschreiben; vielmehr muss man auch die Werte aller
Ableitungen von ¢ bis zur Ordnung n — 1 in diesem Punkt vorgeben. Fiir
Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die die Bewegung eines Teilchens
beschreiben, bedeutet dies, dass die Bewegung durch den Ort und die Ge-
schwindigkeit des Teilchens zu einem bestimmten Zeitpunkt eindeutig fest-
gelegt ist.

Beispiel. Fiir die Schwingungsgleichung
y' +wy=0 auf G =R x R* mit w # 0
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ist fiir beliebige a,b € R die Funktion
¢:R—=>R, z— acos(wz)+ bsin(wz)

eine Losung mit ¢(0) = a und ¢'(0) = wb. Aus Satz 1.11 folgt, dass ¢ die
einzige Losung mit diesen Anfangsbedingungen ist. [

Der folgende Satz zeigt, dass man bereits fiir stetige Funktionen f die lo-
kale Losbarkeit der Differentialgleichung y' = f(z,y) garantieren kann. Die
Eindeutigkeit der Losung kann man unter dieser schwécheren Voraussetzung
allerdings nicht mehr erwarten, wie wir aus dem Beispiel nach Satz 1.5 wissen.

Satz 1.12 (Lokaler Existenzsatz von Peano) Sei G C RxR" offen und
f G — R" eine stetige Funktion. Dann ezistiert zu jedem (zo,yo) € G ein
e > 0 und eine Losung ¢ : [xg — €,x9 + €] — R"™ der Differentialgleichung
y' = f(x,y) mit (xy) = yo.

Fiir den Beweis tibersetzt man y' = f(z,y) wieder in eine Integralgleichung,
die man als Fixpunktproblem auffassen kann. Man kann nun z.B. den Schau-
derschen Fixpunktsatz anstelle des Banachschen Fixpunktsatzes benutzen
und benoétigt aukerdem ein Kriterium fiir die relative Kompaktheit von Men-
gen in C'(]). Einen solchen Beweis finden Sie z.B. in Aulbach, Satz 2.2.3. Falls
am Ende der Vorlesung geniigend Zeit bleibt, schauen wir uns einen Beweis
des Satzes von Peano an, der Methoden aus der numerischen Approximation
benutzt.
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2 Elementare Losungsmethoden

Losungen von Differentialgleichungen lassen sich nicht immer explizit be-
stimmen. In diesem Kapitel betrachten wir einige spezielle Typen von Diffe-
rentialgleichungen, deren Losungen auf elementarem Weg bestimmt werden
konnen.

2.1 Differentialgleichungen mit getrennten Veranderli-
chen

Seien I,J C R offene Intervalle und f : I — R sowie g : J — R stetige
Funktionen mit g(y) # 0 fiir alle y € J. Die Differentialgleichung

y'=fla)gly) in G=1IxJ (2.1)
heifst Differentialgleichung mit getrennten Verdnderlichen.

Satz 2.1 Seien I, J, f und g wie oben, und sei (xq,yo) € I xJ. Wir definieren
Funktionen F': I — R und H : J — R durch

Fla) = /mf(t)dt und  H(y) = /yﬁdt.

Weiter sei I' C I ein Intervall mit xo € 1" und F(I') C H(J). Dann existiert
genau eine Losung ¢ : I' — R der Gleichung (2.1) mit ¢(xo) = yo. Diese
Lésung gentigt der Gleichung

H(p(z)) = F(x) firallex eI (2.2)

Beweis. Wir zeigen zunéchst: Ist ¢ : I’ — R eine Losung von (2.1) mit
(o) = Yo, so gilt (2.2). Wegen ¢'(z) = f(z)g(¢(x)) ist ndmlich

dt = | f(t)dt = F(x),
,ng@> %0 g )
und die Substitution u = ¢(t) im linken Integral liefert
CPW [
F(x):/ dt:/ —— = H{(p(x)).
= 9(p(1)) olea) 9(1)

Wir zeigen weiter: Wenn eine Losung von (2.2) existiert, so ist sie eindeutig
bestimmt. Wegen H'(y) = ﬁ # 0 ist H némlich streng monoton auf J und
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besitzt daher eine stetig differenzierbare Umkehrfunktion U : H(J) — J.
Aus (2.2) folgt nun

o(r) =U(F(x)) firallex el

Wenn also eine Losung von (2.1) existiert, so ist sie eindeutig bestimmt.
Schlieklich zeigen wir noch die Existenz einer Losung. Dazu definieren wir

o(x) =U(F(x)) firzel.

Die Funktion ¢ ist stetig differenzierbar, da F'; H und U stetig differenzierbar
sind, und aus H(p(x)) = F(x) folgt

Fa) = F(a) = H(p(a)) /() = 25

9(e(x))
Also ist ¢'(z) = f(x)g(e(x)), und wegen H(yo) = 0 ist auch
o) = U(F(a)) = U(0) = 10, .

Beispiel A. Fiir die Differentialgleichung
y =y* auf G :=R?

ist eine maximale Losung ¢ : I’ — R mit ¢(0) = ¢ (¢ € R) gesucht. Ist ¢ = 0,
so ist die eindeutige (und offenbar maximale) Losung durch ¢ : R — R, = —
0 gegeben.

Sei nun ¢ > 0. Ist ¢ : I — R eine Losung mit ¢(0) = ¢, so ist p(z) > 0 fir
alle z € I. Andernfalls gibe es ndmlich nach dem Zwischenwertsatz ein xq € [
mit ¢(z) = 0. Nach dem Eindeutigkeitssatz wire ¢ dann die Nullfunktion,
da diese die Gleichung v’ = 3? 16st und ¢ in z mit ihr iibereinstimmt. Da
dies nicht mit ¢(0) = ¢ > 0 vereinbar ist, ist tatsichlich ¢(z) > 0 fiir alle
x € I. Wir diirfen uns daher auf das kleinere Gebiet G := R x (0,00) C G
beschranken. Mit den Bezeichnungen aus Satz 2.1 ist

fR=R, 2z—~1 und g:(0,00) =R,y >

Wir erhalten
Y dt B 1 1

F(z)= | 1ldt= d Hy =[ == ,
@= [ vit=a wd m)= [ G-
Dann gilt H((0,00)) = (—o00,1/c). Also ist I' := (—o00,1/c) das maximale
Intervall mit F(I") C H((0,00)). Fiir die Losung ¢ auf I” gilt nach (2.2)
1 1
H(p(z)) =-— —F— =2=F(x),
(b)) = ¢ = =1 (@)
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d.h. es ist
c

o(r) = T auf (—o0,1/c).

Analog ergeben sich fiir ¢ < 0 die Losungen

cp(:p)zl_ccx auf (1/c,00). n

Beispiel B. Fiir die Differentialgleichung
Yy =1+4y* auf G :=R?

suchen wir eine Losung ¢ : I’ — R mit ¢(xg) = yo. In diesem Fall ist
F(x) =2 — x und

H(y) / r_dt ¢ ¢

= = arctany — arctan ypo.
Y w1t 2 ) Yo
Aus '

H(p(x)) = arctan p(z) — arctanyy = v — xg = F(x)
erhalten wir mit ¢ := arctan yy die Losung
o(x) = tan(x — xg + ¢)

(vgl. das Beispiel vor Definition 1.9). m

2.2 Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung
Seien I C R ein Intervall und a,b: I — R stetige Funktionen. Dann heifst
y' = a(z)y + b(x) (2.3)

eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung. Das Wort linear lésst sich
so verstehen: Erklart man einen linearen Operator A auf dem linearen Raum
der differenzierbaren Funktionen auf I durch Ay := ¢’ —ay, so kann man (2.3)
schreiben als Ay = b, und der Operator A ist linear, d.h. fiir differenzierbare
Funktionen y; und y, und reelle Zahlen ¢, ¢y gilt

Aleryr + cayp) = (ayn + c2y2) — alciyr + cayo)
= a(yy —ayn) + e (yy — ays)
= ClAyl + CQAyQ.

Die Gleichung (2.3) heifst homogen, wenn b die Nullfunktion ist, und sonst
inhomogen. Wir betrachten zunéchst die homogene Gleichung

y' = a(x)y (2.4)

(die eine Gleichung in getrennten Variablen ist).
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Satz 2.2 Seienxg € I undc € R. Dann gibt es genau eine Losung p : [ — R
der Differentialgleichung (2.4) mit p(zo) = c. Diese ist gegeben durch

o(z) = ¢ exp ( / a(t) dt) .

Beweis. Man rechnet sofort nach, dass ¢(zg) = ¢ und

da)=con alt i) ale) = afa)ea).

d.h. ¢ 16st (2.4) mit der angegebenen Anfangsbedingung. Da fiir f(z,y) :=
a(z)y die partielle Ableitung g—z(x) = a(x) stetig ist, geniigt f lokal einer
Lipschitzbedingung (Satz 1.4). Somit ist die Losung eindeutig bestimmt. m

Beispiel C. Die Losungen ¢ : R — R der Differentialgleichung 3’ = 2kxy
mit £ € R und der Anfangsbedingung () = ¢ haben die Gestalt

@(r) = c exp (/ 2kt dt) = ¢kl =), ]
Zo

Wir betrachten nun die inhomogene lineare Differentialgleichung

Y = ale)y + b().

Sei ¢ eine Losung der homogenen Gleichung (2.4) mit ¢(xy) = 1. Dann ist
o(x) # 0 fir alle x € I, und jede Losung der inhomogenen Gleichung lasst
sich als ¥(x) = u(x)p(z) schreiben. Dabei ist u(z) = ¥ (z)/¢(x) eine zu be-
stimmende, auf dem Intervall I stetig differenzierbare Funktion. Wir suchen
nach Bedingungen, die u erfiillen muss, damit ¢ die inhomogene Gleichung
l16st. Zunéchst gilt

Y =u'p+up =u'p+uap =u'p+ a.

Ein Vergleich mit der inhomogenen Gleichung ' = ay+0b zeigt, dass 1) genau
dann eine Losung der inhomogenen Gleichung ist, wenn u'¢ = b gilt. Dann
ist aber > bit)

u(x) = /xo 0 dt + u(xo).
Satz 2.3 Seien I C R ein Intervall und a,b : I — R stetige Funktionen.
Dann gibt es zu allen zg € I und ¢ € R genau eine Losung ¢ : I — R der
Gleichung y' = a(x)y + b(x) mit (zo) = ¢, ndimlich

b(@) = o(z) <c+ / :%dt) mit o(x) = exp ( / :a(t) dt).
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Fiir den Beweis ist lediglich zu bemerken, dass w(zg) = ¥(xg)/p(xo) =
U(xg) = c. n

Anmerkung 1. Das oben angewandte Verfahren heiltt Variation der Kon-
stanten. Aus den Losungen = +— cp(x) der homogenen Gleichung gewinnt
man Losungen 1 der inhomogenen Gleichung durch den Ansatz ¥ (x) =
c(x)p(x), d.h. indem man die Konstante ¢ zu einer Funktion macht. "

Anmerkung 2. Jede Losung ¢ der inhomogenen Gleichung vy’ = ay + b ist
von der Gestalt ¥ = cp + p mit ¢ € R, mit

o(1) = exp ( / :Ca(t) dt) und  p(z) = o(z) / j%dt.

Die Menge aller Funktionen cp mit ¢ € R ist gerade die Losungsmenge der
homogenen Gleichung, und p ist eine spezielle Losung der inhomogenen Glei-
chung. In diesem Sinn setzt sich die allgemeine Losung der inhomogenen Glei-
chung zusammmen aus der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung
und einer speziellen Losung der inhomogenen Gleichung. Diesen Sachverhalt
kennen Sie aus der linearen Algebra. Er gilt fiir alle linearen Gleichungen. m

Beispiel D. Wir betrachten die Differentialgleichung
y =2zy+2° auf G=RxR;

es ist also a(z) = 2z und b(x) = 3. Die zugehorige homogene Gleichung
y' = 2xy hat die Losungen

y(r) = c exp (/ 2t dt) = ce”.
0

Die Losung der inhomogenen Gleichung mit der Anfangsbedingung 1(0) = ¢
ist nach Satz 2.3 gleich

Y(z) = e (c + /Ox e " dt) :

Wir berechnen das Integral mittels Substitution s(¢) = t* und anschlieRender
partieller Integration

xr 1 xX
/ e tdt = = / e (2t) dt
0 2 0

1 $2 1.2 xT

= 5/0 se °ds = — —88_8’0 +/0 e °ds
1 22 1

= 3 (—:L’%’m2 —e |, ) =35 (—:1:2e’:"“2 —e 4 1)
1 1

— §—§(x2+1)e_$2



und finden schlieflich

¢(x):<c+%)eﬂﬁ2—%(x2+1). -

2.3 Die Differentialgleichung v = f(y/x)

Seien [ ein Intervall und f : I — R eine stetige Funktion. Dann heifst
y’zf(%) auf G = {(az,y)e(R\{O})xR:%EI} (2.5)

(leider auch) eine homogene Differentialgleichung. Man verwechsele dies nicht
mit den homogenen linearen Differentialgleichungen. Neben (2.5) betrachten
wir noch die Differentialgleichung

1

Z==(f(z) —2) fir (z,2) € (R\{0}) x I. (2.6)
x

Wir werden im néchsten Satz sehen, dass man die Losung von (2.5) auf die

Losung von (2.6) zurtickfithren kann. Letztere gehort zu den bereits behandel-
ten Typen: sie ist eine Differentialgleichung mit getrennten Verdnderlichen.

Satz 2.4 Seien J C R\ {0} ein Intervall und (xo,y0) € G ein Punkt mit
xo € J. Eine Funktion ¢ : J — R ist genau dann eine Lisung von (2.5) mit
der Anfangsbedingung ¢(xg) = yo, wenn die Funktion

v:J =R, xw— ox)/z
eine Lisung von (2.6) mit der Anfangsbedingung ¢ (o) = £ ist.

Beweis. Sei zunéchst ¢ eine Losung von (2.5). Dann ist

W(z) = P'(x) o)

= 2 (F2) - 2D - L et - vt

Xz

Also ist ¢ Losung von (2.6) mit den entsprechenden Anfangsbedingungen.
Ist umgekehrt v eine Losung von (2.6), so ist

o (@) = ¥(x) + 2 (2) = (a) + Fle)) — vla) = f (@) |

T

d.h. ¢ ist Losung von (2.5). n

26



Man kann die Aussage von Satz 2.4 auch wie folgt formulieren: Die Gleichung
(2.5) geht durch die Substitution z = £ in die Gleichung (2.6) iiber. Etwas
salopp kann man rechnen: Aus y = zx folgt ¥ = z+x2/, also geht y' = f (¥)
iiber in , .

y —z
= = —(f(z) —2).

X X

w
|

Beispiel E. Wir betrachten die Differentialgleichung
2
y/:1+ﬂ+(£> auf (0,00) x R.
x x
Durch die Substitution z := £ geht sie iiber in die Gleichung

1
/:_1 2
2= (14 2)

mit getrennten Variablen. Fiir die Losung z dieser Gleichung mit der An-
fangsbedingung z(zg) = zp := £ gilt daher

zo

o dt T dt x
arctan z — arctan zp = 5 = —=In{—|,
20 1+t t Zo

o

d.h. es ist

X .
z(x) = tan (c +1In <—>) mit ¢ = arctan z.

Zo

Die urspriingliche Gleichung wird somit gelost durch

y(z) = = tan <c+ln (%)) :

Variablensubstitutionen wie z = y/x lassen sich oft bei der Losung von Dif-
ferentialgleichungen einsetzen.

2.4 Die Differentialgleichung 3" = f(y)

In der Physik begegnet uns die Differentialgleichung y” = f(y) als eindimen-
sionale Bewegungsgleichung eines Punktes, der einer nur vom Ort abhéngi-
gen Kraft ausgesetzt ist. Wir schreiben daher (t,z) statt (z,y) und & statt
x' und betrachten fiir ein Intervall I und eine stetige Funktion f : I — R die
Differentialgleichung

= f(x) auf RxI. (2.7)
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Wir definieren eine Funktion U : I — R durch
V)=~ [ 10t

wobei a € [ beliebig gewahlt ist. Die Funktion U hat die physikalische Bedeu-
tung einer potentiellen Energie. Die Gleichung (2.7) kann dann geschrieben
werden als

dU
r=———>:(z). 2.8
B= () (28)
Die Gesamtenergie des Massenpunktes zum Zeitpunkt ¢ wird gegeben durch
1.
E@t) = é(x(t))2 + U(x(t)). (2.9)
Fiir die Ableitung dieser Funktion ergibt sich

E(t) = @(t) i(t) + %(m(t)) () = @(t) (éc'(t) + Z—Z(x(t))) —0.

Also ist E eine konstante Funktion (Energieerhaltungssatz), und wir kénnen
E als reelle Zahl betrachten. Wegen (2.9) geniigt die Bewegung dann der

Differentialgleichung
(@(t)* = 2(E = U(x(1)))

Ist £ > 0, so folgt hieraus

i(t) = 2(E - U(a(t))),

wahrend fir z <0

i(t) = —/2(E — U(x(1)))
ist (man beachte, dass U(z(t)) < E). Diese beiden Gleichungen sind aber
Differentialgleichungen mit getrennten Variablen. [

Beispiel F. Der harmonische Oszillator wird beschrieben durch die Diffe-
rentialgleichung
= —kr mit k>0.

Wir suchen eine Losung mit den Anfangsbedingungen x(to) = 0 und & () =
Vg, wobei vy > 0. Mit den obigen Bezeichnungen erhalten wir

Ux) = / ktdt = E:L‘Q,
0 2

und aus den Anfangsbedingungen ergibt sich

1. 2 12
E = 5(i(t)’ + Ula(ts)) = 505,
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Da wir eine Losung in einer Umgebung von t, suchen und #(ty) > 0 voraus-
gesetzt war, geniigt x der Differentialgleichung

1 k
T = \/2 <§v§ — 51’2) = /v — ka?,

und die Bewegung verlduft im Intervall {z € R: U(z) < E} = [—”—“ ”—0]
Zur Abkiirzung setzen wir

Vo
A=-"2 1md w:=Vk.
Vk

Die zu l6sende Gleichung geht dann iiber in

:bzm:m,/l_(%)?

und fiir |z| < A finden wir mit Satz 2.1

/m 1 t
dy :/ ds
0 Awy/1— (%)2 to

bzw. % arcsin 4 = ¢ — to und schlieklich

x(t) = Asin(w(t — ty)).
Diese Beziehung gilt zunédchst nur in einer Umgebung von ¢y. Durch Einsetzen

stellt man jedoch fest, dass diese Funktion die Differentialgleichung fiir alle
t € R lost. ]
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3 Lineare Differentialgleichungen

In diesem Kapitel behandeln wir die allgemeine Theorie linearer Differential-
gleichungen. Sie werden zahlreiche Parallelen zur Theorie linearer Gleichungs-
systeme feststellen, die bereits weiter oben angeklungen sind. Wir versehen
den linearen Raum der linearen Abbildungen von R™ nach R™ mit einer Ope-
ratornorm versehen. Die Stetigkeit einer Abbildung A : I — L(R™) ist dann
dquivalent zur Stetigkeit aller Eintrége a;; von A.

3.1 Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung

Definition 3.1 Seien I C R ein Intervall und A : I — L(R™) eine stetige
Abbildung. Dann heifit

y' = Alz)y (3.1)
eine homogene lineare Differentialgleichung bzw. ein homogenes lineares Dif-
ferentialgleichungssystem. Ist b : [ — R" eine stetige Funktion, so heifit

y' = Alz)y + b(x) (3-2)

eine inhomogene lineare Differentialgleichung, und (3.1) heifit die zu (3.2)
gehorende homogene Differentialgleichung.

Analog definiert man komplex-lineare Differentialgleichungen mit stetigen
Funktionen A : I — L(C") und b : [ — C". Wegen C" = R?" lassen sich
diese auf den reellen Fall zuriickfiithren. Im Folgenden stehe K fiir R oder C.

Satz 3.2 Seil C R ein offenes Intervall und A : I — L(K") und b: I — K"
stetige Funktionen. Dann gibt es zu jedem xo € I und yo € K" genau eine
Léosung ¢ : I — K" der Differentialgleichung

vy = A(x)y +b(x) mit p(x) = yo. (3.3)

Bei linearen Gleichungen kann man also Losungen auf dem gesamten Inter-
vall I finden (globale Losungen), was man fiir allgemeinere Gleichungen der
Gestalt y' = f(z,y) nicht erwarten kann.

Beweis. Man kann sich dhnlich wie im Beweis von Satz 1.10 klarmachen,
dass es geniigt, die Aussage auf jedem kompakten Intervall J C I zu zeigen,
welches xy enthélt. Auf J erfillt die Funktion

f:JxK"=K" (z,y)— A(x)y + b(x)
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eine Lipschitzbedingung. Fir (x, ), (x,y2) € J x K" ist ndmlich

[f(z,y1) = flx,y)ll2 = [[(Alz)yr +0(z)) — (A(z)y2 + b(2))|l2
= [ A(@)(y1 — y2)ll2 < JA@)] 1y — v2ll2,

und die stetige Funktion z — ||A(z)|| nimmt auf der kompakten Menge J ihr
Maximum L an. Wie im Beweis von Satz 1.6 findet man fiir den Operator

B:C(J) = C(J), (By)(x):=wyo+ /w(A(t)y(t) +0(t)) dt
die Abschétzung

n!

[ = vlce,

wobei |J] fiir die Lénge des Intervalles J steht. Da die Reihe >~ %
konvergiert, folgt die Behauptung wie im Beweis von Satz 1.6 mit dem Fix-

punktsatz von Banach-Weissinger. [

Man beachte auch, dass man die Losung von (3.3) wieder durch Picard-
[teration gewinnen kann.

3.2 Die homogene lineare Differentialgleichung

Wir gehen nun genauer auf die Struktur der Losungsmenge der homogenen
linearen Differentialgleichung y' = A(x)y ein.

Satz 3.3 Seien [ C R ein Intervall und A : I — L(K") eine stetige Funkti-
on. Es bezeichne Ly die Menge aller Losungen ¢ : I — K" der homogenen
Gleichung y' = A(x)y. Dann ist Ly, ein n-dimensionaler Vektorraum tber K,

und die folgenden Aussagen fir @1, ..., om € Ly sind dquivalent:
(a) die Funktionen o1, ..., omn sind linear unabhdngig,
(b) die Vektoren pi(x0), ..., pm(xo) € K" sind fir ein xo € I linear unab-

hangig tiber K.
(c) die Vektoren pi(x), ..., pm(z) € K" sind fir jedes x € I linear unabhdn-
gig tber K.

Beweis. Wir zeigen zunachst, dass L, ein Untervektorraum des Vektorrau-
mes aller Abbildungen I — K" ist. Offenbar ist die Nullfunktion eine Lésung
der homogenen Gleichung. Weiter: sind y, z € Ly, soist ¢y = Ay und 2/ = Az
und folglich

(y—2) =y -2 =Ay— Az = Ay - 2),

31



d.h. y — z € L. Schlieklich ist fir A € K und y € L;, auch (\y) = Ay =
My = A(\y), d.h. Ay € Ly,.

Nun zeigen wir die Aquivalenz der Aussagen (a), (b) und (c). Die Implika-
tion (¢) = (b) ist offensichtlich. Weiter: sind die Funktionen ¢1, . .., ¢, linear
abhéngig, so sind auch die Vektoren ¢1(xg), . . ., ©m(xo) linear abhéngig. Das
beweist die Implikation (b) = (a). Es verbleibt zu zeigen, dass (a) = (c¢).
Dazu seien ¢1,...,¢, € Lj linear unabhingig. Ware (c¢) nicht erfiillt, so
gibe es ein xg € I und Zahlen cq, ..., ¢, € K, die nicht alle Null sind mit

01(,01<$U0) + e+ CmQOmCUO) = 0.

Wir setzen ¢ := c1¢o1 + - - - + ¢ Dann ist ¢ eine Losung der homogenen
Gleichung A(x)y = v’ mit ¢(zg) = 0. Nach der Eindeutigkeitsaussage von
Satz 3.2 ist ¢ die Nullfunktion. Dies widerspricht aber der linearen Unab-
hangigkeit der Funktionen o1, ..., @un,.

Schliefslich zeigen wir noch, dass dim L, = n. Die Implikation (a) =
(b) zeigt, dass dim L;, < dimK" = n. Fir den Beweis der umgekehrten
Ungleichung seien ey, ..., e, die kanonischen Basisvektoren von K". Nach
Satz 3.2 gibt es Funktionen 1, ..., ¢, € Ly mit ¢;(x¢) = e;. Die Implikation
(b) = (a) zeigt die lineare Unabhéngigkeit der Funktionen ¢, ..., ¢,. Also
ist dim Ly, > n. m

Definition 3.4 Unter einem Losungsfundamentalsystem (oder auch einer
Integralbasis) der Differentialgleichung y' = A(x)y versteht man eine Basis
des Vektorraumes Ly, threr Losungen.

Seien ¢, ..., @, Losungen von y' = A(x)y. Schreibt man

P1i
Y = ) 'L.:]-a"'ana
@ni
so ist @ := (p1,...,p,) eine n X n-Matrix
Y11 0 Pin
¢ = : : ,
®n1 @nn

deren Spalten die Losungen ; sind. Die Zahl (det ®)(z) heifst Wronski-De-
terminante von @1, ..., p, in x. Nach Satz 3.3 sind die Losungen 1, ..., ¢,

genau dann linear unabhéngig, wenn (det ®)(xg) # 0 fiir ein ¢ € 1. In diesem
Fall ist (det ®)(z) # 0 fiir alle € I, wieder nach Satz 3.3.
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Ist ¢1,...,¢, ein Losungsfundamentalsystem der Gleichung ¢y = A(x)y, so
lasst sich jede Losung ¢ € Lj, schreiben als

p=cp1+...+cyp, mit ¢ ek
In Matrixschreibweise bedeutet das

6]
p==&&¢ mit c= : e K"

Cn

Wiéhlt man die ¢; so, dass ¢;(xg) = e;, so ist weiter ¢(xy) = ®(z9)c = ¢, d.h.
die Anwendung von ® auf die rechte Seite der Anfangsbedingung liefert eine
Losung ¢ := ®c von 3y’ = A(x)y mit p(xy) = c.

Schlieflich ist " = (¢}, ..., ¢L) = (Ap1, ..., Ap,) = AD, d.h. O ist eine
Losung der Differentialgleichung

Y'=A(@)Y in G=1xLK")
im Raum der n x n-Matrizen.

Beispiel A. Wir betrachten das Differentialgleichungssystem

yi = —WyY2
?/é = Wi

mit [ =R, K =R und n = 2. Wir schreiben dieses System als

y'=A(z)y mit A@):(O —Ow) und y:(yl).

w

Man rechnet leicht nach, dass

o) = ()t gty = ()

sin wx COSWT
Losungen sind. Diese Losungen sind linear unabhéngig, denn fiir

(I)(ZL‘) _ ( COSWX —SIMwWIT

sinwxr  coswx

) ist det(I)(O):det((l) (1’):17&0

(und tatséchlich ist auch det ®(z) = (coswz)? + (sinwz)? = 1 # 0 fiir alle
z € R). n
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3.3 Die inhomogene lineare Differentialgleichung

Wir beginnen wieder mit einer Beschreibung der Struktur der Lésungsmenge.

Satz 3.5 Seien I C R ein Intervall und A : I — L(K"), b: I — K" steti-
ge Funktionen. Wir bezeichnen die Losungsmenge der homogenen Gleichung
y = A(z)y bzw. der inhomogenen Gleichung y' = A(z)y + b(x) mit Ly, bzw.
L;. Dann gilt fir jedes 1o € L; die Beziehung L; = 1y + Ly,.

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung erhélt man also durch
Addition einer speziellen Losung der inhomogenen Gleichung zur allgemeinen
Losung der homogenen Gleichung.

Beweis Sei v eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung. Fiir jedes
@ € Ly, ist dann

(o + @) = ¢+ @' = Ao + b+ Ap = Ay + ¢) + b,
d.h. ¥y + ¢ € L;, woraus ¢y + L, C L; folgt. Ist umgekehrt ¢) € L;, so ist
(¥ — o) =" — by = (A +b) — (Arho + ) = A(Y — th),
d.h. v — 1y € Ly und L; C g + Ly, ]

Der folgende Satz liefert genau wie im Eindimensionalen (Satz 2.3) ein Ver-
fahren zur Konstruktion der Losungen von inhomogenen Gleichungen.

Satz 3.6 (Variation der Konstanten) Es seien die Voraussetzungen wie
in Satz 3.5. Dann gilt: Ist ® = (py,...,p,) ein Losungsfundamentalsystem
der homogenen Gleichung y' = A(x)y, so erhdlt man eine Losung ) : I — K"
der inhomogenen Gleichung y = A(x)y + b(z) durch den Ansatz ¢(z) =
O(x)c(x). Dabei ist ¢ : I — K" eine differenzierbare Funktion mit ¢ (x) =
O (x)~tb(x), d.h.

c(x) = e(xg) + /ﬂ»‘ d(t)" b(t) dt.

o

Beweis Ist ¢ = &b, so folgt mit der Produktregel
Y =0 c+ 0 = c+ PP b= APc+ b= A + b,
also ¢ € L;. ]

Beispiel B. Wir betrachten das Differentialgleichungssystem
Yi=—Y2, Y=4+,
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d.h. v = A(x)y + b(x) mit

Alz) = ( . ) and  b(z) = (g)

Nach Beispiel A bilden die Spalten von

B(x) — ( cosw —sinx )

sinx cosx

ein Losungsfundamentalsystem des homogenen Systems y' = A(x)y. Mit

Syt = [ 0T ST gt = (25T
( ) (o)

—sinx cosx T COS T

und Satz 3.6 folgt also

o(x) = c(0)+/0m < o ) dt

Mit partieller Integration findet man

xT

/tsintdt = —tcost
0

+/ costdt = —xcosx + sinz,
0 0

T

X
/tcostdt = t¢sint
0

xX
—/ sintdt = xsinx + cosx — 1,
0 0

also

—xcosx +sinx
rsinx +cosx —1 )°

c(z) = ¢(0) + (

Eine spezielle Losung fiir ¢(0) = (3) ist daher

n(a) = B(e)ole) = ( cos —sinz ) ( —wcosa +sinz ) B (_1:5)

sinx  coszx T sinx + cosx

und die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung lautet
- cos T —sinw
v = (V) e el
1 sin & COsS T
~ o) ((Q) N ( —2CosT +sinw ))
Coy TrSINT + cosx
mit Konstanten cq, ¢y € K.
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3.4 Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Wir {ibertragen nun die gewonnenen Resultate fiir lineare Differentialglei-
chungssysteme erster Ordnung auf lineare Differentialgleichungen n-ter Ord-
nung.

Definition 3.7 Seien I C R ein Intervall und ag,...,a,_1 : I — K stetige
Funktionen. Dann heifst

y(") + an,l(az)y("’l) + ...+ ai(2)y +ao(x)y =0 (3.4)

eine homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung. Ist b : [ — K
eine stetige Funktion, so heifst

y™ 4 an_l(x)y("_l) + ...+ a(2)y + ag(x)y = b(x) (3.5)

eine inhomogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung, und (3.4) heifit
die zugehorige homogene Gleichung.

Satz 3.8 Mit den Bezeichnungen aus Definition 3.7 gilt:

(a) Die Menge Ly, aller Lésungen ¢ : I — K der homogenen Differential-
gleichung (3.4) bildet einen n-dimensionalen Vektorraum iber K.

(b) Bezeichnet L; die Menge aller Lésungen ¢ : I — K der inhomogenen
Gleichung (3.5), so gilt L; = 1o + Ly, fiir jedes vy € L;.

(¢) Die Lésungen @1, ...,¢, der homogenen Gleichung (3.4) sind genau
dann linear unabhdngig iber K, wenn fir ein (und dann fir alle) x € T
die Wronski-Determinante

©1(x) o) - en(x)
() eh(z) - gh(a)
det . .
G @) Wy @) el (@)

von Null verschieden ist.

Beweis. Die Differentialgleichung (3.5) ist (vgl. Abschnitt 1.2) dquivalent
zum inhomogenen linearen Differentialgleichungssystem

y(l) = U
Y1 = Yo
: (3.6)
Yno = Yn-1
Yo = —ao(2)yo — ar(x)yr — ... — an 1 (2)yn—1 + (),
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wobei der Losung ¢ : I — K von (3.5) die Losung

von (3.6) entspricht. Entsprechendes gilt fiir die homogenen Gleichungen.
Damit folgt die Behauptung aus den Sétzen 3.3 und 3.5. ]

Definition 3.9 Fine Basis des Losungsraumes Ly, heifit Losungsfundamen-
talsystem.

Beispiel C Die Gleichung
1
y'——y +—y=0 auf (0,00) (3.7)
x

hat ¢1(z) = x und ¢2(z) = /7 als Losungen (Nachrechnen!). Die zugehorige
Wronski-Determinante ist

det<9"1<x> ‘p2<x>):det(f f):\/}/Q—\/E:—\/E/Q#O

ph() o) e

fir alle x € (0,00). Folglich bilden ¢4, ps ein Losungsfundamentalsystem,
und die allgemeine Losung hat die Gestalt

() = c101(2) + capa(T) = 12 + /T
mit ¢y, co € R. ]
Verfahren der Ordnungsreduktion. Wie findet man Losungen von Dif-
ferentialgleichungen wie (3.7)7 Das im Folgenden beschriebene Verfahren der
Ordnungsreduktion nach d’Alambert ist anwendbar, wenn eine Losung der
Gleichung bekannt ist (die man wie z.B. die Losung ¢(x) = x von (3.7)

durch Erraten finden kann).
Sei etwa ¢ eine bekannte Losung der Differentialgleichung

Y +a(x)y’ + b(x)y =0 (3.8)

Wir suchen eine weitere Losung ¢ in der Form 1) = pu mit einer zu bestim-
menden Funktion u. Dann ist

,l/}/zgplu_'_gou/ und lp//ZQOI/u—i-Q(p/u/-i-(pu”
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und folglich

Wb a by = Gt 20+ ou’ + a(@'u+ pu!) + bopu
(@" + ap’ + bp)u + pu” + (2¢" + ap)u’
= pu” + (2¢" + ap)u’.

Wir sehen: Ist ¢(x) # 0 auf einem Intervall I, so 16st ¢ genau dann die
Gleichung (3.8), wenn u die Gleichung

(p/
u” + (2— - a) u'=0 (3.9)
¥

16st. Nach der Substitution v’ = v geht (3.9) aber in eine lineare Differential-
gleichung erster Ordnung tiber, die wir in Abschnitt 2.2 gelost haben. Fassen
wir zusammen.

Satz 3.10 Seien I C R ein Intervall und a,b : I — K stetige Funktio-
nen. Weiter sei p : I — K eine Lisung der Differentialgleichung (3.8) mit
o(x) # 0 fiir alle v € I. Ist u eine Losung der Gleichung (3.9), so ist auch
Y(z) == p(z)u(x) eine Losung von (3.8). Die Losungen ¢ und v sind linear
unabhdngig, wenn die Funktion u nicht konstant ist.

Ganz analog fithrt der Produktansatz ¢ := pu auch zu einer Reduktion der
Ordnung bei der allgemeineren Gleichung (3.4).

Beispiel D. Wir kennen (z.B. durch Erraten) die Losung ¢(x) = x der
Gleichung (3.7) auf (0, 00). Der Ansatz ¢ (z) = zu(z) liefert eine zu ¢ linear
unabhéngige Losung von (3.7), wenn wir eine nichtkonstante Losung von

/
u"+(2£+a)u':u"+<g—i)u’:0
%) r 2z

finden. Sei v’ = v. Die Gleichung
2 1 3
/ /
+(-—=—)v=v4+—v=0
! (:c 21’) YUY

hat nach Satz 2.2 die allgemeine Losung

* 3 3
v(x) = cexp —— dt) = cexp (——lnx) = cx 2,
) (/1 ( 2t) 2

Fiir ¢ = —1 ist u(z) = 27'/? eine Stammfunktion von v(z). Daher ist ¢(z) =

zu(xr) = \/x eine weitere, zu ¢(x) = z linear unabhéngige Losung. n
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4 Lineare Differentialgleichungen mit konstan-
ten Koeffizienten

Wir lernen nun eine Klasse von linearen Differentialgleichungen kennen, deren
Losungen man explizit beschreiben kann. Dazu benotigen wir die Matrixex-
ponentialfunktion, die wir uns zunéchst anschauen.

Auch in diesem Abschnitt bezeichne K einen der Kérper R und C, ||.||2 sei
die Euklidische Norm auf K" und ||.|| die induzierte Operatornorm auf L(K").
Die normierten linearen Raume (K", ||.||2) und (L(K"),|.]|) sind vollsténdig.
Die identische Abbildung auf K" bezeichnen wir mit I, und wir vereinbaren
AY =T fiir jede Matrix A € L(K").

4.1 Die Exponentialfunktion fiir Matrizen
Sei A € L(K"). Die Reihe Y7/ &||A"|| konvergiert, da Y >~ L[|A|" =

n=0 n! n=0 n!

el 4l eine konvergente Majorante ist. Die Reihe Yoo %A” konvergiert also

absolut. Da (L(K"),||.||) vollsténdig ist, konvergiert die Reihe Y7 LA™ in
diesem Raum. Wir nennen

[e.9]

1
exp A = et = EAN (4.1)
n=0

die Matrizexponentialfunktion.

Satz 4.1 (a) Die Reihe (4.1) konvergiert gleichmdflig auf jeder beschrankten
Teilmenge von L(K™).

(b) Die Funktion exp : L(K") — L(K™) ist stetig.

(c) Es ist ® = I, und fiir AB = BA ist e/teP = eA+5,
(d) Fir alle C € GL(K") ist C~'eAC = eC'AC,
e)

(e) Fiir alle A € L(K") ist e invertierbar und (e4)™! = e=4.

Beweis. (a) Sei B eine beschriankte Teilmenge von L(K") und || X|| < M fiir
alle X € B. Dann gilt fiir alle X € B

1

1 1
H—X" < = X|" < =M
n! n! n!

Die Funktionenreihe » >°  f,, mit

1
fn:B— LIK"), X~ —X"
n.
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ist auf B gleichméfig konvergent, da

[e.e]

% (;up £ (X ) Z— =

(b) Ist B C L(K"™) beschrénkt, so folgt aus der gleichméfigen Konvergenz der
Exponentialreihe und aus der Stetigkeit der Funktionen f,, die Stetigkeit von
exp auf B. Da jeder Punkt Xy € L(K") eine beschrankte Umgebung besitzt,
ist exp auf ganz L(K") stetig.

(c) Die Aussage ¢ = I ist klar. Gilt AB = BA, so ist

(A+B)" = zn: (Z) Ak Bk,

k=0

Mit der Cauchyschen Produktformel erhalten wir

niuu By - Z%Z (Z)Akgn—k

0 k=0

6A+B —

Mg

n

|
<)
e
W
<)

n

Mg
;v‘:b
@M
Q.M

(d) Fiir A € L(K") und C € GL(K") ist C'A"C = (C~*AC)", und aus der
Stetigkeit der Matrixmultiplikation folgt

]' n _001 —1 An
mA)C_ZOEC A"C

cletc = Cl<

n=0

— 1 =
= ) (CTTAC)" =74,
n!
n=0
(e) Nach (c) ist ede™ = I. Also ist e? invertierbar und (e?)™! = e=4. n

Beispiel A. Fiir die Diagonalmatrix

dy 0
D= -
0 d,
d¥ 0 el 0
ist DF = und daher eP = ) n
0 dr 0 edn
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Beispiel B. Fiir die n x n Matrix

010 ..0 RO
001 .0 U
N=1|: : ist N*’=| * ° ° - U.S.W.
000 . 1 00 0©O0 ...1
000 . 0 0000 ...
00O0O0 ... 0

und schliefflich N® = (0. Man erhalt hieraus fur t € K

t"_l

Lt (n—1)!

t2
2
1t
1

| —

00
6tN _ E :
k=0

i n—1 tk i
tN)" = —N" =
(tN) ,;k‘!

>

!

— o+ T e

Beispielsweise hat man fir

010 1t &
N = 0 0 1 den Wert et = 01 ¢
000 00 1

Beispiel C. Fiir Blockdiagonalmatrizen A = <Bl 0 ) gilt

0 By
n (BT 0 A [ €° 0
A_<O BS) und daher 6_<0 632).
Beispiel D. Fiir den Jordanblock
A1 0 0
0 X 1 0
A= : :
0 0 O 1
0 0 O A

ist A=A+ N mit N wie in Beispiel B. Wegen (A )N = N(AI) gilt

6A — 6)\IeN — 6>\6N.
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Die Berechnung von e? ist also immer dann einfach, wenn A in Jordan-
Normalform vorliegt, d.h. die folgende Form hat:

Ji
A= ,
J,

wobei jedes J; ein Jordanblock wie in Beispiel D ist. Wegen Satz 4.1 (d) lasst
sich der allgemeine Fall stets auf den Jordanfall zuriickfithren. Die vorherige
Bestimmung der Jordan-Normalform ist aber nicht in jedem Fall erforderlich.

Beispiel E. Fiir A = (fl é)iﬁhAQZ (Bl fﬁ) und damit

Ly

n!

(o 4) S (o)

0 m=0
_ cost 0 n 0 sint '\ cost sint .
N 0 cost —sint 0 ~ \ —sint cost )

4.2 Systeme linearer Differentialgleichungen mit kon-
stanten Koeffizienten

oA =

WE

3
Il
o

NE

3
I

Fiir die Matrixexponentialfunktion haben wir die folgende Differenzierbar-
keitseigenschaft.

Lemma 4.2 Die Abbildung exp : L(K") — L(K") ist in 0 € L(K") diffe-
renzierbar. Thre Ableitung in diesem Punkt ist die identische Abbildung auf
L(K™).

Beweis. Aus exp X =X =Y  LX" folgt

n=0 n!

e = 1= X = || 32 x| < 32 Sy = - gx)
n=2 n=
Wegen
X0 —1 — || x b1 —t b1
lim X _ =1t =1
X—0 HX” t—0 t t—0 1



leX—1-x1|| _

ist limX*)O T

0, und wir erhalten

_ A C.91 I
expX =exp0+ X +r(X) mit )1(1% 4 = 0. n

Sei nun A € L(K™). Wir betrachten die Funktion
O,y :R— L(K"), t— exp(tA).
Wegen Satz 4.1 (¢) gilt
Du(s)Pu(t) = DPa(s+t) furalles,t € R,

und aus Lemma 4.2 und der Kettenregel folgt ¢’,(0) = exp’(0)A = A. Damit
ist fiir t € R

Ou(t+h)—DPa(t) PA(h)Pa(t) — Palt)

/ o . . .
U L h
Pa(h) -1
= <f1}§5 %) Du(t) = D (0)D (1) = ADA(t).

Satz 4.3 Sei A € L(K™). Dann bilden die Spalten von ® 4 ein Fundamental-
system der homogenen linearen Differentialgleichung y' = Ay mit konstanten
Koeffizienten.

Beweis. Wir haben soeben nachgerechnet, dass ', = A® 4. Folglich sind die
Spalten von ® 4 Losungen von ' = Ay. Diese Spalten sind linear unabhéngig,
da ®,(t) fir jedes t invertierbar ist. n

Mit dieser expliziten Darstellung der Lésung der homogenen Gleichung und
Satz 3.6 iiber die Variation der Konstanten erhalten wir folgendes Resultat
iiber die Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung mit konstan-
ten Koeflizienten.

Satz 4.4 Ist I C R ein Intervall und b : I — K" stetig, so erhalt man eine

Lésung 1) : I — K™ der inhomogenen Gleichung y' = Ay-+b durch den Ansatz
U(x) = e®e(x) mit

c(x) = e(xo) +/ e Moty dt mitz € 1.
zo

Damat ist

() = e®e(xy) + /$ e@=DAb(t) dt. (4.2)

zo
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Beispiel. Gesucht ist die Losung des Differentialgleichungssystems

Yi=v+1, yy=—-y1 mit y(0) =1(0)=1

, (0 1 1 . (1
(83 (3) s o0 (2)
In Beispiel E aus Abschnitt 4.1 haben wir fir A = (_01 (1)) gefunden, dass
A cosr sinx
© T\ —sinz cosz /-
Aus (4.2) erhalten wir mit zo = 0 und c(x) = (1, 1)7
cosr sinx 1
Ylz) = ( —sinz cosw ) ( 1 )
[ cos(x—t) sin(z—t) 1 gt
—sin(x —t) cos(x —t) 0
cosx+51nx)+/ ( cos(x — t) )dt
cosT — sinx o \ —sin(x —1t)

B cosx + sinx n smx—t *
o cosT — sinx cos:p—t

cosx + sinx )

cosx —sinzx
cosx + 2sinx
= . . ]
2cosx —sinzx — 1

Phasenportrits. Wir betrachten wieder homogene lineare Differential-
gleichungen

y = Ay mit A € GL(R?) (4.3)

und wollen uns eine Vorstellung vom qualitativen Verhalten der Losungen
verschaffen. Dabei unterscheiden wir drei Fille.

Fall 1: Die Matriz A ist reell diagonalisierbar mit Figenwerten A\, Ay €
R. Sind ay,ay die zu diesen Eigenwerten gehorenden linear unabhéngigen
Eigenvektoren, so bilden die Funktionen ¢, ¢y : R — R? mit

A1z Aox

801(37)26 ay, @2(@:‘3 )
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ein Fundamentalsystem von Losungen von (4.3). Es ist ja z.B.
O (x) = M A a; = eMTAa; = AeMTa; = Ap(2).

Betrachten wir speziell die Matrix

(MO
=)

(auf die sich der allgemeine Fall durch Rotation zuriickfithren lésst). Als
Eigenvektoren zu den Eigenwerten A;, Ao wahlen wir

(o) =t (1)

so dass die allgemeine Losung ¢ von (4.3) gegeben ist durch

creM® .
o(x) = Cpe2 mit ¢1, c2 € R. (4.4)

Da es in der Regel nicht einfach ist, den Graphen der Losungsfunktion zu
veranschaulichen, versucht man, sich eine Vorstellung vom qualitativen Lo-
sungsverhalten zu verschaffen, indem man (4.4) als Parameterdarstellung ei-
ner Kurve im R? interpretiert. Solche Losungskurven heiken auch Phasen-
kurven oder Trajektorien der Gleichung (4.3), und Diagramme, die mehrere
solcher Trajektorien enthalten und so Aufschluss iiber das Losungsverhalten
geben, heifen Phasenportrits. Die Trajektorien werden durch Ubertragen der
iiblichen Orientierung von R orientiert. Wir bezeichnen die Koordinaten in
R? mit (21, 2). Fiir die Matrix

A:<)\1 0) mit)\1>)\2>0

0 X
erhélt man aus (4.4) fiir ¢;, co > 0 beispielsweise
Z2 — C2e>\21' — 02(6)\11'>>\2/)\1 — Czi\Q/)\l

mit einer Konstanten c¢. Durch Variation von ¢; und ¢; findet man das fol-
gende Phasenportrat:

61207C2>0

2 c1>0,c>0

co=0,¢c<0 co=0,¢c1>0
<1

c1>0,c<0
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Bild Ia

wahrend man fiir \; = Ay > 0 bzw. A\; > 0 > A, die folgenden Phasenportrits
erhalt:

zZ2 Z2

N

Bild Ib Bild Ic

Eine Vorzeichenumkehr bei A\; und A, liefert dhnliche Phasenportriats mit
umgekehrten Orientierungen.

Fall 2: Die Matriz A besitzt keine reellen Eigenwerte. Dann hat sie zwei
konjugiert-komplexe Eigenwerte, etwa Ay = p + tw und Ay = g — iw mit
p€Rund w € R\ {0}. Seien ay,ay; € C? zugehorige Eigenvektoren, die wir
ebenfalls in Real- und Imaginérteil zerlegen:

a; =b+ic und ay=0b—ic mith,ce R
Wie im Fall 1 erhélt man die komplexen Fundamentallosungen

SOj(x) — ear)\jaj — emu(eiixw b+ ,L'e:l:ixw X C)

= e"(coszw - b—sinzw - ¢) £ ie™(sinzw - b+ cosaw - ¢).

Wir beachten, dass ¢; = ¥, und gewinnen aus den komplexen Fundamen-
tallosungen die reellen Fundamentallosungen

1 = Rep; = Reyps = 1 ;—@2 und Yy =Imyp; = —Imps = @12—i¢2’
d.h.
U (x) = e(coszw-b—sinzw - c),
o(x) = €"F(sinzw b+ cosaw - c).
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Wir sehen uns die Trajektorien speziell fiir die Matrix A = < H Z) an. In

diesem Fall ist mit A\ = g+ 1w und Ay = p — iw

alz(i)und@:(_li), d.h. bz(é)undc:((l)),

und die reellen Fundamentallosungen sind

wl(x):e$“< COS TW ) and %@):&M(sinxw).

— sin zw

Wir erhalten als Phasenportréts fir 4 =0 und w > 0 bzw. fir g,w > 0

zZ9

21

N
2
R\

)

o 8

Bild Ila Bild IIb

Umkehr der Vorzeichen fiihrt wieder zur Umkehr der Orientierungen.

Fall 3: Die Matriz A hat einen reellen Eigenwert und einen eindimensionalen
Figenraum. Dann hat A die Jordansche Normalform

Calaa (AT
B=S AS-(O A)

mit einer invertierbaren Matrix S € L(R?). Die Substitution w := S~y
liefert die Differentialgleichung w’ = Bw. Wegen

=005 5)])
e (D 5) e (1)
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bilden die Funktionen

i () = & ( ; ) und u(z) = ( . )

ein Losungsfundamentalsystem der Gleichung w’ = Bw mit v,(0) = (1, 0)7
und 1,(0) = (0, 1)”. Die Funktionen ¢; := S1); bilden dann ein Fundamen-
talsystem der urspriinglichen Gleichung ¢y’ = Ay. Die Phasenportréts fiir die

Matrix A = <3 i\) sehen fiir A = 0 bzw. A > 0 wie folgt aus:

Z9 zZ2

/
/érx//

21 21

L
—

Bild ITIa Bild I1Ib
Fiir A < 0 kommt es wieder zu einer Orientierungsumkehr in Bild III b.

4.3 Stabilitatstheorie autonomer Gleichungen

Wir wollen uns nun mit dem Langzeitverhalten globaler Losungen beschéfti-
gen.

Definition 4.5 Sei D C R? offen und f : [0,00) x D — R? erfiille eine
lokale Lipschitz-Bedingung. Eine globale Lisung u : [0,00) — R® von

y'(t) = ft,y@), t>0, (4.5)
heifst

(a) stabil, falls fiir jedes e > 0 ein § > 0 existiert, so dass fiir alle Lésungen
v :[0,00) = R von (4.5) mit [|[v(0)—u(0)|| < & gilt, dass |[v(t)—u(t)] <
e fir alle t > 0;

(b) instabil, falls sie nicht stabil ist;
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(c) attraktiv, falls es ein & > 0 gibt, so dass fir alle Losungen v : [0, 00) —
R? von (4.5) mit ||[v(0) —u(0)|| < & gilt, dass limy_,. ||v(t) —u(t)]| = 0.

(d) asymptotisch stabil, falls sie stabil und attraktiv ist.
Achtung: Aus der Attraktivitédt folgt i. allg. nicht die Stabilitét!

Von besonderem Interesse ist die Stabilitdt von Gleichgewichtszustianden des
durch die Differentialgleichung beschriebenen Systems, d. h. von konstanten
Losungen. Diese werden auch stationdre Lésungen genannt.

In dieser Vorlesung werden wir uns auf die Betrachtung von autonomen
Gleichungen, d. h. Gleichungen der Form y'(t) = f(y(t)), beschrianken. Diese
haben u. a. den Vorteil, dass die stationdren Losungen sofort als die Nullstel-
len von f ablesbar sind.

Definition 4.6 Sei D C R? offen und f : D — RY erfiille eine lokale
Lipschitz- Bedingung.

(a) Ein Punkt yo € D mit f(yo) = 0 heifit kritischer Punkt von f.

(b) Ein kritischer Punkt yo von f heifit stabil/instabil /attraktiv/asympto-
tisch stabil, wenn die stationdre Losung u(t) = yo, t > 0, von y'(t) = f(y(t))
die jeweilige Figenschaft hat.

Das Ziel dieses Abschnittes wird es sein, Bedingungen an f zu formulieren, an
denen man ablesen kann, welches Stabilitdtsverhalten die kritischen Punkte
von f haben.

Eine besonders einfache Klasse automomer Differentialgleichungen sind
die homogenen linearen Gleichungen mit konstanten Koeffizienten y'(t) =
Ay(t) aus dem letzten Abschnitt. Wir wollen zunéchst die dortigen Ergeb-
nisse nutzen und werden feststellen, dass sich in diesem Fall das gesamte
Stabilitatsverhalten an den Eigenwerten der Matrix A ablesen lasst. Wir be-

zeichnen mit o(A) das Spektrum von A, d.h. die Menge der Eigenwerte von
A, und mit s(A) := max{R(\) : A € 0(A)} die Spektralschranke von A.

Satz 4.7 Sei A € C™4. Dann gilt fiir die Nulllgsung o von y'(t) = Ay(t):
(a) Ist s(A) < 0, so ist o asymptotisch stabil.

(b) Ist s(A) > 0, so ist o instabil.

(c) Ist s(A) =0, so ist o in keinem Fall asymptotisch stabil, und o ist genau
dann stabil, wenn fir alle Figenwerte von A mit verschwindendem Realteil
die geometrische gleich der algebraischen Vielfachheit ist.

Fiir reelle Koeffizienten und d = 2 folgt dieser Satz sofort aus den Uberle-
gungen des letzten Abschnittes.
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A<
. >

stabil asymptotisch stabil

Bild IVa Bild IVb

Im Fall IIa beobachten wir ein stabiles (aber kein asymptotisch stabiles)
Verhalten, wihrend im Fall IIb x4 < 0 (Orientierungsumkehr) asymptotisch
stabiles Verhalten vorliegt.

Beweis. Alle Losungen der Gleichung y/(t) = Ay(t) sind von der Form

k

Z ew\ipi(t)a (46)

i=1

wobei die \; die Eigenwerte von A sind und p; in jeder Komponenten Polyno-
me, deren Grad hochstens die Differenz von algebraischer und geometrischer
Vielfachheit des Eigenwerts J\; ist.

(a) Sei s(A) < 0. Wir zeigen, dass es dann Konstanten M > 1 und w > 0
gibt mit
|| < Me™t  fiir alle t > 0. (4.7)

Jede Spalte v;, j = 1,...,d, von e ist von der Form (4.6); es gibt also
Vektoren von Polynomen p;;, 7 =1,...,k, j=1,...,d, mit
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Da alle Normen auf C?™*? fquivalent sind, gibt es ein ¢ > 0 mit

k

)| < < Z oy _ RO |
el < e max [o; ()] < e max > |e™pi(6)] = ¢ max, <m0
1=
k k
< ts(A)|,, . _ ts(A)/2 ts(A)/2
<cmax ) e pi;(t)] = e e max » e pi (1))
=1 N =1 ,
<

Da s(A) negativ ist, ist fiir ¢ > 0 der unterstrichene Teil dieses Ausdrucks
dank der Kraft der Exponentialfunktion beschrénkt und es gilt (4.7) mit
dieser Schranke M und w = —s(A)/2.

Damit gilt nun sogar fiir jede Losung v von y/(t) = Ay(t)

lo(t) = o)l = I v(0)]] < [l [v(0)]| < Me™*w(0)]] = 0 fiir t — oo.

Also ist die Nulllosung attraktiv.
Fiir die Stabilitdt erhalten wir zu vorgegebenem ¢ > 0 mit § := ¢/M fiir
jede Losung v mit [|v(0)|| <  aus derselben Abschétzung

lo(t) —o(®)]| < Me™"[[v(0)]] < Md =

fiir alle t > 0. Also ist die Nulllsung asymptotisch stabil.

(b) Ist s(A) > 0, so hat A einen Eigenwert Ay mit R(A\g) > 0. Sei w ein
zugehoriger Eigenvektor mit ||w|| = 1/2. Dann ist fiir jedes 6 > 0 die Funktion
vs(t) := deM'w eine Losung mit ||vs(0)| = §/2 < 6. Es gilt aber

)
a0l = 850 ] = & FO* 0 fir £ — co.

Also ist die Nulllésung instabil.

(c) Sei X ein Eigenwert von A mit ®(A) = 0, d.h. A = iy mit g € R. Dann ist
wie in Teil (b) fiir jedes 6 > 0 die Funktion vs := de’*w mit einem geeigneten
Eigenvektor w eine Losung mit [|vs(0)]| < 0, und es gilt

lvs(t) — o)l = & e w]| = d]Jwll.

Also ist die Nulllésung nicht attraktiv und damit auch nicht asymptotisch
stabil.

Fiir die Stabilitédt der Nulllésung sind die Summanden in (4.6) entschei-
dend, die zu den Eigenwerten mit verschwindendem Realteil gehdren. Ist das
Polynom hier nichtkonstant, d.h. ist die algebraische Vielfachheit von der
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geometrischen verschieden, so wichst die entsprechende Losung polynomial
an und kann (wie soeben vorgefiihrt) mit § skaliert werden um nachzuweisen,
dass die Nulllosung dann nicht stabil ist.

Ist hingegen immer die algebraische gleich der geometrischen Vielfach-
heit, so sind wieder alle Losungen und damit auch die Fundamentalmatrix
et beschrinkt, denn fiir die Eigenwerte mit negativem Realteil kann man
genauso argumenieren wie fiir v; in Teil (a), und fiir die rein imaginéren Ei-
genwerte sind die Polynome alle konstant. Die Stabilitdt der Nulllosung folgt
dann wie in Teil (a). m

Die Bedeutung von Satz 4.7 fiihrt weit {iber die Behandlung von linearen
Systemen mit konstanten Koeffizienten hinaus. Wir werden ihn als Start-
punkt nehmen, um Stabilitdtsaussagen auch fiir kompliziertere nichtlineare
Gleichungen zu bekommen, deren Losungen sich im Allgemeinen nicht mehr
konkret angeben lassen.

Bevor wir uns dieser Aufgabe widmen, stellen wir mit dem Lemma von
Gronwall ein Resultat vor, welches in der Behandlung von Differentialglei-
chungen héufige Anwendung findet, z.B. im Beweis von Eindeutigkeitsaussa-
gen.

Satz 4.8 (Lemma von Gronwall) Seien a,ty, T € R mit tg < T gegeben
und seien u,v € C([ty, T],R) stetige Funktionen mit v > 0 auf ganz [to, T].
Gilt fir alle t € [ty, T| die Ungleichung

u(t) <a —i—/t u(s)v(s)ds, (4.8)

0

so folgt fiir alle t € [to,T)

u(t) < aexp(/tv(s) ds).

to

Die Stéarke dieses Lemmas ist, dass es eine implizite Ungleichung, bei der die
Funktion u auf beiden Seiten des Relationszeichens steht, in eine explizite
Ungleichung verwandelt: Im Resultat ergibt sich eine Abschétzung fir u, die
nur von den anderen gegebenen Daten abhéngt.

Beweis. Sei € > 0. Damit betrachten wir die Funktion

¢

he(t) = (a +¢) exp(/ v(s) ds), t € [to, T).
to

Fir diese ist

h;(t):(a+e)exp(/ v(s)ds)-v(t):he(t)v(t), t € [to, T).

to
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Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist also fiir alle
t € [to, T

he(t) = he(to) + /t hl(s)ds=a+¢e+ /t he(s)v(s) ds. (4.9)

to to

Unser Ziel ist es nun, fiir alle ¢ € [tp, 7] und alle € > 0 die Ungleichung

t
u(t) < h(t) = (a+¢) exp(/ v(s) ds)
to

zu zeigen. Dann folgt die Behauptung durch den Grenziibergang ¢ — 0.

Dazu nehmen wir als Kontraposition an, dass es ein € > 0 und ein t €
[to, T] gibt mit w(t) > h.(t). Wir setzen 7 := inf{t € [to,T] : u(t) > ho(t)}.
Dann ist zunéchst klar, dass 7 > ¢, ist, denn nach Voraussetzung (4.8) (mit
t =to) gilt u(ty) <a < a-+e=h(ly). Auberdem muss wegen der Stetigkeit
von u und h. gelten, dass u(7) = h.(7) ist.

Da 7 der kleinste Zeitpunkt ist, ab dem w die Funktion h. iibersteigt,
muss fiir alle ¢ € [ty, 7| die Ungleichung u(t) < h.(t) erfiillt sein. Das liefert
mit Voraussetzung (4.8) und unserem Zwischenergebnis (4.9)

T

u(t) <a+ /T u(s)v(s)ds < a+e +/ he(s)v(s)ds = h.(T),

to to

ein Widerspruch. [

Die Grundidee fiir das angestrebte Stabilitatsresultat ist, fiir die rechte Sei-
te f des autonomen Problems y'(t) = f(y(t)) eine Taylor-Entwicklung bis
zur ersten Ordnung um den kritischen Punkt als Entwicklungsstelle vorzu-
nehmen. Dieser wird hier der Einfachheit halber als Null angenommen; wir
setzen also f(0) = 0 voraus. Das liefert (mit der Jacobimatrix J; von f)

y'(t) = fy(t) = @+Jf(0)y(t) +9(y(t)) firt=0 (4.10)

=0

mit einer Restfunktion g, von der wir hoffen konnen, dass diese fiir kleine
Werte von y(t) klein bleibt und damit einen ,juntergeordneten” Einfluss auf
die Gleichung in der Ndhe von 0 hat. Der (hoffentlich dominante) vordere
Teil
y'(t) = Jr(0)y(t)

ist eine homogene lineare Gleichung mit konstanten Koeflizienten, von der
wir das Stabilitatsverhalten dank Satz 4.7 exakt kennen. Tatséchlich gilt der
folgende Stabilitdatssatz, der uns gute Hoffnung macht, dass das Verfahren
funktionieren konnte.
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Satz 4.9 (Stabilitéitssatz) Es sei D C R? offen mit 0 € D, A € R4 mit
s(A) <0 und g : D — R? erfiille eine lokale Lipschitz-Bedingung sowie

lim [[g(z)[|/[|z[| = 0. (4.11)
Dann ist die Nulllosung von

y'(t) = Ay(t) + g(y(1)) (4.12)
asymptotisch stabil.

Beweis. Zunichst ist die Nullfunktion eine Losung von (4.12), denn nach
Voraussetzung ist ¢ stetig und es gilt insbesondere ¢(0) = lim,_,o g(z) = 0.
Die rechte Seite von (4.12) erfiillt dank der lokalen Lipschitz-Bedingung
an g selbst eine lokale Lipschitz-Bedingung, d.h. das Anfangswertproblem
aus (4.12) und y(0) = yo ist fiir jedes yo € D eindeutig losbar.
Schliefslich erinnern wir daran (vgl. (4.7)), dass wegen s(A) < 0 Konstan-
ten M > 1 und w > 0 existieren mit

]| < Meet. (4.13)

Nach diesen Vorbetrachtungen sei nun 0 < & < w gegeben. Wegen der Grenz-
wertbedingung (4.11) gibt es ein § > 0, so dass fiir alle z € D mit ||z|| <
gilt

lg(@)ll _ = €

< - dh g(@)] < = =]l (4.14)
R — M

Wir setzen nun § := min{g, e} und zeigen, dass es ein a > 0 gibt, so dass

gilt

Yo € D mit |Jyol| < % = |lu(t)| < de™ fiir alle t > 0, (4.15)
wobei u die Losung von (4.12) mit u(0) = yo ist.

In (4.15) steckt alles, was wir benotigen: Wegen lim; ., de~* = 0 folgt
sofort die Attraktivitdat der Nulllésung, und da wir § < e gewéahlt haben, gilt
dann auch ||u(t)]] < de™™ < § < e fir alle t > 0, was die Stabilitit der
Nulllésung liefert.

Es bleibt noch, (4.15) zu zeigen. Sei also yp € D mit ||yo|| < §/M gegeben
und u die zugehorige Losung des Anfangswertproblems, d.h. es ist

u'(t) = Au(t) + g(u(t),  u(0) = yo.
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Fasst man den Ausdruck g(u(t)) als Inhomogenitit auf, so bekommt man
mit der Variation-der-Konstanten-Formel aus Satz 3.6

t t
u(t) = ey + etA/ e *Ag(u(s)) ds = ey +/ e (u(s)) ds. (4.16)
0 0

Man beachte dabei, dass Z(t) = e eine Fundamentalmatrix von y/'(t) =
Ay(t) ist mit Z(0) = I und Z(s)~t = e~
Nun gilt mit (4.16):

@ < el + [ e gtute)) | ds
< el + et lgCute) as.

Fiir kleine s ist dank der Stetigkeit von u sicherlich |lu(s)|| < §, denn es
ist |u(0)]] < o/M < §. Gilt |lu(s)|| < ¢ fiir alle s € [0,¢], so gilt auch
|u(s)|| < & < 6. Dehalb kénnen wir fiir diese ¢ mit (4.13), der Voraussetzung
aus (4.15) und (4.14) weiter abschétzen und erhalten

5 t
[l < Met= / Mem00 = Ju(s) | ds
t
= 5e“t+/ ce =) |u(s)]| ds,
0

bzw.

t
e lu(®)l] < 5+ / ce* u(s)|| ds.
0

Auf diese implizite Ungleichung fiir e“*||u(t)|| wenden wir das Lemma von
Gronwall (Satz 4.8) an. Dazu setzen wir a := ¢ und v(s) := ¢ und erhalten

t
e“!u(t)] < 5exp(/ eds) =§et, also ||u(t)| < de).
0

Da wir oben € < w verlangt hatten, ist o ;== —(¢ —w) > 0, und wir sind bei
der Abschétzung in (4.15). Man beachte aber, dass unsere Rechnung bisher
unter dem Vorbehalt steht, dass ||u(s)|| < 0 fiir alle s € [0, ¢] gilt. Wir miissen
also noch zeigen, dass dies fiir alle ¢ € [0, 00) der Fall ist.

Dazu betrachten wir das Intervall J := {t > 0 : |Ju(s)| < ¢ fur alle s €
[0,¢]} der ,braven” t und nehmen an, die rechte Intervallgrenze von J wére
ein endliches 7' > 0. Dann sind alle ¢ € [0,7") brav; insbesondere erfiillen sie
die Abschétzung |lu(t)|| < . Wegen der Stetigkeit von wu ist dann aber auch
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|lu(T)|| < 9, und das zeigt, dass T" selbst brav, d.h. zu J gehort. Da T kein in-
nerer Punkt von J ist, muss sogar ||[u(7)|| = ¢ gelten. Entscheidend ist, dass
wir unsere Abschétzung von oben damit also (gerade noch) mit ¢ = 7" machen
diirfen. Das liefert schlieRlich den Widerspruch 6 = [[u(T)|| < §e=7 < §. m

Es gibt ein analoges Instabilitdtskriterium, dass wir hier jedoch nicht bewei-
sen wollen.

Satz 4.10 (Instabilititssatz) Sind D und g wie in Satz 4.9 und ist A €
R mit s(A) > 0, so ist die Nulllisung von (4.12) instabil.

Die beiden Satze sind fiir den Spezialfall des kritischen Punktes Null for-
muliert. Das ist allerdings keine wirkliche Einschrinkung, wie das néchste
Lemma zeigt, dessen Beweis als Ubungsaufgabe verbleibt.

Lemma 4.11 Sei D C R? offen, und die Funktion f : D — R? erfiille eine
lokale Lipschitz-Bedingung. Dann ist yo € D ein stabiler/instabiler/attrak-
tier/asymptotisch stabiler kritischer Punkt von f genau dann, wenn Null

ein stabiler/instabiler/attraktiver/asymptotisch stabiler kritischer Punkt von
f:D—=RImit D=D —yyund f(x) = f(z +wy), v € D, ist.

Satz 4.12 (Prinzip der linearisierten Stabilitéit) Sei D CR? offen und
feCYD,R?). Istyy € D ein kritischer Punkt von f, so gilt:

(a) Ist s(Jr(yo)) <0, so ist yo asymptotisch stabil.
(b) Ist s(J¢(yo)) > 0, so ist yo instabil.

Beweis. Mit Lemma 4.11 kénnen wir uns ohne Beschrankung der Allge-
meinheit auf den Fall yy = 0 zuriickziehen. Da f als stetig differenzierbar
vorausgesetzt ist, kénnen wir dann unser Problem in Anlehnung an (4.10)
zerlegen in

y'(t) = fly(t) = Jp0)y(t) + f(y(t)) — Jp(0)y(t) =: Ay(t) + g(y(1))-
Die stetige Differenzierbarkeit von f liefert, dass

@l @) = Lol

w0z a0 ]

Damit sind die Voraussetzungen der Satze 4.9 bzw. 4.10 erfiillt. Diese liefern
nun die Aussagen des Theorems. [

Das Prinzip der linearisierten Stabilitdt macht keine Aussage in dem Fall,
dass s(A) gleich Null ist. In diesem Fall hingt das Stabilitdtsverhalten sehr
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sensibel von der Nichtlinearitdt g ab und kann bei identischen Eigenwerten
des linearen Anteils alles zwischen instabil und asymptotisch stabil sein.

Leider sind gerade die in Anwendungen spannenden Gleichgewichtszu-
stdnde oft solche, bei denen das Prinzip der linearisierten Stabilitdt keine
Aussage macht, wie folgendes Beispiel zeigen soll.

Beispiel: Mathematisches Pendel. Die Auslenkung aus der Ruhelage y(t)
eines an einem Ende aufgehéngten pendelnden Stocks geniigt der Gleichung
des mathematischen Pendels

y"(t) +sin(y(t)) =0, t>0.

Umgeschrieben in ein System erster Ordnung erhalten wir mit v = (y, y')”

<Z;8) - <— s;;f((zi)(t))) = f(i(t),va(t))

mit f(z,y) = (y, —sin(x)), (x,y) € R?. Die kritischen Punkte sind offen-
sichtlich (k7,0) mit k € Z, von denen wir uns nur (0,0) und (7, 0) anschauen
miissen (die tibrigen entsprechen einem dieser beiden, da das Problem 27-
periodisch ist).

Diese beiden kritischen Punkte entsprechen zum einen der Ruhelage (0, 0)
des Pendels (Nullausschlag mit Null Geschwindigkeit) und zum anderen dem
senkrecht nach oben gerichteten Stock (7 Ausschlag mit Null Geschwindig-
keit). Nach unserer Alltagserfahrung sollte ersterer stabil und zweiterer in-
stabil sein. Nun ist

Jf(:p,y):(_c(?S(x) (1]) d.h, Jf(w,()):((l’ (1))

Diese Matrix hat die Eigenwerte %1, es ist also s(J¢(m,0)) =1 > 0, und der
kritische Punkt (7, 0) tatsdchlich instabil. Betrachten wir aber die Ruhelage

(0,0), so finden wir
0 1

und diese Matrix hat die Eigenwerte £4. Wir sind also im Fall s(.J;(0,0)) = 0
und kénnen im Moment keine Aussage zur Stabilitat dieses kritischen Punk-
tes treffen. -

4.4 Lyapunov-Stabilitat

Mit der Methode der Lyapunov-Funktionen lernen wir nun ein Verfahren
kennen, welches oft beim Uberpriifen der Stabilitatseigenschaften allgemeiner
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Systeme weiterhilft. Dabei ziehen wir uns wieder auf den Spezialfall eines
kritischen Punktes im Ursprung zuriick (vgl. Lemma 4.11). Im Folgenden sei
also D C R? offen mit 0 € D und f : D — R? mit f(0) = 0 erfiille eine lokale
Lipschitzbedingung. Dann ist 0 ein kritischer Punkt von f.

Definition 4.13 Seien f und D wie soeben beschrieben. Fine Funktion L €
CY(D,R) heifit Lyapunov-Funktion der Gleichung y'(t) = f(y(t)), wenn

(a) L(0) =0 und L(z) > 0 fir alle x € D\ {0},

(b) VL(z) - f(z) <0 fiir alle x € D.

Gilt zusdtzlich VL(x) - f(x) <0 fir alle x € D\ {0}, so heifit L eine strikte
Lyapunov-Funktion.

Satz 4.14 (Stabilitdtssatz von Lypunov) Sei D C R offen mit 0 € D
und f : D — R? erfiille eine lokale Lipschitz-Bedingung und f(0) = 0.
Ezistiert eine Lyapunov-Funktion der Gleichung y'(t) = f(y(t)), so ist die
Nulllosung stabil. Gibt es sogar eine strikte Lyapunov-Funktion, so ist sie
asymptotisch stabil.

Beweis. Da D offen und 0 € D ist, gibt es ein ¢g > 0 mit U,,(0) C D. Wir
wollen zunéchst die Stabilitdt der Nulllosung zeigen.

Sei 0 < € < g gegeben. Wir miissen ein 0 > 0 so finden, dass fiir alle
Losungen u mit [[u(0)|| < 6 gilt, dass ||u(t)]| < e fiir alle t > 0 ist.

Dazu setzen wir m. := minj,|—. L(z). Dieses Minimum existiert, da die
Menge der Punkte mit ||z|| = ¢ kompakt und L stetig ist. Da L auf dieser
Menge als Lyapunov-Funktion aufterdem strikt positiv ist, gilt auch m. > 0.
Wiederum aus der Stetigkeit von L und L(0) = 0 folgt nun, dass es ein
0 € (0,¢) gibt mit L(z) < m, fir alle z mit ||z| < 0.

Sei also u eine Losung mit ||u(0)|| < §. Dann gilt nach der Wahl von 4,
dass L(u(0)) < m. ist. Weiter gilt wegen

CL(u(t)) = V() - Fu(t) <0 firt >0

und Eigenschaft (a) einer Lyapunov-Funktion, dass
0 < L(u(t)) < L(u(0)) < m. fir allet > 0. (4.17)

Nehmen wir nun an, es gibe ein ¢y > 0 mit ||u(ty)|| > . Da [|[u(0)|| <d < e
und u stetig ist, muss es dann ein ¢, € (0,%] geben mit ||u(t,)| = €. Das
liefert aber mit (4.17) den Widerspruch

L(u(ty)) > min L(z) = m. > L(u(t.)).

~ lzll=e
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Also ist ||u(t)|| < ¢ fiir alle t > 0, d.h. die Nulllésung ist stabil.

Es verbleibt noch zu zeigen, dass fiir eine strikte Lyapunov-Funktion
die Nulllosung attraktiv ist, d.h. wir miissen ein 6 > 0 finden, so dass
limy o [Ju(t)|| = 0 fiir alle Losungen « mit |Ju(0)]] < § gilt.

Dazu wahlen wir das ¢ zu ¢y wie im ersten Teil des Beweises. Dort haben
wir bereits gezeigt, dass jede Losung u mit ||u(0)|| < ¢ fiir alle ¢ > 0 in der
Kugel mit Radius ¢y bleibt und dass die Funktion L o u auf (0, c0) monoton
fallt. Wir zeigen nun die folgende

Zwischenbehauptung. Es gibt eine Folge (t,,) C (0, 00) mitlim,,_, t,, = 00
und lim,,_, o u(t,) = 0.

Ist unsere Losung u an einer Stelle gleich Null, so ist wegen der eindeutigen
Losbarkeit des betrachteten Problems w die konstante Nulllosung. In diesem
Fall ist die Zwischenbehauptung offenbar richtig.

Ist u an keiner Stelle Null, so nehmen wir an, die Zwischenbehauptung
wire falsch. Dann ist 0 kein partieller Grenzwert der Trajektorie {u(t) : ¢t >
0}, d.h. es existiert ein 7" > 0 und ein r € (0,¢q), so dass |[u(t)|| > r fiir
alle t > T gilt. Nun ist der Kreisring K = {x € R? : r < ||z]] < g}
kompakt und die Funktion x — VL(x) - f(x) wegen der Eigenschaften einer
strikten Lyapunov-Funktion auf dieser Menge strikt negativ und stetig. Also
ist M := max,ex VL(z) - f(x) <O0.

Sei nun ¢ > T'. Dann gibt es nach dem Mittelwertsatz, angewandt auf die
reelle Funktion L o u ein 7 € (T,t) mit

L(u(t)) = L(u(T)) = (Low)'(r)(t = T) = (t = T)VL(u(r)) - u'(7)
= (t =T)VL(u(7)) - f(u(r))-

Da 7 > T ist, gilt r < ||u(7)]| < &0, d.h. u(7) € K, und wir bekommen
L(u(t)) — L(uw(T)) < (t = T)M — —oo0 fiir t — oc.

Also muss es ein ty > T geben mit L(u(tp)) < 0, und das ist ein Widerspruch
dazu, dass L eine Lyapunov-Funktion ist. Damit ist die Zwischenbehauptung
bewiesen. Man beachte, dass wegen der Stetigkeit von L fiir die Folge (¢,)
gilt

lim L(u(t,)) = L(0) = 0. (4.18)

n—o0

Zu beliebig vorgegebenem e € (0,g9) betrachten wir nun den kompakten
Kreisring K. := {z € R?: e < ||z|| < &¢}. Dann ist mit dem schon mehrfach
genutzten Argument m. := mingeg. L(z) > 0. Wegen (4.18) gibt es ein
no € Nmit L(u(t,,)) < m.. Da Lou monoton fallend ist, gilt dann L(u(t)) <
L(u(t,,)) < me fir alle t > t,,. Damit kann w(t) fiir ¢ > t,, nicht in K,
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liegen. Da wir bereits wissen, dass u(t) immer in der Kugel mit Radius &g
liegt (Stabilitdt und Wahl von ¢), muss ||u(t)|| < € fir alle t > ¢, gelten. Da
e > 0 beliebig war, zeigt dies, dass lim;_,, u(t) = 0. n

Auch hier gibt es ein korrespondierendes Instabilitéatsresultat, das wir wieder
nicht beweisen wollen.

Satz 4.15 (Instabilititssatz von Lyapunov) Sei D C R? offen mit 0 €
D, und f : D — R? erfiille eine lokale Lipschitz-Bedingung sowie f(0) = 0.
Gibt es eine Funktion L € C'(D,R) mit

(a) L(0) =0,

(b) VL(z) - f(z) > 0 fir alle x € D\ {0} und

(c) es gibt eine Folge (x;) € D mit lim; oo x; = 0 und L(z;) > 0 fir alle
JjeN,

so0 ist die Nulllosung von y'(t) = f(y(t)) instabil.

Die Lyapunov-Methode ist ein starkes Mittel zur Untersuchung von Stabili-
tatsfragen mit einem Nachteil: Zum Auffinden einer Lyapunov-Funktion fir
ein konkret gegebenes Problem gibt es kein allgemeines Verfahren. Hier sind
gutes Raten, Erfahrung und Intuition und vor allem ein gutes Verstdnd-
nis des durch die DGL modellierten physikalischen/mechanischen/... Sys-
tems gefragt. Eine Lyapunov-Funktion misst in einem gewissen Sinne den
Abstand einer Losung zum Gleichgewichtszustand. Dieser ist iiblicherweise
ein Zustand, in dem eine charakteristische Grofe, z. B. die Energie, mini-
mal wird. Also ist die in einem Zustand y(t) ,enthaltene Energie in jedem
Fall ein guter Kandidat fiir eine Lyapunov-Funktion! Oft kann man also die
Lyapunov-Funktion aus der Physik hinter der Gleichung erahnen.

Zur Illustration diene das folgende Beispiel, das eine Wiederaufnahme des
Beispiels aus dem vorangegangenen Abschnitt ist.

Beispiel (Mathematisches Pendel). Wir betrachten wieder die Gleichung
y"(t) + sin(y(t)) = 0 des mathematischen Pendels. Das zugehorige System
erster Ordnung hat die Form

@8) N <— si?lz(%f(t))) = f(u(t), v2(t))

mit f(z,y) = (y, —sin(z)) fiir (z,y) € R?. Wir zeigen, dass die Funktion
L :R? — R mit
Ly, [F. 1,
L(z,y) = 3V + sin(s) ds = S cos(x) + 1
0

eine Lyapunov-Funktion unseres Systems fiir die Nulllosung ist.
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Die Frage, wie man auf diese Funktion kommt, ist einfach zu beantworten:
y = vo(t) ist die Geschwindigkeit des Pendels. Damit ist (bis auf Kleinigkeiten
wie die Masse, die hier auf 1 normiert ist) der Ausdruck %y2 gerade die
kinetische Energie des Pendels. Das Integral integriert die Grofe sin(s) von
der Ruhelage 0 bis zur aktuellen Auslenkung = = v (t). Das ergibt genau die
potentielle Energie des Pendels, die zur Auslenkung um x gehort. L(z,y) ist
also nichts anderes als die Gesamtenergie, die im Zustand (x,y) des Pendels
steckt.

Tatsdchlich gilt L(0,0) = 0, L(x,y) > 0 in einer Umgebung von (0, 0)
aufer in (0, 0) selbst, und schlieflich ist auch

VL) fe0) = (sine).0) - (_ ) = wsina) = ysinge) =

—sin(z
Somit ist L eine Lyapunov-Funktion, und die Nulllésung ist stabil. [

Nur am Rande sei abschliefsend vermerkt, dass es natiirlich viele weitere inter-
essante Fragen in diesem Zusammenhang gibt. Eine ist die nach periodischen
Losungen eines autonomen Systems wie

&= F(z,y), y=G(z,y), (4.19)
d.h. nach solchen Losungen, zu denen es ein 7' > 0 gibt mit
r(t+T)=uao(t) und y(t+T)=y(t) fir allet.

Die Trajektorien solcher Losungen sind geschlossene Kurven, sogenannte Zy-
klen (vgl. Fall ITa). Wir sehen uns ein weiteres Beispiel an. Das System

b= —yta(l-a? - )
gy = v+y(l—a®—y?) (4.20)

hat (0, 0) als einzigen Gleichgewichtspunkt. Aus x(1 — 2% — »?) = y und
y(1 — 2% — y*) = —x folgt nimlich

s(1—a* =y’ =y(1 -2 —y°) = —.

Fiir x # 0 liefert diese Gleichung (1 — 2? — y?)? = —1, was unmoglich ist.
Aus z = 0 und der ersten Gleichung folgt y = 0.

Zur Losung des Systems (4.20) gehen wir zu Polarkoordinaten iiber. Wir
schreiben = r cos ¢ und y = rsin ¢ und erhalten mit

T =7C08p—rpsing, Y =71sine —+ rycosey
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nach einigen Umformungen das entkoppelte System
F=r(l—r?, ¢=1,
dessen Losung fiir » > 0 durch
1
r(t) = ———, ¢({t)=t+0b mita,beR

V14 ae 2t

gegeben ist. Fiir a = 0 erhélt man den Einheitskreis als Trajektorie, und fiir
a < 0 bzw. a > 0 bekommt man Kurven, die sich fiir ¢ — oo spiralférmig
von aufen oder innen dem Einheitskreis anschmiegen.

—

(e}
—

Bild V

Dieses Verhalten ist charakteristisch.

Satz 4.16 Jeder Zyklus des Systems (4.19) umldauft mindestens einen Gleich-
gewichtspunkt.

Satz 4.17 (Poincaré-Bendixon) Se: B die Abschlieffung einer offenen,
beschrinkten und zusammenhdingenden Teilmenge des R?, B enthalte keine
Gleichgewichtspunkte von (4.19), und

sei eine Trajektorie von (4.19), die fir alle t >ty in B verlduft. Dann ist T
entweder selbst ein Zyklus, oder T' schmiegt sich fiir t — oo spiralférmig von
innen oder auflen einem Zyklus in B an.

Wenn B also eine "Halbtrajektorie” enthalt, so gibt es in B einen Zyklus.
Hinweise zu den Beweisen finden Sie in Heuser, Abschnitt X, Nr. 68. ]
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4.5 Lineare Differentialgleichungen hoherer Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

Fiir lineare Differentialgleichungen héherer Ordnung mit konstanten Koeffizi-
enten gibt es eine elegante Losungstheorie, die die Bestimmung der Losungen
auf die Bestimmung der Nullstellen eines Polynoms reduziert.

4.5.1 Polynome von Differentialoperatoren

Wir schreiben C[X] fiir die Menge der Polynome in einer Unbestimmten X,
d.h. die Elemente von C[X] sind Ausdriicke der Gestalt

PX)=a+u X+ - +a,X" (4.21)

mit komplexen Koeffizienten ay. Ist a,, # 0, so heifst P ein Polynom vom Grad
n. Ersetzt man in (4.21) die Unbestimmte X durch den Ableitungsoperator
D = %, so erhalt man einen Differentialoperator

P(D)=ayl +a,D+---+a,D".

Ist J C R ein offenes Intervall, so ordnet P(D) jeder n-mal differenzierbaren
Funktion y : J — C die Funktion

P(D)y = aply + ayDy + - + a, D™y = agy + ary’ + - - - + any™

7, so dass wir die lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten,

any(”) 4+t aly' +agy =0 mit a, 7£ 0 (4.22)

auch als P(D)y = 0 mit einem Polynom P € C[X] wie in (4.21) schreiben
konnen. Das Polynom P heiftt das charakteristische Polynom der Gleichung
(4.22). Wir sehen uns zunéchst an, wie man mit Differentialoperatoren rech-
net.

Lemma 4.18 Seien Py, P, € C[X]| Polynome vom Grad n bzw. m.
(a) Ist P(X) := P(X) + Py(X) und f max(m,n)-mal differenzierbar, so ist

P(D)f = Pi(D)f+ R(D)f.
(b) Ist P(X) := Pi(X)Py(X) und f (m + n)-mal differenzierbar, so ist

P(D)f = P(D)(P(D)[).
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Man rechnet mit Differentialoperatoren also genauso wie mit den zugehdrigen
Polynomen. Insbesondere folgt aus (b), dass

P(D)R(D)f = P(D)P(D) f

(was fur Differentialoperatoren der Gestalt a,, D" +- - -+ a1 D + apl mit nicht-
konstanten Koeflizienten a; i.a. nicht gilt).

Beweis von Lemma 4.18. Aussage (a) folgt aus der Tatsache, dass
P(D)f=aolf+aDf +--+a,D"f = aof +arf + -+ a, f™
linear von den Koeflizienten a; abhéngt. Fiir (b) betrachten wir

Pl(X):aOI+a1X+---+anX" und PQ(X):bQI+b1X++mem

Dann ist N
P(X)=) X' mit ¢;= > b,
j=0 kI>0:k+1=§
wobei wir a;, = 0 fiir £ > n und b, = 0 fiir [ > m setzen. Weiter ergibt sich
n+m A n+m
PD)f = > > abDf=> > abD"f
§=0 k+l=j §=0 k-+l=j
=D WL oD w0
k=0 1=0 k=0 1=0
= Pi(D)(R(D)f) =

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra (der in der Vorlesung zur Funk-
tionentheorie bewiesen wird) ldsst sich jedes Polynom

PX)=X"4+a, 1 X" '+ +a; X +ag

vom Grad n > 1 mit komplexen Koeffizienten auf eindeutige Weise in Line-
arfaktoren zerlegen:

P(X)=(X =X (X = Ak, (4.23)

wobei die \; die paarweise verschiedenen komplexen Nullstellen von P und
die positiven genzen Zahlen k; ihre Vielfachheiten sind. Offenbar ist ki +- - -+
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k, = n. Weiter wissen wir aus dem Satz iiber die Partialbruchzerlegung (vgl.
Analysis II, Satz 8.40), dass es Polynome Q1(X),...,Q,.(X) so gibt, dass

1 Q1(X) Qr(X)
P (X -am T A 2y

Wir definieren fiir 1 < k <r

T

P(X)= ] (x-x)™ (4.25)
1=1,l#k

Damit folgt aus (4.24) nach Multiplikation mit P(X) und unter Beachtung
von (4.23), dass

L= Pi(X)Qu(X) + - + B(X)Q(X). (4.26)

Wegen Lemma 4.18 iibertragen sich (4.23) und (4.26) auch auf die entspre-
chenden Differentialoperatoren:

P(D) = (D — X \I)* .. (D - \I)*, (4.27)

1= P(D)Qu(D) +--- + P.(D)Q, (D). (4.28)

Besonders einfach ist die Wirkung der Differentialoperatoren P(D) auf Ex-
ponentialfunktionen. Fiir A € C sei ey(x) := €.

Lemma 4.19 (a) Es ist P(D)eyx = P(\)ey fiir jedes \ € C.
(b) Sei k € N, f k-mal differenzierbar und A\ € C. Dann ist

D¥(exf) = ex(D + AI)¥f. (4.29)
Beweis. Aussage (a) folgt sofort aus

P(D)e™ = ape? + a1 (€M) + - + an ()™
ape™ + a A + - 4 a, "N = P(N)e,

(b) Mit der Leibnizschen Produktregel und dem binomischen Satz erhalten
wir

Denf) = 3 (}) et



4.5.2 Die homogene Gleichung
Satz 4.20 Das Polynom
PX)=X"+a, 1 X" '+ +a1X +ay €C[X]

habe die paarweise verschiedenen komplexen Nullstellen A1, ..., A, mit den
entsprechenden Vielfachheiten ki, ..., k.. Dann hat die Differentialgleichung

P(D)y =0 (4.30)
ein Losungsfundamentalsystem, bestehend aus allen Funktionen
Qim(T) = 2™eM mit1 < j<rund0<m<k;— 1. (4.31)

Beweis. Die Bezeichnungen P;,(); seien wie in (4.25) und (4.24). Zuerst
zeigen wir: Ist y eine Losung von (4.30), so ist fiir jedes j € {1,...,r} die
Funktion y; := P;(D)Q;(D)y eine Lésung der Gleichung

(D — N1)Fy; = 0. (4.32)
Dies folgt sofort aus
(D= NDMy; = (D= XNDYPi(D)Q;(D)y
= P(D)Q;(D)y = Q;(D)P(D)y = 0.
Ist umgekehrt y; eine Lésung von (4.32), so ist y; auch Losung von (4.30):
P(D)y; = P{(D)(D — \I)*y; = 0.
Da aufserdem fiir jede Losung y von (4.30) wegen (4.28) gilt

y=1y=(P(D)Q:(D)y+---+ P(D)Qr(D)y =41+ -+ yr,

erhalten wir: Jede Losung von (4.30) ldsst sich schreiben als Summe von
Losungen der Gleichungen (4.32) fiir j = 1,...,r. Umgekehrt ist jede solche
Summe eine Losung von (4.30).

Wir haben also noch (4.32) zu 16sen. Wegen (4.29) kénnen wir diese Glei-
chung schreiben als

(D = NI)My; = e\, DV (e_yy,) = 0.

Da ey, invertierbar ist, ist y; genau dann eine Losung dieser Gleichung, wenn
y; die Gleichung
D" (e_y,y;) =0 (4.33)
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16st. Offenbar ist nun y; genau dann eine Losung von (4.33), wenn e_y,y; ein
Polynom vom Grad < k; — 1 ist, d.h. die Lésungen von (4.33) sind genau die
Funktionen der Gestalt

yi(x) = (co+ 1@+ -+ + 2™ ) e?

mit ¢; € C. Damit ist klar: Jede Funktion aus (4.31) 16st (4.30), und jede Lo-
sung von (4.30) lésst sich als Linearkombination von Funktionen aus (4.31)
schreiben. Da in (4.31) genau k; + - -- + k. = n Funktionen stehen, bilden
diese eine Basis des Losungsraumes von (4.30). m

Anmerkung 1. Hat das Polynom P in Satz 4.20 nur einfache Nullstel-
len A\q,..., Ay, so besteht ein Losungsfundamentalsystem von (4.30) aus den
Funktionen ey, : x — N mit j=1,...,n. [

Anmerkung 2. Sind alle Koeffizienten des Polynoms P aus Satz 4.20 reell,
so treten seine nichtreellen Nullstellen als konjugiert komplexe Paare auf. Mit

A

i Ajx
et et .

L., ahiTlehiT (4.34)

gehoren also auch

)\j{L’ kjfl

T xexﬂ, o, ehi® (4.35)

zum Losungsfundamentalsystem (4.31). Wir konnen daher die Funktionen
aus (4.34) und (4.35) durch ihre Real- und Imaginérteile ersetzen und erhal-
ten ein Fundamentalsystem, das aus reellwertigen Funktionen besteht. Dazu
schreiben wir \; = a; 4+ if; mit o, 8; € R und §; # 0 und bekommen

2 eNT 0T BT xmeo‘fx(cos(ﬁjx) +isin(ﬂjx))-

Unter den getroffenen Annahmen bilden also die Funktionen

A

e jm’ xe)\j:v’ ) ki—1 _Xix

S, X e

fir jede kj-fache reelle Nullstelle A; von P und

e®” cos(B1), 1e%” cos(Bix), ..., 2" e cos(B;m),

e sin(B;x), we%” sin(B;x), ..., 2" e sin(B;1)
fiir jedes Paar (\;, \;) k;-facher Nullstellen \; = a; + i3; mit 8; > 0 ein
Losungsfundamentalsystem von (4.30). n

Beispiel A. Die Differentialgleichung

y/// _ y// _ 2y/ — 0
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ldsst sich schreiben als P(D) = 0 mit P(X) = X3 — X% —2X. Die Nullstellen
des Polynoms P sind A\; = 0, A\s = —1 und A3 = 2. Die Funktionen

T 2x

pi(z) =1, @ox) =e", @3(x)=c¢

bilden daher ein Losungsfundamentalsystem, und die allgemeine Losung der
Differentialgleichung hat die Gestalt

o(x) = Cy + Coe™® + C3e**  mit Cy, Cy, C5 € R. -
Beispiel B. Die Differentialgleichung
y/// o 2?/” + y/ —0

hat das charakteristische Polynom P(X) = X3 —2X? + X mit der einfachen
Nullstelle Ay = 0 und der doppelten Nullstelle Ay = 1. Ein Losungsfunda-
mentalsystem wird gebildet von den Funktionen

pir(z) =1, po(x) =€, p3(x) = ze”,
und die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet
o(r) = C1+ (Cy 4+ Csx)e® mit Cp,Cy, Cs € R. m
Beispiel C. Wir betrachten das System

T =ax+ by

g cotdy (itelto) =0 ylte) = o (4.36)

mit reellen Koeffizienten. Ist b = 0, so kann man zunéchst = bestimmen als
Losung der Differentialgleichung

& =axr mitz(ty) =z

und die gefundene Losung in die zweite Gleichung von (4.36) einsetzen, wo-
durch diese zu einer inhomogenen Gleichung wird:

j—dy=cr mit y(to) = yo.

Fiir b # 0 erhalten wir aus der ersten Gleichung von (4.36)

1
y = g(i — ax)
und nach Differenzieren |
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Setzen wir dies in die zweite Gleichung von (4.36) ein, so folgt

1
—(& —at) = cx + g(:p —ax),

b
d.h. wir erhalten die Gleichung 2. Ordnung

& —(a+d)t+ (ad — bc)r =0

mit den Anfangsbedingungen x(ty) = zo und &(ty) = axg+byo. Dies 16st man
wie oben beschrieben und berechnet abschliefsend y aus x. Dieses Eliminati-
onsverfahren ist oft niitzlich bei der Losung von Differentialgleichungssyste-
men.

Beispiel D. Das charakteristische Polynom der Schwingungsgleichung

y' +wly=0 mitwec R\ {0}
lautet P(X) = X?+w? und hat die Nullstellen \; = iw und Ay = —iw. Daher
bilden die Funktionen

—iwx

pi(x) =€, pa(r) =e
ein Fundamentalsystem, und die Funktionen

1 1

5(p1() + pa(2)) = cos(wz),

5 (#1(2) = po(7)) = sin(wz)

2i
bilden ein Fundamentalsystem, das aus reellwertigen Funktionen besteht. m

Beispiel E. Wir betrachten allgemeiner die Differentialgleichung
&+ 2ud +wir =0 mit g >0,wp >0

der geddampften Schwingung. Diese Gleichung modelliert z.B. eine Masse, die
an einer Feder schwingt, wobei u der Reibungskoeffizient und w2 die Fe-
derkonstante ist. Fiir p = 0 besitzt diese Gleichung laut Beispiel D das
Losungsfundamentalsystem

©1(t) = cos(wot), @a(t) = sin(wot).

Die Zahl wy ist also die Kreisfrequenz der ungeddmpften Schwingung. Wir
setzen von nun an g > (0 voraus.

Wir schreiben die Differentialgleichung als

P(D)r =0 mit P(D)= D*+2uD +wil,
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wobel D nun fur % steht. Die Nullstellen von

P(X) =X+ 20X +wy = (X +p)* +wg — p°

M= —p+p? =g, A= —p— /1= wp,
wobei \/p? — wi im Fall py? < wg fiir iy/wi — p? steht.

Fall 1: 0 < p < wq, schwache Dampfung. In diesem Fall setzen wir w :=
wg — p? und erhalten die konjugiert-komplexen Nullstellen \; o = —p 4 iw.
Somit haben wir ein Losungsfundamentalsystem

sind

Q1(t) = e e, po(t) = e Me ™

aus dem wir das reellwertige Fundamentalsystem

1 (z) = e M cos(wt), o(x) = e sin(wt)
erhalten. Durch die Dampfung wird also die Frequenz kleiner, und die Lo-
sungen klingen exponentiell ab.
Fall 2: p = wq, aperiodischer Grenzfall. In diesem Fall ist A = —p eine
doppelte Nullstelle, so dass wir das Losungsfundamentalsystem

pr(t) =M, pa(t) =te

erhalten. Wir beobachten kein Schwingungsverhalten mehr.

Fall 3: 11 > wy, aperiodischer Fall. Hier haben wir zwei einfache reelle Null-

stellen
Aig = —p =+ \/ 1* — Wi,

die wegen /2 — wg < p beide negativ sind. Ein Losungsfundamentalsystem

ist also

pi(t) =M, pa(t) =e

Die Losungen klingen exponentiell ab. [

Aot

4.5.3 Die inhomogene Gleichung

Sei wieder P(D) = D" +a, D" ' +---+ay; D+ agl ein Differentialoperator
mit konstanten Koeffizienten und b : J — R eine stetige Funktion auf einem
Intervall J C R. Um die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung

P(D)y =b (4.37)
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zu finden, bestimmen wir zunéchst mit Satz 4.20 ein Losungsfundamental-
system 1, ..., ¢, der homogenen Gleichung. Aufserdem benétigen wir noch
eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung. Wir beschreiben zwei We-
ge, wie man diese finden kann.

1. Weg: Variation der Konstanten. Die allgemeine Losung der homoge-
nen Gleichung P(D)y = 0 hat die Form

p(x) = Crpa(@) + - -+ Copn(T)
mit Konstanten C;. Wir suchen eine spezielle Losung von (4.37) der Gestalt
p(z) = Co(x)pr(2) + -+ + Cu(2)pn(2)

mit stetig differenzierbaren Funktionen C;(z) : J — R. Wir berechnen die
Ableitungen von :

¢ = Cro1+Ci) + -+ Chon + Criy,
= (Cipy + -+ Crl) + (Crpr + -+ -+ Crion).

Um die Rechnung einfach zu halten, versuchen wir, die C; so zu wéhlen, dass
Cior+--+Clp, =0.
Wir werden spater sehen, dass dies tatsdchlich moglich ist. Dann bleibt
o' =Crpy + -+ Cugly,
und wir leiten erneut ab:
= (C1p) + -+ 4 Cug) + (Cry + -+ + Crpy).

Wieder fordern wir
01 S01 -+ C;ﬁpln

Fahren wir so fort, so erhalten wir
=0 ™ firk=0,...,n—1
sowie die zu erfiillenden Bedingungen
ol o 0 =0 fiirk=0,...,n—2.
Schlieflich erhalten wir fiir die n-te Ableitung
o = (Cref” + -+ CopP) + (CLal" ™ + -+ Crplt™).

71



Wir setzen diese Ausdriicke in die inhomogene Gleichung ein und bekommen

b= "t ana™ T ay Fage
- (o + o+ Cogl?) + (Cle™™ ..+ Cople ™)
F o a1 (Ce" Y 4 CapY)
+ ...+
+ a1 (Crg) + ...+ Chil)
-+ a0(01<p1 4+ ...+ Cn@n),
also
Crpl ™V + ..+ Chplt™ = b,

da die ¢; ja die homogene Gleichung P(D)y = 0 l6sen. Zur Bestimmung der
Ableitungen € haben wir damit das lineare Gleichungssystem

Cipr+ ... + Cron =0
Cipr +...+ Chey =0

: (4.38)
C1<P1n ? 4 Ol =0
01901” Y 4 ClplnD =b

gewonnen. Dieses System ist aber eindeutig l6sbar! Die Determinante der Sy-
stemmatrix ist namlich gerade die Wronski-Determinante des Fundamental-
systems 1, ..., p,, und diese Determinante ist ungleich Null nach Satz 3.8.
Als Losung des Systems (4.38) bekommen wir die Funktionen C1, ..., C/ und
hieraus durch Integration Funktionen C,...,C,,. Man iiberzeugt sich leicht
davon, dass ¢ = Cip; + - -+ + Cyp, tatsichlich eine Losung von (4.37) ist.

Beispiel F. Wir betrachten die Gleichung
y" + 4y = cos(22).
Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung 3" + 4y’ = 0 ist
o(x) = Cp + Cre ™.
Wir suchen eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung in der Form
o(x) = Cy(x) + Cy(x)e ™.
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Das System (4.38) reduziert sich in diesem Fall auf

Ci(z) + Cy(x)e™ = 0
—4C%(x)e™* = cos(2w).

Folglich ist
1 1
Co(z) = _16496 cos(2z), Ci(z) = 1 cos(2x).

Integration liefert

14cos(2z) + 2sin(2z) 4,
— e,

Ci(z) = éSiﬂ(%)a Cs(2) = 4 20

Damit ist eine Losung der inhomogenen Gleichung gleich

o(r) = O1(x) + Cy(z)e ™ = 11—0 sin(2x) — 21—0 cos(2x). n

2. Weg: Spezielle Ansatze bei speziellen rechten Seiten. Fiir spezielle
rechte Seiten kommt man oft schneller mit geeigneten speziellen Losungs-
ansétzen zu Ziel. So ist es fiir b(z) = e#* naheliegend, eine Losung ¢ von
P(D)y = e* in der Form ¢(x) = ce” zu suchen. Dies lohnt sich: Nach
Lemma 4.19 (a) ist ndmlich

P(D)e!* = P(u)et”, (4.39)

und wir sehen: Ist P(u) # 0, so ist tatsdchlich

eine Losung von P(D)y = e#*. Allgemeiner gilt:
Satz 4.21 Sei P(X) = X"+ a, 1 X" '+ -+ a1 X + ap € C[X], und sei
f € C[X] ein Polynom vom Grad m. Die Zahl € C sei eine Nullstelle k-ter
Ordnung von P (mit einem k > 0). Dann besitzt die Differentialgleichung
P(D)y = f(z) e
eine Losung ¢ : R — C der Gestalt
o(x) = 2"h(x)e”

mit einem Polynom h € C[X| vom Grad m.

73



Beweis. Nach Voraussetzung ist P(D) = Q(D)(D — pl)* mit Q(u) # 0.
Aufserdem sei an Lemma 4.19 (b) erinnert: Ersetzen wir dort A\ durch —A\
und anschliefend e_y f durch g, so folgt

(D = A (e*g(z)) = e’ g™ () (4.40)

fiir jede k-mal differenzierbare Funktion g.
Wir zeigen nun die Behauptung durch vollstdndige Induktion nach m.
Fiir m = 0 ist die Differentialgleichung

P(D)y =ce" mitceC

zu 16sen. Eine spezielle Losung ist

Cc

2= Tiat)

xkepm’

denn wegen (4.40) und (4.39) ist

P(D)(z*e") = Q(D)(D — pl)*(a"e") = Q(D)(e(D*a"))
QD) (k! ) = K1 Q(u)e,
und ¢ ist offenbar von der behaupteten Gestalt.

Wir vollziehen nun den Induktionsschritt von m — 1 auf m. Wie oben
erhalten wir zunachst

PD)(+7e) = QD)(D — ul)(a*e)
= QD)(DHa) - )
m)!
= R D)) = gla)e.

Wir zeigen, dass g ein Polynom vom Grad m ist. Dazu entwickeln wir () nach
Potenzen von x — pu:

QD) =S e;(D = Iy,
Fiir 7 = 0 haben wir
co(D — pl)?(x™el) = cox™ et
und cypz™ ist ein Polynom vom Grad m, da ¢y = Q(n) # 0. Dagegen ist wegen

(4.40) fiir j > 0 | |
¢)(D — pI) (@™e') = ¢, DI (a™)el,
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und ¢; D7 (z™) ist ein Polynom vom Grad kleiner als m. Es ist also g tatsich-
lich ein Polynom vom Grad m.

Sei nun f ein Polynom vom Grad m. Wie wir soeben gesehen haben, gibt
es eine Zahl ¢ so, dass f; := f — d¢g ein Polynom vom Grad kleiner als m
ist. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es dann ein Polynom h; vom Grad
< m — 1 so, dass

P(D)(z"hy(x)e"™) = fi(z)e!™.
Wir definieren h(x) := hy(x) + 0™ und erhalten schliefslich

P(D)(a*h(z)e"") = fi(z)e' + bg(x)er™ = f(z)et. n

Beispiel G. Wir suchen eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung
(D* —2D* — 2D + 21 )y = 2sinz. (4.41)
Wegen 2sinx = Re (—2ie') betrachten wir zunichst die Gleichung
P(D)y = —2ie” mit P(X)=X*—-2X?-2X +2.

Da P(i) = i* — 2i* — 2i + 2 = 4 — 3i # 0, hat diese Gleichung die spezielle
Losung
i

V() = 6 — 8

o [na
= e,

P 25
Da aufserdem alle Koeffizienten von P(D) reell sind, gilt

Re (P(D)y(z)) = P(D)Re¢(z).

Also hat (4.41) die spezielle Losung

6 8
o(x) = Re(z) = oF COSZ + %% sin x. n

Beispiel H. Wir betrachten die Differentialgleichung
(D? +2D*+ D)y = x + 2e™*.

Das zugehorige charakteristische Polynom P(X) = X3+ 2X?+ X = X (X +
1)? hat 0 als einfache und —1 als zweifache Nullstelle. Folglich bilden die

Funktionen
xT

o1(z) =1, @o(x)=€"% p3(x)=ze

—T
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ein Losungsfundamentalsystem der homogenen Gleichung P(D)y = 0. Um
die inhomogene Gleichung zu losen, suchen wir spezielle Losungen der Gleich-
nungen

P(D)y = x=ze"", (4.42)
P(D)y = 2e°. (4.43)

Nach Satz 4.21 hat (4.42) eine spezielle Losung der Gestalt f(x) = cix+coz?.
Einsetzen liefert
P(D)f = (c1 + 4ca) + 2co,

d.h. f 16st (4.42) genau dann, wenn 2co = 1 und ¢; + 4¢y = 0, d.h. wenn
g = —2 und ¢ = 1/2. Gleichung (4.43) hat nach Satz 4.21 eine spezielle
Losung der Gestalt g(x) = dyr?e™®. Wir erhalten

P(D)g = P(D)(dy2’e™") = dyD(D — I)*(ae")

= dyD(D*(2*)e™") = 2dyD(e™™) —2d26 ’
so dass wir dy = —1 zu wihlen haben. Eine spezielle Losung der Ausgangs-
gleichung ist also
1 2 2 —x
¢(x):—2x+§:p —xe " n
Beispiel I. Die Differentialgleichung
¥+ wpr = acos(wt) mit wp,w >0,a€R (4.44)

beschreibt die Bewegung eines harmonischen Osrzillators der Eigenfrequenz
wp unter Wirkung einer periodischen dufseren Kraft a cos(wt). Wir betrachten
zuerst wieder die komplexe Gleichung

i+ wir = ae™’. (4.45)

Dann ist P(D) = D* + wgl = (D — iwgl)(D + iwel). Wir unterscheiden 2
Fille.

Fall 1: w # wg. Dann erhalten wir eine Losung von (4.45) durch den Ansatz
UV(t) = ce™".
Wegen P(D)i) = c(wj — w?)e™ ist (1) = =€ eine Losung von (4.45)

wo
und somit

o(t) = Re(t) = % cos(wt)

76



eine Losung der Ausgangsgleichung.

Fall 2: w = wy (Resonanzfall). Wegen P(iwg) = 0 hat (4.45) eine Losung der
Gestalt 1 (t) = cte™'. Einsetzen ergibt

P(D)(cte™") = 2icwye™".

Also ist

a .
t — t zwot
v(t) = 5o te

eine Losung von (4.45), und (4.44) besitzt die Losung

¢(t) = Re (,Ltei“’ot) = itsin(w(ﬂﬁ).

21wy 2w
Die Amplitude wéchst fiir a # 0 unbeschrénkt (Resonanzkatastrophe). ]

Anmerkung 1. Wir betrachten die Eulersche Differentialgleichung
ant"y™ + .+ arzty + agy =0 (4.46)

mit a, # 0 auf (0, 00). Diese Gleichung (mit nicht konstanten Koeffizienten)
kann durch eine geeignete Substitution auf eine lineare Gleichung n. Ordnung
mit konstanten Koeffizienten zuriickgefiihrt werden. Wegen x > 0 kénnen wir
r = e bzw. t = Inx mit ¢t € R schreiben. Sei y eine Losung von (4.46) auf
(0, 00) und

u(t) :=y(e") bzw. y(x)=u(lnz).

Wir wollen aus (4.46) eine Differentialgleichung fiir « gewinnen. Mit D := 4

dt
1st

dy du(lnz)  du dt _
o= e (mit ¢ = Inx)
1
= Du-—=¢"Du.
x
Weiter ist wegen Lemma 4.19 (b)
d*y d.
— 72 = _(etDy) et
w2 @ e
= D(e'Du)-e”!
= ¢ (D-1)(Du)-e ' =e*(D—1)Du.
Sukzessive erhélt man fiir alle k =1,...,n
d*y

T = e ™D —k+1)...(D—1)Du
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bzw.
dky

formal also zfy®*) = k:!(lk))u. Die Gleichung (4.46) geht damit tiber in die

Gleichung
o D
Zakk!<k)u:() (4.47)
k=0

auf R. Dies ist eine Gleichung mit konstanten Koeffizienten.

Satz 4.22 Die Funktion y : (0,00) — R [ldst genau dann die Eulersche
Gleichung (4.46), wenn die Funktion u(t) := y(e') die Gleichung (4.47) lost.

Beispiel. Sei n = 2, d. h. wir betrachten die Eulersche Gleichung
asz*y" + ayxy’ + ag = 0.
Die entsprechende Gleichung (4.47) fiir u ist
asD(D — Du+ a;Du+ apu =0 bzw. asii+ (a1 — az)u + apu = 0.

Ist beispielsweise
22y —xy' +y=0 (4.48)

zu losen, so wird hieraus @ — 21 + u = 0 mit der allgemeinen Losung
u(t) = cre’ + cote’.
Die Losung fiir (4.48) ist also
y(r) =u(lnz) =1z + oz - Inx. n
Man beachte: Der Ansatz y := z“ liefert gerade das charakteristische Poly-
nom von (4.47).

Anmerkung 2. Man betrachtet auch Systeme linearer Differentialgleichung-
en von hoéherer Ordnung wie etwa

y// _y+z// _ Z/ — 6:13’ y//+y/+z// — 0 (449)

Dabei konnen neue Effekte auftreten. Z.B. hat das System (4.49) keine Lo-
sung! Subtrahiert man namlich die erste Gleichung von der zweiten, so folgt
Yy +y+ 2 = —e* und nach Differenzieren vy’ + vy’ + 2" = —e®, was der zweiten
Gleichung von (4.49) widerspricht. n
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5 Potenzreihenansatz und spezielle Funktionen

In diesem Kapitel betrachten wir eine Methode zur Losung linearer Diffe-
rentialgleichungen hoherer Ordnung, die sich anwenden lésst, wenn sich alle
Koeflizienten und die rechte Seite in Potenzreihen entwickeln lassen. Die Lo-
sung erhélt man dann ebenfalls in Form einer Potenzreihe.

5.1 Potenzreihenansatz

Der Ubersichtlichkeit halber beschrianken wir uns darauf, den Potenzreihen-
ansatz fiir Gleichungen zweiter Ordnung zu betrachten. Sei also

y' +p)y +q(z)y = f(x) (5.1)

auf einem Intervall (—r,r) C R, wobei wir voraussetzen, dass sich p, ¢ und
f durch auf (—r,r) konvergente Potenzreihen darstellen lassen, also reell-
analytische Funktionen sind,

p) = par”, q(z) =Y gqua", fla)=_ faa"  (5.2)

Es liegt nahe, als Losungsansatz fiir (5.1) anzunehmen, die Losung hétte eine
in (—r,r) konvergente Potenzreihenentwicklung

y(x) = Z apx". (5.3)

Wir bestimmen die Koeffizienten a,, formal. Nach Satz 9.15 aus der Vorlesung
Analysis II ist

y'(z) = Znanx"_l = Z(n + Day 12"
n=1 n=0
und . .
y'(x) = Zn(n — a2 ? = Z(n +1)(n + 2)an 22"
n=2 n=0

Einsetzen in (5.1) ergibt

Z(n + 1) (n+ 2)ay0x™ + (Z pnx"> (Z(n + 1)an+1x”>

n=0 n=0 n=0
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+ <Z qnx"> (Z anx"> = Z fnz™.
n=0 n=0 n=0

Mit der Cauchyschen Produktformel folgt weiter

Z(n + 1) (n+2)ap22" + Z (Z(k + 1)ak+1pn_k> "
n=0 n=0 \k=0

+ Z (Z aan—k) " = Z faz",
n=0 \k=0 n=0

woraus wir schlieflich durch Koeffizientenvergleich fiir jedes n € N erhalten:

(n + 1)(77, + 2)a’n+2 + Z(k + 1)ak+1pnfk + Z arpdn—r = fn
k=0 k=0

Dies ist eine Rekursionsformel zur Bestimmung der a,. Wir wihlen ag und
a; (z. B. entsprechend den Anfangsbedingungen) und berechnen schrittweise
ag, az, ... aus

1 n n
Upyo = CERCES) <fn — Z(/f + 1)agi1Pn—k — Z%%k) . (54)

k=0 k=0

Falls also eine Losung von (5.1) in der Form (5.3) existiert, so sind die Koef-
fizienten as, as, . . . eindeutig bestimmt durch ag und a;. Mehr Freiheitsgrade
kann man nicht erwarten, da ja die Losung von (5.1) durch Vorgabe von
y(0) = ap und 3'(0) = a; eindeutig bestimmt wird.

Nachdem wir (5.4) gewonnen haben, gehen wir nun umgekehrt vor. Zu
beliebig gewéhlten Werten ag, a; definieren wir a,, fiir n > 2 durch (5.4) und
zeigen, dass die Potenzreihe ) ja,z™ auf (—r,r) konvergiert. Aus unserer

Herleitung folgt dann, dass

y(z) = Z anx"
n=0

auf (—r,r) eine Losung von (5.1) ist und dass man bei entsprechender Wahl
von ag und a; alle Lésungen auf diesem Weg gewinnen kann.

Sei also |z| < r. Wir zeigen, dass die Reihe )7 a, 2" konvergiert. Dazu
wahlen wir 6 € (||, 7). Nach Voraussetzung konvergieren die Reihen fiir p, ¢

und f in ¢ absolut. Insbesondere gibt es ein C' mit

Solpald™ Y laulom, Y Iflem <
n=0 n=0 n=0
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Wir setzen noch A, := max{|ay|6* : k < n} und zeigen, dass A, <1+ A4,
fiir alle hinreichend grofen n. Mit (5.4) erhalten wir

|an2|0"? < nt 1)1(n+ ) (\fn|5”52 + kzn%(/f + 1) ag 1[0 poy 07"
+ i |ak|5k+2|qn—k|5"_k>
k=0
S - 1)1<n ey (C8% + Apya(n+ 1)C8 + A,C6°)
< %(52 + A1 (0+6%) <1+ Apy

falls n > N — 1 und N hinreichend grof ist. Es ist also
|apg |07 <1+ A, fiirn > N.
Fiir £ < n ist wegen der Monotonie der Folge (A,)
a0 < Ap < A, <1+ A,

so dass wir
A1 <14+ A, firallen>N

erhalten. Sukzessive finden wir weiter
A1 <1+ An, Ay <1+ AN <2+ Apn, ...
und daher Ay p < k+ Ay fiir alle £ > 1. Es gibt also ein B > 0 mit
|a,|0" < B(n+1) fir allen € N.
Hieraus ergibt sich
|an|z]" = |an|(Jz]/6)"0" < B(|z|/6)"(n +1).

Aus der Konvergenz der Reihe > °  B(|z|/d)"(n + 1) (beachte: |z|/d < 1)
folgt nun die Konvergenz der Reihe )7 a,,2". Damit haben wir den folgen-
den Satz bewiesen.

Satz 5.1 Auf (—r,r) sei die Differentialgleichung

y' +p)y +q(z)y = f(x)

gegeben, und die Funktionen p,q und f seien auf (—r,r) in die Potenzreihen
(5.2) entwickelbar. Sind dann ag,a; € C gegeben und bestimmen wir a,, fir
n > 2 gemdf (5.4), so konvergiert die Reihe Y~ ja,x™ auf (—r,r) gegen die
eindeutig bestimmte Losung der Differentialgleichung, die den Anfangsbedin-
gungen y(0) = aog, y'(0) = a; gendigt.
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Anmerkungen. 1. Sind p, ¢ und f Polynome, so kann r beliebig grof gewahlt
werden, d.h. die Reihe Y 7 a,z" konvergiert auf ganz R.

2. Ist man an einem Losungsfundamentalsystem interessiert, so bestimmt
man beispielsweise Losungen yy, o mit

y1(0) =1, 41(0) =0 und 1(0) =0, y5(0) = 1.

3. Der Satz zeigt insbesondere, dass die Losung einer linearen Differenti-
algleichung 2. Ordnung mit reell-analytischen Daten wieder reell-analytisch
ist.

5.2 Einige spezielle Differentialgleichungen
Wir diskutieren nun einige spezielle Differentialgleichungen, die in physikali-
schen und technischen Anwendungen vorkommen.

5.2.1 Die Hermitesche Differentialgleichung

Hierunter versteht man die Gleichung
y' —2zy + Ay =0, (5.5)

wobei A ein reeller Parameter ist. Satz 5.1 ist offenbar anwendbar, und wir
kénnen die Losung fiir beliebige Anfangswerte y(0) = ag, ¢'(0) = a; durch
eine auf ganz R konvergente Potenzreihe darstellen. Die Rekursionsvorschrift
(5.4) liefert in diesem Fall

1

2n — A
n+1)(n+2)(0_

(n+1)(n+2)

(pio = ( (—2)na, — )\an) =a,

fiir alle n € N. Fiir ap = 1 und a; = 0 erhalten wir also die Losung

A, (A=A, (8= N4 — M)A
y9>(x):1_ax2_ T 6! z =

und fiir ag = 0 und a; = 1 finden wir

2—A —A)(2—-A 10—=X)(6—-XN)(2—-A
) =y 2y BTN (0NN 7,

Diese beiden Funktionen bilden ein Fundamentalsystem fiir die Hermitesche
Differentialgleichung. Ist speziell A = 2n, so folgt aus der Rekursionsformel
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anio = 0. Fiir gerades n ist daher y?") ein Polynom, und fiir ungerades n ist

y§2n) ein Polynom. Speziell ergibt sich

w@) =1,
v (@) =
) = 1-2,
2
y§6)<x) = T— g.TB,
(8) 2 | * 4
Yy, () = 1—4da”+ -z" usw

Normiert man diese Polynome so, dass der Koeffizient vor " gleich 2" wird,
so erhalten wir die Hermite-Polynome, die man schreiben kann als

H,(z) = (=1)"e" (%)neﬁ.

(Uberzeugen Sie sich davon, dass dies tatsichlich Polynome sind, die die
Hermitesche Differentialgleichung 16sen.)

5.2.2 Die Legendresche Differentialgleichung
Das ist die Gleichung

2, AA+1)

I/_
1—x2y 1 — 22

y =0, (5.6)

Y

die wir auf (—1,1) betrachten, und in der A ein reeller Parameter ist. Fiir
diese Gleichung ist

— _ 2n+1

1)
q(z) = AA+D) =AA+1) Z:pQ"

1 — a2

und f(z) = 0. Diese Reihen konvergieren auf (—1,1), und Satz 5.1 ist anwend-
bar. Die Bestimmung der Koeffizienten der Reihendarstellung der Losung ist
aber recht kompliziert. Einfacher wird es, den Ansatz y(z) = >~ a,z" in
die zu (5.6) dquivalente Gleichung

(1—a2*)y" —2xy + XA+ 1)y =0
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elinzusetzen:

Z(n+2)(n+1)an+2x"—z n(n—1)a,z"—2 Z na, " +A(A+1) Z apr" =0
n=0 n=0 n=0 n=0

und einen Koeffizientenvergleich durchzufiithren:
(n+2)(n+ 1Dayo —n(n — 1)a, — 2na, + A(A+ 1)a,, =0,

also

1) = AXA+1 — A A+1
anJrgzann(n+ ) (A + ):an(n Jn+A+1) fiir n € N.
(n+1)(n+2) (n+1)(n+2)
Mit den Vorgaben ag = 1 und a; = 0 bzw. ag = 0 und a; = 1 erhalten wir

die Losungen

AA+1) 5 AA=2)A+1)(A+3) 4

y?)(x) = 1—Tx + o x
CAA=2)A =AM+ DA+ 3)(A+5) N
6!
bzw.
A—1)(A+2 A=A =3)(A+2)(A+4
W) = o | ;E+)x3+( )( 3;(' +2)(A+4) 5
A= DA=3) A =5 A +2)(A+4)(A+6) e
o e
die ein Losungsfundamentalsystem von (5.6) bilden. Ist A := n € N, so

reduziert sich abwechselnd eine der beiden Losungen auf ein Polynom vom

Grad n:

() = 1,
y(x) = =,
@) = 1-3
5
y(?’)(x) = .ﬁU—g.ﬁUs’

35
g (r) = 1—102*+ 33:4 U.S.W.

Normiert man diese Polynome so, dass sie an der Stelle x = 1 den Wert 1
annehmen, so gelangt man zu den Legendre- Polynomen, die man in folgender
Form schreiben kann

o g ()

(Man kann wieder zeigen, dass dies Polynome vom Grad n sind, die die
Legendresche Differentialgleichung 16sen.)
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5.2.3 Die Besselsche Differentialgleichung
Das ist die Differentialgleichung

2.1

22y +ay' + (2% = Ny =0, (5.7)

die man auf (0, 00) betrachtet und in der wieder A ein reeller Parameter ist.
Wir kénnen diese Gleichung auch in der Form

P R P
Y-y
x x

y=20

schreiben. Offenbar ist Satz 5.1 nicht anwendbar, da sich die Koeffizienten
nicht um 0 in eine Potenzreihe entwickeln lassen. Fiir gewisse Werte von A
lassen sich zwar Losungen durch einen modifizierten Potenzreihenansatz

y(x) =a" Z ap,z” mitr € R (5.8)
n=0

gewinnen; eine befriedigende Losungstheorie erfordert jedoch Methoden der
komplexen Funktionentheorie. Wir diskutieren daher nur den modifizierten
Potenzreihenansatz (5.8). Mehr zu diesem Thema finden Sie z. B. in Heuser,
Gewohnliche Differentialgleichungen, Abschnitt 27.

Wir erinnern an die Gammafunktion

I':(0,00) >R, z+ / t" e dt,
0

die der Funktionalgleichung I'(x + 1) = zI'(x) geniigt. Fiir n > 1 ergibt sich
hieraus
MNe+n)=(@+n—-1)...(z+1)zl(x) firz>0.

Diese Identitét erlaubt es, die Gammafunktion auf R \ (—N) fortzusetzen
durch

[(x+n)
(r+n—1)...(z+1)x

[(x) =

fir z € (—n, 00) \ (—N).

Man rechnet leicht nach, dass man auf diesem Wege eine wohldefinierte Funk-
tion I' : R\ (—=N) — R erhilt, die der Funktionalgleichung

I'z+1)=2D(zx) firzeR\ (-N)

geniigt.
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Lemma 5.2 Sei A € R\ {—1,—-2,—3,...}. Dann konvergiert die Potenzreihe

> et ()

n=0

fir alle x € R.

(=n~
n!T(n+1+X)
Reihe >~ % a, (%)% Mit der Funktionalgleichung fiir die Gammafunktion
erhalten wir

Beweis. Wir setzen zur Abkiirzung a, := und betrachten die

1

QAn1 =0
(n+ D)(n+1+N

B n!T(n+1+XN) B
S+ DT +24N)|

Qp

fir n — oo. Aus dem Quotientenkriterium folgt die Konvergenz fiir alle
x € R. [

Aus diesem Lemma ergibt sich fiir alle A € R\ {—1,—-2,—3,...} und alle
x € (0,00) die Konvergenz der Reihe

Ialw) = (%)A D r(ff?ﬁ \) (3% =2 r(ff?ﬁ ) @)%H '

Die so definierten Funktionen J), : (0,00) — R heifen Besselfunktionen erster
Art.

Lemma 5.3 Sei A € R\ {—1,—-2,-3,...}. Dann ist J\ auf (0,00) eine Li-
sung der Besselschen Differentialgleichung (5.7).

Beweis. Zur Abkiirzung setzen wir

(=n"
n!T(n+ 1+ )22+

Ay =

und erhalten
o0 o0
Ja(z) = 2 E a,x’" = E a2,
n=0 n=0

Da wir konvergente Potenzreihen gliedweise differenzieren diirfen, folgt

J(x) = Z a,(2n + )\)xQ"*H’\,

n

Il
o

an(2n 4 \)(2n — 1 + N\)a? =2,

NE

Jx) =

i
=)
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Setzen wir a_; := 0, so finden wir weiter
22T (z) + 2 Jy(2) + (22 — N?)Jy(z)

NE

(2n+XN)(2n =1+ Na, + 2n+ Na, + a,_1 — Na,) 2>

i
o

[
NE

((4n® + 4nA)a, + an_q) 22", (5.9)

Il
o

n

Andererseits ist

—1)"
4n? + 4 = 4 (
(4n” +4n))ay, n(n+>\)n!F(n—|—1+)\)22"“

B (_1)1171 _
(n—1)IT(n + A\)22=D+x — 7=t

Also verschwinden alle Koeffizienten der Potenzreihe (5.9), d.h. J, 16st die
Besselsche Differentialgleichung. ]

Satz 5.4 Sei A € R\ Z. Dann bilden J\ und J_) ein Lisungsfundamental-
system der Besselschen Differentialgleichung.

Beweis. Wegen Lemma 5.3 ist nur noch die lineare Unabhéingigkeit der Funk-
tionen J, und J_, zu zeigen. Diese folgt aus

xlg(r]lJr Jr(z) =0 und xlg& J_x(zx) =00 fiir A >0,

was man leicht mit der Definition von J, bestétigt. ]

In einigen Féllen lassen sich die Besselfunktionen durch bekannte Funktionen
darstellen.

Satz 5.5 Fir alle x > 0 ist

2 2
Jipp(x) =1/ Esinx und J_1/5(x) =4/ —Cos . (5.10)

Beweis. Wir zeigen nur die erste Beziehung aus (5.10) und benétigen dazu
den speziellen Wert I'(1/2) = /7. Zuerst berechnen wir

r n—i—§ _ T 2n + 3 :2n+1F 2n + 1 _
2 2 2 2

m+1 1 (1 on+1)...3-1
_ 2+ ‘_.§P<_):(n+) 3 Jr

2 2 2n+1
B (2n+1)!\/__(2n—|—1)!\/7_r
= et VT T To
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Hieraus ergibt sich

Jij2(x)

Fir A = n € Nist J_,, nicht definiert. Trotzdem kann man J,, durch eine so-
genannte Besselsche Funktion zweiter Art (oder auch Neumannsche Funkti-
on) N, zu einem Fundamentalsystem fiir die Besselsche Differentialgleichung

ergénzen. Diese Funktionen N,, sind definiert durch

N, =i
n(7) Ao sin(mA)

Ja(z) cos(mA) — J_x(x) .
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6 Anhang: Beweis des Satzes von Peano

Am Ende von Kapitel 1 haben wir den lokalen Existenzsatz von Peano ken-
nengelernt. Seine Aussage lautete:

Seien I C R ein Intervall, D C I x R? offen und f : D —
R? eine stetige Funktion. Dann hat fiir jedes (to,yo) € D das

Anfangswertproblem
y'(t) = [f(ty@), tel,
{?/(to) = Y (6.1)

mindestens eine Losung.

Genauer heifst dies, dass ein ¢ > 0 existiert und eine Funktion ¢ : (xy —
g, 0+ ¢) — R4, die die Differentialgleichung 16st und die Anfangsbedingung
erfiillt.

Wir werden im Beweis wieder benutzen, dass die Losbarkeit dieser Diffe-
rentialgleichung dquivalent ist zur (stetigen) Losbarkeit der Integralgleichung

u(t) = yo +/t f(s,u(s)) ds. (6.2)

Losungen von (6.2) suchen wir in Rédumen der Form C([a,b], G)), wobei
[a,b] C R ein Intervall und G eine abgeschlossene Teilmenge des R? ist.
Verschen mit der Maximumnorm wird C([a,b], G) zu einem Banachraum.
Essentiell fiir unseren Zugang zum Beweis des Satzes von Peano ist ein Kri-
terium fiir die Kompaktheit von Teilmengen von C([a,b], G). Man beachte,
dass dieser Raum unendlichdimensional ist, so dass der Satz von Heine-Borel
nicht mehr zieht und Kompaktheit nicht leicht nachzuweisen ist.
Fiir das gewiinschte Kriterium benétigen wir einige neue Begriffe.

Definition 6.1 Seien a,b € R mit a < b und G C R abgeschlossen. Eine
Teilmenge F von C([a,b], G) heifst
(a) relativ kompakt, wenn ihr Abschluss F kompakt ist.

(b) gleichgradig stetig, wenn fir jedes € > 0 ein § > 0 existiert, so dass fir
alle f € F und fir alle ty,ts € [a,b] mit [t; —ta] <& gilt

|f(t) = f(t2)] <e,
d.h. alle f € F sind gleich gut gleichmdflig stetig.

Ein handhabbares Kriterium fiir gleichgradige Stetigkeit gibt das folgende
Lemma an, dessen Beweis als Ubung verbleibt.

89



Lemma 6.2 Sei F C C([a,b],G) gleichmdfig Lipschitzstetig, d.h. es gebe
eine Konstante L > 0 mat

|f(t1) — f(t2)| < L|ty — ta|  fir alle ty, ts € [a,b] und alle f € F.
Dann st F gleichgradig stetig.

Die Bedeutung dieses Begriffes ergibt sich aus dem folgenden Satz von Arzela-
Ascoli, der ein sehr méchtiges Kompaktheitskriterium fiir Teilmengen von

C(la, b], G) liefert.

Satz 6.3 (Arzela-Ascoli) Seien a,b € R mit a < b und G C R abge-
schlossen. Ist F C C([a,b],G) beschrinkt und gleichgradig stetig, so ist F
relativ kompakt.

Beweis. Wir zeigen, dass jede Folge (f,) C F eine in C([a, b], G) konvergente
Teilfolge hat. Dann folgt die relative Kompaktheit von F, da in normierten
Réaumen Folgenkompaktheit und Kompaktheit dquivalent sind.

Zunéchst wihlen wir eine Folge (t,,) in [a, b], die in diesem Intervall dicht
liegt, z.B. eine Abzahlung der rationalen Punkte in diesem Intervall.

Sei nun (f,,) eine Folge in F. Da F beschrankt ist, ist die Folge (f,,(¢1))nen
in R? beschrankt. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl, angewandt in R¢,
besitzt diese Folge eine konvergente Teilfolge (f,, (¢1))ken. Die zugehorige
Folge von Funktionen (f,,, )sen bezeichnen wir mit ( fr(bl))neN.

In einem zweiten Schritt setzen wir nun die Stelle ¢, in die Funktionen
dieser Folge ein. Das ergibt wiederum eine beschréinkte Folge ( iR (t2)) in R,
die wieder eine konvergente Teilfolge besitzt. Die zugehorige Funktionenfol%e
bezeichnen wir mit ( f,SZ))neN. Man beachte, dass ( f,SZ)) eine Teilfolge von ( £ )
ist, d.h. nicht nur die Folge (f}f’(tl))neN, sondern auch die Folge (fy(LQ)(tl))neN
ist in R¢ konvergent.

Iterieren wir dieses Verfahren, so erhalten wir fiir jedes k > 2 eine Teil-
folge (f,(lk))neN von (f,(lkfl))neN so, dass (fr(bk)(tj))neN fiir jedes 7 = 1,2,...,k
konvergiert.

Wir betrachten nun die Diagonalfolge g; := f,gk), k € N. Diese ist zunéchst
eine Teilfolge unserer urspriinglichen Folge ( f,,). Aufserdem ist fiir jedes j € N
das Endstiick (gx)x>; eine Teilfolge der j-ten ausgewihlten Teilfolge ( A ))neN.
Also ist (gx(t;))k>; konvergent und damit auch (gx(¢;))ken. Dieses Argument
zieht fiir jedes j, d.h. die Folge (gx) konvergiert an allen Stellen ¢y, 5, ... (die
wir so gewahlt hatten, dass sie in [a,b] dicht liegen).

Wir zeigen nun, dass diese Folge (gx) unsere gesuchte konvergente Teil-
folge von (f,,) ist. Dazu zeigen wir, dass sie eine Cauchy-Folge ist.
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Sei € > 0. Da F gleichgradig stetig ist, existiert ein 6 > 0, so dass fiir alle
s,t € [a,b] mit |s —t| < 0 und fiir alle f € F gilt

()= fB) < 5. (6.3

Zu diesem ¢ wihlen wir ein N € N mit (b —a)/N < ¢ und verwenden nun,
dass die Folge (t,,) dicht in [a, b] liegt, indem wir das Intervall [a, b] in N gleich
lange Stiicke aufteilen und aus jedem der Intervalle [a+ (j — 1)°2%, a+ j%2),
J=1,..., N, ein Folgenglied ¢, auswahlen.

Nun haben wir oben gesehen, dass fiir jedes dieser ¢,,;, j = 1,..., N, die
Folge (gk(tn,))ren konvergent ist. Damit ist sie insbesondere eine Cauchyfolge.
Also gibt es ein K € N mit

|9k (tn;) — qi(tn;)| < % fir alle £, > K und alle j =1,..., N. (6.4)

Sei nun ¢ € [a, b] beliebig gegeben. Dann liegt ¢ in einem unserer Teilintervalle,
d.h. es gibt ein j € {1,..., N} mit t € [a+ (j — 1) a + j%2]. Da t im
selben Teilintervall wie ¢, liegt, ist |t —,,| < (b—a)/N < é nach Wahl von
N. Also gilt wegen (6.3)

€ ..
|9 (t) — gr(tn;)| < 3 fir alle k € N. (6.5)

Verwenden wir nun (6.5), (6.4) und noch einmal (6.5), so erhalten wir fiir
alle k,l > K
|98(8) = 9D < gk (t) = g(tn))] + |9k (tn;) — gitn)| + |gu(tn;) — 91(2)]

L,
- 3 3 3 7

A

Beachten wir nun noch, dass K unabhéngig von ¢ ist, so folgt daraus fiir alle
k,l>K
gk — gillec = sup [gi(t) — ai(t)| < e.
te|a,b]

Somit ist tatséchlich (gx) eine Cauchyfolge in C(]a, b], G). n

Nun kénnen wir uns dem Satz von Peano zuwenden. Die Grundidee des-
sen Beweises ist iiber lange Strecken konstruktiv. Wir werden eine Familie
von approximativen Losungen konstruieren, aus der wir dann durch geeig-
nete Grenzwertbildung eine Losung des betrachteten Anfangswertproblems
gewinnen. Wir verwenden dazu das Fulersche Polygonzugverfahren, dessen
Grundidee die Folgende ist: Der Graph einer Losung y verlauft durch den
Punkt (to, 7o) und hat dort die Steigung y'(to) = f(to, y(to)) = f(to, yo). Wir

91



approximieren den Graphen mit einem kurzen Geradenstiick, das genau diese
Steigung hat, bis zu einem Zeitpunkt ¢; > ¢3. Dann werten wir an der Stelle
(t1,71), an der wir nun angekommen sind, f(¢;,7;) aus und nehmen das als
neue Steigung fiir ein weiteres Geradenstiick bis o > t;. Arbeiten wir uns
so durch eine endliche Zerlegung des betrachteten Intervalls, so bekommen
wir einen Polygonzug als Naherungslosung. Fiir jede Partition des Intervalls
liefert das natiirlich ein anderes Ergebnis. Betrachten wir aber immer feinere
Partitionen, so ist es zumindest plausibel, dass wir in die Nédhe einer Losung
unseres Anfangswertproblems kommen.

Tatséchlich bildet dieses Polygonzugverfahren die Grundlage vieler weit-
verbreiteter numerischer Algorithmen zur ndherungsweisen Losung von Diffe-
rentialgleichungen (ndheres dazu gibt es in der Vorlesung “Numerik gewthn-
licher Differentialgleichungen”).

Beweis des Satzes von Peano. Wir zeigen, dass fiir ein 7' > 0 die Inte-
gralgleichung

y(t) = yo + / f(s,5(s)) ds, 1€ [to,to+ T, (6.6)

eine stetige Losung u besitzt, fir die (¢t,u(t)) € D fir alle t € [ty,to + T
gilt. Dann folgt, wie wir wissen, die Losbarkeit des Anfangswertproblems auf
[to, to + T']. Die Losbarkeit auf einem Intervall [ty — T, ¢] zeigt man analog.

Dazu wihlen wir ein Ty > 0 und einen Radius r > 0, so dass fiir! G =
U,(yo) die Menge K := [to, to + To] X G eine kompakte Teilmenge von D ist.
Das geht dank der Offenheit von D. Nun ist f eine stetige Funktion auf K;

es gibt also eine Konstante M > 0 mit
|f(s,y)| < M fir alle (s,y) € K. (6.7)

Mit dieser setzen wir schlieklich 7" := min{7q,r/(2M)}.

Sei P = {tg,t1,...,t;} eine Partition des Intervalls [ty, to + T, d.h. es gilt
g <ty <ty <---<t;=ty+ T, und als Makt der Feinheit der Partition P
definieren wir

op = lrrgl?%cl(tj —tj_1).

Weiter definieren wir zu dieser Partition die Funktion up : [to,to + 1] — R?
als den zu P gehorigen Eulerschen Polygonzug, d.h. es ist up(ty) := yo und
fir k=0,1,...,1 — 1 jeweils

UP(t) = UP(tk) -+ (t — tk)f(tk,u]:(tk)), t e (tk,tk+1].

IMit U, (yo) bezeichnen wir die offene Kugel um yo mit Radius r.
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Man beachte, dass die Funktion up nur scheinbar durch sich selbst definiert
wird. Um die Werte auf einem Intervall ({y,tx11] zu definieren, bendtigen
wir nur den Wert von up in ¢, und der ist bereits auf dem vorhergehenden
Intervall definiert worden.

Trotzdem gibt es an dieser Stelle etwas zur Wohldefiniertheit von up
zu kléaren, denn wir miissen sicher gehen, dass unser Polygonzug nicht den
Definitionsbereich von f verlasst. Dazu zeigen wir induktiv die folgende

Zwischenbehauptung 1. Fir alle k € {0,1,...,1—1} ist up(tx) € U-(yo)-

Die Aussage fillt fiir £ = 0 auf yy € U,(yo) zuriick, so dass nichts zu zeigen
ist. Nun setzen wir voraus, dass die Aussage fiir alle j < k£ mit einem k €
{0,1,...,1 — 2} gilt. Dann haben wir

[up(tri1) —yo| = )Z(UP@jﬂ) — UP(%’))) < Z}UP(%'H) —up(t;)]

- Z}up(tj) + (tja1 — ) f (5, up(t)) — up(ty))|

k

= Dt = t))| £ty un(ty))].

Jj=0

Nach Induktionsvoraussetzung liegt jedes vorkommende up(;) in U, (yo). Al-
so haben wir (¢;,up(t;)) € K, so dass wir die Funktion f jeweils nach (6.7)
abschatzen konnen. Das liefert

k
up(tee) — ol < M (i —t;) = M(tsr — to) < MT < 1/2.
7=0

Damit haben wir die Zwischenbehauptung 1 bewiesen.

Fiir das weitere ist es wichtig zu bemerken, dass up als stetige und stiickweise
lineare Funktion stiickweise stetig differenzierbar ist, wobei die Ableitung auf
jedem Zerlegungsintervall konstant ist. Diese Stufenfunktion der Ableitungen
von up bezeichnen wir mit

up(t) == f(tx,up(ty)), t€ (tg,trr1], k€ {0,1,...,1—1}.

Wenden wir den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung auf jedem
Zerlegungsintervall an, erhalten wir fiir jedes t € (to, to + T'|, wobei wir k so
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wahlen, dass t € (ty, tyy1] liegt,

Ead

uplt) = uplt) —uplte) + 3 (up(tyer) — uplt)) +up(ty)

<
I
=)

t k=1t
_ /u;<s)ds+2/ wo(s) ds + 5o
b j=0 Yt
h=1 g5, ;
- y0+2/ a;<s>ds+/ Tn(s) ds
tj

=0 12

=y + / in(s) ds, (6.8)

to

so dass wir auch einen ,Hauptsatz* fiir diese ,,Ableitung haben.
Nun folgt der wesentliche Schritt. Mit Hilfe des Satzes von Arzela-Ascoli
zeigen wir die

Zwischenbehauptung 2. Die Menge
U :={up : P ist eine Partition von [to,to + T}

ist relativ kompakt in C([to, to + T, G).

Dazu miissen wir zeigen, dass U beschrankt und gleichgradig stetig ist. Wir
weisen zunéchst die gleichméfige Lipschitzstetigkeit von i nach, woraus nach
Lemma 6.2 die gleichgradige Stetigkeit folgt.
Fiir alle ¢, 7 € [tg,to + T] und alle Partitionen P dieses Intervalls gilt auf
Grund unseres oben gezeigten ,Hauptsatzes‘ (6.8)
t
/ ap(s) ds‘.

Da nach Zwischenbehauptung 1 alle Werte von up Werte von f mit Argumen-
ten in K sind, ist auch up nach (6.7) durch M beschrinkt. Wir bekommen
also

T

jun(t) ~ up@) = o+ [ To(s)ds — 0~ [

to to

Tp(s) ds‘ -

lup(t) — up(7)] < M/ ds| < Mt~ 7], (6.9)

Somit ist U gleichgradig stetig. Setzen wir in die soeben gewonnene Abschét-
zung speziell 7 = tg, so erhalten wir fiir alle t € [to, o + T

lup(t)] < up(t) — up(to)| + |up(to)| < Mt —to| + |yo| < MT + [yo|-
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Damit ist ||up|leec < MT + |yo| fiir alle Partitionen P, womit U auch be-
schrankt ist. Die relative Kompaktheit folgt nun aus dem Satz von Arzelé-
Ascoli (Theorem 6.3).

Fiir den néchsten Schritt wihlen wir nun eine Folge (Py) von Partitionen
von [to, to + T, deren Zerlegungsfeinheiten dp, fiir K — oo gegen Null gehen.
Dann existiert wegen der relativen Kompaktheit von U eine Teilfolge (up, )
von (up,), die in C([to, to+T'], G) konvergiert. Wir bezeichnen diese mit (u,,)
und kiirzen die zugehorige Zerlegungsfeinheit mit 4, := dp,_ ab.

Da w, fiir jedes n € N stetig ist und die Folge (u,) in C([to,to + T, G),
d. h. gleichméfig, konvergiert, ist auch u := lim,,_, u, stetig und liegt in
C([to,to + T],G). Wir beenden den Beweis, indem wir zeigen, dass u eine
Losung der Integralgleichung (6.6) ist.

Die Hauptarbeit besteht darin zu zeigen, dass

un(t) = f(t,u(t)) gleichmékig auf [to, to + T. (6.10)

Haben wir dieses, so kénnen wir den gleichméfigen Limes unter das Integral
ziehen und bekommen Dank unseres ,Hauptsatzes“ aus (6.8)

o) = Jim ent) = i (s0-+ [ T0)ds) =+ [ s u(o) s,

womit u die gesuchte Losung wire.

Wenden wir uns also schlussendlich dem Nachweis von (6.10) zu. Sei da-
zu € > 0. Die Funktion f ist auf der kompakten Menge K stetig und da-
mit dort auch gleichmékig stetig. Es gibt also ein § > 0 so, dass fiir alle

(51,91), (52,92) € K gilt
|f(s1,y1) — f(s2,y2)| < e falls|s; — so| < dund |y; — y2| <. (6.11)

Da die Zerlegungsfeinheiten ¢,, gegen Null und die Funktionen u,, gleichméfig
gegen u konvergieren, finden wir zu diesem § ein ng € N, so dass §,, < § und

lun(t) —u(t)| + Mé, <o firallet € [to,to + T) und allen > ny (6.12)
gilt. Wir bezeichnen die zu w,, gehdrige Partition mit {té"), t§">, Cee tl(:)}. Zu
vorgegebenem t € (tg, to+7] und n > ng wihlen wir nun das k € {0, 1,...,1,}
mit ¢ € (£, ¢{"),]. Dann gilt

1~ <6 -1 <8, <4,
woraus wir mit Hilfe von (6.9) und (6.12) folgern, dass
[un (1) = u(®)] < Jun () = wn(8)] + fun(t) = u(t)
< MY =1+ Jun(t) — u(t)]
< Moy, + |un(t) — u(t)] < 6.
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Damit kénnen wir (6.11) verwenden und erhalten

@(t) — f(tu®)] = |f (87w = FEu®)] <2

Das liefert die in (6.10) geforderte gleichméfige Konvergenz, und der Beweis
ist beendet. m

Obwohl der Beweis mit den sehr konkreten approximativen Losungen up
arbeitet, ist er am Ende nicht konstruktiv, d.h. er liefert kein universelles
Verfahren, mit dem man eine Losung der Gleichung konkret berechnen kann.
Das liegt daran, dass im entscheidenden Moment mit der Kompaktheit argu-
mentiert wird. Hier weifs man eben nicht konstruktiv, welche Teilfolge man
auswahlen miisste, die gegen eine Losung des Anfangswertproblems konver-
giert. An dieser Stelle geht unter Umstédnden auch die Eindeutigkeit der Lo-
sung verloren, denn wir kénnen nicht ausschliefen, dass andere Teilfolgen
gegen andere Losungen konvergieren.
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