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1 Einleitung

Die Herausbildung der Funktionalanalysis als eigenstdndige mathematische Dis-
ziplin vollzog sich im wesentlichen in der ersten Hélfte des 20. Jahrhunderts im
Zusammenhang mit dem Bemiihen, eine Theorie der Integralgleichungen aufzu-
bauen (Hilbert, Schmidt, Fredholm, Banach). Thre Urspriinge reichen jedoch viel
weiter zuriick (Fourier, Euler). Aus Sicht der Physiker ist die Funktionalanalysis
die Mathematik der Quantentheorie.

Heute ist die Funktionalanalysis eine breitgefdcherte Theorie mit zahlreichen
Verbindungen zu anderen Gebieten der Mathematik und mit vielfdltigen Anwen-
dungen, etwa in der Physik und der Mechanik. Einige dieser Richtungen, auf
die wir hier nicht eingehen kénnen, werden in weiterfiihrenden Vorlesungen be-
handelt: Nichtlineare Funktionalanalysis, Topologische Rdume und lokalkonvexe
Réaume, Sobolevraume und Distributionen, Spektraltheorie fiir beschrankte und
unbeschriankte Operatoren, Banach- und C*-Algebren, Darstellungstheorie, An-
wendungen in der Numerischen Analysis, ...

Das Ziel dieser Vorlesung ist dagegen recht bescheiden. Wir wollen uns nur
mit Grundbegriffen der linearen Funktionalanalysis befassen. Als ein Leitmotiv
wird dabei immer wieder das Problem der Losbarkeit linearer Gleichungen

Az =y (1.1)

dienen, wobei y ein gegebenes Element eines linearen Raumes X und A : X — X
eine lineare Abbildung ist. Solche Probleme kennen wir aus der linearen Algebra,
wo etwa y € X = R" ist und A eine n x n-Matrix. In diesem Fall kann man
sich (1.1) als lineares Gleichungssystem von n Gleichungen fiir n Unbekannte
vorstellen, iiber dessen Losbarkeit wir gut Bescheid wissen. So ist (1.1) genau dann
eindeutig losbar, wenn das zugehorige homogene System Az = 0 nur die triviale
Losung x = 0 besitzt. Wenn dies der Fall ist, so ist die Matrix A invertierbar,
und (1.1) ist fiir jede rechte Seite eindeutig l6sbar: x = A~ 1y.

Wir werden solche Gleichungen in Situationen zu betrachten haben, in de-
nen unendlich viele Unbekannte vorliegen und man A etwa als unendliche Matrix
auffassen kann, oder wo z, y Funktionen sind und A als Integraloperator wirkt.
Beim Ubergang von endlichen zu unendlichen linearen Gleichungssystemen gehen
viele der vertrauten Eigenschaften verloren. Beispielsweise ist es im Falle unend-
lich vieler Unbekannter nicht mehr wahr, dass aus der eindeutigen Losbarkeit von
Ax = 0 die Losbarkeit von Ax = y fiir alle y € X folgt.

Ein einfaches Beispiel fiir dieses Phénomen ist das folgende: Wir betrachten
linearen Raum X aller Vektoren (Folgen) x = (z1, s, ...) mit unendlich vielen
Eintrédgen und auf dieser Menge den Verschiebungsoperator

VX=X, (21,79,23,...) = (0,21,29,23,...).

Offenbar folgt aus Vz = 0, dass z = 0. Die Gleichung Vz = (1,0,0,...) besitzt
jedoch keine Losungen. [



Fragen, die uns im Zusammenhang mit Gleichungen Az = y besonders inter-
essieren, sind:

e Fiir welche y ist diese Gleichung l6sbar?

e [st die Losung eindeutig bestimmt?

e Wie hingt die Losung x von gegebener rechter Seite y ab? Fiihren kleine
dnderungen von y auch nur zu kleinen Anderungen von x, d.h. ist diese Abhéingig-
keit stetig?

Zum Skript. Das vorliegende Skript ist bis auf Kleinigkeiten identisch mit dem
Skript von Herrn Prof. Farwig aus dem Wintersemester 2011/12. Ich danke Herrn
Farwig recht herzlich fiir die Erlaubnis, sein Skript fiir diese Vorlesung nutzen zu
diirfen und fiir das Uberlassen der latex-Files.

Eine kleine Auswahl an Literatur:
— Heuser, Funktionalanalysis,
— Werner, Funktionalanalysis,
— Reed/Simon, Methods of Modern Mathematical Physics I,
— Alt, Lineare Funktionalanalysis,
— Conway, A Course in Functional Analysis,
— Schroder, Funktionalanalysis,
— Gohberg/Goldberg, Basic Operator Theory.



2 Grundlagen (abstrakte Riume)

2.1 Topologische Riume

Wir haben topologische Raume bereits in der Analysis I kurz angesprochen. Aus-
gangspunkt war die Beobachtung, dass sich viele Begriffe (wie Stetigkeit, Kom-
paktheit, Zusammenhang) ausgehend von offenen Mengen definieren lassen.

Definition 2.1 (a) Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, 1), bestehend aus
einer Menge X und einer Menge T von Teilmengen von X, wobei gelten soll:

efecTund X €,

o die Vereinigung beliebig vieler Mengen aus T liegt in T,

e der Durchschnitt endlich vieler Mengen aus T liegt in 7.
Die Mengen aus T heiffen offene Mengen, und 7 heifit eine Topologie auf X. Eine
Menge A C X heifit abgeschlossen, wenn ihr Komplement A® := X \ A offen ist.
(b) Ist x € X, so heifit jede Menge U € 7 mit x € U (offene) Umgebung von z.
Wir schreiben U(z) :=={U € 7 :x € U} fir die Menge aller Umgebungen von x.

(¢) Ein Punkt x € X heifft Hiufungspunkt einer Menge A C X, falls zu jedem
Uel(x) einye ANU mit x # y existiert.

Lemma 2.2 Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Dann gilt
(a) U C X ist genau dann offen, wenn fir alle x € U ein V€ U(x) mit V C U
existiert.

(b) A C X st genau dann abgeschlossen, wenn A alle seine Hdaufungspunkte
enthdlt.

Definition 2.3 (a) Der topologische Raum (X, 7) heifft Hausdorffraum, wenn
folgendes Trennungsaxiom erfillt ist: Fir alle v,y € X mit x # y gibt es offene
Mengen UV €t mitx €U, y eV und VNU = 0.

(b) Eine Folge (x,) in X konvergiert gegen x € X, wenn zu jedem U € U(x) ein
ng € N ewistiert so, dass x, € U fiir alle n > nyg.

(¢) Eine Funktion f : X — Y zwischen topologischen Rdaumen heifit stetig, wenn
alle Urbilder offener Mengen in Y offen in X sind.

Lemma 2.4 In Hausdorffrdaumen haben konvergente Folgen genau einen Grenz-
wert.

Die einfachen Beweise verbleiben als Ubungsaufgabe. Wir werden uns spiter
(nach Bedarf) mit weiteren topologischen Begriffen befassen. Z.B. werden wir
kompakte Teilmengen topologischer Rdume in Abschnitt 9 betrachten.



2.2 Metrische Riume

Auch die metrischen Rdume kennen wir bereits aus der Analysis 1. Hier sind noch
einmal die fiir uns wichtigsten Begriffe.

Definition 2.5 (a) Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d), bestehend aus einer
Menge X und einer Abbildung d : X x X — [0, co) mit den Eigenschaften

e d(z,y) = 0 genau dann, wenn x =y,

o d(z,y) =d(y,x) fir alle v,y € X (Symmetrie),

o d(z,y) < d(x,z)+d(z,y) fir alle x,y,z € X (Dreiecksungleichung).
(b) Firx € X undr > 0 heiffen

B.(z):={ye X :d(x,y) <r} bzw. B.(r):={ye X :dxy) <r}

die offene bzw. abgeschlossene Kugel um x mit Radius r.

(¢) Eine Menge U C X heifst offen, wenn fir alle x € U einr > 0 mit B.(z) C U
existiert.

(d) Eine Menge A C X heifit dicht in X, falls B.(x) N A # 0 fiir alle v € X und
alle r > 0.

(e) Der Raum (X,d) heifit separabel, falls X eine abzihlbare dichte Teilmenge
besitzt.

Die Menge der offenen Teilmengen im Sinne dieser Definition bildet eine Topologie
auf X. Metrische Rdume sind also spezielle topologische Rdume, in denen die
Topologie mit Hilfe einer Metrik definiert wird. Sie sind stets Hausdorffraume
(Ubung). Man kann sich leicht iiberlegen (und wir haben dies in Analysis 1 getan),
dass offene bzw. abgeschlossene Kugeln offen bzw. abgeschlossen im Sinne dieser
Definition sind.

Beispiele 2.6 (a) (X,d) mit X = [a,b] und d(z,y) = |z — y| ist ein metrischer
Raum.

(b) Sei |.|| eine Norm auf R™. Dann ist jede Teilmenge X C R™ mit d(z,y) =
|z — y]|| ein metrischer Raum.

(c) Q™ ist abzéhlbar und liegt dicht in R™. Also ist R™ separabel. ]

Der zuédchst etwas unanschauliche Begriff der Separabilitit von Réumen wird in
vielen Beweisen von Bedeutung sein.

Definition 2.7 Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(a) Eine Folge (x1) in X heifst Cauchyfolge, falls zu jedem ¢ > 0 ein N. € N
existiert, so dass d(xy, ;) < & fir alle k,1 > N..

(b) (X, d) heifst vollstéindig, wenn jede Cauchyfolge in X konvergiert.



Lemma 2.8 In jedem metrischen Raum (X,d) gilt:
(a) mit (X,d) ist auch jede Teilmenge A von X separabel.

(b) ist (X, d) vollstindig, so ist eine Teilmenge A C X genau dann vollstandig,
wenn sie abgeschlossen ist.

Beweis. (a) Sei {z} : k € N} eine abzihlbare dichte Teilmenge von X und sei
A C X. Zu jedem zj und jedem n € N mit By,(x;) N A # () wéhlen wir ein
agn € A mit d(z, ag,) < 1/n. Dann ist die Menge

A ={ap, : k,ne N} C A

abzahlbar, und wir zeigen, dass A" dicht in A liegt. Dazu seien ¢ > 0 und a € A
beliebig. Sei j € N so, dass 2/j < e. Nach Voraussetzung gibt es ein x; mit
d(a,x) < 1/j. Dann ist insbesondere Byj;(xz) N A # 0; es gibt also zu z;, ein
ap; € A" mit d(xy, ag;) < 1/j. Dann ist aber

d(a,ar;) < d(a,zp) + d(zg, a;) < 1/j+1/j <e.

(b) <: Sei A C X abgeschlossen und (xy) eine Cauchyfolge in A. Dann ist (zy)
eine Cauchyfolge im vollstdndigen Raum X; es gibt also ein x € X mit z — =
fiir k — oo. Wire = ¢ A, so ldge z in der offenen Menge A°. Damit gibe es ein
r > 0 mit B,(x) C A° Also miisste ein x; fiir gentigend grofies k in A° liegen. Da
() aber eine Folge in A ist, ist dies ein Widerspruch. Es gilt also z € A, und
A ist vollstiandig. Der Beweis der umgekehrten Implikation verbleibt als Ubungs-
aufgabe. [

Wir haben bereits in Ana I gesehen, dass die Vollstandigkeit eines metrischen
Raumes eine wichtige Eigenschaft ist. Es stellt sich die Frage, ob ein beliebiger
metrischer Raum so erweitert werden kann, dass er vollsténdig ist. Der nachfol-
gende Satz beantwortet diese Frage positiv.

Satz 2.9 (Vervollsténdigung) Sei (X, d) ein metrischer Raum. Wir definieren
auf der Menge X aller Cauchyfolgen in X eine Aquivalenzrelation ~ durch

() ~ (y;) < lim d(z;,y;) = 0.
Jj—o00
Sei (z,)~ die Aquwalenzklasse die die Cauchyfolge (x,) enthdilt. Dann ist die
Menge X := X/ ~ aller Aquivalenzklassen von X bzgl. ~ mit der Definition
d: X x X —=[0,00), d((xj)N, (yj)'v) = jlirglod(xj,yj)
ein vollstindiger metrischer Raum. Durch die Abbildung
J: X 5 X, o (x,z,2,...)~

wird X injektiv und dicht in X eingebettet, und es gilt d(J(x), J(y)) = d(x,y) fiir
alle v,y € X.



Man kann auferdem zeigen: Ist (X°,d°) ein weiterer vollstindiger metrischer
Raum, in den (X,d) vermoge J° isometrisch und dicht eingebettet ist, so gibt
es eine bijektive Isometrie j : X° — X mit joJ° = J. In diesem Sinn ist die
Vervollstandigung eindeutig bestimmt.

Beweis. Der Beweis wird in fiinf Schritten gefiihrt, von welchen die ersten vier
als Ubungsaufgabe verbleiben:

1. Schritt: ~ definiert eine Aquivalenzrelation auf X.

2. Schritt: d ist wohldefiniert, d.h. der Grenzwert lim; o d(z;,y,) existiert und
ist von der Wahl der Représentanten unabhéngig.

3. Schritt: d ist eine Metrik auf X.

4. Schritt: X wird durch J isometrisch und dicht in X eingebettet.
Abschlieend bleibt zu zeigen, dass ()Z' ,d) vollstéindig ist. Sei (%) eine Cauchy-
folge in X. Fiir jedes k € N ist also 2% = (xf) mit einer Cauchyfolge (x ;“) ‘en in
X. Insbesondere gibt es fiir jedes k € N ein Ny, € N mit d(z}, 2¥) < 1/ fiir alle
1,7 > N. Hieraus folgt

1 1
d<x§€Vk7le) < d<xNk7 ]) +d<l’],l’]) _'_d(x]va) < k +d<l’],$J> + 7 l

fiir k£, € N und alle hinreichend grofien j. Der Grenziibergang 7 — oo liefert

1

d(a,, vy) < 7 +d(a", ) + 5.

| =

Hieraus schlielen wir, dass 2 := (ﬁvk)keN eine Cauchyfolge in X ist. Wir zeigen,
dass = := &~ € X der Grenzwert der Cauchyfolge (z*) in X ist.

Fiir jedes [ € N gilt nach Definition von d zunichst d(zl, 2, ) — d(a!, x) fiir
k — oo. Wegen

k,l—o0
folgt
d(z',z) = lim d(x}, 2, =2 0.

k—o0

SchlieBlich zeigt man, dass = € X nicht von der Wahl der Repriisentanten der
Aquivalenzklassen z; abhéngt. n

Mit Hilfe dieses Satzes ldsst sich eine Liicke aus der Vorlesung Analysis 1 schlie-
Ben: Es wurde damals auf die Konstruktion von R aus Q verzichtet; vielmehr
wurde R axiomatisch als Menge mit den gewiinschten Eigenschaften eingefiihrt.
Obiger Satz liefert nun eine Moglichkeit, R zu konstruieren, ndmlich als die Ver-
vollstdndigung von Q. Dies liefert auch direkt die Vollstandigkeit von R.



2.3 Normierte Riume

Im Folgenden stehe K fiir einen der Kérper R oder C.

Definition 2.10 Sei X ein K-Vektorraum. Das Paar (X, ||.||) heifit normierter
Raum, falls ||.| : X — [0, co) eine Norm auf X ist, d.h. die folgenden Eigen-
schaften hat:

o ||z|| = 0 genau dann, wenn x = 0,
o |azx| = |a|||z| fir alle « € K und alle x € X.
o llz+yll <=l +[lyl fir alle z,y € X.

Ein vollstindiger normierter Raum heiffit Banachraum.

Ist (X, ]|.]|) ein normierter Raum, so ist (X, d) mit d(x,y) := ||x—y|| ein metrischer
Raum.

Anmerkung 2.11 Mit Hilfe von Satz 2.9 lassen sich auch normierte Rdume zu
Banachrdumen vervollstandigen. Zunéchst gewinnen wir mittels der Konstruktion
aus Satz 2.9 aus (X, d) mit d(z,y) := ||z — y|| einen vollstdndigen metrischen
Raum (X, CZ), in den X isometrisch und dicht eingebettet ist. Durch

(@)™ + (y;)" = (25 +y;)” und - afz))™ = (ax;)”

und .
I(z5) | = d((x;)~,0)

werden auf X Operationen und eine Norm definiert, die die Operationen bzw.
die Norm auf X fortsetzen und X zu einem Banachraum machen. [

Wir werden in Kapitel 3 noch zahlreiche Banachrdume kennenlernen. Hier sind
die vielleicht einfachsten Vertreter, die Folgenrdume.

Beispiele 2.12 (Folgenrdume) (a) Auf der Menge s aller Folgen = = (z;)en
mit z; € K wird durch

[e.9]

R N e /1 o B
d(x, y) = ; ST r— fir x = (z;), y = (y;) € s
eine Metrik definiert. Man kann zeigen, dass die Konvergenz in dieser Metrik
gleichbedeutend mit der punktweisen Konvergenz in allen Komponenten ist. Da
K vollstandig ist, ist auch (s, d) vollstandig.

Seie; :=(0,...,0,1,0,...) (mit der 1 an der j. Stelle) der j-te Einheitsvektor
in s, und fiir jedes z = (z;) € ssei 2" := Ele
gilt d(z, %) — 0 fiir k — oo. Somit liegt die Menge aller finiten Folgen, also die
Menge aller Folgen mit nur endlich vielen von 0 verschiedenen Folgengliedern,

dicht in (s,d). Da Q dicht in R liegt, folgt, dass bereits die Menge aller finiten

Tije; = (.Tl,.l’g, e ,xk,O, c. ) Dann

9



Folgen mit rationalen Gliedern dicht in (X, d) liegt. Diese Menge ist als abzidhlbare
Vereinigung abzidhlbarer Mengen selbst abzdhlbar. Folglich ist (X, d) separabel.

(b) Der Raum
{° = {l‘ = (l‘]) €s: ||x||oo = sup |l‘]| < OO}
JEN

ist der Raum aller beschrénkten Folgen und wird mit [.||o und den iiblichen
Operationen zu einem normierten Raum. Man kann zeigen, dass die Konvergenz
in /> der gleichméfBigen Konvergenz in allen Komponenten entspricht, das heifit,
2" = (2});en konvergiert genau dann in (> gegen y = (y;), wenn 2} in j € N
gleichmiflig gegen y; konvergiert.

(c) Fiir 1 < p < oo definiert man

o 1/p
0= o= () €5 |zl = <Z|xj|p> < o},

j=1

Lemma 2.13 (Youngsche Ungleichung) Seil < p < oo und q der zu p kon-
Jugierte Exponent, d.h. % + % = 1. Dann gilt fir a,b > 0:

1 1
ab < —aP + = b,
p q

Lemma 2.14 (Hoélder-Ungleichung) Sei 1 < p < oo und q der zu p konju-

gierte Exponent mit der Konvention ¢ = oo fiirp =1 und ¢ = 1 fiir p = oo. Ist

= (z;) € P und y = (y;) € 14, so liegt die Folge xy := (z;y;) in (*, und es gilt:
leylly < [lzllp [[yllq-

Beweis. Die Holder-Ungleichung fiir Folgenrdume beweist man genau so wie die
Holder-Ungleichung fiir Lebesgue-Raume LP(R), wenn man das Zahlmafl auf N
benutzt.

Ein anderer Beweis benutzt die bereits bewiesene Holder-Ungleichung fiir
Lebesgue-Raume LP(R): Zu den Folgen = € (7 und y € (¢ definiert man

0, ze€(—o00,1 0, ze€(—o00o,1
fu(z) = ( ) und  f,(z) = ( ) :

ze, k= [2] yr, k=[]
Dann ist f, € LP, f, € L9, und es gilt

Slo = [1LGIPd: wd S julr= [ 150

keN keN

Hieraus folgt

Holder
lzylle = fafllnw < fellr@lfyllam = llzllelz]a. -

Mit dieser Beweistechnik lassen sich viele Satze aus der Mafitheorie auf Fol-
genrdume iibertragen.

10



Lemma 2.15 (Minkowski-Ungleichung) Sind x,y € * fir 1 < p < oo, so
ist x +y € P, und es gilt die Dreicksungleichung:

12+ yllp < l2llp + [lyll,-

Der Beweis verlauft unter Benutzung der Hélderungleichung oder wieder durch
Zuriickfithren auf LP-Réaume.

Lemma 2.16 Fir 1 < p < oo ist (¢, ||.||,) ein Banachraum. Dieser ist fiir
1 < p < oo separabel, fir p= oo dagegen nicht.

Beweisidee zur Separabilitit. Fiir 1 < p < oo zeigt man, dass die Menge der
finiten Folgen mit rationalen Eintrdgen dicht in /7 liegt. Fiir p = oo betrachte
man die Menge aller Folgen, welche nur die Werte 0 und 1 annehmen, und zeigt,
dass diese nicht abzéhlbar ist und dass zwei verschiedene Folgen dieser Gestalt
den ¢*>°-Abstand 1 haben. n

2.4 Hilbertraume

Definition 2.17 Sei X ein K-Vektorraum. Eine Abbildung (.,.) : X x X — K
heifst Sesquilinearform, falls sie die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(a) (ax,y) = alzr,y) und (x,ay) = alx,y) fir alle « € K und z,y € X.

(b) (x4 vy, 2) =(x,2) + (y,2) und (z,y + 2) = (x,y) + (x, z) fir alle z,y,z € X.
Fine Sesquilinearform heiffit symmetrisch (K = R) bzw. hermitesch (K = C),
falls zusdtzlich gilt

(¢) {z,y) = (y, ) fir alle z,y € X,
und sie heifst positiv definit, falls
(d) (x,x) >0 fir alle x € X und (z,x) =0 genau dann, wenn x = 0.

FEine positiv definite hermitesche Sesquilinearform wird Skalarprodukt genannt.

Beispiel 2.18 Auf X = (2 wird durch

(x,y) = Za:jy_j firr = (1;), y = (y;) € £°

j=1
ein Skalarprodukt definiert.

Lemma 2.19 JIst (.,.) ein Skalarprodukt auf dem K-Vektorraum H, so wird H
mit ||x|| := /(z,x) zu einem normierten Raum. Das Paar (H,{.,.)) heifit auch
Pra-Hilbertraum. Dabei gilt fir alle x,y € H:

(a) [z, )] < ||zl |lyl|, und die Gleichheit genau dann, wenn z und y linear
abhingig sind (Cauchy-Schwarz Ungleichung),

() |z + y[* + ||z — y|I* = 2(||z]|* + [|y||*) (Parallelogrammgleichung),

11



(o) lx+ylI* = ||z||* + ||=||* genau dann, wenn (x,y) = 0 (Satz von Pythagoras),
(@) 4,5 = Nz + gl — o — g folls K = R und

Az,y) = llo+ylI* = llo = ylI* + i(llz +iyl|* - = — iy[*)
fiir K = C (Polarisationsformel).

Den Beweis der Cauchy-Schwarz Ungleichung kennen wir aus der Ana II; die
iibrigen Aussagen rechnet man leicht nach. Bemerkenswert ist, dass eine Umkeh-
rung zu (b) gilt: Gilt in einem normierten Raum X die Parallelogrammgleichung
fiir alle z,y € X, so wird die Norm durch ein Skalarprodukt erzeugt. Dieses wird
wie in den Polarisationsformeln definiert.

Anmerkung 2.20 Ist (.,.) ein reelles Skalarprodukt, so ist wegen der Cauchy-
Schwarz Ungleichung

(z,y)
S [_17 1]
]yl
falls © # 0, y # 0. Somit ldsst sich durch
(z,9) =cosf mit 6§ € [0, 7]
]yl

ein Winkel zwischen Elementen eines Pra-Hilbertraums definieren.

Definition 2.21 Sei (H,(.,.)) ein Prd-Hilbertraum. Man sagt, x,y € H stehen
senkrecht oder orthogonal zueinander, falls (x,y) = 0. Man schreibt dann auch
x Ly. Ist M eine nichtleere Teilmenge von H, so heifst

M*:={ye H:y Lz firalex c M}
der zu M senkrechte Raum oder das orthogonale Komplement von M.

Binfach aber wichtig: M~ ist stets ein abgeschlossener Unterraum von H, auch
wenn M selbst kein Unterraum oder nicht abgeschlossen ist.

Definition 2.22 Fin Prd-Hilbertraum (H, (.,.)) heift Hilbertraum, falls er bzgl.
der durch das Skalarprodukt induzierten Norm wollstindig ist.

Anmerkung 2.23 Mit Hilfe von Satz 2.9 lassen sich Pri-Hilbertrdaume zu Hil-
bertrdumen vervollstdndigen. Zunéchst gewinnen wir mittels der Konstruktion
aus Satz 2.9 aus (X, d) mit d(z,y) := ||x — y|| einen vollstandigen metrischen
Raum (X, d), in den X isometrisch und dicht eingebettet ist. Auf X erkliren wir
Operationen wie in Anmerkung 2.11. Das Skalarprodukt

(@), (y5)™)" = T (2, yn)

n—o0

macht X zu einem Hilbertraum. m
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Beispiel 2.24 (? ist mit (x,y) = Z;il x;y; ein Hilbertraum. Dagegen ist der
Raum der Folgen F' C (% mit nur endlich-vielen Nicht-Null-Eintriigen bzgl. die-
ses Skalarprodukts nur ein Pri-Hilbertraum. Dieser lisst sich zu einem zu ¢2
isomorphen Hilbertraum vervollstandigen. [

Fiir endlich-dimensionale unitdre Rédume ist aus der linearen Algebra bekannt,
dass sich diese als direkte Summe eines gegebenen abgeschlossenen Unterraums
und des dazu orthogonalen Raums schreiben lassen. Der nachfolgende Satz ver-
allgemeinert dieses Resultat.

Satz 2.25 Sei M ein abgeschlossener Unterraum des Hilbertraumes H. Dann
qgilt
H=M®®M"
im Sinne einer algebraischen und topologischen direkten Summe, d.h. jedes x €
H besitzt eine eindeutige Zerleqgung x = m +m' mit m € M und m' € M=,
Insbesondere ist M N M+ = {0}.
Ferner gilt fir alle x € H und m,m’ aus der Zerlegung v = m + m/

Imll < llzll, (' < llzll, ] + 1)) < V2]

Beweis. Zunichst zeigen wir M N M+ = {0}. Sei hierzu x € M N M*. Dann ist
|z||> = (z,z) = 0 und somit z = 0. Insbesondere folgt, dass die Zerlegung eines
Elements x € H in x = m + m’ mit m € M und m’ € M+ eindeutig ist.

Es bleibt zu zeigen, dass H = M + M~*. Sei x € H beliebig. Wir definieren
dy(x) == inf,epr ||z — m||. Dann gibt es eine Folge (my) in M mit

|z — mg|| — dy(x)  fir k — oc.

Wir zeigen, dass (my) eine Cauchyfolge ist. Aus my, € M folgt 1(my +m,) € M
fiir alle n, k& € N. Somit ist

1
i §(mk +my)|| > dy(x) =: d.

Die Parallelogrammgleichung liefert fiir x — m; und x — m,,

Iy, = ma|* =2 lz = mg|® +2 [l2 = ma|” = |22 — (mi +ma) |12

(.

v vV Vv
n—o0
—

Fro g a2 =4 |o— "ET 2> 442

Also konvergiert ||my —m,||* — 0 fiir k,n — oo. Somit ist (m;,) eine Cauchyfolge
in M und konvergiert wegen der Vollstandigkeit von H und der Abgeschlossenheit
von M gegen ein m € M. Fir dieses m ist ||z — m|| = dp(x).

Zu zeigen bleibt noch, dass m’' := x —m € M*. Fiir allet € R und y € M ist

lz = ml* < llo = m+ tyl|* = [l — m|* + £[ly||* + 2t Re (y, = — m).

13



Daraus ergibt sich #? ||y||? + 2t Re (y, # —m) > 0. Ist nun ¢ > 0, so liefert Division
durch ¢ und anschlieBende Grenzwertbildung ¢ — 0+

Re (y,z —m) > 0.
Genauso ergibt sich fiir £ < 0 und ¢t — 0—
Re (y,z —m) <0.

Also ist Re (y,z —m) = 0 fiir alle y € M. Falls K = R ist, folgt (y,2 —m) =0
fiir alle y € M; folglich ist m’ = x —m € M*. Im Fall K = C folgt wie im reellen
Fall (mit ¢ ersetzt durch it), dass fiir alle t € R und y € M

—t*[ly[I* + 2t Re (i(y, = — m)) > 0.

Damit erhélt man wie oben Im (y,z — m) = 0. Also ist wiederum (y,z —m) =0
und somit m/ =z —m € M*.

Die am Ende des Satzes angegebenen Abschétzungen sind leicht zu sehen. So
ist

Il < Vllml? + [lm[]2 = /llm + w2 = ]

wobei die erste Gleichheit aus dem Satz des Pythagoras folgt. Die iibrigen Unglei-
chungen zeigt man dhnlich (bei letzterer ist die bekannte Ungleichung zwischen
dem arithmetischen und dem quadratischen Mittel hilfreich). [

Dieser Satz ist fiir beliebige Banachrdume X falsch: Ist M ein abgeschlossener
Teilraum von X, so gibt es i. allg. keinen abgeschlossenen Teilraum M’ von X mit
X = M+M"und MNM'" = {0}. Die Bedeutung dieses Satzes wird erst in Kapitel
6 deutlich. Wir werden dort die Menge aller linearen stetigen Abbildungen von
einem Banachraum in den zugrunde liegenden Korper, die sog. linearen Funk-
tionale, studieren. Die Beschreibung solcher Abbildungen ist fiir Hilbertraume
deutlich einfacher als fiir beliebige Banachrdume. Der Grund hierfiir ist Satz
2.25.
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3 Funktionenraume

Die fiir Anwendungen wichtigsten Banachraume sind Funktionenrdume. Wir be-
ginnen mit Funktionenrdumen stetiger Funktionen und fahren mit den LP-Raum-
en sowie Sobolevraumen schwach differenzierbarer Funktionen fort.

3.1 Raiume stetiger Funktionen

Beispiel 3.1 Fiir S C R” kompakt und nichtleer sei
C%S) :={f:S — K: f stetig auf S}
(oft schreibt man auch nur C(S) statt C°(S)). Durch

[flloo.s := 1 flloo = Sup |/ ()]

wird die Supremumsnorm auf C°(S) definiert. Wir zeigen, dass (C°(S), ||.]|ec.5)
ein Banachraum ist.

Dazu sei (f;) eine Cauchyfolge in C°(S). Fiir jedes x € S ist dann (f,(x)) eine
Cauchyfolge in K; es gilt ndmlich

|fe(z) = filz)] < sup |fe(y) = fiw)] = Ifx — fillo-

ye

Da K vollstiandig ist, konvergiert die Folge (f,,(z)). Wir definieren eine Funktion
f S — K durch

flw) = Jim fiz)

und zeigen, dass die Folge (fx) gleichméBig gegen f konvergiert. Sei ¢ > 0. Dazu
gibt es ein N € N, so dass fiir alle k,l > N und alle x € S die Abschitzung
|fe(x) — fi(x)| < e gilt. Im Grenzwert k — oo folgt

|f(xz) — filz)| <e firallez € Sund allel > N.

Also ist ||f — fillee < € fiir alle [ > N. Aus Analysis I ist nun bekannt, dass
der Grenzwert einer gleichméfig konvergenten Folge stetiger Funktionen wieder
stetig ist. Somit ist f € C°(S), und C°(9) ist vollstéindig. =

Beispiel 3.2 Fiir 2 C R" offen und nichtleer sei
C%Q) :={f:Q — K: f stetig auf Q}.

Dann gibt es eine Ausschopfung von {2 von innen, d.h., es existiert eine Folge
kompakter Mengen K,, CC K,,,1 CC Q fir alle m € N und UK,, = ). Hierbei
bedeutet A CC B, dass A kompakt ist und es eine offene Menge U C B mit
A C U gibt.
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Zur Konstruktion einer solchen Folge betrachte man fiir ein fest gewéhltes
a € Q) und jedes m € N

Ky = {z € Q:dist (z,00) > —} N By (a).

1
m

Mit Hilfe einer solchen Folge lésst sich durch
i L gl
= Y 1+ = dlleex;

eine Metrik auf C°(2) definieren (vgl. dazu die Definition der Metrik auf dem
Raum aller Folgen s). Mit dieser Metrik wird (C°(€2), d) ein vollstéindiger metri-
scher Raum. Dabei bedeutet die Konvergenz beziiglich d die gleichméfige Kon-
vergenz auf jeder kompakten Teilmenge von 2, kurz: die kompakt gleichmdfige
Konvergenz. [

Beispiel 3.3 Sei 2 C R” offen, nichtleer und beschrinkt. Wir bezeichnen mit
C™(QQ) die Menge aller Funktionen f : Q — K, die auf  m-mal stetig differen-
zierbar sind und fiir die fir alle Multiindizes v € Nj mit |y| < m die Ableitung
D7 f stetig auf Q fortsetzbar ist. Durch

1 len@ = Y 1D fllo

[y|<m
wird eine Norm auf C™(Q) definiert. =

Beispiel 3.4 Sei f € C°(Q) mit Q C R" offen, nichtleer und beschrinkt und
0 < o < 1. Dann heif3it

[f]a := sup M

TAYEQ ‘SL’ - y|a

die Hélder-Seminorm zum Exponenten o von f auf Q. Man beachte, dass [.], die
zweite und dritte Eigenschaft aus Definition 2.10 erfiillt, jedoch nicht die erste:
aus [f]o = 0 folgt nur, dass f konstant auf € ist. Der Fall « = 1 liefert die
(kleinste) Lipschitzkonstante von f.

Mit Hilfe dieser Seminorm ldsst sich nun der Hélderraum

Cm(Q) = {f € C™Q) : [07 fla < oo fiir alle |y| = m}
durch
[ fllema@ = Ifllema) + Z 07 fla
[v|=m
mit einer Norm versehen. n
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Lemma 3.5 C™(Q) und C™(Q) sind Banachriume.

Beweis. Wir fiihren den Beweis exemplarisch fiir C*(€2).

Sei (fx) eine Cauchyfolge in C*(Q). Nach Konstruktion der Norm sind dann
(fx) und (0 fy) fir alle 1 < i < n Cauchyfolgen beziiglich der Supremumsnorm.
Die in Beispiel 3.1 gezeigte Vollstindigkeit von C°(Q) impliziert die Existenz von
Funktionen f,g1,...,g, € C°Q) mit f, — f und 9;fx — ¢; in C°(Q) fiir alle
1 << n.

Es bleibt zu zeigen, dass f auf 2 differenzierbar und Vf = g := (¢1,...,9n)
ist. Seien hierzu x € Q und r > 0 mit B,(x) C Q) gegeben. Sei weiterhin y € B,(x)
und z; :=x + t(y — x) fir ¢t € [0,1]. Mit dem Mittelwertsatz im R" ergibt sich

|(fr(y) = fu(@)) = V fi(z) - (y — 2)]
[:Vﬁ@w~@—xﬁﬁ—vﬁ@ﬁ%y—@

[ @hte) - i) -0

< /0 (V) — g(ae) + g(ze) — g(x) + g(2) = V fi(2)) - (y — x)|dt

< (2194 = gl -+ s lg(e) = 9(@)] ) 1y = ol

te(0,1

Der Grenziibergang k — oo liefert (man beachte, dass |V fx — ¢||lcc — 0)

[(f(y) = f(z) —g(z) - (y — )| < sup [g(x:) — g(z)| |y — 2|

te[0,1]
Wegen
sup |g(z¢) — g(z)| = sup [g(z +t(y —z)) — g(z)] = 0
t€[0,1] t€[0,1]
fiir y — z ist f in x differenzierbar und g = Vf. n

Im Folgenden wird die Frage nach der Separabilitdt von C°(Q) beantwortet und
eine dichte Teilmenge von C°(€)) angegeben. Dazu bezeichne II,, die Menge aller
Polynome auf R vom Grad kleiner gleich n.

Satz 3.6 (Weierstrafischer Approximationssatz) Fir jedes f € C°([0,1])
gibt es eine Folge von Polynomen p, € 1l,, die beziiglich der Supremumsnorm
auf [0,1] gegen f konvergieren.

Der nachfolgende Beweis dieses Satzes ist konstruktiv und liefert somit ein Verfah-
ren zum Bestimmen einer Folge von Polynomen, die gegen eine gegebene stetige
Funktion konvergieren.
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Beweis. Fiir f € C°([0,1]) und n € N definieren wir das n. Bernstein-Polynom
P,f €1l, zu f durch

" /n k

Pun(e) =3 () e -orter (£))
k=0

Wir zeigen, dass die Folge (P, f) in C°([0,1]) gegen f konvergiert.

Zunichst bestimmen wir P, f fiir drei konkrete Funktionen. Fiir f =1 ist

(Pof)(x)=(z+(1—2)"=1= f(x) firallen €N.

Fiir f(x) = x wenden wir den Operator x% auf beide Seiten der binomischen
Formel .
n _
(@+y)" =) (k)af’“y" g
k=0

an und erhalten fiir n > 1

nx(r +y)" ! = Z <Z) kaky™F.

k=0

Setzt man y = 1 — x, so folgt nach Division durch n

) =2=3 (1) 5t = = (Puf) o)

n
k=0

Schlieflich wenden wir fiir f(z) = 2? den Operator (z4-)? auf die binomische
Formel an und erhalten fiir n > 2

ale+ "+l = Do) = 3 () ey
k=0

Setzt man wieder y = 1 — x, so folgt

Division beider Seiten durch n? ergibt

x — 12

:E2+

= (P.f)(x) und P,f — f inC°0,1]).
Sei nun f € C°([0,1]) beliebig und € > 0. Da f auf [0, 1] gleichmiBig stetig ist,
gibt es ein 0 > 0, so dass |f(x)— f(2')| < ¢/2 fiir alle z, 2’ € [0, 1] mit |z —2'| < 0.
Sei weiter n € N mit

n> Al N sup |z — 2|
€62 z€[0,1]
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gewahlt. Zunéchst ergibt sich

(@)~ (P)@)] < Z\f £ (k) \( ) (1= )t

Die Summe lésst sich in zwei Teile aufspalten, wobei der erste Teil iiber die Menge
Ny aller k € {0,...,n} mit |z — k/n| < § summiert. Fiir diesen ersten Teil der
Summe ergibt sich

€ - n £

< . k 1— n—k - =

=2 (k)x (1-2) 2
k=0

.,n}\ Ny gilt entsprechend |z —k/n| > 4, d.h.
1’2 + m’—nxQ folgt, dass

S L#te) = stk )2 = o

Fiir £ im Komplement Ny :
|z — k/n|/6 > 1. Wegen P,

AII
l\D
~—

keN1
z—k/n)\ (n .
<3 2l (( S ()t
keNy
2[|floo 2 (1 K
< o\
<=5 k%;l( k), )2 (0= )
201 f o
< ”(TH (xZ —2zP,(z) + Pn(xZ))
2[|.f [l
< 5 |z —2?| < /2
fiir groBes n. Somit gilt | f(z) — (P.f)(x)| < € fiir alle z € [0,1], und die Folge
(P, f) konvergiert gleichméfig gegen f. [

Die Einschrankung auf das Intervall [0, 1] ist hierbei nicht notwendig. Betrachtet
man zum Beispiel das kompakte Intervall [a,b] mit a,b € R und a < b und
f e C%a,b]), soist f:= fo@mit ¢ :[0,1] = [a,b], © — a+ z(b— a) eine
Funktion in C°([0,1]). Es gibt daher eine Folge von Polynomen p, € II, mit
pn — f. Fiir diese ist p, o o tell, und p,opt — f.

Eine Verallgemeinerung des klassischen Approximationssatzes von Weierstrafl
liefert der folgende Satz von Stone-Weierstrafl. Im Gegensatz zum vorangegange-
nen Satz liefert sein Beweis kein konstruktives Verfahren zur Approximation, da
an wesentlichen Stellen des Beweises das Auswahlaxiom verwendet wird.
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Satz 3.7 (Approximationssatz von Stone-Weierstraf3) Sei S C R" nicht-
leer und kompakt und sei C°(S) die Menge aller stetigen reellwertigen Funktionen
auf S. Weiterhin sei M C C°(S) eine die Punkte von S trennende Algebra, die
alle konstanten Funktionen enthdlt. Dann liegt M dicht in C°(S).

Zur Erinnerung sei angemerkt, dass eine Algebra ein bzgl. der Multiplikation ab-
geschlossener linearer Raum ist. Eine Menge M C CY(S) trennt die Punkte von
S, wenn es zu je zwei Punkten x # y € S eine Funktion f € M mit f(z) # f(y)
gibt. Offenbar erfiillt die Menge II aller Polynome iiber R" diese Eigenschaften.
Hieraus und aus der Tatsache, dass die Menge aller Polynome mit rationalen
Koeffizienten abzahlbar ist und bzgl. ||.||o,s dicht in IT liegt, erhalten wir unmit-
telbar:

Folgerung 3.8 II liegt dicht in C°(S), und C°(S) ist separabel.

Beweis von Satz 3.7. Sei B := M. Dann ist B cbenfalls eine die Punkte
trennende und die konstanten Funktionen enthaltende Algebra. Wir haben zu
zeigen, dass B = C°(S).

Zunéchst folgt aus Satz 3.6, dass fiir jedes f € B ist auch |f| € B ist. Dazu
sei (py) eine Folge von Polynomen, die gleichméBig auf dem kompakten Intervall
[—R, R] mit R := || f]|c gegen die Betragsfunktion |.| konvergiert. Dann konver-
giert p,(f) gleichméaBig auf S gegen | f|.

Weiter impliziert f, g € B auch max(f,g) € B und min(f,g) € B, da

win(f.g) = 2(/ +g—|f —g) wnd max(f,g) = 5(f +9+1f - g

Seien nun z,y € S mit x # y und r, s € R gegeben und sei f € B eine Funktion
mit f(z) # f(y). Dann definiert h := 7+ (s — T)f{yji(f()m) eine Funktion in B mit
h(z) = r und h(y) = s.

Seien f € C°(S), ¢ > 0 und x € S beliebig. Wir méchten nun zeigen, dass
eine Funktion g, € B existiert mit g,(x) = f(z) und ¢,(y) < f(y) + ¢ fiir alle
y € S. Hierzu wahlen wir fiir beliebiges z € S eine Funktion h, € B mit den
Eigenschaften

ho(z) = f(x) und  h.(z) = f(2)

(ist © = z, wihlen wir h, einfach als konstante Funktion). Da sowohl f als auch
h, stetig sind, existiert eine Umgebung U, von z mit h,(y) < f(y) + € fur alle
y € U,. Die Familie (U,),cs bildet eine offene Uberdeckung von S; also wird S
bereits von einer endlichen Anzahl von Mengen U,,, ..., U,, iiberdeckt. Definiert
man nun g, := min(h,,,...,h,, ), so gilt g,(x) = f(x) und ¢,(y) < f(y) + € fiir
alley € S.

Ahnlich wie in der vorangegangenen Argumentation erhiilt man unter Verwen-
dung der Stetigkeit von f und g, die Existenz einer Umgebung V. von z, so dass
9:(y) > f(y) — ¢ fiir alle y € V. Die (V,),eg bilden eine offene Uberdeckung von
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S. Es gibt also eine endliche Uberdeckung V;,, ..., V., von S. Fiir die Funktion
e = max(gu, .-, gz,) € B gilt dann

fly) —e<p(y) < fly) +e firalleye S

und somit || f — ¢:l|eo < €. Da e beliebig gewihlt war und B abgeschlossen ist,
folgt f € B. [

Fiir kompaktes S C C bezeichne C°(S;C) die Menge aller komplexwertigen
stetigen Funktionen auf S. Dann gibt es Punkte trennende und die konstan-
ten Funktionen enthaltende Algebren, die NICHT dicht in C°(S;C) liegen. Fiir
S :={z € C: |z] < 1} ist beispielsweise die Menge aller Polynome auf S eine
solche Algebra. Da Polynome holomorph sind und da gleichméfig konvergente
Folgen holomorpher Funktionen gegen eine holomorphe Funktion konvergieren,
liegt die Menge aller Polynome nicht dicht in C°(S;C) (die Funktion z +— Z ist
sicher stetig, aber nicht holomorph auf 5).

Folgerung 3.9 Sei S C R" nichtleer und kompakt, und M C C°(S;C) sei eine
die Punkte trennende und die konstanten Funktionen enthaltende Algebra, die
zusdatzlich unter komplexer Konjugation abgeschlossen ist, d.h. mit f liege auch f

in M. Dann ist M dicht in C°(S;C).

Beweis. Sei My := M NC°(S;R). DaRez = (2 +7%)/2 und Im 2z = (z — 2)/(24)
und da M unter komplexer Konjugation abgeschlossen ist, ist M = Mg & iMg.
Auflerdem geniigt My den Voraussetzungen von Satz 3.7 und liegt demnach dicht
in C°(S;R). Dann ist auch M dicht in C°(S; C). ]

Die Séatze von Stone-Weierstraf§ gelten auch, wenn S nur als kompakter Hausdorft-
Raum vorausgesetzt wird.

3.2 [P-Raume

Diese Rdume sind aus der Vorlesung zur Integrationstheorie bekannt. Zur Erinne-
rung: Sei ) C R" Lebesgue-messbar, y das Lebesgue-Mafl auf R” und 1 < p < cc.
Dann definieren wir

LP(Q) == {f:Q—K: f messbar und || f||, < oo},

wobei || f||, fiir messbare Funktionen f:Q — K und 1 < p < oo durch
1/p
1= ([ 1P dute)

[ fllsc :=esssupg | f| :==inf { sup |f(z)]: N C Qmit u(N) =0}

z€Q\N

und fiir p = oo durch
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erklart ist.

Auf LP (Q) definieren wir Aquivalenzrelation ~ wie folgt: Es sei f ~ g genau
dann, wenn eine p-Nullmenge N C Q existiert mit f(x) = g(x) fiir alle 2z € Q\ N.
Mit dieser sei LP(2) := LP(Q)/~ fiir 1 < p < co. Dann definiert ||.|, eine Norm
auf LP(€2), und nach dem Satz von Fischer-Riesz ist LP(£2) ein Banachraum.

Es gilt weiterhin die Holder-Ungleichung

' / fgdu' < £l Mgl
Q

fir alle f € LP(Q2) und g € L9(2) mit % + % = 1. Im Falle p = 2 wird die Norm
|.]|2 durch das Skalarprodukt

(f,9) = (f,9)12@) = / fgdu
Q
erzeugt. Insbesondere ist L?*(f2) ein Hilbertraum.

Satz 3.10 Sei Q2 C R” offen und 1 < p < oo. Dann liegt C§°(Q2) dicht in LP(2),
und LP(Q) ist separabel. Fir p = oo sind beide Aussagen falsch.

Abschlielend sei vermerkt, dass man LP-Réume fiir 1 < p < oo auch als Ver-
vollstandigung der normierten Raumen (C?, ||.||,) im Sinne von Anmerkung 2.11
gewinnen kann. Der Nachteil dieser Konstruktion ist, dass man dann die Elemente
von LP als Nebenklassen von Mengen von Cauchyfolgen betrachten muss.

3.3 Sobolevriaume

Ziel dieses Abschnitts ist eine Verallgemeinerung der Theorie der Differenzierbar-
keit im Rahmen der LP-Raumen. Die nachfolgende Definition der sogenannten
,schwachen Differenzierbarkeit® ldsst sich iiber die Formel der partiellen Integra-
tion motivieren: Ist Q C R" offen, f € C'(Q) und ¢ € C§°(Q) eine sogenannte
Testfunktion, so gilt

/(aif)cpd:p:—/f(aigo)dx fir 1 <i <n.
0 Q

Man beachte, dass die Randterme verschwinden, da ¢ einen kompakten Tréager
in €2 hat.

Definition 3.11 Se: Q C R" offen und 1 < p < oo.

(a) Fine Funktion u € LP(S)) hat schwache (oder distributionelle) Ableitungen
1. Ordnung in LP(S2), wenn fir jedes i € {1,...,n} eine Funktion v; € LP(Q)
existiert, so dass

/ udipdr = — / vipdr  fir alle p € C5°(§2).
0 0
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In diesem Fall heifst v; =: O;u die schwache Ableitung von w in Richtung x;.
Analog heifit Vu := (Oyu, ..., 0u) € LP(Q)" der schwache Gradient von w.

(b) Der Sobolevraum
WhP(Q) := {u € LP(Q) : u hat schwache Ableitungen 1. Ordnung}

wird versehen mit der Norm

- 1/p
llap = (Ilalls + > dvullz) ™
i=1

Hierzu dquivalente Normen sind durch || (||ul], [|0yull, -.., H@,ﬂLHp)HRWr1 gegeben,
wobei ||.||gn+1 eine beliebige Norm auf dem R™™ bezeichnet. (Aus Analysis II ist
bekannt, dass alle diese Normen dquivalent sind.)

(¢) Im Fall p = 2 wird eine dieser Normen durch ein Skalarprodukt erzeugt,
namlich durch

(u,v)12 = (u,v)12() + Z(@'U, 07v) 12(0).-
i1

Fiir Wh2(Q), versehen mit diesem Skalarprodukt, schreibt man auch H' ().

Damit obige Begriffe {iberhaupt wohldefiniert ist, muss der schwache Gradient
Vu eindeutig sein. Diese Eindeutigkeit wird im folgenden Lemma bewiesen.

Lemma 3.12 Sei 2 C R" offen, 1 < i < n und 1 < p < oo. Sei weiter u €
LP(Q), und es existiere eine schwache Ableitung v; = O;u € LP(S2). Dann ist v;
eindeutig bestimmit.

Beweis. Neben v; sei auch v eine schwache Ableitung von u in Richtung x;.
Wir betrachten v := v; — v; und wollen zeigen, dass aus [, vedr = 0 fiir alle
Testfunktionen ¢ € C5°(Q2) bereits v = 0 folgt.

Sei zunéchst 1 < p < oo, und sei w := sign(v) - [v[P~! und ¢ € (1,00) mit
% + % = 1. Dann ist [v|?~Y7 = |p|? und daher |v[P~! € L9() und folglich auch
w € L(Q). Nach Satz 3.10 liegt C5°(Q2) dicht in L9(€2). Somit gibt es eine Folge
(k) in C°(2) mit @ — w in L($2). Damit folgt

0:/vwkda:k_)—of/vwdx:/(Usign(v))|v\pld:c: oll?
Q Q Q

und somit v = 0. Die Konvergenz [vy,dr — [vwdz folgt aus der Holder-
Ungleichung, wonach

| [vends— [ vwds] < [ oo - w)ldo < ol o= wll, 0.
Q Q Q

23



Als néchstes sei p = oo. Ist Q" C Q meBbar und beschrinkt, so ist v|o € L"(Y)
fiir alle r € (1,00), und es gilt [, pvdar = 0 fiir alle ¢ € C5°(Q'). Nach dem
zuvor bewiesenen Teil folgt v|os = 0 und somit auch v = 0.

Der Fall p = 1 ist deutlich komplizierter. Fiir diesen benétigt man unter
anderem Friedrichs’sche Glattungskerne und Faltungsintegrale. Wir mochten hier
auf den Beweis verzichten. [

Satz 3.13 Sei 2 C R™ offen und 1 < p < co. Dann ist der Raum WhP(Q) ein
Banachraum und fiir p = 2 sogar ein Hilbertraum.

Beweis. Sei (u) eine Cauchyfolge in W'P(€). Dann sind (uy) sowie die abgelei-
teten Folgen (Q;uy) =: (vik), 1 < i < n, Cauchyfolgen in LP(£2) und somit konver-

gent mit Grenzfunktionen u bzw. vy, ..., v,. Fiir alle Testfunktionen ¢ € C§°(2)
gilt daher
/ w0 dx / updsp dr = — /(@uk)(p dr — — / vip da.
Q Q Q Q
Somit ist w € WP(Q) mit d;u = v;. ]
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4 Lineare Operatoren

4.1 Stetigkeit

In diesem Abschnitt untersuchen wir lineare Operatoren (lineare Abbildungen)
zwischen normierten Rdumen. Zur Erinnerung;:

Definition 4.1 Seien (X, ||.|[x) und (Y, |.|ly) normierte Riume iber dem glei-
chen Korper K =R, C. Dann heifit T : X — Y eine lineare Abbildung, falls fiir
alle v,y € X und fir alle A\, p € K gilt

T(Ax + py) = Nl + pTy.
Wir schreiben oft ||.|| sowohl fiir ||.||x als auch fur [|.|y.

Lemma 4.2 Seien X und Y normierte Riume und T : X — Y eine lineare
Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) T st stetig auf X.

(b) T ist stetig in einem Punkt xo € X.

(¢) T ist beschrinkt, d.h.

sup{[|Tzlly : # € X, |lzllx <1} = sup{[|Tz|ly/[lz]lx : 2 € X\ {0}} < oc.

(d) Es existiert ein ¢ > 0 mit ||Tz||y < ¢||x|x fir alle x € X.

Beachten Sie den Unterschied zur Definition der Beschranktheit einer Funktion
in Ana I. Wir haben damals eine Funktion beschrdnkt genannt, wenn ihr Werte-
bereich beschréinkt ist. Fiir lineare Abbildungen ist dieser Begriff wenig niitzlich:
Der Wertebereich einer linearen Abbildung ist {0} (fiir die Null-Abbildung) oder
unbeschrankt.

Fiir lineare Abbildungen erklért man die Beschrédnkheit daher wie oben: Sie
iiberfithren die Einheitskugel in eine beschrinkte Menge. Hieraus folgt leicht, dass
beschrinkte lineare Abbildungen jede beschriankte Menge in eine beschrinkte
Menge iiberfiihren.

Beweis. (a) = (b) ist klar.
(b) = (c) : Sei T in xy € X stetig. Dann existiert ein § > 0, so dass fiir alle 7 € X
mit || — xo|| < ¢ die Abschétzung ||T(Z — zo)|| = ||TZ — Txo|| < 1 folgt.

Sei nun x € B;(0) beliebig und 7 := dx + zo. Dann ist ||Z — xo|| = [|dz|| < §
und daher ||T'(6x)|| = || T(Z — zo)|| < 1. Hieraus folgt fiir x € B1(0) sofort

ITz|| < 1/6.

(¢) = (d) : Wahle ¢ :=sup{||Tz||y : z € X, ||z]|x < 1}.
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(d) = (a) : Sei (x,) eine Folge in X, die gegen = € X konvergiert. Aus
[T2n = Tal| = [T (20 — 2)|| < cllzn = 2] =0

folgt dann Tz, — Tx. Der Operator T ist also folgenstetig und somit erst recht
stetig. [

Definition 4.3 Seien (X, ||.||x) und (Y, ||.|ly) normierte Riaume. Wir bezeichnen
mit L(X,Y) den Raum der linearen stetigen Operatoren von X nach Y. Im Fall
X =Y schreiben wir kurz L(X) statt L(X, X). Fir T € L(X,Y) definiert man

die Operatornorm von 1" durch
1T pxyy o= sup{[[Tlly : 2 € X, |lz[x <1}
Man kann leicht zeigen, dass
1T Lx,yy = inf{c > 0 : ||Tz| < c|z|| fiir alle z € X}.
Insbesondere gilt
|Tz|ly < ||T|oxvllz| fiir allex € X.

Die Verkniipfung S o T zweier Operatoren 7' € L(X,Y) und S € L(Y, Z) heifit
das Produkt dieser Operatoren. Man schreibt dafiir kurz ST

Lemma 4.4 Sind (X, ||.||x),(Y, |l-llv),(Z, ||.|lz) normierte Raume, so gilt:

(a) L(X,Y), versehen mit der Operatornorm, ist ein normierter Raum.

(b) Fir T € L(X,Y) und S € L(Y,Z) ist ST € L(X,Z), und es gilt |ST| <
ST

(c) Ist Y ein Banachraum, dann ist auch L(X,Y") ein Banachraum. Insbesondere
ist L(X) eine Banachalgebra, wenn X ein Banachraum ist.

Beweis. Die ersten beiden Aussagen sind einfach zu beweisen und verbleiben als
Ubungsaufgabe.

Sei (T,,) eine Cauchyfolge in L(X,Y). Dann ist (7,,x) fiir jedes x € X eine
Cauchyfolge in Y und somit konvergent. Wir definieren Tz := lim,,_,, T,,x. Der
so definierte Operator T': X — Y ist offenbar linear. Wir zeigen, dass er stetig
ist und dass T,, — T in der Operatornorm.

Da (T,) eine Cauchyfolge ist, gibt es fiir jedes ¢ > 0 ein N € N so, dass
T, — Tl < € fiir alle m,n > N. Fiir alle z € X und m,n > N ist dann

[Tnz = Topz|| < NTo — Tonl 2] < ]
Lassen wir hierin m — oo streben, folgt
| Thx — Tz|| <el|z| firallex € X undn > N.

Hieraus folgt erstens die Stetigkeit von T, — T und damit auch die von T =
T, — (T, — T) und zweitens die Normabschétzung ||7,, — T'|| < ¢ fiir alle n > N
und damit die Normkonvergenz T,, — T'. [
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Satz 4.5 Sei X ein normierter Raum, Xo ein linearer dichter Teilraum von X,
Y ein Banachraum und A € L(Xo,Y). Dann gibt es einen eindeutig bestimm-
ten Operator A € L(X,Y), der auf X, mit A tbereinstimmt. Fir diesen gilt

1Al xyy = 1Al Lexo,y)-
Der Operator A heifit die stetige Fortsetzung von A auf X.

Beweis. Wir stellen € X als Grenzwert einer Folge (x,,) in X, dar. Wegen
[Azn = Azl = [[A(zn = zm)[| < (Al l#n = 2]

ist (Az,) eine Cauchyfolge in Y und folglich konvergent. Auerdem: ist (y,) eine
weitere Folge in X, die ebenfalls gegen x € X konvergiert, so ist

[Azy — Aynl| = [[A(zn — yn)l| < Al 20 = ynll = 0.

Also ist der Grenzwert lim Az, unabhingig von der Wahl der Folge (z,,) — =.
Wir bezeichnen diesen Grenzwert mit Az. Der so erklirte Operator A : X — Y
ist offenbar linear; er stimmt auf Xy mit A iiberein, und er ist beschrankt:

|Asl| = lim [[ Az, < lim [A] 2] = [ A] [l2].

Hieraus folgt auflerdem, dass |A]| < ||A|. Die umgekehrte Ungleichung ||A]| <
| Al ergibt sich aus

[Al = sup  [[Azfl=" sup [JAz|| < sup [Az| =|Al
z€Xo, ||z <1 z€Xo, [ <1 zeX, ||z <1
(auf der rechten Seite steht das Supremum iiber einer grofferen Menge). n

Beispiele 4.6 (a) Die Nullabbildung 0 : X — X, = + 0 ist fiir jeden normierten
Raum X ein linearer und stetiger Operator mit ||0]] = 0.

(b) Die Identitdt I : X — X, x +— x ist fiir jeden normierten Raum X # {0} ein
linearer und stetiger Operator mit ||| = 1.

(¢) Ist X endlich-dimensional, so ist jede lineare Abbildung A : X — Y in einen
normierten Raum Y stetig. (Man betrachte die Wirkung von A auf den Elementen
einer Basis von X.)

(d) Auf dem Raum X := C°([a,b]) der stetigen Funktionen definieren wir zu
gegebenem k € C°([a, b]?) den Fredholmschen Integraloperator mit Integralkern k
durch

b
(Tf)(t) ::/ k(t,s)f(s)ds.

Man sieht leicht, dass T'f fiir jedes stetige f wieder stetig ist (Parameterintegral),
und eine elementare Abschétzung liefert

1T flloo < NIEllscll flloc (b — a).
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Somit ist T € L(X, X) und ||T|| < ||k]|co(b—a). In vielen Anwendungen stellt sich
die Frage nach der Losbarkeit der Fredholmschen Integralgleichung (A —T')f = g
fiir stetige Funktionen f,g.

Neben dem Fredholmschen betrachtet man den Volterraschen Integraloperator

(SH)(t) = / k(t,5)(s) ds,

der vollkommen andere Abbildungseigenschaften als ein Fredholmscher Integral-
operator aufweist. (Wir haben nichtlineare Volterrasche Integralgleichungen be-
reits in der Vorlesung zu gewohnlichen Differentialgleichungen beim Studium von
Anfangswertproblemen kennengelernt. Ganz &hnlich fithren Randwertprobleme
auf Fredholmsche Integralgleichungen.)

(e) Auf dem Banachraum X = LP(R™) mit 1 < p < oo definieren wir fiir h € R”
den Translations- oder Verschiebungsoperator T), durch (T}, f)(z) = f(z + h).
Aus der Substitutionsregel folgt ||7,|| = 1. AuBlerdem ist aus Analysis IV be-
kannt, dass T),f — f fiir h — 0 (Stetigkeit im LP-Mittel). Somit konvergiert
T, — I im Sinne der punktweisen Konvergenz im Argument f, welche wir im
Folgenden auch starke Konvergenz nennen werden.

Beachten Sie aber: T}, konvergiert nicht im Sinne der Operatornorm gegen [:

Wihlt man f € C°(R™) mit supp f C Bjp2(0), so ist
ITf = fIIb = 2[If[lp und somit [T, — 1] > 2",
(f) Fiir den Gradientenoperator V : Wh?(Q) — LP(Q)", u +— Vu, gilt || Vull, <

|u||1, und somit ||V| < 1. m

4.2 Invertierbarkeit

Als néchstes interessiert uns die Invertierbarkeit linearer Operatoren. Aus der
Linearen Algebra ist bekannt, dass ein linearer Operator zwischen endlich-dimen-
sionalen Vektorrdumen gleicher Dimension genau dann injektiv ist, wenn er sur-
jektiv ist. Dass diese Aquivalenz fiir unendlich-dimensionale Banachriume nicht
gilt, zeigt die Abbildung

L:0P =P (x1,x9,...) — (T2, X3, ...),

der sogenannte , Linksshift“. Diese Abbildung ist surjektiv, aber offensichtlich
nicht injektiv. Dagegen ist der , Rechtsshift®

R:0P— Ep, (ZL‘l,ZL‘Q, ) — (0,1‘1,1‘2, )

injektiv, aber nicht surjektiv.
Selbstverstandlich kann man einen injektiven Operator stets auf seinem Bild-
raum invertieren. Die Inverse ist dabei immer linear, wie sich leicht zeigen lésst.
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Aus Analysis 1 ist auch bekannt, dass die Inverse einer stetigen Funktion nicht
stetig sein muss. Der folgende Satz liefert eine hinreichende Bedingung dafiir, dass
ein linearer und stetiger Operator stetig invertierbar ist, d.h. eine stetige Inverse
besitzt.

Satz 4.7 Seien X,Y normierte Riume und T € L(X,Y). Weiter gebe es eine
Konstante m > 0 mit m||z|| < ||Tz|| fir alle x € X. Dann ist T injektiv, und die
auf dem Bildraum im T := T'X definierte Inverse T~ ist stetig mit [T < 1/m.
Ist X ein Banachraum, so ist imT abgeschlossen in'Y und vollstindig.

Beweis. Aus Tz = 0 folgt m||z|| < 0 und damit = = 0. Also ist 7" injektiv,
und 7! ist wohldefiniert auf im 7. Wir zeigen die Stetigkeit von 77!, Zu jedem
y € im T gibt es genau ein z € X mit Tz = y. Mit diesem gilt

. _ 1 1
T4yl = 1T T|| = ]| < — [Tzl = —]ly]l

Also ist T~ stetig und [T < 1/m.

Es bleibt, die Abgeschlossenheit und Vollstédndigkeit von im 7" im Falle der
Vollsténdigkeit von X zu zeigen. Da sich beides &hnlich zeigen ldsst, beschrianken
wir uns auf den Beweis der Abgeschlossenheit von im7 in Y.

Sei (y,) eine Folge in im 7" mit Grenzwert y € Y. Dann existiert eine eindeutig
bestimmte Folge (z,) in X mit Tz, = y, fir alle n € N. Wegen |z, — z;]| <
Ly, — wi ist (x,,) eine Cauchyfolge in X und daher konvergent. Sei z ihr Grenz-
wert. Da T stetig ist, gilt Tx,, — Tx und somit y = Tx € imT. [

Definition 4.8 Sei X ein normierter Raum und T' € L(X). Wir definieren den
Spektralradius von T' als (T := limsup,, .. ||T"(|*/".

Wir werden die Bedeutung dieses zunéchst formal eingefithrten Begriffes spéter
verstehen.

Lemma 4.9 Sei X Banachraum und T € L(X). Dann ist
r(T) = lim ||[T"|Y" wnd (T) < ||T|.
n—o0

Beweis. Fiir T' = 0 ist die Aussage trivial. Sei daher T" 2 0. Wir setzen
o= inf || T"|".
neN
Zu jedem & > 0 gibt es dann ein m € N mit |7 < (r + ¢)™. Mit diesem m

schreiben wir ein beliebiges n € N als n = mp-+ ¢ mit Zahlen p,q € Ny und ¢ < m
(Division mit Rest). Dann gilt nach Lemma 4.4 (b)

TP < et < TP T < (e e T
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Bilden wir auf beiden Seiten den oberen Limes fiir n — 00, so folgt wegen mp/n —
1 und g/n — 0 (da ¢ durch m — 1 beschrankt ist), dass

limsup ||T"(|Y" <7 +¢e = 1nf | T 4 e.
n—o0
Da dies fiir jedes e gilt, ist limsup [|77(|'/™ < inf ||T7|*/". Hieraus folgt die be-
hauptete Konvergenz. Die zweite Aussage ist ohnehin klar. [

Satz 4.10 (Neumann-Reihe) Sei X ein Banachraum, T € L(X) und r(T) <
1. Dann ist [ =T stetig invertierbar mit

[e.e]
-1 _ k
=2 T
k=0

wobei die Reihe in der Operatornorm konvergiert. (Wir vereinbaren hier, dass
T° :=1.) Gilt sogar |T|| < 1, so ist |[(I —=T)7Y| < (1 —||T|)~*

Beweis. Wegen 7(T) < 1 gibt es ein 6 mit lim,, o, ||77]|"/" < 6 < 1. Fiir dieses
gibt es dann ein ny € N mit ||7"| < 0" fir alle n > ny. Insbesondere gilt
I = 0. 1

Fiir n > 1 sei S, := Y ;_, T*. Fiir alle n > m > ny ist dann

n—1 n—1 n—1l-m m
ST <Y =0 Y ekS%
k=m k=m k=0

(geometrische Reihe). Somit ist (S,,) eine Cauchyfolge in L(X). Da L(X) vollstin-
dig ist, gibt es ein S € L(X) mit S,, — S bzgl. der Operatornorm. Die angegebene
Reihe konvergiert also. Weiter gilt

HSn - Sm” -

o — k+1 I T _gmny —
(I -T)S = lim (I - T)S JE&Z — T = lim ([ —T") =1

n—oo n—oo

(Teleskopsumme), d.h. (I —T)S = I. Analog lésst sich S(I —T) = I zeigen.
Folglich ist I — T invertierbar mit (I —T)~' = S.
Sei schlieBlich noch ||T]] < 1. Aus || 77| < ||T']|™ und

n o 1
IS 1Sall < DN <> |7k = T
k=0 k=0

folgt auch die letzte Behauptung. [

Folgerung 4.11 Fiir jeden Banachraum X ist die Menge aller linearen, stetigen
und stetig invertierbaren Operatoren offen in L(X). Genauer: ein Operator S €
L(X) ist bereits dann invertierbar, wenn es einen invertierbaren Operator T €
L(X) mit ||S—T| < ||T7Y|7t gibt.
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Beweis. Aus ||S—T| < ||T77! folgt || T-(S=T)|| < |T7||IS—T| < 1. Satz
4.10 zeigt die Invertierbarkeit von I — T~ YT —S) = TS und damit die von S.
n

Definition 4.12 Sei X ein normierter Raum tiber C und sei T' € L(X). Dann
heifst
p(T) :={X € C: X —T ist stetig invertierbar}

die Resolventenmenge von T, und fir X € p(T) heifit Ry(T) := (A —T)™! €
L(X) die Resolvente von T in \. SchliefSlich heifst o(T') := C\ p(T') das Spektrum

von T.

Man trifft entsprechende Definitionen auch fiir K = R. Aus der linearen Algebra
wissen wir aber, dass dies mit Einschrankungen verbunden ist: Eine quadratische
Matrix mit reellen Eintrédgen muss keine reellen Eigenwerte besitzen. Wir werden
daher in allen Fragen der Spektraltheorie meist K = C annehmen, auch wenn
einige Aussagen (wie z.B. die folgende) auch fiir K = R richtig bleiben.

Folgerung 4.13 Sei X ein Banachraum tber C und T € L(X). Dann ist p(T)
eine offene Menge mit C\ B,y (0) C p(T). Entsprechend ist o(T') abgeschlossen
und wegen o(T') € B,)(0) € By (0) beschrinkt, also sogar kompakt.

Beweis. Sei [A| > r(T"). Dann ist

1 L\ un 1 . 1
~T) =1l - = lim — |||V = —
() =t G ) 1 = i = g <

und Satz 4.10 liefert die Invertierbarkeit von I — 7. Dann ist aber auch A\(1 —
%T) = M — T invertierbar, und es gilt wieder nach Satz 4.10

1 A R R B
Ty=>(r-—<1) == -7 .
mn =3 (1-37) =33 (57)
Sei nun A € p(T) und g € C mit | — N < |[[(AM — T)7Y|~!. Dann ist

1

[(ul =T) =AM =T)| =[p— Al < T =T) 1|

und mit Folgerung 4.11 erhélt man die Invertierbarkeit von pl — 7. Daher ist
we p(T), und p(T) ist offen. ]

Wir werden in Satz 15.3 sehen, dass das Spektrum eines Operators 7" € L(.X) nie
leer ist, falls X ein komplexer Banachraum ist und dass der Spektralradius seinen
Namen tatséchlich verdient: r(7") ist der Radius der kleinsten abgeschlossenen
Kreisscheibe um 0, die o(7) komplett enthilt.
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5 Der Bairesche Kategoriensatz und das Prin-
zip der gleichmifligen Beschrianktheit

5.1 Der Bairesche Kategoriensatz

Das Bairesche Kategoriensatz ist wohl einer der unscheinbarsten und zugleich
niitzlichsten Sétze der Analysis. Er findet {iberraschende Anwendungen beim Be-
weis von Aussagen der ,elementaren Analysis “(von denen wir uns eine in Satz
5.7 ansehen werden). In der Funktionalanalysis ist er die Grundlage der Beweise
des Prinzips der gleichméfligen Beschrianktheit (und der verwandten Sétze von
Banach/Steinhaus) sowie des Prinzips der offenen Abbildung (und verwandter
Sétze wie den Satz von Banach iiber den inversen Operator).
Fiir den Beweis beno6tigen wir ein Resultat aus der Analysis 1.

Lemma 5.1 (Cantorscher Durchschnittssatz) Sei (X,d) ein vollstindiger
metrischer Raum, und sei (A,) eine absteigende Folge nichtleerer abgeschlossener
Teilmengen von X mit lim,,_, diam (A4,,) = 0. Dann enthdilt A := N> | A,, genau
einen Punkt.

Beweis. Fiir jedes n € N wihlen wir ein z,, € A,,. Die so definierte Folge (x,,) ist
wegen d(zp,,x,) < diam (A,) fir m > n und diam (A4,) — 0 eine Cauchyfolge.
Da X vollstandig ist, konvergiert (x,,) gegen ein z € X.

Weiter gilt x,, € A, fiir n > m. Somit ist x Haufungspunkt von A,, fiir alle
m € N. Die Abgeschlossenheit der Mengen A,, impliziert € A,, fiir alle m € N
und somit x € A.

Wir zeigen abschlieflend, dass A C {z}. Ist y € A, so ist d(z,y) < diam (A,,)
fiir jedes m € N und somit d(x,y) = 0. Dann ist aber x = y. m

Satz 5.2 (Bairescher Kategoriensatz) Sei (X, d) vollstindiger metrischer
Raum und (A,,) eine Folge abgeschlossener Teilmengen von X mit UpenA, = X.
Dann enthdlt wenigstens ein A, eine offene Kugel.

Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes heifit

e nirgends dicht, wenn clos A keine inneren Punkte enthélt,

e von 1. Kategorie oder mager, wenn sie eine Vereinigung hochstens abzéhlbar
vieler nirgends dichter Mengen ist,

e von 2. Kategorie oder fett, wenn sie nicht von erster Kategorie ist.

Mit diesen Begriffen (und ein wenig Arbeit: Ubung) lisst sich Satz 5.2 auch wie
folgt formulieren.

Satz 5.3 Jeder vollstindige metrische Raum ist von 2. Kategorie.

Der Baire’sche Kategoriensatz hat bemerkenswerte Konsequenzen. Z.B. ist die
Menge aller algebraischen Zahlen (d.h. die Menge aller Nullstellen von Polyno-
men mit ganzzahligen Koeffizienten) abzihlbar und folglich eine Menge erster
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Kategorie. Da R vollstandig ist, folgt aus dem Baire’schen Kategoriensatz die
Existenz transzendenter Zahlen. Auch die Menge der auf dem Intervall [0, 1] ste-
tigen und in wenigstens einem Punkt differenzierbaren Funktionen erweist sich
als von erster Kategorie in C[0, 1] (diese Menge ist also ,sehr klein®). Da C]0, 1]
vollstéandig ist, folgt mit Satz 5.3 die Existenz nirgends differenzierbarer stetiger
Funktionen (und es gibt ,;sehr viele“ solcher Funktionen).

Beweis. Wir fithren den Beweis indirekt. Sei (A,) eine Folge abgeschlossener
Teilmengen von X mit X = U2, A,. Angenommen, keine der Mengen A,, ent-
halte eine offene Kugel. Dann ist das Innere von A, fiir jedes n € N leer. Fiir
jede nichtleere offene Menge U C X und jedes n € N ist dann U \ A, offen und
nicht leer, da ansonsten U C A, wire. Wir finden daher zu jeder offenen Menge
U und zu jedem n € N ein 7, > 0 und ein z,, € X mit B, (z,,) C U\ A,.

Wir wihlen nun speziell U := X und erhalten ein x; € X und ein 7 € (0,1)
mit B, (1) € X \ A1. Sei ry :=r{/2. Dann ist B, (z1) C X \ A;.

Induktiv finden wir so Radien 7, € (0, %) und Punkte z,, € X mit

B, (x,) C By, (xp-1) \ A, furallen € N.

Weiter ist diam (B, (z,)) < 2/n. Folglich gibt es nach Lemma 5.1 ein x €
N>, B, (z,). Nun gilt einerseits € B, (z,) und somit = ¢ A, fir alle n € N;
andererseits ist x € X und somit x € A, fiir ein n € N; ein Widerspruch. [

Der Bairesche Kategoriensatz liefert hiufig einfache (wenn auch nicht konstruk-
tive) Beweise fiir Existenzaussagen. Hier ist ein Beispiel.

Folgerung 5.4 Eine Folge (f,) C C°([a,b]) konvergiere punktweise gegen eine
Grenzfunktion f : [a,b] — R. Dann liegt die Menge der Stetigkeitspunkte von f
dicht in [a, b].

Insbesondere ist die charakteristische Funktion von Q N[0, 1] KEIN punktweiser
Grenzwert einer Folge stetiger Funktionen.

Beweis. Offenbar geniigt es zu zeigen, dass in jedem abgeschlossenen Intervall
I C [a,b] mit nichtleerem Inneren ein ¢, existiert, so dass f in ¢, stetig ist. Wir
zeigen zuerst, dass zu jedem abgeschlossenen Intervall I C [a,b] und zu jedem
e > 0 ein abgeschlossenes Teilintervall I C I mit |f(s) — f(t)| < ¢ fiir alle s, € T
existiert.

Sei hierzu € > 0 und I C [a, b] ein abgeschlossenes Intervall. Fiir n € N sei

Ay ={tel:|fu(t) = fu(t)] < e/3fiir allem > n}.
Dann ist

An= (N {teT:1fult) = fult)] < 2/3)

m>n
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als Durchschnitt abgeschlossener Mengen abgeschlossen (Urbilder abgeschlosse-
ner Mengen unter stetigen Funktionen sind abgeschlossen). Da die Folge (f,)
punktweise konvergiert, ist U2 A, = I.

Wir wenden nun Satz 5.2 auf [ an und erhalten ein n € N und ein offenes
Intervall I’ mit I’ C A,. Da f, stetig ist, gibt es ein abgeschlossenes Intervall
I CI'mit |f,(s) — fu(t)] < /3 fiir alle s,t € I. Es ist daher

[f(s) = FOI < [F(s) = fal(s)] + [fuls) = [u(O)] + [fu(t) = F(B)] <&

fiir alle s,t € I.

Mit diesen Voriiberlegungen finden wir fiir jedes abgeschlossene Intervall I C
[a, b] eine absteigende Folge abgeschlossener Intervalle I,, = [a,,, b,] mit b, —a, <
I/nund a, < apy1 < ... <byp1 < byp,sodass |f(s)—f(t)| < 1/nfiralles,t eI,
und alle n € N. Nach Lemma 5.1 existiert ein tg € N2, 1,. In ¢y ist [ stetig. =

5.2 Das Prinzip der gleichmiéfligen Beschrinktheit

Der folgende Satz ist auch als Prinzip der gleichméfiigen Beschranktheit fiir ste-
tige Funktionen bekannt.

Satz 5.5 Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum und (fo)aca eine Familie
stetiger reellwertiger Funktionen auf X, die punktweise nach oben beschrdinkt ist,
d.h. es ist

sup fo(x) < oo fir jedes x € X.
acA

Dann gibt es eine Kugel B,(xg) in X so, dass die Familie (fo)aca auf B.(zo)
gleichmdf$ig nach oben beschrinkt ist, d.h. es gibt ein ¢ > 0, so dass fo(y) < ¢
fir alle y € B, (xy) und alle o € A.

Beweis. Da jede Funktion f, stetig ist, ist die Menge
F,={ze€ X : fo(r) <nfiraleac A}

fiir jedes n € N abgeschlossen. Aus der punktweisen Beschrianktheit der f, folgt
X = U F,. Nach Satz 5.2 existiert nun ein n € N, so dass £}, eine offene Kugel
enthélt. Auf dieser Kugel ist jedes f, durch n beschrinkt. n

Satz 5.6 (Prinzip der gleichméfligen Beschrianktheit) Sei X ein Banach-
raum und Y ein normierter Raum. Weiterhin sei (Ty)aca eine Familie von Opera-
toren in L(X,Y"), die punktweise beschrinkt ist, d.h. es ist sup e 4 [|Toz|| < 0o fiir
jedes x € X. Dann sind die Operatoren (Ty)aca gleichmdf$ig (norm-)beschrainkt,
d.h. es ist sup,eq ||Ta| < 00.

Beweis. Fiir jedes a € A sei f,(z) := ||T,x||. Die Funktionen f, sind stetig auf
X, und die Familie f, ist punktweise beschréankt. Nach Satz 5.5 existieren daher
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eine Kugel B, (zg) in X und ein ¢ > 0, so dass ||[T,z|| < ¢ fiir alle @ € A und fiir
alle x € B,(x).

Somit gilt fiir alle € X mit ||z| < 1, dass z + 52 € B, /2(x0), und man
erhalt

4c

To+ 5x) — T 2 r
25D < 27 o+ L)l + Tl < 2

r/2

fiir alle o € A. m

Tual = 1.

Satz 5.7 Sei X ein Banachraum, Y ein normierter Raum, und sei (Ay,)nen €i-
ne punktweise konvergente Folge in L(X,Y), d.h. fir alle x € X existiere der
Grenzwert Ax := lim,,_,o, A,x. Dann ist A € L(X,Y) und

JA]l < limint [|4,].
n—0o0

Beweis. Da lim,,_,, A,z fiir alle z € X existiert, ist (A,) punktweise beschrénkt
und dann nach Satz 5.6 sogar gleichméBig (norm-)beschriankt. Dabei gilt fiir alle
reX

|Az|| = lim ||Ayz|| < liminf || A, ||||z||.
n—o0 n—o0
Somit ist A beschrankt und ||A|| < liminf, . ||An]- ]

Satz 5.8 (Satz von Banach-Steinhaus) Seien X und Y Banachrdiume und
(A,) eine Folge in L(X,Y). Weiterhin sei die Folge (||A,||) beschrinkt und die
Folge (Anx) fir alle x aus einer dichten Teilmenge M von X konvergent. Dann
konvergiert (A,) punktweise gegen einen Operator A € L(X,Y).

Beweis. Sei 2y € X, ¢ > 0 und ¢ := sup,,cy || 4n|| < co. Wir wilhlen ein x € M
mit ||z — x|l < 5 und ein ng € N mit [[A,2 — Apx|| < 5 fiir alle n,m > no.
Dann folgt
[Anzo = Amzoll < [[An(zo — 2)|| + [[Anz — Ap|| + [[Am(z = o)
< (1 Aall + [ Aml) 2 = 2ol + [ Anz — Ay
2e
< T4

g
3 '3

fiir alle n, m > ng. Also ist (A,x) eine Cauchyfolge in Y. Da Y vollsténdig ist,
gibt es ein Azg € Y mit A,zo — Azg. Mit Satz 4.6 folgt A € L(X,Y) und die
punktweise Konvergenz von (A,,) gegen A. [

Eine weitere Anwendung des Baireschen Kategoriensatzes sehen wir im Beweis
des Satzes von der offenen Abbildung im folgenden Abschnitt.
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6 Das Prinzip der offenen Abbildung und der
Satz vom abgeschlossenen Graphen

6.1 Der Satz von der offenen Abbildung

Zu Beginn dieses Kapitels erinnern wir an einen Satz aus Analysis I: Eine Ab-
bildung zwischen metrischen Rdumen X und Y ist genau dann stetig, wenn das
Urbild jeder offenen Menge (in Y') eine offene Menge (in X) ist. Dies ist offensicht-
lich dquivalent dazu, dass das Urbild jeder abgeschlossenen Menge abgeschlossen
ist. In beliebigen topologischen Rdumen wird so die Stetigkeit definiert. Die Ste-
tigkeit einer Funktion impliziert hingegen nicht, dass das Bild einer offenen Menge
offen ist (Beispiel: konstante Funktionen).

Definition 6.1 Seien X,Y topologische Rdume. Eine Abbildung f : X — Y
heif$t offen, falls f jede offene Menge in X auf eine offene Menge in Y abbildet.

Ist f: X — Y bijektiv, so ist die Inverse f~! offenbar genau dann stetig, wenn f
offen ist.

Satz 6.2 (Satz von der offenen Abbildung) Seien X,Y Banachrdiume und
T € L(X,Y) surjektiv. Dann ist T" offen.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass das Bild jeder offenen Menge offen ist. Sei
also U C X offen. Da T linear ist, konnen wir ohne Einschriankung annehmen,
dass 0 € U. Da jede Umgebung von 0 eine offene Kugel um 0 enthélt und jede
offene Kugel um 0 eine Umgebung der 0 ist, ist es hinreichend (und notwendig)
zu zeigen, dass das Bild einer offenen Kugel um 0 € X eine offene Kugel um
T0 =0 €Y enthilt.

Sei also U := By,(0) mit » > 0, und sei B := B,(0). Wir zeigen zunéchst,
dass TU eine offene Kugel um 0 enthélt, und anschlieBend, dass bereits TU eine
offene Kugel um 0 enthéilt.

Wegen X = U2 nB folgt mit der Surjektivitdt und Linearitédt von 7', dass

YzTXzT(DnB) = GT(nB): DnTBQ GnﬁgY.
n=1 n=1 n=1 n=1

Damit haben wir den Banachraum Y als abzéhlbare Vereinigung abgeschlossener
Teilmengen dargestellt. Der Bairesche Kategoriensatz impliziert, dass nT'B fiir
ein n € N eine offene Kugel D C Y enthélt. Aus D C nT'B folgt %D C TB und

weiter 1 1
~D—--DCTB-TBCTB-TB=T(B-B)CTU.
n n

(Die algebraische Differenz A — B zweier Mengen A, B ist definiert ist als {a —b :
a € A, b€ B}. Insbesondere ist 0 € A — A £ () fiir A #0.)
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Nunist 2D—1D =], 1 p({z} —LD) als Vereinigung offener Mengen wieder
offen mit 0 € %D — %D. Es gibt also eine offene Kugel V' C Y um 0 mit

VQED—EDQW.
n n

Es ist noch zeigen, dass bereits TU = T'By,(0) eine offene Kugel um 0 enthalt.
Hierzu wéhlen wir eine Folge von Radien 7, > 0 mit Zzo:l rp, < r =:719. Wir
wissen bereits, dass es eine Folge offener Kugeln (Bj,),>0 um 0 mit By, C TB,,
fiir alle n > 0 gibt. Insbesondere kann man (s,),>0 mit lim, . s, = 0 wihlen.
Wir wollen zeigen, dass B,, C TU.

Sei hierzu y € B,, C TB,,. Dann gibt es ein zy € B,, mit ||y — Tzg|| < s1.
Induktiv finden wir eine Folge (z,,),eny mit z,, € B, und

Hy — T(im) H < Spy1  fur allen € N.

Weiter ist >~ |znl] < Yooy rn < 2r9. Somit folgt aus der Vollsténdigkeit von
X die Existenz eines x € X mit x =)~ x,. Obige Rechnung zeigt ||z| < 2ro,
d.h. z € U. Wir folgern mit der Stetigkeit von 7" und lim s,, = 0, dass

00 k
re-r($ie) - (S ) o

also T'xr = y und somit y € TU. n

Folgerung 6.3 Secien X, Y Banachriume und T € L(X,Y). Dann ist T genau
dann offen, wenn T surjektiv ist.

Beweis. Aus der Surjektivitéit folgt die Offenheit nach Satz 6.2. Es verbleibt, die
umgekehrte Implikation zu zeigen. Wenn T offen ist, enthélt 7'B;(0) eine offene
Kugel B,(0). Damit ist

TX =T G Ba(0) =T G nB, (0) = G nTB;(0) D D nB,(0) =Y.

n=1
Also ist T ist surjektiv. n

Mit Satz 6.2 erhalten wir aulerdem das folgende bemerkenswerte Resultat.

Satz 6.4 (Banach) Seien X, Y Banachriaume und T € L(X,Y) bijektiv. Dann
ist der inverse Operator T~ : Y — X ebenfalls stetig.

Beweis. Da T bijektiv ist, existiert 7! und ist linear. Nach Satz 6.2 ist T offen,
also ist 77! stetig. =
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Wir haben bereits im ersten Kapitel gesehen, dass abgeschlossene Unterrdume von
Banachrdumen vollstéandig ist. Daher l&sst sich ein injektiver linearer Operator
T : X — Y zwischen Banachrdumen mit abgeschlossenem Bild im7" C Y stetig
auf diesem invertieren, d.h. 7! :im T — X ist stetig.

Folgerung 6.5 Sei X ein Banachraum iber C und T € L(X). Dann zerfillt das
Spektrum o(T) in drei paarweise disjunkte Teilmengen

o(T)=o0,(T)Uo.(T)Uo.(T).

Dabei ist 0,(T") die Menge aller Eigenwerte von T' und heif$t das Punktspektrum
von T, d.h.
0,(T) ={ X € C: X — T ist nicht injektiv}.

Die Menge o.(T) heifit das kontinuierliche Spektrum von T und ist definiert als

(T) = A€ C: AN — T ist injektiv, aber nicht surjektiv
Ol t) = und im (A — T) ist dicht in X.

Das Restspektrum o,.(T) enthdlt alle ibrigen Punkte aus o(T'), d.h.

(T) = A€ C: M — T ist injektiv, aber nicht surjektiv
o= und im (A — T) ist nicht dicht in X.

Beweis. Sei A € o(T) \ 0,(T). Dann ist A\l — T injektiv. Wére AI — T auch
surjektiv, so wiirde aus Satz 6.4 folgen, dass (A — T)~! stetig ist. Somit wire
Aep(T). ]

6.2 Der Satz vom abgeschlossenen Graphen

In vielen Anwendungen sind die zu betrachtenden Operatoren weder auf dem
gesamten Banachraum definiert noch stetig. Betrachtet man zum Beispiel den
Ableitungsoperator A = <L auf C°([0, 1]), so ist dieser nur auf der Menge C'*([0, 1])
der stetig differenzierbaren Funktionen definiert, und er ist als Operator von C°
nach C° nicht stetig. Es ist ja z.B. |[|[2"]|cc = 1 und [[Az"||oc = n fiir alle n €
N. Wir werden uns deshalb kurz mit sogenannten abgeschlossenen Operatoren
beschéaftigen.

Definition 6.6 Seien (X, |.|[x) und (Y, |.|y) normierte Riume tber dem glei-
chen Korper K.
(a) Das Produkt X x'Y wird mit

Izl = llzlx + llylly, zeX yeY,

zu einem normierten Raum iiber K.
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(b) Ist D ein linearer Unterraum von X und A : D — Y eine lineare (nicht
notwendig stetige) Abbildung, so heiffit D(A) := D der Definitionsbereich von A,
und der lineare Raum

G(A) :={(z,Ax) e X xY : 2 € D(A)}

heiffit Graph von A. Die Finschrinkung der Produktraumnorm auf den Graphen
von A,
2]l == l[(z, Ax)|| = |[zllx + [[Az]ly, = € D(A),

heifit die Graphennorm von A.
(¢) Die Abbildung A heifst dicht definiert, falls D(A) dicht in X liegt.
(d) Die Abbildung A heifit abgeschlossen, falls G(A) in X x Y abgeschlossen ist.

Offensichtlich ist die Konvergenz (x,,, y,,) — (z,y) in der Produktraumnorm &qui-
valent zur komponentenweisen Konvergenz x,, — x in X und y, — y in Y. Ferner
ist X XY genau dann ein Banachraum, wenn X und Y Banachrdume sind, und
X x Y ist genau dann separabel, wenn X und Y separabel sind.

Eine lineare Abbildung A : D(A) — Y ist genau dann abgeschlossen, wenn
fir jede Folge (z,,) in D(A), fir die (z,, Az,) C G(A) gegen ein (z,y) € X x Y
konvergiert, der Grenzwert (x,y) bereits in G(A) liegt. Als wichtiges Kriterium
der Abgeschlossenheit von A ist also nur zu tiberpriifen, dass fiir jede Folge (z,,)
in D(A) mit z, -z € X und Az,, = y € Y bereits z € D(A) und y = Ax gilt.

Beispiel 6.7 Sei X = C°([0,1]) und D(A) = C'([0,1]), und A : D(A) — X sei
der Ableitungsoperator u +— u/. Dann ist A abgeschlossen.

Um dies einzusehen, betrachten wir eine Folge (u,) in D(A) mit u,, - v € X
und Au, = ul, - v € X. Zu zeigen ist, dass u € D(A) und Au = v. Die
Konvergenz u!, — v bedeutet, dass die Folge (u/,) gleichmifig gegen v konvergiert.
Da die Folge (u,) ebenfalls gleichméfiig konvergiert, ist u differenzierbar und
u' = v (wie wir aus der Ana [ wissen). ]

Lemma 6.8 Seien X, Y normierte Vektorrdume und A € L(X,Y) injektiv.
Dann ist A=t : D(A™1) :=im A — X abgeschlossen.

Wir geben zwei Beweise dieser Aussage. Der erste Beweis wird das Kriterium
der vorangegangenen Bemerkung benutzen. Dies ist die in der Praxis am héufig-
sten benutzte Methode, um die Abgeschlossenheit eines Operators zu zeigen. Der
zweite Beweis verwendet abstrakte Argumente und ist deutlich eleganter.

1. Beweis von Lemma 6.8. Sei (y,) eine Folge in im A mit y, — y € Y und
A7ly, — x € X. Aus der Injektivitit von A folgt die Existenz eindeutig be-
stimmter Elemente z, € X mit z, = A~ 'y, bzw. vy, = Ax,. Aus der Stetigkeit
von A folgt dann

y = lim y, = lim Az, = A lim z, = Ax.
n—o00 n—o00 n—00
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Also ist y € im A und A~y = . [

2. Beweis von Lemma 6.8. Wegen A € L(X,Y) ist A abgeschlossen. Es gilt
bis auf die natiirliche Isomorphie von X X Y und Y x X

G(A) ={(z,Ax) :x € X} = {(z, Ax) : Ax € im A}
={(Ay,y):y €im A}
= {(y,Aly):ye DA} =G(4™).

Somit ist A~ abgeschlossen. [

Definition 6.9 Sei X ein Vektorraum. Eine Abbildung P : X — X mit P? = P
heifit Projektion. In diesem Fallist Q) :== I—P : X — X ebenfalls eine Projektion,
und es gilt im P = ker ), im Q) = ker P und somit

X=imP&®imQ

im Sinne einer algebraischen direkten Summe. Ist X ein normierter Raum und
sind im P und im @) abgeschlossen, so bezeichnen wir diese Summenzerlequng als
topologisch.

Satz 6.10 (Satz vom abgeschlossenen Graphen) Sind X, Y Banachriume
und ist A: X — 'Y ein linearer und abgeschlossener Operator mit D(A) = X, so
ist Ae L(X,Y).

Beweis. Da X, Y Banachrdume sind und G(A) C X x Y abgeschlossen ist, ist
auch G(A) ein Banachraum. Wir betrachten die Abbildung

P:GA) - X, (v,Az)— x.

Diese ist offensichtlich linear, stetig und injektiv und wegen D(A) = X sogar
surjektiv. Aus Satz 6.4 folgt, dass P~! stetig ist. Fiir jedes € X ist dann

[ Az]| < ||zl + [[Az]| = || (z, Ax)|| = [P~ | < [|P7H] ||,
d.h. A ist stetig. [

Folgerung 6.11 FEine direkte Summenzerlegung X = X1 & Xy eines Banachrau-
mes X ist genau dann topologisch, wenn die zugehdrigen Projektionen

PliX—>X1,l‘1+ZL‘2)—)ZL‘1 und P=1—-PF

stetig sind. In diesem Fall gibt es ein ¢ > 0 mit ||zi|| + ||z2]] < ||| fiir alle
r=x1+x9 € X mitz; € X1 und x5 € Xs.
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Beweis. «<: Seien P;, P, stetig. Dann sind X; = P, '({0}) und X, = P, '({0})
als Urbilder abgeschlossener Mengen unter stetigen Funktionen abgeschlossen.

=: Seien X; und X, abgeschlossen. Wir zeigen, dass P, abgeschlossen ist. Sei
hierzu (2") eine Folge in X mit Grenzwert x € X und mit z7 := P(2") — ;.
Dann ist x € D(P;) = X, und da X; abgeschlossen ist, gilt ; € X;. Da ™ —z €
X, fiir alle n € N und da X, abgeschlossen ist, folgt " — 27 — = — 21 € X,.
Damit gilt x = x; + (r — 1) mit 1 € X; und x — 27 € X5. Somit ist P (z) = xq;
also ist P; abgeschlossen.

Mit Satz 6.10 folgt, dass P; stetig ist. Dann ist aber auch P, = [ — P;
als Summe stetiger Operatoren stetig. Fiir die letzte Aussage kann man z.B.
¢ := || P1|| + || P»|| wéhlen. n

Es ist an vielen Stellen von Interesse zu wissen, ob man zu einem vorgegebe-
nen abgeschlossenen Unterraum X; eines Banachraums X einen abgeschlosse-
nen Komplementarraum X, mit X; @ Xy = X finden kann. Wir haben in Satz
2.25 gesehen, dass dies in Hilbertrdumen X stets moglich ist: man wéhle einfach
X, := Xi. In einem beliebigen Banachraum ist diese Aussage im Allgemeinen
falsch. So hat z.B. der Folgenraum ¢ kein abgeschlossenes Komplement in [*°.
Ein Beispiel mit X = L!(0,2n) finden Sie im Buch von W. Rudin, Functional
Analysis, Example 5.19. Die Aussage bleibt aber wenigstens noch richtig, wenn
X oder X/X; endlich-dimensional ist (siche Lemma 12.2).

Dariiber hinaus gilt der folgende Satz von Lindenstrauss und Tzafriri: Hat
in emnem Banachraum jeder abgeschlossene Teilraum ein abgeschlossenes direktes
Komplement, so ist der Banachraum zu einem Hilbertraum isomorph.
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7 Der Dualraum

7.1 Definition und Beispiele

Definition 7.1 Sei X ein normierter Raum tber K. Dann heifst X' := L(X,K)
der Dualraum von X. Die Elemente von X' heiffen stetige lineare Funktionale.
Fir f € X" und x € X schreibt man f(z) auch als (z, f). Mit der Operatornorm

[fllx = sup {[f(2)] : 2 € X, ||| < 1}

wird X' ein Banachraum (siehe Lemma 4.4).

Beispiele 7.2 (a) Sei X = C%Ja,b]). Jede Funktion ¢ € L'([a,b]) definiert
durch

fo(u) ::/ u(t)p(t)dt, ue X,

ein Element f, € X' mit || f,|| < ||¢]|z:. Neben diesen gibt es weitere Funktionale:
Jedes t € [a, b] definiert durch

Op(u) :=u(t), wueX,

ein Funktional in X’ mit ||| x, = 1.

(b) Sei X = 1P mit 1 < p < oo, und sei ¢ € [1,00] erkldrt durch 1/p +1/q = 1.
Fiir jedes x = (z,,) € [P und jedes y = (y,) € 19 konvergiert die Reihe

J)(@) =3 @,

und mit der Holderungleichung folgt

(@) (@) < Nl lyllg-

Also ist J(y) € (i) und ||J(y)|| < |lyll4, und wir erhalten eine stetige lineare
Abbildung J : 19 — (I?)" mit ||J|| < 1. Da J offenbar injektiv ist, definiert J eine
FEinbettung von 17 in (I7)’.

(¢) Sei X = LP(§2) mit einer messbaren Menge 2 C R"™ und mit p und ¢ wie
vorher. Fiir jedes = € LP(Q2) und jedes y € L1(Q)) konvergiert das Integral

NW@:LMM

und mit der Holderungleichung folgt |J(y)(x)| < ||z|,||yll,- Also ist J(y) € (LP)',
und J liefert eine Einbettung von L(€2) in (LP(2))" mit ||J|| < 1. =
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Wir werden in Satz 7.6 sehen, dass die Einbettungen .J in (b) und (c¢) fir 1 <p <
oo sogar surjektiv sind, so dass man z.B. (I?)" mit [? vermoge der Abbildung J
identifizieren kann.

Auch im Falle von Hilbertraumen kann man die linearen stetigen Funktionale
komplett beschreiben.

Satz 7.3 (Rieszscher Darstellungssatz) Sei H ein Hilbertraum mit Skalar-
produkt {.,.). Dann ist fir jedes y € H die durch

O(y): H—-K, z—(v,y) fircreH

definierte Abbildung ®(y) ein Element von H', und die Abbildung ® : H — H'
st ein 1sometrischer und konjugiert linearer Isomorphismus.

Hierbei bedeutet konjugiert linear (oder antilinear), dass fiir alle y;,y» € H und
alle a € K gilt

D(y1 +y2) = @(y1) + P(y2) und  P(ay1) = a P(y),

und P heifit eine Isometrie, wenn ||®(y)| g = ||y||x fir alle y € H.

Beweis. Fiir alle z,y € H gilt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

[@(y) (@) = Kz, u)| < llzllmllylla

Also ist B(y) € H' mit [D(y)lw < lyla. Bs ist sogar [|0(y) i = yllu, da
D(y)(y) = (y,y) = |lyl|% eilt. Somit ist ® eine Isometrie und insbesondere injek-
tiv.

Wir zeigen noch, dass ® auch surjektiv ist. Offenbar liegt das Nullfunktional
im Bild von ®. Sei nun 0 # f € H’ gegeben, und sei

N:=kerf={x e H: f(x) =0}.

Da f stetig ist, ist IV ein abgeschlossener Unterraum von H. Aus Satz 2.25 folgt
H = N @ N*. Man beachte, dass wegen f # 0 auch N # H gilt; somit gibt es
ein 0 # y € Nt. Fiir alle x € H ist f(z)y — f(y)r € N. Wegen y € N+ folgt
hieraus f(z)(y,y) — f(y){(z,y) = 0. Dies impliziert

/() )
flx) = x,y) firallex € H.
) (v, y>< >
Fir g := %y € H gilt also ®(7) = f. Somit ist ¢ surjektiv. [

Man kann also H’ mit Hilfe von ® mit H und insbesondere (/?)" mit /> und
(L2(Q)) mit L?(Q) identifizieren. Im Allgemeinen ist die konjugiert lineare Ab-
bildung ® jedoch nicht trivial: H’ darf als Banachraum nicht mit H gleichgesetzt
werden.
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Satz 7.4 (Lemma von Lax-Milgram) Sei H ein Hilbert-Raum und a : H X
H — K eine stetige Sesquilinearform, d.h.

la(z, y)| < cllzlllyll - fir alle z,y € H.
Dann gibt es genau eine stetige lineare Abbildung A € L(H) mit
a(z,y) = (x, Ay) fir allex,y € H.
Fiir diese gilt ||A|| < c. Ist a zudem koerzitiv, d.h. gibt es ein o > 0 mit
Rea(z,x) > a|jz||* fir alex € H,

so ist A invertierbar und [|[A7|| < 1/a.

Beweis. Fiir jedes y € H ist die Abbildung a(.,y) : H — K, x — a(z,y) ein
Element von H' mit |a(z,y)| < c||z] ||y||. Es ist also ||a(.,y)||n < c|ly||z. Nach
Satz 7.3 gibt es ein eindeutig bestimmtes z € H mit a(z,y) = (x,z) fur alle
x € H. Wir definieren A durch Ay := z. Dann ist tatséchlich

a(z,y) = (x, Ay) firallex,y € H

und
[Ay[lz = I, APl = llal, )l < ellylla

Daaf(.,.) und (., A.) im zweiten Argument konjugiert linear sind, ist A linear und
wir erhalten, dass A € L(H) und ||A] <ec.
Sei nun a koerzitiv. Dann gilt

alz|* < Rea(z,x) = Re (z, Az) < |(z, Az)| < [l2] || Az].

Nach Satz 4.7 ist A injektiv, und das Bild von A ist abgeschlossen.
Es bleibt zu zeigen, dassim A = H. Wéreim A # H, so gébeesein 0 # xg € H
mit (y, zo) = 0 fiir alle y € im A. Fiir y := Az gilt dann

0z||x0||2 < Rea(xg, xg) = Re (xg, Axg) = Re (yo, xo) =0

und somit xg = 0 im Widerspruch zur Annahme zy # 0. Es ist also imA = H,
und mit Satz 4.7 folgt, dass A™' € L(H) und [|[A7!]] < 1/a. C

Folgerung 7.5 Unter den Voraussetzungen von Satz 7.4 (einschliefilich Koerzi-
vitat) gilt: Zu jedem f € H' besitzt das Variationsproblem

a(y,u) = f(y) firaley e H

genau eine Losung uw € H. Der Lisungsoperator L : H' — H, [+ w ist konju-
giert linear und stetig mit | L|| < 1/a.
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Beweis. Satz 7.3 impliziert, dass es zu jedem f € H' genau ein v € H gibt mit
f(x) = (x,v) fiir alle z € H, ndmlich v = ®~!(f). Dabei gilt ||v||z = || f]|z-

Weiter gibt es nach Satz 7.4 ein A € L(H) mit ||A™'|| < 1/a und a(x,u) =
(x, Au) fiir alle x,u € H. Dann ist u := A~ o ®~1(f) die gesuchte Losung.

Der Losungsoperator L := A~! o ®~! ist konjugiert linear (da ®~! konjugiert
linear ist), und es ist

1] < A7 7Y < 1/a.

SchlieSlich ist u eindeutig durch f bestimmt. [

Der folgende Satz beschreibt die dualen Raume fiir einige konkrete Banachrédume.
Zur Beschreibung des Dualraums von X = C%([a, b]), ausgestattet mit der Su-
premumsnorm ||.||, fithren wir vorab einige Notationen ein.

Eine Funktion v : [a, b] — K heifit von beschrinkter Variation, wenn

Var (v) :=

sup{2|v(tk)—v(tk1)|:n€N, a:t0<t1<...<tn:b}<oo,

k=1

wobei das Supremum iiber alle Zerlegungen von [a,b] gebildet wird. Die Men-
ge BV ([a,b]) der Funktionen beschrinkter Variation wird zu einem Banach-
raum bzgl. der Norm ||v||gy := |v(a)| + Var (v). Fiir alle v € C°([a,b]) und
v € BV([a,b]) existiert das Riemann-Stieltjes-Integral

b n
/ wdv = tm S u(te) (o(te) — o(te_1) falls max [t — ty_1| = 0.
a n—o00 =1 k

SchlieBlich stehe BVy([a,b]) fir den Raum aller Funktionen v € BV ([a,b]), die

v(a) = 0 erfiillen und rechtsseitig stetig sind.

Satz 7.6 (a) Sei 1 < p < oo und 1/p+ 1/q = 1. Dann sind (I?) und 17 als
Banachrdume zueinander isometrisch isomorph. Genauer: Die Abbildung

Tl (Y, Ty (@)=Y Ty

ist stetig, linear, bijektiv und eine Isometrie: ||J(y)||l @y = ||yl Fir p = oo ist
J I8 — (I°°) linear, stetig und injektiv, jedoch nicht surjektiv.

(b) Sei 1 < p < oo und q wie vorher, und sei ji ein o-endliches Borel-Mafl auf
einer messbaren Menge Q0 C R"™, 2.B. das Lebesque-Maf X,. Dann sind mittels

T IR (@), ()= [ fud
Q
die Banachrdume L1(Q)) und (LP(R2))" zueinander isometrisch isomorph.
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(c) Sei X = C°([a,b]). Dann gibt es zu jedem f € X' genau ein v € BVy([a,b]),

so dass ,
f(u):/ udv.

Fiir dieses v ist ||v]|gy = || | x'-

(d) Allgemeiner sei K C R™ kompakt und f € C°(K)'. Dann gibt es ein eindeutig
bestimmtes komplexes requlires Borelmaf$ j1 mit

flw) = [ wdn

und es ist || f|| = |p|(K) die Totalvariation von p:

|p|(K) := sup {Z [W(E)| : K = UEz} 5

wobei das Supremum tber alle paarweise disjunkten Zerlegungen (E;), E; € B,
von K genommen wird.

Beweis. Wir beweisen hier nur Aussage (a). Fiir die iibrigen Aussagen sei auf
die Biicher zur Funktionalanalysis von Alt, Rudin und Heuser verwiesen.

Zunachst sei 1 < p < oo und f € (IP). Wir setzen y, := f(e,), wobei
en = (0,...,0,1,0,...) € I” (mit der 1 an der nten Stelle) und zeigen, dass
y := (yn) in 19 liegt und J(y) = f ist.

Dazu erkliaren wir die komplexe Signumfunktion durch sgnz := 0 fiir 2 = 0
und sgn 2z := z/|z| fiir 2 # 0 und definieren x = (z,,) durch x,, := sgn (¥,)|y.|9".
Fir N € N sei weiter

xN = (x‘l’...,l'N,O,...) Elp, yN = <y17"'7yN707"'> SHAS
Dann gilt

N N
V15 =" faal” = lyal @7 = [ly™]J2.
n=1 n=1

AuBlerdem ist
N N
P =S g = S fal? =
n=1 n=1

F@ < M = 1T 1,

woraus
ly™ g = ly™ 122 < || £l
fir alle N € N folgt. Im Grenzwert N — oo erhilt man ||y||, < || f]], also y € 1%
Ferner gilt fiir beliebiges = € 1P wegen =¥ — z in [P auch f(x) = > °7 | Tayn.
Damit erhdlt man J(y) = f und sogar |ly|[, = ||f|l, denn nach der Holder-
Ungleichung ist |f(z)| = [J(y)(z)| < ||z],]|y|l4 Damit ist die Behauptung fiir
p € (1,00) gezeigt.
Fiir p = 1 folgt sofort y € [ fur y, = f(en). [
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7.2 Anwendungen von Satz 7.4

Gesucht ist eine Losung des elliptischen Randwertproblems

u—Au=f in Q,
u =0 auf 09,

wobei 2 C R™ ein beschrénktes Gebiet (offen und zusammenhéngend) ist.

Definition 7.7 (a) Sei Q C R™ offen und beschrinkt, und sei H}(Q2) der Ab-
schluss von C§°(Q) im Hilbertraum H'(Q2) := W12(Q). Der Dualraum von H}(Q)
bzgl. des L?-Skalarprodukts {.,.)s wird mit H () := (H}(Q))" bezeichnet, die
Operatornorm auf H=(Q) mit ||.|| 12
(b) Sei f € L*(). Dann heifft u € H}(Q) eine schwache Losung des Problems
(%), falls

<uv 90>2 + <VU, VQ0>2 = <f> 90>2

fiir alle ¢ € Hyg () gilt.

Anmerkung 7.8 Sei f € C°(Q) C L3(2), und sei u € C?(Q) die klassische
Losung des Problems (x). Wir testen (x) mit ¢ € C§°(£2), d.h. wir multiplizieren
(%) mit  und integrieren iiber 2. Mit dem Satz von Gauf} erhalten wir

i)y = (mpht / (—Au)pde

ou

pdo

= (u,p)2 + / VuVydr —
0
= <u7 90>2 + <vu7 V()0>2

da [, 2o do = 0 fiir alle ¢ € C§°(R). Folglich ist

(f, )2 = {u, p)a + (Vu, Vi), fiir alle o € Hy(9).
Wegen Hj(Q) = C'(‘)x’(Q)”'”l’2 sagt man, dass u € H}(Q) Nullrandwerte hat, al-
so u|pn = 0 ist. Die Menge 0f) ist aber eine Lebesgue-Nullmenge, so dass die
Funktion u € HJ(Q2) € L*(Q) nicht punktweise auswertbar ist und u|gn streng
genommen nicht definiert ist. Da wir aber Vu € L? vorausgesetzt haben, ist obige
Notation dennoch sinnvoll (ohne Beweis). ]

Satz 7.9 Sei ) C R"™ ein beschrinktes Gebiet. Dann besitzt das elliptische Rand-
wertproblem (x) fiir jedes f € L*(Q) genau eine schwache Lisung u € H}(Q).
Weiter gibt es eine Konstante ¢ = ¢(2) > 0 mit ||u||12 < ¢||fl|2, und der Losungs-
operator L*(Q) — H(Q), f > u, ist linear und stetig.
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Beweis. Fiir f € L*(Q) und ¢ € H}(Q) gilt

[(Fydal < I fll2llllz < W fll2ll 2

Wir kénnen (f,.)s ~ f somit als Element von H () betrachten mit || f||_12 <
| fll2- Wir definieren weiter eine Sesquilinearform a durch

a:Hy(Q) x Hy(Q) = R, a(u,v) = (u,v)19 := (u,v)s + (Vu, Vo).
Dann gilt mit der Dreiecksungleichung und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
|a(u, v)| < [lull2l[v]l + [[Vull2[[Voll2 < [lufl2llv]l12,
so dass a eine stetige Bilinearform ist. Auflerdem ist
a(u, u) = [Jullz + | Vullz = [l

die Form a ist also koerzitiv mit a = 1.
Aus Folgerung 7.5 ergibt sich nun die Existenz einer eindeutig bestimmten
Funktion v € H} () mit

a(u,v) = (f,v)y fiir allev € Hg(Q).

Der Losungsoperator L in Folgerung 7.5 hat die Norm ||L|| < 1, so dass [|ull12 <

1f]]2 gilt.
Zweiter Beweis zur Eindeutigkeit: Ohne Einschrinkung sei f = 0 und u €
H{ () eine schwache Lésung. Dann gilt fiir ¢ = u

[ull3 = (u, u)s + (Vu, Vu)y =
also u = 0. n
Beispiel: Verallgemeinerung von Satz 7.9. Sei () ein beschrénktes Gebiet in
R™. Weiter seien h; € L*(Q2) mit 0 < j <n, und sei f € H (Q) definiert durch
flu) = / (uho + Z(ﬁju)hj) dr, u € Hy(%).
Q =

Dann ist

n n 1/2
f ()] < Hlull2lliollz + > 05ull2liBgll2 < [lull.2 (Z H%H%) < oo,
j=1 Jj=0

also f € H1(Q) (im letzten Schritt wurde die Cauchy-Schwarz-Ungleichung im
R"™™! benutzt). Somit existiert ein v € HJ(2) mit

f(u) = (u,v)10 = (u,v)s + (Vu, Vo), fiir alle u € Hy(9).
Damit ist v € H}(Q) eine schwache Losung der Differentialgleichung
v—Av=fecH ), v=0 aufdf

Der Isomorphismus ® im Rieszschen Darstellungssatz Satz 7.3 héngt also hier
mit dem Losen einer partiellen Differentialgleichung zusammen. [
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8 Der Satz von Hahn-Banach

Wir lernen in diesem Abschnitt verschiedene Varianten eines Satzes von Hahn und
Banach kennen, der Aussagen zur Fortsetzbarkeit stetiger linearer Funktionale
trifft und als das dritte der “Grundprinzipien der Funktionalanalysis” gilt.

Satz 8.1 Sei X ein normierter Raum tber K und Y C X ein linearer Un-
terraum. Dann besitzt jedes stetige lineare Funktional f € Y' eine Fortsetzung
feX mit )

f [l = 11flly-

Beweis. Wir fithren den Beweis in mehreren Schritten. Fiir Y = X ist nichts zu
zeigen.

Schritt 1: Sei K =R und y; € X \Y. Wir zeigen, dass f € Y’ eine Fortsetzung

f1 auf
Y1 =Y +span{yi} = span {Y, 4}

mit || fi|| = || f|| besitzt.
Ist f; € Y/ eine Fortsetzung von f und x =y + ay; mit y € Y und o € R, so
gilt
fil) = fily) + afi(y) = f(y) + ac mit c:= fi(y1).

Wir suchen also ein ¢ € R so, dass || f1]| = ||f]|. Fiir alle y € Y und alle a # 0
soll also gelten, dass

[f(y) + acl = | ()] < 1F] Hly + ayll

Nach Division durch || ist dies dquivalent dazu, dass fiir alle z = Ly € Y gilt

[f(2) + e < N1l + ol

bzw.
—[lfIlz+mll = f(2) < c <Nz 4wl = f(2).
Mit anderen Worten, fiir die Konstanten

€1 1= sup (= If 112+l = f(2),

e = inf (IF111Z+wall = £(2)

muss ¢; < ¢y gelten, denn dann gibt es ein ¢ € [c1, ¢3]. Dies ist nun in der Tat
erfiillt, da fiir alle z,z2 € Y gilt

(B = f(z) < [f(E—-2)
< £z ==
< AIIE + yall + [y + 21])-
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Schritt 2: Seir weiter K = R und sei X separabel. Wir zeigen, dass dann jedes
f €Y' eine Fortsetzung f € X' mit || f|| = || f|| besitzt.

Wir konnen dazu o.E.d.A. annehmen, dass Y abgeschlossen ist. Ist die Kodi-
mension von Y in X endlich, gibt es also endlich viele Vektoren 4, ...,y, € X\Y
mit span{Y,y1,...,y,} = X, so folgt die Behauptung unter n-maliger Anwen-
dung von Schritt 1.

Sei also die Kodimension von Y in X unendlich, und sei {z, : n € N} eine
(abzdhlbare) dichte Teilmenge von X. Ferner seien Y; := Y + span{z;}, Y5 :=
Y1 + span{zs}, u.s.w. Man kann sich iiberlegen, dass die Riume Y7, Y, abge-
schlossen sind. (Man kann sich diese Uberlegung auch sparen und statt mit Y,
mit der AbschlieBung von Y,, arbeiten.) Sollte einer der Raume Y,, mit seinem
Nachfolger Y, ;1 iibereinstimmen, lassen wir Y,,;; weg. Wir erhalten dann eine
streng wachsende Kette von Teilrdumen von X

Yyevicyn,o...cx=_Jv,

n=1

Mit dem Resultat von Schritt 1 folgt:

es gibt eine Fortsetzung f1 € Y] von f mit || f1]| = || f]],
es gibt eine Fortsetzung fo € Y, von f; mit || fo]| = || f1l],

Hieraus folgern wir, dass es ein stetiges lineares Funktional f,, auf Uy ,Y,, gibt,
welches f fortsetzt und || foo|| = || f]| erfullt: Ist y € U, Y, so gibt es k € N mit
y € Yy Wir definieren f(y) := fr(y). Damit gilt

[ @) = [f()] < WSl Tyl = 1LA1

also || fooll < || fIl- Man beachte, dass f, wohldefiniert ist.
~ Da u,Y,, dicht in X liegt und fo € (U,Y,)’, gibt es eine stetige Fortsetzung
f von f auf ganz X mit [|f|| = || f]|

Schritt 3: Wir zeigen die Aussage fiir K = C und separables X . Zuerst iiberlegen
wir, wie sich C-lineare Funktionale durch R-lineare darstellen lassen. Sei f € X',
also C-linear. Dann sind f; := Re f und f; := Im f stetige R-lineare Funktionale
auf X, die man auch als stetige lineare Funktionale auf dem R-Vektorraum Xp :=
X auffassen kann.

Umgekehrt steht man oft vor der Aufgabe, zu einem gegebenen R-linearen
Funktional f; auf Xg ein C-lineares Funktional f auf X mit Re f = f; zu finden.
Wenn es ein solches gibt, muss f(ix) = fi(ix) + if2(iz) und f(ix) = if(x) =
ifi(z) — fa(z), also fi(ix) = —fo(x) fur alle x € X gelten. Das gesuchte f hat
also zwingend die Gestalt

f(x) = fi(z) —ifi(ix), =xe€ X.
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Wir zeigen, dass das so definierte Funktional f tatséchlich C-linear ist. Sei o =
u 4 v mit u,v € R. Dann ist fiir alle x € X

flax) = filax) - ifilioz)
= fillu+w)z) —ifi(i(u+iv)x)
= filuz +ivz) — ifi(—vz + iuz)
= ufi(x) +vfi(ix) +ivfi(x) —iuf(ix) (R-Linearitidt von f;)
= (u+w)fi(z) —i(u+ ) fi(ix)
= (utiv)f(z) = af(c).

Nach diesen Voriiberlegungen zeigen wir nun: Gilt der Satz von Hahn-Banach
fiir R-Vektorrdume, so gilt er auch fiir C-Vektorrdaume.

Dazusei f € Y, f = fi+ifo mit fi, fo € Y§. Dann existiert eine Fortsetzung
g1 € Xi von fi mit ||g1|| = || fill. Wir definieren eine Fortsetzung g € X’ von f
durch g(z) := ¢1(x) — ig1(ix). Dann ist g|y = f, und g ist C-linear auf X.

Zur Normabschiitzung: Sei z € X und g(z) = pe™ mit p = |g(x)|. Dann ist
g(e™z) = p € R und somit g(e "z) = g;(e”*x). Weiter gilt

l9(@) = e g(x)] = lg(e™x)| = lgr (e )| < llgall lle™ [l = | Aull [l]

und damit |lg|| < [|fill < ||f]|- Da ¢g das Funktional f fortsetzt, gilt sogar
gl = 1l f1I =

Bisher wurde der Beweis unter der Annahme gefiihrt, dass X separabel ist. Im
folgenden Beispiel wird ein nicht-separabler Raum und ein Teilraum dessen be-
trachtet, in dem es nicht ersichtlich ist, wie eine Fortsetzung konkret aussieht.

Beispiel 8.2 Sei X =[* und Y = ¢, der Raum aller konvergenten Folgen. Dann
ist Y abgeschlossen in X. Das durch f(y) = lim,_, y, definierte Funktional
f Y — Rist wegen |f(y)| < ||y|leo stetig. Es liegt also in Y’ und hat die
Norm 1. Nach Hahn-Banach existiert eine Fortsetzung f von f auf X = [°° mit

IFI =17l =1. =

Um den Satz von Hahn-Banach fiir nicht-separable Rdume zu beweisen, benoti-
gen wir das Zorn’sche Lemma, welches zum Auswahlaziom dquivalent ist. (Der
Beweis des Satzes von Hahn-Banach fiir allgemeine Banachrdume ist also nicht
konstruktiv.)

Satz 8.3 (Zorn’sches Lemma) Sei M # () eine partiell geordnete Menge, d.h.
es gibt eine Relation < auf M, so dass fir alle x,y,z € M gilt:

o © < = (Reflexivildt),

e aus x <y undy <z folgt y = x (Antisymmetrie),

o qus x <y und y < z folgt x < z (Transitivitat).
Ferne besitze jede total geordnete Teilmenge N C M, d.h. fiir alle z,y € N gilt
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x <y oder y < x, eine obere Schranke m € M, d.h. fiir alle x € N gilt z < m.
Dann besitzt M ein maximales Element z € M, d.h. aus z < x fiir ein x € M
folgt bereits z = x.

(Man beachte: M muss nicht total geordnet sein, d.h. es kann Elemente x # y
in M geben, fiir die weder x < y noch y < z ist.)

Beispiel 8.4 Das Zornsche Lemma macht das Leben von MathematikerInnen
leichter — sofern man daran glaubt. Als eine Anwendung wollen wir mit seiner
Hilfe zeigen, dass jeder Vektorraum X eine algebraische Basis oder Hamel-Basis
besitzt, d.h., es gibt eine Menge B C X, so dass je endlich viele Elemente aus
B linear unabhéngig sind und dass sich jedes x € X als Linearkombination von
endlich vielen (!) Elementen aus B schreiben lésst.

Dazu sei
M :={M C X : M ist eine Menge linear unabhéngiger Vektoren aus X}.

Die Menge M ist partiell geordnet bzgl. der Relation M < N <—= M C N.

Sei N' C M total geordnet. Dann ist Ny, := Uyen N € M eine obere Schran-
ke von NV. Das Lemma von Zorn impliziert nun, dass M ein maximales Element
M € M besitzt. Dieses M ist eine algebraische Basis von X. Wiire sie es nicht,
so gibe es ein x € X, welches nicht in der linearen Hiille von M liegt. Dann folgt
M < N fir N = M U{z} € M, was der Definition eines maximalen Elements
widerspricht.

Man kann mit dem Zornschen Lemma auch zeigen, dass jeder lineare Teilraum Y
eines Vektorraumes X ein direktes algebraisches Komplement besitzt. Die Schwie-
rigkeiten mit dem topologischen Komplement hingen also damit zusammen, dass
man dort nur abgeschlossene Teilriume betrachtet.

SchlieSlich sei noch vermerkt, dass das Zornsche Lemma auch einige kuriose
und unglaubliche Konsequenzen hat — denken Sie an das Banach-Tarski Paradox,
das wir zu Beginn der Analysis IV kurz angerissen hatten. [

Wir konnen nun den Beweis von Satz 8.1 abschliessen.

Schritt 4: Wir zeigen die Aussage fiir K = R und beliebiges X. Sei X ein R-
Vektorraum, Y ein Unterraum von X und f € Y’. Wir betrachten die Menge M

aller Fortsetzungen fz von f auf einen Unterraum Z von X mit || fz|| = || f|-
Offenbar ist M # (). Durch

fZ1 < fZ2 — Zl - Z2 und fZQ|Z1 = fZ1

wird auf M eine partielle Ordnung definiert.
Um das Lemma von Zorn anwenden zu konnen, miissen wir zeigen, dass jede
total geordnete Teilmenge von M eine obere Schranke besitzt. Sei also N =
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{fz, : € A} (mit einer Indexmenge A) eine total geordnete Teilmenge von M.
Wir definieren

Z = U Zo und  fz(z):= fz (2) fallsx € Z, C Z.

aEA

Da N total geordnet ist, ist Z ein Unterraum von X und fz ist wohldefiniert,
linear und daher in M. Somit ist f7 ist eine obere Schranke von N'. Da A/ beliebig
war, liefert das Lemma von Zorn ein maximales Element f := f, € M fiir ein
Z C X.

Wir zeigen, dass Z = X. Angenommen, Z C X. Dann existiert ein f, € M
mit f < fo, was jedoch der Tatsache widerspricht, dass f maximal ist. Daher ist
f die gesuchte Fortsetzung auf X. n

Folgerung 8.5 Sei X ein normierter Vektorraum, Y ein Unterraum von X mit
Y # X und x € X \'Y. Dann gibt es ein f € X' mit fly =0, ||f|| = 1 sowie
f(z) =dist (z,Y) > 0.

Beweis. Sei d := dist (x,Y"). Wir definieren ein Funktional auf Y, := Y +span {z}
durch f(y+ az) := ad (mit y € Y und « € K). Dann ist f|y =0, f(z) = d, und
f ist linear. Da fiir alle & # 0 nach Definition von d gilt

1
[f(y + ax)| = [ald < |af Hay+$H = lly + o]

und da die Abschétzung |f(y + ax)| < ||y + ax|| offenbar auch fir o = 0 richtig

ist, folgt

|f(y + ax)|
ly + o]

141 = sup {

Somit ist f € Y und || f|| < 1. Wir zeigen noch, dass || f|| > 1.

Nach Definition von d gibt es zu jedem € > 0 ein y. € Y mit ||z—y.| < (14¢€)d.
Fiir dieses ist |f(z—vy.)| =d > %, also || f]| > I—}FE Der Grenziibergang ¢ — 0
liefert || f]| > 1.

Nach Hahn-Banach existiert nun eine Fortsetzung von f von Y, auf X, die
obige Eigenschaften erhilt. [

:O#y+aaz€Y0}§1.

Folgerung 8.6 Zu jedem x € X \ {0} gibt es ein f € X' mit ||f]| = 1 und
f(z) = ||x||. Insbesondere gibt es zu x1 # x9 € X ein f € X' mit f(x1) # f(x2)
(die stetigen linearen Funktionale auf X trennen also die Punkte von X).

Beweis. Fiir die erste Aussage wéhlt man Y := {0} und benutzt Folgerung 8.5
fiir Y und z. Die zweite Aussage folgt aus der ersten mit z := xy — x5 # 0. n

Folgerung 8.7 FEin Vektorraum Y C X ist genau dann dicht in X, wenn fir
alle f € X" mit fly =0 auch f =0 folgt.
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Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung ist klar. Fiir die Hinldnglichkeit neh-
men wir Y # X an. Dann existiert ein z € X \ Y. Nach Folgerung 8.5 existiert
ein f € X' mit fly =0 und || f|| = 1. Dann gilt aber f # 0. m

Satz 8.8 Ist der Dualraum X' von X separabel, so ist auch X separabel.

Beweis. Sei {f, : n € N} eine abzéhlbare dichte Teilmenge von X'. Zu jedem f,,
gibt es ein z,, € X, so dass

1
|[fulza)l 2 Slfall und ]l = 1.

Wir zeigen, dass die Menge Y := span{z, : n € N} dicht in X ist. Dazu sei
f € X' mit fly =0. Dann gilt fiir alle n € N

= F12 1 = @l = ] 2 L

Sei (f,,) eine Teilfolge von (f,), die in der Operatornorm gegen f konvergiert.
Wegen

1 .o
§||fnm|| <|fu,, = fIl = 0 fiirm — oo

konvergiert (f,, ) gegen 0. Also ist f = 0, und mit Folgerung 8.7 erhalten wir
Y = X.

Wir betrachten nun alle endlichen Linearkombinationen der z,, mit Koeffizi-
enten in Q bzw. in Q + Q. Diese bilden eine abzéhlbare dichte Teilmenge von
X, und X ist separabel. [

Folgerung 8.9 Der Raum [' ist nicht isomorph zu (I1°°), und L'(Q) ist nicht
isomorph zu (L>(Q))’.

Beweis. Angenommen, [* wire isomorph zu (I*°)'. Da [' separabel ist, wire
dann (I°°)" separabel und nach Satz 8.8 auch [*°. Jedoch ist [* nicht separabel.
Die Aussage fiir L'(Q) und (L>())’ folgt analog. =

Satz 8.10 (Erweiterung des Satzes von Hahn-Banach) Sei X ein reeller
Vektorraum und p : X — R gendige fir alle x,y € X und o > 0 den Bedingungen

plz+y) <p(r)+ply) und plar)=ap(r).

Ist Y C X ein Unterraum und f :Y — R eine (nicht notwendig stetige) lineare
Funktion mit f(y) < p(y) fir alley € Y, so besitzt f eine lineare Fortsetzung
f: X —=>Rmit f<pauf X.

Beweis. Der Beweis verlauft analog zum Beweis von Satz 8.1. Die Fortsetzungs-
bedingung von Y auf Y @ span{y,; } lautet jetzt

sup(=p(=y =) = f(y)) < inf (p(G+v1) — f(D)).

yey
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Diese Bedingung ist aufgrund der Voraussetzungen erfiillt:

F@) =) =f@—y) <p—y) <p+y)+p(=y—n)
Die Ausarbeitung der Details verbleibt als Ubungsaufgabe. [

Folgerung 8.11 (Trennungssatz) Sei X ein normierter Raum, M eine kon-
vexe abgeschlossene Teilmenge von X und xqg € X \ M. Dann gibt es ein f € X’
und ein a € R so, dass Re f(xg) > a und Re f(z) < « fir alle x € M.

Beweis. Sei zuerst K = R und 0.E.d.A. 0 € M. Wegen dist (z9, M) > 0 finden
wir ein 7 mit 0 < r < dist(zo, M) und definieren damit

M, == B,(M) = {z € X : dist(z, M) < r}.

Dann liegt z nicht in M,., und 0 ist ein innerer Punkt von M, mit B,(0) C M,.
Wir definieren das sogenannte Minkowski- Funktional p = py, auf X durch

p(x)::inf{s>0:EEMr}, xr e X.
s

Da 0 im Inneren von M, liegt, ist 0 < p(x) < oo fiir alle z € X. Auflerdem gilt
p(z) <1 fiir alle z € M,., und wegen 0 < r < dist (xg, M) ist p(zq) > 1.

Weiter erfiillt p fir alle z € X und a > 0 die Gleichung p(ax) = ap(z), denn
2 € M, & < € M,. Schliellich ist p auch subadditiv, d.h. es gilt p(x +y) <
p(z) + p(y). Sind némlich £ und % in M,, so ist auch x+y =5+ 5Ye M,
da M und somit auch M, konvex 1st

Auf span {z(} definieren wir das Funktional f(8zo) := Bp(x¢) fur alle 5 € R.
Dann ist f linear, und wegen f(S8zq) = Bp(xo) = p(Pfxo) fiir 5 > 0 und f(Bxy) =
Bp(zo) < 0 < p(Bxo) fiir § < 0 gilt f < p auf span{xy}. Nach der Erweiterung
des Satzes von Hahn-Banach (Satz 8.10) besitzt f eine lineare Fortsetzung f auf
X mit f < pauf X. Fiir z € M gilt dann f(z) < p(z) < 1, und fiir 2 = z gilt
f(xo) = p(xo) > 1. Die Behauptung im Fall K = R folgt also mit a = 1, sobald
wir gezeigt haben, dass f stetig ist. Dies kann wie folgt geschehen.

Fir z € X gilt roZr € B, (0) € M, und somit p(£z) < @ Dies impliziert

; ]

£f(r) = f(=) < max {p(—2) p(a)} < 120
Folglich ist |f(z)| < |||l und daher | £1| < 7% f ist also stetig.

Ist K = C, so erhélt man ein stetiges lineares Funktional f; € X} auf X
(aufgefasst als R-Vektorraum), welches die Behauptung erfiillt. Definiert man
f(x) = fi(z) —ifi(iz), so gilt f € X' (siehe Schritt 3 des Beweises des Satzes
von Hahn-Banach). Wegen Re(f) = f; ist nun die Behauptung gezeigt. m
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9 Kompaktheit

In diesem Abschnitt studieren wir verschiedene Kompaktheitsbegriffe und geben
Kriterien fiir die Kompaktheit in konkreten Banachriumen an.

Definition 9.1 FEin topologischer Raum (X, T) heifst

(a) (iiberdeckungs-)kompakt, falls es zu jeder Uberdeckung von X durch offene
Mengen (d.h. fir eine Teilmenge 7" C 7 ist X = UyerU) eine endliche Teiliber-
deckung gibt (d.h. fiir eine endliche Teilmenge ™ C 7' ist bereits X = UyeU).
(b) haufungspunktkompakt, falls jede unendliche Teilmenge M von X einen Hdu-
fungspunkt in X besitzt, d.h. einen Punkt x € X, so dass (UNM)\ {z} # 0 fir
jede Umgebung U von z.

(c) folgenkompakt, wenn jede Folge in X eine konvergente Teilfolge enthilt.

(d) Ein metrischer Raum (X, d) heifit totalbeschrankt (oder prikompakt), wenn
es zu jedem € > 0 endlich viele Kugeln Be(z;) (xv; € X, 1 < i < N) gibt mit
X C Ui\; Be(;).

Satz 9.2 Seien (X, 7) und (Y, o) topologische Hausdorffriume. Dann gilt:
(a) Ist X kompakt und f : X —'Y stetig, so ist f(X) kompakt.

(b) Ist X kompakt und M C X abgeschlossen, so ist M ist kompakt.

(c) Jede kompakte Teilmenge von X ist abgeschlossen.

Der Beweis ist einfach (Ubung). Nur fiir (¢) benétigt man das Hausdorffsche
Trennungsaxiom. [

Satz 9.3 Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann sind dquivalent:
(a) X ist kompakt,

(b) X st hdufungspunktkompakt,

(c¢) X ist folgenkompakt,

(d)

Beweis. (a) = (b): Sei M C X eine unendliche Teilmenge von X. Hat M keinen
Héufungspunkt in X, gibt es zu jedem x € X eine Umgebung U, von x so, dass
der Schnitt U, N M endlich ist. Offenbar ist X = U,cxU,. Da X kompakt ist,
gibt es ein N € Nund x1,...,2x € X mit X = UY,U,.. Dann enthilt M aber
nur endlich viele Elemente im Widerspruch zur Annahme. (Man beachte, dass
die Implikation (a) = (b) in beliebigen topologischen Réumen gilt.)

X st totalbeschrdankt und vollstindig.

(b) = (c¢): Sei X haufungspunktkompakt und (z,,) eine Folge in X. Nimmt diese
Folge nur endlich viele verschiedene Werte an, so sind wir fertig. Sei also M :=
{z,, : n € N} unendlich. Nach Voraussetzung besitzt M einen Haufungspunkt z €
X. Wird der Wert z unendlich oft von der Folge angenommen, so hat (z,,) offenbar
eine gegen T konvergente Teilfolge. Falls Z nicht unendlich oft in der Folge ()

26



vorkommt, so wihlen wir zu r = 1 ein ny € N so, dass z,,, in B (Z)\{z} liegt. Als
néchstes wéhlen wir ny > ny mit z,,, € B,, () \ {Z} und ry := d(z, x,,,)/2. Setzt
man dies induktiv fort, erhdlt man eine Teilfolge (z,, ), die gegen = konvergiert.

(¢) = (d): Sei X folgenkompakt. Angenommen, X wire nicht totalbeschrinkt.
Dann gibt es ein € > 0 so, dass man eine Folge (z,,) in X mit z,,,1 € X\U, B:(x;)
fiir alle n € N findet. Fiir je zwei Folgenglieder x,, und x,, mit n # m gilt
d(zy, x,,) > €. Folglich besitzt die Folge (z,) keine konvergente Teilfolge — im
Widerspruch zur Voraussetzung.

Wir zeigen die Vollstdndigkeit von X. Sei (x,,) eine Cauchyfolge in X. Nach
Voraussetzung hat (z,,) eine konvergente Teilfolge (z,, ) mit Grenzwert x € X. Da
(x,,) eine Cauchyfolge ist, konvergiert auch (z,) gegen x, woraus die Vollsténdig-
keit von X folgt.

(d) = (a): Sei nun X totalbeschrankt und vollstandig. Weiter sei (U,)aca €i-
ne offene Uberdeckung von X. Angenommen, es lisst sich dazu keine endliche
Teiliiberdeckung von X finden.

Nach Voraussetzung gibt es zum Radius 1 Punkte zq,...,2,, n € N, mit
X C U, B;(z;). Kénnte man jede der Mengen B (x;) durch endlich viele der U,
tiderdecken, dann auch ganz X, was im Widerspruch zu unserer Annahme steht.
Es gibt daher ein y; := x; € X so, dass X; := Bj(y;) sich nicht durch endlich
viele der U, iiberdecken ldsst. Da mit X auch X; totalbeschréankt ist, gibt es
T1, ..., Ty mit X; C U;ilBl/g(fi). Wie oben existiert ein y, := Z; € X so, dass
sich Xy := Bi(y1) N Bi/2(y2) # 0 nicht durch endlich viele der U, iiberdecken
lasst.

Induktiv erhélt man abgeschlossene Mengen X; O X, O ... mit den Ei-
genschaften diam (X,,) — 0 und X,, # 0 fiir alle n € N. Mit dem Cantorscher
Durchschnittssatz (Lemma 5.1) folgt N2, X,, = {x} fiir ein € X, welches dann
der Grenzwert der Folge (y,) sein muss.

Da x € X ist, gibt es ein @ € A mit x € U,. Da U, offen ist, gilt X,, C U, fiir
ein n € N im Widerspruch zur Annahme, dass sich X,, nicht durch endlich viele
der U, iiberdecken lasst. Also muss X kompakt sein. [

Folgerung 9.4 Sei (X,d) ein vollstandiger metrischer Raum. Line Teilmenge
A C X st genau dann A totalbeschrinkt, wenn A kompakt ist.

Beweis. Ist A kompakt, so folgt aus Satz 9.3, dass A totalbeschrinkt ist; dann
ist aber auch A totalbeschriankt.

Ist umgekehrt A totalbeschriinkt, ist auch A totalbeschrinkt. Da A abge-
schlossen und X vollstéindig ist, ist auch A vollstindig. Zusammen folgt mit Satz
9.3, dass A kompakt ist. [

Satz 9.5 (Rieszsches Lemma) IstY ein abgeschlossener echter Unterraum ei-
nes normierten Raumes X, so gibt es zu jedem n € (0,1) einen Vektor

zy, € X \Y mit||z,|| =1 und ||z, — y|| > n fir alley € Y.
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Das Lemma von Riesz ist eine Verallgemeinerung der in Hilbertrdumen H giiltigen
Aussage, dass es zu jedem echten Unterraum M C H ein m/(€ M*) gibt mit
|m/|| =1 und ||m' — m|| > 1 fiir alle m € M. Das Lemma von Riesz wird daher
auch oft als Lemma von der Fast-Senkrechten bezeichnet.

Beweis. Sei x € X \ Y. Da Y abgeschlossen ist, ist
d:=inf{|lr —yl|:yeY}>0.

Nach Definition von d gibt es zu jedem n € (0,1) ein z € Y mit 0 < ||z —=z|| < d/7.
Fir z, 1= =% gilt ||z,|| = 1 sowie z,, ¢ Y (da z € V), und es ist

flz—=]

loy =l = e — (= 4z — 2| = —— >
o2 EEE]

fir alley € Y. [

Das folgende Lemma beschreibt die kompakten Teilmengen endlich-dimensionaler
normierter Rdume.

Lemma 9.6 (a) Sei X ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Dann sind alle
Normen auf X dquivalent, und es gilt der Satz von Heine-Borel: Fine Teilmenge
von X st genau dann kompakt, wenn sie beschrinkt und abgeschlossen ist.

(b) Jeder endlich-dimensionale Unterraum eines normierten Vektorraumes ist
vollstandig und folglich abgeschlossen.

Beweis. (a) Sei {ey,...,e,} eine Basis von X. Die Abbildung
d: X — K", x:ZaieiH (o, )
i=1

ist offenbar linear und bijektiv. Weiter: ist ||.||x eine Norm auf X, so definiert

n
E ;€
i=1

eine Norm auf K", wobei gilt ||®(z)|| = ||z|x fiir alle z € X und [|®7(a)||x =
||| fiir alle @ € K™. Somit sind ® und ®~! stetig (und sogar isometrisch). Da
auf K" alle Normen dquivalent sind (Analysis 2), sind auch alle Normen auf X
dquivalent.

Offensichtlich bilden ® und ®~! offene/ abgeschlossene/ kompakte bzw. be-
schrankte Mengen in X auf ebensolche Mengen in Y ab. Da der Satz von Heine-
Borel in K" gilt (Ana II), gilt er auch in X.

(g, ... )] ==

X

(b) Sei Y C X ein endlich-dimensionaler Teilraum. Mit dem Isomorphismus
¢ Y — K" aus (a) folgt die Vollstéandigkeit von Y aus der von K”. ]
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Satz 9.7 Sei X ein normierter Raum. Dann ist B1(0) genau dann kompakt bzgl.
der Normtopologie, wenn X endlich-dimensional ist. Insbesondere gilt der Uber-
deckungssatz von Heine-Borel nur in endlich-dimensionalen Rdumen.

Beweis. Sei dim X = oo und 7 € (0,1). Wir wihlen zy € X mit ||zo] = 1. Mit
Lemma 9.6 folgt, dass Y; := span {xy} abgeschlossen ist. Da dim X = oo ist, gilt
Y1 € X. Nach dem Lemma von Riesz gibt es dann ein z; € X \ Y7 mit ||z, =1
so, dass fiir alle y; € Y7 auflerdem ||z1 — y1]| > 7 gilt.

Induktiv erhalten wir die Existenz einer Folge (z,,) in X mit ||z,| = 1 und
|, — zg|| > 7 fiir alle 0 < k& < n. Also besitzt (x,) keine konvergente Teilfolge.
Da aber z,, € B1(0), folgt mit Satz 9.3, dass B;(0) nicht kompakt ist. ]

Wir kommen nun zu Kriterien fiir die Kompaktheit von Teilmengen einiger wich-
tiger Funktionenrdume und beginnen mit Rdumen stetiger Funktionen. Fiir diese
kennen wir das angestrebte Kriterium als Satz von Arzela-Ascoli aus der Vor-
lesung zu den gewohnlichen Differentialgleichungen (wo wir es zum Beweis des
Satzes von Peano benutzt haben). Wir lernen nun eine etwas allgemeinere Version
dieses Satzes kennen.

Der Beweis des folgenden einfachen Lemmas verbleibt als Ubungsaufgabe.

Lemma 9.8 Seien X,Y Banachrdiume und K C X kompakt. Dann ist der Men-
ge CUK,Y) aller stetigen Funktionen f : K — Y, versehen mit punktweise
definierten Operationen und mit der Supremumsnorm || f||oo == sup,cx ||f(2)]lv,
ein Banachraum.

Satz 9.9 (Satz von Arzeld-Ascoli) Seien X,Y Banachriume und K C X
kompakt. Eine Teilmenge M C C°(K,Y) ist genau dann totalbeschrinkt (= rela-
tiv kompakt), wenn sie folgende zwei Eigenschaften besitzt:

(a) M ist punktweise gleichgradig stetig, d.h. fir jedes v € K und alle ¢ > 0
existiert ein d = 0., > 0 so, dass

| f(z) — f(a")||ly <e V2’ € Bs(x) N K und Vf € M,

(b) M ist punktweise totalbeschrankt, d.h. fir jedes v € K ist M, := {f(z): f €
M} totalbeschrankt in Y .

Beweis. Dass aus der Totalbeschrianktheit von M die Eigenschaften (a) und (b)
folgen, sollen Sie in der Ubung zeigen.

Sei nun M punktweise gleichgradig stetig und M, totalbeschréankt fiir alle x € K.
Sei e > 0. Dann gibt es fiir jedes # € K ein d, > 0, so dass fiir alle 2’ € By, (v)NK
die Ungleichung || f(z) — f(2')||y < €/3 fiir alle f € M folgt. Da K C U,cx Bs, ()
und K kompakt ist, gilt K C UY,Bs (x;) mit &; := §,, fiir gewisse Punkte
r1,...,xy € K.
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Ferner impliziert die Totalbeschriinktheit der Mengen M, dass auch UY., M,
totalbeschrankt in Y ist. Somit existieren yq,...,yr € Y, so dass

Fir 1 < 7jy,...,7n8 < L betrachten wir die Teilmengen

JlyeendN T {f €M : f(l'l) S BE/G(yj1)7 - -,f($N) S B€/6(yjN)}'

Es gibt LY (also endlich viele) solcher Teilmengen, und nach Konstruktion der
Mengen M;, ;. wird M durch Mengen diesen Typs iiberdeckt. Wir zeigen, dass
jede der Mengen Mj, ;. in einer Kugel vom Radius ¢ liegt.

Fir f,g € M, j, gilt: Zu z € K gibt es ein 2; mit x € Bjs,(x;) und
[ (i), 9(x;) € Beys(y;,), so dass

1F(x) = g@)l < |[f (@) = [l + |lf (@) =gl + [lg(z:) — g(@)|] <e,

. .

~~ ~~ ~~

<e/3, falls ||z—z;||<d; <e/3 <e/3

wobei sich die zweite Abschétzung aus

1f (i) = gl | < W f () — 3

ergibt. Folglich erhalten wir M;, ;. C B:(fj,,..;y) firein f;, ;. € M. Somit
ist M totalbeschrankt. m

+llys — gl < /6 +¢/6

Zum Abschlufl dieses Kapitels beweisen wir eine Charakterisierung der Totalbe-
schranktheit von Teilmengen von L”, wobei wir den Satz von Arzela-Ascoli 9.9
benutzen. Im Beweis bezeichne Br immer eine Kugel im R” um 0 mit Radius
R>0.

Satz 9.10 (Satz von Riesz, Fréchet, Kolmogorov) Sei 1 < p < oo und sei
Q C R"™ messbar. Eine Teilmenge M C LP(S2) genau dann totalbeschrinkt, wenn

(@) supsep || fllp < o0,

(b) supsens ||f(- +h) = fll, = 0 fiir |h| = 0, und

(¢) sup sens | fxme\BR|lp — 0 fiir R — oc.

Dabei wird jedes f € LP(QY) als durch 0 auf R™ fortgesetzt betrachtet.

Beweis. Sei zundchst M totalbeschréankt. Dann existiert eine endliche Menge
M" C M mit M C UgeprBi(g). Zu beliebigem f € M existiert also ein g € M’
mit ||f — g/, < 1. Somit ist

£l < 1f = gllp + llgll, <1+ max{ligll, - g € M},

und folglich ist M in LP beschrinkt (Bedingung (a)).
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Wir zeigen nun die gleichméflige Stetigkeit von M im LP-Mittel (Bedingung
(b)). Sei hierzu ¢ > 0 und M" C M endlich mit M C UgenrBe/s(g) gewéhlt.
Da alle ¢ € M’ im LP-Mittel stetig sind, existiert ein hy > 0, so dass fiir alle
0 < |h| < hg und g € M’ die Abschitzung ||g(- + h) — g|l, < /3 gilt. Wieder
existiert nun zu beliebigem f € M ein g € M’ mit ||f — g||, < €/3, so dass fiir
Al < ho

LFC+h) = fllp < IFC+h) =g+ h)lp+ llg(-+h) —gllp +[lg = fll»
= N =glly +llgC¢+h) = glp+llg = fll, <e

Es verbleibt, Bedingung (c) zu zeigen. Sei dazu wieder ¢ > 0 und M’ C M
endlich mit M C UgeppB.j2(g). Da jedes g € M’ eine LP-Funktion ist, existiert
ein Ry > 0, so dass ||g - xgm\By|lp < €/2 fiir alle R > Ry und alle g € M’ gilt. Zu
beliebigem f € M existiert ein g € M’ mit ||f — g/, < £/2, und es folgt

1f - xrm\Br — 9 XB\Brllp + 119 - XB\BR |p
1f = gllp + lg - xgm\Brlly <€

1F - xempplls <
<

Wir zeigen nun, dass aus den Eigenschaften (a) — (¢) die Totalbeschrénktheit von
M folgt. Sei o € C5°(R") ein Friedrichs’scher Mollifier mit supp ¢ € B;(0) und
J 0 = 1. Sei weiterhin o.(z) := E%Q(g) fiir e > 0, so dass supp 0. C B.(0) und

[ 0. =1 folgen.
Wir definieren fiir jedes € > 0 einen Operator 7. durch

Tsf = Qe*(f’XBl/E), fEM.

Dann ist supp (7% f) C B.y1/. und T, f € C5°(R™) fiir jedes f € M, und weiter

1T f oo < lcllocllf - X8y 11
Holder-Ugl.
< locllscA(Bue) V41 £l
Voraussetzung
< oo (Brye)' sup (P

wobei ¢ der zu p konjugierte Exponent ist. Somit ist fiir festes ¢ > 0 die Funktio-
nenfamilie (7. f) ey gleichméBig in L>°(R™) beschrénkt.
Analog lésst sich

IV(TeP)llso < IVeellocA(Brje)? sup || £,
feM

zeigen; somit ist auch die Familie (V(7.f)) e fiir festes € > 0 gleichméBig in
L>(R™) beschriankt. Folglich ist die Menge

M. :={T.f: fe M}
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fiir jedes € > 0 gleichgradig stetig und beschrankt. Da auflerdem der Tréager aller
Elemente von M! durch eine kompakte Menge beschrénkt ist, ist der Satz von
Arzela-Ascoli anwendbar. Die Menge M! ist also totalbeschriankt beziiglich der
L>-Norm. Mit supp (u) C B.;1/e fiir alle u € M/ folgt weiterhin die Abschitzung
Jull, < A(Besi/e)'?||ullso. Somit ist M. sogar beziiglich der LP-Norm totalbe-
schrankt.

Um den Beweis abzuschlieen, wéhlen wir ein o > 0 beliebig. Dann gibt es
nach Voraussetzung ein € > 0, so dass

IfC+R) = fllp <o, [fxemsy,ll, < o

fiir alle f € M und alle 0 < |h,r < ¢ gilt.
Da M! in LP totalbeschrénkt ist, existiert zu « eine endliche Teilmenge F’ C
M, so dass
Mé Q Uf’eF’Ba(Tef/) in L.

Sei nun f € M beliebig. Dann gibt es ein f' € F' mit T.f € B,(T.f"). Mit der
Dreicksungleichung folgt

1F =l < 10 = Tefxo o+ 1Tf = Tof Yo
NS = Fxp o+ (1 Xems o+ 1 xems, )
< N =Tef s b+ o+ T = F)x, lp+ 20

Aus der Theorie der Faltungsintegrale ist nun bekannt, dass fiir g € M

19 = Teg)xB.pr)cllpy < 1lg = pex(9xB,, ) |lg
< |g—pexglly + llpe * (g — 9x5,,)lp
< sup [lg — g+ h)llp + llgxema,,.l»
|h|<e
< 2«
ist. Somit ergibt sich schliellich
If = fllp < 6ox.
Folglich ist mit M! auch M totalbeschrinkt. ]
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10 Schwache Konvergenz und Reflexivitit

10.1 Reflexive Banachriaume

In Kapitel 7 haben wir festgestellt, dass fiir jeden Hilbertraum H in einem geeig-
neten Sinne H = H' = (H') =: H" gilt. Ferner sind fiir 1 < p < oo die Rédume
LP = (LP)” und (P = (¢7)" jeweils isomorph. Fiir einen allgemeinen Banachraum
X ist die Isomorphie von X zu seinem Bidual X" := (X')" jedoch nicht zu er-
warten. Das nachfolgende Lemma besagt aber, dass X stets auf natiirliche Weise
isometrisch isomorph zu einem abgeschlossenen Teilraum von X" ist.

Lemma 10.1 Sei X ein normierter Raum. Dann ist die Abbildung
J: X = X" Jx)(f):=f(x) firreX, feX,

linear, stetig und isometrisch, also auch injektiv.

Beweis. Die Linearitdt von J ist klar. Aus [J(z)(f)| = |f(x)] < ||z|/||f]] fir
jedes f € X' folgt ||J(z)]] < ||z|| und damit die Stetigkeit von .J. Wahlt man
speziell nach Folgerung 8.5 zu x € X ein Funktional f € X’ mit f(z) = ||z| und
I fll = 1, soist J(z)(f) = ||z||||f]|.- Daraus folgt ||J(x)|| = ||z||, und J ist eine
[sometrie. [

Die Abbildung J : X — X" ist natirlich in dem Sinn, dass jedem Element = € X
das Element J(z) € X" leicht (und ohne Willkiir) zugeordnet ist. Man schreibt
daher auch gern X C X" (was streng genommen wenig sinnvoll ist und sich
immer auf die Abbildung J bezieht). Vergleichen Sie hierzu die Abbildung ® aus
dem Rieszschen Darstellungssatz 7.3.

Definition 10.2 Sei X ein normierter Raum.

(a) Eine Folge (x,) in X heifst schwach konvergent gegen x € X, falls fir alle
fe X gilt

Man schreibt dann kurz x, — x.

(b) Eine Folge (f,) in X' heifit schwach-x konvergent (gesprochen: schwach-stern
konvergent) gegen f € X', wenn fir alle x € X gilt

(punktweise Konvergenz auf X). Man schreibt dann kurz f, — f.
Beispiele 10.3 (1) Sei X = ? fiir 1 < p < oo, und ¢ sei der zu p konjugierte
Exponent. Weiter sei fiir £ € N das Funktional e, € (/) = (7 erklart durch

er(z) = zp fur alle v = (x,) € X. Da jedes © € (P eine Nullfolge ist, gilt
ex(x) = — 0 und somit e, — 0 fiir k — oo. Andererseits ist ||ex — ;| = 21/
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fiir k # [; somit konvergiert (ex) nicht beziiglich der Norm in (¢P)" = (4.

(2) Sei X = L?(0,27). Fiir k € N betrachten wir die durch f(t) := e’ definierten
Funktionen f; € X’. Dann ist fi(x) = fo% z(t)e** dt bis auf eine Konstante der
k-te Fourierkoeffizient von = € L?(0,2m). Aus Analysis II ist bekannt, dass dieser
fiir k — oo gegen 0 konvergiert; also ist f;, — 0 fiir k — co. Da aber || fi|| = V2,
konvergieren die fj, nicht in der Norm von X’ gegen 0. [

Die Beispiele zeigen, dass die schwach-x-Konvergenz nicht die Normkonvergenz
impliziert. Es gilt aber die umgekehrte Implikation.

Lemma 10.4 Sei X ein Banachraum. Dann gilt

(a) Normkonvergenz impliziert die schwache bzw. die schwach-x-Konvergenz.
(b) Schwach beziehungsweise schwach-x konvergente Folgen sind normbeschrinkt,
und aus x, — x bzw. fr = f folgt

|lz|| < lminf ||zg]] bzw. | f|| < liminf || fi|.
k—o0 k—o0

Diese FEigenschaft heifit die Unterhalbstetigkeit der Norm bei schwacher bzw.
schwach-x Konvergenz.

Beweis. (a) Sei x; — x in der Norm von X und f € X’. Dann gilt |f(z — )| <
£l lxx — x| — 0 und somit xp — z fir & — oo. Der Beweis fiir schwach-x-
konvergente Folgen erfolgt analog.

(b) Sei fp = f. Dann ist (f;) C X’ eine punktweise beschrinkte Folge von
Funktionalen, und die Behauptung folgt aus dem Prinzip der gleichméfligen Be-
schrénktheit (Satz 5.6). Die Normabschétzung folgt aus Satz 5.7.

Die Aussage fiir z;, — = kann gezeigt werden, indem man von der Folge (xy)
in X zur Folge (J(z)) in X” iibergeht und ||zx||x = ||J(xx)||x~» benutzt. ]

Definition 10.5 Sei X ein normierter Raum.

(a) Eine Menge M C X heifit schwach folgenkompakt, wenn jede Folge in M
eine schwach konvergente Teilfolge besitzt.

(b) Eine Menge M C X' heif$t schwach-+-folgenkompakt, wenn jede Folge in M
eine schwach-x-konvergente Teilfolge besitzt.

(c) Ist die Abbildung J aus Lemma 10.1 surjektiv und somit bijektiv, so heifst der
Raum X reflexiv.

Man beachte: Ist X reflexiv, so sind X und X” zueinander isomorph. Reflexi-
vitéit beinhaltet aber mehr als nur die Isomorphie von X und X”: Die konkrete
Abbildung J : X — X” muss ein Isomorphismus sein! (Man kennt Beispiele von
nicht-reflexiven Banachraumen X, die zu ihrem Bidual X" isomorph sind.)
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Satz 10.6 Sei X ein separabler normierter Raum. Dann st die abgeschlosse-
ne Einheitskugel B1(0) C X' schwach-+ folgenkompakt. Insbesondere besitzt jede
beschrinkte Folge in X' eine schwach-+ konvergente Teilfolge.

Beweis. Da X separabel ist, gibt es eine abzéhlbare dichte Teilmenge {x, : n €

N} von X. Sei (fx) eine Folge in B;(0) C X'. Wegen
()] < [[fellxllznllx < llznllx fii alle k,n € N

ist (fr(xn))ken fir jedes feste n € N eine beschrankte Folge in K. Insbesondere
besitzt (fr(x1))ren eine konvergente Teilfolge (fx1(x1))ken-

Ebenso besitzt (fx1(22))ken eine konvergente Teilfolge (fx2(%2))ken, wobei
nun auch (fy2(21))ken konvergiert. Wir sondern auf diese Weise immer weiter
Teilfolgen so aus, dass die n-te Teilfolge (fi,)ren von (fi)ren in allen Punkten

x1, ..., T, konvergiert. Man kann dies schematisch wie folgt veranschaulichen:
fir fan fs1 ... konvergiert in zq,
f172 f272 f372 c. konvergiert in Ty, T2,

fiz fa3 faz ... konvergiert in xq, x9, x3,

Wir betrachten die Folge (§;)en der Diagonalelemente &; := f; ;. Diese ist (bis auf
endlich viele Elemente) eine Teilfolge jeder horizontalen Folge in diesem Schema.
Daher existiert der Grenzwert lim;_, &;(z,,) fiir alle n € N.

Wir zeigen nun, dass die Folge (§;);en schwach-* konvergiert. Dazu sei Y :=
span {z,, : n € N}. Nach Voraussetzung liegt Y dicht in X, und nach den Rechen-
regeln fiir konvergente Folgen existiert lim;_, £;(y) fiir alle y € Y. Wir definieren
ein lineares Funktional £ auf Y durch

(y) = lim &(y), yeY.

Jj—o0
Fiir alle y € Y ist dann

()l = lim |&(y)] < limsup [ly[lx & ]x < llyllx

J—00

(beachte, dass &; € B1(0)). Damit ist £ € Y’ und ||€]|y» < 1, und wir kénnen ¢
stetig zu einem beschrinktem linearen Funktional auf ganz X fortsetzen, das wir
ebenfalls mit £ bezeichnen. Da ||&;||x < 1 gilt und Y dicht in X liegt, folgt nun
leicht

§(z) = lim &;(x)
j—o0
fiir alle z € X, also @A&. n

Satz 10.7 Sei X ein reflexiver normierter Raum. Dann ist jeder abgeschlossene
Unterraum von X ebenfalls reflexiv.
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Beweis. Sei Y C X ein abgeschlossener Unterraum von X. Wir wollen zeigen,
dass die Abbildung Jy : Y — Y” die y € Y auf das Einsetzungsfunktional
f +— f(y) abbildet, surjektiv ist, d.h. wir miissen fiir jedes ¢y” € Y" ein y € Y
finden mit Jy (y) = y".

Sei also y” € Y”. Wir definieren 2”7 € X" durch

«"(f) =y"(fly) firalle f € X";

diese Definition ist sinnvoll, da f|y € Y'. Da X reflexiv ist, existiert genau ein
x € X mit Jx(x) = 2", also mit 2”(f) = f(z) fiir alle f € X'.

Wir zeigen, dass ¢ € Y. Ist f € X’ ein Funktional, welches auf Y verschwindet,
so ist auch

fl@) =2"(f) =y"(fly) = y"(0) = 0.
Wiére nun z € X \ Y, so géibe es nach Folgerung 8.5 ein f € X’ mit f|y = 0 und
f(z) # 0. Widerspruch.

Wir zeigen, dass Jy(z) = y”: Zu jedem g € Y’ gibt es nach dem Satz von
Hahn-Banach eine Fortsetzung f € X’ von ¢, und es gilt

Jy(@)(g) = g(2) " f(x) = 2"(f) = y"(flv) = ¥"(9)-

Da diese Relation fiir alle g € Y” gilt, folgt Jy(x) = y". m

Satz 10.8 Sei X ein reflexiver normierter Raum. Dann ist B1(0) C X schwach
folgenkompakt.

Beweis. Sei (zy) eine Folge in B;(0) C X. Wir betrachten den abgeschlossenen
und separablen Unterraum

Y :=span{z; : k € N}

von X, der nach Satz 10.7 mit X ebenfalls reflexiv ist. Dann ist Y” = Jy(Y)
separabel, da Jy ein Isomorphismus von Y auf Y” ist. Nach Satz 8.8 ist auch Y’
separabel.

Wir wenden nun Satz 10.6 auf die beschréinkte Folge (Jy(z))) C Y” an
und erhalten eine Teilfolge (Jy(xkj))jeN von (Jy(:pk))keN sowie ein y” € Y’

mit Jy (24, ) Xy, Schreiben wir y” = J(y) mit y € Y, so folgt fiir alle g € Y’

g(zr;) = Jy (xr;)(9) = v"(9) = 9(y).

Wegen z,y € Y erhalten wir fiir alle f € X’

f(ﬂfkj) = (f|Y) (l’kj) - (f|Y) (y) = f(y).

Das impliziert x;, — y fiir j — oo, [
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Anmerkung 10.9 Auch die Umkehrung dieses Satzes ist richtig: Ein normierter
Raum ist genau dann reflexiv, wenn die abgeschlossene Einheitskugel schwach
folgenkompakt ist. Dies ist die Aussage des Satzes von Eberlein-Shmulyan, vgl.
Yosida, Functional Analysis, S. 139-145.

Wir wollen nun genauer untersuchen, unter welchen Voraussetzungen aus der
schwachen Konvergenz x,, — x bereits die Konvergenz in der Norm ||z, —z| — 0
folgt. Einige der folgenden Resultate sind dabei als Ausblick zu verstehen, fiir
deren Beweise wir auf die Literatur verweisen.

Definition 10.10 Ein normierter Raum X heifst gleichméaBig konvex, falls es zu
jedem 0 < e <2 ein § > 0 gibt, so dass fir alle v,y € X mit ||z <1, |y|| <1
und ||z —y|| > e gilt || 52| < 1-4.

Satz 10.11 (Milman) Jeder gleichmdfig konvere Raum ist reflexiv.

Ein Beweis ist in Yosida, Functional Analysis, S. 127-128. |

Satz 10.12 Sei X ein gleichmdflig konvezer Banachraum. Ist (x,) eine Folge in
X und x € X mat
Ty =z und ||| = [,

so konvergiert (x,,) sogar in der Norm gegen x, also ||z, — z|| — 0.

Beweis. Der Beweis ist einfach, wenn X ein Hilbertraum ist:

||3L‘n - 1‘”2 = <:pn — T, Ty — 1‘) = ||$n||2 —2Re<xn, > +||$||2 n—0o0 0.
—_—  N——
—llzI? —2||z||?
Der allgemeine Fall verbleibt als (nicht triviale!) Ubungsaufgabe. -

Satz 10.13 Fir 1 < p < oo sind die Riume LP(Y) und (P gleichmdfig konver,
und fir alle z,y in LP(Q) bzw. in (P gelten die Clarkson-Ungleichungen

z 4yl r—y|"_1 P P
— 2 <
: . Q(H:cu ). <p<oo,
z+yl » » T
5 Hpr +lvlp) ) l<p<2
P

(q ist wieder der konjugierte Exponent zu p).

Den Beweis fiir 2 < p < oo finden Sie in Heuser, Funktionalanalysis, S. 261 ff,
den fiir 1 < p < 2 in Hewitt-Stromberg, Real and Complex Analysis. [
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Anmerkung 10.14 Mit dem Satz von Milman erhalten wir nun, dass L”(2) und
P fiir 1 < p < oo reflexiv sind. Da man den Sobolevraum W!?()) mit einem ab-
geschlossenen Unterraum des reflexiven Raumes (LP(Q))"*! identifizieren kann,
ist W1P(Q) ebenfalls reflexiv. SchlieBlich haben wir in einer Ubungsaufgabe gese-
hen, dass Hilbertraume gleichméfig konvex sind. Folglich sind auch Hilbertraume
reflexiv. [

Satz 10.15 (Mazur) Sei X ein normierter Raum. Ist (x,) eine Folge in X mit
T, — x, so gibt es eine Folge (y,,) in der konvezen Hiille

N N
conv{z, :n € N} := {Zai:pi:NGN, a; > 0, Zaizl}

von {x, : n € N}, die in der Norm gegen = konvergiert.

Beweis. Sei M := conv {x, : n € N}. Man kann leicht zeigen, dass die konvexe
Hiille einer Menge konvex ist und dass mit einer konvexen Menge auch ihr Norm-
Abschluss konvex ist. Daher sind M und M konvexe Mengen.

Wir zeigen # € M. Angenommen, es wire z ¢ M. Nach dem Trennungssatz
8.11 gibt es dann ein f € X’ und ein o € R mit

Ref(y) <afiralley € M und Ref(z) > a.
Setzt man fiir y die Folgenglieder x,, ein, so folgt aus z,, — x der Widerspruch
a > Re f(xz,) = Re f(z) > a.

Also muss © € M gelten. Dann gibt es auch eine Folge in M, die in der Norm
gegen x konvergiert. n

10.2 Schwache Topologien und der Satz von Banach-Alao-
glu-Bourbaki

Es stellt sich die Frage, was man iiber die abgeschlossene Einheitskugel B;(0) C
X’ im Dualraum X’ von X aussagen kann, wenn X weder separabel noch reflexiv
ist.

Beispiel 10.16 Sei X = L>°(0,1) und (u,) C L'(0, 1) die Folge
Un ‘= 2n+1X(2—(n+1),2*n)-
Wir kénnen u,, vermoge

() 1= / o(@)un(x)dr, ¢ € X,
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als Funktional auf X mit Norm < 1 auffassen. Es gilt ndmlich

1
un(p)] < H90Hoo/0 Jun ()| dz = || oo-

Setzt man fiir ¢ die L>-Funktion X -1 o-n) €in, erhélt man sogar |lu,||x = 1.
Man kann nun zeigen, dass (u,) keine schwach-* konvergente Teilfolge besitzt.
Das empfehlen wir den Lesern als Ubungsaufgabe. [

Definition 10.17 Sei (X, 1) ein topologischer Hausdorffraum, und sei U(z) die
Menge aller offenen Umgebungen von x. Eine Teilmenge B(z) von U(x) heifst
eine Umgebungsbasis des Punktes x, falls es zu jedem U € U(x) ein V € B(x)
gibt mit V. C U.

Wir vermerken einige Figenschaften von Umgebungsbasen:

(a) Ist (X, d) ein metrischer Raum, so definiert B(x) := {Bi/(x) : n € N} eine
abzéhlbare Umgebungsbasis fiir jeden Punkt z € X.

(b) Es ist U C X genau dann offen, wenn fiir alle z € U ein V € B(z) mit V. C U
existiert. In diesem Fall gilt also U = U,ep Uyep),vcr V, d.h. jede offene Menge
kann als Vereinigung von Mengen aus den Umgebungsbasen geschrieben werden.
(¢) Ist X zusitzlich ein Vektorraum und gilt U(z) = x + U(0), so wird die To-
pologie bereits durch eine beliebige offene Umgebungsbasis B C U(0) vollstindig
bestimmt. [

Definition 10.18 Sei X ein normierter Raum mit Dualraum X'. Dann wird die
sogenannte schwache Topologie o(X, X") von X definiert durch die Umgebungs-
basis B(0) von 0 € X, die aus allen Mengen der Gestalt

me0)={re X |filx)|<e,i=1,...,n}

.....

besteht, wobei e >0, n € N und fi,..., f, € X' beliebig gewdhlt sind.

Analog wird die sogenannte schwach-*-Topologie o* (X', X) auf X’ definiert durch
die Umgebungsbasis B'(0) von 0 € X', bestehend aus allen Mengen der Gestalt

VYJUl ----- xn,tf(o) = {fGX,|f(xl)|<€7Z:177n}7

wobeie >0, n € N und xq,...,x, € X beliebig gewdhlt sind.

Schliefslich heifit eine Teilmenge M C X schwach abgeschlossen, wenn ihr Kom-
plement M€ schwach offen ist, und M' C X' heif$t schwach-* abgeschlossen, wenn
(M) schwach-x offen ist.

Wie man leicht sieht, ist M C X genau dann schwach abgeschlossen, wenn
M jeden schwachen Hiufungspunkt von M enthélt, und M’ C X' ist genau
dann schwach-* abgeschlossen, wenn M’ jeden schwach-x Haufungspunkt von M’
enthélt.
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Lemma 10.19 Sei X ein normierter Raum. Dann gilt
(a) Fir jedes v € X ist die Abbildung
J(@): X' =K, J@)(f) = f(z)

stetig beziiglich der o*(X', X)-Topologie auf X'.

(b) Jede schwach offene Menge in X ist offen beziiglich der durch die Norm auf X
induzierten Topologie, und jede schwach-x offene Menge in X' ist offen beziiglich
der durch die Norm auf X' induzierten Topologie.

Beweis. (a) Sei K = R. Fiir jedes Intervall (—¢,¢) C R mit € > 0 ist
J(2) " ((—e,2)) = Vo (0) € X'
o*(X’, X)-offen. Der Fall K = C wird analog behandelt.

(b) Sei V' C X schwach offen und x € V. Dann gibt es fi,..., f, € X' und € > 0
mit Uy, s, (x) CV, dh firalley € X mit |f;(y —z)| <efiralel <i<n

. . .
Fiir r .= mm{l+||f1||""’ 1+||nt|} > 0 folgt

B(x) CUp, . fne()-

Also ist x ein innerer Punkt von V' beziiglich ||.||, und V ist offen. Der Beweis der
zweiten Aussage verlduft analog. [

Satz 10.20 Sei X ein normierter Raum und K C X konvezr. Dann ist K genau
dann norm-abgeschlossen, wenn K o(X, X')-abgeschlossen ist.

Beweis. Ist K o(X, X’)-abgeschlossen, so folgt aus Lemma 10.19, dass K abge-
schlossen bzgl. der Normtopologie ist.

Sei umgekehrt K norm-abgeschlossen, und sei zp ¢ K. Dann gibt es nach dem
Trennungssatz 8.11 ein f € X’ und ein a € R mit Re f(z) < « fiir alle z € K
sowie Re f(xg) = a + ¢ fiir ein € > 0.

Fiir z € Uy /2(z0) haben wir | f(zo — 2)| < /2. Nun folgt

Re f(z) > Re f(zo) —¢/2=a+¢/2>a

und somit Uy, o(x9) C K¢ Also ist K¢ o(X, X’)-offen, und K ist o(X, X')-
abgeschlossen. n

Der folgende Satz ist auBerordentlich wichtig und niitzlich. Denken Sie daran,
dass die Einheitskugel eines unendlich-dimensionalen Banachraumes nie norm-
kompakt ist.

Satz 10.21 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) Sei X ein normierter Raum und X’

der Dualraum von X. Dann ist die abgeschlossene Einheitskugel B1(0) von X'
kompakt beziiglich o* (X', X).
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Anmerkung 10.22 Hieraus ergibt sich, dass jede o*(X’, X)-abgeschlossene und
norm-beschrinkte Teilmenge von X’ o*(X’, X)-kompakt ist. Ist also (f,) eine
beschrankte Folge in X', dann besitzt die Menge { f,, : n € N} (falls sie abzidhlbar
unendlich ist) einen o*(X’, X')-Haufungspunkt f € X’; insbesondere gibt es fiir
alle z € X und alle e > 0 ein n € Nmit |(f — f,)(z)] < e. =

Der Beweis das Satzes von Banach-Alaoglu-Bourbaki stiitzt sich auf ein anderes
grundlegendes Resultat, den Satz von Tychonov, welcher meist in Vorlesungen zur
Topologie bewiesen wird, so dass wir ihn hier ohne Beweis zitieren. Der Beweis
des Satzes von Tychonov erfordert das Auswahlaxiom; Sie finden ihn z.B. in
Yosida, Functional Analysis, S. 6-7. (Das Auswahlaxiom garantiert, dass das im
Satz eingefiihrte Produkt nicht leer ist.)

Satz 10.23 (Tychonov’s Kompaktheitssatz) Sei A eine beliebige Indezmen-
ge, und fiir jedes o € A sei ein topologischer Raum (Y,, T,) gegeben. Wir versehen
den Produktraum

Y= H Yo = {(Ya)aca : Yo € Yo fir alle a € A}

a€cA

mit der sogenannten Produkttopologie 7, welches die gribste Topologie ist, die
jede Menge der Gestalt U := HaeA U, enthdlt, wobei U, € T, fiir alle o € A und
Uy, =Y, fir alle bis auf endlich (!) viele o« € A ist. Dann gilt: Ist jeder Raum Y,
kompakt bzgl. 7., so ist Y kompakt beziiglich 7.

Beweis von Satz 10.21. Wir identifizieren das Funktional f € B;(0) C X' mit
dem unendlichen Tupel

(f(@)eex € V= [[{z € K|zl < [lz]} = T By (0).

zeX zeX

Dadurch wird K := By(0) C X’ mit einer Teilmenge von ) identifiziert. Da
Bjg(0) C K kompakt ist, ist nach Satz 10.23 auch ) bzgl. der Produkttopologie
kompakt. AuBlerdem bemerken wir, dass die Topologie o*(X’, X) auf K mit der
Produkttopologie iibereinstimmt. Deshalb geniigt es nach Satz 9.2 zu zeigen, dass
K C Y beziiglich der Produkttopologie abgeschlossen ist. Mit anderen Worten:
Die Menge K C Y muss all ihre o* (X', X)-Haufungspunkte enthalten.

Sei also fo € Y ein o* (X', X)-Haufungspunkt von K. Wir zeigen zunéchst die
Linearitdt und anschliefend die Stetigkeit von fj; daraus folgt dann f, € K.

Seien z,y € X, o, € K und ¢ > 0. Da f; Haufungspunkt von K ist, gibt
es zu diesem ¢ ein f € U,y awipye(fo) N K C X', so dass |(f — fo)(2z)| <e,
|(f — fo)(y)| <eund |(f — fo)(ax + By)| < e gilt. Somit ergibt sich aus der Li-

71



nearitiat von f

| folax + By) — afo(z) — Bfo(y)]

|(fo — f)laz + By) — alfo — f)(x) — B(fo— )(y)]

< [(fo = Hlex + By)| + |al|(fo— @)+ [BlI(fo — ) (y)]
<e(l+|al+18]).

Da e > 0 beliebig gewéhlt war, folgt hieraus die Linearitiat von fy. Analog ergibt
sich

[fo(@)| < |(fo = (@) + f(@)] < |(fo = @)+ [f(@)] <e+ [If] ]

Da ||f]] <1 und € > 0 beliebig ist, folgt |fo(z)| < ||z|| fir alle z € X und somit
fo € K. [

Wir vermerken noch eine durchaus iiberraschende Konsequenz des Satzes von
Banach-Alaoglu-Bourbaki; der praktische Nutzen dieser Aussage ist jedoch eher
gering, da der behauptete [somorphismus nicht konstruiert wird.

Folgerung 10.24 Jeder normierte Raum X ist isometrisch isomorph zu einem
linearen Unterraum von (C°(K), ||.||ls) mit einem geeigneten kompakten topolo-
gischen Raum K. (Fir K kann man die nach Satz 10.21 o*(X', X)-kompakte
Finheitskugel B1(0) von X' wdhlen.)

Beweis. Sei € X beliebig und K := B1(0) C X’. Weiter sei
J(@): K=K, [ J(@)(f)=flz)

Nach Lemma 10.19 ist J(x) stetig, also J(z) € C°(K), wenn K mit der o*(X’, X)-
Topologie versehen wird. Weiter gilt nach Lemma 10.1

)l = 1 (@)l x = sup [F@)] = [[7(2) |,k

SchlieBlich ist J : X — C°(K) eine lineare injektive Abbildung und somit ein
isometrischer Isomorphismus auf einen Unterraum von C°(K). ]
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11 Kompakte und adjungierte Operatoren

11.1 Kompakte Operatoren

Definition 11.1 Seien X,Y normierte Riume. Ein Operator T € L(X,Y") heifst
kompakt (in reflexiven Raumen auch vollstetig oder completely continuous), falls

T(B1(0)) kompakt ist. Wir bezeichnen die Menge der kompakten Operatoren T :
X =Y mit K(X,Y). Im Falle X =Y schreiben wir auch K(X) statt K(X, X).

Im Folgenden seien X,Y,Z Banachrdume. Dann ist T € L(X,Y) genau dann
kompakt, wenn 7'(B;(0)) totalbeschrankt (= prakompakt, relativ kompakt) ist.

Lemma 11.2 Fir T € L(X,Y) sind dquivalent:

(a) T ist kompakt.

(b) T(M) ist fiir jede beschrinkte Menge M C X totalbeschrdinkt.

(c) Fliir jede beschrinkte Folge (x,) in X besitzt die Bildfolge (Tx,) eine konver-
gente Teilfolge.

Ist X reflexiv, so ist T genau dann kompakt, wenn fir jede schwach konvergente
Folge (x,) in X mit Grenzwert x € X die Bildfolge (T'x,) in der Norm von Y
gegen Tx konvergiert.

Beweis. (a) = (b): Sei T kompakt und M C X beschrinkt, d.h. esist M C B,.(0)
fiir ein > 0. Dann ist 7(M) C T'(B,(0)) = rT(B1(0)). Da T" kompakt ist, sind
T(B1(0)), 7T (B1(0)) und folglich auch T'(M) totalbeschrankt.

(b) = (c): Sei (x,,) eine beschrénkte Folge in X. Dann ist M := {z,, : n € N} eine
in X beschrinkte Menge, und wegen (b) ist T(M) totalbeschriankt, also relativ
kompakt. Also ist T'(M) kompakt und damit auch folgenkompakt. Somit besitzt
(T'z,,) eine konvergente Teilfolge.

(¢) = (a): Sei (x,) C B1(0) C X. Dann besitzt (T'z,,) C T(B1(0)) eine konver-

gente Teilfolge. Folglich ist T'(B;(0)) (folgen-)kompakt.

Der Beweis der letzen Aussage verbleibt als Ubungsaufgabe. [

Beispiele 11.3 (1) Sei dimY < oo und 7" € L(X,Y). Dann ist T'(B;(0)) be-
schrankt und abgeschlossen in Y und somit nach dem Satz von Heine-Borel kom-
pakt, also T' € K(X,Y). Es gilt daher

K(X,Y)=L(X,Y) falls dimY < oc.
(2) Wir betrachten die Menge
E(X,Y) = {T e L(X,Y): dimimT < oo}

der Operatoren mit endlich-dimensionalem Bild oder Operatoren von endlichem
Rang. Da T(B;(0)) beschrankt und im 7 fir 7" € £(X,Y) endlich-dimensional
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ist, ist 7'(B1(0)) C im T kompakt. Es gilt daher £(X,Y) C K(X,Y).

(3) Der identische Operator I : X — X ist genau dann kompakt, wenn X
endlich-dimensional ist (Satz 9.7).

(4) Sei k € C°[a,b] x [a,b]), X := C°(a, b]) und

(Tu)(t) = / k(t, s)u(s) ds fiir ¢ € [a, b]

Dann ist 7' € L(X) und sogar T' € K(X). Zum Beweis sei u € B;(0) C X. Dann
gilt

(Tu)(t) = (Tuw)(#)] < / [k(t,s) = k(t', 5)| [u(s)| ds
< (b= a)llk(t, ) = k(' )llso.fas)

Da k auf [a, b] X [a, b] gleichmé&Big stetig ist, folgt die gleichméfige und gleichgra-
dige Stetigkeit der Menge {T'u : v € B;(0) C X}. Offensichtlich ist die Menge

{Tu(t) :u € B,(0) C X}

fiir jedes feste ¢ € [a, b] beschréankt. Nach dem Satz von Arzela-Ascoli ist T'(B1(0))
kompakt und somit 7" € K(X). ]

A\

Satz 11.4 (a) K(X,Y) ist ein linearer Unterraum von L(X,Y).

(b) K(X,Y) ist abgeschlossen bzgl. der Operatornorm in L(X,Y), d.h. fir jede
norm-konvergente Folge kompakter Operatoren (1)) ist auch ihr Grenzwert T
kompakt.

(c) Seien T € L(X,Y) und S € L(Y,Z), und einer der beiden Operatoren T, S
sei kompakt. Dann ist auch ST € L(X, Z) kompakt.

Beweis. Wir zeigen nur, dass K (X,Y') beziiglich der Operatornorm in L(X,Y’)
abgeschlossen ist. Die iibrigen Aussagen verbleiben als Ubungsaufgabe.
Sei (7,,) eine norm-konvergente Folge in K(X,Y) mit Grenzwert 7" € L(X,Y)
und sei € > 0. Dann gibt es ein n € N, so dass ||T,,—T|| < e. Wegen T,, € K(X,Y)
ist 7,,(B1(0)) totalbeschrinkt, d.h. es gibt ein M € N und Punkte y;,...,yy € Y
so, dass T,,(B(0)) C UM, B.(y;).

Sei nun z € B;(0). Dann gibt es ein y; so, dass T,,x € B.(y;). Fiir dieses ist

Tr =y, + (Thr —y;) + (Tz — T,x).

Wegen ||[Tz — T,z|| < € und |1,z — y;|| < ¢ folgt Tx € By.(y;). Folglich ist
T(B:1(0)) C UZ 1 Bac(y;); d.h. T'By(0) ist totalbeschrankt und 7" ist kompakt. m

In algebraischer Sprache kann man Satz 11.4 im Fall X =Y = Z wie folgt zusam-
menfassen: K (X) ist ein abgeschlossenes zweiseitiges Ideal in der Banachalgebra
L(X).
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11.2 Adjungierte Operatoren
Definition 11.5 Sind X,Y normierte Raume und T € L(X,Y), so wird durch

T:Y' - X', fefoT

eine lineare Abbildung T' definiert, die sogenannte zu T adjungierte Abbildung.
Fiir diese gilt also

(T'f)(x) = f(Tx) firalefeY' xeX.

Satz 11.6 Seien T,U € L(X,Y), S € L(Y,Z) und A € K. Dann gilt:

(@) T" € LEY", X') und || T"]| piyrxny = Tl e,

b)) (T+U) =T +U" und (\T') = \T",

(¢) (ST) =T,

(d) T" :=(T") =T, falls X undY reflexzive Banachriume sind,

(€) falls T invertierbar ist, ist auch T' invertierbar, und es ist (T')~* = (T')'.

Beweis. Wir zeigen nur (a); der Beweis der iibrigen Aussagen verbleibt als
Ubungsaufgabe. Seien z € X und f € Y'. Aus

(') (@) = [F(T2)] < FIIT (]

folgt [|T"f|| < [|T||||f]|- Somit ist 7" € L(Y', X') und ||T"| v xy < [|T]]. Wir
zeigen noch die umgekehrte Ungleichung.

Seien x € X und y := T'z. Nach Folgerung 8.6 aus dem Satz von Hahn-Banach
gibt es ein f € Y/ mit ||f|| =1 und f(y) = |ly||. Mit diesem erhélt man

1Tz = Nyl = 1f @)l = [f(T2)| = |[(T"f) ()]
< ATl < I A= 1T =,

also [|T||ex,yy < 1T || ey xn- u

Beispiel: Hilbert-Schmidtsche Integraloperatoren. Sei {2 C R™ messbar
und k € L*(Q x Q). Fiir u € L*() definieren wir den sogenannten Hilbert-
Schmidt-Operator T durch

(Tu)(t) := /Qk(t, s)u(s)ds, te .

Hierdurch ist T'w punktweise f.ii. auf €2 definiert. Fiir diesen Operator wollen wir
zeigen:

(a) T € L(L*(Q)), und

1/2
IT|| < ||k]2 == <//\k(t,s)|2dtds> ,
QJQ



(b) T" ist ebenfalls ein Hilbert-Schmidt-Operator mit Kern &/(¢, s) := k(s,t), und
() T € K(L*(Q)).

Beweis. (a) Mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz gilt

/ | Tu(t)*dt =
Q

2

k(t,s)u(s)ds| dt

[ ([ oas) [ o) a
[ [ kR asar i,

(b) Wir identifizieren (L*(Q)) mit L*(Q). Fiir alle u,v € L?(Q) folgt mit dem
Satz von Fubini

(u, ') = (Tu,v) — /
AT

und somit (7"v) K'(s,t)v(t) dt.
Q

(c) Fiir N € N definieren wir kn (¢, s) := k(t, 8)X By (0)(5)X By (0)(£). Mit dem Satz
iiber majorisierte Konvergenz folgt ky — k in L*(Q x Q) fiir N — co. Somit gilt
fiir den durch (Tyu)(t) == [, kn(t, s)u(t) ds definierten Operator Ty

k(t ds) o(t) dt

)

\@\D\

k(t dt) u(s) ds

e}

)dt) u(s) ds

HTN — T < lky — Klle — 0 fiir N — oo

Also diirfen wir nach Satz 11.4 ohne Einschréinkung annehmen, dass €) beschréankt
ist.

Weiter wissen wir, dass C°(Q x Q) dicht in L? (Q2 x Q) liegt. Demnach lésst
sich ohne Einschrinkung annehmen, dass k € C°(2 x Q). Schlieflich kann man
nach dem Satz von Stone-Weierstrafl annehmen, dass k ein Polynom ist, etwa

Fir diesen Kern k lasst sich T' schreiben als

(Tu)(t) = /Q Kt ds—;vtl / J%a”sﬂ ) ds).

Dieser Operator T' hat offenbar ein endlich-dimensionales Bild und ist folglich
kompalkt. [

Fir M C X definieren wir den Annihilator von M als

L={feX : f(x)=0firallexr € M} C X'.
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Fiir N C X’ definieren wir den Prdi-Annihilator von N als
Ny ={zeX: f(r)=0furalle fe N} C X.

Fiir beliebige Mengen M C X bzw. N C X’ sind M~ bzw. N, abgeschlossene
Unterraume von X’ bzw. X.

Satz 11.7 Seien X,Y Banachrdume und T € L(X,Y). Dann gilt:

(a) ker T" = (im T)*,

(b) ker T'= (im71") |,

(¢) imT = (ker T"), . Insbesondere ist der adjungierte Operator T' genau dann
imjektiv, wenn im T dicht in Y ist.

Beweis. (a) Sei f € ker T". Dann gilt fiir alle y € im T mit y = Tz

fly) = f(Tx) = (T"f)(z) = 0.
Somit ist f € (imT)*. Ist umgekehrt f € (imT)*, so folgt fiir alle x € X, dass
0= f(Tx) = (T"f)(x) und daher T"f = 0. Also ist f € kerT”. Die Aussage (b)

beweist man analog.

(c): Sei zuerst y € im T, also y = Tx mit einem = € X. Dann gilt fiir alle

f € kerT”
fy) = f(Tz) = (T"f)(x) = 0.
Daher ist im7T C (ker7”), und somit imT C (kerT"),, da (ker T"), bereits
abgeschlossen ist.
Sei y ¢ imT. Nach Folgerung 8.5 existiert ein f € Y’ mit f|l— = 0 und
f(y) # 0. Fiir alle z € X gilt dann 0 = f(Tx) = (7"f)(z) und somit f € kerT”.
Daher ist y ¢ (ker 77), , und es folgt die Behauptung. [

11.3 Der Satz vom abgeschlossenen Bild

Sei T ein Operator mit abgeschlossenem Bild, d.h. im7 = im 7. Dann gilt im 7' =
(ker T"), . Somit ist die Gleichung Tz = y fiir y € Y genau dann in X l6sbar,
wenn y € im7T = (kerT”),. Dies ist bemerkenswert, da die Menge ker 7" oft
leichter zu bestimmen ist als im 7". (Operatoren mit abgeschlossenem Bild heiflen
oft auch normal auflésbar.)

Daher ist die Frage interessant, wann ein Operator 1" ein abgeschlossenes Bild
hat. Dies ist z.B. der Fall, wenn es ein m > 0 gibt, so dass fiir alle x € X

ml|z| < || T

gilt (siehe Satz 4.7). In diesem Fall ist 7' notwendigerweise injektiv. Eine Ver-
allgemeinerung auf den Fall, dass T nicht injektiv ist, liefert Satz 11.10. Eine
allgemeine Charakterisierung beschreibt schliellich der wichtige Satz vom abge-
schlossenen Bild (closed range theorem), den wir uns in diesem Unterabschnitt
ansehen (Satz 11.12).
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Definition 11.8 Sei X ein normierter Raum und U C X ein Unterraum. Der
Quotientenraum X /U besteht aus allen Aquivalenzklassen |x] := x + U von Ele-
menten x € X. Wir versehen X/U mit den Operationen

[#] + [y] == [z +y],  Alz] := [Aa]
fir z,y € X und X\ € K und definieren auf X/U

I2]llx0 = dist (2, U) = inf ||z —ul].

Man zeigt leicht, dass diese Definitionen nicht von der Wahl der Aquivalenzklassen
abhéngen.

Satz 11.9 Sei X ein Banachraum und U C X ein abgeschlossener Unterraum.
Dann ist ||.||xju eine Norm auf X/U, und X/U ist ein Banachraum.

Beweis. Der Nachweis, dass |.|x/v eine Norm auf X/U darstellt, ist leicht
(Ubungsaufgabe). Zum Beweis der Vollstandigkeit des normierten Raums X/U
sei ([x;])jen eine Cauchy-Folge in X/U. Man findet dann eine Teilfolge ([z;,])ken
von ([z;]);en so, dass fir jedes k € N und alle j > j;, gilt

] = (23]l < 27,

Mit gy, = @, — ., folgt 327 [|[yelllx/w < oo
Nach Definition der Norm ||-|| x,v findet man zu jedem y;, einen Vertreter y;. € [y
mit

lyll < Myl lx/w + 27"

Damit folgt Y .-, |lyill < co. Da X vollstindig ist, existiert ein y € X mit
Yy =3 ro, Y (aus der absoluten Konvergenz folgt die Konvergenz). Weiter gilt

y—iy;]

fiir m — oo. Also ergibt sich die Konvergenz in X/U

m

y= vk

k=1

<

X/U

—0

X/U

k=1 k=1

Die Folge ([x},])ken konvergiert also in X/U. Da ([z;]);en Cauchy-Folge ist, kon-
vergiert damit auch ([z;]);eny in X/U, und X/U ein Banachraum. ]

Satz 11.10 Seien X,Y Banachridume und T € L(X,Y). Dann sind dquivalent:

(a) im T ist abgeschlossen in Y .
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(b) Es gibt m >0, so dass fir alle x € X gilt
m |[[z]lx/ ke < [ T]].
(c) Es gibt m > 0, so dass zu jedem y € imT ein v € X ezistiert mit y = Tz und
m 2l < 1T

Beweis. (a) = (b): Sei im T abgeschlossen. Da ker T stets abgeschlossen ist,
ist X/ kerT ein Banachraum. Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass 7" eine
wohldefinierte bijektive lineare Abbildung

T:X/kerT —imT

mit T'([z]) = T induziert. AuBerdem ist T stetig mit ||| < |7|. Da im T ein
Banachraum ist, ist nach dem Satz von der offenen Abbildung 7! stetig. Also
existiert ein m > 0 mit

s 1 ; .
1T | x/ kerr < EHyH fiir alley € im 7.

Da T bijektiv ist, gibt es zu jedem y € imT genau ein [r] € X/kerT mit
T~ly = [x] bzw. y = T|x] = Tx. Hieraus folgt (b).

(b) < (c): Die Aquivalenz von (b) und (c) folgt aus der Tatsache, dass es zu jedem
[z] € X/kerT ein & € [z] gibt mit ||Z]| < 2||[z]||x/kerr < 2[|Z].

(b) = (a): Aus (b) und Satz 4.7 folgt, dass der oben definierte bijektive Operator
T:X/kerT —imT C Y ein abgeschlossenes Bild hat. [

Lemma 11.11 Seien X,Y Banachrdume und T € L(X,Y"). Weiter gebe es ein
m >0 mit

ml|f[| < (| T°f| - fir alle f €Y.
Dann ist T eine offene und surjektive Abbildung.

Beweis. Fiir r > 0 sei B, := B,.(0). Mit Ideen wie im Beweis des Satzes von der
offenen Abbildung (Satz 6.2) geniigt es zu zeigen, dass T B, eine offene Kugel um
0 enthalt. Wir zeigen genauer, dass B,,, C T'B;.

Angenommen, B,, € TB;. Sei yo € By, \ TB;. Da TB; abgeschlossen und
konvex ist, existiert nach Folgerung 8.11 ein Funktional f € Y’ mit Re(f(y)) <
Re(f(yo)) fiir alle y € TB;. Dann gilt Re(f(Tx)) < Re(f(yo)) fiir alle x € B; C
X. Mit einer einfachen Drehung von 2 in B;(0) mit einer Zahl a € K mit |a| =1
konnen wir o.E. erreichen, dass Re(f(7(ax))) = | f(T(ax))| und folglich

Re(f(y0)) > Re(f(T(ax))) = [f(T(ax))| = [f(Tx)]
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ist. Also gilt

m|fl < NT'fIl = sup [(T"f)(x)] = sup [f(Tz)| < Re(f(y0))

reB] r€B1

< 1Sl < llwoll I1£1]

und somit m < |lyo||. Dies ist ein Widerspruch zu yg € By,. ]

Satz 11.12 (Satz vom abgeschlossenen Bild, Closed Range Theorem)
Seien X,Y Banachriume und T € L(X,Y). Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(a) im T ist abgeschlossen in'Y,
(b) imT = (ker7”) |,

(¢) imT" ist abgeschlossen in X',
(d) imT" = (ker T)*.

Anders gesagt: T' is genau dann normal auflésbar, wenn 7”7 normal auflosbar ist.

Beweis. (a) < (b): Ist im T abgeschlossen in Y, so folgt aus Satz 11.7, dass
im7 =1im7T = (ker 7"),. Die Umkehrung folgt aus der Tatsache, dass (ker 7).
stets abgeschlossen ist.

(a) = (d): Sei zunéchst f € im7”, also f = T"g fiir ein geeignetes g € Y. Fiir
r € ker T gilt f(x) = (T"g)(z) = g(Tx) = 0, woraus f € (ker T')* folgt. Daher ist
im7T" C (kerT)™.

Fiir die umgekehrte Inklusion sei g € (ker T')*. Zu g definieren wir eine Ab-
bildung f :im7T — K durch

fly) :=g(x) firy=Tzre€imT,
und zeigen, dass f wohldefiniert ist und im Dualraum von im 7" liegt:

e fist wohldefiniert: Seien xq,x9 € X mit Ty = Txy. Dann gilt T'(z1 —x9) =
0, also 71 — zy € ker T. Wegen g € (ker T')* folgt g(x1 — ) = 0 und somit
9(x1) = g(x2).

e f ist linear: Das zeigt eine einfache Rechnung.

e f ist stetig: Sei y € im7T. Da im T nach Voraussetzung (a) abgeschlossen
ist, gibt es nach Satz 11.10 ein m > 0 und zu jedem y € im7T ein z € X
mit Tz = y und m||z|| < ||Tz||. Hieraus folgt

[F )l = lg()] < ll=llllgll < %Hyllllgll-

Also ist f stetig auf imT'.
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Es ist also tatséchlich f € (im 7). Mit dem Satz von Hahn-Banach finden wir
dann eine Fortsetzung F' € Y/ von f, wobei

g(x) = f(Tx) = F(Tz) = (T'F)(x)

fiir alle z € X gilt. Damit ist g =T'F € im T".
(d) = (c) ist trivial, da (ker T')* stets abgeschlossen ist.

(¢c) = (a): Sel imT" abgeschlossen in X'. Wir wollen zeigen, dass dann im 7’
abgeschlossen in Y ist.

Dazu definieren wir Z := imT und Ty € L(X, Z) durch Tyz := Tz fiir alle
x € X (der Raum Y wird also durch den ggf. kleineren Banachraum Z ersetzt).
Dann gilt

(T'f)(2) = f(T2) = (f|2)(Tha) = (T{(f|2)) (=)

fir alle x € X und f € Y/, so dass T"f = T](f|z) fiir alle f € Y gilt.

Umgekehrt gibt es zu jedem g € Z’ eine Fortsetzung f € Y’ (d.h. f|z = ¢g)
mit 77 f = T{(f|z) = T{g. Damit ist im 7] = im 7", also nach Voraussetzung ein
abgeschlossener Unterraum von X’. Auflerdem ist im 77 = im 7" nach Definition
von Z ein dichter Teilraum von Z.

Mit Satz 11.7 (c) folgt nun Z = im T} = (ker T}) ;. Damit ist 7} injektiv, und
T : Z' — im 1] ist ein stetiger bijektiver Operator zwischen Banachraumen, nach
dem Satz von der offenen Abbildung also sogar stetig invertierbar. Daher gibt es
ein m > 0 mit

mllgllz < ||Tigllx fiir alle g € Z'.

Lemma 11.11 impliziert im 7T} = Z, also
imT=/7=imT; =imT,
woraus die Abgeschlossenheit von im 7" folgt. [

Zum Abschluss beweisen wir, dass ein Operator genau dann kompakt ist, wenn
der adjungierte Operator kompakt ist.

Satz 11.13 (Schauder) Seien X,Y Banachriume und T' € L(X,Y'). Dann ist
T e K(X,Y) genau dann, wenn T" € K(Y', X").

Beweis. =: Sei T' € L(X,Y) kompakt. Dann ist nach Definition K := T'B;(0) C
Y kompakt. Sei (g,,) eine Folge in B;(0) C Y. Dazu betrachten wir die Funktionen

fo it K =K, fu(y) == ga(y) (also fi := gnlr).

Wegen der Abschitzung [ f.(y) — fu(@)] < ly — gl gl < ly — 9l ist (fn) eine
Familie gleichgradig stetiger und punktweise beschriankter Funktionen auf dem
Kompaktum K. Der Satz von Arzela-Ascoli liefert die Existenz einer in C(K)
konvergenten Teilfolge (f,, )ren von (f,).
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Wir wollen zeigen, dass die Folge (T"gy, )ren in X' konvergiert. Dazu geniigt
es zu zeigen, dass (1"g,, ) eine Cauchy-Folge ist. Dies folgt aber aus

1T g, — T'gn)|| = sup_ [(T"gn, — T"gn,) ()]
z€B1(0)
= sup |(gn, — gn)(T)]|
z€B1(0)
= sup |fn,(T2) = fp,(T2)]
z€B1(0)
< ||fnk_fnl||OO,K'

Folglich konvergiert die Folge (17g,, ) in X'.

<:Seinun 7" € K(Y', X’). Wie wir soeben gesehen haben, ist dann der Operator
T" : X" — Y" kompakt. Dann ist nach Satz 11.4 (¢) auch 7" o Jy = Jy o T
kompakt. Jede Folge in Jy oT'B;(0) enthélt also eine konvergente Teilfolge in Y.

Da Jy eine Isometrie ist, enthélt folglich jede Folge in T'B;(0) eine konvergente
Teilfolge in Y. Also ist T" kompakt. [
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12 Riesz-Schauder-Theorie

12.1 Fredholmoperatoren und ihre Adjungierten

Definition 12.1 Seien X,Y normierte Riume. Ein Operator T € L(X,Y") heifst
Fredholmoperator, falls

dimker7 < oo wund codimim7 :=dim(Y/im7T) < oc.

Wir schreiben F(X,Y') fir die Menge der Fredholmoperatoren in L(X,Y) und
F(X) statt F(X,X). FirT € F(X,Y) heift

ind (T") := dim ker 7" — codim im T’
der Index von T

Fredholmoperatoren sind also “fast invertierbar” in dem Sinn, dass alles, was die
Invertierbarkeit verhindert, auf endlich-dimensionale Rdume beschrankt bleibt
(der Kern ist nicht {0}, aber endlich-dimensional; das Bild ist nicht Y, aber
es fehlen nur endlich viele Dimensionen zu ganz Y'). Insbesondere ist jeder in-
vertierbare Operator auch ein Fredholmoperator und hat den Index 0. Lineare
Operatoren zwischen endlich-dimensionalen Raumen sind stets auch Fredholm-
operatoren. Uberlegen Sie, welchen Wert ihr Index hat!

Lemma 12.2 Seien X,Y ein Banachrdume.

(a) Sei Z C X ein endlich-dimensionaler Unterraum. Dann ist Z abgeschlosssen,
und es gibt einen Komplementdrraum W mit X = Z@&W im Sinne einer direkten
topologischen Summenzerlegung. Insbesondere gibt es eine Projektion P € L(X)
mit im P =7 und ker P =W.

(b) Sei Z C X ein abgeschlossener Unterraum mit codim Z < oo. Dann gibt es
einen Komplementarraum W mit X = Z & W im Sinne einer direkten topolo-
gischen Summenzerlegung. Insbesondere gibt es eine Projektion P € L(X) mit
imP =27 undker P =W.

(¢) Fiir jeden Fredholmoperator T € F(X,Y') ist der Bildraum imT abgeschlos-
sen.

Beweis. (a) Als endlich dimensionaler Unterraum ist Z nach Lemma 9.6 abge-
schlossen. Sei {by,...,b,} eine Basis von Z. Dann gibt es Funktionale f; € Z’
mit f;(b;) = J;;, die mit dem Satz von Hahn-Banach zu Funktionalen F; € X'
fortgesetzt werden konnen. Man rechnet leicht nach, dass der Operator

P:X =X, Y Fuz)b,
k=1

eine stetige Projektion mit im P = Z ist. Dann ist X = Z @ ker P eine direkte
topologische Summenzerlegung.
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(b) Wegen codim Z =: n < oo gibt es linear unabhéngige Vektoren wy, ..., w, in
X,sodass X = Z@® W mit W :=span {wy, ..., w,} eine algebraische Zerlegung
von X liefert. Wir betrachten den Projektor

P:X—-X x=z4+ww 2z

Da Z abgeschlossen ist, ist P abgeschlossen. Nach dem Satz vom abgeschlossenen
Graphen (Satz 6.10) ist P sogar stetig.

(¢) Sei n := codimim 7", und wie im Beweis von Teil (b) sei Y =im7T & W mit
W = span{wy,...,w,} eine algebraische Zerlegung von Y. Wir betrachten den
Operator

S:(X/kerT)x W =Y, ([z],w)— Tz+ w.

Man zeigt leicht, dass S wohldefiniert, linear, stetig und bijektiv ist. Also ist nach
dem Satz von der offenen Abbildung S~ : Y — (X/ker T') x W stetig. Insbeson-
dere ist, da (X/ ker T') x {0} abgeschlossen ist, auch im 7" = (S~1) 7! ((X/ ker T') x
{0}) abgeschlossen. m

Satz 12.3 Seien X,Y Banachriume und T € L(X,Y). Dann ist T € F(X,Y)
genau dann, wenn T € F(Y', X"). In diesem Fall gilt ind (T') = —ind (T").

Wir benotigen zum Beweis dieses Satzes zwei Formeln, die die Dimensionen von
Kern und Bild von 7" und 7" in Relation stellen. Wir beweisen daher zunéchst
folgendes Lemma.

Lemma 12.4 Seien X,Y Banachriume und T € F(X,Y). Dann gilt
(a) codimim T = dim (im T')* = dim ker 77,
(b) codimim 7" = dim ker T'.

Beweis. (a) Sei {wy,...,w,} eine Basis eines Komplementéirraums W C Y zu
im 7". Wir definieren Funktionale f; € Y’ durch f;(w;) := §;; und fi(y) = 0 fiir
alle y € im T". Diese Funktionale sind aufgrund der Bedingung f;(w;) = §;; linear
unabhingig und liegen in (im T')*. Wir zeigen, dass sie (im T')* aufspannen.

Sei also f € (im7)*. Dann stimmen f und Y | f(w;)fi auf im7 und auf
wi, ..., w, tberein. Also gilt f = Y7, f(w;)f;, und {fi,..., f,} ist eine Basis
von (im7')*. Dies zeigt die erste Gleichheit; die zweite folgt aus Satz 11.7 (a).

(b) Sei {xy,...,z,} eine Basis von kerT', und seien fi,..., f, € X' linear un-
abhéngige Funktionale mit f;(z;) = 0,;. Wir zeigen, dass die Nebenklassen [f;]
mit 1 < i < n eine Basis von X’/im7T” bilden. Zunéchst sind die Nebenklassen
[f1], -, [f,] linear unabhéngig: Aus 0 =", oy[f;] = [ X, i f;] mit Koeffizienten
a; € K folgt Y. o f; € imT". Da im T abgeschlossen ist, ist nach Satz 11.12 (d)
vom abgeschlossenen Bild im 7" = (ker T')*. Somit gilt 0 = (Y, i fi) (zx) = .

Um zu zeigen, dass die Nebenklassen [fi],...,[f,] den Raum X'/imT" auf-
spannen, sei f € X' beliebig. Dann stimmt f mit > ;" | f(z;)f; auf x4, ..., 2, und
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somit auf ker T = span {z1, ..., x,} tiberein. Folglich gilt

n

f— Zf(xz)f, € (ker T)* =imT".

i=1

Hieraus ergibt sich [f] = Y"1, f(x;)[f:]; die Vektoren [fi],...,[f,] bilden also

tatséchlich eine Basis von X' /imT". ]

Beweis von Satz 12.3. Wir zeigen nur die Implikation = und die Indexformel.
Fiir den Beweis der umgekehrten Implikation sei auf die Literatur verwiesen (z.B.
V. Miiller, Spectral Theory of Linear Operators, S. 150 und Anhang S. 342).

Sei also T' € F(X,Y). Dann sind im 7" und somit auch im 7" abgeschlossen,
und mit Lemma 12.4 folgt

dimker 7" = codimim 7T, dimkerT = codimim7".

Folglich ist 77 € F(Y’, X’) und ind (T") = —ind (77). m

12.2 Das Spektrum kompakter Operatoren

Wir kommen nun zu einem Hauptresultat dieses Kapitels, den Spektralsatz kom-
pakter Operatoren.

Satz 12.5 (Riesz, Schauder) Sei X ein unendlich-dimensionaler Banachraum
und T € K(X). Dann

(a) ist 0 € o(T); inbesondere ist T nicht bijektiv;

(b) ist \[ =T € F(X) und ind (A —T) =0 fir alle \ € C\ {0};

(c) besteht das Spektrum von T aus A = 0 und hdchstens abzihlbar vielen Eigen-
werten, die sich nur in 0 hdufen konnen. Fiir jeden Eigenwert A\ # 0 von T ist
der zugehdrige Figenraum endlich-dimensional.

Zum Beweis dieses Satzes benotigen wir noch einige Lemmata.

Lemma 12.6 Sei X ein unendlich-dimensionaler Banachraum und T' € K(X).
Weiter sei S := 1 —T und n € N. Dann ist dimker (S™) < oo, und im (S™) st
abgeschlossen.

Beweis. Aus dem binomischen Satz folgt

n

S"=(I-T)"=1+T, mit T,:=)_ (Z) (—1)*T*.
k=1

Insbesondere ist T}, kompakt. Es geniigt daher, den Fall n = 1 zu betrachten.

85



Wir zeigen zunichst, dass dimker S < oo. Sei hierzu B die abgeschlossene
Einheitskugel im Banachraum ker S. Dann ist T'|xers = I |kers- Da T und ebenso
T|xer s kompakt sind, ist auch Iy, s kompakt. Also ist B = I(B) kompakt. Aus
Satz 9.7 folgt nun dimker S < co.

Es bleibt zu zeigen, dass im S abgeschlossen ist. Nach Satz 11.10 geniigt es zu
beweisen, dass ein m > 0 existiert mit

m||[x]||x/kers < ||Sz|| fir alle z € X.

Angenommen, es gibe kein solches m. Dann gibt es eine Folge (z,,) in X mit
| [2n]]| x/kers = 1 und Sz, — 0. Wir finden weiterhin fiir jedes n ein u, € ker S
mit ||z, — u,|| < 2. Die dadurch definierte Folge (z]) := (z,, — u,) ist wegen
L= ||[zn]|| < ||2}|| < 2 beschrankt und erfiillt Sz!, — 0.

Da T kompakt ist, enthélt (72, eine konvergente Teilfolge mit einem Grenz-
wert y € X. Ohne Einschrankung gelte bereits Tx!, — y. Dann gilt 0 < S/ =
x), — Ta!, folglich !, — y und Sy = lim,_, Sz, = 0. Also ist y € ker S, im
Widerspruch zu dist (2, ker ) = ||[z]]|| = ||[z.]|| > 1. ]

Lemma 12.7 Sei X ein unendlich-dimensionaler Banachraum und T € K(X),
und sei S := I — T injektiv. Dann ist im S = X und somit ind (S) = 0.

Beweis. Fiir j € Nsei R; := im (S7). Nach Lemma 12.6 ist R; ein abgeschlossener
Unterraum von X. Ferner gilt offenbar Ry O Ry O .. ..

Angenommen, jede dieser Inklusionen wére echt. Dann existiert nach dem
Lemma von Riesz eine Folge (y,,) mit y,, € Ry, ||yn| = 1 und dist (y,,, Rpy1) > 1/2
fiir alle n € N. Ferner gilt fir k& < j

Ty — Ty; = ye — (y; + Syx — Sy;) = yp — 2 mit 2 := y; + Syp — Sy;.

Man sieht leicht, dass z € Ry und somit |y, —z|| = ||T'yx, —T'y;|| > 1/2. Folglich
enthélt (Tyx)r keine konvergente Teilfolge — im Widerspruch zur Kompaktheit
von T'. Unsere Annahme war somit falsch, und es existiert ein n € N mit R,, =
Rn+1.

Sei nun y € X. Dann ist S"y € R, = R, 1. Es existiert also ein x € X mit
Sy = 8"y bzw. S"(Sx — y) = 0. Da mit S auch S™ injektiv ist, folgt Sz = y.
Dabher ist S surjektiv. Schliefllich ist ind (S) =0—0 = 0. =

Lemma 12.8 Sei X ein unendlich-dimensionaler Banachraum und T' € K(X).
Fir S:=1—-T gilt dann

codimim S = dimker S < oo

und somit S € F(X) mit ind (S) = 0.
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Beweis. Wir zeigen zuerst die Abschiatzung <. Nach Lemma 12.6 ist ker S
endlich-dimensional und im S abgeschlossen. Angenommen, es wire

codimim S > dim ker S =: k.

Dann gibt es einen abgeschlossenen Unterraum Y C X mit dimY = k und
mSeY C X.

Da ker S endlich-dimensional ist, finden wir mit Lemma 12.2 (a) eine Projektion
P € L(X) mit PX = ker S, die direkte topologische Summenzerlegung

X=kerS® (I -—P)X

und einen Isomorphismus J : ker S — Y. Dann ist 7:=T — JP € K(X).

Sei S :=1—T =S+ JP. Wir zeigen, dass S injektiv ist. Tatséichlich folgt
aus 0 = Sz = Sz + JPx mit Sz € im S und JPz € Y sowie aus im SNY = {0}
sofort JPz = 0, also Px = 0, und Sz = 0; wegen Plyers = I|kers gilt dann auch
x = 0. Nun folgt aus Lemma 12.7

X=imSCimSaY C X,

ein Widerspruch. Folglich ist codimim S < dimker S und somit S € F(X).

Wir zeigen noch die umgekehrte Abschitzung. Es ist 7' € K(X) und somit nach
dem Satz von Schauder (Satz 11.13) 7" € K(X'). Dann folgt aus der bereits
bewiesenen Abschétzung (mit S" = I —7") und mit Lemma 12.4, dass

dim ker S = codimim S’ < dimker S’ = codimim S.
Somit ist ind (S) = 0 und codimim S = dimker S. ]

Wir kénnen nun den wichtigen Satz 12.5 beweisen.

Beweis von Satz 12.5. (a) Wiare 0 ¢ o(T), so ware T bijektiv und stetig
invertierbar. Dann wire I = TT~' kompakt und somit B;(0) kompakt - ein
Widerspruch zu Satz 9.7.

(b) Dies folgt direkt aus Lemma 12.6 und Lemma 12.8, angewandt auf A\(I — £7")
fiir A\ # 0.

(c) Wir halten zunéchst fest, dass alle Elemente in o(7") \ {0} Eigenwerte von 7'
sind. Anderenfalls wire 7' — A fiir A € (o(T") \ 0,(7")) \ {0} injektiv; dann wére
T — A nach Lemma 12.7 auch surjektiv, also stetig invertierbar, und A\ € p(7T).

Wir nehmen an, es gébe eine Folge (A;) in C\ {0} von paarweise verschiedenen
Eigenwerten mit A\, — A # 0. Ferner sei () eine entsprechende Folge von
Eigenvektoren und X, := span{x,...,z,}. Aus der linearen Algebra ist bekannt,
dass Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten linear unabhéngig sind; es gilt
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also dim X,, = n. Dann existiert nach dem Lemma von Riesz eine Folge (y;) von
Vektoren yy, € Xj, mit [|yx|| = 1 und [jyp — 2¢|| > 1/2 fiir alle 2, € Xj_;. Nun ist

aber

1 1

)\_kTyk - xTyl =yr— 2
mit ! ]

Zi=y + E(T — Ny, — )\—k(T — M)y € Xj—q  fiir alle k > [

man beachte hier, dass (T"— A\ I)yx € Xy ist, da yg in Xy = span{xq,..., 2%}
liegt und xj ein Eigenvektor zu Ay ist. Somit ist ||iTyk - )\%TylH > 1/2 und
kann — im Widerspruch zur Kompaktheit von 7" — keine konvergente Teilfolge
enthalten. Hieraus folgen leicht alle {ibrigen Aussagen. [

Wir halten noch folgendes einfaches Lemma fest:

Lemma 12.9 Sei X ein Banachraum und T' € K(X). Dann sind fir 0 # X € C
die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) X =T ist injektiv,

(b) X =T ist surjektiv,

(¢) X =T ist injektiv,

(d) N\ =T ist surjektiv.

Beweis. Aus ind (M — T') = ind (M — T") = 0 folgt die Aquivalenz von (a)
und (b) sowie von (c¢) und (d). Da Injektivitdt von Al — T bzw. die Aussage
ker(A — T') = {0} nach Satz 11.7 (b) dquivalent zu im (A — T") = X" ist, sind
auch (a) und (d) dquivalent. ]

Unter den Voraussetzungen dieses Lemmas besitzt also die Gleichung (A —T")x =
y genau dann fiir jedes y € X eine eindeutige Losung x, wenn die homogene
Gleichung (A — T')z = 0 nur die triviale Losung « = 0 besitzt. Dies wird auch
als Fredholmsche Alternative bezeichnet. Genauer gilt sogar:

Lemma 12.10 Sei X ein Banachraum, T € K(X) undy € X. Dann besitzt die
Gleichung (M —T)x =y genau dann eine Losung x € X, wenn f(y) = 0 fir alle
Lésungen f € X' der homogenen adjungierten Gleichung (A —T")f =0 gilt.
Die Anzahl dieser Nebenbedingungen an y ist also gleich der Anzahl der linear
unabhdangigen Liosungen der homogenen Gleichung (A — T)x = 0. Es gilt sogar

dimker(A\ —T) = codimim (A —1T)
= dimker(A — T") = codimim (A — T").

Beweis. Nach Satz 11.12 (vom abgeschlossenen Bild) gilt y € im (A —T') genau
dann, wenn y € ker(A\ — 7"),. Also stimmt die Anzahl der Nebenbedingungen
wegen Lemma 12.4 und ind (A —7T") = 0 mit

dimker(A — T") = codimim (A — T') = dimker(A\I — T)
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uberein. m

12.3 Weiteres zu Fredholmoperatoren

Wir wenden uns nun noch einmal den Fredholmoperatoren zu.

Satz 12.11 Seien X,Y Banachrdiume. Dann ist F(X,Y) offen in L(X,Y), und
die Indexfunktion ind : F(X,Y) — Z ist stetig. Die Stetigkeit der Indexfunk-
tion impliziert insbesondere, dass sie auf jeder Zusammenhangskomponente von
F(X,Y) konstant ist.

Dies ist hochst bemerkenswert: Ist 7' € L(X,Y) ein Fredholmoperator, so sind
i. allg. weder dimker 7" noch codimim7T" invariant bzgl. kleiner Storungen. Thre
Differenz ist es aber!

Beweis. Sei S € F(X,Y). Wir wihlen mit Lemma 12.2 einen abgeschlossenen
Unterraum N; von X mit X = ker S & N; sowie einen endlich-dimensionalen
Unterraum Y] C Y mit im S@Y; =Y. Es gilt also SN; = im S und (SN;)@Y; =
Y. Der Operator

SN xYI(CXxY)=Y, (x,y)— Sz+uy.

ist offenbar linear, stetig und bijektiv und somit stetig invertierbar. Da die Menge
aller bijektiven Abildungen in L(N; x Y;,Y") offen ist, finden wir ein € > 0, so
dass alle Operatoren in B.(S) C L(N; x Y;,Y) stetig invertierbar sind.

Sei nun 7' € B.(S) C L(X,Y). Dann liegt der Operator T': Ny x Y; — Y,
(z,y) — Tz+y, in B.(S) und ist stetig invertierbar. Es ist also Y = T(N; x Y;) =
(TN,) ®Y;. Wegen Ty = T(ny,0) # 0 fiir alle 0 # ny € Ny und Ny @ker S = X
ist dimker 7" < dim ker S' < oo. Weiter folgt aus TNy C im 7' und (T'N;)@Y; =Y,
dass codimim 7 < dimY; < oco. Somit ist 7' € F(X,Y).

Es verbleibt, die Stetigkeit der Indexfunktion zu zeigen. Da kerT" endlich-
dimensional ist, definiert N; & ker T eine direkte Summe zweier abgeschlossener
Unterrdume von X. Wegen codim N; = dimker S < oo finden wir einen endlich-

dimensionalen Unterraum M mit X = M @ N; @ ker T'. Somit ist
TNt M —>TN, ¢TM

ein Isomorphismus, und es gilt dim M = dim 7M. Da aulerdem dimker S =
dimker T" + dim M sowie dimY; = codimT'N; = codimim T + dim T M ist, er-
halten wir

ind (7)) = dimkerT — codimim T
= (dimker S —dim M) — (dimY; — dim T M) = ind (5),

was zZu zeigen war. ]
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In Kapitel 11 haben wir gesehen, dass fiir jeden Banachraum X die Menge der
kompakten Operatoren K (X) ein Ideal in der Algebra aller linearen stetigen Ope-
ratoren L(X) bildet. Es ist also naheliegend, die nichtkommutative Banachalge-
bra L(X)/K(X) mit Einselement I + K(X) € L(X)/K(X) zu untersuchen, die
sogenannte Calkinalgebra von X . Der nachfolgenden Satz 12.14 wird zeigen, dass
eine Nebenklasse 7'+ K(X) genau dann in L(X)/K(X) invertierbar ist, wenn
T ein Fredholmoperator ist. Ein analoges Resultat gilt fiir Operatoren zwischen
verschiedenen Banachrdumen. Hierzu zunéchst folgende Definition.

Definition 12.12 Seien X,Y Banachriume und T, S € L(X,Y). Dann heifit T
kongruent zu S modulo K (X,Y), falls T — S € K(X,Y). Wir schreiben hierfir
kurz T =g S oder T'=S mod K(X,Y). Der Operator T heifit modulo K (X,Y)
invertierbar, falls ein Operator S € L(Y,X) existiert, so dass Ix =k ST und
Iy =k T'S. In diesem Fall heifit S eine Inverse von 7" modulo K (X,Y).

Anmerkung 12.13 (a) Die Kongruenz =g definiert eine Aquivalenzrelation auf
L(X,Y).

(b) Fir S,T € L(X,Y) und 51,7y € L(Z,X) auf Banachraumen X,Y, 7 mit
S=gTund S| =x T gilt TT, =k SS;.

(¢) Eine Inverse modulo K(X,Y) ist bis auf kompakte Operatoren eindeutig
bestimmt. Ist Iy —T'S € K(Y) und Ix — ST € K(X), so ist S = S, und sowohl
S als auch S sind Inverse von 7' modulo K (X,Y).

Satz 12.14 (Satz von Atkinson) Seien X,Y Banachriume. Ein Operator T
€ L(X,Y) gehort genau dann zu F(X,Y), wenn T eine Inverse modulo K(X,Y)
besitzt. In diesem Fall gibt es eine Inverse S von T modulo K(X,Y') mit einem
Bildraum endlicher Kodimension.

Beweis. Sei zunédchst 7' € F(X,Y). Dann gibt es abgeschlossene Unterrdume
NiCcXund Y, CYmit X=NPkerT,Y =Y, ®imT und dimY; < co. Wir
definieren

S:Y=imTodY, - X, Tr+y +— x; =Pz,

wobei zu x € X = N; @ kerT mit Hilfe des Projektors P : X — N; mit
ker P = ker T' das eindeutig bestimmte Element x; € N; ausgesucht wird.

Wegen Tx = Ty ist (Iy —TS)(Tx+y1) = (Tx + y1) — Txy = yy; folglich
ist Iy —T'S die Projektion von Y auf Y; entlang im 7". Ebenso ist fiir ny € ker T’
und ny; € Ny wegen STny = ny

(IX — ST)(TLQ -+ nl) = (7’1,0 + ’I’Ll) — ST'I’I,l = Ny.
Folglich ist Ix — ST die Projektion von X auf ker T" entlang N;. Wir erhalten also

im (Iy —T'S) =Y; und im (Ix — ST) = ker T'. Folglich sind sowohl I — T'S also
auch I — ST als Operatoren mit endlichen Rang kompakt; somit ist S eine Inverse
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von 7' modulo K(X,Y). Wegen im .S = N; hat S ein Bild endlicher Kodimension.

Sei nun umgekehrt S eine Inverse modulo K (X,Y) zu 7. Dann sind ST und 7'S
nach Satz 12.5 Fredholmoperatoren mit ker 7" C ker(ST) und im7" D im (7°S).
Es folgt dimker 7" < dimker(ST) < oo und codimim7 < codimim (7'S) < oo
und folglich 7" € F(X,Y). ]

Satz 12.15 Seien X.Y Banachriume und T € F(X,Y) und K € K(X,Y).
Dann ist T+ K € F(X,Y) und ind (T') = ind (T + K), d.h. sowohl die Fredholm-
FEigenschaft als auch der Index sind invariant unter kompakten Stérungen.

Beweis. Fiir ¢ € [0, 1] betrachten wir die Operatoren T} := T+ tK , die offenbar
stetig von t abhéngen. Mit Satz 12.14 sieht man leicht, dass alle T; Fredholm-
operatoren sind. Es ist also ¢ — T} eine stetige Funktion von [0, 1] in FI(X,Y)
(d.h. ein Weg in F'(X,Y)). Wegen der Stetigkeit der Indexfunktion (Satz 12.11)
ist dann auch
0,1 = Z, t~— ind(T})

stetig. Nach dem Zwischenwertsatz ist diese Funktion sogar konstant. Somit ist
ind (7') = ind (Ty) = ind (T}) = ind (T + K). ]
Wir schliefen das Kapitel ab mit dem folgenden Indexsatz zum Produkt von
Fredholmoperatoren.
Satz 12.16 Seien X,Y,Z Banachriume, T € F(X,Y) und S € F(Y,Z). Dann
ist ST € F(X,Z) und

ind (ST') = ind (S) + ind (7).
Beweis. Der erste Aussage ST € F(X, Z) beruht auf Satz 12.14 und verbleibt als

einfache Ubungsaufgabe. Zum Beweis der Indexformel betrachten wir die Opera-
torenfamilie

cos(t) S —sin(t) ST

A:YOX > Z0Y, A= (sin(t)] cos(t) T

) . 0<t<m/2
Offensichtlich sind

S 0 0 —=ST
AO:(O T) und Aﬂ/zz(j O)

Fredholmoperatoren mit
ind (Ap) = ind (T') +ind (S) und ind(A,/2) = ind (ST).

Es bleibt zu zeigen, dass A; eine stetige Familie von Fredholmoperatoren ist. Dies
ist aber klar wegen

A — S 0 cos(t) I —sin(t) I I 0
N0 T sin(t) I cos(t) ] o7 )"
Die Indexformel folgt nun wieder aus der Stetigkeit der Indexfunktion. [
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13 Hilbertraume

13.1 Orthonormalsysteme und Basen

Definition 13.1 Sei (H,(.,.)) ein Hilbertraum. Eine Menge {e, : n € N} C H
heif$t ein Orthonormalsystem (kurz: ONS), falls (e;, ex) = ;i fiir alle j, k € N.

Beispiel 13.2 Im Folgenraum ¢* bilden die Vektoren e,, := (0, ...,0,1,0,...) (mit
der 1 an der n—ten Position) ein Orthonormalsystem. In diesem Fall ist das ONS
{e, : n € N} soger eine Art “Basis” von ¢*: Wir kénnen jeden Vektor z € (2
als z = Ezozl Tpen, also als eine “Linearkombination” aus abzahlbar unendlich
vielen Vektoren des ONS {e,, : n € N} schreiben. m

Lemma 13.3 Sei {e, : n € N} ein ONS im Hilbertraum H und (o) eine Folge
in K. Dann konvergiert die Reihe Y " ane, genau dann in H, wenn die Reihe
S0 e |? konvergiert.

Beweis. Wegen (e, ;) = 0, gilt fiir N, M € Nmit M > N

M N
H E Qn€p — E Qn€n
n=1 n=1

Also ist die Reihe (= Folge der Partialsummen) » > a,e, genau dann eine
Cauchyfolge in H, wenn die Reihe > 7 |a,|? eine Cauchyfolge in R ist. Da
sowohl H als auch R vollstandig sind, folgt die Behauptung. [

2 M 2 M
= X ae| = Xl
n=N-+1

n=N+1

Satz 13.4 Sei {e, : n € N} ein ONS in H. Dann konvergiert fir jeden Vektor
x € H die Reihe Y, (x,ex)ey, und es gilt die Bessel-Ungleichung

o
D e < .
k=1

Insbesondere gilt (x,er) — 0 fiir k — oo.

Beweis. Fiir alle n € N gilt

0 < o= e

2

— <x — Z(x, ek ) e, T — Z(x, ej>ej>
= |lz[I* - ; (z,ex){er, ) —; (w,€j>(x,€j>+];l(x,€k><x, ej) (ex €j)

= [(z,ex)|?

n
= lzl® = Y (e, en) .
k=1

= [(z,e5)|? ’ =0jk
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Es ist also Y p_, [(x, ex)|? < ||z||* fiir alle n € N. Hieraus folgt die Behauptung. m

Definition 13.5 Sei{e, : n € N} ein ONS von H. Fir x € H heifit (z,ex) der
(verallgemeinerte) k-te Fourier-Koeftizient von x bzgl. dieses ONS, und die Reihe
S ore (x, ex)er heifft die (verallgemeinerte) Fourier-Reihe von .

Das ONS {e, : n € N} heifit eine Orthonormalbasis (ONB) von H, falls
span{e, : n € N} dicht in H liegt.

Satz 13.6 Ein ONS {e, : n € N} in H ist genau dann eine ONB von H, wenn
fiir jedes x € H die Parsevalsche Gleichung

lx[|* = il@f, ex)|”
k=1

gilt. In diesem Fall ist x =Y - (x,ex)ex. Weiter gilt fir alle v,y € H

00 00
E xZ, €k E xZ, ek ek,
k=1 k=1

Beweis. Mit M := span {e, : n € N} schreiben wir H als M & M*.

“=": Sei zunéchst {e, : n € N} eine ONB von H. Dann ist H = M und demnach
= {0}, d.h. aus y_Le, fiir alle n € N folgt y = 0.
Sei x € H. Dann gilt fiir alle n € N, dass y := x — ), (2, ex)erpLe,. Daher
ist y =0und x = ), (7, ex)ey. Hieraus folgt fiir alle z,2 € H

(r,2) = < > (xexder, > (2 ez)ez>

keN leN

— Z (x,ex)(z,e) (ex, er)

k,leN e

= Z(x,ek><z, ex)-

keN

Fiir z = z ist ||z]|*> = (z,z) = ZkeN |(z, ex)|*.

“<": Aus [|z||* = Y o [(2, ex) | folgt wie im Beweis von Satz 13.4 fiir n — oo

== > eater = el - Z [, )

k=1

Daher ist = >~ (z, e)ey, fiir alle x € H und somit M = H; insbesondere ist
{e, :n € N} eine ONB in H. =
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Beispiel 13.7 ITm Raum H = L?(0, 2n) bilden die Funktionen

1 .
en it e, neZ,te(0,2n),

V21

eine ONB. Fiir jedes f € L?(0,2n) gilt mit den Fourier-Koeffizienten

A~

1 2T Cint
foi={f,en)r2 = E/o f(tye ™ dt, nezZ,

die Parseval-Gleichung || f]|2 = S2%°__|ful?, und es ist f(t) = S2°°__ foen(t)

n=—oo n=—0oo

im Sinne der Konvergenz in L*(0,27). Wir zeigen nun diese Aussagen.

Wegen (e, e)r2 = o fozﬂ elite™ " dqt = ;. ist {e, : n € Z} ein ONS. Wir haben
zu zeigen, dass {e, : n € Z} sogar eine ONB ist.

Sei zuerst f € C2[0,27] := {u € C°[0,27] : w(0) = u(27)}. Dann lsst sich f

per

mit einer Funktion f € C°(T) auf der komplexen Einheitskreislinie T := {z € C:
|z| = 1} vermoge f(t) = f(e®) = f(z), 2 = € € T, identifizieren.
Nach der komplexen Version des Satzes von Stone-Weierstrafl in C°(T) (Fol-

gerung 3.9) gibt es zu f und zu jedem ¢ > 0 ein Polynom p,

mit || f — ploory < e. Mit z = e und z = e~ folgt hieraus, dass ein trigonome-

trisches Polynom p,

p(t) = Z age™,  ap € C,

k=—n

mit || f — pllcoqozq) < €, also || f — pllr2(0,2+) < V27, existiert. Da bekanntlich

CY([0,2x]) = {f € C°([0, 27]) : supp f C (0,27)} C C'I?

67’[

0, 27]
dicht in L?(0,27) liegt, folgt, dass span{ey : Z} dicht in L*(0,2) liegt. ]

Folgerung 13.8 (Riesz-Fischer) Jeder unendlich-dimensionale separable Hil-
bertraum H besitzt eine abzihlbare ONB und ist isometrisch isomorph zu (*(N).

Beweis. Ist H separabel, so existiert eine abziéhlbare Menge {u, : n € N} C
H linear unabhéngiger Vektoren u, so, dass span{u, :n € N} = H. Mit dem
Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren gewinnt man aus {u,, : n € N} ein
ONS {e,, : n € N} mit e, € span {uy,...,u,}\span{uy,..., u, 1}. Dies ist wegen
span{e, : n € N} = H zudem eine ONB.

Die Abbildung H — (*(N), x + ((x,ex))ren ist nach Satz 13.6 (Parseval-
Gleichung) eine Isometrie, bijektiv und linear. [
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13.2 Adjungierte Operatoren

Seien Hi, Hy Hilbertraume und A € L(H;, Hy). Nach dem Riesz’schen Darstel-
lungssatz gibt es zur Linearform f : z — (Ax,y)py, auf H; (mit festem y € Hs)
genau ein Element 2z := A*y € H; mit

(Aa:, y>H2 = <£L’, A*y>H1'

Man sieht sofort, dass der hierdurch definierte Operator A* : Hy — H; linear
ist. Wegen [|A*y|| = ||z|l = || fIl < ||A]l ||y|| ist dieser Operator stetig, und es gilt
A < [|A]l.

Definition 13.9 Seien Hy, Hy Hilbertriume. Jedem A € L(Hy, Hy) wird durch
<Ax7y>H2 = <'r7A*y>H1 f’LLT alle v € Hla Yy S H27

eine lineare Abbildung A* € L(Hs, Hy) zugeordnet, die sogenannte Adjungierte
oder Hilbertraum-Adjungierte von A.

Mit den anti-linearen , Isomorphismen® ®; : H; — H} aus Satz 7.3 und der zu
A € L(Hy, Hy) adjugierten Abbildung A’ € L(H), H}) folgt fir alle z € Hy,
y € Hy

(Az,y)n, = (Pay)(Az) = (A'Pay)(x)
= (z, (I)l_lA,(IDQ?»Hl
= <.T, A*y>H1
Es ist also A* = &' A'®, fiir alle A € L(H,, Hs).

Die folgenden einfachen Eigenschaften des adjungierten Operators vermerken
wir ohne Beweis (Ubung).

Lemma 13.10 Fir alle A, B € L(H) und alle A € K gilt
(a) (A+ B)* = A* + B*, (\A)* = MA* und (AB)* = B*A*.
(b) A = A und || A] = [[A"].

Lemma 13.11 (a) Fiir alle A € L(Hy, Hy) gilt (* steht fiir das orthogonale
Komplement)

(im A)* =ker A*, im A = (ker A*)*,
(im A*)* = ker A, im A* = (ker A)*.

(b) Ein Operator A € L(H) ist genau dann bijektiv, wenn A* bijektiv ist. In
diesem Fall gilt (A™1)* = (A*)~L. Auferdem ist fiir alle A € L(H)

o(A*)=0(A):={AeC: ) ea(A)}.
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Beweis. (a) Es gilt

ye(imA)t o (Az,y)=0 Voe H,
& (z,A'y) =0 Vo € Hy
&y € ker A

Aus (im A)* = ker A* folgt weiter

(ker A*)* = ((imA)l)L = im A.

Die iibrigen Gleichungen lassen sich analog beweisen.

(b) Tst A bijektiv, so ist A=t € L(H) und I = AA™! = A~'A. Daher gilt
I = (AH)*A* = A*(A71)*; es ist also A* bijektiv und (A™1)* = (A4*)~1. Die
umgekehrte Implikation folgt analog. Aus

A€ p(A) & A — Aist bijektiv
& A — A*ist bijektiv <\ € p(A*)

folgt schliefllich auch die letzte Aussage. n

Definition 13.12 Sei H ein Hilbertraum. Ein Operator A € L(H) heifit

(a) normal, falls AA* = A*A.

(b) selbstadjungiert, falls A = A*.

(c) positiv definit, falls A = A* und (Axz,x) > 0 fir alle x # 0. In diesem Fall
schreiben wir auch A > 0.

(d) positiv semidefinit, falls A = A* und (Az,z) > 0 fir alle x # 0. Dann
schreiben wir A > 0. Sind A, B € L(H) selbstadjungiert und ist A — B > 0 bzw.
A— B >0, so schreiben wir A > B bzw. A > B.

Man beachte bei (¢) und (d), dass fiir selbstadjungierte Operatoren A € L(H)
der Ausdruck (Ax,z) fiir alle z € H reell ist; es ist ja

(Az,z) = (x, A*z) = (x, Az) = (Ax, x).

Zeigen Sie zur Ubung noch das C*-Aziom
|A*A|| = [|A||* fiir alle A € L(H).
13.3 Orthogonale Projektionen

Definition 13.13 FEine Projektion P € L(H) heifst Orthogonalprojektion, falls
ker P und im P eine orthogonale Zerleqgung von H liefern.
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Lemma 13.14 Sei H ein Hilbertraum und P € L(H) eine Projektion. Dann
sind dquivalent:

(a) P ist eine Orthogonalprojektion;
(b) P ist selbstadjungiert;
(¢) ||lx — Pz|| < ||x — Py|| fir alle z,y € H.
Gilt eine dieser Aussagen, so ist 0 < P < I, und es ist |P|| =1 falls P # 0.
Beweis. (a) = (b): Sei P eine Orthogonalprojektion. Dann ist (Pz,y — Py) =0
und (Pz — x, Py) = 0 fur alle z,y € H, da Px und Py in im P und x — Pz und
y — Py in ker P liegen. Folglich ist
(Px,y) — (z, Py) = (Pz,y — Py) + (Px — , Py) = 0
fiir alle z,y € H und somit (Px,y) = (x, Py).
(b) = (c¢): Es ist
|l = Py||* = ||« — Pz|* + [Pz — Pyl + 2Re {z — Pz, Px — Py)
fiir alle z,y € H. Wegen
(x — Px,Px — Py) = (P(x — Px),x —y) =0
folgt |}z — Py|]? > |}z — Pl

(¢) = (a): Zuerst bemerken wir, dass im P = ker (I — P) wegen P € L(H)
abgeschlossen ist und dass Satz 2.25 zu M := im P eine orthogonale Zerlegung
H =M @ M* liefert.

Die Ungleichung in (c¢) impliziert, dass das Minimierungsproblem

inf{|lz — Py|| :y € H} = inf{||z — 2|| : 2 € im P}

durch z = Pz gelost wird. Der Beweis von Satz 2.25 zeigte zudem, dass die
eindeutige Losung Px dieses Minimierungsproblems die Eigenschaft © — Px L
im P erfiillt; es gilt also ker P = im (I —P) L im P. Da aber H = ker P@im P (fiir
jede Projektion P) im Sinne einer direkten Zerlegung ist, folgt ker P = (im P)*,
und P ist eine Orthogonalprojektion.

Sei nun P eine Orthogonalprojektion. Dann ist 0 < ||Pz||* = (z, Px) und
somit P > 0. Wendet man dieses Argument auf die komplementére Orthogonal-
projektion I — P an, erhélt man P < [.

SchlieBlich ist || P| = ||P?|| < [|P||* und somit 1 < ||P| fiir P # 0. Da
auflerdem || Px||? = (Pz,z) < ||Px||||z| ist, folgt ||P|| < 1 und somit ||P||=1. m

Lemma 13.15 Sei H ein Hilbertraum und seien P,Q € L(H) Orthogonalpro-
jektionen. Dann sind dquivalent:

(a) P<Q,

(b) im P Cim@,

(c) PQ=QP=P.
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Beweis. (a) = (b): Fiir P < Q ist || Pz||* = (Px,z) < (Qx,z) = ||Qz|? fiir alle

x € H. Also ist ker @ C ker P, was dquivalent ist zu im P C im Q.

(b) = (¢): Sei im P C im Q). Dann ist Q| p = I und somit QP = P. Weiter folgt
P = P* = (QP)* = P*Q* = PQ.

(¢) = (a): Fiir den Operator E := @ — P ist
EF?=Q*-PQ-QP+P*=Q—-P=E,

d.h., F ist eine Projektion. Auflerdem ist F offensichlich selbstadjungiert. Aus
dem vorigen Lemma folgt £ > 0 und somit die Behauptung. [

Lemma 13.16 Sei H ein Hilbertraum. Dann ist A € L(H) genau dann normal,
wenn ||Ax|| = ||A*x|| fir alle v € H. In diesem Fall ist \I — A fiir alle A € C
normal, und es gilt

ker (A — A) = ker (M — A*) = (im (AT — A))" = (im (A — 4%)) "
Beweis. =: Fiir normales A ist
|Az||? = (Az, Az) = (A* Az, x) = (AA*z, ) = || A*2|)°.
<: Wir erinnern an die Polarisierungsformel aus Lemma 2.19: Fiir alle xz,y € H
ilt
) z,y) = llo+ylI* = lz = ylI* +i(le +iyl* - = —iy]*)

(wobei die letzten beiden Terme nur im Fall K = C erforderlich sind). Wenden wir
diese Formel auf die Vektoren Az, Ay an, so erhalten wir (Ax, Ay) = (A*z, A*y)
und somit (A*Az,y) = (AA*x,y) fir alle z,y € H und folglich A*A = AA*.

Offenbar sind mit A auch alle Operatoren A\I — A mit A € C normal. Die Iden-
tititen ker (A — A7) = (im (Al — A))" und ker (AT — A) = (im (X — A%))"
sind nach Lemma 13.11 klar. Aus ||(A] — A)z|| = ||[(M — A*)z|| folgt sofort auch
ker(A — A*) = ker(A] — A). ]
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14 Spektraltheorie normaler und selbstadjun-
gierter Operatoren

14.1 Spektralsitze fiir normale Operatoren

Fiir normale und selbstadjungierte Operatoren lassen sich die allgemeinen Aus-
sagen zum Spektrum noch wesentlich ergénzen.

Satz 14.1 Sei H ein Hilbertraum und A € L(H) normal. Dann gilt:
(a) Der Spektralradius r(A) = lim,, o ||A™||*/™ von A ist gleich

sup{[Al : A e a(A)} = [[A].

Insbesondere gibt es ein A € a(A) mit |\| = || A]|.

(b) Jedes A € o(A) ein approximativer Eigenwert, d.h. es gibt eine Folge (x,) in
H mit ||z,|| =1 und (A — X)z,, — 0. Ferner gilt 0,.(A) = 0.

Beweis. (a) Die Gleichheit r(A) = sup{|A| : A € o(A)} gilt fiir beliebige lineare
Operatoren A € L(X) auf einem Banachraum X (der Spektralradius tragt seinen
Namen also zu Recht). Dies werden wir in Abschnitt 15 zeigen. Da o(A) kompakt
ist, gibt es ein A € 0(A), in dem das Betragsmaximum auf o(A) angenommen
wird.

Wir zeigen nun, dass r(A) = ||A||. Dazu iiberlegen wir uns, dass fiir normale
Operatoren | A"|| = ||A||™ fir alle n € N gilt, woraus die Behauptung sofort folgt.
Wir bemerken vorab unter Ausnutzung von ||A*y|| = [|Ay|| fiir alle y € H

(Lemma 13.16), dass

|A™z||? = (A"x, A"x) = (A*A"x, A" 1)
< ATA|| A" ]| = (AT ] ]| A |
<A™ A )
und somit [|A"]|? < |JA"TH] || AmY| gilt.
Wir beweisen nun die Behauptung ||A™|| = ||A||" iiber vollstéindige Induktion.
Der Induktionsanfang n = 1 ist trivial. Im Induktionsschritt setzen wir || A¥|| =
| A||* fiir alle k& < n voraus. Dann gilt

n A" n
1A = (A S lA™).

Da die Abschiitzung || A" || < ||A]|**! Klar ist, erhalten wir die Behauptung fiir
n+ 1.

(b) Angenommen, ein A € o(A) wire kein approximativer Eigenwert. Dann gibt
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es ein a > 0 mit |[(AM — A)z|| > al|z|]. Somit ist Al — A injektiv und im (A — A)
abgeschlossen. Da mit Lemma 13.16 und obiger Figenschaften

im (M — A) =im (A — A) = (ker A\ — A))" = H

gilt, ist Al — A surjektiv und somit nach dem Satz der offenen Abbildung stetig
invertierbar. Es ist also A € p(A) im Widerspruch zur Annahme \ € o(A).

Fir A € 0(A) \ 0,(A) ist Al — A injektiv und somit im (A — A) dicht in H.
Also ist A € g.(A). m

Satz 14.2 Sei H ein Hilbertraum, A € L(H) selbstadjungiert. Mit

m(A) = inf{(Az,z):2z € H,||z| =1},
M(A) = sup{(Ax,z):xz € H, |z| =1}

gilt dann
(a) 0(A) C R und

-1 1 )
(A=A < 0] fir alle A € C\ R.
(b) m(A) I < A< M(A)I sowie
[Al = max {[m(A)[,[M(A)[}

— sup {|(Az,2)| s w € H, [l2]| = 1}.

(c) o(A) C [m(A), M(A)] und m(A),M(A) € o(A). Ferner gilt fir A € R\
[m(A), M(A)]

1
min {|\ — m(A)|, |\ = M(A)|}

I =A) 7 <

Beweis. (a) Sei A = a + bi mit a,b € R und b # 0, und sei « € H. Dann ist
(AL = A)z||” = |[(al — A)z||* + b*||z]|* — 2Re (ib{(al — A)z, z)).

Der letzte Summand verschwindet, da ((al — A)x,z) € R. Damit folgt ||(A] —
A)z|* > b?||z]|? und auch ||A] — Al| > | Im()\)|. Daher ist A kein approximativer
Eigenwert und folglich A € p(A).

(b) Mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz folgt fir x € H sofort [(Ax,z)| <
LA |, Fiir
= sup {|(Az,z)| 1z € H, ||z| =1} (14.1)

gilt also u < ||A]|.
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Zum Beweis der umgekehrten Ungleichung benutzen wir die fiir alle u,v € H
und A\ € R giiltige Gleichung

AXRe (Au,v) = (A(Au+v), du +v) — (A(Adu — v), du — v),
aus der mit der Parallelogrammgleichung

4ARe (Au,0) < g (IAa+ o]+ [hu—of]?)
= 24 (JPral® + olP)

folgt. Mit A := ||v||/||lu|| fir u # 0 ergibt sich dann

i H | Re {Au, v)] < 4p]o]2
u
also
| Re (Au, v)] < ] Jo].

was auch fiir u = 0 richtig ist.
Im Fall K = C ersetzt man v durch ¢®v mit einem geeigneten Winkel § und
erhélt
[(Au, v)| < pllu|l [|o|| fiir alle u,v € H,

also wie gewtinscht [|Aul| < pl|u|| und ||A|| < p.

(c) Sei A < m(A). Falls A € o(A), muss A ein approximativer Eigenwert sein,
d.h. es gibt eine Folge (z,,) in H mit ||z,|| =1 und (A — AI)x, — 0. Mit dieser
erhalten wir aus

(A= XDz, 2,) = (A —m(A))xpn, 2,) + (Mm(A) — Ny, )

(. J/ (. J/ J/
N ~~ N

—0 >0 =m(A)—1>0

den Widerspruch 0 = m(A)—X\ > 0. Also ist A € p(A). Analog zeigt man A € p(A)
fir alle A > M(A).

Im néchsten Schritt zeigen wir, dass m(A) € o(A). O.E.d.A. sei m(A) = 0 (sonst
ersetze man A durch A—m(A)I). Es gilt also A > 0, d.h. A ist positiv semidefinit.
Durch

s:HxH—=K, (z,y)— (Az,y),

wird dann eine positiv-semidefinite hermitesche Sesquilinearform definiert. Man
zeigt leicht, dass s durch |z| := \/s(z, ) eine Seminorm definiert und die Unglei-

chung von Cauchy-Schwarz fiir diese Seminorm giiltig ist. Insbesondere gilt
[(Az, y)|? < (Ax,x) (Ay,y) fiir alle 7,y € H.

Mit y = Ax folgt
[Az]|* < (Az,2) (A2, Az) < (Az, ) | A]P]|2].
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Nach Definition von m(A) = 0 gibt es eine Folge (z,) in H mit ||z,|| = 1 und
(Azp, x,) — 0. Mit dieser erhalten wir

[Aza||* < (Azn, ) | AP — 0,
also ||Ax,| — fiir n — oo. Somit ist 0 ein approximativer Eigenwert von A und

m(A) =0 € o(A). Die Behauptung M(A) € o(A) folgt analog.
Wir zeigen noch die Abschitzung in (c). Fiir A > M(A) haben wir

A =MA)[lz]* = (A= M(A))z,z)
< (M = A)z,z) < [|(AT = Al |l]-

Daraus folgt [[(A — A)z|| > (A — M( ))||z]] und damit wegen A — M (A) > 0 die
Behauptung [|(A — A) 7| < = M(A) Die Abschétzung fiir A < m(A) zeigt man
analog. n

Der folgende Satz ist ein zentrales Resultat dieses Abschnittes.

Satz 14.3 (Spektralsatz fiir kompakte selbstadjungierte Operatoren)
Sei T € L(H) kompakt und selbstadjungiert. Dann gibt es ein ONS (e,,)M_, in
H aus FEigenvektoren von T zu den entsprechend ihrer Vielfachheit aufgezihlten
Eigenwerten (\,)M_, C [m(T), M(T)] \ {0} so, dass

M
Ty = Z AT, €m) € fiir allex € H.

m=1

Dabei ist M € N oder M = oo; im Fall M = oo gilt \,, — 0 fiir m — oo. Alle
FEigenrdume von T zu Figenwerten ungleich O sind endlich-dimensional.

Falls H unendlich-dimensional ist, ist 0 € o(7T). Falls A\ = 0 ein Eigenwert ist,
kann ker 7" unendlich-dimensional sein.

Beweis. Aus Kapitel 12 und Satz 14.2 wissen wir bereits, dass o(7") \ {0} C
(m(T), M(T)]\ {0} aus paarweise verschiedenen Eigenwerten (j,)"_; mit 1, # 0
besteht. Dabei gilt u,, — 0 fiir n — oo falls N = co. Sei

N, = ker (u,I = T).
Dann ist dim N,, < oco. Wir zeigen weitere Eigenschaften der Riume N.

1. Es gilt N,, L N, fiir alle k # n. Aus x,, € N,,, 2, € N}, und
Mn<xnaxk> - <Txn7$k> - <IL‘n,Tl’k> - Mk<xnaxk>

folgt wegen g, # px ndmlich sofort (z,,xy) =0, d.h. z,, L xy.
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2. Jeder Unterraum N, ist T-invariant, d.h. TN,, C N,,. Genauer gilt sogar

3. H=ker T &P, N,
Fiir den Beweis sei Y := (ker T'® e, Nn)L. Dann ist Y = {0} zu zeigen.
Seien y € Y und z € N,, oder = € ker T'. Dann folgt

(x,Ty) = (Tz,y) = pn(x,y) =0

(mit p,, = 0 falls x € ker T"). Somit ist Ty € Y, und Y ist invariant bzgl. T
Da die Einschrankung eines kompakten Operators wieder kompakt ist, ist
auch T'|y kompakt und selbstversténdlich wieder selbstadjungiert.

Wire T'|y # 0, also ||T]y|| # 0, so gibe es ein p € o(T|y) mit |u| = [|T|y]].
Da T'|y kompakt ist, muss o # 0 ein Eigenwert von 7’|y und damit auch von
T sein. Es gibt also ein n € N mit u,, = p. Hieraus folgt der Widerspruch
N, NY # {0}. Also gilt T|y = 0 und damit auch Y C ker T'. Folglich ist
Y = {0}, und die Behauptung ist bewiesen.

Wir wihlen nun zu jedem Raum AN, eine ONB {e;,, : k = 1,...,dim N, } und
fassen die einzelnen ONB der Réume A, zu einer ONB {e,,} von @, N, zu-

sammen. Damit kénnen wir jedes x € H eindeutig als eine in H konvergente
Reihe

M
r=y+ Z(x, em) €m it einem y € ker T’
m=1

darstellen. Wenden wir hierauf den Operator 7" an, so erhalten wir

~—
-0 m=1

N M
Te= Ty + Z(:c,em> Te,, = Z AT, €m)em,
= ~ m=1

=Ameém
was zu zeigen war. |

Man kann die gewonnene Reihendarstellung so interpretieren, dass die (in Ana-
logie zur Linearen Algebra) definierte Matrixdarstellung eines kompakten selbst-
adjungierten Operators eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten auf der Haupt-
diagonalen ist.

Folgerung 14.4 Im Kontext von Satz 14.3 gibt es firn =0,1,...,N mit N €
NU {oco} Orthogonalprojektionen P, € L(H) mit folgenden Figenschaften

(a) im P, = N,, = ker (u,I — T) fiir allen > 1,

(b) im Py = ker T,

(¢) PPy =0 fir alle n # k,

(d) H=ker T & DY | N,,
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(&) I =P+ N Pyund T =N 1, P, (Spektralzerlegungen).

Dabei sind (p,)Y_, die paarweise verschiedenen Nicht-Null-Eigenwerte von T.
Im Fall N = oo ist die Konvergenz der Reihe )~ P, im Sinne der starken
Konvergenz zu verstehen, d.h. punktweise fiir alle x € H. Die Reihe Y " | j1, P,
konvergiert sogar in der Operatornorm.

Beweis. Firn=0,1,...,N, N € NU{oo}, sei P, die Orthogonalprojektion von
H auf Ny := ker T und N, := ker (u,I — T) fiir n > 1. Dann ist NV,, L N} und
somit P, P, = 0 fiir alle n # k.

Wie im Beweis von Satz 14.3 withlen wir zu jedem Raum N, eine ONB und
setzen diese ONB zu einer ONB {e,,, }_, mit M € NU {oo} von H zusammen.
Damit lésst sich jedes Element x € H als x = y + Zm: (x,em)em mit einem
y € ker (T") schreiben. Anwendung von P, liefert daher

M
Pol‘zpoy:y und an: Z<l‘,6m>Pnem: Z <ZL‘,€j>€j
m=1 jEN:e;eN,

fiir n > 1. Hieraus folgt direkt I = P0+ZnN:1 P, im Sinne der starken Konvergenz,
denn fiir x € H ist

N
P0x+ZPn:1: = y—i—Z Z (z,e;)e
n=1 n=1 jeN:e;EN,

Weiterhin gilt 7' = ZnN:1 fn P, im Sinne der starken Konvergenz; fiir x € H ist
namlich

M M
Te=Ty+ Z(SL’, em)Ten = Z(x, em) AmEm = Z,unP T.
m=1 m=1

Um die Konvergenz T' = ZnN=1 tn P, in der Operatornorm zu zeigen, betrachten
wir fiir x € H die Abschétzung

N 9 M 2 M
| X b = || Yot emddmen| < 3 e em) FAnl?
n=1 m=1 m=1

M
< max MY ren)P < max (],

..........

m=1

wobei der letzte Schritt die Bessel-Ungleichung benutzt. Aus

krgax|un|—>0 fiir k,1 — oo

folgt nun sofort die Konvergenz von Zivzl P, in der Operatornorm. [

104



Satz 14.5 (Spektralsatz fiir kompakte normale Operatoren) Die Aussa-
gen von Satz 14.3 und Folgerung 14.4 gelten auch fiir kompakte normale Opera-
toren T € L(H) mit dem Unterschied, dass die Folge (u,)_, der Nicht-Null-

Figenwerte von T nun in o(T) C C liegt.

Der Beweis dieses Satzes verlduft analog zu den Beweisen von Satz 14.3 und
Folgerung 14.4.

14.2 Einige Konsequenzen

Satz 14.6 (Courant’sches Minimaxprinzip) Sei T € L(H) kompakt, selbst-
adjungiert und positiv semidefinit. Seien weiter M(T) = Ay > Aoy > ... die der
Grdfie nach und entsprechend ihrer Vielfachheit aufgezihlten positiven Figenwer-
te von T'. Dann gilt

T
A1 = max (T'v, z) 0#x€e H
(z, )
und T
A, = min max{< 7, 7) 0#£xz€e H unda:J_Ynl},
Y 1€Vn1 (x,z)

wobei Y,y fir die Menge aller (n — 1)-dimensionalen Unterrdume von H steht.

Im Beweis wird klar werden, dass obiges Minimum tatséchlich angenommen wird.

Beweis. Wieder lisst sich ein Orthonormalsystem {e,,}»_, von H aus Eigen-
vektoren bilden, wobei M € NU {oco} und e, ein Eigenvektor zum Eigenwert A,
ist. Fiir v € H gibt es dann ein y € ker (T) mit z = y + Zn]\fﬂ(x, em)em und
folglich T = S°M_ A, (, ey )em. Eine einfache Rechnung ergibt

m=1

M M
(Tx,2) =Y Aml(z,em)® sowie (z,2) = [ly|>+ D [{z, em)|*.
m=1 m=1

Seinunn € Nund x € H mit x # 0 und = L ¢, fiir alle 1 < m <n —1 gewéhlt.
Dann ergibt sich

(T, 2) Y n Al )]
() 112 + S [, €m) 2
S (maxmzn )]\VVI”) i Zﬁr{:n |<.§U, €m>‘2 — )\n7
Zm:n | <x7 6m> |2

da A\, <\, fiir alle m > n. Sei Y := span{ey,...,e,_1}. Nach Wahl von z gilt
dann insbesondere % < A\, firalle0# 2 LY. DaY ein (n—1)-dimensionaler

Unterraum von H ist, folgt

(Tz, )

T
min max < max (T2, z) < A\

Yoo1€Vn-1 0w LYo (T,2) — OFA2lY (x,)

105



Es bleibt zu zeigen, dass auch die umgekehrte Ungleichung erfiillt ist, also der
Wert A, wirklich angenommen wird. Sei dazu Y € ), ein beliebiger (n — 1)-
dimensionaler Unterraum von H. Wir behaupten, dass es ein

0 # zg € span{ey,...,e,} mitay LY

gibt. Dazu sei {y1, ..., y,_1} eine Basis von Y,,_;. Weiter sei g = 2?21 aje;, und
es gelte

0= (vo,y) = Z%‘(Gj,yk) fir allel <k <n—1.
j=1

Dies ist ein lineares Gleichungssystem mit n Unbekannten o; € K und n — 1
Gleichungen, welches folglich eine nichttriviale Losung besitzt.
Nun folgt d&hnlich wie oben

"Nz, ei)]?
max (Tz,z) > (T, o) _ E];l il(zo, €;)] > min A; = A
0£zly (x, ) (g, x0) > i1 [{zo, €5)]? 1<j<n

Da aber Y € ), 1 beliebig gewahlt war, gilt sogar

. (T'z, x)
min max > A\,
Ynfleynfl Oilenfl <£L’, .T)
und es folgt die Behauptung. [

Folgerung 14.7 Seien T, S € L(H) selbstadjungierte, kompakte und positiv se-

midefinite Operatoren mit T > S. Seien weiter Ay > Xo > ... > 0 bzw. v1 > 1y >
. > 0 die der Gréfie nach und threr Vielfachheit entsprechend aufgezihlten

nicht-negativen FEigenwerte von T bzw. S. Dann ist \, > v, fir alle n.

Wegen T' > S folgt dies direkt aus Satz 14.6; es ist ja

, (Tz, ) , (Sz, )
A, = min max >  min max
Yao1€Vn-10£2 1Yot (T,&) — Ya-1€Vn-10#2lYn1 (T,2)

= U,.

Folgerung 14.8 Sei T € L(H) selbstadjungiert, kompakt und positiv semidefi-
nit. Dann gibt es genau eine selbstadjungierte, kompakte und positiv semidefinite
Quadratwurzel S = TV? von T, also einen Operator S mit S*> =T .

Beweis. Seien py > py > ... > 0 die paarweise verschiedenen positiven Eigen-
werte von 7. Nach Folgerung 14.4 gibt es Orthogonalprojektionen Py, ..., Py, so
dass T' = ZnN:1 nP,. Wir definieren

N
S=> imP.
n=1

106



Dann lésst sich wie im Beweis von Folgerung 14.4 zeigen, dass S beziiglich der
Operatornorm konvergiert (mit (p,,) ist ja auch (\/,) eine Nullfolge). Also ist
S € L(H). Weiter folgt mit P, P,, = 6, Py, dass

N N N
S =2 2 ViV PaP = ) jinPu = T.
n=1 m=1 n=1
Wegen Pr = P, ist S selbstadjungiert, und wegen /i, > 0 auch positiv semide-
finit. Auch ist S kompakt, da S = ZnN:1 VInP, in L(H) konvergiert und jedes
P, einen endlichen Rang hat. )
Der Beweis der Eindeutigkeit von S verbleibt als Ubungsaufgabe. [

Satz 14.9 Seien Hy, Hy Hilbertrdume und T € L(Hy, Hy) kompakt. Dann besitzt
T eine Polarzerlegung

T=U|T|

in einen kompakten selbstadjungierten Operator 0 < |T| € L(Hy), genannt der
Betrag von T', und einen isometrischen Operator U € L(im (|T]), im (T")). Es gilt
\Uz|| = ||z|| fir alle x € im (|T'|) und |||T| x| = ||Tx|| fir alle x € H;.

Beweis. Mit T ist auch T*T kompakt, und dieser Operator ist offenbar selbstad-
jungiert und positiv semidefinit, denn (T*T'z,z)y, = (Tx, Tx)y, = ||Tx||* > 0.
Nach Folgerung 14.8 gibt es daher eine selbstadjungierte, kompakte und positiv
semidefinite Quadratwurzel S € L(Hy, Hy) mit S? = T*T.

Fiir |T| := S = (T*T)"? ergibt sich

2 *
|1T)z||” = ||z, |T|x) = (|T|?x, x) = (T*Tx,z) = (Tx, Tx) = ||Tx|.

Auf im (|T]) € H; definieren wir einen Operator U durch U(|T|z) = Tz € H,.
Dieser Operator ist wohldefiniert: Zum Beweis seien x, 2" € Hy mit |T|z = |T'|2/,
also |T'|(x — ") = 0. Nach obiger Gleichung gilt dann 7'(z — z’) = 0; folglich ist
Tx=Tx'

AuBerdem ist U linear und sogar isometrisch; es ist nimlich

|U(T|2)|| = 1 Tl| = |||T]]

SchlieBlich definieren wir U : im (|7'|) — im (7') als die eindeutige stetige Fort-
setzung von U auf im (|T]). Mit U ist dann auch U isometrisch, d.h. es ist
|Uz|| = ||z||, und nach Definition gilt wie gewiinscht 7' = U |T|. ]

Satz 14.10 Seien Hy, Hy Hilbertraume und T € L(H,y, Hy) kompakt. Dann gibt
es Orthonormalsysteme (e,,) von Hy und (f,,) von Hy sowie Zahlen s,, > 0, so
dass die Singuldrwertzerlegung (singular value decomposition; SVD)

Ty = Z Sm{T, em) frm  fiir alle x € Hy

m=1
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gilt. Dabei sind die Zahlen s?, die Eigenwerte des Operators T*T und die s,
sind die Eigenwerte von |T'| = (T*T)"? (die auch Singulirwerte von T genannt
werden).

Beweis. Der Operator T" besitzt nach Satz 14.9 eine Polarzerlegung 7' = U |T'|.
Da |T| = (T*T)"/? € L(H,) kompakt und selbstadjungiert ist, gibt es nach
Satz 14.3 ein ONS (e,,) von H; so, dass mit den entsprechend ihrer Vielfachheit
aufgefithrten Eigenwerten s,, von |T'|

o0

|T|l‘ = Z Sm<l‘, 6m)em

m=1
fiir alle x € Hy gilt. Hieraus folgt die Identitét

o0

Tex=U|T|z = Z Sm{ T, em) fm

m=1

mit den Vektoren f,, = Ue,,. Da U isometrisch ist, erhélt U aufgrund der Polari-
sierungsformel auch das Skalarprodukt, d.h. es ist (Uz, Uy) = (x,y). Also bildet
U das ONS (e,,) auf ein ONS (f,,) ab. =
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15 Der holomorphe Funktionalkalkiil

15.1 Erginzungen zur Complex Analysis

Sei (X, |.]|) ein Banachraum tiber C. Wir benotigen den Begriff einer X-wertigen
holomorphen Funktion. Zur Definition sei D C C ein Gebiet und f : D — X
eine X-wertige holomorphe (komplex differenzierbare, analytische) Funktion auf
D, d.h. f besitzt in jedem Punkt zg € D eine komplexe Ableitung

(in der Norm von X),

die ebenfalls X-wertig ist.

Die aus der komplexen Funktionentheorie bekannten Sétze zur Potenzreihen-
darstellung, zur Cauchyschen Integralformel und zum Residuensatz gelten auch
in diesem allgemeineren Kontext. Dabei ist es nicht erforderlich, die Beweise kom-
plett neu zu fiithren, da sich viele Aussagen mit Hilfe von linearen Funktionalen
g € X’ und Abbildungen z — ¢g(f(z)) auf den skalaren Fall zuriickfiithren lassen.
So gilt z.B. folgender Satz.

Satz 15.1 (Laurent-Entwicklung im Kreisring) (a) Seien 0 <r < R < oo,
Ao € C, und f sei eine auf dem Kreisring

A r(Xo) ={AeC:r <|XA— | <R}

definierte X -wertige holomorphe Funktion. Dann besitzt f in A, r(Xo) eine Lau-
rent- Entwicklung

S =3 @ =20+ 3 b(A— Ag)

mit Koeffizienten ay, by € X. Dabei gilt

1 fA) 1
= [ LY h=—
e O N W T R R R

/ FVO = Aot d,

wobei I der mathematisch positiv durchlaufene Kreisrand fiir einen beliebigen
Kreis B,(\g) mit r < p < R ist.

(b) Fir 0 <r < R < oo und \g € C sei A, g(\o) der grifite Kreisring mit
Mittelpunkt o, so dass f : A, r(Ao) — L(X) holomorph ist. Dann gelten fir die
Konvergenzradien r und R und fir die Koeffizienten Ay, By € L(X) wie in (a)
die Gleichungen

1
= — und r = limsup || By 1/k
lim supy,~ || Agl|*/* k>0 5]

109



Fiir Aussage (b) betrachten wir den Banachraum L(X) mit der Operatornorm
als Banachalgebra.

Beispiel 15.2 (Holomorphie der Resolventenfunktion) Sei 7" € L(X) und
Ao € p(T). Dann existiert nach Folgerung 4.13 die Resolvente Ry(T) = (A[—T)~!
fiir alle A in der Kreisscheibe B,.(\g) C p(T) mit r = ||Ry,(T)|~*. Genauer gilt
die Potenzreihenentwicklung

M —=T)" = NI =T) I+ (\—X)Ry,) "

o0

= Ry Y (- (= 0)"RS, (15.)

n=0

Insbesondere ist die Abbildung
RA\(T) : p(T) — L(X), A+ Ry\(T),

holomorph auf p(7T).

Ein zweiter Beweis der Holomorphie der Resolventenfunktion benutzt die Resol-
ventengleichung

R)\ — RM = (,u — )\)RARM (15.2)
Falls die lokale Beschrianktheit von R, gezeigt ist, folgt aus (15.1) die Stetigkeit

von Ry und dann aus (15.2) die komplexe Differenzierbarkeit von R, in p. Man
erhalt

d
—R) = —R};
dx"? 8
2
vergleichen Sie dies mit der klassischen Ableitung %ﬁ = —(ﬁ) . [

Der folgende Satz ergéinzt die bisher bekannten Aussagen zum Spektrum wesent-
lich. Wir hatten darauf bereits mehrfach hingewiesen.

Satz 15.3 Sei X ein komplexer Banachraum und T € L(X). Dann ist o(T) # 0,
und fiir den Spektralradius v(T) = limsup,, . ||T"||'/" gilt die Gleichung

r(T) =sup{|A| : A € o(T)}.

Beweis. Sei 77 := sup{|A| : A € ¢(T)}. Da R, auf dem AuBengebiet C\ Bz(0)
holomorph ist und dort nach Folgerung 4.13 die Laurentreihendarstellung

15y

n=0
besitzt, folgt mit Satz 15.1 (b) und B, = T"*

7= limsup | B, ||"/" = limsup ||T"(|*/" = »(T).
n—00 n—oo
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Dies zeigt die zweite Aussage. Fiir den Beweis der ersten nehmen wir an, es sei
o(T) = (). Da aus der obigen Reihendarstellung von R, die Konvergenz ||Ry|| — 0
fiir [\| — oo folgt, wire unter dieser Annahme R, eine ganze und beschrénkte
Funktion. Dann folgt aus dem Satz von Liouville, dass R, die Nullfunktion ist.
Es gilt aber stets Ry # 0. |

Definition 15.4 Im Kontext von Satz 15.1 mit r = 0 (d.h. A, r(Xo) ist die
punktierte Kreisscheibe Br(Ao) \ {Ao}) heifit Ao

(a) ein Pol n-ter Ordnung, falls b, # 0 und by, = 0 fir alle k > n;

(b) eine wesentliche Singularitét, falls by # 0 fiir unendlich viele k € N gilt;

(¢) eine hebbare Singularitit, falls by, = 0 fir alle k € N.

Der Anteil 737 b(A — Xo) ™% heifit Hauptteil der Laurentreihe von f um 0.

15.2 Der Dunford-Kalkiil

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist der holomorphe Funktionalkalkiil: Wir mochten
Operatoren T' € L(X) in holomorphe Funktionen f einsetzen und neue Operato-
ren f(7T) definieren, und wir méchten eine Beziehung zwischen den Spektren von
T und f(T') herstellen (Spektralsatz). Ein besonders einfaches und wohlbekanntes
Beispiel liegt vor, wenn f ein algebraisches Polynom p ist. Fiir p(t) = fozo ayt”
definiert man den Operator p(T) := Z]kvzo apT* (mit T° := I). Fiir die Spektren
zeigt man leicht, dass

o(p(T)) = p(a(T)) := {p(}) e C: A€ o(T)}.

Eine allgemeine Theorie, die auf der Cauchyschen Integralformel aufbaut, liefert
der sogenannte Dunford-Kalkiil.

Definition 15.5 (a) Fir T € L(X) sei
H(T) :={f: D — C holomorph: o(T) C D, D C C offen},

d.h. H(T) ist die Menge aller Funktionen, die auf einer offenen Umgebung von
a(T) holomorph sind.

(b) Eine Menge B C C heif§t ein zuldssiger Bereich zu T, f € H(T) und D,
falls B offen und beschrinkt ist, o(T) C B C B C D gilt, und der Rand OB aus
endlich vielen geschlossenen, paarweise disjunkten, bzgl. o(T') positiv orientierten,
rektifizierbaren Jordankurven 'y, ... 'y besteht. Letztere fassen wir im Folgenden
zu einem Weg I' =T'1 + - - - + T'y zusammen. Besitzt o(T) ein ,,Loch*“ O, so wird
also eine geschlossene Kurve I'; C O 1m Uhrzeigersinn durchlaufen.

(c) Ist f € H(T) und B ein zuldssiger Bereich fiir f, so definieren wir einen
Operator f(T) : X — X durch

1
C2mi

f(T) / F(\) Ra(T) dA.
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Zunéchst ist nicht klar, ob diese Definition von f(7') sinnvoll ist.

Lemma 15.6 Seien T' € L(X) und f € H(T). Dann gilt:

(a) f(T) hdangt nicht von der Wahl des zulissigen Bereiches B ab.

(b) S(T) € L(X).

(¢) Die Abbildung ® : H(T) — L(X), f+— f(T), ist linear.

Aussage (¢) (und dhnliche Aussagen im weiteren Text) ist wie folgt zu verstehen:
Sind f,g € H(T) mit Definitionsgebieten Dy, D,, so verstehen wir unter f + g
die auf Dy, := Dy N Dy durch (f + ¢)(2) := f(2) + g(2) definierte holomorphe
Funktion. Fiir diese Funktion ist dann (f + ¢)(T") = f(T') + g(T).

T, = 0B,

Abb. 1: Zulédssige Bereiche
Beweis. (a) folgt aus der Cauchyschen Integralformel. Zum Beweis kann man die
Aussage zuerst fiir beliebige Funktionale 2/ € X’ und Vektoren z € X und die
komplexwertige holomorphe Funktion z — (z/, f(2)R,x) beweisen und anschlie-
Bend aufgrund der Linearitat 2’ vor und z hinter das Integralzeichen ziehen.

(b) Esist f(A) Ry: DN p(T) — L(X) holomorph und folglich auf dem Kompak-
tum I stetig und beschrénkt. Somit ist f(7') wohldefiniert als Element in L(X).

(c) folgt aus der Linearitédt von h — [ h(2) dz. ]

Satz 15.7 Sei T € L(X).

(a) Fir f,g € H(T) gilt f(T)g(T) = (fg)(T), d.-h. ® : H(T) — L(X) ist ein
Algebrahomomorphismus. Insbesondere gilt f(T)g(T) = g(T)f(T).

(b) Fir fo(X\) := A" mit n € Ny gilt f,(T) = T". Insbesondere ist fo(T) = I
fir die konstante Funktion fo = 1 und fi1(T) = T fir die identische Abbildung
Sfi(A) = A

(c) Ist f(X) # 0 fiir alle X € o(T), so ist f(T) invertierbar, und es gilt

(T =1/ (T).
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Insbesondere folgt fiir p € p(T)
1
R(T) = (_) 7).
u(T) - (T)
Beweis. (a) Wir withlen By, B, C C mit o(T) C By C By C B, C B, C D;ND,
und setzen I'y := 0By und I'y := 0B,. Dann gilt

f(T)y(T) = (er e )Rm) (;T /. <u>&du)
- [T, (zim / S0, du) ax
— QLM 5 fA) (2%@ /Fgg(u)RARudu> dA.

Mit der Resolventengleichung 15.2 folgt

AT = 5= [ ) (2m e )du> O\

- % L7 <2m/ ;L(—M)Ad“>
= G |, 008 [ ST v

Da die Funktion % im Innern By von I'y holomorph ist, verschwindet der zwei-
te Summand aufgrund des Cauchyschen Integralsatzes. Im ersten Summanden
nutzen wir die Cauchysche Integralformel

/ng( )Adu—g(h)

und erhalten
1

omi

f(M)g(T) = f( ) Bxg(A) dX = (fg)(T).

(b) Wir wihlen R > r(T) so, dass J(T) C Bg(0) € Bg(0) € C = D; und
|T|| < R. Dann gilt fir n € Ny

1 1
flT) = = [ XNRydh==— [ A"(A=T)"dA
271 9BRr e 9Bg
1 - /1
= [ x (AT dn - (— / A"—k—ldA) T+
210 Jop, kZ:O kzzo 2mi Jopy

= i S TF =T,
k=0
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(¢) Wir wihlen eine offene Menge D C C so, dass o(T) € D C D und f( )

alle A € D. Dann ist % : D — C holomorph, also % € H(T). Da 1f ff = D
gilt, ist %(T)f(T) = f(T)%(T) =1, d.h. f(T) ist invertierbar mit f(T)~! = %( ).
n

Beispiel 15.8 Fiir 7' € L(X) und f,()\) := e** stimmen die Definitionen

z z 2 n
el = f,(T) und eT::ZmT
n=0

tiberein und definieren eine holomorphe Abbildung von C nach L(X). Fiir zg € X
ist 2(z) := e*Txy eine Losung der komplexen Differentialgleichung 2/(2) = T'z(2)
mit Anfangswert x(0) = xo. ]

15.3 Spektralsitze fiir holomorphe Funktionen
Satz 15.9 (Spektraler Abbildungssatz) Ist T € L(X), so gilt fir alle f €

H(T)
o(f(T) = f(a(T)) :={f(N) : A€ a(T)}.

Beweis. C: Sei u € o(f(T)). Angenommen, es wire u ¢ f(o(7T)). Dann ist
w— f(A) # 0 fiir alle A € o(T). Aufgrund der Stetigkeit von f gibt es dann
eine offene Umgebung U von o(7T) mit pn — f(A) # 0 fiir alle A € U. Nach Satz
15.7 ist u — f(T) invertierbar, also u € p(f(T")). Dieser Widerspruch zeigt, dass

p e f(o(T)).
DO: Seip € f(o(T)). Dann ist u = f(&) fiir ein £ € o(7"). Man macht sich leicht
klar, dass die Funktion

NICYERACI) A A€
) = A=E " NeD,
4 {f’(&) A=g F

in H(T') liegt (wobei D der Definitionsbereich von f ist). Da nun g(\)({ — A) =
f(&) — f(A) fiir alle A € D gilt, folgt nach Satz 15.7
g(T)(EI =T) = (€I = T)g(T) = [(&) = [(T) = pd = J(T).

Da &I — T nicht invertierbar ist, kann auch pl/ — f(7) nicht invertierbar sein.
Damit ist p € o(f(T)). m

Definition 15.10 Sei T' € L(X).

(a) Zwei abgeschlossene Teilmengen o1, 09 C o(T) mit den Eigenschaften o(T') =
o1 Uoy und o1 N oy = 0 heiffen (komplementire) Spektralmengen von T. (Dabei
missen o1 und oy nicht zusammenhdngend sein, sondern konnen wiederum in
kleinere Spektralmengen von T' zerfallen).
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(b) Sind fi1, fo € H(T) durch f; = é;x auf Umgebungen Uy von oy, 1 < j, k < 2
definiert, so sei

P1 = f1<T), P2 = f2<T) Uﬂ,d X1 = P1X, X2 = P2X

fi=1 f=0 fi=0, fo=1

Abb. 2: Spektralmengen

Satz 15.11 (Spektraler Zerlegungssatz) Seien T' € L(X) und oy1,09 Spek-
tralmengen von T'. Dann gilt

(a) Die Operatoren Py = fi(T) und Py := fo(T) sind komplementire Projek-
tionen (d.h. es ist PLPy = PoPy = 0, P, + P, = 1), und X, und X, definieren
eine topologische direkte Summenzerlegung X = X1 ® Xo aus T-invarianten ab-
geschlossenen Unterrdumen von X.

(b) Fiir die Operatoren Tj :=T|x, gilt o(T};) = 0.

Beweis. (a) Wegen f7 = f;, fi+f» = Lund fi fo = 0 in H(T') folgt mit Satz 15.7
P? = P;, I = P+ P, und PP, = P,P, = 0, also auch ker (P) = im (P,) etc.
Daher sind X; abgeschlossene Unterrdume von X mit X = X; @& X,. Da nach
Satz 15.7 alle Operatoren der Gestalt f(T'), f € H(T'), miteinander kommutieren,
folgt TP, = P;T, also TX; = TP;X = P,TX C X,

(b) Offensichtlich gilt p(T') = p(T1) N p(13) und damit
orUoy =0(T)=o0(Th)Uo(T).

Es verbleibt also, o(Tj) C o fiir j = 1,2 zu zeigen. Wir tun dies fiir j = 1.
Sei pu ¢ op und sei U; eine offene Umgebung von oy mit p ¢ Uy und UyNoy = (.

Ferner sei
L NeU
gl()\) — {#}n 1

0, sonst,
und g;(A) := p — A auf C. Dann gilt g1g1 = f1 in H(T'), so dass
Py = fi(T) = i(T)g1(T) = u(T)(pd = T) = (pd = T)u(T).
Da Pi|x, = Ix, und X; bzgl. ¢;(T) invariant ist, ist u/ — T auf X invertierbar;
es gilt also pu & o(T1). ]
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Satz 15.12 Sei T € L(X) und Ao € o(T') ein isolierter Punkt. Ferner sei Py die
Projektion zur Spektralmenge o¢ := {\o} von o(T) und Xy := PoX. Dann gilt
(a) Der Operator \ogI — Ty := Mol — T'| x, ist quasinilpotent, d.h.

limsup ||(Ao — To)"|| 1/ ) = 0.

L(Xo
n—oo

(b) In der punktierten Kreisscheibe Ao r(Ao) mit R = dist (Ao, o(T)\{Ao}) besitzt
Ry die Laurentrethendarstellung

Ry=>Y Ax(A =)+ > Br(A=X)*
k=0 k=1

mat den Operatoren

1 R\
Ay = — [ —2——d\, keEN
¢ 27rz'/p(>\—)\0)k+1 et
1
B, = — [ Ry(A—=Xo)"d\ = (T = \D)*'P), keN.
271 T

Dabei ist I ein einfach geschlossener und positiv orientierter Weg um Ao in der
Kreisscheibe Br(\o).

(c) Firx € X gilt x € Xy genau dann, wenn

lim sup || (Aol — T)"z||*™ = 0.

n—o0

Ist X endlich-dimensional, so ist A\g wegen o(7T'|x,) = {\o} der einzige Eigenwert
von Ty und \g —Tj ist sogar nilpotent, d.h. es gibt ein n € N mit (Aol —T)" = 0.
Vergleichen Sie dies mit den aus der Linearen Algebra ebkannten Jordanblécken.

Beweis. (a) Wegen o(Ty) = 09 = {\o} existiert die Resolvente Ry(7}) in einer
punktierten Kreisscheibe von Ay und ist dort analytisch in . Wegen

I &K (Ty — NI)"
Th) = E fX
Ry(To) X — o £ (A — A" aul Ag

folgt mit Satz 15.1 (b) und r =0

limsup ||(AoI — To)"||"/" = 0.

n—oo

(b) Die Laurentreihe von R, folgt sofort aus Satz 15.1 (b), und die Aussage zu
By, ergibt sich aus dem Funktionalkalkiil (Satz 15.7) und der Integraldarstellung
von Fj.

(¢c) =: Fir oz € Xgund n € N gilt (A —T)"z = (Nl — Tp)"z und folglich
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limsup,,_,.. [|(Aol — T)"z||*/™ = 0.
«: Nach Voraussetzung ist die Reihe

(Aol —T\»
A) = ( )
() nz:% ) °
fiir alle A # Ao konvergent. Ferner gilt wegen der Teleskopsummeneigenschaft

(1= ) =x

also (T'— M)y(N\) = (Ao — M)z und somit Ry\(T)x = —)\Z(_Ai)
geniigend klein. Nun folgt mit der Reihendarstellung von y(\)

(N —=T)"
Pr = d)\ = rd\
o 2i R/\ )z Z 2mi / — At

1 1
- A\ —
20 Jr hg — A o

d.h., T e R(PQ) = X(]. |

fiir A — Xo| > 0

Satz 15.13 FEs sei Ay € C ein isolierter Punkt des Spektrums o(T) von T € L(X)
und sei Py der zugehdrige Projektor wie in Satz 15.12. Genau dann ist Ao ein Pol

der Ordnung p € N der Resolvente R\(T'), wenn
Ker(T — MoT)P™) € ker(T — AI)?) = ker((T — AT)?*!) =
In diesem Fall gilt auch
im (Py) = Xo = ker (T — Xol)?) und  ker (Fy) = im ((T' = Aol)"),
und X = ker (T — X\I)?) @ im ((T' — \ol)P) ist eine topologische Zerlegqung.

Beweis. =: Sei 0.E.d.A. Ay = 0 ein Pol der Ordnung p € N von R); vgl. dazu
die Laurentreihenentwicklung von Ry(7") in Satz 15.12 (b)). Dann gilt

B,=T'"'Py#£0, By =T"P=0.

Hieraus folgt
im (Py) C ker (T?), im (Py) # ker (T?™1).

Da nach Satz 15.12 (¢)
ker (T%) (C ker (TP*!) C...) in Xy =im(F)
liegt, erhélt man

ker (T"~") C ker (T7) = im (Fy) ( = ker (") = ... ).
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Jetzt kann man zeigen, dass auch die Bildrdume die Eigenschaft
im (7P7Y) D im (T?) = im (TP*!) = ...

haben sowie X die topologische Zerlegung X = ker (17) @ im (7?) besitzt. Zum
Beweis dieser Aussagen und zum Beweis der Implikation < verweisen wir auf
Heuser: Funktionalanalysis. [
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