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1 Abgeschlossene Operatoren auf Banachraum-
en

1.1 Definitionen und der Satz vom abgeschlossenen Bild

In diesem Abschnitt seien X und Y Banachrdume iiber dem gleichen Kérper
K = R oder K = C. Den Definitionsbereich eines Operators 1" zwischen X und
Y bezeichnen wir mit D(T) (C X), seinen Kern {z € D(T) : Tz = 0} mit N(T)
und seinen Wertebereich T'(D(T')) (C Y') mit R(T"). Weiter schreiben wir

G(T) ={(z,Tzr) e X xY :2 € D(T)}

fiir den Graphen von T'. Dabei wollen wir stets annehmen, dass D(7') ein linearer
Raum und T ein linearer Operator ist. Dann sind offenbar auch N'(T"), R(T) und
G(T) lineare Raume. Den Dualraum von X bezeichnen wir mit X'.

Definition 1.1 (a) Ein linearer Operator T : D(T) C X — Y mit Definiti-
onsbereich D(T) heifst abgeschlossen, wenn sein Graph G(T') ein abgeschlossener
Unterraum von X X Y ist. Aquivalent dazu ist die Formulierung: Fiir jede Folge
() in D(T) mit x, - x € X und Tx,, >y €Y fiirn — oo gilt x € D(T) und
Tr=y.

(b) Ein linearer Operator T : D(T) C X — Y heifit eine Erweiterung eines li-
nearen Operators S : D(S) C X — Y (kurz: S C T), wenn G(S) C G(T), d.h.
wenn D(S) C D(T) und Tz = Sx fir alle x € D(S).

(¢) Ein linearer Operator S : D(S) C X — Y heifit abschlieBbar, wenn G(S) C
X xY der Graph eines abgeschlossenen Operators ist, d.h. wenn es einen ab-
geschlossener Operator T : D(T) C X — Y gibt, so dass G(S) = G(T) ist. In

diesem Fall heifst T' der Abschluss von S, und wir schreiben T = S.

Fiir einen abschlieBbaren Operator S wie in Definition 1.1 (¢) gilt also
G(S) =G(9). (1.1)
Beispiel 1.2 Sei X =Y = C([0, 1]). Dann ist Operator 7' mit D(T) = C([0, 1])

und T'f = f" abgeschlossen und dicht definiert, d.h. D(T") = C([0, 1]).
Nun betrachten wir (mit gleichem X und Y') den Operator S mit D(S) =
C?([0,1]) und Sf = f’. Offensichtlich ist S dicht definiert, jedoch nicht abge-

schlossen. Ferner ist S abschliefbar und S = T' (Ubung). n

Proposition 1.3 Mit der Notation wie in Definition 1.1 gilt

(a) S ist genau dann abschlieffbar, wenn fir jede Folge (x,,) in D(S) mit x, — 0
und Sx, =y €Y folgt, dassy = 0.

(b) Ist S abschliefbar, so ist der Abschluss T := S eindeutig definiert, und es gilt

D(T)={x € X : (z,) C D(S), z, = x, (Sx,) konvergiert}
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und Tz = Sz := lim,,_o Sz, fiir alle x € D(T).
(c) S ist genau dann abschlieflbar, wenn eine abgeschlossene Erweiterung T von
S existiert. Fiir jede solche Erweiterung gilt S C T'.

(d) T ist genau dann abgeschlossen, wenn G(T), versehen mit der Graphennorm
lzllz = llzllx + 1 Tzlly, = eD(T),

ein Banachraum ist.

Beweis. (a) Der Operator S ist genau dann abschliefbar, wenn der abgeschlos-
sene Unterraum

G(S)={(z,y) € X xY :3(x,) C D(S), xn, = x, Sz, —y}

Graph eines linearen Operators T ist. In diesem Fall ist y eindeutig und linear
durch x bestimmt, und es gilt Tz = y. Insbesondere liefert x = 0 den Wert y = 0,
und es gilt die Aquivalenz

(0,y) €G(5) & y=0.

Umgekehrt folgt mit dieser Bedingung aus (z,%), (z,1) € G(S) sofort y = y'.
Somit gilt fiir beliebige Folgen (z,,), («],) C D(S) mit z,, — x und z/, — z sowie
Sz, — y und Sz, — y auch y = y'. Folglich ist die Abbildung 7" : = — y
wohldefiniert und linear, da G(5) ein linearer Raum ist.

(b) Wegen G(T') = G(S) (vgl. (1.1)) ist T durch S eindeutig bestimmt.

(c) ,,=* Offenbar ist T = S eine abgeschlossene Erweiterung von S.

< Ist T abgeschlossen und G(S) C G(S) C G(T), so ergibt sich aus (0,y) €
Q(S) G(T) auch y = 0, da G(T') ein Graph ist. Folglich ist S abschliebar,

G(S)=G(S)CG(T)und SCT.

(d) ist trivial. ]

Anmerkungen. (a) Wenn S abschlieBbar ist, so ist 7 = S die kleinste - abge-
schlossene Erweiterung von S im Sinne der partiellen Ordnung G(S) C G(5) auf
X xY.

(b) Es gibt lineare Operatoren, die nicht abschlieBbar sind (Ubung). ]

Definition 1.4 Sei T : D(T) C X — Y ein dicht definierter Operator. Dann ist
der adjungierte Operator T' : D(T') C Y' — X' definiert durch seinen Definiti-
onsbereich
D(T") = {feY': die lineare Abbildung D(T) C X —» K, z+— f(Tx)
laft sich stetig auf X fortsetzen}

und durch T'f := g € X', wobei f(Tx) = (T'f)x = g(x) fir alle x € D(T).



In dieser Definition wird 7" nicht als abgeschlossen oder abschlieSbar vorausgesetzt
(wohl aber, dass T dicht definiert ist).

Proposition 1.5 Sei T dicht definiert in X. Dann gilt

(a) T ist wohldefiniert und ein linearer und abgeschlossener Operator.
(b) Ist T abschliefibar, gilt (T) =1T'.
(c) Sind X und Y reflexiv, so ist T' genau dann dicht definiert, wenn T abschlief3-

bar ist. In diesem Fall gilt T = T".

Beweis. (a) Sei f € D(T"). Dann kann nach Definition die lineare Abbildung
D(T) - K, z — f(Tz), zu einem Funktional auf D(T) = X erweitert werden.
Folglich existiert genau ein ¢ € X’ mit f(Tz) = (T'f)x = g(z), dh. g = T'f.
Offensichtlich ist 7" linear.

Bevor wir fortfahren, fithren wir noch einige Notationen ein. Wir identifizieren
den Dualraum (Y x X)) mit Y’ x X’ vermoge

(f.9) o (y,2) = f(y) +g(x) fiir alle (y,x) €Y x X und (f,g) €Y' x X".
Auflerdem definieren wir einen Isomorphismus
U: XxY—=YxX, (z,y)— (y,—x).

Damit erhalten wir weiter

(f,9)eg(T CY' x X' & f(Tx)=g(x) VaeDT)
< (f,g)o(Tx,—x)=0 VzeDT)
& (f.9) € (UGD)",

Demnach gilt
G(T') = (UG(T))" bugl. o; (1.2)
insbesondere ist G(T") abgeschlossen. Also ist T" abgeschlossen.

(b) Zur Vorbereitung der folgenden Beweise leiten wir zwei Identitdten her: Mit
Aussage (a) und einer einfachen Rechnung folgt

G(T') = (UG(T))" = U(G(T)h). (1.3)

(1.2)

Nun gilt fiir jeden linearen Unterraum M eines Banachraums Z die Identitét
(M*), = M (die Inklusion M C (M%), ist trivial; die Umkehrung folgt aus dem
Satz von Hahn-Banach). Damit erhélt man

G(T), = ((UQ(T))L> — UG(T) = UG(D). (1.4)

(1.2) L



Sei nun 7" abschlieBbar. Dann folgt

G(T') = (UG(D)" = (UeM)" = (UV6T)" = 9(T))

(1.2) (1.2)

und demnach 7" = (T)'.
(¢) ,=* Sei T" dicht definiert. Dann gilt mit (1.4)

0,9) €G(T) & (y,-0)eUG(T)=G(T").
& (f,T'f)o(y,0)=0 V feDT)
& fly)=0 VfeDT).

Also ist y = 0, und T ist nach Proposition 1.3 (a) abschlieSbar.
,<=" Sel T" abschliefibar, und es gelte f(y) = 0 fiir alle f € D(7"). Dann ergibt
sich aus obiger Aquivalenz (0, y) € G(T) = G(T') und folglich y = 0. Da Y reflexiv
ist, liegt D(T") dicht in Y.

Nun sei T abschliefbar und somit 7" dicht definiert. Dann ist auch 7" abge-
schlossen und dicht definiert. Somit gilt

T 5, U @T)) 5 VO o, UL = ~6(T) = 9(T)

Nun folgt die Behauptung 7" = T. n

Beispiel: Multiplikationsoperatoren. Sei 1 < p < oo und 2 C R" messbar.
Weiter sei ¢ : 2 — C U {00} messbar und fast iiberall endlich. Wir betrachten
den Operator M, : D(M,) C LP(2) — LP(2) der Multiplikation u — ¢u, wobei

D(M,) = {u € LP(Q) : up € LP(Q)}.

Dann ist M, dicht definiert und abgeschlossen, und der adjungierte Operator M,
auf LI(Q) (mit 1/p+ 1/q = 1) ist wie M, auf LP(Q) definiert (Ubung). ]

Lemma 1.6 Sei T : D(T) C X — Y dicht definiert. Dann gilt

N(T) =R(T): und R(T)=N(T)..

Beweis. Die Gleichheit N (T") = R(T)* ist trivial. Die zweite Aussage folgt aus

N(T') L = (R(T)*), = R(T),
da fiir jeden Unterraum M C Y die Identitit (ML), = M gilt. ]

Das néchste Ziel ist der Satz vom abgeschlossenen Bild fiir abgeschlossene dicht
definierte Operatoren, den wir mit Hilfe des entsprechenden Resultats fiir be-
schrinkte Operatoren aus der Vorlesung Funktionalanalysis beweisen werden.
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Dazu zwei Vorbemerkungen.

Vorbemerkung 1. Sei X ein Banachraum und G ein abgeschlossener Teilraum.
Dann ist der Operator

o: X' -G, f— flo

der Einschrankung stetig (da ||f|gl| < ||f]]), surjektiv (Hahn-Banach) und offen
(open mapping theorem). Fiir M C X’ und N C G’ definieren wir

M|g:={flg: feM} und N|®:={feX :flec€ N},

d.h. das Bild von M bzw. das Urbild von N unter ®. Da ® stetig ist, ist N|¢
fiir jedes offene (abgeschlossene) N offen (abgeschlossen). Da @ offen ist, ist M|q
fiir jedes offene M offen, und fiir jedes abgeschlossene N|“ ist auch N = (N|%)|q
abgeschlossen.

Vorbemerkung 2. Fiir jeden abgeschlossenen Operator 7 : D(T) C X — Y ist
sein Graph G(T') C X X Y ein Banachraum, und der Operator

S:G(T)—=Y, (¢,Tx)— Tx,
ist beschrénkt. Offensichtlich gilt
R(S)=R(T) und N(S)=N(T) x {0}. (1.5)

Wir bestimmen den adjungierten Operator S”: Y' — (G(T'))". Fiir x € D(T") und
feY' =D(S) erhilt man

(S"f)(x, Tx) = f(S(x,Tx)) = f(Tx) = (0, f) o (x,Tx).
Somit gilt nach (1.3) fiir das Funktional S'f € (G(T))’
S'f = (0, f) € 6(T)* = -UG(T")
(man beachte, dass U~! = —U). Deshalb besitzt S’f die Darstellung
S'f=(0,f)=(T"g,—g) = (=T"g. f +g) mit einem g € D(T").

Nun gilt bei gegebenem f € Y’ die Beziehung (=1"g, f + g)|gx) = S'f sogar
fiir alle g € D(T") (man beachte, dass genau die Funktionale (7"g, —g) mit g €
D(T") aut G(T) verschwinden). Durchlduft nun zuerst g den Raum D(7”) und

anschlieBend f den Raum Y7, liest man die Identitit R(S")[9T) = R(T') x Y ab.
Ferner liefert Lemma 1.6 N'(S") = R(S)* = R(T)* = N(T"). Somit gilt

R(SH9D) = R(T") x Y' und N(S') = N(T"). (1.6)



Satz 1.7 (Satz vom abgeschlossenen Bild) Se: T : D(T) C X — Y dicht
definiert und abgeschlossen. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) R(T) CY ist abgeschlossen,
(b) R(T") C X' ist abgeschlossen,
(¢) R(T) = N(T")..
(d) R(T") = N(T)*.
Beweis. Wir benutzen den aus der Funktionalanalysis bekannten Fakt, dass der
Satz vom abgeschlossenen Bild fiir beschrinkte Operatoren gilt; insbesondere
also fiir den oben definierten Operator S : G(T) — Y und seinen Adjungierten
S Y — (G(T)). )

Wir zeigen zuerst die Aquivalenz (a) < (b). Nach (1.5) und (1.6) ist

R(T) abgeschlossen & R(S) abgeschlossen
< R(S") abgeschlossen

N R(S9T) = R(T") x Y abgeschlossen
& R(T") abgeschlossen.

Gelten nun (a) und (b), so folgt (c¢) aus Lemma 1.6, da R(T") abgeschlossen ist.
Ebenso folgt (d) aus den Identitédten

R() %Y = RS
(

(N(T) x {0})" = N(T)* x Y,

wobei sich der Annihilator in Zeile 2 auf G(7') und der in Zeile 3 auf X x Y
bezieht. Umgekehrt folgen (a) aus (¢) bzw. (b) aus (d), da nun R(T) = N(T") .
bzw. R(T") = N(T)* abgeschlossen sind. =

1.2 Spektrum und Resolvente abgeschlossener Operato-
ren

Definition 1.8 Sei X ein komplezer Banachraum und T : D(T) C X — X ein
abgeschlossener linearer Operator. Dann heifst

p(T):={xe€C: AN -T:D(T) C X — X ist bijektiv}
die Resolventenmenge und o(T') := C\ p(T') das Spektrum von T

Wie fiir beschrinkte Operatoren zerlegen wir o(7") in paarweise disjunkte Teil-
mengen o,(T) Uo.(T)Uo,(T), also in Punktspektrum, kontinuierliches Spektrum
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und Restspektrum.

Beispiel. Sei X = ¢ mit 1 < p < oo und («,) C C eine beliebige Folge. Dann
ist der Operator T': (z,,) — () mit

D(T) :=={(xn) € P : T(z,,) € ("}
ein abgeschlossener Operator in /7 und dicht definiert. Offensichtlich gilt
o(T)={a,:neN}, 0,(T)={a,:n e N}

Dies zeigt insbesondere, dass jede abgeschlossene Teilmenge von C das Spektrum
eines abgeschlossenen Operators sein kann; insbesondere sind o(7') = C und
p(T) = 0 moglich. Auch der Fall p(T)) = C tritt auf; als Beispiel betrachte
einen quasinilpotenten injektiven Operator S in X mit dichtem Bild und nehme
T = 57! (Ubung). =

Proposition 1.9 Sei T ein abgeschlossener Operator mit D(T) & X.

(a) Fiir alle A € C ist der Operator \I =T abgeschlossen und DN —T) = D(T).
(b) Fiir jedes A € p(T) ist die Resolvente Ry :== A —T)™': X — D(T) Cc X
beschrinkt.

(c) Fir alle A\, n € p(\) gilt die Resolventengleichung

R)\ - R# = (,u - )\>R>\RM

(d) p(T) C C ist offen, o(T) ist abgeschlossen, und Ry : p(T) — L(X) ist eine
analytische Funktion.

Beweis. Aussage (a) is trivial. Wir zeigen (b). Sei A € p(T'). Dann gilt
G(Ry) ={(y, Ray) 1y € X} =VG(A - T),
wobei V fiir den Isomorphismus (Vertauschungsoperator)
ViXxX—=>XxX, (r,y)— (y,2)

steht. Da A\I — T abgeschlossen ist, sind G(AI — T') und auch G(R),) abgeschlos-
sen. Also ist Ry : X — X ein auf dem ganzen Raum X definierter abgeschlos-
sener Operator. Dann impliziert der Satz vom abgeschlossenen Graphen die Be-
schrianktheit von R).

Aussage (c) ist eine leichte Ubungsaufgabe, und (d) wird mit Hilfe von Neumann-
Reihen bewiesen. ]

Proposition 1.10 Sei T ein abgeschlossener und dicht definierter Operator auf
X. Dann gilt

(@) M =T) =X =T fir alle A € C,
(b) p(T) = p(T") und (RA(T))/ = R\(T") fiir alle X € p(T).
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Beweis. Aussage (a) ist offensichtlich. Wir zeigen (b). Wegen (a) darf ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit A = 0 € p(T') angenommen werden. Es geniigt
also, die Aussagen

T!' € L(X) existiert < (T")"' € L(X') existiert

und (T71) = (T")~! zu beweisen.
,=“ Sei T~ € L(X). Dann gilt (T7')" € L(X’). Nun gilt fiir jedes g € D(T")
und alle y € X

(T=1)T"g) (y) - (T ’9)(@) =

eD(T)

g(ITTy) = g(y),

woraus man (7~1)T" = I auf D(T") abliest. Dariiber hinaus gilt fiir jedes f € X’
und alle x € D(T) C X

T (Tz) = f(T'Tx) =

(Y1) () = FTT0) = 1),

woraus man auf (T7!)f € D(T') und T'(T~') = I auf X’ schlieBt. Folglich
existiert (7)™ in L(X'), und es gilt die Identitit

(T =(T7). (1.7)

,<=* Seien (T")™' € L(X'), f € X' und € D(T). Dann gilt (T")"'f € D(T")
und daher
() f)(T2) = (T(T") 7' f) () = f(a).

Nun gibt es nach dem Satz von Hahn-Banach zu jedem € D(T') C X ein f € X’
mit den Eigenschaften || f|| =1 und f(x) = ||z||. Damit folgt

I/l = f(2) = () F) (T2) < @) AN L] = [1(T) 7],

d.h. esist || Tz| > af|z|| mit o := ||(T")7'|~" > 0. Folglich ist T" injektiv, und die
Inverse erfiillt |77} < £ = [[(T")7]|; der Operator T~! ist also beschréinkt auf
R(T') und abgeschlossen (da T" abgeschlossen ist).

Ferner ist R(T") abgeschlossen: Wegen R(1") = D((I")7') = X' ist R(T")
abgeschlossen, und nach Theorem 1.7 dann auch R(T"). Schliellich ist auf Grund
von Lemma 1.6 und der Injektivitit von 7" nun R(T)* = N(T") = {0}, so dass
sich R(T') = X ergibt. Folglich ist 7' € L(X). »

Anmerkung. Der Beweisteil (ii) “=” im Beweis von Proposition 1.10 impli-
ziert die Identitét (1.7) im Sinne abgeschlossener Operatoren, falls nur Folgendes
vorausgesetzt wird: T—! ist dicht definiert und 7" ist invertierbar. Im Beweis
verwendet man dann nur Elemente y € R(T) = D(T?) sowie f € D((T')).
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2 Abgeschlossene Operatoren auf Hilbertraum-
en

In diesem Abschnitt sind (H,(.,.)) bzw. (H;, (.,.);) (mit ¢ = 1,2) Hilbertraume
tiber C.

2.1 Der Hilbertraum-Adjungierte

Definition 2.1 Sei T': D(T) C Hy — Hs linear und dicht definiert. Der adjun-
gierte Operator T* von T ist definiert durch seinen Definitionsbereich

D(T*):={y € Hy: Ju € Hy mit (Tx,y)s = (x,u); fir allex € D(T)}
und T*y := u; man beachte, dass u eindeutig bestimmt ist. In diesem Fall gilt
(Tx,y)s = (x,T*y)1 fir allex € D(T) undy € D(T™).

Anmerkungen. (a) Durch den Anti-Isomorphismus ¢; : H; — H} aus dem
Rieszschen Darstellungssatz ist der adjungierte Operator 7 von T eng mit dem
in Kapitel 1 definierten adjungierten Operator 7" von T' verwandt.

(b) Die Ergebnisse aus Kapitel 1 gelten fast wortwortlich auch fiir den adjun-
gierten Operator in Hilbertraumen. Insbesondere ist 7™ wohldefiniert und abge-
schlossen. Allerdings ist (AT)* = AXT* und (A — T)* = X\ — T* fiir A\ € C. Der
Unterschied beruht darauf, dass das Skalarprodukt im Hilbertraum eine Sesquili-
nearform definiert, das Dualitéitsprodukt im Banachraum aber eine Bilinearform.

(c¢) Es kann vorkommen, dass 7™ nicht dicht definiert ist; sogar der Fall D(T™) =
{0} ist moglich (Ubung). n

Proposition 2.2 Sei T ein dicht definierter Operator von Hy nach Hs. Dann
qgilt

(a) T ist genau dann abschlieffbar, wenn T* dicht definiert ist.

(b) Wenn T abschliefibar ist, dann ist T = T**.

(c) T ist genau dann abgeschlossen, wenn T = T™**.

(

d) Wenn N(T) = {0} und R(T) = Hy, dann ist T* invertierbar und
(T*)—l — (T_l)*.

(e) Sei T' abschliefbar und N'(T) = {0}. Dann ist die Inverse T~" von T genau
dann abschliefbar, wenn N(T) = {0}. In diesem Fall gilt

(T) =TT

(f) Sei T invertierbar. Dann ist T genau dann abgeschlossen, wenn T~ abge-
schlossen ist.
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Beweis. Zu Aussagen (a) und (b) vergleiche man Proposition 1.5 (a), (b). Man
beachte, dass Hilbertraume reflexiv sind und nach Proposition 1.5 7% und T**
abgeschlossen sind. Aussage (c) folgt aus (b).

(d) Aufgrund der zusitzlichen Voraussetzungen ist 7' : D(T™') = R(T) C
Hy — H; dicht definiert. Somit ist auch (7')* definiert. Da nach Lemma 1.6
auBerdem N'(T*) = R(T)* = {0} gilt, ist T* : D(T*) C Hy — H; invertierbar.

Wir verfahren nun &hnlich wie im Beweis von Proposition 1.10 (b); allerdings
ist hier ggf. keiner der betrachteten Operatoren stetig. Die Aussage ergibt sich
aber aus der Bemerkung im Anschluss an Proposition 1.10 und aus (1.7).

(e) Der Beweis der Aqulvalenz der Abschliebarkeit von 7! und der Injektivitét
von T ist eine leichte Ubungsaufgabe. Mit diesem Ergebnis und dem Vertau-
schungsoperator V ((z,y)) := (y, z) folgt dann

1

G(T1) =G(T~1) = VG(T) = V(4(T)) =VG(T) = G(T ).
(f) G(T) ist genau dann abgeschlossen, wenn G(7T~!) abgeschlossen ist. n

Beispiel Teil 1. In diesem ldngeren Beispiel betrachten wir den Differentialope-
rator

Tf := %f’

auf dem Intervall (0,1). Wie in der Vorlesung zur Funktionalanalysis definieren
wir den Sobolev-Raum

H'(0,1) := {f € L*(0,1) : f hat eine schwache Ableitung f' € L*(0,1)}.

Dabei heifit f/ € L?(0,1) schwache Ableitung von f, wenn fiir alle p € C5°(0, 1)
formal partielle Integration erlaubt ist, d.h.

1 1
/ fo dx = —/ flodx.
0 0

Funktionen f € H'(0,1) sind (absolut-)stetig, und es gilt (ohne Beweis)

f(x) = f(0)~|—/0xf’dt fir alle x € [0, 1];

insbesondere sind Punktauswertungen wie f(0) wohldefiniert. Offensichtlich ist
H'(0,1) mit der Norm (die #quivalent zur Graphennorm von 7 ist)

1F 1l = (LF1I3 + 17113) 2,

ein Hilbertraum mit dem definierenden Skalarprodukt (f,g) + (f’,¢’), wobei
(f,g9) = fol fgdt das iibliche L?-Skalarprodukt ist. Man beachte, dass fiir f, g €
H'(0,1) die Formel der partiellen Integration gilt:

<f,g’>=/0 7 dt = /f'gdt+fg\0 ~(f',9) + 3.



Ferner benétigen wir den Sobolevraum
yareyraeny
Hy(0,1) := C3=(0,1) " = {f € H'(0,1) : £(0) = f(1) = 0}

als abgeschlossenen Unterraum von H'(0, 1); die zweite Identitéit beweist man mit
einem Approximationsargument und der obigen Formel zur partiellen Integration.

Wir betrachten nun genauer den (abgeschlossenen) Operator T : D(T) C
L*(0,1) — L*(0,1) mit

D(T) := Hy(0,1) € L*(0,1) und Tf := %f’.

Man beachte, dass D(T) = H}(0,1) D C5°(0,1) dicht in L*(0,1) ist. Das Ziel ist
die genaue Charakterisierung des adjungierten Operators 7. Dazu formulieren
wir einige Eigenschaften von T und T™ separat.

Eigenschaft 1. Es gilt R(T)* C C- 1, wobei C-1 C L*(0,1) den Raum aller
konstanten Funktionen bezeichnet.

Beweis. Wir zeigen (C- 1)t C R(T). Dazu sei h € L*(0,1) und h L 1. Dann
liegt die Stammfunktion & : z — [ h(t)dt von h in H'(0,1), und es gilt

K =h, k(0)=0, k(l):/lhdt:(h,D:O.

Damit folgt k € Hj(0,1) = D(T) und T(ik) = k' = h. Also ist h € R(T). -
Eigenschaft 2. Es gilt D(T*) = H'(0,1) und T*g = 14 fiir alle g € D(T*).
Beweis. ,0“ Sei g € H'(0,1). Dann gilt fiir alle f € D(T)

1 1 1 1

da f(0) = f(1) = 0. Somit kann die Abbildung f — (T'f,g) = (f,3g’) zu einer
beschréinkten Abbildung auf L?(0, 1) erweitert werden; folglich ist g € D(T™*) und
T*g =1y

,C“ Seig e D(T*) C L*(0,1). Wir setzen h :=T*g und k(x) := [ hdt. Dann
ist k € H'(0,1) sowie k' = h, und es folgt fiir alle f € D(T)

{FR) = (£ K) = (F.0) = (£.T°9) = (Tf.) = (= f'.0)

Somit ist (—if’,g —ik) = 0; also g — ik € R(T)* C C- 1, und es existiert ein
c€ Cmit g=1ik+cle HY(0,1). =

Eigenschaft 3. Es gilt T'= T**. Insbesondere ist T" abgeschlossen.
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Beweis. ,C“ Da T und T* dicht in L?(0, 1) definiert sind, ist T nach Proposition
2.2 (a) abschlieSbar. Nach Proposition 2.2 (b) gilt weiterhin T C T = T**.

,D“ Aus T C T* folgt T** C T*. Nun sei g € D(T**), so dass g € D(T*) =
H'(0,1) und T**g = T*g = 1¢'. Dann erhalten wir fiir f € D(T*) nach Definition
* o . . e 1
0={(T"f,9)— (f,T*g) = —i(f',g) —ilf, ") = —if7|,-
Da dies fiir alle f € D(T*) = H*(0,1) gilt, muss g(0) = g(1) = 0 sein, also ist
g € H}(0,1) =D(T). n

Insbesondere sind weder 7" noch T™ selbstadjungiert im Sinne von 7" = T bzw.
(T*)* = T*. Wir setzen dieses Beispiel spiter fort. ]

2.2 Regulire Werte

Definition 2.3 Sei T : D(T) C H — H ein linearer Operator auf einem Hilber-
traum H. Eine Zahl A € C heifst regularer Wert fir T, falls eine Zahl ay > 0 mit
der Figenschaft

|AL —T)x| > ay||x|| fir allex € D(T)

existiert. Die Menge aller reqularen Werte von T' wird mit p(T') bezeichnet.
Fiir X € p(T) wird der Raum (R(M\ — T))L C H als Defektraum von T an

der Stelle A bezeichnet; seine Dimension
d\(T) = dim (R(M - T)) ™
heifst die Defektzahl von T an der Stelle .

Dabei ist mit , Dimension® die Méchtigkeit (Kardinalitéit) einer Orthonormalbasis
von H gemeint. Man beachte, dass diese Dimension im endlich-dimensionalen Fall
mit der {iblichen geometrischen Dimension iibereinstimmt; diese Dimension kann
aber auch abzéhlbar unendlich oder iiberabzéhlbar sein.

Wir bemerken weiter, dass gilt

e Ist A € p(T), so ist A\I — T injektiv, und der inverse Operator (A —T)~':
R(M —T) C H — H ist beschrinkt mit ||[(A —T)7|| < 1/a,.

e Ist T abgeschlossen, so ist p(T") C p(T).
o Ist 7" abgeschlossen und A € p(7'), so ist R(A — T') abgeschlossen.

Proposition 2.4 Sei T : D(T) C H — H ein linearer Operator. Dann gilt

(a) p(T) ist eine offene Teilmenge von C; genauer gilt B,, (\) C p(T) fir \ €
p(T).
(b) Sei T abschliefbar. Dann gilt fir jedes A € p(T)

p(T)=p(T), RN —T)=RN —T) und d\(T)=d\(T).

14



Beweis. (a) Sei A € p(T) und | — A| < a,. Dann gilt fiir jedes = € D(T))
[l = T)zl| = [[M = T)zl| = [A = plllz]] = (ax = |A = pDllzll = aullzll (2.1)

mit oy, == ay — |A — p| > 0. Somit gilt p € p(T) und By, (A) C p(T).
(b) Wir zeigen zunéchst, dass

R —T) =R\ -T). (2.2)

Seiy € R(AI — T). Es gibt also x,, € D(T) so, dass y,, := (M —T)x, — y. Wegen
1 1
2 = 2kl < —[I(AL = T)z — (M = T)a]| = —I|ym — yl
(65N 1o\

ist (z,,) eine Cauchy-Folge in H; es gibt also ein x € H mit z = lim z,,. Da mit T
auch M\I — T abschlieBbar ist, folgen die Aussagen z € D(T) und (M —T)x =y,
d.h. es ist y € R(M — T). Zusammen mit der offensichtlichen Inklusion R(AI —
T) C R(M —T) zeigt dies (2.2).

Nun folgt aus (R(A — T))L = (R()\[—T))l = (R(\ — T))L auch die
Aussage dy(T) = dx(T) zu den Defektzahlen. Ferner gilt ||[(Al — T)z|| > |z

fir alle x € D(T). ]

Satz 2.5 (M. A. Krasnosel’skii, M. G. Krein) Sei T : D(T) C H — H ein
abschliefsbarer Operator. Dann ist dy(T) auf jeder Zusammenhangskomponente
der offenen Menge p(T) konstant.

Wir bereiten den Beweis mit einem Lemma vor.

Lemma 2.6 Seien F' und G abgeschlossene Unterrdume von H mit der Eigen-
schaft dim F' < dim G (wieder im Sinne der Kardinalititen von Orthonormalba-
sen von F und G). Dann existiert ein Vektor

0#£yeGnF

Beweis. Full 1. Sei k := dim F' < oo und 0.B.d.A. dimG = k + 1. Ferner sei
P : H — F die Orthogonalprojektion von H auf F' mit ker P = F*. Dann ist
Pl¢ : G — F linear und nicht injektiv. Folglich existiert ein Vektor 0 # y € G
mit y € ker (P|g) C F*.

Fall 2. Sei nun dim F' = oco. Seien {f; : k € K} und {g; : | € L} Orthonormalba-
sen von F' bzw. G mit gewissen Indexmengen K, L, fiir die nach Voraussetzung
#K < #Lgilt. Fiir k € K definieren wir die Indexmenge Ly := {l € L : (fx, q1) #
0}. Aus der Besselschen Ungleichung

ST e ad P < Il =1

leLy
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fiir fr bzgl. der Vektoren g; mit [ € Ly ergibt sich, dass jede Menge Lj hochstens
abzdhlbar ist. Da K unendlich ist, erhalten wir hieraus fiir L' := (J, . Ly die
Aussage #L' < #K < #L, also auch L' & L. Nun wihlen wir ein beliebiges
[l € L\ L' Dann gilt nach Konstruktion 0 # ¢, L fi fiir alle £ € K, also
geGNF L ]

Beweis von Satz 2.5. Wegen Proposition 2.4 (b) kénnen wir 0.B.d.A. annehmen,
T sei abgeschlossen. Somit ist R(ul — T) fiir alle u € p(T') abgeschlossen. Sei
A€ p(T) und p € By, (A) C p(T) (vgl. Proposition 2.4 (a)). Wir wollen zeigen,
dass d,(T) = d\(T) fiir alle 1 € By, /2()) gilt.

Schritt 1: Wir zeigen, dass d,,(T') > dx(T) fir alle jo € Bq, (X).

Angenommen, es wére d, (1) < d\(T') fiir ein g € B,,(A). Dann gibt es nach
Lemma 2.6 ein 0 # y € R(A — T)* mit

y € R(ul = T)~ =R(ul = T),
und dazu ein 0 # x € D(T) mit y = (ul — T')z. Daraus folgt
0 = (g, (\ = T)z) = ((ul — Tz, (\I — T)a),
also
IAT = T)a|* = {(u] = Tz + (A — )z, (A = T)z) < [A = plllz|[(M - T)z|.
Folgligh)ist | =T)z|| < |[A=pl||z|| < axl|lx| im Widerspruch zur Voraussetzung
A€ p(T).

Schritt 2: Wir zeigen, dass d,(T) < d\(T) fiir alle p € Bq, j2(A).

Wir betrachten ein g mit |A — p| < «,/2. Dann gilt nach (2.1) im Beweis von
Proposition 2.4, dass o, = ay — [A — pu| > @,/2, also a,/2 < «, und somit
A —p| < au, dh. X € B,,(p). Dann folgt dy(T') > d,(T) mit Schritt 1, wenn
man A\ mit p vertauscht.

Schritt 3: Nun zeigt ein Kompaktheitsargument (entlang einer Kurve, die zwei
Werte A, X' in einer Zusammenhangskomponente von p(7") verbindet), dass dy(7T')
auf jeder Komponente von p(7") konstant ist. ]

2.3 Symmetrische und selbstadjungierte Operatoren

Definition 2.7 FEin linearer Operator T : D(T) C H — H auf einem Hilbert-
raum H heifst

(a) symmetrisch, falls (Tx,y) = (x,Ty) fir alle x,y € D(T). Falls T dicht
definiert ist, ist die Symmetrie von T dquivalent zur Bedingung T C T™.

(b) selbstadjungiert, wenn T dicht definiert und T = T* ist (insbesondere ist
dann D(T) = D(T*)).

(¢) wesentlich selbstadjungiert, wenn T dicht definiert und abschlieffbar und der
Abschluss T von T selbstadjungiert ist, d.h. T =T.
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Beispiel Teil II. Wir setzen nun unser obiges Beispiel fort. Wir haben bereits
gesehen, dass T und T™ nicht selbstadjungiert sind, dass aber T" auf H}(0,1) und
auch auf C§°(0, 1) symmetrisch ist. Es stellt sich die Frage, ob es iiberhaupt eine
selbstadjungierte Fortsetzung S von T auf einem geeigneten Definitionsbereich
D(S) c H'Y(0,1) € L?*(0,1) gibt.

Fiir ¢ € C\ {0} sei D(S,,) = {f € H'(0,1) : f(1) = pf(0)} und S, f = 3 f’
auf D(S,,).

Eigenschaft 4. Fir p € C\ {0} gilt (S,)* = Si/z. Insbesondere ist S, genau
dann selbstadjungiert, wenn |p| =1, also u = €* mit einem o € R.

Beweis. Fiir f € D(S,) und g € H'(0,1) ist

(Suf.0) = (F.20') = ~ifgly = ~if O (g ~ 50D (23

by Falls g € D( /1), so gilt 11g(1) — g(0) = 0 und somit aufgrund von (2.3)
(S.f.9) = (f,+¢'). Damit folgt g € D((S,)*) und (S,)*g = 1¢'.
,C*“ Sei g € D((S,)*). Wir wihlen A\ € C mit e* = u. Dann folgt f(z) := e’ €
D(S,). Wegen T' C S, ist dann (S,)* C T*; somit liegt ¢ in D(T*) = H'(0,1),
und es ist (S,)*g = T*g = 1¢'. Aus (2.3) mit verschwindender linker Seite folgt
wegen f(0) # 0 nun pg(1) — g(0) =0, also g € D(S1/z).

Somit ist Seza fiir jedes @ € R eine selbstadjungierte Fortsetzung von 7. Der
Operator T = 14 auf D(T) = H(0,1) C L?(0,1) besitzt also unendlich viele

dt
verschiedene selbstadjunglerte Fortsetzungen. [

Mit Hilfe der Polarisationsformel zeigt man leicht die Aquivalenz
T ist symmetrisch < (Tz,z) € R fir alle x € D(T).

Proposition 2.8 (a) Sei T' dicht definiert und symmetrisch. Dann ist T' ab-
schlieffbar, T C T, T symmetrisch und

T =T"

Ferner gilt T C T =T* C T*.
(b) T ist genau dann wesentlich selbstadjungiert, wenn T = T*,

Beweis. (a) Wegen D(T') = H existiert 7%, und nach Proposition 1.5 (a) ist
T abgeschlossen. Da T' symmetrisch ist, gilt 7' C T™; somit ist 7" abschlieBbar
und 7" C T C T*. Mit Proposition 1.5 (b) erhdlt man nun die erste Behauptung

T* = (T)*. Die zweite Behauptung ist mit Proposition 2.2 (b) (oder Proposition

1.5 (¢)) offensichtlich.
(b) Falls T wesentlich selbstadjungiert ist, sind T und auch T symmetrisch, und
es gilt mit Teil (a) T* = (T')* = T". Umgekehrt folgt aus 7' = T™* mit Proposition

2 (b),dass T* =T =T. =

17



Proposition 2.9 Sei T symmetrisch. Dann gilt
(a) C\R cC p(T). B
(b) Falls T dicht definiert ist und X\ € p(T), dann ist R(AN —T*) = H.

Beweis. (a) Seien A = a + i mit a, f € R und x € D(T') gegeben. Dann gilt

IAM =Tzl = [l(a] = T)z +ifz|”
= [[(af = T)z|* + [|Bz|* + 2Re ((—iB)((ed — T)z, ))
> Bzl

da ((al —T)xz,z) aufgrund der Symmetrie von ol — T reell ist. Hieraus folgt die
Abschétzung |[(A — T)x|| > [Im A|||z||. Somit ist A € p(T") falls Im A # 0.

(b) Nach Proposition 2.8 (a) ist 7' und mit Proposition 1.3 (a) auch A\l — T
fiir alle A € C abschliebar. Dann liefert Proposition 2.4 (b) fiir A € p(T") =

p(T), dass R(Al —T) = R(M —T) abgeschlossen ist. Wegen des Satzes vom
abgeschlossenen Bild und Proposition 2.8 (a) ist dann auch RN =T ) = R(A —
T*) abgeschlossen. Nun folgt mit Lemma 1.6

{0} =N =T) = (RO =T"))" = (RO = T"))",
also H = R(\ —T%). S

Definition 2.10 Die Defektindices eines abschliefsbaren symmetrischen Opera-
tors T auf H sind die Kardinalzahlen

di(T) = d\(T)=dim (R(AI =T))" fir ImA > 0,

d_(T) = d\(T)=dim (RO =T))" fiir ImA < 0.

Anmerkungen. (a) Man beachte, dass die Groflen di(7T") wegen Theorem 2.5
wohldefiniert sind.

(b) Ist T dicht definiert und symmetrisch (und folglich abschliebar), so gilt wegen
T = T* (vgl. Proposition 2.8) und mit Lemma 1.6

d(T) = dimN\ —T*) =dimN (=il —T*) fiir Im A > 0,
d_(T) = dimNA —T*) =dim NGl —T*)  firImA < 0.

Proposition 2.11 Sei T dicht definiert und symmetrisch. Falls p(T) eine reelle
Zahl enthdlt, dann ist d,(T) = d_(T).

Beweis. Unter dieser Voraussetzung gehoren {z : Imz > 0} und {z : Imz < 0}
zur gleichen Zusammenhangskomponente von (7). [
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Satz 2.12 (Von Neumanns Formel) Sei T ein dicht definierter und symme-
trischer Operator. Dann ist

D(T*)=DT) &N —T)YSNA —T*) firaleX € C\R
(im Sinne einer direkten, i. allg. aber nicht orthogonalen Zerlegung) und folglich
dim (D(T™)/D(T)) = d(T) + d_(T).

Beweis. Wegen T C T* ist die Inklusion O offensichtlich. Wir zeigen C.
Fiir A € C\ R sei Ny := N(A — T*). Man beachte, dass wegen T = T* die
Zerlegung

H=RWMN -T)a, (RA -T))" =R\ -T) &, Ny

(hier schreiben wir & fiir eine orthogonale Zerlegung) gilt. Sei z € D(T*). Dann
besitzt (Al — T*)x € H eine Zerlegung

M -T2 =N —T)xg+2" mit xg € D(T) und 2" € N5.

Wegen A ¢ R ist x_ := (A — A\)"'2’_ € N5 wohldefiniert. Dann gilt Tz = Tz
und T*z_ = Az_ und somit

(M —=T")(x —x9—2x_) =0.

Hieraus folgt #, == 2 —29—2_ € Nyund 2 = xo+ 2, +2_ € D(T) + Ny + N5
Wir zeigen, dass diese Zerlegung direkt ist.

Dazu sei 0 = xg + 24 + z_ fiir g € D(T), 2 € Ny und z_ € N5. Damit folgt
0=\ —T(wo+xy+a )= —Tag+ A= Nz_ € RO —T) + N5

Da die letztgenannten Rdume orthogonal zueinander sind, muss x_ = 0 gelten.
Analog erhélt man x, = 0 und dann auch zy = 0. [

Folgerung 2.13 Sei T' dicht definiert und symmetrisch. Dann gilt

(a) T ist genau dann wesentlich selbstadjungiert, wenn d; (1) = d_(T) = 0.

(b) Unter der Voraussetzung p(T) NR # 0 ist T genau dann wesentlich selbstad-
gungiert, wenn d(T) = 0.

Beweis. (a) Nach Proposition 2.8 (b) ist 7" genau dann wesentlich selbstadjun-
giert, wenn 7 = T*. Dieses ist aufgrund der zweiten Identitéit in Theorem 2.12
dquivalent zur Aussage d(7) = d_(T) = 0. Aussage (b) folgt nun mit Proposi-
tion 2.11. |

Wir formulieren nun ein Hauptresultat dieses Abschnitts.
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Satz 2.14 SeiT' ein abgeschlossener symmetrischer Operator, und seien Im A, >
0 und Im A_ < 0. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) T ist selbstadjungiert;

(b) dy(T) = d(T) = 0;

(€) RO —T)=H=RO\_I —T);
(d) Ay, A€ p(T).

Beweis. Es stehe A fiir A = A\, oder A = \_.

(@) = (b),(c), (d): Da T selbstadjungiert ist, folgt A, A € H(T). Deshalb sind
A — T und AI — T injektiv, es gilt N (A —T*) = N (A —T*) = {0} und somit
(RO =T))" = (R(M —T))" = {0}. Ferner sind R(A — T) und R(AM — T)
abgeschlossen und somit gleich H. Folglich liegt A in p(T).

(b), (¢), (d) = (a): Wir zeigen zuerst
D(T) ist dicht in H und R(M —T) = H. (2.4)

Da in allen drei Féllen dy(7") = 0 und R(AI — T") abgeschlossen und dicht in H
ist, folgt R(AI —T) = H. Nun sei y L D(T). Dann gibt es ein u € D(T) mit
y = (M — T)u. Deshalb und wegen der Symmetrie von 7' gilt fiir alle z € D(T')

0= (y,z) = (M — T)u,z) = (u,(\I - T)z).
Da R(M —T) = H, folgt u = 0 und damit y = 0, und (2.4) ist gezeigt.
Somit ist 7™ wohldefiniert. Da T symmetrisch ist, also T" C T™ gilt, geniigt es,
T* C T zu beweisen.

Das folgende Argument benutzt die Surjektivitdt von Al — T Sei w € D(T™).
Dann gibt es ein v € D(T) mit (Al —T)v = (M —T*)w, so dass fiir alle z € D(T')

(M = T)z,w) = (x, M = T*)w) = (z, (A = T)v) = (Al = T)z,v)
folgt. Da R(A —T) = H, gilt also w = v € D(T) und damit D(T*) C D(T). =

Folgerung 2.15 Sei T ein symmetrischer Operator mit R(T) = H. Dann ist T
selbstadjungiert, 0 € p(T) und T~ ist selbstadjungiert.

Beweis. Man argumentiert wie im letzten Teil des Beweises von Theorem 2.14
mit Ay = A_ = 0, um die Dichtheit von D(7T") in H und D(T*) C D(T) zu zeigen.
Also ist T = T* abgeschlossen, N'(T) = {0} und 0 € p(T'). Schlieflich gilt nach
Proposition 2.2 (d) (T~Y)* = (T*)' =T ]

Beispiel. Sei 2 C R" ein beschriinktes Gebiet mit glattem (C?-)Rand. Wir
betrachten den Operator A := —A auf dem Testfunktionenraum C2°(£2) der C'*°-
Funktionen auf 2 mit kompaktem Tréger. Mit zweifacher partieller Integration
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folgt

/ —Au) vd:E—/Vu Vvda:—/ —vda—/ vd:zH—/ —uda
Joo OV Joo OV

da u und v auf 09 verschwinden; dabei bezeichnet v den Normaleneinheitsvek-
tor an O). Folglich ist der Operator A mit D(A) = C=(Q) bzgl. des L*(Q)-
Skalarprodukts symmetrisch. Die analoge Aussage erhélt man, falls die Normala-
bleitungen g—z und % auf 0€2 verschwinden. Mit einem Dichtheitsargument folgt,
dass der Operator A = —A sowohl auf dem Sobolevraum

D(-Ap) :== H*(Q)N Hy(Q) = {u € H*(Q) : u=0auf 9Q} C L*(Q)
als auch auf dem Raum
D(—Ay) :={ue H*Q): % =0 auf 9Q} C L*(Q2)

symmetrisch ist. Auf D(—Ap) steht der Operator —Ap fiir den Dirichlet-Laplace-
Operator und das elliptische Randwertproblem

—Au=f inQ, u=0 aufoQ (2.5)

mit der Dirichlet-Randbedingung u = 0, wahrend —Ay auf D(—Ay) der zu-
gehorige Operator fiir das Neumannproblem

—Au=f inQ, Ou =0 auf 002 (2.6)
v
ist. Beide Operatoren sind auf ihrem jeweiligen Definitionsbereich D(—Ap) bzw.
D(—Ap) nicht nur symmetrisch, sondern auch selbstadjungiert.

Um die letzte Aussage zu beweisen, benotigen wir einige Ergebnisse iiber die
elliptischen Randwertprobleme (2.5) und (2.6). Fiir jedes f € L*(Q) gibt es zum
Dirichletproblem (2.5) genau eine Losung u € D(—Ap), die zudem stetig von f
abhéngt und einer Abschétzung

[ull 2 ) < el fllzz@)

geniigt. Dann impliziert Korollar 2.15 wegen R(—Ap) = L?(Q), dass —Ap sogar
selbstadjungiert ist.

Fiir das Neumannproblem (2.6) gilt 0 € o(—Ay) (beachte, dass u = 1 eine
Losung von (2.6) mit f = 0 ist), so dass eine Spektralverschiebung von —Apy
zu I — Ay notwendig ist. Dieser Operator ist ebenfalls symmetrisch, und das
zugehorige Randwertproblem (I — A)u = f in Q, 8“ = 0 auf 09 ist fiir jedes
f € L*(Q) eindeutig 16sbar mit der a pmom—Abschatzung ulla2) < el flle2o)
Wie fiir —Ap folgt nun, dass I — Ay selbstadjungiert ist. Dann 1st auch AN
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selbstadjungiert. n

Im Allgemeinen existiert keine selbstadjungierte Fortsetzung eines abgeschlosse-
nen symmetrischen Operators 7' im gleichen Hilbertraum H. Allerdings findet
man stets eine selbstadjungierte Fortsetzung auf einem gréfleren Hilbertraum,
falls T" dicht definiert ist. Der folgende Satz besagt, dass eine selbstadjungierte
Fortsetzung in H existiert, falls p(T) NR # ). Es ist jedoch i.allg. schwierig, den
Definitionsbereich explizit zu charakterisieren.

Satz 2.16 Sei T ein dicht definierter, abgeschlossener und symmetrischer Opera-
tor auf H, und sei pn € p(T)NR. Dann existiert eine selbstadjungierte Fortsetzung
A von T auf H mit der Eigenschaft p € p(A).

Beweis. O.E.d.A. sei =0 € p(T), woraus N(T') = {0} und nach Proposition
2.9 (b) R(T*) = H folgt. Somit gibt es einen Unterraum Dy mit

Do CD(T*) und T*Dy=N(T"),

z.B. das Urbild Dy = (T*)"'N(T*). Sei P : H — N(T*) die orthogonale Projek-
tion auf (den abgeschlossenen Unterraum) A(T*) und

D(A) :=D(T)+ (I — P)Dy, A:=T"|pay;

man beachte, dass D(A) ein Unterraum von D(7T*) ist. Folglich gilt T'C A C T*,
TP =0, N(T*) L (I — P)H und (I — P)Dy C D(T™).

Wir zeigen im néchsten Schritt, dass A symmetrisch ist. Fiir £ = 1,2 seien uy =
zr + yr € D(A) mit beliebigen z, € D(T) und yx € (I — P)Dy gewahlt. Da
T*(I — P)Dy = T*Dy = N(T*) L (I — P)Dy, erhalten wir (T*y;,yx) = 0 fiir
7,k =1,2. Somit gilt

(Auy,ug) = (Txy+ T y1, T2+ yo)
= (Twy,x2) + (Twy,y2) + (T7y1, v2) + (T"y1, y2)
—_— ~—

J/

= (x1,Tx2) = (x1,T*y2) = (y1,Tx2) =0

.= <U1, AU2>,

d.h. A ist tatsdchlich symmetrisch.
Da 0 € p(T) und T abgeschlossen ist, folgt H = R(T) &, N(T*). Ferner gilt

A(I — PYDy = T*(I — P)Dy = T*Dy = N'(T*),
da T*P = 0. Nun sieht man, dass
R(A) = AD(A) = TD(T) + A(I — P)Dy = R(T) + N (T*) = H,
und Folgerung 2.15 liefert die Selbstadjungiertheit von A sowie 0 € p(A). n
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3 Der Rieszsche Darstellungssatz fiir positive li-
neare Funktionale auf C.(X)

3.1 Topologische Priliminarien

Definition 3.1 Sei (X, 7) ein topologischer Hausdorff-Raum, d.h. 7 C P(X)
bezeichnet die Menge von offenen Teilmengen von X, und fiir beliebige Punkte
p # q € X existieren Umgebungen U € T vonp undV € 7 von g mit UNV = ().
X heifst lokalkompakt, falls es zu jedem Punkt von X eine Umgebung U € T
dieses Punktes gibt, deren Abschlufi U kompakt ist.

Beispiel. Eine beliebige Teilmenge X C R™ mit der Relativtopologie ist ein lo-
kalkompakter Hausdorff-Raum. Eine Kurve oder Fldche im R™ ist ein lokalkom-
pakter Hausdorff-Raum bzgl. der Relativtopologie. Dagegen ist ein unendlich-
dimensionaler Banachraum kein lokalkompakter Hausdorff-Raum. m

Lemma 3.2 Sei (X, 7) ein Hausdorff-Raum.

(a) Fir alle kompakten Teilmengen K C X und alle p € X \ K existieren offene
Mengen U,W € 1 derart, dass

pelU, KcW und UNW =0.

(b) Sei (Ky)aca eine Familie kompakter Teilmengen von X mit NaeaKy = 0.
Dann gibt es eine endliche nichtleere Teilmenge von (K,,), die ebenfalls eine leere
Schnittmenge hat.

Den Beweis werden Sie in der Ubung fithren.

Proposition 3.3 Sei X ein lokalkompakter Hausdorff-Raum, U C X offen und
K C U kompakt. Dann gibt es eine offene Menge V- C X mit der Figenschaft

KcVcVcU und V ist kompakt.

Beweis. Jedes k € K hat eine Umgebung Uy, so dass Uj, kompakt ist. Da K
kompakt ist, existieren kq,...,k, € K so, dass

KCcUg,U...UU, =G,

wobei G offen und G kompakt ist. Falls U = X, ist der Satz mit der Wahl V := G
bereits bewiesen.

Sei nun U # X und C := X \ U. Nach Lemma 3.2 (a) gibt es zu jedem p € C'
eine offene Menge W), so dass K C W, und p ¢ W,,. Somit ist (C' NG NW,),ec
eine Familie kompakter Mengen mit [eerer Schnittmenge. Aufgrund von Lemma
3.2 (b) existieren py,...,p, € C' mit der Eigenschaft

CNGNW, n...nW,, =0.
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Sei V:=GNW, Nn...NW,, . Dannist V offen, K CV (da K C G, K C W),,)

und

VcanWw, n...nW, c X\C=U,

was zu zeigen war. m

Definition 3.4 Seiv X ein topologischer Raum und f : X — R reellwertig oder
sogar f : X — [—00,00], eine extended-real function. Ist {x € X : f(x) > a} fir
jedes a € R offen, so heifit f unterhalbstetig (kurz: l.s.c.). Ist dagegen {x € X :
f(z) < a} fir alle « € R offen, so heifit f oberhalbstetig (kurz: u.s.c.).

Wir vermerken einige Eigenschaften halbstetiger Funktionen:

e f ist stetig < f ist unter- und oberhalbstetig.
o U C X ist offen = yy ist l.s.c.

e (' C X abgeschlossen = y¢ ist u.s.c.

e fsist Ls.c. fiir alle 8 = supy fj5 ist Ls.c.

o fgist u.s.c. fiir alle 8 = infg f ist u.s.c.

Definition 3.5 Seiv X ein topologischer Raum.

(a) C(X) bezeichnet die Menge aller stetigen Funktionen f : X — R mit kom-
paktem Trager supp f :={z € X : f(x) # 0}.

(b) Seien K C X kompakt, V C X offen und f € C.(X) mit 0 < f < 1. Dann
bedeutet die Notation K < f, dass f = 1 auf K, und wir schreiben f <V, falls
supp f C V.

Versehen mit der Supremumsnorm || f||o := sup{|f(x)| : z € X} wird C.(X) zu
einem normierten Vektorraum (der i. allg. nicht vollstandig ist). Weiter gilt fiir
alle f,g € C.(X)

supp (f + g) C supp f Usuppg, supp (fg) C supp f Nsuppg.

Satz 3.6 (Lemma von Urysohn)! Sei X ein lokalkompakter Hausdorffraum
und seien K C X kompakt, V C X offen sowie K C V. Dann gibt es eine

Funktion f € Co(X) mit K < f <V (insbesondere ist f gleich 1 auf K und
verschwindet aufserhalb von V).

Offenbar erfiillen sowohl f = yx als auch f = xy die Abschiatzungen yg < f <
Xv, sind aber jeweils nur u.s.c. bzw. Ls.c. Deshalb wird im folgenden Beweis ver-
sucht, die Differenzmenge V'\ K durch eine Folge von u.s.c. bzw L.s.c. Funktionen
sauszufiillen“, welche im ,,Grenzwert“ die gesuchte Funktion f € C.(X) liefern.

!Pawel Urysohn, russisch-ukrainischer Mathematiker, 1898 — 1924, Student von N.N. Lusin
und D.F. Egorov in Moskau, ertrunken an der franzosischen Atlantikkiiste.
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Beweis. Sei (r,) eine Abzéhlung von Q N[0, 1] mit 7, = 0 und 7, = 1. Wegen
Proposition 3.3 existieren offene Mengen Vj, V; C X derart, dass

KcVicVicVycVycV und V,kompakt

gilt. Angenommen, wir haben fiir ein n € N bereits offene Mengen V,.,,..., V. C
X mit der Eigenschaft

rp<r; = V., CV, firallel<i#j<n

gefunden. Dann liefert Proposition 3.3 eine offene Menge V. | mit

Vrj cV, . C Vrnﬂ cV, furaller; <rpppundrp <rj, 1<i#j <n.

n+1

Somit existiert fiir alle r € Q N [0, 1] eine offene Menge V. mit kompaktem Ab-
schluss V. und mit der Eigenschaft

seQno,1], s>r = V,CV,.

Wir definieren nun fiir alle r, s € Q N [0, 1] Funktionen

r, €V, 1, zeV,
fo() = und  g,(z) = .
0, z¢V, s, ¢V

sowie
fi=supf., und g:=infg;.

Mit f, ist auch f Ls.c., und mit gy ist auch g u.s.c. Ferner gilt f = 1 auf K sowie
supp f C Vo C V. Wir zeigen, dass f = g.

“<” Falls r > s, ergibt sich V, C V, und damit fr < gs. Falls r < s, so folgt
direkt f, < g,. Zusammengefasst erhélt man f < g.

“>” Wére f(x) < g(z) fiir ein 2 € X, so gibe es r,s € QN [0, 1] mit f(z) <7 <
s < g(x). Dann gilt V, C V,, und aufgrund der Definitionen von f,, f, g, g folgt
¢V, und z € V. Das ist ein Widerspruch. n

Folgerung 3.7 Sei X ein lokalkompakter Hausdorff-Raum, K C X kompakt,
und Vi,...,V, eine (endliche) offene Uberdeckung von K. Dann existiert ei-
ne stetige Zerlegung der Eins auf K bzgl. Vi,...,V,, d.h. es gibt Funktionen

hi, ..., hy € Co(X) mit
h; <V, und hy+---+h,=1auf K.

Beweis. Nach Proposition 3.3 existiert fiir jedes z € K (mit x € V; fiir minde-
stens ein 7) eine offene Menge W, so dass

reW,, W, kompakt, W, CV,.
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Da K kompakt ist, gilt sogar K C W,, U...UW,, fir em m € N. Fiir ¢ €
{1,...,n} sei nun H; gleich der Vereinigung aller Kompakta W, mit W, C Vi.
Nach Theorem 3.6 gibt es g; € C.(X) mit H; < g; < V;. SchlieBlich definieren wir
hy := ¢g; und

hi=1—-g)1—=g2)...(1—gi—1)g; fiir2<i<n.

Da 0 < ¢g; < 1 und suppg; C V;, schlieBt man auf 0 < h; < 1 und h; < V,.
AuBlerdem folgt mittels Induktion

hitthy=1—(1=g)...(1-gn).

Nun sei z € K, also x € H; fiir mindestens ein i. Dann folgt g;(z) = 1, also
(hi 4+ hy)(z) = 1. m

3.2 Rieszscher Darstellungssatz fiir positive lineare Funk-
tionale

Zur Erinnerung: Fiir einen beliebigen Mafiraum (X, A, 1) mit einer Menge X,
einer o-Algebra A C P(X) und einem (nicht-negativen) Mal pu : A — [0, 0]
konnen wir das Integral

/deue[o,oo]

fiir eine beliebige messbare Funktion f : X — [0, 00) definieren. Dabei bedeutet
messbar, dass {z € X : f(z) < a} € A fiir alle a € R. Davon ausgehend
definieren wir [, fdu € C fiir komplexwertiges f € L'(x) mit Hilfe von (Re f) 4
und (Im f)4, falls alle Integrale [, (Re f)+dp und [ (Im f)4 dp endlich sind.

Der Séatze von Lebesgue von der monotonen Konvergenz und der dominierten
Konvergenz gelten auch in diesem allgemeinen Rahmen; ebenso gilt das Lemma
von Fatou.

Auf einem topologischen Raum X bezeichnet B(X) die Borelsche o-Algebra,
d.h. die kleinste o-Algebra in P(X), die alle offenen Teilmengen von X enthalt.

Definition 3.8 Sei X ein lokalkompakter Hausdorff-Raum. FEine lineare Abbil-
dung A : C.(X) — R heiffit positives lineares Funktional, falls

Af >0 firalle f € C.(X)mitf>0.

Anmerkungen. (a) Jedes Borel-Maf§ p auf X definiert ein positives lineares
Funktional A vermoge Af := fX fdu.

(b) Jedes positive lineare Funktional A auf X ist im folgenden Sinn lokal be-
schrinkt: Sei K C X kompakt, V C X offen und K < h < V. Dann gilt fiir alle
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f € C.(X) mit supp f C K die Abschitzung —h||f|lcc < f < || f||oo, aus der wir
— || flloAh < Af < || fllooAh und

IAST < (AR) (1 floo

erhalten. Jedoch muss A nicht stetig (oder beschriankt) auf ganz C.(X) sein. So
ist z.B. das Lebesgue-Ma8 auf C.(R") als linearer Operator unbeschrénkt. [

Der folgende Satz beschreibt die positiven linearen Funktionale auf C.(X).

Satz 3.9 (Riesz) Seien X ein lokalkompakter Hausdorff-Raum und A ein posi-
tives lineares Funktional auf C.(X). Dann existieren eine o-Algebra A C P(X)
mit B(X) C A und ein eindeutig bestimmtes positives Maf$ p auf A, so dass

Af = /deu fir alle f € C.(X) (3.1)

gilt und p die folgenden Eigenschaften hat:
(a) p(K) < oo fir alle kompakten Teilmengen K C X;
(b) fiir beliebige E € A gilt

p(E) =inf{u(V):V 2 E offen},

d.h. jedes E € A ist reguliar von auflen;
(c) fir beliebige offene Mengen E € A und beliebige E € A mit pu(E) < oo gilt

pu(E) = sup{u(K) : K C E kompakt},

d.h. jedes E € A mit u(FE) < oo ist reguldr von innen;
(d) w ist vollstéandig, d.h. fir jedes E € A mit u(E) = 0 ist auch jede Teilmenge
von E in A enthalten.

Beweis. I. Eindeutigkeit. Nach Eigenschaften (b) und (c) ist p bereits durch
die Werte p(K) fir alle kompakten K C X eindeutig bestimmt. Seien nun
und pe MaBle auf A mit (3.1), die (a) - (d) erfiillen. Dann gibt es zu gegebenem
K und € > 0 nach (a) und (b) eine offene Menge V' 2O K, so dass

(V) < (K + =
Mit dem Lemma von Urysohn finden wir ein f € C.(X) mit K < f <V, so dass
(k) = [ acdu < [ g =7 = [
X X X
< / Xv dpz = (V) < pa(K) + €.
X

Folglich ist p1(K) < po(K). Analog erhélt man po(K) < py(K).
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II. Existenz. Fiir alle offenen Mengen V' C X sei
p(V) :=sup{Af: f <V} (nV)
und fiir beliebiges ' C X sei
p(E) :=inf {u(V) : Voffen, E C V'}. (uE)

Die Definitionen (V') und (uF) sind fiir offene Mengen konsistent, da p nach
(uV) auf offenen Mengen und nach (pV'), (uE) auf allen Mengen monoton ist.
Mit diesen Definitionen gilt Aussage (b), d.h. die Regularitét von auflen, bereits
definitionsgeméf.

Weiter definieren wir die Mengensysteme?

Arp = {EC X : pu(F) < oo, und F ist von innen regulér}, (3.2)
A = {ECX:EnNK e Ap fur alle kompakten K}.

Falls u(E) = 0, so gilt £ € Ap und damit £ € A. Die Funktion p ist also
vollstandig im Sinne von (d). Wir gliedern den Nachweis der Eigenschaften von
@ und A in eine Reihe von Schritten.

II.1 Wir zeigen: Ap enthdlt jedes Kompaktum K C X, und es gilt
p(K) =inf{Af: K < f}.

Zu gegebenem K wihle man f mit K < f und definiere V,, := {z € X : f(z) > a}
fiir 0 < a < 1. Dann ist K C V,,, und fiir beliebige g < V,, gilt ag < f. Damit ist

1
p(K) < p(Ve) = sup{Ag:g<Vo} < —Af < co.
(1V) «
Fiir « — 1— folgt daraus u(K) < Af < oo und somit K € Ap.
Zu jedem £ > 0 gibt es nach (uF) eine offene Menge V' O K mit u(V) <

u(K) + e. Dann existiert nach dem Lemma von Urysohn ein f € C.(X) mit
K < f<V.Mit (uV) folgt Af < pu(V) < p(K) + €. Hieraus folgt I1.1.

I1.2 Jede offene Menge V' ist von innen requldr; insbesondere enthdlt Ap jedes
offene V-C X mit u(V) < oc.

Sei V offen und 0 < o < p(V). Aus Definition (uV') folgt die Existenz einer
Funktion f < V mit a < Af. Sei K := supp f. Fiir jedes offene W mit K C W gilt
dann f < W, nach (uV') also Af < p(W). SchlieBlich folgt aus (uF£), angewandt
auf K, auch Af < p(K). Damit haben wir ein Kompaktum K C V mit o < p(K)
gefunden. Folglich ist V' von innen regulér.

2Der Buchstabe ,, F'“ in Af steht fiir endliches (finites) Maf. Tatsichlich zeigen wir in IL.8,
dass Ap = {F € A: u(E) < oo}; damit erweist sich A als die gesuchte o-Algebra.
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I1.3 p ist o-subadditiv auf P(X), d.h. fir alle E; C X, 1 € N, gilt

M(DE‘) < iu(&) (33)

Wir zeigen vorab, dass p (endlich) subadditiv auf den offenen Mengen ist. Seien
Vi und V5 offen und g < V1 UV; beliebig gewahlt. Nach Folgerung 3.7 existiert eine
Zerlegung der Eins h;+he = 1 auf K = supp g bzgl. V;, d.h. mit h; < V;. Dann gilt
auch h;g < V;, g = h1g + hag und somit Ag = A(h1g) + A(heg) < p(Vh) + u(V2).
Nach Definition (V') ergibt sich nun pu(V; U Va) < u(V7) + pu(Va).

Nun zeigen wir die o-Subadditivitét (3.3). Ist p(F;) = oo fiir ein i € N, ist (3.3)
offensichtlich. Wir nehmen daher pu(E;) < oo fiir alle i € N an.

Zu jedem e > 0 existieren dann nach (uF) offene Mengen V; O E; mit u(V;) <
w(E;) +27%. Sei V := UjenV; und f < V. Es ist also supp f kompakt, supp f C
V und damit sogar suppf C V3 U... UV, fiir ein n € N. Mit der endlichen
Subadditivitat auf den offenen Mengen folgt nun

Af<p(ViUu. . UV) <> (Vi) < p(E) +e.
=1 =1

Also gilt mit (¢V) definitionsgemaB p(V) <> o2, pu(E;) + € und folglich

/L(DEJ < u(@%) < iu(El) +¢e fiirallee > 0.
i=1 i=1 i=1

Hieraus folgt die o-Subadditivitt.

I1.4 p ist o-additiv auf Ap, d.h. fir alle E = J;2, E; mit paarweise disjunkten

w(E) =3 n(Ey).

Im Fall i(E) < oo gilt sogar E € Ap.
Wegen II.3 muBl nur die Ungleichung p(E) > > 7 u(E;) gezeigt werden.

I1.4.1 Wir zeigen p(K; U Ky) = p(Ky) + p(Ks) fir disjunkte Kompakta K;.

Sei ¢ > 0. Nach Proposition 3.3 gibt es zu K; und U; := K§ bzw. zu Ky und
Uy = KY disjunkte offene Mengen Vi, Vo mit K; C V;. Ferner existieren nach
(uE) eine offene Menge W O K; U Ky mit u(W) < u(K; U Ks) + ¢ und nach
(uV') Funktionen f; < W NV, mit Af; > up(WNV;) —e. Wegen K; C WNYV,
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ergibt sich nun

p(Ky) +p(Ke) < p(WNVi) +p(Wnvy)
< Af1 + Afg + 2¢
= A(fi+ fo) +2¢
< u(W)4+2 (daVinVo=0und f1 + fo < W)
(V)
< u(K;UK;) + 3e.

Zusammen mit der Subadditivitat aus I1.3 liefert dies die Behauptung.

I1.4.2 Ist p(E) = oo, so folgt I1.4 bereits mit I1.3. Wir diirfen daher annehmen,
dass u(F) < oo. Sei € > 0. Wegen E; € Ap existieren Kompakta H; C E; mit

w(H;) > pu(E;) —e27" fiir allei € N.

Fir K, .= H,U...UH, C F ergibt sich
> = ; ) —
n(E) > p(k,) = Z;M(Hz) > EM(EJ e.

Durch Grenziibergénge ¢ — 0 und danach n — oo folgt u(E) > > .2, u(E;).

I1.4.3 Wir zeigen, dass E € Af falls u(E) < oc.

Wegen u(E) = > 02, p(E;) < oo gibt es zu jedem € > 0 ein n € N, so dass mit
dem Kompaktum K, C E wie in Schritt 2 gilt

) < 3 pulBi) +& < () + 2.

Folglich gilt F € Ap, und der Beweis von I1.4 ist beendet.

11.5 Jedes E € A ist requlir, d.h. zu jedem € > 0 existieren ein Kompaktum K
und eine offene Menge V' mit

KCECV und pu(V\K)<e.

Aufgrund der Definition von p und A existieren ein kompaktes K und ein offenes
V mit K C EF CV und so, dass

u(V) = 5 < (E) < p(K) + 5 < oo.

Da V'\ K offen ist und pu(V'\ K) < oo, folgt mit I1.2, dass V' \ K € Ap. Aussage
I1.4 liefert dann die Ungleichung p(V \ K) = (V) — p(K) < e.

I1.6 Mit A und B liegen auch A\ B, AUB und AN B in Ap.
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Zu jedem e > 0 gibt es nach I1.5 geeignete Mengen K;, V; mit den Eigenschaften
Ky CACWV, Ky C BCVysowie u(V; \ K;) < e. Wegen

ANBCVI\ K2 € (Vi\ K1) U (K1 \V2) U (V2 \ K2),

ergibt sich mit I1.3
1A\ B) < e+ p(Ki\V2) +e.

Da Ky \ Vo € A\ B kompakt ist, folgt A\ B € Ap.
Weiter ergibt sich aus den Mengenidentititen AU B = (A \ B) U B und
ANB=A\(A\ B) wegen I1.4 auch AU B € Ap sowie AN B € Ap.

IL.7 A ist eine o-Algebra iber X und enthalt B(X).

I1.7.1 Ist A € A und K kompakt, so gilt K € Ar und AN K € Ap, also auch
A°NK =K\ (AN K) € Ap nach I1.6. Damit haben wir gezeigt, dass

Ac A = A°ec A.

I1.7.2 Sei A := |J, ey Ai mit A; € A, und sei K kompakt. Dann sind die induktiv
definierten Mengen By := Ay N K und B, == A, N K\ (ByU---U B,,_) fiir
n > 2 paarweise disjunkt und liegen nach I1.6 in Ag. Nun folgt mit 11.4, dass
ANK =,y Bn € Ap, also A =,y Ai € A.

I1.7.3 Sei C C X abgeschlossen. Dann ist C' N K fiir jedes Kompaktum K
kompakt, so dass mit [1.1 CNK € Ap und hieraus C' € A folgt. Insbesondere gilt
X € A. Folglich ist A eine o-Algebra iiber X, die alle abgeschlossenen Teilmengen
enthéalt. Damit ist auch B(X) C A bewiesen.

I1.8 Wir zeigen, dass Ap = {F € A: pu(F) < oo}. Wegen I1.2 ist damit Aussage
(c) des Satzes bewiesen.

L,C“Fir F € Ap ist u(E) < oo und nach I1.6 ENK € Ap fiir jedes Kompaktum
K. Also gilt F € A.
,2“ Sei F € A mit u(E) < oo, und sei € > 0. Nach (uV') gibt es eine offene
Menge V' O E mit p(V) < oo; nach I1.2 gilt zudem V € Ap.

Aufgrund von IL.5 gibt es ein Kompaktum K C V mit u(V \ K) < e. Da
EN K € Ar von innen regulér ist, existiert ein Kompaktum H C £FN K mit

WENK) < p(H)+e.
Nun folgt aus £ C (ENK)U (V' \ K) und I1.3
W(E) < W(ENK)+ p(V\K) < p(H) + 2,
d.h. E ist von innen regulir und somit F € Ap.

I1.9 pu ist ein Maf auf A.
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Die o-Additivitat ist offensichtlich, falls pu(FE;) = oo fiir ein E; € A. Falls alle
w(E;) endlich sind, folgt die o-Additivitat aus I1.4.
I1.10 Fir alle f € Co(X) gilt Af = [ fdp.

0O.E.d.A. diirfen wir annehmen, dass f reellwertig ist. Dann gentigt es,

AfS/deu

zu beweisen, da aus der Linearitdt von A und der nun giiltigen Ungleichung
A =ANE [ (du=- [ fdu
X X

die umgekehrte Abschitzung Af > [, fdu folgt.
Sei also f € C.(X) reellwertig, K := supp f und f(K) C [a,b]. Zue > 0

wéhlen wir eine Zerlegung
a=yY <y <...<y,=0b mity, —y;_1 <efiiralle

von [a,b]. Sel B; = {z € X :y;i_1 < f(x) < y;} N K. Wegen der Stetigkeit von
f liegen die Mengen E; in B(X) C A; sie sind paarweise disjunkt, und es gilt
U E; = K sowie u(E;) < oo.

Zu jedem E; gibt es eine offene Menge V; D E;, so dass u(V;) < u(E;)+¢/n und
f(x) < y;+e fiir alle z € V; (gegebenenfalls schneide man V; mit f~*(—oo, y;+¢)).
Ferner existiert nach Folgerung 3.7 auf K eine Zerlegung der Eins (h;) bzgl. (),
dh.h; < V;mit Y ! h; =1,also f =" | fh; auf K. Nun folgt die Abschétzung

Af = Y A
< D (wite)An (dahif < (yi + €)hs)
= > (lal +yi +€) Ahi — la] > Ay
- > (al +yi +&)u(Vi) = la| u(K)

< D (al+yi+e)ulE) + Y (lal +yi+e)e/n —la| u(K)
< )y B + 2ep(K) + (Ja| +b+e)e (da Y u(E) = u(K)).

Wegen ;1 < f|g, erhilt man

Ang[Eifdu—i-aC:/deﬂ—l—éC.

Damit ist Theorem 3.9 komplett bewiesen. [
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Satz 3.10 Sei X ein lokalkompakter und zudem o-kompakter Hausdorff-Raum,
d.h. es existieren Kompakta K, C X mit X = U,Zozl K,,. Dann haben die o-
Algebra A und das MafS i aus Theorem 3.9 folgende Eigenschaften:

(a) Fir jedes E € A und jedes € > 0 existieren eine abgeschlossene Menge F' und
eine offene Menge V mit F C ECV und u(V\ F) < ¢.

(b) Fliir jedes E € A existieren eine F,-Menge® A und eine Gs-Menge B mit den
Figenschaften A C E C B und u(B\ A) =0.

(c) p ist ein regulires Borel-Maf, d.h. jedes E € A ist requlir von auflen und
von innen.

Beweis. Sei X = J -, K, mit kompakten Mengen K.

(a) Sei E € Aund ¢ > 0. Dann ist u(K, N E) < oo, und es gibt offene Mengen
V., D K, N E mit

n(Vi\ (K, NE)) < STISE

Fiir die offene Menge V := U, V,, gilt
UV DU (K, NE)= (U, K,) NE=XNE=E,

also ECV,und aus V\ E C U, (V» \ (K, N E)) folgt u(V \ E) < £.

Mit Komplementéarbildung gibt es zu E° € A eine offene Menge W O E° mit
w(W\ E¢) < 5. Dann ist I := W¢ abgeschlossen, F' C S und £\ F' = W \ E°,
also u(E£\ F) < § und somit

(VA F) < u(V\ B) + u(E\ F) < e
(b) ergibt sich wegen der o-Additivitéat von p aus (a).
(¢) Zu F € Aund € > 0 sei F' C FE eine abgeschlossene Menge wie in Aussage
(@) mit p(E\ F) < e. Wegen F' = Upen(F N K,,) und

(| JFNK,)) /A u(F) fir N — oo

n=1
~—_——
kompakt

sieht man, dass F auch von innen regulér ist. Folglich ist £ € A regulér, und p
ist regular. [

Satz 3.11 Sei X ein lokalkompakter Hausdorff-Raum, in dem jede offene Menge
o-kompakt ist (z.B. der Euklidsche Raum X = R™). Weiter sei A\ ein positives
Borel-Maf$ auf X derart, dass A\ auf allen kompakten Teilmengen endlich ist.
Dann ist X requldr.

3Eine Menge heiBt F,-Menge, falls sie Vereinigung hochstens abzihlbar vieler abgeschlosse-
ner Mengen ist. Analog heifit eine Menge G5-Menge, falls sie Durchschnitt héchstens abzéhlbar
vieler offener Mengen ist.
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Beweis. Wir betrachten das lineare Funktional
Af ::/ fdx,  feC.(X).
X

Da A(K) < oo fiir alle Kompakta K, ist A ein positives lineares Funktional auf
C.(X). Nach Satz 3.9 und Satz 3.10 existiert ein reguléres Borel-Ma8 p, so dass

/fdu:/fd)\ fiir alle f € C,(X).
X X

Wir zeigen, dass A\ = i, woraus die Regularitdt von A folgt.

Zuerst betrachten wir eine offene Menge V. Nach Voraussetzung gibt es Kom-
pakta K, mit V = (J >, K,. Dann existieren wegen des Lemmas von Urysohn
Funktionen f, € C.(X) mit K,, < f, < V. Sei g, := max (f1,..., fn) € Co(X).
Da die Folge (g,,) monoton und punktweise gegen xy konvergiert, liefert der Satz
von der monotonen Konvergenz, angewandt auf die Mafie p und A, die Gleichung

n—o0

A(V)=lim [ g,d\= lim [ g,du= pu(V).
X n—oo X

Nun sei E € B(X) und € > 0 beliebig. Da p nach Satz 3.10 regulér ist, gibt es eine
abgeschlossene Menge F' C E sowie eine offene Menge V' 2 E mit u(V \ F) < e.
Somit gilt pu(V) < u(F) +e¢ < pu(F)+¢e. Da V' \ F offen ist, gilt A(V \ F) =
w(V\ F) < ¢, also auch \(V') < A(F) + . Damit sind die Abschitzungen

und
p(E) <p(V)=AV) < ANE)+¢

bewiesen. Aus ihnen folgt |A\(E) — u(E)| < ¢, falls A(E) und p(F) endlich sind,
sowie A(E) = 0o < u(E) = oo. Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. m
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4 Komplexe Mafle und der Dualraum von Cy(X)

4.1 Komplexe Mafle

Definition 4.1 Sei X eine Menge und A C P(X) eine o-Algebra. Eine Funktion
i A — C heifst komplexes MaB, wenn p o-additiv ist, d.h. wenn fir jedes E € A
und jede Zerlegung (Ey)nen von E in paarweise disjunkte Mengen E, € A gilt

w(E) = p( U Bn) = 3 ulEn).

Anmerkungen. (a) Fiir jedes komplexe Ma8 p gilt p(0) = 0. Es kann aber
u(X) = 0 fiir ein komplexes Maf} 1 # 0 sein.

(b) Fiir jedes komplexe Mafl 1 konvergiert nach Definition die Reihe ), _ p(Ey)
fiir jede Anordnung der Mengen £, in C; insbesondere ist ) |p(Ey)| < oo.

(¢) Jedes positive MaB p auf A mit p(X) < oo ist ein komplexes Maf.

Definition 4.2 Sei pu ein komplexes Maf$ auf einer o-Algebra A C P(X). Dann
ist die totale Variation |u| von p definiert durch

|u|(E) = Supz |N(En)|v Ee A,
neN
wobei das Supremum tber alle Zerlegungen (E,) von E in paarweise disjunkte

Mengen E, € A gebildet wird.

Mit Zerlegung meinen wir im weiteren stets eine Zerlegung in abzdhlbar viele
paarweise disjunkte Mengen aus A.

Satz 4.3 Die totale Variation |p| eines komplexen MafSes o auf einer o-Algebra
A C P(X) ist ein endliches positives Maf} auf A.

Beweis. Wir zeigen zuerst die o-Additivitidt von |ul. Sei (E,) eine Zerlegung von
E € A, und sei € > 0. Dann existiert fiir jeses n € N eine Zerlegung (A )ken
von K, mit Y, o [1(Ank)| > |p|(En) — 57 Damit folgt

> (A = ul(E,) — ¢
n,keN neN
und hieraus die Abschétzung |p|(E) > > o |1l (En).

Fiir den Beweis der umgekehrten Abschétzung sei (Ax) eine Zerlegung von E.
Dann ist (Ax N Ey)ken eine Zerlegung von E,, und (A N E,),en eine Zerlegung
von Ag. Somit gilt

Sl = 3> A B

keN keN neN
< 3 AN B < S (B,
k,neN neN
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Da (Ay) beliebig gewahlt war, folgt nun |u|(E) < > . |p/(Ey), d.h. |u] ist ein
positives Maf.

Wir zeigen noch |u|(X) < oo und formulieren einen Teil des Beweises als separates

Lemma.

Lemma 4.4 (a) Seien z,...,zy € C. Dann gibt es eine Teilmenge S wvon

{1,...,N} mit
1 N

kes
(b) Fir jede Menge E € A gilt die Abschditzung

sup {|u(A)] - Ae A, AC E} <|[ul(E) < 6sup{[u(A)|: Ae A AC E}.

Beweis von Lemma 4.4. (a) Sei s := Z,ivzl |z|. Wir teilen C in 4 Quadran-
ten, die durch die Geraden y = 4z berandet sind. Unter diesen gibt es einen
Quadranten, etwa @ :={z=x + 1y : 2 >0, |y| <z}, so dass

Syl > C
=g
ZjGQ

Da fiir z € Q stets Rez > |2|/v/2 gilt, erhalten wir

PNE

Zj €qQ Zj €Q Zj €qQ

(b) Fiir A € Amit A C E gilt |u(A)] < |u|(4A) < |[u|(E). Sei nun (E;) eine
beliebige paarweise disjunkte Zerlegung von E. Dann gibt es nach Teil (a) zu
jedem N € N eine Teilmenge S von {1,..., N} so, dass

~(UE)

je

> (B < 6| Y n(E) < Gsup{|u(A)| : A€ A AC E}.

Ein Grenziibergang N — oo liefert die obere Schranke von |u|(E). ]

Abschlufl des Beweises von Satz 4.3. Wir werden den Beweis der Endlich-
keit indirekt fithren und zeigen dazu zunéchst: Ist |u|(F) = oo, so existiert eine
disjunkte Zerlequng E = AU B in A mit |u(A)| > 1 und |p|(B) = co.

Wegen |u|(E) = oo erhalten wir nach Definition fiir ¢ := 6(1 + |u(E)|) < |u|(E)
eine Zerlegung (E;) von E mit Zjvzl \u(E;)| > t fiir gentigend grofie N. Mit Lem-
ma 4.4 finden wir eine Teilmenge S C {1,..., N} so, dass fir A := UjegE; die
Abschiéitzung [pu(A)| > £ > 1 folgt. Dann gilt fir B:= E'\ A

!MEF#M@—MMHEWMH—W@N>E—W@H=L
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Da nun einerseits |p(A)| > 1 und |u(B)| > 1 ist und andererseits oo = |u|(E) =
|| (A) + |p|(B) wegen der disjunkten Zerlegung F = A U B gilt, diirfen wir
o.E.d.A. |u|(B) = co annehmen.

Nun zum eigentlichen indirekten Beweis. Angenommen, es wére |u|(X) = oo.
Dann existiert nach dem soeben gezeigten eine disjunkte Zerlegung X = A; U By
mit |p(A1)| > 1 und |p|(By) = 0o. Aus dem gleichen Grund gibt es eine disjunkte
Zerlegung By = Ay U By mit |u(Az)| > 1 und |p|(B2) = oo. Induktiv findet man
also paarweise disjunkte Mengen A; mit |p(A;)| > 1 fiir alle j € N.

Da g als komplexes Maf3 o-additiv ist, konvergiert die Reihe p(U;A;) =
> 1(A;j), obwohl |u(A;)[ > 1 fiir alle j. Das ist offenbar unméglich. ]

Proposition 4.5 Die Menge M = M(X, A) der komplexen Mafle auf einer
Menge X mit o-Algebra A ist, versehen mit der Totalvariation |||y = |p](X)
von X als Norm, ein Banachraum.

Den Beweis sollen Sie in der Ubung fithren. Dazu folgenden Hinweis: Die o-
Additivitat einer (endlich) additiven Mengenfunktion u : A — C ist dquivalent
zur Aussage: Fiir jede Folge (F,,) in A mit F,, D F,,,1 und N, F,, = 0 gilt u(F,) —
0 fiir n — oo. [

Definition 4.6 Fiir reellwertiges 1 € M(X, A) heifien die Mafle = 2 (|u|+p)
bzw. = = (|| — p) die positive bzw. negative Variation von .

Offenbar sind g™ und p~ positive endliche Mafie auf A, und es gilt
pw=p"—pu sowie |u|=put+p" (Jordan-Zerlegung von p).

Definition 4.7 Sei p ein positives Maf§ auf A (hier ist u(X) = 4oo erlaubt),
und seien A\, A\, Ay € M(X, A).

(a) Das Mafs \ heifit absolut stetig bzgl. p, kurz A < p, falls mit p(E) = 0 auch
ANE) =0 gilt.

(b) Das Mafi A heifit auf der Menge A € A konzentriert, falls A\(E) = A(E N A)
fiir alle E € A gilt.

(¢) Zwei auf disjunkten Mengen konzentrierte Mafle \y und Ay heiffen zueinander
singulér, kurz Ay L As.

Beispiele. (a) Sei p das Lebesgue-Mafl auf R” und A das Dirac-MaB 4y, d.h.
do(E) =0 falls 0 ¢ E und 6o(E) =1 falls 0 € E. Dann ist A nicht absolut stetig
bzgl. pu.

(b) Sei p wie in (a), f € L'(R") und AN(E) := [, f du. Dann ist A < p.

(¢) dp ist konzentriert auf jeder Menge A € B(X) mit 0 € A, insbesondere auf
A = {0}. Es gilt 0, L 0, genau dann, wenn x # y. n
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Proposition 4.8 Seien p ein positives Maff auf A und A\, A, Ay € M(X, A).
Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Ist A auf A konzentriert, dann auch |\|.

(b) A1 L Ay = |A1] L A

() My Lpund g L pp= A+ Xy L p.

(d) M < pund Ao < pp = A+ Xo < .

() A<= |\ < p.

(/) M << pund g L p= A L Ao

(@) A< pund A L= X=0.

Beweis. Wir zeigen nur einige dieser einfachen Aussagen.
(a) Ist EN'A = 0 und (E;) eine Zerlegung von E, so ergibt sich A\(E;) = 0 fiir
alle 7 € N und somit |A\|(F) = 0. Also ist |A| auf A konzentriert.

(f) Die Voraussetzung Ay L p bedeutet, dass Ay auf einer Menge A € A mit
1(A) = 0 konzentriert ist. Da A\ < p, gilt A;(E) = 0 fiir alle £ C A (es ist ja
w(E) < pu(A) =0). Also ist Ay auf A° konzentriert, und es folgt A\; L Ao.

(9) Aus (f) folgt A L A also A = 0. [

4.2 Die Satze von Lebesgue und von Radon-Nikodym

Ein positives Maf i auf einer o-Algebra A C P(X) heiit o-endlich, wenn es eine
Folge (E;) in A mit X = U,enE; und p(E;) < oo fiir alle j € N gibt.

Satz 4.9 Sei p ein positives o-endliches Maf auf einer o-Algebra A C P(X),
und sei A € M(X, A). Dann gelten folgende Aussagen:

(a) (Lebesgue) Es gibt eindeutig bestimmte Mafle Ny, As € M(X,.A) mit
A=A+ Asy, A<y, A Lop,

die sog. Lebesgue-Zerlegung von \ relativ zu p. Ist A positiv und endlich, so gilt
dies auch fir A, und ;.

(b) (Radon-Nikodym) FEs gibt eine eindeutig bestimmte Funktion h € L'(u)
so, dass

M(F) = /Ehdp fiir alle E € A;

die Funktion h heifst die Radon-Nikodym-Ableitung von A\,, und man schreibt
d\, = hdu oder h = %. Insbesondere hat jedes N < p die Darstellung AN(E) =

[ hdp mit einer eindeutig bestimmten Funktion h € L'(p).

Beweis. Findeutigkeit in (a). Ist A = Ay + Ay = X, + X, so ergibt sich mit
Proposition 4.8 (¢), (d) sowohl A\, — X, = A, — \; < p als auch A\, — N, =
AL — As L p. Aufgrund von Proposition 4.8 (g) gilt dann A, — A, = X, — Ay = 0.
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Eindeutigkeit in (b). Ist [, hdu = 0 fiir alle E € A, so ist auch [, Rehdu = 0,
insbesondere fiir £ := {# € X : Reh > 0}. Nun folgt aus [, (Reh), du = 0 aber
(Reh); = 0 p-fii. in X. Analog zeigt man (Reh)- = 0 und (Imh)y = 0 p-f.i.
Folglich ist h = 0 p-f.ii.

Fiir den Rest des Beweises unterscheiden wir drei Falle.

Fall 1: Sei pp > 0 endlich und A > 0.

Wir definieren ein Ma8l ¢ := A+ p € M(X, A). Wegen A\, u > 0 ist ¢ > 0 und
endlich. Also gilt fiir alle charakteristischen Funktionen f = yg mit £ € A

/degoz/xfdML/deuZO; (4.1)

dieses gilt auch fiir nichtnegative einfache Funktionen f, also f = Zjvzl Qi XE,
mit F; € A und 0 < ; < oo, und daher auch fiir beliebige messbare Funktionen
f > 0 (vgl. die Definition des Lebesgue-Integrals fiir nichtnegative messbare
Funktionen).

Fiir Funktionen f € L?(p) erhilt man

1/2
d\ d\ d 2d X)V2,
[ ]s/xm s/X|f1sos(/er| 90) o(X)

Folglich ist die Abbildung f +— [ + J dX ein beschrénktes lineares Funktional auf
L?(p). Nun liefert der Rieszsche Darstellungssatz fiir den Hilbertraum L?(y) die
Existenz einer Funktion g € L?(¢p) mit der Eigenschaft

/ fdA :/ fgdy fiir alle f € L*(¢). (4.2)
X X
Fiir f = xg mit £ € A und ¢(E) > 0 erhilt man 0 < A(E) = [, d\ = [, gdy

und folglich
1 AE)
0< —/ gdp = —+~ <1
(E) Jg p(E)

(man beachte, dass 0 < A < ¢). Daraus schlieft man mit einem Widerspruchsar-
gument auf die Ungleichung

0<g<1 eti. auf X,

und wir konnen dies o.E.d.A. sogar fiir alle # € X annehmen (sonst éndern
wir g auf einer Nullmenge ab). Schlielich ergibt sich aus (4.1) und (4.2), dass

fod)\:fogdSOZfogd)\—i-fogdu, also

/X(l —g)fdr= /ng dp. (4.3)
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Mit Hilfe der Mengen
A={reX:0<g(x)<1} und S:={reX:g(x)=1}
definieren wir nun die Mafle
M(E) = AMANE) sowie A(E):=AXSNE), EecA,
fiir die offenbar A = A\, + A, gilt.

Wir zeigen, dass Ay L p. Dazu setzen wir f := xg in (4.3) ein. Dann folgt
0= [gdp = p(S). Andererseits ist A, auf S konzentriert. Somit folgt A, L 4.

Wir zeigen noch, dass A\, < p und d\, = hdp mit h := 1”%9. Dazu setzen wir
f=04g+...+9¢")xg mit £ € Ain (4.3) ein und erhalten

/(1—g"+1)d)\:/g(1+g+...+g")du.
E E

Der Integrand 1 — ¢"*! auf der linken Seite verschwindet auf S und konvergiert
auf A punktweise und monoton wachsend gegen 1. Somit konvergiert das lin-
ke Integral nach dem Satz von der monotonen Konvergenz fiir n — oo gegen
S @A = MAN E) = A\ (E). Der Integrand auf der rechten Seite konvergiert
punktweise und monoton wachsend gegen

Somit konvergiert das rechte Integral gegen || g Ndp. Im Grenzwert erhilt man
fiir alle E € A die Gleichung

Ao(E) = /Ehdu.

Insbesondere gilt fir £ = X nunmehr [, hdp = X\ (X) = MA) < oo, d.h.
h € L*(p). Hieraus folgt A, < i, was den Beweis des Satzes in Fall 1 abschlieft.
Fall 2: Sei pp o-endlich und A > 0.

Wir schreiben X als Vereinigung X = U,nX,, paarweise disjunkter Mengen
X, € A mit u(X,) < co. Fall 1, angewandt auf X,,, A|x, und ulx,, liefert fiir
jedes n € N eine Funktion h, € L*(u|x,) sowie ein MaB \,,, < p|x, auf X,, mit

Aan(ENX,) = / hn,d(p)x,) fir alle E € A.

ENXy

Insbesondere gilt A\, ,, < A|x,. Nun definieren wir ~ auf X durch h := h,, auf X,
und wir definieren A\, auf A durch A\,(E) := Y\ Aan(£ N X,,). Dann ist

/Ehdu = Z/E hd(plx,) =Y Aan(ENXy) = A(E) < AMX) < o0,

neN NXn neN
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Somit ist h € L'(u), und das oben definierte Mafl A\, sowie A, := A — A\, haben
die gewiinschten Eigenschaften.
Fall 3: Sei p o-endlich und A € M(X,.A) komplezwertig.

Dazu schreiben wir A als A\; + 7)Ao mit reellwertigen Maflen A; und Ay und wenden
die Ergebnisse aus Fall 1 und 2 auf A sowie AT an. [

Anmerkungen. (a) Die Sétze von Lebesgue und Radon-Nikodym lassen sich
auf den Fall erweitern, wenn sowohl p als auch A positiv und o-endlich sind.
Man schreibt dazu X in der Form X = U,enX,, mit Mengen X, € A, so dass
w(X,) < oo und A(X,) < oo. Satz 4.9, angewandt auf X,, und \|x, fiir alle
n € N, liefert dann die Existenz einer Funktion h € L, (1) mit A\o(E) = [, hdp
fir alle F € Amit £ C X,.

(b) Falls p nicht o-endlich ist, kann Satz 4.2 seine Giiltigkeit verlieren. Beispiels-

weise sei 9 das Zahlmafl auf der Lebesgueschen o-Algebra £1([0,1]) und A das

Lebesgue-Maf3 auf [0, 1]. Dann gilt A\ < pg, es existiert jedoch kein h € L'(jug)

mit A(E) = [, hdpuo.

(c) Seien A\, p € M(X, A) und p > 0. Dann gilt A < p genau dann, wenn
Ve>036>0: puE)<d = |ANE)|<e

Diese Aquivalenz erklirt den Begriff “absolute Stetigkeit” (,”* Ubung). m

Satz 4.10 Sei p € M(X,A). Dann gibt es eine Funktion h € L'(|p|) mit
\h(x)| =1 fiir allex € X  und dp = hd|p| (polare Zerlegung),
d.h. es ist u(E) = [, hd|p| fir alle E € A.

Beweis. Wegen p € M(X,A) ist X o-endlich (sogar endlich) bzgl. des Mafes
||, und es gilt u < |p|. Nach Theorem 4.9 (b) existiert dann ein h € L*(|p|) mit
dp = hd|p|. Wir zeigen, dass h so gewéhlt werden kann, dass |h(z)| =1 auf X.

Fir r > 0sei A, := {x € X : |h(z)| < r}. Dann gilt fiir jede disjunkte Zerlegung

(E;) C Avon A,
| ndi
E;

Do lnE)l=) <Yy |Hl(Ey) = rlul(4).
Hieraus folgt |u|(A,) < r|u|(A,). Fur r < 1 ergibt sich |u|(4,) = 0; also ist

JEN

jEN jEN

|h| > 1 |pu|-fast iiberall auf X.
Wir betrachten nun beliebige Mengen £ € A mit |u|(E) > 0. Dann gilt

i e e

Mit einem Widerspruchsargument folgt |h| < 1 |u/|-fast iiberall auf X. Zusam-
mengefasst erhalten wir |h| = 1 |pu|-f.i. auf X. Ersetzen wir A auf der Nullmenge
{z € X : |h(x)| # 1} durch 1, so erhalten wir ein h wie in der Behauptung.

<1
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Proposition 4.11 Sei p ein positives Maf$ auf einer o-Algebra A C P(X) sowie
g € LY(p). Dann gilt fir d\ = gdu die Identitit d|\| = |g|dp, d.h. es ist

IA(E) = / lg|dp  fiir alle E € A.
E

Beweisidee. Wendet man Theorem 4.10 auf A € M(X,.A) an, so erhélt man
eine messbare Funktion h mit |h(z)| = 1 auf X und d\ = hd|\|. Da gleichzei-
tig dA = gdp ist, gilt hd|A| = gdu. Daraus folgt als ,offensichtliche* Aussage
d|\| = ghdpu. Tatséchlich beweist man [ fhd|\| = [ fgdu zuerst fiir charakte-
ristische Funktionen, dann fiir einfache Funktionen und schlieflich fiir beliebige
beschrénkte messbare Funktionen.

Wegen |A| > 0 und g > 0 gilt gh > 0 p-f.ii. und damit sogar gh = |g| p-f.ii. m

Proposition 4.12 (Hahnscher Zerlegungssatz) Sei p € M(X,A) ein reell-
wertiges Majfs. Dann existiert eine Zerlequng X = AT U A~ in disjunkte Mengen
AT A™ € A so, dass die positive und negative Variation p*, pu~ der Jordan-
Zerlegung von i die folgende Gestalt haben:

pt(E)=pu(ATNE), p(E)=-u(A"NE) firalekE € A.

Zum Beweis benutze man Theorem 4.10 (Ubung). ]

4.3 Der Dualraum von LP(u), 1 < p < o0

Satz 4.13 Sei 1l < p < 00, q der zu p konjugierte Exponent, d.h. 1/p+1/q=1,
W ein o-endliches positives Maff auf X und ® € (LP(u))’. Dann gibt es eine
eindeutig bestimmtes g € L(u) mit

®(1) = [ fadu fir alte f € ()

und |||l oy = 19l au)-

Beweis®. Eindeutigkeit von g. Ist [, fgdu = 0 fiir alle f € LP(u), so ist auch
[z gdp =0 fiir alle E € A mit u(E) < co. Wir schreiben X als X = U, X,, mit
1(Xn) < oo. Weiter sei Ej, := {z € X : g(x) > 1}. Dann ist u(E, N X,) < oo
und

1
OZ/ gdp > —p(E, N X,).
ErNXy k

Damit folgt u(Er N X,) = 0 fir alle n € N und deshalb u(Ey) = 0 fiir alle £ € N.
Somit muss g < 0 p-f.i. gelten. Ebenso zeigt man g > 0 p-f.i. Also gilt g = 0.

Ezistenz von g im Fall ;1(X) < oco. Wir definieren eine (zunéchst nur endlich)
additive Mengenfunktion A durch

AME) = ®(xg) fir E e A
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Man zeigt leicht, dass p wegen 1 < p < oo sogar o-additiv auf A ist. Aulerdem
ist A(E) = ®(xg) = 0 falls u(F) = 0; es gilt also A < p.

Aufgrund des Satzes von Radon-Nikodym existiert zu g und A eine Funktion
g € L'(p) mit

AME)=®(xg) = / gdu = / xegdu firalle £ € A.
E X

Wegen der Linearitidt von ® und der Dichtheit der Menge der einfachen Funktio-
nen in L>(u) folgt

O(f) = /ng dp  fir alle f € L>(u); (4.4)

dabei wurde ausgenutzt, dass aus f, — f in L>(u) C LP(u) die Konvergenz
O(fr) = ®(f) folgt. Wir haben noch zu zeigen, dass

g€ Li(p) und [ = llgllLeq- (4.5)

Offensichtlich gilt mit der Holder-Ungleichung ||| < ||g]|ze() fiir alle 1 < p < oo.
Der Einfachheit halber sei im Folgenden ||®|| = 1.

Wir zeigen zuerst (4.5) fir p = 1. Fir f = xg mit £ € A gilt mit (4.4)

| [ad|=| [ xeadu| < 101 el = u(E)

also die Integralmittelabschéitzung ‘@ i) 5 gd,u‘ < 1. Dann folgt mit einem Wi-
derspruchsargument |g(z)| < 1 p-f.ii und somit g € L*>®(u) und [|g]|e < 1.

Als néchstes zeigen wir (4.5) fiir 1 < p < co. Dazu benétigen wir eine Testfunkti-
on f mit fg = |g|%, also f = |g|?"?7, die zusitzlich in L>(u) liegt. Mit dieser sei
E, :={z € X :|g(z)| < n}und f, = [9]" > Gxp,. Dann gilt f.g = |fa|” = |9"XE,
und f,, € L>(u). Nun ergibt sich aus (4.4)

1/p
/ gl dyu = / Fagdi = (f2) < [ falliwe = ( / rgrqdu) ,
En X (4.4) E,

woraus || E, lg|”" dpu < 1 folgt. Fiir den Grenziibergang n — oo benutzt man den
Satz von der monotonen Konvergenz und erhélt die Abschétzung ||g/re) < 1,
insbesondere also g € LI(u).

Da beide Seiten von (4.4) stetig bzgl. f € LP(u) (NL*°(u)) in der LP(u)-Norm
sind und L>(p) dicht in LP(u) liegt, folgt (4.4) sogar fiir alle f € LP(u).

Ezistenz von g im Fall p(X) = oo. Wir schreiben X in der Form X = U, X,
mit p(X,) < oo und so, dass X, C X, fiir alle n € N. Zu vorgegebenem
¢ € (LP(p)) definieren wir ®,, € (LP(u, X)) durch ®,,(f) := ®(f), wobei f fiir
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die Erweiterung von f € LP(u, X,,) auf X durch 0 steht. Da pu(X,) < oo, liefert
der obige Teil des Beweises ein eindeutig bestimmtes g,, € L%(u, X,,) mit

O,(f)=®(f)= | fgndp, firalle fe LP(u,X,)

Xn

und ||gn|lLe(u,x,) = [|Pnl] < ||®|| = 1. Wegen der Monotonie X,, C X, 41 und der
Eindeutigkeit von g, ergibt sich g,i1|x, = gn. Deshalb ist die Funktion g mit
g(x) = gn(x) fir z € X,, wohldefiniert. Dann ergibt der Satz von der monotonen
Konvergenz

lonllsgo = [ cxlotrai 2 [lolrdn i — oo

Da alle Folgenglieder durch 1 beschrénkt sind, gilt g € L9(x) und ||g||za¢ < 1.
SchlieBlich verifiziert man fiir f € LP(u) die Identitét

B(f) = Jim (fxx,) = in @, (flx) = Jim [ fondu= [ fodu

Damit ist Satz 4.13 bewiesen. ™

4.4 Der Rieszsche Darstellungssatz auf Cy(X)

Ziel dieses Abschnittes ist der Rieszsche Darstellungssatz zur Beschreibung be-
schrankter linearer Funktionale auf Cy(X). Das wesentliche Hilfsmittel wird der
Rieszsche Darstellungssatz 3.9 fiir positive lineare Funktionale auf C.(X) sein.

Definition 4.14 Sei X ein lokalkompakter Hausdorffraum. Wir sagen, dass eine
Funktion f : X — C im Unendlichen verschwindet, falls fiir jedes € > 0 eine
kompakte Menge K C X mit |f(z)| < € fir alle v € X \ K existiert. Die Menge
der Funktionen f : X — C, die im Unendlichen verschwinden, bezeichnen wir
mit Co(X), und wir versehen diesen Raum mit der Supremumsnorm ||f|lec :=

sup,ex |f()]-

Proposition 4.15 (Cy(X), ||.||e) ist ein Banachraum, und C.(X) liegt dicht in
Co(X).

Den Beweis sollen Sie in der Ubung fithren.

Definition 4.16 Sei € M(X, A) ein komplexes Borelmaf, und sei h : X — C
die messbare Funktion aus Theorem 4.10 mit |h(z)| = 1 auf X und du = hd|ul.
Fiir f € L>(|u]) definiert dann

[ rawi= [ han

das Integral von f bzgl. des komplexzen Mafes p. Wir nennen p regulér, falls |ul
ein requldres positives Maf ist.
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Anmerkungen. (a) Seien A, € M(X,A). Da fiir E' € A nach Definition 4.16
w(E) = [ xpdp ist, gilt

/XxEde):<u+A><E>=u<E>+A<E>:/XxEdm/XxEdA

und infolgedessen [, fd(u+A) = [y fdu+ [y fd fiir alle beschriinkten messba-
ren Funktionen f. Folglich ist (f, 1) — [y fdu eine bilineare Abbildung.

(b) Sei p € M(X, A). Dann ist die lineare Abbildung f — [, fdu ein beschrénk-
tes lineares Funktional auf Cy(X), und es gilt

‘/de“! - \/thdw] < o ll(X).

(¢) Ein komplexes Borelmafl i ist genau dann reguldr, wenn es zu jeder Menge
E € B(X) und jedem ¢ > 0 eine kompakte Menge C' C E und eine offene
Menge U D FE gibt, so dass fiir jedes Borel-messbare A C U \ C' die Abschitzung
|(A)| < e gilt. Zum Beweis benutze man Lemma 4.4.

(d) Sind X\, p € M(X, A) regulir, so ist auch A + p regulir (,/* Ubung).
(e) Die Menge aller reguldren komplexen Borelmafie, versehen mit der Norm

el := || (X), ist ein abgeschlossener Unterraum von M (X, .A) und somit ein
Banachraum. -

Satz 4.17 Sei X ein lokalkompakter Hausdorffraum und ® € (Cy(X))'. Dann
qibt es ein eindeutig bestimmtes requlires Borel-Maf$ 1 mit

CIJ(f):/deu fir alle f € Co(X)

und [| [} = |p|(X).

Beweis. Findeutigkeit von p. Angenommen, fiir ein reguléres Borel-Maf§ ;¢ und
fir alle f € Co(X) gilt [y fdu = 0 baw. [, fhd|lp| = 0 mit der Funktion
h € L*°(u) aus Definition 4.16. Dann wihlen wir eine Folge (f,,) in C.(X) mit
fn — hin L'(|pu|); dieses Argument benotigt die Regularitit von |u| sowie das
Lemma von Urysohn (Satz 3.6). Dann gilt wegen hh = 1 und Jx fadp=0

() = /X (i~ fuhdlu| < /X o fuldlul = [ = Fullaguy — 0

fiir n — oo, also |u|(X) =0, |¢| =0 und somit p = 0.

Ezistenz von p. Sei ® € (Cp(X))’, und o.E.d.A. gelte ||®|| = 1. Unser Ziel ist die
Konstruktion eines positiven linearen Funktionals A auf C.(X), so dass

[ SN < A(SD < Ifllee fiir alle f € Ce(X). (4.6)
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Angenommen wir hitten bereits ein A gefunden, welches (4.6) erfiillt. Dann liefert
der Satz von Riesz (Satz 3.9) ein positives Borel-MaB A mit

Af :/ fdx firalle f € C.(X).
b's
Nach Konstruktion von A in Satz 3.9 gilt fiir die offene Menge X

AMX) = sup{Af: feC(X), f<X}
< sup{[[flle: f € Ce(X), f <X} =1 (4.7)

und folglich A(X') < 1. Somit ist A nach Theorem 3.9 (b), (¢) A regulér.
Aus (4.6) folgt weiter die Abschéitzung

(N < A(SD) = /X [fldA =1 Fllrey  fir alle fe Co(X).

Also ist ® auf C.(X) bzgl. der Norm ||.||11(n) durch 1 beschrénkt. Dann existiert
nach dem Satz von Hahn-Banach eine Erweiterung des Funktionals ® von C.(X)
auf L*(A) mit der gleichen Norm, || ®||(z1(n)y < 1. Satz 4.13, angewandt auf L'(X)’,
impliziert die Existenz einer Funktion g € L*(A) mit ||g|lre) < 1, so dass
O(f) = [ fgdX fiir alle f € Co(X) und somit fir f € Co(X) gilt. Aufgrund
dieser Gleichung definieren wir das Mafl p durch dp = gdA. Dann ist

CID(f):/ngd)\::/deu fir alle f € Cy(X),

wobei gilt

1= @] coy = sup{®(f)] < f € ColX), | flloe < 1} < /X gl dA.

Da aber nach (4.7) A(X) <1 und |g| < 1 ist, schlieBen wir auf |g| = 1 A-f.ii. und
A(X) = 1. Proposition 4.11 und dp = g d\ sowie |g| = 1 implizieren nun

l(E) = / gl dh = \(E) fiir alle B € A
E

also ist || = A und p ist regulér. Ferner gilt |u|(X) = AM(X) =1 = ||®||. Um den
Beweis abzuschlieflen, miissen wir noch die Existenz eines A mit den gewiinschten
Eigenschaften zeigen.

Konstruktion von A, Beweis von (4.6). Zu f € CHX) :={h € C.(X) : h > 0}
definieren wir

Af :=sup {|®(h)|: h € C.(X), |h] < f}. 4.8)

(
Offensichtlich ist Af monoton auf CF(X) (d.h. f < g impliziert A(f) < A(g))
und A(cf) = cAf fiir alle ¢ > 0.
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Wir zeigen als nichstes, dass A additiv auf CF(X) ist, d.h. dass A(f1 + f2) =
Af1 + AfQ fir alle fl, f2 S C;'_ (X)

Fiir jedes ¢ > 0 und j = 1,2 existieren Funktionen h; € C.(X) mit |h;| <
fi und Af; < |®(h;)| + e. Wir definieren weiter a; € C durch |o| = 1 und
a;®(h;) = |®(h;)|. Dann folgt

Afi+Afy < |®(hy)| + |P(h2)| + 2¢
= (I)<Oélh1 + Oéghg) + 2¢
< A(lha] + |hef) + 22
< A(fi+ fo) + 2¢ (Monotonie von A).
Somit gilt Afi +Afe < A(f1+ f2). Zum Beweis der umgekehrten Ungleichung auf
CF(X) betrachten wir Funktionen g € Co(X) mit [g] < fi + fa. Sei V 1= {z €
X : fi(z) + fo(z) > 0}, so dass supp g C supp (f1 + f2) = V. Dann definieren wir
Funktionen hq, hy durch

hoe A9 Py und by = hy = 0 auf Ve

it S it
Offensichtlich hat jedes h; einen kompakten Tréger in supp g und ist wegen der
auf X giiltigen Abschitzung |h;(z)| < |g(x)| und der Stetigkeit von g stetig auf
X. Also liegt h; in C.(X). Offenbar gilt weiter hy + hy = g sowie |h;| < f; und
folglich

[@(9)] = [®(h1) + D(he)| < |®(hn)] + [®(h2)| < Afy + Afo.

Jetzt liefern die Definitionen von A und g die Ungleichung A(f1+ f2) < Afi+Afs.
Somit ist A ,linear® auf C7(X) in dem Sinn, dass

A(lel + Cgfg) = ClAfl + CQAfQ fir alle f1> f2 S Oj(X) und C1,Co Z 0.
Ist f € C.(X) reellwertig, so liegen f* := (|f] + f)/2 in CF(X), und man setzt
Af=A(fT—f7)=AfT = Af"

Man zeigt leicht, dass damit A auf allen reellwertigen Funktionen in C.(X) wohl-

definiert und dort linear ist. Ist schlieBlich f = u + iv € C.(X) mit reellwertigen

Funktionen « und v, so setzen wir A(u + iv) := Au+ iAv. Damit wird A zu einer
linearen Abbildung von C.(X) nach C.

Die Abschitzungen in (4.6) sind nun offensichtlich: Mit f € C.(X) ist auch

h =|f] € Ce(X); also gelten die Abschétzungen |®(h)] (S) A(|f]) und A(|f]) (S)
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5 Der Spektralsatz fiir selbstadjungierte Ope-
ratoren

5.1 Die Spektraldarstellung fiir beschrinkte Operatoren

Unser Ziel ist es, zu jedem selbstadjungierten Operator A € L(H) ein sog. Spek-
tralma E auf B(R) zu definieren. Dieses ordnet jeder Menge M € B(R) eine
Orthogonalprojektion E (M) zu und erlaubt fiir A eine Darstellung als Integral

A /)\dE /))\dE()\)

in einem geeigneten Sinn.

Definition 5.1 Sei A eine o-Algebra auf einer Menge ), und sei H ein Hilbert-
raum. Ein Spektralmafl auf A ist eine Abbildung E von A in die Menge der
Orthogonalprojektionen auf H mit folgenden Figenschaften:

(a) E(Q) =1,
(b) E ist o-additiv, d.h. fiir beliebige paarweise disjunkte Mengen M, € A gilt

E( U Mn) -y B

neN neN

Dabei ist die Konvergenz der Reihe ) FE
punktweisen Konvergenz zu verstehen, d.h.

(M) im Sinne der starken oder

ZE )z = lim ZE Y fiir allex € H.

N—oo
neN

FEine Menge N € A heifit E-Nullmenge, falls E(N) = 0, und fiir eine Funktion
[ Q — C sagen wir, dass eine Figenschaft E-fast iiberall gilt, falls es eine
E-Nullmenge N € A gibt, so dass die besagte Eigenschaft fiir allet € Q\ N gilt.

Beispiele. (a) Sei A € L(H) ein kompakter selbstadjungierter Operator mit
Spektrum {0} U {\, : n € N}, wobei A\, die Menge der paarweise verschiedenen
Eigenwerte ungleich 0 von A durchlduft. Ferner seien P, € L(H) die zugehorigen
Orthogonalprojektionen auf die Eigenrdume N (A\,I — A) sowie Py die Orthogo-
nalprojektion auf N'(A), falls Ay := 0 Eigenwert von A ist. Dann definiert

E(M):= Y_ P., MeB(R),

An€M

ein Spektralmaf auf H. Mit anderen Worten: E (M) ist die orthogonale Projektion
auf die orthogonale Summe

EB)\,LGMN(AHI — A)
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Die Summe ), _,, P, konvergiert stark (falls M unendlich viele A, enthilt), da
fiir jede abzédhlbare Familie zueinander orthogonaler Projektionen (@) die Reihe
> Qe wegen || >, Q]| = Y0, |Qrx|? fiir alle € H konvergiert. Mit diesem
Argument folgt auch die o-Additivitidt von E.

(b) Sei p ein positives reguléres Borelmafl auf R und H = L*(R, i1). Dann definiert
EM)f:=xuf, M e B(R),

ein Spektralmafl aus Multiplikationsoperatoren auf L?(u). Dieses Spektralmaf
steht in Beziehung zum dicht definierten abgeschlossenen Multiplikationsoperator
[ tf(t) auf L*(R, p). n

Lemma 5.2 Sei E eine endlich additive Mengenfunktion auf A mit E(Q2) = 1
und Werten in der Menge der Orthogonalprojektionen in L(H). Dann gilt E(()) =
0 sowie E(M)E(N) = E(M N N) fir alle M,N € A.

Beweis. Aus E(0) = E(0) + E(0) folgt E(@) = 0. Sind zunichst M, N € A
disjunkt, so folgt wegen E(M) < E(M)+ E(N) = E(M U N) aus Lemma 13.15
der Vorlesung FunkAna

E(M) = E(M)E(M UN) = E(M)(E(M) + E(N)) = E(M) + E(M)E(N),

also E(M)E(N) = 0. Sind nun M, N € A beliebig, so gilt mit M, := M NN und
dem vorherigen Ergebnis

E(M\ Mo) E(N \ Mo) = E(My) E(N \ My) = E(M \ My) E(M,) =0
(die vorkommenden Mengen sind jeweils paarweise disjunkt). Somit folgt

E(M)E(N) = (B(M\ M)+ E(M,)) (E(N\ Mo) + E(Mo))
= E(Mo) E(My) = E(My) = E(M N N),

was zU zeigen war. =

Lemma 5.3 Fir E wie in Lemma 5.2 mit E(Q) = I sind dquivalent:

(a) E ist ein Spektralmafs auf A;

(b) fiir alle x,y € H ist die Abbildung M — (E(M)x,y) ein komplexes MafS auf
A, d.h. o-additiv.

Beweis. Wir zeigen nur die Implikation (b) = (a) (die Umkehrung ist klar).
Dazu seien paarweise disjunkte Mengen M, € A gegeben. Nach Lemma 5.2 gilt
mit M :=J, .y M, und MY := Uy, M,

neN

E(M)E(MY) = B(M™)
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und folglich fiir jedes x € H
2
[(EM) — EM™M)z|” = [|EM)z|* — 2| EQMY)2|* + | E(MY)z]*
fiir N — oo. Somit konvergiert E(M™Y) fiir N — oo stark gegen E(M). ]

Satz 5.4 (Spektralsatz) Sei A € L(H) selbstadjungiert und J C R ein kom-
paktes Intervall mit o(A) C J. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Spektralmaf
E auf B(J) mit

A= /J/\dE(/\).

Dieses Integral ist zu verstehen im Sinne von
(Az,y) = / NA(E()x,y) fir allex,y € H
J

bzgl. der komplexzen Mafle M — (E(M)z,y) € M(J,B(J)). Insbesondere gilt fiir
z=y

(Az,z) = / Ad|| E()z]?
mit den Mafen |E(-)z||*> € M(J,B(J)).

Satz 5.4 kann auch mit der kompakten Menge o(A) an Stelle des Intervalls .J for-
muliert werden. Da aber in konkreten Féllen o(A) oft nicht explizit bekannt ist,
sondern nur mittels der unteren bzw. oberen Schranken m(A) = inf o(A) bzw.
M(A) = supo(A) eingeschlossen werden kann, wird Satz 5.4 meist mit einem
kompakten Intervall J O o(A) formuliert.

Zur Vorbereitung des Beweises wiederholen wir einige Fakten. Sei II die Menge
aller Polynome p(t) = Y_;_, axt” mit n € Ny und a;, € C. Fiir den selbstadjun-
gierten Operator A € L(H) definieren wir p(A) direkt durch

p(A) = Z arA® mit A =1
k=0

oder durch den analytischen Funktionalkalkiil aus Kapitel 14 der Vorlesung Funk-
tionalanalysis. Dann gilt fiir alle p, q € 1I:

e (p(A)) =p(c(A)) (Spektraler Abbildungssatz 15.7 aus FunkAna);
e p(A)q(A) = (pg)(A);

e p(A)* =p(A*) =p(A) := Y ,_, arA*; insbesondere ist p(A) normal;
e |Ip(A)|| =sup {|p(t)| : t € 7(A)} (Satz 14.1 (a) aus FunkAna);
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e Vertauscht 7' € L(H) mit A, so vertauscht T" mit p(A).

Beweis von Satz 5.4. Fiir z,y € H erkldren wir ein lineares Funktional F, ,
auf IT durch

Foy(p) := (p(A)z,y), pell (5.1)
Wegen der Abschéitzung
|Fey ()] < lp(A) 2yl < llpllsolll Iyl

mit der Norm ||p||« := sup{|p(¢)| : t € J} und wegen der Dichtheit von IT in C(J)
lésst sich F , eindeutig zu einem stetigen linearen Funktional F, , € C(J) fort-
setzen. Fiir dieses gilt || F, || < ||z| ||y]|. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz
4.17 gibt es eindeutig bestimmte Mafle 1., € M(J, B(J)) so, dass

F.,(f) = /dep%y fir alle f € C(J), (5.2)

mit der Totalvariation

2y llma = [1Fey | < [l -

Da F,, in x linear und in y antilinear ist (dies ist offensichtlich fir F, ,(p) fiir
alle p € IT und gilt dann fir F, ,(f) fur alle f € C(J)), liefert die Eindeutigkeits-
aussage! von Satz 4.17, dass auch p, , linear in x und antilinear in y ist. Somit

ist fiir jede Menge M € B(J) die Abbildung
HxH—=C, (z,y) poy(M),

eine Sesquilinearform mit Norm < 1. Folglich gibt es zu jedem solchen M einen
Operator E(M) € L(H) mit ||[E(M)|| <1 und

pay (M) = (E(M) z,y). (5-3)

Mit p = 1 folgt (z,y) = Fo (1) = [, dpiay = pay(J), also (E(J) z,y) = (z,y) fiir
alle z,y € H, d.h. E(J) = I, und offensichtlich gilt E(0) = 0. Wir zeigen weitere
Eigenschaften von F.

Figenschaft 1: E(M) ist selbstadjungiert fir alle M € B(J).
Fiir alle p € 11 gilt

/de,u:c,y = (p(A) z,y) = (p(A)y, 7) = /J]_?d,uy,:n = /deﬁy,x-

1Die Eindeutigkeit in Satz 4.17 kann wie folgt formuliert werden: Gilt fiir Mafe p,v €
M(J,B(J)) die Gleichung [, pdu = [; pdv fiir alle p € II, so ist u = v.
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Also ist i, (M) = py (M) fiir alle M € B(J) wegen der Eindeutigkeitsaussage
in Satz 4.17, und wir erhalten

(E(M)x,y) = pay(M) = py (M) = (E(M)y,z) = (x, E(M)y)

und daraus F(M)* = E(M).
Figenschaft 2: E(M) ist fiir alle M € B(J) eine Projektion.
Fiir alle Polynome p, ¢ gilt mit (5.1), (5.2)

/Jpqdﬂm,y = ((pg)(A)z,y) = (p(A)q(A)z,y) = /deuqm)x,y,

und die Eindeutigkeitsaussage im Satz von Riesz liefert

q dlux,y = dﬂ'q(A)x,ya
also mit (5.3) auch (E(M)q(A)z,y) = [,; ¢dpis,y. Daraus folgt

/J Gl pony = (a(A)z, B(M)y) = (B(M)q(A)z, )

= / qdpzy = / ax o Atz y
M J

und somit wegen der Eindeutigkeit du, gy, = X djte,y; insbesondere gilt

fe B0y (M) = /

d/l:c,E(M)y - / XM dﬂm,y = ,u;v,y(M)~
M M

Mit (5.3) folgt (E(M)z, E(M)y) = (E(M)z,y), d.h. BE(M)? = E(M).

Nun kénnen wir den Nachweis der Existenz von E abschlieen. Da pi,, ein Mafl
ist, erhélt man mit (5.3) die endliche Additivitédt von E und mit Lemma 5.3 sogar
die o-Additivitét, denn E(M) ist fiir jedes M € B(J) eine Orthogonalprojektion.
Mit (5.1) - (5.3) ergibt sich dann

(p(A)z,y) = Fpy(p) = /deuw = /de<E(-)w7y>> (5.4)
also kurz
p(A) = /Jp()\) dE(N) fir alle p € 11.

Insbesondere ist A = [, XdE()).

Die Eindeutigkeit des Spektralmafles wird erst am Ende von Abschnitt 5.2
bewiesen, da hierfiir noch einige Eigenschaften von Spektralmaflen und Spektral-
integralen hergeleitet werden miissen. [
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Folgerung 5.5 Seien A, B € L(H) selbstadjungierte Operatoren mit Spektral-
mafen E bzw. F auf B(R). Dann gilt

(a) T € L(H) vertauscht genau dann mit A, wenn T mit E(M) fir jedes M €
B(R) vertauscht.

(b) A und B vertauschen genau dann, wenn E(M) fir jedes M € B(R) mit F(N)
fir jedes N € B(R) vertauscht.

Beweis. (a) Gilt TA = AT, folgt fir p € Il und x,y € H
[ o0 AENT) = AT ) = @A) T
= [ aE )
_ /J p(N) dTEN)z, y).
Dann liefert die Eindeutigkeitsaussage (E(-)Tx,y) = (TE(:)z,y); also E(M)T =

TE(M) fiir alle M € B(R).
Sind umgekehrt F und T vertauschbar, so folgt mit p(\) = A wie oben

(TAzx,y) = (Az, T"y) = LAd(E(A)x,T*y>
— /JAd(E(/\)Tx,y) = (AT, y),

d.h. TA = AT.

(b) Sei AB = BA. Dann folgt mit Teil (a) E(M)B = BE(M) fiir alle M € B(R)
und anschliefend wieder mit (a) sogar E(M)F(N) = F(N)E(M) fiir alle N €
B(R). Die Umkehrung wird analog bewiesen. ]

5.2 Allgemeine Spektralintegrale

Das Ziel dieses Abschnitts ist die Definition und Analysis von Operatoren

a(f) = /Qde

fiir messbare beschriankte und auch unbeschrankte Funktionen f mit Hilfe eines
Spektralmafies E. Dieses kann das Spektralmafl eines selbstadjungierten Opera-
tors A sein; wir setzen jedoch die Kenntnis von A nicht voraus.

Lemma 5.6 Sei E Spektralmaf auf (€2, A) in einem Hilbertraum H, und seien

E. (M) := (E(M)x,y) sowie E,(M) := E, (M) = ||E(M)z|? firz,y € H und
M € A. Dann gilt
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(@) |Esy| (M) < Eo(M)Y2E,(M)'? fiir alle M € A,
(b) fiir alle f € L*(Q, E,) und g € L*(Q, E,)

[ sgit.,
Q

Beweis. (a) Sei M :=J

< / 19l dIEay] < 1 2 9]l 20

M,, mit paarweise disjunkten M, € A. Wegen

neN
By (M) = [(B(My)x,y)| = (E(Ma)z, E(M,)y)]
< |[EM,)x|| [[E(M, )yH By (M) By(M,)'?,

folgt mit der o-Additivitit von E und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf /%(N)
die Abschétzung

DB (M) <Y Eu(Ma)PE,(M,)'?

neN neN

< (T E0n) (T aom) "

neN

= B(M)V2E,(M)".

Mit der Definition der Totalvariation |E,,|(M) folgt hieraus die Behauptung.

(b) Da Treppenfunktionen dicht in L?(Q, E,) liegen, geniigt es, solche Funktionen
zu betrachten. Seien also f = > 7 apxa, und g = > ;_, bexas, mit paarweise
disjunkten Mengen M}, € A. Dann gilt nach (a)

‘/fngxy - ‘Z/akkaMk dE;t,y
Q =1 Q

< D lar] (Bl By (M)
k=1

< (S0 (S meE o)

= | fllz2.E0) 9l 2200, B,)

was zu zeigen war. n

Das Ziel ist nun, die Definition des Integrals ®(f) = [, fdE fiir stetige Funk-
tionen f bzgl. des Spektralmafes E auf B(R) aus Abschnitt 5.1 auf beschrénkte
und sogar unbeschriinkte messbare Funktionen und allgemeine Spektralmafie zu
erweitern. Wir beginnen mit beschrankten Funktionen.

Definition 5.7 Sei A eine o-Algebra auf Q2 und L>*(Q) = L2(Q, A) die Men-
ge aller beschrdnkten messbaren Funktionen von ) nach C, versehen mit der
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Supremumsnorm. Ist E ein Spektralmaf auf A, so definieren wir fir jede Trep-
penfunktion f = > . agxa, mit paarweisen disjunkten Mengen M, € A den
Operator ®(f) € L(H) durch

:/de = apE(My).
{ k=1

Lemma 5.8 Sind f, g messbare Treppenfunktion auf €2, so gilt

e(f)2(g) = 2(fg), ()" =(f) und [P()lleem < 1]l

Beweis. Wir zeigen nur die erste und die letzte Aussage. Seien f = ;| apXn,
und ¢ = Y, bexar, Treppenfunktionen mit paarweise disjunkten Mengen M), €
A. Dann gilt fg = >",_, arbrxa, und folglich wegen E(My)E(M;) = 0 fiir j # k,

®(fg) = ZakbkE(Mk) = Z akbkE(Mk)2
k=1 k=1

= Y ;b E(M;)E(My) = ®(f)®(g).

J,k=1

Da die Orthogonalprojektionen E(M}) paarweise orthogonal zueinander stehen,
gilt weiter fir x € H

le()el® = Hzaw (M)a Zmr |E (M)l

< HinoZ 1EM)x|* < I f1I% N
k=1

nach Lemma 5.2. ™

Proposition 5.9 FEs gibt eine eindeutige Fortsetzung der Abbildung ® wvon der
Menge der messbaren Treppenfunktionen auf €2 zu einem stetigen linearen Ope-
rator ® : L2(Q) — L(H) mit folgenden Eigenschaften:

(a) ®(fg) = ®(f)P(g) und ®(f)* = ®(f), d.h. ® ist ein symmetrischer Algebra-
homorphismus,

(b) ((f)x,y) = [, fdE,, fir alle x,y € H,

(c) [|®(f) H2 Jo lfIPdE,  fir alle z € H,

(d) 1)y < N1 lloo

(e) ist (fn) C L>®(Q) eine gleichmdiflig beschrinkte und punktweise E-fast iberall
gegen f € L®(Q) konvergente Folge, so konvergiert ®(f,,) stark gegen ®(f).
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Beweis. Wir beginnen mit der Konstruktion von ®(f). Sei f € £>(2), und sei
(fn) eine Folge von Treppenfunktionen mit ||f, — flloc — 0 fiir n — oo. Nach
Lemma 5.8 ist ((ID( fn)) eine Cauchy-Folge in L(H) und daher konvergent gegen
einen Operator ®(f) € L(H). Mit Lemma 5.8 zeigt man auch, dass ®(f) nicht
von der Wahl der f approximierenden Folge (f,) abhéingt. Die Eigenschaften
(a) — (d) gelten fiir Treppenfunktionen und somit auch fiir f € £>().

Wir zeigen noch (e). Fiir alle x € H gilt mit (¢) und dem Satz von der
majorisierten Konvergenz

(@) = a(h)al] = [ 15, = 5 aE. >0

fiir n — oo; dabei ist 4sup, sup,, |f.(t)|*> < oo eine Majorante des obigen Inte-

granden. [

Definition 5.10 Sei E ein Spektralmaf$ auf H fiir eine o-Algebra A auf Q). Wir
bezeichnen mit L(S)) die Menge aller messbaren Funktionen f : Q — C U {0},
die auf Q E-fast iiberall endlich sind, d.h. E({t eQ: f(t)= oo}) =0.

Zu jedem f € L(Y) assoziieren wir eine Folge (M,) in A mit M,, C M, fir
allen € N und E(UpenM,) = I, von der wir aufferdem annehmen, dass f|u, fir
jedes n € N beschrinkt ist.

Anmerkungen. (a) Fiir jede zu f assoziierte Folge (M,,) C A wie in Definition
5.10 gilt E(M,,) < E(M,+1) und E(M,)x — x fir n — oo fiir alle z € H; insbe-
sondere ist | J, . £(M,)H dicht in H.

(b) Fiir f € £(2) hat die Folge (M,) mit M, :={t € Q: |f(t)| < n} die Eigen-
schaften aus Definition 5.10.

(¢) Fiir endlich viele Funktionen f; findet man analog eine Folge (M,), die zu
allen f; gleichzeitig assoziiert ist. [

Das néchste Ziel ist, den Kalkiil ® von £2(€2) auf £(2) zu erweitern. Dabei wird
der Operator ®(f) fir f € £(€2) im Allgemeinen ein dicht definierter, abgeschlos-
sener Operator auf H sein, so dass eine Charakterisierung des Definitionsbereichs

D(®(f)) erforderlich ist.

Proposition 5.11 Fiir f € £() sei

D(®(f)) = {x €H: / |fI?dE, < oo}
Q
Ferner sei (M,,) C A eine zu f assoziierte Folge. Dann gilt

(a) x € D(®(f)) & die Folge (®(fxum,)x) konvergiert < die Folge (®(fx,))
18t beschrdankt;
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(b) fiir x € D(®(f)) hingt der Grenzwert der Folge (®(fxm,)z) nicht von der
zu f assoziierten Folge (M,) ab. Daher definiert

®(f)r = lim B(fxar, )

einen linearen Operator ®(f) : D(®(f)) — H.

(¢) Fiir Dy := U,y E(M,)H gilt Dy € D(®(f)) fiir jedes f € L; insbesondere
ist der Operator ®(f) dicht definiert (vgl. obige Anmerkung (a)).

(d) Fir jedes x € D(®(f)) gibt es eine Folge (xx) in Do mit xy — x und
O(f)xr — (f)x fir k — oo, d.h. die Menge {(x,®(f)x) : © € Dy} liegt dicht
im Graphen G(®(f)); man nennt Dy auch ein ,core (Kern) fir ®(f).

Beweis. (a) Sei z € D(®(f)). Da fxu, € £>(Q), folgt mit Proposition 5.9 (c)

1P(fxar)r = D(Fxar)zl? = N19(Fxm, — Fxar)z?
= | fxan — Fxanll2im)

Da f € L*(, E,) nach Definition von = € D(®(f)), konvergiert die rechte Seite
nach dem Satz iiber dominierte Konvergenz gegen 0, d.h. die Folge (q)( fx Mn)x)
konvergiert in H. Insbesondere ist diese Folge in H beschrinkt.

Sei nun die Folge (®(fxas, )z) beschrinkt durch ein ¢ > 0. Da die Funktionen
| /X, ()|> monoton wachsend gegen | f()|? konvergieren, folgt mit dem Satz von
Lebesgue

J 1P aE. = v [ |pn B, = lm o)l <
Q n—oo Q n—0o0

d.h. z € D(D(f)).

(b) Man sieht leicht, dass die Definition von D(®(f)) nicht von der Wahl der
Folge (M,,) zu f abhéngt. Die Charakterisierung von D(®(f)) in Teil (a) zeigt,
dass D(®(f)) ein linearer Raum in H und ®(f) linear auf D(®(f)) ist.

(¢) Jedes Element von Dy ist von der Form E(Mj)z mit € H und k£ € N. Mit
Proposition 5.9 (a) folgt fiir alle n > k

D(fxan )P (X, )7 = (fxar,)P(X0s )T = @(fX0r, X)) T = D(fxg)z,  (5.5)

so dass fiir festes k € N wegen E(M;) = ®(xa,) die Folge ((fxr, ) E(My)x)
in H beschrénkt ist. Somit gilt nach Teil (a) E(Mj)z € D(®(f)).
(d) Nach (c) ist zg := E(My)x € Dy, und nach Voraussetzung an E konvergiert

xy gegen x fiir k — oo (vgl. wieder obige Anmerkung (a)). Fiir n — oo folgt aus
(5.5) mit Teil ()

neN

O(f)E(Mi)z = ®(fxu, )z = E(Mp)®(f)z  fir 2 € D(D(f)). (5.6)
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Fiir spéter vermerken wir noch, dass aus (5.6) die Inklusion

E(Mp)®(f) € ©(fxar) = ©(f) E(My) (5.7)
folgt. Weiter ergibt sich aus (5.6) ®(f)zr — ®(f)x fiir £ — oo. Der lineare Raum
Dy ist also ein ,core” fiir ®(f). ]

Folgerung 5.12 Seien f,g € L(Q) sowie z € D(®(f)), y € D(®(g)). Dann gilt

(@(f)r. B(g)y) = / f7dE,,,
[o ()l = / P dE..

Beweis. Es geniigt, die erste Gleichung zu beweisen. Dazu sei (M,,) C A eine
monotone Folge, die sowohl zu f als auch zu g assoziiert ist; vgl. Definition 5.10.
Dann gilt mit Proposition 5.9 (a)

(@(faxm)zr,y) = (P(@xar,)P(fxr) 2, y) = (P(fxar,)x, P(gX0,)Y)-

Nach Voraussetzung an z, y ist f € L*(Q, E,) und g € L*(Q, E,), und die Folgen
(CID(fXMn):r) und (q)(gXMn)y) konvergieren in H gegen ®(f)x bzw. ®(g)y. Somit
ist nach Lemma 5.6 (b) das Integral [, |fg|d|E,,| endlich, d.h. |fg| ist eine
integrierbare Majorante fiir die Funktionen fgxas,. Der Grenziibergang n — oo
liefert daher die gesuchte Identitét. [

Satz 5.13 Fiir alle f,g € L(Q) und alle o, 5 € C gilt:
(a) ®(f) = ®(f)*; insbesondere ist ®(f) abgeschlossen;

(b) a®(f)+5P(g) ist abschliefsbar, und a®(f) + fP(g) = P(af+Sg); dabei ist fir
abgeschlossene Operatoren B, C' auf H per Definition D(C'+ B) := D(B)ND(C).

(c) (f)P(g) ist abschliefbar, und ®(f)P(g) = ®(fg); dabei ist fir abgeschlossene
Operatoren B,C auf H per Definition D(CB) := {x € D(B) : Bz € D(C’)}.
Weiter gilt folgende Charakterisierung der Definitionsbereiche

D(2(/)®(g)) = D(®(9)) N D(2(f9))-

Insbesondere ist (fg) = ©(f)P(g), falls P(g) € L(H).

(d) ®(f) ist ein normaler Operator auf H, d.h. ®(f)®(f)* = ®(f)*®(f). Dieser
Operator stimmt mit ®(f f) iberein.

Beweis. Sei (M,,) C A eine monotone und zu f und g assoziierte Folge. Dann 1st
(M,,) auch assoziiert zu f, f+g und fg. Ferner ist Dy = J, oy E(M,)H ein ,core®
zu ®(f), P(f +¢g) und ®(fg); d.h. insbesondere, dass es zu jedem x € D( (fg))
eine Folge (xy) in Dy mit xp — x und (fg)zr, — P(fg)z gibt.
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(a) Seien = € D(®(f)) und y € D(®(f)). Dann folgt mit Proposition 5.9 (a) und
(5.6)

Fiir k — oo erhilt man (®(f)z,y) = (z, ®(f)y), also ®(f) C &(f)*.
Nun sei y € D((ID( f )*) und = € H beliebig. Dann gilt wieder mit Proposition
5.9 (a)

(2, E(M,)®(f)"y) = (2(f)E(Mn)z,y) = (@(fxar,)2,y) = (2, ®(fxar, ),

woraus E(M,)®(f)y = ®(fxa, )y folgt. Da wegen y € D((I)(f)*) die Folge
(E (M,)P( f)*y) beschrankt ist, gilt dieses auch fiir die Folge ((IDGXMn)y). Also
liegt y in D(P(f)), d.h. esist (f)* C (f).

(b) Wir beschranken uns auf den Beweis fiir Summen (d.h. fiir a = 6 =1)u
zeigen zunéchst, dass ®(f) 4+ ®(g) abschlieBbar ist. Sei z € D(®(f) + P(g)) und

y € D((f)* +@(9)") =D(2(f) + 2(g)) = D(2(f)) ND(2(7)).

Dann impliziert die Gleichheit

(z, (P(f)" + @(9)")y) = ((D(f) + (9))z,y),
dass y € D ((2(f) + P(9))") und (®(f) + @(9)) 'y = D(f)*y + D(g)*y, d.h.
D(®(f)" + 2(9)") D ((2(f) + 2(9)))-

Ferner ist D ((®(f) + ®(g))") dicht in H, da Dy C D(®(f) + ®(g)) dicht in H
liegt. Nun folgt mit Proposition 2.2 die AbschlieSbarkeit von ®(f) + ®(g).
Nun benutzen wir (5.7), um mit F, := E(M,) und x, := xu, die Identitdten

(D(f) + @(9) En = 2(fxn) + P(gXn) = 2(fXn + 9Xn) = ©(f + 9)En,  (5.8)

En(@(f) + ®(9)) = En®(f) + En®(g) C (B(f) + ®(9)) En = (f +9)En (5.9)

zu erhalten. Da Dy = U,enE(M,,)H ein core fiir den abgeschlossenen Operator
O(f + g) ist, erhalten wir aus (5.8) durch ein Approximationsargument, dass
O(f + g)x = (P(f) + P(9))z fur alle z € D(D(f + g)); folglich ist ©(f + g) C

O(f) + 2(9).
Ein weiteres Approximationsargument liefert unter Benutzung von Dy in (5.9)

fur jedes n € N, dass E(M,)®(f)+ ®(g) C ®(f + g)FE(M,) (man beachte,
dass ®(f + g)E(M,) € L(H)). Ein Grenziibergang n — oo ergibt schlieflich
O(f) + ®(g9) C ®(f +g). Damit ist die Identitit ®(f) + ®(g) = ®(f + g) gezeigt.

(¢) Die erste Identitdt wird wie in (b) bewiesen. Also ist ®(f)®(g) abschlieBbar mit
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AbschluB ®(fg), und es gelten D(®(f)®(g)) C D(P(fg)) sowie per Definition
D(®(f)®(g)) € D(®(9))-

Fiir die umgekehrte Inklusion sei z € D(®(fg)), wobei auch E(Mjy)z €
D(®(fg)) und E(My)®(g9)x € D(P(f)) gelten. Dann benutzen wir (5.6) sowie
die fiir z € D(@(g)) N D(@(fg)) giiltige Identitét

O(fg9)E(My)z = (fgxar)r = S(fxar,)P(9x0r, )7 = B(f)P(9) E(Mp ).

Fiir k£ — oo folgt ®(g)E(My)x — ®(g)x und ®(fg)E(M)x — ®

abgeschlossen ist, folgt ®(g)z € D(®(f)), also z € D(P(f)P(g)).
Im Fall ®(g) € L(H) ist D(®(g)) = H, also D(®(fg)) = D(®(f)®(g)) und

folglich ®(fg) = ®(f)®(g).

(d) Nach (a) und (c) gilt ®(f)*®(f) = ®(f)P(f) € ®(ff). Dabei ist ®(ff)

nach (a) selbstadjungiert, und ®(f)*®(f) ist wegen Lemma 5.14 in Abschnitt

5.3 ebenfalls selbstadjungiert. Daraus folgt ®(ff) = ®(ff)* C (@(f)*fb(f))* =

O(f)*®(f), also (ff) = ®(f)*®(f). Ebenso gilt ®(ff) = &(f)®(f)*. Folglich
ist ®(f) normal. ]

Beweis der Eindeutigkeitsaussage in Satz 5.4. Es gelte

A= Dp(id) = / NAE(N)

fur ein Intervall J = [a,b] D 0(A), und mit einem Spektralmafl F' auf B(R) gelte
ebenfalls

A=p(id) == / AdF()N).

R
Wir zeigen zuerst, dass auch letzteres Integral nur auf J betrachtet werden muss.
Aufgrund der allgemeinen Eigenschaften des Spektralmafies F' und des zugehori-
gen Operators @ (vgl. Definition 5.7 und Folgerung 5.12) gilt fiir die Mengen
N,, := [b+1/n,00) mit n € N und ihre charakteristischen Funktionen ., einerseits

<AF(Nn)x>F<Nn)$> = <(I)F(id>q)F(Xn)$aq)F(Xn)$>
= (Pp(idx,)z,z) = A(F(N)x, z)

Ny,
> (b+ 1/“)/ d(F(N)z,z) = (b+1/n) [|[F(N,)z|*,
Nn,
wihrend andererseits wegen o(A) C [a, b] gilt (Ay,y) < b||y||* und folglich
(AF(N, )z, F(N,)z) < b F(N,)a

Hieraus folgt F/(N,)x = 0 fiir alle n € N und x € H, und die starke Stetigkeit
von F impliziert, dass F((b, 00)) = 0. Analog zeigt man F((—oc0,a)) = 0.
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Somit gilt wegen A = ®(id) und Folgerung 5.12 fiir jedes Polynom p

(p(A)z,7) = / p(N) d(F(\)z, z),

J

vgl. (5.1). Nun liefert die Eindeutigkeitsaussage im Rieszschen Darstellungssatz
4.17, dass die Mafle d(F'(\)x,x) und d(E(N)z, x) fiir alle 2 € H tibereinstimmen.
Mit der Polarisierungsformel folgt schliellich £ = F. [

5.3 Die Spektraldarstellung fiir unbeschrinkte Operato-
ren

Zur Vorbereitung des Beweises der Spektraldarstellung fiir unbeschrénkte Ope-
ratoren beginnen wir mit einem Hilfsmittel zur Ubertragung der bisherigen Er-
gebnisse auf den Fall unbeschréankter Operatoren.

Lemma 5.14 Sei T ein dicht definierter abgeschlossener, linearer Operator auf
dem Hilbertraum H. Dann gilt

(a) der Operator I +T*T : D(T*T) — H st bijektiv;

(b) die Inverse C := (I +T*T)~' : H — D(T*T) ist ein beschrinkter selbstad-
Jungierter Operator mit 0 < C < I;

(¢) T*T st positiv semidefinit und selbstadjungiert;

(d) C besitzt eine eindeutige positive Quadratwurzel CV?, und fiir B := TCV? €
L(H) ist |B|| < 1.

Beweis. (a) Wegen G(T™) = (UQ(T))l (mit U(z,y) = (—y,z); vgl. (1.2)), gilt
HxH=G(T") &, UG(T).
Daher gibt es zu jedem u € H ein x € D(T) und ein y € D(T*) mit
0,u) = (y, T"y) + U(z,Tx) = (y — T, Ty + x).

Hieraus folgt y = Tz und somit v = T*y + x = x + T*T'z; auBlerdem gilt x €
D(T*T). Der Operator I +T*T : D(T*T) — H ist also surjektiv. Ferner erhélt
man

I(1 +T*T)a|f* = [|||* + || T"T||* + 2| T, (5.10)

so dass [ + T*T auf D(T*T) auch injektiv ist.

(b) Sei u := (I + T*T)x mit x € D(T*T). Dann ist x = Cu, und mit (5.10)
folgt ||Cul| = ||z|| < ||(I + T*T)z|| = ||ul|. Also ist C' beschrankt und ||C]| < 1.
AuBerdem gilt

(Cus) = o, (14 TT)e) =l + T2l <l
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der Operator C' € L(H) ist also symmetrisch, somit selbstadjungiert, und es gilt
0<C<I

(¢) Da C selbstadjungiert ist, gilt dies mit Folgerung 2.15 auch fiir C~! = I+T*T
und fiir 7*T. AuBerdem ist (T*Tx,z) = ||Tz||* > 0 fiir alle z € D(T*T).

(d) Der Operator C'ist positiv semi-definit und sogar positiv definit, da er injektiv
ist. Mit Hilfe seiner Spektralzerlegung f[O,oo) AdFo(A\) mit dem Spektralmafl Fe
definieren wir seine eindeutig bestimmte positiv definite Quadratwurzel durch
CV2 = [ o) AP dFC(N); dh es gilt CM2C12 = C.

Sei z € H. Dann ist Cx € D(T*T') und

|TCYV2C 2|2 = (T*TCx,Cx) = (I +T*T)Cx,Cx) — ||Cx|?
= (z,Cz) — ||Ca|® < (z,Cx) = | C" x|,

Hieraus folgt ||[BC'/2x|| < ||C*/2z]| fiir alle # € H. Da C und folglich auch C'*/2
injektiv und selbstadjungiert sind, liegt das Bild R(C"/?) dicht in H nach Lemma
1.6. Folglich ldsst sich B zu einem beschrénkten Operator auf H mit |B|| < 1
erweitern. [

Satz 5.15 (Spektralsatz) Sei A ein selbstadjungierter Operator auf H. Dann
gibt es ein eindeutig bestimmtes SpektralmafS E auf B(R), so dass

A= /R)\dE()\).

Beweisidee. Wir fithren das Problem auf den in Satz 5.4 behandelten Fall B €
L(H) zuriick.

Dazu sei T := A, C := (I + A?)™' und B := A(I + A?)~Y/2 wie in Lemma
5.14. Da B selbstadjungiert und ||B]| < 1 ist, besitzt B ein Spektralmafl F' auf
B([—1,1]), so dass B = f[—l,l] tdF(t). Dann ist formal A = B(I — B*)~'/2 und

daher ;
A= e(t)dF(t) mit (t) := a—me

[_171]
Nun wird das Spektralmafl E von A auf B(R) durch

E(M) = F(¢7' (M), M € B(R),

definiert, so dass A = [, AdE()) gilt.

Die Eindeutigkeitsaussage wird mit der gleichen Methode auf die Eindeutig-
keit im Fall B € L(H) zuriickgefiihrt. Details finden Sie bei Konrad Schmiidgen:
Unbounded Self-adjoint Operators on Hilbert Spaces, Springer 2012. [
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6 Spektralkalkiil selbstadjungierter Operatoren

6.1 Einige Konsequenzen des Spektralsatzes

Sei A ein selbstadjungierter Operator auf einem Hilbertraum H und sei E das
Spektralmafl zu A. Ferner sei fiir eine beliebige messbare Funktion f € £(R) der
abgeschlossene Operator f(A) durch

F(A) = B(f) = / F(N) dE(N)

Az, y) = /R FO)AEMN)z,y) fiir alle = € D(f(A)), y € H

d.h. durch

definiert; dabei ist der Definitionsbereich

D() = {w et [ 1P B < oo},

von f(A) dicht in H.
Unser Ziel ist die Untersuchung von Eigenschaften der Operatoren f(A) mit
Hilfe des Spektralkalkiils und des Spektralmafles F.

Proposition 6.1 Seien f,g € L(R). Dann gilt

(a) Ist f =g E-f.., soist f(A) = g(A).

(b) Ist f E-f.i. reellwertig, so ist f(A) selbstadjungiert.

(c) Ist f >0 E-fi., so ist f(A) positiv semidefinit.

(d) Ist f > 0 E-fii., so ist /f(A) die eindeutig bestimmte positiv semidefinite
Quadratwurzel von f(A), d.h. es gilt (\/T(A))Q = f(A).

(e) f(A) € L(H) genau dann, wenn f wesentlich E-beschrankt ist, d.h. genau
dann, wenn

feELXRE) :={f € LR):|fl|loc := E-esssup|f(t)] < oo}.

Beweis. Die Aussagen (a ) (c) folgen mit Proposition 5.9. Die Eigenschaften

VF(A) >0 und (VF(A )) = f(A) in (d) beruhen ebenfalls auf Proposition 5.9.
Die Eindeutigkeitsaussage soll hier nicht bewiesen werden.

(e) Sei f € L*(R, E). Dann folgt aus der fir alle x € H giiltigen Abschéitzung
1F(A)z]* = / [fI?dE, < | fIIEx(R) = [ FISIE®R)2]* = [IfI5 2]
die obere Normschranke || f||o fur f(A).
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Nun sei f(A) € L(H) und M, :={t e R: |f(¢)| > || f(A)| + 1/n} fiir n € N.
Dann folgt mit Theorem 5.13 (¢) und mit D(f(A)) = H sowie ®(xnr,) = E(M,)
einerseits (fxu, )(A) = f(A)E(M,), also

[fIPdE, = / X [* dEs = (| F(A)E(M,)z|* < || f(A)* | E(M, )|
My, R

fir alle x € H und andererseits

/M PAE, > (If( Q)] + 1/n)*| E(M, )]

Hieraus liest man ||E(M,)z| = 0 fiir alle z € H ab, also E(M,) = 0 fiir alle
n € N. Somit gilt f € L¥(R, E) und || f|loc < ||f(A)]]- ]

Proposition 6.2 Fir f € L(R) ist der Operator f(A) : D(f(A)) — R(f(A))
genau dann invertierbar (mit abgeschlossener Inversen f(A)™' : R(f(A)) —
D(f(A))), wenn f # 0 E-f1. In diesem Fall gilt

FA)=(1/)(A).
Beweis. Sei N := {t € R: f(t) = 0}. Nach Satz 5.13 (¢) gilt wegen E(N) € L(H)

FLAE(N) = (fxn)(A) =0(4) = 0.

Somit ist E(N) = 0 notwendig fiir die Invertierbarkeit von f(A). Wir zeigen die
Hinlanglichkeit.

Sei also E(N) = 0. Dann liegt mit f € £L(E) auch 1/f in L(E);esist 1/f-f =
1 E-fii.,und (1/f)(A) ist ein abgeschlossener Operator nach Satz 5.13 (a). Ferner
gilt D((1/f - f)(A)) = D(I) = H, und mit Satz 5.13 (c) folgt

D((1/F)(A)f(A)) =D(f(A4) nD((1/f - F)(A)) =D(f(4)).
Auflerdem folgt aus Satz 5.13 (¢), dass (1/f)(A)f(A) C (1/f - f)(A) = I. Also
ist f(A) injektiv (damit auch invertierbar) und (f(A))_1 C (1//)(A).

Vertauscht man die Rollen von f und 1/f, erhélt man ((1/]")(14))_1 C f(A)

und damit .

((/nen™) = amnm e
Damit ist die Gleichheit (f(A))_1 = (1/f)(A) bewiesen. =

Satz 6.3 Sei f € L(R). Dann gilt
(a) Das Spektrum von f(A) ist der E-wesentliche Bildbereich von f, d.h.

o(f(A) ={AeC:E({teR:|f(t)— A <e})#0 firallee>0}.
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Umgekehrt ist
p(f(A) ={reC:3eg>0mit E({t eR: |f(t) — A\ <e&o}) =0}.

Im Fall X € p(f(A)) gilt R\(f(A)) = ,\Tlf(A)

(b) Genau dann ist X € C ein Eigenwert von f(A), wenn

E({t € R: (1) = A}) = E(f({A) #0.

In diesem Fall ist E(ffl({/\})) die Orthogonalprojektion auf den Eigenraum von
f(A) zum Eigenwert \, d.h.

N = f(A)) = E(f ({A)) .

Beweis. Der Einfachheit halber sei A = 0; andernfalls betrachte man f — A an
Stelle von f.

(a) Nach Proposition 6.1 (e) und Proposition 6.2 ist 0 € p(A) genau dann, wenn
f#0 E-fi. und 1/f € L>®(R, E); nur in diesem Fall fallt —%(A) € L(H) mit
der Resolvente Ry(f(A)) zusammen. Deshalb gilt 0 € p(f(A)) genau dann, wenn
es ein g9 > 0 mit E({t € R: |f(t)| < &o}) = 0 gibt. Umgekehrt folgt daraus die
Aussage fiir den Fall 0 € o(f(A)).

(b) Sei N :={t € R: f(t) =0} und x € H. Offensichtlich gilt mit Folgerung 5.12

0= | f(A)l = / P dE, = / reas,

genau dann, wenn
0=ER\N)z=(ER)—-E(N))z=(I-EN))x

erfiillt ist. Es folgt N'(f(A4)) =N (I — E(N)) = R(E(N)). Also ist A = 0 genau
dann Eigenwert von f(A), wenn 0 # E(N) = E(f~*({0})). ]

Fiir den Operator A sehen die Charakterisierungen von o(A) und p(A) etwas
einfacher aus, da dann ja f(t) =t ist.

Folgerung 6.4 (a) Es gilt

o(A) = {ANeR:E((A—g,A+¢)) #0 fir allee > 0},
p(A) = {AeC:3e >0mit E((A—eo,A+¢e0)) =0}.

(b) Genau dann ist A € R Eigenwert von A, wenn E({\}) # 0. In diesem Fall
ist E{A})H = R(E({\})) der zugehérige Eigenraum.

Beweis. Da A selbstadjungiert ist, gilt o(A) C R. Mit f(¢) = t folgen die Aus-
sagen direkt aus Satz 6.3. [
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Folgerung 6.5 Jeder isolierte Punkt im Spektrum eines selbstadjungierten Ope-
rators A ist Figenwert von A.

Beweis. Sei A € R isolierter Punkt in 0(A), und sei gy > 0 so, dass [A—¢gg, A+eo]N
o(A) = {A}. Dann gilt nach Folgerung 6.4 (a) E((A—&p, A+&9)) # 0. Andererseits
gibt es zu jedem X' € [A —eg, A+ &o) \ {A} ein &’ > 0 mit E((XN —¢&', X +¢')) = 0.
Mit einem Kompaktheitsargument folgt daraus E([A — 9, A — &1]) = E([A +
1, A+ 50}) =0 fur alle 0 < g1 < gp. Also ist E(()\ — e, A+ 51)) # 0 unabhéngig
von &1 € (0, o).

Nun schlieft man mit der o-Additivitét von £ auf E({0 < |t —A| < eo}) =0,
also E({\}) # 0. Somit ist nach Folgerung 6.4 (b) A ein Eigenwert von A. ]

Der folgende Satz beschreibt eine Standardsituation fiir elliptische Differential-
operatoren auf beschrinkten Gebieten, z.B. fiir den Laplace-Operator A = —A
auf einem glattberandeten beschrankten Gebiet {2 C R™ mit verschwindenden
Dirichlet- bzw. Neumannrandwerten. Hierbei ist H = L*(Q) und D(A) = H?*(Q)N
H}(Q) bzw. D(A) = {u € H*(Q) : 3% = 0 auf 6Q}.

Satz 6.6 Sei A ein selbstadjungierter Operator auf einem unendlich-dimensiona-
len Hilbertraum H. Dann sind die folgenden Eigenschaften dquivalent:

(a) H besitzt eine Orthonormalbasis {e, : n € N} aus Figenvektoren von A zu
einer Folge von Eigenwerten (\,) mit lim, o |An| = o00.

(b) o(A) ist ein rein diskretes Punktspektrum, welches aus Eigenwerten endlicher
Vielfachheit besteht.

(¢) Die Resolvente Ry(A) ist fur ein X € p(A) und damit fir alle X € p(A)
kompakt.

(d) Die Einbettung D(A) — H, wobei D(A) C H mit der Graphennorm ||.||a
versehen ist, ist kompakt.

Beweis. Sei (\,) die Folge der entsprechend ihrer Vielfachheit aufgezéhlten Ei-
genwerte und (py) die Folge der paarweise verschiedenen Eigenwerte von A. Fer-
ner sei Hy die AbschlieBung von span Ugen E({ux})H.

(a) = (b): Da die Folge (\,) nur die Haufungspunkte £oo haben kann, gilt fur
M := {p : k € N} nach Voraussetzung die Gleichung E(M) = >, . E({u}) =
I; auBerdem ist dim E({p})H < oo. Somit ist E(R\ M) = 0. Da R\ M offen ist,
verschwindet fiir jedes A € R\ M das Spektralmafl £((A — &, A + £)) mit einem
e =¢(A) > 0. Nach Folgerung 6.4 gilt dann A € p(A); also ist o(A) = M.

(b) = (a): Sei A € R\ o(A) =R\ {\, : n € N} # 0. Dann ist Ry(A) € L(H)
selbstadjungiert mit

o (Ra(A)\ {0} = {(A = A) ' :n e N},

und Ry (A) ist sowohl auf Hy als auch auf Hg invariant.
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Angenommen, es wire Hy # {0}. Dann ist Ry(A)| ngp # 0 selbstadjungiert,

und es gibt ein
0% 11 € o(Ra(A)lgy) € o(Ra(A)).

Folglich gibt es ein \,, € o(A) mit u = (A—\,,) . Nach Voraussetzung an o(A)
ist p # 0 ein isolierter Punkt in o (Ry(A)| HOL) und deshalb nach Folgerung 6.5
ein Eigenwert. Ein zugehériger Eigenvektor u,, # 0 liegt dann einerseits in Hy;
andererseits stimmt u,, mit einem Eigenvektor von A zum Eigenwert ), {iberein
und liegt in Hy. Folglich war die Annahme Hg- # {0} falsch, und es gilt Hy = H.
Mit anderen Worten, H = H, besitzt eine ONB aus Eigenvektoren zu A.

(b) = (c): Sei A € p(A). Nach dem vorhergehenden Beweisteil (b) = (a) be-
sitzt H eine ONB aus Eigenvektoren zu A und damit auch zu Ry(A). Aufler-
dem ist ((A — A,)7!) eine Nullfolge von Eigenwerten von R,(A). Bezeichnet
nun P, die Orthogonalprojektion von H auf den Eigenraum N(\,I — A) =

N (ﬁ] — R,\(A)>, so gilt © = > 7 Pyx fiir alle z € H und

=1
Ry\(A) = Z - P,.
n=1 n

Da R(F,) endlich-dimensional ist, ldsst sich R)(A) in der Operatornorm von
L(H) durch Operatoren von endlichem Rang, also durch kompakte Operato-
ren, approximieren. Folglich ist R)(A) kompakt. Mit der Resolventengleichung
Ry — R, = (p — AN)R\R,, ergibt sich schliellich, dass R, fiir jedes 1 € p(A) kom-
pakt ist.

(¢) = (b): Dies folgt aus der Spektraltheorie kompakter selbstadjungierter Ope-
ratoren (Satz 14.3 der Vorlesung FA).

(¢) = (d): Sei M C (D(A),||.]la) beschrénkt. Dann ist (Al — A)M C H be-
schrinkt. Da Ry (A) kompakt, ist M = Ry(A)(A — A)M prikompakt in H.

(d) = (c): Sei M C H beschrénkt. Dann ist Ryx(A)M in (D(A), ||.||a) beschrankt
und wegen (d) prakompakt in H. Also ist R)(A) kompakt. n

6.2 Zerlegungen der Eins®

Wir bezeichnen mit P(H) die Menge der orthogonalen Projektionen auf einem
Hilbertraum H.

Definition 6.7 Fine Zerlegung der Eins auf einem Hilbertraum H ist eine ein-
parametrige Familie {E(\) : A € R} C P(H) mit folgenden Figenschaften:

(a) E(A\1) < E(X\g) fiir alle \y < XAy (Monotonie),

(b) E(\) = E(N\o) stark (= punktweise) fir X\ — Ny, d.h. fiir alle v € H gilt

lim E(Nx = E(Xo)z (starke Stetigkeit von rechts),

A=A
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(¢) E(A) — 0 stark fir A — —oo, and E(\) — I stark fir A — +oo.
Proposition 6.8 Sei F': B(R) — P(H) ein Spektralmafs. Dann definiert
E(\) = F((-00,)]), AeR,
eine Zerlequng der Eins. Weiter existiert fiir jedes Ao € R der starke Grenzwert
E(A) = S‘hmxﬁ,\g E(\) = F((—oo, AO))»
und es gilt

E(/\Q) — E(/\l) = F(()\l, )\2]) fU/I" )\1 < /\2,

Beweis. Eigenschaft (a) einer Zerlegung der Eins E ist dquivalent zur Identitét
E(M)E(X\) = E(A)E(N) = E(\) fiir Ay < Ag. Diese ist erfiillt, da der durch
das Spektralmaf8 F' erzeugte Homomorphismus ® die Eigenschaft ®(x(—oon,]) -
q><X(*OO,/\2]) = (I)(X(*OO,M]) hat.

Die Eigenschaften (b), (¢) aus Definition 6.7 sind erfiillt, da F'(()) = 0 und F(R) =
I und wegen der o-Additivitdt von of F' bzgl. der starken Konvergenz. n

Wir werden spéter sehen, dass auch die Umkehrung von Proposition 6.8 gilt: Jede
Zerlegung der Eins definiert ein eindeutiges Spektralmaf.

Sei F eine Zerlegung der Eins. Wegen der starken Stetigkeit von rechts ist dann
E(\) = E(\) fiir alle \g € R.

Wir betrachten nun eine Folge (\,) C (—o00, Ag) mit A, 7 Ag fiir n — oo.
Wegen E(\,) < E(Apy1) < ... < E(Xo) bilden die Réume X,, := R(E(),)) eine
aufsteigende Folge

X, C Xpp1 C ... | X | X = Xo- CR(E(N)).

n=1 n=1

Zum abgeschlossenen Teilraum Xy~ von H gibt es einen komplementéren Raum
X so dass H = Xy @, Xi- sowie eine Projektion E(\g—) € P(H) so dass

R(E(N)) = X0, N(E(X)) = (Xo-)™
Offensichtlich gilt E(\,) < E()\y) < E(\) sowie (in der starken Topologie)
E(\y) = slim E()\,) (6.1)

(man beachte, dass Xo- auf der Abschliefung von U, ey X, definiert ist).
Wir definieren nun die Spektralprojektionen fiir Intervalle durch

E([a,b]) := E(b) — E(a”), E((a,b]) := E(b) — E(a),

E(la,b)) :=E®b™) — E(a”), E((a,b)) :=E(b") — E(a). (6.2)
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Insbesondere ist E({\}) = E(\) — E(A7).
Jede Zerlegung der Eins E gestattet die Definition von operatorwertigen
Riemann-Stieltjes-Integralen
[,
I

wobei I = [a,b] oder I =R und f eine stetige Funktion ist. Diese dienen uns als
Werkzeug, mit dessen Hilfe wir der Zerlegung E ein Spektralmafl zuordnen.

Zur Definition des RS-Integrals sei f € C(I) mit I = [a,b] fir a < b. Aus-
gehend von einer Partition P = {a —¢ < \g < a < A} < ... < A\, = b} und
Punkten & € [Ax_1, A] N [a, b] definieren wir die Riemannsumme

S(f.P)=>_ f(&)(E) — E(\n1))- (6.3)

Man kann zeigen, dass es dann einen beschrankten Operator gibt, den wir mit
Il ; fdE € L(H) bezeichnen und der Unabhéngig von der Wahl der Zwischenstel-
len & ist, so dass

S(f, P) — /de stark in L(H) falls mkaX()\k — Ag—1) = 0.
I

Auflerdem gilt fiir alle z € H

(([ip)ea) = [roya(Ems) (6.4
[([rap)a] = [1rop a0 (65)

wobei die Integrale auf der rechten Seite gewdhnliche skalar-wertige Riemann-
Stieltjes-Integrale bzgl. der beschrankten und von rechts stetigen BV-Funktionen
A = (E(XN)x,z) sind. Mit Hilfe der Polarisationsgleichung lisst sich aus (6.4)
ableiten, dass

<(/[de>$73/> = /[f(A)d<E()\)JJ,y> fiir alle z,y € H.

SchlieBlich folgt wegen || [, 1dE|| = ||[E(b) — E(a™)|| < 1 aus (6.5), dass fiir alle
f € C(I) die Normabschiitzung || [, f dE| < || f|l« gilt. Folglich ist

([ raB)a)| < Wl Il fir alle .y € 1

Insbesondere gilt diese Abschétzung fiir jeden Polynom auf /.
Wir erhalten nun wie im Beweis von Satz 5.4 ein eindeutiges Spektralmafl F
so dass

[ rap=a(n = [ rar.
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Satz 6.9 Sei —0co < a < b < o0 und sei E eine Zerlequng der Eins so, dass
E(a) = 0 fir alle o« < a und E(B) = I fir alle B > b. Dann existiert ein
eindeutig bestimmtes Spektralmafl F' auf B(R) so, dass

/ fdE = ®(f) ::/de()\) fiir alle f € C°[a, b]
[a,b] R

einen beschrankten Operator ®(f) € L(H) definiert. Dabei erweist sich F' als das
Spektralmaf des selbstadjungierten Operators

A= ®(id) = / NdF()\) € L(H).
Schlieflich ist F(A) = 0 fir alle Borelmengen A C (—o0,a)U[b, 00), und fir alle
a<c<d<bgilt
F(led) = E@) - B(),  F((c.d)
Flled) = E(d) - B©), F(e.d)
insbesondere ist F({c}) = E(c) — E(c™).

Beweis. Es geniigt, (6.6) and (6.7) zu beweisen. Sei a < d < b. Wie betrachten
den Projektor F([a,d]) = ®(X[a,q)- Die Funktion xp.aq ¢ C([a,b]) wird approxi-
miert durch die Folge (f,,) C C([a,00)) der Funktionen

E(d) — E(e), (6.6)
E(d”) — E(c); (6.7)

1 fira < X <d,
faA) =<1 —n(A=d) fird<\<d+1/n,
0 fird+1/n <A

Nach Proposition 5.9 (e) gilt offenbar

(f,) = / FrdF(A / N dF(Y),  n — o,

im Sinne der starken Konvergenz. Andererseits wird ®(f,,) = f[a b fn dE appro-
ximiert durch die Riemannsummen

Z L- E(XN;_y)) + Z fal&e) (EOR) — E(A—1))

wobel Ny M e Nund A\j <a < N <...<XNy=dbzw.d =X < M\ <...<
Ay = d + 1/n, und mit Zwischenstellen & € [d,d + 1/n], die von n abhingen
konnen.

Die erste dieser Riemannsummen ist gleich E(d) — E(a~) = E(d), wihrend
die zweite Riemannsumme stark gegen 0 konvergiert falls maxy(Ay — A\g—1) — 0
fiir n — oo: In der Tat, mit Fy := E()\;) und der Identitét

(Ek — Ep—1)(El — Ei1) = (B — Ej—1) 0u,
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erhalten wir fiir alle x € H, dass

2

> Fal&)(Br — Ex )z

= D Fu(&)? (B = B a)

>0

< 3 ((BOw) ~ BOun)oa)
— <Z (E(M\) — E(Akfl))x,w>

= |[(E(d+1/n) — E(d))z|”

wegen der starken Stetigkeit von E von rechts gegen 0 konvergiert. Die {ibrigen
Fille werden dhnlich behandelt. [

Im weiteren bezeichnen wir fiir einen beschrinkten selbstadjungierten Operator
A e L(H) mit E(\), A € R, die Zerlegung der Eins und mit £(B), B € B(R), das
Spektralma$l von A; man beachte den Unterschied zwischen E()\) = E((—o0, A])
und E({\}).

In der Sprache der Zerlegungen der Eins nehmen die Resultate aus Folgerung
6.4 zum Spektrum und zur Resolventenmenge von A eine besonders einfache Form
an. Zur Erinnerung: das Spektrum von A besteht aus dem Punktspektrum o,(A)
(= Menge der Eigenwerte von A) und dem kontinuierlichen Spektrum o.(A); das
Restspektrum o,.(A) ist leer.

Folgerung 6.10 Unter den obigen Annahmen gilt

(a) X € 0(A) genau dann, wenn E(X —¢) # E(X+ ¢€) fir alle e > 0;

(b) A € p(A) genau dann, wenn es ein € > 0 so gibt, dass E(.) konstant auf
(A—¢e, A +¢) ist;

(c) A € 0,(A) genau dann, wenn E({\}) = E(\) — E(A™) # 0; in diesem Fall ist
R(E({A})) der zugehérige Eigenraum;

(d) X € 0.(A) genau dann, wenn E(.) auf keinem Intervall (A —e, \+¢) konstant
und stark stetig in \ ist;

(e) Seic < d. Ist E(d) # E(c), so ist (¢,d]Na(A) # 0;

(f) (e,d)yna(A) # 0 genau dann, wenn E(d~) # E(c).

Beweis. Wir zeigen nur die letzten beiden Aussagen. Fiir (e) nehmen wir an,
dass (¢,d] C p(A). Dann impliziert (b), dass E fiur jedes A € (¢, d] konstant
in einer Umgebung von A ist. Dann ist F konstant auf ganz (c,d], und es gilt
E(d) — E(c) = s-limy .+ (E(d) — E(X\)) = 0.

Aussage (6) folgt leicht aus (e). ]

Der folgende Satz liefert explizite Formeln zur Bestimmung von F(.) in Abhén-
gigkeit von den Resolventen R;i;. := ((t +ie)l — A)_l, wobei t € R und € — 0.
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Die Herleitung dieser Formeln beruht auf der Identitét

% (t—ic =N = (t+ic— A1) = (t_i/ﬁ AeER, (6.8)

den Integralen

[l oan (P22) - (<2)] 0

und der Tatsache, dass diese Integrale fiir ¢ — 07 gegen y := % (X[a,b] + X(a,b))v
also gegen

0 fiir A < a oder A\ > b,
X(A) =<1/2 fiir A = a oder A =0, (6.10)
1 fir A € (a,b)

konvergieren.

Satz 6.11 (Formeln von Stone) Ist A € L(H) selbstadjungiert, so geniigen
das Spektralmafl und die Zerlequng der Eins fiir A fiir alle a < b den Identitdten

b+6

E(((I, b]) = 52%5- 52%}*- 2_71'Z hs (Rt-ia — Rt+ia) dt, (611)
1 b+6
E®b) = 613(% Eligi i . (Ri—ie — Reyie) dt, (6.12)

wobei die Grenziiberginge ¢ — 07 und § — 0% jeweils im Sinne der starken
Topologie auf L(H) zu verstehen sind.

Beweis. Fiir € > 0 sei (g,,) eine Folge von Riemannsummen fiir das Integral

A (RS (6.13)

21t J,

Wegen der Identitét (6.8) ist [g,(A)| < &2 gleichmiBig bzgl. A und n, und die
(gn(X) konvergieren gegen das Integral (6.13). Nach Proposition 5.9 (e) konver-
gieren dann die operatorwertigen Riemannsummen g,(A) = ®(g,) stark gegen
den beschrankten Operator
1 b
o (Rtfie - Rt+i5) dt.

2m J,

Andererseits gilt wegen (6.8), (6.9)
e [P dt y
gn(>‘> — ;/a' m = GE()\) fir n — oo, (614)
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so dass gn(A) — G-(A) stark fiir n — oo. Wegen (6.9) ist |G(\)| < 1 gleichmé&Big
bzgl. ¢ > 0 und A € R, und da G.(A\) — x()) fir e — 0 (vgl. (6.10)), erhalten
wir mit Proposition 5.9 (e) und (6.10), dass

C-(4) = B(G) = () = x(A) = 5 (Vo) + xen(A)
b

im Sinne der starken Konvergenz. Zusammengefasst haben wir damit gezeigt,
dass

(E(la,b]) + E((a,b))) = S-lim5_>0+2im / b(RHE — Ryyic) dt. (6.15)

DN | —

Diese Identitét gilt fiir alle a < b. Wir ersetzen nun a durch a + § und b durch
b+ 6 mit 6 > 0. Da das Spektralmafl o-additiv bzgl. der starken Konvergenz ist,
folgt

%E([a—l— 5,b+06]) + E((a+6,b+ 5))) — E((a,b]) fir o — 0%

Folglich konvergiert auch die (modifizierte) rechte Seite von (6.15) stark fiir
d — 0%. Damit ist der Beweis von (6.11) vollstiandig.

Um (6.12) fiir E(b) = E((—00,b]) zu zeigen, benutzen wir (6.14). Mittels Propo-
sition 5.9 (e) vollziehen wir in (6.14) den Grenziibergang a — —oo (und lassen
anschliefend ¢ — 07 streben) und erhalten

g/b dt Ulsetan (2=A) 27 e 1( N )
= ————— = — |arctan —| = =(X(-o o))
T)oo(t=XN2+e2 7 £ 2 g W(=ool] T X(-oob)

Eine Anwendung von @ liefert dann

S(E®) + E0-) = 5 (B((~00,b]) + B((~o0,1)))
. L
= S_llmEA)O"!‘%/'_OO(Rtie — Rt+is> dt.

Ersetzen wir hierin b durch b + 6 mit 6 > 0, dann ergibt die starke Konvergenz
von F im Grenzwert fiir 6 — 01 die Identitét (6.12). m
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