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0 Einleitung

Die Herausbildung der Funktionalanalysis als eigenstdndige mathematische Dis-
ziplin vollzog sich im wesentlichen in der ersten Hélfte des 20. Jahrhunderts im
Zusammenhang mit dem Bemiihen, eine Theorie der Integralgleichungen auf-
zubauen (Hilbert, Schmidt, Fredholm, Banach). Thre Urspriinge reichen jedoch
viel weiter zuriick (Fourier, Euler). Heute ist die Funktionalanalysis eine breit-
geficherte Theorie mit zahlreichen Verbindungen zu anderen Gebieten der Ma-
thematik und mit vielfaltigen Anwendungen, etwa in der Physik und der Mecha-
nik. Einige dieser Richtungen, auf die wir hier nicht eingehen koénnen, werden
in weiterfithrenden Vorlesungen behandelt: Nichtlineare Funktionalanalysis, To-
pologische Raume und lokalkonvexe Raume, Sobolevraume und Distributionen,
Spektraltheorie fiir beschrankte und unbeschriankte Operatoren, Banach- und C*-
Algebren, Darstellungstheorie, Anwendungen in der Numerischen Analysis, ...
Das Ziel dieser Vorlesung ist dagegen recht bescheiden. Wir wollen uns (bis auf
den ersten Abschnitt) nur mit Grundbegriffen der linearen Funktionalanalysis
befassen. Als Leitmotiv wird uns dabei immer wieder das Problem der Losbarkeit
von linearen Gleichungen

Ax =y (0.1)

dienen, wobei y ein gegebenes Element eines linearen Raumes X ist und A eine
lineare Abbildung von X nach X. Solche Probleme kennen wir aus der linearen
Algebra, wo etwa y € X = R" ist und A eine n x n-Matrix. In diesem Fall
kann man sich (0.1) als lineares Gleichungssystem von n Gleichungen fiir n Un-
bekannte vorstellen, iiber dessen Losbarkeit wir gut Bescheid wissen. So ist (0.1)
genau dann eindeutig l6sbar, wenn das homogene System Az = 0 nur die triviale
Losung x = 0 besitzt. Wenn dies der Fall ist, so ist die Matrix A invertierbar,
und (0.1) ist fiir jede rechte Seite eindeutig lsbar: © = A~ly. Wir werden solche
Gleichungen in Situationen zu betrachten haben, wo unendlich viele Unbekannte
vorliegen und man A etwa als unendliche Matrix auffassen kann, oder wo z, y
Funktionen sind und A als Integraloperator wirkt, welcher einer gegebenen Funk-
tion eine neue Funktion zuordnet. Beim Ubergang von endlichen zu unendlichen
linearen Gleichungssystemen gehen viele der bekannten Eigenschaften verloren.
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Beispielsweise ist es im Falle unendlich vieler Unbekannter nicht mehr wahr, dass
aus der eindeutigen Losbarkeit von Ax = 0 die Losbarkeit von Az = y fiir alle y
folgt.

Beispiel 1: Wir betrachten die Menge X aller Vektoren (Folgen) x = (x1, 2o, ...)
mit unendlich vielen Eintragen und auf dieser Menge den Verschiebungsoperator

VX —=X, (21,%9,23,...)— (0,21,29,23,...).

Offenbar folgt aus Vz = 0, dass z = 0. Die Gleichung Vz = (1,0,0,...) besitzt
jedoch keine Losungen. |

Fragen, die uns im Zusammenhang mit Gleichungen Ax = y besonders interes-
sieren, sind:

(A) Fiir welche y ist diese Gleichung losbar?
(B) Ist die Losung eindeutig bestimmt?

(C) Wie hiingt die Losung = von gegebener rechter Seite y ab? Fiihren kleine
Anderungen von y auch nur zu kleinen Anderungen von z, d.h. ist diese
Abhéngigkeit stetig?

Wir betrachten nun einige Beispiele, welche ausgehend von einfachen Differenti-
algleichungen auf Losbarkeitsprobleme fiir Integralgleichungen fiihren.

Beispiel 2: Anfangswertprobleme fiir gew6hnliche Differentialgleichun-
gen. Wir betrachten das Anfangswertproblem

y'(z) = f(z,y(x), y(xo) = vo, (0.2)

wobei f eine auf einem Rechteck [a,b] X

[¢, d] definierte und stetige Funktion ist und J

(o,Y0) ein Punkt im Inneren dieses Recht- Yo l:l
ecks. Das AWP (0.1) ist dquivalent zu ei-
ner Integralgleichung: Integration von ¢y’ = | —t—t
f(x,y) liefert a o b

/xy'@)dt:/xf(t,y(t))dt, € lab]

o zo

und wegen

erhalten wir

y(@) = o + / p(ty0)dt, e [ab) (0.3)



Jede Losung y von (0.2) 16st also die Integralgleichung (0.3) und umgekehrt:
Ist y eine stetige Losung von (0.3), so ist y sogar einmal stetig differenzierbar,
und durch Ableiten von (0.3) nach x findet man, dass y auch (0.2) l6st. Beide
Probleme sind also dquivalent. Die Gleichung (0.3) 148t sich jedoch in mancher
Hinsicht bequemer untersuchen. Fiihren wir némlich den Integraloperator

(Ay)(z) == yo +/ f(ty(t)dt, € a,b]
xo
ein, so 1Bt sich (0.3) als Fixpunktgleichung Ay = y schreiben. Fiir Fixpunktglei-

chungen hat man Kriterien, die die Losbarkeit unter geeigneten Voraussetzungen
an A garantieren (siche Abschnitt 1.3). n

Beispiel 3: Anfangswertprobleme fiir lineare Differentialgleichungen 2.
Ordnung. Seien a, b, f auf einem abgeschlossenen Intervall [ stetige Funktionen
und zy ein Punkt im Inneren von /. Wir betrachten das AWP

y'(@) +a(@)y'(z) + b(z)y(z) = f(x), y(xo) =y, y(xo) =15  (04)
Um eine Integralgleichung fiir y” zu finden, stellen wir y und y' durch y” dar. Wie
in Beispiel 2 ist

@)=y + [ o (0.5)

o

und mit partieller Integration erhélt man

/ a0t = (- 0y )

Zo

also .
y(x) = y(xo) +y'(xo)(z — zo) + / (z —t)y"(t)dt (0.6)
z0
(was nichts anderes als der Satz von Taylor mit Restglied in Integralform ist).
Einsetzen von (0.5) und (0.6) in die Ausgangsdifferentialgleichung liefert

/@) +ata) () + [ o)

o

() (y<xo> /o =0+ [ o=ty dt) _—
bzw.

w+ /z: (a(x) + b(x)(z — t)) y"(t) dt

N J/

g

=u(z) =tk(x,t)
= f(@) — a(2)y (z0) — bl (y(wo) + 9/ (wo) (x — xo))j

g

=:g()
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und damit

u(z) + /x k(x,t)u(t)dt = g(x), =z € [a,b]. (0.7)

o
Ist umgekehrt u eine stetige Losung von (0.7), so bilden wir

v(z) =y, + /xu(t) dt, y(t) =wo +/xv(t) dt

und bekommen so eine Losung von (0.4). m

Beispiel 4: Randwertprobleme fiir gewohnliche Differentialgleichun-
gen 2. Ordnung. Der Einfachheit halber betrachten wir nur Randwertprobleme
(RWP) der Form

y'(@) = f(z,y(x), y0) =y y(1)=u, (0.8)

wobei f eine auf dem Rechteck [0, 1] x [c, d] stetige Funktion ist (die erste Ablei-
tung kommt also in unserer RWA nicht vor). Zweimaliges Integrieren der Diffe-
rentialgleichung liefert

y(x) = /Ox (/Ot f(s,y(s))ds) dt +co + 1z (0.9)

mit Konstanten c¢g, ¢;. Nach partieller Integration

/Ox (/Otf(s,y(s))ds) dt = t/otf(s,y(s)) ds

geht (0.9) iiber in die Integralgleichung

:—/xtf(t,y(t)) dt

0

y(x) — /;(x —t) f(t,y(t)) dt = co + 1. (0.10)

Die Konstanten ¢y, c; werden durch Einsetzen der Randbedingungen bestimmt:

xr=0: y0)=co bzw. ¢o:=yo.

r=1 y(1)— /0 (1—8)f(t,y(t))dt =co+c1  bzw.

1

q:w—m—éu—mmmmﬁ

Mit dieser Wahl von ¢, ¢; geht (0.10) iiber in

mm—l%w%V@mmﬁ—ﬁwaﬁmmmw=%+@—%m
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Mit Hilfe der Funktion

(1) r—t4+zt—1) fir0<t<z<l1 tlr—1) firo<t<az<l1
x,t) = =
x(t—1) firo<z<t<l z(t—1) firo<z<t<l1

konnen wir beide Integrale zu einem zusammenfassen und gelangen zur Integral-
gleichung

1
ow) = [ M@0 f(u®) d =0+ tn e w01 (01)
0
Gehen wir wie in Beispiel 3 von einem linearen RWP

y'(x) +a()y(r) =b(z), y(0) =vo, y(1)=u,

mit stetigen Funktionen a und b aus, so gelangen wir von (0.11) zur Integralglei-
chung

y(z) + /O k(z, t)a(t) y(t) dt = /0 k(2 Db(t) dt + 9o + (41 — o)z

J

k* (ZB,t) v~
f(z)

bzw.

o)+ [ K G = fa). (0.12)

Integralgleichungen werden grob klassifiziert
(a) nach ihrer Gestalt in

e Gleichungen 1. Art: die gesuchte Funktion steht nur unter dem Integral

e Gleichungen 2. Art: die gesuchte Funktion steht auch auflerhalb des
Integrals

(b) nach dem Integrationsgebiet:

e Fredholmsche Integralgleichung: Integration erfolgt iiber einem festen
Bereich

e Volterrasche Integralgleichung: Integrationsbereich hingt von der Va-
riablen ab

(¢) nach der Art der Integralbildung:

e regulire Integralgleichung: Integral existiert als eigentliches Integral.
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e schwach singuldare Gleichung: Integral existiert als uneigentliches Inte-
gral

e stark singulédre Integralgleichung: Integral existiert erst nach einer spe-
ziellen Regularisierung, z.B. im Sinne des Cauchyschen Hauptwertes.

Daneben unterscheidet man natiirlich wie bei Differentialgleichungen auch zwi-
schen linearen und nichtlinearen Gleichungen. So ist z.B.

(0.3)
(0.7) lineare Volterra-Gleichung 2. Art
)

(0.11) nichtlineare Fredholm-Gleichung 2. Art
(0.12) lineare Fredholm-Gleichung 2. Art.

nichtlineare Volterra-Gleichung 2. Art

Die sog. Abelsche Integralgleichung

r—1

/:v y(t) dt = f(z), x€(0,1)

ist ein Beispiel fiir eine schwach singulére lineare Volterra-Gleichung 1. Art, und
die singuldre Integralgleichung

oot + 52 [ gy g, we o)

Ug) 1 t—x

bei der das Integral im Sinne des Cauchyschen Hauptwertes verstanden werden
muss, eine singuldre lineare Fredholm-Gleichung 2. Art.

Diese Klassifikationen erscheinen im Moment recht formal; wir werden jedoch bald
sehen, dass sich z.B. Gleichungen 1. und 2. Art in ihren Eigenschaften grundlegend
unterscheiden.



1 Metrische Rdume und Banachscher Fixpunktsatz

Um iiber die stetige Abhéngigkeit der Losung einer Integralgleichung von den
Ausgangsdaten sprechen zu konnen oder um beurteilen zu kénnen, wie gut eine
numerisch gefundene Naherungslosung die exakte Losung einer Integralgleichung
approximiert, miissen wir Absténde zwischen Funktionen messen. Mit dem Begriff
des metrischen Raumes stellen wir einen Rahmen bereit, in dem sich Begriffe wie
Abstand oder Stetigkeit hinreichend allgemein diskutieren lassen.

1.1 Metrische Riaume

Definition 1.1 Gegeben sei eine Menge M(# 0) und eine Abbildung d : M X
M — R, d.h. je zwei Elementen x,y € M sei eine reelle Zahl d(x,y) zugeordnet.
Wenn die Abbildung d folgende Eigenschaften fiir alle x,vy,z € M besitzt:

(a) d(z,y) >0 und d(z,y) =0 genau dann, wenn x =y,

(b) d(z,y) =d(y,z) (Symmetrie),

(¢) d(z,y) <d(x,z)+d(z,y) (Dreiecksungleichung),

so heif$t d eine Abstandsfunktion oder Metrik auf M, die Zahl d(z,y) heifft der
Abstand der Punkte z,y, und das Paar (M,d) heifft metrischer Raum.

(@]

Vertraute Beispiele fiir metrische Rdume sind die Menge M = R der reellen
Zahlen mit dem Abstand d(z,y) = | —y| und die Menge M = R™ aller Vektoren
mit n FEintrdgen, versehen mit dem Euklidschen Abstand. Wie fiir R oder R"”
fithrt man fiir allgemeine metrische Rédume die folgenden Begriffe ein.

Definition 1.2 Sei (M,d) ein metrischer Raum, x € M und r > 0. Unter der
Umgebung von x vom Radius r oder kurz r-Umgebung von x wversteht man die
Menge U,(z) :={y € M : d(z,y) <r}.

Definition 1.3 Sei (M,d) ein metrischer Raum und A C M.
(a) Ein Punkt a € A heifit innerer Punkt von A, wenn es eine Umgebung von a
gibt, die ganz in A liegt.

(b) Ein Punkt a € M heifit Hiufungspunkt von A, wenn jede Umgebung von a
einen Punkt aus A enthdlt, der von a verschieden ist.

(c¢) A heifst offen, wenn jeder Punkt von A ein innerer Punkt ist.
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(d) A heifst abgeschlossen, wenn jeder Hiufungspunkt von A zu A gehort.

(e) Die Menge aller inneren Punkte von A heifit das Innere von A (Bezeichnung:
int A).

(f) Die Vereinigung von A mit der Menge aller Hiufungspunkte von A heift
Abschlieung von A (Bezeichnung: A oder clos A).

(g) Der Rand von A ist die Menge OA := clos A\ int A.

(h) A heifst beschrénkt, wenn es ein x € M und ein r > 0 gibt mit A C U,(x).

Bevor wir uns Beispiele metrischer Rdume ansehen, iiberlegen wir uns zwei wich-
tige Ungleichungen.

Lemma 1.4 (Holder-Unglelchung) Seien p,q > 1 reelle Zahlen mit —|— =1.
Dann gilt fir beliebige Vektoren (ay, ..., ay), (by,...,b,) € R™ (oder € C")

‘ Zajbj < (Z |aj|p)1/p(z |bj|q)1/q.
j=1 j=1 Jj=1

Beweis Ist die rechte Seite der zu beweisenden Ungleichung gleich 0, so sind alle
a; oder alle b; gleich 0, und die Ungleichung ist offenbar richtig. Wir beweisen die
Ungleichung nun fiir positive rechte Seiten. Fiir jedes fixierte ¢ € (0, 1) betrachten
wir die Funktion f(z) = 2'—tz auf [0,1]. Offenbar ist f(0) = 0 und f(1) = 1—¢,

und wegen

fllx) =t =t =t(z""' —1)>0 fiirze(0,1)
ist f auf (0,1) streng monoton wachsend. Insbesondere gilt also
vt —tx <1—t fiirallex e [0,1] und t € (0,1).

Setzen wir in dieser Ungleichung = := a/b mit 0 < a < b < 1 und ¢ := 1/p, so
folgt

gl/p_lg<1_ 1
(b) b — q

=
SR

bzw. nach Multiplikation mit b

al/Ppt—1r < a + b also  a'/Ppl/1 < a + é
P q P q
Fiir jedes k € {1,...,n} wenden wir diese Ungleichung an mit

a:=laglP/ D la;P und b= [bel?/ > |by]?
j=1 j=1



und erhalten nach Aufsummieren iiber k von 1 bis n

S lanel/ (3 haat) 2 ) o) < 5 = = 1.
k=1 j=1 j=1 p

q

Multiplikation mit dem Nenner ergibt die Behauptung. |

Lemma 1.5 (Minkowski-Ungleichung) Fir p > 1 und beliebige Vektoren
(a1,...,a,), (by,...,b,) € R" (bzw. € C") gilt:

n n n

(Z|aj +bj|p)1/p < (Z‘aj|p)1/p+ <Z|bj|p)1/p'

j=1 7j=1 7j=1

Beweis Fiir p = 1 ist die Aussage klar. Fiir p > 1 haben wir

Yolaj+b = Y a4 byl e+ b
i=1 j=1
< D lagllay + 0P+ bl lay + byl
j=1 =1

Lemma 1.4

< O g [7)7 ( > o+ by |- De) e
j=1 j=1
+(Z‘bj|p)1/p(2|aj —|—bj|(p’1)q)1/q

P =1
_ <(Z|aj|p)1/p+(Z|bj|p)1/p>(2|aj+bj|p)1/q-
=1 j=1 j=1

Im Fall 377 | |a; + b;|P = 0 ist die Aussage des Lemmas offenbar richtig. Wir
kénnen daher annehmen, dass diese Summe ungleich 0 ist und durch ( >y laj+

bj|p)l/ ? dividieren. Dies ergibt unmittelbar die Behauptung. |

Es folgen einige Beispiele fiir metrische Rdume, die uns durch diese Vorlesung
begleiten werden.

Beispiel 1: Normierte Raume. FEin linearer Raum X iiber einem Koérper K
(K =R oder K = C) heifit normiert, wenn jedem Element z € X eine Zahl ||z|,
die Norm von z, zugeordnet ist, so dass fiir alle z,y € X und a € K gilt

(a) ||z|| > 0 und ||z|| = 0 genau dann, wenn x = 0,
(b) [laz] = laf =[],
(€) |l +yl < |zl +lyl- (Dreiecksungleichung)
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Man nennt dann das Paar (X, || - ||) einen normierten Raum. Wir iiberlegen uns,
dass fiir jeden normierten Raum (X, || - ||) durch

d(z,y) = ||z -yl (1.1)
eine Metrik auf X definiert wird. Das erste Metrikaxiom ist offenbar erfiillt:
dz,y) = llz—yll 20, d@,y)=lle—yl =0 a—y=0>a=y

Die Symmetrie folgt aus

(®)
d(z,y) =z =yl =1 = (y = 2)[ = lly — || = dl(y,2),

und die Dreiecksungleichung aus

d(z,y) = |z =yl = [(x = 2) + (z = )| < [ =2l + Iz =yl = d(z, 2) + d(z,y).

Wir vereinbaren, normierte Rdume immer als metrische Rdume mit der Metrik
(1.1) zu betrachten. o

Beispiel 2: Die Rdaume R” und C". Fiir jedes p > 1 definieren wir die p-Norm
eines Vektors (ay,...,a,) € R" (oder € C") durch

(a1, ... an)llp = (Z |aj|p)1/p
j=1

und seine Mazimumnorm durch

l(an, - an)loo = max Jagl

Jede dieser Normen ist tatéchlich eine Norm im Sinne von Beispiel 1. Dies ist
offensichtlich mit Ausnahme der Dreiecksungleichung im Fall p € (1,00). Die
Dreiecksungleichung in diesem Fall ist aber nichts anderes als die Minkowski-
Ungleichung, die wir in Lemma 1.5 bewiesen haben. Fiir jedes p € [1, 00| werden
also durch dy(z,y) := ||z —y||, Absténde auf R” bzw. C" erklért, die diese Menge
zu metrischen Radumen machen. Fiir p = 2 erhélt man gerade den Euklidschen
Abstand. Die Einheitskreise U;(0) in R? mit dem Abstand d, haben die folgende
Gestalt:

p=1: p=2: p =00 :
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Beispiel 3: Riaume von Zahlenfolgen. Die folgenden Definitionen beziehen
sich auf Folgen reeller Zahlen. Fiir Folgen komplexer Zahlen kann man analoge
Raume definieren.

Man kann die Menge s := {(x,) : z,, € R} aller Folgen reeller Zahlen zu einem
metrischen Raum machen, indem man den Abstand zweier Folgen = = (z,,),
y = (yn) wie folgt erklért:

[e.e]

1 |z —vy,
dg(ﬁﬁ,!/) :Z_ | J J|
J

— 27 1+|£L’J—yj|

Dieser Abstand wird nicht durch eine Norm definiert (Beweise  Ubung).
Fiir beliebige Folgen (z,,), (y,) € s und Zahlen o € R erklidren wir Addition und
skalare Multiplikation durch

(xn) + (Yn) = (zn +yp) sowie a(x,) = (ax,).

Mit diesen Operationen wird s zu einem linearen Raum.
Mit {°°, ¢ bzw. ¢ bezeichnen wir die Menge aller beschréankten (d.h. sup |z;| < 00),
konvergenten bzw. gegen 0 konvergenten Zahlenfolgen aus s. Mit der Norm

1(25)521 [loo := sup [z;]
J

und den oben eingefiihrten Operationen wird jeder dieser Rdume zu einem nor-
mierten Raum. Fiir p € [1,00) sei [P die Menge aller Folgen (v;)32; mit der
Eigenschaft, dass

¥
()|l := Z|%’p "< o0, (1.2)

Wir iiberlegen uns, dass I (1 < p < oo) tatsdchlich ein linearer Raum ist und
dass durch (1.2) eine Norm auf [P definiert wird. Ist (x;), (y;) € 7, so gilt fiir
jedes fixierte n die Minkowski-Ungleichung

n

(Yl + 5" < (O 1ayl?) Z ;7). (1.3)

7=1 7=1

Fiir n — oo konvergiert die rechte Seite von (1.3) gegen ||(x;)|l, + || (y;) ], < oo
Da jede monoton wachsende und nach oben beschréinkte Folge konvergent ist,
konvergiert auch die linke Seite von (1.3). Also ist (z;) + (y;) = (z; + y;) € 1P,
und die Dreiecksungleichung fiir || - ||, gilt. Die tibrigen Normaxiome sind offenbar
erfiillt. [

Beispiel 4: Riume stetiger Funktionen. Wir betrachten in diesem Beispiel
nur reellwertige Funktionen. Fiir komplexwertige Funktionen oder Funktionen
mit Werten in R™ oder C" kann man analoge Rdume einfiihren.
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Sei X eine beschrankte und abgeschlossene Menge im R™ und C(X) die Menge
aller stetigen Funktionen f : X — R. Mit den Operationen

(f +9)(x) = fz) + g(z) und (af)(z):=af(z)

mit a € R wird C'(X) zu einem linearen Raum. Da jede stetige Funktion auf X
ihr Maximum annimmt (Satz von Weierstra$), ist

[ flloo := rgeag?clf(:c)\ < .

Die so definierte Mazimumnorm ist eine Norm auf C(X). Weiter: Sei X die
AbschlieSung einer offenen beschriankten Menge X, C R" und X sei Jordan-
meBbar, d.h. die Funktion

(2) 1 fallsze X
xXr) .=
XX 0 fallsz & X

sei Riemann-integrierbar auf jedem Quader, der X umfafit. Dann ist jede Funk-
tion f € C'(X) auf X Riemann-integrierbar, und folglich existiert fiir jedes p > 1

das Integral
1
1l = / )P dz)”

und ist endlich. Wir tiberlegen uns, dass || - ||, fiir jedes p > 1 ebenfalls eine Norm
auf C'(X) ist.

Offenbar ist || f||, > 0 und ||af]|, = || || f]|, fiir jede Funktion f € C'(X) und jede
Zahl oo € R. Sei || f]|, = 0 fur ein f € C(X). Angenommen, f ist nicht identisch
0. Dann gibt es einen Punkt ¢y € X, mit |f(xo)| =: A > 0. Wegen der Stetigkeit
von f ist dann sogar |f(x)| > A/2 fiir alle z aus einer Umgebung U, (z9) C X.
Dann ist aber

/ |f ()P dx) l/p > (/ : )! (x )|pdaj)l/ g (Volumen von Ur(xo))l/p >0
Uy (xo

im Widerspruch zu || f||, = 0. Die Dreiecksungleichung

([ 5@ +a@Pan)™ < ([ 17@P )" +( [ lo@p )"

fiir Funktionen f,¢g € C(X) kann man beweisen, indem man die Minkowski-
Ungleichung fiir Riemannsummen aufschreibt und anschliefend zur Grenze iiber-
geht, oder indem man einfach die Beweise von Lemma 1.4, 1.5 entsprechend
modifiziert (/ Ubung). Es sei noch vermerkt, dass sich auch die Holderunglei-
chung auf Funktionen {ibertragen lafit. Fiir alle stetigen Funktionen f,g auf X
und alle positiven reellen Zahlen p, ¢ mit 113 + é =1 ist

[ o] < (f rorar) " ([ torar)
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1.2 Vervollstindigung metrischer Raume

In diesem Abschnitt betrachten wir metrische Rdume, in denen das Cauchykri-
terium fiir die Konvergenz einer Folge gilt.

Definition 1.6 FEine Folge (x,) in einem metrischen Raum (M,d) konvergiert
gegen x € M, wenn fir jedes ¢ > 0 ein N existiert, so dass x, € U.(x) (d.h.
d(z,x,) <¢e) fir allen > N.

Jede Folge kann gegen hochstens einen Punkt konvergieren. Angenommen, es gibe
eine Folge (z,,), welche gegen z* und z** konvergiert. Sei r := d(z*, z**) > 0. Nach
der Definition der Konvergenz gibt es Zahlen N* und N** so, dass d(x,, x*) < r/2
fur alle n > N* und d(z,, ™) < r/2 fir alle n > N**. Fiir alle n > max(N*, N**)
ist nach der Dreiecksungleichung

d(z*,x™) < d(z*, x,) + d(xp, ™) <r/24+71r/2 =d(z*, ™),

ein Widerspruch. Wenn eine Folge (x,,) gegen x konvergiert, so ist z also eindeutig
bestimmt. Der Punkt x heifit der Grenzwert der Folge und wird mit lim, . x,
bezeichnet. Es ist wiinschenswert, ein Kriterium zu besitzen, womit man iiber die
Konvergenz einer Folge entscheiden kann, ohne den Grenzwert kennen zu miissen.

Definition 1.7 (a) Fine Folge (x,) in einem metrischen Raum (M,d) heifst
Cauchy- oder Fundamentalfolge, wenn zu jedem € > 0 ein N existiert, so
dass d(Ty, Ty) < € fir allen > N.

(b) Ein metrischer Raum heif$t vollstandig, wenn in thm jede Cauchyfolge kon-
verqgiert.

(c) Ein normierter Raum, der beziiglich der durch die Norm induzierten Metrik

vollstiandig ist, heifst Banachraum.

Aus der Definition folgt leicht, dass jede Cauchyfolge beschrankt ist. Es ist auch
klar, dass jede konvergente Folge eine Cauchyfolge ist: Ist ndmlich (x,) C M
eine Folge mit Grenzwert x € M, so gibt es fiir jedes ¢ > 0 ein N so, dass
d(x,x,) < /2 fir alle n > N. Fiir alle m,n > N ist dann aber auch

d(xp, xm) < d(z,z,) +d(xp, x) <e/24+/2 =¢.

Die umgekehrte Aussage gilt jedoch im allgemeinen nicht, was die Definitionen
(b) und (c) rechtfertigt. Beispielsweise ist die Folge

1 14 1.41 1414 1.4142

der abgeschnittenen Dezimalbruchentwicklung von /2 eine Cauchyfolge in der
Menge Q der rationalen Zahlen. Wegen v/2 ¢ Q konvergiert diese Folge jedoch
nicht in Q.
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Beispiel 1: Vollstindigkeit von R". Wir wissen bereits aus der Analysisvor-
lesung, dass jeder der Rdume R" und C" beziiglich jeder der Normen ||-||, mit
1 < p < oo vollstindig ist (Cauchysches Konvergenzkriterium). Wir wollen noch
einen Schritt weiter gehen und fithren dazu einen neuen Begriff ein:

Definition 1.8 Zwei Normen ||-||. und ||-||. auf einem linearen Raum X heifien
dquivalent, wenn es ein C' > 0 gibt so, dass

|z« < Ozl und ||z|lw < C||x||«  fiir alle z € X.
In diesem Fall schreiben wir auch |||« ~ |||/ «x-

Sind zwei Normen ||-||, und |||+« auf X dquivalent, so ist jede Folge (x,) C X, die
beziiglich der Norm ||-||« konvergiert oder eine Cauchyfolge ist, auch beziiglich der
Norm |||| . konvergent bzw. eine Cauchyfolge. Aquivalente Normen erzeugen also
den gleichen Konvergenzbegriff, und ist der lineare Raum X beziiglich ||-. ein
Banachraum, so auch beziiglich jeder zu ||- | dquivalenten Norm. Die Aquivalenz
~ von Normen auf X ist eine Aquivalenzrelation, d.h. man hat

(a) Reflexivitit — Jede Norm ist zu sich selbst dquivalent: ||-|| ~ [|-]].
(b) Symmetrie |-l ~ |-l = -l ~ [I-[l+-
(¢) Transitivitdt ||l ~ -l [-llee ~ A llee = 1l ~ -l

Die ersten beiden Eigenschaften sind klar. Fiir die dritte seien C7, Cy Konstanten
mit

[zl < Cillzllon Nzl < Cillzll, 2l < Coll@flins, (|2 < Collz]l
fiir alle x € X. Dann ist sicher auch

2]l < Crlfzfle < CLO |2 s und - [|2]lss < Cof|]lr < CL05J|

fiir alle 2 € X, d.h. [|-[ls ~ ||| one.

Satz 1.9 Zwei beliebige Normen auf R™ sind dquivalent.

Beweis Wegen der Symmetrie und der Transitivitdt geniigt es zu zeigen, dass
jede Norm ||-|| auf R™ zur Norm ||-||; Aquivalent ist. Ist ey, ..., e, eine Basis in

R™ und =z = Z;L:1 xje; ein beliebiger Vektor aus R", so gilt

n
] = 1l Z%%H < Z 2 llegll < max Jleg] > lzil = Cillzs
j=1
mit einer (von n abhéngigen) Konstanten ¢y = max; ||e;|.
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Fiir die umgekehrte Abschéatzung vermerken wir zunéchst, dass wegen
[zl =Nyl | < lle = yll < Cille =yl

die Abbildung x + ||z|| in der durch [|-||; bestimmten Metrik stetig ist. AuBerdem
ist die Menge Sy := {z € R™: ||z||; = 1} beziiglich dieser Metrik beschrénkt und
abgeschlossen. Nach dem Satz von Weierstrafl nimmt die Funktion

f : Sl - [0700)7 T = ||l’||

auf S7 ihr Minimum an. Dieses Minimum ist nicht 0, denn sonst wiirde es ja einen
Punkt zp € S; geben mit ||zo| = 0, was unmoglich ist. Das Minimum ist also
positiv; wir bezeichnen es mit 1/C5. Dann ist

o S lall baw. 1< Coflo| fiir alle o mit |2 = 1.
2

Ist y € R"\{0} beliebig, so ist | e H1 = 1 und daher

1 <0y

ﬁﬁHmWng@M|MﬁweWW&

Dies gilt natiirlich auch fiir y = 0. Fiir C' := max{C}, Cs} gilt schliefllich
el < Cllellys [l < Cllz]

fiir alle z € R”, d.h. ||| ~ |||} X

Ein analoger Beweis 148t sich fiir C" fiihren. Da auflerdem jeder n-dimensionale
Vektorraum tiber einem Kérper K (K = R, C) zu K" isomorph ist, gilt die Aussage
von Satz 1.9 fiir jeden endlichdimensionalen Vektorraum. Da die Konstante C' von
n abhéngt (genauer: mit wachsendem n grofler werden kann), ist zu erwarten, dass
es auf unendlich-dimensionalen Réumen zueinander nicht adquivalente Normen
und damit unterschiedliche Konvergenzbegriffe gibt.

Beispiel 2: Vollstindigkeit der [’-Raume.
Satz 1.10 Firp € [1,00] ist (I, || - ||,) ein Banachraum.
Beweis Wir fithren den Beweis fiir p < co. Den Fall p = oo betrachten wir in der

Ubung. Fiir jedes n > 1 sei 2™ := (x§-n))j21 ein Element aus /7, und (z(),>; sei
eine Cauchyfolge in [?. Es gilt also

Ve>03IN VYn,m>N: |z -z, = Z \x m)\p P (1.4)
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Dann gilt aber erst recht fiir jedes fixierte j
YVe>03d N Vn,m>N: |x§n) —ZL‘;m)| <,

;"))nzl eine Cauchyfolge in R. Da R vollstéandig ist
(Cauchysches Konvergenzkriterium), findet man ein z; € R so, dass (x§-n))n21
gegen z; konvergiert. Wir zeigen, dass das Element = (z;);>1 zu [ gehort und
dass die Folge (#(™),>; gegen dieses Element konvergiert.

Sind € und N wie in (1.4), so gilt fiir jedes K > 1

d.h. fiir jedes feste j ist (z

K
(Z|x(-n) —xgm)|p)1/p <e firm,n > N.

J
J=1

Lassen wir in dieser endlichen Summe m — oo streben, folgt
(Z |x(.”) — xj|p)l/p < e firallen > N.
Da dies fiir jedes K gilt, erhalten wir
Ve>03IN: 2™ -z, = (i |x§n) — xj|p)1/p <e Vn>N.

J=1

Dies zeigt, dass [|2™ — z||, — 0 fiir n — oo (also Konvergenz) und aufierdem,
dass (™ — z fiir groBe n zu P gehort. Da ™ in [P liegt und [? ein linearer Raum
ist, gehort auch o = (z — 2™) + 2™ zu [P, n

Aus der Vollstandigkeit von (I, |-l ) folgt leicht die von (¢, [|-||o) und (co, ||-[loc)
(,/ Ubung). N

Beispiel 3: Vollstindigkeit von Riumen stetiger Funktionen.

Satz 1.11 X C R" sei beschrinkt und abgeschlossen. Dann ist (C(X), ||||«) ein
Banachraum.

Beweis Der Beweis folgt dem gleichen Schema wie der Beweis des vorigen Satzes.
Sei (fn)n>1 eine Cauchyfolge in C'(X), d.h.

Ve>03I N Vnom>N: |fy— fulle= mggdfn(l‘) — fm(x)| <e.  (1.5)

Dann ist fiir jedes fixierte 2 die Folge ( fn(x))n>1 eine Cauchyfolge in R und folg-

lich konvergent. Sei f(z) := lim f,,(x). Wir zeigen, dass die so definierte Funktion
f zu C(X) gehort und dass sie Grenzwert der Folge (f,,)n>1 ist.
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Sind € und N wie in (1.5), so ist fiir jedes x € X
|fu(z) = fin(z)] <€ ¥n,m > N.
Grenziibergang m — oo liefert
[fu(z) = f(z)| <& Vn =N,
und da = € X beliebig gewéihlt war und N nicht von x abhéngt, folgt
Ve>03I N: Vn>N sgg\f(x)—fn(x)\ge. (1.6)

Die stetigen Funktionen f,, konvergieren auf X also gleichmdfig gegen f. Aus der
Analysisvorlesung wissen wir, dass dann f selbst eine stetige Funktion auf X ist.
Wir kénnen also das sup in (1.6) durch ein max ersetzen. o

Man beachte aber, dass die normierten Réume (C(X),|[|,) fir 1 < p < o
i.Allg. nicht vollstindig sind. Sei z.B. p =2, X = [0,2], und fiir jedes n > 1 sei

fn(x> =

™ fir x € [0, 1]
1 firz e (1,2].

Dann ist (f,) eine Cauchyfolge in (C[0,2],|]2):

1
Vo= Fulll = /Ifn - >|2dx—/<w”—wm>2dx
0
1 1 1
_ Qn_2 m-+n 2m d — _ .
/0( A = e T T T am e

Sei nun € > 0 vorgegeben. Fiir m,n > é =: N ist

1 1 N 1 1+1 cf.5_
n+1 m4n+1 2m+1 2n om — 2 2_

Also ist (f,,) eine Cauchyfolge. Es existiert jedoch keine stetige Funktion auf [0, 2],
gegen die (f,) im Sinne der Norm ||-|| konvergiert. Angenommen, es géibe eine
solche Funktion f € C[0,2]. Dann wére einerseits fiir jedes n > 1

/1\f(90)—1|2dfv=/1 If(fv)—fn(fff)IZde/o f(x) = ful@)]* dz = || f = full2.

und aus || f, — fll2 — 0 wiirde folgen: ff |f(z) —1*dz = 0, d.h. f(x) =1 auf
[1,2].
Andererseits wére nach der Dreiecksungleichung fiir die ||-||o-Norm auf [0, 1]:

/ ) do) 2= / ful@)]? )"
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Da || f — full2 — 0 nach Annahme, und da

1 1
1
/|fn(x)|2dx:/ x2"d1‘:2 +1—>Ofiirn—>oo,
0 0 n

folgt hieraus, dass

/O|f(a:)|2dx:0, d.h. f(x) =0 auf [0, 1].

Die Funktion f kann also nicht stetig sein, ein Widerspruch. Sofern nichts anderes
gesagt wird, werden wir daher C(X) stets mit der Maximumnorm versehen. m

Wir zeigen nun, dass man jeden nichtvollstdndigen metrischen Raum (M, d) durch
Hinzunahme neuer Elemente vervollsténdigen kann. Dazu definieren wir:

Definition 1.12 Seien (M, dy) und (Ms, dy) metrische Raume. Eine Abbildung
f: My — My heif$t Isometrie, wenn dQ(f(x), f(y)) = dy(z,y) fir alle x,y € M.
Die Riume (My,dy) und (Ms,ds) heiflen zueinander isometrisch, wenn es eine
bijektive Isometrie zwischen My und My gibt.

Die Isometrie metrischer Raume ist eine Aquivalenzrelation. Zueinander isome-
trische Rdume werden i.Allg. miteinander identifiziert.

Definition 1.13 Fine Teilmenge M’ eines metrischen Raumes heifst dicht in M,
wenn clos M = M.

Satz 1.14 Zu jedem metrischen Raum (M, d) gibt es einen vollstindigen metri-
schen Raum (M,d), der einen zu (M,d) isometrischen und in (M,d) dichten
Teilraum (M, d) enthdlt.

Der Raum (M, d) ist bis auf Isometrie eindeutig durch (M, d) bestimmt und heift
die Vervollstindigung von (M, d).

Beweis Sei M die Menge aller Cauchyfolgen in (M, d). Wir nennen zwei Folgen
(x;), (y;) € Mcp dquivalent und schreiben dafiir (z;) ~ (y;), wenn

lim d(z;,y;) = 0.

Jj—00

Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation auf Mop (,/ Ubung). Sei M die Menge
aller Aquivalenzklassen beziiglich ~, und fiir jede Folge (z;) bezeichne (z;)~ die
Aquivalenzklasse, in der (z;) liegt. Fiir je zwei Cauchyfolgen (z;), (y;) folgt aus

\d(xj,y;) — d(r, yi)| < d(zj, 20) + d(y;, yi), (,/ Ubung)

dass (d(xj, yj))j>1 eine Cauchyfolge in R und damit eine konvergente Folge ist.
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Der Grenzwert lim; . d(z;,y;) hingt nicht von den Folgen (z;), (y;), sondern
nur von deren Aquivalenzklassen (z;)™, (y;)~ ab. Liegen namlich (#;) € (z;)~
und (y;) € (y;)~ in den gleichen Aquivalenzklassen, so folgt aus

|d(zj,y;) — d(@;,9;)| < d(zj,2;) + d(y;, 9;) — 0,
dass
Wir bezeichnen den Grenzwert limd(x;,y;) mit cZ((xj)”, (y;)~). Hierdurch wird
eine Metrik d auf M erklirt (/* Ubung).

Mit M bezeichnen wir die Menge aller Aquivalenzklassen ()™ von konstanten
Folgen (x), z € M. Die Abbildung

f:M—M, z~(z)
ist nach Definition surjektiv, und aus

d(f(z), f(y)) = d((x)~, (y)~) = lim d(z,y) = d(z,y)

J—00

folgt, dass f eine Isometrie ist. Dann ist offenbar f eine Bijektion von (M, d) auf

(M,d), d.h. diese Rdume sind isometrisch.

Die Menge M liegt dicht in M. Fiir jede Folge (Tn)n>1 € Mor und jedes € > 0
gibt es namlich ein N so, dass d(,,, zy) < € fiir allen > N. Die Aquivalenzklasse
(zn)ysy der konstanten Folge (zx)n>1 liegt in M, und es gilt

CZ((LL)N, (zn)) = lim d(z,, zy) <e.

n—oo

AbschlieBend zeigen wir, dass (M, d) ein vollstéindiger metrischer Raum ist. Sei
((a:(k));21)k>1 eine Cauchyfolge in M. Da M dicht in M liegt, gibt es fiir jedes k
ein Element y*) € M so, dass

7 ~ ~ 1
Wegen

d((y(k));zp (y(m));zl) < J((y(k)):M, (Ink));x) + J((ﬁg))N7 (xglm))N>

< U/k+d((@F)~, (@m)) +1/m

ist ((y*)y) 4>, €ine Fundamentalfolge in M. Wie wir oben gesehen haben, gilt
aber -

d((y™)~, (™)) = dy™, y™).
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Folglich ist (y*));>; eine Fundamentalfolge im Ausgangsraum M, d.h. (y(k)),’;21

ist ein Element von M. Dieses Element ist gerade der Grenzwert der Folge
k)\~

((m,(1 ))n21)k21, denn

d((xnk));ZD (y(k));21) < J((xgﬁ));zh (y(k));zl) +d((y(k));21a (y(k))zzl)
1
< 7 + lim d(y™®, y™). (1.7)
Wihlt man fiir gegebenes € ein N > g so, dass d(y™®, y™) < 5 fiir alle k,n > N,
so wird die rechte Seite von (1.7) fiir alle £ > N kleiner als ¢. m

Einen Beweis, dass (M , ci) im Wesentlichen eindeutig durch (M, d) bestimmt ist,
findet man in Heuser, FA, S. 80.

Wenden wir diesen Vervollsténdigungsmechanismus auf einen (unvollsténdigen)
normierten linearen Raum (X, ||-||) iiber einem Kérper K an, so erhalten wir als
Vervollstindigung zunéchst nur einen metrischen Raum (X, J) Diesen kann man
durch Einfiihrung geeigneter Operationen und einer passenden Norm |-~ zu
einem normierten Raum iiber K, also zu einem Banachraum machen. Genauer:

Satz 1.15 Zu jedem (unvollstindigen) normierten Raum (X, ||-||) gibt es einen
Banachraum (X, ||-|~), der einen zu (X, ||-||) isometrischen und in (X, |-||~)
dichten linearen Teilraum (X, ||-||~) enthdlt.

Der Raum (X, ||-||) ist wieder bis auf Isometrie eindeutig bestimmt.

Beweis Mit (z,,) und (y,) sind auch (z, + y,) und (az,) Cauchyfolgen in X.
Wir definieren daher die Addition bzw. skalare Multiplikation auf X durch

()™ + (Yn)™ = (T +yn)™,  alx,)” = (ax,)”. (1.8)
Diese Definition hingt nicht von den gewihlten Reprisentanten (x,) der Aqui-

valenzklasse (x,,)™ ab (/' Ubung), und fiir die Aquivalenzklassen (z)~, (y)~ € X
ist insbesondere

(@)" + ()" = (@ +y)", al@)” = (az)7,

d.h. die in (1.8) definierten Operationen stimmen auf X genau mit denen von X
tiberein. Die Norm ||-||. auf X erkldren wir durch

()|l o= d((2)™, (0)7). (1.9)
Aus
()|~ = d((2n)~, (0)7) = lim d(,, 0) = lim ||z, — O] = lim ||, |
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folgt sofort

()™ = (ya) ™[I~ = lim [, — gl = limd(@n, y) = d((20)™, (90)). (1,10

Hieraus erhélt man die Giiltigkeit der Dreiecksungleichung fiir [-||~, und die

iibrigen Normaxiome sind ebenfalls leicht zu sehen (,/ Ubung). ||-||~ ist also
tatsichlich eine Norm auf X, die wegen (1.10) die Metrik d erzeugt. Fiir jede
konstante Folge (x) ist natiirlich ||(z)~|~ = lim ||z|| = ||z||, d.h. auf X stimmt
|||~ mit der Ausgangsnorm iiberein. N

Definition 1.16 Sei X die Abschliefung einer offenen beschrdnkten Menge
Xo € R™ und Jordanmessbar. Die Vervollstindigung von C(X) beziiglich der p-
Norm |||, mit 1 < p < oo heifit Lebesgueraum und wird mit LP(X) bezeichnet.
Die Norm in LP(X) bezeichnen wir wieder mit ||-||,.

Wie wir oben gesehen haben (Diskussion der Unvollstindigkeit von
(C10,2],[]]l2)), sollte es in L?[0,2] ein Element geben, welches auf [0, 1] mit der
Funktion 0 und auf [1, 2] mit der Funktion 1 tibereinstimmt. Dies zeigt, dass man
sich die Elemente der Rdume LP(X') nicht als Funktionen vorstellen darf. Gliickli-
cherweise kann man sie aber doch ,fast“ mit Funktionen identifizieren. Genauer:
in der Maftheorie wird gezeigt, dass die Elemente von LP(X) Aquivalenzklassen
von messbaren Funktionen sind, die sich nur auf einer Menge vom Lebesgue-Maf3
0 (also z.B. in endlich vielen Punkten) unterscheiden. In unserem Beispiel wiirden
wir also die Funktionen

)0 ze(0,1] _Jo xe0,1)
fl(@_{l ze (1,2’ f2(x)_{ z € [L,2]

nicht als verschieden ansehen.

Die Mafitheorie setzen wir hier nicht voraus. Wir werden jedoch der Einfachheit
halber (wie tiblich, aber nicht korrekt) die Elemente von LP(X) als Funktionen
bezeichnen. Integrale iiber Funktionen aus LP(X) definieren wir als Grenzwerte.
Ist zB. f € LX), so gibt es eine Folge von Funktionen f, € C(X), die in
der L'-Norm gegen f konvergieren. Die Folge (f,) ist dann eine Cauchyfolge in
(C(X),]I[l), und aus

\/antc)dx—/xfm(:v)d:c\ S/len(x)—fm(x)]dx:||fn—fm||1

folgt, dass die Folge ( f < fn(T) dx) eine Cauchyfolge und daher konvergent in R
ist. Wir kénnen also definieren:

/Xf(a:) dzr := lim an(x) dz. (1.11)

n—oo

Weiter: Seien f € LP(X), g € LI(X) mit p € (1,00) und ; + ¢ = 1. Wir
wéhlen Funktionen f,, g, € C(X), die in der LP- bzw. L%-Norm gegen f bzw.
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g konvergieren. Dann sind (f,) bzw. (g,) Cauchyfolgen in (C(X), ||||,) bzw.
(C(X),]I*/l¢), und aus der Hélderungleichung fiir stetige Funktionen folgt

||fngn_fmgm||1 < ||fn(gn_gm)||1+”(fn_fm)gmul
< | fallpllgn = gmllg + 1fa = fiullp lgmllq-

Da Cauchyfolgen beschrankt sind, folgt hieraus, dass (f,g,) eine Cauchyfolge
in (C(X),[||l1) ist. Es ist naheliegend, den Grenzwert dieser Cauchyfolge mit
fg € L'(X) zu bezeichnen. Mit dieser Festlegung und mit der Integraldefinition
(1.11) gelangen wir zur

Holderungleichung Seien f € LP(X), g € L9(X) und % + é =1 mit p > 1.
Dann ist fg € L'(X) und || fgllv < [[£]l lgllg, d-h.

/X |F(2)g(x)] dz < ( /X (@) )" ( /X lga)\ da) .

Hieraus folgt wie in Abschnitt 1.1 die

Minkowski-Ungleichung oder Dreiecksungleichung Fiir f,g € LP(X) ist
f+geLP(X)und ||f +gll, < [[fllp+ llgllp, d.h.

(J 1@ +atar ) < ([ @ra™ ([ laopa)”

Dies gilt auch fiir p = 1.

1.3 Der Banachsche Fixpunktsatz

Wir kommen nun zu einem Problem, welches uns bereits in Beispiel 2 der Einlei-
tung begegnete: Wann besitzt eine Abbildung A eines metrischen Raumes in sich
einen Fizpunkt, d.h. wann existiert ein z mit Ar = x?7 Es gibt zahlreiche, z.T.
recht tiefliegende Fixpunktséitze. Der folgende Banachsche Fixpunktsatz zeichnet
sich durch seine Einfachheit und breite Anwendbarkeit aus.

Fiir jede Abbildung A : M — M eines metrischen Raumes in sich sei A* die
k-fache Hintereinanderausfithrung von A, und A° bezeichne die identische Abbil-
dung.

Satz 1.17 (Fixpunktsatz von Banach-Weissinger) Sei (M,d) ein wvoll-
standiger metrischer Raum und A : M — M eine Abbildung mit folgender Ei-
genschaft: Es gibt eine Folge (o) € I von nichtnegativen Zahlen so, dass

d(A"z, A"y) < and(z,y) fir alle z,y € M und n € N.
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Dann besitzt die Gleichung Ax = x genau eine Lésung x* € M. Diese kann
iterativ gewonnen werden: Fir beliebiges xog € M konvergiert die Folge (A"xg)n>1
gegen x*, und es gilt die Fehlerabschdtzung

d(z*, A1) <Y oy d( Az, 9). (1.12)

r=n

Wir schreiben auch z,, statt A"xq. Iterativ heifit dann x,,; = Az,, d.h. durch
wiederholtes Anwenden von A n#éhert man sich dem Fixpunkt.

Beweis Wegen
d(Tpi1, Tr) = d(Akao, Akxo) = d(Akxl, Akmo) < ag d(z1, x0)
ist
n+k—1
A(Tpiky Tn) < A(Tpiky Tngg—1) + oo+ d(Tpy1, Tn) < Z a,d(xy,z0). (1.13)

r=n

Da die Reihe Y7 | o, nach Voraussetzung konvergiert, bilden die Partialsummen
dieser Reihe eine Cauchyfolge. Die Abschétzung (1.13) zeigt, dass dann ()
eine Cauchyfolge ist, die wegen der Vollstandigkeit von (M, d) konvergiert. Sei
x* := limx,. Lassen wir in (1.13) k& — oo streben, folgt sofort die Abschétzung
(1.12).

Wir zeigen, dass z* ein Fixpunkt von A ist. Aus der Abschétzung

d(Az, Ay) < aqd(z, y)

folgt, dass A eine stetige Abbildung ist. La8t man in z,.1 = Az, n gegen Un-
endlich streben, folgt daher sofort * = Ax*. Sei schliellich x** € M ein weiterer
Fixpunkt von A. Dann ist

d(z*, x*) = d(AFz*, AF2™) < ap d(x*, 2™)  fiir alle k.

Grenziibergang k — oo in dieser Ungleichung liefert d(x*, z**) = 0, d.h. 2* = 2**.
|

Der Fixpunktsatz von Banach wird oft fiir kontrahierende Abbildungen formuliert
und bewiesen. Eine Abbildung A : M — M heifit kontrahierend, wenn es ein
q € [0,1) so gibt, dass

d(Az, Ay) < qd(xz,y) Yax,y€ M. (1.14)
Fiir kontrahierende Abbildungen gilt offenbar
d(A"zx, Ay) < ¢"d(z,y) Vaz,y€ M,

und da die geometrische Reihe Y >° /¢ konvergiert, liegt die Folge (¢") in {*, und
aus Satz 1.17 folgt sofort

24



Satz 1.18 (Banachscher Fixpunktsatz) Sei (M,d) ein vollstindiger metri-
scher Raum und A : M — M eine kontrahierende Abbildung. Dann besitzt die Ab-
bildung A genau einen Fizpunkt x* € M. Fir einen beliebigen Startpunkt xqg € M
konvergiert die Folge (A™xg)n>1 gegen x*, und es gilt die Fehlerabschditzung

n

d(x*, Axg) < lq d(Axg, xg). (1.15)

Der Fixpunktsatz von Banach-Weissinger liefert nicht nur Existenz und Eindeu-
tigkeit des Fixpunktes, sondern zugleich eine Konstruktionsmoglichkeit.

Beispiel 1: Losbarkeit linearer Gleichungssysteme. Jedes System von n
linearen Gleichungen mit n Unbekannten

n
E Oéjkl’k:bj, jzl,...,n
k=1

148t sich (mit aj, := —aj fiir j # k und agg := 1 — ayy,) in die folgende Form
bringen
xj:Zajk:ck+bj, jzl,,n (116)
k=1

Definieren wir A : R®* — R"™ durch

A(.CL'l, R ,LEn) = (Z 1T + bl, Cey Zankxk + bn),
k=1 k=1

kann man (1.16) als Fixpunktproblem Az = x mit © = (z4,...,x,) schreiben. Ist
R™ mit der Summennorm ||-||; versehen, so ist fiir beliebige z = (z1,...,x,) und
Y= (yla"'ayn)
d(As, Ay) = Az = Ayl = 3 |3 aloe = )| < D o =l D lazl,
Jj=1 k=1 k=1 j=1
d.h.

d(Azx, Ay) < m,?XZ lajk| d(x,y).

j=1
Im Falle maxy, 3, |a;x| < 1ist A kontrahierend, und (1.16) besitzt eine eindeutige

Losung, welche iterativ gewonnen werden kann. Bei Verwendung anderer Normen
auf R™ erhélt man andere hinreichende Losbarkeitskriterien. |

Beispiel 2: Losbarkeit von Integralgleichungen 2. Art. Wir betrachten die
Fredholmsche Integralgleichung 2. Art

u(:z:)—/ ko, ) u(t)dt = f(z), =€ [ab] (1.17)
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und setzen voraus, dass f auf [a,b] und k auf [a, b] X [a, b] stetig sind. Wir suchen
Losungen u € Cla,b]. Definieren wir A : Cla, b] — C|a, b] durch

b
(Au) (z) = f(x) +/ k(x,t)u(t)dt, =€ la,b,

so konnen wir (1.17) als Fixpunktgleichung Au = wu betrachten. Da wir
Vollsténdigkeit benotigen, versehen wir C|a,b] mit der Supremumsnorm ||| e
und erhalten beziiglich dieser Norm die Abschétzung fir u,v € Cla, 0]

| Au— Avlle = max‘/abk:(m,t)(u(t)—v(t))dt‘

z€[a,b]

b
< max u(t) — ot max / (. )] dt.
z€lab] J,

te[a,b]
Im Falle ,
max / |k(x, )| dt <1

z€[a,b]

besitzt (1.17) also eine eindeutig bestimmte Losung. Auf dhnliche Weise zeigt
man in der Vorlesung ,, Gewohnliche Differentialgleichungen® den Satz von Picard-
Lindelof fiir die eindeutige Losbarkeit des AWP (0.2) aus der Einleitung. n

1.4 Kompakte Mengen in metrischen Raumen

Eine Teilmenge eines metrischen Raumes heifit beschrinkt, wenn sie in einer Ku-
gel U,(x) mit endlichem Radius r liegt. Aus der Analysis 1 ist bekannt, dass
jede unendliche und beschriankte Teilmenge des R™ einen Haufungspunkt be-
sitzt (Satz von Bolzano/Weierstral). In unendlich-dimensionalen Raumen gilt
dies nicht mehr. Ist z.B. ¢; := (0,...,0,1,0,...) € [* mit der 1 an i-ter Stelle, so
ist {e;}i>1 eine unendliche beschrinkte Menge in 12, die wegen d(e;, e;) = /2 fiir
1 # j keinen Haufungspunkt besitzt. Wir definieren daher

Definition 1.19 (a) Eine Teilmenge X eines metrischen Raumes heifst relativ
kompakt, wenn jede Folge in X eine konvergente Teilfolge besitzt (deren
Grenzwert jedoch nicht zu X gehidren muf3).

(b) X heifit kompakt, wenn X relativ kompakt und abgeschlossen ist.

Kompakte Mengen X sind also dadurch ausgezeichnet, dass jede Folge in X eine
konvergente Teilfolge besitzt, deren Grenzwert wieder zu X gehort.

Lemma 1.20 Kompakte Mengen sind beschrinkt und vollstindig.
Beweis " Ubung.

Kompakte Mengen sind also insbesondere beschrinkt und abgeschlossen. In
endlich-dimensionalen Rdumen sind diese beiden Bedingungen auch hinreichend
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fir Kompaktheit (Bolzano/Weierstrafl), in unendlich-dimensionalen R#umen
dagegen nicht (siehe oben). Wir benotigen daher Kompaktheitskriterien fiir
unendlich-dimensionale Rdume.

Sei X Teilmenge eines metrischen Raumes (M, d). Fiir € > 0 heifit eine Teilmenge
A von X ein e-Netz fir X, wenn es fiir jedes z € X ein a € A mit d(z,a) < ¢
gibt. Beispielsweise ist die Menge Z der ganzen Zahlen ein 1-Netz fiir R. Weiter
heift eine Familie (G,) offener Mengen in M eine Uberdeckung von X, wenn
X C U,G,.

Lemma 1.21 Der metrische Raum (X,d) besitze fir jedes € > 0 ein endliches
e-Netz. Dann besitzt auch jede Teilmenge A C X fiir jedes € > 0 ein endliches
e-Netz.

Beweis Sei ¢ > 0 und by, ... b, ein endliches €/2-Netz fiir X. Wir betrachten
die Mengen AN U,/5(b;), i = 1,...,n. Diese Mengen iiberdecken A. Sei 0.E.d.A.
ANUg (b)) # 0 firi=1,...,kund =0 fir i = £+ 1,...,n. Dann iiberdecken
die Mengen AN U,/(b;) mit i = 1,..., k offenbar ebenfalls A. Wir wihlen

aieAﬂUe/g(bi) fUI'Z:L,k’
und zeigen:
Us/2(bi) € Uc(ay).
Sei a € Uy 5(b;). Daraus folgt

d(a,a;) < d(a,b;) +d(bi,a;) <e/2+¢/2 =¢.

Die Mengen U.(a;), i = 1,...,k (genommen im metrischen Raum (A4, d|A)) iiber-
decken A. Also ist {ay,...,a;} ein endliches e-Netz fir A. n

Satz 1.22 Fiir einen metrischen Raum (X, d) sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) X ist kompakt.
(b) X ist vollstandig, und fir jedes € > 0 existiert ein endliches e-Netz fir X.

(¢) Aus jeder offenen Uberdeckung von X lift sich eine endliche Uberdeckung
auswdhlen.

Beweis (a) = (b). Die Vollsténdigkeit haben wir in Lemma 1.20 bewiesen. Fiir
die zweite Aussage von (b) nehmen wir an, es gidbe ein g5 > 0, fiir das kein
endliches ¢p-Netz fiir X existiert. Wir wéhlen a; € X beliebig. Dann gibt es ein
az € X mit d(aj,as) > £¢ (sonst wire ja {a;} ein endliches £o-Netz). Weiter
konnen wir ein a3 € X wéhlen so, dass d(a;,a3) > o fiir i = 1,2 (sonst wére ja
{a1, as} ein endliches £o-Netz). Wir fahren auf diese Weise fort und konstruieren
eine Folge (a,) € X mit der Eigenschaft, dass d(a,,a,) > gy > 0 fir alle

27



m # n. Aus dieser Folge 148t sich natiirlich keine konvergente Teilfolge auswéhlen.
Widerspruch.

(b) = (c). Angenommen, (G,) ist eine offene Uberdeckung von X, aus der sich
keine endliche Uberdeckung auswihlen 1i8t. Sei {z1,...,,} endliches 1-Netz
fiir X. Wenigstens eine der Kugeln Uj(xy),...,U;(z,) wird nicht durch end-
lich viele der G, iiberdeckt (wiirde jede dieser n Kugeln eine endliche Uber-
deckung besitzen, hitte man auch eine endliche Uberdeckung von ganz X). Sei
z.B. Ky := Uj(ay) eine solche Kugel. Wir betrachten (K7,d) als vollstandigen
metrischen Raum. Die Mengen G, N K; bilden dann eine offene Uberdeckung
von K, aus der sich keine endliche Uberdeckung auswihlen liBt.

Wir wiederholen obige Uberlegungen, nun aber mit einem 1/2-Netz fiir K. Ein
solches existiert nach Lemma 1.21. Das Resultat ist eine Kugel Ky := Uy 2(as), die
sich nicht durch endlich viele der K7 NG, iiberdecken 1a83t. Wir fahren so fort, in-
dem wir jedesmal die Maschenweite des Netzes halbieren. Schliellich gelangen wir
zu einer Folge (K,) ineinandergeschachtelter (d.h. K,, C K,,_;) abgeschlossener
Kugeln K,, = Uy9n-1(a,,), die sich jeweils nicht durch endlich viele der Mengen
G, liberdecken lassen. Wir betrachten die Folge (a,,) der Kugelmittelpunkte. Die-
se ist eine Cauchyfolge, denn fiir alle m > n ist ja a,, € K, = Uyjon-1(a,) und
folglich d(ay,a,) < 1/2"1. Da X vollstindig ist, besitzt die Folge (a,) einen
Grenzwert a*. Da von n ab alle Glieder der Folge in K, liegen und da K,, abge-
schlossen ist, liegt a* in jeder der Kugeln K, und folglich auch im Durchschnitt
NK,.

Da X C |, Ga, ist a* innerer Punkt wenigstens einer der Mengen G,,, etwa G, .
Mit a* liegt auch eine Umgebung U.(a*) in G,,. Wéhlen wir n so groB, dass
1/2"72 < g, so ist fiir alle y € K,, = Uy jon—1(ay,)

d(y,a*) < d(y,an) + d(a,,a*) < 1/2"7 1 4 1/2"1 = 1/22

und daher K,, C G,,. Also wird K,, doch durch eine endliche Anzahl (genauer
durch eine) der Mengen G|, tiberdeckt im Widerspruch zu unserer Konstruktion.

(c) = (a). Angenommen, X besitzt eine unendliche Teilmenge S ohne Haufungs-
punkt in X. Dann besitzt jeder Punkt = € X eine Umgebung U,(x) (mit einem
Radius » = r(z)), welche auer eventuell x selbst keinen weiteren Punkt aus
S enthélt. Das System {U,(z)},ex bildet eine offene Uberdeckung von X. Jede
Menge aus diesem System iiberdeckt aber hochstens einen Punkt aus S. Da S
unendlich viele Punkte enthlt, 1iBt sich aus {U,(7)},cx keine endliche Uber-
deckung von X auswéhlen. |

Man {iiberlegt sich leicht, dass jedes e-Netz fiir eine Teilmenge A von X auch ein
2e-Netz fiir die Abschliefung A von A in (X, d) ist. Hieraus und aus Satz 1.22
erhélt man leicht
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Folgerung 1.23 Flir jede Teilmenge A eines metrischen Raumes (X,d) sind
folgende Aussagen dquivalent:

(a) A ist relativ kompakt.

(b) Fiir jedes € > 0 gibt es ein endliches £-Netz fir A (d.h. A ist total-
beschrinkt).

Es gibt zahlreiche weitere Charakterisierungen kompakter Mengen, z.B. iiber die
Giiltigkeit eines Kugelschachtelungssatzes (,/ Literatur).

Sehen wir uns nun stetige Funktionen auf kompakten Mengen an und definieren
dazu

Definition 1.24 Seien (X,dx), (Y, dy) metrische Raume und f : X — Y.

(a) Die Funktion f heifit stetig in x € X, wenn fir jedes ¢ > 0 ein § > 0
existiert, so dass dy (f(x), f(y)) < e fir alle y € X mit dx(z,y) < 0.

(b) f heifit auf X stetig, wenn f in jedem Punkt von X stetig ist.

(c¢) f heifit gleichmiBig stetig auf X, wenn es fir jedes € > 0 ein 6 > 0 gibt, so
dass dy(f(x), f(y)) < e fir alle x,y € X mit dx(x,y) < 0.

Von den zahlreichen Eigenschaften stetiger Funktionen auf kompakten Mengen
erwiahnen wir nur zwei, die uns aus der Analysis (wenigstens fiir X = R") bekannt
sind.

Satz 1.25 Seien X,Y metrische Raume, K C X kompakt und f : K — 'Y stetig.
Dann ist f(K) kompakt.

Folgerung 1.26 (Satz von Weierstrafl) Sei X ein metrischer Raum, K C X
kompakt und f : K — R stetig. Dann gibt es Punkte pin, Tmae € K S0, dass

f(@min) < f(z) < f(Tpmae)  fiir alle z € X.

Satz 1.27 Seien X,Y metrische Raume, K C X kompakt und f : K — Y stetig.
Dann ist f auf K gleichmafig stetig.

Die Beweise lassen sich wie im Fall X = R fiihren (,/* Ubung).

Fiir einige konkrete Rdume hat man leichter iiberpriifbare Kompaktheitskriteri-
en. So wissen wir bereits, dass Teilmengen des R™ oder C" genau dann kompakt
sind, wenn sie beschriankt und abgeschlossen sind. Unser néchstes Ziel ist ein
Kompaktheitskriterium fiir (C(X), ||]|). Dabei lassen wir zu, dass (X,d) ein
beliebiger kompakter metrischer Raum ist. C'(X) besteht also aus allen stetigen
Funktionen f : X — R. Wegen Folgerung 1.26 ist || f|| := max,ex | f(z)| wohl-
definiert und eine Norm auf C'(X). Die Vollstindigkeit von (C(X), ||-[«) zeigt
man wie oben. Fiir das angestrebte Kompaktheitskriterium benoétigen wir noch
einige Begriffe.
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Definition 1.28 Fine Menge F C C(X) heifst

e gleichméBig beschrankt, wenn es ein M > 0 gibt so, dass |f|le =
max,cx |f(x)| < M fir alle f € F.

e punktweise beschrénkt, wenn fiir jedes v € X ein M(x) existiert, so dass
|f(z)| < M(x) fir alle f € F.

e gleichgradig stetig, wenn fir jedes ¢ > 0 ein § existiert, so dass fir jede
Funktion f € F und beliebige x,y € X mitd(xz,y) < ¢ gilt: | f(x)—f(y)| < e.

Satz 1.29 (Arzela-Ascoli) Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum. Eine
Teilmenge F' von (C(X), HH) ist genau dann relativ kompakt, wenn sie punkt-
weise beschrdnkt und gleichgradig stetig ist. In diesem Fall ist F' auch gleichmdfSig
beschrdnkt.

Beweis Wir zeigen zuerst, dass aus der relativen Kompaktheit die punktweise
Beschranktheit und die gleichgradige Stetigkeit folgen. Aus Lemma 1.20 folgt die
gleichméflige und daher erst recht die punktweise Beschranktheit. Die gleichgra-
dige Stetigkeit iiberlegen wir uns so: Sei ¢ > 0 beliebig. Nach Satz 1.22 und
Folgerung 1.23 gibt es ein endliches $-Netz {f1,..., f,} in F. Jede der Funktio-
nen f; ist nach Satz 1.27 gleichméflig stetig auf X. Fiir jedes i finden wir also ein
0; so, dass
\filz) — fi(y)| <e/3 fiir alle 2,y mit d(z,y) < 6;.

Sei 0 := min; §; und seien z,y € X mit d(x,y) < 0 und f € F beliebig. Wir
withlen f; so, dass ||f — fil|co < €/3 und erhalten

€

(@) = fy)l < [f (@) = fl@)] + [fi(2) = fily)| + 1 fily) = ()] <33

= E&.

Also ist F' gleichgradig stetig.

Sei umgekehrt F' punktweise beschriankt und gleichgradig stetig, und sei (f,,) eine
Folge in F'. Wegen der gleichgradigen Stetigkeit gibt es fiir jedes € > 0 ein 9 so,
dass

|[fu(2) — fu(y)] < % fir alle z,y € X mit d(x,y) < und allen € N.  (1.18)

Sei {x1,...,2,} ein endliches §-Netz von X. Da die Menge {f.(z1)}neny € R
beschrankt ist, enthélt sie eine konvergente Teilfolge (Bolzano/Weierstra$l), d.h.
es gibt eine Teilfolge (f11, fi2,--.) von (f,) so, dass (f1k(l‘1))k>1 konvergiert. Mit
der gleichen Begriindung wéahlen wir eine Teilfolge ( fo1, foo, ... ) von (fi1, fiz,...)
so, dass auch ( fzk(ﬂfg))k>1 konvergiert. Wir fahren so fort und erhalten nach n

Schritten eine Teilfolge (g1, ¢2,...) von (f,) mit der Eigenschaft, dass die Folge
(gn(mi))nx fiir jedes x; aus dem d-Netz konvergiert.
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Insbesondere gibt es ein N so, dass
|gn(x:) — gm(x;)| < % fiir alle m,n > N und alle 1. (1.19)

Seien m,n > N und = € X beliebig. Wir wihlen x; so, dass d(z,z;) < J, und
erhalten mit (1.18) und (1.19):

€

325.

19m (%) = gn ()] < [9m (2) = gun (23)[ +9m () = g (25) |+ [gn () — g ()] < 3
Wenn wir die Folge (g,,) erst ab dem Index N betrachten, kénnen wir unser
bisheriges Ergebnis wie folgt zusammenfassen:

Fiir jedes € > 0 gibt es eine Teilfolge (g,) von (fn) mit ||gn — gm|leo < € fiir alle
m,n € N.

Wir wéhlen nun speziell e = 1 und finden eine Teilfolge (g1,,) von (f,,) mit ||g1, —
Gim|lse < 1 fiir alle m,n € N. Dann wiederholen wir obige Uberlegungen und
finden eine Teilfolge (g2,) von (gi,,) mit [|ga, — gom ||oe < 3 fiir alle m,n € N. Wir
fahren so fort und finden fiir jedes & € N eine Teilfolge (g(rt1),n)n>1 VOR (G )n>1
mit

1
n mlloo < 7=
190e+1).0 = G+1)m | 1

fur alle m,n € N. Nun betrachten wir die Folge (h,,) mit h,, := g,, (Cantorsches
Diagonalverfahren). Dann ist (h,,) eine Teilfolge von (f,), und aus der Konstruk-
tion folgt

1 1
hn - hm 00 < Ty S
o= oo < max { -, )
Also ist (hy,,) eine Cauchyfolge in C'(X).

Aus der Vollstandigkeit von C(X) folgt die Konvergenz von (h,,). Die Folge (h,,)
ist also eine konvergente Teilfolge von (f,,). Somit ist F' relativ kompakt. u
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2 Banachriume und beschrinkte lineare Operatoren

2.1 Beschrinkte lineare Operatoren

Seien X, Y lineare Rdume iiber einem Korper K = R, C. Eine Abbildung A : X —
Y heiit ein linearer Operator, wenn A(ax + fy) = aAx + SAy fir alle z,y € X
und «, § € K. Fiir lineare Operatoren A, B : X — Y erkldren wir ihre Summe
A+ B durch (A + B)z := Az + Bz und ein Produkt mit Zahlen o € K durch
(aA)z := a(Az). Das Produkt AB : X — Z zweier Operatoren B : X — Y und
A :Y — Z ist ihre Hintereinanderausfithrung (AB)x = A(Bx). Die Abbildungen
A+ B, aA und AB sind wieder lineare Operatoren. Fiir jede lineare Abbildung
A: X =Y ist AO = 0. Es ist ndmlich

A0 = A0+ 0) = A0 + AO.

Eine Menge M eines normierten Raumes X heif3t beschrdinkt, wenn es ein ¢ > 0
so gibt, dass ||z]|x < ¢ fiir alle z € M.

Definition 2.1 Seien X,Y normierte Riume (iber K). Ein linearer Operator
A: X — Y heifit beschrankt, wenn er beschrinkte Mengen in beschrinkte Men-
gen tberfiihrt.

Satz 2.2 Seien X,Y normierte Riume und A : X — Y ein linearer Operator.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) A ist beschrinkt.

(b) A dberfiihrt die Finheitskugel By := {x € X : ||z||x < 1} in eine beschrinkte
Menge.

(c) Es gibt eine Zahl C > 0 mit

|Az|ly < C|lz||x fir alle x € X. (2.1)
(d) A ist gleichmdfig stetig auf X.
(e) A ist stetig im Punkt 0 € X.

Beweis (a) = (b). Klar, da B; beschrénkt ist.

(b) = (c). Sei C eine Konstante so, dass ||Az||y < C fiir alle x € B;. Fiir jeden
Vektor y € X\{0} ist dann —— -y € B; und folglich

llyllx

|la=| =c baw. layly < Clylx.

||y||xHY

Dies gilt auch fiir y = 0.
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(¢) = (d). Aus (c) und der Linearitdt von A folgt fiir alle x,y € X:
[Az — Aylly = [|[A(z = y)lly < Cllz —ylx,

d.h. A ist gleichméfig stetig auf X.

(d) = (e). Dies ist wieder trivial.

(e) = (a). Wegen A0 = 0 ist A genau dann stetig in 0, wenn fiir jedes € > 0 ein
d > 0 existiert so, dass ||Az|| < e fiir alle x mit ||z|| < J. Insbesondere gibt es ein
d > 0 so, dass ||Az|| < 1 fur alle z mit ||z]| < 4. Sei nun M C X beschrinkt, d.h.
|z|| < C fiir alle z € M. Dann ist sicher || x| < § fiir alle z € M und folglich
AL 2| <1 bzw. ||Az|| < & fiir alle z € M. Also ist AM beschréinkt. [

Die Menge aller linearen beschriankten Operatoren A : X — Y bezeichnen wir mit
L(X,Y). Statt L(X, X) schreiben wir auch L(X) und statt L(X,K) schreiben wir
X', X' heifit der zu X duale Raum und seine Elemente heiflen lineare beschrdnkte
Funktionale auf X.

Definition 2.3 Sei A € L(X,Y). Die kleinste aller Zahlen C' > 0 mit ||Az|ly <
Cllz||x fir alle x € X, heifft Norm von A und wird mit | A]| oder ||AllLx.y)
bezeichnet.

Die Existenz einer solchen Zahl muB man natiirlich beweisen (,/* Ubung).

Lemma 2.4 Fiir jeden Operator A € L(X,Y) gilt

Ax Y
Ao = sup Y = oy s = sup .
z#£0 HxHX x:||z||=1 x:||z||<1
Beweis Sei C* := sup,. %. Fiir alle z # 0 folgt aus ||Az| < ||A|| ||z||, dass

[[Az]]

< ||A]|. Wir gehen links zum Supremum {iber und erhalten C* < ||A]| sein.

[l

Andererseits gilt natiirlich fiir jedes = # 0 122 < C* baw. ||Az| < C*||z||. Aus

lll

der Minimalitétseigenschaft von [|A| folgt nun [[A|| < C*, also [|Al| = C*. Rest
/" Ubung. n

Satz 2.5 Seien X,Y normierte Riume. Dann ist L(X,Y) ein linearer Raum,
und ||| zcx,y) eine Norm auf L(X,Y'), d.h. L(X,Y) ist ebenfalls ein normierter
Raum. Ist'Y wollstindig, so ist auch L(X,Y') vollstindig, d.h. ein Banachraum.
Insbesondere ist der duale Raum X' eines normierten Raumes X wvollstindig.

Beweis Offenbar ist fir A € L(X,Y) stets [|A|| > 0, und aus [|A| = 0 folgt
wegen Lemma 2.4 sofort A = 0. Weiter ist fiir jedes a € K

laAz]| | Az]]
= |a|su

a0 ]

levAl] = sup = [af [|A]l-

20 |7
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Die Dreiecksungleichung folgt schliellich aus
A+ Bl = sup [[(A+ B)z|| = sup |[Az + Bz|
llzll<1 llzll<1
< sup ([|[Az|| + [|Bzll) < Al + | B].

=<1

Damit ist L(X,Y) ein linearer und normierter Raum. Sei nun Y vollsténdig und
(A,,) eine Cauchyfolge in L(X,Y). Wegen

HAnx - Amx” = ”(An - Am)xH < ”An - Am” H"EH

ist dann fiir jedes = € X die Folge (A,),>1 eine Cauchyfolge in Y. Diese konver-
giert wegen der Vollsténdigkeit von Y. Thren Grenzwert bezeichnen wir mit Azx.
Hierdurch wird ein linearer Operator A : X — Y festgelegt.

Die Beschrénktheit von A iiberlegen wir uns so. Da (A,,) eine Cauchyfolge ist,
gibt es ein N so, dass ||A, — A,|| < e fiir alle myn > N. Fir alle z € X und
m,n > N ist also

[An 2 = A ]| < [ A = Al 2] < ell]]-

Lassen wir hierin m — oo streben, folgt ||A, v — Az| < |z fur alle z € X, d.h.
der Operator A,, — A ist beschrénkt. Da A,, beschrankt ist, ist A = A,, — (A, — A)
als Differenz zweier beschrinkter Operatoren ebenfalls beschriankt, gehort also
zu L(X,Y). AuBerdem ist, wie wir gerade gesehen haben, || A4, — A|| < ¢ fiir alle
n > N, d.h. die Folge (A,,) konvergiert in der Norm von L(X,Y’) gegen A. u

Satz 2.6 Sei X ein normierter Raum, Xq ein linearer dichter Teilraum von X,
Y ein Banachraum und A € L(Xo,Y). Dann gibt es einen eindeutig bestimm-
ten Operator A € L(X,Y), der auf Xo mit A tbereinstimmt. Fir diesen gilt

Al ey = [[ Al ixov)-

Der Operator A heifit die stetige Fortsetzung von A auf X.

Beweis Wir stellen x € X als Grenzwert einer Folge (z,,) C X, dar. Wegen
|Azo = Azl = 1A, — 2)| < [Allzcxom 20 — @l

ist (Az,) eine Cauchyfolge in Y und folglich konvergent (man beachte, dass die
Folge (z,,) konvergiert und daher eine Cauchyfolge ist). Weiter: ist (y,) C X, eine
andere Folge, die ebenfalls gegen = € X konvergiert, so ist

[Azn — Ayl = [[A(zn = ynu) || < |A} |20 = yall — 0.

Also ist der Grenzwert lim Az, unabhingig von der konkreten Wahl der Folge
(zn) — x. Wir bezeichnen diesen Grenzwert mit Ax. Der so erklirte Operator
A: X — Y ist offenbar linear, stimmt auf Xy mit A iiberein, und ist beschriankt:

1Az]| = lim [|Az,|| <l [|A]| o]l = A | m .|| = Al fl2]-
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Hieraus folgt auBerdem ||A|| < ||A||. Die umgekehrte Ungleichung ||A]| < ||A||
ergibt sich aus

1Al = sup [|Az]| = sup [|Az]| < sup [|Az] = [|A]
z€X( zeX( zeX
llzl[<1 l[zll<1 llzll<1

(auf der rechten Seite wird das Supremum iiber einer groferen Menge gebildet).
[

Sind X, Y, Z normierte Raume und B : X — Y, A:Y — Z lineare beschriankte
Operatoren, so ist AB € L(X, Z), und es gilt ||AB||1(x,z) < || AllLoviz) || Bl oix,y)-
Fiir beliebiges z € X ist namlich

|ABx||z < ||Allcvip | Bxlly < ||AllLov,z) | Bl |zl x.

Beispiel 1: Beschrinktheit von linearen Operatoren A : K" — K". Wir
versehen den linearen Raum K" (K = R oder C) mit irgendeiner Norm ||-|| und
withlen als Basis in K" die Vektoren e; = (0,...0,1,0,...0)7 mit der 1 an der i-
ten Stelle. Fiir jede lineare Abbildung A : K" — K" und jedes z = > | z,¢; € K"
gilt dann

n
Azl = |4 wieill = 1| ) widedll < Y lail [|Aeil| < max [[Aeql| Y fail.
7 % 7 i=1

> iy |zi] ist gerade die Summennorm ||z||;, und aus Satz 1.9 wissen wir, dass es
ein C' > 0 so gibt, dass ||z||; < C|z|| fiir alle z € K. Es ist also

|Az|| < Cmax ||Ae;|| ||| fur alle z € K", (2.2)

d.h. jede lineare Abbildung A : K" — K" ist beschrinkt.

Fir die Norm von A gewinnen wir aus (2.2) nur die Abschitzung [|A| <
C'max; || Ae;||. Die exakte Bestimmung der Matrixnorm ||A|l fiir verschiedene
Normen ||-|| auf K™ ist i.Allg. recht schwierig. In der linearen Algebra wird fiir
A = (ay)i = € K™ gezeigt:

n
Izl = lail  auf K™ = [|A]| = max; 377 Jal,
i=1

1]loc = max |z;|  auf K" = [|A]| = max; 3 07, as],

z]]2 = /Z lz;]2 auf K* = ||A|| = (groBter Eigenwert von A*A)Y/2,

Diese Normen heiflen die Spaltensummennorm, Zeilensummennorm bzw. Spek-
tralnorm von A.
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Beispiel 2: Multiplikationsoperatoren. Sei X ein kompakter metrischer
Raum, C'(X) der Banachraum der stetigen reellwertigen Funktion auf X, ver-
sehen mit der max-Norm, und f € C(X). Der Multiplikationsoperator

A:C(X)—=C(X), u~— fu
ist dann beschrankt:

[fulloe = sup | f(z)u(z)| < sup [f(2)] sup [u(@)] = [ fllse [[ullsc,
zeX zeX zeX
und es gilt ||A] < ||flloo- In diesem Fall ist sogar ||A|| = ||f]|co. Setzt man
namlich in der nach Definition fiir alle v € C'(X) giiltigen Abschétzung || Au||s <
A [|u]loo bzw. || fulloo < [JA|| ||t]|lso fiir u die konstante Funktion wy(z) = 1 ein,

folgt || fllec < [|A]l- m

In diesem Beispiel haben wir einen Weg kennengelernt, die Norm eines Operators
A zu berechnen. Aus der Abschitzung ||Az|| < C||z|| fir alle = folgt || A|| < C. Hat
man dariiberhinaus ein xg # 0 mit ||Azq|| = Cllzo]|, so folgt C' = % < |IA]l-
Beide Ungleichungen zusammen ergeben ||A|| = C'. Ein solcher Vektor zy muf

jedoch nicht existieren.

Beispiel 3: Fredholmsche Integraloperatoren auf (C(X),||[|s). Sei X die
AbschlieSung einer beschrénkten offenen Menge im R”, und X sei JordanmeBbar.
Fiir eine reellwertige Funktion k£ € C(X x X)) betrachten wir den Integraloperator

(Au)(t) ::/Xk;(t, s)u(s)ds, teX.

Wir iiberlegen uns zuerst, dass A ein linearer Operator von C'(X) nach C(X) ist.
Die Linearitét von A ist klar: Fiir u,v € C(X) und «, § € R ist ndmlich

(Alau+ pv))(t) = /X k(t,s)(au(s) + Bu(s)) ds

= a/Xk(t,s)u(s)ds+ﬁ/Xk(t,s)v(s)ds

= a(Au)(t) + B(Av)(t).
Da dies fiir jedes t € X gilt, ist A(au + fv) = aAu + Av.

Wir zeigen nun, dass fiir jedes u € C'(X) auch Au wieder eine stetige Funktion auf
X ist. Fiir uw = 0 ist dies offenbar erfiillt, und wir kénnen ||u|l # 0 annehmen.
Da k als stetige Funktion auf dem Kompakt X x X gleichméfig stetig ist, gibt
es zu beliebig vorgegebenem ¢ > 0 ein ¢ mit der Eigenschaft, dass

Ik (t1, 5) — k(ts, 5) ©

<
=< ||tt||oo - Volumen von X
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fiir alle (¢1,s), (t2,s) € X x X mit |[(t1,s) — (t2,$)| < § bzw. fiir alle t;,t, € X
mit |t; — t3| < § und fiir alle s. Fiir alle ¢1, ¢, € X mit [t; — 2| < ¢ ist dann

/Xk(tl,s)u(s) ds—/Xk(tz,s)u(s) ds
(k(tl, s) — k(ta, s)) u(s) ds

< /wm, (s, )] lu(s)] ds
<l [ k(e 5) = K9] ds
< _ d
< Ml ||oovO1<X>/ =

Es ist nun auch leicht einzusehen, dass A sogar ein beschrinkter Operator von
C(X) in sich ist. Fiir alle v € C'(X) ist ndmlich

|(Au)(tr) = (Au)(t2)] =

T p—— \ [ wtes)uts) as
teX X

< sup/|kts||u )| ds

< ||uHoosup/ (¢, s)| ds
teX JX

und damit insbesondere ||A|| < sup,ey [y |k(t,s)|ds. Wir iiberlegen uns, dass
hier sogar Gleichheit gilt.

Sei ty € X ein Punkt, in dem das Supremum sup,cx [ |k(t, s)| ds angenommen
wird. (Ein solcher Punkt existiert wegen der Stetigkeit von k.) Falls k(ty,s) > 0
fiir alle s € X, ist die Identitit [|A| = [, [k(to,s)|ds = [ k(to, s) ds leicht zu
sehen, da fiir die konstante Funktion u(s) = 1 gilt

/X|k;(t0,s)|ds _ /Xk(to,s)u(s)ds
< sup /Xk(t,s)u(s)ds

teX
Um auf &hnliche Weise die Normgleichheit [|A]| = [ |k(to, s)| ds in dem Fall zu
beweisen, wenn die Funktion s — k(tg, s) auf X ihr Vorzeichen wechselt, miifite
man fiir v eine Funktion einsetzen, die gleich 1 ist wenn k(to,s) > 0 und gleich
—1 wenn k(to, s) < 0. Fiir eine solche Funktion wére ndmlich

= [[Aulloo < |A] lulloc, — (2:3)

d.h. [, |k(te, s)|ds < [|A]|

Ik(to, 5)| = k(to, s) u(s) fiir alle s € X,
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und wir konnten wie in (2.3) weiter-

schlieBen. Wir miifiten also u(s) = 1+
sgn k(to,s) wahlen; dies konnen wir
aber nicht, da diese Funktion i.Allg. : -

unstetig ist. Man kann sich aber klar- a b
machen, dass man die Funktion s +— -1+
sgn k(to, s) durch eine stetige Funktion

w im Sinne der L'-Norm approximieren

kann, d.h. fiir jedes ¢ > 0 finden wir 1
eine Funktion u = u. € C(X) so, dass ‘ '
|ltclloo = 1 und ‘ '

|
—_
£
™

/ |sgn k(to, s) — u:(s)|ds < e.
b

In einfachen Situationen (,” Skizze) ist dies sofort klar. Fiir einen allgemeinen
Beweis * Schroder S. 14.

Mit einer so gewidhlten Funktion u = u. erhalten wir

/[k(to,s)|ds: ‘/ k(to, 5) - sen k(to, ) ds
X X

< /Xk:(to,s)ue(s)ds + /Xk(to,s)(sgnk(to,s)—ua(s)) ds
Sigc) /Xk:(t,s)us(s)ds —|—§161)13|k:(t0,s)|/x|sgnk(t0,s)—ua(s)|ds

< [[ Al |uelleo + sup [k(to, )| - €.
seX

Da |lucl]lsc = 1 und da diese Abschétzung fiir beliebiges ¢ > 0 gilt, folgt
[y |E(to, s)| ds < [|A]| und damit die Behauptung. o

Man beachte die Analogie der Norm || A|| = maxiex [y [k(¢, s)| ds zur Zeilensum-
mennorm max; » . |a;;| einer Matrix A = (a;;) € R™.

2.2 Invertierbarkeit und Neumann-Reihe

Wir betrachten nun lineare beschréankte Operatoren, die einen Banachraum X
in sich abbilden. Ein einfaches Beispiel eines solchen Operators ist der identische
Operator I = I, der jedes Element u € X sich selbst zuordnet. Offenbar ist [
beschréankt und ||]| = 1. Die wesentlichen Definitionen dieses Abschnittes geben
wir jedoch fiir den allgemeinen Fall. Eine Abbildung A : X — Y heif3t surjektiv
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(oder Abbildung auf Y'), wenn AX =Y, und injektiv (oder eineindeutig), wenn
aus Au; = Aug folgt, dass u; = uy. Fiir die Losbarkeit der Gleichung Au = f
bedeutet Surjektivitéit, dass die Gleichung fiir jede rechte Seite f € Y losbar ist,
und Injektivitat heifit, dass fiir jede rechte Seite hichstens eine Losung existiert.
Abbildungen, die surjektiv und injektiv sind, heiBlen bijektiv (oder invertierbar).
Fiir jede bijektive Abbildung A : X — Y gibt es eine Abbildung B : Y — X mit

AB =1y, BA=Iy. (2.4)

Da néamlich die Gleichung Au = f fiir jedes f € Y genau eine Losung u besitzt,
kénnen wir B durch Bf := u definieren. Dann gilt offenbar

ABf =Au=f und BAu= Bf =u.

Sind umgekehrt A: X — Y, B:Y — X Abbildungen wie in (2.4), so ist A (und
natiirlich auch B) bijektiv. Fiir jedes f € Y ist ndmlich Bf Losung von Au = f
(= Surjektivitéit), und aus Au; = Aus folgt BAu; = BAus bzw. uy = uy (=
Injektivitét). Weiter: Ist A invertierbar, so ist B wie in (2.4) eindeutig bestimmt.
B heifit die zu A inverse Abbildung und wird mit A~! bezeichnet.

Spezieller betrachten wir nun lineare Raume X, Y und lineare Abbildungen A :
X — Y. Mit Im A und Ker A bezeichnen wir das Bild und den Kern von A:

ImA={yeY:dJrxe X mitAr=y}, KerA={re X: Az =0}.

Im A und Ker A sind lineare Teilriume von Y bzw. X (/' Ubung). Offenbar
ist A: X — Y genau dann surjektiv, wenn Im A = Y. Dagegen ist A genau
dann injektiv, wenn Ker A = {0}. Aus der Injektivitdt folgt ndmlich, dass die
Gleichung Au = 0 hochstens eine Losung besitzt. Da u = 0 eine Losung ist, folgt
Ker A = {0}. Ist umgekehrt Ker A = {0} und Auy = Auy fiir uy,us € X, so
folgt aus der Linearitdt von A, dass A(u; — ug) = 0, d.h. uy — uy € Ker A. Da
Ker A = {0}, ist u; = us.

Ist A: X — Y ein linearer invertierbarer Operator, so ist der inverse Operator
A~ wieder linear (/* Ubung).

Schliefllich betrachten wir den Fall, dass X,Y normierte Ridume sind und A €
L(X,Y). Dann ist zunéchst Ker A stets ein abgeschlossener Teilraum von X (,/
Ubung), withrend Im A i.Allg. nicht abgeschlossen ist. Um ein einfaches Beispiel
hierfir zu bekommen, betrachten wir neben dem Raum C]0,1] den Raum P
aller Polynome auf [0, 1], den wir ebenfalls mit der Supremumsnorm versehen. Ist
AP — C]0,1] der Operator der Einbettung (d.h. betrachten wir einfach jedes

ech
Polynom als Element von C[0, 1]), so ist offenbar Im A = P c e [0, 1], wihrend
closP = C|0, 1] auf Grund des Weierstrafischen Approximationsatzes.

Von besonderem Interesse ist die Frage, ob die Inverse A~! eines linearen be-
schrankten Operators A : X — Y wieder beschriankt (also stetig) ist, d.h., ob die
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eindeutig bestimmte Losung der Gleichung Au = f stetig von der rechten Seite f
abhéngt. Bei der Anwendung von Néherungsverfahren ist man z.B. darauf ange-
wiesen, dass kleine Storungen von f (etwa durch unvermeidbare Rundungsfehler)
auch nur kleine Stérungen der Losung u = A~ f bewirken.

Beispiel 1: Auf ([0, 1] definieren wir den Operator A durch

(Au)(t) :/0 u(s)ds, tel0,1].

Wie wir aus der Analysis I wissen, bildet A den Raum C[0, 1] ab in den Raum C;
der auf [0, 1] stetig differenzierbaren Funktionen f mit der Eigenschaft f(0) = 0.
Diese Abbildung ist surjektiv: fiir jede Funktion f € C} ist ndmlich f’ € C0, 1]
und

(A7)0 = [ Feds = 1) = 10) = f0),
und A ist injektiv: aus (Au)(t) = 0 fiir alle ¢ folgt ja

d t

0=—
dt J,

u(s)ds = u(t) fiir alle t € [0, 1].

Die Abbildung A : C[0,1] — C} ist also invertierbar, und die inverse Abbildung
A=Y ist offenbar gegeben durch

AL C; — Cl0,1], f f. (2.5)

Versehen wir Cj mit der Supremumsnorm, so ist A : C[0, 1] — C beschréinkt:

4%@@

Die inverse Abbildung A™! (vgl. (2.5)) ist jedoch beziiglich dieser Norm auf C}
nicht beschrinkt. Aus ihrer Beschrianktheit wiirde ndmlich folgen, dass ||v/||s <
Cllul|o fiir alle w € C}. Mit u(x) = 2" erhilt man n < C fiir alle n € N, ein
Widerspruch. |

|Aul|o = sup
te€[0,1]

t
< o s [ ds =
0

te(0,1

Wir definieren daher: Sind X, Y normierte Rdume und ist A € L(X,Y) ein
invertierbarer Operator, so heifit A stetig invertierbar, falls A=! stetig ist, d.h.
falls A=! € L(Y, X). Ein zentrales Resultat der Funktionalanalysis ist der folgende
Satz.

Satz 2.7 (Satz von Banach iiber den inversen Operator) Seien X undY
Banachrdiume und A € L(X,Y) ein invertierbarer Operator. Dann ist A stetig
invertierbar.
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Wir werden diesen Satz erst spéter beweisen und untersuchen zunéchst einfacher
zu beweisende Bedingungen fiir die stetige Invertierbarkeit.

Satz 2.8 Seien X,Y normierte Riume, X sei vollstindig, und A € L(X,Y)
sei ein Operator, dessen Bild in Y dicht liegt. Dann ist A genau dann stetig
wnvertierbar, wenn es ein C' > 0 gibt, so dass

|Az|| > C||z|| fir alle x € X. (2.6)

Gilt fir einen Operator A € L(X,Y) eine Abschétzung (2.6) mit C' > 0, so heifit
A auch nach unten beschrdinkt.

Beweis Wenn A stetig invertierbar ist, so gilt fiir alle z € X
- _ 1
2]l = A7 Az || < JATH| [|Az] bzw.  [Az| > AT ]I,

d.h. (2.6) gilt mit C' = ||A7'||7. Sei umgekehrt A ein Operator mit dichtem Bild,
und sei (2.6) erfiillt. Aus Az = 0 und (2.6) folgt sofort x = 0, d.h. A ist injektiv.
Wir zeigen, dass aus (2.6) auch die Abgeschlossenheit des Bildes von A folgt.
Sei (Ax,) eine Folge in Im A, die gegen y € Y konvergiert. Dann ist (Ax,) eine
Cauchyfolge in Y, und aus

Az, — Azl = [[A(zn — 20)[| = Cllzn — 2|

folgt, dass (x,) eine Cauchyfolge in X ist. Da X vollstandig ist, konvergiert die
Folge (x,) gegen ein x € X. Wegen der Stetigkeit von A konvergiert dann Ax,
gegen Ax. Es ist also Az = y und y € Im A. Da das Bild von A abgeschlossen
ist und zugleich dicht in Y liegt, ist Im A = Y. Folglich ist A invertierbar. Die
Inverse A~! ist beschrinkt. Fiir alle y € Y ist ndmlich

(2.6) 1 1
A Yyl < Z[[AA Y| = =
Ayl < CH Y| CHyH,

wobei wir (2.6) auf das Element z = A~'y angewandt haben. Auflerdem ist klar,
dass [|[A7Y| < 1/C. n

Wir beschéftigen uns nun mit dem Fall X = Y genauer. In diesem Fall haben
wir neben der Vektorraumstruktur noch eine weitere Operation in L(X) erklért:
die Multiplikation oder Hintereinanderausfithrung AB zweier Operatoren A, B €
L(X). Fiir diese Operation gilt fiir alle A, B,C € L(X) und alle o € K,

(AB)C = A(BC) (Assoziativgesetz) (2.7)
(A+ B)C=AC+ BC, A(B+C)=AB+ AC (Distributivgesetze) (2.8)
(0 A)B=A(aB) = a(AB) und (2.9)
[A=AI = A, (2.10)

41



und fiir die Norm gilt — wie wir bereits wissen —
IAB| < [[Al[|B]- (2.11)

Ein linearer Raum mit einer zusétzlichen Operation — der Multiplikation — heif3t
eine Algebra, wenn (2.7) — (2.9) gelten, und eine Algebra mit Finselement, wenn
auch noch (2.10) gilt. Ein normierter linearer Raum, der eine Algebra ist, heifit
normierte Algebra, wenn (2.11) erfiillt ist. Von einer normierten Algebra mit Fins-
element spricht man, wenn es ein Einselement I gibt, fiir das

I =1 (2.12)

gilt. Ist schlieBlich der einer normierten Algebra zugrunde liegende normierte
Raum ein Banachraum, spricht man von einer Banachalgebra.

In diesem Sinn ist fiir jeden normierten Raum X die Menge L(X) eine nor-
mierte Algebra mit Einselement, und L(X) ist eine Banachalgebra, falls X ein
Banachraum ist (Satz 2.5). Ebenso ist (C(K), ||*||s) fiir jeden Kompakt K eine
Banachalgebra.

Da L(X) eine Algebra ist, konnen wir insbesondere fiir jeden Operator A € L(X)
seine Potenzen bilden: A% := I, A' = A, AF = AA*! fiir k > 2. Dies nutzen wir
in dem folgenden Satz aus, der auch fiir beliebige Banachalgebren gilt.

Satz 2.9 (Neumann-Reihe) Sei X ein Banachraum und A € L(X) ein Ope-
rator mit ||A|| < 1. Dann ist I — A stetig invertierbar auf X, und es gilt die

Abschdtzung
1

L—Al

Die Inverse (I — A)~' lift sich in die Neumann-Reihe (I — A)~t = >~ AF
entwickeln. Dabei gilt die Fehlerabschdtzung

I —A4)7 < (2.13)

A | | n+1
A* _| (2.14)
§: 1— I A[l
Beweis Wegen
oA doolAR< > 1Al
k=m+1 k=m+1 k=m+1

ist > -2, A" eine ,Cauchyreihe* in L(X) (d.h. die Partialsummen dieser Reihe
bilden eine Cauchyfolge). Da L(X) vollstandig ist, konvergiert diese Reihe gegen
einen Operator B € L(X). Fiir diesen gilt

AB—AiAk—iAkH _iAk_
k=0 k=0 k=1
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d.h. B—AB =1 oder (I — A)B = I. Analog sieht man auch, dass B(I — A) = |
ist (oder man beruft sich darauf, dass AB = BA). Also ist [ — A invertierbar,
und (1 —A)' =B =2, A"

Die Beschrénktheit von B und die Normabschétzung (2.13) folgen aus

ZA’“

und die Fehlerabschitzung (2.14) erhélt man aus

Y=y
k=0

k=n+1

|B|| = < Z | AllF = ||A|| (geometrische Reihe),

IIA i
— 1Al

<l

Beispiel 2: Losbarkeit Fredholmscher Integralgleichungen 2. Art. Wir
betrachten wie in Beispiel 3 des vorigen Abschnitts den Operator

(Au)(t) :/ k(t,s)u(s)ds, teX, (2.15)
X
mit k£ € C(X x X) reellwertig. Mit der in diesem Beispiel bestimmten Norm des
Operators A € L(C(X)) erhalten wir aus Satz 2.9 :

Folgerung 2.10 Sei ||A| = sup,cx [y |k(t,s)|ds < 1. Dann besitzt die Fred-
holmsche Integralgleichung 2. Art,

(I = A)u)(t) = u(t) - /X k(t,s)u(s)ds = f(t), teX, (2.16)

fiir jede rechte Seite f € C(X) eine eindeutig bestimmte Lisung u € C(X).

Auflerdem bietet uns Satz 2.9 eine Moglichkeit, die Losung u dieser Gleichung
ndherungsweise zu bestimmen; es ist ja

u(t) = f(t) + (Af)(t) + (A*f)(t) +

Um diese Reihenentwicklung ausnutzen zu konnen, benttigen wir Potenzen des
Operators (2.15). Fiir jedes y € C(X) ist

(A2)(t) = / k(t, $)(Ay)(s) ds — /X K(t. s) /X k(s r)y(r) dr ds

— (/Xk (s,7) ds) y(r) dr Z/inz(tar)y(r) dr
)k(

mit ky(t,r) == [ k s,7)ds. Analog erhilt man mit

kn(t,r):= | k(t,s)k,_1(s,r)ds firmn >3,

X
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dass
(Amy) () = /X ult, )y (r) dr

und folglich eine Darstellung der Losung u von (2.16) mit Hilfe der sogenannten
iterierten Kerne k,

u(t) :f(t)+Z/an(t,s)f(s) ds, teX.
|

Die Invertierbarkeit von I — A und die Konvergenz der Reihe ) 7 A" gegen
(I — A)~" 148t sich auch unter schwiicheren Voraussetzungen an A als in Satz 2.9
beweisen. Wir haben ja die Forderung ||A|| < 1 nur benutzt, um die Konvergenz
von » > A" zu garantieren. Nun kann man aber genauso wie fiir gewthnliche
Zahlenreihen auch fiir Reihen in Banachridumen das folgende Wurzelkriterium
zeigen.

Satz 2.11 (Wurzelkriterium) Ist X ein Banachraum und z,, € X, so ist die
Reihe Y7 | xy, fiir

n=1

<1l k 14
lim sup \/|5U—nH{ onvergen

> 1 dwergent.

Im Falle limsup {/||z,|| = 1 ist keine Aussage maglich.

Um die Konvergenz der Neumannreihe ) >° ;A" fiir einen Operator A € L(X)
zu sichern, miissen wir also nur limsup {/||A"|| < 1 verlangen (Wurzelkriterium
im Banachraum L(X)). Wir gelangen so zu

Satz 2.12 (Neumann-Reihe) Sei X ein Banachraum und A € L(X) ein Ope-
rator mit limsup,,_, .. V/||A"?|| < 1. Dann ist I — A stetig invertierbar, und es
qgilt

(I—A)" = iA’“.

Man kann sogar beweisen, dass fiir jeden Operator A € L(X) der Grenzwert
lim,, 0o {/]|A"|| existiert, d.h. der limes superior in Satz 2.12 kann durch einen
limes ersetzt werden. Darauf gehen wir im Abschnitt 4.1 genauer ein.

Beispiel 3: Losbarkeit von Volterra-Gleichungen 2. Art. Wir werden in
diesem Beispiel sehen, dass die Konvergenzbedingung aus Satz 2.12 wesentlich
schwécher ist als die aus Satz 2.9. Wir betrachten auf C|a, b] (mit der sup-Norm)
den Volterraschen Integraloperator

(Ku)(t) = / k(t, s)u(s)ds, ¢ € [a,b)],

wobei k eine auf dem Dreieck a < s <t < b stetige Funktion ist.
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Wie in Beispiel 3 aus 2.1 kann man zeigen, dass K ein linearer und beschrankter
Operator von Cfa,b] in Cla,b] ist. Wir suchen Losungen der Volterragleichung

u(z) — /ﬂf E(x,t)u(t)dt = f(z), « € [a,b], f€ Cla,b], (2.17)

die wieder in Cla, b] liegen. Die Gleichung (2.17) kénnen wir auch als
(I = K)u=f

schreiben. Fiir die Anwendbarkeit des Wurzelkriteriums untersuchen wir die ite-
rierten K™. Sei zur Abkiirzung M := max,<s<i<p |k(¢, s)|. Dann ist fiir jede Funk-
tion u € Ca, b] und jedes z € [a, b]:

@l = || xk(sc,wu@)dt' < JullooM(z — a),

(K?u)(x)| = /zk(x,t)(Ku)(t)dt'S/xMHuHOOM(t—a)dt
= e S

|(K3u)(x)| = /I k:(x,t)(K2u)(t) dt‘ < /xM . M2||u||oo(t_ a)” dt
= oo =)

und allgemein

n nlx—a)”
(@) < =
Dabher ist ) .
5l < 20
und schliefllich ) .

n!

Wegen V/n! — oo ist also limsup, ... YIE™ = 0.
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Folgerung 2.13 Die Volterrasche Integralgleichung (2.17) besitzt fir jede rechte
Seite f € Cla,b] genau eine Lisung u € Cla,b].

Diese Aussage gilt also unabhéngig von der Grofle von || K||. Man beachte, dass
| K| beliebig grofi gemacht werden kann, indem die Kernfunktion k& durch ein
entsprechendes Vielfaches von k ersetzt wird. |

2.3 Hilbertraume und ihre Geometrie

Im R™ ist die Euklidsche Norm dadurch ausgezeichnet, dass sie von einem Ska-
larprodukt induziert wird, welches geometrische Beschreibungen wie den Begriff
,orthogonale Transformation“ oder den ,, Winkel* zwischen Vektoren ermoglicht.
Eine dhnliche Struktur steht in speziellen unendlichdimensionalen Raumen zur
Verfiigung.

Definition 2.14 Sei H ein linearer Raum iber K. Eine Abbildung (-,-) : H x
H — K heifst Skalarprodukt oder inneres Produkt auf H, wenn

(a) (a1x1 + aoxe,y) = aq(x1,y) + aslxe,y) fir alle x1,z9,y € H und ay,a5 € K
(Linearitdt),

(b) (z,y) = (y,x) fir alle v,y € H (Symmetrie),

(¢) (z,x) >0 fir allex € H, und (x,z) = 0 genau dann, wenn v = 0 (positive
Definitheit).

Das Paar (H,(-,-)) oder einfach H selbst heifst dann Préhilbertraum.

Aus diesen Bedingungen folgt, dass

(T, 00y1 + ) = (0qy1 + s, ) = a1 (Y1, T) + a2 (Y2, )
- Oé_1<$,y1> +Oé_2<x7y2>

Im Falle K = C ist also (-, ) antilinear beziiglich der zweiten Komponente.

Beispiele: Man {iiberpriift leicht, dass die folgenden Réume Préhilbertraume
sind:

1. H=R"mit ((z1,...,2,), (Y1, ., Yn)) := leyl
i=1

2. H=C" mit ((z1,...,2,), (Y1, .-, YUn)) == szE
i=1

3. H=107mit ((z1,29,...), (y1,y2,...)) := le@
i=1

(aus der Holderungleichung wissen wir, dass diese Reihe konvergiert).
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4. H=C(X) mit (f,g) = [, f(
(die Existenz des Integrals ist klar da f g auf X wieder stetig ist).

5. H = L*(X) mit (f,g) := [ f(
(die Existenz des Integrals folgt aus der Holderungleichung). n

Satz 2.15 (Cauchy-Schwarz Ungleichung) In jedem Prdhilbertraum H mit
Skalarprodukt (-,-) gilt

[z, )" < (@, 2)(y.y) fir alle z,y € H.
Beweis Fiir alle 2,y € H und o € K gilt
0<(z+ay,z+ay) = (z,z)+ aly,z) + alz,y) + |a|*(y, y). (2.18)
Falls (x,x) = (y,y) = 0, setzen wir in (2.18) o := —(z,y) und erhalten
0 < —(z,9)(y,z) — (,y)(z,y) = —2(z,y){x,y) = =2|(z,y)|”

und hieraus die Behauptung |(x,y)[* < 0.
Sei nun eine der Zahlen (z, z), (y,y) ungleich 0, etwa (y,y) # 0. Dann setzen wir

Q= — éx Y in (2.18) ein und erhalten
) '
TN 2
0 < (v.7)— (@ y)y. @) (@y)y) e y)l <?2/,y>
(v, 9) (v, 9) (v, 9)
2
oy L)
(v, y)
und hieraus die Behauptung |(z, y)|* < (z,z)(y,y). u

Anmerkung Die Definitheit von (-, -) haben wir in diesem Beweis nicht benutzt.

Folgerung 2.16 Jeder Prihilbertraum wird mit der Norm ||z|| = /(z,z) zu
einem normaierten Raum.

Beweis Die ersten beiden Normaxiome sind klar; wir iiberlegen uns nur die Drei-
ecksungleichung. Im Fall K = R ist fiir beliebige =,y € H wegen Satz 2.15

lz+yl? = (z+y,z+y) = (z,2)+ (z,y) + (y,2) + (y,9)
<l + 20|z Nyl + llyll? = (=] + [ly]])>

Fiir K = C kann man wie folgt argumentieren:

(r+y,z+y) = (r.2)+(z,y) + (y,2) + (v, 9)
= (z,2) +2 Re(z,y) + (y,9)

{z,2) + 2z, y)| + (v, v)

]* + 2[|z [yl + 1y 11* = (] + ly]1*)-

l + ylI*

IN

IN
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Wir fassen im weiteren Préhilbertrdume stets als normiert beziiglich der Norm
|z|| = /(x, ) auf. Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung kann man dann auch schrei-

ben als
[z, )| < | [ly]l-

Fiir die oben betrachteten Beispiele fiir Prahilbertrdume ist diese Cauchy-
Schwarz-Ungleichung nichts anderes als die Holderungleichung im Fall p = 2.
Wir vermerken noch einige Beziehungen zwischen Skalarprodukt und Norm, die
sich leicht nachrechnen und elementargeometrisch deuten lassen (,/* Ubung).

Satz 2.17 Ist H Prdhilbertraum, so gelten fir alle x,y € H

(a) die Parallelogrammgleichung
o+ yll* + llz = ylI* = 2l + llyll*)-
(b) die Polarisationsformel

1
(@y) = J(lz+ylP —llz—ylI") falls K=R,

3
1

(z,y) = ZE i + i*y)|? falls K = C.
k=0

Anmerkungen
1. Aussage (b) zeigt auch die Stetigkeit des Skalarprodukts.

2. Gilt in irgendeinem normierten Raum die Parallelogrammgleichung, so wird
durch (b) ein Skalarprodukt definiert, das diese Norm erzeugt.

3. Der Raum (Ca, bl, |||/ ) ist kein Prahilbertraum. Man findet ndmlich leicht
Funktionen x,y € Cla, b], die die Parallelogrammgleichung fiir [|-[| verlet-
zen. (/" Ubung)

Definition 2.18 Fin Prdhilbertraum heifit Hilbertraum, wenn er beziiglich der
durch das Skalarprodukt definierten Norm vollstindig ist.

Von den oben erwéhnten Préhilbertraumen ist nur (Cfa, ], ||-||2) kein Hilbert-
raum. Seine Vervollstindigung (L?[a, b], ||-||2) ist aber ein Hilbertraum. Man kann
sich allgemein iiberlegen, dass man die Vervollstindigung eines Préhilbertraumes
zu einem Hilbertraum machen kann durch Einfithrung eines geeigneten Skalar-
produkts, nédmlich

((@0)7, (Yn)™)~ o= lim (@, Yn).

Zwei Vektoren im R” stehen genau dann senkrecht aufeinander, wenn ihr Skalar-
produkt gleich 0 ist. Wir definieren daher allgemein
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Definition 2.19 Zwei Elemente eines Prahilbertraumes (H, (-, -)) heiflen zuein-
ander orthogonal, wenn thr Skalarprodukt gleich O ist. Steht x zu y orthogonal,
schreiben wir x Ly. Zwei Teilmengen My, My C H heiffen zueinander orthogonal,
wenn x1Lxy fir alle x1 € My und xo € Msy. Wir schreiben dann My 1 M.

Satz 2.20 (Pythagoras) Sind x1,...,z,
FElemente eines Prdhilbertraumes mit x; Lxy, Ty + T2 s
fiir alle j # k, so ist

|1+ 2|2 = (| e ] 21

Beweis Wir iiberlegen uns die Aussage nur fiir zwei Vektoren z,y € H mit z_Ly.
Der allgemeine Fall folgt mit vollstdndiger Induktion. Wir haben

lz+yll* = (@+y,z+y) = (z,z)+ (z,y) + {y,2) + (y,9)
= |lz|* + (z,y) + (z.y) +|lylI* = |z]|* + [Jy[|*.
~——— —
=0
]

Wir wenden uns nun einem Problem zu, welches aus der Approximationstheorie
stammt. Wir gehen aus von einem Hilbertraum H und einem abgeschlossenen
Teilraum M von H und betrachten fiir z € H folgendes Problem: Wie gut 148t
sich x durch Elemente aus M approximieren? Besonders gut wére es, Elemente
in M zu finden, fiir die der Abstand zu x minimal wird. Gibt es solche Elemente?
Wie viele? Im Fall H = R? ist die Antwort klar: Wir fillen einfach das Lot von x
auf M. Der FuBlpunkt des Lotes ist dann das eindeutig bestimmte Element von
M mit minimalem Abstand von x.

Satz 2.21 Sei H ein Hilbertraum und M C H ein abgeschlossener linearer Teil-
raum. Dann existiert fiir jedes v € H genau ein z = Pyx € M so, dass

— 2| = inf ||z —yl|.
lz = 2ll = inf |z —y]

Das Element z heifit Element der besten Approximation zu x. Es gilt © — z L M.
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Beweis Wir iiberlegen uns zuerst, dass es ein Element z € M gibt, welches den
Abstand zu x minimiert. Sei d := inf, ¢/ ||z —yl|. Wir wéhlen eine Folge (y,,) C M
mit ||z — y,| — d.

Wir zeigen, dass (y,,) eine Cauchyfolge in M ist. Aus der Parallelogrammgleichung
|u+v||* 4+ [|Ju—v||* = 2||ul|* + 2||v]|* (Satz 2.17 (a)) erhalten wir mit u = x — y,
und v = — Y-

2

T

Yn + Ym
1ym = yall* = 2]z — yull* + 2]z — yul® — 4 ||z — 2

Wegen 3 (yn + ym) € M ist ||z — 3(yn + Ym)|| > d und daher
0 < [lyn = ymll* < 2]z = yall* + 2l|2 — yu|* — 4",

Wegen ||z — y,||*> — d?* erkennen wir, dass (y,) tatsichlich eine Cauchyfolge ist.
Da H vollstindig und M abgeschlossen ist, konvergiert (y,) gegen ein y € M.
Fiir dieses Element y ist

e~ yll = lim [l — | = d.
d.h. y ist ein Element der besten Approximation.

Orthogonalitit. Sei x € X, und z € M sei ein Element mit ||z — z|| = infyep ||z —
y||. Angenommen, es gibt ein y € M, welches nicht orthogonal zu x — z ist, d.h.
fiir das (z —z,y) =: ¢ # 0 ist. Dann ist y # 0, und wir setzen y' := 2+ Wy e M.
Fiir dieses Element gilt

le—yl? = <x—z—%y,x—z—%y>
[yl Iyl

2 ¢ c [k
- - - ) - - Ay + )
oA e 2 e Y g )
o I s P :
L (Y < B W PR L e P
7 T2 ol

im Widerspruch zum Minimaleigenschaft. Also ist x — z L M.

Eindeutigkeit. Seien z1, zo € M FElemente der besten Approximation fiir . Dann
ist z9 — 21 € M. Andererseits wissen wir aus dem vorigen Schritt, dass zo — 21 =
(x—21)—(x—22) L M. Insbesondere ist also zo—2z1 Lzo—2z1, d.h. (20—21, 20—27) = 0.
Dann muss aber z; = 29 sein.

Anmerkung Das Problem der besten Approximation kann (und muss) man auch
in allgemeineren Rdumen studieren. Beispielsweise gilt folgendes Resultat:
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Satz 2.22 Sei X ein normierter Raum und M ein endlich-dimensionaler Teil-
raum von X. Dann gibt es fir jedes x € X ein z € M so, dass ||z — z|| =

infyen [z —yll

(/" Ubung) Diese Aussage stimmt jedoch i.Allg. nicht mehr, wenn M unendlich-
dimensional ist (selbst wenn wir von M Abgeschlossenheit verlangen und von X
Vollsténdigkeit.) Beispielsweise gilt fiir X := ¢y und

M = {(yn) € ¢o: ZynQ’” =0

diese Aussage nicht. Ist ndmlich x = (z,,) € ¢o eine Folge mit ) >° | 2,27" = o >
0, so ist ||z — y|| > o fiir alle y € M:

2 =yl = max\xk yk|—zma}(’xk—yk’2 !

> Z|xn yn|2”>‘z =«

(man beachte, dass x, — y,, — 0). Andererseits ist aber inf ey [z — y|| = . Fiir
jedes € > 0 gibt es nimlich ein y. € M so, dass Hx — y.|]| < a + e. Ein solches .

1Bt sich konkret angeben: wir wihlen n so, dass 57—a < a + ¢ und setzen
T (@ a0
=— a,...,a,0,.. x
yE 2 _ 1 Y ) Y Y
n mal

Das Element 3. gehort zu M:

Z Ye k2 A Z <£Ek — 2n2i 1 O./>2_k + Z ZL‘kQ_k
k=1

k=1 k=n+1
[ee] 2n n
_ —k —k
- et 2 aY
k=1 k=1
2" <1 1 ) 0
_ _ all1 - =) =
2n —1 AL ’
und es ist
27'L
2 = Yellow = maX{Iggf Tht g @~ ol max k—xkl}
2 <o+
= a<a+e
2 —1 ’
wie behauptet. |
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Auch wenn ein Element der besten Approximation existiert, wird es i.Allg. nicht
eindeutig bestimmt sein. Um die Eindeutigkeit zu garantieren, benotigt man in
der Regel stirkere Voraussetzungen an die Norm wie etwa die gleichméflige Kon-
vexitdt. Ein normierter Raum heifit gleichmdfsig konvex, wenn fiir jedes ¢ > 0

ein § > 0 existiert so, dass fiir alle z,y mit ||z|| = ||y|| = 1 und ||z —y|| > ¢
folgt: [|5(z + y)|| <1 — 4. Die Réume LP(X) und ¢” haben fiir 1 < p < oo diese
Eigenschaft. (Details , Schroder, Funktionalanalysis, S. 19). n

Zuriick zum Hilbertraum. Wir haben in Satz 2.21 gesehen, dass fiir jeden Hilbert-
raum H und jeden abgeschlossenen Teilraum M von H fiir jedes x € H ein Ele-
ment z = Pyx € H der besten Approximation existiert und eindeutig bestimmt
ist. Hierdurch wird eine Abbildung P,; : H — M festgelegt, die so genannte or-
thogonale Projektion von H auf M. Diese ist das Analogon des , Lotfallens“ von
einem Punkt auf eine Gerade oder Ebene.

Definition 2.23 Fiir jede nichtleere Teilmenge M eine Prdahilbertraumes X
heipt M+ = {x € X : (x,y) = 0 Vy € M} das orthogonale Komplement zu
M.

Fiir beliebiges () # M C X ist M* ein abgeschlossener linearer Teilraum von X.
Die Linearitéit von M+ sicht man wie folgt

r1, 0 € MT = (auay + aawe, y) = o (w1, y) + aa(a,y) =0
fiir alle aq, g € K und fiir alle y € M,

und die Abgeschlossenheit folgt aus der Stetigkeit des Skalarproduktes:
T, € M+ 2, — 1= 0= (z,,y) — (v,y) =0 fiir alle y € M.

Beispiel: Fiir X = R?® und M = {(z1,79,23) € R3 : 29 = 23 = 0} ist M+ =
{(x1, 79, 23) € R?: 21 = 0}. In diesem speziellen Fall gilt offenbar M + M+ = R3.
&

Wir werden nun sehen, dass die letzte Aussage dieses Beispiels auch allgemein gilt.
Als Schreibweise vereinbaren wir: Sind M, N abgeschlossene lineare Unterrdume
eines Prahilbertraumes H mit M LN und M + N = H, so schreiben wir

H=M&N (orthogonale Summe).

Satz 2.24 Sei H ein Hilbertraum und M ein abgeschlossener nichtleerer linearer
Tewlraum von H. Dann gilt

(a) M@ M+ =H, MnM*={0},

(b) Py ist ein linearer und beschrinkter Operator auf H mit ||Py|| = 1 falls
M # {0} (fir M = {0} ist natirlich Pyy = 0 und || Py|| = 0). Auferdem ist
PM|M = I|M, PM|ML =0|,,, und P}, = Py.

52



Beweis

(a)

Jedes x € H 148t sich schreiben als © = Pya+ (x — Pyx) mit Pyx € M und
x — Pyx € M+ (Satz 2.21). Also ist H = M + M=, und die Orthogonalitiit
M LM ist klar. Weiter: da M und M~ lineare Raume sind, ist 0 € M NM*.
Weitere Elemente gibt es in M N M+~ nicht, denn aus x € M N M+ folgt
(x,z) =0, also x = 0.

Wir zeigen zuerst die Additivitdt von Pp;. Seien x1, x5 € X. Dann sind nach
Satz 2.21 2, — Pyx; und x9 — Pyxe aus M+, und fiir jedes y € M, y # 0,
gilt nach Pythagoras

|21 + @5 — (Pygay + Pyaa) — ylI> = || 21 — Pumy + 2 — Pyay —y |
vV V
eM-+ eM
= oy + @2 — (Pyay + Puyao) |2+ [lyl* > oy + 22 — (Pagay + Py |

Also ist Pyxy + Pyxe € M das Element der besten Approximation fiir
21 + xo. Nach Definition ist daher

Pyxy + Pyxo = Py (21 + 22).

Ahnlich zeigt man Py(ax) = aPyx fir alle x € H und o € K. Also ist Py
ein linearer Operator. Weiter gilt nach Satz 2.21 und Pythagoras fiir jedes
reM

1Pazl® < [Pl + [l — Pyal® = | Puz+ 2 — Py al* = |2,
~— N —
eM eMt
also Py € L(H) und [|[Py|| < 1. Fiir jedes z € M gilt aber Pyz = z und

daher ||Pyz|| = ||z]]. Wahlen wir ein z € M mit Norm 1 (was im Falle
M # {0} moglich ist), folgt || Pas|| = 1. Die iibrigen Aussagen sind klar. m

Anmerkung 2.25 Man kann den ersten Teil von Satz 2.24 auch so lesen:
Fiir jeden abgeschlossenen Teilraum M eines Hilbertraumes H gibt es einen ab-
geschlossenen Teilraum N von H so, dass

M+ N=H, MnN ={0}.

(Man braucht ja nur N = M zu withlen.) Ein solcher Teilraum N heifit auch
ein direktes Komplement von M. Fiir Banachraume gilt diese Aussage nicht mehr
uneingeschrénkt. Sie bleibt aber wenigstens dann noch richtig, wenn M endlich-
dimensional ist. Dariiber hinaus gilt der folgende Satz von Lindenstrauss und
Tzafrin: Hat in einem Banachraum jeder abgeschlossene Teilraum ein direktes
Komplement, so ist der Banachraum zu einem Hilbertraum isomorph.
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2.4 Orthonormalsysteme in separablen Hilbertraumen

Unser néchstes Ziel ist ein Ersatz fiir den aus der linearen Algebra bekannten
Begriff einer Basis. Dabei betrachten wir nur separable Hilbertraume. Allgemein
heifit ein metrischer Raum separabel, wenn es in ihm eine abzdhlbare (,,durch-
nummerierbare“) dichte Teilmenge gibt.

Beispiele

1 2 3 4
1. R ist separabel, da Q dicht 1 v 1 Vs 1 / 1
in R liegt und abzéhlbar ist. ] 5 5 4
Die Abzidhlbarkeit von Q be- - - - -
weist man mit dem Cantor- % y. 2 Y 2 2

schen Diagonalverfahren, wel-
ches rechts fiir die positiven ra- 1 2 § Z_l
3 3 3 3

tionalen Zahlen angedeutet ist.
Dieses Verfahren hilft auch bei 4
den folgenden Beispielen. :

2. R™ und C” sind separabel.

3. Die Raume (€7, ||-||,) mit 1 < p < oo sind separabel. Eine abzéhlbare und
dichte Teilmenge ist jeweils gegeben durch die endlichen Folgen mit ratio-
nalen Eintridgen. Dagegen ist (¢*°, ||-||o) nicht separabel. (,/* Ubung)

4. Die Menge der Polynome mit rationalen Koeffizienten ist abzéhlbar und
liegt dicht in der Menge aller Polynome auf [0, 1] mit der ||-||o-Norm.

5. Nach Weierstra$ liegen die Polynome dicht in (C[0,1], ||[|«). Zusammen
mit 4. zeigt dies die Separabilitét von (C[0, 1], ]|[|o)-

6. Wegen

</ 7e) - 9@)'%) " < e 72— 0] = IF — gl

z€0,1]

liegen die Polynome mit rationalen Koeffizienten auch dicht in
(C10,1],||-[|2). Da L?[0,1] die Vervollstindigung dieses Raumes ist, ist
L?]0, 1] separabel. Fiir p € [1,00) ist auch (L?[0,1], ||-||,) separabel.

Definition 2.26 FEine Teilmenge S eines Prdhilbertraumes H heifit ein Ortho-
gonalsystem, wenn (x,y) = 0 fir alle x,y € S mit © # y, und S heifft ein
Orthonormalsystem (ONS), wenn zusdtzlich {(x,x) = ||z||* =1 fiir alle x € S.
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Lemma 2.27 Sei S ein ONS in einem Prdhilbertraum H. Dann sind die Ele-
mente von S linear unabhdngig.

Beweis Seien z1,...,2, € S, ay,...,a, € Kund ayz; + ... + a,x, = 0. Wir
multiplizieren diese Gleichung skalar mit z; (1 <4 < n) und erhalten

ap{xy, ) + .o F o (T, x) + (T, m) + o+ o (T, ) = (0,2;) = 0.

Diese Gleichung reduziert sich auf «;(x;,x;) = «; = 0. Also sind die Vektoren
x1,...,T, linear unabhingig. |

Fiir jede Teilmenge M eines linearen Raumes bezeichnen wir mit span M die
Menge aller (endlichen) Linearkombinationen von Elementen aus M. Die Menge
span M ist also der kleinste lineare Raum, der alle Elemente aus M enthéalt. Er
heifit auch die lineare Hiille von M.

Ausgehend von einer beliebigen hochstens abzéhlbaren linear unabhéngigen Teil-
menge M = {z, : n < N € NU {oo}} lafit sich ein ONS S = {e, : n < N}
konstruieren, welches dieselbe lineare Hiille wie M besitzt. Diese Konstruktion

heif3t

Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren. Da M eine linear unabhéngi-

ge Menge ist, ist 1 # 0, und wir kénnen e; := x1/||x1]| setzen. Dann ist |le;|| = 1
und span {x;} = span{e; }.
Wir nehmen nun an, ey, ..., e, 1 seien bereits so konstruiert, dass sie ein ONS

bilden und die Bedingung

span{zi,...,T,—1} =span{ey,...,e,_1} (2.19)
erfiillen. Fiir das n-te Element von S definieren wir zunéchst
n—1
frn =2, — Z(xn, ex)€er- (2.20)
k=1

Wegen der linearen Unabhéngigkeit von M ist x, ¢ span{zi,...,x, 1} und
damit z,, ¢ span{ej,...,e, 1} wegen (2.19). Folglich ist f, # 0, und e, :=
fu/ll fnll ist korrekt definiert und hat die Norm 1. Es ist auch klar, dass

span {xy,...,T,} =span{xy,..., T, 1, fn} =span{ey, ..., e, 1,6}

Wir iiberlegen uns noch, dass {ey,...,e,} ein ONS bildet. Da {ey,...,e,_1} ein
ONS bildet, miissen wir nur noch zeigen, dass (e;, e,,) = 0 fiir alle j < n —1 bzw.
(ej, fn) = 0 fir alle j <n — 1. Nun ist aber fir j <n —1

n—1 n—1
<fn76j> - <xn_z<xnaek>ekae]’> xnae] Z L, €k7e]>
k=1

k=1

[y

= (@, €5) — ) (Tn,ex)(er, €;) = (Tn, €;) — (Tp, €5) = 0. =

3

i
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Anmerkung Das Element S7— 1 (x,,, e )ey, in (2.20) ist die Orthoprojektion von
x, auf span {eq, ..., e, 1}, d.h. die beste Approximation von z,, durch ein Element
aus span {eq,...,e,_1}. (/" Satz 2.35).

Satz 2.28 (a) Jedes Orthonormalsystem in einem separablen Hilbertraum be-
sitzt héchstens abzdihlbar viele Elemente.

(b) Jeder separable Hilbertraum H besitzt ein hichstens abzihlbares ONS S mit
closspan S = H.

Beweis (a) Sind z,y € H Elemente mit ||z|| = [|y|| =1 und (z,y) = 0, so gilt

lz = ylI* = (z =y, 2 —y) = |2l = (z,9) — (y,2) + |ylI* = 2.

Der Abstand je zweier verschiedener Elemente eines ONS betrigt also v/2. Ist
nun (z,) eine abzdhlbare dichte Teilmenge von H, so liegt jedes Element von
H in einer der Kugeln Uy j5(x,). Fiir je zwei Elemente u, v einer solchen Kugel
Uija(xn) gilt aber

1 1
o= o]l < =l + o = 2al] € 545 =1< V2.

Jede der Kugeln Uy o(z,,) enthilt also hochstens eines der Elemente eines vor-
gegebenen ONS. Ein ONS in H kann also nicht mehr Elemente enthalten als es
Kugeln Uy /5(z,,) gibt, also hochstens abzéhlbar viele.

(b) Sei (x,) € H eine abzihlbare dichte Teilmenge von H. Dann gilt clos {z,} =
H, also erst recht closspan {z, } = H. Wir wihlen

yp:=xp fallszy #0 und y; = x9 sonst.

Weiter sei fiir jedes k > 2 y, das erste Element der Folge (x,), welches nicht
in span{yi,...,yr_1} liegt. Auf diese Weise erhalten wir eine Teilfolge (y,) von
(x,), deren Elemente linear unabhingig sind und fiir die gilt

closspan {y, } = closspan{z,} = H.

AuBerdem ist klar, dass die Folge (y,,) hochstens abzihlbar viele Eintrige enthélt.
Mit dem Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren erzeugen wir aus (y,,) ein
hochstens abzihlbares ONS (z,,) von H mit

closspan {z,} = closspan{y,} = H. N

Definition 2.29 Ist H separabler Hilbertraum wund S ein ONS i H mit
closspan S = H, so heifit S Hilbertbasis oder Orthonormalbasis (ONB) von H
oder vollstandiges ONS.
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Nach Satz 2.28(b) besitzt jeder separable Hilbertraum eine ONB. Man beachte,
dass eine Hilbertbasis keine Basis im Sinne der linearen Algebra ist.

Beispiel 1: Die Folgen e, := (0,...,0,1,0,...) (mit der 1 an der n-ten Stelle)
bilden eine Hilbertbasis im ¢2. Die Menge (e, ),>1 ist ndmlich ein ONS in %) und
die Menge aller endlichen Linearkombinationen Y ,_, ayey liegt dicht in 2. m

Beispiel 2: Die Funktionen e,(t) := e*™™ = cos2mnt + isin27nt mit n € Z

bilden ein vollstindiges ONS in L?[0, 1], wie wir aus der Analysis wissen. Dieses
ONS bildet die Grundlage der Theorie der klassischen Fourierreihen. |

Beispiel 3: Wie wir bereits vermerkt haben, liegen die Polynome dicht in
L?[—1,1]. Die Menge S = {1 = t°, ¢!, #*,¢3,...} ist also eine linear unabhingige
Teilmenge von L?[—1,1] mit closspanS = L?[—1,1]. Anwendung des Schmidt-
schen Orthogonalisierungsverfahrens auf die Menge S liefert eine Hilbertbasis B

von H. Die Funktionen in B haben die Gestalt / 2”2—+1Pn (n=0,1,2,...), wobei
P, ein Polynom vom Grad n ist. Die Polynome P, heiflen Legendre-Polynome.

Sie lassen sich auch aus

1
—onpl dn

P, (t) (*=1)")

berechnen. (,/* Ubung) n

Ist (e;), eine orthonormale Basis in einem endlich-dimensionalen Hilbertraum
H, so kann man jedes Element x € H eindeutig schreiben als z = )" | x;e;, wobei
x; = (x,e;). Wir werden nun sehen, dass eine dhnliche Aussage fiir unendlich-
dimensionale Hilbertraume gilt: Ist (e;)32, eine Hilbertbasis von H, so laft sich
jedes Element x € H eindeutig schreiben als x = Y ° xe; mit o; = (z,¢;).
Wir sehen uns zunéchst das Konvergenzverhalten solcher Reihen an. Sind die z;
Elemente eines Prahilbertraumes (oder eines beliebigen normierten Raumes) H,
so heifit wie iiblich die Reihe Y .7, z; konvergent gegen x € H, wenn

n n
lim E r; =x bzw. lim H E T; — xH = 0.
n—00 T n—oo || 4 T

1= 1=

Satz 2.30 Sei (e;)°, ein ONS in einem Hilbertraum H tber K und seien «,
i € N Zahlen aus K. Dann konvergiert die Reihe Y >, aze; genau dann in H,
wenn die Reihe Y oo |a;]* in R konvergiert.

Beweis Da (e;) ein ONS ist, gilt nach Pythagoras fiir beliebige n,r € N

2

n-+r n-+r n-+r
S ae| = Y et = ) fel” (2.21)
i=n-+1 i=n-+1 i=n+1
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Also ist die Folge der Partialsummen der Reihe ) a;e; genau dann eine Cauchy-
folge, wenn die Folge der Partialsummen der Reihe Y |a;]? eine Cauchyfolge
bildet. Da sowohl H (It. Voraussetzung) als auch R (Cauchysches Konvergenz-
kriterium) vollstdndige Rdume sind, folgt sofort die Behauptung. |

Folgerung 2.31 Die Voraussetzungen seien wie in Satz 2.30. Wenn die Reihe
Yoo, aie; in H konvergiert, so gill

[ > e, (Z )" = )l (2:22)
i=1
Beweis Aus (2.21) folgt fiir alle n € N
n ) n
HZaiei = ZlO&Z‘F.
i=1 i=1

Der Grenziibergang n — oo liefert wegen der Stetigkeit der Norm die Behaup-
tung. [

Folgerung 2.32 Die Voraussetzungen seien wie in Satz 2.30. Wenn die Reihe
Yooy aie; in H konvergiert, so konvergiert auch jede Umordnung dieser Reihe.

Beweis Die Reihe > 7% |oy|? ist absolut konvergent. Also konvergiert auch jede
Umordnung dieser Reihe (* Vorlesung Analysis). Nach Satz 2.30 konvergiert
dann auch die zugehérige Umordnung der Reihe Y% aye;. |

Fiir das Weitere benotigen wir noch die Besselsche Ungleichung.

Satz 2.33 (Besselsche Ungleichung) Sei (e;)52, ein ONS in einem Hilber-
traum H diber K und sei x € H. Dann gilt

Dl enl® < . (2.23)
i=1
Die Konvergenz der Reihe ist Teil der Behauptung.

Beweis Es ist fiir jedes k € N

k 2 k k
0 < x—Z(x, eeill = <x—Z(m,ei)ei,x—Z(x,ei>ei>
i=1 i=1 i=1
k k k k
= |l]* - Z@? ei) (€ (,e) <Z N ez,z x,ej)e >
=1 =1 7=1
k k
= lzl® = 2)_ Kz,edP + ) (o e (e, e
i=1 i=1

k
= Jl=|I* - Z [z, ). (2.24)
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Also ist
k

> Hzen < el

i=1
fiir jedes k € N, woraus die Konvergenz der Reihe und die Besselsche Ungleichung
(2.23) folgen. n

Insbesondere folgt aus (2.23), dass fiir jedes & € H die Reihe Y ;7 [(z,€;)]?
konvergiert. Zusammen mit Satz 2.30 folgt hieraus, dass fiir jedes ©+ € H die
Reihe )" (z,e;)e; in H konvergiert. Wir nennen diese Reihe die Fourierreihe
und die Zahlen (z, ¢;) die Fourierkoeffizienten von x beziiglich des ONS (¢;). Die
Frage ist, unter welchen Voraussetzungen an (¢;) die Fourierreihe von x gegen x
konvergiert.

Satz 2.34 Sei (e;)2, ein ONS im Hilbertraum H dber K. Die folgenden Aussa-
gen sind dquivalent:

(a) Fir jedes x € H konvergiert die Reihe Y .-, (x,e;)e; gegen x.
(b) Fir jedes x € H gilt die Parsevalsche Gleichung

oo
D el = Jlzf)”
i=1

(¢) Das orthogonale Komplement der Menge (e;)2, ist {0}.
(d) (e;)2, ist ein vollstindiges ONS, d.h. eine ONB.

Beweis (a) = (b) In (2.24) haben wir gesehen, dass

2 k
= JlzlI” = Ko, e
i=1

fiir jedes ONS gilt. Ist x durch seine Fourierreihe darstellbar, so konvergiert die
linke Seite dieser Identitédt gegen 0 fiir & — co. Dann muf aber auch die rechte
Seite fiir £ — oo gegen 0 konvergieren.

k

T — Z(m,ei>e,~

i=1

(b) = (c) Ist = in (&), so ist (z,e;) = 0 fiir alle . Nach der Parsevalschen
Gleichung ist z = 0.

(c) = (a) Sei x € H und z := Y.~ (x,¢;)e;. Dann gilt fiir jedes j
<Z - I,€j> = <Z<m’6i>eiuej> - <.T,€j> = <(L’,€j> - <I,€j> =0,
i=1

d.h. z — x € (¢;)*. Nach Annahme (c) ist 2 —z = 0, also = = z.
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(a) = (d) Klar.

(d) = (c) Sei € H ein Element mit (z,e;) = 0 fiir alle 4. Dann steht x auch
senkrecht zu span (e;) und wegen der Stetigkeit des Skalarproduktes auch zu
closspan (e¢;) = H. Es ist also (z,y) = 0 fiir alle y € H; insbesondere fiir y = x.
Aus (z,z) =0 folgt = = 0. N

Wir beenden diesen Abschnitt mit zwei einfachen Konsequenzen der obigen Uber-
legungen.

Satz 2.35 (Beste Approximation) Sei (e;) ein ONS im Hilbertraum H dber
K und sei x € H. Dann gilt fir alle cq,...,c, € K

n
Xr — E C;€;
=1

und das Gleichheitszeichen wird genau dann angenommen, wenn ¢; = (x, €;).

n

T — Z(aj,el}ei

i=1

>

Y

Die n-te Partialsumme der Fourierreihe von x liefert also die beste Approximation
von x durch Elemente aus span{ey,...,e,}, d.h. es ist fiir alle z € H

n

Pspan{el,...,en}x - Z<x, 67;)61‘.

i=1

Beweis Sei x; := (x,¢;). Dann ist

n n n
HQZ’ — E Ci€; = <$ — E Ci€;, T — E Ci€i>
i=1 i=1 i=1
n n

n
= ”x||2_zci<6i7$> _ZC_Z'(xaez‘)"’Zcic_i
i=1 i=1 i=1
n n n n n
= ||95||2—Zcﬂ_i—ZC_iImLZCz‘C_HrZ!Eﬂ_i—ZWF
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n n
=l = P+ (- )@ — )
i=1 i=1
n n
= el? =Y lailP + ) lei — il
i=1 i=1
2.24 & 2
224 H$—Z$i€i +Z‘xi_ci’2-
i=1 i=1

Hieraus folgt wegen Y " | |z; — ¢;|* > 0 die Behauptung. n

2
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Satz 2.36 (Riesz-Fischer) Jeder separable unendlich-dimensionale Hilbert-
raum H ist isometrisch isomorph zum Hilbertraum €% (iiber dem gleichen Kdrper

K).

Beweis Sei (e;)7°, eine ONB von H (diese existiert nach Satz 2.28 (b)). Jedes
Element = € H 148t sich eindeutig als Fourierreihe » >°, (x, e;)e; darstellen, und
aus der Parsevalschen Gleichung folgt, dass die Folge ((z,¢;)):2, der Fourierkoef-
fizienten von x zum Raum ¢* gehort und dass die Gleichung

besteht. Die Abbildung

J:H — (2, Z T, e;)e; (T, e))y (2.25)
=1

ist also eine Isometrie von H in ¢?. Wir zeigen, dass J den Raum H auf(? abbildet.
Sei dazu (a;) eine beliebige Folge aus ¢2, d.h. die Reihe > |;|? soll konvergieren.
Nach Satz 2.30 konvergiert dann auch die Reihe > aye; in H; ihren Grenzwert
bezeichnen wir mit . Wieder wegen der Stetigkeit des Skalarproduktes gilt

D
(x,e;) g Qe e; ) = E a;(e;, ej) = aj.
i=1

Also ist a; der j-te Fourierkoeffizient von z, d.h. J bildet z auf (a;)52, ab.

Es ist klar, dass die in (2.25) definierte Abbildung J die Operationen respektiert,
d.h. dass J(z +vy) = Jr + Jy und J(ax) = aJz ist. J ist also nicht nur eine
isometrische, sondern auch eine lineare Abbildung. |

Man kann sich also beim Rechnen in einem separablen unendlich-dimensionalen
Hilbertraum immer auf das Rechnen mit Folgen in ¢? zuriickziehen. Man beachte
aber, dass es keinen natiirlichen Isomorphismus von H auf ¢? gibt. Die Konstruk-
tion von J setzt ndmlich die Wahl einer Basis voraus.

Folgerung 2.37 Jeder separable Hilbertraum tiber K st entweder isometrisch
isomorph zu einem der Riume K™ (n € N) oder zum Raum (* (iiber dem Kdorper

Damit haben wir zugleich (bis auf Isometrie) alle moglichen separablen Hilbert-
rdume beschrieben.
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2.5 Lineare Operatoren auf Hilbertraumen

Wir beginnen mit einem Resultat, welches einen Grundpfeiler der Hilbertraum-
theorie darstellt. Dazu erinnern wir uns, dass fiir jeden normierten Raum X {iiber
einem Koérper K der Raum X’ := L(X,K) der duale Raum von X heifit und die
Elemente von X' lineare beschrinkte Funktionale heiflen. Ist H ein Hilbertraum,
so definiert jedes Element y € H ein lineares beschrinktes Funktional f auf H
durch

f(x) = (z,y) furallez € H. (2.26)

Die Linearitét von f ist klar, und die Beschrianktheit folgt sofort aus der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung:

[F (@) = [l <zl lyll,  dbe (1 f e < lylla
AuBerdem ist fiir y # 0

_ AV 71
7= s 111 2 | ()| = P =y = 1o

und die so erhaltene Ungleichung || f]| > ||ly|| gilt auch fiir y = 0. Also ist sogar

1l =yl (2.27)

Der folgende Satz zeigt, dass alle Elemente von H' von der Gestalt (2.26) sind.

Satz 2.38 (Riesz’scher Darstellungssatz) Sei H ein Hilbertraum und f €
H'. Dann gibt es genau ein Elementy € H so, dass f(x) = (x,y) fir allex € H.

Beweis Wir zeigen zuerst, dass es fiir jedes f € H' ein y € H mit f(z) = (x,y)
fir alle z € H gibt. Da f stetig ist, ist der Kern von f, d.h. die Menge L := {z €
H : f(z) = 0}, ein abgeschlossener Unterraum von H. Ist L = H, so ist f das
Nullfunktional, und wir kénnen y = 0 wéhlen. Sei also L ein echter Teilraum von

H.

Sei z ein Element aus L' mit f(z) = 1, welches wir fixieren, und sei z ein
beliebiges Element aus H. Fiir das Element = — f(x)z gilt

flz = f(x)z) = f(z) = f(2) f(2) =0, dh z—f(zx)z€L.

Dann ist
(x — f(2)z,2) =0 bzw. (x,2) = f(x){(z,2) bzw. f(z)= (z, ﬁ)»

d.h. wir kénnen y = z/||z||* wihlen.

Um die Eindeutigkeitsaussage zu zeigen, nehmen wir an, es giibe zwei Elemente
y1,Y2 € H so, dass (x,y1) = (z,y9) fiir alle x € H. Dann ist (x,y; — y2) = 0 fiir
alle z € H, insbesondere fiir x := y; — y». Hieraus folgt aber y; — yo = 0. |
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Beispielsweise hat jedes lineare beschrinkte Funktional f auf ¢? die Gestalt
f@)=f((z:)) = Za:i@ mit einer fixierten Folge (y;) € ¢2,
i=1

und jedes lineare beschrinkte Funktional f auf L?(X) ist von der Form
flz) = / z(t)y(t)dt mit einer fixierten Funktion y € L*(X).
X

Als erste Konsequenz von Satz 2.38 vermerken wir

Satz 2.39 Sei H ein Hilbertraum und T € L(H). Dann existiert genau ein Ope-
rator T* € L(H) mit

(Tx,y) = (z, T*y) fir alle z,y € H.

Beweis Fiir jedes feste y € H wird durch x +— (T'z,y) ein lineares beschrénktes
Funktional f, definiert: die Linearitét ist klar, und die Beschranktheit sicht man
so:

(@) = [Tz, )| < Tl lyll < 170 ]l lyll (2.28)

Nach Satz 2.38 gibt es ein eindeutig bestimmtes Element aus H, welches wir mit
T*y bezeichnen, so dass

fy(@) = (Tz,y) = (x,T"y) fiir allex € H.

Hierdurch wird eine Abbildung 7" : H — H definiert. Diese ist linear: Fiir alle
x, Y1, Y2 € H, aq, as € K gilt ndmlich

(@, T (ayr + ay2) — an Ty — aT™ys)
= (2, T*(a1y1 + aoyn)) — @iz, T y1) — @z, T"yo)
= (T'z, 0nys + aya) — (Tw, cqyr) — (T'r, aye) = 0.

Da dies fiir alle z € H gilt, ist T*(a1y1 + aoy2) — ay T y; — axT™*ys = 0, also
T*(oqyr + aaya) = ar T y1 + a1 ys.

AuBerdem ist T beschrankt. Wegen (2.27) ist namlich [|[T*y||z = || fy,| m, und
aus (2.28) folgt weiter

1Tyl = 1 fullr < Nl 1yl

d.h. insbesondere
N7 | Ly < 1T\ oy (2.29)
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Definition 2.40 Der Operator T* heif§t die Hilbertraum-Adjungierte von T

Satz 2.41 (a) Fir beliebige Operatoren S,T € L(H) und Zahlen o, € K gilt:

(S + BT)* = aS* + pT*.

(ST)* = T*S".

(T*)* =T.

Ist T stetig invertierbar, so ist auch T* stetig invertierbar, und es gilt

(T*)~! = (T-1)".
(b) Fiir jeden Operator T € L(H) gilt
|7 = 7| = |77,
Beweis (a) / Ubung.
(b) Sei x € H mit ||z|| = 1. Dann gilt
|IT2|* = (T2, Tx) = (T"Tw,x) < |T"Tx|| =] < |T°T.

Gehen wir auf der linken Seite von ||Tz||? < || T*T|| zum Supremum iiber alle x
mit ||z = 1 {iber, so folgt || T)|> < ||T*T|| < ||T*]] ||T]]. Es ist also ||T|| < || T*]],
und analog (wegen 7™ = T oder auch wegen (2.29)) ||[7*| < ||T']|. Also ist
|T|| = ||T*||, und nun ist auch klar, dass ||T||* = ||T*T|. o

Beispiel 1: Die Adjungierte eines Operators A € L(K™). Sei A beziiglich

der Standardbasis von K" gegeben durch die Matrix (a;)7,—;, und seien z =

(21, .., 2)T, y = (y1,...,yn)T € K" (ebenfalls bzgl. dieser Basis). Dann ist
(g = 303 oy T = 30 i = A%,
=1 j=1 7j=1 =1
wobei A* durch die Matrix (a_ﬁ)?jzl beschrieben wird (adjungierte Matrix). m

Beispiel 2: Adjungierte des Verschiebungsoperators. Sei V : (> — (2,
(x1,22,...) — (0,21, 29,...) der Operator der , Vorwértsverschiebung® (forward
shift). Fiir jedes (y1,%s,...) € £? ist

(V(xy,z9,...), (Y1,y2,...)) = (0,21, 22,...), (y1,Y2,...))
= 11Uy + T2y + ... = (21,72, .), (Y2, U3, .))-

Also ist
Vv :22 _>€27 (31171/273/37---) = <y27y37y47"')
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der Operator der , Riickwirtsverschiebung® (backward shift). |

Beispiel 3: Adjungierte von Integraloperatoren. Fiir £ € C(X x X) oder
k€ L*(X x X) ist der Integraloperator

(Au)(t) :/Xk;(t,s)u(s)ds

beschrinkt auf L?(X). Wir iiberlegen uns die Beschrinktheit unter den Voraus-
setzungen, dass k messbar auf X x X ist und dass

/ \k(t, s)|ds < ¢, / |k(t,s)|dt < ¢y fast tiberall auf X.
b b
Fiir jedes u € L*(X) ist

(Au)(t)] < /X k(t, )] [u(s)|ds = /X k(t, )[Y2 |kt )2 Ju(s)]ds

(/X \k(t,s)|ds> v (/X |k, s)| |u(8)\2ds) v (Holder)
< C}/2</X|k‘(t,8)|IU(5)|2ds>1/2’

IN

also

JAul? = /X (Au)(B)Pdt < o /X /X k()] [u(s)Pds dt

- cl/X/X|k(t,s)||u(s)|2dtds:cl/X|u(s)|2/X|k(t,s)|dtds

< aer [ fu()Pds = aealul
X
d.h. A ist beschrinkt und ||A|| < \/cicz. Hier haben wir den Satz von Fubini

benutzt, wonach
//f(37t)d8dt=//f(S,t)dtds
X JX X JX

fiir jede Funktion f € L'(X x X).
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Seien nun u,v € L*(X). Wegen

(] el ldsn)’
<(wwsreraso)( [ wslorsn)
([t [ e taas)( [ wor [ e olasa)
<o [ uPds: / ofe)

< crcalul*[Jv]]* <

diirfen wir Fubini anwenden und erhalten

(Au,v) = /X(Au)(t)mdt:/X/Xk(t,s)u(s)ds@dt
= /){u(s)/){k(t,s)@dtds:/Xu(s)/va(t)dtds

- /X u(s) (A0)(3)ds = (u, A"0)

mit

(A*0)(s) =

Der adjungierte Operator zu A ist also wieder ein Integraloperator, dessen Kern-
funktion k* durch k*(¢,s) = k(s,t) gegeben ist.

k(t,s)v(t)dt fiir s € X.

o~

Man beachte die Analogie zur Adjungierten (aj;) einer Matrix (a;;). Diese Ana-
logie zeigt sich auch bei der Produktbildung. Sind A, B Integraloperatoren mit
Kernfunktionen a, b, so ist C' = AB der Integraloperator mit der Kernfunktion

c(t, s):/Xa(t,r)b(r,s)dr.

Es ist ndmlich
(ABu)(t) = /Xa(t,r)(Bu)(r)dr: a(t,r)/Xb(r,s)u(s)dsdr

_ /X ( /X alt,r)b(r. s)dr Ju(s)ds = /X o(t, s)u(s)ds

in Analogie zu (Cij) = (alj)(blj) = (Zle airbrj)zjzl. |

Definition 2.42 Fin Operator T' € L(H) heifit

o~
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e selbstadjungiert, wenn T* =T
e normal, wenn TT* = T*T.

e unitiir, wenn T invertierbar und T—' = T*.

In Abschnitt 2.3 haben wir Orthoprojektoren geometrisch eingefithrt. Wir kénnen
diese Operatoren nun auch algebraisch charakterisieren.

Satz 2.43 Fir P € L(H) sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) P ist Orthoprojektor, d.h. P = Py fiir einen abgeschlossenen Unterraum M
von H.

(b) P* =P und P = P? (Selbstadjungiertheit und Idempotenz).

Beweis (a) = (b). Wir wissen aus Satz 2.24, dass Py, = P3, und y — Pyy Ll M
fiir alle y € H. Hieraus folgt fiir beliebige x,y € H

P = (P P, — P = (P, P
(Pyz,y) (Pyuzx, Pyy+vy vY) = (Pux, Pay)
eM eM-L

- + P Ay P - 7P )
(z + Pyz —x, Pyy) = (z, Pyy)
eM+ eM
also Py, = Py.
(b) = (a). Sei M :=ImP ={x € H:3Jy € H mit Py = x}. M ist ein linearer

Teilraum von H. Wir iiberlegen uns die Abgeschlossenheit von M und zeigen

dazu vorab, dass
relmP & x=Pz. (2.30)

Ist z € Im P, so gibt es ein y € H mit Py = x. Also ist Px = P?y = Py = 1.
Umgekehrt folgt aus # = Pz natiirlich x € Im P. Dann ist (2.30) gezeigt.

Ist nun (z,,) eine Folge in M mit Grenzwert © € H, so gilt nach (2.30) z,, = Px,
fiir alle n. Grenziibergang n — oo liefert + = Pz, also x € M wiederum nach
(2.30). Wir zeigen nun, dass fiir jedes © € H das Element Pz € M das Element
der besten Néaherung fiir # in M ist. Zunéchst ist x — Pz L M. Fir jedes y € H
ist ndmlich
(x — Pz, Py) = (Pz — P*r,y) = (Px — Px,y) = 0.
Daher gilt fiir jedes z € M
Jo = 22 = llg = Pg+Pa— 2|2 = o — Pafl® + | Pz — 2|2,
—— =
eMt eM
d.h. ||z — z|| wird fiir 2 € M genau dann am kleinsten, wenn z = Px. Also ist

P:PM |

Wir beenden diesen Abschnitt mit einem Ergebnis, das eine Beziehung herstellt
zwischen den Kernen bzw. Bildraumen eine Operators und seiner Adjungierten.
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Satz 2.44 Sei H ein Hilbertraum und A € L(H). Dann gilt
Ker A* = (Im A)*  und Tm A* = (Ker A)".

Beweis Wir iiberlegen uns die erste Bezichung. Fiir die zweite  Ubung. Fiir
jedes x € H gilt

reKerA* & Az =0

< (A*z,yy=0 VYyeH

< (r,Ayy=0 VYyeH

& zllmA

& ze€(ImA)*t o

2.6 Kompakte Operatoren

Die kompakten linearen Operatoren bilden eine Teilmenge der linearen beschrénk-
ten Operatoren, die in ihren Eigenschaften den aus der linearen Algebra bekann-
ten Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen Réumen (= Matrizen) recht na-
he kommen. Dies werden wir jedoch erst spéter deutlich sehen; hier beschrénken
wir uns auf die Definition, einige grundlegende Eigenschaften sowie Beispiele.

Definition 2.45 Seien X,Y normierte Raume. Ein linearer Operator K : X —
Y heifit kompakt, wenn er beschrinkte Mengen (in X ) in relativ kompakte Men-
gen (in'Y') abbildet.

Da eine Teilmenge Z von X genau dann beschréankt ist, wenn sie in einem Viel-
fachen der Einheitskugel B = {z € X : ||z| < 1} liegt, lassen sich kompakte
Operatoren auch so charakterisieren: Ein linearer Operator K : X — Y ist kom-
pakt genau dann, wenn er die abgeschlossene Einheitskugel von X in eine relativ
kompakte Menge (in Y') tiberfithrt. Wir bezeichnen die Menge der kompakten
Operatoren K : X — Y mit K(X,Y) und schreiben K(X) fir K(X,X). Da
relativ kompakte Mengen beschriankt sind, folgt aus der Definition sofort
K(X,Y)CL(X,Y).

Im folgenden Satz sind wichtige Eigenschaften kompakter Operatoren zusammen-
gefasst.

Satz 2.46 Scien X,Y,Z Banachriume. Dann gilt

(a) K(X,Y) ist ein abgeschlossener linearer Teilraum von L(X,Y).

(b) Ist K € K(X,Y) und A€ L(Z,X) bzw. A€ L(Y,Z), so ist
KA€ K(ZY) baw. AK€ K(X,Z).

Das Produkt eines kompakten Operators mit einem beschrinkten Operator
ist also ein kompakter Operator.
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Beweis: Linearitit von K(X,Y). Seien K7, Ky € K(X,Y), aj,a; € K und
K = a1 K; + as Ky, Wir miissen zeigen, dass K kompakt ist, d.h. dass sich aus
(K2, )nen eine konvergente Teilfolge auswihlen ldsst, wenn die x,, € X beliebige
Elemente mit ||z, || <1 sind.

Da K; kompakt ist, gibt es eine Teilfolge (z,)neny von (x,)nen (mit einer un-
endlichen Teilmenge N C N) so, dass die Folge (Kix,)n,en konvergiert. Da
K5 kompakt ist, findet man weiter eine Teilfolge (2, )nen von (x,)nen S0, dass
auch (Koxp)nen konvergiert. Dann konvergiert aber auch die Folge (K, )peny =
((a1K1 + agKg)a:n)neN,,.

Abgeschlossenheit von K (X,Y). Sei (K,,) C K(X,Y) eine Folge von kompak-
ten Operatoren, die gegen einen Operator K € L(X,Y') konvergiert. Wir haben
zu zeigen, dass K € K(X,Y). Sei (z,) € X eine Folge mit ||z, | < 1 fiir alle
n € N. Da K; kompakt ist, finden wir eine Teilfolge (x1,)nen von (x,) so, dass
(K111,) konvergiert. Weiter gibt es wegen der Kompaktheit von K5 eine Teilfolge
(Zon)nen von (x1,) so, dass (Kyxs,) konvergiert. Wir fahren so fort und erhalten
fiir jedes k > 2 eine Teilfolge (z4,) von (z4_1,) so, dass (Kjxy,) konvergiert. Aus

@ T12 13 T14
~
€21 @ €23 24
~
T31 32 @ T34

wéhlen wir die ,Diagonalfolge® (z,) mit z, := 2, aus. Da (2,),>x eine Teilfolge
von (Zp)n>1 ist, konvergiert die Folge (Kjzy,)n>1 fiir jedes k. Dann muss aber
auch die Folge (K z,) konvergieren: Fiir jedes £ > 0 gibt es ndmlich ein k so, dass
| K — K|l <e/3, und es gibt weiter ein N so, dass

| Krzn — Krzm| <e/3 fir alle m,n > N.
Fiir alle n,m > N gilt daher

| Kz, — Kz, || | Kz — Kizo|| + | Kkzn — Kezm|| + || Kizm — Kz ||

<
< K = Kl llznll + (K520 — Kzl + [ K = K| [|zm]] < e

Also ist (Kz,) eine Cauchyfolge in Y und mithin konvergent. Es gibt also eine
Teilfolge (z,) von (z,), so dass (K z,) konvergiert.

(b) Seien z.B. K € K(X,Y) und A € L(Y, Z), und sei (x,) C X eine Folge mit
|z,|| <1 fiir alle n. Wegen der Kompaktheit von K existiert eine Teilfolge (2],),en
von (x,,) so, dass (K x!, ) konvergiert. Wegen der Stetigkeit von A konvergiert dann
auch die Folge (AKz!). Also ist AK kompakt. Die Kompaktheit von K A zeigen
wir in der Ubung. |

69



Wir sehen uns nun einige Beispiele fiir kompakte Operatoren an.

Beispiel 1: Operatoren von endlichem Rang. Wie bei Matrizen bezeichnet
man die Dimension des Bildraumes AX = Im A eines Operators A : X — Y auch
als Rang des Operators. Ein Operator A € L(X,Y") heifit von endlichem Rang,
wenn dimIm A < oco. Die Menge aller Operatoren A € L(X,Y) von endlichem
Rang bezeichnet man oft mit F'(X,Y) bzw. F(X) falls X =Y.

Lemma 2.47 Fiir beliebige Banachriume gilt F(X,Y) C K(X,Y).

Beweis Sei A € F(X,Y). Wegen der Beschréinktheit bildet A jede beschrinkte
Menge M C X auf eine beschrankte Menge AM C Im A ab. Da Im A endlich-
dimensional ist, ist die beschrankte Menge AM relativ kompakt. |

Einige Banachrdume sind dadurch ausgezeichnet, dass sich jeder kompakte Ope-
rator durch Operatoren von endlichem Rang approximieren l&3t. Man sagt auch,
dass diese Raume die Approzimationseigenschaft besitzen. Insbesondere gilt

Satz 2.48 Ist H ein separabler Hilbertraum, so ist clos F(H) = K(H).

Beweis Aus Lemma 2.47 und Satz 2.46 (a) wissen wir, dass clos F'(H) C K(H).
Wir miissen noch zeigen, dass sich jeder kompakte Operator K € K(H) durch
Operatoren von endlichem Rang approximieren 1a8t. Sei B die Einheitskugel von
H. Weiter sei (e;)72, eine Hilbertbasis von H und P, der Orthoprojektor auf
span{ey,...,e,}. Dann ist K, .= P,K € F(H), und fiir jedes © € H gilt

|Kz — Kyz|| = ||Kx — P,Kz| — 0 fiirn — oo (2.31)

(vgl. Satz 2.34). Weiter: fiir jedes ¢ > 0 gibt es ein endliches ¢/3-Netz
{Kzy,...,Kz,} in KB, und wegen (2.31) finden wir ein N = N(¢) so, dass

|Kx; — Kyxi]| <e/3 fiiralled € {1,...,r} und fiir n > N.

Ist nun = € B beliebig und z; so gewihlt, dass ||Kz — Kx;|| < ¢/3, so ist fiir alle
n>N

Kz — Kyzl| < |[Ke — K| + [[Kzi — Kpwi| + [ Ko — Ko
< ¢/3+¢/3+ ||P(Kz;, — Kz)|| <e.

Also ist || K — K,|| < ¢ fiir alle n > N, woraus die Behauptung folgt. [

Man kann sich sogar leicht iiberlegen, dass jeder Hilbertraum die Approximati-
onseigenschaft besitzt: Ist B die Einheitskugel in H, so ist K(B) kompakt und
daher auch separabel. Dann ist auch Im K ein separabler Hilbertraum, und man
kann weiter schliefen wie oben.
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Auch die uns bereits bekannten Banachraume ¢ und LP mit 1 < p < oo sowie
C(X) haben die Approximationseigenschaft (fiir C'(X) siche z.B. Folgerung 4.1.6
n [Schroder]). Allerdings hat P. Enflo 1973 einen separablen Banachraum X
konstruiert, fiir den F'(X) nicht dicht in K(X) liegt. [

Beispiel 2: Sei H = ¢*> und (a,,) € ¢*°. Durch K(z,) := (a,z,) wird ein linearer
(klar) und beschréinkter Operator K : £* — (? definiert:

00 1/2 00 1/2
HM%)HZ(Z\%%IQ) < sup Jai| (lef) = [I(@n)lloo [[(zn)l2-

i=1 =1
Im Falle (a,) € ¢y ist dieser Operator kompakt. Mit dem Operator
P, : 0> = 0*  (x;)— (21,29,...,7,,0,0,...),

ist namlich

1/2
1K (z;) — PoK (2,)]| = (Z \am?) < sup fai| - ||(@a)]|2

i>n+1 izn+
und aus sup;s,,,; |a;| — 0 fiir n — oo (da a; — 0) folgt || — P, K| — 0. n

Beispiel 3: Integraloperatoren auf C'(X).

Sei X C RY cine kompakte Menge mit nicht-

leerem Inneren und Jordan-mefbar, und R > 0 RN
sei so gewihlt, dass X C Bgr(0) = {z € RY :
|z]| < R}. Weiter sei A = {(z,2) : x € X} i
die ,,Diagonale“ von X x X. Schliellich sei X A X x X
k: X x X — R eine schwach singuldre Kern- 1
funktion, d.h. k sei stetig auf (X x X)\A, und = =
es gebe Konstanten m > 0 und a € [0, N) so,
dass

|k(t,s)| < ml|t—s|™* fiir alle (t,s) € (X x X)\A.

Wir betrachten den durch
(K F)(t) = / k(L s)f(s)ds, te€ X,
X

definierten schwach singuldren Integraloperator K und wollen dessen Kompakt-
heit als Operator von C'(X) nach C'(X) zeigen.

Sei zuerst k stetig auf ganz X x X. In diesem Fall wissen wir bereits, dass
K € L(C(X)) ist (Beispiel 3 aus 2.1). Also bildet K beschréinkte Mengen auf
beschréankte Mengen ab. Insbesondere ist das Bild der Einheitskugel beschrankt.
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Wir zeigen noch die gleichgradige Stetigkeit dieser Menge. Die Kernfunktion &
ist gleichméfig stetig auf X x X. Fiir jedes € > 0 finden wir also ein ¢ so, dass
|k(t1,s) — k(ta,s)| < e fiir alle ¢yt mit ||t; — t2|| < § und fiir alle s. Ist nun
|t1 — t2|| < d und f € C(X) eine beliebige Funktion mit || f||. < 1, so wird

(K F)(t) — (K f)(t2)] < /X k(t1,5) — klta, 5)] | f(s)] ds < - Vol (X),

d.h. die Einheitskugel von C'(X) wird durch K auf eine gleichgradig stetige Menge
abgebildet. Nach Arzela-Ascoli ist K in diesem Fall also kompakt.

Im allgemeinen Fall iiberlegen wir uns zuerst, dass K f fiir jedes f € C'(X) eine
beschréankte Funktion ist:

/k(t,s)f(s) ds
X
< Hf||oosup/ k(£ 5) |ds<m\|f|\oosup/ it — s|=°ds

Br(0)

[Kflle = sup
teX

< sup / k(t, )| |£(5)] ds

< wlfle [ fsfeas
By (0)

Wie wir aus der Analysis wissen, ist dieses Integral endlich.

Nun wihlen wir ein § € (a, N) und betrachten die Kernfunktionen

k(1) k(t,s) fir [t —s| > 1/n,
n(l,8) 1=
nflt — s|Pk(t,s) fiir [t —s| < 1/n.

Wegen 3 > « sind diese Funktionen auf X x X stetig. Den durch die Kernfunktion
k, definierten Integraloperator bezeichnen wir mit K,,. Fiir beliebige Funktionen
f € C(X) hat man dann

IKf = Knfllw = sup

teX

< ||fuoosup/yms (t9)] ds

teX

/ (k(t,s) = kn(t,s)) f(s)ds

< 1 flloosup / mlt — 5|71 — Pt — 5|) ds
teX JseX,|t—s|<1/n

< lfle [ gl s ds
1/

(0

Integrale iiber radialsymmetrische Funktionen lassen sich durch Benutzung von
Kugelkoordinaten auswerten. Allgemein gilt

oN/2 R X
/B o Jlshas =2 fory / PNUE(r) dr
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(vgl. Fichtenholz III, Nr. 676, Beispiel 12), und wir erhalten damit weiter

1/n
IKf = Kuflle < Cllflle [ 700 = %) dr
0

1/n
= Cllfle [N e ar
0

1/n

TN—oz nBTN—a-i-B
= Clfllc { v——=—~v—
N—-—a N-a+pf

B en( 1 1
= Clflleon (N_a N—a+5>' (2.32)

Fiir n — oo geht dies wegen @ — N < 0 gegen 0. Hieraus folgt erstens, dass K f
als gleichméfiiger Grenzwert stetiger Funktionen wieder stetig ist, d.h. K bildet
C(X) in C(X) ab, und zweitens, dass

0

1 1
K- K, <Cn*N - 0.
| ey < Cn (N_a N—a+ﬁ)—>

Da alle Operatoren K, kompakt sind, ist K nach Satz 2.46 (a) kompakt. n

Beispiel 4: Hilbert-Schmidt-Operatoren. Sei X wie im vorigen Beispiel und
k eine quadratisch integrierbare Kernfunktion, d.h. & € L*(X x X). Der Integral-
operator

(KF) (1) = / K(t,)f(s) ds

X

heiBt dann auch ein Hilbert-Schmidt-Operator. Wir zeigen, dass K € L(L*(X)).
Fiir jede Funktion f € L*(X) ist mit der Holder-Ungleichung

(KB < /X Ikt )| |£(s)] ds

(/X (2, s)|2ds> v </X |f(s)|2ds) "
also
15l = (A'(K”(”'?dt)mé ( |/ |k<t7s>l2dsdt)l/2 ( / |f(s)|2ds)1/2

bzw. || K flr2x) < [|Kllz2(xxx)ll fl|L2(x)- Insbesondere ist K beschrénkt und

IN

KN < N1El 22 xxx) -

Hilbert-Schmidt-Operatoren erweisen sich sogar als kompakt. Um dies zu sehen,
withlen wir eine Hilbertbasis (e,,),en von L?(X). Weiter sei P, der Orthoprojektor
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von L*(X) auf span{ey,...,e,}. Die Operatoren K,, := P,K + KP, — P,KP,
sind dann von endlichem Rang, und die Kompaktheit von K folgt aus Satz 2.46,
sobald wir gezeigt haben, dass ||[K — K| r2x)) — 0 fiir n — oo. Dazu sei
r € L*(X) eine beliebige Funktion mit Fourierentwicklung = = 3 jen Tj€j und
Norm ||z||12(x) = 1. Mit dieser Funktion gilt wegen der Parsevalschen Gleichung

2

(7 = Kool = 3K = Kahoedl? = 323 anl(K — Kae )
< Z(ZW Z\ (K — K,) e],el>|2> (Hélder)

=1 =

=1

— Z |(Kej,e;) — (KPyej,e;) — (PKej e;) + <PnKPnej,e,->|2.
=

7 1

Man iiberlegt sich leicht, dass diese Summe gleich

> Kej e

i,j>n+1
ist. Z.B.ist fir i <nmund j >n+1
<K€j, 67;> — <Kpn€j, 67;> — <PnK€j, €i> + <PnKPn€], 6i> =
= <K€j>6i> —0-— <K6]’,Pn€i> +0=0.
Um zu zeigen, dass

Z [(Kej,e)|> — 0 fiir n — oo,

ij>n+1

miissen wir nachweisen, dass

> Kej e’ < oo.

,5>1

Nun ist

(Kej,ei)2x) = /X(Kej)(t)ei_(t)dt:/X/Xk(t,s)ej(s)ei_(t)dsdt

_ / / k() 9) fi(s, 1) d(s, 1)

XxX

mit

fii(s,t) = ej(s)ei_(t) fir (s,t) € X x X,
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d.h.
<K€j7 €i>L2(X) = <k7 fji>L2(X><X)-

Man sieht leicht, dass die Funktionen f;; mit 4,7 > 1 ein ONS in L*(X x X)
bilden. Aus der Besselschen Ungleichung folgt daher

> {Kej el = Yk fid e oooo” < Ik < 00
i,j>1 i,j>1
und damit die Behauptung. |

Wir beenden diesen Abschnitt mit einem Resultat iiber kompakte Operatoren
auf Hilbertraumen.

Satz 2.49 Sei H ein separabler Hilbertraum. Ein Operator K € L(H) ist genau
dann kompakt, wenn der adjungierte Operator K* kompakt ist.

Beweis Sei (e;) eine ONB von H und P, der Orthoprojektor von H auf
span{ey,...,e,}. Im Beweis von Satz 2.48 haben wir gesehen, dass fiir kom-
pakte Operatoren K gilt | K — P, K || — 0. Dann gilt aber auch ||(K — P, K)*|| =
|K* — K*P,|| — 0, und da die Operatoren K*P, von endlichem Rang sind, folgt
mit Satz 2.46 die Kompaktheit von K*. |

Dieses Resultat gilt sogar fiir beliebige Hilbertrdume.
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3 Grundprinzipien der Funktionalanalysis

3.1 Der Satz von Baire und seine Folgerungen
3.1.1 Der Satz von Baire

Alle funktionalanalytischen Resultate dieses Abschnittes beruhen auf folgendem
Satz.

Satz 3.1 (Baire) Sei X ein vollstindiger metrischer Raum, und die A; C X
mit j € N seien abgeschlossene Teilmengen von X mit X = U2, A;. Dann hat
wenigstens eine der Mengen A; ein nichtleeres Inneres.

Beweis Angenommen, keine der Mengen A; besitzt innere Punkte. Wir wihlen
xog € X und gy > 0 beliebig. Mit B, (z) bezeichnen wir die offene Kugel um = € X
mit Radius r > 0.

Die Menge B.,/2(xo) N (X\A;) ist nicht leer (sonst wiirde ja B., /(o) vollstéindig
in A; liegen, d.h. A; hétte innere Punkte) und offen (da B, /2(xo) und X\ A4,
offen sind). Es gibt daher ein ;7 € X und ein & > 0 (welches wir aulerdem
kleiner als 1 wihlen kénnen) so, dass

le (l'1> C Beo/z(l’o) N (X\Al)
Weiter existiert ebenso ein 25 € X und ein &5 € (0,1/2) mit
BEQ(.I'Q) C le/g(l'l) N (X\AQ)

Wir fahren so fort und konstruieren Folgen (z;) C X und (¢;) C R mit ¢; €
(0,1/5) so, dass
Be;(x;) C Bey_ya(j-1) 0 (X\A).

Die Folge (z;) ist eine Cauchyfolge. Nach Konstruktion ist namlich fiir £ > j > 1

£; 1
d({L‘k,iL‘j) < 5] < Z

Da X vollsténdig ist, konvergiert die Folge (z;), und fiir den Grenzwert z € X

dieser Folge gilt
lim d(zg, z;) = d(z,z;) < % Vj e N.

k—o00

Es ist also
x € Bepa(xj) C Be,(x5) C Be,_yjo(wj—1) N (X\Ay)

und daher x € A; fiir alle j. Dies widerspricht der Voraussetzung U;’il Aj=X.m
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Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes heift
e nirgends dicht, wenn clos A keine inneren Punkte enthélt.

e von 1. Kategorie, wenn sie eine Vereinigung hochstens abzéhlbar vieler nir-
gends dichter Mengen ist.

e von 2. Kategorie, wenn sie nicht von erster Kategorie ist.
Mit diesen Begriffen 148t sich Satz 3.1 wie folgt formulieren.

Satz 3.2 (Baire’scher Kategoriensatz) Jeder wvollstindige metrische Raum
1st von 2. Kategorie.

Der Baire’sche Kategoriensatz hat bemerkenswerte Konsequenzen. Z.B. ist die
Menge aller algebraischen Zahlen (d.h. die Menge aller Nullstellen von Poly-
nomen mit ganzzahligen Koeffizienten) abzdhlbar und folglich eine Menge von
erster Kategorie. Da R vollstandig ist, folgt aus dem Baire’schen Kategoriensatz
die Existenz transzendenter Zahlen. Auch die Menge der auf dem Intervall [0, 1]
stetigen und in wenigstens einem Punkt differenzierbaren Funktionen erweist sich
als von erster Kategorie in C[0, 1] (diese Menge ist also ,sehr klein®). Da C[0, 1]
vollstandig ist, folgt mit Satz 3.2 die Existenz von nirgends differenzierbaren ste-
tigen Funktionen (und es gibt ,sehr viele“ solcher Funktionen). Weiter ist aus der
Analysis bekannt, dass der punktweise Grenzwert einer Folge stetiger Funktionen
im Allgemeinen nicht stetig ist. Mit Satz 3.2 kann man aber zeigen, dass die
Menge der Unstetigkeitsstellen der Grenzfunktion einer punktweise konvergenten
Folge in C[0,1] von erster Kategorie ist. Sie hat also ,nur wenige* Unstetig-
keitsstellen, vgl. [Yosida, S. 14]. Weitere Anwendungen diskutieren wir in den
folgenden Abschnitten.

3.1.2 Das Prinzip der gleichméifligen Beschrianktheit

Satz 3.3 (Prinzip der gleichmifligen Beschrinktheit) Sei X ein Banach-
raum, Y ein normierter Raum, und B C L(X,Y") sei eine nichtleere Familie von
Operatoren mit der Figenschaft, dass supgeg ||Bz|| < oo fiir jedes x € X. Dann
ist supgeg || Bl < o0.

Beweis Fiir jedes n € N sei A, := {x € X : supgeg||Bz| < n}. Diese Mengen
sind abgeschlossen. Es ist ndmlich

A, = ﬂ{x € X : ||Bz|| <n},
BeB

und wegen der Stetigkeit von B ist jede der Mengen {z € X : ||Bz| < n}
abgeschlossen. Aufierdem ist offenbar (J~ | A, = X. Nach Satz 3.1 gibt es ein n

so, dass A,, eine komplette abgeschlossene Kugel U.(xy) mit € > 0 enthélt.
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Fiir alle z € X mit ||z|| < 1 und alle B € B ist dann

1 1 1 2n
1Bz|| = -l B(ex)ll < ZIIB (ex + o) [| + ZI1B 2o || < —
£ ~—— £ ~~ £
EUg(xo)CAn €An
Hieraus folgt || B|| < 2n/e fiir alle B € B. N

Das Prinzip der gleichméfiigen Beschréinktheit spielt z.B. eine Rolle, wenn man
andere Konvergenzarten von Operatoren als die Normkonvergenz betrachten
mochte. Stellen wir uns vor, wir mdchten eine Operatorgleichung

Az =y, AeclL(X), yeX (3.1)

ndherungsweise 16sen. In der Regel wird man versuchen, y durch einen endlichen
Vektor anzundhern und A durch eine nxn—-Matrix zu ,,approximieren‘ und statt
(3.1) das lineare Gleichungssystem

Apxy, = Yns A€ Cnxn’ Y€ c*

betrachten. In welchem Sinne soll die Matrix A, den Operator A ,approximie-
ren“? Die Forderung ||A, — A|| — 0 ist auf den ersten Blick verlockend; sie
engt jedoch die Klasse der moglichen Gleichungen (3.1) zu stark ein. Wir wissen
ja bereits, dass die Matrizen A,, Operatoren von endlichem Rang sind, und die
einzigen Operatoren, die sich beziiglich der Normkonvergenz durch Operatoren
von endlichem Rang approximieren lassen, sind die kompakten. Die Forderung
|A — A,|]] — 0 wiirde also bedeuten, dass wir nur Gleichungen Az = y mit
kompakten Operatoren A ndherungsweise 16sen konnten. Aus diesem Grund be-
trachtet man allgemeinere Konvergenzbegriffe.

Definition 3.4 Seien X,Y normierte Raume und A,, A € L(X,Y). Die Folge
(A,) konvergiert stark oder punktweise gegen A, wenn

|Apx — Az|ly — 0 fir alle x € X.

Wegen || A,z — Az|| < ||A, — A|| ||z]| ist jede norm-konvergente Folge (A,) auch
stark konvergent. Die Umkehrung gilt jedoch nicht.

Beispiel 1: Sei H ein separabler Hilberraum mit ONB (e;)°,, und sei P, der
Orthoprojektor von H auf span{ey,...,e,}. Die Aussagen der Sitze 2.34 und
2.35 konnen wir dann auch so formulieren:

P, — I stark fiir n — oo.

Nach Satz 2.35 ist namlich P,z = 3°7 (7, ¢;)e;, und aus Satz 2.34 wissen wir,
dass x = 7 (z, ¢j)e;.
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Die Projektoren P, konvergieren aber nicht in der Norm gegen den identischen
Operator I, falls die Dimension von H unendlich ist. Wiirden sie ndmlich in der
Norm gegen I konvergieren, so wére die identische Abbildung I kompakt, da
jeder Operator P, von endlichem Rang ist. Dann wére aber die Einheitskugel
von H relativ kompakt. Wir haben jedoch bereits bemerkt, dass sich aus der
Menge (e;);>1 wegen |e; — e;j|| = /2 fiir i # j keine normkonvergente Teilfolge
auswéhlen 1&83t. u

Aus Satz 3.3 erhidlt man leicht, dass man auf die Forderung A € L(X,Y) in
Definition 3.4 verzichten kann, wenn X ein Banachraum ist:

Satz 3.5 Sei X ein Banachraum, Y ein normierter Raum, und (A,) sei eine
Folge in L(X,Y") mit der Eigenschaft, dass der Grenzwert Ax := lim,,_,, A,z fir
jedes x € X existiert. Dann ist A € L(X,Y), und es gilt ||A|| < liminf|A,| <
sup || A,]| < oo.

Beweis Die Linearitéit von A ist sofort klar. Weiter folgt aus der Konvergenz
Apx — Az, dass sup, ||A,z]| < oo fiir jedes z € X und somit nach Satz 3.3
sup || A,]| < co. Damit gilt fur jedes x € X

|Az|| = lim ||A,z|| = liminf | A,z|| < liminf [|A,|| [|z]] < sup ||A.] ||=||- N
n—oo n—oo n—oo

n—o0

Satz 3.6 (Banach/Steinhaus) Seien X,Y Banachriume, und (A,) sei eine
Folge in L(X,Y). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) FEs gibt ein A € L(X,Y) mit Ax =lim A,z fir alle x € X.

(b) Es gilt sup ||An|| < oo, und der Grenzwert lim,,_,o, A,x existiert fir alle x

aus einer dichten Teilmenge Xo von X.

Beweis Die Implikation (a) = (b) folgt aus dem Prinzip der gleichméfligen Be-
schranktheit. Wir zeigen nun (b) = (a). Sei M := sup ||A4,||. Zu jedem z € X
und € > 0 findet man ein z € X so, dass ||z — z|| < €, und man findet weiter ein
N so, dass |A,z — Apz]| < e fiir alle m,n > N. Fir alle m,n > N ist dann

|Anz — Apz|| < JJAnz — Anz|| + [|Anz — Azl + ||Amz — Anz]]
< Al lz = 2|l + | Anz — Amz|| + [[An]| |z — 2| < (2M + 1)e.

Also ist fiir jedes z € X die Folge (A,x) eine Cauchyfolge in Y und somit kon-
vergent. Die Behauptung folgt nun sofort aus Satz 3.5. ]

Beispiel 2: Konvergenz von Quadraturformeln. Fiir jedes n € N seien eine
: (n) (n) (n) :
Unterteilung a < ¢, <t} < ... < tm, < b des Intervalls [a,b] sowie Zahlen

@,i") eR, k=0,...,m,, gegeben. Wir betrachten die Quadraturformel
Quf = o f (1),
k=0
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die jeder stetigen Funktion f auf [a,b] eine Zahl @, f zuordnet, die wir als Nahe-
rung fiir das Integral fab f(x)dx betrachten mochten. Definieren wir ) durch
Qf = f;f(x)dx, so lautet die Frage, wann Q,f — Qf fir alle f € Cla,?]
gilt bzw. wann die Funktionale (),, stark gegen () konvergieren.

Satz 3.7 FEs gilt genau dann Q,f — Qf = fabf(x) dx fir alle f € Cla,b], wenn

(a) es ein M >0 gibt mit Z |oz,(€n)| < M fiir allen € N und
k=0

(b) Q.p — Qp fir alle Polynome p auf |a,b].
Beweis Es ist fiir jedes f € Cla, ]

1Quf1 =Yl F ™) < 1l > ot
k=0 k=0

und somit [|@Q,| < >, |oz,(€n)|. In dieser Abschétzung gilt sogar die Gleichheit.
Um dies zu sehen, wéhlen wir fiir f eine

stiickweise lineare Funktion mit || f|lc = 1

und «
FE) =sgnal™ V. .
1 4
Fiir diese Funktion ist /\ .
o a. : : : :b
Qf:Z|Oél(c)|- o \° ta
k=0 —17
131

Die Bedingung in (a) bedeutet also gera-

de, dass sup,, || Qx| < M < oo ist.

Da die Polynome in C|a, b] dicht liegen (Weierstraf}), folgt die Behauptung sofort
aus Satz 3.6. |

3.1.3 Das Prinzip der offenen Abbildung

Als zweite Anwendung des Baireschen Kategoriensatzes erhélt man das folgende
Resultat. Der dargestellte Beweis stammt von Schauder; vgl. auch [Schroder], S.
71-72.

Satz 3.8 (Prinzip der offenen Abbildung) Seien X und Y Banachrdume
und A € L(X,Y) sei surjektiv. Dann ist fir jede in X offene Menge G das
Bild AG offen in Y.

Beweis Fiir A, B CY und «a € K setzen wir

aA:={aaeY:ac A} und A+B:={a+beY:acA be B}.
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Dann gilt offensichtlich

Q
s
I
Q
S
=
5
o
|
Sy

+BCA+B.
Wir setzen zur Abkiirzung U, := B.(0) € X und V. :
nacheinander:

= B.(0) C Y und zeigen

(a) Zu jedem e > 0 existiert ein 6 > 0 mit Vs C AUs..
(b) Zu jedem e > 0 existiert ein §; > 0 mit Vs, C AU..
(c) AG ist offen in Y fiir jede offene Menge G C X.

Zu (a). Sei € > 0. Da X = J,5, nU. und A surjektiv ist, gilt

Y = AX = JA(nU.) = | J nAU. € | J nAU.

n>1 n>1 n>1

Nach dem Baire’schen Kategoriensatz existieren n > 1, ¢/ € Y und ¢ > 0 mit

Yy + Vs CnAU. = nAU..
Fir y := %y’ und ¢ := %5’ ist also

y+ Vs C AU..

Hieraus folgt

V; C —y+AU. C AU, + AU. C AU. ¥ AU.
= /4(LQ‘+'LQ) gg/i[&a-

Zu (b). Sei € > 0. Wegen (a) kann man ¢, > 0 mit > ., &, < ¢ und d, > 0
mit Vs, C A—Ugn mit lim, .., = 0 wihlen. Wir zeigen, dass d; bereits die
verlangten Eigenschaften besitzt. Zu jedem y € V3, C AU, existiert ein x; € U,,
mit ||y — Ax,|| < 0y, d.h. y — Az € Vs, C AU.,. Sukzessive finden wir z,, € U.,
mit

y— Al + ... +x,) €Vs,,, CAU.,,,.

Nun existiert aber der Grenzwert z := ) _ z, € X, da ja

Y llzall > e <,

n>1 n>1
und es gilt [|z|| <37 o ||lza| <e. AuBerdem ist Az =y, also y € AU...

Zu (c). Sei G C X offen und y € AG. Wir schreiben y als Az mit x € G und
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wéhlen € > 0 so, dass B:(z) C G. Nach (b) existiert § > 0 mit Vs C AU.. Damit
ist

Bsly) = y+Vs Cy+ AU. = Az + AU.
= A(z+U.) = A(B:(z)) € AG,

d.h. AG ist offen. ™

Als Folgerung erhélt man den bereits angesprochenen Satz von Banach iiber den
inversen Operator.

Satz 3.9 (Banach) Seien X und Y Banachriume und A € L(X,Y) ein bijek-
tiver (d.h. invertierbarer) Operator. Dann ist A~' € L(Y, X), d.h. A ist stetig
invertierbar.

Zum Beweis geniigt es zu bemerken, dass eine Abbildung f : M — N zwischen
metrischen Rdumen genau dann stetig auf ganz M ist, wenn das Urbild jeder in
N offenen Menge in M offen ist (,/ Ubung). Wegen Satz 3.8 trifft dies gerade
auf die Abbildung A™': Y — X zu. |

Folgerung 3.10 Secien X undY Banachrdume. Die folgenden Bedingungen sind
dquivalent fiir einen Operator A € L(X,Y):

(a) A ist nach unten beschrinkt, d.h. es gibt ein C > 0 so, dass |Az|| > C||z||
fir alle x € X.

(b) Ker A= {0} und Im A ist abgeschlossen.

Beweis Die Implikation (a) = (b) haben wir bereits im Beweis von Satz 2.8

gezeigt. Fiir die umgekehrte Implikation bemerken wir, dass Im A vollstédndig ist

und dass demzufolge der Operator A : X — Im A nach Satz 3.9 stetig invertierbar
ist. Sei B : Im A — X seine Inverse. Fiir alle z € X ist dann

]l = | BAz]| < | B[ A=]],
also ||Az|| > C||z|| mit C := || B|~'. o

Im néchsten Satz erhalten wir eine weitere Charakterisierung der Stetigkeit. Dazu
benétigen wir einige Bezeichnungen. Sind X, Y normierte Rdume iiber K, so kann
man ihr Produkt X x Y = {(z,y) : © € X,y € Y} zu einem normierten Raum
machen, indem man etwa definiert

I )l ==/ llzlx + 1yl V(zy) € X xY. (3:2)

Eine Folge in X x Y konvergiert genau dann bez. dieser Norm, wenn sie kompo-
nentenweise konvergiert. Insbesondere gilt also: Sind X, Y Banachridume, so ist
auch X x Y Banachraum. Andere Definitionen wie

Gz, )l = max{[l]l, [[yl[} oder ||(z,y)[| := llz[l + [ly]
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fithren zu dquivalenten Normen auf X xY". Die Norm (3.2) auf X xY ist besonders
bequem, wenn X und Y Hilbertraume sind. In diesem Fall definiert ndmlich

(@1, 91), (T2, 92)) = (@1, 22) x + (Y1, ¥2)v
ein Skalarprodukt auf X x Y, das genau die Norm (3.2) erzeugt.

Satz 3.11 (Satz vom abgeschlossenen Graphen) Seien X,Y Banachriu-
me und A : X — Y eine lineare Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dqui-
valent:

(a) A ist stetig auf X.

(b) Ist (z,) C X eine Folge, fir die (z,, Ax,) gegen (x,y) € X XY konvergiert,
so ist y = Ax.

(¢) Der Graph von A, d.h. die Menge {(z,Ax) € X xY :x € X}, ist abge-
schlossen in X x'Y.

Beweis Die Implikationen (a) = (b) = (c) sind klar. Wir zeigen noch (c¢) = (a).
Sei G(A) := {(z,Az) € X xY : xz € X} ein abgeschlossener linearer Teilraum
von X x Y. Dann ist G(A) selbst ein Banachraum. Die Abbildung

m:GA) - X, (z,Az)— =z

ist offenbar linear, bijektiv und stetig. Wegen Satz 3.9 ist 7, ' ebenfalls stetig.
Weiter ist die Abbildung

mo: G(A) =Y, (z,Azr)— Az

linear und stetig. Dann ist auch die Hintereinanderausfithrung myon; ! stetig. Die
Abbildung 7 o 7, ! ist aber gerade der Operator A:

Xsx m' (z,Az) ™ Az N
Als Anwendung erhalten wir das folgende klassische Resultat.

Satz 3.12 (Hellinger/Toeplitz) Sei H ein Hilbertraum, A : H — H ein li-
nearer Operator, und es gelte (Ax,y) = (x, Ay) fir alle x,y € H. Dann ist A
stetig.

Beweis Wir benutzen die Implikation (b) = (a) aus dem Satz vom abgeschlos-
senen Graphen. Sei (x,) C H eine Folge mit z,, — = und Az, — y in H. Dann
gilt fiir alle z € H

(z,y) = lim (2, Az,,) = lim (Az, x,) = (Az,z) = (2, Ax),

n—oo n—oo

also Ax = y. |
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3.2 Duale Riaume und der Satz von Hahn-Banach
3.2.1 Der Fortsetzungssatz von Hahn-Banach

In diesem Abschnitt untersuchen wir den dualen Raum X’ = L(X,K) eines
Banachraumes X genauer. Ist X ist Hilbertraum, so wissen wir aus dem Darstel-
lungssatz von Riesz, dass es auf X sehr viele lineare beschréinkte Funktionale gibt.
Im Fall eines beliebigen Banachraumes ist dagegen im Moment nicht einmal klar,
ob es iiberhaupt lineare beschrénkte Funktionale (abgesehen von der Abbildung
x + 0) gibt. Dies wird durch den Fortsetzungssatz von Hahn/Banach gesichert.

Satz 3.13 (Hahn/Banach) Sei X ein normierter Raum tber dem Korper K
(=R oder C), M C X sei ein linearer (nicht notwendig abgeschlossener) Teil-
raum von X, und f : M — K sei ein lineares und beschrinktes Funktional auf M,
d.h. es ist |f(x)| < Cllz| fir alle x € M. Dann gibt es ein lineares beschrinktes
Funktional F': X — K mit

(i)  F(z) = f(z) fir allex € M
1) N Fleeer) = [ long)-

Beweisidee Wir wollen den Beweis nur fiir den Fall erlautern, wo K = R und
der Raum X separabel ist, d.h. wenn es eine abzidhlbare Teilmenge von X gibt,
welche dicht in X ist. Diese Einschrdnkungen erlauben es, den Beweis im wesent-
lichen mittels vollsténdiger Induktion zu fithren. Im allgemeinen Fall nichtsepa-
rabler Rdume bendtigt man fiir den Beweis nichtkonstruktive Hilfsmittel wie das
Zorn’sche Lemma oder (dazu dquivalent) die Methode der transfiniten Indukti-
on. Einen kompletten Beweis findet man z.B. in Schréder, Funktionalanalysis, S.
TT-T8.

In einem ersten Schritt iiberlegen wir uns, wie man f von M auf einen Raum
fortsetzen kann, der eine ,Dimension mehr* als M besitzt und natiirlich so, dass
(i) und (ii) entsprechend gelten. Genauer: Sei z € X\ M und

M, =span{M,z} ={m+tx: meM,teR}

Es ist einfach zu sehen, dass jedes Element von M; eindeutig in der Form m + tx
mit m € M und t € R geschrieben werden kann. Fiir jede Fortsetzung f; von f
auf M, gilt

film -+ t2) = fi(m) + tfi(@) = f(m) +tc
mit einem ¢ € R, iiber das wir im Moment nichts wissen. Die Frage ist, ob wir
c = fi(z) so wihlen kénnen, dass || fi||zv,r) = || fllLovr), d-h. dass

|film +tx)| = |f(m) +tc| < ||f||||m +tz]] Yme M,teR (3.3)

ist. Wenn wir ¢ so withlen konnen, dass (3.3) gilt, ist || f1]| < || f]], und die umge-
kehrte Ungleichung ist ohnehin klar.
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Weiter: es geniigt zu zeigen, dass es ein ¢ € R so gibt, dass
fm)+te <||fll [|m+tx|]| Vme M, teR. (3.4)

Aus (3.4) folgt nédmlich auch

(3.4)
—(f(m) +tc) = f(=m) + (=t)e < |fI[[[=m — ta|| = [ f]| [lm + tz]|

und damit (3.3) (hier haben wir ausgenutzt, dass K = R ist). Schreiben wir (3.4)
fiir t =1 und t = —1 auf, so folgt

c<|fllim+2l = flm)  Ym e M,
fm) =\ fl[Hlm =zl <e  Vme M.

Es geniigt nun zu zeigen, dass man ¢ so wihlen kann, dass (3.5) und (3.6) gelten.
Aus (3.5) folgt namlich fiir alle t > 0

m (3.5) m
flm) +te=t(F() +¢) <t +all = 1] I+t

und ahnlich erhélt man aus (3.6) fur alle ¢t < 0

m (3.6) m
fm) +te==t(£(5) =c) = =t —all = [ m+ o]

Damit folgt (3.4) fiir alle ¢ # 0, und fiir ¢ = 0 ist (3.4) ohnehin fiir jedes ¢ richtig.

Es ist nun klar, dass man genau dann eine Zahl ¢ (unabhéngig von m) so wihlen
kann, dass (3.5) und (3.6) gelten, wenn

fma) = [ fl lma = zf] < ([ f[[ [Ime + ]| = f(m2)  Vmi,ma € M.
Diese Ungleichung ist dquivalent zur folgenden:
flma) + f(ma) < ([fI {lma = zl| + [|f[] |2 + 2] Vma,my € M.
Dies ist offenbar richtig, denn fiir alle my,my € M, x € X gilt
f(ma) + f(ma) = f(my+ma) <|[fl[ [Ima +me| < IF]] (lma =zl + [lmz + ).
Also kann man tatséchlich ein ¢ € R so wéhlen, dass
Silm +tx) = f(m) +tc und Al = [[f]].

Sei nun © = {y1,ys, ...} eine abzdhlbare dichte Teilmenge von X. Als z; wihlen
wir das y; mit dem kleinsten ¢, welches nicht in M liegt. Wenn es kein solches
x1 gibt, so liegt M dicht in X, und wir kénnen sofort zum letzten Beweisschritt
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iibergehen. Wie oben beschrieben setzen wir f von M zu einem Funktional f;
auf M; := span{M,x;} so fort, dass || fi|| = || f]|- Nun wéhlen wir als z das y;
mit dem kleinsten 7, welches nicht in M; liegt. Dann konnen wir f; von M; auf
My := span{ My, x5} so fortsetzen, dass || f2|| = || f1]| = || f]|. Wir fahren auf diese
Weise fort und erhalten schliellich ein Funktional F* auf | J,, M,,, welches auf M,
mit f, (und damit auf M mit f) iibereinstimmt und fiir das gilt ||F|| = || f.]| =
| f||. Die Vereinigung |J,, M,, kann sich dabei {iber endlich oder abzéhlbar viele
Mengen erstrecken.

Nun ist auf Grund unserer Konstruktion klar, dass (J,, M, eine dichte Teilmenge
von X ist. Mit Satz 2.6 konnen wir F' von dieser dichten Teilmenge zu einem
Funktional auf ganz clos(lJ,, M,) = X stetig fortsetzen, wobei die Norm erhalten
bleibt. n

Folgerung 3.14 Sei X ein normierter Raum und xo € X mit xo # 0. Dann gibt
es ein Funktional f € X' so, dass || f|| = 1 und f(x¢) = ||zo]|.

Beweis Sei M := span{z,}. Jedes Element x € M 148t sich eindeutig schreiben
als © = azrg mit a € K. Wir definieren f auf M durch f(z) = al|zo||. Dann ist
f(zo) = ||@o]|, und fiir jedes x = axy € M gilt

|[F(@)] = lal f[zoll = llaoll = |,

d.h. ||f||x = 1. Nach Hahn-Banach 148t sich f zu einem Funktional auf ganz X
fortsetzen, welches auf M mit f iibereinstimmt und gleiche Norm wie f hat. m

Insbesondere gilt also fiir jedes = € X: ist f(z) = 0 fiir alle f € X', so ist x = 0.
In diesem Sinne besitzt X geniigend viele Elemente.

Folgerung 3.15 Sei X ein normierter Raum, M ein linearer Teilraum, und se:
Yo € X so, dass d :=inf e ||yo — || > 0. Dann gibt es ein f € X' so, dass

(i)  f(x)=0 firallexe M,
(i) flyo) =1,
(i) [ fllx = 1/d.

Beweis Sei My := span{M,yo}. Da yo nicht in M liegt, 148t sich jedes Element
x aus M eindeutig schreiben als x = m + ayy mit m € M, a € K. Wir definieren

f:My—K, z=m+ay — «a.

Offenbar ist f ein lineares Funktional, welches (i) und (ii) erfiillt. Weiterhin ist
f: My — K beschréinkt, denn fiir z = m + ayp ist im Falle o £ 0

o ]l ] 1
= < —ll=ll,

[f(@)] = [e] = = my <
lm +ayoll  llyo + 51— d
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und im Falle @ = 0 gilt die Abschéitzung |f(z)| < [|z| offenbar auch. Insbe-
sondere ist also || f|a < 1/d. Wir {iberlegen uns noch, dass || f||a; = 1/d. Dazu
wihlen wir eine Folge (m,) € M so, dass ||yg — m,|| — d fir n — co. Wegen

f (Yo — mn)| = f(y0) = f(mn)| =1

gilt dann
1§WM%—WMS$%—mN%1anﬁm.
Also ist limy, o || ]| |l¥o — mn|| = 1, und andererseits ist natiirlich
Tim (7] g0 = mall = 7] i flgo — mo | = dl£].
Hieraus folgt ||f]| = 1/d. [
flx) >1/2

Als bemerkenswerte Konsequenz erhélt
man hieraus beispielsweise, dass es (in Yo
den Bezeichnungen von Folgerung 3.15)
eine Hyperebene H gibt, welche M

und 1o trennt, d.h. so, dass yy und M M
auf verschiedenen Seiten von H liegen. /(
Man kann z.B. wihlen \ \ \ \ 1
1/2
H={reX: f(x)=1/2). \ flz) <1/

Es gibt auch weitaus verbliiffendere Konsequenzen des Hahn-Banach-Satzes. So
ist ja die Abbildung

lim: ¢—R, (z,)—limz,
ein lineares Funktional auf ¢, welches dariiber hinaus stetig ist:

[ lim @, | < sup [2,] = [|[(zn) |-
Nach Hahn-Banach gibt es eine Fortsetzung dieses Funktionals vom Raum ¢ auf
den Raum ¢°° aller beschrankten Folgen. Es existiert also eine stetige lineare
Abbildung Lim auf ¢, welche jeder beschréankten Folge (x,) € (> eine reelle
Zahl Lim z,, zuordnet, wobei Limx, der gewthnliche Limes ist, falls (x,) € c.
Man kann Lim sogar so wéhlen, dass

liminf z,, < Limx, < limsup z,

fir alle (z,,) € > ist. Eine solche Abbildung Lim heifit Banach-Limes.
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3.2.2 Duale Raume einiger konkreter Banachriume

Fiir einige konkrete Banachrédume lassen sich die dualen Rdume explizit beschrei-
ben. Wir sehen uns einige Beispiele an.

Beispiel 1: Hilbertraume. Ist H ein Hilbertraum, so wissen wir aus dem
Riesz’schen Darstellungssatz, dass es fiir jedes Funktional f € H’ ein eindeu-
tig bestimmtes y € H gibt, so dass f(x) = (z,y) und ||f|| = |ly||. Umgekehrt
erzeugt natiirlich jedes Element y € H vermége z +— (x,y) ein lineares und
stetiges Funktional. Wir konnen also H und H’ miteinander in einem gewissen
Sinn identifizieren. Genauer: die Abbildung J : H — H’, die jedem y € H das
Funktional x — (x,y) zuordnet, ist eine Isometrie von H auf H'. Diese Isometrie
hat aber im Unterschied zu frither betrachteten Isometrien eine besondere Eigen-
schaft: Sie ist fiir K = C NICHT linear. Wenn némlich den Elementen v, ys die
Funktionale fi, fo mit

fi(z) = (x,y1) bzw. fao(z) = (2,12)

entsprechen, so entspricht der Linearkombination ayy; + asys (g, e € K) das
Funktional

T (T, oy + olp) = Qi Y1) + Qo y2) = (Qfi + azfo) (),
d.h. es ist
J(oays + agye) = a1y + @aJya.
Solche Abbildungen heiflen antilinear.

Um eine lineare Isometrie von H auf H' zu erhalten, kann man wie folgt vorgehen:
Wenn H separabel ist, kann man eine ON-Basis (e;)?2; von H wéhlen und jedes
r € H ist cindeutig darstellbar als © = > .7, x;¢;. Dann konvergiert aber auch
die Reihe Y 7, 7T;e; (vgl. Satz 2.30), und wir konnen einen Operator

K:H—)H, xHZEeZ
i=1

definieren. Man macht sich schnell klar, dass dieser Operator ebenfalls eine anti-
lineare Isometrie ist, und zwar von H auf H. Fiihrt man zwei antilineare Opera-
toren nacheinander aus, erhélt man aber einen linearen Operator:

((]K)(Oélﬂfl + Oégl'g) = J(alel +@2Kx2) = Oél(JK)CCl + OéQ(JK).TQ.

Daher ist JK eine lineare Isometrie von H auf H'. Eine dhnliche Konstruktion
gibt es auch fiir nichtseparable Raume. |
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Beispiel 2: ’-Riume (1 < p < 00). Sei p € (1,00), und ¢ € (1,00) sei so
gewahlt, dass }D + % = 1. Wegen der Holderungleichung

o0

D zatal < M)l 1l ()l (3.7)

n=1

konvergiert fiir beliebige Folgen z = (z,) € % und y = (y,) € ¢? die Reihe
S Zuyn. Jede Folge y € €7 definiert also ein lineares Funktional ®(y) auf (7

n=1

durch N
O(y)(x) =D Tatp . @ = (2n) € L.

n=1

Aus (3.7) folgt, dass ®(y) stetig ist und dass fiir alle y € ¢7 gilt:

12 (W) lery < [9llg- (3.8)

Wir zeigen, dass in (3.8) sogar stets die Gleichheit gilt, d.h. dass ® : (9 — (¢P)
eine Isometrie ist. Zu einem gegebenen y = (y;,) € ¢4 mit y;, = |yx|e’™* definieren
wir dazu eine Folge = = (z3) durch zy, := |y.|9 e, Diese Folge gehort zu (7:

Z |2k P = Z [P0 = Z |yi|? < o0, (3.9)
k=1 =1 =1

und es gilt fiir dieses spezielle x

O(y)(x) = D wy= Y el Myl = D lwl? = [yl
k=1 k=1 k=1
= lylly I~ GNylly /7 = llyllg [z,

Also ist tatséchlich [|[®(y)| @y = [lyllq-

Nun iiberlegen wir uns noch, dass ® den Raum (9 auf (¢7)" abbildet. Sei ¢ € (7).
Mit ey bezeichnen wir die spezielle Folge (0,0,...,0,1,0,...) € % mit der 1 an
der k-ten Stelle, und wir definieren y = (y;) durch y;, := ¢(ey). Wir zeigen, dass
y € 09 und dass p(z) = F(y)(z) fir alle x € (7.

Fiir die erste dieser Aussagen wihlen wir zu y = (yi) die spezielle Folge x = (zy,)
wie oben und schreiben 2™ fiir (zy,...,2,,0,0,...). Fiir jedes n ist dann

Hx(”’llﬁ = Zxkykzzxw(@k)
k=1 k=1

-7 (Zx> — @) < g 2],
k=1
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woraus folgt [|z™][2=1 < [J|| bzw. |||, < [|¢]|'/*~Y. Durch Grenziibergang
n — oo erhalten wir ||z[|, < [|¢||"/®Y, d.h. es ist x € 7. Wie wir oben gesehen
haben, folgt dann auch y € ¢9.

Sei nun z = (x,,) € ¥ beliebig. Wegen der Stetigkeit von ¢ gilt dann

p(r) = ¢ (nh_{{)lo Z iUkek) = lim Z replern) = Z TrYk-
k=1 k=1 k=1

Fazit: ® ist lineare Isometrie von ¢7 auf (/7). In diesem Sinne identifiziert man
die Réume (¢7)" und ¢? und schreibt einfach (¢*)" = ¢4, N

Beispiel 3: LP-Réume (1 < p < 00). Sei wieder ¢ durch 1/p+1/¢ = 1 definiert.
Ahnlich wie in Beispiel 2 gilt dann: Fiir jede Funktion g € L%(X) wird durch

(g)(f) := /X f(2)g(z) du

ein lineares und beschrianktes Funktional ®(g) auf LP(X) definiert, und die hier-
durch erkldrte Abbildung ® ist eine lineare Isometrie von L4 auf (L?)". In diesem
Sinne ist also (L?)" = L% Der Beweis der Surjektivitéit von ® bereitet hier aber
wesentlich mehr Miihe als in Beispiel 2. |

Beispiel 4: Cla,b]. Die Beschreibung des Dualraumes zu C(X) ist - selbst im
Fall X = [a, ] - aufwendiger als in den {ibrigen Beispielen. Wir geben hier nur die
notigen Definitionen an, um das Hauptresultat - den Rieszschen Darstellungssatz
- verstehen zu kénnen und verweisen auf die Literatur (z.B. Schroder, Abschnitt
2.4) fiir ausfiihrlichere Herleitungen.

Sei f:]a,b] = Rund Z = {;}I"y mit a =ty < t; < ... <t, = b eine Zerlequng
von [a, b]. Die Variation von f beziiglich Z ist die Zahl

V(f,2) = Z |f(t) = f(tin)]-

Ist die Zahl
V(f):=sup {V(f,Z): Z ist Zerlegung von [a, b|}

endlich, so heiit f eine Funktion von beschrinkter Variation, und die Zahl V()
heifit die Totalvariation von f. Die Menge aller Funktionen von beschrankter
Variation auf [a,b] bezeichnen wir mit BV[a,b]. Zu BV]a,b] gehoren z.B. al-
le monotonen und alle Lipschitzstetigen Funktionen, jedoch nicht alle stetigen
Funktionen. Die Menge BV [a, b] wird ein Banachraum, wenn man sie mit folgen-
der Norm versieht:

[ llsyv = [f (@) + V(f).
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Insbesondere ist die Menge aller Funktionen f € BVia,b] mit f(a) = 0 ein
linearer abgeschlossener Teilraum von BV [a, b], den wir mit BVj[a, b] bezeichnen.
Fiir Funktionen f € BVjla, b] gilt also || f|lzv = V(f).

Ist f eine stetige Funktion auf [a,b], Z = {t;}I, eine Zerlegung von [a,b] und
¢=(C,...,¢) ein dazu gehorender Zwischenvektor (d.h. t;_1 < ¢; < t;), so heifit

fZC Zsz z_zl)

eine Riemann-Summe fir f. Bekanntlich gilt fiir jede Folge (Z,,) von Zerlegungen,
deren ,Maschenweite“ |Z,| := max |t; — t;_1| gegen 0 geht, und fiir jede Folge
zugehoriger Zwischenvektoren (,, dass die Folge (R( f, Zn,gn))w1 konvergiert
und dass alle diese Folgen den gleichen Grenzwert besitzen. Dieser Grenzwert ist

das Riemann-Integral
b
/ f(s)ds.

In Verallgemeinerung dieses Begriffes definiert man fiir jedes f € C[a,b] und
jedes g € BV [a, b] sowie fiir jede Zerlegung Z mit Zwischenvektor ¢ die Riemann-
Stieltjes-Summe

R(f,9,2.C) : chz ti) — g(ti1))

(fiir g(t) = t erhalten wir gerade die {ibliche Riemann-Summe). Wie oben gilt:
Fiir jede Folge (Z,,) von Zerlegungen mit | Z,| — 0 und jede Folge ((,) zugehoriger
Zwischenvektoren konvergiert die Folge der RS-Summen (R( f,9,72,, Cn)). Weiter
besitzen alle diese Folgen den gleichen Grenzwert. Dieser heifit das Riemann-
Stieltjes-Integral von f beziiglich g und wird mit ff f(s)d g(s) bezeichnet.
SchlieBlich bezeichnen wir noch mit BV,[a,b] den Teilraum von BVj|a, b], der aus
allen Funktionen besteht, die in jedem Punkt aus (a,b) von rechts stetig sind.
Dann gilt

Satz 3.16 (Riesz’scher Darstellungssatz) Jede Funktion g € BV.[a,b] er-

zeugt durch
/ f(s)dg(s

ein lineares stetiges Funktional ®(g) auf Cla,b]. Die Abbildung ® ist eine lineare
Isometrie von BV,|a,b] auf Cla,b]'. In diesem Sinne ist also

Cla,b] = BV,]a,].

Die Voraussetzung der Stetigkeit von rechts haben wir benotigt, um eine eindeuti-
ge Zuordnung zwischen Funktionen von beschrénkter Variation und Funktionalen
auf C' zu garantieren. Man beachte, dass z.B. die Funktionen g(s) = 0 fiir alle
s € [a,b] und h(s) = 0 fiir s € [a,b]\{%E2}, h(“$2) = 1, beide das Nullfunktional
auf C' erzeugen.
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3.2.3 Bidual, reflexive Rdume

Als Bidual eines normierten Raumes X bezeichnet man den normierten Raum
X" = (X'). Man kann jeden normierten Raum X als einen Unterraum seines
bidualen Raumes X" auffassen. Dazu sei € X und f € X’. Bisher haben wir in
f(z) € K immer das Funktional f als fest und x als variabel betrachtet, d.h. wir
haben uns fiir die Abbildung

X =K, zw— f(z)

interessiert. Nun wollen wir z € X fixieren und das Funktional f € X" in f(x)
als variabel betrachten. Fiir jedes feste x betrachten wir also die Abbildung

X' =K, [ f(2),
die wir mit F'(z) bezeichnen. Es ist also F'(z)(f) = f(x). Wegen
Flr)(afi +axfs) = (aufi+axfa)(x) = onfi(2) + a2 fo(x)
= aF(2)(f1) + o2l (z)(f2)
ist F'(x) ein lineares Funktional auf X', und aus
[E (@) (N = 1f @) < 1 lx Ml x

folgt die Stetigkeit dieses Funktionals sowie die Normabschétzung || F(z)|x» <
||| x. Es gilt sogar die Gleichheit in dieser Abschétzung. Wie wir aus Folgerung
3.14 aus dem Satz von Hahn-Banach wissen, gibt es ndmlich zu jedem x € X ein
fr € X', so dass ||f|| = 1 und f.(x) = ||z|]. Fiir dieses konkrete Funktional ist

|F(x)(fa)| = [fo(@)] = |2

und daher ||F(z) | x» = supj z=q [F(x)(f)| = [|z]]. Alsoist [|F(z)|| = [|z[|. Die Ab-
bildung F': X — X", die jedem = € X das Funktional F'(z) auf X’ zuordnet, ist

also eine Isometrie. Schlielich iiberlegen wir uns, dass F' eine lineare Abbildung
ist. Seien x1, 79 € X, a1, 9 € Kund f € X’ beliebig. Dann ist

Flonzy + aoxs)(f) = flour + aexs) = ag f(z1) + asf(22)
= a1 F(z1)(f) + caF (x2)(f).

Da dies fiir beliebiges f € X' gilt, folgt
F(Oélﬂfl + Oéz.il?g) = Ole(ZL’l) + O./QF(.%’Q).
Wir fassen zusammen.

Satz 3.17 Fiir jeden normierten Raum X ist die durch
Flx): X' =K, [~ f(z)

definierte Abbildung F : X — X" eine lineare Isometrie von X in X".
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Mit anderen Worten: Jeder normierte Raum ist auf natiirliche Weise in seinen
Bidual eingebettet. Da X" als dualer Raum von X'’ vollstandig ist, erhalten wir
mit Satz 3.17 auch einen neuen Beweis der Aussage, dass sich normierte Rdume
vervollstiandigen lassen. Die Vervollstandigung von X ist einfach der Abschluss
von F(X) in X”.

Definition 3.18 FEin normierter Raum X heifit reflexiv, wenn die in Satz 3.17
beschriebene Abbildung F surjektiv, d.h. eine lineare Isometrie von X auf X" ist.

Man beachte, dass wir nicht nur schlechthin verlangen, dass es eine lineare Iso-
metrie von X auf X" ¢ibt, sondern wir verlangen, dass eine ganz bestimmte Ab-
bildung (némlich F') eine lineare und surjektive Isometrie ist. In der Tat gibt es
Beispiele von Banachraumen, die linear isometrisch zu ihrem Bidual, aber NICHT
reflexiv sind.

Beispiele fiir reflexive und nicht reflexive Rdume. Von den uns bekannten
Réumen sind die 7— und LP(X)-Réaume fiir 1 < p < oo reflexiv. Fiir p = 1 oder
p = oo sind diese Rdume nicht reflexiv. Ebenso sind Cla,b] und auch BV,|a, b|
nicht reflexiv. Etwas genauer iiberlegen wir uns, dass Hilbertrdume reflexiv sind.

Satz 3.19 Hilbertriume sind reflexiv.

Beweis Wir erinnern daran, dass fiir jeden Hilbertraum H die Abbildung J :
H — H’, die jedem y € H das Funktional z — (z,y) zuordnet, eine antilineare
Isometrie von H auf H' ist.

Als erstes iiberlegen wir uns, dass man H’ zu einem Hilbertraum machen kann,
indem ein Skalarprodukt (-, -)gs definiert wird durch

<f> g>H/ = <J_lga J_1f>H'

Wir iiberpriifen nicht alle Eigenschaften eines Skalarproduktes sondern zeigen nur
die Linearitéat der Abbildung f +— (f, g) g. Fiir beliebige f1, fo,9 € H', a1, 0 € K
ist

(anfi + aofo, @y = (J g, T Hanfi + cofo))u=(J 'g,anJ L + @] o)
= 041<<]_19, J_1f1>H + 042<J_19, J_1f2>H = (f1, ) + @2 (f2, 9) mr,

da mit J auch J~! antilinear ist. Sei nun ¢ € H” = (H')’. Da H' ein Hilbertraum
ist, gibt es nach dem Rieszschen Darstellungssatz ein g € H’, so dass

o(f)=(f,9)w firalle fe H

Setzen wir J 'g = x € H, so erhalten wir fiir alle f € H’

(fogmw =(T"g. T fyg =z, T flu = J(J7' f)(@) = f(z) = F(z)(f).
Es ist also ¢(f) = f(z), d.h. ¢ ist von der Gestalt F(x). Also ist F' surjektiv. m
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3.2.4 Adjungierte Operatoren

Seien X und Y normierte Réume und A € L(X,Y). Es ist klar, dass fur jedes
Funktional f € Y’ durch x — f(Az) ein lineares und stetiges Funktional auf X

definiert wird. Dieses bezeichnen wir mit A’ f. Der so erkldrte Operator A" : Y/ —
X' heifit die Adjungierte von A. Es ist also (A'f)(x) = f(Ax).

Satz 3.20 (a) Seien X und Y normierte Riume und A € L(X,Y). Dann ist
A e L(Y', X"), und es gilt

1Al Lxyy = 1A Loy xy-

(b) Esist (a1 A1 +agAs) = a1 A} + g Al fiir alle Ay, Ay € L(X,Y) und ay, a9 €
K sowie (AB) = B'A’ fir alle B € L(X,Y) und A € L(Y,Z). Ist A €
L(X,Y) invertierbar, so ist auch A’ € L(Y', X') invertierbar, und es ist
(A/)—l — (A—l)/‘

Beweis: Linearitit von A’. Seien f1, fo € Y/ und aq,as € K. Dann gilt fiir alle
reX
Alanfi +asfo)(r) = (anfi + aafo)(Az) = oy fi(Az) + an fo( Ax)
= ai(A'fi)(@) + az(A'fo)(2),
d.h.
Alloanfi + aafa) = A fi + A fo.
Beschrinktheit von A’. Fiir alle z € X und f € Y ist

(A" ) (@) = [f(Az)| < (I f v [ Azlly < 1l [Aley [l x

Hieraus folgt zunéchst

A f [ < [1f v Al

und weiter
AN Lo xry < N Allxy)-
Normgleichheit. Wir zeigen nun noch ||A|rxy) < [[A Loy xy bzw. ||Az|| <

|A'|| ||| fir alle 2 € X. Ist Az = 0, so gilt dies offenbar. Sei also Az # 0.
Nach Hahn-Banach (Folgerung 3.14) gibt es ein f € Y’ so, dass || f|| = 1 und
f(Ax) = ||Azx||. Fir dieses f ist

[Az]| = f(Az) = |f(Ax)| = [(A"f)(@)] < [ALA (] = 1A [l
Damit ist (a) bewiesen, und (b) ist HA. o

Satz 3.21 Seien X und Y normierte Riume und A € L(X,Y). Fir den Opera-

tor A” .= (A") : X" = Y" gilt dann A”|X = A.
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Hier haben wir implizit benutzt, dass X in X” und Y in Y” isometrisch einge-
bettet sind. Genauer miisste man die Aussage des Satzes so formulieren:

A"(Fx(z)) = Fy(Az) fiir alle z € X, (3.10)
wobei Fiy : X — X” und Fy : Y — Y” die Einbettungen geméfl Satz 3.17 sind.

Beweis Fiir beliebige z € X und f € Y ist
(A"Fx(@))(f) = Fx(a ><A'f>=<A’f>< )
= [f(Az) = z)(f).

Fy(A
Da dies fiir alle f € Y gilt, folgt die Behauptung (3.10). n

Beispiel 1: Ist H Hilbertraum und A € L(H), so haben wir zwei verschiedene
Arten von adjungierten Operatoren fiir A definiert:

e die Hilbertraum-Adjungierte A* : H — H durch (Ax,y) = (x, A*y) Va,y €

H,
e die “Banachraum-Adjungierte” A’ : H' — H’' durch (A'f)(x) = f(Ax)
Vre H, fe H'.

Der Zusammenhang zwischen A* und A’ wird wieder iiber die antilineare Isome-
trie J : H — H' hergestellt. Es ist namlich fiir alle x € H und f € H’

(A'f) (@) = f(Az) = (Az, J7'f) = (x, ATV f) = (JA* T f)(=),
d.h.
Af=JATF Vf baw. A= JAT
Natiirlich ist dann auch A* = J~1A"J. m

Beispiel 2: Fiir 1 < p < oo bestimmen wir die Adjungierte des Verschiebungs-
operators
Vil =P (x1,29,73,...)— (0,21, 29, 73, ...).

Erklaren wir ¢ durch 1/p + 1/q = 1, so kénnen wir, wie wir frither gesehen
haben, die Rdume (¢7)" und ¢? miteinander identifizieren. Genauer: die Abbildung
;07 — ((P), die der Folge (y,) € ¢? das Funktional

S
= E TnlYn
n=1

zuordnet, ist eine lineare Isometrie von ¢7 auf (/7). Erklaren wir fir f € (/)" die
Folge y = (y,) € ¢4 durch y = @' f, so erhalten wir fiir alle z = (z,,) € (*:

Vif)(@) = f(Vlar)=(<I>y)(V1x)=ZV1x an 1Yn

— anyn-i-l = an(v—ly)na (311)
n=1 n=1
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wobei V_; : £7 — (9 fiir den Operator der “Riickwértsverschiebung” steht:

Vfl(ylay%yfi? <. ) = (y27y37y47 o )

Aus (3.11) erhalten wir weiter

(Vif)(@) = (PVory)(z) = (PV1 27" f)(2),

d.h. esist V/f = ®V_ 171 f bzw. V] = ®V_1®~ L. Im gleichen Sinn, wie man
(¢P)" und (7 identifiziert, identifiziert man auch V/ mit V_; und schreibt einfach

‘/1/ = V_l. |

Beispiel 3: Fiir k € C(X x X) ist der durch

(Af)(t):/Xk(t,s)f(s)ds, te X

definierte Operator beschrankt als Operator von LP(X) nach LP(X) (1 < p < 00).
Identifiziert man LP(X ) mit L9(X) (1/p+1/q = 1), so kann man den adjungierten
Operator zu A identifizieren mit

(o)) = [ Kit.s)als)is
wobei K/ (t,s) = k(s,1t). o

Abschlieflend iiberlegen wir uns, dass sich die Kompaktheit eines Operators auf
dessen Adjungierte iibertrigt.

Satz 3.22 Aus der Kompaktheit von A € L(X,Y) folgt die von A" € L(Y', X').

Beweis Fiir jeden normierten Raum Z bezeichnen wir mit By seine abgeschlos-
sene Einheitskugel. Wir miissen zeigen, dass A’(By) relativ kompakt ist. Dazu
zeigen wir, dass fiir jedes € > 0 ein endliches e-Netz in dieser Menge existiert.

Sei also € > 0 beliebig vorgegeben. Da A : X — Y kompakt ist, finden wir ein
endliches £/3-Netz {Axy, Axs, ..., Az, } in A(Bx). Wir betrachten K" mit der
Maximumnorm. Durch

S:Yv_)]Kn7 f;—> (f(A;L‘l),7f(Aﬂfn))

wird eine (offenbar) lineare und (wegen ||Sfllo < [|f]| ||A||) beschrankte Abbil-
dung definiert. Wegen der Endlichdimensionalitdt von K" ist S kompakt, und
man findet daher ein endliches €/3-Netz {Sf1,...,Sfn} in S(By). Wir zeigen,
dass {A'f1,..., A f,} ein e-Netz in A'(By) bildet.

Sei f € By beliebig. Dann findet man ein & so, dass
|F(Az;) = fi(Azy)| = [(SF); = (SFr);l < NSF = Shilloo < /3
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fir alle j = 1,...,n. Weiter: Fiir jedes + € Bx finden wir ein z; derart, dass
|Az — Az;|| < §. Mit diesem x; ist

[(A'f)(x) — (A fi) ()] = [ f(Ax) — fi(Az)]|
< |f(Az) — f(Az))| + [f(Az;) — fu(Azj)| + [ fr(Az;) — fu(Az)]
< ||Az — Az;|| + | f(Az;) — fe(Axj)| + ||Az; — Az|| < e.

Da dies fiir jedes x € By gilt, ist [|[A'f — A'fi]| <e. n

Es gilt auch die umgekehrte Aussage: Aus der Kompaktheit von A" € L(Y’', X')
folgt die von A € L(X,Y). Dies folgt aus Satz 3.22 und aus A”|X = A.

3.2.5 Normal auflésbare Operatoren

Zur Motivation sei zunéchst A : R” — R™ eine Matrix. Aus der linearen Algebra
wissen wir, dass das lineare Gleichungssystem Ax = y genau dann losbar ist
(d.h., dass y € Im A), wenn y senkrecht steht zu allen Losungen f der homogenen
Gleichung A*f = 0. Fiir Operatoren auf unendlich-dimensionalen Rdumen gilt
dies i.Allg. nicht mehr. Wir definieren daher:

Definition 3.23 Seien X und Y normierte Riume. Fin Operator A € L(X,Y)
heifst normal auflosbar, wenn gilt: die Gleichung Az = y ist genau dann losbar,
wenn f(y) =0 fir alle f € Y' mit A'f = 0.

Satz 3.24 Seien X und Y normierte Raume und A € L(X,Y). Dann gilt

(a)
ImA={yeY:f(y)=0 [firalle f € KerA'}. (3.12)

(b) A ist genau dann normal auflosbar, wenn ITm A abgeschlossen ist.

Beweis (a) Wir bezeichnen die Menge auf der rechten Seite von (3.12) mit Z.
Sei y € Im A, d.h. y = Az mit einem = € X. Fiir alle f € Ker A’ ist dann

fly) = f(Az) = (A'f)(x) =0, dh.yeZ

Folglich ist Im A C Z. Auflerdem ist klar, dass Z abgeschlossen ist (Stetigkeit
von f beachten). Daher gilt auch Im A C Z.

Angenommen, Im A ist echt enthalten in Z. Dann gibt es ein yy € Z, welches
nicht zu Im A gehort. Aus Hahn-Banach (Folgerung 3.15) folgt die Existenz eines
Funktionals f € Y’ mit f(yy) # 0 und f(Im A) = 0. Dieses Funktional liegt
wegen (A'f)(x) = f(Az) = 0 fiir alle 2 in Ker A’. Dann ist aber f(Z) = 0 und
insbesondere f(yo) = 0, was der Bedingung f(yo) # 0 widerspricht.

(b) Die Bedingung der normalen Auflésbarkeit fiir A 148t sich schreiben als
ImA={yeY:f(y)=0 firalle f € Ker A'}.
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Ein Vergleich mit (3.12) liefert sofort die Behauptung. n

In Verallgemeinerung des Begriffes der Orthogonalitdt in Hilbertraumen trifft
man fiir allgemeine normierte Rdume X die folgenden Definitionen: Fiir jede
Teilmenge M von X ist

M+ :={fe X : f(z)=0 fir alle x € M},
und fiir jede Teilmenge N von X' ist
IN:={zec X: f(z)=0firalle f € N}.
Mit diesen Bezeichnungen kann (3.12) auch wie folgt geschrieben werden:
ImA = *(KerA). (3.13)
Man kann sich auch leicht klarmachen, dass fiir jeden Operator A € L(X,Y) gilt
tImA) =Ker A, (ImA)" = Ker A’ (3.14)

Folgerung 3.25 Seien X und Y Banachriume, A € L(X,Y), und A und A’
seien nach unten beschrankt (d.h. ||Ax| > M||z||, ||A"f|| = M'||f|| fir alle x € X
und f €Y' mit positiven Konstanten M und M'). Dann ist A stetig invertierbar.

Beweis Wir wissen bereits, dass aus || Az|| > M]||z|| folgt, dass Im A abgeschlos-
sen und Ker A = {0} ist. Wegen (3.12) erhalten wir weiter

ImA={yeY: f(y) =0 fiiralle f € Ker A'}. (3.15)

Aus [|[A'f]| > M'||f]| folgt aber, dass auch Ker A" = {0}. Folglich ist die rechte
Seite von (3.15) gleich Y, d.h. Im A =Y. Also ist A invertierbar, und nach dem
Satz von Banach ist A~! stetig. n

Offenbar gilt auch die Umkehrung von Folgerung 3.25: Ist A stetig invertierbar,
so sind A und A’ nach unten beschréankt.

Es stellt sich die Frage, ob sich Klassen von Operatoren angeben lassen, die
normal auflésbar sind. Dies wird eines der Probleme in den néchsten Abschnitten
sein. Hier vermerken wir - ohne Beweis - nur folgendes:

Satz 3.26 FEin kompakter Operator K € L(X,Y) ist genau dann normal
auflosbar, wenn er von endlichem Rang ist (d.h. wenn Im K ein endlich-
dimensionaler Raum ist).

Unter unseren iiblichen Voraussetzungen sind Fredholmsche oder Volterrasche
Integralgleichungen 1. Art gerade von der Form Kz = y mit einem kompakten
Operator K, der in der Regel nicht von endlichem Rang ist. Satz 3.26 deutet einen
Grund an, warum die Behandlung solcher Gleichungen ziemliche Schwierigkeiten
bereitet (man spricht auch von schlecht gestellten Aufgaben). Wir wenden uns
nun der genaueren Untersuchung von Gleichungen der 2. Art zu.
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4 Spektraltheorie

4.1 Das Spektrum eines linearen beschrinkten Operators

Eine Zahl A\ heifit bekanntlich Eigenwert einer n x n-Matrix A, wenn es einen
Vektor = # 0 (einen sog. Eigenvektor von A) gibt, fir den (A — Al)z = 0.
Insbesondere ist A — Al dann nicht invertierbar. Fiir Operatoren auf unendlich-
dimensionalen Rdumen gibt es noch andere Ursachen, warum ein Operator A—\[
nicht invertierbar ist.

Im weiteren sei X ein Banachraum, A € L(X), und [ sei der identische Operator
auf X. Aulerdem wollen wir von nun an K = C annehmen.

Definition 4.1 Das Spektrum o(A) von A € L(X) ist die Menge aller A\ € C,
fir die der Operator A — X nicht invertierbar ist. Die Differenz C\o(A) heifst

die Resolventenmenge von A. Bezeichnung: p(A).

Satz 4.2 Fir jeden Operator A € L(X) ist 0(A) eine kompakte (d.h. beschrinkte
und abgeschlossene) und nichtleere Teilmenge von C.

Beweis Ist A € C eine Zahl mit |[A] > [|A4]], so ist [|fA| < 1, und der Satz
iiber die Neumann-Reihe garantiert, dass [ — %A invertierbar ist. Dann ist aber
auch (=\)(I — $A) = A — X invertierbar. Das Spektrum o(A) ist also in der
Kreisscheibe {z € C: |z| < ||A]|} enthalten und folglich beschrénkt.

Die Abgeschlossenheit von o(A) zeigen wir, indem wir nachweisen, dass das Kom-
plement p(A) = C\o(A) offen ist. Sei A € p(A), d.h. A — A ist invertierbar. Fiir

alle p mit
1

pl <
<A

ist ||[u(A — AI)7Y| < 1, d.h. der Operator I — u(A — AI)~! ist invertierbar
(Neumann-Reihe). Dann ist aber auch der Operator

A-M)I—p(A=X)")=A-XN—pl=A— A+ p)!

invertierbar. Folglich ist p(A) offen und o(A) abgeschlossen.

Der Beweis, dass o(A) niemals leer ist, wird meist mit Mitteln der komplexen
Funktionentheorie gefithrt. Die Grundidee ist wie folgt. Angenommen, o(A) ist
leer. Dann ist die Funktion A\ — (A — AI)~! auf der gesamten komplexen Ebene
definiert. Man zeigt nun, dass diese Funktion holomorph ist, dass sie iiberall
beschrinkt ist, und dass limy . ||(A — AI)7!|| = 0. Die Holomorphie kann man
wie folgt einsehen: Setzt man in der Identitit X ' —Y~! = X"}V — X)y !
fir X = Al — A und fir Y = ul — A mit A\, u € p(A), so gelangt man zur so
genannten Resolventengleichung

(M —A)™ = (ul = A) " = (u = N = A)7H(ul = A7
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Aus dieser folgt, dass die Funktion A — (Al — A)~! auf der gesamten Resolven-
tenmenge p(A) komplex differenzierbar und damit holomorph ist.

Aus der Holomorphie und der Beschréinktheit folgt mit dem Satz von Liouville,
dass die Funktion A\ — (A — AI)~! nur eine Konstante sein kann, und aus der
Grenzwerteigenschaft folgt, dass diese Konstante gleich 0 ist. Also wére (A —
A)~1 =0 fiir alle A\, was natiirlich unméglich ist. |

Anmerkung Die Eigenschaft o(A) # () kann nicht mehr gezeigt werden, wenn
man Operatoren auf reellen Banachrdumen betrachtet und o(A) entsprechend als
Menge aller A € R definiert, fiir die A— AI nicht invertierbar ist. Dies ist einer der

Griinde dafiir, warum wir in diesem Abschnitt K = C wéhlen. Fiir A = (? _01>

ist beispielsweise o(A) = () fiir K =R und o(A) = {xi} fir K= C. n

Die kleinste Zahl » > 0 mit der Eigenschaft, dass o(A) im Kreis {z € C: |z]| <r}
liegt, heifit Spektralradius von A. Wir bezeichnen den Spektralradius mit r(A).
Im Beweis von Satz 4.2 haben wir gesehen, dass

r(A) < [|A]l. (4.1)
Man kann den Spektralradius wie folgt berechnen.

Satz 4.3 Sei X ein Banachraum und A € L(X). Dann ist
r(4) = lim /A7 (12)
(die Erxistenz des Grenzwertes ist Teil der Behauptung).

Bemerkenswert an (4.2) ist, dass algebraische (Spektralradius) mit metrischen
(Norm von A™) Groflen verkniipft werden.

Beweisidee Aus dem Beweis von Satz 4.2 wissen wir, dass die Funktion \ —
(M — A)~! auf der gesamten Resolventenmenge holomorph ist. Insbesondere ist
diese Funktion also auf dem Kreisring {\ € C : |A\| > r(A)} holomorph. Holo-
morphe Funktionen auf Kreisringen lassen sich in Laurentreihen entwickeln, und
die Reihenentwicklung von (Al — A)~! = A\71(I — A71A)~! fiihrt gerade auf die
Reihe Y™ —i5 A™. Diese Reihe konvergiert also fiir alle A mit [A] > r(A).

n=0 \n+1

Nach dem Wurzelkriterium (was auch fiir Reihen in L(X) gilt) konvergiert die
Potenzreihe z +— > 7 2"A" fiir |z| < (limsup {/||A?|)"", und sie divergiert
fiir |z| > (limsup {/]|A"||)~!. Vergleichen wir dies mit dem vorher gewonnenen

Resultat, folgt
limsup {/||A"|| < r(A). (4.3)
Weiter: Fiir jedes A € C und n > 1 gilt offenbar
N — A" = (A" XA 2 4+ A - A).
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Hieraus folgt: Ist A € o(A), so ist A" € o(A"). Wegen (4.1) bedeutet das

(A" < lA™ baw. A < /][ A]]

fir alle A € 0(A) und n € N. Dann ist aber auch |A| < liminf {/||A"||, und da
dies fiir alle A € o(A) gilt, folgt

r(A) < liminf {/[] A" (4.4)
Zusammen mit (4.3) liefert dies die Behauptung. N

Die Punkte des Spektrums eines Operators werden weiter klassifiziert. Ist A €
o(A), und gibt es einen Vektor x € X\{0}, so dass (A — Al)z = 0 (d.h. ist
Ker (A — AXI) # {0}), so heifit A ein Eigenwert und z ein Eigenvektor von A.
Die Menge aller Eigenwerte von A heifit das Punktspektrum von A und wird mit
o,(A) bezeichnet. Alle A € 0(A) mit

Ker(A—AX)={0} und Im(A—-X)=X

faft man zum kontinuierlichen Spektrum o.(A) zusammen, und die iibrigen Punk-
te aus o(A), fir die dann also gilt

Ker(A—AI)={0} und Im(A—-A)#X

zum Restspektrum o,(A). Offenbar ist 0(A) = 0,(A) U 0.(A) U0, (A). Ist A :
C" — C" (der aus der linearen Algebra bekannte Fall), so ist 0(A) = 0,(A), d.h.
alle Punkte im Spektrum sind Eigenwerte.

Ist X = H ein komplexer Hilbertraum, so folgt aus den bekannten Beziehungen
(AB)* = B*A* (Hilbertraumadjungierte) und (al)* = @I sofort, dass

o(A*) = o(A).
Unter Beachtung von (vgl. Satz 2.44 aus 2.5)
Ker (A* = XI) = (Im (A — AI)) ™, closTm (A" — XI) = (Ker (A — AI)) "
lasst sich dariiber hinaus leicht zeigen, dass fir A € L(H) gilt

A€o, (A) = X€o,(A)Ua.(AY),
Aeo(A) = Neog,(4),
A€o (A) & NEo(AY).

(,/ Ubung)

Fiir Operatoren mit speziellen Eigenschaften lassen sich genauere Aussagen iiber
Lage und Klassifikation des Spektrums machen. Wir fassen einige solcher Resul-
tate im folgenden Satz zusammen.
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Satz 4.4 Sei H Hilbertraum und A € L(H).
(a) Ist A normal (d.h. AA* = A*A), so gilt fir alle A € C:

Ker (A — M) = Ker (A* = XI) = (Im (A — AI)) ™. (4.5)
Damit gilt insbesondere

(i) KerA = Ker A*.
(i) ImA = H < Ker A = {0}. Somit ist stets o,.(A) = 0.
(iii) A dnvertierbar < 3C > 0 so, dass ||Az|| > C||z|| fir alle x € H.
(iv) A€ 0,(A) & X €o,(AY).
(v) Apeoay(A), N#p=Ker(A— ) LKer(A—pul).
(b) Ist A selbstadjungiert (d.h. A* = A), so ist 0(A) C R. Auflerdem ist ||A| =
r(A).
(c) Ist A unitir (d.h. A invertierbar und A™' = A*), so ist 0(A) C T := {2z €
C: |z| =1}.
(d) Ist A positiv (d.h. selbstadjungiert und (Ax,x) > 0 fir alle x € H), so ist
o(A) CRT:={z€R: z>0}.
(e) Ist A ein Orthoprojektor (d.h. A = A* = A?), so ist o(A) C {0,1}.
Beweis Wir zeigen zuerst (4.5). Wie wir bereits wissen, gilt fiir jeden Operator
B € L(H) die Beziehung Ker B* = (Im B)* (Satz 2.44 in 2.5). Ersetzen wir hierin

B durch A — A\, folgt sofort die zweite Identitét aus (4.5). Fiir die erste Identitét
in (4.5) tiberlegen wir uns, dass fiir jeden normalen Operator B € L(H) gilt

|Bzx|| = ||B*x| Vz € H. (4.6)
Es ist ndmlich
= ((B'B— BB")x,x) =0,

woraus (4.6) folgt. Beachten wir weiter, dass fiir jeden normalen Operator A
auch A — Al wieder normal ist, so kénnen wir in (4.6) B durch A — [ ersetzen
und bekommen [[(A — A)z|| = |[(A* — X)z|| Vo € H. Insbesondere ist also
(A — X))z = 0 genau dann, wenn (A* — X)z = 0, d.h. es gilt auch die erste
Identitat in (4.5).

Damit sind die Aussagen (i), (ii) und (iv) sofort klar. Zu Aussage (iii): Wir wissen
bereits, dass fiir jeden Operator A € L(H) gilt:

A invertierbar = 3C > 0: [|Az|| > C||z|| Vx e H
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und dass umgekehrt aus der Beschrénktheit nach unten folgt: Ker A = {0} und
Im A ist abgeschlossen (Satz 2.8). Falls A normal ist, folgt mit (ii) hieraus, dass
ImA=1ImA=H, d.h. A ist invertierbar.

SchlieBlich zeigen wir noch (v): Sei (A — M)z =0, (A — pul)y = 0 und X # p.
Dann ist wegen (4.5) auch (A* — /)y = 0, und wir erhalten

Mz, y) = (Ar,y) = (Az,y) = (v, A"y) = (z,1y) = p(z,y),

also (da A # p) (z,y) = 0. Damit ist (a) gezeigt.
(b): Sei A = A* und A = a+ i € C. Fiir jedes x € H ist

(A —A)z||? = || Az — ax — Biz|]* = (Ax — ax — Bir, Ar — azx — Biz)
= (Ax — ax, Az — ax) —(Ax — ax, fix) — (fix, Az — ax) +(Biz, fiz)

S/

'

=Bi((A—al)z,x)—Li(z,(A—al)z)=0
= [ Az — az|* + || B=[|*,

also erst recht

I(A—MD)z|| > || ||=|| fiir alle = € H.

Im Falle § # 0 folgt hieraus und aus (a)(iii) die Invertierbarkeit von A — AI.
Fiir A € 0(A) ist also A € R. Aus der Formel fiir den Spektralradius und der fiir
alle Operatoren A € L(H) giiltigen Beziehung ||A*A|| = ||A]|? folgt sofort, dass
r(4) = [|A]]

(c): Fiir unitdres A ist ||A|| = [|A*]] = 1 (vgl. Satz 2.41 (b) aus 2.5) und folglich
0(A) C{z e C: |z|] < 1}. Fiir [\| < 1ist |[AA*]| < 1. Daher ist in diesem Fall
der Operator

A—XN=A—- X AA" = A(I — \AY)

invertierbar (Neumann-Reihe) und A € o(A).

(d): Fiir A € R, A < 0, und A positiv ist

(A= XDz||?* = (Az — Az, Ax — \x) = || Az||® +2?||z||* =2\ (Az, )
—— N~ ——
SRR > 0 %

d.h. die Invertierbarkeit von A — AI folgt aus (a)(iii).
(e): Sei P Orthoprojektor und @ := I — P. Dann ist auch @ Orthoprojektor:

Q"=1-P=1-P=Q, Q*={U—-P)*=1-2P+P*=1-P=qQ,

und es gilt
PQ=P(I-P)=P—P*=0
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und analog QP = 0. Hieraus folgt, dass fiir a, 3 € C\{0} der Operator aP + Q)
invertierbar ist und dass a~'P + 1@ sein Inverser ist:

(aP+8Q)(a ' P+37'Q) = aa ' P +af ' PQ+Ba ' QP+p57'Q* = P+Q = I.
Sein nun A € o(P), d.h. sei P — AI nicht invertierbar. Wegen
P-M=P-\NP+Q)=(1-NP+\Q

ist dann notwendigerweise A = 1 oder A = 0. |

4.2 Die Riesz-Theorie in Banachriaumen

Die Riesz-Theorie macht Aussagen zum Spektrum kompakter Operatoren und
damit zur Losbarkeit von Fredholmschen Integralgleichungen (M — K)u = f
mit A € C und K kompakt. Einige der nachstehenden Resultate gelten fiir kom-
pakte Operatoren auf normierten Réumen; der Einfachheit halber beschrianken
wir uns auf den Banachraumfall. Weitergehende Aussagen lassen sich fiir selbst-
adjungierte kompakte Operatoren auf Hilbertrdumen zeigen; diese so genannte
Hilbert-Schmidt-Theorie betrachten wir im néchsten Abschnitt.

Satz 4.5 Sei X ein Banachraum und K € K(X). Dann ist der Kern des Ope-
rators A := I — K endlich-dimensional, und sein Bild ist abgeschlossen.

Fiir den Beweis des ersten Teils benotigen wir eine Aussage, die uns in Spezi-
alfdllen bereits bekannt ist.

Rieszsches Lemma Seir X ein normierter Raum. Dann ist die abgeschlossene
Finheitskugel B := {x € X : ||z|| < 1} genau dann kompakt, wenn X endlich-
dimensional ist.

Beweis Sei X endlich-dimensional. Da B beschrinkt und abgeschlossen ist, ist
B nach dem Satz von Bolzano-Weierstral kompakt.
Sei umgekehrt B kompakt, und xy, ..., z,, sei ein (endliches) 1/2-Netz fiir B.
Wir bezeichnen mit Y die lineare Hiille span{xy, ..., z,,} und wollen zeigen, dass
X =Y. Angenommen, es gibt ein x in X\Y. Dann ist

d:=inf{llzr —yl|: yeY} >0

(vgl. Abschnitt {iber beste Approximation und beachte, dass Y endlich-
dimensional ist). Es gibt also ein y € Y so, dass d < |lz — y| < 2 d. Wir wihlen

x; so, dass || ool z;|| < 1/2. Dann ist

1 Tr—y - o B ‘
§||$—y||>||$—y|| Hm—wz||—H$ y—llz—yllz || = d,

ey
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also ||z — y|| > 2d im Widerspruch zu ||z — y[| < 2d. N

Beweis von Satz 4.5: Endlichdimensionalitit des Kernes. Sei B die ab-
geschlossene Einheitskugel in Ker A = Ker (I — K). Da Az = 0 gleichbedeutend
mit Kx = x ist, folgt KB = B. Als Bild einer beschriankten Menge ist K B und
daher auch B relativ kompakt, und da B abgeschlossen ist, sogar kompakt. Nach
dem Rieszschen Lemma ist Ker A endlich-dimensional.

Abgeschlossenheit des Bildes. Sei (y,) € Im A eine konvergente Folge mit
limy, =:y € X. Wir wahlen z,, € X mit y, = Ax,, setzen

d, = inf{||z, — 2| : 2 € Ker A}

und wihlen z, € Ker A so, dass ||z, — z,|| < d, + 1. Wir zeigen, dass die Folge
(2, — 2z,) beschrankt ist. Angenommen, diese Folge ist unbeschrankt. Dann gibt es
eine Teilfolge (z, — 2y )nen mit 0 < ||z, — 2, || — o0 fiir n — oco. Sei w,, = =20

e

fiir n € N’. Dann ist einerseits

1 Yn
Az, — 2zp) = ———
Hxn - Zn”

B ”xn - Zn”

andererseits besitzt die Folge (wy,)nen eine Teilfolge (wy,)nene so, dass die Folge
(Kwy)nen gegen ein x € X konvergiert (Kompaktheit von K). Wegen

w, = Aw, + Kw, - 0+z =2 (neN’)

4.7
gilt weiter Aw,, — Ax (:) 0, also x € Ker A. Fiir die Folge (w,,)nen ist daher
Tp — Zn 1
0—|lw, —z|| = |[|[———" —2|| = —-|lzn — 2n — ||T0 — 20]|2
o=l = Mg, = == =g e~ el e
cKer A
d, ZHxn—an—lzl_ 1 Y
|20 — 2] |20 — 2] |Zn — 2l

Der erhaltene Widerspruch zeigt, dass die Folge (x,, — z,) beschrinkt ist.

Nun ist es leicht, den Beweis zu vollenden: Da die Folge (z,, — z,) beschréinkt ist,
besitzt die Folge (K (z, — z,)) eine konvergente Teilfolge (K(z, — zn)) o it
Grenzelement z. Fiir n € N ist

Ty — 2n = A(Tn — 20) + K(7 — 20) = Yo + K(Tp — 20) — Yy + 2

und folglich
Yn = A(xn - Zn) - A(y + Z),

d.h. y = A(y + 2). Also liegt y im Bild von A. u

Eine Verallgemeinerung dieses Resultates lernen wir in Lemma 4.21 kennen.
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Als unmittelbare Folgerung ergibt sich: Ist A # 0 ein Eigenwert des kompakten
Operators K, so ist der zugehorige Eigenunterraum

Ny(K)={zxe X: (M —-K)x =0} =Ker (A — K)
endlich-dimensional, und der Bildraum
RA(K)={(M —K)x: z€ X} =Im(\M — K)
ist abgeschlossen. Es ist ndmlich A/ — K = A\(I — + K) und daher

Ker (\] — K) = Ker (I — %K), Im(M — K)=1Im (I — %K),

und der Operator %K ist kompakt.

Will man eine Matrix A in ihre Jordansche Normalform {iiberfithren, geniigt es
nicht, die Eigenunterriume zu den einzelnen Eigenwerten von A zu betrachten.
Vielmehr ist es in der Regel erforderlich, neben dem Kern von A\ — A auch die
Kerne der Matrizen (A — A)?, (A[ — A)3, ... zu untersuchen. In der linearen
Algebra zeigt man dann, dass sich die Kerne (A] — A)* und (A — A)**! von einer
Stelle kg an nicht mehr unterscheiden, und man konstruiert die Jordansche Nor-
malform von A mit Hilfe einer Basis in Ker (A —A)*. Bis zu einem gewissen Grad
iibertragen sich diese Resultate auf kompakte Operatoren auf Banachrdumen.
Fiir jeden kompakten Operator K € L(X), jedes A € C und jedes n € N definieren
wir

N} K) = {z€X: (M —-K)"z =0} =Ker (A — K)",
RUK) = {(M—K)'z:zeX)}=Im\ — K)",

mit (A/ — K)° := I. Offenbar gilt dann:

{0} = NJ(K)C NJ(K) S NI(K)C ...,
X = RAK)DR(K)DR}K)D....
Weiter ist fiir A # 0
" /n\ w 1
(M — K)" = (j))\J(—K)" T= X" — K, = \"(I — EKn)
7=0

mit einem kompakten Operator K,. Daher sind alle Rdume N} (K) endlich-
dimensional und alle Rédume R} (K) abgeschlossen.

Satz 4.6 Sei X ein Banachraum, K € K(X) und A # 0. Dann gibt es eine Zahl
m so, dass

echt echt echt

(0} = M) TNE) T TN (R) = NPT R) =
echt echt echt

X = RYK)S RUK)D ... S RMK) = RMYK)=....



Mit diesem m gilt auflerdem
N E)NRY(K) ={0},  N{'(K) + RY'(K) = X. (4.8)

Beweis 1. Schritt: Wir zeigen, dass die Folge (N{*(K)) stationdr wird. Ange-

. echt n+1 .. . . .
nommen, es ist NY(K) C Ny (K) fiir alle n. Dann gibt es in X eine Folge (x,,)

mit folgenden Eigenschaften: Fiir alle n ist
Tni1 € N,(LJFI(K)\N;\L(K)’ Hxn+1H = 17 (4 9)
d(@n41, NY(K)) == inf{||z,1 — 2| : 2 € N}K)} > 1/2.

Dies kann man so einsehen: Da N7 (K') endlich-dimensional ist, gibt es ein vy, €
N HK)\N(K) und ein z, € N?(K) so, dass

0< d(yn+17 N)T\L<K)) < ||yn+1 - ZTLH < Qd(yn-Fl?N/(L(K))

Wir setzen
n+l — %n n n
Ty = T I e NPFL(RO\NR(K).
||yn+1 - Zn”

Dann ist ||z,4+1|| = 1, und fiir alle z € N} (K) gilt tatsdchlich

Hyn-‘rl — Zn — ||yn+1 - Zn”ZH
[Zns1 — 2| =
||yn+1 - Zn”

d(yn+1,N,<L<K)> 1

B Qd(yn-&-l,N,(L(K)) -2

Es sei nun (x,) eine Folge wie in (4.9). Wir zeigen, dass die Folge (Kx,,) keine
konvergente Teilfolge besitzt. Dazu betrachten wir fiir beliebiges n, 7 € N

Kz, — Kapyjl| = [[ Az, — (M — K)xy, + (M — K)xpy; — Ayl
Das Element Az, — (A — K)z,, + (M — K)z,,,; liegt in Ny~ (K). Es ist némlich
T, € NMYK)C...C N7 Y (K),
und wegen (A — K)NyTH(K) C NP(K) folgt auch
(M — K)x, € N7 "HK) C ... C Ny HK), (M = K)z,; € NyPTHE).
Wegen der Wahl von (z,,) ist dann
[Kxn — Kany|l 2 [A[/2 V0, j

d.h. die Folge (Kx,,) besitzt tatsichlich keine konvergente Teilfolge, was der Kom-
paktheit von K widerspricht. Also war die Annahme falsch; es gibt folglich ein k
mit

NY(K) = NyTH(E).
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Wir iiberlegen uns nun noch, dass aus Nf(K) = Ny (K) folgt NYH(K) =
NY*2(K). Seiy € NYP(K), dh. (AT — K)*?y = 0. Dann ist

(M — K)" (M - K)y =0,

dh. (A — K)y € NFY(K). Nach Annahme folgt (A — K)y € NF(K), und
dies wiederum bedeutet (A — K)*1y = 0 bzw. y € Nyt (K). Mit vollstindiger
Induktion ist nun klar: es gibt ein k so, dass

(0} = NO(K) € NYE) T NE(R) = NFYER) = .
2. Schritt: Ahnlich (vgl. Schroder, FA, S. 188) zeigt man, dass es ein £ so gibt,
dass
echt echt echt
X=R)K) D R\(K) D ... D R{(K)=R{""K)=....

3. Schritt: Sei m := max{k, (}. Wir zeigen, dass mit diesem m die Beziehungen
(4.8) gelten. Ist z € N{*(K) N RY(K), so ist (Al — K)™x = 0, und es gibt ein y
mit z = (A — K)™y. Dann ist (A — K)*"y = 0, d.h. y € Nf™"(K) = N*(K).
Es ist also (M — K)"y =0, d.h. z = 0.
Insbesondere ist die Einschrinkung (A — K )m|

schrankung ist aber auch surjektiv:

injektiv. Diese Ein-
RY(K)

(M — K)"RY(K) = BY"(K) = R} (K).
Da RY'(k) ein Banachraum ist, ist der Operator (A — K)m|Rm(K) : RMK) —
A

RY'(K) stetig invertierbar (Satz von Banach). Fiir beliebiges € X sei

y = (A — K)™ ) - K)o

|R§\"(K)

Dann ist y € RY(K) und (A — K)™y = (M — K)™z, d.h. 2 —y € N{*(K). Damit
ist auch gezeigt, dass X = RY(K) + NJ'(K).

4. Schritt: Wir miissen noch k = ¢ zeigen. Ist k = 0, d.h. ist
NO(K) = N(K) = ... = {0},
so folgt aus R4 (K) + N{(K) = X, dass R{(K) = X und damit
RYK)=R\(K)=...=X.
Sei z.B. noch ¢ > k > 1. Dann gilt
X = NU(K) + RY(K) = NE(K) + R4(K),
und wegen RS (K) C RY(K) ist X = N{(K) + RY(K). Hieraus folgt schlieBlich
RY(K) = (A = K)EX = (A — K)* RE(K) = RE(K),
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also ist auch R{(K) = RiTH(K). o

Unter den Bedingungen des Satzes zerféllt also der gesamte Raum X in die Sum-
me X = RY(K) + N{'(K) zweier abgeschlossener Teilriume mit Durchschnitt
{0}. Jeder dieser Teilrdume wird durch den Operator AI — K in sich iiberfiihrt;
solche Raume heiflen auch invariante Teilrdume von \I — K. Die Bedeutung der-
artiger Zerlegungen besteht darin, dass man, um den Operator A\ — K auf dem
Raum X zu untersuchen, sich darauf beschrinken kann, die Einschrankungen
des Operators A\I — K auf die beiden Teilraume zu untersuchen. In unserer Si-
tuation haben wir gesehen, dass der Operator (Al — K) stetig invertierbar

ist, wihrend der Operator (A — K )|NW(K)
dieses Operators ist gleich Null; in ungerem Fall ist es gerade die m-te Potenz).
Natiirlich sind invariante Teilrdume fiir beliebige Operatoren A € L(X) (nicht
notwendig von der Gestalt A\l — K) von Interesse. Es ist lange Zeit ein offe-
nes Problem gewesen, ob jeder beschrankte Operator auf einem Banachraum X
nichttriviale (d.h. # X, # {0}) invariante Teilraume besitzt. Erst um 1975 wurde
von P. Enflo ein kompliziertes Gegenbeispiel angegeben (welches so kompliziert
war, dass es erst 1987 fiir richtig befunden und veréffentlicht wurde). Inzwischen
kennt man auch Operatoren auf ¢! ohne nichttriviale invariante Teilrdume. Fiir
Hilbertraume ist dieses Problem immer noch ungeklart.

|R§"’(K)
nilpotent ist (d.h. eine gewisse Potenz

Wir kénnen nun den Hauptsatz iiber das Spektrum kompakter Operatoren for-
mulieren.

Satz 4.7 Sei X ein Banachraum und K € K(X). Dann gilt:

(a) o(K)\{0} C op(K).

(b) o(K) ist hochstens abzihlbar mit O als einzig moglichem Hdufungspunkt.
(c) Falls X unendlich-dimensional ist, gehort O zum Spektrum von K.

Die Null kann ebenfalls Eigenwert sein, muss aber nicht. Alle iibrigen Punkte im

Spektrum sind aber mit Sicherheit Eigenwerte von K, und diese sind isolierte
Punkte.

Beweis (a) Sei A € o(K)\{0}. Wire A kein Eigenwert, so wire Ker (A — K) =
{0}, d-h. AT — K ist injektiv. Dann ist {0} = N{(K) = N{(K). Nach Satz 4.6 ist
dann X = R(K) = R}(K), also Im (A] — K) = X. Somit ist A\] — K invertierbar,
was der Annahme A € o(K) widerspricht.

(b) Wir zeigen zuerst, dass alle Punkte in o(K)\{0} isoliert sind. Sei A €
o(K)\{0} und sei m so gewihlt, dass

X = RY(K) + NJ(K), R (K) N N{(K) = {0).
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Wie wir oben vermerkt haben, ist dann (Al — K)| stetig invertierbar, d.h.

RY(K)

A gehort zur Resolventenmenge von K |5 . Die Resolventenmenge ist offen; es

7 ()

gibt also eine Umgebung U von A so, dass (ul — K )| ) fiir alle p € U stetig

R (K

invertierbar ist. Weiter: da N}*(K) endlich-dimensional ist, ist das Spektrum von

K |Nm(K) eine endliche Menge. Der Punkt A selbst gehort zu dieser Menge; wegen
A

der Endlichkeit von o( gibt es jedoch eine Umgebung V' von A, die aufler

K| ) enthélt. Fiir alle p € (UNV)\{\} ist
N{(K)

daher der Operator p/ — K invertierbar. Folglich ist jeder Punkt von o(K)\{0}
ein isolierter Punkt.

Nun ist klar, dass es fiir jedes n € N nur endlich viele Spektrumspunkte mit
|A| > 1/n geben kann. Gébe es ndmlich unendlich viele, so miissten sie sich (da
Spektren kompakt sind) in wenigstens einem Punkt z* hdufen. Dieser Punkt z*
gehort wieder zum Spektrum und es ist |z*| > 1/n. Also ist z* Eigenwert und
damit isoliert. Widerspruch. Wegen

o(K)\{0} = [ J{A € o(K) : |A] > 1/n}

K| . )
NIY(K)
A keine weiteren Punkte von o

ist somit o(K’) hochstens abzahlbar.

(¢) Angenommen, 0 liege nicht im Spektrum von K. Dann ist K invertierbar, und
aus K 'K = I folgt die Kompaktheit des identischen Operators. Dieser iiberfiihrt
jede beschrinkte Menge in sich selbst. Also muss jede beschrinkte Menge (z.B.
die Einheitskugel) relativ kompakt sein. Aus dem Rieszschen Lemma wissen wir,
dass dies in unendlich-dimensionalen Rdumen nicht der Fall ist. |

Was liefert dieser Satz fiir eine Fredholmsche Integralgleichung

Au(t) — /Tk:(t, su(s)ds = f(t), teT (4.10)

die wir auf einem geeigneten Banachraum X von Funktionen auf 7" und unter
geeigneten Voraussetzungen an die Kernfunktion k£ betrachten, so dass der Inte-
graloperator in (4.10) kompakt wird (also etwa X = C(T), k stetig auf 7' x T
oder schwach singulir oder X = L*(T), k € L*(T x T))?

Fiir A = 0 sagt der Satz nur aus, dass der Integraloperator nicht invertierbar
ist. Wir wissen aber in diesem Fall (Fredholmsche Integralgleichung erster Art),
dass die Voraussetzungen zur Losung der Gleichung Ku = f (wobei K fiir den
Integraloperator in (4.10) steht) denkbar ungiinstig sind. Insbesondere ist i.Allg.
nicht einmal der Bildraum Im K abgeschlossen.

Sei also A # 0. Dann ist entweder A in der Resolventenmenge von K (d.h. der
Operator A\I — K ist stetig invertierbar, und (4.10) hat fiir jede rechte Seite eine
eindeutig bestimmte Losung), oder A ist Eigenwert von K. Insbesondere gilt:
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wenn die Gleichung (M — K)z = 0 nur die Losung = = 0 besitzt, so ist die
Gleichung (M — K)u = f fiir jede rechte Seite f eindeutig losbar. Ist dagegen
Ker (M — K) # {0}, d.h. ist A Eigenwert von K, so weif§ man immerhin noch,
dass der Eigenraum Ker (A — K) endlich-dimensional ist und dass Im (A] — K)
abgeschlossen ist. Die Gleichung (A — K)u = f kann dann nicht mehr fiir jede
rechte Seite f 16sbar sein. Sonst wire ndmlich R}(K) = R}(K) = X, also auch

N(K) = NY(K) = {0}

nach Satz 4.7. Dies widerspricht der Annahme, dass A Eigenwert von K ist.
Damit haben wir bereits den ersten Teil des folgenden Satzes bewiesen.

Satz 4.8 (Fredholmsche Alternative) Sei X ein Banachraum, K kompakt
und A # 0. Dann gilt:

(a) Entweder (A — K)x = 0 hat nur die triviale Losung und die Gleichung
(M — K)u = f ist fiir alle rechten Seiten eindeutig losbar, oder die homogene
Gleichung (M — K)x = 0 hat nichttriviale Losungen (FEigenvektoren), und
die Gleichung (A — K)u = f besitzt nicht fir jede rechte Seite eine Lisung.

(b) Die gleiche Aussage gilt fir den adjungierten Operator K'; dariber hinaus
15t
dimKer (A — K) = dim Ker (Al — K').

Einen Beweis der Aussage (b) finden Sie in Schroder, FA, Satz 4.1.12. Im Fall
dim Ker (A — K) = 0 ist dieser Beweis einfach. Dann ist ndmlich nach (3.14)

Ker (A — K') = (Im (AT — K))" = X* = {0},

also dim Ker (A — K') = 0. Umgekehrt folgt aus dim Ker (A — K’) = 0 ebenfalls
aus (3.14)
Ker (A — K) = ~(Im(M — K')) = ~(X') = {0},

also dim Ker (A — K) = 0. Der allgemeine Fall wird durch Reduktion auf diesen
Spezialfall bewiesen. |
4.3 Hilbert-Schmidt-Theorie

Falls X = H ein Hilbertraum und K ein kompakter und selbstadjungierter Ope-
rator auf H ist, lassen sich die Aussagen des vorigen Abschnittes noch wesentlich
erganzen. Ein Beispiel fiir einen solchen Operator ist

K :L*(X) — L*X), (Ku)(t) :/Xk:(t, s)u(s)ds

mit k& € L*(X x X) und k(t,s) = k(s,t). Die Spektraltheorie fiir kompakte
selbstadjungierte Operatoren beruht auf folgendem Resultat.
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Satz 4.9 Sei H ein Hilbertraum und K € K(H) selbstadjungiert. Dann ist we-
nigstens eine der Zahlen | K || und —|| K| ein Eigenwert von K.

Beweis Das Spektrum des selbstadjungierten Operators K liegt nach Satz 4.4
(b) auf der reellen Achse, und auBerdem stimmen Norm || K[| und Spektralradius
r(K) tiberein. Da Spektren kompakt sind, gibt es wenigstens einen Punkt A €
o(K) mit |A| = r(K). Die einzigen reellen Zahlen mit dieser Eigenschaft sind
r(K) = ||[K| und —r(K) = —||K]||. Folglich gehtrt wenigstens eine der Zahlen
| K|| und —|| K|| zum Spektrum von K. Nach Satz 4.7 (a) ist diese Zahl notwendig
ein Eigenwert (im Fall || K| = 0 ist dies wegen K = 0 offenbar auch richtig). m

Alternativer Beweis Sei (z,,) C H eine Folge von Vektoren mit ||z,|| = 1 und
so, dass ||[Kz,| — || K||. Wegen

0 < (K?z, — ||K2p|*20, K?2, — | Kx,||*2,)

<K2xnv KQ{Eﬂ) - HKanQ <K2xm$n> - HKvan2 <xnaK2xn> + ||Kxn||4<xnvxn>
= [|K2a]® = 2[ Kaol|* + | Kz *

1K) = 2| Ky || + [ K|t — 0

IN

folgt die Konvergenz von || K%z, — || Kz, ||*z,|| — 0. Da weiter

K2 = | K P, = K20 — | KaalPay + (IKoal? = K2, (@11)

—0 —0

ist, gilt auch K2z, — ||K||*z, — 0. Wegen der Kompaktheit von K 1t sich aus
(z,) eine Teilfolge auswihlen, so dass die Folge (K2, ),>; konvergiert. Dann
konvergiert aber auch die Folge (|| K||*z,,). Da die Aussage des Satzes fiir K = 0
offenbar richtig ist, konnen wir K # 0 annehmen und erhalten die Konvergenz
der Folge (x,,). Ihren Grenzwert nennen wir x. Wegen ||z, || = 1 ist auch ||z|| =1
(Stetigkeit der Norm). Nun ist aber

Kz —||K|*z = lim (K*z,,, — || K[[*2,,) = 0

wegen (4.11), d.h.
(K + [[K|[D)(K = [[K|[)z = 0.

Falls (K — ||K||I)x = 0, so ist z Eigenvektor zum Eigenwert ||K||; ist jedoch
(K — |K||I)x # 0, so ist (K — ||K||])z Eigenvektor zum Eigenwert —| K||. In
jedem Fall ist eine der beiden Zahlen +||K|| ein Eigenwert. o

Wir konnen nun den Spektralsatz fiir kompakte selbstadjungierte Operatoren be-
weisen. Er besagt, dass man jeden selbstadjungierten kompakten Operator (ge-
nauso wie jede selbstadjungierte Matrix A € C™*") auf Diagonalform bringen
kann. Genauer:
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Satz 4.10 Sei H ein separabler Hilbertraum und K € K(H) selbstadjungiert.
Dann ist 0,(K) hiochstens abzihlbar mit 0 als einzig moglichem Hiufungspunkt,

und es gilt
max{|A| 1 XA € 0,(K)} = || K].

Sind M\, g, . .. die verschiedenen Eigenwerte von K und P, die Orthoprojektoren
von H auf Ker (K — N\, 1), so ist K = ) _, A\, P, (Konvergenz im Sinne der
Norm). Insbesondere besitzt H eine Hilbertraumbasis S, die aus Eigenvektoren
von K besteht, und fir jedes v =3 o(z,y)y € H gilt

Kz = Z Az, )y, (4.12)

yes
wobei N, der zuy € S gehdrende Eigenwert ist.

Ist H separabel, so ist die Basis S = (e, es,...) hochstens abzdhlbar, und wir

kénnen uns die Elemente z € H als Folgen ((z,e;), (z,es),...) € £? vorstellen

(Satz von Fischer/Riesz). Ist A, der zu e; gehorende Eigenwert, so zeigt (4.12),
Aey

dass K wie die Diagonalmatrix A, wirkt.

Beweis Fiir K = 0 ist die Aussage klar. Sei K # 0. Wir wéhlen \; € 0,(K) so,
dass |\1| = ||K|| und setzen N, := Ker (K — A\ I) sowie H, := Ni-. Dann gilt
KN; € Ny und KHy C Hy: Fiir x € Ny, d.h. (K — A\ I)x = 0 ist namlich auch
(K—MI)Kz = K(K—XMI)x =0, also Kz € Ny, und fiir z € Hy, also (z,y) =0
fir alle y € Ny, ist auch (Kz,y) = (z, Ky) = 0 fiir alle y € Ny, d.h. Kz € H,.

Falls Hy # {0}, setzen wir Ky = K | Wie wir gerade gesehen haben, ist Ky €
2
L(H). Es gilt aber sogar Ky € K(H,), und K5 ist wieder selbstadjungiert.

Ist Ky # 0, wéhlen wir wie oben Ay € 0,(K3) mit |Ao| = || K2| und setzen Ny =
Ker (Ky — AoI). Zunichst ist Ay ein Eigenwert von Ky € L(H,). Ist x € Hy\{0}
aber ein zugehoriger Eigenvektor, d.h. (Ky — Ayl)xz = 0, so ist offenbar auch
(K —Xol)x =0, d.h. Ay ist auch Eigenwert von K. Man iiberlegt sich leicht (H =
N1 @Nll = Nl@HQ benutzen!), dass )\2 7é )\1 und Ker (K_)\2]> = Ker (KQ_)\Q_[)
ist. SchlieBlich ist |[Ao| < |A\q], da ja || Ka| < || K|

Wir setzen nun Hy := (N; & Ny)* (die orthogonale Summe @ ist gerechtfertigt,
da Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten aufeinander senkrecht stehen;
vgl. Satz 4.4) und fahren so fort. Im Ergebnis erhalten wir eine (moglicherweise

abbrechende) Folge (\,,) C 0,(K) mit
R EE

(ii) N, = Ker<K - /\nI)a Hn+1 - (Nl S ... D Nn)la |)‘n+1| - ||K|Hn+1|| =
[ K] -
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Diese Konstruktion bricht ab, wenn H, 1 = {0} oder ||K|H | = 0. Dabei kann
n+1

der Fall H, ;1 = {0} nur eintreten, wenn der Ausgangsraum endlich-dimensional
ist. Der zweite Fall bedeutet, dass es nur endlich viele Eigenwerte ungleich 0 gibt
und dass H,.1 = Ker K .

Sei nun P, der Orthoprojektor auf N, = Ker (K — A,I). Wir betrachten die
Differenz K — Z?:l A;jP;. Ist x € Ny, fiir ein k zwischen 1 und n, so ist

(K =D AP) 2= Kz = NP = (K = M)z =0

j=1

(man beachte, dass PP, = PP, = 0 fiir i« # k). Also ist Ny + ...+ N,, C
Ker (K — > i1 A;P;). Ist dagegen © € (Ny + ...+ N, )* = Hyyq, so ist Pz =0
fiir alle £ < n, also

(K -y )\ij>:E = Kz = K2,

Jj=1

und folglich
=S
j=1

Wie wir aus dem vorigen Abschnitt (Satz 4.7) wissen, gilt aber |\,| — 0, woraus
die behauptete Normkonvergenz folgt.

Hn+1

= (2= am)| | =15l = el
j=1

Fiir die letzte Behauptung wéhlen wir Orthonormalbasen S,, von N,, (n > 1)
sowie Sp von Ny := Ker K und setzen S = UnZO Sp. Wir wollen zeigen, dass S
eine Orthonormalbasis von H ist. Aus Satz 2.44 in Abschnitt 2.5 wissen wir, dass

H=KerK @ ImK (beachte: K = K*).

Da Sy eine ONB von Ker K ist, geniigt es zu zeigen, dass | J,,~, S, eine ONB von
Im K ist. Offenbar ist |J, -, S, ein Orthonormalsystem in Im K (ein Orthonor-
malsystem liegt vor, da Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten zueinander
orthogonal sind, und J,,~ S, liegt in Im /K, da jeder Eigenvektor zu einem Nicht-
nulleigenwert von K im Bild von K liegt. Es folgt ja aus (K — A)z = 0, dass
r = %K x). Wir erhalten daher die Behauptung, wenn wir zeigen koénnen, dass
die Parsevalsche Gleichung erfiillt ist. Nun ist Kz =) j>1 AP tir jedes x € H
und daher

1Kz = Y INPIRal® = YN Hew)l = > Pl

§>1 j=1 YES; y€U,,>15n

= Yl = S e Ky)P = YKz
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d.h. die Parsevalsche Gleichung ist erfiillt. Damit ist .S eine ONB von H, und wir
erhalten sofort die Identitit (4.12): Fiir x = 3 _o(x,y)y ist

Ke=KY (r,y)y=) (v,y)Ky=) A(z.y)y. -
yes yes yes

Die Bestimmung des vollstandigen Systems aller Eigenwerte und der zugehorigen
Eigenvektoren eines kompakten selbstadjungierten Operators K ist i.a. natiirlich
keine leichte Aufgabe. Sind uns diese jedoch einmal bekannt, so lassen sich damit
die Losungen von Fredholmschen (Integral-)Gleichungen der 2. Art (d.h. (A —
K)u = f mit A # 0) explizit beschreiben. Wir geben diese Resultate noch an.

Satz 4.11 Sei H ein separabler Hilbertraum, K € K(H) selbstadjungiert, und
(en) sei eine Orthonormalbasis von H, bestehend aus Figenvektoren e, von K
mit zugehorigen Eigenwerten A,. Sei X & 0,(K)U{0}. Dann ist die Gleichung

M —-Kju=f (4.13)
fiir jede rechte Seite f € H eindeutig losbar, und es ist

fen

u=\—K)'f= Z

Beweis Wir wissen bereits, dass o(K) C 0,(K) U {0}. Fiir A & 0,(K) U {0} ist
die Gleichung (4.13) also stets eindeutig losbar. Fiir die Darstellung der Losung
machen wir den Ansatz u = ) u,e, und entwickeln f in seine Fourierreihe:
f=>_,(f en)e,. Eingesetzt in (4.13) ergibt sich

(/\]—K)Zunen = Zun(/\]—K)e
= Zun(/\—)\n)en = Z(f, €n)en.

Koeffizientenvergleich liefert w, (A — \,) = (f, e,,) fiir alle n. [

Satz 4.12 Es seien H, K, e,, \, wie in Satz 4.11; jedoch sei X nun ein Nicht-
nulleigenwert von K, d.h. A = X\, # 0. Dann ist die Gleichung (4.13) genau dann
losbar, wenn [ senkrecht auf Ker (A\yI — K), d.h. senkrecht zu allen Figenvektoren
von K steht, fiir die A = A\, Figenwert ist. Ist diese Bedingung fiir f € H erfiillt,
so werden alle Losungen der Gleichung (4.13) beschrieben durch

Z )\f’ e, + Z Qnn (4.14)

AR #ENg A=A

mit beliebigen Zahlen o, € C
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Beweis Wie im Beweis von Satz 4.11 liefert der Ansatz u = > u,e,, dass
un(A— Ap) = (f,e,) fiir alle n.

Ist A = Ak, so muss notwendigerweise (f,e,) = 0 fir alle zu \; gehorenden
Eigenvektoren e, sein, damit iiberhaupt Losungen existieren koénnen. Ist diese
Bedingung erfiillt, 148t sich wu, fiir die entsprechenden n beliebig wéhlen. Wir
gelangen so zur Formel (4.14). Umgekehrt iiberpriift man durch Einsetzen leicht,
dass jedes u wie in (4.14) tatséchlich die Gleichung (A — K)u = f lost. o

Bei Kenntnis der Eigenwerte und Eigenvektoren von K lassen sich auch im Fall
A = 0 noch notwendige und hinreichende Losbarkeitskriterien sowie eine Dar-
stellungsformel fiir die Losung der Gleichung Ku = f angeben. Dies soll in der
Ubung diskutiert werden.

Im Falle eines Integraloperators mit stetiger oder differenzierbarer Kernfunktion
sind die Eigenfunktionen ebenfalls stetig oder differenzierbar (Sitze iiber Stetig-
keit bzw. Differenzierbarkeit von parameterabhéngigen Integralen). Man ist in
diesem Fall an stidrkeren Konvergenzaussagen fiir die Entwicklung der Losung
nach Eigenfunktionen interessiert als nur an L2-Konvergenz, insbesondere an der
gleichméfigen Konvergenz. Eine Aussage in diese Richtung macht

Satz 4.13 (Mercer) Sei X C R"™ kompakt, k stetig auf X x X und symmetrisch,
d.h. k(t,s) = k(s,t), K sei der Integraloperator mit der Kernfunktion k, und wie
bisher seien (\,) bzw. (e,) die Folgen der Eigenwerte bzw. Eigenvektoren von K.
Ist (K f, f) >0 fiir alle f € L*(X), so lifit sich k in die auf X x X gleichmdfig
und absolut konvergente Reihe

E(t,s) =) Anen(t) en(s)

entwickeln. Insbesondere gilt die ”Spurformel “

ZAn:/ k(t,t) dt.
n=1 X

Beweis " Schroder, FA, Satz 1.4.10. Die Stetigkeit der Eigenfunktionen e,, folgt
aus Satzen iiber die Stetigkeit von Parameterintegralen. u

Die Spurformel ist ein Analogon zu der von Matrizen A = (ay)},—, € R™"
bekannten Identitét

n n

Z (Eigenwerte von A) = Z @i

i=1 i=1
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4.4 Fredholmoperatoren

Wir betrachten nun eine Klasse von Operatoren, die die Fredholmschen Inte-
graloperatoren 2. Art umfasst, aber wesentlich grofler ist. Und zwar wollen wir
Operatoren untersuchen, die “fast” invertierbar sind. Wie wir wissen, ist ein linea-
rer und beschriankter Operator A : X — Y zwischen Banachrdumen X, Y genau
dann invertierbar, wenn sein Kern gleich {0} und sein Bild ganz Y ist. Sind X
und Y unendlich-dimensional, so kann man sich auf den Standpunkt stellen, dass
alles, was auf endlich-dimensionalen Teilriumen passiert, eher unwesentlich ist.
So ist es sinnvoll, Operatoren zu betrachten, deren Kern zwar nicht {0}, aber
eben nur ein endlich-dimensionaler Teilraum von X ist. Oder man betrachtet
Operatoren A € L(X,Y), deren Bild Im A zwar nicht ganz Y ist, fiir die es aber
einen endlich-dimensionalen Teilraum Y; von Y gibt, so dass ImA NY, = {0}
und Im A+ Yy = Y. Ein solcher Teilraum heifit auch Kokern von A. Der Raum Y|
ist durch diese beiden Bedingungen noch nicht eindeutig bestimmt. Jedoch liegt
seine Dimension durch diese Forderungen fest. Seien X, Y, Z Banachrdume iiber

C.

Definition 4.14 Fin Operator A € L(X,Y) heiffit Fredholmoperator, wenn er
sowohl einen endlich-dimensionalen Kern als auch einen endlich-dimensionalen
Kokern besitzt. Ist dies der Fall, so heifit die Zahl

ind A := dim Ker A — dim Coker A

der Index von A.

Man kann zeigen, dass Im A automatisch abgeschlossen ist, wenn A einen endlich-
dimensionalen Kokern besitzt. Oft nimmt man die Bedingung Im A = Im A (d.h.
A normal auflosbar) in die Definition der Fredholmeigenschaft mit auf. Der In-
dex eines Fredholmoperators erlaubt auch Aussagen iiber die Losbarkeit der Glei-
chung Au = f. Ist ind A > 0, so ist diese Gleichung mit Sicherheit nicht eindeutig
l6sbar. Ist dagegen ind A < 0, so ist Au = f garantiert nicht fiir alle rechten Seiten
16sbar.

Beispiel 0: Sei A : C" — C™ linear. Dann ist nach dem Dimensionssatz
dim Ker A + dimIm A = n,
und nach Definition des Kokerns
dim Im A + dim Coker A = m.
Aus diesen beiden Gleichungen folgt

dim Ker A — dim Coker A = n — m,
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also ind A = n — m. Der Index von A ist in diesem Fall also nur von den Raum-
dimensionen abhéngig. |

Beispiel 1: Sei X ein Banachraum, K € K(X) und A =1 + K. Dann ist Im A
abgeschlossen und dim Ker A < oo (Satz 4.5). AuBerdem ist

dim Ker A = dim Ker A’

(Satz 4.8), und es gilt
(ImA)" = {f € X": f(y) =0 fiir alle y € Im A} = Ker A’

(vgl. Abschnitt 3.2.5). Es gibt also genau dim Ker A linear unabhéngige Funk-
tionale, die auf ganz Im A verschwinden. Da der duale Raum eines endlich-
dimensionalen Raumes die gleiche Dimension hat wie der Raum selbst, folgt
hieraus leicht, dass die Kokerndimension von I 4+ K gleich dim Ker A ist (be-
achte, dass A nach Satz 4.6 einen endlichen Kokern besitzt.)

Fazit Operatoren der Gestalt I + K mit K kompakt sind Fredholmoperatoren,
und thr Index ist gleich 0. |

Beispiel 2: Der Differentiationsoperator
D:C'0,1] — C[0,1], fr~ f
ist ein Fredholmoperator und hat den Index 1. |

Beispiel 3: Die Verschiebungsoperatoren

Vil — 02 (vy,19,23,...) — (0,21,29,23,...),

V¥ 02— 02 (1y,29,73,...) — (T2,73,T4,...)
sind Fredholmsch und haben die Indizes —1 bzw. 1. [

Auf den ersten Blick scheint es, als wiren dim Ker A und dim Coker A die wesent-
lichen Gréflen und ind A nur eine wenig interessante abgeleitete Grofle. Es zeigt
sich aber, dass der Index — im Gegensatz etwa zu dim Ker A — invariant beziiglich
kleiner Storungen ist. Diese Eigenschaft ist grundlegend fiir die gesamte Theorie
der Fredholmoperatoren.

Im Weiteren benotigen wir oft folgende Eigenschaft. Ist X ein Banachraum und
X, ein endlich-dimensionaler Teilraum von X, so gibt es einen abgeschlossenen
Teilraum X5 von X so, dass

X1 -+ XQ =X und X1 N X2 = {O} (415)
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AuBlerdem gilt: Sind X; und Xs lineare Teilrdume eines Banachraums und ist X;
endlich-dimensional, so ist X, genau dann abgeschlossen, wenn X; + X, abge-
schlossen ist. Insbesondere ist der Bildraum eines Fredholmoperators stets abge-
schlossen. (Beweis * Ubung). Sind X, X, zwei abgeschlossene Teilriume von X
wie in (4.15), so schreiben wir auch X = X; & Xs. In diesem Fall besitzt jedes
Element x € X eine Darstellung x = x1 + x5 mit x; € X5, x5 € X5, und diese
Darstellung ist eindeutig. Aus x7 + 22 = y1 + yo mit x1,y; € X7 und x9, 1y, € Xo
folgt namlich
X122 —y1 =y2 — T2 € Xy,

und aus X; N Xy = {0} folgt weiter x1 — y; = 0 = yo — 9. Durch
P:X—-X, rz—x
wird eine lineare Abbildung definiert. Diese heif3t Projektion von X auf X par-

allel zu X5 und ist stetig (Satz vom abgeschlossenen Graphen).

Wir betrachten zunéchst eine groflere Klasse von Operatoren, die Semi-
Fredholmoperatoren, von denen wir neben der Abgeschlossenheit des Bildes Im A
noch die Endlichkeit einer der Zahlen dim Ker A oder dim Coker A verlangen.
Fiir solche Operatoren definiert man den Index wie oben, muss nun aber auch
die Werte +o00 zulassen.

Lemma 4.15 Folgende Eigenschaften sind fiir einen Operator A € L(X,Y)
dquivalent:

(a) Im A ist abgeschlossen und Ker A ist endlich-dimensional.

(b) Es gibt einen Projektor P € L(X) mit endlich-dimensionalem Bild und ein
C >0 so, dass
2]l < C(|Az|| + [|[Pz]l) vz € X. (4.16)

Ist (4.16) erfillt, so gilt dim Ker A < dimIm P.
Im Fall P = 0 ist uns dieses Resultat bereits bekannt (Folgerung 3.10).

Beweis (a) = (b): Da Ker A endlich-dimensional ist, konnen wir X zerlegen
in X = Ker A ® X, mit einem abgeschlossenen Teilraum X5 von X. Sei P der
Projektor von X auf Ker A parallel zu X5. Der Operator Ay := A’X Xy —ImA

ist invertierbar, und nach dem Satz von Banach ist sein Inverser (A;)™! : Tm A —
X5 beschrinkt, etwa durch Cs. Fiir alle x5 € X5 gilt dann

o]l < [|(A2) ™" Asa|| < Cof| Az

Fiir beliebiges x € X schreiben wir x = x1 4+ 29 mit ;1 € Ker A und 2, € X5 und
erhalten

[l < fla ]l + llzall < [Pzl + Csl| Agza|| = | Pxf| + Csl| Az

119



wegen Agxy = Axy = A(zy + 29) = Az. Mit C := max{1,Cy} wird schlieflich
|z]| < C(]|Az|| + || Px||) fir alle z € X.

(b) = (a): Fiir alle z € Ker A folgt aus (4.16), dass
2] < C| Pl

Die Einschrankung von P auf Ker A ist also injektiv. Zusammen mit der End-
lichdimensionalitdat von Im P zeigt dies, dass

dim Ker A = dim Im(P‘ A) < dim Im P.

Ker

Um die Abgeschlossenheit des Bildes von A zu zeigen, zerlegen wir X in die
Summe X = Im P & Ker P. Fiir alle x € Ker P ist

2] < CfjAx]],

woraus (wie wir bereits wissen) folgt, dass A(Ker P) abgeschlossen ist. Da
Im P endlich-dimensional ist, unterscheidet sich Im A vom abgeschlossenen
Raum A(Ker P) nur um einen endlich-dimensionalen Raum (einer Dimension
< dimIm P). Dann ist aber Im A selbst abgeschlossen (' Ubung). N

Satz 4.16 (Gohberg/Krein) Sei A € L(X,Y) ein Operator mit abgeschlos-
senem Bild und endlich-dimensionalem Kern. Dann gilt: Hat S € L(X,Y) eine
hinreichende kleine Norm, so ist auch Im (A+S) abgeschlossen und dim Ker (A+
S) < oo. Weiter ist in diesem Fall

dimKer (A4 S5) < dimKer A, ind(A+ S) =ind A.

Beweisidee Sei Im A abgeschlossen und dim Ker A < oo. Wie in Beweis (a) =
(b) des vorigen Lemmas wihlen wir eine Konstante C' > 0 und einen stetigen
Projektor P von X auf Ker A so, dass

|z]| < C(|| Az + |Pz]) fiir alle = € X.

Ist nun S € L(X,Y) ein Operator mit ||S]| < 1/C, so gilt fiir alle x € X
1
1CA+S)all + [Pl = | Azl + [[Pzll = |Sz]| = Fllell = S]],

woraus mit Cy := (& — HSH)_1 folgt
z|| < Co(|[(A+ S)z| + || Pz]]) Vz € X.

Mit Lemma 4.15 folgt hieraus, dass Im (A+.5) abgeschlossen, Ker (A+.S) endlich-
dimensional und

dim Ker (A+ 5) < dimIm P = dim Ker A
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ist. Wesentlich aufwéandiger ist der Beweis der Index-Identitét. Diesen finden Sie
z.B. in Schroder, Satz 4.2.4. |

Wir sehen uns nun einige der bemerkenswerten Konsequenzen von Satz 4.16 und
insbesondere der Index-Identitdt an. Den folgenden Satz kann man aus Satz 4.16
durch Ubergang zum adjungierten Operator herleiten:

Satz 4.17 Sei A € L(X,Y) ein Operator mit abgeschlossenem Bild und endlich-
dimensionalem Kokern. Dann hat fir hinreichend kleines S € L(X,Y') auch A+S
ein abgeschlossenes Bild und einen endlich-dimensionalen Kokern. Weiter gilt

dim Coker (A + 5) < dim Coker A, ind (A + S) = ind A.
Durch Kombination von Satz 4.16 und 4.17 folgt sofort

Folgerung 4.18 (Dieudonné) Die Menge der Fredholmoperatoren ist offen in
L(X,Y), und die Funktion A ind A ist stetig auf dieser Menge.

Folgerung 4.19 (Atkinson) Sind A € L(X,Y) und B € L(Y, Z) Fredholmope-
ratoren, so ist auch BA € L(X,Z) ein Fredholmoperator, und es gilt

ind BA=ind A+ ind B.
Beweis Wir betrachten A als Operator auf Ker BA. Dann ist

Im ( = A(Ker BA) C Ker B, Ker (A| ) = Ker A,

A|KerBA) Ker BA

und folglich
dim Ker BA < dim Ker A + dim Ker B

(man beachte, dass die Identitét dim Ker A4dimIm A = dim X fir jeden linearen
Operator A : X — Y gilt).

Ahnlich zeigt man, dass dim Coker BA < dim Coker A + dim Coker B, so dass
BA ein Fredholmoperator ist. Zum Beweis der Indexformel betrachten wir die
Operatorfunktion

_(Iy O cost-ly —sintly A 0 . T
c(t) '_(O B) <sint-ly costfy>(0 Iy mltt€[07§]

von Operatoren von X x Y nach Y x Z. Die Operatoren <61 1.0 ) und (Ig g)
Y

sind Fredholmsch, und der mittlere Operator ist wegen

det cgst sty cos’t +sin’t =1
sint cost
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sogar invertierbar. Also sind alle Operatoren C(t) Fredholmsch. Weiter ist ¢ —
C(t) eine stetige Funktion. Wegen Folgerung 4.18 ist dann auch ¢ +— ind C(t)
eine stetige Funktion. Da der Index aber nur ganzzahlige Werte annimmt, muss
ind C'(t) konstant sein. Insbesondere ist also ind C'(0) = ind C'(7/2). Nun ist aber

co=(5 5) (o 7) (0 7)=( 3)
=G50 ) D6 )

ind A+ ind B = ind C(0) = ind C(3) = ind (BA). m

sowie

und daher

Folgerung 4.20 (Yood) Sei A € L(X,Y) ein Fredholmoperator und K €
K(X,Y) kompakt. Dann ist A+ K Fredholmsch und ind (A + K) = ind A.

Wir stiitzen den Beweis auf die folgende Variante von Lemma 4.15:
Lemma 4.21 Die folgenden FEigenschaften sind fir A € L(X,Y) dquivalent:

(a) Im A ist abgeschlossen und Ker A endlich-dimensional.

(b) Es gibt einen Banachraum Z, einen kompakten Operator L € K(X,Z), und
ein C >0 so, dass [|z]| < C(||Az|| + || Lx]) fir alle x € X.

Beweis Die Implikation (a) = (b) folgt aus Lemma 4.15. Die Implikation (b) =
(a) sieht man wie folgt ein.

Zunéchst ist ||z|| < C||Lz|| fir alle 2 € Ker A. Hieraus folgt, dass L : Ker A — Z
ein abgeschlossenes Bild und einen trivialen Kern hat. Nach dem Satz von Banach
iiber den inversen Operator hat L : Ker A — Im L einen beschriankten Inversen
B. Folglich ist der identische Operator I = BL auf Ker A kompakt. Nach dem
Satz von Riesz ist dann aber Ker A ein endlich-dimensionaler Raum.

Wir zeigen nun die Abgeschlossenheit des Bildes von A. Dazu zerlegen wir X in
eine direkte Summe X;+Ker A (esist also X;NKer A = {0} und X;+Ker A = X)
mit einem abgeschlossenen Teilraum X; von X.

Sei y, = Az, eine Folge in Im A, die gegen y € Y konvergiert. Offenbar kann
x, € X, gewdhlt werden. Wir zeigen zunéchst die Beschranktheit der Folge (z,).
Angenommen, diese Folge ist unbeschréankt. Indem wir erforderlichenfalls zu einer
Teilfolge iibergehen, konnen wir annehmen, dass ||z, || — oco. Sei x}, := x,,/||x,||-
Dann ist Az), = Ax,/[|x,]| — 0. Wegen ||z},|| = 1 gibt es eine Teilfolge (27, )
von (z7,) so, dass die Folge (La/, ) konvergiert. Aus ||z|| < C(||Az|| + || Lz]|) folgt
dann, dass (7, ) eine Fundamentalfolge in X ist. Sei z ihr Grenzwert. Offenbar
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ist ||z|| = 1. Aus der Abgeschlossenheit von X; folgt € X, und aus der Stetig-
keit von A folgt Az = 0. Es ist also z € X; N Ker A = {0} im Widerspruch zu
|z|]| = 1. Dieser Widerspruch zeigt, dass die Folge (z,,) beschrankt ist.

Nun schliefen wir wie oben. Aus ||z| < C(||Az| + ||Lz||) und der Kompaktheit
von L folgt die Existenz einer Teilfolge (x,,) von (z,), die in X eine Fundamen-
talfolge und folglich konvergent ist. Fiir ihren Grenzwert x € X gilt

Az = lim Az, =limy,, =y,
also ist y € Im A. .

Beweis von Folgerung 4.20. Ist A Fredholmsch, so gibt es nach Lemma 4.15
(bzw. Lemma 4.21) ein L € K(X) und ein C' > 0 so, dass

]l < C([Az]| + |Lal]) V2 e X.
Fiir jeden Operator K € K(X,Y) gilt dann

Izl < C(lAzlly + || Lz]lx) < C(I(A+ K)zlly + | La]lx + [ Kz]ly).  (4.17)

Wir versehen den Raum Z := X x Y mit der Norm ||(z,y)|| := ||=||x + ||y||y und
erklaren den Operator ( II}) : X — X xY durch 2 — (Lz, Kz). Dieser Operator

ist kompakt, und da (4.17) auch als
ol < C(IA+ E)ally + 1 (R)zllz) ¥reX

geschrieben werden kann, folgt aus Lemma 4.21, dass A + K ein abgeschlosse-
nes Bild und einen endlich-dimensionalen Kern besitzt. Aus Satz 4.16 wissen
wir weiter, dass der Index eine stetige Funktion ist. Wir betrachten die stetige
Operatorfunktion

C(t)=A+tK mitt=]0,1].

All diese Operatoren sind Semi-Fredholmsch, und der Index aller Operatoren C(t)
ist gleich. Insbesondere ist

ind(A+ K) =indC(1) = ind C(0) = ind A. (4.18)

Da A Fredholmoperator ist, ist ind A < oo. Also ist auch ind (A + K) < oc.
Dann muss aber A + K ein Fredholmoperator sein. Auerdem zeigt (4.18) die
behauptete Indexgleichheit. |

Diese Eigenschaften lassen sich noch vielfach ergénzen. Z.B. gilt auch

Satz 4.22 Ist A € L(X,Y) ein Fredholmoperator, so ist auch A" € L(Y', X") ein
Fredholmoperator, und es gilt

ind A = —ind A.
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Eine analoge Aussage gilt fiir die Hilbertraumadjungierte.

Satz 4.23 (Atkinson) Ein Operator A € L(X,Y) ist genau dann Fredholmsch,
wenn es Operatoren B,C € L(Y, X) und kompakte Operatoren K € K(X), L €
K(Y) gibt, so dass

BA=Ix+K, AC=Iy+ L.

Man sagt auch: Fredholmoperatoren sind invertierbar modulo kompakter Opera-
toren.

4.5 Singulire Integraloperatoren vom Cauchy-Typ

Wir betrachten Integralgleichungen der Gestalt

(Au) (1) = a(t)u(t) + °2 / US) g5 f1), teT. (4.19)

v s—1

Der Operator A ist zusammengesetzt aus Operatoren der Multiplikation mit
Funktionen a, b, welche wir als stetig auf dem Einheitskreis T={z € C: |z| = 1}
voraussetzen, und aus dem Operator der singuldren Integration

(Su)(t) = — / us) 4o e

™ s—t

Dieses Integral existiert selbst fiir gutartige (z.B. Holderstetige) Funktionen u
nur im Sinne des Cauchyschen Hauptwertes. Fiir s = ¢, t = ¢¥ hat man also

) 1 y+2m T ) 1 y+2m—¢ iz
(Su)(e?) = —/ y(c;) ie""dr = — lim _uler) de. (4.20)
e
y

e i el TeN0 Sy e 1—eily—2)

Die Wahl der Konstanten vor dem Integralzeichen wird uns spéater klar werden.

Um eine Vorstellung vom Wirken von S zu bekommen, berechnen wir Se,, fiir
en(t) =t" mit n € Z.

Lemma 4.24 FEs ist Se,, = e, firn >0 und Se, = —e, firn <0.

Beweis Fiir n = 0 ist

) 1 y+2mr—e 1
A T I e
(Seg)(e?) = Wllir(l] ” T dr (Substitution z := x — y)
1. 2m—e 1 1. 2m—e eix/Q
i N A s ) e
1 2m—¢ T
= —1i t= +i)dor =1
o [ (eot g +i)de =1,
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da die Funktion z +— cot § auf (0,27) beziiglich des Mittelpunktes 7 dieses In-
tervalles ungerade ist. Hieraus folgt leicht fiir n > 0

1 " 1 " 1 t"
(Sen)(t) = —,/ " gs=— |2 ds + — ds
m Jrs—1 T Jp s—1 m Jrs—1

t" 1
m'/Ts—t ° (Seo)()

SchlieBllich ist fiir n > 0

1 s" 1 s — ¢t 1 "
(Se_p)(t) = — ds=— [ ———ds+ — ds

m Jrs—1 mJr s—1 m Jrs—1

n—1
1
= (T4 = / — Y phnghlgg =T — o = ¢,
da
sh—t" _ —_1 st —tT" _ __1 nzl gkl ”21 g k—ly—ntk
s—t st s~ —t—1 st —

und da bekanntlich

0 -1
/ Z2"dz = . n7 |

T 2 n=—1.
Diese einfache Rechnung hat eine Reihe bemerkenswerter Konsequenzen, wenn
wir bedenken, dass die Funktionen (#"),cz eine Orthonormalbasis von L*(T) bil-

den (dies ist im Wesentlichen dquivalent zu der Tatsache, dass die Funktionen 1
und sin 27nt, cos 2nt mit n > 0 eine ONB von L?[0, 1] bilden).

Folgerung 4.25 Der Operator S der singuldren Integration ist eine Isometrie
von L*(T) auf sich.

Beweis Der Operator S iiberfithrt die Fourierreihe ZnEZ aneé, in die Reihe

Z A€ — Z U (4.21)

n>0 n<0

Diese Reihe konvergiert und definiert eine Element von L?(T), welches die gleiche

Norm hat wie das Ausgangselement ), ayey. |

Folgerung 4.26 Es ist S =1 und S* = S.

Beweis Anwendung von S auf ) _, a,e, fiihrt auf (4.21). Nochmalige Anwen-
dung von S auf (4.21) liefert wieder die Ausgangsfunktion ) _, a,e,. Genauso
einfach zeigt man, dass S* = S ist. n
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Folgerung 4.27 P :=
es ist P2 = P, P* = P).

(I +S) und Q := (I — S) sind Orthoprojektoren (d.h.

N[ =

Dies folgt sofort aus Folgerung 4.26 durch einfaches Nachrechnen. |
Offenbar ist
al +bS=a(P+Q)+bP—-Q)=(a+b)P+ (a—0)Q.

Setzen wir ¢ := a+bund d := a—b, so kdnnen wir den singuléren Integraloperator
A = al + bS auch in der Form cP + d(@ schreiben, die fiir viele Uberlegungen
zweckméBiger ist.

Folgerung 4.28 Seien ¢,d € C. Dann ist der Operator ¢P + dQ genau dann in-
vertierbar, wenn ¢ # 0 und d # 0. Ist diese Bedingung erfiillt, so ist der Operator
%P + éQ die Inverse von cP + d().

Dies haben wir bereits im Beweis von Satz 4.4 (e) bemerkt. n

Wir kénnen nun bereits singulédre Integralgleichungen mit konstanten Koeffizien-
ten a, b 16sen! Dazu schreiben wir

1

1 1 I+S 1 I-S8
Ah = P+ Q=
c +dQ

a+b 2 +a—b 2
1 1 1 1 1 1 a b

— - I —< - )S: I— 3
2<a—|—b+a—b> +2 a+b a-0 a? —b? a? — b2

Also gilt: Fiir konstante Koeffizienten a,b ist die Gleichung (4.19) genau dann
16sbar, wenn a® — b # 0. In diesem Fall ist die Losung u gegeben durch

u(t) = (A7 1)) = oy ()~ f(_l

ds.

Wir wenden uns nun dem Fall zu, wenn a und b stetige Funktionen sind. Dazu ist
es zweckmiBig, den Raum L*(T) mit dem Raum ¢*(Z) zu identifizieren, der aus
allen Folgen (;,)pez mit Y, ., [,]* < 0o besteht. Die Identifikation geschieht so,
dass der Funktion x = Y _, w,e, € L?(T) die Folge (x,)nez ihrer Fourierkoeffi-
zienten zugeordnet wird (Satz von Fischer/Riesz). Jeder Operator A € L(L?*(T))
wird dabei iibersetzt in einen Operator auf £*(Z), den man sich als unendliche
Matrix (a;i);kez mit den Eintrdgen aj, = (Aey, e;) vorstellen kann. Das Skalar-
produkt auf L?(T) ist dabei definiert als

o) =5 | resEar

Die Matrixdarstellung des Operators S haben wir praktisch bereits in Lemma
4.24 bestimmt: es ist die Diagonalmatrix
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Da [ in die Einheitsmatrix iiberfithrt wird, lauten die Matrixdarstellungen der
Projektoren P und () entsprechend

Wir benétigen noch die Matrixdarstellung von Operatoren der Multiplikation.
Fir ¢ € C(T) ist

1 [ y
(cep,e;) = - c(e’t)e”“te_”tdt
0
1 27

_ L ity it h=0) gp —- o
o ), c(e®)e Ci—k

Der Eintrag (cey, e;) héngt also nur von der Differenz der Argumente k£ und j ab,
so dass die Matrixdarstellung von c/ lautet

Cp C_1|C_o2 C_3

(&1 Chp |C-1 C_9 C_3

—
cl Cy C1 Co C_1 C_o

C3 Cy C1 Co C_1
€3 | 2 €1 G

Insbesondere ist die Matrixdarstellung von ¢(t) = ¢ wegen

27 21 . .
i eiteit(k=i) gt — i/ it (Hk—3) g 0 firl+k—7#0
2 0 27 0 1 fur1+k—]:0
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gleich

0
0 1 00

170 0

the— 0l1 0

0 1

0

Dem singuldren Integraloperator cP + d() entspricht daher die Matrix

do d_1 d_g C_3 C_4 C_j5
d1 do d_1 C_9 C_3 C_4

dg d1 do C_1 C_9 C_3

(4.22)
d3 dg d1 Co C_1 C_9

d4 d3 d2 C1 Co C_1

d5 d4 d3 (&) C1 Co

Wir interessieren uns nun zunéchst fiir die Fredholmtheorie von Operatoren der
Gestalt (4.22). Jede stetige Funktion ¢ auf T kann man beliebig genau durch
sogenannte trigonometrische Polynome Y 7 axt* approximieren (Version des
Satzes von Weierstraf}). Fiir Polynome ¢ und d stehen in der rechten oberen bzw.
linken unteren Ecke der Matrix (4.22) nur endlich viele Nichtnull-Eintrdge. Also
haben die entsprechenden Operatoren ein endlich-dimensionales Bild und sind
insbesondere kompakt. Dann sind diese Operatoren aber fiir beliebige stetige
Funktionen kompakt, da sie sich durch Operatoren von endlichem Rang approxi-
mieren lassen. Die Matrix (4.22) ist also genau dann ein Fredholmoperator, wenn

128



der Operator

dy d—q d_o
dy dy d-4
dy dy dy

O

Co
&1

C2

C_1
Co

&1

C_o
C_1

Co

(4.23)

ein Fredholmoperator ist. Auflerdem sind die Indizes der Operatoren (4.22) und
(4.23) gleich. Die Untersuchung des Operators (4.23) kann man offenbar auf die
Untersuchung der Operatoren in seiner rechten unteren bzw. linken oberen Ecke
zuriickfiihren. Ein Operator der Gestalt

heifit der durch ¢ erzeugte Toeplitzoperator. Einen solchen Operator kennen wir
bereits: Fiir ¢(t) =t ist T'(¢) gerade der Verschiebungsoperator

T(c): (xo,21,...) — (0,20, 21,...),

und ganz analog ist fiir ¢(t) =t~

T(til) : (xo,l'l, .. ) = (l’l,.TQ, .. )

Satz 4.29 Der Operator T'(c) mit ¢ € C(T) ist genau dann Fredholmsch, wenn
c(t) # 0 fir alle t € T. Ist dies erfillt, so ist der Index von T(c) gleich der
negativen Windungszahl der Funktion c beziiglich des Nullpunktes.

S ®_D

nicht Fredholmsch Fredholmsch

Index =0 Index = -2
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Beweis — Schroder, Abschnitt 4.4

Wir haben damit ein sehr schones geometrisches (topologisches) Kriterium dafiir
gefunden, wann ein Toeplitzoperator Fredholmsch ist, und koénnen auflerdem
leicht seinen Index bestimmen. In diesem speziellen Fall haben wir damit be-
reits ein Invertierbarkeitskriterium! Es gilt ndmlich

Satz 4.30 (Coburn, Gohberg/Krein) Ein Toeplitzoperator ist genau dann
wnvertierbar, wenn er Fredholmsch ist und den Index 0 besitzt.

Mit Hilfe der Resultate des vorigen Abschnittes ist es nicht schwer, aus Satz
4.29 und 4.30 das folgende Fredholm- und Invertierbarkeitskriterium fiir singulére
Integraloperatoren abzuleiten.

Satz 4.31 (Noether) Der singulire Integraloperator A = c¢P + d@Q mit ¢,d €
C(T) ist genau dann ein Fredholmoperator, wenn c(t) # 0 und d(t) # 0 fir alle
t € T. Ist dies erfiillt, so istind A gleich der negativen Windungszahl der Funktion
c/d beziiglich des Nullpunktes. Falls ind A = 0, so ist A invertierbar.

Beweis ' Schroder, Spezialliteratur.
Anmerkungen

1. Die explizite Bestimmung von A~! ist i.Allg. schwierig. Ein Algorithmus
zur Bestimmung von A™! existiert fiir rationale Funktionen c, d.

2. David Hilbert hat vermutet, dass (genau wie bei Fredholmschen Integral-
gleichungen 2. Art) auch der Index singulérer Integraloperatoren stets 0 ist.
Noethers Satz widerlegt diese Vermutung Hilberts.

3. Die Noethersche Indexformel ist der Vorlaufer aller spateren Indexsétze wie
dem von Atiyah-Singer. In diesen Sdtzen geht es darum, den analytischen
Index ind A eines Operators mit topologischen Grofien (wie die Windungs-
zahl) in Bezichung zu setzen.

4. Im Wintersemester gibt es eine Vorlesung, in der ich iiber Numerische Ana-
lysis fiir Integralgleichungen (u.a.) sprechen mochte. Der Schwerpunkt die-
ser Vorlesung wird auf dem Einsatz funktionalanalytischer Methoden (loka-
le Prinzipien in Banachalgebren) zum Studium der Konvergenz von Nihe-
rungsverfahren liegen.
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