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Einleitung Die Zahlentheorie ist
e urspriinglich die Wissenschaft von den natiirlichen (ganzen) Zahlen,
e neben der Geometrie eine der dltesten mathematischen Theorien,

e extrem reizvoll: es gibt zahlreiche aufserordentlich einfache Fragestel-
lungen, die oft auferordentlich schwer zu beantworten sind,

Einige Beispiele

Die Goldbachsche Vermutung (1742): Jede gerade Zahl > 2 ist als Summe
zweier Primzahlen darstellbar; jede ungerade Zahl > 5 ist als Summe dreier
Primzahlen darstellbar.

(bekannt: gilt fiir jede hinreichend grofte Zahl n > 3315)

Grofier Satz von Fermat (etwa 1650 — 1993): Falls m > 2, so gibt es keine
natiirlichen Zahlen x,y, 2 > 1 mit 2™ 4 y™ = 2.
lange Zeit nur Spezialfille: m = 3,4,5
Kummer: m reguldre Primzahl
(= 1980) Faltings: nur fiir endlich viele m 16sbar
(1993) Andrew Wiles: vollstandige Losung

Der Primzahlsatz Sei w(n) die Anzahl der Primzahlen < n. Dann gilt
m(n)

Inn
n

lim =1.
n—o0

Vermutet von Gauf, bewiesen ca. 100 Jahre spater durch Hadamard/ de la
Valleé¢ Poussin.

Eine kleine Auswahl weiterer Mathematiker, die wesentlich zur Entwicklung
der Zahlentheorie beigetragen haben:

Pythagoras (Zahlenmystik, 32 + 4% = 5?)

Euklid (Euklidscher Algorithmus, unendlich viele Primzahlen)

Diophant (Auflosung von Gleichungen in ganzen Zahlen)

Fermat (Grofser Satz von Fermat, Fermatsche Primzahlen)

Euler (analytische Methoden, 4 Quadrate)

Gauf (erstes zusammenfassendes Werk tiber Zahlentheorie,
quadratisches Reziprozititsgesetz)

Dirichlet, Kummer, Tschebyschew, Riemann, Dedekind, Hensel, Hasse, Min-
kowski, Hilbert, Artin ...20. Jhd.



Literatur Eine Suche im Internet bringt zahlreiche Texte mit dem Titel
“Elementare Zahlentheorie” oder “Elementary number theory”. Bei der Aus-
arbeitung des Skriptes waren mir folgende Texte hilfreich:

Kritzel Zahlentheorie (MfL 19),

Koch/Pieper  Zahlentheorie (Studienbiicherei),

Ireland/Rosen A classical Introduction to Modern Number Theory,

Stein Elementary Number Theory: Primes, Congruences, and
Secrets.

1 Teilbarkeit und Primzahlen

1.1 Teilbarkeit

Wir bezeichnen mit

N die Menge der natiirlichen Zahlen {1,2,...},
Z die Menge der ganzen Zahlen {0, +1,...},
Q die Menge der rationalen Zahlen.

In N sind Addition und Multiplikation uneingeschréankt ausfiihrbar, in Z
auferdem noch die Subtraktion; in @ kann auch die Division (aufer durch
0) uneingeschrinkt ausgefiihrt werden.

Seien a,b € Z. Die Zahl b heilst Vielfaches von a, falls es eine Zahl ¢ € Z
gibt so, dass b = a - ¢. Ist b Vielfaches von a, so heif’t a Teiler von b. Wir
notieren dies mit a | b.

Beispiele: 3| (—6), 37111, 28 f96.
Einfache Eigenschaften: Fiir alle a, b, c € Z gilt

e ala, (—a)|a (,Reflexivitiat®)
(denn: a =1-a=(-1) - (—a))

1]a,-1]a
(gleiche Begriindung)

albblc=a|c (,Transitivitat”)
(denn: b = dya, c = dsb = ¢ = dydsa)

a|b,b|a= a=>bodera=—b

a|balc=al(b+c)
(denn b = bja,c =cia=b+c= (b + c1)a)
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Die Zahlen +1 heiffen Einheiten; es sind die einzigen ganzen Zahlen, die
jede andere ganze Zahl teilen (und es sind die einzigen ganzen Zahlen, die
in Z invertierbar sind). Eine natiirliche Zahl n heift Primzahl, wenn n # 1
und wenn die einzigen natiirlichen Teiler von n die Zahl 1 und die Zahl
selbst sind. Natiirliche Zahlen, die weder Primzahlen noch 1 sind, heifsen
zusammengesetzt.

1.2 Der grofite gemeinsame Teiler

Gegeben seien Zahlen by, ..., by € Z. Eine Zahl a heiflt gemeinsamer Teiler
dieser Zahlen, falls
a|b1, ...,a|bk.

Sind nicht alle Zahlen by, ..., by gleich Null, so gibt es unter den gemeinsa-
men Teilern dieser Zahlen einen grofiten (dieser ist notwendig positiv). Dieser
heiflt der grifite gemeinsame Teiler von by, ..., by. Sind alle b; gleich 0, so
definieren wir 0 als ihren groften gemeinsamen Teiler. Zwei Zahlen heifsen
teilerfremd, wenn ihr grofster gemeinsamer Teiler gleich 1 ist.

Eine Zahl ¢ heifit gemeinsames Vielfaches der Zahlen by, ..., by € Z falls

bl|C,...,bk|C.

Sind alle b; ungleich 0, so gibt es unter allen gemeinsamen Vielfachen dieser
Zahlen ein kleinstes positives. Dieses heifst das kleinste gemeinsame Vielfache
von by, ..., by. Ist eine der Zahlen b; gleich 0, so definieren wir 0 als ihr
kleinstes gemeinsame Vielfache.

Symbolisch schreiben wir:

a=ggT(by,...,b) und c=kgV(by,... by).
Beispiele

e Suchen ggT (32, —8,12). Die gemeinsamen Teiler dieser Zahlen sind
{1,2,4,—1, -2, —4}. Also ist ggT (32, —8,12) = 4.

e Suchen kgV (3, —2, —5). Die gemeinsamen Vielfachen dieser Zahlen sind
{0, £30, £60, +90, . .. }. Somit ist kgV (3, -2, —5) = 30.



Wir geben zunéchst eine andere Charakterisierung des grofsten gemeinsa-
men Teilers der ganzen Zahlen a4, ..., a; an. Dazu betrachten wir die Menge
R(ay, ..., ay) aller Zahlen, die aus diesen Zahlen durch (wiederholte) Additi-
on bzw. Subtraktion entstehen. Man sieht leicht ein, dass sich jede Zahl aus
R(ay, ..., ay) darstellen ldsst als

miaq + moas + - -+ + mpa,, mit m; € Z (1)

und dass umgekehrt jede Zahl dieser Gestalt zu R(ay,...,a;) gehort. Aus
der Darstellung (1) folgt sofort, dass Summe und Produkt zweier Zahlen aus
R(ay,...,a;) wieder zu R(ay,...,a;) gehoren. Die Menge R(ay,...,a) ist
also ein kommutativer Ring.

Satz 1.1 Seien nicht alle a; gleich 0. Dann ist die kleinste positive Zahl in
R(ay,...,ay) der grifite gemeinsame Teiler von ay, ..., ai.

Zum Beweis benutzen wir eine wichtige Figenschaft der ganzen Zahlen:

Division mit Rest: Seien a,b € Z und b > 0. Dann gibt es eindeutig
bestimmte Zahlen m € Z und r € {0,...,b— 1} so, dass a = b-m + r. Die
Zahl r heifst der Rest von a bei Division durch b.

Beweis von Satz 1.1. Da nicht alle a; gleich 0 sind und da mit a auch —a
zu R(ay,...,a;) gehort, gibt es in R(aq,...,ax) positive Zahlen. Sei d die
kleinste positive Zahl in R(ay, ..., ax). Wir teilen jede der Zahlen a; mit Rest
durch d:

a;=d-m; +r; mitm; € Zund 0 < r; <d.

Wegen der Ringeigenschaft von R(ay,...,ax) ist r; € R(aq,...,a;). Da d die
kleinste positive Zahl in R(aq, ..., a) ist, kann r; nur 0 sein. Also gilt d | a;
fiir alle 7, d. h. d ist ein gemeinsamer Teiler von ay, ..., a.

Weiter: d lasst sich darstellen als

d=myay + - -+ mpa, mit gewissen m; € Z.

Héatten nun die a4, .. ., a; einen groferen gemeinsamen Teiler d’ als d, so wére
d" | d, ein Widerspruch. Also ist tatsdchlich d = ggT(aq, ..., ay). [

Folgerung 1.2 Seien ay,...,a; € Z. Dann gibt es Zahlen mq,...,my € Z
so, dass
ggT(ay, ... ar) = myay + - - + myay.



Beispiel. ggT(5,11) = 1 lésst sich schreiben als 1 = 6-11 — 13 - 5. (Wir
haben die Koeffizienten 6 und —13 durch Probieren gefunden. Spéater werden
wir sehen, wie man die Zahlen my, ..., m; algorithmisch bestimmen kann.)

]

Folgerung 1.3 Seien ay,...,ar € Z und d € N. Dann gilt
geT(day, ... ,day) = d-ggT(ai,. .., ar).

Beweis. Die Elemente der Ringe R(day,das, ..., day) und R(ay, ..., ax) ent-
sprechen einander auf eindeutige Weise: Ist mya;+- - -+myax € R(aq, ..., a,),
SO ist

d(m1a1 + -+ mkak) = ml(dal) + - F mk(dak) < R(dal, c. ,dak),

und umgekehrt. (Die Abbildung a — da ist also eine Isomorphie des Ringes
R(ay,...,a) auf R(day,das, ..., da).) Also entsprechen auch die kleinsten
positiven Elemente dieser Ringe einander, und sie gehen durch Multiplikation
mit d > 0 auseinander hervor. [ ]

Folgerung 1.4 Ist ab durch d teilbar und ggT (a,d) = 1, so ist b durch d
teilbar.

Beweis. Ist b positiv, so ist b der grofste gemeinsame Teiler von ab und db.
Wegen Folgerung 1.3 ist ndmlich

ggT(ab,db) =b - ggT(a,d) =b.

Auflerdem ist d ein gemeinsamer Teiler von ab und db. Da jeder gemeinsame
Teiler den grokten gemeinsamen Teiler teilt (Folgerung 1.2), folgt die Be-
hauptung. Fir b = 0 ist die Aussage offensichtlich, und fiir negatives b folgt
sie wie oben. [ ]

Satz 1.5 FEin Produkt ay...ap ganzer Zahlen ist genau dann durch eine
Primzahl p teilbar, wenn mindestens einer der Faktoren durch p teilbar ist.

Beweis. Sei zundchst £ = 2. Da p als positive Teiler nur 1 und p besitzt, gilt
entweder ggT(ai,p) = p oder ggT(as,p) = 1. Im ersten Fall hat man p | a4,
im zweiten wegen Folgerung 1.4 p | as.

Im allgemeinen Fall kénnen wir so argumentieren. Aus p | aj...a; folgt
p| a; oder p| ay...a. Im ersten Fall sind wir fertig, im zweiten finden wir
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p | ay oder p | as...a,. Wir fahren so fort und gelangen nach endlich vielen
Schritten zur Aussage des Satzes. ]

U1l  Seien a,b € Z. Dann gilt:
ggT(a,b) = ggT(a+b,b) = ggT(a - b,b).
U2 Seien a, b teilerfremd. Dann gilt

kgV(a,b) = ab.

1.3 Der Euklidische Algorithmus

Der Euklidische Algorithmus ist ein Verfahren zur Ermittlung des gréfsten
gemeinsamen Teilers zweier Zahlen aq, as € N: Dazu dividieren wir a; durch
as mit Rest:

a; = qaz + a3z, 0<az <as.

Ist as # 0, so wiederholen dies mit as und as:
az = geaz + ag, 0 < ay < as,

und fahren so fort. Die erhaltene Folge der Reste asq, asz, a4 ... ist streng mo-
noton fallend und nicht negativ; also gibt es irgendwann einen Rest, der gleich
0 ist und bei dem dieses Verfahren abbricht, etwa

Ap—1 = Qpn-10p + Api1, 0< Api1 < Ap

Ap = gnlnp41-

Satz 1.6 Die Zahl a, 1 ist der grofite gemeinsame Teiler von ay und as.

Beweis. Sei d := ggT(a,az). Wir erhalten aus der erster Gleichung d | as,
aus der zweiten Gleichung d | a4, u.s.w. Schliefslich erhalten wir aus der
vorletzten Gleichung d | a,1.

Umgekehrt: Aus der letzten Gleichung folgt a,41 | a,, aus der vorletzten
api1 | @p_1,... ws.w. Schlieklich folgt aus der zweiten Gleichung a, 1 | as
und aus der ersten a, 1 | a;.

Wir sehen also: a,,11 ist ein gemeinsamer Teiler von a; und as, und wegen
d| anyq gilt d = a,4q. [



Beispiel. Wir suchen ggT (111, 77). Der Euklidische Algorithmus liefert

111 =1-77434

TT=2-3449
34=3-94+7
9=1-742
7T=3-2+1
2=2-1
Also ist ggT(111,77) = 1. n

Mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus gewinnt man durch Riickwértsrech-
nen auch eine Darstellung von ggT (ay, as) in der Form ggT (a1, as) = mya; +
moas. Wir zeigen dies nur am obigen Beispiel:

1=7-3-2
1=7-309-7)=4-7-3-9
1=4-(34—-3-9)—3-9=4-34—15-9
1=4-34—15(77—2-34) =34-34— 1577
1=34(111—77) —15-77 =34 - 111 — 49 - 77

Also ist 1= ggT(111,77)=34-111 —49-77.

U3 Gesucht ist ggT (234,377) sowie eine Darstellung dieser Zahl in der
Form my - 234 + my - 377.

U4 Gesucht ist ggT (2541, 3042, 3249).

1.4 Primfaktorzerlegung

Ziel dieses Abschnittes ist ein Beweis des Hauptsatzes der elementaren Zah-
lentheorie.

Satz 1.7 (Existenz und Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung)
Jede natirliche Zahl gréfler als Fins ist entweder selbst eine Primzahl, oder
sie ldsst sich auf eindeutige Weise als Produkt von Primzahlen darstellen.

Beweis. Wir miissen zeigen:

(a) Jede natiirliche Zahl a > 1 lésst sich als Produkt von Primzahlen dar-
stellen.



(b) Diese Darstellung ist eindeutig.

Zu (a). Die Zahl a ist entweder eine Primzahl (dann sind wir fertig) oder
zusammengesetzt. Dann gibt es unter allen Teilern von a gréfer als 1 einen
kleinsten; etwa py:

a=1p;-ag.
Dieser ist eine Primzahl (klar); aukerdem ist a; < a. Wir wiederholen diese
Uberlegung mit a;: Ist a; Primzahl, sind wir fertig; andernfalls gibt es eine
Primzahl ps und eine Zahl ay < a; mit

a1 = P2a2.

Wir fahren so fort: da a > a; > as > --- > 1, muss a, fiir irgendein k
selbst Primzahl sein. Damit haben wir eine Zerlegung von a in Primfaktoren
gefunden.

Zu (b) Angenommen, es gibt Zahlen, die 2 verschiedene Zerlegungen in Prim-
faktoren gestatten. Unter diesen gibt es eine kleinste, etwa a, und es seien
a=p;...ppund a = q ...q zwei Zerlegungen dieser Zahl in Primfaktoren.
Wegen

Aa=p1...Prk=0q1---Q (2)
gilt p1 | ¢1...q. Nach Satz 1.5 muss p; eine der Zahlen ¢; teilen, etwa p; | ¢;.
Dann ist aber p; = ¢; (beides sind ja Primzahlen). Teilt man nun Gleichung
(2) durch p;(= ¢1), so erhélt man die Zahl

a/pr=0p2...pk=0q2...q,

welche kleiner als a ist und ebenfalls zwei verschiedene Zerlegungen besitzt.
Dies steht im Widerspruch zur Wahl von a. [ ]

Wie findet man die Primfaktorzerlegung? Genauso wie im ersten Teil des
Beweises:

21420 =2 - 10710
=2-2-5355
=2-2-3-1785
=2-2-3-3-59
=2-2-3-3-5-119
=2-2-3-3-5-7-17
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oder kiirzer, 21420 =22-33.5-7-17.

Wir werden im weiteren stets die Schreibweise
a=p{"-p-..opt (mita; €N, p; #pj)

fiir die Primfaktorzerlegung verwenden.

Folgerung 1.8 Jede ganze Zahl a # 0 ldisst sich eindeutig darstellen als

— ai Ak
a=-ep; ... P,

wobei die p; voneinander verschiedene natirliche Primzahlen und die a; po-
sitive natiirliche Zahlen sind und e eine Einheit (also £1) ist.

U5 Man bestimme den g.g.T. und das k.g.V. gegebener Zahlen unter Be-
nutzung ihrer Primfaktorzerlegungen.

U6 Man zeige: Fiir natiirliche Zahlen a, b gilt
ggT(a,b) - kgV(a,b) = a-b.
U7 Man zeige: v2 und v/2 + /3 sind irrational.

1.5 Uber die Menge der Primzahlen

1.5.1 Bestimmung von Primzahlen

Die Bestimmung der Primzahlen unterhalb einer gegebenen Zahl n kann
im Prinzip erfolgen mittels des ,Sieb des Eratosthenes”. Man schreibt
dazu alle Zahlen von 2 bis n auf. Die kleinste Zahl 2 lassen wir stehen und
streichen jedes Vielfache von 2 weg. Die néchste nicht gestrichene Zahl ist 3;
man streicht alle Vielfachen davon weg. Die néchste nicht gestrichene Zahl
ist 5; jedes Vielfache davon wird gestrichen u.s.w. Fiir n = 50 findet man
beispielsweise

4 (5 ® 8 9 M
(11) ¥ (13) 4 & 16 (17) ¥ (19) 24
2 27 (23) 2 25 26 27 28 (29) 34
(31) 37 38 34 35 36€ (37) 38 39

(41) #¢ (43) 44 25 46 (47) € 49 >4

Ubrig bleiben die Primzahlen bis 50. Warum kann man nach den Vielfa-
chen von 7 aufhoéren? An welcher Stelle kann man aufhoren, wenn man die
Primzahlen zwischen 1 und n € N bestimmen md&chte?



1.5.2 Wie viele Primzahlen gibt es?
Satz 1.9 (Euklid) FEs gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis 1 (Euklid) Angenommen, es géibe nur endlich viele Primzahlen, etwa
D1, - - -, Pp. Die Zahl

a:=pi-pa-... pnt1

ist durch keine der Zahlen py teilbar, da sie bei Teilung durch jede von ihnen
den Rest 1 lasst. Die Zahl a ist aber nach dem Hauptsatz entweder selbst
Primzahl, oder sie 1aft sich in Primfaktoren zerlegen, die dann sicher von
den pj. verschieden sind. Es gibt also neben den p; weitere Primzahlen. m

Beweis 2 (Kummer) Angenommen, es gibt nur die Primzahlen p; < py--- <
pn- Bilden N :=p;-...-p,. Die Zahl N —1 hat einen Primfaktor (Hauptsatz),
der (nach Konstruktion von N) auch in N steckt. Also sind N und N—1 durch
die gleiche Primzahl teilbar. Dann teilt diese Primzahl auch N —(N —1) =1,
was unmoglich ist. [ ]

Beweis 3 Wir bezeichnen die n. Primzahl mit p,. Euler zeigte, dass die

Reihe
r o1 1 1 1 1
2 statatat
divergiert. Hieraus folgt insbesondere, dass es unendlich viele Primzahlen
gibt. (Gébe es nur endlich viele Primzahlen, wére diese Reihe eine endliche

Summe und wiirde konvergieren). Zum Vergleich: Wir wissen, dass

o0

1

Z — divergiert (harmonische Reihe) und
n

n=1

Z —  konvergiert.

n=1 n

In diesem Sinn gibt es also ,wesentlich mehr” Primzahlen als Quadratzahlen.
[ |

Auf dhnliche Weise kann man sogar noch ein viel stédrkeres Resultat iiber
Primzahlen in arithmetischen Folgen beweisen:

Satz 1.10 (Dirichlet) Seien a und b teilerfremd. Dann gibt es unendlich
viele Primzahlen der Gestalt am + b mit m € N.
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Den Beweis von Euler und einen Beweis des Satzes von Dirichlet finden Sie
z.B. in Koch, Pieper (Kapitel 6). Wir beschrinken uns auf den (wesentlich
einfacheren) Beweis eines Spezialfalles des Satzes von Dirichlet.

Satz 1.11 Es gibt unendlich viele Primzahlen der Form 4m + 3.

Beweis. Angenommen, es gibt nur endlich viele Primzahlen der Form 4m+3,
etwa po = 3, p1, D2, - - -, Pn- Wir betrachten die Zahl

N :=4pips...pn + 3.

Nun ist jede ungerade Primzahl von der Form 4m + 1 oder 4m + 3. Wéren in
der Primfaktorzerlegung von N ausschlieflich Primfaktoren der Form 4m + 1
enthalten, hétte auch N diese Form (warum?), was offenbar nicht der Fall
ist. Die Zahl N hat also wenigstens einen Primteiler ¢ der Form 4m + 3. Es

muss daher ¢ eine der Primzahlen 3, py, ps, ..., p, sein.
Wiére ¢ = 3, so wiare N und dann auch N — 3 = 4pyp,...p, durch 3
teilbar. Das ist unmoglich, da dann eine der Primzahlen py, ..., p, durch 3

teilbar wére (Satz 1.5).
Wiére ¢ eine der Zahlen p; mit i > 0, so wiirde aus ¢ | N folgen, dass
pi | N und somit auch

pi | N —4pips...pn =3,

was ebenfalls unmoglich ist. Dieser Widerspruch zeigt, dass die Annahme
falsch war, d.h. es gibt unendlich viele Primzahlen der Form 4m + 3. [ ]

Es gibt also unendlich viele Primzahlen. Bekannt sind aber nur endlich viele
davon; die grokte aktuell bekannte Primzahl ist 274207281 _ 1 eine Zahl mit
22.338.618 Stellen, die im Januar 2016 gefunden wurde. Diese Zahl ist eine
sogenannte Mersenne-Primzahl. Mersenne-Primzahlen sind Primzahlen der
Form M,, := 2" —1 mit n > 1 (man beachte, dass M,, nur dann eine Primzahl
sein kann, wenn n eine Primzahl ist).

Mersenne-Primzahlen stehen in engem Zusammenhang mit vollkomme-
nen Zahlen. Eine natiirliche Zahl heifst vollkommen, wenn sie gleich der Sum-
me ihrer echten Teiler ist (wie die Zahlen 6 = 1 + 2 + 3, 28, 496 und 8128).
Schon Euklid wufite, dass die Zahl 2"~1(2" — 1) vollkommen ist, wenn 2" — 1
eine Primzahl ist (n = 2 liefert die vollkommene Zahl 6). Rund 2000 Jahre
spater wurde von Euler die Umkehrung fiir gerade vollkommene Zahlen ge-
zeigt: jede gerade vollkommene Zahl ist von der Form 2"~*(2" — 1) mit einer
Primzahl 2™ — 1. Es ist unbekannt, ob es auch ungerade vollkommene Zahlen
gibt.
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1.5.3 Verteilung der Primzahlen

Sei 7(x) die Anzahl der Primzahlen kleiner oder gleich z. Der folgende Satz
wurde 1792 von Gaufs vermutet und ca. 100 Jahre spater von Hadamard und
de la Valleé¢ Poussin bewiesen.

Satz 1.12 (Primzahlsatz)

tim ) g
n—oo ——

Die Funktion 7 wéchst also wie n/ Inn. Bessere Anndherungen an 7(z) erhalt
man durch Benutzung ,héhere Funktionen® wie den Integrallogarithmus:

) Todt
Li(z) := o
5 In
Dann gilt dhnlich zum Primzahlsatz
. m(n)
1 =1.
w00 Li (1)

Man kann zeigen, dass die Annéherung von 7(x) durch Li (z) deutlich besser
ist als die durch die elementare Funktion z/Inz, wie auch folgende Tabelle
nahelegt:

n m(n) = n/lnn ~ Li(n) ~
103 168 145 178
10° 78498 72382 78628
10? 50.847.534 48.254.942 50.849.235
1016 | 279.238.341.033.925 — diese Zahl — diese Zahl
-7.804.289.844.393 | + 3.214.632

Aufserdem gilt mit gewissen Konstanten aq, as
Im(z) — Li(2)| < ay w e~ 2VI®
(de la Valleé Poussin), und man vermutet, dass sogar
|m(x) = Li(z)| < avalng

mit einer Konstanten a gilt. Letzteres kann man zeigen unter Benutzung einer
anderen Vermutung, der wohl beriithmtesten noch ,ungeknackten” Hypothese
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der Mathematik (eines der sieben Millenium-Probleme, fiir deren Losung
jeweils 1 Million Dollar ausgesetzt wurden):

Die Riemannsche Vermutung Alle Nullstellen der Zetafunktion

(=3 £ Q

n=1

liegen auf der Geraden Rez =1/2.

Zum Verstdndnis: Wie man leicht sieht, konvergiert die Reihe in (3) fiir
Rez > 1 absolut. Fiir die iibrigen komplexen Zahlen ungleich 1 kann man
die Zetafunktion durch analytische Fortsetzung definieren.

1.5.4 Primzahlzwillinge

Sind sowohl p als auch p + 2 Primzahlen, so nennt man das Paar (p,p + 2)
einen Primzahlzwilling. Beispiele sind (5,7), (11,13) und (17, 19). Bis heute
ist unbekannt, ob es endlich oder unendlich viele Primzahlzwillinge gibt. Man
kann aber z. B. zeigen, dass die Reihe

3 L

p p+2)’
in der p alle Primzahlen durchlauft, fiir die p + 2 ebenfalls Primzahl ist,
konvergiert. Es gibt also in diesem Sinn wesentlich weniger Primzahlzwillinge

als Primzahlen. Das groftte derzeit bekannte Paar von Primzahlzwillingen
(wikipedia 2016) ist

3756801695685 - 2606669 + 1.

das sind Zahlen mit 200.700 Ziffern. Zum Vergleich: der Rekordhalter aus
dem Jahr 1985 war
107.570.463 - 100 £+ 1,

eine 2259 stellige Zahl.

Die oben betrachteten Primzahlzwillinge haben den Abstand 2 voneinan-
der. Allgemeiner kann man Primzahlpaare betrachten, deren Abstand von-
einander hochstens k ist. Lange Zeit war offen, ob es fiir irgendein k > 2
unendlich viele solcher Paare gibt. Es erregte daher grofte Aufmerksamkeit,
als Yitang Zhang von der University of New Hampshire im Mai 2013 bewies,
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dass es unendlich viele Primzahlpaare gibt, deren Abstand voneinander ma-
ximal 70.000.000 ist. Inzwischen konnte die Zahl 70.000.000 auf nur 246 her-
abgesetzt werden (Polymath-Projekt). Ein weiteres Reduzieren dieser Zahl
auf 2 wiirde beweisen, dass es unendlich viele Primzahlzwillinge gibt; Ex-
perten halten dies mit dem von Zhang entdeckten Ansatz aber fiir unmglich
(wikipedia 2016).

1.6 Teilbarkeitstheorie in Hauptidealringen

Eine natiirliche und recht allgemeine Heimat findet die Teilbarkeitstheorie in
Hauptidealringen. Zunéchst einige Begriffe. Sei R ein kommutativer Ring mit
Eins e. Ein Element z € R\ {0} heift ein Nullteiler, wenn es ein y € R\ {0}
mit xy = 0 gibt. Ist R nullteilerfrei, so heiltt R ein Integrititsbereich. In
Integritétsbereichen darf durch Nichtnullelemente gekiirzt werden: Sei ax =
ay und a # 0. Dann folgt a(z — y) = 0. Wegen a # 0 muss = — y = 0 sein.
Also ist x = y.

1.6.1 Hauptidealringe

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins e und a € R. Dann bildet die Menge
Ra aller Elemente ra mit r € R ein Ideal in R, welches wir mit (a) bezeichnen.
R heift ein Hauptidealring, wenn r nullteilerfrei (also ein Integritétsbereich)
ist und wenn jedes seiner Ideale von der Gestalt (a) mit einem a € R ist.

Beispiele. (a) Z ist ein Hauptidealring.

Sei I ein Ideal in Z. Ist I = {0}, so ist I = (0). Sei also I # {0}. Liegt
a # 01in I, dann auch —a. Es gibt also positive Zahlen in I. Sei p die kleinste
positive Zahl in I. Wir zeigen, dass I = (p).

Wegen p € [ ist die Inklusion (p) C [ klar. Angenommen, es gibt ein
b€ I~ (p). Dann konnen wir b schreiben als

b=kp+r mit0<r<p-—1.

Dann wére » € I, und es gébe in I eine positive Zahl kleiner als p. Dieser
Widerspruch zeigt, dass I C (p).

(b) Ist R ein Kérper, so ist der Ring R[z]| der Polynome mit Koeffizienten in
R ein Hauptidealring. Zur Vorbereitung iiberlegen wir uns, dass man in R|x]
ein Analogon der Division mit Rest hat.
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Lemma 1.13 Seien f,g € R[x] und g # 0 (d.h. g ist nicht das Nullpoly-
nom). Dann gibt es Polynome q,r mit

f=q9+7r wund degr <degg oder r=020.

Beweis. Seien f(z) = a,2" + ap_ 12"t + ... + a1x + ap mit a,, # 0 und
9(2) = bpx™ + b1 2™+ .+ by + by mit by, # 0. Dann ist also deg f = n
und degg = m. Fir m = 0 ist die Behauptung klar. Falls deg f < degg,
wahlen wir ¢ = 0 und r = f.

Sei also deg f > deg g. Wir bilden

fi(z) == f(x) — a,b, 2" "g(x). (4)

Dann ist deg f; < deg f. Ist sogar deg f1 < deg g, so sind wir fertig, und (4)
ist die gesuchte Darstellung. Andernfalls wiederholen wir diese Prozedur:

fo(z) = fi(z) — q2(x)g(x) mit deg fo < deg fi,

fs—l—l(x) = fs(x> — (Qs+1 g(l’) mit deg fs+1 < deg fsv

und zwar so lange, bis deg f,11 < degg. Dann setzen wir r := f,,1, 1 =
anbﬁblxn_m und ¢ := q; + ... + ¢s+1 und erhalten

f(@) = filz) + a1 (x)g(z)
= fo(r) + @2(2)g(x) + @1 (z)g(z)

= for1(@) + (Gs1(2) + ..+ @2(7) + @1(2)) (@),

also f = qg + r mit degr < degg. [ ]

Nun konnen wir die Aussage dieses Beispiels leicht zeigen: Sei I # {0} ein
Ideal in R[z]. Wir wihlen ein Polynom d # 0 von minimalem Grad aus I. Ist
nun f € I, so gibt es ¢, € R[x] mit

f=qd+r mit degr < degd oderr = 0.

Nun ist » € I, und da d bereits minimalen Grad hat, muss » = 0 sein. Es ist

also f € (d) und daher I = (d). n
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In beiden Beispielen beruht der Beweis der Hauptidealeigenschaft auf ei-
ner Variante der ,Division mit Rest“. Man definiert daher allgemein: Ein
Integritiatsbereich R heifft ein Fuklidischer Ring, wenn es eine Abbildung
h: R\ {0} — Ny gibt mit folgender Eigenschaft: Fiir beliebige a,b € R mit
a # 0 gibt es ¢, € R so, dass

b=gqga+r mit h(r) <h(b) oder r = 0. (5)

Satz 1.14 FEuklidische Ringe sind Hauptidealringe.

Beweis. Sei R Euklidischer Ring und I # {0} ein Ideal von R. Wir wéhlen
ein d € I so, dass h(d) minimal wird. Ist nun a € I, so gibt es ¢, € R mit

a=gqd+r mit h(r) <h(d)oderr =0.

Nun ist 7 € I, und da h(d) bereits minimal ist, folgt » = 0. Also ist a € (d)
und I = (d). u
Beispiele fiir Euklidische Ringe. (a) Z mit h(d) = |d|.

(b) R[x] mit einem Koérper R und h(d) = degd.

(¢) der Ring Z+1iZ C C der ganzen Gaufischen Zahlen mit h(d; +idy) := d? +
d% = |d,+idy|?. Wir iiberlegen uns dies: Seien a = a;+ias, b = by+iby € Z+iZ
und a # 0. Wir schreiben

b/a:kl—l-ikg mit ]fl,]fg EQ

und bestimmen ¢;,q, € Z so, dass |k — q1| < 1/2, |ky — q2| < 1/2. Sei
q := q1 + 1q2. Dann ist

2

b
Do = w12

also |b— ag|* < $|al® und somit h(b — aq) < h(a) < h(a). Mit 7 := b — aq

erhalten wir schliellich

1
2

b=ga+r mit h(r)<h(a). n
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1.6.2 Der grofste gemeinsame Teiler

Sei R ein Integritédtsbereich mit Einse. Mit G(R) bezeichnen wir die Menge
aller invertierbaren Elemente von R. Die Elemente von G(R) heifen auch
FEinheiten von R. Zwei Elemente a,b € R heiflen assoziiert, wenn es ein
u € G(R) mit a = ub gibt. Assoziiert sein ist eine Aquivalenzrelation.

Ein Element a € R heifit Teiler von b € R, wenn es ein ¢ € R mit b = ac
gibt. Offenbar sind e, a und die zu e oder a assoziierten Elemente stets Teiler
von a. Diese nennen wir die trivialen Teiler. Ein Element a € R\ {0} heiftt
unzerlegbar oder irreduzibel, wenn a ¢ G(R) und wenn a nur die trivialen
Teiler besitzt.

Schliefslich heift a € R~ {0} ein Primelement, wenn a ¢ G(R) und wenn
aus a | bc mit b, c € R folgt a | b oder a | c.

Beispiele. (a) Fir R = Z ist G(R) = {—1,1}, und die unzerlegbaren Ele-
mente sind gerade die natiirlichen Primzahlen und ihre Entgegengesetzten:
+2, 43, £5,.... Dies sind auch genau die Primelemente von Z (dies folgt aus

Satz 1.5 und dem folgenden Lemma). In diesem Fall fallen also die Begriffe
yunzerlegbar und ,,Primelement zusammen.

(b) Wir betrachten R = Z++/—3Z = {c € C : ¢ = 2, +iv/32, mit 21, 2, € Z}.
Dann ist G(R) = {1, —1}, und es ist

3=(0++v=3-1)(0++v=3(—1)) zerlegbar und

2 unzerlegbar (iiber Betrége einzusehen),

aber 2 ist kein Primelement: Es ist ndmlich 4 = (1 4+ +/—3)(1 — v/—3) und
2 | 4, aber 2 teilt weder 1+ +/—3 noch 1 — y/—3. Im allgemeinen fallen also
die Begriffe ,unzerlegbar* und , Primelement* nicht zusammen. ]

Lemma 1.15 Primelemente sind unzerlegbar.

Beweis. Sei p ein Primelement und p = ab. Dann gilt p | a oder p | b. Sei
z.B. a = px. Dann folgt p = pzb und p(e — xb) = 0. Aus der Nullteilerfreiheit

folgt xb = e, d.h. b liegt in G(R), und a und p sind assoziiert. [
Seien aq,...,a, € R. Ein Element d € R heilt ein grofiter gemeinsamer
Teiler von ay, ..., a,, wenn gilt

(1) d|a; fur allei =1,...,n (d.h. d ist ein gemeinsamer Teiler).

(2) Falls t | a; fir allet = 1,...,n, dann gilt auch ¢ | d.

17



Satz 1.16 (Satz vom grofiten gemeinsamen Teiler) Sei R ein Haupt-
tdealring und ay, . ..,a, € R. Dann gilt

(a) Es gibt einen grifiten gemeinsamen Teiler von ay, . .., a,.

(b) Je zwei grofite gemeinsame Teiler von ay, . .., a, sind assoziiert. (In die-
sem Sinn ist der grofite gemeinsame Teiler also eindeutig bestimmt.)

(c) d ist grofster gemeinsamer Teiler von aq, . .., a, genau dann, wenn d ein
gemeinsamer Teiler von aq,...,a, ist und wenn Elemente x{,...,x, € R
existieren mit d = x1a1 + . .. + T,a,,.

Beweis. Sei D der Durchschnitt aller Ideale von R, die aq, ..., a, enthalten.
Dann ist D ein Ideal von R und, da R ein Hauptidealring ist, von der Gestalt
D = (d) mit einem d € R. Wegen a; € (d) gibt es Elemente k; € R mit
a; = k;d, d.h. d ist ein gemeinsamer Teiler von aq, ..., a,.

Sei V := {31 wa; : x; € R}. V ist ein Ideal von R. Aus a; € (d) folgt
V' C (d). Andererseits ist a; € V fiir alle ¢ und somit D = (d) C V nach
Definition von D. Es ist also V' = (d). Insbesondere lédsst sich d darstellen als
Z T;a; mit x; € R.
i=1

Wir zeigen, dass jedes Element d mit diesen beiden Eigenschaften (d.h.
d ist gemeinsamer Teiler und d = > | x;a;) ein grofter gemeinsamer Teiler
von aq, ..., a, ist. Sei t ein gemeinsamer Teiler von aq,...,a,. Dann gibt es
fi € Rmit a; = tf;, und es ist

d= zn:xiai = tzn:x,-fi, also t | d.
i=1 i=1

Somit ist d ein grofiter gemeinsamer Teiler von ay, ..., a,. Damit sind (a)
und die Implikation < in (¢) bewiesen.

Wir zeigen (b). Sind d,d’ grofte gemeinsame Teiler von ay, ..., a,, so folgt
d| d und d' | d, d.h. es gibt Elemente a,b € R mit d = ad und d = bd'.
Hieraus folgt d = abd, d.h. ab = e. Dann sind a, b Einheiten, und d und d’
sind assoziiert.

Wir zeigen die Implikation = in (¢). Ist d’ ein grofter gemeinsamer Teiler
von @y, . .., Gy, SO ist er nach (b) zu dem oben konstruierten d assoziiert. Da
d in der Form Z?:l x;a; darstellbar ist, ist es auch d’. [

Zwei Elemente a,b € R heiflen teilerfremd, wenn ihr grofiter gemeinsamer
Teiler in G(R) liegt. (Diese Eigenschaft ist offenbar unabhéngig von der Wahl
des grofsten gemeinsamen Teilers.)
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Satz 1.17 Sei R ein Hauptidealring und p € R\ {0}. Dann gilt:
p ist Primelement < p ist unzerlegbar.

Beweis. Die Implikation = gilt allgemein und wurde in Lemma 1.15 gezeigt.
Wir zeigen <. Sei p unzerlegbar und p | ab. Sei d ein grofiter gemeinsamer
Teiler von a und p. Da p unzerlegbar ist, gibt es nur zwei Moglichkeiten:
Fall 1: d ist assoziiert zu p. Dann ist d = up mit v € G(R) und a = xd mit
x € R und folglich a = zup, also p | a.

Fall 2: d € G(R). Dann ist e ein grokter gemeinsamer Teiler von a und p
und nach Satz 1.16 kénnen wir e schreiben als e = x1p + z9a mit z1, 25 € R.
Dann ist b = x1pb + xeab. Wegen p | ab ist die rechte Seite durch p teilbar.
Also ist p | b. n

In Euklidischen Ringen kann der grofste gemeinsame Teiler zweier Elemente
mit dem Euklidischen Algorithmus bestimmt werden. Seien ay,a2 € R\ {0}
und h(a;) > h(ag). Wir bestimmen der Reihe nach Elemente ¢, go, ... und
r1,7T9,... € R so, dass

ay = asqy + 11 mit h(ry) < h(ay), r1 #0

ay = 1riqs + 1o mit h(ry) < h(ry), rm #0

1 = To@3 + T3 mit h(?"g) < h(’f’g), T3 §£ 0
Th—1 = TkQr+1 + Tht1 mit A(rg41) < h(ry), 7T #0

Tk = Tk+1qk+2-

Das Verfahren muss abbrechen, da h(az) > h(r1) > h(r2) > ... > 0. Aus
diesen Gleichungen ergibt sich

Tkt1 | T = Tk41 | The1 = -« = Tkt1 | a9 = Tk41 | aq,
also ist ry1 ein gemeinsamer Teiler von a;, as. Wiederholtes Einsetzen liefert
Tkl = Th—1 = TkQk+1 = ... = Q171 + Q272
mit x1, x5 € R. Nach Satz 1.16 ist 7,1 der grofste gemeinsame Teiler. n

Beispiel. In R = 7Z + Zi suchen wir einen grofiten gemeinsamen Teiler von
2+ 4i und 5+ 5i. Es ist h(5 + 5i) = 50, h(2 + 4i) = 20 und

545i=2+4i) -1+ (3+¢) mit h(3+14) =10 < 20,
2+4i=(3+14)(1+41).
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Somit ist 3+ ein grofter gemeinsamer Teiler. (Diese Zerlegungen kann man
wie oben beschrieben finden: Es ist

5450  (5+5i)(2—4i) 30—10i 3 —li
24+4i 20 20 2 27
und 1 ist eine zu % — %Z nichstgelegene Zahl in Z + Zi.) ]

1.6.3 Zerlegung in Primelemente

Wir streben nun eine Verallgemeinerung des Satzes der eindeutigen Primfak-
torzerlegung an. Dazu benétigen wir

Lemma 1.18 (Teilerkettensatz) Sei R ein Hauptidealring. Ist in einer
Folge ay,as,as, ... i R jedes Element a; 1 ein nicht-trivialer Teiler von a;,
so kann diese Folge nur endlich viele Elemente enthalten.

Beweis. Sei aq,a9,as, ... eine Folge in R mit a;41 | a;. Dann ist offenbar
(a;) € (a;41) fiir alle 7 € N.

Wir zeigen, dass A = (J;°,(a;) ein Ideal in R ist. Seien a,b € A und
r € R. Dann ist a € (a;) und b € (a;) mit gewissen 7, j. O.B.d.A. sei i < j.
Dann ist a € (a;) C (a;) und somit

a+b€(aj)§A.

Weiter ist ra € (a;) C A, d.h. A ist ein Ideal.
Da R Hauptidealring ist, gibt es ein @ € R mit A = (a). Wegen a € A
gibt es ein i mit a € (a;). Fir alle j > i gilt dann

(@) € (@) € (¢5) € A C (a),

d.h. von der Stelle i an sind alle Ideale (a;) gleich. Aus (a;) = (a;11) folgt
aber a; | a;11 und a;11 | a;, d.h. a;41 ist ein trivialer Teiler von a;. ]

Satz 1.19 (Eindeutige Primelementzerlegung) Sei R ein Hauptideal-
ring. Dann ldsst sich jede Nichteinheit a € R\ {0} als Produkt a = p; ...pm
von Primelementen darstellen. Ist a = q . ..q, eine weitere Zerlegung von a
n ein Produkt aus Primelementen, so ist m = n, und bei geeigneter Num-
merierung 1St p; 2u q; assozuiert.
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Beweis. Eristenz: Angenommen, a habe keine Zerlegung in Primelemente.
Dann ist a kein Primelement, sondern zusammengesetzt, etwa a = a;b;, und
wenigstens eines der Elemente aq, by besitzt auch keine Zerlegung in Primele-
mente, etwa a;. Wir wiederholen diese Uberlegung und erhalten eine unend-
liche Kette ...as | a; | a echter Teiler, im Widerspruch zum Teilerkettensatz.

Eindeutigkeit: Wir fithren den Beweis durch Induktion nach m. Sei m = 1,
a=p und a = q ...q,. Da p; Primelement ist, ist p; unzerlegbar. Also ist
n=1und ¢ =p;.

Wir nehmen nun an, die zu zeigende Aussage gelte fiir alle Produkte von
weniger als m Primelementen und betrachten a =p;...p = q1 ... q,. Da py
Primelement ist, folgt p; | ¢; fiir ein 4, etwa p; | ¢;. Da auch ¢; Primelement
ist, sind p; und ¢; zueinander assoziiert: ¢; = up; mit u € G(R). Folglich ist

a=P1...Pm =UP1q2...qp

und daher ps...p, = uqgs...q,. Aus der Induktionsannahme folgt die Be-
hauptung. [ ]

Integritatsbereiche, in denen der Satz von der eindeutigen Primelementzer-
legung gilt, heiflen auch faktorielle oder ZPE-Ringe.

7,7+ 7 = Euklidische =- Hauptideal- = ZPE-
K[z] mit K Korper Ringe ringe Ringe.

Offen bleibt damit die ZPE-Eigenschaft fiir Ringe wie Z[z] oder R|z,y], die
keine Hauptidealringe sind (man betrachte die Ideale Id(5,2) in Z[z] oder
ld(z,y) in Rz, y]).

1.6.4 Primelementzerlegung in Polynomringen

Wie wir am Ende des vorigen Abschnittes gesehen haben, ist fiir einige wich-
tige Ringe die ZPE-Eigenschaft noch unklar. Wir zeigen in diesem Abschnitt
folgenden Satz, der diese Fille klart.

Satz 1.20 (Gaul)) Ist R ein ZPE-Ring, dann ist auch R[x] ein ZPE-Ring.

Da Z und R]z] als Euklidische Ringe ZPE-Ringe sind, folgt mit diesem Satz
die ZPE-Eigenschaft von Z[z] und (R[z])[y] = R[z, y] und die vieler weiterer
Ringe.

Im weiteren sei R ein ZPE-Ring. In der Algebra wird gezeigt, dass man
jedem Integritatsbereich auf natiirliche Weise einen Quotientenkorper zuord-
nen kann (dhnlich, wie man Z den Koérper Q zuordnet). Wir bezeichnen den
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Quotientenkorper von R mit K. Schlieflich sei vermerkt, dass man in R grof-
te gemeinsame Teiler hat, die man (wie in Z) aus der Primelementzerlegung
gewinnen kann.

Ein Polynom p(z) = Y, a;z* € R[x]\ {0} heift primitiv, wenn jeder grofte
gemeinsame Teiler von ay, ..., a, eine Einheit ist.

Satz 1.21 (Gaull) Sind f,g € R[x] primitiv, so ist auch fg primitiv.

Beweis. Sei f(z) = 1" gaia’, g(x) = 377 bz’ mit ay,, b, # 0. Dann ist

n n m+n k
e = 303w = S S (et
i=0 j=0 k=0 i=0
Sei p ein Primelement von R. Da ggT(aq, . . ., a,) eine Einheit ist, ist klar, dass

p nicht alle Koeffizienten von f teilt. Ebenso teilt p nicht alle Koeffizienten
von g. Sei

s := max{i : p teilt nicht a;}, r := max{j : p teilt nicht b;}.

Wir betrachten nun den Koeffizienten von fg bei r 4+ s. Dieser ist

r+s

E aibr-l—s—i = a'Obr—i-s + albr—i-s—l +...+ a'r+st~
1=0

Da p weder a, noch b, teilt, teilt p auch nicht a.b,. Die iibrigen Summanden

in dieser Summe sind aber durch p teilbar. Somit ist dieser Koeffizient von
fg nicht durch p teilbar. [ |

Lemma 1.22 Jedes Polynom f € K|x]\ {0} ldsst sich schreiben als f = rg
mit r € K und mit einem primitiven Polynom g € R|x|. Diese Darstellung
st eindeutig bis auf Einheiten von R.

Beweis. Ezistenz: Sei f(z) = Y.0°, %2’ mit a;,b; € R und a; # 0. Mit

=0 a;
a = [[:%, a; ist klar, dass af € R[x]. Weiter: Ist b ein grofter gemeinsamer
Teiler der Koeffizienten von af, so ist

af =bg bzw. fzég

a

mit einem primitiven Polynom ¢ € R[z].
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Eindeutigkeit: Sei f = r1g; = rogo mit r1, 79 € K und primitiven Polynomen
g1, 92 € R[z]. Dann gibt es ein t € R\ {0} (ein ,,gemeinsamer Nenner” von
r1,79) S0, dass try,try € R. Es ist also

tf =trigy = trago.

Da ¢g; und g, primitiv sind, sind ¢r; und try grofte gemeinsame Teiler der
Koeffizienten von tf. Folglich sind ¢r; und try assoziiert. Hieraus folgt die
Behauptung. ]

Lemma 1.23 Sei f € R[z] ein primitives Polynom und seien a,b € R mit
a # 0. Dann gilt

ngR[z] < albinR.

Beweis. Wir zeigen die Implikation =. Sei 2f € R[z] und ¢ ein groRter
gemeinsamer Teiler der Koeffizienten von g f. Dann ist g f = cg mit einem
primitiven Polynom ¢ € R[z|. Da f und ¢ primitiv sind, folgt aus der Ein-
deutigkeitsaussage in Lemma 1.22, dass g zu ¢ assoziiert ist. Es gibt also ein
u € G(R) mit 2 = uc bzw. b = uca. Somit ist a Teiler von b. Die umgekehrte
Implikation ist klar. [ ]

Satz 1.24 Besitzt ein Polynom aus R[z] in K[z eine Zerlegung in Polynome
positiven Grades, so gibt es bereits in R[x] eine solche Zerlequng mit Faktoren
gleichen Grades.

Beweis. Sei f € R[z] und f = g19o mit g1, g2 € K[x]. Wir wenden Lemma
1.22 auf die Polynome gy, g» an und finden Elemente a;,as € R\ {0}, by, by €
R und primitive Polynome hy, hy € R[z] mit

b b b1 b

g1 = —lhl, go = —2h2 und somit f = ihlhg.

a as a1az
Dies ist ein Polynom in R[z], und hyhs ist primitiv nach Satz 1.21. Nach
Lemma 1.23 ist ajas | biby. Somit ist f in R[z] in Faktoren vom gleichen
Grad wie g1, go zerlegbar. [ ]

Wir kénnen nun die Primelemente in R[x] charakterisieren.

Satz 1.25 Die Primelemente von R|x] sind genau die Primelemente von R
(betrachtet als Polynome nullten Grades) und alle primitiven unzerlegbaren
Polynome positiven Grades.
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Beweis. Ist f € R[x] und a ein grofter gemeinsamer Teiler der Koeffizienten
von f, so ist f = ag mit einem primitiven Polynom g¢. Alle Elemente von
R[x] aufer den im Satz genannten sind daher zerlegbar und konnen keine
Primelemente sein.

Es verbleibt daher zu zeigen, dass die im Satz genannten Elemente tat-
sichlich Primelemente sind. Wir tun dies fiir die primitiven unzerlegbaren
Polynome positiven Grades.

Sei f € R[z] ein solches Polynom. Nach Satz 1.24 ist f auch in K|[z]
unzerlegbar. Da K[z] ein Hauptidealring ist, ist f ein Primelement in K|x]
(Satz 1.17). Mithin gilt: Sind g, h € R[z] und ist f Teiler von gh in R[z], so
ist f Teiler von g oder h, jedoch zunéchst in K|x].

Sei z.B. f | g in K[z]. Dann gibt es ein § € K[z|] mit ¢ = gf. Lemma
1.22, angewandt auf g, liefert Elemente a € R\ {0} und b € R sowie ein
primitives Polynom p € R[z]| mit

g= ép, also ¢ = épf
a a
Nach Voraussetzung und Satz 1.21 ist pf primitiv. Aus Lemma 1.23 folgt
dann £ € R. Also ist 2p € R[z], und f teilt ¢ in R[z]. Somit ist f ein
Primelement. [ ]
Beweis von Satz 1.20. Sei f € R[z]\ {0}. Da K[z] als Euklidischer Ring
ein ZPE-Ring ist, konnen wir f in Primelemente p; von Klz| zerlegen: f =
P1-..pn. Mit Lemma 1.22 finden wir a; € R\ {0}, b; € R sowie primitive
Polynome ¢; € R[z|, die offenbar unzerleghar sind, so dass p; = ZTQZ Mithin

1st
bi...b,
ay .

f=

Da q .. .q, wieder primitiv ist (Satz 1.21), ist ¢ := % € R (Lemma 1.23).
Da R ein ZPE-Ring ist, folgt ¢ = ry...r, mit gewissen Primelementen r;
von R. Zusammengefasst ist

G ---qn € Rlx].

- ¥

f=ri...rmaqi-.. qn,

und nach Satz 1.25 sind alle Faktoren Primelemente von R[z|. Damit ist die
Existenz einer Primelementzerlegung gesichert. Die Eindeutigkeit der Prim-
elementzerlegung (bis auf Einheiten) macht man sich wie in Satz 1.19 klar.

n

Das folgende Kriterium ist hilfreich bei der Bestimmung der unzerlegbaren
Polynome.
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Satz 1.26 (Eisenstein-Kriterium) Sei f(z) = ap+a1x+...+a,2™ € Z[x]
primitiv. Wenn es eine Primzahl p gibt mait

plao, plan, ..., pla,_1

und so, dass weder a,, durch p noch ay durch p? teilbar sind, so ist f irreduzibel
in Z[z).

Beispiel. f(z) = 23 — 4 ist irreduzibel iiber Q. Ersetzt man namlich x durch
y + 1, erhélt man (y +1)* — 4 = y3 + 3y* + 3y — 3, und dies ist irreduzibel
iiber Z nach dem Eisenstein-Kriterium mit p = 3. [ ]
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2 Kongruenzen

2.1 Rechnen mit Kongruenzen
Seien a, b ganze Zahlen und m > 1. Man sagt, dass
a kongruent zu b modulo m

ist, falls @ und b bei Division durch m den gleichen Rest lassen bzw. (was
dasselbe ist) falls a — b durch m teilbar ist. In diesem Fall schreibt man

a=b(m) oder a=bmodm.
Beispielsweise ist 128 = 33 (5), 17 = —2 (19), 91 = 0 (13) und 28 # 36 (7).
Satz 2.1 Kongruenz modulo m ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Die Reflezivitit a = a (m) folgt aus a —a =0 und m | 0.

Die Symmetrie a = b (m) = b = a (m) folgt aus a —b = km = b —a =
(—k)m.

Die Transitivitit a = b (m), b = ¢ (m) = a = ¢ (m) ergibt sich schlieflich
aus

a—b=km, b—c=km = (a—0b)+ (b—c)=km+ kym,
also a — ¢ = (ki + ka)m. u
Der folgende Satz klért das Rechnen mit Kongruenzen.
Satz 2.2 Seien a; = by (m) und ay = by (m). Dann gilt
a; £ as = by £ by (M) und aj - ag = by - by (m).
Beweis Addition: Addition von a; — by = ¢; - m und ay — by = ¢y - m liefert
a; +as — by —by = (c1 +co)m, also a3+ ay = by + by ().
Multiplikation: Es ist

a1 — blbg = a1a9 — blag + b1&2 — blbg
= (a1 — bl)ag + b1<CL2 - bg)
= cimas + bicom

= (c1ag + byca)m,
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also ajas = biby (m). [ ]

Beispiele: (a) Wir suchen den Rest von 86 - 738 - 9150 bei Division durch 7.
Es ist

86=2(7), 738=3(7), 9150=1(7)
und somit nach Satz 2.2 86-738-9150=2-3-1=6 (7).

(b) Wir suchen den Rest von 3 +12-40 + 8 - 40% + 5 - 40% bei Division durch
13. Wegen 40 = 1 (13) ist
3+12-40+8-4024+5-403=3+12-1+8-12+5-12 =28 =2 (13). ]

Achtung: Division von Kongruenzen ist problematisch, wie einfache Bei-
spiele zeigen: Es ist zwar 3 = 6 (3); formales Dividieren durch 3 liefert aber
1 =2 (3), was offenbar falsch ist!

Satz 2.3 Ist da = db (m) und zusdtzlich ggT(d,m) = 1, so ist auch a =
b(m).

Beweis. Nach Voraussetzung ist m | da—db bzw. m | d(a—b). Aus Folgerung
1.4 ergibt sich m | a — b, also a = b (m). n

Bevor wir uns weiter mit Kongruenzen befassen, sehen wir uns zunéchst
einige Anwendungen an.

2.2 Fermat-Zahlen

Die Zahlen F,, := 22" + 1 mit m € N heiken Fermat-Zahlen. Die ersten von
ihnen sind

Fy=3, F =5 F,=17, Fy=257, F,=65537,

und diese fiinf Zahlen sind Primzahlen! Fermat hatte vermutet, dass alle
Fermat-Zahlen Primzahlen sind. Euler konnte zeigen, dass dies falsch ist.
Genauer zeigte er, dass bereits Fy durch 641 teilbar und daher keine Primzahl
ist. Das kann man wie folgt einsehen:

210 = (2%)% = (256)% = 65536 = 154 (641),
2% = (154)* = 23766 = —1 (641).

Somit ist 5 = 2324+1 = 0 (641). Noch weniger wird bei folgender Uberlegung
gerechnet: Es ist

641 =6404+1=5-2"+1, also 5-27=—1(641),
641 = 625416 = 5* + 2% also 5*'= —2* (641).
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Wir potenzieren erste Kongruenz mit 4 und erhalten 5-2% = 1 (641). Mit der
zweiten Kongruenz gelangen wir zu —24-22% = 1 (641) bzw. 232 +1 = 0 (641).

n
Warum interessiert man sich fiir Fermat-Zahlen, die gleichzeitig Primzahlen

sind? Der junge Gauf hat entdeckt: Ein regulires n-Eck kann genau dann
mit Zirkel und Lineal konstruiert werden, wenn n von der Gestalt

n= 211‘3291]?2 - Pr

mit k > 0 und paarweise verschiedenen Fermatschen Primzahlen py,. .., p.
15t.

Zur Zeit sind keine weiteren Fermatschen Primzahlen aufter den oben ge-
nannten bekannt. Man weifs auch nicht, ob es endlich oder unendlich viele
von ihnen gibt und ob es endlich oder unendlich viele zusammengesetzte
Fermat-Zahlen gibt.

2.3 Teilbarkeitskriterien

Ausgangspunkt: Jede natiirliche Zahl besitzt eine eindeutige Darstellung in
der Form
A - 10™ + @y - 10"+ 4 ay - 10 + ag (6)

mit ag,...,a, € {0,1,...,9} (Darstellung im Dezimalsystem). Anstelle der
10 kann man auch eine beliebige andere Basis b > 1 wahlen:

™ + ...+ a1b+ap mit ag,...,a, €{0,1,...,b—1}.

2.3.1 Teilbarkeit durch 2, 4, 8

Wir betrachten (6) modulo 2, 4 bzw. 8. Wegen 10 = 0 (2), 100 = 0 (4) und
1000 = 0 (8) erhalten wir

Qg (2)
am~10m+...+a1-10+a05 CL1'10—|—CL0 (4)
as-100 4+ aqy - 10+ ay  (8).

Mit anderen Worten:
Eine Zahl lasst bei Division durch 2 denselben Rest wie ihre letzte Ziffer.
Eine Zahl lasst bei Division durch 4 denselben Rest wie die aus ihren letzten
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2 Ziffern bestehende Zahl.
Eine Zahl ldsst bei Division durch 8 denselben Rest wie die aus ihren letzten

3 Ziffern bestehende Zahl.

Beispiel. Die Zahl 44 ...444 ist durch 2 und 4 teilbar und léasst bei Division
16\ oron
2016Vieren

durch 8 den Rest 4. ]

2.3.2 Teilbarkeit durch 5, 25, 125
Wegen 10 = 0 (5), 100 = 0 (25) und 1000 = 0 (125) folgt wie vorher aus (6):

ap  (5)
Ap - 10"+ .. 4 a;-104+a9 = Ca;-10+ay  (25)
as 100"‘@1 . 10"‘@0 (125),
Mit anderen Worten:
Eine Zahl lasst bei Division durch 5 denselben Rest wie ihre letzte Ziffer.
Eine Zahl ldsst bei Division durch 25 denselben Rest wie die aus ihren letzten
2 Ziffern bestehende Zahl.

Eine Zahl lasst bei Division durch 125 denselben Rest wie die aus ihren
letzten 3 Ziffern bestehende Zahl.

2.3.3 Teilbarkeit durch 3, 9
Wegen 10 =1 (3) und 10 =1 (9) ist

am+...+ao (3)
am+...+ao (9)

D.h. eine Zahl ldasst bei Division durch 3 bzw. 9 denselben Rest wie ihre
Quersumme.

Beispiel. Die Quersumme von N = 44...4 ist 4 - 44 = 176. Davon die
——

44Vieren
Quersumme ist 14, und davon die Quersumme ist 5. Daher ist der Rest von

N bei Division durch 3 gleich 2 und bei Division durch 9 gleich 5.

am~10m+...+a1-10+a05{

2.3.4 Teilbarkeit durch 11
Esist 10=—1(11), 10>=1(11), 10®>= —1 (11) u.s.w., und daher
m - 10"+ ... 4 a;- 104+ ay=(=1)" - a, £ ...+ ay —a; + ag (11).
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Eine Zahl lasst also bei Division durch 11 denselben Rest wie ihre alternie-
rende Quersumme.

Fiir eine weitere Regel schreibt man die zu untersuchende Zahl im Hunderter-
System und benutzt, dass 100 =1 (11):

A - 100™ + .. 4 ay - 100+ ag = apy + ... + a1 +a (11)

wobei @, ...,a9 € {0,...,99}. Praktisch heisst das, die zu untersuchende
Zahl (z.B. 123456789) von rechts beginnend in Zweiergruppen (z.B. 1| 23 |
45 | 67 | 89) aufzuteilen und diese zu addieren (z.B. 14+23+45+67+89 = 225).
Die zu untersuchende Zahl lasst bei Division durch 11 denselben Rest wie
die so bestimmte Zahl (z.B. 123456789 = 225 = 5 (11)).

Neunerprobe, Elferprobe Wenigstens seit dem Mittelalter (Adam Ries” Wap-
pen!) sind Rechenproben in Gebrauch, die auf den einfachen Teilbarkeitsre-
geln fiir 9 und 11 beruhen. Um etwa die Rechnung 455 - 3217 = 1463735 zu
iiberpriifen, betrachtet man

die Reste mod 9: 5-4=2 v
die Reste mod 11: 4-5=9 V.

Offenbar erhélt man in beiden Rechnungen gleiche Reste. Dies heisst natiir-
lich nicht zwingend, dass man richtig gerechnet hat. Stimmt die Neuner- oder
Elferprobe jedoch nicht, ist mit Sicherheit etwas falsch.

U8 Man tiberpriife die Rechnung 13 -28 - 51 +5-213 — 17-23 - 35 = 5494
modulo 9 und modulo 11!

U9 Warum sind die Moduln 2 und 5 wenig geeignet als Rechenproben?

2.3.5 Teilbarkeit durch weitere Primzahlen

Fiir weitere Teilbarkeitskriterien kann man benutzen, dass bestimmte Po-
tenzen von 10 bei Division durch bestimmte Primzahlen die Reste +1 las-
sen. So ist z.B. 1000 — 1 = 999 = 27 - 37, also 10> = 1 (37), und es ist
1000 + 1 = 1001 = 7-11 - 13, also 10* = —1 (7) und 10*> = —1 (13). Um
dies auszunutzen, unterteilt man die zu untersuchende Zahl rechts beginnend
in Dreiergruppen (stellt sie also im 1000-er System dar). Addiert man die-
se Dreiergruppen, so lasst die resultierende Zahl bei Division durch 37 den
gleichen Rest wie Ausgangszahl. Bildet man dagegen aus diesen Dreiergrup-
pen eine Summe mit alternierenden Vorzeichen, so ldsst die resultierende
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Zahl bei Division durch 7, 11 bzw. 13 den gleichen Rest wie Ausgangszahl.
Beispielsweise ist

6 (7),
11014 023 =20=¢9(11),
- -+ 7 (13)

Obige Regeln fiir 7 oder 13 sind bereits miihsamer anzuwenden. Es gibt fiir
diese Zahlen Teilbarkeitsregeln ganz anderer Art, die oft leichter benutzbar
sind.

Satz 2.4 Die Zahl 10a+0b mit b € {0,...,9} ist genau dann durch 7 teilbar,
wenn a — 2b durch 7 teilbar ist.

Beweis. Nach Satz 2.3 ist 10a + b = 0 (7) dquivalent zu 20a + 2b = 0 (7).
Da 21a durch 7 teilbar ist, ist dies weiter dquivalent zu —a +2b = 0 (7) bzw.
a—2b=0 (7). n

Um etwa zu iiberpriifen, ob 864192 durch 7 teilbar ist, rechnet man

86410 — 2 - 2 = 86415,
8641 — 2 -5 = 8631,
863 — 2 -1 = 861,

86 —2-1 =84,
8—2-4=0.

Das Ergebnis ist durch 7 teilbar, also ist es auch die Ausgangszahl.

U10 Man zeige, dass hierdurch jedoch kein Restgleichheitskriterium gelie-
fert wird, d.h. man finde Zahlen a € N, b € {0,...,9} so, dass 10a + b und
a — 2b unterschiedliche Reste bei Division durch 7 lassen!

U1l Die Zahl 10a + b mit b € {0,...,9} ist genau dann durch 13 teilbar,
wenn a + 4b durch 13 teilbar ist.

U12 Man formuliere eine Teilbarkeitsregel fiir 7, falls die zu untersuchende
Zahl im 8-er System gegeben ist!
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2.4 Lineare Kongruenzen

Wir wollen nun lineare Kongruenzen ax = b (m) (mit gegebenen Zahlen
a,b, m und gesuchtem z) 16sen und sehen uns zuerst einige Beispiele an.

Beispiele (a) Betrachten 2x = 1 (3). Eine Losung ist offenbar x = 2. Klar
ist auch, dass 2+3 =5, 2+ 2-3 =8,... weitere Losungen sind.

Allgemein gilt: Ist xy eine Losung von ax = b (m), so sind auch zq + m,
xo £ 2m,. .. Losungen (es ist ja a(x +m) = ax + am = b (m)). Wir wollen
diese Losungen nicht als wesentlich verschieden ansehen und fragen daher
nur nach modulo m inkongruenten Losungen.

(b) Losungen von 3z = 3 (6) sind z = 1 und x = 3. Diese Losungen sind
modulo 6 nicht zueinander kongruent.

(¢) Die Gleichung 5x =1 (5) hat offenbar keine Losung. u

Satz 2.5 Die lineare Kongruenz ax = b (m) ist genau dann losbar, wenn
geT (a,m) | b. In diesem Fall gibt es genau ggT (a,m) zueinander modulo m
inkongruente Losungen.

Beweis. Im weiteren setzen wir ggT (a, m) =: d.

Lésbarkeit: Sei zunéchst ax = b (m) losbar. Dann gibt es Zahlen k& und xq so,
dass axg — b=k -m bzw. b = axg — km. Da die rechte Seite durch d teilbar
ist, ist auch b durch d teilbar.

Sei nun umgekehrt d ein Teiler von b, etwa b = V' - d. Nach Folgerung 1.2 gibt
es Zahlen u, v mit d = u - a + v - m. Damit folgt

b="b'(ua+ovm)=aldu)+mv), also a(b'u)=0b(m).

Eindeutigkeit: Sei zuerst d = 1, und seien z; und x5 Losungen der Kongruenz.
Aus ary = b (m) und azy = b (m) folgt a(z; — x2) = 0 (m), und wegen
Satz 2.3 darf durch a dividiert werden. Folglich ist ;1 — 29 = 0 (m) bzw.
x1 = 25 (m), d. h. die Losung der Kongruenz ist eindeutig modulo m.

Sei nun d > 1 und az; = b (m) sowie axe = b (m). Dann ist wieder
a(xy—x9) =0 (m), d.h. es gibt ein k € Z mit a(zy —x9) = km. Mit ¢’ := a/d
und m’ := m/d folgt o' (x1 — x2) = km’ bzw. '(x1 — 22) = 0 (m’). Nun ist
aber ggT (a’,m') = 1 nach Folgerung 1.3, also darf durch o’ geteilt werden
und wir erhalten

Ty —22=0(m') bzw. zo=x1+Im', €L
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Ist also x1 eine Losung, so ist jede weitere Losung von der Gestalt x1 + Im/.
Umgekehrt sind alle diese Zahlen Losungen:

a(zy +Im') = axy + alm’ = axy + d'dlm’
= ax; + d'lm = b (m).

Welche der Zahlen x; + Im’ liefern nun unterschiedliche Restklassen mod m?
Die Antwort ist klar:

xy, o +m', xy+2m, o+ (d—1)m.

(Die néchste Zahl wére 21 + dm’ = x1 + m. Diese ist aber wieder kongruent
zu x1 modulo m). Also gibt es genau d = ggT (a, m) modulo m inkongruente
Losungen. ]

Beispiele. (a) Die Kongruenz 5z = 2 (16) hat wegen ggT (5,16) = 1 eine
eindeutige Losung modulo 16. Man kann diese leicht durch Probieren finden:
Es ist ja

br =2 (16), bxr=18(16), bz =34(16), bz =50 (16).
In der letzten Kongruenz ist die Division durch 5 erlaubt; also ist z = 10 (16)
die Losung.

(b) Fiir 6z =9 (21) ist ggT (6,21) = 3 und 3 | 9. Die Kongruenz ist also lésbar
und hat genau 3 Losungen, die modulo 21 inkongruent sind. Wir suchen eine
Losung von 6z = 30 (21) und finden sofort z; = 5. Weitere dazu modulo 21

inkongruente Losungen sind dann x5 = 5+1~% =12 und x3 = 5+2~% =19.

Losungen sind also alle Zahlen x =5 (21), 2 =12 (21) und 2 =19 (21). =
U13  Losen Sie:

a) Tr =8 (13), c) 4x=7(15),
b) Tr =8 (14), d) 4xr =6 (18).

2.5 Lineare diophantische Gleichungen

Diophantische Gleichungen sind Gleichungen, deren Losungen nur in der
Menge der ganzen (mitunter auch der rationalen) Zahlen gesucht werden.
Die einfachsten diophantischen Gleichungen sind die linearen Gleichungen
mit 2 Unbekannten:

ar + by = ¢ (mit gegebenen a, b, ¢ € Z und gesuchten x, y € Z).  (7)
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Weiter wollen wir ab # 0 annehmen. Lassen wir fiir 2 und y reelle Zahlen
zu, so beschreiben die Losungen von ax + by = ¢ eine Gerade in der Ebene.
Die Suche nach ganzzahligen Losungen dieser Gleichung ist daher gleichbe-
deutend mit der Suche nach Gitterpunkten, die auf dieser Geraden liegen.

Wann ist nun (7) losbar, und wie findet man alle Lésungen? Offenbar
muss notwendigerweise gelten:

ggT (a,b) | c.

Ist dies erfiillt, kann man ax + by = ¢ durch d := ggT (a,b) dividieren und
erhélt die neue Gleichung

dr+by=¢ (mitd:=a/d, V' :=b/d, ¢ :=c/d), (8)

wobei nun ggT (a’,b") = 1. Ist ' = %1, so kénnen wir in Gleichung (8) fiir
eine beliebige ganze Zahl einsetzen und erhalten ein passendes ganzzahliges
y. O.E.d.A. sei noch ¥ > 1. Dann betrachten wir Gleichung (8) modulo ¥':

adr=d )

Wegen ggT (a/,0') = 1 ist diese Kongruenz modulo ' eindeutig 16sbar: = =
xo + b mit [ € Z. Wir setzen dies in Ausgangsgleichung (8) ein:

d(xg+10)+by=< = Vy=d—dry—dlV

und erhalten nach Division durch ¥

C/_a/x0 /A

b/

Als Losungen erhalten wir also die Paare (x,y) mit

Y= —d'l (beachte, dass % ganzzahlig ist).

d —dxg

7 —dl mitleZ.

r=x0+1, y=

Eine Probe zeigt, dass dies tatsédchlich Losungen sind. Da yq := Cl_bﬂ gerade

die zu xy gehorende Losung von ax+by = cist, erhalten wir zusammengefasst:

Satz 2.6 Die Gleichung (7) ist genau dann lésbar in Z, wenn ggT (a,b) | c.
Ist dies erfillt, und ist (xo,yo) irgendeine Losung von (7), so werden alle
weiteren Losungen geliefert durch

r=xo+1l, y=yo—Ild mitl € Z. 9)
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Beispiele. (a) Die Gleichung 11z + 33y = 22 ist wegen 11 | 22 losbar in
Z. Division durch 11 liefert die Gleichung x + 3y = 2. Offenbar ist x = —1,
y = 1 eine spezielle Losung dieser Gleichung. Die allgemeine Losung der
Ausgangsgleichung besteht daher aus allen Paaren (z,y) = (=14 31,1 — )
mit [ € Z.

(b) Die Gleichung 3x + 5y = 7 ist wegen 1 | 7 16sbar in Z. Um eine Losung zu
finden, gehen wir wie oben beschrieben vor und betrachten diese Gleichung
modulo 3: Aus 3z + 5y = 7 wird dann 2y = 1 (3) und weiter 2y = 4 (3).
In letzterer Kongruenz diirfen wir durch 2 dividieren und erhalten y = 2 (3)
bzw. y =2+ 3l mit | € Z.

Einsetzen in die Ausgangsgleichung ergibt 3z + 5(2 + 3[) = 7, woraus
3x = —150 — 3 und schlieflich x = —5/ — 1 mit | € Z folgt. Lésungen sind
also alle Paare (z,y) = (—1—50,2+ 3]) mit [ € Z. u

Einen Weg zum Auffinden einer speziellen ganzzahligen Losung der Gleichung
ar +by =c¢ mit ggT (a,b) =1

erdffnet der Euklidischem Algorithmus. Mit diesem findet man Zahlen wu, v
so, dass
au + bv = 1.

Multiplikation mit ¢ liefert a(cu) + b(cv) = ¢, d.h. © = cu, y = cv ist eine
spezielle Losung der Gleichung. Die allgemeine Losung erhélt man dann aus
Formel (9).

U14 Bestimmen Sie die ganzzahligen Losungen folgender Gleichungen:

Tr + 2y = 14,
8r + 4y = 3,
26x + 65y = 91.

2.6 Systeme linearer Kongruenzen

Wir betrachten nun Systeme linearer Kongruenzen, d.h. wir suchen alle Zah-
len z, die gleichzeitig folgende Kongruenzen erfiillen:

T =ay (my),

T = az (Mmy), (10)

T = ag (my).

35



Satz 2.7 (Chinesischer Restsatz) Sind die Module m; paarweise teiler-
fremd, dann ist das System (10) eindeutig l6sbar modulo m = my-mso-. . .-my.

Beweis. Wir kénnen uns auf £ = 2 beschrianken. Der allgemeine Fall folgt
mittels vollstandiger Induktion.

Ezistenz der Lésung: Aus x = ai(my) folgt x = a3 +1-my mit [ € Z. Wir
miissen zeigen, dass man [ so wéihlen kann, dass x auch die zweite Gleichung
erfiillt. Einsetzen in die zweite Gleichung liefert

a; +Imy = as (mg) bzw. Imy = ay — ay (Mmy).

Wegen ggT (mq,ms) = 1 ist diese Kongruenz (eindeutig) 16sbar nach Satz
2.5.

FEindeutigkeit der Losung: Seien xq, x5 Losungen von (10). Dann ist zunéchst
x1 = a; (my) und 29 = a1 (my), also 1 — 29 = 0 (my). Somit ist xq — x9
durch m, teilbar. Analog sieht man, dass x; — xo durch ms teilbar ist. Wegen
m = myms und ggT (my, my) = 1 folgt die Teilbarkeit von z; — xs durch m;
es ist also tatséchlich o1 = zo (m). n
Man sieht auch leicht, dass fiir jede Losung x von (10) auch = + m Losung

ist, d.h. die Losungsmenge ist von Gestalt {v € Z : = b (m)} mit einem
geeigneten b € Z.

Beispiel. Man bestimme alle z € Z mit x = 4 (5) und = = 3 (8). Die erste
Kongruenz schreiben wir als z — 4 = 5] mit [ € Z; Einsetzen in die zweite
Kongruenz liefert

5l+4=3(8) bzw. 5l=-1(8).

Die Losung der letzteren Gleichung lautet [ = 3 (8), also ist [ = 3 + 8k mit
k € Z. Mithin erhalten wir nacheinander z = 4 4+ 5 = 4 + 5(3 + 8k) bzw.
x =19 + 40k mit k € Z bzw. x = 19 (40). u

U15 Man lose folgendes System von Kongruenzen

r=2(3),
r=1(4),
x=1(5).

36



U16  Es seien m; paarweise teilerfremde Zahlen > 1. Nach dem chinesi-
schem Restsatz gibt es Zahlen ey, ..., e; € Z so, dass

e, =1 (my) und e, =0 (my) fiir j # k.
Man zeige, dass dann die Losung des Systems (10) gegeben wird durch
T =aje; + ases + ...+ ageg (m).

U17 Man lése U15 nach der Methode von U16.
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3 Restklassen

3.1 Rechnen mit Restklassen

Sei m > 1. Wir haben bereits gesehen, dass die Relation a = b (m) eine
Aquivalenzrelation auf Z ist und somit eine Einteilung der Menge der ganzen
Zahlen in Aquivalenzklassen definiert, die in diesem Zusammenhang auch
Restklassen heifen. Wir bezeichnen mit [a],, die Aquivalenzklasse, die die
Zahl a enthilt. [al,, besteht also aus allen ganzen Zahlen, die bei Division
durch m den gleichen Rest lassen wie a. Offenbar gibt es genau m verschie-
dene Restklassen modulo m:

0], [L]iy - -+ [0 — 1]

Anstelle von etwa [6]; kann man natiirlich auch [—1]; oder [13]; schreiben;
jedes Element einer Restklasse kann diese représentieren.

Addition und Multiplikation von Restklassen werden erklart durch
[a]m + [b]m = [a + b]m und [a]m « [b]m := [ab],,.

Man iiberlegt sich leicht, dass diese Definitionen in der Tat unabhéngig von
der Wahl der Représentanten sind, d.h. aus [a41],, = [az]m und [b1], = [b2)m
fOlgt [a1 -+ bl]m = [CLQ + bg]m und [albl]m = [agbg]m.

Die von den ganzen Zahlen her bekannten Rechengesetze

— Assoziativitdt der Addition/Multiplikation,

— Kommutativitat der Addition/Multiplikation,

— Distributivitat

werden ,yererbt“ und gelten auch fiir das Rechnen mit Restklassen. Weiter
gilt fiir alle a € Z

(@] + [0]m = [a]m und [@)m (1] = [a]m,

d.h. [0],, ist das neutrale Element bzgl. der Addition (Nullelement) und [1],,
das neutrale Element bzgl. der Multiplikation (Einselement). Schlieflich gibt
es zu jedem Element [a],, bzgl. der Addition ein Entgegengesetztes: [al,, +
[—a], = [0],. Zusammengefasst:

Satz 3.1 Die Menge der Restklassen mod m bildet einen kommutativen
Ring.
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Wir bezeichnen diesen Ring mit Z/mZ (was man ringtheoretisch als Quoti-
enten des Ringes Z nach seinem Ideal mZ verstehen kann).

U18 Man zeige, dass die Gruppe der Restklassen modm bzgl. Addition
zyklisch ist.

3.2 Prime Restklassen

Die Restklassen modulo m bilden bzgl. der Addition eine Gruppe. Wie sieht
es mit der Multiplikation aus (wobei wir uns natiirlich auf Restklassen un-
gleich [0],, beschrénken)? Hier sind die entsprechenden Multiplikationstafeln
modulo 5 und modulo 6:

- L[5 2] [3ls [4]s

s [ (s [2ls [3]s [4]5

25 [[2]s [4s [ls [3]s

Bls [ 815 [1s [4s [2]s

[4]5 | [4]s [3ls [2]s [l
- | [e [2]6 [3l6 [4]6 [5]6
e | e [2]6 [3l6 [4]6 [5le
26 | [2]6 [4]6 [0l [2]6 [4]6
Ble | [Ble [0l [3l6 [0]6 [36
[4]6 | [4]6 [2l6 [0l6 [4]6 [2]6
56 | [Ble [4l6 [3l6 [2l6 [l]6

Man iiberpriift schnell, dass wir modulo 5 eine Gruppe erhalten haben und
modulo 6 nicht. Probleme bereiten offenbar die Restklassen von 2, 3, 4, die
mit 6 gemeinsame Teiler haben. Schaut man sich nur die iibrigen an, be-
kommt man wiede reine Gruppe:

| [U]s  [5)s
(16 | [1l6  [5le
56 | [5l6  [1l6

Eine Restklasse [al,,, # [0],, heifst prim modulo m, wenn ggT (a,m) = 1 ist.
Die Menge der primen Restklassen modulo m bezeichnen wir mit G,,.

Satz 3.2 Die Menge G, der primen Restklassen modulo m bildet beziglich
der Multiplikation eine Gruppe.
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Insbesondere ist fiir jede Primzahl p die Menge Z/pZ der Restklassen modulo
p ein Korper.

Beweis. (a) Abgeschlossenheit bzgl. der Multiplikation: Seien [a],, [b], € G,
d.h. es ist ggT (a,m) = ggT (b,m) = 1. Aus dem Satz iiber die Primfaktor-
zerlegung folgt ggT (ab,m) = 1; also [ab],, € G.

(b) Einselement. Wegen ggT (1,m) = 1 ist [1],, € G-

(¢) Inverses Element: Sei [a],, € G,,. Nach Satz 2.5 hat die Gleichung
ar = 1 (m) genau eine Losung modulo m, d.h. es gibt genau eine Rest-
klasse [z],, mit [a],,[z],, = 1. Hitte x einen gemeinsamen Teiler mit m, so

konnte nicht ax =1 (m) sein. Somit ist [z],, € G,,. u
U19 Man bestimme die primen Restklassen modulo m =2, ..., 12.

U20 Man stelle die Gruppentafeln fiir G7, Gs, Gg, G1o, G11 auf.

U21  Man lose die Kongruenzen 3z = 5 (8) und 2z = 1 (11) mit Hilfe
dieser Gruppentafeln.

3.3 Die Eulersche Funktion

Die Anzahl der Elemente von G, oder, anders gesagt, die Anzahl der zu m
teilerfremden Zahlen zwischen 1 und m heift Fulersche Funktion von m und
wird mit ¢(m) bezeichnet.

Beispiele. (a) Zu 10 sind 1, 3, 7, 9 teilerfremd. Somit ist ¢(10) = 4.

(b) Ist p eine Primzahl, so ist ¢(p) = p — 1, da alle Zahlen 1,2,...,p— 1 zu
p teilerfremd sind. [ ]

Satz 3.3 Sind a und b teilerfremde natirliche Zahlen, so ist

p(ab) = p(a)e(b).

Beweis. Fiir a = 1 ist nichts zu zeigen. Sei also a > 1. Wir bezeichnen
mit T'(a) die Menge aller zu a teilerfremden natiirlichen Zahlen kleiner als a.
Unser Ziel ist es, eine Bijektion zwischen den Mengen 7'(ab) und T'(a) x T'(b)
herzustellen. Hieraus folgt dann, dass T'(ab) und T'(a) x T'(b) gleich viele
Elemente haben, und dies ist gerade die Behauptung.

Sei x € T(ab). Dann ist x teilerfremd zu a und b. Seien r bzw. s die Reste
von z bei Division durch a bzw. b. Diese sind ebenfalls teilerfremd zu a bzw.
b, d.h. das Paar (r, s) gehort zu T'(a) x T'(b). Wir zeigen, dass die Abbildung
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w:x— (r,s) von T'(ab) nach T'(a) x T'(b) die gesuchte Bijektion ist.
Injektivitit: Seien x, y € T'(ab) mit pu(x) = u(y) =: (r,s). Dann lésen sowohl
x als auch y die simultanen Kongruenzen

Nach dem Chinesischem Restsatz unterscheiden sich z und y um ein Vielfa-
ches von ab. Folglich stimmen = und y iiberein.

Surjektivitit: Sei (r,s) € T(a) x T(b). Wir haben zu zeigen, dass es ein
x € T'(ab) mit pu(x) = (r,s) bzw. mit

r(a)

s (b)

gibt. Wegen ggT (a,b) = 1 ist diese Kongruenz ist stets 1osbar (Chinesischer
Restsatz), und alle Losungen lassen den gleichen Rest x bei Division durch ab.
Die Zahl z gehort aber zu T'(ab) (hatte namlich  mit ab einen gemeinsamen
Teiler grofser 1, dann auch mit a oder b, und dann hétte r oder s einen
gemeinsamen Teiler mit a oder b). |

Dieser Satz 6ffnet einen Weg zur Berechnung der Eulerschen Funktion.

Satz 3.4 Seim = pi'py?...py* die Primfaktorzerlegung von m. Dann ist

=n(i-2) (- 3)-(2)

Beweis. Da p;* und p(;j fiir © # j teilerfremd sind, folgt aus Satz 3.3

o(m) = o(Pi)e(ps’) - Py,

und es bleibt die Aufgabe, ¢(p®) fir Primzahlen p zu berechnen. Da von den
p® Zahlen 1,2,... p® nur die durch p teilbaren Zahlen mit p® einen Teiler
gemeinsam haben, und da es p®~! durch p teilbare Zahlen unter diesen gibt,

18t .
p(p") =p" —p"t =p" (1 - 2—9) :
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Zusammengefasst erhalten wir

1 1 1
=t (1= D) (1) (12 1)
cp() ! P ? P2 F Pk
1 1 1
:palpaz-...-p“k<1——) (1——)...(1——). [
N ~ ko P b2 Pk

=m

Beispielsweise ist

¢(121000) = ¢(2° - 5 - 117)

(1) (-8) (-

Satz 3.5 Es ist ), ¢(d) =n.

(Hier wird iiber alle Teiler von n summiert.)

Beweis. Wir betrachten die n rationalen Zahlen %, %, ..., wund kiirzen diese

so weit wie moglich. Alle entstehenden Nenner sind Teiler von n. Eine Zahl
d ist nur dann Nenner, wenn sie zum entsprechenden Zahler teilerfremd ist.
Jeder Nenner d kommt also ¢(d) mal vor. Hieraus folgt die Behauptung. =

Als Anwendung geben wir einen weiteren Beweis fiir die Unendlichkeit der
Menge der Primzahlen. Angenommen, es gébe nur n Primzahlen pq, ..., p,.
Bilden m :=p; - ... p,. Da jede Zahl grofser als 1 durch eine der Primzahlen
P1,-- -, Pn teilbar ist, folgt ¢(m) = 1. Andererseits ist nach Satz 3.4

em)=(p —)p2—1)...(pn—1) > 1,

ein Widerspruch. [ ]

3.4 Der Satz von Euler/Fermat
Satz 3.6 (Euler/Fermat) Ist ggT (a,m) =1, so gilt

a?™ =1 (m).
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Beweis. Es seien ni, ..., ngyam die Elemente von G,,. Wegen ggT (a,m) = 1
ist [al,,, eines dieser Elemente. Wie betrachten die Elemente

[a]mna, [almne, - . [a]mPpm)-

Da G, eine Gruppe ist, sind dies wieder dieselben Elemente wie oben (mog-
licherweise in anderer Reihenfolge). Daher ist

ny-...- nw(m) = [a]mm ot [a]mnp(m).
Hieraus folgt sofort [1],, = [a]&™ bzw. a?™ =1 (m). ]

Ist p Primzahl, so ist ¢(p) = p — 1. Als unmittelbare Folgerung des Satzes
von Euler/Fermat erhalten wir

Folgerung 3.7 (Kleiner Satz von Fermat) Ist p Primzahl und p fa, so
gilt

a’ =1 (p).
Beispiel. Wir wollen zeigen, dass 42 | n” —n fiir allen € N. Da 42 =2-3-7,

miissen wir die Teilbarkeit von n” —n durch 2, 3 und 7 zeigen. Dazu schreiben

WIr

n" —n=nn®—1).

Teilbarkeit durch 7: Falls 7 Teiler von n ist, ist alles klar. Ist 7 kein Teiler
von n, dann ist nach Fermat 7 | n — 1.

Teilbarkeit durch 2: Eine der Zahlen n, n® — 1 ist gerade.

Teilbarkeit durch 3: Diese folgt z.B. mit Hilfe einer Fallunterscheidung

n=0(3)= gut
n=13)=n"=13)=>3|n"-1
n=20B)=n’=13)=n=1(3).

Alternativ kann man weiter faktorisieren:
n"—n=nn®—1)=nn*-1)0>+1)=nn-1Dn*+n+1)(n*+1).

Einer der Faktoren n, n — 1 und n® + 1 ist sicher durch 3 teilbar. ]

Der Satz von Euler/Fermat kann auch zur Losung von linearen Kongruenzen
ar = b (m) mit ggT (a,m) = 1 benutzt werden. Aus Euler/Fermat folgt
namlich

ar =b-a®"™ (m), also x=b-a?"" (m).
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Beispiel. Die Kongruenz 8z = 3 (15) hat als Losung z = 3 - 8151 (15).
Mit ¢(15) = 8 erhalten wir
r=3-8"=3-8-(64)>=3-8-4°=3-8-64
—=3.8.4=6-16=6 (15)
und somit z = 6 (15). u
U22  Zeigen Sie, dass 30 | n® —n.
U23 Losen Sie mittels Euler/Fermat

dr =17 (15 (L.: z=13(15))
7r =8 (13 (L. 2=3(13))
5r =2 (16) (L.: 2 =10(16))

3.5 Der Satz von Wilson

Mit den Sétzen von Wilson und Clement lernen wir nun Kriterien fiir Prim-
zahlen bzw. Primzahlzwillinge kennen. Der Aufwand zur Uberpriifung dieser
Kriterien steigt mit wachsendem p sehr rasch an, so dass die praktische Be-
deutung dieser Kriterien eher gering ist.

Satz 3.8 (Wilson) p ist genau dann eine Primzahl, wenn p | ((p—1)!+1).

Beweis. =: Sei p Primzahl. Fiir p = 2 ist die Aussage sicher richtig. Sei
p > 2. In der primen Restklassengruppe G, ist jede Gleichung [a],[z], = [1],
eindeutig 16sbar. Wann ist [z], = [a],? Dies ist genau dann der Fall, wenn
[a]? = [1], bzw. [a?], = [1], bzw. a®* =1 =0 (p) bzw. (a+ 1)(a — 1) =0 (p).

p
Wegen der Gruppeneigenschaft muss gelten a+1 =0 (p) oder a — 1 =0 (p),

d.h. die einzigen Elemente, welche zu sich selbst invers sind, sind [a], = [p—1],
und [a], = [1],. Wir betrachten nun

[(p =Dl = [,[2lp - - [p — Uy

Wie wir uns soeben {iberlegt haben, konnen wir die Restklassen [2],, ..., [p—
2], zu Paaren ([a],, [b],) zusammenfassen mit [a],[b], = [1],. Daher ist

[(p—=Dl,=[1pp =1, =[p—1],

bzw. (p—1)!=p—1(p) bzw. (p —1)!+1 =0 (p).
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«<:Sei (p—1)!'+1=0(p). Angenommen, p ist keine Primzahl. Dann hat p
einen Teiler d mit 1 < d < p. Dieser teilt offenbar (p — 1)! und muss daher
auch 1 teilen. Widerspruch. [ ]

Satz 3.9 (Clement 1949) Die Zahlen n und n + 2 bilden genau dann ein
Paar von Primzahlen, wenn

A[(n—)+1]+n=0 (n(n+2)).
Beweis. <: Die Zahl n erfiille die Kongruenz. Dann ist erst recht
A(n—1)!+1]+n=0(n), also 4[(n—1)!+1]=0(n).

Ist n zusammengesetzt, so ist (n — 1)! durch n teilbar (leicht zu sehen).
Folglich ist 4 = 0 (n). Dies ist nur fiir n = 2,4 moglich. Beide Zahlen erfiillen
aber nicht die Ausgangskongruenz. Somit ist n eine Primzahl.

Weiter folgt aus der Ausgangskongruenz
An—1)+44n=4n—-1)!+2=0(n+2).
Multiplikation n(n 4 1) und einfache Umformungen ergeben
An+ D +2n(n+1)=0(n+2),
A(n+)1+1)+2n* +2n—4=0 (n+2),

AA(n+D+1)+(n+2)2n—2)=0 (n+2)

und schliefdlich
A((n+1)!+1)=0(n+2).

Wie oben schliefsen wir hieraus, dass auch n + 2 eine Primzahl ist.

=: Seien n und n + 2 Primzahlen. Nach dem Satz von Wilson gilt dann

m—1!'+1 = 0(n), (11)
n+D+1 = 0(n+2) (12)

Schreiben wir die Kongruenz (12) als

O=n—-DInn+1)+1=n-D(n+2)(n—1)+2]+1
=2n—1)+n+2)n—D(n—-1)+1=
=2n—1)!4+1(n+2),
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so sehen wir, dass 2(n — 1)! + 1 durch (n + 2) teilbar ist, d.h.
2(n — D!+ 1=Fk(n+2).
Multiplikation mit 2 und Addition von n + 2 liefern
An—1+2+(n+2)=2k+1)(n+2). (13)
Aus der Kongruenz (11) folgt, dass 2k + 1 durch n teilbar ist:
0=2n—1)!+2=k(n+2)+1=2k+1(n).

Da 2k + 1 durch n teilbar ist, ist die rechte Seite von (13) durch n(n + 2)
teilbar. Es ist also

An—1)1+2+ (n+2) =0 (n(n+2))

bzw. 4[(n — 1)! + 1] +n =0 (n(n + 2)). n

3.6 Zyklische prime Restklassengruppen

Die einfachsten Gruppen sind die zyklischen; in diesen gibt es ein Element
mit der Eigenschaft, dass alle anderen Elemente ein Vielfaches (bei additiver
Schreibweise) oder eine Potenz (bei multiplikativer Schreibweise) dieses Ele-
mentes sind. Elemente mit dieser Eigenschaft heifen erzeugende Elemente.
Wir haben z.B. oben gesehen, dass die Menge der Restklassen [0],,, ..., [m —
1], bzgl. der Addition eine zyklische Gruppe bildet.

U24 Wie schen die erzeugenden Elemente dieser Gruppe aus?

In diesem Abschnitt interessieren wir uns dafiir, wann die prime Restklas-
sengruppe G, zyklisch ist.

Beispiele. (a) Fir G5 = {[1]5, [2]5, [3]5, [4]5} ist

2] = [4]s,
22 = [4]5 - [2]5 = [8]5 = [3]5,
[2]5 = [3]5 - [2]5 = [6]5 = [1]5.

D.h. die Gruppe Gj ist tatséchlich zyklisch, und [2]5 ist ein erzeugendes Ele-
ment. Man kann dies auch an Gruppentafel ablesen:
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- L[5 [2]s [4]s (3]s
(s [ (s [2]s [4]s [3]s
25 [[2]s [4s [3]s [l
[4]5 [ [4s [3ls [ls [2]s
Bls | 815 [1s [2Is [4]s

Es gibt offenbar keine erzeugenden Elemente, d.h. Gg ist nicht zyklisch. =

Definition. Fine Zahl a heifit Primitivwurzel modulo m wenn die Gruppe
G zyklisch ist und [a),, ein erzeugendes Element dieser Gruppe ist.

Diese Definition wirft einige Fragen auf:

— Fiir welche m ist G, zyklisch?
— Wie viele Primitivwurzeln gibt es dann?
— Wie findet man sie?

Wir beginnen mit der zweiten 2. Frage.

Satz 3.10 Zu einem gegebenen Modul m gibt es entweder keine oder genau
gp(go(m)) modulo m inkongruente Primitivwurzeln.

Beweis. Wir zeigen zunéchst: Ist a eine Primitivwurzel modulo m und n eine
Zahl mit ggT(n, gp(m)) = 1, dann ist auch a” eine Primitivwurzel modulo
m.

Aus Definition des erzeugenden Elementes folgt, dass a genau dann eine
Primitivwurzel modulo m ist, wenn

a"# 1 (m) fiir alle 1 <r < p(m)

(man beachte, dass a?™ = 1 (m) nach Euler). Damit a" eine Primitivwur-
zel modulo m wird, muss also gezeigt werden, dass (a™)” # 1 (m) fiir alle
1 < r < p(m). Angenommen, es ist (a™)" = 1 (m) fir ein 1 < r < p(m).
Da a eine Primitivwurzel ist, folgt ¢(m) | rn, und da ggT(n, p(m)) = 1 ist,
muss gelten ¢(m) | r. Dann wére aber ¢(m) < r, was unmoglich ist.

Da es genau ¢(y(m)) natiirliche Zahlen n < ¢(m) mit der Eigenschaft
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ggT(n,p(m)) = 1 gibt, gibt es auch mindestens ¢ (¢(m)) Primitivwurzeln
modulo m (falls es iiberhaupt welche gibt).

Wir zeigen noch, dass es keine weiteren Primitivwurzeln neben den bereits
gefundenen gibt: Ist ggT (n, ¢(m)) =t > 1, so ist

(@) = (@)™ =1 (m),

d.h. o™ kann keine Primitivwurzel sein. Es gibt somit genau ¢ (¢(m)) Primi-
tivwurzeln, falls es iberhaupt eine gibt. ]

Die erste Frage wird durch folgenden Satz beantwortet.

Satz 3.11 Seim € N, m > 2. Die Gruppe G,, ist genau dann zyklisch, wenn
m=2,m=4, m=p" oder m = 2p" mit einer ungeraden Primzahl p ist.

Einen vollstdndigen Beweis finden Sie z.B. in Kréatzel, S. 28 — 31. Wir zeigen
hier nur folgenden (fiir uns wichtigen) Teil dieses Satzes:

Ist p Primzahl, so ist G, zyklisch.

Beweis. Fiir p = 2 ist die Aussage klar. Sei also p > 2. Fiir jedes ganzzahlige
dmit 1 <d <p—1=¢(p) bezeichne A\(d) die Anzahl der Elemente aus G,,
welche die Ordnung d haben. (Zur Erinnerung: [a], € G, hat die Ordnung d,
falls [a]? = [1], und [a]}) # [1], fiir alle 1 < b < d.) Zu zeigen ist dann: Es
gibt Elemente der Ordnung p — 1, d.h. A(p — 1) > 0.

Es sei [a], € G, von der Ordnung d, und sei n eine Zahl mit ggT (n,d) = 1.
Dann ist auch [a]} von der Ordnung d. Ist andererseits ggT (n,d) # 1, so ist
[a];, von kleinerer Ordnung als d. (Dies kann wie in Satz 3.10 begriindet
werden). Somit gilt: Wenn es iiberhaupt Restklassen der Ordnung d gibt,
dann genau ¢(d) verschiedene modulo m. Es ist also entweder A(d) = 0 oder
A(d) = ¢(d).

Auf Grund der Definition von A gilt weiter

> Md)=p-1.

1<d<p—1

Nun weifs man aber, dass die Ordnung eines Elementes stets Teiler von p —
1 sein muss. Das ist der Satz von Lagrange aus der Gruppentheorie und
ergibt sich auch leicht aus folgender Uberlegung: Sei [a]? = [1],. Nach Fermat

gilt auferdem [a]t™' = [1],. Also gilt auch [a]2ET P71 = [1], wegen der

Moglichkeit der Darstellung ggT (d,p—1) = md+n(p—1). Da d die Ordnung
ist, folgt d = ggT (d,p—1),d. h. d| (p —1).
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Also gilt sogar

> Md)=p-1
)

d|(p—1
Andererseits wissen wir aus Satz 3.5, dass
Y eld)=p—1.
d|(p—1)
Somit muss A(d) = ¢(d) fiir alle d gelten; insbesondere fiir d = p — 1. n

Zur dritten Frage: Hier bleibt uns nur Probieren. In diesem Zusammenhang
gibt es eine berithmte Hypothese von Emil Artin (Brief an Helmut Hasse,
1926), die 2014 noch unbewiesen war:

Artinsche Vermutung. Ist a > 1 keine Quadratzahl, so gibt es unendlich
viele Primzahlen p, fir die a Primitivwurzel modulo p ist.

U25 Fiir welche Moduln m = 2,3,...,12 gibt es Primitivwurzeln? Falls
es Primitivwurzeln gibt, bestimme man deren Anzahl.

U26 Man bestimme alle Primitivwurzeln modulo 10.

3.7 Indexrechnung

Es sei m ein Modul, fiir den G, zyklisch ist (beispielsweise ein Primzahl),
und g sei eine Primitivwurzel modulo m. Dann gibt es zu jeder Zahl a, die
teilerfremd zu m ist, eine eindeutig bestimmte Zahl r mit 0 <r < p(m) —1
mit

g =a(m).

Diese Zahl r heifst Index von a zur Basis g modulo m, und wir schreiben
r =indg a

Fiir das Rechnen mit Indizes gelten dhnliche Regeln wie fiir das Rechnen mit
Logarithmen (so dass man r auch den Logarithmus von a zur Basis g nennt).

Satz 3.12 Es gilt
(a) ind, ab = ind, a + ind, b mod p(m),

(b) ind, (a”) = nind, a mod p(m),
(¢) ind, 1 =0,
(d) indyg =1
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Beweis. (a) Aus a = ¢™%¢ (m) und b = g% ® (m) folgt
ab = gindg a+indg b (m)

Andererseits ist nach Definition ab = g™ (m). Ein Vergleich beider Kon-
gruenzen liefert die Behauptung (beachte, dass genau dann ¢" = e (m) ist,
wenn 7 ein Vielfaches von p(m) ist).

(b) Dies folgt unmittelbar aus (a).
(c) Wegen (a) gilt
ind,1 = ind,(1- 1) =ind,1 +ind,1 (p(m)).

Alsoist ind,1 =0 (¢(m)). Wegen ind,1 € {0,1,...,¢(m)—1} mussind,1 =0

sein.

(d) Haben g = g' = ¢g™499 (m). Wegen ind, g € {0,1,...,0(m) — 1} folgt,
dass ind, g = 1. [ ]

Beispiel. Die Restklassengruppe Gy ist zyklisch, und es gibt genau
p((11)) = »(10) =4
Primitivwurzeln modulo 11. Eine dieser Primitivwurzeln ist 2:
2l =2 22=4, 22=8, 2" =5, 2°=10, 2=9,
2"=722=3,2"=6, 2 =1 (mod 11).
Wir fassen die gefundenen Indizes in einer Tabelle zusammen:

9 10
6 5

a |1 2
1

4
indy a | 10 2

3 5 6 7 8
8 4 9 7 3
Ahnlich wie die bekannten Logarithmustabellen hat man solche Indextafeln
fiir viele Indizes berechnet. Wir zeigen nun, wie sich die Indexrechnung zum

Losen von Kongruenzen anwenden lasst.

Lineare Kongruenzen: Zu losen ist 7z = 8 (11). Ubergang zu Indizes (Loga-
rithmieren) liefert
indy 7 + indy x = ind, 8 (10)

(man beachte, dass 10 = ¢(11)). Mit der Tabelle finden wir

7+indyz =3 (10) bzw. indsz =3 —7=6(10),
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woraus mit der Tabelle folgt x =9 (11).
Ezponentiale Kongruenzen: Man 16se 7* = 3 (11). Ubergang zu Indizes liefert
T indg 7= indg 3 (10)

und mit der Tabelle erhalten wir die lineare Kongruenz 7x = 8 (10). Diese
ist eindeutig losbar: © = 4 (10). Also: Alle Zahlen, die auf 4 enden, und nur
diese, l6sen die Kongruenz 7% = 3 (11).

Quadratische Kongruenzen: Zu lésen ist 2> = 9 (11). Nach Ubergang zu
Indizes erhalten wir
2indy 2 = indy 9 (10),

und mit der Tabelle folgt 2indy z = 6 (10). Diese lineare Kongruenz ist wegen
ggT (2,10) = 2 | 6 l6sbar und hat 2 modulo 10 inkongruente Lésungen:

indoz =3 (10) und inds 2 = 8 (10).

Wieder mit Hilfe der Tabelle finden wir die Losungen der Ausgangsgleichung
x=8(11) und z = 3 (11).

U27 Man bestimme eine Primitivwurzel modulo 17 und berechne die ent-
sprechende Indextafel. Mit Hilfe dieser Tafel 16se man die Kongruenzen

92 =7 (17), 7" =5(17), 2*=16(17).

3.8 Das quadratische Reziprozitatsgesetz
Wir betrachten die allgemeine quadratische Kongruenz
azy® + a1y + ag = 0 (m)

mit ganzen Zahlen ag, ai, as, m, wobei ay Z 0 (m) und m > 1 sei. Multipli-
kation mit 4as und einfache Umformungen ergeben

4azy® + 4ajaqy + dagay = 0 (m),
dazy® + 4arazy + a3

a? — dagay (m),

(2a0y + a1)* = a? — dagay (m).
Setzen wir 2asy + a; =: x und a% — 4agas =: a, so bleibt

= =a (m). (14)



Grundlegende Aufgabe ist Studium der Losbarkeit dieser Kongruenz. Dazu
nennen wir die Zahl a einen quadratischen Rest modulo m, falls die Kongruenz
(14) wenigstens eine Losung besitzt; andernfalls heilt a ein quadratischer
Nichtrest modulo m.

Beispiele. Die Zahl 2 ist quadratischer Rest modulo 7, denn 3% = 2 (7). Die
Zahl 3 ist quadratischer Nichtrest modulo 7, denn
12=1(7), 22=4(7), 3*=2(7),

42=2(7), 5°=4(7), 6*=1(7).

Weiter: im Zehnersystem enden alle Quadratzahlen auf 0, 1, 4, 9, 6, 5. Es
sind also 0, 1,4, 9, 6, 5 sind quadratische Reste modulo 10 und 2, 3, 7, 8
quadratische Nichtreste modulo 10. [ ]
Zur Beschreibung der Eigenschaft, quadratischer Rest oder Nichtrest zu sein,
dient das Legendre-Symbol (%) (lies: @ fiir p). Sei p eine Primzahl. Dann
definiert man fiir a € Z mit p fa

<a) o 1 wenn a quadratischer Rest fiir p
p) | =1 wenn a quadratischer Nichtrest fiir p.
Der folgende Satz beschreibt einfache Eigenschaften des Legendre-Symbols.

Satz 3.13 Seien p eine ungerade Primzahl und a, b € 7Z teilerfremd zu p.
Dann gilt

(a) a(p—l)/2 =

®) (5) =)

Aussage (a) ist auch als Fulersches Kriterium bekannt.

Beweis. (a) Da a und p teilerfremd sind, liefert der Satz von Fermat
a’ ' =1 (p).

Mit der Binomischer Formel folgt (beachte: p ist eine ungerade Primzahl)

-

p—

(a2 +1)(az —1)=0(p)



und damit

a’r =+l (p).
Wir zeigen, dass das Plus-Zeichen genau dann gilt, wenn a ein quadratischer
Rest modulo p ist. Dazu sei g eine Primitivwurzel modulo p. (Eine solche
existiert nach Satz 3.11.)
Zunichst sei a ein quadratischer Rest modulo p. Dann ist 2° = a (p)
l6sbar. Nach Ubergang zu Indizes ist daher auch

2ind,z =ind,a (p — 1)

16sbar. Folglich gilt 2 | ind, a, d.h. es gibt ein d mit a = ¢g*? (p). Aus dieser
Kongruenz und dem kleinen Satz von Fermat folgt

p—1

—1

> =1 (p) und a = g™ (p). Dann ist

-1
gz m=1(p),
(p—1)

und folglich ist *7=m ein Vielfaches von p — 1 = ¢(p). Mithin ist m eine

gerade Zahl, etwa m = 2n, und daher
a= g™ (p).
p—1

Dann ist a aber ein quadratischer Rest. Zusammengefasst: Es gilt stets a2 =
+1 (p), und das Plus-Zeichen gilt genau dann, wenn a ein quadratischer Rest
modulo p ist, d.h. genau dann, wenn (%) = 1.

Aussage (b) folgt leicht aus (a): Es ist

Umgekehrt, sei a”

und

d.h. es gilt

2)-()() o

Da das Legendre-Symbol nur die Werte +1 annimmt, folgt die Behauptung.
Schliefslich folgt Aussage (¢) unmittelbar aus den Definitionen. |

Wir formulieren nun die Hauptresultate der Theorie der quadratischen Reste.
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Satz 3.14 (a) (Quadratisches Reziprozititsgesetz) Sind p und q verschiedene
ungerade Primzahlen, so gilt

(-

(b) (Ergdnzungssatze) Ist p ungerade Primzahl, dann gilt

(2)-com ()

Kurz zur Geschichte: Vermutet wurde das Quadratisches Reziprozitéitsgesetz
bereits von Euler und Legendre. Den ersten Beweis gab Gaufs (spater gab
Gauk noch 5 weitere Beweise). Das quadratisches Reziprozititsgesetz bildet
einen Ausgangspunkt fiir die hohere Zahlentheorie (Kubisches, biquadrati-
sches Reziprozitatsgesetz; Allgemeine Reziprozitiatsgesetze von Hilbert und
Artin).

Beispiele. (a) Ist 74 quadratischer Rest modulo 1317 Unter Benutzung der
Eigenschaften des Legendre-Symbols und des Reziprozititsgesetzes berech-
nen wir nacheinander:

() = (san) (i) 5% )

= (=1) = -1 (2. Erg.-satz)

131 ~1 37— 131
<_) . (_1)131721‘% = < ) (Reziproz.-gesetz)

\)

13121
B

S~ N7 N7 N
w
\]

)
ﬁ) 37 37
%) _ (g) (Eig. (c))
(%) _ (%) (;’_7) _ (%) (da 4 Quadratzahl)
(%) _ (%) (1) (?) (Reziproz.-gesetz)
(%7) _ @ (Eig. (¢))
<§) RIS (2. Frg -satz)
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Zusammengefasst: (%) = —1-—1 =1, d.h. 74 ist quadratischer Rest modulo

131 (oder anders gesagt: die Gleichung x? = 74 (131) ist losbar).

(b) Fiir welche Primzahlen p > 3 ist 3 quadratischer Rest bzw. Nichtrest?
Nach dem Reziprozitéatsgesetz ist

()= @ v - ().

Wir unterscheiden 2 Félle: p = 6k+1, p = 6k — 1 (weitere Fille kann es nicht
geben).

Fall 1: p = 6k + 1. Dann ist

Q- (52)- Q)0

B 1 falls k gerade, d.h. k = 2r,
| -1 falls k¥ ungerade, d.h. k = 2r — 1.

Somit gilt in diesem Fall: Ist p = 12r + 1, so ist 3 ein quadratischer Rest
modulo p; ist p = 12r — 5, so ist 3 ein quadratischer Nichtrest modulo p.

Fall 2: p =6k — 1. Dann ist

(2) = (0™ (%T_l) = (=) (%1) = (-1 (1) = (1)

B 1 falls k gerade, d.h. k = 2r,
-1 falls k ungerade, d.h. k = 2r — 1.

Wir erhalten damit: Ist p = 12k — 1, so ist 3 ein quadratischer Rest modulo
p; ist p = 12r — 7, so ist 3 ein quadratischer Nichtrest modulo p.

Wir wollen nun Satz 3.14 beweisen und formulieren dazu zweli Lemmata.

Lemma 3.15 (Gaul) Seip eine ungerade Primzahl und a € 7 teilerfremd
zu p. Weiter set s die Anzahl der kleinsten positiven Reste der Zahlen

a, 2a,..., ((p—1)/2)a

modulo p, die grofier als p/2 sind. Dann gilt



Beweis. Es seien wuq, us,..., us, die kleinsten positiven Reste der Zahlen
a, 2a,..., ((p—1)/2)a modulo p, die groker als p/2 sind, und vy, ve, ..., vy
die entsprechenden Reste, die kleiner als p/2 sind. Wir zeigen, dass die Zahlen
pP— U, p— U, ..., P— U, V1, V2, ..., vy mit den Zahlen 1,2, ..., (p—1)/2
zusammenfallen (moglicherweise in anderer Reihenfolge). Dazu geniigt es zu
zeigen, dass keine zwei dieser Zahlen kongruent modulo p sind (nach Kon-
struktion sind ja alle Zahlen p — u; und v; positiv und kleiner oder gleich
(p—1)/2).

Waren zwei der p — u; kongruent modulo p, dann gébe es Zahlen m, n <
(p—1)/2 mit ma = na (p). Wegen ggT (a,p) = 1 wire dann m = n (p), was
unmoglich ist. Analog kénnen keine zwei der v; kongruent modulo p sein.
Wairen schliefslich ein p — u; und ein v; kongruent modulo p, dann gibe es
Zahlen m, n < (p—1)/2 mit ma = p—na = —na (p). Wie oben folgt hieraus
m = —n (p), was wieder unmoglich ist.

Folglich ist

(p—u)(p—uz)...(p—us)viva...v, = ((p—1)/2)! (p),

woraus folgt, dass

(=1 uwug ... usvivg ..o, = ((p—1)/2)! (p).

Da andererseits die uy, us, . .., us, v1, vg, ..., v; die kleinsten positiven Reste
der Zahlen a, 2a, ..., ((p — 1)/2)a modulo p sind, folgt

-1 _
U1U2...USU11)2...'UtEa2a...p 5 aza%((p—l)ﬂ)! (p).

Ein Vergleich der letzten beiden Identitéiten liefert sofort

(—1)%a"7 ((p— 1)/2)! = ((p — 1)/2)! (p)-

Da der grofste gemeinsame Teiler von p und ((p — 1)/2)! gleich 1 ist, folgt

weiter
p—1

(—1)%a"T =1(p) bzw. a'T =(-1)° (p).

Aus dem Eulerschen Kriterium wissen wir schliefllich, dass

56



Wir haben somit erhalten, dass

(%)= o

woraus das Gaufische Lemma unmittelbar folgt. [ |

Lemma 3.16 Sei p eine ungerade Primzahl und a eine ungerade ganze Zahl
mit ggT (a,p) = 1. Dann ist

Beweis. Wir betrachten wieder die kleinsten positiven Reste der Zahlen
a, 2a,..., ((p —1)/2)a modulo p und bezeichnen diejenigen grofer als p/2
mit uy, us, ..., us und diejenigen kleiner als p/2 mit vy, v, ..., v,. Division
mit Rest liefert fiir jedes j

ja = plja/p] + Rest,

wobei Rest eine der Zahlen uy, uo, ..., ug, vy, va, ..., vy ist. Addieren wir alle
(p —1)/2 Gleichungen dieser Gestalt, finden wir

(p—1)/2

(p—1)/2 s t
> da= > plia/pl+ > ui+ Y vy (15)
j=1 Jj=1

J=1 Jj=1

Wie wir im Beweis des Gaufsschen Lemmas gesehen haben, sind die Zahlen
pP—Uy, P—Us, ..., P—Ug, V1, Vg, ..., Uy genau die Zahlen 1, 2, ..., (p—1)/2
(moglicherweise in anderer Reihenfolge). Daher ist

(p—1)/2
RED DIRARS DR SIS WL
Subtrahieren wir (16) von (15), folgt
(p—1)/2 (r—1)/2

(r-1)/2 s
> ja- j= plja/pl —ps+2 > u,
j=1 j=1

Jj=1 J=1
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bzw., mit der Notation T'(a, p),
(p—1)/2 5
(a—1) j=pT(a,p) —ps+2 Zuj.
j=1 =

Wir betrachten diese Gleichheit modulo 2. Da a und p ungerade sind, folgt
T(a,p) = s (2).

Die Behauptung folgt nun sofort aus dem Gaufschen Lemma. ]

Beweis des Quadratisches Reziprozititsgesetzes. (a) Wir betrachten
alle Paare (z,y) ganzer Zahlen mit 1 <z < (p—1)/2und 1 <y < (¢—1)/2.
Es gibt genau p—;l q;—l solche Paare. Wir teilen diese Paare in zwei Klassen
in Abhéngigkeit der Grofse von gz und py.

Zuerst machen wir uns klar, dass qr # py fiir alle diese Paare. Ware
namlich gx = py fiir ein Paar, dann wére ¢ | py, woraus ¢ | p oder ¢ | y folgt.
Ersteres ist unmoglich, da p und ¢ verschiedene Primzahlen sind, und aus
1<y <(g—1)/2 folgt, dass ¢ auch kein Teiler von y sein kann.

Die erste Klasse bestehe nun aus allen Paaren (z,y) ganzer Zahlen mit
1<z<(p—1)/2und 1 <y < (¢g—1)/2, fur die gz > py ist. Das sind
genau die Paare mit 1 <z < (p—1)/2 und 1 <y < gx/p. Fiir jeden festen
Wert von z mit 1 <z < (p—1)/2 gibt es genau [gx/p] ganze Zahlen y mit

1 <y < gx/p. Folglich ist die Anzahl aller Paare in der ersten Klasse gleich
(p—1)/2

[97/p]-

j

Die zweite Klasse besteht dann aus allen Paaren (z,y) ganzer Zahlen mit

1<z<(p—1)/2und 1 <y < (¢g—1)/2, fur die gz < py ist. Das sind

genau die Paare mit 1 <y < (¢ —1)/2 und 1 < z < py/q. Fiir jeden festen

Wert von y mit 1 <y < (¢ —1)/2 gibt es genau [py/q| ganze Zahlen x mit

1 <z < py/q. Folglich ist die Anzahl der Paare in der zweiten Klasse gleich
(¢-1)/2

[pj/ql-

<.
Il

Da jedes Paar in genau einer Klasse liegt und wir insgesamt p—21

haben, folgt

qT Paare

(p—1)/2 (¢—1)/2
lq7/p) + [pi/a] =
1 1

Jj= Jj=

—1q—1
2
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(am Ende haben wir diese Identitét erhalten, indem wir die betrachteten
Paare auf zweierlei Art gezéhlt haben). In der Notation von Lemma 3.16 ist

also ] ]
p—1gq-—
T(q,p) +T(p,q) = — 5

und folglich

1

p—1 g—
2.

v |

(_1)T(q,p) (_1)T(p,q) = (-1

Schlieflich wissen wir aus Lemma 3.16, dass

o= (3) o= (2)

woraus die Behauptung des Quadratisches Reziprozitatsgesetzes folgt.

(b) Die erste Aussage von (b) ist das bereits bewiesene Eulersche Kriterium
fiir a« = —1; wir haben daher nur noch den zweiten der Ergidnzungssitze zu
beweisen. Sei s die Anzahl der kleinsten positiven Reste der Zahlen 1 -2, 2 -
2, (p—1)/2-2 modulo p, die grofker als p/2 sind. Nach dem Gaufsschen Lemma

' ()=

18t

Da die genannten Zahlen alle kleiner als p sind, miissen wir nur zéhlen, wievie-
le dieser Zahlen grofser als p/2 sind. Nun ist eine Zahl 2j mit 1 < j < (p—1)/2
kleiner als p/2 genau dann, wenn j < p/4. Unter den genannten Zahlen gibt

es daher [p/4] Zahlen kleiner als p/2 und folglich s = (p—1)/2— [p/4] Zahlen
grofer als p/2. Es ist also

(3) (1) = (1)l

Die Behauptung folgt, sobald wir gezeigt haben, dass
(p—1/2-[p/4=E"-1)/8 (2). (17)

Dazu betrachten wir die Restklassen von p modulo 8. Zunéchst betrachten

wir die Zahlen (p* — 1)/8. Ist p = +1 (8), dann ist p = 8k + 1 mit einem

k € Z und daher

(p* —1)/8 = ((8k £1)* — 1)/8 = (64k* + 16k)/8 = 8k*> + 2k = 0 (2).
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Ist dagegen p = £3 (8), dann ist p = 8k 4+ 3 mit einem k € Z und daher
(p*—1)/8 = ((8k£3)>—1)/8 = (64k*> £ 48k +8)/8 = 8k* + 6k + 1 =1 (2).

Nun betrachten wir die Zahlen (p — 1)/2 — [p/4]. Ist p = 1 (8), dann ist
p = 8k + 1 mit einem k € Z und daher

(p—1)/2—[p/4] =4k — 2k + 1/4] =2k =0 (2).

Ist p =3 (8), dann ist p = 8k + 3 mit einem k € Z und daher
(p—1)/2—[p/4]| =4k +1—-2k+3/4 =2k+1=1 (2).

Ist p =5 (8), dann ist p = 8k + 5 mit einem k € Z und daher
(p—1)/2—=[p/4] =4k +2—2k+5/4] =2k+1=1 (2).

Ist schlieflich p = 7 (8), dann ist p = 8k + 7 mit einem k € Z und daher
(p—1)/2—[p/4]| =4k +3 -2k +T7/4] =2k+2=0 (2).

Damit ist (17) gezeigt. u

Wir haben oben das Legendre-Symbol (%) fiir (ungerade) Primzahlen p de-

finiert und geben nun eine Verallgemeinerung an. Sei n eine natiirliche Zahl
mit Primfaktorzerlegung n = p{* - ... pi* und a eine natiirliche Zahl, die zu
n teilerfremd ist. Dann definiert man das Jacobi-Symbol (%) durch

0= -6) @)

Auf der rechten Seite stehen die bekannten Legendre-Symbole. Ist p eine
(ungerade) Primzahl und a teilerfremd zu p, stimmen das Legendre-Symbol

(%) und das Jacobi-Symbol ( ) iiberein. Beispielsweise ist

4]
p

und (4_25) . <322‘ 5) B @) (é) — (—1)(-1) =1

() - (50)- (22 ()
O [ORGIOICRETE
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Man beachte, dass uns das Jacobi-Symbol NICHTS iiber die Eigenschaft
verrat, quadratischer Rest oder Nichtrest zu sein. So ist etwa

(-0 -

da aber keine der Kongruenzen 2> = 2 (3) und 2? = 2 (5) lésbar ist, ist 2 ein
quadratischer Nichtrest modulo 15. Was man sicher sagen kann, ist lediglich:
Wenn a quadratischer Rest modulo n ist, dann ist (%) = 1. Ist namlich p
ein Primteiler von n und ist die Kongruenz z? = a (n) lésbar, so ist die
Kongruenz x? = a (p) ebenfalls lésbar.

Das Jacobi-Symbol ist dennoch niitzlich, da es viele Eigenschaften mit
dem Legendre-Symbol gemeinsam hat und z.B. bei der Berechnung von
Legendre-Symbolen hilfreich sein kann.

Satz 3.17 Seien n € N ungerade und a, b € Z teilerfremd zu n. Dann gilt
(a) fira=0b(n), dass (£) = (%),

) (5) = () )
Satz 3.18 (a) (Quadratisches Reziprozititsgesetz) Sind n, m € N ungerade
und teilerfremd, so gilt
n m m—1n—1
V(Y = (—yetet
() (5) = (s
(b) (Erganzungssdtze) Ist n € N ungerade, dann gilt

(%) =(-1)"2  und (%) = (-1

Die Beweise dieser Aussagen folgen meist mit wenig Aufwand aus den ent-
sprechenden Aussagen fiir das Legendre-Symbol und aus der Definition des
Jacobi-Symbols.
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4 Zahlentheoretische Funktionen

4.1 Definition und Beispiele

Eine zahlentheoretische Funktion ist eine auf der Menge der natiirlichen Zah-
len definierte reell- oder komplexwertige Funktion (also einfach eine Folge
mit Werten in R oder C). Ein typisches Beispiel ist die Primzahlfunktion
7, wobei m(n) die Anzahl der Primzahlen kleiner gleich n angibt (vgl. Ab-
schnitt 1.5.3). Es folgen einige z.T. bereits bekannte Beispiele, die sich leicht
berechnen lassen, sofern die Primfaktorzerlegung

n=pi'-...-pF (18)

von n bekannt ist.

4.1.1 Anzahl der Teiler einer Zahl

Sei v(n) die Anzahl der positiven Teiler der natiirlichen Zahl n (also z.B.
v(l) = 1, v(2) = 2, v(6) = 4 und v(12) = 6). Zahlen mit v(n) = 2 sind

gerade die Primzahlen.

Satz 4.1 Fir n wie in (18) ist
vin)=(ag+1)-...- (ap + 1).

Beweis. Teiler von n ist jede Zahl der Gestalt p?l c pZ’“ mit 0 < b; < q;
fiir alle 2 =1, ..., k. Wir miissen zdhlen, wie viele solcher Zahlen es gibt. Da
es fiir jedes ¢ genau a; + 1 Moglichkeiten zur Wahl von b; gibt, haben wir
insgesamt (a; + 1) ... (ax + 1) Moglichkeiten. u

4.1.2 Summe der Teiler einer Zahl

Wir bezeichnen mit o(n) die Summe der positiven Teiler der Zahl n (also
z.B. 0(3) =4, 0(6) =12 und o(12) = 28).

Satz 4.2 Fir n wie in (18) ist

a1+1_1 az+1 -1 arp+1 -1
p—1 p2—1 pr—1
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Beweis. Die Teiler von p® sind 1, p, p?, ..., p®. Mit der Summenformel fiir
die geometrische Reihe folgt

a+l 1

o(p) =1+p+p°+... +p" = %~

Damit ist die Behauptung fiir £ = 1 gezeigt. Fiir £ = 2 sieht man die Bahaup-
tung wie folgt: Alle Teiler von p{'p3? haben die Gestalt p?'p%? mit 0 < by < a4
und 0 < by < ay. Somit ist

al

a
opips) = D> pipy

b1=0b2=0
P P p1—1 p2—1

Der allgemeine Fall folgt ebenso leicht mit vollstéandiger Induktion nach der
Anzahl k der verschiedenen Primteiler von n. [ ]

Mit der Funktion o ist ein beriihmtes noch ungelostes zahlentheoretisches
Problem verkniipft, welches wir bereits in Abschnitt 1.5.2 kurz erwdhnt ha-
ben. Eine Zahl n heifst perfekt, wenn o(n) = 2n. Die einzigen perfekten Zahlen
kleiner als 10% sind 6, 28, 496 und 8128.

Satz 4.3 (a) (Euklid) Ist 2™ —1 eine Primzahl, so ist 2™ (2™ —1) perfekt.
(b) (Euler) Jede gerade perfekte Zahl ist von dieser Gestalt.

Beweis. (a) Sei 2™t — 1 eine Primzahl. Mit der Formel aus dem vorange-
gangenen Satz erhalten wir dann

2m+1 -1 (2m+1 _ 1)2 -1
m(om—+1 _
o(2m@2m —1)) = 5 T o

_ (2m+1 . 1)2m+1 — 9. 2m(2m+1 _ 1)

(b) Sei n eine gerade perfekte Zahl. Wir schreiben n als n = 2% mit s, t € N
und ¢t ungerade. Mit der Formel aus dem vorangegangenen Satz erhalten wir

o(n) = o(2°t) = o(2%) o(t) = (2°T" = 1) o(2).
Da n perfekt ist, wissen wir auch, dass o(n) = 2n = 25%1¢. Folglich ist

(25T — 1) o(t) = 25712 (19)
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Da der grokte gemeinsame Teiler von 25+ und 25+ — 1 gleich 1 ist, folgt
251 | g(t); es gibt also ein ¢ € N mit o(t) = 2°T'¢. Dies in (19) eingesetzt
liefert

(2s+1 o 1) 28+1q — 2S+1t

und folglich (2°*! — 1)q = t. Es gilt daher ¢ | t und ¢ # ¢, und weiter ist
t+q= (2" ~1)g+q=2""g=0(t). (20)

Wir zeigen, dass ¢ = 1. Wéare ¢ > 1, so hétte ¢ wenigstens drei paarweise
verschiedene positive Teiler, ndmlich 1, ¢ und ¢. Dann wére o(t) >t +q+ 1,
im Widerspruch zu (20). Somit ist ¢ = 1 und ¢ = 2°*! — 1. Wegen (20) ist
weiter o(t) =t + 1, d.h. ¢ ist eine Primzahl. u

Primzahlen der Gestalt 2™ — 1 heifsen Mersennesche Primzahlen. Es ist un-
bekannt, ob es endlich oder unendlich viele Mersennesche Primzahlen gibt.
Aktuell (Mérz 2016) sind 49 Mersennesche Primzahlen bekannt; die grofite
aktuell bekannte (Mersennesche) Primzahl ist 274297281 — 1 eine Zahl mit
22.338.618 Stellen, die im Januar 2016 gefunden wurde. Entsprechend kennt
man also 49 perfekte Zahlen. Alle bekannten perfekten Zahlen sind gerade.
Offen: Gibt es ungerade perfekte Zahlen? Gibt es unendlich viele gerade per-
fekte Zahlen?

U29 Man zeige: Ist 2™ — 1 Primzahl, so ist m Primzahl.

4.1.3 Die verallgemeinerte Teilersumme

Fir £ = 0,1,... sei ox(n) die Summe der k. Potenzen aller Teiler von n.
Insbesondere ist also

oo(n) =v(n) und o1(n)=oc(n).

Wir stellen spéter eine Formel zur Berechnung von oy (n) auf.

4.1.4 Die Eulersche Funktion

Fiir die Eulersche Funktion ¢ ist ¢(n) gleich der Anzahl der zu n teilerfrem-
den positiven Zahlen kleiner als oder gleich n. Wir haben diese Funktion
bereits in Abschnitt 3.3 eingefiihrt und dort gezeigt, dass fiir n wie in (18)

oilt
go(n):n<1—pil)....-<1—pik).
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4.1.5 Die Mobiussche Funktion

Die Mobiussche Funktion p ist wie folgt definiert: Es sei p(1) := 1, und fiir
n > 1 sei

wu(n) =0 falls n durch das Quadrat einer Primzahl teilbar ist

p(n) = (=)' falls n das Produkt von [ verschiedenen Primzahlen ist.

Beispielsweise ist 1(30) = p(2-3-5) = —1, u(210) = p(2-3-5-7) = +1 und
w(420) = p(2%-3-5-7) = 0. Wir werden spiter sehen, wozu diese Funktion
gut ist.

4.2 Das Dirichlet-Produkt
Sind f und g zahlentheoretische Funktionen, so definiert man ihr Dirichlet-

Produkt f % g durch
(f=g)(n) = f(t) g(n/t)

tln
(die Summation erstreckt sich iiber alle Teiler ¢ von n).

Beispiel. Fiir f(n) =n? und g(n) = n ist

From =310 (3) =3¢

tln

:nZt =no(n)

tln

Satz 4.4 Die Menge aller zahlentheoretischen Funktionen f mit f(1) # 0
bildet bzgl. des Dirichlet-Produkts  eine kommutative Gruppe.

Beweis. Offenbar ist das Produkt zweier zahlentheoretischer Funktionen wie-
der eine solche, und sind f(1) # 0 und g(1) # 0, so ist auch

(fxg)(1) =D f(t) g(1/t) = f(1) g(1) # 0.

t1

Die Operation * fiihrt also nicht aus der betrachteten Menge heraus.

65



Um die Kommutativitdt von * einzusehen, schreiben wir die Definition

| From= S flt)glt).

(tl ,tz):tltg =n

Aus der Symmetrie dieses Ausdrucks folgt sofort die Kommutativitat. Die
Assoziativitat folgt ganz dhnlich aus

((fxg)=h)(n) = D (f(t) g(t2)) h(ts).

(t1,t2,t3):
t1tots=n

Das Einselement ist eine zahlentheoretische Funktion e so, dass

(fre)m) =D _f() e () + f(n) e(1) = f(n)
tln

fir alle f und alle n ist. Offenbar erfiillt die durch e(1) = 1 und e(n) = 0
fiir n > 1 definierte Funktion diese Bedingung. Da das Einselement eindeutig
bestimmt ist, ist diese Funktion das Einselement.

Schliefslich miissen wir zeigen, dass jede Gleichung f % x = e fiir alle f
eine Losung = (das inverse Element zu f) besitzt. Aus

=i 0-{y mr,

folgt zunéchst fiir n = 1, dass f(1)xz(1) =1, also (1) = 1/ (1) ist (hier wird
die Voraussetzung f(1) # 0 benétigt!). Nehmen wir nun an, wir hétten z(1),

x(2), ..., z(n — 1) bereits bestimmt, so kann z(n) aus
0=3"1(3)a) =7 () o))+ £(1) a(n)
tln tln

eindeutig bestimmt werden:

2(n) = —ﬁ ;f (%) =)

t<n

Offenbar ist x wieder eine zahlentheoretische Funktion mit x(1) # 0. |
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Beispiele. (a) Es sei I die durch I(n) = 1 fiir alle n definierte zahlentheo-
retische Funktion und f eine beliebige zahlentheoretische Funktion. Dann

ist
=3 fO)I(n/t) =Y f(t)

tln tln

(b) Fiir yx(n) := n* ist

(xr*xI)(n Ztk—ak

tln

also kurz xi * I = oy.
(¢) Wir zeigen, dass ux I = e. Flir n = 1 ist offenbar (ux I)(1) = p(1)I(1) =
1-1=1=¢(1). Fiir n > 1 miissen wir zeigen, dass

(o I)(n) =3 pu(t) = 0= e(n).

tln
—_———
zZu zeigen
Sei n = pi' ... p;* die Primfaktorzerlegung von n. In die Summe 3, pu(t)
gehen nur Teiler der Gestalt ¢ = p,, - ... p., ein, wobei die p., paarweise

verschiedene Primzahlen aus der Primfaktorzerlegung von n sind (alle iib-
rigen Summanden sind nach Definition der Mobius-Funktion gleich 0). Die
Anzahl dieser Teiler mit m verschiedenen Primfaktoren ist gleich der Anzahl
der Méglichkeiten, m aus k Elementen auszuwéhlen (ohne Berticksichtigung
der Reihenfolge, ohne Wiederholungen), also gleich (:1)

Ist m gerade, so ist u(t) gleich 41, sonst —1. Somit erhalten wir

() () €)=l

was nach dem binomischen Satz gleich (1 — 1)* = 0 ist. n

Satz 4.5 (Mdobiussche Umkehrformel) Sei f eine zahlentheoretische
Funktion und F(n) := " f(t). Dann ist f(n) =Y p(t)F (2).

tln tln
Beweis. Esist F'= f«[, also Fxpu= (f«Dsxpu=fx[*p)=frxe=f. m
N——
(c)
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Als eine Anwendung leiten wir die Formel fiir die Eulersche Funktion auf
anderem Wege her. Aus Satz 3.5 wissen wir, dass

nzZap(t) bzw. ex I =x

tln

ist. Dirichlet-Multiplikation mit ; und Benutzung der Mébiusschen Umkehr-
formel liefern

Y = X1* M,
d.h.

gp(n):Zu(t)%:n—Zg—l—Z oo

N = DD

D)) (-2)

U30 Man zeige, dass fiir alle n € N

U31 Man zeige, dass fiir alle n € N

tln

4.3 Multiplikative zahlentheoretische Funktionen

Eine zahlentheoretische Funktion f heifst multiplikativ, wenn fiir alle Paare
a,b € N mit ggT (a,b) =1 gilt f(ab) = f(a)f(b). Wir haben bereits gezeigt,
dass die Eulersche Funktion multiplikativ ist (Satz 3.3). Man sieht auch leicht,
dass die Beispiele aus 4.1.1, 4.1.2, 4.1.3, 4.1.5 multiplikativ sind. Andererseits
ist m(n) offenbar nicht multiplikativ.

U32  Zeigen Sie diese Aussagen.

Satz 4.6 Sind f und g multiplikative zahlentheoretische Funktionen, so ist
auch ihr Dirichlet-Produkt f x g multiplikativ.
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Beweis. Es sei n = niny mit ggT (ny,ny) = 1. Dann ist

(f xg)(n) = (f * g)(niny) Z f(t)g(nina/t).

t‘nlnz

Da t | nins, kann t eindeutig in ein Produkt ¢ = ¢; - t5 zerlegt werden, wobei
t1 | n1 und to | no. Hiermit erhalten wir

(Fxg)n)= Y fltt2) g (72?22)

tita|ning

=St o (1) o ()
t1|n1 1 2
tg‘nz

() (02

ti|ny
= ([ *g)(n1) - (f * g)(na).

Als Anwendung wollen wir eine Formel zur Berechnung der verallgemeiner-
ten Teilersumme oy, aufstellen (vgl. Abschnitt 4.1.3). Die Funktionen / und
Xk sind offenbar multiplikativ. Somit ist auch die Funktion o, = I * y; mul-
tiplikativ. Mit der Primfaktorzerlegung n = pi* - ... p* folgt daher

ok(n) = on(pl’) - .- - ow(Py").

Es verbleibt, die Werte o (p®) fiir Primzahlen p zu berechnen. Dies geschieht
mit der Summenformel fiir die geometrische Reihe:

or(p®) = 1" +p +p™ ™
B {p’“(”‘f”—l fiir k > 0,

k-1

a-+1 fur k= 0.
Damit finden wir fir £ =0

oo(n) =v(n)=(a; +1) ... (e +1)
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sowie fur k& > 0

p/lf(oﬂ-‘rl) 1 pgmﬁl) 1 p/ef(oce-i-l) 1
op(n) = =,
() PP —1 p5 —1 pE—1

U33 Man zeige: Ist v(n) ungerade, so ist n eine Quadratzahl.

U34  Man zeige: oy, * = Xk-
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5 Pythagoraische Tripel

5.1 Das Problem

Die nattirlichen Zahlen a, b, ¢, bilden ein pythagordisches Tripel (a, b, ¢), wenn
a> +v* =, (21)

d.h. wenn a, b die Langen der Katheten und ¢ die Lange der Hypotenuse eines
rechtwinkligen Dreiecks bilden. Offenbar gibt es pythagoriische Tripel; so ist
beispielsweise 32442 = 5% und 122+ 52 = 132, und aus jedem Tripel mit a®+
b?* = ¢? kann man neue gewinnen: n2a? + n2b? = n?c?. Weniger offensichtlich
ist, wie viele teilerfremde Tripel es gibt. Sind es ebenfalls unendlich viele?
Wir betten diese Frage in einen allgemeineren Kontext ein. Schreibt man

(21) als 2
() (2) =1

so wird klar, dass obige Frage auf die Frage nach der Anzahl der Punkte mit
rationalen Koordinaten (kurz: rationale Punkte) auf der Einheitskreislinie

{(z,y) e R*: 2? + 9> =1}

fithrt. Allgemeiner betrachtet man ein Polynom P € Z[z,y| in zwei Verin-
derlichen mit ganzzahligen Koeffizienten und fragt nach rationalen Lésungen
der Gleichung

P(z,y) = 0.

Man sieht sofort, dass nicht jede dieser Gleichungen rationale Losungen hat,
etwa P(x,y) = 2? — 2 oder P(z,y) = 2> + y*> — 3. Fiir n > 2 findet man fiir
die Gleichung

"yt =1
schnell die Losungen
(1,0) und (0,1) falls n ungerade
(£1,0) und (0,£1) falls n gerade,

und eines der populédrsten Resultate der Mathematik sagt, dass es keine wei-
teren rationalen Losungen gibt:
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Satz 5.1 (Fermatsche Vermutung, Beweis von Wiles 1995) Firn >
2 hat die Gleichung

keine ganzzahligen Losungen mit xyz # 0.

5.2 Rationale Punkte auf Geraden und Kegelschnitten
Wir betrachten zunéchst rationale Punkte auf Geraden. O.E.d.A. sei

P(z,y)=ex+ fy+h (22)

mit e, f,h € Z und e # 0. Man sieht sofort, dass die rationalen Lésungen der
Gleichung P(z,y) = 0 wie folgt gegeben sind:

{(@,y) €Q:a= LN

, y=1mit t € Q}.

Es gibt also rationale Losungen der Gleichung P(z,y) = 0, und es gibt un-
endlich viele davon.
Wir betrachten nun Kegelschnitte. O.E.d.A. sei

P(z,y) = az® + bry + cy* + d (23)

mit a,b,c,d € Z und a # 0. Wir haben bereits gesehen, dass auf der Kurve
P(z,y) = 0 nicht unbedingt rationale Punkte liegen miissen und nehmen
daher im Weiteren an, dass es wenigstens einen rationalen Punkt (z1,y;) mit
P(Jfl,yl) =0 glbt

Neben der Kurve k := {(z,y) € R : P(x,y) = 0} betrachten wir eine
Gerade g = {(x,y) € R:ex+ fy+ h =0} mit e, f, h wie in (22). Wir haben
gesehen, dass auf g unendlich viele rationale Punkte liegen. Sei (z*,y*) ein
solcher Punkt. Der Schnittpunkt der Geraden ! durch (zy,y;) und (z*,y*)
mit £ ist dann ebenfalls ein Punkt mit rationalen Koordinaten.
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Das ist leicht einzusehen: [ verlauft durch die rationalen Punkte (z1,y;) und
(z*,y*) und hat daher einen rationalen Anstieg. Stellt man die Geradenglei-
chung von [ nach einer der Variablen um und setzt dies in die Gleichung fiir
k ein, erhélt man ein Polynom 2. Grades mit rationalen Koeffizienten, etwa
ein Polynom in z. Dieses Polynom hat zwei Nullstellen z; (bekannt) und z,
wobei x; nach Voraussetzung rational ist. Nach Vieta ist dann auch z5 (und
folglich y,) rational.

Da auf g unendlich viele rationale Punkte liegen, findet man auf diese
Weise unendlich viele rationale Punkte auf k.

Zuriick zu unserem Ausgangsproblem, den pythagoréischen Tripeln. Wir
fithren obige Konstruktion durch mit

k:{(l’,y) €R2 :$2+y2:1}> (zlayl):(_1a0)9
g=A{(r,y) eR*: z =0}, (z*,y%) = (0,1)
mit t € Q.
g
l
(z2,92)
(0,1)
(_170)
k

Eine einfache Rechnung liefert fiir [ die Geradengleichung y = t(x + 1) sowie
die Schnittpunkt-Koordinaten

( ) 11—t 2t
x =—— .
A G L

Wahlen wir speziell ¢ = - mit m,n € N und m > n, so wird

( - 1—( )2 22 _(m*—=n* 2mn
T2,Y2) = 1+( )271_'_ %)2 - m2+n27m2+n2 )
73

3R 3



und wir erhalten eine unendliche Familie pythagoraischer Tripel

a=m?>—n? b=2mn, c=m?+n
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