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Kapitel 1

Grundbegriffe

1.1 Aussagenlogik

In der Mathematik betrachten wir nur solche Aussagen, die entweder wahr (w) oder falsch
(f) sind. Eine dritte Moglichkeit wird nicht zugelassen. In der mathematischen Logik heifit
dieses Prinzip Satz vom ausgeschlossenen Dritten. Wir erlauben auch nicht, dass eine Aussage
gleichzeitig wahr und falsch ist; dies ist der Satz vom ausgeschlossenen Widerspruch.

Beispiele 1.1.1: (i) A;: ,,3 ist eine ungerade Zahl“; Wahrheitswert: w
(ii) Ag: ,4 plus 5 ist gleich 10“; Wahrheitswert: f

(iii) As: ,,Guten Morgen*; keine Aussage i.0. Sinn

)
)
(iv) As: ,,Die Erde ist keine Scheibe*; Wahrheitswert: w
(v) As: ,,Die Erde ist eine Kugel“; Wahrheitswert: f

)

(vi) Ag: ,,Die millionste Ziffer von m ist 7.“; Wahrheitswert: sicher w oder f, aber was?

Vorsicht: die Beispiele A4 und As sind zwar Aussagen, beziehen sich jedoch nicht auf mathema-
tische Sachverhalte.

Logische Verkniipfungen von Aussagen:

1. Konjunktion (,und“), Abkiirzung: A

A1 A Ag bedeutet: Es gilt Ay und Ag, genauer: Die Aussage A; A Az ist genau dann (dann
und nur dann) wahr, falls A; wahr ist und Ay wahr ist.

Beispiel 1.1.2: Aj: 3 ist ungerade. A7: 3 ist eine Primzahl. Dann gilt A; A A7 ist wahr.

2. Disjunktion (,oder*), Abkiirzung: V
Ay V Ay bedeutet: Es gilt A; oder As.

Beachte: Ay V Ag heifit nicht ,,entweder A; oder As“, sondern im Sinne von ,und/oder®.
Beispiel 1.1.3: A; V Ajy: 3 ist ungerade Zahl oder 4 plus 5 ist gleich 10 (wahr).
3. Negation (,nicht“, Verneinung), Abkiirzung: —

1



2 KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE

Beispiel 1.1.4: —A;: 3 ist keine ungerade Zahl (falsch).

Beachte: ,,—A;: 3 ist eine gerade Zahl“ ist keine formal korrekte Negation von A;. Nur
wenn wir ,wissen“, bzw. festlegen dass jede natiirliche Zahl gerade oder ungerade sein
muss, ist die Gleichsetzung von ,,nicht ungerade“ und , gerade“ erlaubt.

4. Implikation (,wenn ... dann“, Folgerung), Abkiirzung: =
Beispiel 1.1.5: F: n ist eine gerade Zahl. Fy: n? ist eine gerade Zahl. Dann gilt: F| = F.

Bemerkungen 1.1.6:

(i) Fy und F5 sind strenggenommen keine Aussagen, sondern sogenannte Aussageformen.
Sie erhalten erst dann einen festen Wahrheitswert, wenn fiir n eine bestimmte Zahl
eingesetzt wird! Dennoch ist , F} = F5* stets wahr.

(ii) Sprechweisen fiir , A = B*“ sind: Aus A folgt B, A impliziert B, A ist hinreichend fiir
B, B ist notwendig fiir A.

(iii) A falsch, dann A = B immer wahr!
» Wenn die Erde eine Scheibe ist, dann ist der Mond fiinfeckig “

(iv) Aus A = B folgt nicht B = Al

Beispiel 1.1.7: A: Es regnet, B: Die Strafle ist nass.

5. Aquivalenz (,genau dann ... wenn ¢), Abkiirzung: <

Beispiel 1.1.8: A: Die Zahlen a und b sind ungerade. B: Das Produkt a - b ist ungerade.
Dann gilt: A < B.

Bemerkungen 1.1.9:
(i) Sprechweise: A und B sind dquivalent, A ist notwendig und hinreichend fiir B.

(ii) A < B ist gleichbedeutend mit (A = B) A (B = A).

Eine strenge Definition dieser Verkniipfungen ist mittels folgender Wahrheitstafel moglich:

A|B|-A|ANB|AVB|A=B| A& B

w|w| f w w w w
w | f f f w f f
flw| w f w w f
f|f]| w f f w w
Kontrapositionsgesetz: (A = B) < (-B = —A)

Beispiel 1.1.10: (z2<1=z2<1)& (z>1=22>1).

Die aussagenlogischen , Spielregeln“ in diesem Abschnitt sollen uns als Grundlage fiir die For-
mulierung mathematischer Sachverhalte ausreichen. Eine etwas weiter ausgreifende Darstellung
findet sich z.B. bei Dallmann/Elster, Mathematik I, S. 17-32.
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1.2 Mengen und Zahlen

Wir wollen nun die wichtigsten grundlegenden mathematischen Objekte einﬁihrerﬂ und insbe-
sondere die Notation fiir den Rest der Vorlesung festlegen.

Man fasst oft gewisse Objekte zu einer Gesamtheit zusammen, etwa die Einwohnerschaft Darm-
stadts (= Gesamtheit aller Einwohner Darmstadts). Eine solche Gesamtheit nennen wir Mengeﬂ
Die einzelnen Objekte heiflen Elemente der Menge. Man kann eine Menge angeben, indem man

1. alle Elemente angibt, z.B.: My = {«, 3,7,0,e}, My ={,7,Q}.

2. alle Elemente durch eine Vorschrift erklért, z.B.:

Ms = {z:u ist eine ganze Zahl und z > 10}
= {11,12,13,...}
= {z | x ist eine ganze Zahl, x > 10}

Wie angedeutet erlauben wir auch Abkiirzungen wie z.B. My = {A, B, C, ...} etc., wenn diese
unmissversténdlich sind. Beachten Sie auch, dass in den soeben vorgenommenen Definitionen
der Mengen My, Ms, M3 und M, das Zeichen = eine andere Funktion hat als im Ausdruck
242 = 4. Im ersteren Fall wird durch das Gleichheitszeichen etwas definiert, im zweiteren etwas
ausgesagt. In der Literatur wird fiir Definitionen oft das Symbol := verwendet. Wir werden in
dieser Vorlesung ebenfalls darauf zuriickgreifen, wenn wir neue Schreibweisen einfiihren.

Aus formalen Griinden definiert man die leere Menge (kurz () als Menge ohne Element. Ist a
ein Element der Menge M, so schreibt man a € M; entsprechend a ¢ M fiir ,,a ist kein Element
der Menge M “EL

Hier: v € My, 7 ¢ Ms.

Teilmengen und Obermengen:

A heifit Teilmenge von B, falls jedes a € A auch zu B gehort; B heifit dann Obermenge von A,
kurz A C B, und B D A. Achtung: In vielen Biichern wird statt C auch C verwendet um zu
betonen, dass die Mengen gleich sein kénnen. Fiir A C B und A # B schreiben wir A g B und
nennen A eine echte Teilmenge von B.

A = B bedeutet A C Bund B C A.

;

!Strenggenommen haben wir im vorigen Abschnitt schon eine gewisse Vertrautheit mit mathematischen Be-
griffen (z.B. den natiirlichen Zahlen) vorausgesetzt.

2Dieser naive Mengenbegriff reicht fiir unsere Zwecke aus, birgt jedoch einige Schwierigkeiten, z.B. die |Rus-
sellsche Antinomie

?Allgemein erlauben wir uns, Beziehungen durch / zu negieren, wenn klar ist, was gemeint ist.


https://de.wikipedia.org/wiki/Russellsche_Antinomie
https://de.wikipedia.org/wiki/Russellsche_Antinomie
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Mengenoperationen:

Vereinigung: AUB ={z:2 € A oder z € B}

Durchschnitt: ANB={z:z € Aund x € B}

Differenz ,A ohne B“: A\ B={x:2 € Aund z ¢ B}

Kartesisches Produkt: A x B = {(a,b):a € A,be B}

A

Dabei bezeichnet (a,b) ein geordnetes Paar, die Reihenfolge ist wichtig: (2,3) # (3,2).

Wir kénnen die Mengenoperationen natiirlich auch mehrfach anwenden, z.B.

AxBxC=(AxB)xC={(a,b,c):ac A, be B, ceC}.

A und B heiflen disjunkt, falls sie kein gemeinsames Element haben, d.h. falls AN B = () gilt.

Die wichtigsten Mengen in der Mathematik sind die Zahlen. Man unterscheidet folgende Grund-
mengen von Zahlen:

N ={1,2,3,4,...}, die natirlichen Zahlen,
No={0,1,2,3,...}, die nichtnegativen ganzen Zahlen,
Z=A{..,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...}, die ganzen Zahlen,
Q= {% :p,q € Z,q # 0}, die rationalen Zahlen (Briiche).
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Geometrisch lassen sich diese Zahlen als Zahlengerade (oder -strahl) auffassen:

rationale Zahlen (Brueche)

/

| |
o
2 -1 0 1 2 3 4

Das Rechnen mit rationalen Zahlen ist uns aus der Schule bekannt. Zur Erinnerung: Es gelten

E_aderc q ,ht'a+c' “© 'egf—% q gl_ad
7T T hd un mc.b+d., wi bd_bdun -

_l’_

 be’

a a ¢ _a
b b'd b
Zwar gibt es zwischen je zwei Briichen noch beliebig viele weitere rationale Zahlen, dennoch
wird die Zahlengerade nicht vollstindig ausgefiillt!

Beispiel 1.2.1:

Die Zahl v/2 (definiert durch die Beziehung: v/2 - 2) ist nicht Element von Q; deshalb heifit
V2 eine irrationale Zahl.

Die Vereinigung von QQ mit der Menge aller irrationalen Zahlen ergibt die Menge R der reellen
Zahlen. Die Rechenregeln in R sind dieselben wie in Q. Es gilt

NcNocZcQcR.

Dies sind offensichtlich jeweils echte Teilmengen. Weniger offensichtlich ist: Die Menge der ra-
tionalen Zahlen Q ist abzdhlbar, d.h. sie kann durchnummeriert werden. Die Menge der reellen
Zahlen R ist tiberabzdhlbar. Insbesondere liegen zwischen je zwei verschiedenen rationalen Zahlen
unendlich viele irrationale Zahlen.

1.3 Elementare Beweismethoden

1.3.1 Direkter Beweis

Voraussetzung: Aussage A
Behauptung: Aussage B
Beweis: A= A1 = Ay=---= B

(statt = ist auch < zuléssig)
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Beispiel 1.3.1: Wenn n eine gerade natiirliche Zahl ist, dann ist auch n? gerade.

Beweis.
A: n e Nist gerade & n =2k firein k € N

=n?>=4k>=n’>=2m mit m =2k> und k € N

= n? = 2m mit m € N < n? ist gerade. O

1.3.2 Indirekter Beweis

Voraussetzung: A
Behauptung: B

Beweis: -B=0C1=>Cy=..--=>—-A
oder AA-B=..--=CA-C d.h. eine falsche Aussage,
daher auch ,,Beweis durch Widerspruch“

Beispiel 1.3.2: v/2 ¢ Q.
Beweis. Esist A: t=+v2 B: x ¢ Q oder besser

A: z>0mit22=2 B: :U;égﬁirallep,qEN
q

ﬂB:ngmitp,qu
q

dann gilt ohne Einschrinkung (kurz: 0.E.):  p und ¢ teilerfremd und 22 =2

2
= % =2 = p? = 2¢?, also ist p? gerade
q

= p gerade, also p = 2m mit m € N
= ¢®> = 2m? also ¢° gerade

= ¢ gerade = p und q durch 2 teilbar; Widerspruch! ]

1.3.3 Vollstindige Induktion

Die folgende Formel wird oft C.F. Gauf} (1777-1855) zugeschrieben, der sie als 10-jahriger Schiiler
fand:

n(n—i—l)'

L+24 o fn = =

Dies ist ein Beispiel fiir eine Aussage, die von einem Parameter (hier: n) abhingt. Wie kann
man beweisen, dass diese Aussage fiir jedes n € N richtig ist?

Gegeben sind Aussagen A(n) fiir alle natiirlichen Zahlen n € N.
Behauptung:  A(n) ist wahr fiir jedes n € N.

Beweisschema der vollstindigen Induktion:

1. Induktionsanfang: Zeige, dass A(1) wahr ist.
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2. Induktionsschritt: Zeige A(n) = A(n+1) fiir beliebiges n € N.
Dann gilt A(n) fir jedes n € N.
,Domino-Effekt“: ||| ...
1 2 3 45
Notation: ¥ bedeutet ,fiir alle* (Allquantor), 3 heifit ,es gibt“ (Existenzquantor).

Abkiirzung fiir Summation von n Zahlen aq bis a,:

n n

a1+a2+---+an::2ak, etwa Zk:1+2+---+n,
k=1 k=1
’ 3.4
.B. k=1+2 =6=—
Z Z +2+3=6 5
k=1
Mit diesen Abkiirzungen konnen wir schreiben
Behauptung:
1)
Z k= L Vn € N,
Beweis.
1. Induktionsanfang:
1
1(1+1
Zk: =1= (;_) also ist A(1) wahr.
k=1
2. Induktionsschritt: Zeige, dass wenn fiir ein gewisses n € N
n
1
Sh= 0Dy
2
k=1
dann folgt daraus
”ik_ (n+1)(n+2)
B 2
k=1
Es gilt
n+1 n
1
k= k—i—n—i—lzn(n;)—i-n—l—l
k=1 k=1
_nn+1)+2n+1)  (n+2)(n+1)
B 2 - 2 O

Aus den bekannten Rechenregeln fiir die Addition und Multiplikation ergeben sich die folgenden
Regeln fiir den Umgang mit der Summennotation:

n n
cZak:ank, Zak—FZbk—Zak—i-bk),
k=1 k=1 k=1
n n
Zak:ZanH_k, Zak+ Z ak—Zak (1<m<n),
k=1 k=1

k=m+1
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Bemerkung 1.3.3. Gelegentlich hat man Aussagen A(n) fiir alle n € N mit n > ng mit anderem
no € N statt ng = 1. (Wir schreiben der Einfachheit halber n > ng statt n € NAn > ng.) Es
ist offensichtlich, dass wir das Prinzip der Induktion auch auf andere Grundmengen anwenden
konnen, solange sie ein ,, Anfangselement“ enthalten und jedes Element einen klar bestimmten
»Nachfolger“ hat.

Beispiel 1.3.4: Fiir welche n € N gilt 2" > n??
Also A(n): 2" >n?,  Vermutung: A(n) ist wahr fiir n = 1 und fiir alle n > 5.

Beweis. Offenbar gilt die Aussage fiir n = 1. Wir beweisen durch vollstdndige Induktion, dass sie
fiir alle n > 5 gilt. Dazu starten wir mit A(5) und beachten im Induktionsschritt die zusétzliche
Voraussetzung n > 5.

1. Induktionsanfang: Offenbar gilt
A(5): 32 =2°>5% =25,

2. Induktionsschritt: Es gelte 2" > n? fiir ein gewisses n > 5. Dann gilt dank einer binomi-
schen Formel:

vl —92.9">2.n2 =np?4n-n>n +3n>n +2n4+1=(n+1)> O

1.4 Binomialkoeffizienten und Binomialsatz

Wir erinnern uns an die Binomischen Formeln: Fiir a,b € R gilt
(a+0)* = a®+2ab+ b
(a—b)? = a®—2ab+b?
Ya—b) = a®>—=V?
)

5= (a+0b)(a+b)? = a(a®+2ab+b?) +b(a® + 2ab+ b?)
= a®+2a%b + ab® + a®b + 2ab® + b3
a® + 3a%b + 3ab® + b?
1.4.1 Fakultit und Binomialkoeffizient

Definition 1.4.1 (Fakultét). Die Zahl n!:=1-2-3.---- n heifit ,n-Fakultét“. Aus formalen
Griinden definiert man zusétzlich 0! := 1.

Mit Hilfe des Produktzeichens

n
Hak::al-ag-...-an
k=1

kénnen wir auch schreiben n! = [[;_; k. Weiter gilt (n + 1)! = n!(n + 1) fiir alle n € No.

Definition 1.4.2 (Binomialkoeffizient). Die Zahl

(1) = mom

fiir n € Ng und 0 < k < n heifit Binomialkoeffizient; gelesen als ,,n iiber k.
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Bemerkung 1.4.3. Es gilt

()-() ()

| .
Beispiele 1.4.4: (4> 4 2 =6, <14> = 13-14 =91, (10) =1.

9) T 212l T 4 12 1.2 0

1.4.2 Binomische Formeln und Pascalsches Dreieck

Wie lauten die Koeffizienten nach Ausmultiplikation des Produktes (a 4 b)"?

n=0: (a+b" = 1 1
n=1: (a+b! = a+b 1 1
n=2: (a+b)? = a®+2ab+ b 1 2 1

k=0 k=1 k=2

Der k-te Eintrag in Zeile n ist (Z), und die Eintrdge im Pascalschen Dreieck entstehen jeweils
als Summe der unmittelbar dariiberstehenden Nachbarn:

Der durch diese Beispiele nahegelegte Zusammenhang zwischen binomischen Formeln und Bi-
nomialkoeffizienten kann bestétigt werden:

Satz 1.4.5 (Binomialsatz). Fiir a,b € R und n € Ny ist

(a+b)" = zn: <Z> a” k.

k=0

Der Beweis kann durch vollstdndige Induktion erbracht werden.

1.5 Ungleichungen und Betrige
Die reellen Zahlen R besitzen folgende Anordnungseigenschaften: Fir alle a,b,c € R gilt

1. Es gilt genau eine der Beziehungen: a < b oder a = b oder b < a.

2.a<bAb<c=a<c (Transitivitét)
3.a<b=a+c<b+c (Monotonie der Addition)
4. a<b=ac<bcfirc>0 (Monotonie der Multiplikation)

= ac > be fir e < 0

Bemerkungen 1.5.1: (i) a < b heifit Ungleichung (,,a kleiner als b*); gleichbedeutend mit
b>a (,b groBer als a*).
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(ii) @ < b bedeutet a < b oder a = b. Obige Regeln gelten entsprechend fiir <.

Aus den Anordnungseigenschaften ergeben sich die einige Folgerungen:
a<0 & —a>0 (1.1)
(man verwende Eigenschaft 4| mit ¢ := —1 oder Eigenschaft |3| mit ¢ := —a)

0<a<b=a"<b" VnelN (1.2)

Beweis. Durch vollsténdige Induktion: Fiir n = 1 ist die Aussage sicher wahr. Sei also 0 < a < b
und a” < b". Dann gilt

a" =g a<baund ab® < b-b" =", also auch o < pPHL O

Definition 1.5.2 (Wurzeln). Sei a € R mit a > 0. Unter {/a (,n-te Wurzel aus a“) versteht
man diejenige nichtnegative reelle Zahl z, fir die ™ = a gilt.

Es gilt auch
0<a<b= Ya< Vb (1.3)

Bernoullische Ungleichung: Firn € Nund z € R mit z > —1 gilt

(I1+2)">1+4 nzx. (1.4)

Beweis. Durch vollstiandige Induktion: Die Aussage ist wahr fiir n = 1; zu zeigen bleibt der
Schritt n = n + 1:

A+z)" =10 +2)14+2)"> 1+ 2)(1 +nx)
=1+ (n+Dz+nz*>1+ (n+ 1)z, denn z? >0 Va. 0

Die Bernoullische Ungleichung kann verwendet werden, um komplizierte Terme mit Potenzen
nach unten abzuschitzen. Hier ist ein einfaches Beispiel.

Beispiel 1.5.3: Wir wollen eine untere Abschiitzung fiir 2,2!° finden. Dazu rechnen wir
2,219 = (240,2)°=2(1 40,11 =2"% 1 40,1)1° > 2191 +10-0,1) = 2!°- 2 = 2048.

Zum Vergleich: Der reale Wert ist ungefahr 2656.

Beispiel 1.5.4 (zu Ungleichungen): Fiir welche z € R gilt 2;3%11 < 17 Gesucht ist also

2x +1
<1},
x_

L:{xeR:

die Lisungsmenge der Ungleichung; dabei ist die zugrunde liegende Zahlenmenge (hier: R) wich-
tig! Eine Rechnung mit Fallunterscheidung liefert L = {# € R : —2 < x < 1}. Dies ist ein
sogenanntes Intervall.

Definition 1.5.5 (Intervalle). Die folgenden Teilmengen von R werden Intervalle genannt; dabei
seien a,b € R mit a < b.

(i) [a,b] :={xr € R:a <z <b} abgeschlossenes Intervall,
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(ii) (a,b):={xr € R:a <z <b} offenes Intervall, (auch |a,b]),

(iii) [a,b) =={r € R:a <z <b} (rechts) halboffenes Intervall (auch [a,b|), (a,b] == {z €
R:a <z <b} (links) halboffenes Intervall (auch ]a,d]),

(iv) [a,00) :=={x € R:z >a} und (a,00) :={z € R: x > a},
(—00,b] :=={x € R:2x <b} und (—o0,b) :={z € R:z < b}.

Dabei heifien jeweils a der linke Randpunkt, b der rechte Randpunkt und (b—a) die Intervallldnge.

Definition 1.5.6 (Betrag und Signum). Sei 2 € R. Dann bedeutet

z firxz >0
|| := (Absolut-) Betrag von z und
—x firz <0
1 firz >0
sgnx = 0 firz=0 Signum oder Vorzeichen von zx.
-1 firxz<0

Bemerkungen 1.5.7: (i) Wir kénnen |z| und sgn z als Funktionﬂ des Arguments x auffassen.
Die Funktionsgraphen haben folgenden Verlauf:

sgn x

Ix]

(ii) Fir x € R ist |z| der Abstand von z zum Nullpunkt. Entsprechend ist |x —y| der Abstand
von x zu y € R.

(iii) Es gilt z = |z|sgnz und || = zsgna  fir z € R.
(iv) Wichtige Eigenschaften des Betrages | - | sind

(a) || >0 VxeR,und |z|=0< 2 =0,
(b) [Ax| = |\ |z| fir \,z € R,
(c) |z +y| <|z|+ |yl fiir z,y € R (Dreiecksungleichung).

Diese Eigenschaften sind auch fiir den (euklidischen) Abstand im R? erfiillt (und allgemei-
ner im R" fiir n > 2).

(v) Weiterhin gilt

(d) —|z|<z<|z|] VzeR

4In Kapitel [3| werden wir uns dem Funktionsbegriff niher zuwenden.
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(vi) Aufgrund der stiickweisen Definition von |z| kénnen (Un-)Gleichungen, in denen |z| vor-
kommt, am besten durch Fallunterscheidung aufgelost werden.

Beispiele 1.5.8:

1. Fir welche z € R gilt |z — 3] < 17
Anschaulich: Abstand von x zu 3 ist kleiner oder gleich 1, also L = [2,4].
1.Fal. z—-3>0 (&x>3).
Dann |z — 3| <1< 2z —3 <1< x <4. Dies liefert [3,4] als Losungen.
2.Fall: z—-3<0&z<3.
Damn [z — 3| <14 —(2—3) <1< 2 —3> —1< x> 2. Dies liefert [2,3) als Losungen.
Es folgt also L =13,4]U[2,3) = [2,4]
2. Fir welche z € R gilt |z — 2| = |2z]?

L.Fall: z>2: |z—2|=22|< 2—2=2zx<< —2=ux; keine Losung in diesem Fall
(x >2).

2. Fall: 0<2<2: |¢2—2[=|22]&2—2=2z< 2=23; dies ist eine Losung.

3. Fall: 2<0: 2—2z=-2r<2=—x<& x=—2;ist ebenfalls eine Losung.

12x|

Ix-2|

<Y

3. Bsgilt 22 <y? < |2| < |y| fiir 2,y € R!

Denn: /¢ ist monoton und Va2 = |z] Ve e R! (/| —2[2=2# -2!)
4. Es gilt

lt—2|<|z|] & ((@-22<2® & 2P—4dr4+4<2® & 4<4r o z>1.
5. Es gilt
P?+4r>1 & 4+4r+4>5 & (:E—|—2)225 o |m+2|2\/5

& z>vVb—2o0derz < —-2—+/5, also L= (—00,—2—V5U[V5—2,00).



Kapitel 2

Elementare Rechentechniken

2.1 Potenzen

2.1.1 Exponentialschreibweise

Rechnen mit sehr groflen bzw. kleinen Zahlen in Dezimalschreibweise ist unhandlich. Deshalb
verwendet man oft die sogenannte exponentielle Standardform: Jede reelle Zahl x # 0 kann
als Produkt aus einem Vorzeichen, einer Zahl zwischen 1 und 10 (der Mantisse) und einer
Zehnerpotenz mit ganzzahligem Fzxponenten geschrieben werden:

x=+c¢-10", mit ¢ € [1,10) und n € Z. (2.1)

Beispiele:
r = +1.17-10°=1.17
r = +237-10"=23.7
r = —317-1072 = —0.0317

Bemerkungen 2.1.1: (i) Fiir die Zahldarstellung auf Rechnern wird die sogenannte norma-
lisierte Gleitpunktdarstellung gewahlt, dazu wird die Mantisse aus dem Intervall [0.1, 1)
gewihlt.

(ii) Die Zahl n gibt die Anzahl der Stellen an, um die der Dezimalpunkt verschoben werden
muss, um aus ¢ die Zahl z zu erhalten. Bei positivem n ist der Punkt nach rechts, bei
negativem nach links zu schieben: 1-1073 = 0.001.

2.1.2 Multiplikation und Division
Zur Erinnerung: Die folgenden Regeln gelten fiir das Rechnen mit Potenzen:
n m n+m

a'-a" =a bei gleicher Basis (= Grundzahl),

a" - b" = (ab)"  bei gleichem Ezponenten (= Hochzahl),

- a" ™, 4 (g)n (sofern dividiert werden darf),
am b b
am)n _ amn’ al/n _ %

13
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Daraus folgt fiir Zahlen x = ¢; - 10™ und y = ¢z - 10™ in exponentieller Darstellung:

X

Ty =rc1-co- 10" T = A qonm,
)

C2

Beachte: Das Ergebnis ist nicht automatisch in exponentieller Standardform!

Beispiel 2.1.2: Fiir z =7.2-10* und y = 2.1 - 1072 ist
r-y="72-21-10>=15.12-10% = 1.512 - 10°.

2.1.3 Potenzieren und Wurzelziehen
Zur Erinnerung: Es ist ()™ = ™ ™. Damit folgt
(z-10M)" = 2" - (10™)" = 2™ - 10",

Das Ergebnis muss nicht exponentielle Standardform haben!

Beispiel 2.1.3: (4.2-10%)2 = 4.22. 105 = 17.64 - 10° = 1.764 - 10".
Die gleiche Regel gilt auch fiir das Wurzelziehen:
V4106 = (4-100)/2 = 41/2. (106)/2 = 2. 1052 = 2 10%.
Dabei kann eine Zehnerpotenz mit gebrochenem Exponenten entstehen!

Beispiel 2.1.4: Es ist V4.2 - 10° = /4.2 - 10°/2. Um zur exponentiellen Darstellung des Ergeb-
nisses zu gelangen, mufl der ganzzahlige Anteil des Exponenten abgespalten werden:

V4.2 105 = V4.2 10*112 = /4.2 .10 - 102 = V42 - 102 ~ 6.5 - 102.

Wichtig: Fiir a,b > 0 gilt vab = y/aVb. Im allgemeinen gilt aber va +b # /a + Vb. Die
Gleichheit ware fast immer falsch.

Fiir die Kubikwurzel {/a schreibt man auch a'/3. Also gilt zum Beispiel /256 = VAt = 4. 413,

2.1.4 Addition und Subtraktion

Es ist klar, wie zwei Zahlen in exponentieller Darstellung addiert (bzw. subtrahiert) werden,
falls die Zehnerpotenzen gleiche Exponenten besitzen:

c1-10" 4+ ¢ - 10" = (¢1 + ¢2) - 107,
etwa
74-1072442-1073=11.6-10"2 = 1.16 - 1072
Sind die Exponenten verschieden, so miissen die Zahlen erst umgeformt werden:
c1- 10" + ¢ - 10™ = ¢ - 10" + (e - 10™7™) - 10™ = (c1 + ¢ - 10™77) - 10",
Das Ergebnis muss nicht die exponentielle Standardform haben!
Beispiele 2.1.5: (a) 6.04-10* +3.6 - 103 = 60.4 - 103 + 3.6 - 103 = 64 - 10® = 6.4 - 10*, oder
=6.04-10* 4+ 0.36 - 10* = 6.4 - 10*
(b) 6.04-10% 4 3.6 - 10° = 6.04 - 10> + 360 - 10® = 366.04 - 10> = 3,6604 - 10°
(c) 9.82-1074—7,1-107°=9.82-107* - 0.71-107* = 9,11 - 1074
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2.2 Logarithmen

2.2.1 Definition und erste Eigenschaften

Wir haben bisher folgende Zehnerpotenzen kennengelernt:

10°=1, 10'=10, 10%=100,

10"=10-10-...-10 firneN
1 1 1
107" =01-01-...-01= — . . «— —_—"— fi
0 0.1-0 0 0 0= Tom irn €N

10771/”:("10)7”:{“‘/107m firme Z, n e N.

Man kann 10% auch fiir beliebige reelle Zahlen = definieren (als Grenzwert von 10"+ mit einer
Folge von Briichen ry — x; der Begriff ,, Grenzwert“ wird spéter erklért).

Definition 2.2.1 (Logarithmus). Es sei @ € R mit a > 0, und es gelte a = 10° fiir ein b € R.
Dann wird b der (dekadische) Logarithmus von a genannt und mit loga bezeichnet.

Bemerkungen 2.2.2: (i) Gelegentlich wird loga auch lga oder log;qa geschrieben.
(ii) Der Logarithmus von a, also log a, ist diejenige reelle Zahl, fiir die a = 10'°8¢ gilt.
Beispiel 2.2.3:

log0,001 = —3, denn 1072 = 0,001

log10 = 1, denn 10! = 10.

Welchen Wert hat dann log 27
Nach Definition ist log 2 diejenige Zahl b € R, fiir die 10° = 2 gilt. Wie groB ist b niherungsweise?
Esist 10 =1, 10' =10 und 1 < 2 < 10, d.h. es gilt

10° < 1082 < 10"
Aus der Monotonie der Potenzfunktion x — 10% (spéter!) folgt

0<log2 < 1.

Es ist v/10 = 10Y/2 = 3.16... und 10Y/* = 10'/21/2 = \/\/10 = v/3.16... = 1.778 ... Damit gilt

genauer:

104 < 1082 < 1012, also 0,25 < log2 < 0, 5.

Schachtelt man log 2 auf diese Weise immer weiter ein, so erhélt man log2 = 0.301029.. ., eine
irrationale Zahl.

Y
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Was ist dann log 20, oder log(2-10™)7 Zur Erinnerung: Aus den Potenzgesetzen ergeben sich fiir
a, b > 0und z € R die Regeln

log(ab) = loga+logh,
log % = loga —logb,
loga® = zloga.

Damit folgt beispielsweise

log 20 = log(2 - 10) = log2 +log 10 = log2 4+ 1 = 1.301029. ..
und

log(2-10") = log2 + n.

Allgemein gilt:

log(c-10") = logc + n.

2.2.2 Graphische Darstellung des Logarithmus

Zunichst einige Fakten:

(i) loga existiert nur fiir a > 0, denn 10* > 0 fiir jedes z € R.
(ii) log1 =0, denn 10° =1

(iii) logx ist streng monoton wachsend, d.h. 0 < a <b=loga < logb.
Dies folgt aus der entsprechenden Monotonie von x +— 10%:

0<a<b= 108" < 10"°8% also loga < logb, sonst Widerspruch.

(iv) Fiir a € (1,10) gilt loga € (0, 1).

(v) Fiir a € (0,1) gilt loga < 0, denn

1 1 1 1
loga = —loga™ ! = —log= und — >1=log— >0= —log— < 0.
a a a a

(vi) loga nimmt beliebig grofie Werte fiir grofie a an:
a=10" mit n € N=loga = n.
Also: log a ist nach oben unbeschrinkt.

(vii) loga ist auch nach unten unbeschréinkt: a = 14 = 107" = loga = —n.

Der Graph von log x hat folgenden Verlauf:
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y log(x)

2.2.3 Der natiirliche Logarithmus

Wir haben oben loga als diejenige Zahl definiert, fiir die 10°8¢ = ¢ gilt. Anders ausgedriickt:
Bei vorgegebenem a > 0 ist © = loga die Losung der Gleichung 10¥ = a, d.h. der (dekadische)
Logarithmus ist die Umkehrfunktion (genauer Begriff spéter) der Potenzfunktion x — 10*.

Bei vielen (Wachstums-) Prozessen in der Natur spielt eine andere Potenzfunktion eine heraus-
ragende Rolle, ndmlich die sogenannte Exponentialfunktion e®. Dabei wird als Basis die soge-
nannnte FEulersche Zahl e = 2.71828... verwendet. Die genaue Definition dieser irrationalen
Zahl kann erst spéter gegeben werden. Zur Motivation:

Beispiel 2.2.4: Eine Population (Bevolkerung; auch von Tieren, Pflanzen, Bakterien etc.) be-
stehe zur Zeit t = 0 aus Ny und zur Zeit ¢ > 0 aus N(¢) Individuen. Angenommen, die Wachs-

tumsrate (% ~ %) sei proportional zur Bevolkerungszahl, also d]gt(t) = kN(t) mit einer
Wachstumskonstante k£ > 0. Wie lésst sich dann N(¢) zur Zeit ¢ > 0 aus Ny berechnen?

Da wir die sogenannte Differentialgleichung d]gt) = kN(t) fiir t > 0, N(0) = Ny mit unserem

jetzigen Wissen nicht 16sen kénnen, versuchen wir folgende Niherung. Wir wihlen ein grofles
n € N und setzen At :=t/n. Dann gilt ndherungsweise

N(At) = N(0) AN _
At = ap SN,

also
N(At) = N(0) + kN(0)At =~ No(1 + kAL).
Entsprechend gilt

N(2At) — N(At)
At

~ kN (At),

also N(2At) ~ N(At)(1 + kAt) ~ Ny - (1 + kAt)2.

Nach insgesamt n Schritten erhélt man so

kt\"
N(nAt) = No(1+ kAt)", also| N(t) ~ N(0) <1 + n) .
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Fiir den speziellen Zeitpunkt ¢ = 1/k ergibt sich
N(1/k) = No(1+1/n)",
wobei wir mit wachsendem n eine bessere Néherung erwarten. Es gilt:

«
N

n \1\ 2 \ 3 \\ 10 \\ 100 \
(14 2)"

2‘2,25‘2,37‘--- ‘2,594‘--- ‘2,705 ‘ ‘ e

D.h. (14 %)" strebt gegen die Eulersche Zahl e = 2, 71828. .., wenn n immer grofler wird. Also
gilt N(1/k) = Ny - e.

Allgemein ist N (t) = No - ¥ fiir t > 0, denn wie (1+ 1) strebt auch (1 + %) gegen e. Damit

gilt
kt\" g\ ]
<1+) :[(1+> ] — e,
n n

Die Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion e” wird natiirlicher Logarithmus genannt und mit
In x bezeichnet (Logarithmus naturalis). Genauer:

Definition 2.2.5 (Natiirlicher Logarithmus). Sei a > 0. Der natirliche Logarithmus von a,
kurz Ina, ist diejenige reelle Zahl, fiir die ¢ = a gilt. Dabei ist e = 2.71828. .. die Eulersche
Zahl.

In10

Insbesondere gilt e = 10 und damit auch

exlnlO _ (eln10)x = 102,

Hieraus folgt nach Definition [2.2.1] und Definition [2.2.5
10* = a=z=loga
et 10 a=rInl0=Ina.

Also gilt folgende Umrechnungsformel zwischen Ina und log a:

Ina=1n10-loga | mitln10 =~ 2.303.

Beispiel 2.2.6: In(9.831-1072) ~? Es ist
log(9.831 - 1072) = log 9.831 — 2 ~ 0.9926 — 2 = —1.0074
und damit

In(9.831 - 1072) ~ 2.303 - (—1.0074) ~ —2.320.

2.3 Algebraische Gleichungen

Unter einer algebraischen Gleichung versteht man eine Gleichung in einer oder mehreren Unbe-
kannten (etwa x, y, z,...), bei der jede Variable stets als Potenz mit natiirlichem Exponenten
auftritt.
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Beispiele 2.3.1: (a) 23 +22% —42 =7+ 2z

(b) 2% + 22y = ¢?

Viele Anwendungen fiithren auf mehrere Gleichungen mit mehreren Variablen, d.h. auf ein soge-
nanntes Gleichungssystem, etwa @ und @ zusammen. Wie 16st man solche Gleichungssysteme?

Eine algebraische Gleichung in einer Variablen 148t sich immer auf die Form
P(z)=0

bringen mit einem sogenannten Polynom
n
P(x) = apa™ + 12" 4 - arr Fag = Zakxk, an # 0.
k=0

Hier vereinbaren wir, dass 20 = 1 fiir alle z.

Da die Gleichung P(z) = 0 durch a,, dividiert werden kann, reicht es aus, Polynome mit fiihren-
dem Koeffizienten a,, = 1 zu betrachten. Der héchste Exponent n heifit der Grad des Polynoms.

Beispiel 2.3.2: P(z) = 23 + 22% — 62 — 7 ist ein Polynom 3. Grades (kubisches Polynom).

Bemerkung 2.3.3. Eine gegebene Gleichung in einer Variable lédsst sich evtl. erst durch Um-
formen in diese Form bringen.

) 2

Beispiele 2.3.4: (a)2 T T2 & - & x+424=0,
xr— x

2x

;=o+ 1 & -+ & 22-2x—1=0 (quadratische Gleichung).
x J—

(b)

Die Losungen von P(z) = 0 sind die sogenannten Nullstellen des Polynoms P. Das Beispiel
P(z) = 22 + 1 zeigt, daB ein Polynom keine reellen Nullstellen haben muB. Dieser Defekt 1:if}t
sich beheben, indem man sogenannte komplexe Zahlen z = x+iy mit i* = —1 einfiihrt; genaueres
dazu spéter.
Die Berechenbarkeit der Losungen von P(z) = 0 hingt vom Grad des Polynoms ab.
Der Fall Polynomgrad n = 1.

ao

Dann ist P(x) = ajx + ap mit a; # 0 und daher P(z) =0 < z=——.
a

Der Fall Polynomgrad n = 2.

Nach Normierung gilt P(z) = 2% + pr + ¢. Die Losung der Gleichung P(x) = 0 erfolgt durch
quadratische Ergédnzung:

2 D P\ 2 P\ 2 P\N2 D
s s (e d) () vam0 o ()=t
x+w2+q :c—|—2 5 +q :L‘+2 1 q

Die Zahl D := % —q heifdt die Diskriminante, da das Vorzeichen von D iiber die reelle Losbarkeit
entscheidet.

Fiir D = 0 gibt es nur die Losung x = —p/2. Fiir D > 0 gilt:

p’:,/p?_.
‘:Hz R
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also gibt es fiir D > 0 genau zwei Losungen

2 2
p p p p
== 44/ — d - £ _ _
x1 2+ L ¢ un T9 5 1O

oder kurz

2
T2 = —g + pz —q | (pg-Formel).

Fiir Polynome dritten und vierten Grades existieren ebenfalls Formeln zur Berechnung der Null-
stellen. Diese sind sehr kompliziert und werden hier nicht angegeben. Fiir n > 5 gibt es keine
allgemeingiiltigen exakten Losungsformeln mehr!

Manchmal helfen folgende Uberlegungen weiter:

(i)

Wenn das Polynom nur gerade Potenzen von z enthélt, kann man z? durch y substituieren.

Beispiel 2.3.5: 2% — 322 4+2=0.
y := 2 liefert die quadratische Gleichung 32 — 3y 4+ 2 = 0 mit den Losungen

PR TV P WYL T
2 4 2 4 2 2

also y1 = 1 und y2 = 2. Riicksubstitution ergibt
22 =1 oder 22 = 2, also |z| = 1 oder |z| = V2.
Damit sind z = +1 und = = ++/2 alle Losungen der Aufgabe.

Wenn eine Nullstelle ¢ bekannt ist, fithrt eine Polynomdivision durch z—xy zum Abspalten
des entsprechenden Linearfaktors und damit zur Verringerung des Grades des Polynoms.

Beispiel 2.3.6: Sei P(r) = 2% + 22 — x — 1. Offensichtlich ist # = 1 eine Losung der
Gleichung P(x) = 0. Eine Polynomdivision durch z — 1 liefert dann P(z) = (z — 1)Q(z)
mit einem Polynom @, dessen Grad um 1 kleiner ist als der von P. Konkret: P(z) =
(x —1)(2®> + 22+ 1), und Q(x) = 2% + 2z + 1 = (z + 1) hat die doppelte Nullstelle —1.

Beispiel 2.3.7: Gelegentlich liegt ein System von nicht algebraischen Gleichungen vor, die in
algebraische Gleichungen tiberfithrbar sind, etwa

Ve+vr+1l = y

1-22 = y2.

Wir setzen ein:

1-2=(Va+vr+i) el-2e=a+2VaVotit+a+l
& Ax=2\z(z+1) & 2z=+/z(x+1)

= 4’ =2+ & 3P-z=0 & z2(Bz—-1)=0

1
& x:()oderng.

Vermutung: Die Losungen sind (z,y) = (0,1) und (x,y) = (%, \/%-1- \/%) = (3,V3).

Achtung! Wir haben Umformungen benutzt, die keine Aquivalenzumformungen sind! Eine
Probe ist daher erforderlich, und sie zeigt: (0,1) ist eine Losung, (3, v/3) degegen nicht.
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Es gibt keine vollsténdige Losungstheorie fiir allgemeine algebraische Gleichungssysteme. Man
beachte auch, dass bereits die Losung scheinbar einfacher Gleichungen wie x + e* = 0 ,,elemen-
tar“ nicht berechenbar ist; zur numerischen Lésung solcher ,transzendenter® Gleichungen spéter
mehr.



Kapitel 3

Elementare Funktionen

3.1 Der mathematische Funktionsbegriff

Anschaulich versteht man unter einer Funktion oder Abbildung eine Zuordnung zwischen gewis-
sen Objekten. Wir werden zur Formulierung des Funktionsbegriffes auf Mengen zuriickgreifen,
Funktionen also als Zuordnungen zwischen Elementen von Mengen verstehen.

A B

Entscheidend fiir den Begriff der Funktion ist die Eindeutigkeit der Abbildung, d.h. jedem Objekt
darf nur genau ein Objekt zugeordnet werden. Als Beispiel haben wir schon die Wurzelfunktion
kennen gelernt: fiir die Wurzel ldsst man nur nichtnegative Zahlen zu, obwohl z.B. ja auch
(—1)2 = 1 gilt. Offenbar wire die Zuordnung v/1 = 1 und zugleich /1 = —1 wenig sinnvoll; wie
sollte man z.B. die Gleichheit v/1 + /1 = 2¢/1 verstehen?

In naturwissenschaftlichen Anwendungen sind meist Abbildungen zwischen reellen Zahlen von
Interesse.

Beispiele 3.1.1: Einige typische Zuordnungsvorschriften:
L f(2) = a2,
2 ga) = Va T 1L,
3. N(t) = Nge* (siehe Abschnitt 2.2),
4. y=ax +0b.

Das letzte Beispiel ist ungenau formuliert; man kann ohne Zusammenhang nur vermuten, dass
x die sogenannte unabhéngige Variable ist, d.h. f(z) = az + b gemeint ist.

22
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Definition 3.1.2 (Funktion). Gegeben seien Mengen A und B. Unter einer Funktion (oder auch
Abbildung)

f:A—=B, zw f(x)

versteht man eine Vorschrift, die jedem Element = € A genau ein Element f(z) € B zuordnet.
Eine konkrete Funktion kann mit beispielsweise mit Hilfe einer Formel oder durch Aufzihlen
aller zugeordneten Paare angegeben werden.

Beispiel 3.1.3: Esseien A = {a,b,c} und B = {«, 3,~}. Dann beschreiben die Formulierungen

o f: A= Bmit f(a) =, f(b) = B, f(c) =
e f:A—> B, ara,b— S c—m;

e f: A — Bist die Abbildung, die einem lateinischen Buchstaben im ABC den griechischen
Buchstaben mit gleicher Position im Alphabet zuordnet;

alle die gleiche Funktion.

Bemerkung 3.1.4. Sei f : A — B eine Funktion mit der Zuordnungsvorschrift y = f(x).
Dann heifit © Argument oder unabhingige Variable, y abhdngige Variable, f(x) Funktionswert
bzw. Wert von f an der Stelle z und A der Definitionsbereich von f. Fiir den Definitionsbereich
schreibt man auch Dy = A.

Weiter unterscheidet man zwischen der Bildmenge (bzw. dem Bildbereich) B und dem Wer-
tebereich Wy C B von f. Wy ist die Menge aller Funktionswerte f(z) mit x € Dy, d.h.

Wf = {f(:c) T E Df} =: f(Df)

Mitunter ist Dy nicht explizit angegeben; dann verwendet man den sogenannten , maximalen
Definitionsbereich“ (gelegentlich als D,,,. bezeichnet), d.h. die grofite Menge, fiir welche die
Zuordnungsvorschrift definiert ist.

1
Beispiele 3.1.5: (a) f(z) = — 1 hat den maximalen Definitionsbereich Dy = R\{—1,1}.
22 —

(b) g(x) = v + 1 hat den maximalen Definitionsbereich D, = [-1, c0).

Eine Funktion f : R — R kann veranschaulicht werden mittels ihres (Funktions-)Graphen.
Allgemein definiert man:

Definition 3.1.6 (Graph). Der Graph einer Funktion f : A — B ist die Menge

gr(f) ={(z,y) e AxB:z e A, y=f(x)}.

Im Fall A,B C R ist der Graph von f : A — B eine Teilmenge der Ebene R? und lisst sich
daher bildlich darstellen.

Beispiele 3.1.7: Beispielhaft betrachten wir eine lineare Funktion und die Exponentialfunktion.
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y:a)(+b
dy
b I dx I
/ X X+dx X

fR=R mit f(x)=azx+b. W;=R, fallsa#0

fR=R mit f(z) =e". W;=(0,00).

3.2 Trigonometrische Funktionen

Wir messen Winkel im Bogenmafs. Ist o ein Winkel in Gradmaf} (also 360° fiir den Vollkreis),
so ist seine Groe = im Bogenmaf (also 27 fiir den Vollkreis) gegeben durch

s
t 30° = —.
x etwa 5

J— a 271- .
36007

Definition 3.2.1 (Sinus, Cosinus). Es seien z, y die Koordinaten des Punktes Z auf dem
Einheitskreis, auf den der Punkt (1,0) durch Drehung um den Winkel p (Winkel im positiven
Drehsinn, also gegen den Uhrzeigersinn) abgebildet wird. Dann definieren wir:

sinp:=y und cosp:=ux.

Dadurch sind sinp und cosp fiir Winkel p € [0, 27) erkldrt. Fiir andere Werte p € R definieren
wir

sinp :=sin(p — 2k7) und cosp := cos(p — 2kmn),

wobei k € Z so gewihlt ist, dass p — 2k7 € [0, 27) gilt.
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sinpf------------

Bemerkung 3.2.2. Die Funktionen sinz und cos z, z € R, entstehen also durch 27-periodische
Fortsetzung der Verldufe der Funktionen im Bereich [0,27) C R.

Eigenschaften von sinz und cosz. Unmittelbar aus der geometrischen Definition folgen

1. (sinz)?+(cosz)? =1 Vo €R (Satz des Pythagoras; man schreibt oft sin? z bzw. cos? x

statt (sinx)? bzw. (cosx)?),
2. sin0=0, cos0=1,
3.sin§ =1, cosg =0,

in T — T _ 1
4. sin g = cos § = 5,

B

in ™ — 1 T
5.8ing =3, cosg=

Desweiteren gelten die sogenannten Additionstheoremeﬂ:
sin(x +y) = sinxcosy+coszsiny Vr,y € R,

cos(x+y) = cosxcosy—sinzsiny Vr,y € R.

Mithilfe der Additionstheoreme (oder durch einfache geometrische Uberlegungen) erhélt man
weiter:

sin(z + 7/2) = cosx, cos(x+ 7/2) = —sinz,
sin(z +m) = —sinz, cos(z + ) = —cos,x
sin 2z = 2 sinx cos, x

cos 2x = cos’ x — sin’ x (=2 cosz—1=1 —2sin2:n).

In Anwendungen verwendet man die Winkelfunktionen oft zur Langenberechnung. Dabei benutzt
man folgende Zusammenhéingﬂ

'Der Beweis der Additionstheoreme ist eine einfache Ubung, sobald man die komplexe Exponentialfunktion
zu Hilfe nimmt, s. Abschnitt 3.4

Wir leiten diese Beziehungen nicht her, eine leicht zugingliche Darstellung findet sich z.B. in RiesBin-
ger/Walz/Zeilfelder, Briickenkurs Mathematik, S. 143 ff
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1. in rechtwinkligen Dreiecken gilt

. a  Gegenkathete
smA=—-=—3>———
¢ Hypothenuse c a
cos A — 9 _ Ankathete A
¢ Hypothenuse b

2. in beliebigen Dreiecken gilt

sinA sinB sinC

Sinussatz:
b c

Cosinussatz: ¢* = a®> + b> — 2abcos C

. . . . b .
Aus den grundlegenden trigonometrische Funktionen sin und cos werden wir nun weitere Funk-
tionen erzeugen.

Definition 3.2.3 (Tangens, Cotangens). Mittels Sinus und Cosinus definiert man

tanz = oL fiir x e R\ {E +nmw:n€ Z} (T'angens)
coS T 2
und
cotz = 20 g ge R\{nm:n e Z} (Cotangens).
sin x

Die Tangensfunktion ist m-periodisch, ungerade und im Intervall (—7/2,7/2) streng monoton
wachsend. Der Tangens hat aber Polstellen in allen Punkten der Form 7/2+7Z; an diesen Punkten

hat die Funktion Definitionsliicken.
y

628 —4.71,5.14—1.57 157 314 4.71 6.28°

Der Graph des Cotangens ergibt sich aus dem Zusammenhang

sin(x + 7/2) cos x
t 2) = = = —cotx.
an(z +7/2) cos(x +7m/2) —sinzx o

3.3 Umkehrbarkeit und weitere elementare Eigenschaften von
Funktionen

Fiir viele Anwendungen bendtigt man die Umkehrfunktionen elementarer Funktionen wie sin z,
cosz oder e”; etwa, wenn man bei gegebenem Sinuswert wissen mochte, wie der urspriingliche
Winkelwert war. Wir haben auch schon einige Umkehrfunktionen kennen gelernt, z.B. ist die
Funktion y/z die Umkehrfunktion zu 22 auf [0, 00), und Inx auf (0,c0) ist die Umkehrfunktion
zu e* auf R.

Eine Umkehrfunktion existiert aber nicht immer, und wenn sie existiert, dann oft nur auf ein-
geschrankten Gebieten. Um die Frage nach der Umkehrbarkeit zu klédren, miissen wir einige
vorbereitende Begriffe einfiihren.



3.3. EIGENSCHAFTEN VON FUNKTIONEN 27

Definition 3.3.1. Eine Funktion f : D; — B heift

e injektiv oder eineindeutig, falls aus x # T auch f(x) # f(z) folgt,
e surjektiv oder Abbildung auf B, falls Wy = B gilt,

e bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Bemerkungen 3.3.2: (i) f: Dy — B ist injektiv, falls gilt: f(z) = f(Z) = v = 2.
(ii) f: Dy — W; ist stets surjektiv, denn Wy = f(Dy) nach Definition.

Diese Begriffe sind deshalb wichtig, weil jede bijektive Funktion umkehrbar ist!

Definition 3.3.3. Sei f : Dy — W/ eine injektive Funktion (sie ist offenbar auch surjektiv).
Die Funktion g : Wy — Dy, die jedem y € Wy genau das # € Dy zuordnet, fiir welches y = f(z)
gilt, heiBt Umkehrfunktion von f; geschrieben als g = f~1.

Bemerkungen 3.3.4: (i) Es gilt also f(f!(y)) = y fiir alle y € Wy sowie f~!(f(z)) = =
fiir alle x € Dy.

(ii) Die Zuordnungsvorschrift fiir f~! lisst sich oft durch Auflésen der Gleichung y = f(x)
nach x angeben.

Beispiel 3.3.5: Die hyperbolischen Funktionen sind wie folgt erklért:

e —e’*
Sinus hyperbolicus:  sinhx := —5 fir z € R,
. ‘ e +e
Cosinus hyperbolicus:  coshx := — fir x € R.
Der Name kommt von der Beziehung (coshz)? — (sinhx)? = 1 (die man leicht nachrechnet),
denn y? — x? = 1 ist die Gleichung fiir eine Hyperbel. Zum Vergleich: bei den trigonometrischen
Funktionen gilt stattdessen cos?(x)+sin?(z) = 1, und 22+ = 1 ist die Gleichung eines Kreises.

Daher werden die trigonometrischen Funktionen auch oft als Kreisfunktionen bezeichnet.

cosh(x)

exp()2 057,

sinh(x)
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Wir betrachten den hyperbolischen Cosinus f : R — R mit f(z) = coshz. Dann gilt Wy =
[1,00). Schon am Funktionsgraphen kann man leicht sehen, dass f : R — Wy nicht injektiv ist,
denn es ist f(z) = f(—) fiir alle € R. Ahnlich wie bei y = 22 kann nur nach Einschrinkung
der Funktion auf den kleineren Definitionsbereich

Dy =R, :=10,00)
invertiert werden. Mit anderen Worten:

f:Df =R, = [1,00) =Wy, x — coshz ist bijektiv.
Wir bestimmen die Abbildungsvorschrift von f~!, indem wir y = % nach x auflésen. Wir
setzen z = e” und erhalten z + % = 2y mit z > 0. Dies ist der Reihe nach dquivalent zu

P2Hl=22y & 22-2y+1=0 o (z-y?’=1y-1a |z—y =vy2-1

Zunichst erhalten wir also zwei Losungen: z = y++/y? — 1 und z = y — \/y? — 1. Welche dieser
Losungen liefert nun f~!'? Wir haben z = e® mit x € Dy, also # > 0 und damit z > 1. Nun ist

y— \/y27—1 < 1 fiir y € Wy. Somit gilt

e =z=y+Vy: -1 = fﬁl(y):ln(y—i-\/y?—l).
Bezeichnung:  Arcoshzx :=In (a: +Vz2 — 1) fir x > 1  Areacosinushyperbolicus.

Beispiel 3.3.6: Wie betrachten die durch f(z) = 22 —4z+1 = (z — 2)? — 3 gegebene Funktion
fR—=R.

Wegen Wy = [—3,00) ist f nichtsurjektiv, und auch f : R — Wy
ist nicht injektiv. YAD_dxal
Wie bei y = z? kann f nur durch Einschrinkung auf einen
kleineren Definitionsbereich, etwa auf [2, 00), invertiert werden.

Sei also Dy := [2,00). Dann ist 2 X
f:Dy — Wy =[-3,00) bijektiv.
_3

Wir berechnen f~!, indem wir y = 2? — 4z + 1 fiir y > —3 nach
x auflosen. Wegen

y=(r—-2>%*-3@x-2>=y+3
erhalten wir zunéchst zwei Losungen:

r=2—+/y+3 und xz=24+y+3.

Nun muss aber € Dy (also > 2) gelten. Daher bleibt nur

T=24+y+3
als Losung. Fazit: Es ist f=1:[-3,00) — [2,00) mit f~!(z) =2+ V& + 3.

Fine geometrische Interpretation der Umkehrfunktion liefert uns eine Betrachtung ihres Gra-
phen:

gr(f7) = {2): yeWy, o=y} ={y.2): ye Wy, y=f(a)}
{(2): (2,9) € ()},
d.h. gr( f *1) entsteht aus gr(f) durch Spiegelung an der Winkelhalbierenden zwischen den Ko-
ordinatenachsen.
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Beispiel 3.3.7:

y
2+
=
]
24 A 1(x)=In(x)

Viele der in den Anwendungen auftretenden Funktionen haben zusétzliche Eigenschaften, etwa
Monotonie oder Symmetrie.

Definition 3.3.8. Eine Funktion f: Dy CR — R heifit

(i) beschrinkt, falls |f(x)] < M Vx € Dy mit einer ,,Schranke* M > 0 gilt.

)
(ii) gerade, falls f(—x) = f(x) Vo € Dy gilt.
(ili) ungerade, falls f(—x) = —f(x) Vo € Dy gilt.
)

(iv) (streng) monoton wachsend, falls gilt:

z1 <z = flz1) < flaz) (bzw.f(z1) < f(z2)).
(v) (streng) monoton fallend, falls gilt:
z1<x2 = flz1) > f(z2) (bzw.f(z1) > f(22)).
(vi) periodisch (mit der Periodenlinge L), falls f(z + L) = f(z) Vx € Dy = R.

Bemerkungen 3.3.9: (i) Eine Funktion f : R D Dy — R heifit (streng) monoton, falls f
(streng) monoton wachsend oder (streng) monoton fallend ist.

(ii) Jede streng monotone Funktion f : R D Dy — Wy C R ist automatisch injektiv, also sogar
umkehrbar.

Zu Winkelberechnungen benttigt man oft Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktio-
nen. Da letztere nicht injektiv sind, kann man die Inversen nur nach Einschrinkung auf einen
geeigneten Definitionsbereich erkléren.

1. Die Arcussinusfunktion y = arcsin z ist die Umkehrfunktion von f(z) = sinz im Monoto-
nieintervall —g <z< g

2. Die Arcuscosinusfunktion y = arccos z ist die Umkehrfunktion von f(z) = cosx im Mono-
tonieintervall 0 < x < 7.

3. Die Arcustangensfunktion y = arctanz ist die Umkehrfunktion von f(zx) = tanz im
Monotonieintervall —§ < z < 7.
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Die Graphen von Arcussinus, Arcuscosinus und Arcustangens

Beispiel 3.3.10: Wir illustrieren die Niitzlichkeit der Winkelfunktionen an einem Beispiel, das
w.a. fiir die Chemid’] Relevanz besitzt: der Berechnung des Tetraederwinkels.

Gesamthohe des Tetraeders: H =d + h

Der Winkel p lisst sich aus d mit dem Cosinussatz be-
rechnen:

1 = 2d? — 2d? cos p.

Aus dem Satz des Pythagoras wissen wir: d? = [? + h2.
Wir eliminieren h:

wl—=

Berechne I: 1 =21% —21%cos120° (Cosinussatz); cos 120° = —sin 30° = —% = I?

2
Berechne H: I+ H?=1 = H?= 3 H = \/7
1 /3 3 3 4
d:— a d2:* 2d2:* ]_— = —
= \/; 8’ i OsP =3
1 o
cosp:—g = p=109,5

Bemerkung 3.3.11. Das Tetraeder ist der einfachste Korper, der durch gleich grofle regelméfi-
ge n-Ecke (hier: n = 3) begrenzt wird. Solche Kérper heilen regulire Polyeder. Es gibt genau
flinf verschiedene reguléire Polyeder, die sogenannten Platonischen Koérper:

3Der Tetraeder ist ein gutes Modell fiir die raumliche Struktur gewisser Kristalle bzw. Molekiile, etwa Methan
(CHy) aber auch Wasser (verzerrter Tetraederwinkel 104, 5°).
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Tetraeder: 4 Dreiecke

Oktaeder: 8 Dreiecke

Tkosaeder: 20 Dreiecke

Wiirfel: 6 Quadrate

e N ¢ ¢ b

Dodekaeder: 12 Fiinfecke

Diese reguléren Polyeder spielen in der Chemie eine wichtige Rolle, da Kristalle und Molekiile
moglichst regelméfige Konfigurationen bilden.
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3.4 Komplexe Zahlen

Wir haben bereits in Abschnitt 2.3. bemerkt, dass es algebraische Gleichungen ohne reelle Lésun-
gen gibt, etwa 22 + 1 = 0. Ahnliche Probleme haben wir beim Aufbau des Zahlensystems schon
iiberwunden:

e z + 1 =0 hat keine Losung in N; deshalb wurde Z eingefiihrt.
e nr =1 mit n > 2 hat keine Loésung in Z; deshalb wurde Q eingefiihrt.

e 22 = 2 hat keine Losung in Q; deshalb wurde R eingefiihrt.

Da es keine reelle Zahl z mit 2 = —1 gibt, fithrt man eine neue Zahl i ein, und zwar durch die
Festlegung

i?=—1.
Es ist also ¢ im Prinzip ein Ersatz fiir +/—1. Nun kann man die Gleichung
2+ pr+q=20

auch im Fall D := p?/4 — q < 0 (zunichst formal) 16sen:

ma=—t VD =—Lx\g—p/Av-1=-Lxi/g—p/h

Dabei entstehen offenbar Zahlen der Form a + ib mit a,b € R.

Definition 3.4.1 (Komplexe Zahlen). Unter einer komplezen Zahl z versteht man eine Zahl
der Form z = 2 + iy mit ,5 € R und > = —1. Dabei heifit « der Realteil von z (kurz Re z)
und y der Imagindrteil von z (kurz Im z); ¢ heift auch imaginére Einheit. Fiir die Menge aller
komplexen Zahlen schreiben wir C.

Fiir zwei komplexe Zahlen z1 = x1 + iy; und 29 = x5 + iys definieren wir
(i) z1=20 & x1=xound y; =y2 (Gleichheit),
(ii) 21+ 22 := (21 +22) +i(y1 +y2) (Addition),
(iii) 21 22 := w122 — Y1y2 + i(x1y2 + z2y1) (Multiplikation).

Die Regeln und besagen, dass mit ¢ wie mit einer reellen Zahl gerechnet wird, wobei
aber i2 = —1 zu beachten ist. Dabei gelten die bekannten Rechenregeln.

Beispiel 3.4.2: Fiir 21 =14+ 2iund 20 = —2 — ¢ ist 21 + 29 = —1 + ¢ und 2120 = —5i.

Da komplexe Zahlen aus zwei unabhingigen Anteilen bestehen, kann man sie mit Punkten der
Ebene identifizieren:

z=z4+iyeC ¢« (z,y) e RxR=R%.
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Man erweitert dadurch den reellen Zahlenstrahl zur komplexen
Zahlenebene, der sogenannten Gauf$’schen Zahlenebene.

Imz
Fine wichtige Operation ist die Spiegelung an der reellen Achse, 12 og1
d.h. der Ubergang von z = x + iy zu Z := x — iy, der zu z kon- 11
jugtert komplexen Zahl. Die Bedeutung von z ergibt sich aus der Re z
Gleichung 2z = (z +iy) (v — iy) = 2® + y* (€ R). Nach dem Satz =~ —, M
von Pythagoras ist v/zZ der Abstand der komplexen Zahl z vom .« 72 11

Koordinatenursprung. Analog zum Reellen heifit dieser Wert der
Betrag von z, geschrieben als |z|. Also gilt 27 = |z|?. Hieraus erhalten wir fiir z # 0, d.h. fiir
x # 0 odery # 0,

1 1 r—1y
—= =
z |22 x2 + 92

Definition 3.4.3. Fiir z = z 4 iy € C definieren wir:

(i) z:=x —iy (konjugierte komplexe Zahl),

(ii) |2| :==V2Zz = /22 +y?> (Betrag von z),

(iii) fiir z # 0: 27! = 1 als Losung von 27! z = 1 (Inverse von z bzgl. Multiplikation),
)

(iv) fiir 20 # 0: 2L = 2 é (Division).

Beispiel 8.4.4: Fiir z=1+2iist z=1-2i, 2z2=5, [2[=+vbund 1 =1-2i
Bemerkungen 3.4.5: (i) Fiir den Betrag gilt |z| > 0 fiir alle z € C und |2| = 0 < z = 0.

Weiter gilt |z - w| = |z| - |w| und |z + w| < |z| 4+ |w|. Der Name Dreiecksungleichung fiir
die letztgenannte Ungleichung erklért sich aus folgender Skizze:

Imz ) |z1+22] 71+72
z2 :
- 122|
. z1
|21 Rez

(ii) Fiir die Konjugation gelten die folgenden Rechenregeln. Fiir alle w, z € C ist

= o _ z z
zZ =2z, ztw=ZzZ+w, zw =7z -w und (—)::.
w w

Auflerdem ist eine komplexe Zahl z genau dann reell, wenn z = z gilt.
(iii) Die komplexen Zahlen sind nicht angeordnet, d.h. es gibt keine Relation ,,<“ auf C!

(iv) Bei Polynomen mit reellen Koeffizienten treten komplexe Nullstellen immer in konjugiert
komplexen Paaren (also zp und zj) auf.
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Wie wir bereits gesehen haben, besitzt nun jedes quadratische Polynom in einer komplexen

Variablen genau zwei komplexe Nullstellen. Wie verhélt es sich mit Polynomen von allgemeinem
Grad?

Satz 3.4.6 (Hauptsatz der Algebra). Sei P ein Polynom iiber C vom Grad n, also

1

P(z) = apz" + apn—12""" + ...+ a1z + ap mit Koeffizienten a; € C und a,, # 0.

Dann hat P genau n komplexe Nullstellen, wobei mehrfache Nullstellen (d.h. Faktorisierung mit
Faktor (z — 29)¥) mit ihrer Vielfachheit (also k) zu zéhlen sind.

Beispiele 3.4.7: (a) Das Polynom

BHl=+DE*-2+1)=(2+1) z—é—i?) (z—;—i—z\ég)

+ ¢ ¥3: alle Nullstellen sind einfach.

hat die Nullstellen z; = —1 und 233 = % 5

(b) Das Polynom

PBritr+i=A 4422+ 1) = (2 +0)(22 + 1)
=(z4+9)(z+1)(z—1)
= (z+10)?(z—1)

hat die Nullstellen z; = z9 = —i (zweifach) und z3 = ¢ (einfach).

Da komplexe Zahlen den Punkten in der Gauf’schen Zahlenebene entsprechen, lédsst sich jede
komplexe Zahl z € C auch in Polarkoordinaten durch Angabe einer Lange und eines Winkels
darstellen. Dazu benétigen wir wieder die trigonometrischen Funktionen Sinus und Cosinus.

Almz

Die Zahl z = xz 4+ iy € C hat die Polarkoordinatendarstellung
z =r(cosp + isiny)
mit dem Radius r = |z| und dem Winkel ¢ zwischen ,R; und z“ (gemessen im Bogenmaf).

Man beachte, dass man der Zahl 0 € C keinen Winkel zuordnen kann.

Die Zahl ¢ heifit das Argument von z, kurz arg(z). Da es beim Winkel auf Vielfache von 27 nicht
ankommt, hat man mehrere Moglichkeiten, das Intervall fiir arg(z) festzulegen. Oft definiert man
arg(z) als den Winkel ¢, fiir den z = |z|(cos ¢ +isiny) und —7 < ¢ < 7 gilt.
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Bemerkungen 3.4.8: (i) Die Exponentialfunktion e* kann auch fiir komplexe z € C defi-

(iii)

niert werden (als sog. Potenzreihe; dazu spéter mehr). Es gilt dann das Eulersche Theorem

e =cosp+ising fir ¢eR;

dies kann auch als Definition von e*? verwendet werden. Damit folgt
eF =" = ¢%(cosy + isiny) fir z=axz+iyeC.

Fiir die komplexe e-Funktion gilt wie im Reellen
T = e%e Vz,w e C.

Setzt man hier speziell z = iz und w = iy ein, so erhdlt man mit Hilfe des Eulerschen
Theorems leicht die Additionstheoreme.

Setzt man in obiger Formel ¢ = 7, erhélt man

e™=—1 bzw. €T +1=0;

eine der bemerkenswertesten Formeln der Mathematik, die die 5 wichtigen Zahlen 0,1, 7, e
und ¢ vereint.

Fiir 21 = r€! und 2z = ree?? € C gilt 2120 = r1roe?1792) - Also werden bei der Multi-
plikation zweier komplexer Zahlen die Betrdge (Léngen) multipliziert und die Argumente

(Winkel) addiert.



Kapitel 4

Folgen und Grenzwerte

4.1

Folgen

Definition 4.1.1 (Folge). Eine (reelle) Folge (an)ner ist eine Funktion f : I — R, die jedem
n € I die Zahl a,, = f(n) € R zuordnet. I ist dabei eine unendliche, abzéhlbare Indexmenge.
Falls I = N kiirzen wir die Notation ab zu (a,).

Bemerkungen 4.1.2: 1. Die Funktion f wird also durch die (unendl.) Aufzéhlung der Funk-

2.

(b)
()

tionswerte aq, ag, as, ... angegeben. Die a, heilen Folgenglieder (mit Index n).

Fiir I = {ng,no+ 1,n0+2,...} C Z schreiben wir (an)n>n,-

Beispiele 4.1.3:  (a) (ay)n>1 mit a, = 1/n ist die Folge 1, 1, %, TR
(an)n>2 mit a, = -1 ist die Folge 1, 1, %, 1, .. ..
(an)n>0 mit a, = 2" ist die Folge 1, 2, 4, 8, 16, .... Die a,, wachsen iiber alle Grenzen
hinaus.
(an)n>1 mit ap, = (—1)" ist die Folge —1,1, —1, 1, —1, 1, .... Diese Folge ,oszilliert“

(d)

(e)

zwischen den Werten —1 und 1.

(an)n>1 mit a, = (1 + %)” beginnt mit 2, 2.25, 2.37, .... Diese Folge haben wir bereits
im Zusammenhang mit Wachstumsprozessen betrachtet. Die a, n&hern sich dem Wert
e=2.T1828....

(an)n>0 mit ap = a1 =1 und ay41 = ap—1 + ay, fiir n > 1 ist ein Beispiel fiir eine rekursiv
definierte Folge. Sie beginnt mit 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, .... Die Glieder dieser Folge heiflen
Fibonacci-Zahlen.

(ap) mit a3 = 1 und a1 = %(an + %) fiir n > 1 beginnt mit 1, 1.5, 1.4166, 1.4142 .. ..
Die a2 niihern sich dem Wert 2. Die konsequtive Berechnung der Folgeglieder ist bekannt
als das Verfahren von Heron zur niherungsweisen Berechnung von v/2.

Bemerkungen 4.1.4: (i) Bei (f) und (g) handelt es sich um rekursiv definierte Folgen. Dabei

wird der Wert einiger Folgenglieder explizit vorgegeben, sowie eine Vorschrift, wie der Reihe
nach alle weiteren Folgenglieder berechnet werden.

36
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(ii) Da Folgen spezielle Funktionen sind, iibertrigt sich der Monotoniebegriff. Z.B. heifit (a,)
(streng) monoton wachsend, falls a,, < apt+1 (an < any1) fiir alle n € N gilt. In den Bei-
spielen: (a,) streng fallend in @, streng wachsend in , nicht monoton in @, wachsend
in (]ﬂ); die Folgen aus @ und werden wir spater auf Monotonie untersuchen.

4.2 Konvergenz von Folgen

In den Beispielen (ED und interesssiert man sich fiir den ,, Grenzwert“, der durch diese

Folgen bestimmt wird.

Definition 4.2.1 (Grenzwert). Eine reelle Folge (a,) hat den Grenzwert (Limes) a, falls fir
jedes € > 0 ein n. € N existiert, so dass

lanp, —a| <e fiir alle n > n..
Man schreibt dann lim,,_,~ a, = a (oder auch: a,, — a fiir n — o0o) und nennt (a,,) konvergent
gegen a. Ist eine Folge (a,) nicht konvergent, so heift sie divergent.
Bemerkungen 4.2.2: (i) Fiir die Konvergenz von (a,,) sind nur Folgenglieder mit grofiem
Index wichtig. Insbesondere gilt dieselbe Definition fiir Folgen (an)n>n,-

(ii) Ist (a,) konvergent mit dem Grenzwert 0, so heifit (a,) eine Nullfolge.

(iii) Entscheidend fiir die Kovergenz gegen a ist offenbar, dass alle Folgeglieder mit hinrei-
chend groflem Index nah genug an a liegen. Konvergente Folgen kénnen daher iiberall dort
definiert werden, wo man von Abstinden sprechen kann (z.B. in C, R?, R3, ..)).

(iv) Man bezeichnet das offene Intervall (a—e, a+¢) auch als e-Umgebung von a. Es gilt genau
dann lim,,_, an, = a, wenn jede e-Umgebung von a alle Folgenglieder a,, bis auf endlich
viele enthélt.

[
\
al a4 a-e a ate a3 a2

Liegen in jeder e-Umgebung von a unendlich viele der a,, (aber evtl. auch unendlich viele
auflerhalb), so bezeichnet man a als Haufungswert der Folge (a,). Ist (a,) konvergent, so
besitzt (a,) also genau einen Haufungswert, und zwar den Grenzwert lim,,_, o ay,.

Beispielsweise hat die Folge (a,) aus (d) die beiden Haufungswerte +1; sie ist also
divergent.

Definition 4.2.3 (Beschrinktheit). Eine Folge (ay) heifit beschrdnkt, wenn es eine Schranke
S > 0 gibt mit der Eigenschaft, dass |a,| < S fiir alle n € N.

Satz 4.2.4. Jede konvergente Folge ist beschrénkt.
Beweis. Die Folge (a,) sei konvergent, d.h. es gibt a € R mit lim, ,o a, = a. Dann gibt es

insbesondere ein N € N so, dass |a, — a|] <1 fiir alle n > N (setze ¢ := 1 in der Definition des
Gernzwertes). Dann gilt fiir alle n > N

lan| = |an —a+a| < ap —a| + |a| < al + 1.
Setzen wir noch M := max{|a1],|az|, ..., |an—1]}, so gilt firr alle n € N

lan| < max{M,|a| + 1} =: S. 0O
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Beispiele 4.2.5: (a) Wir betrachten die Folge (ay) mit a, = 1/n. Vermutung: (a,) ist eine

Nullfolge.
Zu zeigen ist also: Ve >0 In. € N Vn > n. :|a,| <e.
Wir arbeiten riickwéarts: Wir wollen |%‘ < ¢ erhalten. Dies ist dquivalent zu % < ¢ bzw.
n> 1
— £

Ein Kandidat fiir n. ist also %; diese Zahl ist aber i. allg. nicht ganzzahlig. Wir wéhlen
daher fiir n. die nichstgrofere ganze Zahl. Man schreibt |z] fiur die nichstkleinere ganze
Zahl von z, etwa [3.14| =3, |-7.1] = =8 (GauBklammerfunktion).

Damit gilt fiir n. = | 1] + 1 (beachte: n. héingt von € ab!):

n>n. = N2>

1
- =
9

Sei (ay,) mit a, = 2". Die naheliegende Vermutung, dass (a,,) divergent ist, wird durch das
oben bewiesene Lemma bestéitigt, denn (a,) ist unbeschrénkt. Hier gilt sogar:

VS>0 dNeN Vn>N:a, > S. ()

In diesem Fall heiit (a,,) bestimmt divergent gegen +o00; man schreibt auch lim,,_,+ a,, = 0o und
bezeichnet +oo als uneigentlichen Grenzwert von (a,) (entsprechend mit —oo falls ,,a,, < —S*

in ().

Bemerkung 4.2.6. Es gilt folgender Zusammenhang zwischen Nullfolgen und bestimmt diver-
genten Folgen:

(i)

(i)

Ist (ay) Nullfolge mit a,, > 0 (bzw. mit a,, < 0) fiir alle n € N, so ist (b,) mit b, = 1/ay,
bestimmt divergent gegen 400 (bzw. —o00).

Ist (b,) bestimmt divergent gegen +o0o (bzw. —00), so gibt es ein ng € N so, dass (an)n>n,
mit a, = 1/b,, eine Nullfolge (mit a,, = 0 fiir n > ng) ist.

1
Insbesondere ist also (ay) mit a, = > fiir p > 0 stets eine Nullfolge.

4.3

Grenzwertsatze

Fiir komplizierte Folgen mochte man die Untersuchung auf Konvergenz und die Grenzwertbe-
stimmung auf einzelne Anteile zuriickfithren. Dies gelingt in folgenden Situationen.

Satz 4.3.1 (Rechnen mit Grenzwerten). Die Folgen (a,) und (b,) seien konvergent mit den
Grenzwerten a bzw. b. Dann gilt:

(i)
(i)
(i)
(iv)

lim, o0 (an + by) = a +b;
limy, o0 (an by) = ab;
lim;, 00 (an/bn) = a/b falls b # 0;

aus a, < b, fir alle n > ng folgt a < b.
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Beispiel 4.3.2: Sei (a,) mit a, = 2":2;”1 = 21;11/:2. Wir wissen, dass % — 0 und ,712 — 0 fir

n — oo. Aus Satz und [iii] folgt dann

1 1 B
l-——=1 und 2+ -5 —2 fiirn— oo,
n n
und mit Satz erhalten wir a,, — % fir n — oo.

Bemerkungen 4.3.3: (i) Teil von wird oft mit b,, = b fiir alle n angewandt. Man
beachte auch: aus a,, < b,Vn folgt nicht a < b!

(ii) Eine Folge (a, — by,) kann konvergieren, obwohl (a,) und (b,) divergent sind.

Beispiel 4.3.4: Fiir a,, = v/n+ 1 und b, = /n ist lim,, o0 @y, = 00 = lim,,_, o by, aber

n+l-n 1
Vn+l+vn Vn+l+yn

— 0 firn — oco.

an —by=vVn+1—+/n=

Um Letzteres zu zeigen, verwendet man Teil (fi) des folgenden Satzes.

Satz 4.3.5 (Einschachtelungssatz). Sei (a,) eine Folge und (b,) eine Nullfolge.

(i) Gilt |ap| < |by| ab einem ng € N, so ist auch (a,,) Nullfolge.

(ii) Ist (ay) beschrinkt, so ist (a,by,) eine Nullfolge.
Beweis.

(i) Sei e > 0. Dann existiert n. € N, so dass |b,| <& = |an| < |by| < ¢ fiir n > n..

(ii) Aus |a,| < S fiir alle n > n. folgt |anb,| < S|b,| und Sb, — 0 nach Satz . Die
Aussage ergibt sich nun durch Anwendung von (i). ]

Beispiel 4.3.6: Wir betrachten die Folge (ay) mit a,, = ¢" fiir ein ¢ € R und unterscheiden
folgende Fille:

(a) g=0:a,=0 Vn = lima, =0

(b)y ¢g=1:a,=1 VYn = lima, =1

n

(c)0<g<1l:a,—=0,denn |¢"| <e & ¢"<e¢ & nlng<lhe & n>—;

wahle also n, =1 + VH{EJ
Ing

(d) ¢g>1:a, > 00,denn ¢g=1+2z mit z >0= ¢" = (1+x)"” > 1+ nx nach Bernoulli-
Ungleichung. Daraus folgt ¢" 7 oo fiir n — oc.

() -1 <¢g<0:qg" = (-1)"(—¢)m; (—1)" ist beschriankt, (—¢)"™ ist nach (c¢) Nullfolge
= ¢" — 0 nach Satz (ii).

(f) g =—1: ¢" = (—1)" divergent; zwei Haufungswerte +1.

(g) ¢ < =1 :1¢"| = |q|™ — oo, d.h. divergent; (¢") ist nicht bestimmt divergent, da die
Vorzeichen wechseln.
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Mit den bisherigen Sétzen ldsst sich Konvergenz nur zeigen, wenn man den Grenzwert der Folge
kennt. Das folgende Kriterium fiir monotone Folgen ist daher besonders wichtig:

Satz 4.3.7 (Monotone beschréinkte Konvergenz). Sei (a,) monoton wachsend und nach oben
beschriankt oder monoton fallend und nach unten beschrénkt. Dann ist (a,) konvergent.

Bemerkungen 4.3.8: Satz gilt auch, wenn (a,,) erst ab einem bestimmten Index ng € N
monoton ist.

Beispiel 4.3.9: Wir betrachten die Folge (ay)n>0 aus Beispiel (8-

1 2 .
ag =1, an+1:§ an—i—a— fir n > 0.
n

Fiir diese Folge wollen wir zeigen:

(1) Beschréanktheit (genauer: nach unten),
(2) Monotonie (genauer: monoton fallend),
(3) Konvergenz gegen a = /2.

zu (1): Aus ag =1 und ap41 = % (an + l) folgt induktiv, dass alle a,, > 0 sind. Die Folge (a;)

an
ist also nach unten durch 0 beschrankt.

zu (2): Wegen

1 2 4 1 2 4
2 _ 2 _ 2
an+1—2—4<an+2anan+a%>— —4<an—2anan+a%>
1 2\ 2 )
=—la,—— ] >0 fir n>0
4 an,

ist a2 > 2 fiir n > 1, und wegen der Aquivalenzen

2 2
an+1San<:>an+a—§2an<:>a—§an<:>2§ai
n n

fiir n > 1 folgt aus a2 > 2, dass a,11 < a,. Also ist die Folge (a,) monoton fallend.

zu (4): Die Folge (a,) konvergiert nach Satz und fiir ihren Grenzwert a € R gilt a > 0
nach Satz (iv). Welchen Wert hat a? Aus der Rekursionsformel folgt:

2anan1 = a2 +2 (wir wissen noch nicht, ob a # 0 gilt!).

AuBlerdem ist klar: Die verschobene Folge (ay+1) konvergiert ebenfalls gegen a. Mit Satz m
erhalten wir, dass 2apa,4+1 — 2a® und a% — a? fiir n — oo. Damit gilt > = 2 und a > 0, also

a=+2.

Auf shnliche Weise kann man zeigen, dass die Folge (a,) mit a, = (14 1)" konvergiert.

Bemerkung 4.3.10. Es gibt ein weiteres allgemeingiiltiges Konvergenzkriterium, das keine
Kenntnis des Grenzwertes voraussetzt: Fine reelle Folge (ay,) ist genau dann konvergent, wenn
(an) eine Cauchy-Folge ist, d.h. wenn

Ve >03n. e NVn,m > n.: |ap, — ap| < e.

Dieses Cauchysche Konvergenzkriterium ist oft schwierig anzuwenden.
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4.4 Reihen

Wir betrachten nun eine spezielle Art von Folgen, die sogenannten Reihen. Sei (ax)r>0 eine (reel-
le) Folge. Wir betrachten die Folge der Partialsummen (sy) mit s, := Y ,_, ag. Die Bezeichnung
> re o ar steht sowohl fiir diese Folge als auch fiir ihren Grenzwert, falls dieser existiert.

Definition 4.4.1 (Reihe). Die (unendliche) Reihe »"p7 ax heifit konvergent, falls die Folge
(sn) der Partialsummen konvergiert. Dann nennt man s := lim,_,+ S, den Wert der Reihe und
schreibt kurz Y 72 ; ap = s; andernfalls heiit die Reihe divergent.

Entsprechend erklért man auch Y32, ag, etwa Y32, 7; man schreibt auch kurz °, -, ax.

Satz 4.4.2 (Geometrische Reihe). Die geometrische Reihe

(o]
D "=1+q+¢+¢*+... mitgeR

n=0
hat die Partialsummen

1_qn+1

n
5, = qu _ 1 fallsq#1,
Py n+1 fallsq=1.

Die Folge der Partialsummen und damit die geometrische Reihe ist genau dann konvergent,
wenn |g| < 1 gilt. In diesem Fall ist

> 1
n_ _ =

Beweis. Es ist
— 2 n _ 2 n n+1
spn=14+q+q¢ +...+4¢" und g¢s,=q+q¢ +...+q¢"+¢""",

also s, — q s, = 1 — "L Fiir ¢ # 1 ist daher

1_qn+1
STL = )

1—g¢q

wihrend fiir ¢ = 1 offenbar s, = n + 1 ist; in diesem Fall ist >, ., ¢" divergent.

Sei also g # 1. Fiir Konvergenz von 1_1‘1:1;1 muss (¢"*!) konvergent sein und dies gilt nur, falls

lg| < 1. Also ist die Bedingung |¢| < 1 notwendig fiir die Konvergenz der geometrischen Reihe.
Aus |q| < 1 folgt umgekehrt ¢"*! — 0 und damit die Konvergenz der s,,. O

Eine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz der Reihe Y 72 ay, ist lim;, o0 ar, = 0, denn aus
Sp — s folgt s,—1 — s, also a, = s, — sp—1 — 0 fiir n — o00). Vorsicht ist jedoch angebracht:
Die Bedingung a, — 0 ist NICHT HINREICHEND fiir die Konvergenz der Reihe, wie folgender
Satz zeigt.

Satz 4.4.3 (Harmonische Reihe). Die harmonische Reihe S °° | 1 ist bestimmt divergent.

n=1n
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Beweis. Es ist

SE = 1+1+ 1+1 + 1+1+1+1 + 1+ +1 +
~n 2 \3 4 5 6 7 8 9 16
> 1+1+ 1+1 + 1+1+1+1 + 1+ —i—l +
- 2 4 4 § 8 8 8 16 16
1 1
= 1 27 4. - —
+2+ 4+ 8+8 16+
= 1—1—1—1-14-1—1—14-
2 2 2 2
Fiir n = 2™ gilt deshalb s, > 1+ %, d.h. s, ist bestimmt divergent gegen +oo. O

4.5 Konvergenzkriterien fiir Reihen

Aus den Grenzwertsétzen aus Abschnitt [4.3] folgt sofort

Satz 4.5.1 (Rechenregeln fiir Reihen). Es ist

(i) Z(an+bn):a+b falls Zan:aund an:b.
n=0 n=0 n=0

(ii) Z(Aan) = Aa falls Z an, =aund A € R.
n=0 n=0

(iii) Ist a, > 0 fiir alle n > 0, so gilt:

e}

Z an ist konvergent <« Die Folge (s,) der Partialsummen ist beschrénkt.
n=0

Bemerkungen 4.5.2: (i) In (iii) ist die Folge (s;) monoton wachsend.

(ii) Es gilt NICHT > sqanbn = 32,5000 ) ,50bn! Falls aber die Reihen }_, - an| und
> n>0 |bn| konvergieren, dann gilt

Z an Z b, = Z Zn: axb,—r  (Cauchy-Produkt).

n>0 n>0 n>0 k=0
Beispiel 4.5.3: Wir betrachten die Reihe ) 7, ¢ k+1) Aus k(k+1) = % k+1 folgt
n 1 n+1
=N - P
S DT D I &

Also ist die Reihe konvergent, und ihre Summe ist 1.

Eine Reihe der Form ;7 (—1)"aj mit a; > 0 fiir alle n > 0 heifit alternierend.

Satz 4.5.4 (Leibniz-Kriterium). Die Reihe > 72 (—1)far mit ax > 0 ist konvergent, falls
(an) eine monotone Nullfolge ist.
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In diesem Fall gilt

n o
|sn — 8| < apt+1, wobels, = Z(—l)kak und s = Z(—l)kak ist.
k=0 k=0

Beispiel 4.5.5: Die alternierende harmonische Reihe Y o0 | (—1)" 'L ist konvergent. (Ihre Sum-

me ist In 2, was wir noch nicht begriinden konnen.)

n=1

Dieses Beispiel zeigt, dass aus Konvergenz der Reihe )~ ;a, NICHT die Konvergenz der Rei-
he Y > lay| folgt. Wenn die Reihe > 7 |an| konvergiert, heifit die Reihe Y .7 a, absolut
konvergent. Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent.

Satz 4.5.6 (Kriterien fiir absolute Konvergenz). Die Reihe ) ;7 a ist absolut konver-
gent, falls eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist.

(i) |ak| < by fiir alle k > ko, und >"77 by, ist konvergent. (Majorantenkriterium)
(i) ¥/|ax] < g <1 fir alle k > kg.  (Wurzelkriterium)
(i)

Bemerkung 4.5.7. Die Teile (jii) und . folgen aus H indem man b, = M¢* (geometrische
Reihe) als Majorante Verwendet Anstelle von (i) bzw. verwendet man oft die stirkeren
Bedingungen

7 limk;_)oo \k/ |a/k;| < ].,
@ﬂV limg o0

Beispiele 4.5.8: (a) Die Reihen 2%, L mit p > 2.

npP

< g < 1firalle k> ky. (Quotientenkriterium)

Ak+1
ag

Ok+41
ag

< 1.

Fﬁran—ﬁ15t|an| p§n12§2(+1)furp>2undn>l
Da die Reihe Z;’f 1 n(n ) konvergiert, konvergiert nach dem Majorantenkriterium auch
die Reihe > 2, np Fiir p =2 kann man ihre Summe berechnen:
72 = —.
—n 6

Man kann zeigen, dass die Reihe )7 1 »p bereits fiir alle p > 1 konvergiert. Die harmoni-

sche Reihe (p = 1) zeigt, dass diese Bedmgung scharf ist.
(b) Die Reihen Y 2° o 4 bzw. 3°0° [ L0 fiir z € R.

Hier ist a,, = 2™ /n!, also
P n!
(n+1)! an

Gp41
Qp

z | |z
n+1| n+1

Somit ist limy, o0 |an+1/an| = 0 < 1. Die Reihe ist also nach dem Quotientenkriterium fiir
jedes x € R konvergent.

X n
x
Es gilt E — = e®; dies ist die iibliche Definition der Exponentialfunktion.
n!
n=0
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Satz 4.5.9 (Divergenzkriterien). Die Reihe ) ;° ay ist divergent, falls eine der folgenden
Bedingungen erfiillt ist.

(i) (ag) ist keine Nullfolge.
(ii) ax > by > 0 fiir alle k > ko und >_p7 by, ist divergent. (Minorantenkriterium)
(i) {/|ag| >1 fiir alle k > kg. (Wurzelkriterium)

(iv) ap #0 und

ak+1
a

>1 fiir alle k > kp. (Quotientenkriterium)

Bemerkungen 4.5.10: (i) Wie bei den Konvergenzkriterien zeigt man bei Verwendung des
Wurzel- bzw. Quotientenkriteriums meist

Gn+41
an

lim {/|a,| >1 bzw. lim > 1.

n—oo n—oo

ii) Man beachte, dass im Fall, dass obige Grenzwerte den Wert 1 haben, das Wurzel- und
g
Quotientenkriterium keine Aussage iiber Konvergenz oder Divergenz liefern. Dann sind
andere Methoden gefragt.

Beispiel 4.5.11: Sei 0 < p < 1. Da dann n? < n! = n fiir alle n € N gilt, haben wir

1

>
nP -

>0 fir allen € N.

S

Da Y% | 1/n divergent ist (harmonische Reihe), folgt die Divergenz von Y oo, - fiir alle 0 <
p < 1 nach dem Minorantenkriterium.

oo
1
Bemerkungen 4.5.12: (i) Die Reihe E — ist konvergent fiir p > 1 und divergent fiir p < 1.
n
n=1

(ii) Eine kleine Liste wichtiger
. 1 1 . . .
konvergenter Majoranten: —, ——, geometrische Reihe mit lg <1, ...
n?’ ny/n
1
SV

divergenter Minoranten: 1,

S

4.6 Potenzreihen

Definition 4.6.1. Sei 29 € R und (a,),>0 eine Folge.

o0
Zan(m—mo)”:a0+a1(az—w0)+a2(3:—;n0)2+..., reR

n=0
heifit Potenzreihe (zu (ap)n>0) mit Entwicklungsstelle x.
Potenzreihen sind — sehr lax gesprochen — unendlich lange Polynome, zéihlen aber natiirlich im

Allgemeinen nicht zu den Polynomen. Allerdings ist jedes Polynom eine (besonders einfache)
Potenzreihe, bei der nur endlich viele Koeffizienten a,, ungleich 0 sind.
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Beispiele 4.6.2: Beispiele fiir Potenzreihen sind

00 o 00 < gn 00

E ", E —, E 2"(x —2)", E —t E n"x".
n! n

n=0 n=0 n=0 n=1 n=0

Die Konvergenz von Potenzreihen hingt natiirlich davon ab, welches € R man einsetzt. Nach
dem Wurzelkriterium, vgl. Satz und Satz konvergiert die Potenzreihe » > a,(z —
xo)", falls

lim {/|an(z —z0)"| = lim {/|ap|lx — 20| = |2 — zo| Im {/|a,| <1
n—0o0 n—oo

n—00
ist, und sie divergiert, falls dieser Grenzwert groflier als Eins ist.

1. Fall, lim,, o W = 0: Dann konvergiert die Potenzreihe fiir alle z € R.
2. Fall, lim,, W = o0o: Dann konvergiert die Potenzreihe nur fiir x = xy.

1
limy 00 n\/ ‘an|

3. Fall, 0 < lim, 00 V/|an| < oo: Konvergenz fiir |z — xg| < und Divergenz fiir

_ -1
| — zo| > e Ve

Definition 4.6.3 (Formel von Hadamard). Falls der Grenzwert lim,,_,~, {/|a,| existiert, so
heift

falls lim, oo V/|an| € (0,00),

1
limy, o0 \V/ |an|

o0 falls lim,, o0 /|an| = oo,
00 falls lim, 00 /]an| =0

der Konvergenzradius der Potenzreihe Y ° o an(x — z0)".

Obige Uberlegungen ergeben damit sofort den folgenden Satz.

Satz 4.6.4. Sei > >, an(xz — x9)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius . Diese Reihe kon-
vergiert fiir alle x € R mit |x — zg| < p, und sie divergiert fiir alle |x — z9| > o. (Fiir Punkte x
mit |z — x| = ¢ ist auf diesem Wege keine Aussage moglich.)

Fiir die Reihen aus Beispiel [.6.2] ergibt sich damit das folgende Konvergenzverhalten.

[o.¢]
1. Za:” Hier ist a,, = 1 fiir alle n € N, also

n=0

lim \"/|an|:7}i_>rgolzlz>gzl.

n—oo

Wir finden so das Konvergenzverhalten der geometrischen Reihe wieder, vgl. Satz [£.4.2]
Dort haben wir auflerdem schon

> 1
n=0

gesehen.
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X n
2. Z x—' Von dieser Potenzreihe haben wir bereits in Beispiel |4.5.8| gezeigt, dass sie in allen
n!

n=0
x € R konvergiert. Der Konvergenzradius ist also ¢ = oc.

Tatséchlich gilt

o0 n

Z 1:—' =¢e” fir alle z € R (Exponentialreihe).
n!

n=0

(o.9]
) 2™ —2)". Mit a, = 2", n € N gilt hier
n=0

1
lim /|ap,| :nan;OQ =2= 9=

Diese Potenzreihe konvergiert also fiir = € (3/2,5/2) und divergiert falls x € (—o0, 3/2)
oder z € (5/2, 00).

Ist auch das Konvergenzverhalten in den Punkten 3/2 und 5/2 von Interesse, so muss
dieses ,von Hand“ untersucht werden: Fiir x = 3/2 erhilt man die Reihe

fj(g(—;) - Ti(—l)%

die offensichtlich divergent ist. Gleiches gilt fiir z = 5/2, das die Reihe 7 1 liefert. Also
ist die Reihe an beiden Randpunkten des Konvergenzintervalls divergent.

[e.9] n

. Z ~_ 23", Bei dieser Potenzreihe ist eine direkte Anwendung der Hadamard-Formel nicht
n

n=1
moglich, da der entsprechende Grenzwert nicht existiert. Mit der Substitution y = x
haben wir > >, %y”, also a,, = %, und wir erhalten

2 2

o, o 2 2
A, Vieal = lim o = e = 1= 2

Das entspricht dem Konvergenzradius 1/2 fiir die Reihe > 2, % ™. Es liegt also Konver-

genz vor fiir alle y € R mit |y| < 1/2 und Divergenz fiir |y| > 1/2. Mit = &y haben

wir damit Konvergenz der urspriinglichen Reihe fiir alle |z| < 1/+/2 und Divergenz fiir

lz| > 1//2.

Die Untersuchung an den Réndern fiihrt fir o = 1/ 2 auf die divergente harmonische

Reihe und fiir # = —1/+/2 auf die konvergente alternierende harmonische Reihe. Das
Konvergenzgebiet der Reihe ist daher das halboffene Intervall [—1/+/2,1/+/2).

3

(0.9]
. E n"z". Hier ist a,, = n". Wegen
n=0

lim {/|an| = lim n =00

ist der Konvergenzradius gleich 0, d.h. die Potenzreihe konvergiert nur fiir = 0.

Bemerkungen 4.6.5: (i) Bei der Anwendung der Formel von Hadamard oft auftretende

Grenzwerte:

lim {/c=1 fiir alle ¢ € (0,00), lim /n =1, lim Vn! = .

n—oo n—oo n—o0
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(ii) Jede Potenzreihe definiert auf ihrem Konvergenzintervall I eine Funktion f : I — R mit

fl@) =020 an(@ — o)™
(iii) Wichtige Potenzreihen:

[e.e]
1
Z " = ] , lz| <1 (geometrische Reihe)
-z
n=0
o0 "L’n
Z — =€ zeR (Exponentialreihe)
n!
n=0
oo
—1)n
(=1) 2" = cos(z), zeR
= (2n)!
o
—1)n
Z Q:UQ”H = sin(x), reR
= (2n+ 1)!
[e.e]
-1 n—1
Z (ix” =In(1+2x), |z|<]1.
n=1

Diese unendlichen Reihen als Darstellung (bzw. Definition) spezieller Funktionen eignen sich
insbesondere zur Berechnung von Néherungswerten fiir die entsprechenden Funktionswerte fiir
betragsméfig kleine Werte von x. Fiir drei der oben angegebenen Reihen liefert dies folgende
Approximationen:

~ 1+ miteinem Fehler von ~ z2,

1—x
sin(z) &~z mit einem Fehler von = z°/6,
cos(z) ~ 1 mit einem Fehler von ~ z%/2,

cos(z) ~ 1 —x?/2 mit einem Fehler von ~ x/24.

4.7 Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit

Definition 4.7.1. Sei D C R und f : D — R eine Funktion.

(i) f konvergiert gegen a fiir x — mg, falls gilt: Fiir jede Folge (x,,) mit x, € D \ {x¢} und
xn — xo konvergiert die Folge (f(x,)) gegen a. Man schreibt dann lim,_,,, f(z) = a.

(ii) Sei zp € D. Dann heiit f stetig in xo, falls limy_,, f(x) = f(zo) gilt. f heiit stetig auf
D, falls f in jedem Punkt xy € D stetig ist.

Bemerkungen 4.7.2: (i) Wird die Bedingung in Definition [£.7.1|i) nur fiir Folgen z,, — z
mit z, < xo (bzw. x,, > x¢) verlangt, so spricht man vom linksseitigen (bzw. rechtsseitigen)
Grenzwert und schreibt limg_,,,— f(x) (bzw. limy_ 5,4+ f(x)). Man beachte auch, dass in
(i) nicht g € D verlangt ist! Man bendétigt lediglich, dass es Folgen in D gibt, die gegen
xo konvergieren. Solche Punkte xg heilen auch Haufungspunkte von D.

(i) Gilt f(zy) — oo (bzw. —o0) fiir jede Folge x,, — ¢, so schreibt man auch lim,_,4, f(z,) =
oo (bzw. —00); entsprechendes gilt fiir einseitige Grenzwerte.
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(iii) Man betrachtet auch xg = £o00, d.h. das Verhalten von f fiir + — £o0. Gilt etwa f(z,) — a
fiir jede Folge (x,,) mit x, — oo (n — 00), so schreibt man lim,_,, f(x) = a.

Als unmittelbare Folgerung aus den Grenzwertsétzen fiir Folgen erhélt man

Satz 4.7.3. Sei D CR und f,g: D — R.

(i) Es sei limg_yz, f(z) = a und lim,_,4, g(z) = b. Dann gilt

lim (f(z)+g(x)) =a+b, lim (f(z)g(x)) =ab, lim @) = % falls b # 0.

Tr—T0 T—T0 T—T0 g x)

(ii) Es seien f und g stetig in xg. Dann sind |f|, f + g, fg und f/g (fir g(xo) # 0) stetig in
ZQ-

(iii) Ist g stetig in 29 € D und h : D — R stetig in yo = g(z0) € D, so ist die Verkettung
f =hog (also die durch f(x):= h(g(z)) definierte Funktion) stetig in zg.

Beispiele 4.7.4: (a) f : [0,00) — R mit f(z) = /x. Ist f stetig? Sei (z,) eine Folge mit
xn >0, z, — xo. Fir 29 = 0: /7, — 0, denn z,, — 0 heifit: V& > 0 Inz € N : |x,| < € fiir
alle n > nz. Sei nun € > 0 gegeben; wihle &€ = £2 und dazu das nz als n.. Dann gilt:

n>n. = |ra|<E=¢2 = |VIn| = Tn < VE=c¢, also (y/Zn) Nullfolge.

Fiir g > 0:

— X0

T
/Tn + /T

[#n — ol — 0, also v/, = xo.

V& = V@l = S &

Fazit: \/x ist stetig auf [0, c0).

r—1

(b) f(z) = W;
Nach Satz ist f dort stetig (inbesondere: /z — 1 # 0 fiir z # 1).

maximaler Definitionsbereich: D = [0,00) \ {1}.

i%f(x) 7?7 Firaxz #1ist f(x) = (\/5_\/2(_\/15_‘_1) =Vz+1

Also stimmt f auf D mit der stetigen Funktion g : [0,00) — R, g(x) = /x + 1 iiberein!

Damit ist klar: z, =1 = f(z,) = g(zn) = ¢g(1) = 2. Also lim1 flz)=2.
T—
Bemerkung: f ist also ,stetig ergénzbar® auf ganz [0, 00) durch f(1) := 2.

(c) f(x) =1/2? fiir z # 0 hat ilir%)f(x) = 00.

(d) f(z)=1/x fir x # 0 hat lim f(z) =oco und lim f(z) = —o0 .
z—0+ z—0—
(e) f(z) = esn(@*+D) gtetig, falls ¥, sinx etc. stetig sind. Nach Satz sind alle Polynome
stetig. Man kann auch zeigen, dass Potenzreihen im Bereich der absoluten Konvergenz
stetig sind; insbesondere also e*,sinx und cos x fiir x € R.
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T

(f) f(z) = < mit n € N fir # > 0. Welches Verhalten hat f(z) fiir  — 00? Es ist
X

k $n+1

o
exzz% = x> nfire>0 = f2)>
k=0

Z it ) 'fiirac>0.

_*r
(n+1)
Damit ist klar, dass f(z) — oo fiir  — o0, also limy_ ;—Z = oo fiir alle n € N.

Fazit: ,,Die e-Funktion wéchst stiarker als jede Potenz von x“.

Satz 4.7.5. Sei f : [a,b] — R stetig. Dann

(a) besitzt f ein Maximum und ein Minimum in [a, b], d.h. es gibt Punkte x1,z2 € [a, b] mit

(o, f) =) Flon) < @) < S (= o, £ ).

a<y<b a<y<b

fiir alle x € [a, b].
(b) nimmt f jeden Wert z € [f(x1), f(z2)] an (Zwischenwertsatz).

Anwendung. Wir benutzen Satz [£.7.5] um zu zeigen, dass die nichtlineare Gleichung = = cos
eine Losung im Intervall [0, 7/2] besitzt.

Die Funktion f : [0,7/2] — R mit f(z) = x — cosz ist stetig, und es ist f(0) = —1 < 0 und
f(m/2) =m/2 > 0. Es ist also

omin fl@) <0< max f(@).

Nach dem Zwischenwertsatz existiert ein z* € [0, 7/2] mit f(z*) = 0, also z* = cos z*.

Bemerkung 4.7.6. Eine Funktion f : D — R heifit Lipschitz-stetig (mit der Lipschitz-Konstan-
ten L > 0), falls

(@) = f)| < Lla —y| fiir allea,y € D

Diese Eigenschaft ist stérker als Stetigkeit.

Ist L < 1, heifit f eine Kontraktion. Diese Eigenschaft ist u.a. wichtig fiir die Numerik. Zum
Losen einer Gleichung = = f(z) mit einer Kontraktion f kann man wie folgt vorgehen: Wihle
xzo € R beliebig und definiere eine Folge (z,) rekursiv durch z,4+1 := f(z,) fiir n > 0. Die
Folge () ist konvergent, und fiir ihren Grenzwert z* gilt z* = f(x*). Weiter hat man die
Fehlerabschétzung:

n

1-L

|z, — | < |z1 — o]

Dieser Sachverhalt ist als Banachscher Fizpunktsatz bekannt.



Kapitel 5

Differentiation

5.1 Tangente und Ableitung

An eine ‘glatte’ Kurve kann in jedem Punkt eine Tangente gelegt werden. Ist die Kurve eine
Funktion, so wird die Steigung einer solchen Tangente im Punkt xy die Ableitung der Funkti-
on im Punkt xy genannt. In einer kleinen Umgebung des Punktes ist die Tangente eine gute
Approximation der Funktion; Sekanten durch (xg, f(xg)) stellen schlechtere Nidherungen dar.

f(xn)
f(x0)

|y anschaulich optimal

schlechte Naherung

(%)

yx

x0 XN

Da die Tangente durch den Punkt (xg, f(xg)) verlauft, hat sie die Darstellung y = I(z) mit

l(x) = f(z0) + a(r — xo).

Dabei ist o die Tangenten-Steigung. Der Fehler bei dieser Naherung ist |f(x) — [(x)|, und die
Naherung ist optimal, falls

lim
T—rT0

f(z) = U(z)

=0

r — X

(,der Fehler geht schneller gegen Null als x — z¢“).

50
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Die Tangenten-Steigung o kann wie folgt berechnet werden: es ist

o= i LIy, ()t )
T—T0 Tr — X0 T—T0 Tr — X0
und damit

o= lim @) = flxo)

T—TQ Tr — X
Nach Definition des Grenzwertes bedeutet dies

i ) = £(wo)

n—o0 In — X0

o=

fiir jede Folge (x,,) mit z, — z¢, d.h. fiir jede solche Folge ist o Grenzwert der Steigungen

L f(xn) - f(xO)
ap, = —————.
Tp — IQ
Das sind die Steigungen der Sekanten durch den Punkt (xg, f(x¢)) und durch die ndher kom-
menden Nachbarpunkte (z,, f(z,)).

In der folgenden Zeichnung ist die Folge der Steigungen der eingezeichneten Sekanten o, =
{-0.0877, —0.0323, 0.0382, 0.121, 0.2131, 0.3108}, die Tangentensteigung ist o = 0.45.

Tangente an sin(x) + 0.1 x? im Punkt x,=1.4
2 T T T T T T T T

1.8
16
14F
12f -
s Sekanterﬁfbirgé o
0.8
0.6

0.4-

0.2

Definition 5.1.1 (Ableitung). Die Funktion f : I — R sei auf einem Intervall I definiert. Dann
heifit f differenzierbar in xg € I, falls der Grenzwert

_ f(@) = f(xo) f(zo 4+ h) = f(zo)
lim L0 ( 0 Y 0 )

T—TQ r — X0

= lim

h—0
existiert. Diesen Grenzwert bezeichnet man als Ableitung von f in xg, und man schreibt dafiir
f'(x) oder %(mo). Die Funktion f heifit differenzierbar, wenn f in jedem xzy € I differenzierbar
ist.
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df

Bemerkungen 5.1.2: (i) & wird Differentialquotient genannt, ist aber kein echter Quotient,

(i)

(iii)

X
sondern Grenzwert von Differenzenquotienten % fir Az — 0.

Aufgrund der Voriiberlegungen ist es klar, dass genau dann eine eindeutige Tangente an
den Graphen von f im Punkt (xo, f(z)) existiert, wenn f in z¢ differenzierbar ist. Die
Tangentengleichung lautet dann y = f(z9) + f/(z0)(z — 20), und es gilt

f(x) = f(xo) + f(x0)(x — wo) + 7(x;9) mit lim w =0.
a—wo |z — o)

Diese Beziehung ist dquivalent zur Differenzierbarkeit von f in xzy. Als Folgerung erhilt
man sofort die Stetigkeit von f in zg, denn fir (z,) mit x,, — z¢ folgt:

7(xn; o)

Tn — T0

flzn) = f(zo) + f'(x0)(2n — w0) + (20 — 20) = f(wo).

Differenzierbarkeit ist also eine stéirkere Eigenschaft als Stetigkeit.

Ist 9 € I ein Randpunkt von I, so ist in Definition der entsprechende einseitige
Grenzwert zu verwenden. Man schreibt dann

f(zo+h) — f(z0)
h

i (o)

und nennt f', (zo) die einseitigen Ableitungen von f im Punkt zg.

Ableitungen treten in Anwendungen bei der Betrachtung kontinuierlicher dynamischer
Prozesse auf. Ist etwa s(t) der Ort eines Objekts zum Zeitpunkt ¢, so ist v(t) := §'(t) die
Geschwindigkeit zur Zeit t.

Beispiele 5.1.3: (a) Sei f(r) = 2% und x( € R beliebig. Dann ist

(b)

f(zo+ h) — f(xo) _ (zo + h)? — 22 _ 23 + 2z0h + h? — 23 — 900 1 I,
h h h

also

. fl@o+h) = flzo) _ . —

}lzlir(l) 3 = flbg%@xo + h) = 2xo.
Damit ist f in jedem Punkt x( differenzierbar und f’(x¢) = 2.

h) — h
Sei f(x) = |x| und o = 0. Dann ist f(wo + })L /(o) = ‘h|’ und wir unterscheiden zwei
Félle:
hy,
Fall 1: Folge h,, mit h, > 0 oder hy, — 0+ = ’h| 151
. ’hn| _hn

Fall 2: Folge h,, mit h, <0 oder h,, - 0— = iy -1 — —1.
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Zusammen heifit das: f'(xg) existiert nicht, aber es gibt eine rechtsseitige und eine links-
seitige Ableitung. Dies ist auch klar am Graphen der Funktion abzulesen.

0.8

1 0.6

04r
1(x) = abs(x)
02|

(x) = X%
-02f
0.4
-1+ B -0.6[

) =2x 08

Ableitungen wichtiger Funktionen

. f(z) = c ist differenzierbar mit f'(z) = 0.

. f(z) = 2™ mit n € N ist differenzierbar mit f'(x) = nz" 1.

Dies ist die Verallgemeinerung von Beispiel (a) und kann mit Hilfe der binomischen

Formel bewiesen werden.

. f(x) = 2" fiir * > 0 und r € R ist differenzierbar mit f’(z) = ra" 1.

Zum Beweis schreibt man z" = "0

lernen.

und benutzt die Kettenregel, die wir spéater kennen-

. f(z) =sinz fiir x € R ist differenzierbar mit f/(x) = cosx.

Anschaulich: Die Sinus-Funktion steigt bei Null mit einer 45-Grad-Tangente an (cos(0) =
1) und flacht allméhlich so ab, wie die Werte der Cosinus-Funktion kleiner werden.

. f(z) = cosz ist fiir z € R differenzierbar mit f/'(z) = —sinz.

Anschaulich: Die Cosinus-Funktion beginnt bei x = 0 mit einer waagerechten Tangente
(sin(0) = 0) und fallt dann so, wie die Werte der Sinus-Funktion ansteigen.

. f(z) = e ist fiir z € R differenzierbar mit f’(z) = e®.

Zur Erinnerung: Die Exponentialfunktion ist definiert als Potenzreihe

o0 n

z
e” :Z—.
n!

n=0

Diese Reihe konvergiert fiir jedes z € R absolut. Man kann allgemein zeigen, dass Po-
tenzreihen im Innern des Konvergenzbereiches (hier also: fiir jedes x € R) ,gliedweise
differenziert” werden konnen, d.h.

Wegen (2")" = na™~! fiir n € N und (z°) = 1/ = 0 folgt

oo —
xnl

(") =D —na 1=Zm_1)!:k2:0”,;:e-

n=1 n=1
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7. f(z) = Inz fiir x > 0 ist differenzierbar mit f’(z) = x~'. Der Beweis erfolgt mittels der
Ableitungsformel fiir Umkehrfunktionen, die wir spéter einfithren werden.

5.2 Differentiationsregeln

Satz 5.2.1. Seien f, g in z( differenzierbar. Dann sind auch ¢ f + cog (mit ¢1,c2 € R), f g und
f/g (falls g(zo) # 0) differenzierbar in xo und es gilt:

(i) (erf + c29)(x0) = c1f'(20) + c2g'(x0),
(i) (fg)'(wo) = f'(w0)g(w0) + g'(x0)f(v0) (Produktregel),
O R

g g(xo)?

(Quotientenregel).

Folgerungen 5.2.2: (a) Aus (i) und der Differenzierbarkeit von z" fiir n € Ny folgt, dass alle
Polynome differenzierbar sind. Dann sind nach (iii) auch alle rationalen Funktionen (also

P(z)/Q(x) mit Polynomen P, Q) differenzierbar (auf ihrem maximalen Definitionsbereich,
d.h. aulerhalb der Nullstellen von Q).

/ /
(b) Aus (iii) folgt <1> (xo) = — g((ﬁ(;)Q fiir differenzierbares g mit g(xg) # 0.
g g{Zo

Beispiele 5.2.3: 1. Offenbar ist: 2’ = 1, also folgt
() =@ z)=1-z4+z-1=2z, (23 =(z-2%) =2z -2 +2% 1= 2322 etc.
Induktiv erh#lt man so einen Beweis fiir (z")" = nz" 1.

2. f(x)=e€"sinz = f/(x)=e"sinz+e"cosz = e(sinx + cosx).

3
1
3. f(@) =5 i - fiir € R\ {—1,1}. Dann ist
, (3z2)(22 — 1) — (23 +1)2x  32* — 322 — 22* — 22
Fler = @ @y
_ rt — 32?2 — 22 _ x? — 2z
e R S

4. f(z) =tanz = 2L fir g € R\ {Z + kn : k € Z}. Dann ist

Cos T

() = cos z cosx — sin z(— sin z) _ 1

cos? x cos?x’

5. f(x)=2zlnz—2 = f(z)=(zlhz)-1=1-Inz+z-1-1=ha

Satz 5.2.4 (Kettenregel). Es seien f im Punkt 9 und g im Punkt yo = f(z¢) differenzierbar.
Dann ist die verkettete Funktion h(z) := g(f(z)) im Punkt xy differenzierbar mit

W (xo) = g'(f(x0)) f'(w0)




5.2. DIFFERENTIATIONSREGELN 95

Bemerkung 5.2.5. Fiir die verkettete Funktion h schreibt man auch go f, d.h.

(g0 f)(x) = g(f(x))-

Man spricht auch von hintereinander geschalteten Funktionen. Damit schreibt sich die Ketten-
regel als

(go f),(fﬂo) = Ql(f(ﬂﬁo)) f/(l“o)

Dabei heifit ¢'(f(zo)) die dufere Ableitung und der Faktor f’(xq) innere Ableitung.

Beispiele 5.2.6: (a) Es ist cosz = sin (z + %), also cosz = g(f(z)) mit g(y) = siny und
f(z) =z + 5. Nach der Kettenregel folgt

(cosz) = ¢ (f(z)) f'(z) = cos (3: + g) -1 =cos (:U + g) = —sinz.

(b) Esist 2" = "7, also 2" = g(f(x)) mit g(y) = ¢¥ und f(z) = rlna.
Nach der Kettenregel folgt

(c) Sei h(z) =sinvz? + 1. Berechne h/(z).
Es ist h(xz) = g(f(x)) mit g(y) = siny und f(z) = Va2 + 1.
= I'(x) = cos(f(x)) f'(x).
Wie lautet f/'(z)? Es ist f(z) wiederum eine verkettete Funktion: f(z) = u(v(z)) mit

u(y) = /y und v(z) = 2% + 1. Also gilt <mit (\/gj)’ = 23/@)

Fe) = /(@) = o =
2y/v(x) 2Ve2+1 Va2 +1
- T
Fazit: h'(r) = ——=cos V22 + 1.
x?+1

Ableitung von Umkehrfunktionen

Den Definitions- und Wertebereich einer Funktion f bezeichnen wir wieder mit Dy bzw. Wy.
Unter einer Umgebung U um einen Punkt zg € R versteht man ein Intervall der Form (xg —
€, xo+ €) fiir ein € > 0.

Satz 5.2.7 (Ableitung der Umkehrfunktion). Sei f : Dy — Wy (D, Wy C R) eine um-
kehrbare Funktion, die in einer Umgebung U um den Punkt zg € D; differenzierbar ist. Es gelte
f'(z0) # 0. Dann ist f~! im Punkt yo = f(x¢) differenzierbar und
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Beweisidee: Sei g = f~!. Dann gilt g(f(z)) = z fiir alle x € Dy. Falls g in yo differenzierbar ist,
liefert die Kettenregel:

(g o f) (w0) = g'(f(0)) f'(w0) =1,
also mit yo = f(xo):

-1 / o 1 o 1
7)) = 5y = P o)

Beispiele 5.2.8: 1. f(z) = €¢® mit Dy = R, Wy = (0,00). Hier ist f~!(y) = Iny fiir alle
y > 0. Es ist f'(z) = e® > 0 fiir alle € R und damit nach Satz

1 1 1
‘Y=o === fix y>0.
Yy

n'(y) = (£7) Filny) ~ dn

2. f(z) = sinz mit Dy = (—n/2,7/2), Wy = (—1,1). Hier ist f~!(y) = arcsiny fiir y €
(—1,1). Esist f'(z) = cosz # 0 in Dy, also

1 1 1 1
arcsin’(y) = : — : - _ .
) f'(arcsiny)  cos(arcsiny) /1 —sin®(arcsiny) /1 — 42

3. f(xz) =2+ €” mit Dy = R, Wy = R. Die Funktion f ist streng monoton wachsend, also
injektiv. Damit ist f auf dem Wertebereich Wy invertierbar. Sei f~! die Umkehrfunktion.
Welchen Wert hat (f71)(1)?

Problem: Fiir f~! kann keine geschlossene Formel angegeben werden.

Ausweg: Um Satz anzuwenden, brauchen wir nur den Punkt zy € Dy mit f(xg) =
1(=:yp) zu finden! In diesem Beispiel gilt offensichtlich zy = 0. Also folgt

1 1 1

(f™1) (o) =

Flwo) L+ew 2

5.3 Mittelwertsatz (der Differentialrechnung)

Satz 5.3.1. Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann gilt

(i) Ist f(a) = f(b), so existiert ein & € (a,b) mit f'(§) = 0. (Satz von Rolle)

f(b) — f(a)
b

(ii) Es gibt ein & € (a,b) mit f'(z) = . (Mittelwertsatz, kurz MWS))
Bemerkung 5.3.2. Der Satz von Rolle ist ein Spezialfall des Mittelwertsatzes. Anschaulich sagt
der Mittelwertsatz, dass es im Intervall (a,b) mindestens eine Stelle gibt, an der die Tangente
parallel zur Sekante (durch die Endpunkte) verlduft:
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f(b)

f(a)

yx

Man sieht an der Skizze, dass die Stelle z i.a. nicht eindeutig bestimmt ist.

Der Mittelwertsatz wird oft in einer der folgenden Formulierungen verwendet:
o f(y) = f(x)+ f(&)(y — x) fiir eine Zwischenstelle &, d.h. 2 < § <y bzw. y < & < z.

Mit h := y — « wird daraus
o f(x+h)= f(x)+ f'(x+ Oh)h fir ein 0 € (0, 1).
Korollar 5.3.3: Sei f : [a,b] — R stetig und in (a, b) differenzierbar. Dann gilt
(i) f'(x) =0 fir alle x € (a,b) = f ist konstant in [a, b].
(i) f ist monoton wachsend (fallend) in [a,b] <  f'(z) >0 (<0)in (a,b).
(i) f'(z) >0 (<0)in (a,b) = f ist streng monoton wachsend (fallend).

Wir beweisen nicht das ganze Korollar. Zur Illustration der Anwendung des Mittelwertsatz aber

Teil ().
Beweis von . Zu zeigen ist:
r,y€la,bmitz <y = f(z) < f(y).
Nach dem Mittelwertsatz gilt
fly) = f(@) + f(E)(y — ) mit einem z <& <y.

Nach Voraussetzung ist f/(§) > 0. Wegen y — x > 0 folgt f'(£)(y — x) > 0, und damit

fly) = f@)+ Oy —2) > f(=). O
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1
Beispiele 5.3.4: (a) Zeige: cosz > 1 — 5302 fiir alle x € R.
Beweis 1:

Die Aussage ist trivial fiir |z| > 2. Sei also |z| < 2. Wir betrachten die Potenzreihe fiir die
Cosinus-Funktion (siehe Abschnitt Seite [44)):

o 2n 2 4 6
X X X X
cos(z) 7;( )" @n) 2 " 21 720

Dies ist eine alternierende Reihe, deren Glieder fiir alle x < 2 eine monoton fallende
Nullfolge bilden. Also ist

:E2

>1—-—.
cos(zx) > 5

Beweis 2:

Setze f(x) := cosx — 1 + %x2; zu zeigen ist dann f(x) > 0 fiir x € R. Da f eine gerade
Funktion ist, reicht es, f(z) > 0 fiir x > 0 zu zeigen. Es gilt f(0) = cos(0) — 1 = 0 und
f/(x) = —sinz + 2z > 0 fiir > 0. Nach Korollar ist dann f monoton wachsend auf
R. Also folgt f(z) > f(0) =0 fiir x > 0.

(b) Welche differenzierbaren Funktionen f : R — R geniigen der Beziehung

(x) f'(x) =af(z) miteiner Konstanten a € R?

Wir wissen (e*)’ = e® und nach der Kettenregel folgt (e®*) = ae®, d.h. die Funktionen
f(z) = ce® (mit beliebiger Konstante ¢ € R) erfiillen die Gleichung (x). Umgekehrt gilt
die folgende

Behauptung: Die einzigen differenzierbaren Funktionen f : R — R, die () erfiillen sind
durch f(x) = ce® mit einer Konstante ¢ € R gegeben.

Beweis. Gegeben sei eine Funktion f : R — R, die (x) erfiillt. Setze g(x) := f(x)e .
Dann gilt

g (@)= fl(x)e” ™ + f(z)e ™ - (—a) = e (f'(z) —af(z)) =0 aufR.

Nach Korollar folgt: g ist konstant, also g(z) = ¢ fiir ein ¢ € R.
Also ist f(z)e™* = ¢ und damit f(x) = ce®. O

Fazit: Sei a € R gegeben, und f : R — R differenzierbar. Dann gilt

fl(x)=af(x) auf R < f(z)=ce™ mitceR |.

Eine weitere Folgerung aus dem Mittelwertsatz ist

Satz 5.3.5 (Regel von de L’Hépital). Seien f und g in (a,b) differenzierbar und ¢'(z) # 0
fir z € (a,b). Gilt

/

lim f(z) =0, lim g(z) =0, und lim f/(x)
T—a+ r—a+ r—a+ g (3;')

existiert,

so folgt

im L&) _ gy @)
r—a+ g(x) T—a+ g/(:p)
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Bemerkung 5.3.6. An Stellen zy € (a,b) gilt der entsprechende Satz mit den iiblichen zwei-
seitigen Grenzwerten, im Punkt b entsprechend mit linksseitigen Grenzwerten. Der Satz bleibt
auch richtig, wenn die Voraussetzung

lim f(z)= lim g(z) =0

r—a+ T—a+

durch

lim f(z)= lim g(z) = o0

r—a+ r—a+

ersetzt wird.

Beispiele 5.3.7: (a) lim “UT —? Esist limsine = 0 = lim .
z—0 X z—0 z—0
.. . sinx . . (sinz)  (cosx) .
Priife, ob lim existiert: = —1firz—0
=0 T x! 1
Also gilt lim PMT _ 1 nach Satz[5.3.5,
z—0 X
1- 1- ! i
(b) Tim 2T o xistiert Tim (%%, ST,
z—0 2 z—0 (:L‘Q)I z—0 2x
. . sinx 1 . l—cosz 1
Nach (a) gilt 31;1_% 5y = 3’ und daraus folgt il_r)% —2 — 5

(c) Beachten Sie, dass die Regel von de I’'Hopital falsche Ergebnisse liefern kann, wenn sie auf
Grenzwerte angewendet wird, die nicht die Voraussetzungen erfiillen. Beispielsweise gilt
nach den Grenzwertsitzen

. e? — 1 ¥ —1 0
lim

z—0sin(z) —1  sin(0)—1 -1

Wendet man allerdings (ungerechtfertigterweise) den Hopital an, bekommt man mit

I e* —1 277 . et 0 _1_1
Py sin(z) -1 230 cos(r) cos(0) 1

ein falsches Ergebnis.

Im Beispiel (b) haben wir eigentlich zweite Ableitungen verwendet!

Definition 5.3.8. Sei f in einer Umgebung U um den Punkt z( differenzierbar. Ist die Ableitung
f" in dem Punkt z( differenzierbar, d.h. existiert

lim f'(wo +h) — f'(x0)
h—0 h

=: f"(w0),

so heiBt f zweimal differenzierbar in xo und f”(xg) die zweite Ableitung von f in xg. Analog
definiert man hohere Ableitungen f”(zq), f®(x0), ..., f™ (z0).

5.4 Extrema und Wendepunkte

Definition 5.4.1. Sei f: (a,b) = R und zg € (a,b).
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1. Dann hat f in xg ein globales Mazimum (Minimum), falls

f(2) < f(wo) (baw. f(z)> f(xo)) fir alle 2 € (a,b)
gilt.

2. Dann hat f in z¢ ein lokales Mazimum (Minimum), falls eine Umgebung U um x( existiert,
so dass

f(z) < f(zo) (bzw. f(x)> f(zg)) firalle ze€U

gilt. Sind die Ungleichungen fiir x # x( strikt, so spricht man von einem strengen lokalen
Mazimum (Minimum). Unter dem Begriff Extremum versteht man ein Minimum oder ein
Maximum.

Um Extremstellen einer differenzierbaren Funktion zu finden, verwendet man

Satz 5.4.2. Sei f: (a,b) — R in einer Umgebung des Punktes xg € (a,b) differenzierbar.

(i) Hat f in x¢ in lokales Extremum, so gilt f’(z¢) = 0.

(i) Ist f in xg zweimal differenzierbar, gilt f'(x¢) = 0 und f"(z¢) # 0, so besitzt f im Punkt x
ein strenges lokales Extremum und zwar ein Maximum falls f”(zg) < 0 bzw. ein Minimum
falls f”(x¢) > 0.

Bemerkungen 5.4.3: (i) f'(x¢) = 0 ist notwendig fiir ein Extremum in x¢, aber allein nicht
hinreichend, d.h. xo muss dann keine Extremstelle sein! Z.B. hat f(x) = 23 kein Extremum
in zp = 0, obwohl f/(0) = 0 gilt.

\y .
lokales Maximum
\ Wendepunkt
rechtsgekrimmt
linksgekrimmt
y=i(x) J

N\

lokales Minimum

yx

X0

(ii) Der Zusammenhang zwischen dem Vorzeichen von f”(x¢) und der Art des Extremums in
Teil(b) erklirt sich durch die geometrische Bedeutung der zweiten Ableitung: Ist f”(x¢) >
0 (bzw. < 0), so ist der Graph von f an dieser Stelle linksgekriimmt (bzw. rechtsgekriimmt).
Ein Punkt in dem die Kriimmung wechselt heifit Wendepunkt.

Notwendig fiir einen Wendepunkt von f in zg ist f”(xg) = 0, hinreichend ist f”(xg) = 0
und " (x0) # 0.
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Beispiel 5.4.4: Gesucht sind die lokalen Extrema und Wendepunkte von f(z) = ze™*.
Berechne f": f'(x) =e " +ze - (=1) =e (1 —x)

Also f'(zg) =0 <  x9=1; d.h. g = 1 ist einziger Kandidat fiir eine Extremstelle.
Berechne f”: f"(x) = —e (1 —z) +e % (=1) = e *(z — 2)

=  [’(wo)=e (1 -2)=-1<0 = f hat strenges lokales Maximum in 2o = 1.
Wendepunkte: f”(z;) =0 < x; = 2; einziger Kandidat fiir einen Wendepunkt.
Berechne f"”: f"(x) = —eF(x —2)+e - -1=e%(3— 1)

=  f"(z1)=e¢23-2)=%>0 = fhat Wendepunkt in 1 = 2.

5.5 Der Satz von Taylor

Eine Motivation bei der Einfiihrung der Ableitung am Anfang des Kapitels war es eine Gerade
zu finden, die den Funktionsgraphen in der N#he einer Stelle zp moglichst gut annédhert. Es
stellte sich heraus, dass diese Gerade die Tangente an den Funktionsgraphen ist, welche durch
die Gleichung

g(x) = f(xo) + f'(x0)(x — x0)

gegeben ist. Entsprechend kann man nun natiirlich die Frage nach der besten Anndherung durch
eine Parabel, ein Polynom 3., 4.,... Grades stellen. Diese Frage klért der

Satz 5.5.1 (Satz von Taylor). Seien I ein Intervall, f : I — R eine (n+1)-mal differenzierbare
Funktion und =,z € I. Dann gibt es ein £ zwischen zg und x mit

k) (g (n+1)

Bemerkungen 5.5.2: (i) Das Polynom

f(k)

- T () (g
S L0 (o) = o)+ ao) (a—0) + e
k=0 '

($—$0)2+‘ . +T(ZL‘—I‘0)“

#(0)
2!

heilt Taylorpolynom n-ter Ordnung von f. Es ist unter allen Polynomen vom Grade n das,
das die Funktion f in der Ndhe von xy am besten approximiert.

(ii) Fiir n = 0 ist der Satz von Taylor gerade der Mittelwertsatz.
(iii) Der Term

Fr(e)
(n+1)!

der den Fehler bei der Naherung von f durch das Taylorpolynom ausdriickt, heifit Lagrange-
Restglied.

Beispiel 5.5.3 (Niherungsweise Berechnung von 1,05%%? mit Fehlerabschitzung):
Es sei f: (0,00) — R gegeben durch f(x) = 252, Dann ist

flx)=1,02-2°%  f"(z) =1,02-0,022"% = 0,0204 - 2%,
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Nach dem Satz von Taylor gibt es nun fiir jedes > 0 ein ¢ zwischen x und zg = 1 mit

F"(6)

o (- D =1+1,02-(z—1)+0,0102 & %%z — 1)

fl@)=f1)+ (D) —-1)+
Fiir x = 1,05 erhalten wir so

1,05%%% = £(1,05) = 14+ 1,02-0,05+0,0102 - €99 . 0,052

Néaherung Fehler

Wir kénnen nun den Fehler abschétzen, denn wir wissen, dass £ zwischen 1 und 1,05 liegt, d.h.
es ist £ > 1 und damit ¢998 < 17098 = 1.

10,0102 - £7998.0,05% =2,55-107°- ¢ %9 <2 55.107°.

51,02

Zusammengenommen haben wir also 1,0 ~ 1,051 mit einem Fehler, der kleiner ist als

2,55 -107°.

Haben wir eine beliebig oft differenzierbare Funktion, so gibt uns der Satz von Taylor fiir jedes
n € N ein Taylorpolynom vom Grade n. Es ist naheliegend, den Grad immer gréfler werden
zu lassen und damit zu einer Potenzreihe iiberzugehen. Dieser geben wir zunéichst einmal einen
Namen.

Definition 5.5.4. Es seien I C R ein Intervall, f : I — R beliebig oft differenzierbar und
xzo € I. Die Potenzreihe

> £(k)
> ! k;(lm()) (x — wo)"
k=0 ’

heifit Taylorreihe von f.

Hat diese Reihe einen Konvergenzradius ¢ > 0 und gilt f(z) = > 72, %(m — x0)¥ fiir alle

x € (xg — 0,0 + 0), so sagt man, dass die Taylorreihe f darstellt. Funktionen, die sich durch
eine Taylorreihe darstellen lassen, heiflen analytisch.

Bemerkungen 5.5.5: (i) Es kann passieren, dass die Taylorreihe einer Funktion den Kon-
vergenzradius Null hat und damit nutzlos ist. Genauso gibt es den Fall, dass die Taylorreihe
zwar konvergiert, aber nicht gegen f (sondern gegen eine andere Funktion).

(ii) Zum Nachweis, dass die Taylorreihe wirklich gegen f konvergiert, zeigt man, dass die
Restglieder des jeweils n-ten Taylorpolynoms gegen Null gehen, wenn n gegen unendlich
strebt.

(iii) Ist f schon durch eine Potenzreihe gegeben, so ist die Taylorreihe gleich der Potenzreihe.

Beispiel 5.5.6: Wir berechnen die Taylorreihe von f: (—1,00) — R mit f(z) = In(1 4 ). Fiir
diese Funktion gilt

’ . 1 " o -1 " _ 2 (4) _ —3-2
f($)_1—|—l" f (x)_(l_'_w)gv f (:C)_(l—i—:l})g’ f (I‘)—(1+$)4
Dies fiithrt uns auf die
1)1 — 1)
Vermutung: f(z) = (=)™ (n — L) fiir n > 1.

(14 )
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Beweis: (mit vollstdndiger Induktion) Der Induktionsanfang fiir n = 1 findet sich oben. Fiir
den Induktionsschritt gelte also die Behauptung fiir ein n € N. Dann haben wir fiir n + 1

()" (= Di(=n) _ (1)l
(1+£L’)”+1 (1—!—.212)"4'17

f(”+1)(3:) — (f(n))’(x) =

was die Behauptung beweist. O

Nach der Definition der Taylorreihe ist diese also fiir oy = 0 gegeben durch (vgl. mit Bemer-

kung [16.3 (iti))

PAUCN c- (n—1)! c-
) 7 )+ (-1 m Z

n=0 n=1 n=1
Nach der Formel von Hadamard ergibt sich der Konvergenzradius dieser Potenzreihe zu 1, wir
konnen also hoffen, dass sie auch die Funktion f in einer Umgebung von zg = 0 darstellt. Dazu
betrachten wir das Verhalten der zugehorigen Lagrange-Restglieder fiir n gegen unendlich. Diese
sind fiir  aus dem Konvergenzgebiet, also fiir z € (—1, 1), gegeben durch

f(n+1) (5) xn—i—l — (_1)nn| xn—i—l — (_1)nl,n+1
(n+1)! 1+ (n+1)! (n+1)(1+ &+

mit einem £ zwischen x und 0. Also gilt fiir den Betrag des Restgliedes

n+1 1

1)
‘ f(n+ n+1 —

n+1

T
1+¢

n+1

Im Fall z > 0 gilt nun 0 < § <z <1, also || = 17z < ﬁ = 1. Ahnlich kénnen wir im Fall
z € [-1/2,0] die Ungleichung |7¢| < 1 zeigen. Dann ist ndmlich —1/2 <z < £ < 0, und mit
der umgekehrten Dreiecksungleichung folgt |1 +¢&| = |1 — (=§)| > 1 — [£] > 1 — 1/2. Das liefert

_ = |z| 1/2
‘1+§‘_|1+§|§1—\5|—1—1/2 L

Also ist fiir alle x € [-1/2,1)

SO ] 1
(n+1)! “n+1

Die Restglieder gehen also gegen Null fiir n gegen unendlich, und wir haben

= (-
_ _ no g B
f(x)—ln(l—i—:v)—z I firz € [-1/2,1).
n=1
Diese Gleichheit gilt tatséchlich sogar fiir alle z € (—1,1), aber das bekommt man nicht durch
so eine ,einfache* Abschitzung aus dem Lagrange-Restglied gekitzelt.

An der Taylorreihe von In(1 + z) kénnen wir nun auch problemlos die Taylorpolynome dieser
Funktion ablesen. Fiir n = 1,2, 3 sind das

2 2 3

T x
1(x) =, o(z) ==z 5 3(z) ==z 5 + 3

Diese sind in der folgenden Graphik zusammen mit In(1 + x) dargestellt. Man sieht, dass die
N&herung in der Néhe von g = 0 immer besser wird.
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5.6 Das Newtonsche Iterationsverfahren

Die Losung von Gleichungen der Form f(z) = 0 (also die Bestimmung der Nullstellen einer
Funktion) ist oft exakt (d.h. mittels einer Formel) nicht mdglich. Das Newton-Verfahren ist ein
numerisches Verfahren um solche Gleichungen ndherungsweise zu lésen.

Geometrische Idee: Ist x( eine Stelle ,;in der Nahe“ der gesuchten Nullstelle £ der Funktion f,
so ersetze man f durch die Tangente an f im Punkt xg. Der Schnittpunkt der Tangente mit der
x-Achse ist dann eine Ndherung fiir £.

Diese Idee wird wiederholt verwendet:

e Tangente im Punkt Py = (xo, f(x0)) liefert Schnittpunkt x1,
e Tangente im Punkt P, = (z1, f(x1)) liefert Schnittpunkt zs,

e Tangente im Punkt P, = (x2, f(z2)) liefert Schnittpunkt x3 u.s.w.

Wie berechnet sich x4 aus x,? Die Tangentengleichung im Punkt (z,, f(z,)) lautet

y = f(xn) + f/(xn)(a: — Zn),

f'(xn)

also ist x =z, — der Schnittpunkt mit der z-Achse (y = 0). Damit ist

Tn+1 = Tn — f/(ﬂf )
n

(n=0,1,2,...) (5.1)

die Iterationsvorschrift des Newton-Verfahrens.
X

Beispiel 5.6.1: Lose die Gleichung x = e™”.

1. Ist diese Gleichung iiberhaupt losbar?
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y=ex

y=X

y >

X +--
S

Nach der Skizze sollte eine eindeutige Losung x > 0 existieren!

Mathematisch exakt ergibt sich =z =e™ <& 0= f(x) := 2 —e ®. Esist f(0) =
—1<O0und f(1) =1—1/e > 0, also hat f einen Vorzeichenwechsel in [0, 1]. Auflerdem ist
f'(x) =14e " >0 fiir alle x € R, also nach Korollar 5.1: f ist streng monoton wachsend,
daher hat f nur diese eine Nullstelle (d.h. f(x) = 0 ist eindeutig losbar).

. Ndherungsweise Berechnung der Nullstelle von f. Fiir f(z) = x — e~* lautet das Iterati-

onsverfahren (/5.1):

Ty —e In

m TLZO,].,2,...

Tn+l = Tn —

Nach (a) ist z.B. g = 0 ein sinnvoller Startwert. Ausrechnen der Iterationsvorschrift liefert
die Werte:

21 = 0,5, x = 0,5663..., xz3 = 0,5671421...,
x4 = 0,5671433..., x5 = 0,5671433...

Der folgende Satz gibt Bedingungen an, die hinreichend sind fiir die Konvergenz der Folge (z;,)
gegen die gesuchte Losung & von f(x) = 0.

Satz 5.6.2. Sei f auf [a,b] zweimal stetig differenzierbar. Es gelte f(a) - f(b) < 0 (d.h. f hat
einen Vorzeichenwechsel in [a,b]), f'(z) # 0 auf [a, b] sowie

< g fir alle x € [a, b] mit einem g < 1.

‘ f(@)f" (@) ‘
f'(@)?

Dann konvergiert die nach der Vorschrift (5.1)) gebildete Folge von Naherungswerten bei belie-
bigem Startwert xg € [a, b] gegen die Losung & der Gleichung f(z) = 0.
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Bemerkungen 5.6.3: (i) Wegen f/(§) # 0 (nach Vorschrift) und f(§) = 0 sind die Werte
f(@)f" (@)

von W in einer hinreichend kleinen Umgebung von & beliebig klein. Das Newton-
x

Verfahren konvergiert im Fall f/(£) # 0 also immer, wenn nur der Startwert zy ausreichend

nahe bei £ liegt.

(ii) In der Praxis verzichtet man oft auf die Nachpriifung der Abschéitzung im Satz Wenn
Konvergenz eintritt, dann sicher gegen eine Nullstelle.

(iii) Man kann zeigen, dass das Newton-Verfahren auch im Fall f'(£) = 0 fiir geniigend nahe
Startwerte noch konvergiert - allerdings nicht mehr so schnell.

Fortsetzung des Beispiels|5.6.1: Nach 1.) kann hier [a,b] = [0, 1] gewéhlt werden. Dann gilt
f(@)f"(x)
f'(@)?

in [0,1]. Nach Satz ist die Folge der x,, also konvergent gegen die gesuchte Losung

(r —e ™) (—e™™) < r+e” < 1+e™® <
(1+e77)2 T (l4e®)?2 T (1+e )2 1+1/e

=qg<l1

€ =0,56714329... von x = e~ *.



Kapitel 6

Integration

6.1 Das bestimmte Integral

Die Integration ist uns schon aus der Schule als Umkehroperation zur Differentiation geldufig.
Historischer Ausgangspunkt der Entwicklung der Integrationstheorie war das Problem der Flichen-
berechnung.

Grundaufgabe: Berechne die Fliache zwischen einer Kurve y = f(z) und der z-Achse im Bereich
a < x < b (hierbei sei zunéchst f(z) > 0).

=y

xil xi2 xi3 xi4 xi5
a=x0 x1 X2 X3 x4  b=x5

Idee: Approximiere die Fliche folgendermafien durch Rechtecke:

Zerlege [a,b] in n Teilintervalle: a = xg < 1 < 2... < x, = b. Dann heif}t
Z = (20, 1,%2,...,Tp)

Zerlegung von [a, b].

e Wiihle aus jedem Teilintervall [z;_1, x;] eine Zwischenstelle &; € [z;_1,x;].

Verwende als Néherung fiir den Flidcheninhalt iiber der Grundfldche [z;_1,z;] die Recht-
eckflache f(&)(:EZ — xi_l).

68
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Dies liefert als Néherung fiir die Gesamtflache die Zerlegungssumme (Riemannsumme)

Zf 51 Ty xz—l)'

Man betrachtet nun immer feinere Zerlegungen, um als Grenzwert den exakten Flacheninhalt zu
bekommen. Dabei versteht man unter der Feinheit [(Z) einer Zerlegung Z die Linge des grofiten
Teilintervalls, d.h. [(Z) = max (x; — xi—1).

(2

=1,..,

Definition 6.1.1. Sei f : [a,b] — R beschrankt. Dann heiit f iiber [a,b] integrierbar, wenn
fiir jede Folge von Zerlegungen Z,, von [a,b] mit [(Z,) — 0 und beliebiger Wahl von Zwischen-
stellen &', die Folge der Zerlegungssummen S(Z,,{") stets konvergent ist und immer denselben
Grenzwert besitzt. Dieser Grenzwert heifit das bestimmte Integral von f iiber [a,b], und wird mit

/a ’ f(z) da

bezeichnet.

Der folgende Satz gibt eine wichtige hinreichende Bedingung fiir die Integrierbarkeit.

Satz 6.1.2. Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist f iiber [a, b] integrierbar.

Bemerkungen 6.1.3: (i) Wenn f auf [a,b] integrierbar ist, kann man zur Berechnung von

/ f(x) dx moglichst giinstige Zerlegungen und Zwischenstellen verwenden.
a

(ii) Die Bezeichnung der Integrationsvariablen ist willkiirlich! Zum Beispiel ist

/abf(x)d:v:/abf(t)dt

b
Beispiele 6.1.4: (a) / 2% dx. Es ist f(z) = 22 stetig, also nach Satz|6.1.2| integrierbar.
0

Verwende hier dquidistante Zerlegungen: 0 = zg < x1 < ... < Tp = b mit x; =7 —.

Zwischenstellen: & = x;. Dann erhélt man

Sn(=8(Z,, ")) foz Z—xl_l)—zn:@z) % ( > 22

=1

Es ist Z 2 = —n(n+1)(2n+ 1) (Beweis mit vollstindiger Induktion), und damit

1 1)(2 1 1
lim S, = lim Ly M DERED Ly

b 1
Fazit: / 22 dr = = b,
0 3
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b
d 1
b) /  fiir b > 1. Die Funktion f(x) = — ist fiir z > 0 stetig, also integrierbar.
x x

Zerlege [1,b] durch 2; = b¥/™ (i = 0,...,n) und wihle & = z;_1. Dann erhilt man
n =1 /i i—1 " 1
Sn =Y (&) (i —mi1) = n (b" —bw ) => (bn - 1),
i=1 i=1 i=1

also S, =n (b% —1). Es gilt

bn — 1 bt —1 zlnb_l
lim n (b —1) = lim = lim = lim & " =,
N—00 n—00 1/77, =0+ I z—0+ x

wobei im letzten Schritt die Regel von de L’Hospital verwendet wurde.

b
Fazz’t:/ @ =1Inb.
1 X

6.2 Eigenschaften des bestimmten Integrals

6.2.1 Rechenregeln

Satz 6.2.1 (Linearitéit und Monotonie des Integrals). Seien f und g auf [a, b] integrierbar.
Dann gilt

/f dx_/f dx+/f )ydz fiir ¢ € (a,b)

(ii)/a<af()+59( dx—a/f dm+5/ r)dz fir o, € R

b
(iii) Aus f(x) < g(x) auf [a, b] folgt / f(z)dz < / g(z)dz

o) | [ 1@ ] < [@ia

Bemerkungen 6.2.2: (a) Teil ({i) bleibt fiir beliebiges c richtig, falls die Teilintegrale existie-
ren. Dabei definiert man

/af(a:)da:::() und /bf(:c)dx::—/af(as)daz fiir a > b.
a a b

(b) Kombination von Satz und Satz zeigt, dass alle stiickweise stetigen Funktio-

nen integrierbar sind.

6.2.2 Fliacheninhalt

b
Ist f: [a,b] — R integrierbar mit f(x) > 0 auf [a,b] und a < b, so ist A := / f(z) dz der Inhalt

der Fléche zwischen dem Graphen von f und der z-Achse. Im Fall f(x) % 0 auf [a,b] ist der
b
Flacheninhalt durch A := — / f(z) dz gegeben. Allgemein gilt

b
/ f(x)dx = {Fldcheninhalt der Bereiche oberhalb der z-Achse}
‘ — {Fldcheninhalt der Bereiche unterhalb der z-Achse}
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AY

=y

6.2.3 Mittelwertsatz der Integralrechnung

Satz 6.2.3 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sei f : [a,b] — R stetig. Dann gibt es
ein ¢ € (a,b) mit

b
/ f(x)dz = F(€)(b - a).

Geometrische Bedeutung: Die Fliche zwischen der z-Achse und der Kurve y = f(x) (im Bereich
a < x < b) ist gleich der Rechtecksfliache iiber [a,b] mit der Hohe f(&) fiir eine Stelle £ € (a, b).

5

a Xi b

Ay Rechteck
— int

\

<y

6.3 Zusammenhang zwischen Differential- und Integralrechnung

b
Wie kann man / f(z) dx ohne Betrachtung von Zerlegungssummen berechnen?
a
Satz 6.3.1 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).
x
(i) Sei f:[a,b] — R stetig, zo € [a, b] beliebig und F(z) := / f(t)dt fir x € [a, b].
o

Dann ist F' differenzierbar und es gilt F'(z) = f(z) fiir = € [a,b].

(ii) Sei F : [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion mit F'(z) = f(z) fiir x € [a,].
Dann gilt

a

b
/ F@)d = F(b) — Fla) = F(x)
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Bewezs.
(i) Es ist
z+h T z+h
F(m+h)F(a:):/ f(t)dt/ f(t)dt:/ f(t)dt.
o o T
Nach Satz gibt es eine Stelle { zwischen = und = + h mit

z+h
/ f(t)dt = £(6) - h

Dabei héngt & von h ab, also £ = £(h), und wegen = < &(h) < = + h gilt {(h) — z fiir
h — 0. Daher folgt
lim F(z+h)— F(x)
h—0 h

= lim f(£(h)) = f(x),

da f nach Voraussetzung stetig ist. Also existiert F'(z), und es ist F'(z) = f(x).

m)%MeG@%:/wﬂwﬁJ%mnﬂGm)zodeQ%:/%ﬂﬂﬁ.

Nach Teil (i) dieses Satzes gilt G'(x) = f(z), also folgt
(F—G)(z)=0 fiir alle z in [a,b)].

Nach Korollar ist F' — G konstant, insbesondere F(a) — G(a) = F(b) — G(b) und
damit

b
nm—ﬂ@:aw—m@:/f@ﬁ. .
a

Bemerkung 6.3.2. Eine differenzierbare Funktion F' mit F'(z) = f(x) auf [a, b] heiBit Stamm-
funktion von f. Sind F und G zwei Stammfunktionen von f auf [a,b], so gilt (F —G)' = 0, also
G(x) = F(z) + ¢ mit einer Konstante ¢ € R. Man erhélt also alle Stammfunktionen zu f durch
Addition von Konstanten. Die Menge aller Stammfunktion von f nennt man auch unbestimmtes
Integral von f und schreibt dafiir [ f(z) dz. Insbesondere kann man das unbestimmte Integral
also nicht wie die Ableitung ohne weiteres wieder als Funktion auffassen. Erst nach der Wahl
einer Integrationskonstanten funktioniert diese Identifikation. Um alle Stammfunktionen von f
anzugeben, wird die (frei wihlbare) sogenannte Integrationskonstante mit aufgefiihrt, welche
wir normalerweise mit ¢ bezeichnen.

Liste einiger Stammfunktionen.

1
/dea::Hachrl—i-c fiir r # —1
r

dz
— =Injz|+¢
x

/sinxdaf;: —cosx + ¢

/ dzx
—— = arctanx + ¢
1+ 22

dx
7 = tanx + ¢
Ccos“

/exd:ﬁ:ex+c

/cosxdw =sinx + ¢

dx
————— —arcsinx + ¢
/ V1—zx2

dx
3 =—cotxr+c

sin” x
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6.4 Integrationsmethoden

6.4.1 Partielle Integration (Produktregel)

Unbestimmte Integration der Produktregel (f g) = f'g + fg' liefert

/ f(@)g(x) de = f(x)g(z) - / f(@)d () de,

und damit

b b b
| #@gte) s = f@rg(@)| - [ @/ (@) da.

Anwendung zur Berechnung von [ h(z)dz: Versuche h als f" g zu schreiben, und zwar so, dafl
[ f¢' dx einfacher zu berechnen ist.

Beispiele 6.4.1: (a) /:csinxdx = ? Hier: g(z) =z, f'(z) =sinx = f(z)¢'(x) = —cosx

j/xsinxdx:xcosx/1-(cos:c)d:1:::Ucos:c+/cosxd:c

= —xcosT +sinx +c
(b) /ln:cdx = ? Hier: (Inz)’ = 1; deshalb g(z) =Inz, also f'(z) = 1.

é/lnxdx:xlnx—/xlda:za:lna:—/dx:azlna:—x—l—c.

T

(c) /sinzxd:):—/sinxsin:):dx— —cosxsinx—i—/coszxda: ‘—I—/sinzxdw
T —sinzcosx

:>2/sin2a;dx——sinxcosx+/da: = /siandx— 5

6.4.2 Substitution (Kettenregel)

Fiir differenzierbare Funktionen F und g gilt (F o g)'(t) = F’'(g(t))¢'(t) nach der Kettenregel.
Also folgt mit f = F”:

/ Fla(t)g' (1) dt = / Flo(®)) dt = F(g(t)) + c.

In die Stammfunktion F' von f ist also g(t) als Argument einzusetzen. Als Abkiirzung fiir diese
Ersetzung verwendet man die Schreibweise: [h(x)],—qq) = h(g(t))-

Dann lautet die Substitutionsregel fiir unbestimmte Integrale

[ rowng @ ar - [ [ 1@ dw] .

falls f stetig und g stetig differenzierbar ist.
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Beispiel 6.4.2: /SintCOSQtdt = —/Cos2 t (cost)’ dt; hier: g(t) = cost, f(z) = 2. Also folgt

1 1
/sintcothdt— [—/dex} = |:—£L‘3+C:| = _—Zcos’t+c.
xr=cost 3 xr=cost 3

Oft wird die Substitutionsregel ,,von rechts nach links“ angewendet; dazu benétigt man die
Umkehrbarkeit von g. Es gilt

[r@a= [ soogoa]

falls f stetig und g stetig differenzierbar mit ¢'(t) # 0 ist.

T
=7

Beispiel 6.4.3: /6295 ) dx

Hier: e® =t substituieren; also = Int, d.h. g(t) = Int, ¢'(t) = 1.

e’ elnt 1 t 1 dt
/ledOC:[/zmtldt] :[/zldt} :[/21]
e’ + et 41t | r+1t Ji_ee “+1], .

= [arctant + c} = arctan(e”) + c.

t=e®

Beim Anwenden der Substitutionsregel benutzt man oft die Leibnizsche Differentialschreibweise,

d
d.h. % fiir 2/(¢t), und rechnet mit Ff formal wie mit einem gewohnlichen Bruch; im Beispiel

von oben:
dt e’ dt
e’ =t %:ex, also dt = e*dx = /e%—&—ldx:/t?—i—l
Dabei wird die Ersetzungsklammer [...],_g-1(,) meist weggelassen. Anschlieflend muss an die

Riicksubstitution gedacht werden!

Beispiel 6.4.4: /sin Vredr =7

Substitution: t =z = =12 dr=2tdt
= /sinﬁda; = /(sint) 2t dt = 2/tsintdt
= 2t(— cost) — 2/(— cost)dt = —2tcost + 2sint + c.
Riicksubstitution:
/sin\/Edm = —2y/x cos\/T + 2sin/x + c.

Bemerkung 6.4.5. Das Ergebnis einer unbestimmten Integration kann durch Differenzieren
leicht nachgepriift werden!
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Bei Substitution in bestimmten Integralen sind die Grenzen mit zu transformieren:

b B
/ F(a(6)g'(t) dt = / f(@)dr mit o= g(a), f=g(b),

falls f stetig und g stetig differenzierbar ist.

.. € dt
Beispiel 6.4.6: — =7

1 1
Substitution: x = Int, dv = n dt (also g(t) =Int, f(z)= oy 1)

N / dt /lne dx /1 dx o1+ 2
— s = In X
1 t(l—l—lnt) Inl 1+$ 0 1+.Z'

6.4.3 Einige Standardsubstitutionen

1

=1n2.
0

1. Integrale mit (ganzzahligen) Potenzen von e*:

1
Substituiere t = e* = dt=¢e"dx, dr = n dt

1+e* 1+142 1 1 1
Beispiele 6.4.7: (a)/ te dgc:/ i .dt:/<1+t2) dtzt—gﬁ—c:

el‘

e’ —e " +ec.

14 e

sh 1 (e +e @ 1 [t+11 1 [ 2+1
/CO5 xdwz/wdx:/ tdt:/+dt
1+e® 2 1+ e 2/ 1+tt 2 ] t2 4¢3
1 1 dt+1/ dt L \1+t!+1/ dt
= — _— —_ —_— = — 1N — _
2/) 14+t 2) t24+t3 2 2) 2413

Unklar ist: wie berechnet man /

h
(b) / COSAT 12 = 2 Beachte: cosh z, sinh z sind mittels e*, e™* definiert!

——— 7 Dies klaren wir spéter im Abschnitt ,,Par-
2 4¢3

tialbruchzerlegung”.

2. Integrale mit Potenzen von x und v/ax +b (n € N):

L. " t" —b n o, 4
Substituiere t = Var+b = z= , dex = —1t"""dt.
a a
Beispiele 6.4.8: (a)/ * 1dm:?Hier:t:\/m—1, x=t>4+1, do=2tdt
o
t2+1 2
= / i dx:/ i 2tdt:2/(t2+1)dt:t3+2t+c
z—1 t 3

2 3
2

= S@-Di42e-1i+e
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X

Vr+1 t o t3 dt
= 3t°dt =3 dt =3t +3 :
/ 3 -1 /t3—1 + /t3—1

3
V4 1
(b)/ T dr =7 Hier: t = {/z + 1, x =13 — 1, dx = 3t*dt

dr =

? Dazu spéter.

t
Unklar ist: wie berechnet man / R

3. Integrale mit Potenzen von x und /1 — x2:
Substituiere z = sint. Dann ist formal dx = costdt und v/1 — 22 = cost.

1
Beispiele 6.4.9: (a) /a:2 V1—22de = /sin2 tcos’tdt = 1 /sin2 2t dt
Mit der Substitution y = 2¢, dy = 2dt erhilt man weiter

1 [ ., y — siny cosy 2t — sin(2t) cos(2t)
= - dy=——"7"-—""+C= C.
3 /sm ydy 16 + 16 +

Nach Riicktransformationen folgt daraus

1 1 3 1 1
/xzvl—dex: 3 arcsinz — Zx(l—xzf + §x3 (1 —m2)2 +C.
d
V1 — 22dz. Hier besser y = 1 — 22 substituieren, denn d—y = —2z und der
o

Integrand enthélt den Faktor x.
= /a:x/l—x%lx——/fdy——

4. Integrale mit Potenzen von x und V22 —1:
Substituiere x = cosht =  dx =sinhtdt, V22 — 1 = sinht.

La_ L s
3 2 = 3(1 x)

Beispiel 6.4.10: / Va2 —1ldr= /sinh2 tdt. Mit partieller Integration erhélt man

1 t 1 1
/\/1’2— ldz = 3 coshtsinht — 3= 5:{;\/:1:2— 1— iarcosha:

5. Integrale mit Potenzen von x und vx?% + 1:
Substituiere x = sinht = dx = coshtdt, Va2 + 1 = cosht

1 Va2 +1 h2t
Beispiel 6.4.11: /\/:d:v:/ﬂdac (fiir = > 0) :/C(?S dt
T sinh ¢

1 2t 9 4 =2 1 ry?P+2+451
= / i dt = / 2 — dy (nach Substitution y = e)
Y

- t_ ot I
2 et —e 2 y—y
1 /y4+2y2+1 1 / /
2 yt —y? 2
3y +1
Unklar: wie berechnet man / s 5 dy 7
yt —y?

Diese Beispiele zeigen, dass man oft Stammfunktionen von rationalen Funktionen (also Funk-
tionen der Form P(z)/Q(x) mit Polynomen P, Q) bestimmen muss. Dazu bendtigt man die
sogenannte Partialbruchzerlegung.
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6.4.4 Partialbruchzerlegung

P
Aufgabe: | Berechne / Qgg dx fir gegebene Polynome P und Q.

P(z)
Q(x)

Grundidee: Schreibe die rationale Funktion als Summe einfacher Briiche, etwa

1 1 1

2z z(z—-1) z-1 z

X

Beispiel 6.4.12: P(x) = 2% — 822 — 42 + 13, Q(x) = 2® — 222 — 52 + 6, also

dx

/334—8332—4a:+13
3 — 222 —bxr+6

Es sind folgende Schritte auszufiihren:

1. Polynomdivision solange, bis Grad des Z&hlers kleiner als Grad des Nenners ist.

2+ 1

4 2 (3 2 _
(% —8z* —4dx +13) : (z° — 2z —5$+6)*$+2+I3_2m2_5$+6

2. Zerlege den Nenner.

23— 222 — 524+ 6= (z—1)(z+2)(z—3)

3. Partialbruchzerlegung.

(i) Wenn alle Nullstellen des Nenners reell und verschieden sind:

Ansatz: 241 _ A + = + ¢
"-3)(x-1)(z+2) -3 -1 x+2

Ansatz auf gemeinsamen Nenner bringen; dies ergibt

22+ 1 Alz —1)(x+2)+ Bz —3)(z+2)+C(z — 3)(z — 1)

(x =3)(x—1)(z +2) (z—=3)(x—1)(z+2)

_A(@*+2—-2)+ B(a? -z —6)+ C(a? — 4z + 3)
(x=3)(x—1)(z+2)

Koeffizientenvergleich, d.h. die Faktoren der gleichen z-Potenzen miissen links und
rechts iibereinstimmen. Dies liefert das Gleichungssystem

A+B+C=1 1
A-B—-4C=0 = ... = A:1,B:—§,C:f.
—2A-6B+3C=1

Ergebnis:

/ 241 / dzx 1/ dzx 1/ dzx
dr= | —— — = + =
3 —222 -5 +6 z—3 3J) z—-1 3) z+2

1 1
:ln\x—3|—gln]aj—ll—i—gln]m—i—ﬂ—i—c.
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(ii) Wenn der Nenner mehrfache reelle Nullstellen hat:

Beispiel 6.4.13: P(z) =1, Q(z) = (z — 1)?(x + 2).

Ansat ! A + B + ¢
nsatz: =
(x—1)2x+2) z—-1 (z—1)2 x+2
1 1 1
Weiter wie in (i); dies gibt die Koeffizienten A = ~9 B = 3 C= 9
d 1 1 1 1
Ergebnis: /Q(i) =3 In|z—1|— 371 + 9 In|z + 2|.
(iii) Wenn nicht alle Nullstellen des Nenners reell sind:
Beispiel 6.4.14: P(z) =1, Q(z) = (z — 1)(2* + 1).
1 A Br+C
Ansatz: .
O @) a—1 1 2241
1 1
Weiter wie in (i); dies gibt die Koeffizienten A = 3 B=C= —5
x

1 1
Ergebnis: /Q 51 nlr— |—2/;;—:_1dx

Allgemein: Rechenschema fiir die Integration rationaler Funktionen.

Gesucht ist / gggj; dx fiir Polynome P und Q).
x

1. Schritt: Ist Grad von P < Grad von @) ? Falls ja: weiter mit Schritt 2. Falls nein: Teile P(x)
durch Q(x) mit Rest. Dies liefert

P(z) P(z)
Q(x) Q(x)

mit Polynomen R, P, wobei der Grad von P kleiner als der Grad von Q ist. Der Teil J R(x)dx

ist leicht zu berechnen. Wende daher die folgenden Schritte auf g an.

= R(x) +

2. Schritt: Zerlegung von Q(x) in Faktoren der Form (z — a)™ und ((x — a)? + b2)™.
Dazu sind zunéchst alle reellen Nullstellen von @ zu bestimmen (schwierig!).

Jede dieser Nullstellen liefert einen Faktor der Form (x — a). Dies ergibt die Zerlegung

Qx) = (z —x)™ (z —22)™ ... (x — x)"™ Qr()

mit einem Polynom @, (z) ohne reelle Nullstelle. Anschliefend ist @, in quadratische Faktoren
zu zerlegen.

3. Schritt: Aufspalten von % in Partialbriiche. Verwende dazu fiir jeden

Faktor in Q(x) den Ansatz

(x—a)™ + 5 T+

(x —a)® 4+ b*)"
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Berechnung der Konstanten A;, B; durch Koeffizientenvergleich oder Einsetzen spezieller Werte
fiir  oder ,,Grenzwertverfahren“ (siehe unten).

4. Schritt: Integration der Partialbriiche. Verwende dazu

dx
/ =Injz—a|+e¢

r—a
dx 1 1
= — fii > 2
/(:C—a)m m—l(m—a)m_1+c(urm_ )
A B A A B —
/('x_xa;;_’_lﬁdl' = 5 ln((l‘ — a)2 + b2) + % arctan <xba> +c

Fiir den Nenner ((z — a)? + b%)" mit n > 2 lisst sich durch partielle Integration eine Rekursi-
onsformel herleiten (— Ubung). Man kann beweisen, dass die Schritte 1-4 stets durchfiihrbar
sind. Daher sind alle rationalen Funktionen elementar integrierbar.

P
Beispiele 6.4.15: (a) Ansatz zur Partialbruchzerlegung von QE$§ mit
x
Q(z) = (x — 1)(z —2)*@* +1)*((x — 3)*>+9) (Grad von P <9)
Aq Ao Asg Ay Asr + Ag Arx + Ag Agx + Aqp

=1 z—2 @22 a2 T 2+1 T @12 @—-372+9

z3 + bx
(b) Berechne / 622 1 80 1 24 dx
1. Schritt: Entfallt.
2. Schritt: Ausprobieren von z = +1,42,... liefert x = —2 als doppelte Nullstelle des
Nennerpolynoms.

= Qz)=(z+ 2)2(1'2 —4x 4 6).

Weitere reelle Nullstelle ? 22 — 4z + 6 = (z — 2)? + 2, also keine reellen Nullstellen.
3. Schritt: Ansatz

23 + 5z A . B n Cx+D
(x+2)2((x—2)2+2) 2z+2 (z+2)2 (z-2)2+2°

Berechnung von B durch Grenzwertverfahren: Multipliziere beide Seiten mit (z +2)2. Auf
der rechten Seite lautet der mittlere Summand dann B, und die anderen Summanden
enthalten (mindestens einmal) den Faktor (x 4 2). Lésst man nun = gegen —2 gehen, so
bleibt auf der rechten Seite nur B stehen!
M = B, also B = —1.

(—4)2+2
Zur Bestimmung der restlichen Koeffizienten kann man z.B. drei spezielle Werte fiir x
einsetzen. Dies gibt drei Gleichungen fiir die drei Unbekannten A, C, D.

Insgesamt erhélt man so

A -1 D
6 A -1 C+D
r=1: —=24__
9-3 3 9 3
18 A -1 20+ D
r=3: — =4
16 -2 4 16 2
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3
A+D=—
3A + 5
= A+C+D=1 = A=-,C==-,D=0
A+4C+2D:g

4. Schritt:
P(x) 1 dx dx 1 x
[age=2/sv2 | oromte) oo

1 1 1 1 z—2
= —Inlz+2/+ ——+-In|(z-2)2+2|+ —arctan [ —— | + ¢
inle 42+ o (e - 27+ 2]+ arctan (222

6.5 Uneigentliche Integrale

Unter welchen Voraussetzungen und wie lassen sich bestimmte Integrale iiber unbeschrénkte
Integrationsbereiche bzw. mit unbeschriankten Integranden definieren? Etwa

0o 1 1
e *dux, / —dx.
J | 7

6.5.1 Unbeschriankter Integrationsbereich

Definition 6.5.1. Es sei f : [a,00) — R auf jedem Intervall [a, b] (fiir b > a) integrierbar. Falls
der Grenzwert

Jim /  f(w) da

b—o0

existiert, so definiert man das uneigentliche Integral von f iber [a,00) durch

00 b
/ f(z)dx = bli}m f(z)dx

Analog definiert man die uneigentlichen Integrale

b b
/ f(z)dx := lim f(z)dx

a—r—0o0 a

und

/_00 f(x)dx := /_a f(x)dx + /oo f(x)dx | (mit beliebigem a € R)

falls die rechten Seiten existieren.

b 00
Bemerkungen 6.5.2: (i) Wenn z.B. blim f(z) dz existiert, so sagt man auch / f(x)dx
a

— 00 a

[e.e]
existiert oder konvergiert. Sonst heifit / f(z) dz divergent.
a

o0 o0
Existiert sogar / |f(z)|dz, so heifit das Integral / f(z) dz absolut konvergent.
a a
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(ii) F sei eine Stammfunktion von f. Dann gilt

/ f(x)dx = hm F(b) — F(a),
falls der Grenzwert existiert.

(iii) Damit / f(z) dz existiert, miissen beide Teilintegrale (d.h. die entsprechenden Grenz-

werte) unabhéngig voneinander existieren.

b

o b
Beispiele 6.5.3: (a) / e Tdx; es ist / e tdr=—e" 0= —e P4 1.
0 0
Also gilt
b 0
lim [ e %dr=lim(l—e’) =1, dh / e tdr =1.
b—o0 0 b—o0 0
< d >~ d
(b) / i; berechne zunéchst / o
oo 1+ z? 0 1+ 22

©  dx . b dx . b . T
——— = lim ——— = lim arctan:c) = lim arctanb = —
0 1+ 2 b—oo Jo 1+ 2 b—oo 0 b—oo 2
Man schreibt oft kurz:

/°° dz ) ’00 T
—— = arctanz| = —
0 1+x2 0 2

Entsprechend:

/0 dz . ‘o T /°° de 7 7
——— = arctanx =— —— =— 4 - =T
oo L+ 22 —o0 2 o L+ 22 22

o
(c)/ rxdr =7

—0o0

oo 1 ,° 1
/ rdr = lim [ =22 = lim = b% = 00
0 b—oo \ 2 0 b—o0 2

o
Fazit: / x dzx existiert nicht (oder: ist divergent).

—0o0

—00 b—o0 —b b—o0

e b 1
Falsch ware: / rdr = lim rdxr = lim 5 x2

b
=0.
—b

Satz 6.5.4 (Majoranten- /Mmorantenkrlterlum) 1. Es gelte |f(z)| < g(z) auf [a,00) und
/ g(z) dz existiere. Dann ist / f(x)dx (absolut) konvergent und es gilt

< /aoo|f(:1:)|dx§ /aoog(x)dx.

2. Es gelte f(x) > g(z) > 0 auf [a,00) und / x)dzr sei divergent. Dann ist auch

x)dx

/ f(z)dx divergent.
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Beispiel 6.5.5:

sinx
72

* sinx L
5~ dx existiert, denn
1 x

1 <1 1
§2und/ —dr = ——
x 1

6.5.2 Unbeschriankter Integrand

Definition 6.5.6. Sei f stetig in [a,b] \ {zo} (typische Situation: f ist bei x( unbeschrénkt).

b
Unter dem uneigentlichen Integral / f(t) dt versteht man:
a

(i) im Fall zp =b:  lim / f(t)dt,

r—b—

b
(ii) im Fall xg = a:  lim / ft)dt,

r—a+

T b
iii) im Fall b): li t)dt li t)dt
(i) im Pall ag € (0.0 Tim [ s@de+ Jm [ rod
falls die jeweiligen Grenzwerte existieren.
o baeooo ) : .
Beispiel 6.5.7: %; hier: f ist unbeschriankt bei tyo = 0. Es gilt
0
1

lim da_ lim (2\/1%

=0+ /., \/Z z—0+

i) = lim (2—2Vz)=2.

rz—0+

. Lat
allgemeiner: / o mit a € R.
0

Lt 1
a=1: — = lim (ln]t!‘)—oo
o ¢t z—0+ T

1
a#£l: dt:lim(

0 ta x—0+

tl*Cl{

1 1
1 — 1
= lim (1- a:lfc“) Y
l—« - =0+ 1 — « 00 a>1

. Ladt .
Fazit: o existiert & a <1
0

Auf diesem Beispiel basiert

Satz 6.5.8. Sei f stetig in [a,b] \ {z¢}. Gilt in einer Umgebung von z

b
(i) |f(x)] < — mit @ <1 und ¢ € R, so existiert / f(x)dx

|z — 0]

(if) f(z) =

b
> ————— mit @ > 1 und c € R, so ist / f(z) dz divergent.
|:E - $0| a

Der Beweis von Satz beruht auf dem zu Satz analogen Majorantenkriterium.
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1
d
Beispiele 6.5.9: (a) / 17x2; hier ist zp = 1 und
0 — X
f(z) ! > 1 = Integral ist di t
x) = ntegral ist divergent.
I—z)(1+2) = 2@—1) & &
1
d
(b) /0 ﬁ; hier ist 2o = 1 und
1 1 o
|f(z)| = < = Integral existiert.

-1+ |z -1

6.6 Numerische Integration

Fiir das Folgende wollen wir voraussetzen, dass das zu berechnende bestimmte Integral f: f(z)dzx
existiert. Trotzdem kann es sein, dass es nur ndherungsweise numerisch berechnet werden kann.
Das trifft z.B. zu, wenn

e f keine elementare Stammfunktion besitzt, z.B. f(z) = 6_9‘:2,

e die Bestimmung der Stammfunktion zu kompliziert ist,

e f nur tabellarisch gegeben ist (Messwerte).

In solchen Féllen wird der zu berechnende Integralausdruck angendhert ausgewertet durch nu-
merische Integration (Quadratur):

b n
I ::/ fla)de ~ I := sz‘f(xi)
a i=1

Die Gewichte wj;, die Stiitzstellen x; und die Anzahl der Stiitzstellen und der Funktionsauswer-
tungen n bestimmen Methode und Genauigkeit.

Die “Integration von Tabellendaten” wird hier nicht behandelt. Durch eine Wertetabelle kann
eine interpolierende oder approximierende Funktion gelegt werden, die dann exakt integriert
werden kann.

6.6.1 Newton-Cotes-Formeln

Dies ist die einfachste Idee: Um das Integral I zu berechnen, wird f durch ein interpolierendes
Polynom p ersetzt und dieses exakt integriert. Die zur Interpolation benétigten Funktionswerte
werden an m + 1 dquidistanten Stellen berechnet.

Fiir m =1 und m = 2 ergeben sich die folgenden Formeln:

b
Trapezregel : / f(z) dx =~ b ; a(f(a) + f(b)),

b —a a
Simpsonregel : / f(z)de ~ bT(f(a) +4f( ;b) + £(b)).

Soll die Genauigkeit erhoht werden, so werden diese einfachen Naherungsformeln mehrfach an-
einandergesetzt. Sei zu gegebenem n

_b—a

h

und zj=a+jh, 7j=0,1,--- ,n.
n
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Dann liefert das Aneinanderhéngen von n Trapez- bzw. n/2 Simpsonregeln (n gerade!) die
Né&herungsformeln

I=T(h) = 7 (f(xo)+2f(z1)+ - +2f(xno1) + flan)),

>N >

I=5(h) = 3 (f(zo) +4f(x1) +2f(22) + - + 2f (2n-2) + 4f (2n-1) + f(za)).

Sind Schranken fiir die 2. bzw. 4. Ableitung der zu integrierenden Funktion bekannt, so ldsst
sich der Fehler dieser Regeln abschétzen:

|b a| 2 " |b CL| 4 (4)
m — < m .
12 L ze[i?l()}‘f @) 1T =Skl < 180 h ze[%?l{)}‘f ()]

[ =T(h)| <

Beispiel 6.6.1:

/2 5
I:/ exp(2zx) cos(x) dx = 1.
0 er —2

Die Zeichnung unten zeigt die Trapezflache, die als Niherung fiir das Integral bei n = 4 entsteht,
und den Integranden. Die Ergebnisse fiir Trapez- und Simpsonregel sind in der folgenden Tabelle
festgehalten:

Fehler I — Fehlerabschétzung

~n

Regel h

Trapez | w/8 | 0,926 | 0,074 0,12

Simpson | 7/8 | 0,9925 | 0,0075 0,018

Tty




Kapitel 7

Elemente der linearen Algebra

7.1 Der euklidische Raum R"

In diesem Kapitel wollen wir uns mit einigen Grundlagen der linearen Algebra auseinandersetzen
— uns also mit der Vektor- und Matrizenrechnung vertraut machen. Als Motivation sollen uns vor
allem zwei wichtige Anwendungen dienen: Zum einen méchten wir lineare GleichungssystemeE]
systematisch behandeln, anstatt sie nur ad hoc durch Einsetzen oder Umformungen aufzulésen.
Zum anderen erlaubt uns die lineare Algebra in effizienter Weise geometrische Probleme zu lésen,
also Mathematik mit GroBen zu betreiben, die eine rdumliche Interpretation besitzen ]

Definition 7.1.1. Unter dem Raum R"™ versteht man das n-fache kartesische Produkt R x R x
... X R, d.h. die Menge aller n-Tupel (z1,z2,...,z,) reeller Zahlen; kurz:

R" = {(z1,22,...,2p) 2 ER  fiir k=1,...,n}. (7.1)

Die Komponenten zj heiflen Koordinaten von z. Zwei Punkte x,y € R™ sind gleich, falls x; = y;
fir alle k =1,...,n gilt.

Addition, sowie Multiplikation mit Skalaren sind komponentenweise erklart, d.h.
r4+y=(r1+y1,r2+y2, .., Ty +yy) fir z,y € R”

Az = (Az1, A2, ..., Axy) fiir z € R", A € R.

Bemerkungen 7.1.2: (i) Jedes Element = € R" definiert einen Punkt des R™. Oft nennt man
Elemente x € R™ auch Vektoren, obwohl der genaue Zusammenhang etwas komplizierter
ist (siehe unten); zur Unterscheidung werden reelle Zahlen als Skalare bezeichnet

(ii) Aus erst spéter ersichtlichen rechnerischen Griinden werden wir Elemente x € R™ oft als
Spalten schreiben. Zeilenvektoren sind dann die Transponierten dazu:

I
L2

T = : :(azl,xg,...,xn)T

Tn

!Diese kommen in allen mathematischen Anwendungen vor. Entweder explizit, wie z.B. im vorigen Kapitel bei
der Partialbruchzerlegung oder implizit, z.B. bei der rechnergestiitzten Lésung nichtlinearer Probleme.
2In der Schule wird dies gewdhnlich als analytische Geometrie bezeichnet.

85
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Zusammenhang zum Vektorbegriff.

(a)

Geraden. Es seien x,y € R™ mit x # y gegeben. Unter der durch die Punkte x und y
verlaufenden Gerade versteht man die Menge

G={z+XNy—=x): AeR} (,Zwei-Punkte-Form*) .

Strecken. Wird in der Geraden G der Skalar A auf den Bereich 0 < A < 1 eingeschrinkt,
so erhélt man die Strecke Ty zwischen den Punkten = und y, also

Tg={z+ANy—x):0< A< 1}

A X2
xyl Y
6 XL ="
/

Vektoren. Gibt man der Strecke Ty eine Orientierung, indem man etwa z als Anfangs-
und y als Endpunkt festlegt, so erhilt man den Vektor ﬁ/ Dabei werden alle Vektoren
als gleich angesehen, die durch Parallelverschiebung ineinander iibergehen. Ein Vektor hat
also eine definierte Richtung und Ldnge, jedoch keine feste Position im Raum.

Jeder Punkt P = (21,29, ...,2,)" des R™ lisst sich mit dem Vektor O? identifizieren, der
vom Koordinatenursprung O = (0,0,...,0)" zum Punkt P fithrt. Der Vektor OP heift
Ortsvektor des Punktes P. Man nennt zj die Koordinaten des Vektors O? und schreibt

T
T2

O?: : :(xl,:cgj...,azn)-r.
T,

Ein beliebiger Vektor zf stimmt mit dem Ortsvektor des Punktes y — z iiberein, hat also
die Koordinatendarstellung

Yy — T

Y2 — T2
Tj = .

Yn — Tn

Der Vektor 0 = (0,0,...,0)T heiBt Nullvektor.

Um Abstéinde und Winkel messen zu kénnen, fithren wir folgende Begriffe ein.
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Definition 7.1.3. Seien z,y € R". Dann heif3t

(x,y) = T1y1 + Toy2 + ... + Tpyn

das innere Produkt (oder Skalarprodukt) von x und y und

lall = /22 + 23+ ...+ 22

die Fuklidnorm oder der Betrag von zx.

Bemerkungen 7.1.4: (i) Andere Schreibweisen fiir (x,y) sind x - y oder gelegentlich (x,y).

(ii) Die Euklidnorm |z|| ist die geometrische Lénge der Strecke von 0 nach x, d.h. die Lénge
des Ortsvektors des Punktes x; entsprechend ist ||z —y|| der Abstand zweier Punkte x und
y. Ein Vektor x € R™ mit ||z|| = 1 heifit normiert oder Einheitsvektor.

(iii) Die wichtigsten Eigenschaften der Euklidnorm sind

e ||lz[| >0 und (|jz]| =0« 2 =0)
o || Az|| = |A|||z|| firAeR,zeR"
o |[z+ vyl <|z||+ |yl furz,y € R™ (Dreiecksungleichung).

(iv) Die wichtigsten Eigenschaften des Skalarproduktes sind

o (z,y) = (v, 1)
e (x,z) >0, und (z,z) = 0 nur fiir z =0

o (ax+ By, z) = alx, z) + By, 2),

sowie

() =[] lyll cos g,

wobei ¢ der von x und y eingeschlossene Winkel ist. Insbesondere ist (z,z) = ||x||?. Wegen
| cos p| <1 gilt weiter

[z, )| < |lz|| |lyll (Cauchy-Schwarzsche Ungleichunyg).

Das Skalarprodukt hat folgende anschauliche Bedeutung:

Bildet man das Skalarprodukt zwischen € R™ und einem Einheitsvektor e € R" (also ||e]| = 1),
so erhélt man die Lénge der Projektion von z auf die durch e aufgespannte Gerade bis auf das
Vorzeichen. Ist der Winkel zwischen x und e grofer als 5 (= 90°), so ist (z,e) <0, und —(z,e)
ist die Lénge der Projektion.

X
e ™
[
=X.e>

(Wichtig etwa bei Zerlegung von Kriften: F, = (F', &), & Anteil von F in Richtung €)

Gilt (z,y) = 0, so heiflen = und y zueinander senkrecht (orthogonal).
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7.2 Lineare Unabhingigkeit, Teilriume, Basis und Dimension

Definition 7.2.1. Vektoren ai,as,...,a, € R™ heiflen linear unabhdngig, falls gilt:

Aus dem Ansatz Z/\kak =0 (mit A\ € R) folgt stets A} = Ag = -+ = A, = 0. Sonst heiflen

k=1
sie linear abhdngig.

Bemerkung 7.2.2. Die Bedingung sagt gerade, dass die Gleichung A1aq+X2as+. ..+ Apnam =0
nach keinem der aj aufgelost werden kann. Also sind Vektoren ai,...,a, genau dann linear
abhéngig, wenn mindestens ein a; als Linearkombination der iibrigen a; geschrieben werden
kann.

Beispiele 7.2.3:  (a)

1 0 0
a] = 0 , ag = 1 , ag = 0 S R3.
0 0 1

Anschaulich: a1, a2, ag linear unabhingig, denn die a; zeigen in Richtung der Koordina-
tenachsen. Zeige:

Aa1 +Aas+A303 =0 = A =X =2A3=0.

Es gilt:
)\1 0 0 )\1
Araq + dgas + Azaz3 =0 = 0 + A9 + 0 = Ao =0
0 0 A3 A3

1 0
ai=| -1 1],a=]2|eRr%
0 1
Ansatz:
A1=0
Aal+ Aas =0 = A1 +2X =0 = A1 =X=0.
Ao =10
= a1, a9 sind linear unabhéngig.
()
1 0 1
a] = -1 , ag = 2 , a3 = 1
0 1 1

Es ist ag = a1 + a9, also 1 -a; + 1-ag + (—1) - a3 = 0. Daraus folgt, dass a1, ag, a3 linear
abhéngig sind. Geometrisch: as liegt in der Ebene, die von a;, as aufgespannt wird.
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Definition 7.2.4. Eine Teilmenge V' C R™ heifit Teilraum von R™ (oder Unterraum), wenn
Addition und Multiplikation mit Skalaren nicht aus V' herausfiihrt, d.h.

zoyeVund A\ peR= A +puyeV

X2A  x+y
Insbesondere ist also 0 € V und —z € V fiir jedes x € V. //,\\
Beispiele 7.2.5: // \ W
/yk— .
(a) Im R2: Die Gerade V durch den Ursprung ist Vv
Teilraum. x1
Die Gerade W ist kein Teilraum. >

(b) V CR3 mit V = {(x1,72,23) : 1 + 22 + 23 = 0}. V ist Teilraum des R3, denn:
Sei z,y,€ V, A\, u € Rund z := Ax + py. Dann gilt

21422+ 23 = M1 + w2 +23) + p(y1 +y2 +y3) =0,
also z € V.
(¢) V ={0} und V = R" sind Teilrdume des R".

Basis und Dimension.

Jedes Element x = (r1,22) € R? lisst sich als Linearkombination der Vektoren e; = (1,0) und
ez = (0,1) darstellen:

x = (r1,0) + (0,22) = x1€1 + x2€2.
Ebenso durch die Vektoren ¢ = (1,1) und €, = (1,—1) :

x—x1+x2e’ xl—mge,
2 ! 2 ¥

Sowohl {e1,es} also auch {e}, €4} bilden deshalb eine sogenannte Basis des R2.

Definition 7.2.6. Sei V ein Teilraum des R"™. Eine Menge {ei,...,en} C V heiit Basis von
V', wenn

(i) e1,...,en linear unabhingig sind, und

(ii) jedes v € V' Linearkombination der ey, ..., €, ist.

Beispiele 7.2.7:  (a) {(1,0),(0,1)} ist Basis des R2.
Allgemein ist {ej,ea,...,ey} mit e, = (0,...,0,1,0,...,0) die Standardbasis des R".
zu 2
Aer+ o Amen=0= (A2, ) =0= A=Ay =... =\, =0.
zu (i)

r=(r1,22,...,2n) ER" =2 =211 + ...+ Tpe,

(b) {(1,1)} ist keine Basis des R?, denn verletzt.
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(c) {(1,1),(1,-1),(1,2)} keine Basis des R?, denn (i) verletzt:

(1,2) = g (1,1) —%(1,—1).

Die folgende Definition wirkt zunéchst einigermaflen willkiirlich, erweist sich jedoch als niitzlich.

Definition 7.2.8. Der Teilraum {0} von R™ hat die Basis (.

Satz 7.2.9. Sei V Teilraum von R".

(i) {e1,...,em} C V ist genau dann eine Basis von V, wenn jedes v € V eine eindeutige
Darstellung als Linearkombination der eq, ..., e, hat.

(ii) Jede Basis von V hat die gleiche Anzahl von Elementen.

Aufgrund der letzten Bemerkung ist folgende Definition sinnvoll:

Definition 7.2.10. Sei V ein Teilraum des R". Die Anzahl der Elemente einer Basis von V
bezeichnet man als Dimension von V. Schreibweise: dim V.

Beispiele 7.2.11: (a) V = {z € R?: 1 + 23 + 23 = 0}. Ermittle Basis von V:

Es ist
I 1 0
reVesr= To = 0 | + a2 1
—X1 — T2 —1 -1

Also ist jedes z € V' Linearkombination von e; = (1,0, —1) und ez = (0,1, —1).

Da ey, e linear unabhéngig sind, ist {ey, ea} eine Basis von V. Also gilt dim V = 2.

(b) V =R" hat dim V = n, denn die Standardbasis des R™ hat n Elemente.

7.3 Lineare Abbildungen und Matrizen

Definition 7.3.1. Eine Funktion ® : R” — R™ heif3t lineare Abbildung, falls gilt:

S(A\x + py) = A®(x) + u®(y) fir alle z,y € R", A\, u € R.

Bemerkung 7.3.2. ®(z) ist ein Vektor im R™, also ist ®(z) = (®1(x), ..., ®m(x)) mit Kompo-
nenten ®;(x). Die Abbildung ® ist genau dann linear, wenn alle ®; : R™ — R lineare Abbildungen
sind.

Beispiele 7.3.3:  (a) ,k-te Koordinate“. ® : R” — R mit ®(x) = z.
(b) ,,Projektion auf zx-Achse“. ® : R” — R" mit ®(z) = xyey.
(c) ,Spiegelung an der Winkelhalbierenden“: ® : R? — R? mit ®(z1, 22) = (22, 21).

(d) ,,Drehung um Winkel o : ® : R? — R? mit ®(z1,22) = < rLeosa T rasima )

r1sina + zgcosa
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A X2

() @ :R3 — R2 mit ®(z) = < 1t 222 =& >

T2 + T3

Jede lineare Abbildung ® : R™ — R™ ist durch Angabe von m - n Koeffizienten eindeutig
bestimmt. Um dies einzusehen, sei {eq,...,e,} die Standardbasis des R"™.

Dann ist ®(z) = (®1(x),...,Pp(z)) und
(I)Z(.CU) = (I)Z(Z xkek) = Zl’k@i (ek) = Zaikxk, 1= 1, e,y
k=1 k=1 k=1

mit ayg 1= P4(eg) firi=1,...,mund k=1,...,n.

Definition 7.3.4. Ein Schema von Elementen «;; € R der Form

a1 a2 Q13 Qn
Q21 Q22 Q23 ... (Q2pn
am1l Om2 Qp3 - Qpp

heit m x n-Matriz. Die Menge aller m x n-Matrizen (mit Elementen aus R) wird mit M, ,(R)
oder kurz R™*"™ bezeichnet.

Schreibweise: A = (k) € My n(R) oder A € My, o(R) mit A = (og). Fiir m = n heifit A

Otlj
quadratische Matriz. (a1, ..., qp) heiBt i-te Zeile von A, : heif}t j-te Spalte von A.
Oémj
Beispiel 7.3.5:
4
1 0 2
A= GMgg(R), B= 1 € M; 1(R),
-1 3 7 ’ 9 ’

10

C=(0 1 -3)eMjsR), D_<0 1>eM2,2(R).

Bemerkungen 7.3.6: (i) Zu jeder Matrix A = (a;) € My ,(R) gehort eine eindeutige
lineare Abbildung ® 4 := R™ — R™, definiert durch

n
(Pa(z))i = Zaikwk, t=1,...,m.
k=1

Man nennt A die Abbildungsmatriz der linearen Abbildung ® 4 beziiglich der Standardbasis.
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(ii) Jeder Vektor z € R™ kann als Matrix mit einer Zeile bzw. einer Spalte aufgefasst werden.
Im Zusammenhang mit Matrizen ist es sinnvoll, x € R™ als n x 1-Matrix (= Spaltenvektor)
anzusehen.

(iii) Entsprechend der Definition erkldart man die Menge M,, ,(C) der m x n-Matrizen
A mit komplexen Eintriagen oy, € C. Ist die zugrunde liegende Zahlenmenge (R oder C)
nicht relevant, so schreiben wir kurz M,, ,

Definition 7.3.7 (Addition und Multiplikation mit Skalaren). Seien A, B € M, ,(R) mit A =
(0ij), B = (i) und A € R (oder C). Wir definieren

a1+ B - ain + B
A+ B := (aij + Bi) = : :
am1 + Bml s Opmp Tt ﬁmn
Aaqr o Aadg
A = ()\Oéij) =
Aam1 o AQunp
Matrizenprodukt.

Seien & : R" — R™ und &4 : R™ — RP lineare Abbildungen mit zugehorigen Matrizen
A = (wj;) und B = (B;,). Die Nacheinanderausfithrung ®4 o ®p : R — RP ist dann wieder
eine lineare Abbildung. Frage: Welche Matrix gehort zu dieser durch Verkniipfung entstandenen
Abbildung?

Es ist
m
y))z = Zaijyj und (IDB ] = Zﬁjkxk
=1

Daraus folgt

m

(q)A q)B 1, = Zaz] <I>B ] = Zaz] Zﬁ]kxk
7j=1

m n n m
= E ;i BikTr = § § ;i Bk | Tk

j=1k=1 k=1 \j=1

Also gilt
(@a(Pp())) = Z%kxk mit i = Zazgﬁgk,

d.h. es ist &4 0 Pp = P fiir die Matrix C' = (v;%). Das legt folgende Definition nahe:
Definition 7.3.8 (Matrizenprodukt). Sei A = (oy;) eine m x n-Matrix und B = (f;;) eine
n X p-Matrix. Wir definieren das Produkt A B als die m x p-Matrix

n
A B := () mit v :Zaijﬁjk, i=1,....m, k=1,...,p.
j=1
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Ausgeschrieben:

n n
> arifin Y 1B
j=1 j=1
AB = : : = . .
n n
’le P r)/mp
doamiBin Y amiBip
j=1 j=1

Yiroocc Vip

Bemerkungen 7.3.9: (i) A B ist nur dann definiert, wenn die Anzahl der Spalten von A
mit der Anzahl der Zeilen von B iibereinstimmt!

(ii) Die Berechnung von A B merkt man sich als Schema ,,Zeile x Spalte*:

k-te Spalte
von B (m X n)

!
Bk

mXm 5%

6mk

i-te Zeile i-te Zeile
von A — Qi1 Qo Qi Yik «~—von AB
(p x m) (pxn)
T
k-te Spalte

von AB

Vit = i1 Bk + Bk + - - -+ Qi Bk

Beispiele 7.3.10: (a)

0 -3
1 2 3 1 11
A_(_2 2 4), B=| 2 1] = AB_(_4 22)
—1 4
(b) A, B wie in (a))
0 -3 6 0 —12
BA=| 2 1 (_;gf’l): 0 4 10
-1 4 -9 -2 13

(c) A wie in (@)

B = ( ; _(1] ) = A B ist nicht definiert.

2 1 1 -1 2 -1 2 0
=(01) p=o ) = oer=(G ) pe= (0 )
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Beachte: auch fiir quadratische Matrizen gilt i.a. C D # D C.
Das Matrizenprodukt ist nicht kommutativ.

Rechenregeln

(i A(BD)=(AB)D (assoziativ)

(i) A(B+C)=AB+ AC (distributiv von links)

(ii) (B+C)D=BD+CD (distributiv von rechts)

(iv) MAB)=(MA)B = A(AB)

Dabeisei A € M, ,,, B,C € My, und D € M, damit alle Produkte und Summen definiert sind.

I
Produkt ,,Matrix mal Vektor“: Fiir A = («;j) € My, und z = : € R" (oder C")

Tn
wird das Produkt A x so definiert, als wenn x eine n x 1—Matrix ist. D.h.

(A .1‘)1 = Z OéijJ?j
7j=1

Damit ist die Abbildung * — Az gleich der durch A gegebenen linearen Abbildung ® 4, d.h.
Dp(z)=Ax.

Ein ,neutrales Element* bzgl. der Matrizenmultiplikation ist die quadratische Einheitsmatrix
I, € M, ,, definiert durch

1 0
1
In = ) (auBerhalb der Diagonalen stehen Nullen).
0 1
Genauer: I, = (0;;) mit dem sogenannten Kroneckersymbol §;; = L fird=j
o “ 0 fiiri#j

Durch Ausmultiplizieren sieht man
I,A=A firalle A€ M,
BI,=B firalle Bec My,.

Wir nennen eine n x n—Matrix A invertierbar (oder regulir), wenn es eine Matrix B € M, ,
gibt mit

AB=BA=1,.
In diesem Fall heifit B invers zu A, und man schreibt A~! statt B.

Bemerkung 7.3.11. Um die Inverse von A € M,,, zu bestimmen, reicht es aus, eine Matrix
B € M, mit AB = I, zu finden. Dann folgt automatisch die Gleichung B A = I,,.

Beispiele 7.3.12: (a) In Beispiel [7.3.3|[d) haben wir die lineare Abbildung , Drehung um den
Winkel a“ in R? betrachtet. Die zugehérige Abbildungsmatrix war

A, = ( cos(a) —sin(a) >

sin(a)  cos(w)



7.3. LINEARE ABBILDUNGEN UND MATRIZEN 95

Anschaulich sollte A, invertierbar sein, wobei die Inverse die Matrix A_, ist, die zur
Drehung um —a gehort. Das ist tatsdchlich so, denn es gilt:

e ) () fs;2§:3§>
“(ie) " ) (i) )
_ ( cos?(a) + sin?(a) 0 > L

0 cos?(a) + sin?(a)

(b) Wir betrachten

3 -2
a=(3 1) s

Nachrechnen ergibt

Il
7N
— =
w N
'

AB:<1 O>:I2, also ist A™! = B.

01
1 1. I . o . a b
(c) A= 0 o )t nicht invertierbar. Annahme: es gibt eine 2 x 2—Matrix B = e d
mit AB = IQ.
Dann folgt

11 a b\ (10 N a+c b+d\ (10
00 c d) \01 0 0 L0 1)’
und damit den Widerspruch 0 = 1.

Satz 7.3.13. Sind A, B € M,,,, invertierbare Matrizen, so ist auch A B invertierbar und es gilt

(AB)"'=B71A™L.

Man beachte im obigen Satz die Umkehrung in der Reihenfolge der beiden Matrizen!

Bemerkung 7.3.14. Ist A eine invertierbare Matrix, und ist A~! bekannt, so ist das lineare
Gleichungssystem A x = b sofort 16sbar:

Az =b & A 'Az=4" & Lz=A"% o z=A""%.

Beispiel 7.3.15:

3x1 —2x0 =4
—x1+ 120 = —2

4 . -
& Ax = < 9 > mit A aus Beispiel [7.3.12 @ von oben.

Also ist

(11)(4)(2) e

Auf die Berechnung von A~! gehen wir spéter ein. Sie wird in der Praxis nur selten durchgefiihrt,
da sie sehr rechenintensiv ist (s.u.).
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Definition 7.3.16. Sei A = (w;) € M, . Die zu A transponierte Matriz entsteht aus A durch
Vertauschen von Zeilen mit Spalten und wird mit AT bezeichnet. AT ist eine n x m-Matrix.

a1 Q12 o A1n Q11 021 o aml

a1 Q22 e Qon Qa1 Qo2 - QAm?2
A= T . = AT=| .

am1 Om2 - Qmp Qlp Q2n - Qmp

Beispiel 7.3.17:

1 -1
A:<_1§g>, AT=(2 o0
0 3
Rechenregeln.
(i) (AB)T =BT AT fiir A € My, und B € My,

(1) (AT)"'=(A"H)T = A~T fiir invertierbare A € M,, .
Definition 7.3.18. Sei A € M), »,(R). Dann heifit

{r e R": Ax =0} der Kernvon A, kurz ker A.
{Az e R™ : 2z € R"} das Bildvon A, kurz Im A.

Satz 7.3.19. Sei A € M,;, ,(R). Dann ist ker A ein Teilraum von R"™ und Im A ein Teilraum von
R™.
Beweis: Sind x,y € ker A und A, p € R, so gilt wegen Az = Ay =0

A(Ax + py) = Nz + pAy = 0.

Also ist Az + py ebenfalls in ker A und dieses damit ein Teilraum von R"™.

Fiir z,y € Im A gibt es nach Definition des Bildes u,v € R™ mit Au = z und Av = y. Damit gilt
fiir A\, u € R wieder wegen A(Au + pv) = AMu + pAv = A\x + py, dass auch der Vektor Az + py
im Bild von A liegt, dieses also auch ein Teilraum ist. O

Definition 7.3.20. Man bezeichnet die Dimension von ker A als Defekt von A und die Dimen-
sion von Im A als Rang von A, kurz rg A.

Insbesondere der Rang von A ist wichtig zur Losung von linearen Gleichungssystemen. Ein erster
Schritt zur Berechnung von rg A liefert folgender Satz.

Satz 7.3.21. Sei A € M,, . Dann gilt

rg A = maximale Anzahl linear unabhéngiger Spalten von A
= maximale Anzahl linear unabhingiger Zeilen von A.

Insbesondere gilt also rg A = rg(AT).

Beispiel 7.3.22:

1 0 3 4
A= 01 5 2
0000

Die ersten zwei Zeilen sind linear unabhéngig, alle drei Zeilen nicht. Also gilt rg A = 2.
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Zwischen Rang und Defekt besteht folgender Zusammenhang;:

Satz 7.3.23. Sei A € M, . Dann gilt die Dimensionsregel:

dim(ker A) + dim(Im A) = n.

Also: Rang von A 4 Defekt von A = Anzahl der Spalten von A.

Im Beispiel von oben: dim(ker A) =4 —rgA=4—-2=2.

Man kann am Rang einer n x n-Matrix erkennen, ob diese invertierbar ist:

Satz 7.3.24 (Invertierbarkeitskriterien). Sei A € M, ,,. Dann sind dquivalent:

(i) A ist invertierbar,

(i) rg A =n,

)

)

(iif) ker A = {0},

(iv) Tm A = R",
)

(v) @4 ist umkehrbar (also bijektiv).

7.4 Lineare Gleichungssysteme

Wir betrachten lineare Gleichungssysteme (kurz LGS) der Form

anry  +aprot - Fapr, =bi

Am1T1  +amaTat+ o FampTn = bp
b1
Man fasst die a;; zur Koeffizientenmatriz A = (a;j) und die b; zur rechten Seite b = :
bm

zusammen. Dann lautet das LGS in Matrixschreibweise: | Az = b |. Zu gegebenem A und b sind
alle Losungsvektoren x € R™ gesucht. Im Fall b # 0 heifit das LGS Az = b inhomogen, sonst
homogen. Zu dem LGS Ax = b heifit Az = 0 das zugeordnete homogene System. Schliellich
heifit

(Alb) :=

die erweiterte Koeffizientenmatriz.

Wann ist Az = b zu gegebenem A und b l6sbar?

Satz 7.4.1. Sei A € My, »(R) und b € R™. Dann sind dquivalent
(i) Ax = b ist losbar
(i) be Im A
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(iii) | rg A =rg(Ald)

Gilt rg A = m, so ist Az = b fiir beliebiges b € R™ losbar.

Beispiel 7.4.2: (a)

(8) ()

Hier ist rg A = 1 und rg(A|b) = 2, also ist Az = b nicht losbar.
(b)

10 2
A‘(o 1 1)€M273

hat rg A = 2 (= m), also ist Az = b fiir jedes b € R? lésbar.

Wie bekommt man alle Lésungen von Ax = b?

Satz 7.4.3. Sei A € My, ,(R),b € R™ und x5 eine spezielle Losung von Ax = b. Dann ist die
Losungsmenge (=Menge aller Losungen) von Az = b gleich

xzs+ker A={zs+z: Az =0}.

Beispiel 7.4.4: Alle Losungen von Ax = b fir A = ( (1) (1) ? ) , b= ( -1 )

2
1. Schritt:
-1
Bestimme eine spezielle Losung x5 von Ax = b, hier z.B. x; = 2
0
2. Schritt:
Bestimme ker A, d.h. alle Lésungen von Az = 0.
Hier:
1 +2x3=0 } T = —2x3
=
o +x3=0 Tog = —T3
Also
T —2x3
{z: Az =0} == x2 | 121 = 23,290 =—23 ) = —r3 cx3 €R
xs3 x3

Losungsmenge ker A hat einen Parameter (etwa x3). Dies ist schon zuvor klar nach Satz[7.3.23
denn dim(ker A) = n—rg A = 3—2 = 1. Bezeichnung des Parameters als x3 ist nicht gut. Besser
ist z.B.

-2

ker A=< —1 :AeR
1



7.5. DER GAUSSSCHE ALGORITHMUS 99

3. Schritt:
Bilde s + ker A. Hier: Losungsmenge von Ax = b ist

-1 -2
2 1+ -1 AeR
0 1

Wie berechnet man den Rang von A, eine spezielle Losung von Ax = b und schlielich alle
Losungen von Ax = b systematisch?

7.5 Der Gauf3sche Algorithmus

Der Gaufische Algorithmus oder das Gaufische Eliminationsverfahren zur Losung eines linearen
Gleichungssystems beruht auf der Beobachtung, dass sich die Losungsmenge dieses Systems
nicht &ndert, wenn in der erweiterten Systemmatrix die folgenden elementaren Zeilenoperatoren
durchgefiithrt werden:

(a)  Addition einer Zeile zu einer anderen.

(b)  Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl # 0.
(¢c)  Vertauschen zweier Zeilen.

Auflerdem wollen wir noch zulassen:

(d)  Vertauschen zweier Spalten der Systemmatrix.

Letzteres entspricht einer Umbenennung der gesuchten Zahlen x1, ..., x,. Ziel ist es, durch diese
Operationen eine ,, Dreiecks-* oder wenigstens ,, Trapez-Gestalt® der Systemmatrix zu erreichen,
aus der man die Lésung durch , Riickwértseinsetzen“ gewinnt. Sehen wir uns zunéchst einige
Beispiele an.

Beispiel 1 Das lineare Gleichungssystem

x| + To + xr3 + g = 1
r1 + 2x9 4+ 2x3 + 224 = 2
r1 -+ To + 2x3 4+ 224 = 2
1 + a2 + x3 4+ 214 = 2
hat die erweiterte Systemmatrix
1 11 1|1
1 2 2 2|2
11 2 2|2
1 11 2|2
Subtraktion der ersten Zeile von der zweiten, dritten und vierten Zeile fithrt auf
1 11 1|1
01 1 11
0 01 11|’
0 00 1|1

d.h.
T1+x2t+x3+2x4 =
To + x3 + 24
r3+ Ty =
T4

—_ = = =
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Wir erhalten ein System von Dreiecksgestalt. Aus der letzten Gleichung folgt x4 = 1. Wir setzen
dies in die vorletzte Gleichung ein und erhalten x5 = 0. In die zweite Gleichung eingesetzt liefert
dies z2 = 0, und aus der ersten Gleichung folgt schliefSlich, dass auch x; = 0. Die Losung des
Systems ist also eindeutig bestimmt und lautet (0,0,0,1)7, d. h. sie besteht aus einem einzigen
Punkt. O

Beispiel 2 Das Gleichungssystem werde durch die erweiterte Systemmatrix

Addition des Doppelten der ersten Zeile zur letzten Zeile ergibt
1 2 31
03 6|3 ],
00 0|0
und Division der zweiten Zeile durch 3 liefert schliellich
1 2 3|1
01 2|1 (7.2)
00 0|0
bzw. das Gleichungssystem

T1+2x2+3x3 = 1

To +2x3 = 1. (7.3)

Die letzte Zeile der Matrix entspricht der Gleichung 0 = 0, die wir natiirlich weglassen.
Zum Auflésen von wéihlt man z3 = t als Parameter. Aus der letzten Gleichung von
folgt dann

To+2t=1 bzw. xo=1-—2t,

und durch Einsetzen in die erste Zeile findet man
x1+2(1—-2t)+3t=1 bzw. z1=-1+t.

Die Losungsmenge des Systems besteht also aus allen Vektoren der Form

T -1+t -1 1
o | =11-2t| =1 ]+¢t[-2], tekr
T3 t 0 1

Hier erkennen wir die in Satz beschriebene Struktur: die Losung des inhomogenen Systems
setzt sich zusammen aus einer speziellen Losung des inhomogenen Systems, namlich (—1,1,0)7,
und der allgemeinen Losung des zugehorigen homogenen Systems, ndmlich allen Vielfachen von
(1,-2,1)T. Geometrisch gesehen ist die Losungsmenge also eine Gerade. 0
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Beispiel 3 Wir betrachten das System mit der erweiterten Systemmatrix

0 3 6|3
1 2 3|1],
2 4 6|1

die sich von Beispiel 2 nur vom Eintrag in der rechten unteren Ecke unterscheidet. Die im Beispiel
2 durchgefiihrten Operationen fithren nun auf

1 2 311
01 2|1
0 0 0|3

Die letzte Gleichung des umgeformten Systems lautet also 0 = 3. Dieser Widerspruch zeigt, dass
das System keine Losung besitzt. Die Losungsmenge ist also leer. O

Wir kommen nun zum allgemeinen LGS zuriick. Durch die elementaren Operationen (a) - (d)
kann man die erweiterte Systemmatrix dieses Systems stets in die folgende Gestalt bringen:

1 Ci12 €13 ... Cir [Clr4+1 ... Cin d1
1 3 ... cop|Copp1 ... Cop| do
1 cee C3r | C3p41 --- C3n d3
(7.4)
0 1 |eprp1 -0 G| dr
dr—i—l

0 0 :

dm m,n

Aus dieser Darstellung kénnen wir alle gewiinschten Informationen iiber das Gleichungssystem
gewinnen:

1. Das System ist genau dann lésbar, wenn

dpy1=...=dp =0. (7.5)

2. Der Rang der Systemmatrix ist gleich r, und die Dimension des Kerns von A ist n — r.

3. Ist die Bedingung (7.5) erfiillt, so kénnen wir die Losung des Systems wie folgt gewinnen:
Wir wihlen n — r = n — rang A Parameter t1,%o,...,t,— € R oder C und setzen

Tr41 =11, Tpp2 =12,... Tp =Tp—p.
Die r-te Gleichung von ([7.4) lautet dann
Tr + CT,T+1t1 + ...+ ety = d;

bzw.

Ty = dr - CT,T+1t1 — .= Crpln—r-

Wir setzen dies in die r—1-te Gleichung von ([7.4)) ein und erhalten eine Darstellung von
Zr—1 in Abhéngigkeit von tq,...,t,_,, UsW.
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Wir fahren so fort bis zur ersten Zeile und erhalten die Losung in der Gestalt

1 = e+ futi +...+ fia—rtnr,
Ty = e+ fruti +...+ fr,nfrtnfra
Tpy1 = ty
Tn = tn—r
mit gewissen Zahlen e; und f;; und Parametern tq,...,%,_,. In Vektorschreibweise lautet
die Lésung
x1 e1 f11 fin—r
Ly Er fr1 fr,n—r
T | =10 |+t | 1 | +...+tpr 0 , (7.6)
Lr+2 0 0 :
Ty 0 0 1

in der wir wieder die Losungsstruktur aus Satz erkennen.

Man kann sich das ,, Riickwirtseinsetzen* sparen, wenn man (dhnlich wie bei der Rangberechnung
angedeutet) durch weitere elementare Operationen aus (7.4) eine Matrix der Gestalt

100 ... 0]éipsr .. én| do
1 0 ... 0 6277~+1 ... Cop 6{2
1 ... 0|ésppr ... é3| ds
0 1| érpg1r oon Em | dy
dr—i—l
0 0 :
dn,
erzeugt, aus der man im Falle JTH = ... = d, = 0 sofort die Darstellung der Lésung in der

Form ([7.6]) ablesen kann. Wir sehen uns ein abschliefendes Beispiel an.

Beispiel Die erweiterte Systemmatrix eines linearen Gleichungssystems sei

1 2 1 -1 2
-1 -1 -1 3|4
2 -1 2 2| 8
2 0 2 4| 6
4 2 4 =-2| 14
2 -2 2 0] 10




7.6. DETERMINANTEN 103

Durch elementare Operationen gelangen wir nacheinander zu den Matrizen

1 21 —-1] 2 121 -1] 2
0 10 2|-2 010 2|-=2
0 =50 4/ 4| | 000 14/ -6|_
0 -4 0 6| 2 000 14|—6
0 -6 0 2| 6 000 14|—6
0 -6 0 2| 6 000 14|—6
121 —1]2 12 -1 1]2
010 2|2 = o1 20| -2 ,
000 1|-37 0 1 0/[-3/7

wobei wir Nullenzeilen weglassen und im letzten Schnitt die dritte und vierte Spalte getauscht
haben, wodurch x3 und x4 ihre Rollen tauschen. Wir erhalten daher

x4 = —3/7,

o +2x4 =—2, dh. z9=-24+6/7=-8/7,

x1+ 2wy —x4+23=2, dh. =z =2+16/7—3/7 — 3.
Mit dem Parameter x3 = t folgt schliellich

xy =27/T—t, x9=-8/7, z3=t, xz4=-3/7

bzw.
X1 27/7 —1
zo | | —8/7 0
o I I I I O
24 —3/7 0

Mochte man mehrere LGS mit gleicher Systemmatrix (jedoch verschiedenen rechten Seiten)
16sen, bietet es sich an, die Systemmatrix um alle diese Spalten zu erweitern und den GauBal-
gorithmus fiir alle rechten Seiten gleichzeitig durchzufiithren. Ein spezielles Problem dieser Art
ist die Matrizinversion:

Gegeben sei eine invertierbare Matrix A € R™*"™,

Gesucht ist eine Matrix X € R™*" mit AX = I,,.
Die Spalten x; € R™ der Matrix X kann man durch Losen der Gleichungssysteme
Az =e€; i=1,...,n (7.7)

finden. Man muss also n Gleichungssysteme mit derselben Koeffizientenmatrix A lésen und
dann die Inverse X = A~! aus ihren Spalten x; zusammensetzen. Das ist das einfachste und
stabilste Verfahren zur Matrixinversion.

7.6 Determinanten

Das Gleichungssystem
aj1ry +ajpre = by

a2171 + axry = by
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ist fiir jede rechte Seite b = (b1, b2) eindeutig losbar, falls

aiiaz — aizaz; # 0

gilt. Den Ausdruck aijage — aj2a21 bezeichnet man als Determinante der 2 x 2-Matrix A = (aij).
Schreibweise ist det A (oder auch |A]), also

d ailp a2 L
et = a11a22 — a12a21.
az; a2

Um allgemein die Determinante einer n x n-Matrix zu definieren, benottigen wir zunéichst den
Begriff der Permutation. Unter einer Permutation der Zahlen 1,2, ..., n versteht man eine Um-
ordnung dieser Zahlen, z.B. (fiir n = 4)

1 2 3 4
312 4/
Jeder solchen Umordnung entspricht eine bijektive Abbildung ¢ : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}.
Im Beispiel von oben ist
e(l) =3, ¢(2) =1, ¢(3) =2, ¢(4) =4.

Zu gegebenem n € N bezeichne S, die Menge aller moglichen Permutationen von 1,2,...,n.
Fiir ¢ € S, setzen wir

o) —pJ
wno— ] <2_.<>
i J
1<)

(Produkt iiber alle 7,7 € {1,...,n} fiir die i < j gilt). sgn ¢ heiit Signum von .
Beispiel 7.6.1:
1 2 3 .
< 5 1 9 ), also p € S3 mit (1) =3, ¢(2) =1, ¢(3) =2.
Hier ist das Produkt iiber die Indizes (4, j) = (1,2), (1,3), (2,3) zu bilden.
(1) —o(2) »(1)—9B) »(2)—¢B) _ B-1)-3-2)-(1-2)

~ SRy 1-2 1-3 23 (1-2) (1-3)-(2-3)

Es gilt immer entweder sgny = 1 oder sgny = —1. Im ersten Fall heifit die Permutation ¢
gerade, sonst ungerade.

Bemerkung 7.6.2. Jede Permutation kann durch mehrfaches Austauschen von jeweils zwei
Elementen erzielt werden. Fiir eine (un-)gerade Permutation benttigt man eine (un-)gerade
Anzahl von Vertauschungen.

Definition 7.6.3 (Determinanten). Sei A € M, ,, mit A = (a;;). Dann heifit

Z (sgn @)awu)az@@) ©* Qnp(n)
<PGS7L

die Determinante von A, geschrieben als det A oder

ailr - Qln

ap1 -+ Onpn



7.6. DETERMINANTEN

105

Beispiele 7.6.4: (a) n=1, A= (aj1). Hier ist det A = a;;.
1 2 1 2
(b) n = 2; mogliche Permutationen: 1 2 2 1 ) . Dies liefert
gerade ungerade

ail a2
a1 a2

= 411022 — 412021

(c) n = 3; Wir notieren nur das Ergebnis:

ail a2 a3
a1 a2 G23 | =+ a11a22a33 + A12623a31 + A13021032
az1 asz2 as3

— 13022031 — 011023032 — 112021033

Dies lésst sich folgendermafien merken (Regel von Sarrus):

Schreibe die ersten beiden Spalten der Matrix nochmals rechts neben die Determinante.
Bilde die Produkte entlang den Diagonalen von links oben nach rechts unten (+) und von

rechts oben nach links unten (—):

aii a12 a3 ai1 a2
/. /. /
a21 a22 a23 a21 a22
/ /. /.
aszi a32 az3 azi a32
— - — + + +

Versehe die Produkte mit dem Vorzeichen laut Skizze und addiere auf.

Beachte: Die Regel von Sarrus gilt nur fiir 3 x 3-Matrizen!

(d) A sei eine ,Dreiecksmatrix* der Form

all “ e PR aln
A 0 ax - a
0 e 0 A,
Dann gilt | det A = a11 - a2 - - - - apy. | Insbesondere ist det I,, = 1. Die konkrete Berechnung von

det A erfolgt fiir n > 3 am zweckmifligsten durch Anwendung des Gaufl-Algorithmus. Es ist
auch das Zuriickfithren auf die Berechnung kleinerer Determinanten mdoglich nach Satz [7.6.9
Das ist aber fiir grofle Matrizen zu aufwéndig.

Satz 7.6.5 (Laplace’scher Entwicklungssatz). Sei A = (a;j) € My, ,,. Dann gilt:

det A = Z(—l)”j a;j det S;; (Entwicklung nach der i-ten Zeile)
j=1

det A = Z(—l)”j a;j det S;; (Entwicklung nach der j-ten Spalte)
i=1

Dabei ist S;; diejenige Matrix, die aus A durch Streichung der i-ten Zeile und j-ten Spalte

entsteht.
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Beispiel 7.6.6:

-1 4 2 1
1 -2 1

1 0 0 3
-1 2 -1

Giinstig ist hier die Entwicklung nach der 3. Zeile, da diese nur zwei Eintrige # 0 enthélt! Dies
liefert

2 1 -1 4 2
= (=¥t 1 -2 1|+ (=133 2 1 =2
-1 2 -1 3 -1 2

Jetzt kann mit der Regel von Sarrus weitergerechnet werden

=8-2+2-2-8+42-3-(—2-24—-4—-6+2—16) = 150.
Rechenregeln fiir Determinanten. Fiir A, B € M, ,, gelten

1. det(A- B) = det A det B

2. det A=l = L, falls A invertierbar ist
det A

3. det AT =det A

Zur Formulierung der nachfolgenden Regeln bezeichnen wir die Spalten von A = (a;;) mit
a',...,a™ und schreiben det(a',...,a") fiir det A. Es gilt

4. det(al,...,a""t Xat, it . a™) = Mdet(al,. .., a" L at 0t L a™)
5. det(al,...,aifl',ai—kb',ai“,...,a") =det(al,...,a"1,a", ", ... a")
+det(al,..., a1 b,att, ... a")

6. Beim Austausch zweier Spalten (oder Zeilen) von A wechselt det A das Vorzeichen.
7. Sind zwei Spalten (oder Zeilen) von A gleich, so ist det A = 0.

8. Addition des A-fachen der i-ten Spalte (Zeile) von A zur j-ten Spalte (Zeile) &ndert det A
nicht, wenn i # j ist.

Die Regeln (f) und (h) werden auch bei der Losung eines LGS mit dem Gauf-Algorithmus
verwendet.

Satz 7.6.7. Sei A € M, ,(R). Dann sind dquivalent:

1. det A #£ 0.
2. A ist invertierbar.
3. Ax = b ist fiir jedes b € R™ eindeutig 16sbar.

Bemerkung 7.6.8. Teil (c) bedeutet, dass Az = 0 nur die Losung x = 0 hat. Also folgt: Az =0
hat Losungen = # 0 < det A = 0.
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Satz 7.6.9. Seien a1, ...,a, € R". Dann sind dquivalent:

(i) ai,...,ay sind linear unabhéngig.

(ii) det A # 0, wenn A die Spaltenvektoren ay,...,a, hat.

Fiir kleine n kann Ax = b sinnvoll mit folgender Determinanten-Regel formelméflig gelost wer-
den:

Satz 7.6.10 (Cramer-Regel). Sei A = (o) € My, »(R) mit det A # 0 und sei b € R™. Dann ist
die eindeutige Losung von Ax = b durch

1
"y

= — N .:1...
s detAdetCZ i R 7}

gegeben. Dabei ist

ap o aiie1 b oo o aig

Qpl  crr Ong—1 bn, Qpit+l1 " Qpn
d.h. die i-te Spalte von A wird durch b ersetzt.
Bemerkungen 7.6.11: (i) Im Spezialfall n = 3 kann die Determinante als Merkregel fiir das

Vektorprodukt (auch duBeres Produkt) z x y fiir 2,y € R3 formal verwendet werden. Die
Einheitsvektoren in Richtung der Koordinatenachsen seien eq, es, e3. Dann gilt:

e1 ey e T —T

1 2 3 To T3 T T3 1 2Y3 3Y2

TXYy=|x1 T2 T3 |=e€1" — = T3Y1 — T1Y3
Y2 Y3 Yy Y3 yr Y2

Yy Y2 Y3 T1Y2 — T2Y1

(ii) Zur Berechnung des Spatproduktes (d.h. (x x y, z)). Es ist

1 Y1 2
(xxy,z)=| 20 Y2 2o | fiirz,y,z € R3.
r3 Y3z z3

|(x X y, z)| ist das Volumen des von z,y, z aufgespannten Spates.

yc
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7.7 Anwendung der Linearen Algebra in der Geometrie

Die Sprache der Vektorrechnung ist wie bereits zu Beginn des Kapitels erwihnt ein starkes
Hilfsmittel zur Behandlung elementargeometrischer Fragen. Wir wollen dieses noch kurz im
zweidimensionalen und im n#chsten Abschnitt im dreidimensionalen Fall beleuchten.

7.7.1 Geometrie in der Ebene

Wir beginnen mit dem schon frither kurz angeklungenen Begriff der Gerade.

Definition 7.7.1. Seien u,v € R? mit v # 0. Dann heifit g := {u + Av : A € R} eine Gerade.
Der Vektor u wird Aufpunkt und v Richtungsvektor der Gerade genannt.

Diese Form der Darstellung der Geraden heiflt Parameterdarstellung.

Bemerkung 7.7.2. Oft wird eine Gerade durch 2 Punkte P,Q € R? gegeben (Zwei-Punkte-

Form). Dann kann man u = O? und v = ]@ in der Parameterdarstellung nehmen.

Bemerkungen 7.7.3: (i) Seien a,b,c € R und @ und b seien nicht beide Null. Dann ist die
Losungsmenge der Gleichung azq + bry = ¢ immer eine Gerade (vgl. Satz [7.4.3). Eine
solche Gleichung heifit darum auch Geradengleichung.

(ii) Umgekehrt ldsst sich auch jede Gerade als Losungsmenge einer solchen Gleichung auffassen.
Um das einzusehen sei g eine Gerade mit Aufpunkt u und Richtungsvektor v. Dann ist
r = (x1,22)" € g, genau dann wenn es ein A € R gibt mit u + A\v = x, d.h. es muss
u1 + Avp = x1 und ug + Ave = x9 gelten.

Da v # 0 ist, muss v; # 0 oder vy # 0 gelten. Wir beschridnken uns auf den Fall vy # 0,
der andere geht analog. Dann kénnen wir die erste Gleichung nach A auflésen und erhalten
A= (z1 — uq)/v1. Also gilt

1 —up

reg <= us+ Vg = Tg < ViU + T1V2 — U1V = XaV1

U1
< V2X1 — V12 = U1V2 — V1U2

und das ist eine Gleichung wie in mit a = v9, b = —v1 und ¢ = v — Vi3Us.

FEin und dieselbe Gerade hat viele verschiedene Darstellungen als Gleichung, so haben z.B. die
beiden Geradengleichungen 1 — 9 = 1 und 227 — 2x2 = 2 offensichtlich die selben Lésungen.
Unter diesen verschiedenen Darstellungen einer Geraden als Gleichung wollen wir eine besonders
praktische gesondert erwéhnen.

Seien dazu u € R%, v € R?\ {0} und g = {u + Av: A € R}. Da v # 0 ist, gibt es einen Vektor
n € R?, der orthogonal zu v ist und ||n|| = 1 erfiillt. Dies ist ein Normaleneinheitsvektor von g.
Mit diesem gilt nun

g={zx= (a:l,:rg)T eR?: (n,z) = (n,u)},

d.h. g ist durch die Gleichung nix1 +noexs = niuj +nous gegeben. Diese Geradengleichung heif3t
Hesse-Normalform (HNF) von g.
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Beispiel 7.7.4: Sei g = {< 1 > + < _1 ) :)\GR}

Hier ist also v = (—1,1)T und ein dazu senkrechter Vektor ist z.B. (1,1)7, wir nehmen also als
Normaleneinheitsvektor

(1)
n=-—
V2 \ 1
und erhalten als Hesse-Normalform von g
1 1 1 1 1 1

Ein Grund fiir die Wichtigkeit der Hesse-Normalform ist, dass damit Abstandsbestimmungen
einfach sind, denn es gilt der folgende Satz.

Satz 7.7.5. Sei ¢ C R? eine Gerade mit HNF az; + bxs = ¢ und sei w € R2. Dann ist der
Abstand von w zu g gegeben durch |aw; + bws — ¢|. Insbesondere ist |c| der Abstand von g zum
Ursprung.

Fiir die Gerade aus Beispiel bekommen wir also sofort v/2 fiir den Abstand zum Ursprung.

Beispiel 7.7.6: Gegeben sind zwei Geraden

() () ren) e fo()ones)

und gesucht ist deren Schnittpunkt, sowie der Schnittwinkel zwischen den beiden Geraden.

Schnittpunkt: Ein Punkt z € R? ist der Schnittpunkt der beiden Geraden, wenn x € g N go
liegt, wenn es also reelle Zahlen A und p gibt mit

(Y=Y r (1) w2 r( )= (1),
Dieses LGS lésst sich leicht 16sen:
(—2 11> “ <0 —13) -1 <0 1—3>
1 -1/1 -2 1 —-1|1 — 1 0]-2)°
Damit ist 4 = —2, d.h. wir bekommen z = —2- (=2,1)T = (4, —2)T als Schnittpunkt.

Schnittwinkel: Der Schnittwinkel der beiden Geraden ist gerade der Winkel zwischen den
beiden Richtungsvektoren v; und vy. Fiir diesen Winkel ¢ gilt die Beziehung (vi,v2) = ||v1]| -
||v2]| - cos(ep), also ist

Ay
(DI

Das ergibt mit dem Arcuscosinus ¢ ~ 0,32175 ~ 18, 43°.
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7.7.2 Geometrie im Raum

Wir wenden uns nun dem Raum R? zu. Die Definition einer Gerade bleibt hier unverindert die
selbe wie in R?, hinzu kommt als flaches geometrisches Gebilde die Ebene.

Definition 7.7.7. Seien u,v,w € R und v und w seien linear unabhiingig. Dann ist die Para-
meterdarstellung der Ebene mit Aufpunkt v und Richtungsvektoren v und w gegeben durch

E:={u+ X+ pw:\uecR}

Bemerkung 7.7.8. Eine Ebene wird eindeutig festgelegt durch die Angabe von drei Punkten
P,Q, R € R3, die nicht auf einer Geraden liegen, d.h. fiir die die Vektoren I@ und ﬁ linear
unabhéngig sind. Dann bekommt man eine Parameterdarstellung z.B. mit der Wahl v = OP,
v = I@ und w = P

Auch in R3 gibt es einen direkten Zusammenhang zwischen Geraden, bzw. Ebenen und den
Losungsmengen von linearen Gleichungssystemen. Ist A € M33(R) und b € R3, so ist die
Losungsmenge von Az = b genau dann eine Gerade, wenn rg A = 2 und b € Im(A) ist. Umgekehrt
gibt es auch zu jeder Geraden wieder ein solches Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und
drei Unbekannten.

Eine Ebene erhilt man als Losung von Ax = b, falls rg(A) = 1 ist und b € Im(A) liegt und
auch hier gibt es zu jeder Ebene wieder eine Gleichung, als deren Losungsmenge sie auftritt,
eine Fbenengleichung.

Wir betrachten zunéchst ein Beispiel fiir eine Gerade.

Beispiel 7.7.9: Es sei

1 1
g:= 0 |+A 1 ]:2eR
1 -1

Die Elemente = € g erfiillen jeweils fiir ein A € R die Gleichungen 1 = 1 + A, zo = A und
x3 =1 — A. Setzt man in der ersten und dritten Gleichung die zweite ein, erhélt man das LGS

r1 — T2 = 1
T2+ T3 = 17
dessen Losungsmenge genau g ist.

Im R? kann es keine Hesse-Normalform fiir Geraden geben, denn es gibt ja nun unendlich viele
verschiedene Richtungen, die senkrecht zu einer gegebenen Gerade stehen. Dafiir klappt es hier
bei Ebenen, denn diese haben eine ausgezeichnete orthogonale Richtung.

Sei also E C R? eine Ebene mit Aufpunkt « und linear unabhiingigen Richtungsvektoren v und
w. Dann gibt es einen Vektor n € R3, der senkrecht auf v und auf w steht und ||n|| = 1 erfiillt.
Dieser ist bis auf ein Vorzeichen eindeutig und heif3t Normaleneinheitsvektor von E. Es gilt dann

E={zeR’: (n,z) = (n,u)},

d.h. F ist die Losungsmenge der Gleichung nixi 4+ nexs + ngxs = niuy + naus + nyus. Diese
Ebenengleichung heifit Hesse-Normalform (HNF) von E.
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Beispiel 7.7.10: Wir bestimmen die HNF von

1 0 1
E = O J+Al 1 J+pul 1 ):NueR
0 0 1

Hier ist also v = (0,1,0)T und w = (1,1,1)T. Ein zu diesen beiden Vektoren senkrechter Vektor
ist offensichtlich (1,0, —1)T, wir wihlen also

1 1
n—=-—

0
V2 4

(Dieses Rateverfahren sto8t natiirlich bei komplizierteren Vektoren an seine Grenzen, eine rech-
nerische Methode den Normaleneinheitsvektor zu finden werden wir in Kiirze kennenlernen.)

Wegen (n,z) = 1/v/2x1 — 1/v/2x3 und (n,u) = 1/4/2 ist damit die HNF von F

1 1 1
—T — —(=I3 = —=.
NN RN

Auch hier gilt der Satz, dass wir Abstédnde direkt mit der HNF ausrechnen kénnen:

Satz 7.7.11. Sei E C R3 eine Ebene mit HNF ax; + bz + cx3 = d und w € R3. Dann ist der
Abstand von w zu E gegeben durch |aw; 4+ bws 4+ cws — d|. Insbesondere ist der Abstand von E
zum Ursprung gleich |d|

Beispiel 7.7.12: Wir bestimmen den Schnittpunkt von g aus Beispiel und der Ebene aus
Beispiel [7.7.10l Wir hatten dort jeweils gesehen, dass

1 — X2

und z€F <— 1 —x3=1.
T2+ T3 =

x€g<:>{

Der Schnittpunkt muss also alle drei Gleichungen gleichzeitig erfiillen. Das fiihrt uns auf das
LGS

1 -1 o]1\ -1 1 -1 of1 q 0 -1 0]-1/2
0 1 1|1 )« 9 ~ 1|2 0 03] «(=1/2) ~ |1 0o 0| 3/2
1 0 —-1|1 1 1 0 —-1|1 - 0 0 —1[-1/2

Also ist x = (3/2,1/2,1/2)T der Schnittpunkt von g und E.

Definition 7.7.13. Seien x,y € R? und x = (21,2, 23)", sowie y = (y1,%2,%3)". Dann heift

r1 1 T2Y3 — Y213
TXY= T2 X Y2 = Y173 — T1Y3
z3 Y3 T1Y2 — Y122

Kreuzprodukt oder Vektorprodukt oder duferes Produkt von x und y.

Beispiel 7.7.14:

1 0 ~1-(-2)—-3-2 —4
-1 | x| 3 |= 0:2-1-(=2) | =] 2
—2 1-3—0-(=1) 3
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Bemerkungen 7.7.15: (i) Zwei Vektoren z,y € R? sind genau dann linear abhiingig, wenn
x xy =0 gilt.

(i) Sind z,y € R3 linear unabhiingig und ist o der Winkel zwischen 2 und y (dieser ist dann
weder Null noch 7), so ist  x y der eindeutig bestimmte Vektor mit

e 1 x y steht sowohl auf x als auch auf y senkrecht
o llzxyl = Illz] - llyll - sin(c)
e x., y und x X y bilden ein Rechtssystem.

vXw

Toxwl] ein Normaleneinheitsvektor

(iii) Sind v,w € R? Richtungsvektoren einer Ebene F, so ist
von B.

Rechenregeln: Seien u,v,w € R3 und A € R. Dann gilt

l. uxv=—(vxu) (Anti-Kommutativitét)
2. A (uxv)=(Au) xv=ux(\) (Assoziativitit)
B.ux (v+w)=uxv+uxw (Distributivitit)

4. ux (vxw)={u,wyv — (u,v)w.

Das Kreuzprodukt hat noch eine weitere anschauliche Anwendung.

Definition 7.7.16. Seien u,v,w € R3. Die Zahl (u,v x w) heilt Spatprodukt von u, v und w.

Bemerkungen 7.7.17: (i) Der Betrag des Spatproduktes entspricht genau dem Volumen
des von den Vektoren u, v und w aufgespannten Parallelotops. Dabei ist das Vorzeichen
positiv, wenn die Vektoren u, v, w ein Rechtssystem und negativ, wenn sie ein Linkssystem
bilden.

(ii) Rechenregeln:

o (u,v X w)= (w,uxv)=(v,w X u)

o (u+v,vxw) = (u,(v+u) Xw) = (uvx((u+w)) = (uvxw)

(iii) Das Spatprodukt von u,v,w € R? ist genau dann Null, wenn diese in einer Ebene liegen.

Beispiel 7.7.18: Das Spatprodukt der drei Standardbasisvektoren ist

1 0 0 1 1
<61,62X63>:< 0 s X 0 >=< 0 5 0 >:,
0 0 1 0 0

in Ubereinstimmung damit, dass das Volumen eines Wiirfels mit Seitenlinge Eins Eins ist.

—_
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algebraische,
Gleichungssystem, [T03]
globales Extremum,
Grad eines Polynoms,
Graph,

der Umkehrfunktion,
Grenzwert,

linksseitiger,

rechtsseitiger, [47]

von Funktionen,
Grenzwertsitze, [3§]
Grenzwertsitze

fiir Funktionen, [4§]

Hadamard-Formel,
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Haufungswert einer Folge, [37] konvergente
halboffenes Intervall, Folge,
harmonische Reihe, (] Reihe, [7]
H#ufungspunkt einer Menge, [47] uneigentliche Integrale,
Hauptsatz der Algebra, Konvergenzradius,
Hauptsatz der Differential- und Integralrech- Koordinaten,
nung, [71] Kreuzprodukt,
Heron-Verfahren, Kroneckersymbol, [94]
Hesse-Normalform, [108] [110]
hinreichend, Lagrange-Restglied,
héhere Ableitungen, Laplace’scher Entwicklungssatz, [105]
homogenes lineares Gleichungssystem, [07] lee're 1‘\/Ieng'e,
Hopital, Regel von de L’, L?1bnlz—Kr1ter1um,
Hyperbolische Funktionen, [27] Limes, [37]
linear abhéngig,
i, 32 linear unabhéngig, [8§|
Ikosaeder, lineare Abbildung,
imaginéire Einheit, lineares Gleichungssystem,
Imaginirteil, homogenes, [07]
Implikation, inhomogenes,
Index einer Folge, Linearkombination,
indirekter Beweis, [f] linksseitiger Grenzwert,
Induktionsanfang, [6] Lésungsmenge,
Induktionsschritt, [7] Logarithmus
inhomogenes lineares Gleichungssystem, [97] dekadischer,
injektiv, natiirlicher,
inneres Produkt, [87] lokales Extremum, [60]
Integral
bestimmtes, Majorantenkriterium
unbestimmtes, fiir Reﬂ?en,
uneigentliches, fi.ir uneigentliche Integrale, [81]
integrierbare Funktion, Mantllsse,
Interpolationspolynom, Matrix, @
Intervall, Abbﬂdungs—,
abgeschlossenes, inverse, 0]
halboffenes, invertierbare, [04]
offenes, quadratische,
Intervalllinge, regulére, I@
inverse Matrix, [94] t‘ransponlerte, 96
invertierbare Matrix, Matrizenprodukt, [92]
irrationale Zahlen, maximaler Definitionsbereich,
Iterationsverfahren, Newtonsches, Maximum
globales,
Kartesisches Produkt, lokales,
Kern einer Matrix, strenges lokales,
Kettenregel, Menge, [3]
komplexe Zahlen, leere,
Konjugation, [33] Mengendifferenz,
konjugiert komplexe Zahl, Minimum
Konjunktion, globales,

Kontrapositionsgesetz, [2] lokales, [60]
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strenges lokales,
Minorantenkriterium

fiir Reihen, [44]

flir uneigentliche Integrale,
Mittelwertsatz,

der Integralrechnung,
monoton fallende

Folge, [37]

Funktion,
monoton w achsende

Funktion,
monoton wachsende

Folge,
monotone

Folge, [37]

Funktion,
Multiplikation mit Skalaren

in R™, [8H|

von Matrizen,

natiirliche Zahlen, [4]
natiirlicher Logarithmus,
Negation,
Newton-Cotes-Formeln, [83]
Newton-Verfahren,
Norm,
Normaleneinheitsvektor

einer Ebene, [110

einer Geraden,

normalisierte Gleitpunktdarstellung,

normierter Vektor, [87]
notwendig,

n-te Wurzel,

Nullfolge,

Nullstelle,

Nullvektor,

numerische Integration,

Obermenge,

offenes Intervall, [T1]
Oktaeder,
orthogonale Vektoren, [87]
Ortsvektor,

Parallelotop, [T12]

Parameterdarstellung einer Ebene, [L10

Partialbruchzerlegung,
Partialsumme,
partielle Integration,
Pascal’sches Dreieck, [9]
periodische Funktion, [29]

Permutation, [104]

gerade,

ungerade,
Platonische Korper,
Polarkoordinaten,
Polynom,

-grad,

interpolierendes, [83]
Potenzreihe,
pg-Formel,
Produktregel,
Produktzeichen,
Projektion,
Pythagoras

trigonometrischer,

quadratische Ergéinzung, [I9]
quadratische Matrix,
Quadratur,
Quotientenkriterium,
Quotientenregel,

Rang,
rationale Zahlen,

Realteil,
rechtsseitiger Grenzwert, [47]
reelle Zahlen,
Regel von de L’Hopital,
Regel von Sarrus,
regulire Matrix,
Reihe,
absolut konvergente,
alternierende, [42]

alternierende harmonische,

divergente,
Exponential-,
geometrische,
harmonische,
konvergente,

-nwert, [47]
Potenz-, [44]

rekursiv definierte Folge, [36]
Restglied von Lagrange,
Richtungsvektor

einer Ebene, [110

einer Gerade,
Riemannsumme, [69]
R™
Rolle, Satz von,

Sarrus
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Regel von, [105]
Satz

Laplace’scher Entwicklungs-, [I05]
von Rolle,
von Taylor,
Satz vom ausgeschlossenen Dritten,
Satz vom ausgeschlossenen Widerspruch,
Signum,
einer Permutation, [104]
Simpsonregel,
Sinus, [24]
Sinus hyperbolicus, [27]
Sinussatz, [26]
Skalar, [85]
Skalarprodukt,
Spat, [107]
Spatprodukt,
Spiegelung,
Stammfunktion,
Standardbasis,
stetig ergéinzbar,
Stetigkeit, [47]
Strecke, [86]
streng monoton fallende
Folge, [37]
Funktion,
streng monoton wachsende
Folge,
Funktion,
streng monotone
Folge,
Funktion,
strenges lokales Extremum,
Substitutionsregel, [73]
Summenzeichen, [7]

surjektiv, 27]

Tangens, [20]

Taylor, Satz von,
Taylorpolynom,
Taylorreihe,
Teilmenge,

Teilraum,

Tetraeder,
Tetraederwinkel,
Transitivitét, [J]
transponierte Matrix, [96]
Trapezregel,
trigonometrischer Pythagoras, [25]

iiberabzéhlbar, [f]

Umkehrfunktion, [27]
Ableitung der,

unbestimmtes Integral, [72]

uneigentliches Integral,
absolut konvergentes,
divergentes,

konvergentes,
ungerade Funktion,

ungerade Permutation, {104
Ungleichung, [
Bernoulli’sche,

Dreiecks-, [11], B3]

Unterraum, [89]

Vektor,

Addition, [85]

Multiplikation mit Skalar,

normierter, 87
Vektorprodukt,
Vereinigung, []

Verkettung,
vollsténdige Induktion, [6]

Wiirfel,
Wahrheitstafel, [2]
Wendepunkt,
Wertebereich, [23]
Widerspruchsbeweis, [f]
Wurzel,

n-te, [10]
Wurzelkriterium,

Zahlen
ganze, [4]
irrationale,
komplexe,
natiirliche,
rationale, [4]
reelle,
Zahlengerade, ]
Zerlegung,
Feinheit einer,
Zwei-Punkte-Form einer Geraden,
zweite Ableitung,
Zwischenwertsatz, [49]
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