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Einleitung

In dieser Vorlesung soll eine Einfilhrung in die Theorie der Banach- und C*-
Algebren gegeben werden. Diese Algebren werden seit ca. 80 Jahren intensiv
untersucht. Mittlerweile verfiigt man iiber eine tiefgehende und komplexe Theo-
rie der C*-Algebren, die ihre Stérke in zahlreichen und vielfaltigen Anwendungen
in verschiedenen Gebieten der Mathematik (Operatortheorie, Mafitheorie, Topo-

logie,

Gruppentheorie, Geometrie, Zahlentheorie, etc.) unter Beweis gestellt hat.

Meinen personlichen Interessen entsprechend werde ich versuchen, den Anwen-
dungsaspekt in der Operatortheorie stiarker zu betonen.
Es gibt eine Reihe ausgezeichneter Biicher iiber Banach- und C*-Algebren wie

etwa

Arveson: An Invitation to C*-Algebras, Springer 1976 (recht knapp),
Bonsall, Duncan: Complete Normed Algebras, Springer 1973,

Bratteli, Robinson: Operator Algebras and Quantum Statistical Mechanics,
[, Springer 1979 (leicht zu lesen, anwendungsorientiert),

Davidson: C*-Algebras by Example, AMS 1996 (zahlreiche konkrete Alge-
bren und Anwendungen),

Dixmier: C*-Algebras, North Holland 1982 (ein Klassiker),

Douglas: Banach Algebra Techniques in Operator Theory, Academic Press
1972 (angenehm zu lesen, Anwendungen in Operatortheorie),

Kadison, Ringrose: Fundamentals of the Theory of Operator Algebras I-
IV, Academic Press, AMS, Birkhéuser (umfassende Darstellung, zahlreiche
Ubungsaufgaben mit vollsténdigen Losungen),

Murphy: C*-Algebras and Operator Theory, Academic Press (gut lesbare
Einfiihrung),

Pedersen: C*-Algebras and their Automorphism Groups, Academic Press
1979 (anspruchsvoll, vielleicht DAS Buch iiber C*-Algebren),



e Rickart: General Theory of Banach Algebras, van Nostrand 1960 (klassische
Darstellung),

e Connes: Non-commutative Geometry, Academic Press 1994 (kein Lehrbuch,
keine Monographie - eher eine Vision und eines der aufsehenerregendsten
Biicher der letzten Jahre).



Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Definitionen und Beispiele fiir Algebren

Wir betrachten in dieser Vorlesung ausschliefllich Vektorrdume iiber dem Korper
C der komplexen Zahlen. Ein komplexer Vektorraum .4 mit einer bilinearen Ab-
bildung

AxA— A, (a,b)— ab (1.1.1)

heifit eine Algebra, wenn
(ab)e = a(bc) fiir alle a, b, c € A.

Wir nennen die Abbildung (1.1.1) Multiplikation und ab das Produkt von a und b.
Eine Teilmenge einer Algebra A heif3t eine Unteralgebra von A, wenn sie beziiglich
der in A erklarten Operationen ebenfalls eine Algebra ist. Eine Algebra A heif3t
kommutativ, wenn ab = ba fiir alle a, b € A.

Eine Algebra heiit unital (oder eine Algebra mit Einselement), wenn es ein
Element e € A gibt mit ae = ea = a fiir alle a € A. Wenn es ein solches Element
gibt, so ist es eindeutig bestimmt und heiflt das Finselement von A. Wir werden
meist verlangen, dass e # 0.

Eine Algebra A heifit normiert, wenn auf dem unterliegenden Vektorraum
eine Norm gegeben ist, die submultiplikativ in folgendem Sinn ist:

lab|| < [la|| ||b]] fiir alle a, b € A.
Ist A beziiglich dieser Norm vollstandig, so heifit A eine Banachalgebra.

Lemma 1.1.1 In einer normierten Algebra ist die Multiplikation stetig.

Beweis. Aus a,, — a und b,, — b folgt
lanbn — abl| = [|anby — ab, + ab, — abl| < ||an, — al| [|ba ]| + [la]| b, — b]|-

Da die Folge der ||b,|| beschrankt ist, folgt die Behauptung. ]
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Eine Algebra A heifit Algebra mit Involution, wenn sie mit einer Abbildung a —
a* versehen ist, so dass fiir alle a, b € A und alle A\, u € C gilt:

e (a")* =aq,
e (\a+ ub)* = \a* + mb*,
o (ab)* =b*a*.
In einer involutiven Algebra gilt 0* = 0; in einer involutiven Algebra mit Eins e

gilt e* = e.
Eine Banachalgebra 4 mit Involution heifit Banach-x-Algebra, wenn

l|la*|| = ||a]| fir alle a € A. (1.1.2)
Gilt in einer Banachalgebra mit Involution sogar
llaa*|| = ||a||* fiir alle a € A, (1.1.3)
so heiit A eine C*-Algebra.

Lemma 1.1.2 Das C*-Aziom (1.1.3) impliziert (1.1.2).

Beweis. Fiir a = 0 ist die Behauptung offenbar richtig. Sei also a # 0. Dann
folgt aus ||a||* = ||aa*|| < ||la]|||a*||, dass ||a]| < ||a*|]. Dann ist aber auch ||a*| <
[(a*)*[| = llall, also [la]| = [a*]. =

Das C*-Axiom (1.1.3) kann auch in der Form
la*al| = ||a||* fiir alle a € A
formuliert werden. Aus (1.1.3) und Lemma 1.1.2 folgt ndmlich
la*all = [la*(a*)"|| = [la"[|* = flal*

Beispiel 1.1.3 Ist X ein normierter linearer Raum iiber C, so ist die Menge
L(X) der linearen beschrinkten Operatoren auf X eine normierte Algebra bzgl.
der iiblichen Operationen und der durch die Norm auf X induzierten Opera-
tornorm. Das Einselement von L(X) ist die identische Abbildung I. Ist X ein
Banachraum, so ist L(X) eine Banachalgebra.

Im Falle X = H eines Hilbertraums ist auf L(H) eine Involution A — A*
durch

(Az, y) = (z, A'y) firallez, y e H

definiert, die L(H) zu einer Banach-x-Algebra macht. Wir iiberlegen uns, dass
L(H) sogar eine C*-Algebra ist. Fiir beliebiges A € L(H) gilt:
|AI? = sup{(Az, Ax):z € H, ||z| =1}
= sup{(z, A"Az) :x € H,||z|]| =1}
sup{||A*Az|| : x € H,||z|| = 1}
| A Al
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Die umgekehrte Ungleichung [|A*A|| < [|A*|| |All = [JA]|* gilt offenbar ebenso.
Aus ||A]| = ||A*|| folgt somit das C*-Axiom.

Ist X ein Banachraum, so ist mit L(X) auch jede abgeschlossene Unteralgebra
von L(X) eine Banachalgebra. Ist H ein Hilbertraum, so ist mit L(H) auch
jede abgeschlossene und symmetrische Unteralgebra A von L(H) eine C*-Algebra
(symmetrisch heifit: b € A = b* € A). Wir werden spéter einen zentralen Satz
beweisen, der besagt, dass auch die Umkehrung dieser Aussage richtig ist:

Jede C*-Algebra ist im wesentlichen von dieser Gestalt.

Insbesondere bildet die Menge K(X) der kompakten Operatoren auf einem Ba-
nach- bzw. Hilbertraum X eine Banach- bzw. C*-Algebra. Falls X unendlich-
dimensional ist, besitzt K(X) kein Einselement.

Beispiel 1.1.4 Zur Erinnerung: ein topologischer Raum X heifit kompakt, wenn
sich aus jeder Uberdeckung von X durch offene Mengen eine endliche Uberde-
ckung auswéhlen ldsst. Der Raum X heiflt lokal-kompakt, wenn jede Umgebung
jedes Punktes = € X eine kompakte Umgebung von z enthélt, d.h. wenn X eine
Umgebungsbasis aus kompakten Mengen besitzt.

SchlieBlich heit X Hausdorffsch (oder ein Ty-Raum), wenn es zu je zwei
verschiedenen Punkten z, y € X offene Umgebungen U,, U, von x bzw. y mit
U.NU, = 0 gibt. Ist X Hausdorffsch und besitzt € X eine kompakte Umgebung,
so enthélt jede Umgebung von = eine kompakte Umgebung.

Sei nun X ein kompakter Hausdorff-Raum. Dann ist jede stetige komplexwer-
tige Funktion f auf X beschriankt, und die Funktion z + |f(z)| nimmt ihr Su-
premum auf X an. Die Menge C'(X) aller stetigen komplexwertigen Funktionen,
versehen mit punktweisen Operationen, der Supremumsnorm (Maximumsnorm)
und der Involution

)= f(z), zeX, (1.1.4)
bildet eine kommutative C*-Algebra mit Einselement x +— 1.

Ist X ein lokal-kompakter Hausdorff-Raum, so bildet die Menge Cy(X) der
komplexwertigen stetigen Funktionen auf X, die im Unendlichen verschwinden,
beziiglich punktweiser Operationen, der Involution (1.1.4) und der Supremums-
norm ebenfalls eine C*-Algebra. Diese besitzt kein Einselement, falls X nicht
kompakt ist. (Man sagt, dass eine Funktion f : X — C im Unendlichen ver-
schwindet, wenn es zu jedem ¢ > (0 eine kompakte Menge K C X so gibt, dass
|f(z)| <e firallex e X\ K.)

Wir werden spéter sehen, dass jede kommutative C*-Algebra von der Gestalt
Co(X) mit einem lokal-kompakten Hausdorff Raum X und jede kommutative C*-
Algebra mit Einselement von der Gestalt C'(X) mit einem kompakten Hausdorff-
Raum X ist.



Beispiel 1.1.5 Sei I'(Z) die Menge aller Funktionen f : Z — C mit

Il = 1f(n)] < oe.

neL

Aus der Funktionalanalysis ist bekannt, dass ['(Z), versehen mit punktweiser Ad-
dition, skalarer Multiplikation sowie mit der Norm || - ||; einen Banachraum bildet.
Man kann [*(Z) auf eine weniger offensichtliche Weise sogar zu einer Banachal-
gebra machen. Dazu ordnen wir zwei Funktionen f, g € [*(Z) ein Produkt zu,
welches in diesem Zusammenhang die Faltung von f und ¢ heifit und mit f % g

bezeichnet wird:
(f#9)(n) = f(n—k)g(k).

kEZ

Wir iiberlegen uns zunéchst, dass diese Reihe fiir jedes n konvergiert und dass
die resultierende Funktion f * g wieder in [!(Z) liegt. Dies folgt aus

SN = DD fln—k)g(k)

neL neZ | kez

< N1 B)lg(k)]

neZ ke’

= D gk D [f(n—k)|

kEZ neL

= |IFl Y gtk

kEZ

= |Ifllllgll-

Also ist f* g € IY(Z), und es gilt ||f * gll1 < [[f|lillg]l:- Um zu sehen, dass die
Faltung ['(Z) zu einer Algebra macht, iiberpriifen wir beispielsweise das Assozia-
tivgesetz. Die iibrigen Algebra-Axiome folgen ebenso leicht. Fiir a, b, ¢ € [}(Z)
und n € Z ist

((axb)xc)(n) =Y (axb)(n—k)e(k) => Y a(n—k—1b(l)c(k).

keZ keZ e’

Eine Variablenverschiebung I’ = [ + k in der inneren Summe fiihrt zu
SN aln =16 — k)e(k),
kEZ VEL

und eine Vertauschung der Summationsreihenfolge (die wegen der absoluten Kon-
vergenz der Reihe erlaubt ist) zeigt, dass ((a * b) x ¢)(n) iibereinstimmt mit

(ax(bxe)(n) =Y an—0bxc)(l) =D aln— Dbl — k)c(k).

leZ l€Z keZ



Also ist I'(Z) eine Banachalgebra, die sogenannte Wiener-Algebra. Diese ist sogar
kommutativ:

(axb)(n) =Y a(n—k)bk) =>_ a(k)b(n— k) = (b*a)(n).

keZ k'eZ

Weiter wird durch a*(n) := a(—n) eine Involution auf [*(Z) erklirt, die I'(Z) zu
einer kommutativen Banach-%-Algebra mit Einselement macht (,* Ubung).

Ganz dhnlich lassen sich auch entsprechende Algebren von Funktionen einfiih-
ren. Dazu definieren wir auf dem Raum C¢(R") der stetigen Funktionen mit
kompaktem Tréager ein wieder Faltung genanntes Produkt durch

(f*g)(z) = . flxz —y)g(y) dy

und eine Involution durch f*(z) := f(—=x). Diese Operationen machen Ce(R"™)
zu einer kommutativen und involutiven Algebra. Weiter wird durch

Iflle=| |f(y)ldy
R'VL
eine Norm auf C¢(R") erklart, fiir die gilt
1/ = (1Al and [+ gl < A9l (1.1.5)

Sei L'(R™) die Vervollstindigung des normierten Raums C¢(R™) beziiglich der
Norm || - ||;. Wegen (1.1.5) lassen sich Involution und Faltung stetig auf L'(R")
fortsetzen und machen L!'(R") zu einer kommutativen Banach-*-Algebra ohne
Eins (,* Ubung).

1.2 Homomorphismen, Ideale, Quotienten

Seien A und B Algebren. Eine lineare Abbildung W : A — B heiit Homomor-
phismus, wenn

W(ab) = W(a)W(b) fiir allea, b € A.

Haben A und B Einselemente e 4 bzw. eg, so heifit ein Homomorphismus W : A —
B unital, wenn W(e4) = eg. Sind A und B involutiv, so heiit ein Homomorphis-
mus W : A — B symmetrisch oder *-Homomorphismus, wenn W (a*) = W(a)*
fir alle @ € A. Bijektive Homomorphismen heiflen Isomorphismen; bijektive *-
Homomorphismen heifien *-Isomorphismen. Isomorphie ist eine Aquivalenzrela-
tion auf der Menge der Algebren.

Im Falle normierter Algebren interessiert man sich besonders fiir stetige Ho-
momorphismen, d.h. fiir solche mit

W (a)|| < C|la|| firalleaec A
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mit einer gewissen Konstanten C. Gibt es einen stetigen Isomorphismus einer

Banachalgebra A auf eine Banachalgebra B, so nennen wir A und B topologisch

isomorph und schreiben A = B. Nach dem Satz von Banach ist die Inverse

eines stetigen Isomorphismus wieder ein stetiger Isomorphismus. Topologische

Isomorphie ist also eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Banachalgebren.
Ein linearer Teilraum J einer Algebra A heifit ein Linksideal, wenn

aj € J firalleae A, j€J.

Analog erkldrt man Rechtsideale. Ein Teilraum, der sowohl Links- als auch Recht-
sideal ist, heifit Ideal. Die Algebra A selbst sowie der Nullraum {0} sind stets
Ideale von A. Diese heiflen die trivialen Ideale. Besitzt A nur die trivialen Ideale,
so heifit A einfach. Beispielsweise ist die Algebra C™*" der n x n-Matrizen mit
komplexen Eintriigen einfach (,* Ubung).

Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen Idealen und den Kernen

kerW:={a€ A: W(a) =0}
von Homomorphismen W : A — B von Algebren.

Lemma 1.2.1 Der Kern jedes Homomorphismus ist ein Ideal, und jedes Ideal
1st Kern eines gewissen Homomorphismus.

Beweis. Aus der linearen Algebra wissen wir, dass der Kern jeder linearen Ab-
bildung ein linearer Raum ist. Ist nun W : A — B ein Homomorphismus und
sind a € A, j € ker W, so ist

W(aj) = W(a)W(j) = 0 =W(j)W(a) = W(ja),

d.h. aj und ja liegen in ker W, und ker W ist ein Ideal.

Fiir die zweite Aussage betrachten wir den Faktorraum A/7 fiir ein Ideal J
von A. Dieser lineare Raum kann zu einer Algebra (der sogenannten Faktor- oder
Quotientenalgebra von A nach J) gemacht werden durch die Festlegung

(a+T)-b+T):=ab+ J.
Man rechnet leicht nach, dass diese Definition korrekt ist, dass die Abbildung
W:A— AT, a—~a+J

ein Homomorphismus von A auf A4/J ist (der sog. kanonische Homomorphis-
mus), und dass ker W = 7. n

Ist A eine Banachalgebra und 7 ein abgeschlossenes Ideal von A, so wird in der

Faktoralgebra A/J durch
la+ T :=inf{[la+j]|:j €T}
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eine Norm definiert, welche A/J zu einer Banachalgebra macht (,* Ubung).
Offensichtlich gilt |la + J|| < ||a|| fiir alle a € A, d.h. der kanonische Homomor-
phismus von A auf A/J ist stetig, und seine Norm ist nicht grofler als 1. Mit
diesen Aussagen erhélt man sofort:

Lemma 1.2.2 Der Kern eines stetigen Homomorphismus ist abgeschlossenes
Ideal, und jedes abgeschlossene Ideal ist der Kern eines stetigen Homomorphis-
mus.

Fiir C*-Algebren A und abgeschlossene Ideale J von A entsteht die Frage, ob
man A/J wieder zu einer C*-Algebra machen kann. Diese werden wir erst spéter
beantworten.

Beispiel 1.2.3 Fiir jeden Banachraum X ist die Menge K (X)) der linearen kom-
pakten Operatoren auf X ein abgeschlossenes Ideal von L(.X). Falls X unendlich-
dimensional ist, ist dieses Ideal nicht trivial. Fiir jeden unendlich-dimensionalen
Banachraum X heifit L(X)/K(X) die Calkinalgebra von X.

Im Falle eines separablen unendlich-dimensionalen Hilbertraums H (wie etwa
I>(N)) kann man sogar zeigen, dass K(H) das einzige nichttriviale abgeschlos-
sene Ideal von L(H) ist (wihrend es sehr viele nichtabgeschlossene Ideale gibt
wie z.B. das Ideal der Hilbert-Schmidt-Operatoren oder das der Operatoren mit
endlichdimensionalem Bild). ]

Beispiel 1.2.4 Sei X ein kompakter Hausdorff-Raum. Unser Ziel ist es, alle ab-
geschlossenen Ideale von C'(X) zu beschreiben. Man iiberlegt sich sofort, dass fiir
jede abgeschlossene Teilmenge K von X die Menge

{feCX): flx =0}

ein abgeschlossenes Ideal von C'(X) bildet. Bemerkenswerterweise gilt auch die
Umkehrung:

Theorem 1.2.5 Sei X ein kompakter Hausdorff-Raum und J ein abgeschlosse-
nes Ideal von C(X). Dann gibt es eine abgeschlossene Menge K C X, so dass

J={feC(X): flx =0} (1.2.1)

Beweis. Wir zeigen, dass die Menge K = (., fY(0) den Bedingungen des
Satzes geniigt. Als Durchschnitt abgeschlossener Mengen ist K wieder abgeschlos-
sen, und die Inklusion J C {f € C(X) : flx = 0} ist offensichtlich. Fiir den
Beweis der umgekehrten Inklusion sei f € C'(X) eine Funktion, die auf K ver-
schwindet. Wir miissen zeigen, dass f € J.

Sei ¢ > 0. Dann gibt es eine offene Umgebung Uy von K so, dass |f(x)| < e
fir alle © € Ug. Weiter wihlen wir fiir jeden Punkt z € X \ K eine Funktion
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gz € J mit g,(x) = 1. Diese Funktion kénnen wir als reellwertig und nicht-
negativ annehmen (andernfalls ersetzen wir sie durch die Funktion ¢,g;). Sei
Uz = {y € X : g.(y) > 1/2}. Die offenen Mengen U,, x € X \ K, iiberde-
cken zusammen mit der offenen Menge Ui den Kompakt X. Es gibt folglich eine
endliche Uberdeckung durch solche Mengen, etwa

X=UxgUUyU---UU,,.

Sei 1 = fx + fi + -+ fn eine Zerlegung der Eins bzgl. dieser Uberdeckung, d.h.
fx und alle f; sind nichtnegative stetige Funktionen mit supp fx C Uk sowie
supp f; C U,, fiir alle i. Auf der AbschlieBung U,, von U,, ist g,, > 1/2. Die
Einschréinkung von g,, auf U, ist also invertierbar, und die inverse Funktion ist
wieder stetig auf U,,. Nach einem Satz von Uryson kann (g,,|;—)~" zu einer auf
ganz X stetigen Funktion h; fortgesetzt werden. Mit dieser gilt Z

fi = fige,hi fivri=1, ... n

(punktweise nachrechnen!). Wegen ¢,, € J folgt f; € J fiir alle i. Nun ist wegen
f=f-1=ffx+ffi+- -+ ffn klar, dass

If = ffi— = [fallo = [ffrlls < | floglles <e
Die Funktion f kann also beliebig genau durch Funktionen aus J approximiert
werden. Da J abgeschlossen ist, folgt f € J und damit die Behauptung. [

Wir haben also eine Bijektion zwischen den abgeschlossenen Teilmengen von X
und den abgeschlossenen Idealen von C'(X).

1.3 Einselement

In einer Banachalgebra mit Eins e ldsst sich bequemer arbeiten, wenn |le|| = 1.
Wir zeigen, dass dies immer erreicht werden kann. Dazu erinnern wir, dass zwei
Normen || - || und || - [|o auf einem linearen Raum X dquivalent heilen, wenn es
positive Konstanten ¢, ¢y so gibt, dass

allz|| < |lz|lo < eolz||  fir alle z € X.

Theorem 1.3.1 Ist A eine Banachalgebra mit Norm || - || und Eins e # 0, so
existiert auf A eine zu || - || dquivalente Norm || - ||o mit

lello=1"und [[abllo < [lallo[|blo-

Beweis. Jedem a € A ordnen wir den Operator L, : A — A, b — ab der
Linksmultiplikation mit a zu und definieren

lallo = [ Lall-
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Aus |la]|lo = 0 folgt L, = 0 und damit wegen L,e = a, dass a = 0. Damit ist klar,
dass || - ||o eine Norm auf A4 wird. Aulerdem gilt |le]lo = 1 (da L. die identische
Abbildung ist) und

labllo = | Las|l = [ La Lol < [|Lall I Lo]l = [lallol|b]lo-
SchlieBlich gilt fiir alle a € A
lallo = | Lall = sup{{lad| - [[bl] <1} < |lall

und
lall = [ Laell < [|Lall llell = llallollell,

woraus die Aquivalenz der Normen || - || und || - ||o folgt. ]

Wichtige Vereinbarung: Von nun an nehmen wir fiir Banachalgebren mit Eins
immer e # 0 und |le|| = 1 an.

Hat eine Banachalgebra kein Einselement, so lésst sie sich in eine groflere
Banachalgebra mit Einselement einbetten:

Theorem 1.3.2 Sei A eine Banachalgebra, und A sei der lineare Raum A x C,
versehen mit der Norm ||(a, A)|| := ||a|| + |A| und dem Produkt

(a, A) - (b, p) :== (ab+ b+ pa, Ap).

Dann ist A Banachalgebra mit Eins (0, 1), die Menge Ay aller Paare mit (a, 0)
mit a € A ist ein abgeschlossenes Ideal von A, und die Abbildung a + (a, 0) ist
ein isometrischer Isomorphismus von A auf Ay.

Beweis. Einfaches Nachrechnen zeigt, dass A eine Banachalgebra mit Eins (0, 1)
und Ay ein abgeschlossenes Ideal von A ist. Beispielsweise folgt die Submultipli-
kativitdt der Norm aus

(@, (b, Wl = [l(ab+ Ab+ pa, Au)|
= |lab+ Ao+ pal| + | Ay
< lal[ ol + [ATHOI =+ [pl lall + [A] |

= (llall + D (1ol + e = liCa, M, @]l
Schliellich {iberpriift man schnell, dass
W:A— Ay, ar (a,0)
ein Isomorphismus und wegen ||a|| = ||(a, 0)|| sogar eine Isometrie ist. ]

Wesentlich mehr Miithe macht es, eine C*-Algebra mit einem FEinselement zu
versehen.
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Theorem 1.3.3 Sei A eine C*-Algebra.
(a) Fir den Operator L, : A — A, b ab der Linksmultiplikation mit a gilt:

[Lall = llal].

Hat insbesondere A ein Finselement e, so ist |le|| = 1.

(b) Hat A kein Einselement, so ist die in Satz 1.3.2 eingefiihrte Algebra A eine
C*-Algebra beziglich der Involution (a,\)* := (a*,\) und der Norm

1@, M= 1 La (1.3.1)

wobei Ly : A — A der Operator b — ab + A\b ist. Die Algebra Ay ist ein
abgeschlossenes Ideal in A, welches zu A isometrisch *-isomorph ist.

Beweis. (a) Fiir alle b € A ist ||Lyb|| = |lab|| < ||a] ||b]|, woraus ||L.|| < ||all
folgt. Andererseits hat man in C*-Algebren

[ Laa™ || = [laa”|| = l|a]|* = [la]| la"]

was die Ungleichung ||L,|| > ||a|| nach sich zieht. Hat A schlieflich eine Eins e,
so ist L. der identische Operator und demzufolge 1 = ||L.|| = ||e]|

(b) Wegen || Lq, xb|| = [|ab+ Ab|| < (||a]| +|A])||b]| ist der Operator L, ») offenbar
beschréankt. Wir zeigen zuerst, dass durch (1.3.1) eine Norm definiert wird. Sei
[(a, A)|| = 0, d.h. ||Laxl = 0 bzw. ab+ Ab = 0 fiir alle b € A. Ist A = 0, so
wahlen wir b = a* und erhalten aa* = 0, woraus mit dem C*-Axiom a = 0 folgt.
Falls A # 0, setzen wir @ := —A"'a und erhalten ab = b fiir alle b € A. Durch
Adjungieren folgt ba* = b fiir alle b € A und mithin

a=aa" =a".

Das Element e := a ist also selbstadjungiert, und aus dem bisher Gezeigten folgt,
dass e Einselement in A im Widerspruch zu den Voraussetzung ist. Folglich ist
(a, \) = 0. Die iibrigen Normeigenschaften iiberpriift man leicht.

Fiir die Elemente (a, 0) € Ay gilt nach Aussage (a) insbesondere

1@, 0)I[ = [0l = [[Lall = llall

Der Raum A, ist also zu A isometrisch isomorph und mithin vollstéindig. Als
vollstindiger Raum ist Ay aber ein abgeschlossener Teilraum von A. Das lineare
Funktional [ : A — C, (a, \) — A hat also einen abgeschlossenen Kern und ist
demzufolge stetig. Mit [ ist dann auch die Projektion

P:A— Ay, z—x—1(x)0,1) bzw. (a, ) — (a,0)
stetig. Nunmehr ist klar, dass es eine Konstante C' so gibt, dass

Al < Cll(a, V] undlal] = [[(a, 0)] < C[(a, M|
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fiir alle (a, \) € A. Mit dieser Konstanten gilt
lall + Al < 2C[(a, M| < 2C([la]l +[A]),

d.h. die in (1.3.1) bzw. in Satz 1.3.2 eingefiihrten Normen auf A sind dquivalent.
Aus Satz 1.3.2 folgt daher auch die Vollsténdigkeit von A bzgl. der Norm (1.3.1).
Wir zeigen noch, dass A bzgl. der Norm (1.3.1) eine C*-Algebra ist. Sei (a, A) €
A. Fiir jedes € > 0 findet man ein b € A mit ||b]| = 1 so, dass

@ NP = Ll < 2+ [Labl? = < + flab-+ X[
e+ ||(ab+ A\b)*(ab + A\b)||
e+ ||b*(a*ab + Aa*b + Aab + A\D)||

€+ ”L(a*a+/\a*+Xa7 )\X)bH

IA A

€+ ||L(a*a—&-ka*-l—Xa7 AN) || :

Da dies fiir beliebiges € > 0 gilt, folgt

= [l(a*, A) (a, M| = [[(a, A)*(a, M)].
Mit Aufgabe 4 aus Ubung 2 folgt die Behauptung. [

1@, MIP < I geasaas 30 m | = @@+ Xa™ + Aa, AN)]|

1.4 Elementare Spektraltheorie

Sei A eine Algebra mit Einselement e. Ein Element a € A heif3it invertierbar in
A, wenn es Elemente b, ¢ € A gibt, so dass ab = ca = e. Dann ist

c = ce = c(ab) = (ca)b = eb = b;

das Element b = c ist also eindeutig bestimmt. Es heifit das Inverse zu a und
wird mit a~! bezeichnet. Fiir a € A heifit

o(a) :=={\ € C: a— Ae ist nicht invertierbar}
das Spektrum und o(a) := C\ o(a) die Resolventenmenge von a.
Beispiel 1.4.1 Sei X ein kompakter Hausdorff-Raum und a € C(X). Ist a in
C(X) invertierbar, so gibt es eine Funktion b € C'(X), so dass ab das Einselement

ist, d.h.
a(x)b(x) =1 fir allex € X. (1.4.1)

Dann ist insbesondere a(x) # 0 fiir alle x € X. Ist umgekehrt diese Bedingung
erfiillt, so ist b(z) := a(x)™! eine stetige Funktion auf X, fiir die (1.4.1) gilt.
Damit ist eine Funktion a € C(X) genau dann in C(X) invertierbar, wenn sie
keine Nullstellen in X besitzt. Hieraus folgt sofort, dass

o(a) =a(X) :={a(z) e C:x € X}.
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Beispiel 1.4.2 Sei nun X ein Banachraum und A € L(X). Invertierbarkeit von
A in L(X) heiBt: es gibt einen Operator B, so dass

AB=1 und BA=1I. (1.4.2)

Die erste Identitét in (1.4.2) zeigt, dass Im A = X und die zweite, dass ker A =
{0} ist. Also ist A eine Bijektion. Umgekehrt wissen wir aus dem Satz von Banach,
dass es fiir jede Bijektion A € L(X) einen Operator B € L(X) gibt, so dass (1.4.2)
gilt. Invertierbarkeit von A in L(X) bedeutet also gerade, dass Im A = X und
ker A = {0}.

Beispiel 1.4.3 Sei wieder X ein unendlichdimensionaler Banachraum und
7 L(X)— L(X)/K(X), A= A+ K(X)

der kanonische Homomorphismus von L(X) auf die Calkinalgebra. Wir wollen
uns iiberlegen, was Invertierbarkeit von m(A) in L(X)/K(X) fir einen Operator
A bedeutet. Genauer wollen wir folgenden Satz zeigen:

Theorem 1.4.4 Sei X ein unendlichdimensionaler Banachraum und A € L(X).
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) w(A) ist in L(X)/K(X) invertierbar.

(b) Im A ist abgeschlossen und ker A sowie X/Tm A sind endlich-dimensional.

Operatoren mit der Eigenschaft (b) heiflen Fredholmoperatoren. Diese sind ”beina-
he invertierbar” in dem Sinn, dass sich alles, was die Invertierbarkeit verhindern
kann, auf einem endlich-dimensionalen Raum abspielt.

Fiir den Beweis wiederholen wir einige Begriffe aus der Funktionalanalysis.
Sind M, N abgeschlossene lineare Teilriume von X, so schreiben wir X = M+N,
falls M NN = {0} und M + N = X. In diesem Fall heifit X die direkte Summe
von M und N, und N heifit ein direktes Komplement von M. Falls X nicht zu
einem Hilbertraum isomorph ist, gibt es stets einen abgeschlossenen Teilraum
von X, der kein direktes Komplement besitzt [Satz von Lindenstraul/Tzafriri|.
Es gilt jedoch:

e Jeder endlich-dimensionale Teilraum besitzt ein direktes Komplement.

e Sind M und N abgeschlossene Teilrdume von X und ist einer dieser Rdume
endlich-dimensional, so ist M + N abgeschlossen.

Beweis von Satz 1.4.4. (a) = (b): Invertierbarkeit von w(A) in L(X)/K(X)
heiBt: Es gibt Operatoren B € L(X) und K, Ky € K(X) so dass

BA=1+K,, AB=1+K,. (1.4.3)
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Aus (1.4.3) und der Fredholmschen Alternative fiir Operatoren der Form I +
kompakt folgt

dimker A < dimker BA = dimker(I + K;) < oo
sowie

dim(X/Im A) < dim(X/Im AB) = dim(X/Im(I + K>))
= dim(X/Im(I + K3)) < oc.

Wir zeigen noch, dass Im A abgeschlossen ist. Sei vy, = Az, und y, — y. Wir
zerlegen X in eine direkte Summe X = X+ ker A (beachte: dimker A < 0o) und
setzen o.E.d.A. x, € X, voraus.

Wir iiberlegen uns zuerst die Beschrianktheit der Folge (z,,). Wire diese Fol-
ge unbeschriankt, so gibe es eine Teilfolge (x,)neny, mit 1 < ||z,|| — oo. Fiir

/

= x,/||xs] (mit n € Ny) gilt dann Az!, = y,/||z.|| — 0. Da die Folge
(2! )nen, beschrinkt ist, finden wir weiter eine Teilfolge (2,)nen,, fir die die Fol-
ge (Kix!)nen, konvergiert. Aus BA = I + K folgt dann, dass (2,)nen, eine
konvergente Folge mit einem Grenzwert z € X; mit ||z|] = 1 ist. Andererseits
gilt Az = 0 wegen Ax!, — 0. Also ist x € X; Nker A = {0} im Widerspruch zu
|z|| = 1. Der Widerspruch zeigt, dass die Folge (x,) beschriankt ist.

Dann kénnen wir aber eine konvergente Teilfolge (K2, )nens aus (K12, )nen
auswihlen. Da auch (Az,),en konvergiert (gegen y), erhalten wir wieder aus
BA = I + K; die Konvergenz von (x,)nen, gegen ein z € X;. Aus z,, — x und
Ax, — y folgt schliefllich y = Az, d.h. y € Im A.

(b) = (a): Ist A ein Fredholmoperator, so gibt es abgeschlossene Teilrdume
X1, X5 von X, so dass

X =X;+kerA und X = Xo+ImA = Xo+Im A.

Die Einschrankung von A auf X; ist eine Bijektion von X; auf Im A. Da Im A
abgeschlossen ist, gibt es einen Operator B € L(Im A, X;) mit BA|x, = I|x,
und AB = I|yy 4. Wir setzen B durch 0 zu einem Operator C fort, der auf ganz
X definiert ist. Mit diesem Operator rechnet man leicht nach:

e [ — C'A ist der Projektor von X auf ker A parallel zu X7, und
e [ — AC ist der Projektor von X auf X, parallel zu Im A.

Da ker A und X, endlich-dimensional sind, sind beide Projektoren von endlichem
Rang und insbesondere kompakt. [

Nach diesen Beispielen kommen wir zuriick zur Spektraltheorie in Banachalge-
bren und vermerken zunéchst ein Resultat, welches aus der Funktionalanalysis
wohlbekannt ist und in diesem neuen Kontext genauso wie frither bewiesen wird.
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Theorem 1.4.5 (Neumann-Reihe) Sei A Banachalgebra mit Einselement e
und a € A ein Element mit ||a|| < 1. Dann ist e — a invertierbar, die Inverse
wird durch die Neumann-Reihe (e —a)™' = >  a™ dargestellt, und es gilt

lal]

I(e —a)™" < :
1 — [|al]

sowie ||(e —a)! —e| <

1
il

Theorem 1.4.6 Sei A eine Banachalgebra mit Fins e. Dann ist die Menge G.A
der invertierbaren Elemente von A offen, und GA ist eine topologische Gruppe,
d.h. Multiplikation und Inversion sind stetige Abbildungen.

Beweis. Sei a € GA und ||z|| < |le7'||7!. Dann ist @ — x = a(e — a~'x) und
la= x| < ||la” | ||z]] < 1. Nach Satz 1.4.5 ist e — a~'z und folglich auch a — x
invertierbar. Also ist GA offen. Die Stetigkeit der Multiplikation GA x GA —
GA folgt sofort aus Lemma 1.1.1. Fiir den Beweis der Stetigkeit der Inversion
GA— GA, ara ', seia € GAund ||z| < |la™?||7. Dann ist a —z invertierbar
und
(a—2)'=(e—a'z)ta "

Um die Stetigkeit der Inversion in a zu zeigen, geniigt es daher, die Stetigkeit der
Inversion im Punkt e zu zeigen. Diese folgt sofort aus der letzten Abschitzung in
Satz 1.4.5. -

Die wesentlichen Eigenschaften des Spektrums werden in folgendem Satz be-
schrieben.

Theorem 1.4.7 Sei A eine Banachalgebra mit Fins und a € A. Dann ist o(a)
eine kompakte (d.h. abgeschlossene und beschrinkte) und nichtleere Teilmenge
von C.

Die Eigenschaft o(a) # () gilt i.allg. nicht mehr fiir Elemente von Banachalgebren
0 —1
1 0
R (es ist aber o(a) = {%i}, wenn wir a als Element der komplexen Algebra
C?*2 betrachten). Dies ist ein wesentlicher Grund dafiir, dass wir auschlieBlich
Algebren iiber C betrachten.

iiber dem Korper R. Fiir a = € R?*2 ist beispielsweise o(a) = 0 bzgl.

Beweis von Satz 1.4.7. Aus Satz 1.4.6 folgt sofort, dass die Resolventenmenge
o(a) offen und folglich das Spektrum o(a) abgeschlossen ist. Fiir |A| > ||a|| ist
auflerdem

a—Xe=(=)\)(e—X""ta)

nach Satz 1.4.5 invertierbar. Also ist o(a) im Kreis {\ € C : |A\| < ||a||} enthalten
und insbesondere beschrénkt.

Der Beweis, dass o(a) nicht leer ist, wird mit Mitteln der komplexen Funk-
tionentheorie gefiihrt. Setzt man in der Identitit 7! —y~t = 27} (y — z)y~! fiir

18



x = MXe —aund fir y = pe —a mit A\, u € p(a), so gelangt man zur Resolventen-
gleichung

(Ae—a)™ = (pe—a)™ = (u—A) (Ae —a) ™" (ue —a)™".

Hieraus und aus der Stetigkeit der Abbildung A + (Ae — a)™! (Satz 1.4.6) folgt
sofort die Existenz des Grenzwertes

iy Ae—a)™ — (e —a)”!

_ - —2
buy X—p = —(pe—a).

Die Funktion A — (Ae —a)™! ist also auf der gesamten Resolventenmenge o(a)
komplex differenzierbar, d.h. holomorph. Wére nun o(a) = 0, so wire die Funk-
tion A — (Ae — a)~! auf ganz C holomorph.
AuBlerdem ist sofort klar, dass
lim (Ae —a)™' = lim (A (e — A"'a)™!) =0, (1.4.4)
A—00 A—00
woraus insbesondere die Beschrinktheit der Funktion A — (Ae —a)~! folgt. Nach
dem Satz von Liouville, welcher auch fiir holomorphe Funktionen mit Werten in
komplexen Banachalgebren gilt, muss diese Funktion eine Konstante sein, und
wegen (1.4.4) muss diese Konstante gleich 0 sein. Also ist (Ae —a)™' = 0 fiir alle
A € C, was natiirlich nicht moglich ist. n

Die kleinste Zahl » > 0 mit der Eigenschaft, dass o(a) im Kreis {z € C: |z| < r}
liegt, heiBit Spektralradius von a. Wir bezeichnen den Spektralradius mit r(a). Im
Beweis von Satz 1.4.7 haben wir gesehen, dass

r(a) < |la|| fir alle a € A. (1.4.5)
Man kann den Spektralradius wie folgt berechnen:

Theorem 1.4.8 Sei A eine Banachalgebra mit Fins e und a € A. Dann ist

r(a) = lim {/[|a™|. (1.4.6)

n—oo
(Die Ezistenz des Grenzwertes ist Teil der Behauptung.)

Beweis. Wir wissen bereits, dass die Funktion A — (Ae —a)~! auf der gesamten
Resolventenmenge o(a) und damit insbesondere auf dem Ringgebiet U := {\ €
C : |A] > r(a)} holomorph ist. Diese Funktion besitzt also eine Laurentreihen-
entwicklung um den Punkt 0, welche auf U konvergiert. Die Reihenentwicklung
fithrt gerade auf

Ae—a)t=XYe—Ata)t = Z AT
n=0
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Diese Reihe konvergiert also fiir |[A\| > 7(a). Andererseits konvergiert nach dem
Wurzelkriterium (was auch fiir Reihen in A gilt) die Potenzreihe z — >~ 2"a"

fiir |z| < (limsup {/|la”||)~!, und sie divergiert fiir |z| > (limsup {/||a"||)~!. Ein
Vergleich mit dem vorher gewonnenen Resultat liefert

limsup {/][a”|| < r(a). (1.4.7)
Weiter: fiir jedes A € C und n > 1 gilt
MNe—a" = (a""+ X"+ -+ A" e) (Ae — a).
Ist also A € o(a), so ist A" € a(a™). Mit (1.4.5) folgt daher
A< fla”| bzw. Al < /]an]
fiir alle A € o(a) und n € N. Dann ist aber auch || < liminf {/]Ja"||. Da dies fiir

alle A € o(a) gilt, folgt
r(a) < liminf {/|/a™|. (1.4.8)
Zusammen mit (1.4.7) liefert (1.4.8) die Behauptung. ]

Formel (1.4.6) ist bemerkenswert, da sie rein algebraische Gréfien (Spektralra-
dien) mit metrischen Gréflen (Normen der Elemente @) verkniipft. Als erste
Folgerung aus (1.4.6) vermerken wir einen Zusammenhang zwischen Norm und
Spektralradius normaler Elemente.

Ein Element a einer involutiven Algebra A heifit selbstadjungiert, wenn a = a*,
und normal, wenn aa*™ = a*a.

Theorem 1.4.9 Ist A eine C*-Algebra mit Eins und a € A normal, so ist
r(a) = |la|. (1.4.9)

Auch dies ist bemerkenswert: In C*-Algebren bestimmt die “Algebra” (genauer:
der Spektralradius) die Norm (zunéchst der selbstadjungierten und dann iiber
das C*-Axiom aller Elemente)! Es kann auf C*-Algebren insbesondere nur eine
C*-Norm geben!

Beweis. Da a normal ist, haben wir mit dem C*-Axiom

la®[I* = l|a*(a®)"[| = llaa”aa™|| = [[(aa")(aa")"|| = [laa”[|* = ||a]|*.
Es ist also [|a?|| = ||a||*. Da mit a auch alle Potenzen von a normal sind, erhalten
wir mit vollstindiger Induktion ||a?"|| = ||a]|*" fiir alle n > 0. Schliellich folgt
(@)= lm /T =
mit der Formel fiir den Spektralradius. n
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Einfache Beispiele zeigen, dass fiir nichtnormale Elemente die Beziehung (1.4.9)

0 1) € C¥*2 zwar ||A|| = 1, aber

drastisch verletzt sein kann. So ist fiir A = (0 0

r(A) =0.
Wir illustrieren die Stéarke und Niitzlichkeit der Aussagen der Spektraltheorie
durch einige zum Teil recht erstaunliche Folgerungen.

Theorem 1.4.10 (Satz von Gelfand/Mazur) Sei A eine Banachalgebra mit
Fins e, in der jedes von 0 verschiedene Element invertierbar ist. Dann ist A = C.

Beweis. Sei a € A. Nach Satz 1.4.7 ist o(a) # (). Sei A € o(a). Da a — Ae nicht
invertierbar ist, muss a — Ae = 0 bzw. a = Ae sein. [

Die néchsten Folgerungen bereiten wir durch ein einfaches Lemma vor, welches
in der Ubung bewiesen wird.

Lemma 1.4.11 Seien A, B Algebren mit Eins und W : A — B ein unitaler
Homomorphismus. Dann gilt

oc(W(a)) Co(a) firjedesa e A.

Wir zeigen nun, dass gewisse Homomorphismen automatisch stetig sind. Eine
umfassende Darstellung dieses Problemkreises findet man in G. Dales: Banach
algebras and automatic continuity. - Clarendon Press, Oxford 2001.

Theorem 1.4.12 Sei A eine Banach-*-Algebra, B eine C*-Algebra und W
A — B ein *-Homomorphismus. Dann ist W eine Kontraktion, d.h. |[W(a)|| <
\al|| fiir alle a € A. Insbesondere ist W stetig.

Beweis. Wir iiberlegen zunéchst, dass man alles auf den Fall zuriickfithren kann,
dass A und B Einselemente besitzen und W unital ist. Besitzt A ein Einselement,
so ersetzen wir B durch die C*-Algebra clos W (A). Ist e € A Einselement, so gilt

W(e)W(a)=W(a) =W(a)W(e) firalleac A
und damit
Wi(e)b=b=>bW(e) furallebe closW(A).

Also ist W(e) Einselement in clos W (A), und W : A — closW(A) ist unital.
Besitzt A kein Einselement, so bezeichnen wir mit A die Erweiterung von A zu
einer Algebra mit Eins (Satz 1.3.2), und wir setzen B := B, falls B ein Einselement
besitzt, und wir bezeichnen mit B die Erweiterung von B zu einer C*-Algebra
mit Eins gemifl Satz 1.3.3, falls B kein Einselement besitzt. Durch einfaches
Nachrechnen bestétigt man, dass dann durch

W:A—=B, (a,\)—W(a)+ ey (1.4.10)
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ein unitaler *~-Homomorphismus definiert wird.

Seien also nun A, B und W unital, und sei zunéchst a € A selbstadjungiert.
Da W symmetrisch ist, ist auch W (a) selbstadjungiert, und mit Lemma 1.4.11
und Satz 1.4.9 folgt

W(a)| = r(W(a)) < r(a) < |lall (1.4.11)

Fiir beliebiges a € A ist nun

(1.4.11)
IW(a)|]? = [[W(a)'W(a)|| = [W(a*a)| < [aall < [la*| ||all = [la]?,

woraus die Behauptung folgt. (Man beachte, dass man fiir W in (1.4.10) zunéchst
|W(a, M| < |[(a, N)|| erhélt, woraus fiir A = 0 dann ||W(a)|| < ||a|| folgt). ]

Fiir Homomorphismen A — C lasst sich sogar eine noch stérkere Stetigkeitsau-
sage beweisen.

Theorem 1.4.13 Sei A eine Banachalgebra und W : A — C ein Homomorphis-
mus. Dann ist W stetig und |[W{| < 1. Hat A ein Einselement e und ist W # 0,
so ist W(e) =1 und [|[W]| = 1.

Beweis. Angenommen, W ist unbeschrinkt oder es ist ||[W]| > 1. Dann gibt es
ein a € A mit ||al]| < 1 und W(a) = 1. Die Reihe b := ) ° " konvergiert, und
fiir b gilt a + ab = b. Wenden wir hierauf den Homomorphismus W an, so folgt

W(b) = W(a) + W(a)W(b) =1+ W(b),

ein Widerspruch. Also ist [|[W]| < 1.

Hat A ein Einselement e und ist W # 0, so ist W(e) # 0 (aus W(e) = 0
wiirde nédmlich W (a) = W(ea) = W(e)W(a) fiir alle a € A, d.h. W = 0 folgen).
Aus W(e)? = W (e) folgt W(e) = 1. Wegen ||e|| = 1 folgt ||W] > 1. ]

1.5 Inverse Abgeschlossenheit

In diesem Abschnitt sei A eine Banachalgebra mit Eins e und B eine abgeschlos-
sene Unteralgebra von A, welche e enthélt. Offenbar (bzw. wegen Lemma 1.4.11,
angewandt auf den Einbettungshomomorphismus von B in A) gilt dann

o4(b) Cop(b) firalleb e B. (1.5.1)

Das folgende Beispiel zeigt, dass diese Spektren in der Regel nicht {ibereinstim-
men.
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Beispiel 1.5.1 Fiirn € Z sei y,, die durch x,(¢) := t" definierte stetige Funktion
auf der Einheitskreislinie T. Die Menge

N
:{Zanxn:NeN,anGC}

n=—N

der trigonometrische Polynome ist eine symmetrische Unteralgebra von C(T),
und die Abschliefung von P in C(T) ist ganz C(T) (Satz von Stone/Weierstrass).

Auch die Menge
N
P= {Zanxn :NeN,aq, € (C}

n=0

der analytischen trigonometrischen Polynome ist eine Unteralgebra von C(T).
Thre AbschlieBung A in C(T) ist die sog. Diskalgebra. Es ist an dieser Stelle nicht
offensichtlich, dass A # C(T). Dies wird im Verlaufe dieses Beispiels gezeigt.
Dazu bendétigen wir

Lemma 1.5.2 Ist 3. a,x, € Py und w € C mit |w| < 1, so gilt

Z a,w" = (Z aan> ﬁ dt. (1.5.2)

Beweis. Das ist ein Spezialfall der Cauchyschen Integralformel. Ein direkter Be-
weis verlduft so: Die Reihe

1 oo oo
: — — E —zt E wke—zkt
—we—
k=0 k=0

konvergiert absolut und daher gleichméBig bzgl. ¢ € [0, 2x]. Wir kénnen somit
auf der rechten Seite von (1.5.2) Summation und Integration vertauschen:

1 21 N @ ' 1 N 0o o
o A D oTR L0 SIS EES oS it MR
™ Jo 0 P 7Tn:0 prd 0

Nun ist fo% "Rt dt = 2 fiir k = n und = 0 fiir k # n. Hieraus folgt sofort die
Behauptung. [

Fiir jedes w € C mit |w| < 1 definieren wir

N N
F,: P, —C, Zaan — Zanw”
n=0 n=0
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Diese Abbildung ist ein Homomorphismus. Aus Lemma 1.5.2 folgt, dass F}, sogar
stetig ist:

N
F, (Z anxn>
n=0

N

S

n=0

; 1
aan) (e t)m dt

N
g a,w"
n=0

1S |
< - e -
- 27 ;a X OO/O |1 — we=%|

(Man beachte, dass die Stetigkeit von F, nicht aus Satz 1.4.13 folgt, da P, keine
vollstandige Algebra ist.) Auf Grund dieser Stetigkeit konnen wir F,, zu einem
stetigen Homomorphismus auf ganz A fortsetzen. Diesen bezeichnen wir wieder
mit F,. Offenbar ist F;, unital.

Wir betrachten die Funktion yi, welche sowohl in C'(T) als auch in der Disk-
algebra A liegt. Betrachtet als Element von C(T) ist offenbar

oom(x1) =T, (1.5.3)
dagegen werden wir uns iiberlegen, dass
oa(x1) =D, (1.5.4)

wobei D :={z € C: |z| < 1}. Wegen ||x1|lcc = 1 ist zunéchst klar, dass o4 (x1) C
D. AuBerdem folgt aus (1.5.1) und (1.5.3), dass T C o4 (x1). Ist schlieBlich w € D,
so ist Fi,(x1) = w, und aus oc(w) = {w} und Lemma 1.4.11 folgt w € oa(x1).
Damit ist auch D C o4 (x1).

Dies zeigt, dass das A-Spektrum von x; wesentlich grofler als das C(T)-
Spektrum dieser Funktion ist. Es zeigt aber auch, dass das A-Spektrum ”durch
Ausfiillen der Locher im C(T)-Spektrum” entsteht.

oo (x1) oa(x1)
| |

Die am Ende des vorigen Beispiels gemachte Beobachtung ist kein Zufall, sondern
gilt allgemein, wie wir mit Hilfe des folgenden Resultats von Shilov zeigen werden.

Theorem 1.5.3 Sei A eine Banachalgebra mit Fins e und B eine abgeschlossene
Unteralgebra von A mit e € B. Fiir jedes Element b € B ist dann

9(a5(b)) € 9(0.4(b)),
wobet OM fiir den Rand der Menge M in C steht.
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Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass
J0(op(b)) Cox(b) furalleb e B.
Wegen o 4(b) C op(b) ist dann namlich
O(05(b)) C oa(b) = int o4(b) Ud(04(b)) € int 0(b) U A(oa(b)),

und da 9(op(b)) Nint og(b) = 0, muss I(op(b)) C I(o4(b)) gelten.
Sei also A* € d(op(b)). Dann gibt es eine Folge (\,) C og(b) mit A\, — A*.
Angenommen, fiir ein n € N wére

1

b—Ae) ! —_—
1= 200)7 | < e

Dann wire wegen

1

1(b=A%e) = (b= Ane)[| = [An = N'| < i
16— Ane) !

das Element b — \*e invertierbar in B (Neumann-Reihe), was offenbar Unsinn ist.
Also ist ||(b — A\pe) 7| > [A* — A\, | 7! fiir alle n € N und damit insbesondere

lim | (b — Ape) M| = . (1.5.5)

Wiire nun \* & o4(b), so wire wegen Satz 1.4.6 ||(b — Ae)™!|| beschrinkt fiir alle
A aus einer Umgebung von \*, was (1.5.5) widerspricht. [

Theorem 1.5.4 Sei A eine Banachalgebra mit Eins e, B eine abgeschlossene
Unteralgebra von A mit e € B, und sei b € B. Dann ist og(b) die Vereinigung
aus o 4(b) mit einer gewissen Anzahl beschrinkter zusammenhdingender (offener)
Komponenten von C\ o.4(b).

Hat beispielsweise 0.4(b) folgende Form:

o

so kann og(b) nur so aussehen:

N
NN

D

oder O

Dieser Satz folgt sofort aus dem vorangegangenen Resultat und einfachen
topologischen Uberlegungen. [
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Folgerung 1.5.5 Seien A, B, b wie in Satz 1.5.3. Besitzt op(b) keine (bzgl. C)
mmneren Punkte, so ist

o4(b) = op(b).

Besitzt namlich o5(b) keine inneren Punkte, so ist es nicht durch Vereinigung von
0.4(b) mit offenen Mengen entstanden, féllt also mit 0.4(b) zusammen.

Folgerung 1.5.6 Seien A, B, b wie in Satz 1.5.3. Falls C\ 0.4(b) zusammenhdn-
gend ist, so ist g 4(b) = op(b).

Die Voraussetzung in dieser Folgerung ist beispielsweise erfiillt, wenn A = L(H)
und b ein kompakter Operator auf H ist.

Eine Unteralgebra B einer unitalen Algebra A heifit invers abgeschlossen in
A, falls

op(b) = o4(b) fiir alle b € B.

So ist die Diskalgebra A nicht invers abgeschlossen in C(T). Wir werden nun
zeigen, dass C*-Unteralgebren von C*-Algebren stets invers abgeschlossen sind.
Dazu verschaffen wir uns zunéchst Informationen iiber Spektren gewisser Ele-
mente.

Ein Element a einer unitalen Algebra mit Involution heifit

e isometrisch, wenn a*a = e,
o selbstadjungiert, wenn a* = a,
e unitdr, wenn a*a = aa* = e.

Theorem 1.5.7 Sei A eine C*-Algebra mit Fins. Dann gilt:
(a) ist a € A isometrisch, so ist r(a) = 1.

(b) ist a € A unitdir, so ist o(a) C T.

(c) ist a € A selbstadjungiert, so ist o(a) C R.

Beweis. (a) Wir haben

oI = @)@ = @) @@t = @) a .

e

Durch Wiederholung dieser Uberlegungen folgt ||a™|| = 1 fiir alle n. Die Formel
fiir den Spektralradius liefert die Behauptung.

(b) Nach (a) ist o(a) € D. Da a~! ebenfalls unitér ist, gilt auch o(a~') C D. Nun
gilt aber fiir beliebige invertierbare Elemente in unitalen Algebren

ola) =o(a™)

(* Ubung), woraus o(a) C T (sowie o(a~') C T) folgt.
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(¢) Da selbstadjungierte Elemente normal sind, ist r(a) = ||a||. Zu zeigen ist, dass
a— Ae fiir alle A € C\ R mit |\| < ||a]| invertierbar ist. Wegen o(ua) = po(a) fir
p > 0 diirfen wir 0.E.d.A. annehmen, dass ||a|| < 1. Dann ist e + ia invertierbar,
und wir definieren

u = (e —ia)(e +ia)~".

Dieses Element ist unitér. Wegen |(1—4A)(1+4A\)~!| # 1 ist nach (b) das Element
uw— (1 —i\)(1 +i\)"te invertierbar. Da aber

u—(1—i\)(1+iN) e
= (e —ia)(e+ia)' — (1 —i\)(1+13)\)te
= (14+4iN) (1 +i\) (e —ia) — (1 —iN)(e +ia)] (e +ia)~"
= (14+i\) ' [2i(Ae —a)] (e +ia)7t,

ist auch \e — a invertierbar. m

Theorem 1.5.8 Sei A eine C*-Algebra mit Fins e und B eine symmetrische und
abgeschlossene Unteralgebra von A mit e € B. Dann ist B invers abgeschlossen

in A.

Dies ist einer der Sétze, die das Arbeiten mit C*-Algebren so angenehm machen.
Will man die Invertierbarkeit eines Elementes a € A untersuchen, so geniigt es,
diese Invertierbarkeit in irgendeiner C*-Unteralgebra von A, die e und a (und
damit auch a*) enthélt, zu untersuchen, z.B. in der kleinsten abgeschlossenen
Unteralgebra von A, welche e, a und a* enthélt.

Beweis von Satz 1.5.8. Ist b € B in A invertierbar, so ist auch b*b in A
invertierbar. Nach Satz 1.5.7(iii) ist o5(b*b) C R, und nach Folgerung 1.5.5 ist
dann o4(b*b) = o (b*b). Also ist b*b auch in B invertierbar. Analog sieht man,
dass auch bb* in B invertierbar ist. Dann ist aber b in B invertierbar. n

Wir kommen noch einmal auf das Problem zuriick, wie sich das Spektrum og(a)
eines Elementes a € B in Abhéngigkeit von der Unteralgebra B C A verhélt. Klar
ist: je "kleiner” B ist, desto grofler wird op(a) werden, wobei sich wegen Satz
1.5.4 o4(a) und og(a) nur um beschriankte zusammenhéngende Komponenten
von C \ 0.4(a) unterscheiden. Was passiert, wenn man B minimal wéhlt?

Sei A eine Banachalgebra mit Eins e und a € A. Die kleinste Algebra, die a
und e enthilt, besteht offenbar aus allen Polynomen p(a), wobei man fir p(t) :=
ap + ait + - - -+ a,t" setzt pla) == ape + apa + - - - + apa™.

Die kleinste abgeschlossene Unteralgebra A(a) von A, welche a und e enthélt,
ist dann

A(a) := clos{p(a) : p Polynom}.

Offenbar ist A(a) stets kommutativ. Allgemein heifit eine Banachalgebra 4 mit
Einselement e einfach erzeugt (singly generated), wenn es ein Element a in A
gibt, so dass A = A(a). Insbesondere ist also A(a) einfach erzeugt.
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Theorem 1.5.9 Sei A eine Banachalgebra mit FEins e und a € A. Dann ist
C\ 0.4(q)(a) zusammenhdngend.

0 A(a)(a) entsteht also aus o4(a) durch Hinzunahme aller beschrénkter zusam-
menhéngender Komponenten von C\ o 4(a) (d.h. durch Ausfillen aller Locher in
o4(a)). Sehen wir uns in diesem Lichte noch einmal die Diskalgebra A an. Diese
ist einfach erzeugt durch die Funktion y;. Also ist C\ o4 (x1) zusammenhéngend.
Auflerdem wissen wir, dass ooy (x1) = x1(T) = T. Nach Satz 1.5.4 ist daher
oa(x1) gleich T oder gleich D. Da C\ o4 (1) zusammenhingend sein muss, bleibt
nur o(x;) = D.

Beweis von Satz 1.5.9. Angenommen, die offene Menge C\ 0 4(4)(a) besitzt eine
nichtleere beschréankte zusammenhéingende Komponente G. Sei z; € G, und sei
Ao(a) die kleinste (nicht notwendig abgeschlossene) Unteralgebra von A(a), wel-
che e und a enthélt. Weiter sei p ein Polynom. Dieses kénnen wir als holomorphe
Funktion auf ganz C auffassen. Dann gilt

max {|p(z)| : z € 0G} (Maximumprinzip)
max {[p(2)| : 2 € oa@(@)}  (da 9G C o4)(a))
max{|A| : A € o4(q)(p(a))} (Aufg: 3(b), 2. Ubung)
r(p(a)) < [lp(a)l]-

[p(20)]

IA A

Sei nun b € Ap(a). Dann gibt es ein Polynom p so, dass b = p(a). Dieses ist nicht
unbedingt eindeutig bestimmt. Gibt es aber zwei Polynome p;, ps mit b = p;(a) =
pa(a), so ist wegen der Abschiatzung |p(zo)| < ||p(a)|| auch pi(zp) = p2(20). Wir
konnen daher eine Abbildung

Wy : Ag(a) = C, b p(20)

definieren, wobei p irgendein Polynom mit p(a) = b ist. Offenbar ist W, ein
Homomorphismus. Wegen ||[Wy(b)|| = [p(z0)] < ||p(a)|| = [|b]| ist dieser stetig
und kann daher zu einem stetigen Homomorphismus W : A(a) — C fortgesetzt
werden. Fiir diesen gilt

Wi(a) = Wy(a) = p(20) = 20 mit p(z) = z.
Nach Lemma 1.4.11 ist zy € 04¢4)(a); ein Widerspruch. ]

Anmerkung 1.5.10 Durch Satz 1.5.9 wird das Spektrum der Erzeugerelemente
in einfach erzeugten Banachalgebren komplett charakterisiert. Genauer:

Sei K C C kompakt, nicht leer, und C \ K zusammenhdngend. Dann gibt es
eine einfach erzeugte Banachalgebra A mit Einselement und ein Erzeugerelement

a€ A (dh A= A(a)) so, dass o4)(a) = K.
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1.6 Maximale Ideale und Radikal

Ein linkes, rechtes oder zweiseitiges Ideal J einer Algebra A heifit echt, wenn
es nicht mit ganz A iibereinstimmt. Ein echtes linkes, rechtes oder zweiseitiges
Ideal J einer Algebra A heifit mazimal, wenn es kein echtes linkes, rechtes bzw.
zweiseitiges Ideal in A gibt, welches streng grofer ist als J.

Theorem 1.6.1 (Krull’s Lemma) Jedes echte linke (rechte, zweiseitige) Ide-
al einer Algebra A mit Finselement e ist enthalten in einem mazimalen linken
(rechten, zweiseitigen) Ideal von A.

Beweis. Sei J ein echtes Linksideal von A. Mit A bezeichnen wir die Menge
aller echten Linksideale von A, welche J enthalten. Diese Menge ist nicht leer
(da J € A), und sie ist bzgl. C partiell geordnet, d.h.

e ACB, BC(C = ACC,

e ACA,

e ACB,BCA = A=B.
Weiter sei A’ C A linear geordnet, d.h.

e A Be AN = AC Boder BCA.

Dann ist J' := | xen K wieder ein Linksideal von A, welches J enthilt, und J !
ist ein echtes Ideal von A, da e nicht in J' liegt. Also ist J’ € A, und A’ hat eine
obere Schranke in A.

Nach dem Zornschen Lemma enthélt A ein maximales Element J.x (d.h.
Jmax enthélt jedes mit Jyax vergleichbare Ideal). Jpax ist offenbar ein maximales
Linksideal von A, welches J enthélt. m

Nach diesem rein algebraischen Resultat gehen wir iiber zur Betrachtung maxi-
maler Ideale in Banachalgebren.

Theorem 1.6.2 Sei A eine Banachalgebra mit Eins e, und sei J ein echtes lin-
kes (rechtes, zweiseitiges) Ideal von A. Dann ist die Abschlieffung von J ebenfalls
ein echtes linkes (rechtes, zweiseitiges) Ideal von A.

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir Linksideale. Sei also [J ein echtes Links-
ideal von A. Dann ist offenbar clos J ebenfalls ein Linksideal von A, und wir
miissen zeigen, dass clos J ein echtes Ideal ist. Dazu betrachten wir die Menge
B :={e—k: ||k|| < 1}. Diese ist offen und enthélt nur invertierbare Elemente
(Neumann-Reihe). Keines der Elemente von B kann also in J liegen, d.h. B liegt
im Komplement von 7. Da B offen ist, liegt B auch im Komplement von clos J.
Insbesondere ist clos J # A. m
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Folgerung 1.6.3 Mazimale linke (rechte, zweiseitige) Ideale unitaler Banachal-
gebren sind abgeschlossen.

Sei A eine Algebra mit Eins. Unter dem Radikal von A (Bezeichnung: Rad .A)
versteht man den Durchschnitt aller maximalen Linksideale von A. Die Algebra
A heiBt halbeinfach, wenn Rad A = {0}.

Offenbar ist Rad A wieder ein Linkideal von A. Der folgende Satz liefert dqui-
valente Beschreibungen von Rad A und zeigt, warum Rad A z.B. im Zusammen-
hang mit Invertierbarkeitsproblemen von Interesse ist.

Theorem 1.6.4 Sei A eine Algebra mit Fins e. Dann sind die folgenden Aus-
sagen dquivalent fir ein Element r € A:

a) r € Rad A;

e — ar ist von links invertierbar fir jedes a € A;

e — arb ist invertierbar fir alle a, b € A;

d) e — rb ist von rechts invertierbar fir jedes b € A;

e) r liegt im Durchschnitt der mazimalen Rechtsideale von A.

Beweis. (a) = (b): Sei r € Rad.A. Angenommen, es gibt ein a € A so, dass
e — ar nicht von links invertierbar ist. Dann ist A(e — ar) ein echtes (da e nicht
enthalten ist) Linksideal von A. Nach dem Lemma von Krull ist A(e — ar) in
einem maximalen Linksideal 7 von A enthalten. Wegen e € A ist insbesondere
e—ar € J. Aulerdem ist ar € J, da r € Rad A. Folglich muss auch e € J sein,
woraus J = A folgt; ein Widerspruch.

(b) = (a): Sei e — ar von links invertierbar fiir alle a € A. Angenommen, r ¢
Rad A. Dann gibt es ein maximales Linksideal J von A, welches r nicht enthélt.
Die Menge £ :={j+ar:j€ J, a € A} ist dann ein Linksideal von A, welches
J echt enthélt (da r € £\ 7). Da J maximal ist, muss £ = A sein. Es gibt also
Elemente 7 € J, a € A so, dass j + ar = e. Hieraus folgt, dass j = e — ar von
links invertierbar ist. Dies widerspricht der Tatsache, dass 7 im echten Linksideal
J liegt.

(b) = (c): Sei r € Rad A und a € A. Dann ist e — ar von links invertierbar. Wir
zeigen zuerst, dass dieses Element auch von rechts invertierbar ist. Sei e + b eine
Linksinverse von e — ar:

(e+0b)(e—ar)=e bzw. b=ar+ bar. (1.6.1)

Da r € Rad A und Rad A ein Linksideal ist, ist auch b € Rad A. Insbesondere ist
e+ b= e — (—e)b von links invertierbar, wihrend aus (1.6.1) die Invertierbarkeit
von e + b von rechts folgt. Also ist e 4+ b (zweiseitig) invertierbar. Wieder wegen
(1.6.1) folgt die zweiseitige Invertierbarkeit von e — ar. Nunmehr ist klar, dass
fiir beliebige a, b € A das Element e — bar invertierbar ist. Aus Aufgabe 2 der 2.
Ubung folgt die Invertierbarkeit von e — arb.
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Die Implikation (¢) = (b) ist offensichtlich. Die restlichen Implikationen folgen
auf Grund der Links-Rechts-Symmetrie von (¢) wie zuvor. ]

Folgerung 1.6.5 (a) Das Radikal einer Algebra mit FEins ist ein zweiseitiges
Ideal dieser Algebra.

(b) Das Radikal einer Banachalgebra mit Fins ist ein abgeschlossenes Ideal dieser

Algebra.

Folgerung 1.6.6 Sei A eine Banachalgebra mit Eins und v € Rad A. Dann ist
o(r) = {0}

Man beachte, dass die Umkehrung dieser Aussage i.allg. nicht gilt. Sie gilt jedoch

in kommutativen Banachalgebren (vgl. Ubung 3, Aufgabe 3, und machen Sie

sich klar, dass die dort gegebene Definition des Radikals im Falle kommutativer

Banachalgebren mit der hier formulierten allgemeinen Definition iibereinstimmt).
Im Falle von C*-Algebren wird die Situation wieder besonders einfach.

Theorem 1.6.7 C*-Algebren mit Einselement sind halbeinfach.

Beweis. Sei A eine C*-Algebra mit Eins e, und sei » € Rad . A. Dann ist auch
r*r € Rad A, und nach Folgerung 1.6.6 ist der Spektralradius von 7*r gleich 0.
Da r*r selbstadjungiert ist, ist wegen Satz 1.4.9 auch ||r*r|| = 0. Das C*-Axiom
liefert nun » = 0. u
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Kapitel 2

Die Gelfandsche
Darstellungstheorie

In diesem Abschnitt werden wir einen besonders schonen und niitzlichen Teil der
Spektraltheorie kennenlernen. Wir haben schon mehrfach die Algebra C'(X) der
stetigen Funktion auf einem kompakten Hausdorff-Raum als Beispiel betrach-
tet. Eines der Hauptergebnisse dieses Abschnittes wird sein, dass jede kommu-
tative C*-Algebra mit Eins zu einer C*-Algebra der Gestalt C'(X) isometrisch
*-isomorph ist.

2.1 Kommutative Banachalgebren

Die Grundidee der Gelfandschen Darstellungstheorie fiir kommutative Banachal-
gebren ist die folgende. Sei X Banachraum und X’ sein dualer Raum. Jedem
Element x € X ordnen wir auf natiirliche Weise eine Funktion  auf der Ein-
heitskugel B(X') :={f € X' : ||f|| < 1} zu:

Z:B(X) = C, fe f(z). (2.1.1)

Aus dem Satz von Hahn-Banach folgt fiir jedes x € X die Existenz eines f €
B(X') mit f(x) = ||z|. Daher ist

[Zlloc := sup{|f ()| : f € B(X")} = [|=[. (2.1.2)

Wir versehen B(X') mit der schwichsten Topologie, die alle Funktionen (2.1.1)
mit x € X stetig macht. Dies ist die sogenannte *-schwache Topologie. Aus dem
Satz von Alaoglu weifl man, dass B(X"’) beziiglich dieser Topologie ein kompakter
Hausdorff-Raum ist. Wegen (2.1.2) wird also durch

X = OBX'), z+7

eine lineare und sogar isometrische Einbettung des Banachraumes X in den Ba-
nachraum C(B(X")) der (bzgl. der *-schwachen Topologie) stetigen komplexwer-
tigen Funktionen auf B(X’) gegeben.
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*

Einschub zur *-schwachen Topologie. Eine Umgebungsbasis fiir f € B(X')
bzgl. der *-schwachen Topologie wird durch die Mengen
xk,€<f) = {g S B(X/) : |g(xz) - f(xz)| < e fiir alle s = 17 ceey k}

,,,,,

mit kK € N, 1, ..., 1 € X und € > 0 geliefert. Diese Topologie ist Hausdorffsch:
Sind f, g € B(X') mit f # g, so gibt es ein z € X mit f(z) # g(x). Fiir
e := 3|f(z) — g(x)| sind dann die Mengen

Upe(f) = {h € BIX') : |f(2) - h(z)| < &}

bzw.

Usre(g) :=={h € B(X') : |g(z) — h(z)| <}

disjunkte offene Umgebungen von f bzw. g.

Eine dquivalente Beschreibung der *-schwachen Topologie durch konvergente
Netze lautet wie folgt: Ein Netz (fi)ier konvergiert genau dann *-schwach gegen
f € B(X'), wenn fi(x) — f(z) fir allex € X. m

Zuriick zum Hauptthema. Ist der Banachraum X sogar eine Banachalgebra A, so
hiatte man gern eine homomorphe Einbettung von A als eine Unteralgebra von
C(B(X’)). Den Elementen a, b und ab von A entsprechen die Funktionen

a:fe fla), b:fe f(b), ab:frs flab).

Um den gewiinschten Einbettungshomomorphismus zu bekommen, muss wenigs-
tens

ab=ab bzw. f(ab) = f(a)f(b) fiir allea, b€ A

sein. Wir sollten also nicht mehr alle Elemente aus B(A") betrachten, sondern
nur die Algebra-Homomorphismen von A nach C. Dies erweist sich in der Regel
jedoch als wenig hilfreich. Z.B. gibt es im Fall N > 1 fiir die Algebra CN*¥ nur
einen Homomorphismus CV*¥ — C, die Nullabbildung. Fiir A € C"*" ist also
A eine Funktion, die auf einer einelementigen Menge definiert und dort 0 ist. Wir
werden aber sehen, dass kommutative Banachalgebren mit Eins stets (in einem
gewissen Sinn) ausreichend viele Homomorphismen in C besitzen. Nach diesen
Voriiberlegungen beginnen wir mit einer genaueren Betrachtung kommutativer
Banachalgebren.

Sei A eine Banachalgebra. Ein Charakter von A ist ein nichttrivialer Homo-
morphismus von A in C. Die Menge aller Charakter von A bezeichnen wir mit
M(A) (man beachte, dass M(A) = () sein kann). Nach Satz 1.4.13 sind Charak-
tere kontraktiv. Es ist also M(A) C B(A’), und wir kénnen die Menge M (.A)
mit der *-schwachen Topologie versehen.

Theorem 2.1.1 (a) Sei A eine Banachalgebra mit Eins. Dann ist M(A) kom-
pakt, und die Abbildung G : A — C(M(A)), x — T mit T(f) = f(x) ist ein
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kontraktiver Homomorphismus.

(b) Ist A eine Banachalgebra ohne Eins, so ist M(A) lokalkompakt, und G : A —
Co(M(A)), x — T ist ein kontraktiver Homomorphismus.

Beweis. (a) Aus Satz 1.4.13 wissen wir, dass

M(A) € B(A) ={f e A:|IfIl <1}
Da B(A’) ein Hausdorff-Raum und nach Alaoglu kompakt ist, haben wir fiir die
Kompaktheit von M (.A) nur die Abgeschlossenheit von M (A) in B(A’) zu zeigen.
Seien dazu a, b € A. Dann ist die Menge

May = {f € BA) : f(ab) = f(a)f(0)} = {f € BA) : ab() = a(£)b(})}

abgeschlossen in B(A'), da @, b und ab stetige Funktionen auf B(A’) sind. Aus
dem gleichen Grund ist auch

Me:={f € B(A): fle) =e(f) = 1}
abgeschlossen. Damit ist aber auch

M(A) = () MaunD
(a,b)eAXA

abgeschlossen und mithin kompakt. Der Rest der Behauptung folgt aus

[alloe = sup {[a(f)] : f € M(A)} < sup {[a(f)] : f € B(A)} = [lall
fur alle a € A (vgl. (2.1.2)).

(b) Hat A kein Einselement, so definieren wir A := A x C wie in Satz 1.3.2. Jeder
Homomorphismus f : A — C lésst sich eindeutig zu einem unitalen Homomor-
phismus f : A — C fortsetzen, indem man f(a, \) := f(a) + A setzt (Nachrech-
nen!). Der einzige Charakter von A, fiir den die Einschriinkung auf A trivial ist,
ist gerade ¢ : A — C, (a, \) = A. Wir haben daher M(A) = M(A) U {p}.
Wegen

—— a(f)+ X falls f € M(A),
(a, M) (f) = _
A falls f = ¢,
stimmt die *-schwache Topologie bzgl. A auf M(A) mit der Teilraumtopologie
bzgl. M(A) iiberein. M (.A) ist daher ein lokalkompakter Raum. ]

Die néchsten Schritte bereiten wir vor, indem wir einen Zusammenhang herstellen
zwischen maximalen Idealen und den Kernen von Charakteren.

Lemma 2.1.2 Sei A eine kommutative Banachalgebra mit Eins. Dann ist der
Kern jedes Charakters von A ein mazimales Ideal von A. Ist umgekehrt J ein
mazximales Ideal von A, so ist A/J = C, d.h. J ist Kern eines Charakters von
A.
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Beweis. Sei f € M(A). Dann ist wegen A/ ker f = Im f = C die Kodimension
des Unterraumes ker f von A gleich 1. Es kann also kein Ideal geben, welches
echt zwischen ker f und A liegt. Daher ist ker f ein maximales Ideal.

Sei umgekehrt J ein maximales Ideal von A. Dann ist A/J eine kommutative
Banachalgebra mit Eins. Wir zeigen, dass A/J sogar ein Korper ist. Sei a ¢ J.
Dann ist die Menge A-a+ J ein Ideal in A, welches J umfaflt, aber echt grofer
ist als J. Da J maximal ist, folgt A-a+ J = A. Dann gibt es aber Elemente
be Aund j € J so, dass ab+ j = e. Folglich ist a + J in A/J invertierbar,
d.h. A/J ist ein Korper. Nach dem Satz von Gelfand-Mazur (Satz 1.4.10) ist
A/J = C. Ist m der kanonische Homomorphismus von A auf A/J und ¢ ein
Isomorphismus von A/J auf C, so ist £ o 7w ein Charakter von A, dessen Kern
gerade J ist. n

Man nennt M (A) daher auch den Raum der mazimalen Ideale der kommutativen
Banachalgebra A. Weiter nennen wir fiir x € A die Funktion 7 € C(M(A)) die
Gelfandtransformierte von x, und die Abbildung

G: A C(M(A), =7

heifit die Gelfandtransformation auf A. Wir formulieren nun die zentralen Aus-
sagen der Gelfandtheorie.

Theorem 2.1.3 Sei A eine kommutative Banachalgebra mit Eins. Dann ist der
Raum der mazimalen Ideale M(A) nicht leer. Fir jedes a € A ist

a(M(A)) = o(a) und [[a]e = 1r(a),

und die Gelfandtransformation G : A — C(M(A)) ist ein unitaler kontraktiver
Homomorphismus. Der Kern von G ist das Radikal von A. Insbesondere ist G
genau dann injektiv, wenn A halbeinfach ist.

Beweis. Zunichst ist M (.A) nicht leer. Die Algebra A besitzt ndmlich wenigstens
ein echtes Ideal (z.B. {0}). Dieses ist nach dem Krull’schen Lemma (Satz 1.6.1) in
einem maximalen Ideal enthalten. Dieses maximale Ideal ist wegen Lemma 2.1.2
der Kern eines Charakters von A.

Wir zeigen als néchstes, dass a(M(A)) = o(a). Sei zundchst A € o(a). Dann
ist a— Ae nicht invertierbar, und .A(a—Ae) ist ein echtes Ideal von A, da es die Eins
nicht enthélt. Aus dem Krull’schen Lemma wissen wir, dass A(a — \e) in einem
maximalen Ideal von A enthalten ist, welches Kern eines Charakters f von A ist.
Da A eine Eins besitzt, liegt a — Ae im Ideal A(a — Ae) und folglich im Kern von
f. Esist also 0 = f(a — Ae) = f(a) — A und daher A\ = f(a) = a(f) € a(M(A)).

Sei umgekehrt A € a(M(A)), dh. A = f(a) fiir ein f € M(A). Dann
ist A € o(f(a)), und mit Lemma 1.4.11 folgt A € o(a). Somit ist tatséchlich
a(M(A)) = o(a), und die Beziehung |[a]|s = 7(a) ist eine offensichtliche Konse-
quenz hieraus. Insbesondere ist ||a||o < |lal|, d.h. die Gelfandtransformation ist
eine Kontraktion.
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Schliefflich sind die folgenden Aussagen dquivalent:

e a€kerG;

e f(a) =0 fir alle f € M(A);

e ¢ liegt in jedem maximalen Ideal von A;

e o € Rad A. n

Anmerkung 2.1.4 Die Aussage M (A) # () gilt i.allg. nicht mehr, wenn A eine
kommutative Banachalgebra ohne Eins ist. Ein einfaches Beispiel ist die Unter-
algebra von C?*2, welche aus allen Matrizen der Gestalt (8 (g) mit a € C
besteht (,* Ubung). Unter der Annahme M (A) # () kann man jedoch auch im

nicht-unitalen Fall ein zu Satz 2.1.3 analoges Resultat beweisen. Zunéchst defi-
nieren wir fiir jede kommutative Banachalgebra A ohne Eins und fiir jedes a € A

aala) = a;((a, 0)),

wobei A die in Abschnitt 1.3 diskutierte Erweiterung von A zu einer Banachal-
gebra mit Eins ist. Wir haben bereits im Beweis von Satz 2.1.1 bemerkt, dass
M(A) = M(A)U{p} mit ¢ : A = C, (a, ) — A ist. Folglich ist

—

o4(a) = 04((a, 0) = (a, 0)(M(A)) = a(M(A)) U {0}

und
[alloo == sup [a(f)] =r(a).
feM(A)
Anmerkung 2.1.5 Aus Satz 2.1.3 folgt, dass fiir jede kommutative Banachal-
gebra mit Eins die Abbildung a + 7(a) eine semimultiplikative Halbnorm ist und
sogar eine Norm, falls die Algebra halbeinfach ist.

Beispiel 2.1.6 Sei X ein kompakter Hausdorff-Raum und A = C'(X). Wir ken-
nen bereits die echten abgeschlossenen Ideale von C'(X) aus Satz 1.2.5: Sie sind
von der Gestalt {f € C(X) : flx = 0} mit einer nichtleeren kompakten Teil-
menge K von X. Da sich diese Ideale vergréfiern, wenn K kleiner wird, sind die
maximalen Ideale von C(X) gerade durch die einelementigen Mengen {x} mit
x € X gegeben. Fiir jedes x € X ist also {f € C(X) : f(x) = 0} ein maximales
Ideal, und jedes maximale Ideal ist von dieser Gestalt. Mit Lemma 2.1.2 folgt
hieraus: Fiir jedes x € X ist die Punktauswertung 0,(f) := f(z) ein Charak-
ter von C'(X), und jeder Charakter ist von dieser Gestalt. Wir haben also eine
Bijektion

X - M(C(X)), 0, (2.1.3)
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zwischen den Mengen X und M (C(X)). Wir iiberlegen uns noch, dass (2.1.3) so-
gar ein Homéomorphismus zwischen den topologischen Rdumen X und M (C(X))
ist. Aus der Definition der Topologie auf M (C(X)) folgt, dass die Abbildung

—

(2.1.3) stetig ist, denn alle Abbildungen x +— f(0,) = f(x) sind auf X (per Defi-
nition) stetig. Auflerdem ist - wie bereits bemerkt - (2.1.3) eine Bijektion und X
kompakt und somit (2.1.3) ein Homéomorphismus. Halten wir fest:

Theorem 2.1.7 Sei X ein Hausdorffscher Kompakt und A = C(X). Dann ist
M(C(X)) homdomorph zu X, und ein Homéomorphismus von X auf M(C(X))
ist durch x — 0, gegeben.

Wenn wir also M(C(X)) und X identifizieren, so ist die Gelfandtransformation
G:C(X) — C(X) gerade die identische Abbildung.

Beispiel 2.1.8 Hier bestimmen wir den Raum der maximalen Ideale der Disk-
Algebra A aus Abschnitt 1.5. Wir wissen bereits, dass A C C(T). Fiir jedes z € T
wird durch 6, : A — C, f +— f(z) ein Charakter von A definiert. Auflerdem
wissen wir aus Lemma 1.5.2; dass sich fiir jedes w € D das durch 9, : Py —
C, p — p(w) definierte Funktional stetig zu einem Charakter von A fortsetzen
lasst, den wir wieder mit d,, bezeichnen. Wir zeigen

Theorem 2.1.9 Die Abbildung
0:D— M(A), 2+ 6, (2.1.4)
ist ein Homdomorphismus von D auf M(A).

Beweis. Nach obigen Bemerkungen ist ¢ korrekt definiert. Sind z;, 2z, € D Punk-
te mit p(21) = p(22), so ist

21 = 52’1 (Xl) = 5z2 (Xl) = %2,

d.h. ¢ ist injektiv. Wir zeigen, dass ¢ auch surjektiv ist. Sei f € M(A) und
z:= f(x1). Wegen ||f|| = 1ist |z] <1, d.h. z € D. Die Identitat

N N N N
f (Z aan) = Z anf(X1>n = Z anzn = 6z (Z aan)
n=0 n=0 n=0 n=0

zeigt dann, dass f und 0, auf der dichten Teilmenge P, von A iibereinstimmen.
Da f und ¢, auf A stetig sind, stimmen sie auf ganz A {iberein, d.h. ¢ ist surjektiv.

Da D kompakt ist und ¢ eine Bijektion, geniigt es fiir die Homomorphie von
© zu zeigen, dass ¢ stetig ist. Da D ein metrischer Raum ist, reicht es auerdem,
Folgen zu betrachten. Sei (2, )nen eine Folge in D mit lim,, o 2, = z € D. Fiir
jedes analytische trigonometrische Polynom gilt dann

N N N N
. _ . k _ k _
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Da P, in A dicht liegt und sup,,cy ||0., | = 1 ist, folgt

lim 6, (f) = 0.(f) fiir alle f € A,

n—oo

d.h. die Folge (0., )nen konvergiert *-schwach gegen ¢,. Das ist aber die Stetigkeit
von (. m

Im Weiteren werden wir M(A) mit D vermoge der Abbildung (2.1.4) identifizie-
ren. Fiir jedes Polynom p € P, ist dann die Gelfand-Transformierte p analytisch
auf D und stetig auf D. Nach dem Maximumprinzip gilt also

sup [p(z)[ = sup [p(2)| = sup[p(2)],
z€D 2€9(D) z€T

d.h. ||a]jec = ||a|| fiir alle a € P, und folglich fiir alle a € A. In diesem Fall ist

die Gelfandtransformation G : A — C(M(A)) = C(D) also eine Isometrie, jedoch
nicht surjektiv.

Beispiel 2.1.10 Wir betrachten nun eine Algebra, fiir die die Gelfandtransfor-
mation keine Isometrie ist: die bereits in Abschnitt 1.1 eingefiihrte Algebra '(Z)
mit der Faltung als Multiplikation.

Fiir jedes z € T definieren wir eine Abbildung

p.1MZ) = C, fr ) fln)2". (2.1.5)

Man macht sich sofort klar, dass diese Abbildung wohldefiniert ist und einen
Charakter von ['(Z) liefert.

Theorem 2.1.11 Die Abbildung
YT — M(INZ)), =z~ . (2.1.6)

ist ein Homdomorphismus von T auf M (I*(Z)).

Beweis. Seien 21, 2z, € T und ¢,, = ¢,,. Dann ist

21 = Pz (61) = Pz (61> = Z2,

wobel wir im weiteren fiir n € Z mit e,, € I*(Z) die Funktion bezeichnen, die 1 an
der Stelle n und 0 an allen anderen Stellen ist. Die Abbildung v ist also injektiv.

Wir zeigen als niichstes die Surjektivitit von ¢. Sei ¢ € M(I'(Z)) und z :=
@(ey). Dann ist

S S S
271 fele)l el

L= llex]l = [ep(er)| = |2 = L
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d.h. es ist |z| =1 bzw. z € T. Weiter folgt aus

olen) = (ple1))” = 2" = p.(e,) firn€Z,

dass die Charaktere ¢ und ¢, auf einer in {'(Z) dichten Teilmenge und folglich
auf ganz [1(Z) iibereinstimmen. Es ist also ¢ = ¢, d.h. ¢ ist surjektiv.

Wie in den vorangegangen Beispielen ist noch die Stetigkeit von v zu zeigen,
und wieder geniigt es, Folgen zu betrachten. Sei (z,)nen eine Folge in T mit
lim,, o 2, = 2 € T. Dann ist fiir jedes f € [}(Z) \ {0}:

o= (f) —@=(O] < D0 Ifm)l = 2"+ > [fm)] ]2 — 2|

|m|<N |m|>N
< |[flla@ max |Z —2"+2 ) |f(m
|m|>N

Zu beliebig vorgegebenem ¢ > 0 wihlen wir nun N so, dass >, v [ f(m)] < e/4
und anschlieSend ny € N so, dass

max |z — 2" < fiir alle n > ny.

&

jmI<N 2[|.f1l

Fiir alle n > ng ist dann |, (f) — ¢.(f)] < &, d.h. lim,, o @2, (f) = ©.(f). Dies
gilt auch fiir f = 0, also fiir jedes f € [*(Z); somit ist 1 stetig. m

Wir identifizieren wieder M (I'(Z)) und T unter der Abbildung (2.1.6). Dann
kénnen wir die Gelfandtransformation G fiir I1(Z) auffassen als Abbildung von
IY(Z) in C(T), die jeder Funktion f € I'(Z) die durch

= fn)e
definierte Funktion Gf auf T zuordnet (die Reihe konvergiert absolut). Das ist
die “diskrete Fouriertransformation”.
Offenbar ist die Abbildung G keine Isometrie. Ist beispielsweise f € [(Z)
durch f(=1) = f(1) =1, f(0) =4 und f(n) =0 fir n & {—1, 0, 1} gegeben, so
ist || f|| = 3, aber

1Gflloo = max |2 7" + i + 2| = max|i + 2Rez| = V/5.
z€T zeT

Umgekehrt kann man die Werte der Funktion f auf Z aus denen der Funktion
Gf auf T zuriickbestimmen, da erstere gerade mit den Fourierkoeffizienten von
G f iibereinstimmen. Genauer gilt fiir jedes f € {1(Z) und n € Z:

1 o ity ,—int i(m—mn)t
> [ @neea - / > fmen g

m=—0Q0

1

2w
= > fm) / A gt = (),

m=—0oQ
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wobei die Vertauschung von Integration und Summation wegen der absoluten und
folglich gleichméfligen Konvergenz der Reihe gerechtfertigt ist. Dies zeigt insbe-
sondere, dass eine Funktion ¢ € C(T) genau dann im Bild der Gelfandtransforma-
tion von ['(Z) liegt, wenn die Folge ihrer Fourierkoeffizienten absolut summierbar

ist, d.h. wenn

2.

n=—0oo

1
2T

2m
/ o(e")e ™ dt’ < 00.
0

Nun besitzt aber nicht jede stetige Funktion eine absolut konvergente Fourierrei-
he. Das folgende Resultat, welches auf Wiener zuriickgeht, ist daher keineswegs
offensichtlich:

Theorem 2.1.12 Die Funktion ¢ € C(T) besitze eine absolut konvergente Fou-
rierreihe, und es sei auflerdem (t) # 0 fir alle t € T. Dann besitzt auch 1/¢
eine absolut konvergente Fourierreihe.

Der Wienersche Beweis fiir diesen Satz ist hochst technisch und aufwéndig. Es
war einer der ersten Triumphe der Gelfandschen Darstellungstheorie, fiir Satz
2.1.12 einen eleganten und durchsichtigen Beweis zu liefern, den wir uns nun
ansehen.

Beweis des Satzes von Wiener nach Gelfand. Nach Voraussetzung gibt
es eine Funktion f € ['(Z) mit Gf = . Wegen T = M (I*(Z)) impliziert die
Voraussetzung ¢(t) # 0 fiir alle t € T, dass f invertierbar in [(Z) ist (Satz
2.1.3). Sei g := f~!' € I"(Z). Dann ist

1=Geo=G(g*f)=G(g9)-G(f) =G(g)-¢ bzw. 1/ =G(g).

Folglich besitzt 1/¢ eine absolut konvergente Fourierreihe. [

Analoge Resultate lassen sich auch im Kontinuierlichen, d.h. fiir die Algebra
L'(R), ableiten. Genauer: fiir jedes ¢t € R wird durch

o= [ e
ein Charakter von L'(R) definiert, und umgekehrt ist jeder Charakter von L'(R)
von dieser Gestalt mit einem gewissen ¢ € R. Hieraus lédsst sich ableiten, dass

der Raum der maximalen Ideale von L'(R) homdomorph zu R ist und dass die
Gelfandtransformation auf L'(R) nichts anderes als die Fouriertransformation ist:

(GF)(t) = / " )t da,

Bekanntlich bildet die Fouriertransformation L' (R) in Cy(R) ab, was die Tatsache
widerspiegelt, dass L!(R) kein Einselement besitzt. ]
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Als néchstes iiberlegen wir uns, wie man den Raum der maximalen Ideale einer
einfach erzeugten Banachalgebra beschreiben kann.

Theorem 2.1.13 Sei A eine einfach erzeugte Banachalgebra mit Fins, und a
sei ein Erzeuger von A. Dann ist die Abbildung

T:M(A) —o(a), [~ f(a)
ein Homdoomorphismus von M(A) auf o(a).

Beweis. Aus Satz 2.1.3 wissen wir, dass die Abbildung 7" korrekt definiert sowie
surjektiv ist. Nach der Definition der *-schwachen Topologie auf M (.A) ist auch die
Stetigkeit von T sofort klar: Ist (f;) € M(.A) ein Netz, welches gegen f € M(A) *-
schwach konvergiert, so konvergiert natiirlich (7'f;) = (fi(a)) gegen f(a) = T(f).

Fiir den Beweis der Injektivitét von T seien fi, fo € M(A) mit T'(f1) = T(fa).
Dann ist fi(a) = f2(a), und da f; und fo Charaktere sind, folgt

filp(a)) = fa(p(a)) fiir jedes Polynom p.

Da die Polynome p(a) dicht in A liegen und f; und fy stetig sind, stimmen f;
und f5 auf ganz A iiberein, d.h. es ist f; = f5. Die Behauptung folgt nun wie in
den vorausgegangenen Sétzen. [

Identifiziert man M (A) mit o(a) vermoge der Abbildung 7', so tberfithrt die
Gelfandtransformation das Element a gerade in die identische Abbildung auf
o(a).
Satz 2.1.13 liefert auch einen alternativen Zugang zu den Resultaten aus Bei-
spiel 2.1.8 (beachte, dass A einfach erzeugt und x; ein Erzeuger ist).
Abschlieflend zeigen wir ein weiteres Resultat iiber ”automatische Stetigkeit”.

Theorem 2.1.14 A und B seien kommutative Banachalgebren mit Eins, B sei
dariiber hinaus halbeinfach, und W : A — B sei ein unitaler Homomorphismus.
Dann ist W stetig.

Im Spezialfall B = C ist das gerade die Aussage von Satz 1.4.13. Wir werden im
Beweis davon Gebrauch machen.

Beweis. Sei a,, — a in A und W (a,,) — b in B. Wir zeigen, dass b = W (a). Dann
folgt die Behauptung aus dem Satz vom abgeschlossenen Graphen.

Sei f € M(B) beliebig gewéhlt. Dann ist g := f o W ein Charakter von A.
Nach Satz 1.4.13 sind f und g stetig. Daher ist

f(0) =Tim f(W(an)) = limg(an) = g(a) = f(W(a)).

Da diese Beziehung fiir jedes f € M (B) gilt, muss b — W (a) im Radikal von B
liegen, welches nach Voraussetzung nur aus der 0 besteht. Also ist in der Tat
b=W(a). n
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Folgerung 2.1.15 Jeder Isomorphismus zwischen halbeinfachen kommutativen
Banachalgebren mit Fins ist etn Homdomorphismus.

2.2 Kommutative C*-Algebren

Wir kommen nun zur bereits mehrfach angekiindigten Beschreibung kommutati-
ver C*-Algebren.

Theorem 2.2.1 (Gelfand, 1941) Es sei A eine kommutative C*-Algebra mit
Eins. Dann ist die Gelfandtransformation ein isometrischer *-Isomorphismus von
A auf C(M(A)); insbesondere gilt also

1Galloe = |lal| und G(a*) =Ga fiir allea € A.

Hat A kein Einselement, so ist G ein isometrischer *-Isomorphismus von A auf
Co(M(A)).

Fiir den Beweis der Surjektivitit benotigen wir eine Verallgemeinerung des
klassischen Weierstrafischen Resultates, dass sich jede stetige Funktion auf einem
beschrinkten Intervall gleichméfiig durch Polynome approximieren lédsst. Dazu
nennen wir eine Teilmenge A von C(X) symmetrisch, wenn fiir jedes f € A auch
die konjugiert komplexe Funktion f in A liegt, und wir sagen, dass A die Punkte
von X trennt, wenn es fiir beliebige Punkte z, y € X mit z # y ein f € A mit

f(x) # f(y) gibt.

Theorem 2.2.2 (Stone/Weierstraf}) Sei X ein kompakter Hausdorff-Raum,
und A sei eine abgeschlossene und symmetrische Unteralgebra von C(X), welche
die Punkte von X trennt und die konstante Funktion x +— 1 enthdlt. Dann ist

A= C(X).

Wir bereiten den Beweis dieses Satzes mit einem Satz und einem Lemma vor.

Theorem 2.2.3 (Dini) Sei X ein kompakter Raum und (f,)nen eine monoto-
ne Folge von Funktionen aus C(X, R). Wenn (f,) punktweise gegen ein f €
C(X, R) konvergiert, dann sogar gleichmdifsig.

Beweis. O.E.d.A. sei die Folge (f,,) monoton fallend (andernfalls ersetzen wir f,,
durch —f,) und f = 0 (andernfalls ersetzen wir f,, durch f, — f).

Sei € > 0. Fiir jedes x € X gibt es wegen f,(z) — 0 ein n, € N mit 0 <
fn. () < /2. Da f,, stetig ist, gibt es eine Umgebung U, von x mit

o (@) = fr, ()| < €/2 fiir alley € Us.
Wegen 0 < f,, (y) < |fu.(y) — fr.(x)| + fo.(x) ist dann

0< fu.(y) <e firalley e U,.
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Aus der offenen Uberdeckung X = |J,_ U, wihlen wir eine endliche Uberde-

zeX
ckung X = U,, U---UU,, und setzen ny := max{ng,, ..., ng, }.
Sei nun y € X. Dann gibt es ein j € {1, ..., k} mit y € U,,. Wegen der

Monotonie der Folge (f,) ist fiir alle n > ng

0< fuly) < fao(y) < fro, (y) <e.

Fazit: Fiir alle y € X und n > ng ist 0 < f,(y) < . Somit konvergiert (f,,)
gleichméfig gegen die Nullfunktion. [

Lemma 2.2.4 Es gibt eine Folge reeller Polynome, die auf [0, 1] gleichmdifig
gegen die Funktion x — \/x konvergiert.

Beweis. Wir starten mit dem Polynom p; = 0 und definieren p,,, fiir n > 1

rekursiv durch 1

Pri1(x) = po(x) + i(x — pu(2)?). (2.2.1)

Mit vollstéandiger Induktion zeigen wir zunéchst, dass
VneN, Ve e[0,1]: 0<p,(z) < Vo<1,

Das ist klar fiir n = 1. Sei die Aussage fiir ein n > 1 richtig. Dann ist

1

\/E _pn—&-l(m) = \/5 —pn(ZE) - 5(.% _pn(I)Q)

= (f—pn(ar))(l—%(ﬁ+pn(x))). (2.2.2)

Die Induktionsannahme 0 < p,(z) < y/z liefert fiir alle « € [0, 1]

1
0<o(Votp(o) <ves<t,
woraus mit (2.2.2) folgt

0< \/__anrl(x) < \/__pn(x)'

Es ist also pp41(2) < & und p,(x) < ppya(z) fiir 2 € [0, 1]. Die Folge (py,) ist
somit monoton wachsend und beschréankt. Sie konvergiert daher punktweise ge-
gen eine Funktion f : [0, 1] — [0, 1]. Vollziehen wir den Grenziibergang n — oo
in (2.2.1), folgt f(x)? = x bzw. f(z) = /z auf [0, 1]. Da diese Funktion stetig
ist, folgt die gleichméfige Konvergenz von (p,) gegen f aus dem Satz von Dini
(Satz 2.2.3). m

Beweis des Satzes von Stone/Weierstraf3. Wir bezeichnen die Menge der
reellwertigen Funktionen aus A mit 4, und definieren C,.(X) analog. Man macht
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sich leicht klar, dass A, eine abgeschlossene Unteralgebra von C,.(X) ist, wel-
che ebenfalls die Punkte von X trennt und die Einsfunktion enthélt. Wir zei-
gen A, = C.(X), woraus die Behauptung folgt. Ist ndmlich f € C(X), so sind
Ref := (f+ f)/2 und Im f := (f — f)/(2i) reellwertige Funktionen aus C(X),
also in C,.(X). Aus A, = C,.(X) folgt dann, dass Re f, Im f € A,, und hieraus
schlieflich f =Ref+ilm f € A.

Schritt 1. Wir zeigen, dass aus f € A, auch |f| € A, folgt. Das ist klar, falls
f = 0. Sei also f nicht die Nullfunktion, und sei (p,) eine Folge von Polynomen
wie in Lemma 2.2.4. Da A, die Funktion f und die Einsfunktion enthélt und da
A, eine Algebra ist, liegt auch jede Funktion p,(f?/||f]|%) in A,. Nach Lemma

2.2.4 konvergieren diese Funktionen gleichméBig gegen / f2/||f112 = |f1/1| f|loo-
Da A, abgeschlossen ist, liegt |f|/||f|lco und folglich |f| in A,.

Schritt 2. Wir zeigen, dass mit zwei Funktionen f und ¢ aus A, auch die Funk-
tionen max{f, g} und min{f, g} in A, liegen. Dies folgt sofort aus dem soeben
Bewiesenen und aus den Identitéten

N | —

1 .
max{f, g} = 5(f+g+[f —gl), min{f, g} =
die man leicht punktweise nachrechnet.

Schritt 3. Wir zeigen, dass es fiir beliebige verschiedene Punkte x, y € X und
Zahlen a, b € R stets eine Funktion g € A, mit g(x) = a und g(y) = b gibt. Auch
das ist einfach: Da A, die Punkte trennt, gibt es ein f € A, mit f(z) # f(y).
Dann leistet die Funktion

das Gewdlinschte.

Nach diesen Voriiberlegungen nun zum eigentlichen Beweis. Sei f € C,.(X) und
¢ > 0. Wir fixieren ein zy € X. Fiir jedes € X finden wir ein g, € A, so,
dass g.(z9) = f(xo) und g,(z) = f(x) (ist x = z, so wihlen wir g, einfach als
Konstante). Da f und g, stetig sind, finden wir eine offene Umgebung U, von x
so, dass

9:(y) < fly) +e firalley € U,.

Die offenen Mengen”{Um}me x lberdecken X. Da X kompakt ist, ldsst sich aus
ihnen eine endliche Uberdeckung von X auswéhlen, etwa X = U,, U---UU,,.

Sei
hxo = min{gﬂfu Jzay -+ ga?n}

Dann liegt h,, in A,, und es ist h,,(y) < f(y)+¢ fiir alle y € X. Auf diese Weise
finden wir fiir jeden Punkt 2y € X eine Funktion h,, in A, mit h,,(z) = f(x0)
und hy, (y) < f(y) + ¢ fir alle y € X.
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Weiter: da h,, und f stetig sind, gibt es eine offene Umgebung V,,, von xg, so
dass
he(y) > f(y) —e furalley € V.

Da {V,,}sex eine offene Uberdeckung von X ist, lisst sich daraus wieder eine
endliche Uberdeckung von X, etwa X = V,, U--- UV, (mit moglicherweise
anderen Punkten x; als oben) auswéhlen. Es sei

k= max{hy,, hey, -, ha, }
Dann liegt k£ in A,, und es ist
fly) —e <k(y) < fly)+¢e firalley € X

bzw. || f — k|| < e. Fiir jedes € > 0 findet man also ein k € A, mit || f — k||« < €.
Die Behauptung folgt nun aus der Abgeschlossenheit von A,. [

Beweis des Satzes von Gelfand. Wir zeigen zuerst, dass G ein *~-Homomorphis-
mus ist. Sei @ € A. Dann sind m := }(a+a*) und n := £ (a—a*) selbstadjungierte
Elemente aus A, und es gilt a = m +in und a* = m — in.

Aus der Selbstadjungiertheit von m und n folgt, dass die Spektren o(m) und
o(n) in R enthalten sind (Satz 1.5.7). Nach Satz 2.1.3 miissen daher Gm und Gn

reellwertige Funktionen sein (beachte, dass (Gm)(M(A)) = o(m)). Folglich ist
Ga =Gm +iGn = Gm —iGn = G(m —in) = G(a*).

Man sieht auch leicht, dass G eine Isometrie ist. Da fiir a € A das Element a*a
selbstadjungiert ist, folgt ndmlich

lall* = lla*al| = r(a*a) = [G(a"a) | = [[(Ga)*Galls = ||GallZ,

wobei die mittlere Gleichheit wieder aus Satz 2.1.3 folgt.

Da G isometrisch ist, ist GA eine abgeschlossene Unteralgebra von C'(M(.A)),
und aus der Tatsache, dass G ein *~-Homomorphismus ist, folgt die Symmetrie von
GA. Das Einselement von A wird durch G auf die Funktion x + 1 abgebildet
(Satz 1.4.13); es ist also 1 € GA. Schliellich trennt G.A die Punkte von M (A):
Sind nédmlich f, g zwei verschiedene Charaktere von A, so miissen diese sich
wenigstens in einem Punkt a € A unterscheiden, d.h. es ist f(a) # g(a) bzw.
(Ga)(f) # (Ga)(g). Der Satz von Stone-Weierstra$} liefert nun GA = C(M(A)). m

Anmerkung 2.2.5 Wir kénnen jedem kompakten Hausdorff-Raum X die C*-
Algebra C'(X) zuordnen und jeder kommutativen C*-Algebra A mit Eins den
kompakten Hausdorff-Raum M (A). Man kann C' also betrachten als Funktor
von der Kategorie der kompakten Hausdorffraume (mit Homéomorphismen als
Abbildungen) in die Kategorie der kommutativen C*-Algebren mit Eins (mit
*-Isomorphismen als zugehorige Abbildungen), und man kann M auffassen als
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Funktor, der zwischen diesen Kategorien in umgekehrter Richtung wirkt. Die
Séatze 2.2.1 sowie 2.1.7 lassen sich so zusammenfassen:

CMA)=A und M(C(X))=X;

hier steht das linke = fiir *-Isomorphie; das rechte fiir Homéomorphie. M und C'
sind also ”invers” zueinander.

Ein kompakter Hausdorff-Raum wird also vollstdndig durch die zugehorige
C*-Algebra bestimmt und umgekehrt. Fassen wir das ganze noch etwas weiter,
lasst sich folgendes ”Worterbuch” aufmachen:

Topologie C*-Algebren
lokalkompakter Hausdorff-Raum | kommutative C*-Algebra
Kompaktheit Einselement
Homo6omorphismus *-Isomorphismus
stetige Abbildung *-Homomorphismus
abgeschlossene Teilmenge abgeschlossenes Ideal
nicht zusammenhéngend 3 Projektoren

Diese und weitere Entsprechungen bilden den Ausgangspunkt fiir zahlreiche
fruchtbare Verallgemeinerungen vom ”kommutativen” auf den ”nichtkommutati-
ven” Fall; vgl. hierzu A. Connes, Non-commutative Geometry. [

Anmerkung 2.2.6 Ist X ein topologischer Raum und BC(X) die C*-Algebra
der beschréinkten stetigen Funktionen auf X, so gibt es nach Satz 2.2.1 einen
kompakten Hausdorff-Raum X so, dass

Man kann zeigen, dass jeder vollstdndig reguldre Raum X auf natiirliche Weise
stetig und dicht in X abgebildet werden kann (genauer: die Abbildung 7" : X —
X, x> 0, ist stetig und clos(TX) = X). Der Raum X (oft als X bezeichnet)
heiBt Stone-Cech-Kompaktifizierung von X. n

Wir iiberlegen uns abschliefSend, wie sich die Aussage von Satz 2.2.1 prézisie-
ren ldsst, wenn A von einem einzigen Element erzeugt wird.

Theorem 2.2.7 Sei A eine C*-Algebra mit Eins e, a € A sei normal, und C*(a)
sei die kleinste abgeschlossene und symmetrische Unteralgebra von A, die e und
a enthdlt. Dann ist C*(a) eine kommutative C*-Algebra, und

C*(a) 2 C(o(a)).
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Wir konnen uns hier nicht unmittelbar auf die Resultate fiir einfach erzeugte
Banachalgebren berufen. Als Banachalgebra wird C*(a) natiirlich durch e und
die beiden Elemente a und a* erzeugt.

Beweis. Aus aa* = a*a folgt, dass C*(a) eine kommutative C*-Algebra ist.
Wegen Satz 2.2.1 ist also

C*(a) = C(X) mit X := M(C*(a)).

Da a die Algebra C*(a) erzeugt, erzeugt die Gelfandtransformierte @ von a die
Algebra C'(X) (im Sinne von C*-Algebren). Wir zeigen, dass

a: X — d(X) = UC*(a)(a)

ein Homodomorphismus ist. Die Stetigkeit und Surjektivitat von a sind klar. Die
Injektivitédt erhalten wir wie folgt: Da C'(X) die Punkte von X trennt und a
diese Algebra erzeugt, muss bereits a die Punkte von X trennen. Somit ist die
Abbildung a eine stetige Bijektion. Da X kompakt ist, folgt die Behauptung.
SchlieBllich verwenden wir noch, dass o¢«()(a) = o4(a) ist (inverse Abge-
schlossenheit von C*-Algebren). m

Identifiziert man M (C*(a)) mit o(a), so ist die Gelfandtransformierte des erzeu-
genden Elementes a gerade die identische Abbildung auf o(a).

2.3 Stetiger Funktionalkalkiil fiir normale Ele-
mente

Wir haben in der Ubung bereits eine rudimentére Fassung des Funktionalkalkiils
kennengelernt. Ist A eine Algebra mit Eins e und p(t) = agt® + a;t* + ... + a,t"
ein Polynom, so wird fiir jedes a € A durch p(a) = ape + a1a + ... + a,a™ ein
Element aus A definiert. Dabei gilt

o(p(a)) = ={p(\): A€ c(a)},

und die Abbildung p — p(a) ist ein Homomorphismus von der Algebra der Poly-
nome in A.

In Banachalgebren ist man bestrebt, f(a) auch fiir grofiere Klassen von Funk-
tionen zu erkldren. Es ist leicht einzusehen, dass man fiir jede ganze Funktion
f(z) =32 a,z" das Element f(a) durch f(a) := > 0" a,a™ mit a® := e defi-
nieren kann. Da f eine ganze Funktion ist, konvergiert ndmlich fiir jedes a € A
die Reihe " a,a™ absolut. Man kann auf diese Weise z.B. Elemente wie exp a
oder sin a einfithren. Auch gilt der Spektralsatz

o(f(a)) = fo(a)) = {f(\) : A€ o(a)} (2.3.1)
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fiir beliebige ganze Funktionen.

Dieses Resultat lisst sich weiter verallgemeinern, wobei hier nur iiberblicks-
artig die wesentlichen Resultate angegeben werden. In Kurzfassung lautet die
Verallgemeinerung: Man kann mittels der Cauchyschen Integralformel f(a) fiir
jede Funktion erkldren, welche in einer Umgebung von o(a) holomorph ist. Fiir
f(a) gilt dann der Spektralsatz (2.3.1).

Theorem 2.3.1 Seien A eine Banachalgebra mit Eins e, a € A, G eine offene
Umgebung von o(a), und f : G — C holomorph. Dann existiert eine offene Menge
W mat

ola) CW CW CG,
deren Rand aus endlich vielen paarweise disjunkten, einfachen, geschlossenen und
stiickweise stetig differenzierbaren Wegen besteht, die so orientiert sind, dass W
links vom Weg liegt. Unabhdngig von W wird durch

f@) =2 [ ) ee—a)tdz

2 Jow
ein Element von A definiert.

Der Beweis der Unabhéngigkeit dieser Definition von W erfolgt mit dem Cauchy-
schen Integralsatz.

Sind G4, Gg offene Umgebungen von o(a) und f; : G; — C holomorphe
Funktionen, so sind f; + f2, fif2 : G1 N Gy — C holomorphe Funktionen, und es
gilt

(i + F2)(@) = Fi(@) + fala),  (fif)(@) = fala)fola).

Schliefflich gilt wieder der Spektralsatz

Theorem 2.3.2 Sei A eine Banachalgebra mit Fins e, a € A, und sei f auf
einer offenen Umgebung G von o(a) holomorph. Dann gilt

o(f(a)) = f(o(a)) == {f(\) : A € o(a)}.

Beweis. Wir zeigen zuerst D. Fiir A € o(a) definieren wir g : G — C durch

() = LEI) falls 2 # A,
== '\ falls z = .

Die Funktion ¢ ist holomorph auf G, und es gilt
g(z)(z—=A) = f(z) — f(A) firalle z € G.
Mit dem holomorphen Funktionalkalkiil folgt
gla)(a = re) = f(a) = f(Ne. (2.3.2)
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Wiére nun f(A) ¢ o(f(a)), so wiirde aus (2.3.2) die Invertierbarkeit von a — Ae
folgen. Dieser Widerspruch zeigt, dass f(o(a)) C o(f(a)).

Ist umgekehrt p & f(o(a)), so ist die Funktion h(z) := (f(z)—u)~! holomorph
in einer Umgebung G von o(a), und h(a) ist erklért. Wir haben dann h(a)(f(a)—

pe) =e, d.h. yu ¢ o(f(a)). n

Mit Satz 2.3.1 kann man beispielsweise a'/? definieren, falls o(a) C [1, co) ist,
nicht jedoch im Falle o(a) = [0, 1].

Wir schlielen die Betrachtung des allgemeinen Falles mit Aussagen zu Pro-
jektoren ab.

Theorem 2.3.3 (Shilov) Sei A eine Banachalgebra mit Eins e, a € A, und sei
o(a) = o1 U oy mit abgeschlossenen, nichtleeren und disjunkten Mengen o1, 0.
Dann existiert ein Projektor p in A (d.h. ein Element mit p* = p) so, dass

(a) ab=ba = bp=pb,

(b) fiir ay := ap, as := ale — p) gilt a = ay + as und ajas = asa; =0,

(¢) o(a;) = o; U{0}.

Fiir den Beweis sucht man sich offene Umgebungen G; von o; und G5 von o5 mit
G1 NGy = () und wihlt fiir f: G; UGy =: G — C die Funktion

1 falls z € Gy,
f(z) = 1
0 fallsz € G,.

Diese ist holomorph auf G, und das Element p := f(a) ist das Gesuchte. [
Wesentlich stérker ist folgendes Resultat, das ebenfalls auf Shilov zuriickgeht.

Theorem 2.3.4 (Shilovscher Idempotentensatz) Sei A eine kommutative
Banachalgebra und C' eine kompakte offene Teilmenge von M(A). Dann gibt es
einen Idempotenten p in A (d.h. ein Element mit p* = p) so, dass p die charak-
teristische Funktion von C' ist.

Insbesondere kann man C' = M (.A) wéhlen, falls M (A) kompakt ist. Dann folgt:
Ist A eine halbeinfache kommutative Banachalgebra und M (.A) kompakt, so hat
A ein Einselement.

Alle bekannten Beweise von Satz 2.3.4 benutzen den holomorphen Funktio-
nalkalkiil fiir Funktionen mehrerer komplexer Veranderlicher; siehe z.B. Kaniuth:
A Course in Commutative Banach Algebras, Springer 2009. n

Wesentlich verallgemeinern lésst sich dieses Funktionalkalkiil fiir normale Ele-
mente in C*-Algebren. Ein einfaches Umschreiben von Satz 2.2.7 liefert sofort:

Theorem 2.3.5 Sei A eine C*-Algebra mit Eins, und a € A sei normal. Dann
existiert ein isometrischer *-Isomorphismus

O C(o(a)) 2 C*(a) C A.
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Die Abbildung ® ist gerade die Inverse zur Gelfandtransformation G : C*(a) —
C(o(a)). Man kann dieses Resultat so interpretieren, dass man fiir jede stetige
Funktion f auf o(a) ein Element f(a) := ®(f) € C*(a) so definieren kann, dass
die Zuordnung f + f(a) ein *-Isomorphismus wird. Insbesondere gilt also

(f +9)(a) = fla) +g(a), (fg)(a) = fla)g(a), fla)=f(a)".  (2:3.3)

Weiter erhélt man sofort den Spektralsatz
o(f(a)) = flo(a)) :=={f(N): A€ o(a)} firalle f € C(o(a)). (2.34)

Man beachte, dass man nun beispielsweise a!/? auch dann definieren kann, wenn
a normal und o(a) C R" ist. Elemente a mit diesen Eigenschaften besitzen also
eine Quadratwurzel. Wir sehen uns noch zwei einfache Anwendungen des stetigen
Funktionalkalkiils in C*-Algebren an.

Beispiel 2.3.6 Sei a € A selbstadjungiert. Dann ist o(a) € R. Auf R (und
damit auf o(a)) sind die Funktionen

fi(z) :=max {0, 2}, fao(x):=—min{0, z}, f3(x) :=|z|

stetig. Wir definieren

ay = fi(a), a_ = fola), la|:= f3(a).

Dann ist @ = ay —a_, |a| = a; + a_ und ara_ = 0. Diese Elemente heiflen
positiver und negativer Teil bzw. Betrag von a. [

Beispiel 2.3.7 Wir wollen uns folgende Aussage iiberlegen: Jedes Element einer
C*-Algebra A mit Eins e ist eine Linearkombination von hdchstens vier unitdren
Elementen.

Beweis. Jedes Element a € A ist Linearkombination zweier selbstadjungierter
Elemente:

azﬁ(a+a )—i—Z(z(a—a ))-

Durch Wahl der Koeffizienten ldsst sich auflerdem erreichen, dass die Normen
dieser selbstadjungierten Elemente kleiner oder gleich 1 sind.

Wir zeigen, dass sich jedes selbstadjungierte Element a mit |la|| < 1 als Line-
arkombination zweier unitérer Elemente schreiben lésst. Aus a = ¢* und |ja|| <1
folgt o(a) C [—1, 1], und der Spektralsatz (2.3.1) liefert o(e — a®) C [0, 1]. Da
x> /2 auf [0, 1] stetig ist, ist das Element u := a + i(e — a®)'/? wohldefiniert.
Man rechnet leicht nach, dass u* = a — i(e — a?)"/? = «~! und demzufolge a eine
Linearkombination zweier unitérer Elemente ist: a = $(u + u*). ]
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So elegant der stetige Funktionalkalkiil fiir normale Elemente ist, so ldsst er den-
noch Wiinsche offen, vor allem im Hinblick auf den Spektralsatz fiir selbstad-
jungierte oder normale Operatoren. Um dies kurz anzudeuten, sei H ein sepa-
rabler unendlich-dimensionaler Hilbertraum mit Orthonormalbasis (e;);en, und
a : N — C sei eine beschriankte Folge. Dann wird durch

Ax = Zai@:, eiye;, w«€H,

1€EN

ein linearer beschrankter und normaler Operator definiert, dessen Spektrum mit
clos a(N) tibereinstimmt.
Ist £ C C abgeschlossen, so heifit der Operator

o — Z (x, e;)e;, x€H,

i:a, €E

der Spektralprojektor zur Menge E. Dies ist ein orthogonaler Projektor auf H,
der mit A vertauscht, und fiir ihn gilt:

0(Alm p,) = clos(FNa(N)) C E.

Pg filtert also aus H den Teil heraus, auf dem das Spektrum von A in E liegt.
Man kann Pg in der Regel nicht als f(A) mit einer stetigen Funktion f auf
o(A) darstellen. Da Pg ein Projektor ist, ist sein Spektrum in {0, 1} enthal-
ten. Eine Funktion f : 0(A) — C, die die beiden Werte 0 und 1 und nur diese
annimmt, kann aber nicht stetig sein, falls o(A) zusammenhéngend ist. Mochte
man also (alle) Spektralprojektoren von A als Funktionen von A schreiben, muss
man die Einschrankung auf stetige Funktionen fallenlassen. Dies gelingt im Rah-
men der von Neumann-Algebren, wo man einen Borelschen Funktionalkalkiil zur
Verfiigung hat.

Wir schauen uns noch eine weitere Stetigkeitseigenschaft des Funktional-
kalkiils an, nédmlich die der Abbildung a +— f(a) (in Satz 2.3.5 haben wir die
Abbildung f +— f(a) betrachtet).

Theorem 2.3.8 Sei A eine unitale C*-Algebra, M C C und
Ay i={a € A: aist normal und o(a) C M}.

Dann st fiir jede stetige Funktion f: M — C die durch den stetigen Funktional-
kalkil gegebene Abbildung

Ay — A, a— f(a)

stetig.
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Beweis. Sei (a,) eine Folge in A, die gegen ein Element a € Ay, konvergiert.
Wir zeigen zuerst, dass dann die Menge

K :=o0(a)U U o(a,) C M

neN

kompakt ist. Als konvergente Folge ist (a,) beschriankt. Es gibt also ein r > 0 so,
dass ||a,|| < r fiir alle n € N und dann auch ||a|| < r. Dann ist K in einem Kreis
um die Null mit Radius r enthalten, also beschréankt.

Wir zeigen die Abgeschlossenheit von K. Sei (A,,) eine Folge in K, die gegen
ein A € C konvergiert. Falls es ein N € N gibt, so dass die Folge (\,,) komplett
in der endlichen Vereinigung

o(a)U U o(a,) C K

liegt, dann folgt sofort A € K (endliche Vereingungen abgeschlossener Mengen
sind abgeschlossen). Andernfalls finden wir Teilfolgen (A, ) und (a,, ) mit A, €
o(ap,) fir alle k. Die Elemente a,, — A, e sind also nicht invertierbar, und sie
konvergieren fiir £ — oo gegen a — Ae. Da die Menge der invertierbaren Elemente
offen ist, kann a — Ae nicht invertierbar sein, d.h. es ist A € o(a) C K.

Nun zeigen wir, dass fiir jede stetige Funktion f : M — C die Elemente
f(a,) gegen f(a) konvergieren. Sei ¢ > 0. Nach dem Satz von Stone-Weierstraf3
(Theorem 2.2.2) liegt die Menge der Polynome in den Variablen z und z dicht in
C(K). Insbesondere finden wir ein derartiges Polynom p mit

sup |f(z) = p(2)] <e/3.

Die durch das Polynom p induzierte Abbildung b — p(b) ist stetig, da sie sich
aus den stetigen Operationen Addition, Multiplikation und Involution zusam-
mensetzt. Es gibt daher ein ng € N so, dass ||p(a,) — p(a)|| < /3 fiir alle n > ny.
Nun folgt

1f(an) = Fla)l < [f(an) = plan)|| + [[p(an) — p(a)]| + [[p(a) — f(a)]
= sup [f(z) = p(z)| + [[p(an) = p(a)] + sup [p(z) = f(2)|

z€o(an) z€o(a)

< €/34+¢/3+¢/3=¢

fiir alle n > ng. Also konvergiert f(a,) tatsichlich gegen f(a). m

2.4 Fredholmtheorie von Toeplitzoperatoren

Wir fithren nun eine Klasse von Operatoren ein, die sich gut untersuchen lasst
und die uns im weiteren oft als Illustration dienen wird.
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Sei a € L>®(T). Fiir k € Z heifit
1 2m

=5 i a(e™)e * dy

ag -

der k. Fourierkoeffizient von a. Wir definieren den durch a erzeugten Laurentope-
rator L(a) auf I*(Z), den Toeplitzoperator T'(a) auf [*(Z") und den Hankeloperator
H(a) auf [*(Z") iiber ihre Matrixdarstellungen bzgl. der Standardbasen von [*(Z)
bzw. I12(Z"):

ap a—1 a_o9 a_s3

aq Qo a_1 Q_9

L(a) = )
a9 ay Qo a_q
as a9 aq Qo
ap a—1 Aa_o --- a; ag as
a, ay Qa_qp - Gz ag a4
T(a) = o | Hla) =

az a4 as

Bei L(a) und T'(a) sind die Eintrdge konstant entlang von Parallelen zur Haupt-
diagonalen, bei H(a) auf Parallelen zur ”Nebendiagonalen”.

Am einfachsten ist die Untersuchung der Laurentoperatoren. Jede Funktion
a € L>®(T) definiert wegen

lafllz < llallcll 12 fiir alle f € L*(T)

einen stetigen Multiplikationsoperator al auf L?*(T). Die Matrixdarstellung von
al beziiglich der Basis (e,)nez, €n(t) :=t", von L*(T) ist gerade L(a):
| L g
<aek’ ej> = % i a(elx)ezkxefl]xdm
1 27
21 Jy

Da Laurentoperatoren somit nichts anderes als Matrixdarstellungen von Multi-
plikationsoperatoren sind, folgt sofort

L(a+0b) = L(a) + L(b), L(ab) = L(a)L(b), L(a)" = L(a) (2.4.1)
fiir beliebige Funktionen a, b € L*(T) sowie
IL(@) L@@y = lalllLzzmy) < [l (2.4.2)
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Toeplitz- und Hankeloperatoren lassen sich als ” Bausteine” von Laurentoperato-
ren auffassen. Dazu sei [2(Z") die Menge aller Paare (x, y) von Elementen aus
I2(Z7"), versehen mit der Norm

I, )l = (el + %) .

Die Abbildung J : I*(Z) — I3(Z7),
(..., T 3, T 9, T_1, Tg, T1, Ta, ...) > ((3:_1, T g, Tz, ...), (xg, T1, Ta, ))
ist eine bijektive Isometrie, und es gilt

JL(a)J " = (g(&)) ];((Z))) mit a(f) = a(1/1). (2.4.3)

Lemma 2.4.1 Fira, b€ L*(T) gilt
(a) T(ab) = T(a)T(b) + H(a)H(b) und H(ab) = T(a)H (b) + H(a)T(b),
(b) T(a)* =T(a) und H(a)* = H(a).

Bewei. Nach (2.4.3) ist einerseits
JL(ab)J ' = <

und andererseits

JL(ab)J ™" = JL(a)J ‘- JL(b)J "

J
_ (T(d) H(V) T(b) H(b)
H(a) T(a))\H(b) T(b)
_ (T(&)T(§)+H(d)ﬂ(b) T(&)H(Q)JFH(?L)T(b))
H(a)T(b) +T(a)H(b) H(a)H(b)+ T(a)T(b)
Ein Vergleich der entsprechenden Eintrége liefert Aussage (a), und (b) folgt analog
o (T(@) H@\ _ (T Hay
1@ = (56 1) = (ar 100 )
und

.1 (T(a) H(a)
@7 = () 7(m) *
Fiir die Normen hat man wegen (2.4.2) und (2.4.3)
IT(a)]| < [[L(a)l] < llallee  sowie [[H(a)]| < [IL(a)]] < [la]lco- (2.4.4)

Diese Abschétzungen geniigen zwar fiir viele Anwendungen. Andererseits lassen
sich diese Normen exakt bestimmen.
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Theorem 2.4.2 Seia € L>®(T). Dann ist
(@) [[L(a)]| = llalleo;

(b) (Brown/Halmos) [|T'(a)]| = [lalleo;
(c) (Nehari) ||H(a)| = distpeo(r)(a, H>).

Hier steht H°° fiir die Menge aller Funktionen aus L>(T), die sich analytisch in
das AuBlere des Einheitskreises fortsetzen lassen (Beispiel: f(t) = t~'). Beweise
findet man in [Bottcher/Silbermann]|, Analysis of Toeplitz operators, Theoreme
2.7 und 2.11.

Unser Ziel sind Fredholmeigenschaften von Toeplitzoperatoren T'(f) mit ste-
tiger Erzeugerfunktion f, d.h. uns interessiert die Frage, wann die Nebenklasse
T(f)+ K(I*(Z")) in der Calkinalgebra L(I*(Z"))/K (I*(Z")) invertierbar ist. Da-
zu untersuchen wir die kleinste abgeschlossene Unteralgebra T (C') von L(I*(ZT)),
welche alle Toeplitzoperatoren T'(f) mit f € C(T) enthilt. Wegen T'(f)* = T(f)
und da mit f auch f stetig ist, ist 7(C) bereits eine C*-Algebra.

Wir bereiten die Untersuchung von 7 (C') mit zwei Kompaktheitsaussagen vor.
Die erste dieser Aussagen unterstreicht zudem die véllig unterschiedliche Natur
von Toeplitz- bzw. Hankeloperatoren.

Theorem 2.4.3 (a) Fiir alle a € L>®(T) und K € K(I*(Z")) gilt
IT(a)]l < 1T(a) + K.
Insbesondere ist T'(a) genau dann kompakt, wenn a = 0.
(b) Fir alle a € C(T) ist H(a) kompakt.
Beweis. (a) Wir betrachten die Verschiebungsoperatoren V; und V_; auf [*(Z")
mit
‘/1 : (Io, X1, .. ) — (0, Zo, T1, .- .), V,1 : (330, X1, To, .. ) — (.%1, To, I3, .. )

Fir n € Ngei V,, :== (V1)" und V_,, := (V_1)” und V; := I. Wegen ||V,| =
|V_.|l = 1 ist dann

IVon(T(a) + K)Vall < [[T(a) + K. (2.4.5)

Nun ist V_,T(a)V,, = T(a), und man tberpriift leicht, dass V_, — 0 stark fiir
n — oo und V* = V_,,. Folglich konvergiert V_,, K'V,, in der Norm gegen 0. Lassen
wir also in (2.4.5) n — oo laufen, folgt sofort die erste Behauptung von (a). Die
zweite Behauptung ist eine unmittelbare Konsequenz der ersten.

(b) Ist a(t) = a_pt™™ + ... + a,t" ein trigonometrisches Polynom, so ist H(a)
offenbar ein Operator mit endlich-dimensionalem Bild und folglich kompakt. Nun
kann jede stetige Funktion a auf T gleichméfig durch trigonometrische Polynome
pn, approximiert werden (Stone/Weierstrafl). Aus

1H (a) = H(pn)|| < lla = pallec =0,
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der Kompaktheit von H(p,) und der Abgeschlossenheit von K ({?) folgt die Be-
hauptung. [

Theorem 2.4.4 FEs ist K(I*(Z1)) C T(C).

Beweis. Sei P, : I?(Z") — I2(Z7), (xg, x1, ...) = (zo, T1, ..., Tp_1, 0,0, ...).
Offenbar gilt P, = P — I stark und daher ||P,KP, — K| — 0 fiir jeden
kompakten Operator K. Es geniigt daher zu zeigen, dass P, K P,, € T (C) fiir jedes
K € K(I?) und jedes n € N. Ist (k”)?]_:lo die Matrixdarstellung von P, K P,|im p,
bzgl. der Standardbasis von [?(Z*), so ist

n—1
P,KP, =Y kyViPV_;

i.j=0

(Nachrechnen!). Nun ist aber P, = I — Vi V_4, und V; bzw. V_; sind Toeplitzope-
ratoren mit den erzeugenden Funktionen y,(t) = ¢ bzw. x_1(t) = t~'. Hieraus
folgt sofort die Behauptung. [

Mit diesen Resultaten erhélt man leicht eine komplette Beschreibung der Algebra
T(C).

Theorem 2.4.5 7(C) ={T(a) + K : a € C(T), K € K(I*(Z"))}.

Beweis. Wir bezeichnen die rechte Seite der zu beweisenden Identitdt mit .A.
Aus Satz 2.4.4 folgt sofort A C T(C). Fiir die umgekehrte Inklusion zeigen wir,
dass A eine abgeschlossene Unteralgebra von L(I?(Z")) ist. Seien a, b stetig und
K, L kompakt. Dann ist

(T(a)+ K)+(T(b)+ L) =T(a+b)+(K+L)e A
und

(T'(a) + K)(T(b) + L)

=T(a)T(b)+ KT(b)+T(a)L+ KL

— T(ab) — H(a)H(b) + KT(b) + T(a)L + KL € A, (2.4.6)
da die letzten vier Summanden in (2.4.6) nach Satz 2.4.3 (b) kompakt sind. Al-
so ist A eine Algebra. Sei nun (7(a,,) + Kin)m>1 eine normkonvergente Folge
von Operatoren aus A. Aus Satz 2.4.3 (a) schliessen wir, dass (T'(ap))m>1 eine
Cauchyfolge in L(?) ist, und aus Satz 2.4.2 (b), dass (a,,)m>1 Cauchyfolge in C(T)
ist. Da C(T) vollsténdig ist, gibt es eine Funktion a € C(T) mit ||a,, — a||cc — 0.
Aus der Abschitzung ||T(a, — a)|| < ||a, — al|» folgt dann ||T(a,) — T'(a)|| — 0,
und aus

[ K — K| < (|T(an) + Kn — T(am) — Kl + |T(an) — T'(am)||
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folgt, dass (K,,) eine Cauchyfolge in K (I*(Z")) ist. Diese Folge konvergiert, und
ihr Grenzwert K ist kompakt, da K (I>(Z")) abgeschlossen ist. Nunmehr ist klar,
dass

I(T(an) + Kn) = (T(a) + K)|| =0,
d.h. im(7'(a,) + K,) € A, und A ist abgeschlossen. m

Wie angekiindigt, interessieren wir uns fiir die Fredholmeigenschaften von Ope-
ratoren aus 7 (C), d.h. dafiir, wann die Nebenklasse A + K(I*(Z")) im Quoti-
enten L(I*(Z*1))/K(I*(Z")) invertierbar ist. Da K(I*(Z*)) C T(C'), kénnen wir
den Quotienten T(C)/K(I*(Z")) bilden. Dieser ist eine abgeschlossene Unter-
algebra der Calkinalgebra L(I*(ZT))/K(I*(Z")). Diese Unteralgebra ist wieder
eine C*-Algebra (dies haben wir noch nicht allgemein bewiesen; wir werden dies
aber schnell nachholen). Wegen der inversen Abgeschlossenheit von C*-Algebren
ist A € T(C) also genau dann ein Fredholmoperator, wenn A + K (I*(Z%)) in
T(C)/K(I*(Z")) invertierbar ist.

Diese Algebra ist aber kommutativ! Dies folgt sofort aus (2.4.6): Fir alle
a,b e C(T) ist

(T(a) + K(2(Z)) (T(b) + K(X(Z")))
= T(ab) + K(I*(Z"))
= T(ba) + K (I(Z"))
= (T(b) + K(2(Z"))) (T(a) + K(2(Z"))).

Wir kénnen daher 7(C)/K (I>(Z*)) komplett beschreiben, wenn wir ihren Raum
der maximalen Ideale und die Wirkung der Gelfandtransformation identifizieren
konnen. Dazu betrachten wir die Abbildung

m: O(T) = T(C)/K(XZY), [ T(f)+ K(IZY)).

Man rechnet sofort nach, dass 7 ein *~Homomorphismus ist (dies ist im wesentli-
chen wieder (2.4.6)). Aus Satz 2.4.5 folgt die Surjektivitat von 7, und die Injek-
tivitdt bekommen wir aus Satz 2.4.3 (a). Dieser liefert ndmlich

|T(a)|| = ||T(a) + K(I*(Z))| (sogar fir alle a € L>(T)).

Ist also w(f) = T(f)+ K(I*(Z*)) = 0, so ist T(f) = 0, und nach Satz 2.4.2 () ist
f = 0. Die Abbildung = ist also ein *-Isomorphismus. Aus Satz 1.4.12, angewandt
auf 7 und die Umkehrabbildung 71, folgt schlieflich, dass 7 sogar eine Isometrie
ist. Es sind also

C(T) = T(C)/K(*(Z"))  isometrisch *-isomorph.

Damit ist auch klar, dass M(7(C)/K(I*(Z"))) homéomorph zu M(C(T)) =
T ist und dass bei dieser Identifizierung die Gelfandtransformation von 7'(a) +
K(I*(Z")) gerade die Funktion a € C(T) ist. Fazit:
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Theorem 2.4.6 Ein Operator T(f) + K € T(C) ist genau dann Fredholmsch,
wenn f(t) # 0 fir allet € T.

Dariiberhinaus hat man fiir Fredholmsche Toeplitzoperatoren mit stetiger Erzeu-
gerfunktion auch eine bequeme Moglichkeit, den Index

ind T'(a) := dimker T'(a) — dim(1*(Z")/Im T(a))

zu bestimmen. Dazu benétigen wir ein Resultat iiber stetige Funktionen von T
nach C.

Theorem 2.4.7 Sei f € C(T) und f(t) # 0 fir alle t € T. Dann gibt es eine
eindeutig bestimmte Zahl n € Z und eine Funktion ¢ € C(T) so, dass f(t) =
t"e?® fir allet € T.

Die Zahl n heisst die Windungszahl von f. Sie beschreibt anschaulich, wie oft sich
die Kurve t + a(t) um den Nullpunkt windet, wenn man sie mit der durch T
induzierten Orientierung versieht und Windungen im Gegenuhrzeigersinn zéhlt.

Theorem 2.4.8 (a) Ist T(f)+ K € T(C) ein Fredholmoperator, so ist
ind(7'(f) + K) = — wind f.

(b) Ein Toeplitzoperator T(f) ist genau dann invertierbar auf I*(Z*), wenn er
Fredholmsch ist und ind T'(f) = 0 ist.

Beweise findet man in den bereits zitierten Biichern von Bottcher/Silbermann
und Douglas. Aussage (b) von Satz 2.4.8 gilt sogar fiir beliebiges f € L>(T). Die
Tatsache, dass ind T'(f) = 0 bereits die Invertierbarkeit von 7'(f) impliziert, ist
eine Besonderheit bei Toeplitzoperatoren.
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Kapitel 3

Darstellungstheorie fiir
C*-Algebren

Wir beginnen nun mit einer systematischen Untersuchung von nicht notwendig
kommutativen C*-Algebren.

3.1 Positive Elemente und Ordnung

Ein selbstadjungiertes Element a einer C*-Algebra A heisst positiv (in Zeichen
a > 0), wenn o(a) C RT := [0, co). Die Menge aller positiven Elemente aus A
bezeichnen wir mit A, .

Lemma 3.1.1 Sei A eine C*-Algebra mit Einselement e. Folgende Aussagen fiir
a € A sind dquivalent:

(a) a ist positiv;

(b) a = b* mit einem selbstadjungierten Element b € A;

(¢) a=a* und |pe — al| < p fir alle p > ||al|;

(d) a = a* und |pe — al| < p fir ein p > ||al|.

Beweis. (a) < (b): Ist a positiv, so kann man b := a'/? setzen (stetiger Funk-
tionalkalkiil) und erhilt ¢ = b* mit einem selbstadjungierten b. Ist umgekehrt
a = b*> mit b = b*, so ist o(b) C R nach Satz 1.5.7 (b). Folglich ist o(a) = o(b?) =
o(b)? CR". Da a = a*, folgt a > 0.

(a) = (c): Nach Satz 1.4.9 ist 7(b) = ||b|| fur alle normalen Elemente b € A.
Insbesondere gilt fiir b := pe —a mit g > ||a|

lne = all = r(pe — a) = sup{|A[ : A € o(ue —a)} = sup{|p — A[: A € o(a)} < p.

Die Implikation (¢) = (d) ist offensichtlich. Wir zeigen noch (d) = (a): Sei p wie
in (d). Fiir alle A € o(a) ist g — A € o(ue — a) und daher

= Al < llpe = all < p.
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Wegen |A| < ||a|| < p folgt hieraus A > 0; es ist also o(a) C R*. ]

Theorem 3.1.2 Sei A eine C*-Algebra. Dann ist
(a) die Menge A, abgeschlossen und

>\A+ C A+ fUT)\ > 0, A+ + A+ - A+ und A+ N (—A+) = {O},

(b) ein Element a € A genau dann positiv, wenn a = b*b mit einem b € A.

Wegen Aussage (a) spricht man auch vom Kegel der positiven Elemente.

Aussage (b) kennt man erst seit den Arbeiten von Kaplansky und Kelley /Vaught
von 1953. In den frithen Arbeiten von Gelfand tritt die Forderung

b*b >0 firallebe A

noch als (nunmehr iiberfliissiges) Axiom auf.

Beweis. (a) Zeigen die Abgeschlossenheit von A, : Sei (a,,) eine Folge in A, mit
Grenzwert a € A. Da die Involution stetig ist, ist a selbstadjungiert. Aus Lemma
3.1.1 (¢) wissen wir, dass in 4 gilt

[l[anlle = an|| < flan|| fiir allen € N.

Grenziibergang liefert ||||alle — a|| < |la||, woraus mit Lemma 3.1.1 (d) die Posi-
tivitdat von a folgt.

Die Inklusion A4, C A, fiir alle A > 0 ist klar. Seien nun a, b € A,. Nach
Lemma 3.1.1 (c) ist

[(lall + llol)e = (@+b)[| = [|(lalle —a) + (lblle — b
< |[(lalle =a)|| + [[(liBlle — B)]]
< llall +[l®l],

woraus mit Lemma 3.1.1 (d) folgt a + b € Ay. Ist schlieBllich a € A, N (—AL),
so liegt o(a) in [0, 00) N [0, —o0) = {0}. Aus r(a) = 0 und a = a* folgt aber
|lal| = 0, also a = 0.

(b) Die Richtung = ist im wesentlichen die Implikation (a) = (b) in Lemma
3.1.1. Da wir in diesem Lemma aber die Existenz eines Einselementes angenom-
men haben, schauen wir uns die Details genauer an. Das Spektrum von a liegt
im Intervall [0, ||al|]. Auf diesem Intervall ist die Wurzelfunktion s : = — /z
gleichméBiger Grenzwert einer Folge (p,) reeller Polynome. Offenbar gilt dann
pn(0) — s(0) = 0, d.h. auch die Polynome ¢, := p, — p,(0) konvergieren auf
0, |la||] gleichm&Big gegen s. Wegen ¢,(0) = 0 gibt es Polynome r, so, dass
qn(x) = ar,(x) fir alle . Mit dem Funktionalkalkiil folgt ¢,(a) = ar,(a) und
damit g,(a) € A (es ist ja A ein Ideal in der Unitalisierung dieser Algebra). Aus
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gn(a) — s(a)|| = ||gn(a) — a'/?|| — 0 folgt somit a'/? € A.
Sei umgekehrt a = b*b. Dann ist a = a*. Wie in Abschnitt 2.3 gezeigt, gibt es

positive Elemente a,, a_ € A so, dass a = a, — a_. Wir wollen zeigen, dass
.. 1/2 . N
a_ = 0. Fiir ¢ := ba_’” ist zunéchst

c*e = a*bbat? = al_/Q(a+ — a_)a1_/2 =—a’> € —-A,.
Mit ¢ = x + iy, wobei x, y selbstadjungiert sind, rechnet man leicht nach, dass
cct = 2(x? +1?) — ce.

Dieses Element liegt in A, nach Aussage (a) dieses Satzes. Nun wissen wir aber,
dass sich die Spektren von ¢*c und ec* hochstens um {0} unterscheiden kénnen
(Ubung 2). Aus o(c*c) C (—o0, 0] und o(cc*) C [0, oo) folgt daher o(c*c) = {0}.
Also ist o(—a?) = {0}. Da a_ selbstadjungiert ist, folgt schlieBlich a_ = 0 und
a=a;. =

Beispiel 3.1.3 Ist X ein kompakter Hausdorffraum, so ist f € C'(X) genau dann
positiv, wenn f(z) > 0 fiir alle x € X. Ist H ein komplexer Hilbertraum, so ist
A € L(H) genau dann positiv, wenn (Az, ) > 0 fiir alle € X. In diesem Fall
ist A selbstadjungiert (Ubung). [

Fiir selbstadjungierte Elemente a, b von A schreiben wir a > b falls a — b > 0.
Da A, ein Kegel ist und A, N (—Ay) = {0}, ist > eine partielle Ordnung auf
der Menge der selbstadjungierten Elemente von A, und es gilt fiir alle selbstad-
jungierten Elemente a, b, ¢ von A

a > a,
a>b,b>a = a=0b,
a>b, b>c = a>c

Wir fassen einige Eigenschaften dieser Relation zusammen.

Theorem 3.1.4 Seien a und b selbstadjungierte Elemente einer C*-Algebra A
mit a > b > 0. Dann gilt

(@) flall > [l

(b) c*ac > ¢*be > 0 fiir alle ¢ € A;

(¢) Hat A ein Einselement und ist b invertierbar, so ist a invertierbar und b=* >
a”l>0.

Beweis. Falls A kein Einselement besitzt, so erweitern wir A zu einer C*-Algebra
mit Eins e wie in Abschnitt 1.3.

(a) Aus dem Satz von Gelfand-Naimark folgt |lalle > a und damit |jalle > b.
Erneute Anwendung des Satzes von Gelfand-Naimark liefert |alle > ||b]|e bzw.
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lall = ol
(b) Sei d € A ein Element mit a — b = d*d (vgl. Satz 3.1.2 (b)). Dann ist
c*ac — c*be = c*d*dc = (dc)*(dc).

Wieder nach Satz 3.1.2 (b) ist ¢*ac — ¢*bc > 0. (Hier haben wir offenbar nicht
bendtigt, dass b > 0 ist.)

(¢) Wir zeigen zuerst, dass a invertierbar ist. Aus b > 0 und der Invertierbarkeit
von b folgt, dass o(b) C [, co) mit einem g > 0. Dann ist b — pe > 0 und
folglich @ — pe > 0. Damit ist o(a — pe) C [0, 0o) bzw. o(a) C [, 00), d.h. a ist
invertierbar.

Zum Beweis der zweiten Aussage bemerken wir vorab, dass mit Gelfand-
Naimark aus ¢ > e sofort ¢~ < e folgt. Wir wenden diese Uberlegung auf das
Element ¢ := b='/2ab='/? an (dieses ist positiv nach Aussage (b) dieses Satzes)

und erhalten
C_l _ b1/2a_1bl/2 <e.

Multiplikation von beiden Seiten mit 6~!/2 liefert schlielich (wieder nach Aussage
(b)), dass a=! < b1 =

Als Anwendung zeigen wir ein Resultat iiber die Polarzerlegung invertierbarer
Elemente in C*-Algebren.

Theorem 3.1.5 Sei A eine C*-Algebra mit Fins. Dann kann jedes invertierbare
Element a € A eindeutig geschrieben werden als a = ur mit u unitdr und r > 0.

Beweis. Mit a ist auch a*a invertierbar. Aulerdem ist a*a > 0. Nach Satz 3.1.4
(c) ist dann auch (a*a)~* > 0. Hieraus folgt die Invertierbarkeit von |a| = (a*a)'/?
sowie die Beziehung |a|™' = ((a*a)™!)"/2. Sei u := ala|™'. Dann ist

uu* = ala| Ya| ta* = a(a*a) et = aa (a*) et = e
sowie
|—1

wu = |a| ta*ala| ™t = |a| aHal Tt = .

Somit ist u unitdr und r := u=ta = |a| > 0.

Wir zeigen noch die Eindeutigkeit der Polardarstellung. Aus a = wur folgt
notwendig a*a = r*u*ur = r*r = r?, also r = (a*a)/?. Damit sind r und wegen
der Invertierbarkeit von r auch u eindeutig bestimmt. [

3.2 Homomorphismen, Ideale und Quotienten
von C*-Algebren

Wir sehen uns nun Homomorphismen und Ideale von C*-Algebren genauer an
und lernen Resultate kennen, die das Arbeiten mit C*-Algebren so angenehm
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machen. Auch haben wir noch einige Liicken zu schlieflen (und z.B. die Frage
zu kldren, ob A/J wieder eine C*-Algebra ist). Zunéchst bendtigen wir eine
Definition.

Definition 3.2.1 Sei A eine C*-Algebra und (T, <) eine gerichtete Menge. Ein
Netz {e }er C Ay heifst approximative Eins, wenn gilt

(a) |leg| <1 fiir allet € T,

(b) fiir s <t ist es < ey,

(c) limger ||a — aet|| = 0 fir alle a € A.

Offensichtlich gilt dann auch limer [|a — e;al| = 0 fir alle a € A.

Beispiel 3.2.2 (a) Hat A ein Einselement e, so ist die konstante Folge (€),en
eine approximative Eins in A.

(b) Sei A = K(H) die C*-Algebra der kompakten Operatoren auf einem separa-
blen unendlichdimensionalen Hilbertraum H. Ist eq, es, ... eine Orthonormalba-
sis von H und P, der Orthoprojektor von H auf die lineare Hiille von {ey, ..., e,},
so ist (P,)nen eine approximative Eins in K(H).

(c) Algebren wie K(H), die eine abzéhlbare approximative Eins besitzen, heiflen
o-unital. Separable C*-Algebren sind o-unital. Fiir einen lokalkompakten topo-
logischen Raum X ist Cy(X) o-unital genau dann, wenn X o-kompakt ist, d.h.
wenn X eine abzdhlbare Vereinigung kompakter Mengen ist. [

Theorem 3.2.3 (Segal) Jede C*-Algebra besitzt eine approrimative Eins.

Beweis. Sei A eine C*-Algebra. Hat A ein Einselement, so ist die Behauptung
klar (Beispiel 3.2.2 (a)). Andernfalls adjungieren wir ein Einselement e zu A und
miissen garantieren, dass die approximative Eins in der urspriinglichen Algebra
gefunden werden kann.

Die Menge T := {a € A, : ||a|| < 1} ist gerichtet bzgl. der Relation <. Wir
wissen ndmlich bereits, dass < eine partielle Ordnung ist und miissen noch die
Induktivitdt von < zeigen. Seien u, v € T. Nach Gelfand-Naimark sind dann
a = (e — u)"'u sowie b := (e — v)~'v positive Elemente. Nach Satz 3.1.2 (a) ist
a + b > 0, und erneute Anwendung von Gelfand-Naimark zeigt, dass

w:=(e+a+b)a+b)eT.

(Man beachte: mit der Neumann-Reihe folgt a, b € A. Dann ist a +b € A. Da A
ein Ideal in der Erweiterung A ist, folgt auch w = (e +a +b)"*(a +b) € A.)
Nach Satz 3.1.4 (¢) ist nun

w = (e+a+bHa+b)=(+a+b)e+ta+b)—(e+a+b)!
= e—(etatb) ' Ze—(e+a) =e—(e+(e—u)u)
R
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und genauso erhélt man v < w. Daher ist (T, <) eine gerichtete Menge in A,

Wir betrachten nun die identische Abbildung (oder Einbettung) von 7' nach
A und zeigen, dass dieses Netz eine approximative Eins ist. Die Eigenschaften
(a), (b) sind offenbar erfiillt; wir zeigen noch (¢). Da jedes a € A eine Linearkom-
bination positiver Elemente ist, geniigt es, lim,er [[a — ual| = 0 fir alle @ > 0 zu
zeigen. Weiter gilt nach Satz 3.1.4 fiir alle ¢ > 0 und alle uw € T

72 a(

l(e = u)al a(e —u)*al| < [la(e — u)all,

so dass es geniigt, limyer ||a(e — u)al| = 0 zu zeigen. Nun ist nach Satz 3.1.4 fiir
jedes feste a > 0 die Funktion

T — R, uws ||ale — u)al|
monoton fallend. Es geniigt daher, fiir jedes € > 0 ein u, € T mit
la(e — uc)al| < €llal]

zu finden. Dies ist leicht moglich: Fiir alle a > 0 und € > 0 ist e+ %a invertierbar.
Daher ist das Element
1 .41 1
Us ;= e+ —a) —a=e—(e+ —a
= (e+-a)aze—(e+a)
wohldefiniert und liegt in 7' (es ist ja e < e 4 2a, also 0 < (e + 1a)™* < ¢). Fiir
dieses Element ist

1,1 1y
- - —(e+a) ' Za)a = (e+ =
ale —ug)a ale — (e 5a) 8a)a (e Ea) a
1,1
= (e+—-a) " -a-ca < eaq,
£ £

woraus, wie gewiinscht, [Ja(e — u.)a| < ella|| folgt. ]

Theorem 3.2.4 Jedes abgeschlossene Ideal einer C*-Algebra ist symmetrisch.

Beweis. Sei J ein abgeschlossenes Ideal einer C*-Algebra A. Dann ist B :=
J N J* eine abgeschlossene und symmetrische Unteralgebra von A (beachte,
dass JJ*, J*J C B). Nach Satz 3.2.3 gibt es eine approximative Eins {e;}ier
in B. Fiir jedes j € J ist dann

lim |77 = j e* = lm (|G = e) (5" — 5l

= lim (" — ji"e) — e = ji*ed)| = 0.

Da e; zu B C J gehort und J ein abgeschlossenes Ideal von A ist, folgt j* € J.
]
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Theorem 3.2.5 Sei J ein abgeschlossenes Ideal einer C*-Algebra A. Wir de-
finieren auf A/J Operationen und eine Norm wie oben sowie eine Involution

durch (a+ J)* :=a*+ J. Dann ist AT eine C*-Algebra.

Beweis. Wegen Satz 3.2.4 ist die Involution korrekt definiert, und aus ||a*+ j|| =
la + 7*|| und der Symmetrie von J folgt ||a* + J|| = |a + J|| fiir alle a € A.
Wir zeigen zuerst: Ist {e; }ier eine approximative Eins in 7, so gilt fiir jedes
ae A ot
er. . . .
= f =1 — 3.2.1
(la+T1=") inf lla + 7] =lim f|a — ae] (3.2.1)

(die Existenz des Grenzwertes ist Teil der Behauptung).
Sei ¢ > 0. Dann gibt es ein j € J mit ||a + j|| < [|a + J|| + /2. Mit diesem
7 erhalten wir fiir alle t € T'

la+ Tl < lla—aef  (daae € )
< fla+j—(a+j)ell +[l7 — je
= [lla+j)le—e)ll + 7 —jed
< la+gll+ 117 = ded
< la+ Tl +¢e/2+ |7 = je-

Wir wéhlen ty € T so, dass ||j — jei|| < e/2 fiir alle t > ty. Fiir diese ¢ ist dann
la+ TN < lla—aef| < fla+ T +e.
Damit ist (3.2.1) gezeigt. Aus (3.2.1) folgt nun fiir alle a € A und j € J
aa+ ] = lima"a(e —e,)|
> i — e)a*ale —
> lim (e — eaale )|

_ V2 — 2
= limafe )| = fla+ T
also ||(a* + JT)(a+ J)|| > ||la + J||*. Die umgekehrte Ungleichung ist klar. =

Theorem 3.2.6 Seien A und B C*-Algebren und W : A — B ein *-Homo-
morphismus. Dann gilt

(a) W ist stetig und |[W]| < 1.

(b) Ist W injektiv, so ist W eine Isometrie.

(c) W(A) ist abgeschlossen in B und folglich eine C*-Unteralgebra von B.

Beweis. (a) Dies ist Satz 1.4.12.

(b) Angenommen, W ist keine Isometrie. Dann gibt es ein b € A mit ||b| = 1 und
W (b)|| < 1 (beachte Teil (a)). Fiir a := b*b ist dann ||a|| = 1 und ||W(a)|| = 1—¢
mit einem ¢ € (0,1]. Wir wéhlen eine Funktion f € C[0, 1] mit f(1) = 1 und
f(z) =0 fir alle x € [0, 1 —¢]. Mit dem stetigen Funktionalkalkiil definieren wir
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f(a) als Element der kleinsten abgeschlossenen Unteralgebra A, von A, welche a
und e enthélt. Wegen o(f(a)) = f(o(a)) und 1 € o(a) ist 1 € o(f(a)) und daher
insbesondere f(a) # 0.

Nun liegt wegen f(0) = 0 das Element f(a) aber bereits in A (Ubung). Es ist
daher W(f(a)) # 0 (sonst wire W nicht injektiv). Folglich enthélt o(W(f(a)))
wenigstens einen Punkt ungleich 0. Nun ist aber andererseits W (p(a)) = p(W(a))
fir jedes Polynom und daher W(f(a)) = f(W(a)) (streng genommen miissen wir
hierfiir W auf A oder wenigstens auf A, fortsetzen. Dies kann wie im Beweis von
Satz 1.4.12 geschehen). Hieraus und aus dem Spektralsatz erhalten wir

o(W(f(a))) =a(f(W(a))) = fle(W(a))) € f([0, 1 —¢]) = {0},
ein Widerspruch.

(¢) Der Kern von W ist ein abgeschlossenes Ideal von A, und A/ ker W ist eine
C*-Algebra. Der Homomorphismus W induziert einen *-Homomorphismus

W7 : A/ ket W — B, a+kerW — W(a),

dessen Bild mit dem von W iibereinstimmt und der injektiv ist. Nach (b) ist
W™ eine Isometrie. Hieraus folgt die Abgeschlossenheit von Im W = Im W7™. Die
iibrigen Aussagen sind leicht zu sehen. [

Theorem 3.2.7 Sei A eine C*-Algebra, B eine C*-Unteralgebra von A und J
ein abgeschlossenes Ideal von A. Dann ist die kleinste C*-Unteralgebra von A,
welche B und J umfasst, gleich der algebraischen Summe B + J.

Beweis. Offenbar ist B+ 7 die kleinste symmetrische Unteralgebra von A, die B
und J enthélt. Die Abgeschlossenheit von B+7 erhalten wir so: Sein: A — A/J
der kanonische Homomorphismus. Nach Satz 3.2.6 ist 7(B) in A/ J abgeschlossen.
Dann ist aber auch 7=!(w(B)) = B + J abgeschlossen. m

3.3 Positive Funktionale und Zustinde

Sei A eine C*-Algebra. Ein lineares Funktional f : A — C heifit positiv, wenn
f(a) > 0 fiir alle positiven a € A. Ein stetiges (vgl. Satz 3.3.2 unten) positives
Funktional f auf A heifit ein Zustand, wenn || f|| = 1.

Beispiel 3.3.1 (a) Sei H ein Hilbertraum und A eine symmetrische und abge-
schlossene Unteralgebra von L(H). Fiir jedes € H ist dann

fo : A= C, A~ (Azx, x) (3.3.1)

ein positives Funktional auf A. Jeder positive Operator A € A ist ndmlich das
Quadrat eines selbstadjungierten Operator B (Lemma 3.1.1). Folglich ist

(Az, z) = (B*x, x) = (Bx, Bx) > 0.
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Gehort der identische Operator I zu A und ist ||z|| = 1, so ist f, sogar ein
Zustand von A. Zustidnde dieser Gestalt heilen Vektorzustdinde.

(b) Ist A eine kommutative C*-Algebra, so ist jeder Charakter von A ein positives
Funktional und, falls A ein Einslement besitzt, sogar ein Zustand. [

Die positiven Funktionale in diesen Beispielen sind stetig. Dies ist kein Zufall.

Theorem 3.3.2 Positive Funktionale auf C*-Algebren sind stetig.

Beweis. Sei A eine C*-Algebra und f ein positives Funktional auf A. Hat A ein
Einselement, so bezeichnen wir es mit e. Andernfalls sei e das Einselement von A.
Wir zeigen zuerst, dass f auf der Menge M := {a € A, : 0 < a < e} beschriankt
ist. Wére dies nicht der Fall, so gébe es eine Folge (x,,) in M mit f(z,) — oo.
Dann gibt es eine Teilfolge (x,,)nen S0, dass f(z,) > 2" fir alle n € N'.

Wir definieren eine Folge (ay,)pen durch o, = 27" fiir n € N und «,, = 0 fiir
alle iibrigen n und betrachten das Element x := )" a,x, (beachte: die Reihe
konvergiert absolut). Fiir jedes m € N ist

m
E Oy < T
n=1

und daher (Monotonie von f)

f(Z anxn) = anf(wn) < f(2).
n=1 n=1
Wegen f(z,) > 0 folgt hieraus die Konvergenz der Reihe > 7 | o, f(x,). Nun ist

aber
Zanf(:cn) = Z anfx,) > Z 272" = oo

neN neN’ neN/

ein Widerspruch. Also ist f beschréankt auf M, d.h. es gibt ein C' > 0 mit f(z) < C
fiir alle z € M.

Sei nun x ein selbstadjungiertes Element mit ||| < 1. Dann ist x = x4y —x_
mit positiven Elementen z, und x_. Aus 2z, < |z| < eund z_ < |z| < e
(Gelfand /Naimark) folgt o € M und somit

[f(@)] < [f(@)f +[f(z-)] < 2C.

Ist schlieBlich = € A ein beliebiges Element mit ||z| < 1, so haben wir wegen
I3(z £l <1

7@ < [fG+a ]+ [f(gy e — 2| < a0
Somit ist f stetig (mit || f]| < 4C). m
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Theorem 3.3.3 Sei A eine C*-Algebra und [ ein positives Funktional auf A.
Dann ist

(a) |f(a*b)|* < f(a*a) f(b*D) fir alle a, b € A (Cauchy-Schwarz Ungleichung),
(b) f symmetrisch, d.h. f(a*) = f(a) fir alle a € A.

Beweis. (a) Fiir beliebige a, b € A und A € C ist (a + \b)*(a + \b) > 0 (Satz
3.1.2 (b)) und daher

f((a+ Ab)*(a+ Ab)) = |)\|2f(b*b) + Xf(b*a) + Af(a*b) + f(a*a) > 0. (3.3.2)
Fir A = 1 bzw. A = ¢ erhéilt man insbesondere
f(a™d) + f(b*a) € R bzw. i(f(a"d) — f(b"a)) € R.

Hieraus folgt sofort (Nachrechnen!), dass

f(a*b) = f(b*a). (3.3.3)

Im Falle f(a*b) = 0 gilt die zu beweisende Ungleichung offenbar. Sei also f(a*b) #
0. Wir ersetzen A in (3.3.2) durch pf(b*a)/|f(b*a)| mit p € R. Dann geht (3.3.2)
iiber in

2 f(0°b) + 2| f(a*D)| + f(a*a) > 0.
Da dies fiir beliebiges u € R gilt, muss | f(a*b)|? < f(a*a)f(b*b) sein.

a)
(b) Sei (et)ser eine approximative Eins fiir A. Aus (3.3.3) folgt fur alle a € A

flaer) = f(eja) = f(ea).

Wir bilden auf beiden Seiten den Limes lim;cr und beachten, dass f nach Satz

3.3.2 stetig ist. Dann folgt f(a*) = f(a) fiir alle a € A. n

Theorem 3.3.4 Sei A eine C*-Algebra und f ein lineares Funktional auf A.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) f ist positiv.

(b) f ist stetig, und fir jede approzimative Fins (e;)ier von A gilt f(e;) — || f||-
(c) f ist stetig, und es gibt eine approzimative Eins (e)er von A mit f(e;) —

(hale

Beweis. (a) = (b): Positive Funktionale sind stetig (Satz 3.3.2). Sei (e;)er eine
approximative Eins von A. Dann ist T — R™, ¢ — f(e;) ein monoton wachsendes
Netz, welches wegen f(e;) = |f(e;)] < ||f]| nach oben beschrénkt ist. Folglich
existiert der Grenzwert a := limyer f(e;), und es ist 0 < o < || f||. Falls || f|| = 0,
so ist auch a = 0, und es ist nichts mehr zu zeigen.

Sei also || f]] > 0. Nach Cauchy-Schwarz ist fiir alle a € A mit |ja|| <1

|[f(e:a)]* < f(e})f(a"a) < fled)lIf] (3.3.4)

68



(beachte, dass e? < e;, da e; > 0 und ||e;|| < 1). Grenziibergang beziiglich t € T
in (3.3.4) liefert

|f(a)]* < allf]| fiir allea € Amit ||a] <1

und damit
1117 = sup [f(a)]* < allfll bzw. |If]| < e

llall<1
(b) = (c): Diese Implikation ist offensichtlich.

(¢) = (a): Sei f stetig und (e;);er eine approximative Eins mit f(e;) — || f]|-
Fiir f = 0 ist nichts weiter zu zeigen. Sei also f # 0. Wir zeigen zuerst, dass f
symmetrisch ist. Dafiir geniigt es zu zeigen, dass f selbstadjungierte Elemente in
reelle Zahlen iiberfiihrt.

Sei also a € A selbstadjungiert und ||a|| = 1. Wir schreiben f(a) als a + i
mit «, f € R und nehmen o.E.d.A. an, dass § > 0 (andernfalls ersetzen wir a
durch —a). Fiir jedes n € N finden wir ein ¢,, € T so, dass

leca — aey]| < 1/n fiir alle t = ¢,.
Fiir alle t > ¢, ist dann

ne; —ia|®* = ||(ne; —ia)*(ne, —ia)| = ||(ne; + ia)(ne, — ia)||
= |In*el +a® —in(e;a — aey)|| < n® + 2. (3.3.5)

Weiter haben wir nach Voraussetzung
lin | (e, ia)|? = lim [nf(e0) ~ia-+ )| = |nllfll+8~ial* = (nl| £ +6)*+ 0.
Fiir jedes € > 0 findet man daher ein ¢, so, dass

(n|lfll +B8)* +a® —e < |f(ne, —ia)|* fiir alle t > t.. (3.3.6)

Wir wahlen nun zu gegebenen n € N und € > 0 ein t € T, welches sowohl grofier
als t,, als auch grofler als ¢, ist. Fiir dieses ¢ gilt nach (3.3.5) und (3.3.6)

|f (ne, — ia)|®
£ Imee — dal* < (n* + 2) £

(llfll+8)* +a* —e <
<

Wir erhalten somit die fiir alle n € N und ¢ > 0 giiltigen Ungleichungen
(I fIl +B8)* + o — e < (n* + 2)| L f*

bzw.
26n||fI + 8% + o® —e < 2|| f|%.
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Wegen || f|| > 0 und § > 0 impliziert dies § = 0. Das Funktional f ist also
symmetrisch.

Sei nun a € A ein positives Element mit ||a|| = 1. Dann ist fiir jedes ¢t € T das
Element e; — a selbstadjungiert und daher (wie soeben gezeigt) f(e; — a) reell.
Folglich ist

flee —a) < |[flllle: — al

bzw.
fler—a) < les — esa+esa—all || fI| < ([les — esall + [lesa —all) [ Il (3.3.7)

Nun ist [le; — eqal| <1 fiir alle £ € T Um dies einzusehen, betten wir nétigenfalls
A in eine C*-Algebra A mit Einselement e isometrisch ein. Dann ist

le: —ewal|la = ller — eal| 5 = [lece — ewal| 4

< ledizlle=allz <lledla<1.

Wir kénnen also (3.3.7) weiter abschétzen durch

fle) = fla) < (1+leca —all)[1£]]-
Ein Grenziibergang bzgl. t € T liefert schlieBlich || f||— f(a) < ||f]|, d-h. f(a) > 0.

Das folgende Korollar ist u.a. niitzlich, weil es die Fortsetzbarkeit von positiven
Funktionalen und Zustédnden mit Hahn/Banach liefert.

Korollar 3.3.5 Sei A eine C*-Algebra mit Eins e. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent fir ein lineares Funktional f auf A:

(a) f ist positiv,
(b) f ist stetig und || f]| = f(e).
Auch die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(c) f ist Zustand,
(d) f st stetig und || f]| = f(e) = 1.

Beweis. Die Aquivalenz von (a) und (b) folgt sofort aus Satz 3.3.4, wenn wir als
approximative Eins die konstante Folge (e),eny wéhlen. Die Aquivalenz von (c)
und (d) ist eine unmittelbare Folge von (a) < (b). ]

Korollar 3.3.6 Die Menge S(A) der Zustinde einer C*-Algebra A mit Fins ist
konvex und *-schwach kompakt.

Die Menge S(A) heit auch der Zustandsraum von A.

Beweis. Seien f, g € S(A) und p € [0, 1]. Dann ist pf + (1 — p)g ein stetiges
Funktional mit (uf + (1 — p)g)(e) = p+ (1 — p) = 1 sowie

lf + (1= p)gll < pllfll+ = pwllgl = 1.
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Wegen (uf 4+ (1 —u)g)(e) =1 und ||e]| = 1 folgt schlieBlich ||uf + (1 — p)g|| > 1.
Nach Korollar 3.3.5 ist puf + (1 — p)g ein Zustand.

Wir zeigen die Kompaktheit. Da S(.A) in der Einheitskugel {f € A" : || f]| < 1}
von A’ enthalten ist und diese Menge nach Banach-Alaoglu ein Hausdorffscher
Kompakt bzgl. der *-schwachen Topologie ist, geniigt es zu zeigen, dass S(.A)
*-schwach abgeschlossen in {f € A": ||f|| < 1} ist.

Sei also (f;)ier ein Netz von Zustdnden, welches *-schwach gegen ein Funk-
tional f € A" mit || f|| < 1 konvergiert. Dann ist f offenbar stetig und || f]| < 1.
Weiter ist 1 = f;(e) — f(e) nach Definition der *-schwachen Topologie. Es ist da-
her f(e) = 1 und folglich || f|| = 1. Also ist f € S(A), und S(A) ist abgeschlossen.

3.4 Darstellungen

Wir beginnen mit einigen wichtigen Definitionen. Eine Darstellung einer C*-
Algebra A ist ein Paar (H, 7), bestehend aus einem Hilbertraum H und einem
*~Homomorphismus 7 : A — L(H).

Eine Darstellung (H, 7) von A heifit treu (faithful), wenn ker 7 = {0} ist (d.h.
wenn 7 injektiv ist). Ist (H, 7) eine treue Darstellung, so ist A4 *-isomorph zu
einer C*-Unteralgebra von L(H). Fiir jede C*-Algebra A ist

m: A= L(H), a—0

eine Darstellung, die sogenannte triviale Darstellung. Der triviale Teil einer Dar-
stellung wird durch den Unterraum

Hy:={x € H :m(a)x =0 fiir allea € A}

von H charakterisiert. Darstellungen mit Hy = {0} heiflen nicht-entartet. Schlie-
lich nennen wir eine Darstellung (H, 7) von A zyklisch (genauer: topologisch zy-
klisch), wenn es einen Vektor x € H gibt, so dass die Menge {7 (a)z : a € A} dicht
in H bzgl. der Normkonvergenz liegt. Der Vektor x heifit dann auch (topologisch)
zyklisch.

Lemma 3.4.1 Zyklische Darstellungen sind nicht entartet.

Beweis. Sei y € H und w(a)y = 0 fiir alle @ € A. Weiter sei x € H ein
zyklischer Vektor der Darstellung (H, w). Dann gibt es eine Folge (a,) in A,
so dass lim7(a,)x = y. SchlieBlich sei (e;);er eine approximative Eins in A. Fiir
alle n € Nund t € T gilt dann

ly — m(an)z]| + |7 (an)z — m(ewan)z|| + |7 (ean)z — m(e)y]|
ly = mlan)zll + 7l lan — eanll llz]] + [[7(e)]] lI7(an)z -yl
2|y = m(an)z|| + llan — eran] [l]]-

1yl

VAN VANVA
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Fiir vorgegebenes ¢ > 0 wéhlen wir zunéchst n € N so, dass ||y — 7w(a,)z| < e/4

und dann ¢t € T so, dass ||a, — eta,| < 357 Dann ist lly|| < e fiir alle € > 0, d.h.

es ist y = 0. |

Ist (Hy, m1) eine Darstellung von A und Hs ein weiterer Hilbertraum, fiir den
eine bijektive Isometrie U von H; auf H, existiert, so ist (Ha, 7o) mit

ma(a) := Um(a)U* fir allea € A (3.4.1)

ebenfalls eine Darstellung von A. Zwei Darstellungen (Hy, m), (Hz, m2) von A
werden unitdr dquivalent genannt, wenn es eine bijektive Isometrie U : H; —
H, gibt, so dass (3.4.1) erfiillt ist. Unitidre Aquivalenz ist, wie der Name schon
andeutet, eine Aquivalenzrelation. Unitér dquivalente Darstellungen werden in
der Regel nicht voneinander unterschieden.

3.5 Die GNS-Konstruktion

Die folgende Konstruktion geht auf Gelfand/Naimark (1943) und Segal (1947)
zuriick.

Theorem 3.5.1 Sei A eine C*-Algebra und f ein positives Funktional auf A.
Dann gibt es eine zyklische Darstellung (Hy, m¢) mit einem zyklischen Vektor
& € Hy, so dass [|&¢]]* = || fI| und

fla) = (ms(a)y, Ep)u,  fiir allea € A.

Diese Darstellung ist eindeutig bis auf unitire Aquivalenz.

Beweis. Im ersten Schritt zeigen wir, dass die Menge
Jp={jeA:f(j7j) =0}

ein Linksideal von A ist. Seien zunéchst j, k € Jp. Dann ist (j + k)*(j + k) =
J*j + k*k + j*k + k*j. Nach Definition ist f(j*j) = f(k*k) = 0. Mit Cauchy-
Schwarz folgt weiter

[fGR)P < f(G9)f(kk) =0,

also f(j*k) = 0. Analog ist f(k*j) = 0 und somit j + k € J.
Seien nun j € Jy und a € A. Dann ist a*a < [|a*a|e (hier ist e das Einselement
in A). Mit Satz 3.1.4 (b) folgt j*a*aj < ||a*al|j*j. Da f positiv ist, folgt weiter
0 < f((aj)(aj)) = f(57a"ag) < f(lla*all;"5) < llal*f(575) = 0,

d.h. es ist aj € J;.
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Wir bilden den (linearen) Faktorraum A/ J;, dessen Elemente die Nebenklas-
sen z, := a + Jy der Elemente aus A sind. Auf A/J; definieren wir

(X4, Tp) := f(b*a) fur allea, b € A. (3.5.1)

Wir zeigen im néchsten Schritt, dass diese Definition korrekt ist und eine positiv-
definite Sesquilinearform auf A/J; liefert. Fiir beliebige a, b € A und j, k € J;
ist

o+ k) (a+7)) = f(0'a) + F(075) + f(K"a) + f(k"]).

Mit Cauchy-Schwarz sieht man wie oben, dass die letzten drei Summanden ver-
schwinden. Somit ist

f((+ k) (a+j)) = f(b a),

d.h. die rechte Seite von (3.5.1) ist tatséchlich von der konkreten Wahl der Re-
priasentanten der Nebenklassen z,, x;, unabhéngig.

Die Sesquilinearitét von (3.5.1) ist nun offensichtlich, ebenso die positive Defi-
nitheit: Aus f(a*a) = 0 folgt némlich laut Definition ¢ € Jy, d.h. z, = 0. Wegen
der Positivitdt von f ist schlieBlich f(a*a) > 0 fiir alle a € A.

Sei H die Vervollstandigung von A/ J; beziiglich der durch das Skalarprodukt
(3.5.1) definierten Norm. Hy wird auf natiirliche Weise zu einem Hilbertraum,
dessen Skalarprodukt wir mit (-,-) oder (,-)y, bezeichnen.

Wir erkldren nun fiir jedes a € A einen Operator 7m¢(a) auf dem dichten
Teilraum A/J; von Hy durch m(a)z, = x4. Fir jedes j € Jy ist offenbar
Ta(b4+j) = Tabtaj = Tap- Damit ist die Definition korrekt, und sie liefert einen
linearen Operator auf A/Jy. Weiter ist

17 (@)as||* = (zap, war) = f(b"a"ab) < [la*al[f(0°b) = |lallZ]lzel,

d.h. der Operator 7¢(a) ist auf A/J; stetig und ||7s(a)|| < |la||. Wir kénnen
daher 7¢(a) stetig zu einem auf ganz Hy definierten und beschriankten Operator
fortsetzen, den wir wieder mit m¢(a) bezeichnen. Die so erkldrte Abbildung 7y :
A — L(Hy) ist sogar ein *-Homomorphismus. Es ist ndmlich

T(a)mr(b)Te = Tape) = T(ab)e = Ty(ab)z. fiir alle a, b, ¢ € A.

Somit stimmen 7¢(a)ms(b) und 7y(ab) auf einem dichten Teilraum von H {iber-
ein, woraus die Multiplikativitét von 7 folgt. Die Symmetrie erhélt man dhnlich
aus der fiir alle a, b, ¢ € A giiltigen Identitét

(mr(a)zy, ) = (Tap, Tc) = f(c"ab) = f((ac)*D)

= (Tp, Tare) = (w1, T(a")2e),

woraus 7¢(a)* = ms(a*) folgt.
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Also ist (Hy, my) eine Darstellung von A. Wir zeigen nun, dass diese zyklisch
ist. Sei (e;)ier eine approximative Eins in A. Fiir alle s,¢ € T mit s < ¢ ist

?= f((et - 63)2) < f(et - es)-

Daher und wegen limyer f(e;) = || f|| (Satz 3.3.4) konvergiert das Netz (e, )ier
in Hy. Sein Grenzwert sei {;. Fiir jedes a € A ist dann

ert - xes

wr(a)éy = 1161%1 mr(a)x,, = iieglxaet =z, (3.5.2)

wegen der Stetigkeit des Operators m¢(a) sowie des kanonischen Homomorphis-
mus a — z,. Da die Menge {z,},ec4 nach Konstruktion dicht in H; liegt, ist &;
ein zyklischer Vektor und (Hy, 7y) eine zyklische Darstellung von A.

Wir zeigen als nédchstes, dass f ein Vektorzustand ist. Fiir alle a € A ist

(3.5.2)

(mp(a*a)y, &) = (mr(a)éy, mp(a)éy) =" (T4, 7o) = f(a"a),

woraus wegen der Linearitdt von 7y und f sowie aus der Tatsache, dass jedes
b € A eine Linearkombination (maximal 4) positiver Elemente aus A ist, folgt:

f(b) = <7Tf(b)ff, ff) fiir alle b € A.
Setzen wir hierin b = e; und beachten (3.5.2), folgt
f(er) = (z.,, &) firallet eT.

Grenziibergang bzgl. t € T liefert mit Satz 3.3.4

1l = (& &) = 111

Es verbleibt noch, die Eindeutigkeit der gefundenen Darstellung nachzuweisen.
Seien A eine C*-Algebra, f ein positives Funktional auf A und (Hy, m;) bzw.
(Hy, mo) zyklische Darstellungen von A mit zyklischen Vektoren & € H; bzw.
52 < H2 mit

fla) = (m(a)é, &) m, = (m2(a)ée, §2)m, fiir allea € A.
Fiir alle a € A ist dann
Im(a)éullF, = (mi(a)ér, m(a)ér)n, = (m(a*a)ér, &)u, = fla*a)

und analog [|m2(a)&:||}, = f(a*a). Falls also my(a); = m(b)&; fiir zwei Elemente
a, b € A gilt, so ist auch my(a)és = ma(b)&2. Es ist daher korrekt, auf der in Hy
dichten Menge {m(a)¢; : a € A} einen Operator U durch

U :m(a)é — m(a)és
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zu erkldren. Dieser Operator erhélt Skalarprodukte:

(Urmi(a)sy, Umi(b)é1)m, = (m2(a)éz, ma(b)2)u, = (m2(ba)ba, o),
= f(b'a) = (m(b*a)é1, &1)m, = (mi(a)ér, m(b)Er)m, -

Der Operator U kann daher zu einem unitéren Operator von H; auf H, fortgesetzt
werden. Da fiir beliebige a, b € A gilt

Wg(a)UTﬁ(b)fl = 7'('2(@)71'2([))62 = 772(0119)52 = Um(ab)fl = Uﬂl(a)m(b)fl

und da die ()& dicht in H; liegen, folgt m(a)Uz = Um(a)z fiir alle z € H,
bzw. me(a)U = Um(a). Daher vermittelt U die unitédre Aquivalenz der Darstel-
lungen (Hy, ) und (Hy, 7). ]

Das néchste Resultat zeigt, dass C*-Algebren stets ”"geniigend viele” positive
Funktionale und zugehorige zyklische Darstellungen besitzen.

Theorem 3.5.2 Sei A eine C*-Algebra und a € A. Dann gibt es einen Zustand
g von A, so dass

g(a*a) = ||a|?,
und fiir die dem Zustand g vermdége Satz 3.5.1 zugeordnete Darstellung (H,, )
gilt

g ()]l = llall-
Beweis. Wir betrachten den linearen Teilraum L := {\e + pa*a : A, p € C} der
Algebra A und definieren auf L ein Funktional f durch

f(he+ pa*a) == X+ plla*al|.

Diese Definition ist natiirlich nur korrekt, wenn e und a*a linear unabhéngig sind.
Andernfalls vereinfacht sich der Beweis nur (Hausaufgabe).

Wegen a*a > 0 ist ||a*a|| € o(a*a), und aus dem Satz von Gelfand-Naimark
fiir kommutative C*-Algebren folgt fiir alle A\, p € C

A+ plla*all| < sup {|A+ pt|: t € o(a*a)} = || Xe + pa*all.

Somit ist f auf L stetig und ||f|| < 1. Weiter ist offenbar f(e) = 1 und daher
IfIl = fle) = 1.

Mit Hahn-Banach kann das Funktional f unter Beibehaltung seiner Norm zu
einem stetigen Funktional f auf ganz A fortgesetzt werden, welches dann ein
Zustand von A ist. Sei ¢ die Einschrinkung von f auf A. Dann ist g ein positives
Funktional auf A mit Norm hochstens 1. Aus

g(a*a) = f(a*a) = f(a"a) = ||a"d|
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folgt, dass [|g|| = 1 und g(a*a) = ||a||*. Damit ist g ein Zustand auf A und hat
die gewiinschten Eigenschaften.

Fiir die zu g gehorende zyklische Darstellung (H,, m,) mit zyklischem Vektor
&, gilt [|&,]1* = ||g]| nach Satz 3.5.1. Daher ist

lall* = g(a®a) = (my(a*a)éy, &) = (mg(a)sy, my(a)éy)
= lImg(@)&ll* < Imy(@)l*llgll = llmy(a)].

Es ist somit ||la|| < ||7,(a)|]. Die umgekehrte Ungleichung ||7,(a)|| < ||a|| folgt aus
|mg]] < 1 nach Satz 3.2.6 (a). ]

Familien ((Hy, 7)) wr von Darstellungen einer Algebra A kénnen zu einer ein-
zigen Darstellung von A "verklebt” werden. Dazu erinnern wir an den Begriff
der direkten Summe @teT H; einer Familie (H;);er von Hilbertraumen H, iiber
einer beliebigen Indexmenge T'. Die direkte Summe besteht aus allen Funktionen
f:T = U,er Hy, welche im Punkt ¢ € T' einen Wert in H;, annehmen und fiir die

IF17 = IO, < oo (3.5.3)

teT

Diese Bedingung kann man wie folgt verstehen: Die endlichen Teilmengen von
T bilden beziiglich der Inklusion C eine gerichtete Menge F. Forderung (3.5.3)
bedeutet, dass das Netz

F=R Fe )y (IfO

tel

gegen die endliche Zahl Y, .|/ f(¢)||%, konvergiert. Fiir f, g € @, ., H; wird

durch
(fg)i=lm > (f(1), 9(t)),,
ter
ein Skalarprodukt definiert, welches @, , H; zu einem Hilbertraum macht. Ist
nun ((Hy, m)) ,er €ine Familie von Darstellungen einer C*-Algebra A, so kann
man eine neue Darstellung (H, 7) von A definieren, indem man H := @, H,
wihlt und fiir jedes a € A den Operator m(a) auf H durch

(@) (1) = (@) f(t), teT.

erkldrt. Man schreibt dann auch (H, 7) = @,.,(H;, m) und nennt (H, ) die
direkte Summe der Darstellungen ((H, Wt))teT.

Wir erhalten nun leicht den Beweis des folgenden allgemeinen Satzes von
Gelfand und Naimark, welcher aussagt, dass es fiir jede C*-Algebra eine treue
Darstellung gibt.

Theorem 3.5.3 Jede C*-Algebra A ist *-isomorph zu einer C*-Algebra von li-
nearen stetigen Operatoren auf einem Hilbertraum H.
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Beweis. Fiir jeden Zustand f von A sei (Hy, 7y) die nach Satz 3.5.1 konstruierte
zyklische Darstellung von A, und es sei (H, 7) = @ c54)(Hy, 7f) die direkte
Summe dieser Darstellungen. Fiir jedes a € A gibt es nach Satz 3.5.2 einen
Zustand f € S(A) mit ||a|| = ||7¢(a)||. Folglich ist

Im(a)]l = [lms(a)ll = [lall

Andererseits wissen wir aus Satz 3.2.6(a), dass ||7(a)|| < ||a|| fiir jedes a € A ist.
Somit ist 7 eine Isometrie. ]

Anmerkung 3.5.4 (a) Ist die Algebra A separabel, so kann H als separabler
Hilbertraum gewihlt werden. Wegen der Separabilitit von A ist ndmlich jeder
der Hilbertraume

H; = clos{ns(a)és : a € A}
separabel. Ist (a,)nen eine dichte Teilfolge aus A, so wahlt man fiir jedes n eine

Darstellung (H,, ) mit ||m,(an)|| = ||an| geméaB Satz 3.5.2. Dann ist @, . H,
separabel, und @, (H,, m,) ist eine treue Darstellung von A.

(b) Man beachte, dass auch nichtseparable C*-Algebren treue Darstellungen auf
separablen Hilbertraumen besitzen kénnen. [

Beispiel 3.5.5 Was liefert die GNS-Konstruktion fiir die Algebra C'(X) der ste-
tigen Funktionen auf einem Hausdorffschen Kompakt X7 Die positiven Funktio-
nale auf C'(X) werden durch einen Satz von Riesz und Markov identifiziert.

Zur Erinnerung: Eine Teilmenge von X heifit G- Menge, wenn sie ein abzahl-
barer Durchschnitt offener Mengen ist. Eine Teilmenge von X heifit eine Bai-
remenge (bzw. eine Borelmenge), wenn sie ein Element der kleinsten o-Algebra
tiber X ist, die alle kompakten Gs-Mengen (bzw. alle offenen Mengen) enthélt.
Ein Bairemaf (bzw. ein Borelmafs) ist dann ein Mafl o auf der Menge aller Baire-
(bzw. Borel-)mengen mit p(X) < oco. Bairemengen sind Borelmengen, und man
kann Bairesche Mafle auf die Menge der Borelmengen fortsetzen. Von solchen
Fortsetzungen kann es mehrere geben; es gibt jedoch genau eine Fortsetzung zu
einem reguldren Borelmafl. Dabei heifft ein Borelmafl u reguldr, wenn fiir jede
Borelmenge Y gilt

p(Y) = inf{u(0):Y C O, Ooffen}
= sup{u(C): C CY, C kompakt}.

Es gibt also eine eindeutige Zuordnung zwischen Baireschen und reguléren Bo-
relmafien. Wir konnen nun den Satz von Riesz/Markov formulieren:

Theorem 3.5.6 Fiir jedes positive lineare Funktional ¢ auf C(X) gibt es ein
eindeutig bestimmtes Baire-Maf$ i1 auf X, so dass

@(f):/de,u fir alle f € C(X).
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Ein Beweis ist in [Reed/Simon I}, Theorem IV. 14.

Ist nun ¢ ein positives Funktional auf C'(X) und p das entsprechende Bairesche
(oder reguldre Borel-)Ma8, so liefert die GNS-Konstruktion fiir H, gerade den
Raum L*(X, p), und 7, liefert die Darstellung einer Funktion f € C(X) als
Multiplikationsoperator

fI:LA(X, p) = LA(X, 1), aw fa

Als zyklischer Vektor kann die Funktion ¢, : X — C, z +— 1 dienen. Umgekehrt
imitiert die abstrakte GNS-Konstruktion gerade die Konstruktion des Lebesgue-
raumes L?(X, p) fiir ein konkretes Maf3 p. [

3.6 Irreduzible Darstellungen

Sei H ein Hilbertraum und M C L(H). Ein linearer (nicht notwendig abgeschlos-
sener) Teilraum H; von H heifit invariant beziiglich M, wenn

AHl ng fir alleAEM.

Ist H; ein abgeschlossener Teilraum von H und Pp, der Orthoprojektor von H
auf Hy, so ist H; genau dann invariant fir M, wenn

Py, APy, = APy, fiir alle A € M. (3.6.1)
Falls M symmetrisch ist, so ist H; genau dann invariant beziiglich M, falls
Py, A= APy, fir alle A € M. (3.6.2)
Aus (3.6.1) folgt ndmlich fur alle A € M
Py, A= (A"Py,)" = (Py,A"Py,)" = Py, APy, = APy,

wihrend umgekehrt (3.6.2) offenbar (3.6.1) impliziert.
Fiir Hy := Hi ist Py, = [ — Py,. Das Invarianzkriterium (3.6.2) zeigt dann,
dass fiir symmetrisches M mit H; auch Hs invarianter Teilraum ist und dass

A:PHIAPH1+PH2APH2 fir alle A € M.

Ist nun (H, ) eine Darstellung einer C*-Algebra A, H; ein abgeschlossener Teil-
raum von H der invariant bzgl. 7(A) ist und H, := Hi-, so sind

M A— L(Hy), a— 7(a)|n,, o A — L(Hs), a— 7m(a)|m,

zwei Darstellungen (H;, 1) und (Hs, mp) von A, deren direkte Summe gerade
(H, ) ist. Wir betrachten nun Darstellungen, die nicht auf diese Weise zerlegt
werden konnen.
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Definition 3.6.1 FEine Darstellung (H, 7) einer C*-Algebra A mit w(A) # {0}
heifit topologisch irreduzibel, wenn {0} und H die einzigen abgeschlossenen und
bzgl. w(A) invarianten Teilrdume von H sind. Die Darstellung heifit algebraisch
irreduzibel, wenn {0} und H die einzigen bzgl. w(A) invarianten Teilrdume von
H sind.

Theorem 3.6.2 (Lemma von Schur) Folgende Aussagen sind dquivalent fiir
eine nichttriviale Darstellung (H, 7) einer C*-Algebra A:

(a) (H, ) ist topologisch irreduzibel;

(b) der Kommutant w(A)" := {B € L(H) : Br(a) = w(a)B fir alle a € A}
stimmt mit CI 1iberein;

(c) jeder Vektor x € H \ {0} ist topologisch zyklisch bzgl. w(.A), d.h. clos{m(a)z :
ac A} =H.

Beweis. Wir vermerken vorab, dass der Kommutant m(.A)" eine symmetrische
(wegen 7(a)* = w(a*) fiir alle a € A) und abgeschlossene Unteralgebra von L(H)
ist und I enthalt.

(a) = (b): Sei (H, ) topologisch irreduzibel und B € 7(A)". Wir schreiben B
als C' + iD mit selbstadjungierten Operatoren C, D € 7(A)" und zeigen, dass
C eRI.

Angenommen, o(C') enthélt zwei verschiedene Punkte A # p. Mit dem Lemma
von Urysohn (oder durch explizite Konstruktion) finden wir zwei auf o(C') stetige
Funktionen f und g mit f(A\) =1, g(u) = 1 und f(z)g(z) = 0 fiir alle z € o(C).
Dann ist auch

f(C)g(C) = 0. (3.6.3)

Mit C' liegen natiirlich auch f(C') und ¢(C) in 7(A)". Somit ist clos(g(C)H)
ein bzgl. 7(A) invarianter abgeschlossener Teilraum von H. Wegen g(u) = 1 ist
g(C) # 0 und folglich clos(g(C)H) # {0}. Da (H, 7) topologisch irreduzibel ist,
muss clos(g(C)H) = H sein, d.h. g(C)H liegt dicht in H. Aus (3.6.3) folgt dann
sofort f(C) = 0; im Widerspruch zu f(\) = 1.

Damit ist klar, dass das Spektrum von C' aus genau einem Punkt A € R be-
steht. Das Spektrum von C'— AI ist daher {0}. Da fiir selbstadjungierte Elemente
Norm und Spektralradius iibereinstimmen, ist schlieflich

0=7r(C—A)=||C—Al|| bzw. C=A.

Analog gilt D € RI und mithin B € CI.

(b) = (c): Sei x € H \ {0}. Dann ist H; := clos{m(a)z : a € A} ein beziiglich
7(A) invarianter abgeschlossener Teilraum von H. Wegen (3.6.2) liegt der Ortho-
projektor Py, von H auf H; in m(A)". Nach Annahme (b) ist also Py, = o/ mit
a € C. Die einzigen Orthoprojektoren der Gestalt al sind die mit a = 0 und
a=1.
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Angenommen, es wire Py, = 0, d.h. m(a)z = 0 fiir alle a € A. Sei P der
Orthoprojektor von H auf Cz. Dann ist m(a)P = 0 fiir alle a € A, und durch
Adjungieren und wegen der Symmetrie von A folgt Pr(a) = 0 fir alle a € A.
Dann liegt aber P in 7(.A)’, und wie oben folgt, dass P = 0 oder P = [ ist. Wegen
x # 0 kann P = 0 ausgeschlossen werden, und fiir P = [ wire H = Cx und 7 die
Nulldarstellung, was wir ebenfalls ausgeschlossen hatten. Also ist Py, = I, d.h.
H, = H, und x ist zyklisch.

(¢) = (a): Sei M # {0} ein bzgl. 7(.A) invarianter und abgeschlossener Teilraum
von H und sei x € M \ {0}. Aus der Invarianz folgt w(a)x € M fiir jedes a € A,
und aus der Abgeschlossenheit von M folgt

clos{r(a)x :a € A} C M.

Nach Annahme (c) ist die linke Seite dieser Inklusion gleich H, woraus M = H
folgt. [

Offenbar ist jede algebraische irreduzible Darstellung auch topologisch irreduzi-
bel. Es ist hochst bemerkenswert, dass auch die Umkehrung gilt.

Theorem 3.6.3 Jede topologisch irreduzible Darstellung einer C*-Algebra A ist
algebraisch irreduzibel.

Fiir den Beweis dieser Aussage miissen wir uns mit Dichtheitsaussagen bzgl.
verschiedener Topologien auf L(H) befassen. Die folgenden Dichtesétze sind auch
dariiber hinaus von Interesse (Zitat aus Pedersen, 2.3.4: The density theorem
is Kaplansky’s great gift to mankind. It can be used every day, and twice on
Sundays.)

Sei H ein Hilbertraum. Fiir jede Teilmenge M von L(H) definieren wir ihren
Kommutanten M’ durch

M'={B € L(H): AB = BAfiir alle A € M}.

Wie oben folgt, dass M’ eine unitale C*-Unteralgebra von L(H) ist. Fiir M; C M,
ist offenbar M) C M. Wegen M C M" := (M')" impliziert diese Beobachtung,
dass

MCM =M =M= und M =M"=M®>=M"=_ .

Weiter zur Erinnerung: Die schwache Operatortopologie ist die schwéchste Topo-
logie auf L(H), fiir die alle Mengen

Wa,zy={B€LH): ((A-B)z,y) <1}

offen sind. Die Mengen der Gestalt ()., W4, 4.4 bilden eine Basis der schwachen
Topologie. Ein Netz (A;)er konvergiert genau dann schwach gegen A € L(H),
wenn

(Awr, y) — (Az, y) firallex, y € H.
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Analog wird die starke Operatortopologie durch die Mengen
Wi,z = {B € L(H) : ||(A—=B)zx|]| < 1}
definiert. Ein Netz (A;);er konvergiert genau dann stark gegen A € L(H), wenn
Ay — Ax fir allex € H.

Wir bezeichnen die schwache bzw. starke AbschlieBung einer Menge M C L(H)
mit weak-clos M bzw. strong-clos M. Die AbschlieBung von M in der Normtopo-
logie bezeichnen wir weiterhin mit clos M.

Theorem 3.6.4 (von Neumann, Satz iiber den Bikommutanten) Sei A
eine C*-Unteralgebra von L(H) mit (), 4 ker A = {0}. Dann gilt:

A" = weak-clos A = strong-clos A.
Beweis. Die starke Topologie ist stéarker als die schwache. Folglich ist
strong-clos A C weak-clos A.

AuBlerdem ist jeder Kommutant schwach abgeschlossen. Aus A C A” folgt daher
weak-clos A C A”. Zu zeigen ist somit nur noch, dass A” C strong-clos A. Dazu
zeigen wir, dass es in jeder starken Umgebung eines Operators T € A” einen
Operator A € A gibt. Dazu wiederum zeigen wir, dass es fiir jedes n € N und
beliebige Vektoren xy, ..., z, € H ein A € Amit > . | (T — A)z;||* < 1 gibt
(die Mengen {B € L(H) : i, [[(B—A)x;||* < 1} bilden ja eine Umgebungsbasis
fiir die starke Topologie).

Sei zunéchst n = 1 und x; € H gegeben. P sei der Orthoprojektor von H auf
clos(Ax). Da clos(Az) ein invarianter Teilraum fiir A ist, gilt PA = AP fiir
alle A € A (vgl. (3.6.2)), d.h. P € A'. Fiir den Vektor y := (I — P)x; und fiir
jedes A € A gilt nun

Ay=A(Il — P)x; = (I — P)Axy = (I — P)PAx, = 0.

Nach Voraussetzung ist y = 0, d.h. 1 = Pz, also 27 € clos(Ax;). Sei nun
T € A”. Dann ist PT = TP, woraus folgt

Txzy = TPxy = PTx; € clos (Axy).

Folglich gibt es ein A € A mit |[|[(T — A)z|| < 1.

Sei nun n > 2 und zy, ..., x, € H gegeben. Wir bezeichnen mit H,, die direkte
Summe von n Exemplaren des Hilbertraumes H. Jedem Operator A € L(H,)
kann man sich auf natiirliche Weise als n x n-Matrix mit Eintrdgen in L(H)
vorstellen. Mit 7 bezeichnen wir die Abbildung

7 L(H) — L(H,), A diag(A, ..., A).
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Offenbar ist 7 ein injektiver *~-Homomorphismus. Man rechnet leicht nach, dass
m(A) = {(By)ij—1 € L(H,) : Bjj € A’} = (A))™". (3.6.4)

Sei nun 7' € A”. Wegen (3.6.4) liegt 7(T") in w(.A)”. Wir sind nun in der gleichen
Situation wie im Fall n = 1 und wenden die obigen Resultate an auf 7(.A), = (T,
H, und z := (z1, ..., x,) an Stelle von A, T, H und z;. Was folgt, ist die
Existenz eines Operators 7(A) € m(.A) so, dass

[(m(T) = m(A))z|* < 1

bzw.
n

ST = Aa||* < 1.
k=1
Das ist die Behauptung. [

C*-Unteralgebren von L(H), die mit ihren Bikommutatoren iibereinstimmen, hei-
Ben W*-Algebren.

Insbesondere ist jede C*-Algebra, die den Voraussetzungen von Satz 3.6.4
geniigt, dicht in ihrem Bikommutanten sowohl bzgl. der starken als auch der
schwachen Topologie. Man kann also z.B. jeden Operator T € A” durch ein
stark konvergentes Netz von Operatoren aus A anndhern. Dieses Netz kann aber
unbeschrankt sein (im Gegensatz zu Folgen miissen konvergente Netze nicht be-
schrankt sein). Diese “Schwiche* des von Neumannschen Bikommutantensatzes
wird im folgenden Resultat behoben.

Theorem 3.6.5 (Dichtesatz von Kaplansky) FEs sei A eine C*-Unteralgebra
von L(H) mit (4o 4ker A = {0}. Dann ist die Finheitskugel von Ay, (= Men-
ge der selbstadjungierten Elemente von A) stark-dicht in der Einheitskugel von
A= (A")sa, und die Einheitskugel von A ist stark-dicht in der Einheitsku-
gel von A”. Ferner liegen die positiven Kontraktionen aus A stark-dicht in der
Menge der positiven Kontraktionen von A" und, falls A den identischen Operator
enthdlt, liegen die unitiren Elemente aus A stark-dicht in der Menge der unitiren
Elemente aus A”.

Beweis. Wir beschrianken uns auf den Beweis der ersten beiden Behauptungen.
Als Voriiberlegung betrachten wir die Funktion

2t

R—>R, t——-.
f : R

Diese ist stetig auf R, ihre Werte liegen in [—1, 1], und sie bildet das Intervall
[—1, 1] bijektiv auf sich selbst ab. Fiir jeden selbstadjungierten Operator A €
L(H) kann daher f(A) gebildet werden. Aus dem Spektralsatz folgt: Fiir jede
C*-Unteralgebra A von L(H) bildet f die Menge A, in die Einheitskugel von
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As, ab, und f bildet die Einheitskugel von Ay, sogar bijektiv auf sich selbst ab.
Weiter haben wir fiir alle A, B € L(H),, die Identitét

%(f(A) —f(B)) = (I+A*)"A-B(I+ B>
=(I+A4) AU+ B*) - (I+A»)B)(I+B*"!
=([+4) " A-B)I+B)"'+(I+A)"AB—-A)B(I+B*)"
= ( )"

T+ A) (A= B)(I+ B + 1f(A)(B~ A)f(B).

Die Faktoren (I + A%)~! und f(A) sind in der Norm durch 1 beschrinkt. Fiir
jedes x € H ist daher

1f (A)z — f(B)z|| < 2I|(A— B)(I + B*) "] + %H(A — B)f(B)x]|

Dies zeigt, dass f eine stark stetige Funktion auf L(H ), ist, d.h. wenn ein Netz
(At)rer C L(H)sq stark gegen B € L(H ), konvergiert, so konvergiert f(A;) stark
gegen f(DB).

Nun zum eigentlichen Beweis. Wir wollen zeigen, dass die Einheitskugel von
A, stark dicht in der Einheitskugel von A7, ist. Sei T' € A” und ||T|| < 1. Wie
wir oben gesehen haben, gibt es einen (eindeutig bestimmten) Operator R € A”,
mit ||R|| < 1, fiir den f(R) =T ist.

Nach Satz 3.6.4 gibt es nun ein Netz (A;);er in A, welches schwach gegen R
konvergiert. Da die Abbildung B + B* schwach stetig ist (aber eben nicht stark
stetig, was uns viel Miihe bereitet) und da R selbstadjungiert ist, folgt:

1
R = weak- lim;er §(At + A7). (3.6.5)

Wir benotigen aber ein Netz selbstadjungierter Operatoren, welches stark gegen
R konvergiert. Um dieses Problem zu 16sen, miissen wir einige Anleihen in der
Funktionalanalysis tétigen. Den Beweis der folgenden Aussage findet man z.B. in
[Davidson, C*-Algebras by Example, Prop. 1.6.1].

Theorem 3.6.6 Sei H ein Hilbertraum. Ein lineares Funktional auf L(H) ist
genau dann stark-stetig, wenn es schwach-stetig ist. Jedes derartige Funktional
st von der Gestalt .

i=1
mit gewissen (endlich vielen) Vektoren xy, ..., Tp, Y1, ..., Yn € H.

Bekanntlich sind abgeschlossene konvexe Mengen gleich dem Durchschnitt der
abgeschlossenen Halbrdume, die diese Menge enthalten. Da Halbrdume Funk-
tionalen entsprechen, und da schwach-stetige und stark-stetige Funktionale und
damit auch schwach abgeschlossene und stark abgeschlossene Halbraume zusam-
menfallen, haben wir:
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Theorem 3.6.7 FEine konvexe Teilmenge von L(H) ist genau dann stark abge-
schlossen, wenn sie schwach abgeschlossen ist.

Nun ist A, sicher konvex, und mit A,, sind auch die schwache und die starke
AbschlieSung von A,, konvex. Wie wir soeben gesehen haben, ist also

weak-clos A, = strong-clos A,,. (3.6.6)

Nun folgt aus (3.6.5), dass R € weak-clos As,. Wegen (3.6.6) gibt es daher ein
Netz (Bs)ses in Asgq, welches stark gegen R konvergiert. Da f eine stark-stetige
Funktion ist, ist dann (f(Bs))ses ein Netz in der Einheitskugel von A,,, welches
stark gegen f(R) = T konvergiert. Damit ist die Aussage des Dichtesatzes fiir die
Einheitskugel von A, gezeigt.

Nun zeigen wir noch die Dichtheit der kompletten Einheitskugel von A in der
von A”. Sei T € A” mit ||T|| < 1. Wir bilden die orthogonale Summe H & H
und fassen jeden Operator aus L(H @ H) auf als 2 x 2-Matrix mit Eintrégen aus
L(H). Mit My(A) bzw. My(A") bezeichnen wir die Mengen aller 2 x 2-Matrizen
mit Eintrdgen aus A bzw. A”. Man macht sich leicht klar, dass M5(A) und
M, (A") C*-Unteralgebren von L(H @ H) sind und dass

MQ(A)” _ MQ(A”)

(vgl. den Beweis von Satz 3.6.4). Der Operator ( 79* g ) ist dann ein Element

der Einheitskugel von M3(A")s,. Er kann, wie wir oben gesehen haben, durch ein
Netz aus der Einheitskugel von Ms(A),, stark approximiert werden:

t li Bt Ct o 0 T
strong- lim p, B ) - L1 0

B, Cy <1 und B, Cy *_ B, Cy
D, E; - D, E; ~\D; E )’

Offenbar ist dann ||Cy|| < 1 und strong-lim C; = T.. ]

Eine bemerkenswerte Folgerung, die uns auch unserem Ziel — dem Beweis von
Satz 3.6.3 — ganz nahe bringt, ist der folgende

Theorem 3.6.8 (Transitivitidtssatz von Kadison) FEs sei (H, ) eine nichl-
triviale topologisch irreduzible Darstellung einer C*-Algebra A. Weiter seien ge-
geben ein Operator T' € L(H), ein endlich-dimensionaler Teilraum K von H und
ein € > 0. Dann ezistiert ein a € A so, dass

m(a)lxk =Tk und af| < [T +e.
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Beweis. Wir zeigen zuerst, dass es unter den Voraussetzungen des Satzes ein
Element a € A gibt mit

lall <|IT|kl| und ||7(a)|x — T[]l <e. (3.6.7)

Da (H, ) topologisch irreduzibel ist, folgt aus dem Lemma von Schur, dass
7(A) = CI und damit 7(A)” = L(H). Nach dem Bikommutantensatz ist also
strong-clos 7(A) = L(H).

Sei 0.E.d.A. || T|k|| = 1 und S := T Pk, wobei Py fiir den Orthoprojektor von
H auf K steht. Der Operator Pk ist kompakt, da K endlich-dimensional ist. Mit
dem Dichtesatz von Kaplansky finden wir ein a; € A mit ||7(a;)|| < 1 so, dass

[(7(ar) = )Pl < /2

(man beachte die Kompaktheit von Pf). Dann findet man aber auch ein ay € A
mit 7(a;) = 7w(az) und |laz| < (1 —¢/2)7'. Sei a := (1 — €/2)ay. Dann ist
lall <1 = [Tk || und

[(m(a) = Tkl < l[(mw(az) = S) Pl + &/2l[m(as)|| < e.
Dies beweist (3.6.7).
Mit Hilfe von (3.6.7) wahlen wir nun ein ap € A mit
laoll < |7 und  [[(7(a0) = T) Pl < /2, (3.6.8)

und fiir alle n > 1 gewinnen wir rekursiv eine Folge von Elementen a,, € A mit

llan]] < 27" und (Z (am) — T) Pyl <277 e (3.6.9)
m=0
Dies kann wie folgt geschehen. Angenommen, wir haben bereits ag, ..., a, € A

so bestimmt, dass (3.6.8) und (3.6.9) gilt. Dann wenden wir das Resultat aus
(3.6.7) an auf den Operator S := —(>_" _ 7(an)+ T)Pk, auf den Raum K und
auf 27""2¢ > 0. Das Resultat aus (3.6.7) zeigt dann, dass es ein a,,; € A gibt
mit

lansall < Skl = ISPkl < 27" "e

(wegen (3.6.9)) sowie

(7 (ans1) — S) P || = <27 %,

(Z (am) — T) Pk

m=0

Damit ist die Folge (a,) C A konstruiert. Wir definieren a := > 7 ja, (die
Konvergenz der Reihe ist wegen (3.6.9) gesichert). Nach Konstruktion ist dann
m(a)|x = T|k, und es ist

lall < llaoll + > llanll < [T+ 27" = |T|| +e.
n=1 n=1
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Somit hat a die gewiinschten Eigenschaften. [

Beweis von Satz 3.6.3. Sei (H, 7) eine topologisch irreduzible Darstellung von
A, und Hy # {0} sei ein (nicht notwendig abgeschlossener) Teilraum von H, der
invariant beziiglich 7(.A) ist. Weiter sei © € Hy \ {0}, und y € H sei beliebig. Sei
K = span{z, y}. Dieser Raum ist hochstens zweidimensional. Auf K definieren
wir einen linearen Operator 7' mit Tx = y. Diesen setzen wir durch 0 (d.h.
T|x1 = 0) auf ganz H fort. Nach dem Transitivitatssatz von Kadison gibt es ein
a € A mit
m(a)|lk =T|k.

Insbesondere ist m(a)xr = y. Da @ € Hy und H, invariant bzgl. 7(A) ist, folgt
y € Hy, d.h. Hy = H. =

3.7 Irreduzible Darstellungen, reine Zustéinde

Wir wenden uns nun der Frage zu, fiir welche positiven Funktionale die GNS-
Konstruktion eine irreduzible Darstellung ergibt. Dazu vereinbaren wir:

Definition 3.7.1 FEin Zustand f € S(A) einer C*-Algebra A heifst rein (pure
state), wenn er ein Extremalpunkt von S(A) ist, d.h. wenn aus f = tg1+ (1 —1)gs
mit g1, go € S(A) und t € (0, 1) folgt, dass g1 = g2 (= f).

Theorem 3.7.2 Sei (H, m) eine zyklische Darstellung einer C*-Algebra A mit
Eins e und x € H ein zyklischer Vektor der Linge 1. Dann ist der durch

fla) = (r(a)z, ), a€ A,

definierte Zustand [ genau dann rein, wenn (H, ) irreduzibel ist.

Dass f tiberhaupt ein Zustand ist und dass m(e) = [ ist, werden wir uns in der
Ubung ansehen.

Beweis. Wir zeigen zuerst: Ist (H, m) nicht irreduzibel, so ist f nicht rein. Ist
(H, m) nicht irreduzibel, so gibt es einen nichttrivialen invarianten abgeschlos-
senen Teilraum fiir 7(A). Den Orthoprojektor von H auf diesen Teilraum be-
zeichnen wir mit P. Insbesondere ist also P # 0 und P # [. AuBerdem wissen
wir aus (3.6.2), dass P € w(A). Sei t := ||Pz|* Wire t = 1, so wire Pr = x
(Pythagoras) und folglich

Pr(a)x = w(a)Px = n(a)x fir alle a € A.

Da x ein zyklischer Vektor ist, liegen diese Vektoren dicht in H. Dann muss
aber P = [ sein, was wir oben ausgeschlossen hatten. Ganz &dhnlich folgt aus der
Annahme t =0, dass I — P =1,d.h. P =0 wére. Alsoist 0 <t < 1.
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Sei Q := I — P. Wir definieren fiir a € A
gi(a) =t m(a) Pz, Pz), gs(a):=(1—1t)" {7(a)Qz, Q).
Die Funktionale g; und g, sind Zusténde von A, denn es ist
gi(e) =t Pz, Pr) =t'|Pz|* =1 und analog go(e) =1
sowie
lgs(@)ll <t m(a) ][l P2]|* < [la und analog ||g2(a)l| < [la]l.

Weiter ist f eine konvexe Linearkombination aus g; und gs:

(tgr + (1 = t)g2)(a) = (mw(a)Pz, Pr)+ (r(a)Qz, Qx)
= (m(a)Pz, x) + (7(a)Qz, z)
= (r(a)z, r) = f(a)

(man beachte, dass P, Q € 7(.A)"). Schliellich ist g; # go. Wére namlich g; = g¢o,
so wire fiir alle a € A

0=gi(a) = gaa) = t"Yx(a)Px, Pz) — (1 —1)" n(a)Qz, Q)
= (r(a)x, t 7' Pr — (1 —t)"'Qu),

d.h. der Vektor y := t"'Pz — (1 — t)71Qx wire senkrecht zu allen 7(a)z und
damit zu ganz H. Dann miisste aber y = 0, also Pr = Qx = 0 und damit z = 0
sein, was unmoglich ist. Somit ist g; # ¢o, und f ist nicht rein.

Sei umgekehrt (H, ) irreduzibel. Wir zeigen, dass dann f rein ist. Gegeben seien
Zusténde gp, go von Aund eint € (0, 1) so, dass f = tg;+(1—t)ge. Wir definieren
eine Sesquilinearform [.,.] auf m(A)z durch

[m(a)x, m(b)x] :=tgi(b*a) fiir alle a, b € A.
Mit Cauchy-Schwarz erhalten wir fiir das positive Funktional tg;
tg1(0"a)* < tgi(a"a) - tgi(b°b) < f(a’a) f(b°b) = ||m(a)z|*||m (D).

Ist also einer der Vektoren 7(a)z und m(b)x gleich 0, so ist auch g;(b*a) = 0. Also
ist [.,.] korrekt definiert. Da tg; ein positives Funktional ist, folgt weiter

0 < [r(a)z, m(a)z] = tgr(a"a) < f(a"a) = ||m(a)z|”

fiir alle a € A. Die Sesquilinearform [., .| ist somit positiv semidefinit und hat eine
Norm < 1. Man kann daher [.,.] zu einer Sesquilinearform auf H fortgesetzen, die
ebenfalls positiv semidefinit und stetig mit Norm < 1 ist. Dann (vgl. [Reed/Simon
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I], Corollary zu Theorem I1.4) gibt es einen eindeutig bestimmten Operator B €
L(H) so, dass

[7(a)x, m(b)x] = (Br(a)x, w(b)x) fur allea, b e A.
Seien a, b, ¢ € A beliebig. Dann haben wir

(Br(c)m(a)x, (b)x) = (Bm(ca)x, n(b)x) = [r(ca)z, m(b)x] = tg;(b*ca)
= tg1((c*b)*a) = [n(a)x, 7(c*b)z]
= (Bn(a)z, m(c)*m(b)x) = (n(c)Bn(a)x, w(b)x).

Da 7(A)x in H dicht liegt, folgt hieraus (Bn(c)y, z) = (w(c)By, z) fir alley, z €
H, woraus schliellich Br(c) = 7(c)B fiir alle ¢ € A folgt. Da (H, 7) irreduzibel
ist, muss nach dem Lemma von Schur B = I mit einem [ € C sein. Dann ist
fir allea, be A

tgi(b'a) = [m(a)z, m(b)z] = (Br(a)z, (b)x)
= B(r(b*a)x, x) = Bf(b*a).

Nun sind f und g; Zustdnde. Durch Einsetzen von a = b = e folgt daher § =t
und dann wegen t # 0 auch g;(b*a) = f(b*a) fiir alle a, b € A. Dann ist aber
f = g1 (setze b = e). Dies impliziert schlieBlich f = t¢f + (1 — t)gs bzw. f = go,
d.h. g1 = go. Also ist f ein reiner Zustand. n

Das folgende Resultat ist ein Analogon zu Satz 3.5.2 und besagt, dass jede C*-
Algebra geniigend viele reine Zusténde besitzt.

Theorem 3.7.3 Sei A eine C*-Algebra mit Fins und a € A. Dann gibt es

(a) einen reinen Zustand f von A mit f(a*a) = ||al*.
(b) eine irreduzible zyklische Darstellung (H, 7) von A mit ||x(a)| = |la]|.

Beweis. (a) Fiir a € A sei Z(a) die Menge aller Zusténde f von A mit f(a*a) =
|al|?. Aus Satz 3.5.2 wissen wir, dass Z(a) nicht leer ist. AuBerdem iiberzeugt
man sich leicht davon, dass Z(a) eine konvexe und *-schwach kompakte Menge ist.
Nach dem Satz von Krein/Milman (vgl. [Kadison/Ringrose|, Fundamentals of the
Theory of Operator Algebras I, Theorem 1.4.3) ist daher Z(a) die abgeschlossene
konvexe Hiille der Menge der Extrempunkte von Z(a). Insbesondere gibt es also
Extrempunkte von Z(a). Wir zeigen, dass jeder Extrempunkt ¢ von Z(a) auch
ein Extrempunkt von S(A), d.h. ein reiner Zustand ist.

Sei ¢ = tg1 + (1 —t)go mit ¢t € (0, 1) und mit Zustédnden g; und go. Wire
gi(a*a) < |la]]* oder ga(a*a) < ||al|?, so wire auch ¢(a*a) < ||a||* (beachte, dass
|h(a*a)| < ||h]| ||a*a|| = ||a|* fiir jeden Zustand h). Dies ist nicht moglich. Also
gehoren g; und go bereits zu Z(a). Da ¢ ein Extrempunkt von Z(a) ist, folgt

g1 = g2 = .
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(b) Sei (Hy, 7y) die vermoge GNS dem Zustand f aus Teil (a) entsprechende Dar-
stellung. Diese Darstellung ist irreduzibel nach Satz 3.7.2 (nach 3.5.1 ist ndmlich

Fb) = (mp(0)Sy, &) mit [[E[1* = I fIl = 1,
fiir alle b € A). Nach Satz 3.5.2 ist ||7¢(a)|| = ||al|. ]

Ebenso wie Satz 3.5.3 beweist man nun:

Korollar 3.7.4 Sei A eine C*-Algebra mit Eins. Dann ist die direkte Sum-
me @(Hy, my), wobei iber alle reinen Zustinde f von A summiert wird, ein

*-Isomorphismus von A auf eine abgeschlossene und symmetrische Unteralgebra
von L(GHy).

Beispiel 3.7.5 Sei A eine kommutative C*-Algebra und (H, 7) eine irreduzible
Darstellung von A. Da A kommutativ ist, gilt 7(A) C 7(A), und 7(A)" ist CI
nach dem Lemma von Schur. Fiir jeden zyklischen Vektor x € H gilt also

clos{m(a)x : a € A} = clos{Cz} = H,

d.h. der Hilbertraum H ist eindimensional. Insbesondere gibt es einen unitédren
Operator U : H — C, und die Abbildung

A— L(C), aw Un(a)U™*

ist ein Charakter von A. Fazit: Jede irreduzible Darstellung von A ist unitdr
dquivalent zu einem Charakter von A.

Natiirlich ist umgekehrt fiir jeden Charakter f(a) die Abbildung A — L(C),
a — f(a)l, eine irreduzible Darstellung von A.

Sind fiir zwei Charaktere f1, fo von A die Darstellungen

m:A— L(Hy), a— fi(a)l und 7y : A— L(Hs), a— fala)l

mit eindimensionalen Hilbertraumen H; und H, unitir dquivalent, so ist offenbar
ker fi = ker f,. Da es eine Bijektion zwischen den Charakteren und ihren Kernen
(den maximalen Idealen von A) gibt, folgt umgekehrt aus ker f; = ker fo, dass
f1 = fo und dass folglich f; und f, unitir dquivalente Darstellungen erzeugen. m

Definition 3.7.6 Die Menge aller unitiren Aquivalenzklassen von irreduziblen
Darstellungen einer C*-Algebra A heifit das Spektrum von A. Wir bezeichnen
diese Menge mit Spec A und schreiben Irr A fiir die Menge der irreduziblen Dar-
stellungen von A.
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3.8 Primitive Ideale

Wie wir soeben gesehen haben, kann man fiir kommutative C*-Algebren A mit
Eins Spec A mit der Menge M(A) der Charaktere bzw. mit der Menge M (A)
der maximalen Ideale von A identifizieren. Wir wissen ferner, dass man M (.A)
mit einer Topologie versehen kann, so dass jedem Element a € A eine stetige
Funktion auf M (A) umkehrbar eindeutig entspricht. Lasst sich etwas dhnliches
auch im nichtkommutativen Fall erreichen?

Definition 3.8.1 Sei A eine C*-Algebra. Ein Ideal von A heifst primitiv, wenn
es der Kern einer irreduziblen Darstellung von A ist. Die Menge aller primitiven
Ideale von A bezeichnen wir mit Prim A.

Falls A kommutativ ist, fallt Prim A mit der Menge aller maximalen Ideale von
A zusammen.

Wir schreiben (H, 7)™ fiir die Aquivalenzklasse der Darstellung (H, 7) beziig-
lich unitérer Aquivalenz. Sind zwei Darstellungen von A unitér #quivalent, so
stimmen ihre Kerne iiberein. Die Abbildung

Spec A — Prim A, (H, m)~ +— kernw (3.8.1)

ist daher wohldefiniert. Diese Abbildung ist offenbar surjektiv, im allgemeinen je-
doch nicht injektiv. In der Regel ist Spec A nur dann einer Untersuchung zugéng-
lich, wenn die Abbildung (3.8.1) eine Bijektion ist.

Fiir den néchsten Satz benotigen wir eine Voriiberlegung.

Lemma 3.8.2 Sei A eine C*-Algebra (mit Eins) und J ein abgeschlossenes Ide-
al von A. Weiter sei (H, ) eine irreduzible Darstellung von A, die auf J ver-
schwindet. Dann ist die Abbildung

77 A/T = L(H), a+J + 7(a)

wohldefiniert, und

(a) die Abbildung (H, ) — (H, w7) ist eine Bijektion zwischen der Menge der
irreduziblen Darstellungen von A, die auf J verschwinden, und Irr A/ J .

(b) die Abbildung (H, m)~ — (H, m7)"~ ist eine Bijektion zwischen der Menge der
Aquivalenzklassen von irreduziblen Darstellungen von A, die auf J verschwinden,
und Spec A/ J .

(c) die Abbildung ker m — ker w7 ist eine Bijektion zwischen der Menge der pri-
mitiven Ideale von A, die J enthalten, und Prim A/J .

Beweis. Exemplarisch zeigen wir (a). Wegen 7(J) = {0} ist die Abbildung 7
korrekt definiert, und (H, 77) ist eine Darstellung von .A4/J. Diese Darstellung
ist wieder irreduzibel: Da die Bilder von 7 und 7 iibereinstimmen, besitzen sie
den gleichen Kommutanten. Aus 77(A)" = CIy folgt aber die Irreduzibilitidt von
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(H, 77) nach dem Lemma von Schur. Ist umgekehrt (H, m7) eine irreduzible
Darstellung von A/J und ¢ der kanonische Homomorphismus von A auf A/7,
so ist (H, m7 o ¢) eine irreduzible Darstellung von A (Beweis wie oben). ]

Theorem 3.8.3 Sei A eine C*-Algebra (mit Eins). Dann gilt:

(a) Fiir alle a € A ist ||a]| = max{||m(a)| : (H, 7) € Irr A}.

(b) Der Durchschnitt aller primitiven Ideale von A ist {0}.

(c) Jedes echte abgeschlossene Ideal J wvon A ist gleich dem Durchschnitt aller
primitiven Ideale von A, welche J enthalten.

Beweis. Aussage (a) folgt sofort aus Satz 3.7.3, und (b) ist eine unmittelbare
Folgerung von (a). Wir zeigen noch (c¢). Sei dazu 77 erklart wie in Lemma 3.8.2.
Da x € ker 7 genau dann, wenn x + J € ker 77, folgt

S ﬂ kerm & a+Je€ ﬂ ker 7.
(H,m)elrr A: JCker (H,mrg)elr A/T

Nach Aussage (b) ist der Durchschnitt auf der rechten Seite aber gleich {0} C
A/J. Folglich ist z € J. n

Auf Prim A lasst sich eine natiirliche Topologie einfithren. Grundlage dafiir ist
der folgende Satz, fiir den wir zunéchst wieder eine Voriiberlegung anstellen.

Lemma 3.8.4 Sei (H, m) eine irreduzible Darstellung einer C*-Algebra A, und
J sei ein abgeschlossenes Ideal von A mit w(J) # {0}. Dann ist (H, 7|7) eine
wrreduzible Darstellung von J .

Beweis. Offenbar ist (H, 7|7) eine Darstellung von J. Wire (H, m|7) nicht
irreduzibel, so gibe es einen nichttrivialen abgeschlossenen Teilraum H’ von H,
der bzgl. 7| 7(J) = 7(J) invariant ist. Sei € H' \ {0}. Angenommen, es wire

clos{m(j)z:j € J} ={0}.

Dann ist 7(j)m(a)r = w(ja)r = 0 fiir alle a € A und alle j € J und folglich
m(j) = 0 auf 7w(A)zx. Da w(A)z dicht in H liegt (7 ist ja irreduzibel), folgt
7(J) =0, im Widerspruch zur Voraussetzung. Es ist also

{0} # clos{n(j)x:je€ T} C H # H.

Wie oben sieht man aber sofort, dass clos{n(j)z : j € J} invariant fiir 7(A) ist.
Damit wére (H, m) keine irreduzible Darstellung von A. Widerspruch. ]

Theorem 3.8.5 Jedes primitive Ideal J einer C*-Algebra A ist ein Primideal,
d.h. sind J1, Jo Ideale von A mit J1Jo C J, so ist Jy € J oder Jo C J.
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Beweis. Sei J ein primitives Ideal von A, d.h. esist J = ker 7 fiir eine irreduzible
Darstellung (H, ) von A. Weiter seien [J; und J, Ideale von A mit J17> C J.
Wegen der Abgeschlossenheit von J ist dann auch (clos J;)(clos J5) C J. Es
geniigt daher, Satz 3.8.5 fiir abgeschlossene Ideale 71, J> zu beweisen.

Seien also J; und J» abgeschlossen. Angenommen, es ist 7(J;) # {0} und
m(J2) # {0}. Dann sind nach Lemma 3.8.4 7|7, bzw. 7| 7, irreduzible Darstellun-
gen von J; bzw. J5. Jeder Vektor x € H \ {0} ist dann zyklisch fir (H, 7|,).
Insbesondere gibt es also ein j € Jo mit y := 7(j)x # 0. Der Vektor y ist dann
zyklisch fir (H, 7|4 ). Es gibt also insbesondere ein j; € J; so, dass 7(j;)y # 0.
Damit ist einerseits

0# 7(j1)y = 7(j1)7(j2)x = 7(jije)T;

andererseits ist aber jijo € J1J2 € J und folglich 7(j1j2) = 0. Dieser Wider-
spruch zeigt, dass unsere Annahme falsch war. [

Wir definieren fiir jede Teilmenge M von Prim A ihren Kern

ker M = m m

meM

und ihre Hiille
hull M := {p € Prim A : ker M C p}.

Theorem 3.8.6 Die auf den Teilmengen von Prim A definierte Abbildung M >
hull M erfillt die Kuratovskischen Aziome der Abschlieffung

(a) hull® = 0,

(b) M C hull(M),

(¢) hull(hull M) = hull M,

(d) hull(M; U Ms) = hull My U hull My fir alle My, My C Prim A.

Beweis. (a) Es ist ker() = A, und A liegt in keinem primitiven Ideal, da ja
sonst A selbst primitiv wére und die zugehorige irreduzible Darstellung die Null-
Darstellung sein miisste. Dies hatten wir jedoch per Definition ausgeschlossen.

(b) Aus m € M folgt ker M C m, woraus sofort m € hull M folgt.

(¢) Nach Satz 3.8.3 (c) ist ker(hull M) = ker M fiir jede Teilmenge M von Prim A.
Hieraus folgt sofort, dass hull(hull M) = hull M.

(d) Die Abbildung M + hull M ist monoton: aus M C N folgt ker N C ker M
und somit hull M C hull N. Aus M; C M; U M, folgt daher hull M; C hull(M; U
M,). Analog ist hull My C hull(M; U Ms) und folglich

hull M7 U hull My C hull(M; U M,).
Sei umgekehrt m € hull(M; U Ms). Dann ist

ker M; Nker My = ker(M; U My) C m.
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Dann ist natiirlich erst recht ker M; - ker My € m. Da m nach Satz 3.8.5 ein
Primideal ist, folgt ker M; C m oder ker My C m, d.h. m € hull M; oder m &€
hull M,. Also ist m € hull M; U hull M,. m

Die Mengen hull M, wobei M die Teilmengen von Prim A durchlauft, bilden also
die abgeschlossenen Mengen einer Topologie auf Prim A, die sogennante Hiille-
Kern-Topologie oder Jacobson-Topologie. Sie wurde urspriinglich von Zariski in
der Algebra eingefiihrt. Wir vermerken — ohne Beweis — noch einige Eigenschaften
des topologischen Raums Prim A mit der Jacobson-Topologie.

e Besitzt A ein Einselement, so ist Prim A kompakt.

e Der Raum Prim A ist i. allg. nicht Hausdorffsch. Er ist jedoch ein Ty-Raum,
d.h. fiir zwei beliebige Punkte aus Prim A besitzt wenigstens einer eine
Umgebung, die den anderen Punkt nicht enthélt.

e Fiir jedes a € A ist die Abbildung Prim. A — R*, p — ||a + p|| unter-
halbstetig. (Dies ist ein schwacher Ersatz dafiir, dass bei kommutativen
C*-Algebren die Abbildung p — a + p stetig ist).

o Ist A ecine kommutative C*-Algebra, so ist Prim A = M(A), und die
Jacobson-Topologie stimmt mit der Gelfand-Topologie iiberein. (Dies ist
wieder ein typischer C*-Effekt. Fiir beliebige kommutative Banachalgebren
gilt dies i. allg. nicht mehr.)

Beispiel 3.8.7 Sei A die Menge aller stetigen Funktionen von [0, 1] nach C**2,
deren Wert im Punkt 0 eine Diagonalmatrix ist. Versehen mit punktweisen Ope-
rationen, einer punktweisen Involution und der Supremumsnorm wird A zu einer
(nichtkommutativen) C*-Algebra. Fassen wir C**? als L(C?) auf, so haben wir
fir jedes t € (0, 1] eine zweidimensionale Darstellung f — f(t) von A, und diese
ist irreduzibel, da

{f(t): fe AY = (C¥>?) =C ((1) (1’) .

Ist weiter f(0) = diag(f1(0), f2(0)), so haben wir zwei eindimensionale Darstel-
lungen (oder Charaktere)

01 f'—>f1<0> und 9 : f'-)fg(O),

welche ebenfalls irreduzibel sind. Man kann sich iiberlegen, dass damit alle irre-
duziblen Darstellungen (bis auf unitire Aquivalenz) von A beschrieben sind. Man
kann also Prim A identifizieren mit der Vereinigung {0y, d2} U (0, 1] des Intervalls
(0, 1] mit zwei zusétzlichen Punkten &y, do an Stelle der Null. Die Einschrankung
der Hiille-Kern-Topologie auf (0, 1] fallt zusammen mit der iiblichen (Euklidi-
schen) Topologie auf (0, 1]. Ein Umgebungssystem des Punktes §; (bzw. d2) wird
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dagegen durch die Mengen {07} U (0, €) (bzw. {d2} U (0, €)) mit 0 < € < 1 gege-
ben. Insbesondere hat jede Umgebung von §; mit jeder Umgebung von 9 einen

nichtleeren Durchschnitt. Prim A ist also kein Hausdorff-Raum. n
( ]
0% 1d
[ ] fz

Wir hatten in Lemmas 3.8.2 und 3.8.4 bereits einige Beziehungen zwischen
irreduziblen Darstellungen von A, A/ 7 und J festgehalten. Lemma 3.8.4 kénnen
wir noch wie folgt ergéinzen. Ahnliche Relationen gelten auch zwischen den Spek-
tren und den Rdumen der primitiven Ideale von A, A/J und J.

Theorem 3.8.8 Sei A eine C*-Algebra und J ein abgeschlossenes Ideal von A.
Sei (H, m) eine irreduzible Darstellung von J. Dann gibt es genau eine Darstel-
lung (H, ) von A mit 7|7 = 7, und diese Darstellung ist irreduzibel.

Beweisidee. Sei = ein zyklischer Vektor von (H, m). Wir definieren fir a € A
einen Operator 7(a) auf dem in H dichten Teilraum {7 (j)z : j € J} durch

7(a)(m(y)z) == 7m(aj)z. (3.8.2)

Man kann zeigen, dass diese Definition korrekt ist und einen auf einem dichten
Teilraum von H stetigen Operator erklart. Dieser wird zu einem auf ganz H
stetigen Operator fortgesetzt. Die so gewonnene Darstellung (H,7) von A ist
irreduzibel, da
7(A) Cn(J) =CI.

Die Eindeutigkeit dieser Darstellung folgt daraus, dass jede Fortsetzung 7 von m
die Beziehung (3.8.2) erfiillen muss, weswegen 7 auf einer dichten Menge in H
festgelegt ist. [

3.9 Irreduzible Darstellungen der Toeplitzalge-
bra T(C)

In einem etwas ldngeren Beispiel sehen wir uns die irreduziblen Darstellungen
der Toeplitzalgebra T(C) = {T(c) + K : ¢ € C(T), K € K(I*)} an. Wir wissen
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bereits, das K (I?) in 7(C) enthalten und damit ein abgeschlossenes Ideal von
T(C) ist. Folglich gibt es genau zwei Sorten irreduzibler Darstellungen (H, 7)
von T (C): solche mit K (I?) C ker m und solche mit 7(K (1)) # {0}. Wir sehen

uns diese genauer an.

Fall 1: K(I?) Ckerm. Aus Lemma 3.8.2 wissen wir, dass es eine Bijektion gibt
zwischen der Menge der irreduziblen Darstellungen von 7 (C')/K (I?) und den ir-
reduziblen Darstellungen von 7(C'), die auf K (I?) verschwinden. Die irreduziblen
Darstellungen der kommutativen C*-Algebra 7(C)/K (1) sind — bis auf unitéire
Aquivalenz — gerade ihre Charaktere. Diese kennen wir aber aus Abschnitt 2.4, wo
wir gezeigt haben, dass die Charaktere von 7(C')/K (I?) genau die Abbildungen

T(c) + K(I*) = c(t) mit einem ¢ € T

sind, so dass wir M (7 (C)/K(I*)) mit T identifizieren kénnen.

Fall 2: (K (1?)) # {0}. Aus Lemma 3.8.4 und Theorem 3.8.8 wissen wir, dass es
eine Bijektion gibt zwischen der Menge der irreduziblen Darstellungen von K (1?)
und der Menge der irreduziblen Darstellungen von 7 (C), welche auf K (/%) nicht
verschwinden. Wir benotigen also Kenntnisse iiber die irreduziblen Darstellungen

von K (I?).

Theorem 3.9.1 Jede irreduzible Darstellung von K (I?) ist unitir dquivalent zur
identischen Darstellung (1%, Id).

Beweis. Man iiberlegt sich leicht, dass die identische Darstellung von K (I?) ir-
reduzibel ist (Ubung). Sei nun (H, ) eine beliebige irreduzible Darstellung von
K (I?). Weiter bezeichne (eg, ey, ...) die Standardbasis von /2, und S; sei der Or-
thoprojektor von [? auf Ce;. Dann ist dimIm S; = 1 und S; kompakt. Offenbar
ist auch 7 (S;) fiir jedes i ein Orthoprojektor. Wir iiberlegen uns, dass

dimIm7(S;) =1 fiir jedesi € N. (3.9.1)

Ganz dhnlich wie im Beweis von Satz 2.4.4 kann man zeigen, dass K([?) das
kleinste abgeschlossene Ideal von K (I?) ist, welches den Operator S; enthilt. Wiire
nun 7(S5;) = 0, so wire folglich auch 7(K(I?)) = 0. Dies steht im Widerspruch
dazu, dass irreduzible Darstellungen per Definition nicht trivial sind. Somit ist

dimIm#(S;) > 1 fiir jedes i € N.

Fiir die umgekehrte Ungleichung nehmen wir an, dass « und & Vektoren in
Im 7(S;) mit « # 0 sind. Wir wéhlen Vektoren y(# 0) und ¢ in H mit 7(S;)y =
und 7(S;)y = &. Wegen x # 0 liegt {n(K)z : K € K(I*)} dicht in H. Es gibt
also eine Folge (K,,) C K(I*) mit lim,, ., 7(K,)7(S;)y = m(S;)y. Multiplikation
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von links mit 7(S;) liefert lim, o 7(S;K,S;)y = m(S;)g. Nun ist aber offenbar
S;K,S; = k,S; mit komplexen Zahlen k,. Folglich ist lim k,7(S;)y = 7(S;)y bzw.
lim k,x = . Dies zeigt, dass £ € Cx und folglich dim Im 7 (S;) = 1 fiir jedes i € N
ist.
Wir wihlen fir jedes ¢ € N einen Einheitsvektor E; aus Im 7(S;). Dann ist
(B, Ej) = (m(Si)Ei, m(5;)E;) = (w(S;5) Es, Ej) = bij,

d.h. die Menge {FE;}ien bildet ein Orthonormalsystem in H. Wir zeigen, dass
dieses vollsténdig ist. Sei x € H und x LE; fiir jedes i € N. Dann ist 7(5;)x = 0
(denn m(S;) ist der Orthoprojektor von H auf span{F;}). Sei S;; € K(I?) der
Operator mit einer 1 an der 7j. Stelle der Matrixdarstellung bzgl. der Standard-
basis (e;) von [* und mit Nullen an allen iibrigen Stellen. Aus S;; = S;;5; folgt
dann

7(Sij)x = w(S;;)m(S;)r =0 firalled, j € N.

Da die Linearkombinationen der Operatoren S;; dicht in K (/%) liegen, erhalten
wir hieraus

m(K)r =0 fiir alle K € K(I?).

Jeder Nichtnull-Vektor von H ist aber zyklisch. Also ist x = 0. Somit ist {£; }ien
tatsédchlich eine Orthonormalbasis von H, und H ist unendlichdimensional und
separabel.

Aus Sio = 5;Si0S0 und (Sio)*Sio = S0iSio = So folgt w(Si0) = 7(S;)7(Sio)7(So)
und [|7(Sio)||? = ||7(Sio)*7(Si0)|| = ||7(So)|| = 1. Somit ist 7(Sy) ein Operator
mit eindimensionalem Bildraum und Norm 1. Dieser Operator {iberfithrt Ej in
a; E; mit einer Zahl a;, und wegen ||7(S;o)|| = 1 muss |a;| = 1 sein. Sei F := Ey
und F; := o F; fiir ¢ > 1. Dann ist offenbar {F;},cn ebenfalls eine Orthonormal-
basis von H. Nunmehr ist klar (Satz von Riesz/Fischer), dass

U:H— l2, N ;. Fy — N Z;€;
Z Z
=0 i=0

ein unitdrer Operator von H auf [? ist. Da nach Konstruktion 7(S;y) den Vektor
Fy auf F; abbildet, bildet 7(S;;) = 7(S;0)m(S50;) den Vektor F; auf F; ab. Hieraus
erhélt man sofort, dass

Urn(S;;)U*=S,;; firallei, jeN,

woraus

Un(K)U* = K fiir alle K € K(i?)
folgt, da die Linearkombinationen der S;; ja dicht in K (I?) sind. ]
Da sich nach Satz 3.8.8 die irreduzible Darstellung (H, Id) von K (I?) eindeutig zu
einer irreduziblen Darstellung von 7 (C') fortsetzen ldsst und da (H, Id) offenbar

96



eine irreduzible Darstellung von 7 (C') ist, ist dies die gesuchte Fortsetzung. Die
(bis auf unitdre Aquivalenz) einzige irreduzible Darstellung von 7 (C), die auf
K (I?) nicht verschwindet, ist also die identische Darstellung!

Damit ist klar, dass Prim 7 (C') genau die folgenden Ideale enthilt:

e {0} = kerId und
o J,:={T(c)+ K :¢(t)=0, K € K(I*)} fiir jedes ¢t € T.

Wir kénnen also Prim 7 (C') als Menge identifizieren mit TU{0}. Die Abschliefung
von {0} in der Hiille-Kern-Topologie ist ganz Prim 7 (C'), da offenbar jedes Prim-
ideal das Ideal {0} enthélt. (Man beachte: wir haben eine einelementige Menge,
deren Abschluss der gesamte Raum ist!) Dagegen ist T abgeschlossen, und die
Einschréankung der Hiille-Kern-Topologie auf T féllt mit der iiblichen (Euklid-
schen) Topologie auf T zusammen. Fiir jede Teilmenge S von T ist ndmlich

ker{J.:5 € S} = (T ={T(f) + K : fls =0, K € K(I*)}.
s€S
Folglich ist )
hul{J; : s € S} ={Js: s € S},
wobei S den Abschluss von S in der iiblichen (Euklidschen) Topologie bezeichnet.
Der Raum Prim 7 (C') ist nicht Hausdorffsch. Mehr noch: Die konstante Folge
{0} konvergiert gegen jeden Punkt von T. Anschaulich kann man sich Prim 7 (C)

vorstellen als Kreisscheibe, deren Rand man mit T und deren komplettes Inneres
man mit {0} identifiziert.

{0}
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Kapitel 4

Nichtkommutative
Gelfandtheorien und ihre
Anwendungen

Im letzten Abschnitt wollen wir noch einige konkrete Invertierbarkeitsprobleme
16sen und miissen uns dazu mit Verallgemeinerungen der Gelfandtheorie fiir kom-
mutative Banachalgebren befassen.

4.1 Die Fredholmeigenschaft von Toeplitzope-
ratoren mit stiickweise stetigen Erzeuger-
funktionen

Wir sehen uns nun die Fredholmtheorie fiir Toeplitzoperatoren mit stiickweise
stetigen Erzeugerfunktionen an. Eine Funktion a : T — C heifit stickweise stetig,
wenn sie in jedem Punkt ¢ = e des Einheitskreises einseitige Grenzwerte von
beiden Seiten besitzt, d.h. wenn die Grenzwerte

lim a(e”) = a(t+0) und lim a(e™) =: a(t —0)

\(Zo z /o
fiir alle t = €' existieren und endlich sind. Da wir a als Element von L>(T) be-
trachten, ist der Funktionswert von a an den Sprungstellen unwesentlich. Mochte
man jedoch eine verniinftige Algebra von Funktionen haben, verlangt man z.B.,
dass a(t 4+ 0) = a(t) fiir alle t € T. Die Menge PC' der stiickweise stetigen Funk-
tionen bildet dann eine C*-Algebra beziiglich punktweiser Operationen und der
Supremumsnorm.

Sei T(PC) die kleinste abgeschlossene Unteralgebra von L(I?), welche alle
Toeplitzoperatoren T'(a) mit a € PC enthélt. Wegen C' C PC' ist natiirlich die
bereits untersuchte Algebra 7 (C') eine abgeschlossene und symmetrische Unteral-
gebra von T (PC'). Insbesondere ist also K (I?) C T(PC) nach Satz 2.4.4. Genau
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wie in Abschnitt 2.4 erhdlt man daher: Ein Toeplitzoperator T'(a) mit a € PC
ist genau dann ein Fredholmoperator, wenn die Nebenklasse T'(a) + K (I%) in der
Faktoralgebra T (PC)/K(I*) invertierbar ist. Wir bezeichnen den kanonischen
Homomorphismus A — A + K (I?) von T(PC) auf T(PC)/K(I*) mit 7.

Leider konnen wir nicht mehr so einfach wie in Abschnitt 2.4 schlieffen, dass
die Algebra T(PC)/K (I*) kommutativ ist. Auch zu Satz 2.4.5, der die Algebra
T (C) beschreibt, gibt es kein Analogon. Der Hauptgrund fiir diese Schwierigkei-
ten ist, dass Hankeloperatoren mit stiickweise stetigen Erzeugerfunktionen nicht
mehr kompakt sein miissen. Was man jedoch unmittelbar einsieht ist, dass fiir
beliebige Funktionen a € PC und f € C' der Operator

T(@T(f) = T(f)T(a) = T(af) = H(a)H(f) = T(fa) + H(f)H(a)
= H(f)H(a) - H(a)H(f)

kompakt ist (beachte: f und f sind stetig; also sind H(f) und H(f) kompakt). Die
Nebenklasse 7(T(f)) liegt fiir f € C also im Zentrum der Algebra T (PC)/K (I?).
Zur Erinnerung: Das Zentrum einer Algebra A ist die Menge aller ¢ € A mit
ca = ac fir alle a € A. Mit 7(T(f)) liegt dann natiirlich die komplette Algebra
7(T(C)) = T(C)/K(I*) im Zentrum von T (PC)/K(I?).

Banachalgebren, die mit ihrem Zentrum {ibereinstimmen, sind kommutativ,
und fiir kommutative Banachalgebren haben wir die Gelfandtheorie kennenge-
lernt. Wir werden nun sehen, dass sich fiir Algebren mit nichttrivialem Zentrum
eine Verallgemeinerung der (kommutativen) Gelfandtheorie herleiten ldsst. Sol-
che Verallgemeinerungen sind auch als ,lokale Prinzipien“ bekannt. Wir schauen
uns das lokale Prinzip von Allan/Douglas néher an.

Sei A eine Banachalgebra mit Einselement e, und es sei C eine abgeschlos-
sene Unteralgebra im Zentrum von A mit e € C. Dann ist C eine kommutative
Banachalgebra. Wir bezeichnen wir frither mit M (C) die Menge ihrer maxima-
len Ideale. Fiir jedes maximale Ideal 2 von C sei I, das kleinste abgeschlossene
Ideal von A, welches x umfasst. Weiter bezeichnen wir mit ®, den kanonischen

Homomorphismus
A— A/, a—a+1,.

Man beachte, dass die Algebren A/I, i. allg. vom Punkt z abhéngen konnen.
Insbesondere kann I, = A fiir einige der x € M (C) sein. In diesem Fall definieren
wir: ®,(a) ist invertierbar in A/I,, und ||®,(a)| = 0.

Theorem 4.1.1 (Allan/Douglas) Seien A, C, x und ®, wie oben. Dann gilt:
FEin Element a € A ist genau dann invertierbar in A, wenn ®,(a) invertierbar in
A/, ist fir jedes x € M(C). Weiter ist fir jedes a € A die Abbildung M(C) —
R, 2 — ||®.(a)|| oberhalbstetig.

Bevor wir diesen Satz beweisen, sehen wir uns an, wie er in zwei einfachen Bei-
spielen und in den Situationen, die uns im Moment interessieren, wirkt.
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Beispiel 4.1.2 Das kleinstmogliche C, welches wir wéhlen konnen, ist C = Ce.
Dann ist offenbar {0} das einzige echte Ideal von C. M(C) besteht also nur aus
einem Element (dem Nullideal), und das durch {0} erzeugte Ideal von A ist
natiirlich ebenfalls {0}. Die Aussage von Satz 4.1.1 reduziert sich also auf die
Trivialitat

a ist invertierbar in A <= a + {0} ist invertierbar in A/{0}.

Beispiel 4.1.3 Ist A kommutativ, so kénnen wir C = A wéhlen. Fiir z € M(C)
ist dann offenbar I, = z. Nach Lemma 2.1.2 ist A/I, = C fiir jedes = € M(C),
und @,(a) ist gerade der Wert der Gelfandtransformierten @ von a an der Stelle
x. Die Aussage von Satz 4.1.1 reduziert sich also auf

a ist invertierbar in A <= a(z) ist invertierbar fiir alle x € M(C),

was im wesentlichen die Aussage von Satz 2.1.3 ist. [

Zuriick zur Fredholmtheorie fiir Operatoren in 7 (PC'). Wir haben oben bereits
eine Unteralgebra im Zentrum von T (PC)/K(I*) = A gefunden: die Algebra
T(C)/K(I?) = C. Thren Raum der maximalen Ideale haben wir bereits in Ab-
schnitt 2.4 bestimmt: er ist homdomorph zu T, und das dem Punkt x € T ent-
prechende maximale Ideal von C ist

{n(T(f)): f € C(T), f(x) = 0}. (4.1.1)

Dem lokalen Prinzip von Allan/Douglas entsprechend bezeichnen wir mit [, das
kleinste abgeschlossene Ideal von T (PC') /K (I%), welches die Menge 4.1.1 enthélt.
Weiter bezeichnen wir den Homomorphismus

T(PC) — (T(PC)/K(1*)/I,, A n(A)+1,
mit 7. Satz 4.1.1 liefert:

Korollar 4.1.4 Ein Operator A € T (PC) ist genau dann Fredholmsch, wenn fiir
jedes x € T die Nebenklasse m,(A) in T,(PC) := (T(PC)/K(1*))/I, invertierbar

18t.

Um dieses Resultat ausnutzen zu koénnen, benotigen wir genauere Kenntnisse
tiber die Faktoralgebra 7,(PC). Da die Algebra T,(PC') von den Toeplitzope-
ratoren T'(a) mit a € PC erzeugt wird, wird die Algebra 7,(PC') offenbar von
den Nebenklassen 7,(7(a)) mit a € PC erzeugt. Fiir jedes © € T sei y, die
stiickweise konstante Funktion, die auf dem Bogen von = zu —z (bzgl. der iibli-
chen Orientierung) den Wert 41 und auf dem Bogen von —x bis = den Wert 0
annimmt.
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Theorem 4.1.5 Jede der Algebren T,(PC') ist einfach erzeugt, und die Neben-
klasse (T (x.)) ist ein Erzeuger von T,(PC).

Beweis. Wir zeigen, dass fiir jede stiickweise stetige Funktion a die Nebenklasse
7.(T'(a)) eine Linearkombination der Nebenklassen 7, (1) und 7, (7T(x,)) ist. Dazu
seien a(x £ 0) die einseitigen Grenzwerte von a an der Stelle z, und es sei

ay = a(x 4+ 0)x, + a(z —0)(1 — xz).

Die Funktion b := a — a, ist stetig im Punkt x und nimmt dort den Wert 0 an:

a

= X

Ist f € C(T) eine Funktion mit f(z) = 1, so ist (1 — f)(x) = 0, d.h. die
Nebenklasse 7(T'(1 — f)) liegt im Ideal z und damit erst recht im Ideal I,. Es ist
also (T (1 — f)) = 0 bzw. m,(T'(f)) = m(T'(1)) = m,(I). Wir erhalten daher

o (T'(b)) = 7o (1) m2(T(0)) = ma(T(f)) 72T (b)) = e (T(f)T'(D)).

Da der Operator T'(f)T'(b) — T(fb) = —H(f)H (b) kompakt ist, folgt m,(T'(b)) =
7 (T'(fV)). SchlieBlich haben wir mit Satz 2.4.2 (und mit der Definition der Norm
in Faktoralgebren)

[ (T(O))]| = [ (TLO < N[ bl oo (4.1.2)

Durch Verkleinern des Tragers von f kénnen wir erreichen, dass die rechte Seite
von (4.1.2) kleiner als jede positive Zahl wird. Folglich ist m,(7T'(b)) = 0 bzw.
7o(T(a)) = m(T(a,)), db.

(T (a)) = a(z + 0)m(T(Xa)) + a(z — 0)(m2(I) — m2(T (X)) (4.1.3)
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Dies beweist die Aussage des Satzes. n

Die Identitét (4.1.3) zeigt, dass wir modulo I, die Funktion a durch die Funktion
a,, welche sich lokal im Punkt z genauso verhalt wie die Funktion a, ersetzen
kénnen. Dies erklédrt die Bezeichnung ”lokales Prinzip” oder ”lokales Ideal” fiir
I.. Den Ubergang von A zu 7,(A) nennt man ,lokalisieren®.

Da T, (PC) einfach erzeugt ist, wissen wir alles iiber die Invertierbarkeit in die-
ser Algebra, wenn wir das Spektrum des Erzeugers 7, (7' (x.)) beschreiben kénnen
(vgl. Satz 2.1.13). Dieses werden wir in Satz 4.1.7 erreichen unter Zuhilfenahme
eines allgemeinen Resultates von Hartmann und Wintner.

Theorem 4.1.6 (Hartmann, Wintner) Seia € L>*(T) reellwertig. Dann fal-
len sowohl das Spektrum von T(a) als auch das Spektrum von T(a) + K(I*) zu-
sammen mit dem Intervall [essinf a(t), esssup a(t)].

Ein Beweis steht in Bottcher/Silbermann, Analysis of Toeplitz operators, Ab-
schnitt 2.36.

Theorem 4.1.7 Fiir jedes v € T ist das Spektrum von 7,(T(x.)) gleich [0, 1].

Beweis. O.E.d.A. nehmen wir x = 1 an und schreiben y fiir xy;. Nach dem Satz
von Hartmann/Wintner ist das Spektrum der Nebenklasse T'(y) + K (I?) gleich
[0, 1]. Aus dem lokalen Prinzip folgt daher

0, 1] = o7(pey/me)(T(X) + K(1*) = | onpey (my (T(X))). (4.1.4)

y€eT

Firy € T\ {—1, 1} ist 7, (T'(x)) entweder gleich m,(0) oder gleich m, (), wie aus
(4.1.3) sofort folgt. In diesem Fall ist also o7, (pey(my(T(x))) entweder {0} oder
{1}. Aus (4.1.4) schliefen wir also unmittelbar auf

(0, 1) € o(m(T(x))) Uo(r_1(T(x))) < [0, 1].
Da Spektren abgeschlossen sind, folgt hieraus
o(m(T(x))) Uo(r-1(T(x))) = [0, 1]. (4.1.5)

Wir zeigen nun, dass o(m(7(x))) = o(m-1(T(x))), woraus sich mit (4.1.5) die
Behauptung ergibt. Dazu definieren wir Operatoren .JJ und C von [? auf [ durch

T (@)ile = (FD)fz)e und  C: (2)0 = (Th)i

Der Operator J ist linear, C' ist antilinear und es gilt J?> = C? = I. Daher
definieren die Abbildungen

ViA—JAJ bzw. W:A— CA*C
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einen Isomorphismus bzw. einen ,, Antiisomorphismus“ von L(I?) auf L(I?). Letz-
teres soll heiflen, dass W(AB) = W(B)W (A) fiir alle A, B € L(I?); man beachte
aber, dass W linear ist: W(aA) = C(aA)*C = CaA*C = aCA*C = aW (A) fir
alle « € C und A € L(1?).

Man rechnet leicht nach, dass fiir a € L>(T) gilt

V(T(a)) = T(d) bzw. W(T(a))=T(a) (4.1.6)

mit a(t) := a(—t) und a(t) := a(1/t). Fir a € PC liegen a und a wieder in PC.
Aus (4.1.6) folgt daher, dass sowohl V' als auch W die Algebra 7 (PC') und auch
das Ideal K (I?) jeweils auf sich abbilden. Folglich sind die beiden Abbildungen

A+ K(2) = V(A) + K1) baw. A+ K(2) — W(A) + K()

wohldefinierte Isomorphismen bzw. Antiisomorphismen von 7 (PC)/K(I?) auf
sich. Wir bezeichnen diese Abbildungen wieder mit V' bzw. W.
SchlieBlich seien f, g € C(T) mit f(1) = 0 und g(—1) = 0. Aus (4.1.6) folgt

dann
V(T(f) + K(1?) =T(f) + K(I*) baw. W(T(g)+ K1) =T(g) + K(%),

wobei f und § stetige Funktionen mit f(—1) = 0 und §(—1) = 0 sind. Hieraus
erhalten wir schliellich, dass die Abbildungen

m(A) = 7_1(V(A)) bzw. 7_1(A)— 11 (W(A))

einen korrekt definierten Isomorphismus von 71 (PC') auf 7_1(PC') bzw. einen An-
tiisomorphismus von 7_;(PC') auf sich darstellen. Diese Abbildungen iiberfiihren

m(T(x)) in 7. (V(T(x))) = 71(T(x) = 71 (T(1 = X))

bzw.

T(T(1=x)) in 7 (W(T(1 X)) =7o(T(1 = X)) = 71(T(x))-

Da sowohl Isomorphismen als auch Antiisomorphismen Spektren erhalten, folgt
schliefSlich

orpoy (T (T(x))) = o7, (poy(T1(T(1 = x))) = o7, (poy(m-1(T(x))).
Damit ist der Satz bewiesen. m

Wir kénnen somit den Raum der maximalen Ideale jeder Algebra T,.(PC') mit
0, 1] = o(m(T(x2))) identifizieren. Mit dieser Identifikation folgt aus (4.1.3)
sofort, dass die Gelfand-Transformierte von 7,(7'(a)) die Funktion

0,1] = C, t—=a(x+0)t+a(z—0)(1—-1) (4.1.7)
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ist. Kombinieren wir dies mit dem lokalen Prinzip, erhalten wir, dass ein Toep-
litzoperator mit stiickweise stetiger Erzeugerfunktion a genau dann Fredholmsch
ist, wenn fiir jedes x € T die Funktion (4.1.7) keine Nullstellen besitzt. Allgemei-
ner ist der Operator ), []; T'(a;;) mit a;; € PC genau dann Fredholmsch, wenn
fiir kein z € T die Funktion

t > T (ais(@ + 0)t + ag(az — 0)(1 = 1)) (4.1.8)

eine Nullstelle auf [0, 1] hat. Zumindest die Funktion (4.1.7) lisst sich sehr schon
geometrisch interpretieren. Falls a etwa den Einheitskreis T abbildet auf

a(x140

a(x1-0)

a(x2-0) N :

a(x240)

—

a(x3+0)

_

—— a(x3-0)

so besagt (4.1.7) gerade, dass die 0 nicht auf a(T) oder auf einer der Strecken
la(z; — 0), a(z; + 0)] liegen darf.

— | >
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Der Operator T'(a) ist also genau dann Fredholmsch, wenn 0 nicht auf der
durch die Strecken [a(z — 0), a(z 4 0)] vervollstandigten Kurve a(T) liegt.

Wir kénnen diese Resultate noch wesentlich ergénzen. Dazu bemerken wir,
dass in den Bezeichungen des lokalen Prinzips (Satz 4.1.1) gilt:

Lemma 4.1.8 Sei A eine C*-Algebra mit Eins e und C eine C*-Unteralgebra im
Zentrum von A mit e € C. Dann gilt fiir jedes a € A

= D, .
lall = max, [@.(a)]

Beweis. Es bezeichne II die Algebra aller beschrankten Funktionen auf M (C)
mit Werten in {J,¢ /() A/ 1z, die im Punkt = einen Wert in ,A/J, annehmen. Das
lokale Prinzip sagt dann, dass die Abbildung von A in II, die dem Element a € A
die Funktion

x— dy(a)

zuordnet, Spektren erhélt. Nun ist aber im C*-Kontext jeder *-Homomorphismus,
der Spektren erhélt, eine Isometrie. Daher gilt fiir jedes a € A

lall = sup [|®.(a)]l
zeM(C)

Dass das Supremum ein Maximum ist, folgt mit Satz 4.1.1: Jede oberhalbstetige
Funktion auf einer kompakten Menge nimmt ndmlich ihr Maximum an. [

Sind nun a, b € PC, so wird den Operatoren T'(a)T'(b) und T'(b)T(a) durch (4.1.8)
die gleiche Funktion zugeordnet. Es ist also 7, (T(a)T'(b)) = m.(T(b)T(a)) und
somit nach Lemma 4.1.8

I(T(@T®) = TB)T(a) + K ()| = max ||, (T(a)T(1)) = (T (1) (a))]| = 0.
Fazit: Der Kommutator T'(a)T'(b) —T'(b)T'(a) ist kompakt! Wir fassen zusammen.

Theorem 4.1.9 Die Algebra T(PC)/K(1?) ist kommutativ. Thr Raum der mazi-
malen Ideale kann mengenmdaj$ig mit dem Zylinder T x [0, 1] identifiziert werden.
Bei dieser Identifikation ist die Gelfandtransformierte von T'(a)+ K (I%) die Funk-
tion

Tx[0,1] —=C, (x,t)— alx+0)t+alz—0)(1—1).
Schlieflich ist ein Operator A € T(PC) ist genau dann Fredholmsch, wenn die
Gelfandtransformierte von A + K (I?) keine Nullstellen besitzt.

Einige Anmerkungen zu diesem Resultat:

e Natiirlich hétten wir auch damit beginnen kénnen, die Kommutativitéit von
T(PC)/K(I?) zu zeigen. Unsere weiteren Aufgaben hitten dann darin be-
standen, den Raum der maximalen Ideale dieser kommutativen C*-Algebra
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zu identifizieren. Ein , Frontalangriff* auf diesen Raum der maximalen Idea-
le ist aber keineswegs einfacher. Der Nutzen des lokalen Prinzips in diesem
Beispiel besteht gerade darin, dass es die getrennte Bestimmung der beiden
,Faktoren® T und [0, 1] des Raumes der maximalen Ideale in T x [0, 1]
ermoglicht.

Wir haben M (T (PC)/K(I?)) als Menge mit dem Zylinder T x [0, 1] iden-
tifiziert. Die Gelfandtopologie auf diesem Zylinder fallt jedoch nicht mit
der iiblichen euklidischen Topologie zusammen. Vielmehr wird eine Umge-
bungsbasis des Punktes (z, t) € T x [0, 1] mit 0 < ¢ < 1 durch die Mengen

{z} x(t—e,t+¢e) mit0<e <min{t, 1 — ¢t}

gegeben. Eine Umgebungsbasis des Punktes (z, 1) wird geliefert durch die
Mengen

([z, ze®) x (1 —&,1]) U ((z, 2e*) x [0, 1 —¢]) mit0<e <1,
und schliefllich eine Umgebungsbasis von (z, 0) durch

((ze®, 2] x [0, €)) U ((ze™, ) x [¢, 1]) mit 0 <e < 1.

Man kann Toeplitzoperatoren auch auf [P-Réumen studieren, muss aller-
dings beachten, dass nicht mehr jede stiickweise stetige (oder gar jede
beschriankte Funktion) einen beschrankten Toeplitzoperator definiert. Be-
schrankt man sich auf geeignete PC-Funktionen (sog. Multiplikatoren),
kann man die entsprechende Algebra 7;» (PC') ganz analog studieren. Das
Spektrum des erzeugenden Elementes ist allerdings i. allg. nicht mehr das
Intervall [0, 1], sondern ein von p abhingender Kreisbogen von 0 nach
1. Demzufolge hat man die Kurve a(T) statt mit Strecken mit gewissen
Kreishégen zu einer geschlossenen Kurve zu ergénzen. Lemma 4.1.8 und
seine Folgerungen gelten jedoch im p # 2-Fall nicht mehr. Die Kommutati-
vitéat von T (PC)/K(IP) muss also anders bewiesen werden.
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Wir haben nun an einigen Beispielen gesehen, wie das lokale Prinzip arbeitet,
und miissen noch seinen Beweis nachtragen. Dazu benétigen wir

Lemma 4.1.10 Die Voraussetzungen seien wie in Satz 4.1.1. Ist L ein maxima-
les Links-, Rechts- oder zweiseitiges Ideal von A, so ist CN L ein mazximales Ideal
von C.

Beweis. Wir zeigen die Aussage fiir den Fall eines maximalen Linksideals L. Es
ist klar, dass L N C ein echtes (da e ¢ L) abgeschlossenes Ideal von C ist. Wir
zeigen noch dessen Maximalitét.

Sei z € C\ L. Dann ist J, := {{+az : 1l € L, a € A} ein Linksideal von A,
welches L echt (da z € J, \ L) enthdlt. Wegen der Maximalitét von L ist also
J, = A. Insbesondere liegt e in J,, und das Element z besitzt ein Inverses modulo
L (beachte: Aus [ 4 az = e folgt [ 4+ za = e, da z im Zentrum von A liegt).

Weiter: K, := {a € A : az € L} ist echtes (da e ¢ K,) Linksideal von A,
welches L enthilt. Da L maximal ist, folgt K, = L. Sind insbesondere y, 12
Inverse modulo L von z, so ist y; — yo € L. Die Inversen modulo L von z sind
also eindeutig bestimmt.

Angenommen, es wire z — Ae ¢ L fiir alle A € C. Es bezeichne y™()) das
(wie wir soeben gesehen haben) eindeutig bestimmte Element von A/ L, welches
die Inversen modulo L von z — Ae enthélt. Wir zeigen, dass y™ : C — A/L eine
analytische Funktion ist.

Sei A\g € C und yy € y™(Ag) eine Inverse modulo L von z — Age. Fiir |A — Ag| <
1/llyo|| ist e — (A — Ao)yo invertierbar in A (Neumann-Reihe), und man iiberzeugt
sich leicht davon, dass yole — (A — A\g)yo] ! eine Inverse modulo L von z — e ist.
Fiir |A — o] < 1/|lyo]| ist also

Y™ (A) = yole — (X = Xo)yo] " + L.
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Dies zeigt die Analytizitdt von y™. Auflerdem ist diese Funktion beschrankt. Fiir
|A| > ||z|| ist ndmlich z — Ae invertierbar (Neumann-Reihe) und

[o¢] 1 .
S

Die rechte Seite dieser Abschéitzung geht fiir A — oo gegen 0. Nach dem Satz von
Liouville ist y™ also eine konstante Funktion, die wegen limy_,o, y"(A) = 0 sogar
konstant 0 sein muss.

Aus y™(0) = 0 folgt aber: Es gibt ein yo € L mit ypz — e € L. Dann ist
e € L — zyy = L, und dies ist unmoglich, da L eine echtes Ideal von A ist. Der
erhaltene Widerspruch zeigt, dass es ein A\ € C so gibt, dass z — Ae € L. Da
z € C\ L beliebig war, folgt C = (L NC) + Ce. Damit ist L N C maximal. =

1 1

1
"N < Iz =2e) 7Y = = S TNI= T
[y M < [1(z = Ae) | o AL = 2/

Beweis von Satz 4.1.1. Wir beschridnken uns auf den Beweis von Aussage (a).
Die Aussage (b) und einige ihrer Konsequenzen werden wir uns in der Ubung
ansehen. Auflerdem beschrinken wir uns auf den Beweis der Aussage, dass ein
Element a € A genau dann von links invertierbar ist, wenn die Nebenklasse @, (a)
fur jedes © € M(C) von links invertierbar sind. Die Invertierbarkeit von rechts
untersucht man analog.

Ist a € A von links invertierbar, so sind sicher alle Nebenklassen ®,(a) von
links invertierbar. Sei umgekehrt a € A ein Element, fiir das alle ®,(a) von links
invertierbar sind. Wir zeigen, dass a von links invertierbar ist.

Angenommen, a wire nicht von links invertierbar. Dann ist {ba : b € A}
ein echtes Linksideal von A (da diese Menge e nicht enthélt), welches nach dem
Lemma von Krull in einem maximalen Linksideal L von A liegt. Nach Lemma
4.1.10 ist x := L N C ein maximales Ideal von C. Wir zeigen nun, dass I, C L.
Dies folgt so: Die Elemente der Gestalt >, apziby mit z, € z und ai, by € A
liegen dicht in I,. Da z, € C und C im Zentrum von A liegt, ist aber Y, ayxiby =
> r arbrzy, € L und folglich I, C L (beachte, dass L abgeschlossen ist).

Auf Grund unserer Annahme ist ®,(a) von links invertierbar in A/I,. Es gibt
somit ein b € A so, dass ba — e € I,. Aus I, C L folgt ba — e € L. Andererseits
ist ba € {ba : b € A} C L, woraus e € L folgt. Die widerspricht der Maximalitét
von L und widerlegt unsere Annahme. [

4.2 Singulire Integraloperatoren

Auf der Einheitskreislinie T betrachten wir einen Operator der Gestalt

(Au)(t) = a(t)u(t) + @ / u(s) ds, teT, (4.2.1)

) s—1

der sich zusammensetzt aus den Operatoren der Multiplikation mit den Funktio-
nen ¢ und b, die wir als stiickweise stetig auf T voraussetzen wollen, und aus dem
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Operator der singuldren Integration iiber T,

(Su)(t) = i/ uls) ds, teT.

m Jps—1

Dieses Integral existiert selbst fiir gutartige (z.B. holderstetige) Funktionen nur
im Sinne des Cauchyschen Hauptwertes. Fiir solche Funktionen hat man also mit
s=¢e%und t = e¥

) 1 y+2m iz ' 1 y+2r—¢ iz
(Su)(e¥) = — Mie” dr = —lim —u(e‘ ) dx.
T Jy e — e TeNO0 Jyye 1 — eily—2)

Um eine Vorstellung vom Wirken von S zu bekommen, berechnen wir Se,, fiir
en(t) :=t" mit t € T und n € Z.

Lemma 4.2.1 Fiirn >0 st Se, = e,; firn <0 ist Se,, = —e,,.

Beweis. Fiir n = 0 erhalten wir mit der Substitution z := x —y im ersten Schritt

) 1 y+2m—¢ 1
S W) = —1li —d
( 60)<€ ) WEI\I‘I(I) e 1 — e—z(m—y) T
1 2m—e 1 1 2m—e¢ iz
= —lim ——dr = —lim %dx
T eN0 J, 1—e meNo /. €2 —e "2
1 2w —e
= —lim (cotz+z’>dx:1,
2mi eNO 2
da x + cot § auf (0, 2m) eine beziiglich des Punktes 7 ungerade Funktion ist.
2r —¢ ‘
9 ™ ‘
Fiir n > 0 folgt aus diesem Ergebnis leicht
1 n
(Sen)t) = — [ 2 ds
m Jps—1
1 " n 1 "
= — i ds + — ds
m Jp s—1 m Jps—1

n—1
1 1 "
= — ( E skt"_l_k> ds + — ds
T Jp T Jps—t1
k=0
1 n—1
:-fEWH*/ﬁm+www@:w:%@.
™= T
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Schliefilich ist fiir n > 0

1 - 1 B A 1 =
(Se_)(t) = — [ Z—ds=— [ 2" g5+~ ds
m Jps—1 m Jp s—1 m Jrs—1
1 n—1
= — [ =D s ds e
T S por
= ATt =t = —e (1),
da L
N falls n # —1,
/TZ dz = { 21 fallsn = —1,
wie wir aus der Funktionentheorie wissen. [

Diese einfache Rechnung hat eine Reihe bemerkenswerter Konsequenzen, wenn
man beachtet, dass die Funktionen e, fiir n € Z, eine Orthonormalbasis des
Hilbertraums L?(T) bilden, wobei das Skalarprodukt in L*(T) gegeben ist durch

1 2w o
= — ' ) d.
frgyi=gp | f(egler)de
Diese Tatsache ist im wesentlichen dquivalent dazu, dass die Funktionen sin(27nt)
und cos(27nt) (fir n > 0) zusammen mit der konstanten Funktion 1 eine Ortho-
normalbasis von L?[0, 1] bilden.

Korollar 4.2.2 Der singulire Integraloperator S lisst sich stetig fortsetzten zu
einer Isometrie von L?(T) auf sich.

Beweis. Der Operator S ist zunéichst erkldrt auf dem Teilraum von L*(T), der
alle endlichen Summen Zﬁ:_k ape, enthélt. Auf diesem Raum gilt mit Lemma
4.2.1
k k -1
S (Z anen> = Zanen — Z Gn€n
n=— n=0 n=—=k
und folglich ||Sul|z2 = ||u||r2 fiir alle u aus diesem Teilraum. Auf dem betrachte-

ten Teilraum wirkt S also als Isometrie. Da dieser Teilraum dicht in L?(T) liegt,
kann S stetig fortgesetzt werden zu einer Isometrie auf ganz L*(T). ]

Wir bezeichnen diese Fortsetzung wieder mit S. Aus dem Beweis von Folgerung
4.2.2 ist klar, dass S die Funktion mit der Fourierreihe > >° an €y, in die Funk-

n=—oo

tion mit der Fourierreihe Y ° ja,e, — ane, iberfiihrt.

n=—oo

Korollar 4.2.3 (a) S* =1, S*= 8.
(b) P:=L1(I1+5) und Q := (I — S) sind komplementire Orthoprojektoren.
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Dies ist offensichtlich, wenn man sich iiberlegt, wie S wirkt (oder folgt durch
einfaches Nachrechnen). ]

Der Operator A in (4.2.1) ldsst sich schreiben als al + bS. Offenbar ist nun
al +0S =a(P+Q)+b(P—-Q)=(a+b)P+ (a—b)Q.

Mit ¢ := a+bund d := a — b kénnen wir A also auch als cP + d(@) schreiben, was
fiir viele Uberlegungen zweckméBig ist. So gilt beispielsweise folgendes Resultat,
was wir uns in der Ubung ansehen werden.

Korollar 4.2.4 Seien c, d € C. Dann ist cP+dQ genau dann invertierbar, wenn
¢#0und d+#0. In diesem Fall ist (cP +dQ)™ = 1P + 1Q.

Wir sehen uns noch die Matrixdarstellung des Operators A = ¢P + d@ beziiglich
der Basis (e,)nez von L*(T) an. Die Matrixdarstellung der Multiplikationsope-
ratoren ¢/ kennen wir bereits: sie wird gerade durch den Laurentoperator L(c)
beschrieben. Aus Lemma 4.2.1 kénnen wir unmittelbar die Matrixdarstellung der
Projektoren P und @ ablesen: Es sind die Diagonalmatrizen

(@]
I
—

s

I

O
o

(4.2.2)
Wir werden diese Matrixdarstellung benutzen, um auf bequeme Weise Resulta-
te iiber singuldre Integrale aus Aussagen iiber Toeplitz- und Hankeloperatoren
herzuleiten. Die meisten der folgenden Resultate gelten auch fiir singulére Inte-
graloperatoren iiber wesentlich komplizierteren Kurven als der Einheitskreislinie,
die etwa Ecken, Endpunkte oder Uberschneidungen aufweisen diirfen. Eine kom-
plette Ubersicht iiber die Kurven I' und die Gewichtsfunktionen «, fiir die der
singuldre Integraloperator S im Raum LP(T', ) fiir 1 < p < oo mit der Norm
1 £117 := Ji |f(s)[Pla(s)|P ds beschrinkt ist, sowie eine Fredholmtheorie in diesem
allgemeinen Fall finden Sie in Bottcher /Karlovich: Carleson Curves, Mucken-
houpt weights, Toeplitz operators, Birkhduser 1997. Wir werden uns die Resultate
nun fiir den Raum L?(T) ansehen.

Wir bezeichnen mit A die kleinste abgeschlossene Unteralgebra von L(L*(T)),
die alle Operatoren aP + bQ mit a, b € PC enthélt. Insbesondere liegen alle
Multiplikationsoperatoren al = aP + a() sowie die Projektoren P = 1P+ 0(¢) und
Q@ in A. Daraus folgt, dass mit jedem Operator a P+ b() auch dessen Adjungierter
(aP +bQ)* = Pal + Qb wieder in A liegt. A ist also eine C*-Algebra.
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Lemma 4.2.5 A enthilt das Ideal K(L*(T)) der kompakten Operatoren.

Beweis. Ein Operator K € L(L*(T)) ist genau dann kompakt, wenn seine Ma-
trixdarstellung einen kompakten Operator auf [2(Z) liefert. Es geniigt daher, wenn
wir folgendes zeigen:

e Jeder kompakte Operator K € L(I*(Z)) liegt in der kleinsten abgeschlosse-
nen Unteralgebra von L(I*(Z)), die alle Laurentoperatoren L(c) mit stetiger
Erzeugerfunktion ¢ sowie die beiden Projektoren (Diagonalmatrizen) aus
(4.2.2) enthilt.

Dies kann in volliger Analogie zu Satz 2.4.4 gezeigt werden. An die Stelle der dort
benutzten Projektoren treten dabei die Projektoren

P, 13(Z) = 12(Z), (xp)nez+> (..., 0,0, 2 p, T i1, .., Tn_1, 0,0, ...)
auf. Die Ausfiihrung der Details dieses Beweises ist eine Hausaufgabe. [

Wir kénnen also die Faktoralgebra A/K(L*(T)) bilden. Diese ist invers abge-
schlossen in der Calkinalgebra L(L?*(T))/K(L*(T)). Somit gilt:

e Ein Operator A € A ist genau dann Fredholmsch, wenn seine Nebenklasse
A+ K(L*(T)) in A/K(L*(T)) invertierbar ist.

Die Invertierbarkeit von A+ K (L*(T)) kann wieder mit Hilfe des lokalen Prinzips
von Allan/Douglas studiert werden. Grundlage dafiir ist

Lemma 4.2.6 Fliir jedes f € C(T) liegt die Nebenklasse fI+ K(L*(T)) im Zen-
trum von A/ K (L?*(T)).

Beweis. Die Algebra A wird erzeugt von den Multiplikationsoperatoren al mit
a € PC und vom singulédren Projektor P. Offenbar kommutiert fI mit jedem der
Operatoren al. Es verbleibt daher zu zeigen, dass fP — PfI fiir jedes f € C(T)
kompakt ist. Wegen

fP—Pfl=(P+Q)fP-Pf(P+Q)=QfP-P[fQ

geniigt es zu zeigen, dass jeder der Operatoren @) fP und P f(@) kompakt ist. Die
Matrixdarstellung des Operators Pf(Q) ist

0 |0
| B R A
Pre=1 3 fo |0 )7
REE

was wir mit Hilfe der im Beweis von Lemma 2.4.1 eingefiihrten Isometrie J auch

als
(i o)
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schreiben kénnen. Nach Satz 2.4.3 ist der Hankeloperator H (f) und folglich auch
der Operator Pf(Q kompakt. Die Kompaktheit von @ f P folgt analog. n

Die Menge C := {fI + K(L*(T)) : f € C(T)} bildet also eine Unteralgebra im
Zentrum von A/K (L*(T)), die offenbar das Einselement I + K (L*(T)) enthélt.
Wir zeigen, dass C eine abgeschlossene und symmetrische Unteralgebra ist und
bestimmen ihren Raum der maximalen Ideale. Dazu bendtigen wir

Lemma 4.2.7 Fiir alle a € L*(T) und alle K € K(L*(T)) st
lallloizzcmy < llaf + K| Lezcmy)-
Beweis. Nach Ubergang zur Matrixdarstellung haben wir zu zeigen, dass
|L(a)|| < ||L(a) + K| fiir alle K € K(I*(Z)).

Sei U : (wx)rez — (Yr)rez mit yp, := x5, der Verschiebungsoperator auf 1?(Z),
und fiir n € Z sei U, := U™ falls n > 0 und U,, := (U*)™" falls n < 0. Fiir diese
Operatoren gilt U,, — 0 schwach fiir n — oo und demzufolge KU, — 0 stark fiir
jeden kompakten Operator K. Hieraus folgt die starke Konvergenz von U_,, KU,
gegen ( fiir jeden kompakten Operator K:

U KUpz|| < [[Uon| - [[KUnz|| = [ KUnz]| — 0.

Da auerdem U_, L(a)U, = L(a) ist, konvergieren die U_,(L(a) + K)U, stark
gegen L(a). Es ist daher

[1L(a)|| < liminf |U_(L(a) + K)U,| < |[L(a) + K]

nach dem Satz von Banach-Steinhaus. m

Nun ist offenbar 7 : C(T) — A/K(L*(T))), f+ fI+ K(L*(T)) ein *~-Homomor-
phismus. Also ist C = Im 7 eine symmetrische und abgeschlossene Algebra nach
Satz 3.2.6. Weiter ist 7 injektiv, denn aus Lemma 4.2.7 folgt

1 flloe = /11 = IF1 + K (L*(T))]-

Wieder nach Satz 3.2.6 (b) ist 7 also ein *-Isomorphismus von C(T) auf C. Damit
ist klar, dass M(C) = T und dass

{fI+ K(L*(T)): f € C(T), f(x) = 0} (4.2.3)

das dem Punkt x € T zugehorige maximale Ideal von C ist.
Wir konnen also mit Allan/Douglas iiber C lokalisieren. Fir x € T sei I,
das kleinste abgeschlossene Ideal von A/ K (L*(T)), welches das maximale Ideal
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(4.2.3) von C enthélt. Die Algebra (A/K(L?*(T)))/I, bezeichnen wir mit A, und
den kanonischen Homomorphismus

A— A, Ar (A+ K(L*(T))) + I,

mit 7,. Nach dem lokalen Prinzip von Allan/Douglas ist dann ein Operator A € A
genau dann Fredholmsch, wenn fiir jedes # € T die Nebenklasse m,(A) in der
“lokalen Algebra” A, invertierbar ist.

Wir sehen uns die lokalen Algebren A, genauer an. Sei wieder y, die im
vorigen Abschnitt eingefithrte Funktion. Dann haben wir fiir jedes a € PC'

me(al) = a(z + 0)me(x.) + a(x — 0) (7 (1) — ma(xo])).

Da A von allen Multiplikationsoperatoren al mit a € PC und von P erzeugt
wird, wird die lokale Algebra A, von den Elementen 7, (x./), m(P) und vom
Einselement 7, (I) erzeugt.

C*-Algebren, die durch zwei selbstadjungierte Elemente erzeugt werden, kann
man i. allg. nicht beschreiben. Wir haben hier jedoch den gliicklichen Umstand,
dass die Algebra A, durch zwei Projektoren (und das Einselement) erzeugt wird,
némlich durch 7, (x./) und 7,.(P). Und derartige Algebren kann man beschreiben!
Uns geniigt hier folgendes Resultat:

Theorem 4.2.8 (Halmos) Sei B eine C*-Algebra mit Eins e, und p, q seien
Projektoren in B so, dass die kleinste abgeschlossene Unteralgebra von B, welche
e, p, q enthdlt, mit B zusammenfallt. Weiter nehmen wir an, dass o(pgp) = [0, 1].
Dann ist B *-isomorph zur C*-Algebra aller stetigen Funktionen [0, 1] — C**2
deren Werte an den Stellen 0 und 1 Diagonalmatrizen sind. Der Isomorphismus
kann so gewdihlt werden, dass er die Elemente e, p bzw. q in die Funktionen

x Lo x L0 bzw. x — T (1 — )
0 1)’ 0 0 ' z(1l—x) l1—x
tiberfihrt.

Einige Worte zum Beweis folgen im néchsten Abschnitt. Man beachte, dass aus
o(pgp) = [0, 1] auch o(gpq) = [0, 1] folgt (Ubung).

Um dieses als 2-Projektoren-Satz von Halmos bekannte Resultat fiir die Al-
gebra B = A, mit p = m,(P) und ¢ = 7, (x./) ausnutzen zu koénnen, benstigen
wir das Spektrum von pgp = 7, (P)m,(X2!) 7 (P) = 7 (Px,.P). Nun ist die Ma-
trixdarstellung des Operators Py, P gerade

(4 r00)

und es ist nicht schwer einzusehen, dass das lokale Spektrum von Py, P im Punkt
x genau mit dem bereits bestimmten lokalen Spektrum des Toeplitzoperators
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T(x.) in z tibereinstimmt, also mit [0, 1]. Damit ist Satz 4.2.8 in unserem Kontext
anwendbar.

Es hat sich eingebiirgert, diesen Satz so zu benutzen, dass dem Projektor
7. (x.I) die konstante Funktion

t— Lo
00
entspricht (nach oben gemachter Bemerkung kénnen wir ja die Rollen von p und

q vertauschen). Der Nebenklasse 7, (aP + bQ) mit a, b € PC ordnen wir dann
wegen

7z(aP + bQ)
= (a(z + 0)me(xz) + alz — 0)(7me (1) — me(Xa))) 7 (P)

die Matrixfunktion zu, deren Wert an der Stelle ¢ € [0, 1] gleich

<a(w+0)((1) 8>+a(x—0)(8 ?))( t(f—t) tl(l__tt)>

(o (g o )rse-o (o PN ( Ly V)

_ a(z+0)t+bx+0)(1—¢t) (alx+0)—0bx+0))/t(1—1)
a <(a(x —0)—b(z—0)\/t(1—1t)  a(z—0)(1—1t)+b(z—0)t > (4.2.4)

ist. Die lokale Nebenklasse m,(aP + b@) ist genau dann invertierbar, wenn diese
Matrixfunktion fiir jedes ¢ € [0, 1] invertierbar ist, und nach dem lokalen Prinzip
von Allan/Douglas gilt:

Theorem 4.2.9 Seien a, b € PC. Der Operator aP + bQ) genau dann Fred-
holmsch auf L*(T), wenn die Matriz (4.2.4) fir jedes x € T und jedes t € [0, 1]
wnvertierbar ist.

4.3 Banachalgebren mit polynomialer Identitéit

Der Beweis des Halmos’schen 2-Projektoren-Satzes und einer Reihe weiterer Re-
sultate beruht auf einer Verallgemeinerung der Gelfandtheorie fiir kommutative
Banachalgebren, welche auf einer anderen Idee als die lokalen Prinzipien beruht.
Eine kommutative Algebra ist offensichtlich dadurch ausgezeichnet, dass das Po-
lynom P(z, y) := xy — yx in zwei nicht kommutierenden Variablen z, y zu 0
wird, wenn man fiir x und y beliebige Elemente der Algebra einsetzt. Allgemein
nennt man eine Algebra A eine Algebra mit polynomialer Identitit (oder kurz
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eine P[-Algebra), wenn es ein nichttriviales Polynom P(zq, ..., x,) in n nicht
kommutierenden Variablen zq, ..., x, gibt, so dass

P(ai, ..., a,) =0 firalleay, ..., a, €A

Als besonders niitzlich haben sich die sogenannten Standardpolynome F,, erwie-
sen, die durch
Fo(zy, ..., x,) = Z SEN O To(1) * * * To(n)
oESy

definiert sind. Hier ist S,, die Menge der Permutationen der Menge {1, 2, ..., n}
und sgn o das Vorzeichen der Permutation o. Erfiillt eine Algebra A das Stan-
dardpolynom Fj,, so heif}t sie auch eine F,-Algebra.

Offenbar ist Fy(z1, 3) = z129 — xox1. Die Fy-Algebren sind also gerade die
kommutativen Algebren.

Theorem 4.3.1 (Amitsur/Levitzki) Die Algebra C™*™ ist eine Fy,-Algebra,
jedoch keine Fyy- Algebra fir ein k < n.

Der Beweis ist nicht ganz einfach. Man findet ihn z.B. in Naum Krupnik: Banach
algebras with symbol and singular integral operators, Birkh&user.

Das Resultat von Amitsur und Levitzki legt bereits nahe, dass fiir PI-Algebren
Darstellungen als Matrixalgebren wichtig sein kénnten. Tatséchlich hat man fiir
Fy,-Banachalgebren die folgende Verallgemeinerung der Gelfandtheorie fiir kom-
mutative Banachalgebren.

Theorem 4.3.2 Sei A eine Banachalgebra mit Fins e, die das Standardpolynom
Fy, erfillt. Dann

(a) ist fiir jedes mazimale Ideal I von A der Quotient A/I isomorph zu C*! mit
einem | < n,

(b) ist ein Element a € A genau dann invertierbar, wenn fir jedes mazimale
Ideal I die Matriz fi(a) := ¢(a)m(a) invertierbar ist, wobei 7y : A — A/I der
kanonische Homomorphismus und ¢r : A/I — C™! ein nach (a) existierender
Isomorphismus ist.

Den Beweis findet man im zitierten Buch von Krupnik. Fiir uns ist dieser Satz
besonders aus folgendem Grund interessant:

Theorem 4.3.3 Sei A eine Banachalgebra, die durch zwei Idempotente p und q
(d.h. es ist p?> = p und ¢* = q) und durch das Einselement erzeugt wird. Dann ist
A eine Fy-Algebra.

Dies kann man durch direktes Nachrechnen iiberpriifen. Satz 4.3.2 ist also prin-
zipiell anwendbar, und es gelingt in diesem Fall, die Homomorphismen f; : A —
C™! mit [ = 1 oder [ = 2 komplett zu beschreiben.
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Theorem 4.3.4 Sei A eine Banachalgebra, die durch zwei Idempotente p, q und
durch das Finselement e erzeugt wird. Dann gilt:

(a) Fiir jedes x € o(pgp + (e —p)(e — q)(e —p)) \ {0, 1} ldsst sich die Abbildung
F, :{e, p, q} — C*>*2 die gegeben wird durch

Fz(e)—((l) 2) Fx(p)—@ 8), Fx(Q)_< x(f_x) i(i;x>>

wobei \/x(1 — x) irgendeine Zahl ist, deren Quadrat gleich x(1 —x) ist, zu einem
stetigen Homomorphismus von A nach C**2 fortsetzen.

(b) Fiir jedes m € o(p+2q)N{0, 1, 2, 3} ldsst sich die Abbildung G, : {e, p, ¢} —
CYL, die gegeben ist durch

Gole) =1, Go(p) = Go(q) =0, Gi(e) = Gi(p) =1, Gi(q) =0,

Gae) = Ga(q) = 1, Ga(p) =0,  Gs(e) = Gs(p) = Gs(q) =1
2u einem stetigen Homomorphismus von A nach CY1 fortsetzen.

(c) Ein Element a € A ist genau dann invertierbar, wenn die Matrizen F,(a) fir
alle x € a(pgp + (e —p)(e — q)(e — p)) \ {0, 1} invertierbar und die Zahlen G,,(a)
fir alle m € o(p+2q) N {0, 1, 2, 3} ungleich 0 sind.

Im C*-Fall kann man = — (/z(1 — x) als stetige Funktion auf (einer Teilmenge
von) [0, 1] wahlen (vgl. den 2-Projektoren-Satz von Halmos).
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Kapitel 5

Universelle C*-Algebren

Wir haben in dieser Vorlesung bereits einige C*-Algebren kennengelernt, die (als
C*-Algebren) durch endlich viele Elemente mit speziellen Eigenschaften erzeugt
werden:

e die Algebra C(T) wird nach Stone-Weierstrafl durch die Funktion x : z +— z
erzeugt, d.h. durch ein unitéares Element;

e die Toeplitzalgebra 7 (C) wird durch den Operator V der Verschiebung
nach rechts erzeugt, d.h. durch eine Isometrie;

e in Satz 4.2.8 haben wir unitale C*-Algebren beschrieben, die durch zwei
Projektoren erzeugt werden.

In allen diesen Féllen kann man sich fragen, ob es eine Art grofite C*-Algebra
gibt, die durch Elemente mit den genannten Eigenschaften, also z.B. durch ein
unitires Element, erzeugt wird. Als grdfste C*-Algebra A, die durch ein unitéires
Element u erzeugt wird, wiirde man eine C*-Algebra betrachten mit folgender
Eigenschaft: fiir jede C*-Algebra B, die durch ein unitéres Element v erzeugt
wird, gibt es einen *~-Homomorphismus W : A — B, der u in v iiberfiihrt. In
diesem Sinn grofite C*-Algebren heiflen universell. In diesem Abschnitt werden
wir sehen, unter welchen Umstidnden solche universellen C*-Algebren existieren,
und wir werden iiberblicksartig einige dieser Algebren kennenlernen.

Folgende Konstruktion werden wir mehrfach nutzen: Ist T eine nichtleere
Menge und (A;);er eine Familie von C*-Algebren, so besteht ihr direktes Produkt
IT;crA; aus allen beschrankten Funktionen a : T — U;er A;, die an der Stelle
t € T einen Wert in A4, annehmen. Anstelle von a schreiben wir in Anlehnung an
Folgen auch (a;)ier. Mit den Operationen

(ar) + (be) == (ar +be),  (ae)(be) := (asby), (@) := (ay)

und der Norm ||[(a;)|| := sup,er ||a¢|| wird ILerA; zu einer C*-Algebra. Hat jede
C*-Algebra A, eine Eins e, so ist (e;)er das Einselement von IT;er.A;.
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5.1 Existenz universeller C*-Algebren

Wir betrachten unitale C*-Algebren, die durch endlich viele Elemente mit spezi-
ellen Eigenschaften oder Relationen erzeugt werden. Die Beschrankung auf uni-
tale Algebren und endlich viele Erzeuger ist nicht zwingend; auch Algebren mit
abzahlbar vielen Erzeugern werden betrachtet.

Sei n € N. Fiir jede C*-Algebra A bezeichnen wir mit A" das direkte Produkt
von n Kopien von A. Offenbar induziert jeder *-Homomorphismus W : A — B
zwischen C*-Algebren einen *-Homomorphismus

wn. A" = B", (ay, ..., an) — Way, ..., Way,).

Definition 5.1.1 Let n € N. Fine n-Relation ist eine Abbildung Rel, die jeder
unitalen C*-Algebra eine (eventuell leere) Teilmenge Rel A von A™ zuordnet, so
dass folgende Bedingungen erfillt sind:

(a) es gibt eine unitale C*-Algebra A, fir die Rel A nicht leer ist;

(b) fiir jeden unitalen *-Homomorphismus W : A — B von C*-Algebren bildet
W™ die Menge Rel A in Rel B ab;

(¢) ist (Ap)ier eine Familie unitaler C*-Algebren und ist (a%, ..., al,) € Rel A,
fiir jedes t € T', dann ist

((ai)teT» cey (a;)teT) € Relll;erA;.

Bedingung (a) verlangt, dass es iiberhaupt C*-Algebren mit der gewiinschten
Relation gibt, wihrend Bedingungen (b) and (c¢) verlangen, dass Relationen ver-
traglich mit der Wirkung von *-Homomorphismen und bzgl. der Bildung beliebi-
ger direkter Produkte sind. Ist Rel A # () aber Rel B = (), dann schliefit Bedingung

(b) aus, dass es einen unitalen *~Homomorphismus von A nach B gibt.
Beispiel 5.1.2 Sei A eine C*-Algebra mit Eins e. Wir betrachten die Mengen

Reli A = {a€ A:|al <1},
Relb A = {a€ A:a"a=aa" =e},

RelsA = {(p,q) e A:p"=p=p", ¢*=q=1q"},
Rel,b A = {(u, v) € A : u, v unitdr und uv = e*vu},
Rels A = {(s1, ..., sn) € A" : s; [sometrien und s18] + ...+ 5,8 = e},

RelgA = {a€ A:a"a=e, aa” # e},

Rel;A = {ac A:|al <1},

RelsA = {a€ A:o(a) ={0}},

RelgA = {a€ A:aa" =a"a, o(a) C [0, 1]}.

Rel; — Rel; sind Relationen im Sinne von Definition 5.1.1 (konkrete Algebren,
fiir die Rely und Rels nicht leer sind, sehen wir uns spéter an). Relg ist keine
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Relation, da diese Menge nicht invariant unter *-Homomorphismen ist. Dagegen
erfiillt Rel; Bedingung (b), ist aber nicht invariant bzgl. der Bildung direkter
Produkte. Das Gleiche gilt fiir Relg: Kakutani hat einen Operator A angegeben,
der Normgrenzwert einer Folge von Operatoren A, mit o(A,) = {0} ist, dessen
Spektrum o(A) aber echt groBer als {0} ist. Nimmt man die Bedingung der
Normalitédt hinzu, dndert sich das Bild wieder: Relg ist eine Relation. [

Sei n € N and Rel eine n-Relation. Fiir jedes n-Tupel (aq, ..., a,) € Rel A
bezeichnen wir mit A(ay, ..., a,) die kleinste abgeschlossene und symmetrische
Unteralgebra von A, die die Elemente aq, ..., a, und das Einselement von A
enthélt. Wir sagen dann auch, dass A(aq, ..., a,) die Relation Rel erfillt.

Seien A(ay, ..., a,) und B(by, ..., b,) C*-Algebren, die die gleiche Relation
erfiillen. Ein unitaler *~Homomorphismus W : A(aq, ..., a,) — B(by, ..., by)
heilt natirlich, wenn Wa; = b; fiir alle 1 < ¢ < n ist. Jeder natiirliche *-
Homomorphismus ist surjektiv. Ist W : A — B ein unitaler *~-Homomorphismus
von einer C*-Algebra A = A(ay, ..., a,), die eine Relation Rel erfiillt, in eine
unitale C*-Algebra B, so ist (Way, ..., Wa,) € Rel B, und W ist ein natiirlicher
*-Homomorphismus von A(ay, ..., a,) nach BWay, ..., Wa,).

Definition 5.1.3 Sei n € N und Rel eine n-Relation, und sei A(aq, ..., ay,)
eine C*-Algebra, die Rel erfillt. Dann heifst A(aq, ..., a,) universell beziglich
dieser Relation, wenn es fir jede C*-Algebra B(by, ..., b,), die Rel erfillt, einen
natirlichen *-Homomorphismus W : A(ay, ..., a,) = B(by, ..., b,) gibt.

Die universelle Algebra bzgl. einer gegebenen Relation ist eindeutig bis auf *-
Isomorphie. Sind namlich A(ay, ..., a,) and B(by, ..., b,) universelle Algebren
bzgl. der gleichen Relation und sind

W:Ala, ..., a,) = B(by, ..., b,) und S:B(by, ..., b,) = Alaq, ..., a,)

die zugehorigen natiirlichen *-Homomorphismen, dann ist SW die Identitat auf
A(ay, ..., a,) und WS die Identitat auf B(by, ..., b,).
Der folgende Satz klért die Frage der Existenz universeller Algebren.

Theorem 5.1.4 Fiir jede n-Relation gibt es eine universelle C*-Algebra.
Der nachstehende Beweis folgt Abschnitt VI.I im Buch von Davidson.

Beweisskizze. Sei Rel eine n-Relation. Bedingung (a) in Definition 5.1.1 garan-
tiert, dass es wenigstens eine separable C*-Algebra gibt, die diese Relation erfiillt.
Die GNS-Konstruktion liefert eine irreduzible Darstellung dieser Algebra auf ei-
nem separablen Hilbertraum H. Insbesondere ist Rel L(H) nicht leer, und es gibt
eine irreduzible C*-Unteralgebra von L(H ), welche die Relation Rel erfiillt.

Wir betrachten die Menge {a'};c7 aller n-Tupel a* = (at, ..., a') € Rel L(H,)
mit einem separablen Hilbertraum H,, fiir den A, :== L(H;)(a!, ..., a!) eine irre-
duzible C*-Unteralgebra von L(H,;) ist, bilden das direkte Produkt A := I;erA4;
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und schreiben a; := (a!)er fiir 1 <4 < n. Wir wollen zeigen, dass A(aq, ..., a,)
die universelle C*-Algebra bzgl. der Relation Rel ist.

Sei B(by, ..., b,) eine C*-Algebra, die ebenfalls die Relation Rel erfiillt. Die
Einselemente von A(ay, ..., a,) baw. B(by, ..., b,) bezeichnen wir mit e bzw. f.
Die Existenz eines natiirlichen *-Homomorphismus

W:A(al, ...,an)—>l3(b1, >bn) (511)
folgt leicht, wenn wir gezeigt haben, dass
\P(f, b1, ..., by, b7, ..., 00)|| < ||P(e, ayy ..y Gn, a7, ..., a)|| (5.1.2)

fiir jedes Polynom P in 2n + 1 nicht kommutierenden Variablen.

Sei P ein solches Polynom, und sei a := P(f, by, ..., by, b}, ..., b%). Mit der
GNS-Konstruktion finden wir einen separablen Hilbertraum H und eine irredu-
zible Darstellung

m:B(by, ..., b,) — L(H)

mit ||a|| = [|7(a)]]. Wir betrachten das n-Tupel (7w(by), ..., w(b,)). Die Algebra
L(H)(m(by), ..., w(b,)) ist einer der Faktoren im direkten Produkt .4. Folglich
ist

|P(e, ar, ..., an, aj, ..., a)l
> ||P(w(f), (1), -y 7(bn), w(b1)"5 - ooy w(bn)") ]|
=||P(e, b1, ..., by, b7, ..., b)),

womit wir (5.1.2) erhalten. Es gibt also einen wohldefinierten, kontraktiven und
unitalen *~-Homomorphismus von der unitalen (nicht notwendig abgeschlossenen)
*-Algebra, die durch aq, ..., a, erzeugt wird, nach B(by, ..., b,), der jedes a; auf
das entsprechende b; abbildet. Diesen Homomorphismus setzen wir per Stetigkeit
fort und erhalten den gewiinschten natiirlichen Homomorphismus (5.1.1). ]

5.2 Beispiele universeller C*-Algebren

Universelle Algebren koénnen recht komplizierte Objekte sein. In einigen Féllen
lassen sie sich aber mit vertrauten Algebren identifizieren.

In diesem Abschnitt folgen wir dem bereits zitierten Text von Davidson sowie
dem Buch von Loring, Lifting Solutions to Perturbation Problems in C*-Algebras,
Fields Institute Monographs Vol. 8, Providence, R. 1., 1997. Dort finden Sie neben
hier ausgelassenen Details auch Hinweise auf Originalarbeiten und weiterfiithrende
Literatur.

Beispiel 5.2.1 C(T) is die universelle duch ein unitires Element erzeugte C*-
Algebra.
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Beispiel 5.2.2 Die Toeplitzalgebra 7 (C) ist die universelle durch eine Isometrie
erzeugte C*-Algebra.

Beispiel 5.2.3 (Zwei-Projektoren-Algebren.) Es gibt eine universelle Alge-
bra fiir die Relation

RelA:={(p,q) € A :p*=p" =p, ¢* = ¢ = ¢}, (5.2.1)

die universelle Algebra, die durch zwei Projektoren erzeugt wird. Ist A(p, ¢) die
universelle Algebra, die (5.2.1) erfiillt, dann ist das Spektrum von r := pgp +
(e—p)(e—q)(e—p) das Intervall [0, 1]. Umgekehrt ist jede C*-Algebra, die durch
zwei Projektoren und die Eins erzeugt wird und fiir die diese spektrale Bedingung
erfiillt ist, *-isomorph zu A(p, ¢). Da das Spektrum von r stets in [0, 1] enthalten
ist, ist die universelle C*-Algebra, die durch zwei Projektoren erzeugt wird, durch
die Maximalitéit des Spektrums von r ausgezeichnet.

Eine konkrete Realisierung der universellen Algebra A(p, ¢) ist die Unteralge-
bra von C([0, 1], C**?), die aus allen Funktionen besteht, deren Werte in 0 und
1 durch Diagonalmatrizen beschrieben werden. Dabei ist

=5 8) a0 Vi)

(Satz von Halmos). m

Beispiel 5.2.4 (Irrationale Rotationsalgebren.) Sei § € R irrational. Die
irrationale Rotationsalgebra Ay ist die universelle C*-Algebra der Relation

Rel A := {(u, v) € A% : u, v sind unitir und v = e*Pou}. (5.2.2)

Jede irrationale Rotationsalgebra ist einfach (Theorem VI.1.4 in Davidson). Folg-
lich ist jede C*-Algebra B(b, ¢), die die Relation (5.2.2) erfiillt, natiirlich *-
isomorph zu Ay. Fiir eine konkrete Realisierung kann man die unitdren Ope-
ratoren

U:(z,) = (t,_1) und V:(z,)— (e 2™0g,)

auf [2(Z) wihlen. Man rechnet leicht nach, dass tatséichlich UV = >V U. Somit
ist Ag natiirlich *-isomorph zur kleinsten C*-Unteralgebra von L(I*(Z)), die U
und V' enthalt. [

Beispiel 5.2.5 (Cuntzalgebren.) Sei N > 2. Die Cuntzalgebra Oy ist die uni-
verselle Algebra fiir die Relation

Rel A := {(50, ooy sn1) €EAN i stsg=... =5y _1sy_1 = eund Zsis;‘ = e}.

Cuntzalgebren Oy sind einfach (Corollary V.4.7 in Davidson). Sind also Sy, ...,
Sn—1 Isometrien auf einem Hilbertraum H mit SoS§+...+Sy_15x_; = I, so ist
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die kleinste C*-Unteralgebra von L(H), die diese Isometrien enthélt, *-isomorph
zu Oy. Fiir H =[*(Z") und i = 0, ..., N — 1 kann man beispielsweise

| v, fallsk=rN +i
Si i (Tr)k=0 = (Yr)r=0 mit yg = { 0 sonst

wéhlen. Das so-definierte N-Tupel von Isometrien erfiillt die oben definierte
Cuntz-Relation. n

Beispiel 5.2.6 (Graphalgebren.) Unter einem gerichteten Graph verstehen
wir ein Quadrupel (E°, E', 7, s), bestehend aus zwei (endlichen) Mengen E°, E!
und zwei Abbildungen r, s : E' — E°. Anschaulich stellt man sich unter £° die
Menge der Knoten und unter E' die Menge der Kanten eines Graphen vor, und
die Abbildungen r bzw. s ordnen jeder Kante ihren Endpunkt (range) bzw. ihren
Anfangspunkt (source) zu.

Eine Cuntz-Krieger-Familie fiir einen Graphen (E°, E' r,s) ist eine Familie
{$e;Ds 1 € € EY,v € E°} von partiellen Isometrien s, (d.h. s.s’s. = s.) und
paarweise orthogonalen Projektoren p,, die die Cuntz-Krieger-Relationen

(CK1) stse = pr(e fiir alle e € B,
(CK3) Do = 3 ceps(e)ms Sese fiir alle v € E® mit s~ (v) # 0,
(CK3) sest < py(e fiir alle e € B!

erfiillen.

Die Graphalgebra des Graphen (E°, E', 7, s) ist die universelle C*-Algebra der
zugehorigen Cuntz-Krieger-Relationen. Die schon genannten Algebren C, C(T),
T(C) und Ox mit N > 2 sind Graphalgebren in diesem Sinn. Daneben gibt es
viele weitere, und es gibt zahlreiche Resultate, die Eigenschaften eines Graphen
und seiner Graphalgebra in Beziehung setzen. Slogan: Graphalgebren sind C*-
Algebren, die man sehen kann.

Fiir eine weitere Beschéftigung mit dem Thema kann ich Tan Raeburns Buch
Graph Algebras empfehlen. n
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