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Banachalgebren und Numerische Analysis

In dieser Vorlesung soll gezeigt werden, wie sich einige typische Fragestellungen
aus der Numerischen Analysis mit Mitteln der Funktionalanalysis studieren las-
sen. Besonderes Gewicht liegt auf Techniken aus der Theorie der Banachalgebren
(sogenannte lokale Prinzipien oder nichtkommutative Gelfandtheorien). In der
Vorlesung werden sich eher theoretisch orientierte Abschnitte mit der Untersu-
chung ganz konkreter Naherungsverfahren abwechseln. Leiten lassen werden wir
uns insbesondere von der ndherungsweisen Losung von Integral- und damit ver-
wandten Gleichungen.
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1 Einleitung

1.1 Wiederholung: Konvergenz von Operatorfolgen

Seien X| Y Banachridume tiber dem gleichen Kérper K = R oder C (wir werden
spéter meist in Raumen tiber C arbeiten). Mit L(X,Y") bezeichnen wir den Ba-
nachraum der linearen beschrénkten Operatoren von X nach Y. Sei (A,,) eine
Folge aus L(X,Y) und A € L(X,Y). Die Folge (A,) konvergiert gleichmdifsig
(oder in der Norm) gegen A, wenn

lim HAn — AHL(X,Y) =0.
n—00

Die Folge (A,) konvergiert punktweise (oder stark) gegen A, wenn

lim ||A,z — Az|ly =0 fiir allez € X.
n—oo

Offenbar folgt aus der gleichméfligen Konvergenz die punktweise. Wir schreiben
A, = A bzw. A, — A fiir die gleichméflige bzw. punktweise Konvergenz.

Satz 1.1 (Banach-Steinhaus) (a) Sei (A,) eine Folge in L(X,Y), und fir
jedes © € X konvergiere die Folge (A,x) gegen ein Element Ax € Y. Der
so erkldarte Operator A : X — Y st linear und beschrdankt, und

”AHL(X,Y) S llm IIlf ||An”L(X,Y)'

(b) Die Folge (A,) konvergiert genau dann punktweise gegen A € L(X,Y),
wenn

1. sup||A,|| < oo und

2. ||Apx — Azx|| — 0 fiir alle x aus einer dichten Teilmenge von X .

Der schwierigste Teil des Beweises ist die Aussage
A, — A = sup || A, || < oo

(Prinzip der gleichméfiigen Beschranktheit).

Weiter gilt offenbar fiir die Banach- und Hilbertraumadjungierten
A, = A = A= A”
Dagegen gibt es Folgen (A,) C L(X,Y) mit

A, — A, aber A} A A



Der Ubergang von A zu A* ist also stetig bzgl. der gleichmiBigen Konvergenz,
nicht aber bzgl. punktweiser Konvergenz. Auflerdem hat man die folgenden al-
gebraischen Eigenschaften (wobei A,, B,, A, B zwischen geeigneten Rédumen
wirken):

A, =A B, =B = A,+B,=A+B, A,B,= AB,
A, —+AB,—-B = A,+B,—~A+B, A,B,— AB.

Ein linearer Operator K : X — Y heifit kompakt, wenn er beschrankte Mengen
(aus X) in relativ kompakte Mengen (in V) iiberfithrt. Aquivalent dazu ist, dass
K die Einheitskugel von X in eine relativ kompakte Menge iiberfiihrt. Offenbar ist
jeder kompakte Operator beschrinkt. Wir bezeichnen die Menge aller kompakten
Operatoren von X nach Y mit K (X,Y). Statt L(X, X) bzw. K (X, X) schreiben
wir auch L(X) bzw. K(X).

Einige Figenschaften kompakter Operatoren
e K(X,Y) ist ein linearer Raum.
e K(X,Y) ist abgeschlossen bzgl. der Normkonvergenz, d. h.
(K, CK(X)Y), K,=KeLX)Y) = KeK(X)Y).

(Jedoch ist i. Allg. K(X,Y') nicht abgeschlossen bzgl. punktweiser (= star-
ker) Konvergenz!)

e BeELW,X), Ke K(X,Y), Ac L(Y,Z) = AKBeK(W,Z2).
e K e K(X,Y)& K*e K(Y*, X*) (Satz von Schauder).

Insbesondere ist K (X) ein norm-abgeschlossenes Ideal von L(X).
Grob gesagt ist der Inhalt des folgenden Satzes, dass kompakte Operatoren
stark konvergente Folgen in normkonvergente Folgen iiberfiihren.

Satz 1.2 Seien B, B, € L(W,X), K € K(X,Y) und A, A, € L(Y,Z) Operato-
ren mit A, — A und B} — B*. Dann gilt A, KB, = AKB.

Beweis. Wegen

A KB, — AKB| < [[(Ay — A)K B, + [|AK (B, — B)||
< [[(An = K[| Bl + A K (Bn — B
< C(I(An = K[ + (B, = B )K™)

(Satz 1.1 (Banach-Steinhaus) und Normgleichheit |R| = ||R*||) geniigt es zu
zeigen, dass |[(A, — A)K|| — 0. Wir zeigen dazu

C,—0 = C,K=0, (1.1)
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woraus die Behauptung (mit C,, := A,, — A) folgt. Angenommen, es ist C,, K 7 0.
Dann gibt es ein d > 0 und eine Teilfolge (nx) von N so, dass ||C,,, K|| > d fiir
alle £ € N. Weiter findet man Vektoren x; € X mit |zx| = 1 und so, dass
|Cr Kxi|| > d fur alle k.

Da K kompakt ist, gibt es eine Teilfolge (y;) := (Kxy,) von (Kxy), die gegen
ein y € Y konvergiert. Fiir die Elemente y und y; gilt

0 <d < |[|Cy, Kg || = || Cry, 9l
<G yll + 1Cons,, (e = I < |Cr yll + Cllys — yll = 0

(wobei die Abschitzung aus dem Satz 1.1 (Banach-Steinhaus) folgt). Der erhal-
tene Widerspruch zeigt, dass (1.1) gilt. m

1.2 Wiederholung: Unterrdume und Projektoren

Sei X ein Banachraum und U ein abgeschlossener linearer Unterraum von X. Man
sagt, dass U ein direktes Komplement in X besitzt, wenn es einen abgeschlossenen
linearen Teilraum V' von X gibt mit

U+V=X wud UNV={0}

In diesem Fall schreiben wir X = U & V und sagen, dass X die direkte Summe
von U und V ist. In Hilbertraumen besitzt jeder abgeschlossene lineare Unter-
raum ein direktes Komplement (z. B. das orthogonale Komplement von U). In
Banachrdumen gilt dies i. Allg. nicht mehr. Man kann sogar zeigen, dass ein
Banachraum genau dann zu einem Hilbertraum isomorph ist, wenn in ihm je-
der abgeschlossene lineare Teilraum ein direktes Komplement besitzt (Satz von
Lindenstrauss/Tzafriri).

Ist X = U @V, so lasst sich jedes Element z € X eindeutig schreiben als
r=u+vmitu € U und v € V. Durch

P: X=X, z=u+v—u (1.2)
wird eine Abbildung P definiert, die Projektion von X auf U parallel zu V.

Satz 1.3 Der durch (1.2) erklirte Operator ist linear und beschrinkt. Auflerdem
ist P idempotent, d. h. es ist P> = P.

Die Beschrénktheit folgt aus dem Satz vom abgeschlossenen Graphen. Die iibrigen
Aussagen sind leicht zu sehen.

Satz 1.3 legt es nahe, einen Operator P € L(X) einen (,abstrakten®) Pro-
jektor zu nennen, wenn P? = P. Ist P ein Projektor in diesem Sinn, so ist auch
I — P ein Projektor, und es gilt P+ (I — P) =1, P(I — P) = 0 sowie

im P =ker(I — P), ker P =im (I — P).



Da der Kern eines linearen beschrinkten Operators abgeschlossen ist, folgt, dass
Bildrdume von Projektoren abgeschlossen sind. Insbesondere sind also im P und
im (I — P) abgeschlossene lineare Teilraume von X, und es ist

imP+im(/—P)=X und imPNim(/ — P)={0}.

Also ist X =im P @ im (I — P), und P projiziert X auf im P parallel zu im (I —
P). Die ,geometrische* Definition (1.2) und die ,,abstrakte* Definition P? = P
beschreiben also die gleiche Klasse von Operatoren.

In Hilbertraumen H gibt es fiir jeden abgeschlossenen linearen Teilraum U
einen ,natiirlichen” Projektor von H auf U, ndmlich den Projektor von H auf
U parallel zu U*. Dieser heifit der ,,Orthoprojektor® von H auf U. Abstrakt
lassen sich Orthoprojektoren durch die beiden Bedingungen P? = P und P* = P
charakterisieren. Orthoprojektoren sind also selbstadjungierte Projektoren.

1.3 Niherungsfolgen

Sei X ein Banachraum und A € L(X). Um etwas Konkretes vor Augen zu haben,
kann man etwa an X = C[0,1] und A € L(C|0, 1]) mit

(Au)(t) = u(t) —I—/O k(t,s)u(s)ds, ke C([0,1] x[0,1])

denken. Um auf numerischem Weg etwas iiber A in Erfahrung zu bringen (etwa
die Losungen der Gleichung Au = f, das Spektrum von A, die Norm von A,
die Dimension von ker A4, ...), muss man A diskretisieren, d. h. ndherungsweise
durch ,einfachere” Operatoren ersetzen. ,, Finfacher® ist in dem Sinn zu verstehen,
dass sich die Ndherungsoperatoren numerisch bearbeiten lassen, also z. B. n x n
Matrizen sind. Die Diskretisierungen von A hédngen von einem Parameter ab,
den wir meist in N wihlen. Wir fassen den Begriff der Diskretisierung zunéchst
sehr weit: Fiir jedes n € N soll es einen abgeschlossenen linearen Unterraum X,
von X mit direktem Komplement geben, und A wird ein Operator A, € L(X,,)
zugeordnet. Das direkte Komplement benétigen wir aus folgendem Grund: Um A
mit A, ,vergleichen“ zu konnen, ist es wiinschenswert, sich A,, als Operator auf
ganz X vorstellen zu konnen. Da Ausdriicke wie A,z fiir beliebiges z € X keinen
Sinn ergeben, benotigen wir einen Mechanismus, der jedem x € X ein Element
aus X, zuordnet, d. h. einen Projektor P, : X — X,,. Ein solcher existiert genau
dann, wenn X, ein direktes Komplement in X besitzt. Um etwas iiber die Giite
der Ndherung zwischen A und A,, aussagen zu konnen, vergleicht man nun A mit
A, P,.

Unsere Forderungen lassen zu, dass X = X, ist. Von besonderem Interes-
se fiir numerische Belange ist aber der Fall, dass X, ein endlich-dimensionaler
Teilraum von X ist (etwa dim X,, = n). In diesem Fall kann A, € L(X,) als
n x n-Matrix aufgefasst werden, und A, P, ist ein kompakter Operator auf X
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(genauer: ein Operator von endlichem Rang). Nun ist aber K (X) abgeschlos-
sen bzgl. der Normkonvergenz. Beziiglich der Normkonvergenz lassen sich also
nur kompakte Operatoren durch Operatoren auf endlich-dimensionalen Raum-
en approximieren. Fiir die Approximation nichtkompakter Operatoren muss die
Normkonvergenz durch einen geeigneten schwécheren Konvergenzbegriff ersetzt
werden. Als geeignet erweist sich die starke (oder punktweise) Konvergenz. Wir
verlangen also A, P, — A. Es ist auch natiirlich zu verlangen, dass der identische
Operator I auf X durch die identischen Operatoren auf X, approximiert wird,
d. h. dass P, — I. Wir fassen zusammen:

Definition 1.4 Sei X ein Banachraum, (P,) C L(X) eine Folge von Projektoren
mit P, — I, und A € L(X). Eine Folge (A,) von Operatoren A,, € L(im P,,) heifit
Néherungsfolge fiir A, wenn A, P, — A stark.

Die numerische Analysis (so wie wir sie hier verstehen wollen) befasst sich mit
dem Verhéltnis zwischen dem Operator A und seinen Néherungen A, fiir grofie
n. Typische Fragestellungen sind

e Beziehungen zwischen der Invertierbarkeit von A und der von A,

e Beziehungen zwischen den Spektren o(A) und o(A,) und zwischen den
Eigenfunktionen von A und den Eigenvektoren von A,,,

e Beziehungen zwischen [|A| und ||A.]], ...
Nicht besprechen werden wir dagegen Fragen wie: Ist Agg invertierbar? Wie be-

rechnet man Ajy,? Was sind die Eigenwerte von Ajq;?

1.4 Niherungsweise L6sung von Operatorgleichungen

Seien X, P,, A und A, wie in Definition 1.4. Wir wollen die Gleichung
Au=f, feX (1.3)

naherungsweise 16sen, indem wir sie durch Gleichungen mit A,, als Systemmatrix
ersetzen. Dazu miissen wir die rechte Seite f durch Elemente aus Im P, approxi-
mieren, etwa durch P, f. Wir gelangen so zu einer Folge von Gleichungen

Apun = Pof, fE€X, n=1,23,..., (1.4)

deren Losungen u, wir in Im P, suchen.



1.4.1 Anwendbare und stabile Verfahren

Definition 1.5 Die Ndherungsfolge (A,) heifst anwendbar auf die Losung der
Gleichung (1.3) oder auch konvergent, wenn es ein ny € N gibt, so dass die
Gleichungen (1.4) fir jedes f € X und jedes n > ny eindeutig losbar sind und
wenn fir jedes f € X die Folge der Losungen konvergiert.

Wir werden sehen, dass dann die Folge (u,)n>n, gegen eine Losung von (1.3)
konvergiert.

Das Auftreten der Zahl ng in dieser Definition ist in dem Sinn natiirlich, dass
fiir kleine n die Losbarkeit von (1.4) nicht garantiert werden kann und mdogliche
Losungen dieser Gleichung nur wenig mit der Losung von (1.3) gemeinsam haben
werden. Andererseits benotigt man fiir numerische Rechnungen natiirlich kleine
ng. Die Ausgabe eines ng (oder gar des kleinstmoglichen) ist i. Allg. schwierig.

Definition 1.6 Die Folge (A,) heifst stabil, wenn es ein ng € N gibt, so dass
die Operatoren A, fir n > ng invertierbar sind und dass

sup [|A Y| < oo. (1.5)

n>ng

Bedingung (1.5) ist gleichbedeutend mit sup,,.,, [|A,"P,|| < co. Fiir jeden Ope-
rator B € L(X,,) (mit X,, := im P,) ist ndmlich

Bl = sup [[Bz||= sup [[BRuz|< sup [[BP.uz|

z€Xn:||z||=1 z€Xn:||z||=1 z€X:||z||=1

= [[BE.[| < [[BI[ [Pl

Aus P, — I folgt mit Satz 1.1 (Banach-Steinhaus) C' := sup ||P,|| < oo, und
somit ist

IBl < |BE,| < C||B]
fir alle B € L(X,,).
Satz 1.7 (Polski) FEine Ndherungsfolge (A,) fir A € L(X) ist genau dann an-

wendbar, wenn A invertierbar und (A,) stabil ist.

Beweis. (=) Wir zeigen zuerst die Stabilitdt von (A,). Ist das Verfahren an-
wendbar, so sind die A, fiir alle n > ng invertierbar, und alle Folgen (uy,)n>n, =
(AP, f)nsn, mit f € X konvergieren. Die Folge (A1 P,) konvergiert also stark,
und aus Satz 1.1 (Banach-Steinhaus) folgt

sup || A, 1B, < oo.

n>ng

Wie wir oben gesehen haben, ist dies die Stabilitiat von (A,).



Wir zeigen nun die Invertierbarkeit von A. Zunéchst zur Surjektivitdt von A:
Sei f € X. Wir bilden die Folge (u,) := (A, ' P,f) der zugehorigen Losungen von
(1.4) und bezeichnen mit u ihren Grenzwert. Dann ist

|Anu, — Aul| < ||AnPoun, — ApPoul| + ||An Pou — Aul|
< [AnBal| lun — ul| + [|An Pou — Aul],
—_—— —— ~

glm. beschr. —0 —0

also A,u, — Au. Geht man in A,u, = P,f mit n — oo, so folgt Au = f, d. h.
feImA.
Nun zur Injektivitit von A: Fiir alle v € X und n > nyg ist

|lu — A;anAuH < ||A;1PnAnPnu — A;anAuH + ||lu — Puul|
< AL Poll | An Pou — Aul| + |lu — Poull;
N AN - J/ - J/

glm. beschr. —0 —0

es ist also A1 P, Au — w fiir jedes u € X. Fiir u € ker A folgt insbesondere u = 0.
Also ist A auch injektiv und somit invertierbar.

(<) Sei A invertierbar und (A,) stabil. Fiir alle f € X und alle hinreichend
groflen n € N ist

|AL Puf = A7 FI S 1AL Puf = PuAT | + | PAT £ — A7V
<A P[If — AnPo AT F + | PAT f — AT,

und mit v := A~!f erhalten wir

IAZ Pof = AT < AL Pall | Au — AnPoul| + || P — ul] (1.6)
N—— ~ / ~ ~ /
glm. beschr. —0 —0

Die Folge (A,,' P,) konvergiert also stark, und zwar gegen A~'. Also konvergieren
die Losungen AP, f von (1.4) gegen die Losung A~'f von (1.3). n

Folgerung 1.8 Das Ndiherungsverfahren (A,) sei anwendbar auf A, und es sei
Xn 3 fo = f. Dann sind die Gleichungen Anu, = f, fir alle hinreichend grofien
n eindeutig lisbar, und ihre Lisungen konvergieren gegen die Lésung von Au = f.

Dies folgt sofort aus der Abschéatzung
1AL fo = AT S NIAT o = A Paf L+ 1A P f = ATV

<A Pul| || fo = I+ A Puf — AT =
—_— ~~ -~
glm. beschr. —0 —0

Die Konvergenz von A, — A und f,, — f bezeichnet man oft als Konsistenz des
Verfahrens. In Kurzfassung sagt Satz 1.7 (Polski) fiir invertierbares A

Konvergenz des Verfahrens = Konsistenz + Stabilitét.



Dieses ,,Metatheorem der Numerischen Analysis® findet man in vielen Situa-
tionen. Bekannt konnte es von Mehrschrittverfahren zur Losung von AWP fiir
gewohnliche Differentialgleichungen sein.

Will man mit Satz 1.7 (Polski) die Anwendbarkeit eines Verfahrens zeigen, hat
man die Invertierbarkeit des Operators sowie die Konsistenz und Stabilitdt des
Verfahrens nachzuweisen. Wir werden die Invertierbarkeit des Operators meist
als gegeben voraussetzen (diese ist Gegenstand der Operatortheorie oder folgt
aus dem praktischen Hintergrund). Auch wird sich zeigen, dass die Konsistenz
in vielen Situationen leicht zu sehen ist. Daher ist gerade die Untersuchung der
Stabilitit eine der grundlegenden Aufgaben der numerischen Analysis.

Es folgen noch einige Ergdnzungen, die auf dem Begriff der Stabilitat beruhen.

1.4.2 Kleine Storungen

Satz 1.9 Sei (A,) eine stabile Folge von Operatoren A, : X, — X,, und sei
(Sn) eine Folge von Operatoren S,, : X,, — X,, mit

limsup ||S,|| < liminf || A, (1.7)
Dann ist die Folge (A, + S,) ebenfalls stabil.

Der Beweis benutzt den folgenden einfachen Hilfssatz.

Lemma 1.10 Seien X ein Banachraum und B,C € L(X). Ist B invertierbar
und ||C|| < ||B7Y|7Y, so ist auch B + C' invertierbar, und es gilt

B
B+O) ! <—|| .
1B +0)7 < T e

Beweis. Es ist ||B7!C|| < [|B7'|||C]| < 1. Also ist I + B~'C' invertierbar, und

(I+B7C) = Y (-DHB~'O)"

k=0

(Neumann-Reihe). Dann ist auch B + C' = B(I + B~'C') invertierbar, und

(B+C)'=(I+B7'C)'B => (-)¥B'C)F B
k=0
Hieraus folgt
1B+ oy < B> 1o = B .
=I5l = [BC]

Beweis von Satz 1.9. Sei A,, fiir n > ng invertierbar. Wir setzen

M :=liminf ||A;Y|~!
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und wahlen d > 0 so, dass
limsup ||S,|| < M — 2d.
Nach Definition von lim sup und lim inf gibt es ein n; > ng so, dass
1Sl < M —2d < M —d < ||A}|™" fiirn >n,.

Wir wenden Lemma 1.10 mit B := A,, und C' := S,, an und erhalten wegen

M —2d
<1

B0\ = |AZ1S, || < [|AZY]]]S,
I = 1A Sl < A ISl < 57— <1,

dass A,, + S,, fir n > n; invertierbar ist und dass

|4 swplAL) M —d
[A8,] = T- =2 =

M—d

(A + 871 < =

sup || A, 1.

Also ist die Folge (A, + S,) stabil. n

Folgerung 1.11 Die Voraussetzungen seien wie in Satz 1.9. Zusdtzlich gelte
A, P, — A mit einem invertierbaren Operator A und S,P, — 0. Dann ist
(A, 4+ S,) ein anwendbares Verfahren fir den Operator A.

Man beachte, dass Bedingung (1.7) fiir jede Folge (.S,,) mit ||.S,|| — 0 gilt.

1.4.3 Fehlerabschitzung und Konvergenzgeschwindigkeit

In Anwendungen mochte man nicht nur die Konvergenz ||u — u,|| — 0 feststellen,
sondern auch etwas iiber ihre Geschwindigkeit wissen.

Satz 1.12 Sei (A,) auf A anwendbar, f, — f, und seien u bzw. (fir hinreichend
grofles n) u, die Lisungen von Au = f bzw. Ayu, = f,. Dann ist fir alle
hinreichend grofien n

ot — wall < AR (APt — Aull 11 = full) + e — Pou]
< masc {471} (14w P — Al 4 [1f = full + s = Peae])

Beweis. Aus A, (Pu — u,) = A, Pyu — Ayu, = A, Pu — f, folgt Pou—u, =
A (A, P,u — f,) und somit

1w = |l < AL 1 AnPru = £l
< 1A N AnPow — Aull + 1 = full)-

Mit ||u — u,|| < ||Pou — uy|| + || Pou — u| folgt die Behauptung. ]

Da die Normen ||A4;!| gleichméBig beschriinkt sind, hingt die Konvergenzge-
schwindigkeit des Verfahrens wesentlich davon ab, wie schnell A,, P,u gegen A,,
fn gegen f und P,u gegen u konvergiert.
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2 Projektionsverfahren

Wir betrachten nun Verfahren, bei denen die Néherungsoperatoren A, durch
Projektion und Einschrinkung von A auf Teilrdume X,, von X entstehen. Wir
beginnen mit dem einfachsten Projektionsverfahren, dem Reduktionsverfahren.

2.1 Das Reduktionsverfahren

Sei H ein separabler unendlich-dimensionaler Hilbertraum mit Skalarprodukt
(-, ). Ist (e;)$2; eine Orthonormalbasis von H gegeben, so ldsst sich jedes x € H

in seine Fourierreihe
o

T = Z(x, e;)e;
i=1
entwickeln, und man kann z die Folge ((z,e;))°, seiner Fourierkoeffizienten zu-
ordnen. Diese Folge liegt wegen der Parsevalschen Gleichung

o0
lzl* =Y [z, e
=1

in [?, und die Abbildung J : H — I?, x — ({x,¢;))2, ist eine lineare Isometrie.
Liegt umgekehrt (z;) € I?, so konvergiert die Reihe Y ;° x;e; in H, und fiir ihre
Summe z gilt (z,e;) = z;. Die Abbildung J ist also eine Isometrie von H auf [?
(Satz von Riesz/Fischer).

Um eine Operatorgleichung Au = f mit A € L(H) und f € H zu losen,
geniigt es also, die Fourierkoeffizienten von u zu bestimmen. Dazu entwickeln wir
Awu und f in ihre Fourierreihen

Au = Z(Au, eie, f= f}f, €i)e€i,
i=1

=1

withlen den Ansatz u = Y2, u¥)e; mit unbekannten Koeffizienten v € C, und
erhalten durch Einsetzen in Au = f

Au = Z <A2u(j)ej,ei> €; = Z (Z(Aej,ei)u(j)) €i = Z(f, €i)€i.
i=1 j=1 i=1 \j=1 i=1
Ein Koeffizientenvergleich liefert die Gleichungen
Z(Aej, eyu? = (f.e)), i=1,2,3,...,
j=1

die man als ein unendliches Gleichungssystem schreiben kann:

(Aer,e1) (Aeg,er) (Aes,er) ... u® (
(Aer,eq) (Aeg,es) (Aes,eq) ... u® | — | {f,ed) | (2.1)
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Die Matrix auf der linken Seite definiert einen linearen beschrénkten Operator A
auf 12 (nimlich JAJ™'), und die rechte Seite von (2.1) definiert ein Element f
von 12 (némlich Jf). Man kann (2.1) also als Operatorgleichung A = f auf I2
mit der gesuchten Folge u = Ju deuten.

Um das unendliche System (2.1) auf eine Folge endlicher Systeme zuriick-
zufiihren, schneiden wir aus der Systemmatrix und aus der rechten Seite endliche
Abschnitte heraus:

Ay = ((Aey,e)), fri=({fren),
= (g ) = ()

usw., und wir betrachten an Stelle von (2.1) die endlichen Gleichungssysteme
Apuy, = fn, n=123,... (2.2)

Der Ubergang von (2.1) zu (2.2) ist ein Niherungsverfahren im obigen Sinn: Die
Operatoren A, wirken auf dem Teilraum 2 := {(zy,...,2,,0,0,...) : z; € C}
von [ und die Orthoprojektoren P, von [? auf /2 sind gegeben durch

P, (x1,m9,23,...) = (x1,22,...,2,,0,0,...)

und konvergieren offensichtlich stark gegen den identischen Operator. Dieses
Néaherungsverfahren heifit das Reduktionsverfahren fiir A bzgl. der Basis (e;) oder
das Reduktionsverfahren fiir A bzgl. der Standardbasis von 2.

Unter Benutzung der Projektoren P, lassen sich die Systeme (2.2) auch schrei-
ben als

P,Au, = P,f, n=1,2.3,...,

wobei nun u,, in im P, = [2 gesucht wird. Die Ndherungsoperatoren AnéPn/ﬂim P,
entstehen durch Einschrinkung von A auf im P, und anschlieBende Projektion
auf im P,. Das Reduktionsverfahren ist daher ein spezielles Projektionsverfahren.
Diese Klasse sehen wir uns im néchsten Abschnitt genauer an.

01
10

A =diag(C,C,C,...)

bzgl. der Standardbasis des [? definiert. Der Operator A ist linear, beschrinkt
und invertierbar, und er hat eine Reihe weiterer guter Figenschaften wie A =
A* = A7, Dennoch ist das Reduktionsverfahren bzgl. der Standardbasis des [?
auf diesen Operator nicht anwendbar! Schneidet man aus

Beispiel 2.1 Sei C = ( ) € C?*2 und A sei durch seine Matrixdarstellung

0100
1000
A—|0 001
0010
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endliche Abschnitte A,, heraus, so enthélt jedes A,, mit ungeradem n eine Nullzeile
und ist demzufolge nicht invertierbar. Die Folge (A,) ist also nicht stabill W&hlt
man dagegen an Stelle der Standardbasis (e;)7°, mit

e; =(0,0,...,0,1,0,0,...) (mit der 1 an der i. Stelle)

die folgende:
forot = —(emn +ea)s for = = (esnr —cm) (K=1,2,3,..)
2%—1 NG 2%k—1 T €2k), Jok - ) 2%k—1 — €2k 3459yt

so ist wegen

0 T L (1Y _ L1y (0 1y L (1) _ 1 (-1
1o/2\1) v\1)” \10),2\-1) 2\ 1
gerade Afor_1 = for—1 und Afs, = —for. Die Matrixdarstellung von A bzgl. der

Basis (f;)$2, von [? ist also die Diagonalmatrix

diag (1,—1,1,-1,...),

und das Reduktionsverfahren bzgl. dieser Basis ist offensichtlich konsistent und
stabil. [

Die Anwendbarkeit des Reduktionsverfahrens hangt somit offenbar von der Wahl
der Basis ab. Wir vermerken dazu zwei Resultate. Zur Erinnerung: Ein Operator
A € L(H) heifit positiv definit, wenn A* = A und wenn es ein ¢ > 0 gibt mit

(Az,x) > c||z||* fiir allex € H.

Satz 2.2 Sei B € L(H) positiv definit und C € L(H) selbstadjungiert. Dann ist
der Operator A := B + iC invertierbar, und auf A ist das Reduktionsverfahren
bzgl. einer beliebigen Orthonormalbasis von H anwendbar.

Beweis. Sei (e;)72; Orthonormalbasis von H und P, der Orthoprojektor von H
auf den linearen Span von {ey, ..., e,}. Weiter sei ¢ > 0 eine Konstante mit

(Bx,z) > c||z||* fiir alle z € H.
Fiir alle x € H und alle n € N ist dann

| Pox|||| PaAP || > |(Po(B +iC)P,x, P,x)|  (Cauchy/Schwarz)
= |(P,BP,x, P,x) + i(P,CP,x, P,x)|
= |(BP,z, P,x) +i (CP,x, P,x) | > (BP,x, P,x) > c||P.x|.

J/ N

-

>0 €RrR

13



Hieraus folgt

| P, AP, x|| > ¢|| Pz fir alle x € H (2.3)
bzw.

|Anx| > c||z]] fir alle z € im P, (2.4)

mit A, := P,Alimp,. Aus (2.4) folgt ker A, = {0}. Da A, auf einem endlich-
dimensionalen Raum wirkt, ist damit A,, : im P, — im P, bereits invertierbar.
Wir setzen in (2.4) z := A, 'y mit y € im P, und erhalten

- - 1 " .
Iyl = cll Ayl baw. Ayl < —lyll - fiir alle y € im P,

Also ist | A, < 2 fiir alle n, und die Folge (A,,) ist stabil. AuBerdem konvergiert
die Folge (A, P,) offenbar stark gegen A. Wir zeigen noch die Invertierbarkeit von
A. Dann folgt die Behauptung aus dem Satz von Polski.

Der Grenziibergang n — oo in (2.3) liefert ||Az|| > ¢||z|| fir alle z € H. Also
ist ker A = {0}, und im A ist abgeschlossen (,”* Ubung). Wir wiederholen nun
alle Uberlegungen fiir den Operator A* := B — iC', der ebenfalls von der Gestalt
»positiv definit +i- selbstadjungiert* ist. Also ist auch ker A* = {0}. Nun ist aber
fur jeden Operator R € L(H)

closim R = (ker R*)™*.
Damit ist klar, dass
im A = closim A = (ker A*)* = {0}* = H.

Zusammen mit ker A = {0} zeigt dies die Invertierbarkeit von A. ]

Man beachte, dass in diesem Fall ng = 1 gewéhlt werden kann. Derselbe Beweis
liefert auch die folgende Verallgemeinerung von Satz 2.2: Fiir jede stark gegen
I konvergente Folge (P,) von Orthoprojektoren ist das Verfahren (P,AP,) auf
A= B +1iS (mit B und S wie oben) anwendbar.

Satz 2.3 Fir jeden invertierbaren Operator A € L(H) gibt es eine Orthonor-
malbasis von H, beziiglich derer das Reduktionsverfahren auf A anwendbar ist.

Beweisidee. Fiir jeden invertierbaren Operator gibt es einen positiv-definiten
Operator D und einen unitidren Operator U mit A = DU (Polardarstellung; man
wihlt D := (AA*)'/2). Das Spektrum von U liegt auf der Einheitskreislinie. Wir
zerlegen es in eine Vereinigung abgeschlossener Mengen o1, . . ., 0, so, dass ;M o;
fiir ¢ # j aus hochstens einem Punkt besteht und dass der Durchmesser jeder der
Mengen o; nicht grofler als € ist (diese Zahl wird spéter gewihlt).
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Man kann dann H darstellen als orthogonale Summe von abgeschlossenen
Unterrdumen Hy, ..., H,, die invariant bzgl. U sind (d. h. UH; C H;) und fiir
die das Spektrum von Uy, in oy liegt. In jedem der Rdume H; wihlt man eine
Orthonormalbasis. Die Vereinigung dieser Basen ist eine Orthonormalbasis von
H. Wird € > 0 geeignet gewéhlt, so ist das Reduktionsverfahren bzgl. dieser Basis
auf A anwendbar. Details finden Sie in [Gohberg/Feldman], S. 66 — 67. n

Die Bestimmung einer geeigneten Basis nach Satz 2.3 ist i. Allg. schwierig. Daher
ist dieser Satz fiir praktische Belange wenig niitzlich. Wir werden die Idee der
Basiswahl nicht weiter verfolgen und betrachten die Basis meist als gegeben und
fixiert. Unsere Fragestellung ist also: Gegeben ist ein invertierbarer Operator
A € L(H) und eine Orthonormalbasis von H. Ist das Reduktionsverfahren bzgl.
dieser Basis auf A anwendbar? Wenn nicht: Welchen zusétzlichen Bedingungen
muss A geniigen, damit das Verfahren anwendbar wird?

2.2 Allgemeine Projektionsverfahren

Sei X ein Banachraum und A € L(X). Wir suchen N#herungslosungen der Glei-
chung Au = f in abgeschlossenen Teilrdumen X,, = im P,, wobei die P, Pro-
jektoren mit P, — I sind. Die Ndherungsoperatoren gewinnen wir wie folgt. Sei
(@) eine weitere Folge von Projektoren mit im @Q,, = im P, = X,,. Anstelle von
Au = f betrachten wir die Ndherungsgleichungen

QnAu, = Q,f, n=1,2,3,... (2.5)

deren Losung wir in X,, suchen. Man beachte, dass die Projektoren P, fiir das
Aufstellen der Néherungsoperatoren @, Alimp, = QnAlimg, keine Rolle spielen.
Wir benétigen die P, nur fiir die starke Konvergenz von Q),, AP, . In vielen Anwen-
dungen kann man daher die P, als ,;sehr gut“ wéhlen (z. B. als Orthoprojektoren,
falls X ein Hilbertraum ist), wahrend die @,, ,,schlechter® sein diirfen (sie miissen
z. B. nur auf AX,, erklért sein, um der linken Seite von (2.5) einen Sinn zu geben).
Zunéchst nehmen wir aber an, dass P, — I und @),, — I. Dann ist Q, AP, — A,
d. h. (QnAlim p,) ist ein Ndherungsverfahren fiir A, das durch die Folgen (P,) und
(@) bestimmte Projektionsverfahren. Ist dieses Verfahren auf A anwendbar, so
schreiben wir auch A € TI(P,, Q,).

2.2.1 Fehlerabschitzung und Konvergenzgeschwindigkeit

Satz 2.4 Sei P, — I, Q, — I und A € TI(P,,Q,). Weiter seien v € X und
u, € im P, (letzteres fir hinreichend grofies n) die Losungen von Au = f bzw.
QnAu, = Q. f. Dann gibt es ein von u und f unabhdingiges C' > 0 mit

[ = un|| < Cllu = Pyul.
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Beweis. Von Q,Au,, = @, f subtrahieren wir die Identitit Q,AP,u = Q,AP,u
und erhalten

QnAP, (u, —u) = Q,Au — Q, AP, u = Q,A(u — Pu).
Fiir grofle n sind die Operatoren Q,, AP, auf im P, invertierbar. Also ist
P (tn — u) = (QuAP,) *QnA(u — P,u)

bzw.

Uy —u = (Pou—u) + (QAP,) ' Q,A(u — P,u).

Die Behauptung folgt aus der gleichméfiigen Beschrénktheit der Normen ||Q,||
und [[(QnAP) - =

2.2.2 Kleine Stérungen

Satz 2.5 Seien P, — I, Q, — I und A € II(P,,Q,). Dann gibt es ein C > 0 so,
dass A+ S € II(P,, Q) fir alle S € L(X) mit ||S|| < C. Die Menge I1(P,, Q,)
ist also offen.

Beweis. Nach Polski ist (Q,AP,) stabil und A invertierbar. Nach Satz 1.9 ist
wegen

1@nSERll < [ Pall | Qnl] |IS]]
S———

glm. beschr. <C

fiir hinreichend kleines C' auch das gestorte Verfahren (@, (A + S)P,) stabil, und
nach Lemma 1.10 ist fiir hinreichend kleines C' auch A + S invertierbar. Nach
Polski ist also A + S € TI(P,, @,,), wenn C' hinreichend klein ist. n

2.2.3 Kompakte Stérungen

Satz 2.6 Seien P, — I, Q, — I, P — I* und A € 1I(P,,Q,). Weiter sei
K € L(X) kompakt und A + K invertierbar. Dann ist A+ K € II(P,, Q).

Im Beweis ist es zweckméflig, mit Naherungsoperatoren zu arbeiten, die nicht nur
auf im P,, sondern auf ganz X definiert sind. Wir iiberlegen uns vorab, dass dies
stets moglich ist.

Lemma 2.7 Sei P, — I, und sei (B,) mit B,, € L(im P,) ein Ndherungsverfah-
ren fir B € L(X). Dann ist auch (B, P,+I1—P,) (nun mit B, P,+I—P, € L(X))
ein Ndherungsverfahren fir B, und beide Verfahren sind gleichzeitig anwendbar
oder nicht.

Beweis. Wegen I — P, — 0 ist auch (B, P, + [ — P,) ein Naherungsverfahren fiir
B. Nach Polski miissen wir noch zeigen, dass die Folge (B,) genau dann stabil
ist, wenn die Folge (B, P, + I — P,) stabil ist.
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Sei zunéchst (B,,) stabil. Dann ist B, : im P,, — im P, fiir n > ny invertierbar,
und B;'P, + I — P, ist die Inverse von B, P, + I — P,. Weiter ist

1B, Po+ T = Poll < 1B I Pall + I = Pul| < const,

woraus die Stabilitét der Folge (B, P, + I — P,) folgt. Sei nun umgekehrt (B, P, +
I — P,) eine stabile Folge und C,, die Inverse von B, P, + I — P, fiir n > ng. Wir
multiplizieren die Identitét

Co(BuPp+1—P,) = (ByPy+1—P)Cp=1

von beiden Seiten mit P,, beachten, dass P, mit B, P, + I — P, vertauscht und
dass (I — P,)P, = 0, und erhalten

P.C,P,B,P, = P,B,P,C,P, = P,.
Also ist B, invertierbar und B, = (P,C,,P,)|im p,- Aus
1B = (PaC P i | < I PaCPull < I Pul* |l

folgt die Stabilitéit von (B,,). ]

Beweis von Satz 2.6. Nach Polski ist nur die Stabilitét von (Q,(A + K)P,)
zu zeigen. Dies tun wir, indem wir die Stabilitét von (Q,(A + K)P, +1 — P,)
zeigen. Nach Voraussetzung ist (Q,AP,) und damit (Q,AP, + I — P,) stabil. Es
ist daher

QA+ K)P,+1—-P,=Q,AP,+1—- P, +Q,KP,
= (QuAP, + 1 —P)I + (Q,AP, +1—P,)'Q,KP,). (2.6)

Da (Q,AP, + 1 — P,) ein auf A anwendbares Verfahren ist, gilt
(QuAP, +1—P,) ' = A" stark.
Nach Satz 1.2 ist dann sogar
(QuAP, +1—P,) 'Q,KP, = A"'K in der Norm.
Also ist auch
I+ (QuAP, +1—P,) 'Q,KP, = I+ A 'K.

Da I+ A'K = A7Y(A + K) invertierbar ist, ist nach Folgerung 1.11 die Folge
(I+(Q AP, +I1—-P,) 'Q, K P,) ein anwendbares Verfahren fiir /+A~'K. Da nach
Voraussetzung (Q, AP, + I — P,) ein anwendbares Verfahren fiir A ist, definiert
die rechte Seite von (2.6) ein anwendbares Verfahren fiir A(/ + A7 'K) = A+ K.
Also ist auch die linke Seite von (2.6) ein anwendbares Verfahren fiir A+ K, d. h.
A+ K e ll(P,, Qy). ]

Fiir A = I ist die Bedingung A € II(P,, @),,) automatisch erfiillt. Daher gilt:
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Folgerung 2.8 Seien P,,Q, und K wie in Satz 2.6, und sei I + K invertierbar.
Dann ist I + K € II(P,, Qy,).

Aus der Funktionalanalysis ist bekannt, dass I + K genau dann invertierbar ist,
wenn ker(/ + K) = {0}.

2.3 Anwendung: Reduktionsverfahren

Satz 2.9 Sei H Hilbertraum, B € L(H) positiv definit, C € L(H) selbstadjun-
giert, K € L(H) kompakt, « € C, und der Operator A := o(B + iC) + K sei
invertierbar. Dann ist auf A das Reduktionsverfahren bzgl. einer beliebigen Or-
thonormalbasis von H anwendbar.

Beweis. Kompakte Operatoren auf unendlich-dimensionalen Banachraumen sind
nicht invertierbar. Aus der Invertierbarkeit von a(B+iC') + K folgt daher a # 0.
Weiter wissen wir aus Satz 2.2, dass B+iC' invertierbar ist und B+iC' € II(P,, P,)
(P, ist wieder der Orthoprojektor von H auf span{ey,...,e,}). Wegen a # 0 ist
dann auch a(B +iC) € II(P,, P,). Die Behauptung folgt nun aus Satz 2.6. m

Es ist bemerkenswert, dass auch die Umkehrung von Satz 2.9 gilt:

Satz 2.10 (Markus/Vainikko) Sei H ein Hilbertraum, und fir A € L(H) sei
das Reduktionsverfahren bzgl. einer beliebigen Orthonormalbasis von H anwend-
bar. Dann ist A notwendig von der Form

A=ao(B+iC)+ K (2.7)
mit « € C\ {0}, B>0,C=C* und K € K(H).

Den Beweis fithren wir hier nicht (vgl. [Gohberg/Feldman|, S. 67 — 69). Wir
iiberlegen uns aber eine &dquivalente Beschreibung fiir Operatoren der Gestalt
(2.7), die im Beweis von Satz 2.10 benttigt wird und auch fiir sich von Interesse

1st.

Satz 2.11 Ein Operator A € L(H) ist genau dann von der Gestalt (2.7), wenn
es ein f € C\ {0}, ein S € L(H) mit ||S|| <1 und ein K € K(H) gibt mit

A=pI+5)+ K. (2.8)

Fiir den Beweis benttigen wir einen neuen Begriff und einen Hilfssatz. Sei A €
L(H). Unter dem numerischen Wertebereich von A versteht man die Menge

W(A) :={(Az,z) :x € H, ||z|| = 1}.

Der numerische Wertebereich hat eine Reihe niitzlicher Eigenschaften, von de-
nen wir uns einige in der Ubung ansehen (vgl. auch [Gustafson/Rao: Numerical
Range|, Springer 1997).
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e W(A) ist konvex (Satz von Toeplitz-Hausdorff),

o 24| < SUD|(z =1 |(Az, )| < [|A]] (d. h. der Radius der kleinsten Kreisschei-
be, die W (A) enthélt, definiert eine zu || - || &quivalente Norm),

o fiir A= A" ist supy, - [(Az, z)| = [|4],
e das Spektrum von A liegt in clos W (A).
Lemma 2.12 Fin Operator A € L(H) ist genau dann von der Gestalt
A=a(l+295) (2.9)
mit o« € C\ {0} und ||S|| < 1, wenn 0 ¢ clos W (A).
Beweis. Sei A wie in (2.9). Fiir alle z € H mit ||z|| = 1 ist dann
(Az,x) = a{z,z) + oSz, z) = o + a(Sz, x)

und folglich
[(Az, ) — af <ol [|5]].

W (A) liegt also in einem Kreis um « mit einem Radius, der kleiner als |a/] ist.
Damit ist 0 ¢ clos W (A).

Wir zeigen die umgekehrte Implikation. Mit W (A) ist auch clos W (A) konvex.
Wegen 0 ¢ clos W (A) gibt es eine Gerade, die 0 und clos W (A) trennt. Nach einer
geeigneten Drehung um den Punkt 0 kann man erreichen, dass diese Gerade
senkrecht auf der positiven reellen Achse steht.

Es gibt also ein p € C mit |u| = 1 und ein § > 0 so, dass
0 <d < Re(uAz,z) fiir allex € H mit ||z| = 1. (2.10)

Nun ist fiir jeden Operator D € L(H)
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mit Re D := (D + D*). Aus (2.10) folgt also
0 <0< (Re(pA)z,z) fiirallexz € H mit ||z]| = 1.
Wegen § = 0(x,x) = (61z,x) fir ||| = 1 ist dies gleichbedeutend mit
0 < {(Re(uA) — 6z, z) fiir alle z € H mit |z]| =1
bzw. mit Re (uA) > 61. Sei B := uA und € > 0. Dann ist

(I —eB)(I —eB)*=1—-¢B—¢e¢B*+<*BB*
=1 —¢(2ReB —eBB"). (2.11)

Wegen BB* > 0 und ReB > dI ist der Operator C := 2Re B — ¢eBB* fiir
hinreichend kleines € positiv definit. Es gibt also ein v > 0 mit

(Cx,x) > v|x||* fiir alle x € H.
Fiir hinreichend kleines € und z € H mit ||z|| = 1 ist dann
(I —eC)a,z) = (z,2) — (Cx,2) < ||z]]* —ev|z]* =1 —cv < 1.

Hieraus folgt aber ||[I —eC|| <1 (vgl. die dritte Eigenschaft von W (A)).
Aus der fiir alle T € L(H) giiltigen Identitét ||[T7*|| = ||T'||* folgt mit (2.11)

I —eB|* = |[(I —eB)(I —eB)| = | —<C| < 1.
Mit S :=eB — I wird schliefflich A = i([+ S) mit ||S]| < 1. n
Beweis von Satz 2.11. Sei A = B+ ¢C mit B > 61 > 0 und C' = C"*. Dann ist
(Az,z) = (Bz,z) +i(Cz,z) C{z € C: Rez > §}

fir alle x € H mit ||z = 1. Also liegt W (A) rechts der zur imagindren Achse
parallelen Geraden durch d. Folglich ist 0 ¢ clos W (A), woraus mit Lemma 2.12
die Behauptung folgt.

Ist umgekehrt A = I + 5 mit ||S]| < 1,s0ist A =1+ ReS +¢ImS eine
Zerlegung wie in (2.7). Es sind namlich I + Re S und Im S selbstadjungiert, und
I + Re S ist positiv definit wegen ||Re S| < 1:

Operatoren, die sich in der Form (2.7) bzw. (2.8) darstellen lassen, heiflen stark
elliptisch.
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2.4 Anwendung: Fredholmsche Integralgleichungen zwei-
ter Art

Wir machen nun die Uberlegungen aus Abschnitt 2.2 konkret und betrachten
Gleichungen der Gestalt (I + K)u = f, wobei K der Integraloperator

(Ku)(t) ::/0 k(t,s)u(s)ds, tel0,1]

ist. Fiir k& € C([0,1] x [0,1]) bzw. k € L*([0,1] x [0,1]) wirkt K als kompakter
Operator auf dem Banachraum C[0,1] bzw. L?*[0,1]. Sei X einer dieser Riume,
und die Kernfunktion k erfiille die entsprechende Bedingung. Die Gleichung (I +
K)u = f mit f € X heiit dann eine Fredholmsche Integralgleichung 2. Art.

2.4.1 Galerkinverfahren

Sei H ein unendlich-dimensionaler Hilbertraum, (H,) eine Folge abgeschlossener
Teilrdume von H und P, : H — H, die zugehotrigen Orthoprojektoren, wobei
wir verlangen, dass P, — [ stark. Fiir jedes Element x € H ist P,z € H, das
Element der besten Approximation von x durch Elemente aus H,:

|lx — Puz|| < ||z —y| fiiralley e H,.

Es gilt daher P, — I genau dann, wenn dist (z, H,,) — 0 fiir jedes z € H.
Sei nun K € L(H) kompakt und A := [ + K. Beim Galerkinverfahren ersetzt
man die Gleichung
Au=(I+K)u=f, fe€H,

durch die Folge der Ndherungsgleichungen
P,Au, = P,(I + K)u, = P,f, n=12..., (2.12)
deren Losung u,, in H,, gesucht wird.

Satz 2.13 Die Orthoprojektoren P, sollen stark gegen I konvergieren, und K &
L(H) sei kompakt. Weiter sei ker(I + K) = {0}. Dann ist das Galerkinverfahren
(2.12) zur Losung der Gleichung (I + K)u = f anwendbar, und fir die Losungen
wwvon (I + K)u = f und u, von (2.12) (fir grofies n) gilt

lv = unllg < Cllu = Poulla

mit einer Konstanten C > 0.

Beweis. Bekanntlich ist jeder Punkt in o(K) \ {0} ein Eigenwert von K. Aus
ker(/ + K) = {0} folgt also bereits die Invertierbarkeit von A = I + K. Weiter
ist offensichtlich I € II(P,, P,). Aus Satz 2.6 iiber kompakte Stérungen folgt nun
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sofort I + K € II(P,, P,), und die Fehlerabschitzung folgt aus Satz 2.4. ]
Sei speziell H = L?[0, 1] und

(Ku)(t) = /0 k(t s)u(s)ds, ¢ e [0,1]

mit einer Kernfunktion k& € L?([0,1]x [0, 1]). Dann ist K kompakt, und A = I+ K
ist invertierbar, falls —1 kein Eigenwert von K ist. Geeignete Galerkinverfahren
zur Losung der Gleichung (I + K)u = f erhilt man wie folgt.

Beispiel A: Stickweise konstante Ansatzfunktionen.

Fiir jedes n € N betrachten wir eine Zerlegung 0 = xg, < T1, < ... < Ty, = 1
von [0, 1]. Sei X? die Menge aller Funktionen auf [0, 1], die auf jedem Teilintervall
[Zin, Tis1.,) konstant sind (betrachtet als Funktionen in L?[0, 1]; Funktionswerte
in einzelnen Punkten sind also uninteressant). Weiter sei P, : L*[0,1] — X? der
Orthoprojektor und
hyp »= max |Tip1n — Tinl.
0<i<n

Satz 2.14 (a) Wenn h,, — 0, dann P, — I stark.
(b) Fiir f € CY[0,1] ust

If = Puflls < Shall £ (2.13)

Beispiel B: Stickweise lineare Ansatzfunktionen.

Fiir jede Zerlegung 0 = 1, < Top < ... < Tpp, = 1 von [0,1] sei X} die Menge
der auf [0,1] stetigen Funktionen, deren Einschrinkung auf jedes Teilintervall
[Zin, Tis1,) ein Polynom vom Grad < 1 ist. Weiter sei P, : L?*[0,1] — X der
Orthoprojektor und
hy '= max |Tit1.n — Tinl.
1<i<n

Satz 2.15 (a) Wenn h,, — 0, dann P, — I stark.
(b) Fiir f € C?[0,1] ust

1 2 "
IF = Pudl < o/ 21 (214)

Die Anzahl der x;, ist jeweils so gewahlt, dass dim H,, = n. Die Abschétzungen
(2.13) und (2.14) zeigen, dass eine hohere Glattheit der Ansatzfunktionen und
der rechten Seiten f eine hohere Konvergenzgeschwindigkeit erzwingen (wéhrend
man fiir f € L? nicht mehr als ||f — P, f|2 — 0 sagen kann). Wir werden uns
einige dieser Resultate in der Ubung genauer ansehen.

Zur Aufstellung der (2.12) entsprechenden Gleichungssysteme nehmen wir
an, dass (wie in den Beispielen A und B) dim H,, = n ist. Wir wihlen eine Basis
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Onls -5 Pnn von H,. Bekanntlich sind die Elemente ¢1,,...,pn, € H, genau
dann linear unabhingig, wenn die Gramsche Matrix ((¢in, pjn)); ;—, invertierbar
ist. In diesem Fall ist die Gramsche Matrix positiv definit.

Nun stimmen zwei Elemente f, g € H, genau dann iiberein, wenn

(f, 0in) = (9, Qin) firallez=1,...,n.

Die Gleichungen (2.12) sind also dquivalent zu
(Py Ay, 0in) = (Pof, ©in) firalle:=1,...,n,
wobei wir die Projektoren noch iiberwélzen konnen:

(Atp, ©in) = {f, Pin) firalle:=1,...,n.
Mit dem Ansatz u,, = Z?Zl u(j)gojn erhalten wir hieraus ein lineares Gleichungs-
system zur Bestimmung der u):

n

<A Z u(j)(pjna cpzn> = Z<A<p]n7 @zn)u(]) = <f) Qom> fiir 2 = ]-a N
j=1

j=1

welches wir mit den Abkiirzungen

An = ((Apjn, ‘Pm>)2j:1a En == ((¢jn, @in>>2j:1 K= ((Kpjn, Soin>>2j:1
und .
fTL = (<f7¢1n>7“'7<f7¢nn>)T7 Up = (u(1)77u(n))

schreiben konnen als

Dabei ist £, (als Gramsche Matrix) positiv definit. Im Fall, dass die ¢;, eine
Orthonormalbasis bilden, ist F,, gleich der Einheitsmatrix. Die Berechnung je-
des Eintrags von f,, erfordert eine Integration, wiahrend zur Bestimmung jedes
Eintrags von K, zwei Integrationen erforderlich sind:

<K90jn790in>:/0 /0 k(t,s)gojn(s)dsz(t)dt.

Dieser Aufwand ist fiir praktische Belange oft zu hoch. Weniger aufwéndig sind
die im folgenden Abschnitt betrachteten Kollokationsverfahren.
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2.4.2 Kollokationsverfahren

Wir nehmen hier an, die Kernfunktion & sei stetig auf [0, 1] x [0, 1] und betrachten
die Fredholmsche Integralgleichung (I + K)u = f auf C[0, 1]. Dann ist K wieder
ein kompakter Operator.

Beim Kollokationsverfahren zur Losung der Gleichung

u(t) +/0 k(t,s)u(s)ds = f(t), te€]0,1], (2.15)

gibt man sich fiir jedes n € N einen n-dimensionalen Teilraum X, von C]0, 1]
sowie Stiitzstellen xy,, ..., x,, € [0, 1] vor und versucht, Ndherungslosungen u,, €
X, aus den Gleichungen

un(xm)—l—/olk(a:m,s)un(s) ds = f(m), i=1....om,  (2.16)

zu gewinnen. Zur Losung von (2.16) wihlen wir wieder eine Basis ¢1n, - - -, ©nn
von X,, und suchen u,, in der Form Z?Zl up,,. Eingesetzt in (2.16) ergibt sich

S uPginwin) + > u (Kpja) (win) = flwim), i=1,...,n.
j=1 J=1

Mit den Abkiirzungen
B = (in(win))ijoys Kn = (Kojn)(@in)); ;1 »
foi= (F@m)e o faa)” s = (D, a™)
wird daraus das lineare Gleichungssystem
(B, + Kp)ty, = fn, neN.

Die z;, und ¢;, kénnen oft so gewéhlt werden, dass die Aufstellung der Matrix
E,, einfach ist. Dagegen ist K, im Allgemeinen vollbesetzt, und die Bestimmung
jedes Eintrags von K, erfordert eine Integration:

(K pso)ain) = [ Kl s)in(s)ds.

Die volle Besetztheit der Matrix K, ist eine Besonderheit von Integraloperatoren.
Sie ,,verschmieren® den Triger einer Funktion (w#hrend Differentialoperatoren
lokal wirken).

Wir betrachten zunéchst den Fall £ = 0. Dann wird aus (2.16) ein reines
Interpolationsproblem:
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Gibt es zu jeder Funktion f € C0, 1] eine Funktion u,, € X,,, die in al-
len Punkten x1,, ..., x,, mit f iibereinstimmt, und ist diese eindeutig
bestimmt?

In diese Allgemeinheit ist das Interpolationsproblem sicher nicht 16sbar. Wahlt
man z. B. X, als Menge aller stetigen Funktionen, deren Einschrinkung auf
[1/2,1] ein Polynom vom Grad < n ist und deren Einschrankung auf [0,1/2]
konstant ist, und liegen wenigstens zwei der Stiitzstellen z;, in [0,1/2), so gibt
es offenbar keine Funktion in X,,, die die Funktion f(x) = x interpoliert.

Lemma 2.16 Das Interpolationsproblem ist genau dann l6sbar, wenn es eine
Basis piy, .. ., onn von X, gibt, fir die die Matrix (gojn(xm))zjzl invertierbar ist.
In diesem Fall ist die Losung des Interpolationsproblems eindeutig.

Beweis. Ist ©1,,...,p,, eine Basis von X,,, so kann jedes u, € X,, geschrieben
werden als u,, = Z?Zl up,,. Die Interpolationsforderung w,(z;,) = f(x4,) fiir
1=1,...,n lautet dann

S u (i) = flai), i=1,....n
j=1

Dieses Gleichungssystem hat genau dann fiir jede rechte Seite eine Losung, wenn
die Systemmatrix invertierbar ist. In diesem Fall ist die Losung eindeutig be-
stimmt. -

Ist das Interpolationsproblem losbar, so gibt es fiir jedes 7 = 1,...,n eine Funk-
tion L;, € X,, mit Lj,(z;,) = §;;. Diese Funktionen heiflen Lagrangefunktionen.
Sie bilden eine Basis von X,,, und mit ihnen lédsst sich die Losung des Interpola-
tionsproblems sofort hinschreiben: Fiir f € C[0, 1] ist

Up = Z f(llfjn)Ljn

die eindeutig bestimmte Funktion aus X,,, die mit f in allen Punkten z;, iiber-
einstimmt. Wir bezeichnen diese Funktion mit @, f.

Lemma 2.17 Q, ist ein stetiger Projektor von C|0,1] auf X,, mit

Beweis. Aus der vorausgesetzten Eindeutigkeit der Losung des Interpolations-
problems folgt Q2 = @Q,,. Die Beschréinktheit von @,, und eine Normabschéitzung
von oben bekommt man aus

n

|@nflloc = max

t€[0,1]

< [1£lloe max L(t),

f(@jn) Ljn(t)

j=
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wobei L(t) := >0, [Ljn(t)]-

Fiir die umgekehrte Normabschétzung wihlen wir £ € [0, 1] so, dass L(§) =
|L||s (beachte: L ist stetig und nichtnegativ). Wir setzen y;, := sgn L;,, (). Dann
sind nicht alle y;, gleich 0. Andernfalls wire namlich L;,(£) = 0 fiir alle 4, also
L(§) = 0 und damit L die Nullfunktion. Dann wéren alle L;, identisch 0, was
unmoglich ist.

Sei fy die eindeutig bestimmte Funktion aus X, mit fo(x;,) = v, fir i =
1,...,n. Dann ist f; := min{fo, 1} stetig auf [0,1], und wegen y;,, < 1 ist
fi(zin) = yi fur ¢ = 1,...,n. SchlieBlich sei f := max{f;,—1}. Auch f ist
stetig auf [0, 1], und wegen y;,, > —1 ist immer noch f(z;,) = yi, firi =1,...,n.
Auflerdem ist nach Konstruktion || f||. = 1. (Zunéchst ist || f]|cc < 1 nach Kon-
struktion. Es gibt aber ein y;, vom Betrag 1.) Nun ist also

an = Z f(xjn)Ljn = ZyjnLjn
=1 =1
und damit
(@uf)(E) =D yinLin(€©) =Y |Lin(©)] = L&) = | Lo = [ Lllool £l
=1 j=1

woraus ||@Qn|| > || L]l folgt. n

Wir kommen nun zum Kollokationsverfahren fiir (I + K)u = f zuriick. Wir
nehmen an, dass die Rdume X,, und die Stiitzstellen x;, so gewahlt sind, dass das
Interpolationsproblem fiir jedes f € C]0, 1] eine eindeutige Losung besitzt. Dann
sind die Interpolationsprojektoren (),, wohldefiniert. Nun gilt fiir zwei Funktionen
f,g € C[0,1] genau dann f(x;,) = g(xs,) firi =1,...,n, wenn Q,f = Q,g ist.
Wir kénnen daher die Gleichungen

(up + Kup)(xin) = flxm), 1=1,...,n

auch in der Form
Qnl + K)u, = Qnf (2.17)

schreiben. Das Kollokationsverfahren ist also ein spezielles Projektionsverfah-
ren. Eine direkte Anwendung von Folgerung 2.8 wiirde die starken Konvergenzen
Qn — I und Q; — I* verlangen. Dank der speziellen Struktur der betrachteten
Operatoren kommt man aber mit weniger aus.

Satz 2.18 Die Interpolationsprojektoren Q),, seien korrekt definiert, und es gelte
Qn — I stark auf C[0,1]. Weiter sei K kompakt auf C[0,1], und es sei ker(I +
K) = {0}. Dann ist das Kollokationsverfahren (2.17) zur Lisung der Gleichung
(I + K)u = f anwendbar, und fir die Lisungen u dieser Gleichung und u,, von
(2.17) (mit n hinreichend grofi) gilt: Es gibt ein C' > 0 mit

[t = tnlloc < Cllu = Qnulloc (2.18)
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Beweis. Wir gehen vor wie beim Reduktionsverfahren fiir stark elliptische Ope-
ratoren. Ist u, eine Losung von

Qnun + QnEuy, = Qnf, up € X, =imQy, (219)
so ist u, offenbar auch eine Losung von

Ist umgekehrt u,, eine Losung von (2.20), so liegt u, notwendig in im @, und
ist folglich auch eine Losung von (2.19). Es geniigt daher, die Anwendbarkeit
des Verfahrens (2.20) zu zeigen. Dies ist ein Ndherungsverfahren im Sinne von
Abschnitt 1.4 mit

X=X,=0C[0,1, A=I+K, A,=1+Q,Kund f,=0Q,f.
Die Anwendbarkeit dieses Verfahrens folgt sofort aus der Invertierbarkeit von
I+ K (vgl. den Beweis von Satz 2.13) und aus der Normkonvergenz [ + Q,K =
I+ K (Satz 1.2 aus 1.1 und Lemma 1.10). Die Fehlerabschétzung folgt aus
U— Uy = AT Au— AN = AT Ayu — f)

= A (u+ QuKu— Qnf)

= A (u+ QuEu — Qulu+ Ku)) = A, (u — Quu)
und aus der gleichméifiigen Beschriinktheit der Folge (A 1). ]

Anmerkung. Wir haben keinen Gebrauch davon gemacht, wie die Raume X,
X,, und die Projektoren @, konkret aussehen. Satz 2.18 gilt also fiir beliebige
Projektionsverfahren fiir Gleichungen (I + K)u = f mit kompaktem K. m

Zur Anwendung von Satz 2.18 miissen die Rdume X,, und die Stiitzstellen x;,
so gewahlt werden, dass das Interpolationsproblem eindeutig l6sbar wird und die
@, stark gegen I konvergieren. Wir diskutieren einige spezielle Wahlen.

Beispiel C: Stiickweise lineare Ansatzfunktionen.

Wir wihlen Stiitzstellen 0 = zq, < 29, < ... < x,, = 1, und X,, bestehe
aus allen stetigen Funktionen auf [0, 1], deren Einschrénkung auf jedes Intervall
[Zin, Tit1,) €in Polynom vom Grad < 1 ist. Anschaulich ist sofort klar, dass das
Interpolationsproblem mit diesen Festlegungen stets und eindeutig 16sbar ist. Sei

hy = max |Tip1n — Tinl-
1<i<n
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Satz 2.19 (a) Wenn h, — 0, dann Q,, — I stark auf C[0,1].
(b) Fiir f € C?[0,1] gilt

1Qnf = fllso < Bnllf"ll- (2.21)

Anmerkung 1. Um mit (2.21) arbeiten zu kénnen, muss man wissen, dass die
Losung u von (I + K)u = f zu C?0,1] gehoért. Dies kann man garantieren,
wenn f € C?[0,1] und wenn K den Raum C|0,1] in C?[0,1] abbildet (was fiir
geniigend glatte Kernfunktionen k der Fall ist (Satz iiber Differentiation von
Parameterintegralen)). Wegen u = f — Ku liegt dann jede stetige Losung u von
(I + K)u = f automatisch in C?[0,1]. =

Anmerkung 2. Fiir hohere Konvergenzgeschwindigkeiten muss man eine héhere
Glattheit von f und der Ansatzfunktionen voraussetzen. Haufig benutzt werden
kubische Splines. n

Beispiel D: Algebraische und trigonometrische Polynome als Ansatzfunktionen.

Eine naheliegende Idee ist es, Polynome als Ansatzfunktionen zu wéhlen. Sind
0=20 <z <...<uz, =1 vorgegebene Stiitzstellen, so gibt es fiir jede stetige
Funktion f auf [0, 1] genau ein Polynom p, vom Grad < n mit p,(z;) = f(x;)

fiir i = 1,...,n. Die Bestimmung der Koeffizienten von p,, fithrt ndmlich auf ein
lineares Gleichungssystem, dessen Systemmatrix die Vandermonde-Matrix von
{zo,...,z,} ist. Diese ist wegen x; # z; fiir ¢ # j invertierbar. Also existiert der

Interpolationsprojektor @, von C[0, 1] auf den Raum aller Polynome vom Grad
< n. AuBerdem ist Q,p = p fiir jedes Polynom vom Grad < n. Insbesondere gilt
also

Qnf — f fir alle f aus einer dichten Teilmenge von C0, 1].

Fiir die starke Konvergenz ), — I ist also ausschliellich das Verhalten der Nor-
men ||Q,|| entscheidend. Fiir dieses Verhalten hat man die folgenden erniichtern-
den Resultate, die wir aus verschiedenen Griinden fiir das Intervall [—1, 1] statt
0, 1] formulieren.

Satz 2.20 Auf [—1,1] betrachten wir dquidistante Stitzstellen x;, = —1 + % fiir
1 =0,...,n. Fir den entsprechenden Interpolationsprojektor auf den Raum der
Polynome vom Grad < n gilt dann

1
> —2m
1Qull = 7

Die Normen wachsen also exponentielll Aquidistante Stiitzstellen erweisen sich
bei Polynominterpolation als besonders nachteilig. Aber auch die Verwendung
anderer Stiitzstellen verbessert die Situation nicht wirklich.
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Satz 2.21 (Losinsky/Kharshiladze) Fiir jede Folge von Interpolationsprojek-
toren Q,, von C[—1,1] auf den Raum der Polynome vom Grad < n gibt es ein
von n unabhdingiges C' > 0 mit

|Qn|| > C'lnn.

Starke Konvergenz von Q,, auf C[—1,1] ist also prinzipiell nicht erreichbar! Die
besten Resultate erhdlt man noch, wenn man als Stiitzstellen die Nullstellen

s mJ )
tin = 22 M) D i=01,...n—1 2.22
j Cos <2n + " ) J n (2.22)
der Chebyshev-Polynome wihlt (in diesem Fall sind die Endpunkte 41 des Inter-
valls keine Stiitzstellen!). Die Chebyshev-Polynome 7, werden auf [—1, 1] rekursiv
durch
To=1, T'=1, T,u(t)=2tT,(t) —T,1(t) firn>1

oder auch durch

T, (t) = cos(n arccost)

definiert.

Satz 2.22 (Bernstein) Firi=0,...,n seiz;, := t; 41, wobei die t;, die durch
(2.22) gegebenen Nullstellen sind. Fir die zugehdorigen Interpolationsprojektoren
auf den Raum der Polynome vom Grad <n gilt

|@nll = O(lnn).

Ahnliche Resultate bekommt man bei Verwendung trigonometrischer Polynome

n

Pu(s) = ap + Z(ak cos ks + Pysinks) = Z et

k=1 k=—n

(mit ag, B € R bzw. vy, = 7 damit p, reellwertig wird) als Ansatzfunktionen.
Die ,, Koordinatentransformation® ¢ := cos s ordnet nédmlich jeder stetigen Funk-
tion ¢ — f(t) auf [—1, 1] eine stetige Funktion s — f(coss) auf [0, 7] zu. Diese
Transformation iiberfithrt ¢* in (coss)®, was bekanntlich als trigonometrisches
Polynom geschrieben werden kann.
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3 Das Reduktionsverfahren fiir Toeplitzopera-
toren

Wir betrachten in diesem Abschnitt das Reduktionsverfahren fiir Operatoren auf
I2, deren Matrixdarstellung bzgl. der Standardbasis von [? eine Toeplitzstruk-
tur aufweist, d. h. von der Form (a;_;); jen ist. Die Eintrége der Matrix sind
also konstant entlang jeder zur Hauptdiagonalen parallelen Diagonalen. Warum
interessiert man sich fiir diese Operatoren?

e Sie sind eng verwandt mit anderen (insbesondere Integral-)Operatoren, und
Toeplitzstrukturen entstehen hiufig bei Diskretisierungen (einige Beispiele
folgen im néchsten Abschnitt).

e Sie bilden eine der einfachsten Klassen von Operatoren, die iiber die gut un-
tersuchten Operatorklassen der Funktionalanalysis (I 4+ kompakt, normal,
selbstadjungiert, unitér, . ..) hinausgeht.

e Die analytischen und numerischen Eigenschaften dieser Operatoren sind ei-
ner Untersuchung relativ leicht zugéinglich. Die Untersuchung dieser Opera-
toren hat daher in Operatortheorie (Indexformeln) und in der Numerischen
Analysis oft eine ,,Pionierrolle® gespielt.

3.1 Einige Probleme, die auf Toeplitzstruktur fithren
3.1.1 Singulire Integraloperatoren auf T
Auf der Einheitskreislinie T := {z € C : |z| = 1} betrachten wir die Gleichung
b(t
(Au)(t) := a(t)u(t) + Q / ws) ds=f(t), teT.
m JrSs—1

Der Operator A ist zusammengesetzt aus den Operatoren der Multiplikation mit
den Funktionen a, b € L*(T) und aus dem Operator St der singuléren Integra-
tion auf T,

(Spu)(t) ::i/ us) gs ter.

v s—1t

Dieses Integral existiert selbst fiir gutartige (z. B. Holderstetige) Funktionen u
nur im Sinne des Cauchyschen Hauptwertes. Mit s = ¢, t = €% hat man daher
formal

. 1 y+2m i ) 1 y+2r—e iz
(Stu)(e”) = — Mie”‘ dz = —lim —u(el ) dz.
i J, ew — e TeNO Jyie 1 — eily—2)

Um eine Vorstellung vom Wirken von St zu bekommen, berechnen wir Ste,, fiir
en(t) :=t" mit t € T.
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Satz 3.1 FEs ist Ste, = e, firn >0 und Ste, = —e, firn <0.

Beweis. Fiir n = 0 ist

) 1 y+2m—e 1
wy Lo oy —
(Steo)(e”) - lli% - Fpp=r=—r dz  (Substitution z := x — y)
1 2m—e 1
= —lim —dz
me=0 /. 1—e
1. 2m—e eix/2
R ll_% . cir/2 _ p—ix/2 dz
1 2m—e
= %lli% E (cot(z/2) +i)dx = 1,

da die Funktion z +— cot(z/2) auf (0,27) beziiglich des Mittelpunktes = dieses
Intervalles ungerade ist. Hieraus folgt leicht fiir n > 0, dass

1 " 1 T 1 "
(Spen)(t) = — [ 2—ds=— [ 2 ds+ — ds
m Jrs—1 m Jp s—1 m Jps—t
" 1
= — ds =t"(S t) =t".
m Jys—1 ° (Sveo) 1)
Schlieflich ist fir n > 0
1 - 1 et 1 "
(Sre_,)(t) = — T ds=— [T qs4 — ds
m Jrs—1t m Jyr s—1 m JpSs—1

n—1
— 1/ k—n —k—1 — — —
=t = [ Y s s = -2 =
T Tk:O

da
I S e =
s—1t st sl —t1 st
k=0 k=0
und da
/z”dz: 0 . falls n # —1,
T 2w fallsn = —1.
(wie wir aus der Funktionentheorie wissen). -

Der einfache Satz 3.1 hat eine Reihe bemerkenswerter Konsequenzen, wenn man
beachtet, dass {e, : n € Z} eine Orthonormalbasis des Hilbertraumes L?(T)
bildet. Das Skalarprodukt in L?(T) ist erklért durch

(f,g9) = L 7Tf(ei””)g(e“ﬂ) dz.

2r
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Folgerung 3.2 Der Operator St ldsst sich stetig fortsetzen zu einer Isometrie
von L*(T) auf sich.

Beweis. St ist zuniichst erklirt auf dem linearen Teilraum von L?(T), der aus
allen endlichen Summen Zisz ape, mit a, € C besteht. Auf diesem gilt nach
Satz 3.1
k k -1
St (Z anen) = Zanen — Z n€n (3.1)

n=—~k n=0 n=—k

und folglich [|Stulla = |Jul|2. Auf dem betrachteten Teilraum wirkt St also als
Isometrie. Da dieser Raum dicht in L?*(T) liegt, kann St stetig zu einer Isometrie
auf ganz L*(T) fortgesetzt werden. ]

Wir bezeichnen diese Fortsetzung wieder mit St.

Folgerung 3.3 (a) Es ist S2 = I und Si = St.
(b) Pr:= (I + St) und Qr := (I — Sr) sind komplementire Orthoprojektoren.

Beweis. Die ersten beiden Aussagen folgen aus (3.1) und der Rest durch Nach-
rechnen. -

Der Operator A = al + bSt ldsst sich also schreiben als
aI+bST:a(PT+QT)+b(PT—QT) = (a+b)qu—|—(a—b)qu

Mit ¢ :=a+ b“und d := a — b konnen wir al 4+ bSt daher schreiben als ¢Pr+ dQr,
was fiir viele Uberlegungen zweckméfig ist.

Folgerung 3.4 Seien c,d € C. Dann ist cPr + dQt genau dann invertierbar,
wenn cd # 0. In diesem Fall ist (cPr + dQr)™" = 1Pr+ 2Qr.

C

Wir sehen uns die Matrixdarstellung des Operators c¢Pr + dQt beziiglich der Or-
thonormalbasis (e,,)nez von L*(T) an. Fiir St haben wir diese Matrixdarstellung
in Satz 3.1 bestimmt: es ist die Diagonalmatrix

S’E e —1
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Da [ in die Einheitsmatrix iiberfithrt wird, findet man fiir die Matrixdarstellungen
von Pr und Qr

Pr < ,Qr <

Wir betrachten noch den Operator der Multiplikation mit ¢ € L*°(T). Die Ein-
trage seiner Matrixdarstellung sind

1 /27r ( zx) ikx fijxd
-— cle)e e X
2m Jo

1 2w

:% ;

(cey, ej) =

c(e®)e UMT dy =: ¢ 4.

Offenbar héngt der Eintrag (cey, e;) nur von der Differenz der Argumente ab. Die
Matrixdarstellung von ¢l lautet dementsprechend

Cop C_1|C_9 C_3 C_4

C1 Co C_1 C_9 C_3
cl <

Co C1 Co C_1 C_9

C3 Co C1 Co C_1

Wir erhalten eine reine Toeplitzstruktur. Dem urspriinglichen singulédren Inte-
graloperator cPr 4+ dQr entspricht somit eine Matrix der Gestalt

d1 do d_1 C_9 C_3 C_y4
dg d1 ‘ do C_1 ‘ C_9 C_3
Pr +dQt <
T QT dg dQ ‘ d1 Co ‘ C_1 C_9
dy ds dy | 1 Co -1

Zur naherungsweisen Losung einer singuldren Integralgleichung (cPr+dQr)u = f
kénnte man aus dieser Matrix die markierten endlichen Abschnitte herausschnei-
den und als Naherungsoperatoren wéhlen. Die Aufgabe lautet dann, die Stabilitét
dieses (leicht modifizierten) Reduktionsverfahrens zu studieren.
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3.1.2 Singulire Integraloperatoren auf R, R", [0, 1]

Wir betrachten nun den Operator der singuléren Integration auf der reellen Achse,

(Sru)(t) == 1 /00 uls) ds, teR,

T ) oo

den man wieder als Cauchyschen Hauptwert zu verstehen hat. Das Studium dieses
Operators kann auf das von St zuriickgefithrt werden. Dazu betrachten wir die
Abbildung

A f(iH) fallst e T\ {1}

-1

(B = {0 falls ¢ = 1

die jeder auf R stetigen Funktion f mit kompaktem Tréger eine stetige Funk-
tion auf T zuordnet. Die folgenden Sachverhalte beweist man durch einfaches
Nachrechnen. Man beachte, dass f (z%) = 0 fiir alle ¢ aus einer Umgebung von
1.

Satz 3.5 (a) Fir alle f € C(R) mit kompaktem Trager ist
1
1B flz2r) = meHL?(R)- (3.2)

Der Operator B lisst sich also stetig zu einem Operator auf L*(R) fortsetzen, den
wir wieder mit B bezeichnen. Fiir die Erweiterung gilt (3.2) fiir alle f € L*(R),
und der Operator B : L*(R) — L*(T) ist invertierbar. Seine Inverse ist

(Bg)(s) = 2 19(3+Q, SER.

5—1
(b) Es ist B’lSﬂ-B = —Sk.

Mit Satz 3.5 (b) konnen die Folgerungen 3.2 — 3.4 sofort auf den Operator Sg
iibertragen werden:

e Sy ist eine Isometrie von L?(R) auf sich.
e S2=15:=1.
e Py :=1(I+Sk) und Qr := 1 (I—5Sg) sind komplementére Orthoprojektoren.

e Fiir ¢,d € C ist ¢cPr + dQr genau dann invertierbar, wenn cd # 0. Dann ist
(CPR + dQR)_l = 1PR + éQR

T

Wir betrachten nun singulédre Integrale auf Teilintervallen von R wie

wmww:i/“@®JHMLc%mw:ilww%mme

T Jo s—1 m s—t
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Mit den charakteristischen Funktionen yp und xg+ von [0,1] bzw. R kann
man identifizieren

5[071] mit X[O,l]SIR|L2[O,1] und S+ mit XR+SR|L2(R+)-
Man sieht sofort:

Folgerung 3.6 Sjo1 € L(L?*[0,1]) und Sg+ € L(L*(R")), und beide Operatoren
sind selbstadjungiert.

Durch dieses ,,Herunterprojizieren“ geht aber die Eigenschaft verloren, dass das
Quadrat des Operators gleich I ist. Mehr noch: Sjy ;) und Sg+ sind auf L?[0, 1]
bzw. L?(R™) nicht einmal mehr invertierbar: Thr Spektrum ist jeweils das Intervall
[—1, 1], wéhrend das Spektrum von Sg gleich {—1, 1} ist! Dann ist natiirlich auch
die Losung der singuldren Integralgleichung

au(t) + b(Sppu)(t) = £(1). 1€ [0,1], (3.3)

selbst im Falle konstanter Koeffizienten a,b € C keine triviale Aufgabe mehr.
Wir sehen uns daher ein Naherungsverfahren fiir die Gleichung (3.3) an. Wir
unterteilen [0, 1] dquidistant:

T :=1/n firi=0,...,n,

und bezeichnen mit X,, die Menge aller Funktionen, die auf jedem Intervall
[Zin, Tit1,,) konstant sind. Die Funktionen

Vi falls t € (@i, Tig1 2]
Sﬁin(t) =
0 sonst

bilden eine Orthonormalbasis von X,,. SchlieBlich sei L,, der Orthoprojektor von
L?[0, 1] auf X,, (es ist klar, dass X,, C L?[0, 1] ist). Wir suchen Niherungslésungen
von

(a[ + bS[oJ])U = f, f c LQ[O, 1},
mit Hilfe des Galerkinverfahrens
Ln(aI + bS[Q”)UTL = Lnf, n = 1, 2, 3, ceey (34)

wobei wir die Losung wu, in X,, suchen. Die Gleichungen (3.4) entsprechen den
linearen Gleichungssystemen (al, +bS,,)u, = f, mit der Einheitsmatrix I,, sowie
mit

fo = ((fipon)s - (] ‘Pn—l,n>)T7 Sp = (<S[0,1}<Pjn7 @zn»Z]_:lm

deren Losung 4, wir in C™ suchen.
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Da uns allgemeine Sétze iiber die Anwendbarkeit von Né&herungsverfahren
nicht weiterhelfen, sehen wir uns die Eintrédge der Matrizen .S,, genauer an. Es ist

(i+1)/n (i+1)/n 1 (G+1)/n 1
<5[0,1]¢jm 90m> = \/ﬁ y (5[0,1]¢jn)(t) dt = n/ —

i/n T S s—1

dsdt.

Mit den Substitutionen x :=n(s — j/n), y :=n(t —i/n) bzw. s = (z + j)/n und
t = (y +14)/n wird hieraus

1 1
n 1 1 1

1 1 1 1 1
m/o /0 r—(yti—g) Y /0( 1)y +i—7)dy

Wir sehen, dass die Eintrége (Sp119jn, @in) nicht von n sondern nur von der
Differenz i — j abhéngen. Setzen wir zur Abkiirzung

1
Ch ::/ (Sp.y1)(y + k) dy,
0

so erhalten wir

Co C_1 C_9
Cop C_1
Sl = (C()), SQ = ( ) s Sg = (&1 Chp C_1 usw.,

1 G
G Co

d. h. (S,) ist eine Folge von Toeplitzmatrizen, so wie sie auch beim Redukti-
onsverfahren fiir den Toeplitzoperator (ci,j)fj-zo entstehen wiirde. Das Spline-
Galerkin-Verfahren fiir einen singuléren Integraloperator auf [0, 1] mit konstan-
ten Koeflizienten ist also dquivalent zum Reduktionsverfahren fiir einen speziellen
Toeplitzoperator.

3.1.3 Differenzenverfahren fiir Randwertaufgaben

Wir betrachten die Randwertaufgabe mit Neumann-Randbedingungen
y'(t) = f(t) fiir ¢t € [a,b] mit y'(a) =0, y'(b) = 0.

Wir diskretisieren diese Aufgabe und wéhlen dazu aquidistante Knoten t;, =
a+himiti=0,...,n+1und h = (b —a)/(n+ 1). Die zweiten Ableitungen
approximieren wir an Knoten im Inneren des Intervalls durch

tiin) = 2y(tin) + y(tiz1n)
h? ’

und die ersten Ableitungen in den Randpunkten approximieren wir durch

S (1) ~ y(

oy oY) —ylton) 0y Y(tarin) — y(tan)

36



Auf diese Weise erhalten wir ein Gleichungssystem, dessen Losungen wu;, ¢ =
0,...,n+ 1, man als Ndherungen fiir y(t;,) betrachten kann:

Uj—1 — 2'LLZ + Ujr1 = h2f(tm) flir ¢ = 1, oo,
1 1

E(ul — Uo) = 07 E(un—H — Un) =0
bzw.
—1 1 Uo 0
1 =2 1 (51 f(tln)
1 -2 1 U ton
2| g | I (3.5)
1 -2 1 U, f(tnn)
1 _]_ Up+1 0

Die Systemmatrix in (3.5) ist keine reine Toeplitzmatrix mehr. Sie ist vielmehr
die Summe aus einer reinen Toeplitzmatrix

-2 1
1 -2 1
1 -2 1
1 -2 1
1 —

(n+2)x (n+2)
und der beiden (n 4 2) x (n + 2) Diagonalmatrizen
diag (1,0,0,...,0) wund diag(0,...,0,0,1).

Wir kénnen die Folge der Systemmatrizen von (3.5) also auffassen als ein Reduk-
tionsverfahren fiir den Toeplitzoperator

2 1
1 -2 1 ,
1 -2 1 e L(I"),

welches durch zwei Folgen gestort wird. Die Storungen aus der ersten Folge sind
von der Gestalt
diag (17 0,0,... 70) = Pn+2K|imPn+27

wobei P, : (xg,21,...) — (2o, 21,...,2,-1,0,0,...) ein Orthoprojektor ist und
K :=diag(1,0,0,...) = P, offenbar kompakt ist. Diese Storungen sind also genau
von der in Abschnitt 2.2.3 betrachteten Form und kénnen mit Satz 2.6 untersucht
werden. Die Storungen aus der zweiten Folge sind nicht von dieser Gestalt. Fiir
ihre Behandlung miissen wir uns etwas Neues einfallen lassen.
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3.2 Laurent-, Toeplitz- und Hankeloperatoren
Sei a € L>(T), und fiir jedes k € Z sei ay, der k. Fourierkoeffizient von a:
1 2T

:E |

ay a(e™)e " dx. (3.6)

Wir definieren den durch a erzeugten Laurentoperator L(a) auf [*(Z), den Toep-
litzoperator T(a) auf [*(Z*) und den Hankeloperator H(a) auf (*(Z*) durch ihre
Matrixdarstellung bzgl. der Standardbasen von [*(Z) bzw. [?(ZT) wie folgt:

apg a—1 Qa_9
aq Qo a_q

ap a_1 | aAQ_o2 aA_3
aq Qo a_1 a_9

a9 aq Qo a_q Q9 aq Qo

as a9 aq Qo

a1 G2 ag
Hia)= |2 o ],

as

Laurent- und Toeplitzoperatoren zeigen also die oben diskutierte Toeplitzstruk-
tur, wihrend Hankeloperatoren eine dhnliche Struktur bzgl. der Nebendiagonalen
aufweisen.

Am einfachsten ist die Untersuchung der Laurentoperatoren, da wir aus Ab-
schnitt 3.1.1 wissen, dass diese nichts anderes sind als Matrixdarstellungen von
Multiplikationsoperatoren. Genauer: Jede Funktion a € L>(T) definiert wegen

lafllz < llall [[f]l2 fiir alle f € L*(T) (3.7)

einen linearen beschriinkten Operator auf L?(T), den wir mit a/ bezeichnen. Ist
J : L*(T) — [*(Z) die Isometrie, die dem Basiselement e, : t — " von L*(T)
die Folge (...,0,0,1,0,0,...) € [*(Z) mit der 1 an der n. Stelle zuordnet, so ist
JaJ~' = L(a). Die Eigenschaften von Laurentoperatoren

L(a+0b) = L(a)+ L(b), L(ab) = L(a)L(b), L(a)* = L(a) (3.8)
fiir a,b € L*°(T) sind daher offensichtlich.
Lemma 3.7 Fiir a € L=(T) ist L(a) € L(I1*(Z)), und es gilt

| L(a)llLazzy) = llall|Lizz2ery) = llallzos(r)- (3.9)
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Beweis. Die erste Identitiit folgt aus JaJ ' = L(a) und der Isometrie von J,
und die Ungleichung [|al| < ||a|l haben wir in (3.7) gesehen. Wir zeigen noch,
dass ||al]| > ||a]|s- Dazu erinnern wir an die Definition der Norm in L*°(T). Die
Norm ||al|s von a € L®(T) ist das Infimum iiber alle Zahlen M, fiir die das
Mafl der Menge {z € T : |a(x)| > M} gleich 0 ist. Diese Zahl heifit auch das
wesentliche Supremum von |al.

Sei r := |la]l > 0. Dann hat fiir jedes ¢ > 0 die Menge M, := {z € T :
la(z)| > r — €} ein positives MaB. Sei x. die charakteristische Funktion dieser
Menge (d. h. . ist 1 auf M. und 0 auf T \ M.). Dann ist x. € L*(T) und

Joxelt = [ lo@)Pdoz (r—eP [ do=(- Pl
M. M

Da [|xc||? gleich dem Maf von M. und damit positiv ist, folgt weiter

HCLIH = sup Ha’fH2 > HG’XEHQ > ¢

20 I1fllz = el —

Dies gilt fur alle e > 0. Somit ist ||al|| > r = ||a||» im Falle > 0. Fiir r = 0 gilt
diese Abschéitzung offenbar ebenfalls. [

SchlieBlich ist auch leicht einzusehen, dass ein Laurentoperator L(a) genau dann
invertierbar ist, wenn das wesentliche Infimum von |a|, also das Supremum iiber
alle Zahlen M, fiir die {z € T : |a(x)| < M} das Ma8l 0 hat, positiv ist. Ist a
insbesondere stetig, so fillt das wesentliche Infimum von |a| mit dem Minimum
zusammen. Die Bedingung min |a(t)| > 0 heifit aber nichts anderes, als dass
a(t) # 0 fir alle t € T sein muss. Fiir stetiges a ist also L(a) genau dann
invertierbar, wenn 0 nicht auf der Kurve a(T) liegt. In diesem Fall ist L(a)™! =
L(a™h).

Toeplitz- und Hankeloperatoren lassen sich als ,, Bausteine® fiir Laurentoperatoren
betrachten. Dazu stellen wir uns den [?(Z) vor als orthogonale Summe von [?(Z")
mit [?(Z"), d. h. wir identifizieren

(. o, L9, T_1,T0,T1,Ta, .. ) € ZQ(Z) mit ((Z',l,.]?,Q, .. .), (1'0,5131,1}2, .. ))
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Unter dieser Identifikation geht der Laurentoperator

apg a_1 | a_o a_g

aq ap | A—-1 QA_—2
(05} aq ap a—q

as ao ay ag

iiber in den ,,Blockoperator* auf [*(Z") @ I*(Z")

QAo aq a9 a_1 Q_o2 Q-3
a_q Qo aq a_o9 Q_3

a_9 a_1 Qo . a_s

aq a9 as (on) a_1 a_—9
a9 as aq Qo a_1
as - az a1 Qo

In der unteren Zeile stehen der Toeplitzoperator 7'(a) und der Hankeloperator
H(a). Die Operatoren in der oberen Zeile haben ebenfalls Toeplitz- bzw. Hankel-
struktur. Bezeichnen wir die gemeinsame erzeugende Funktion mit a, so ist diese
durch die Forderung a; = a_j fir k£ € Z bestimmt. Hieraus folgt leicht, dass
a(t) = a(1/t) ist.

Fazit. Unter der Identifizierung [(Z) <+ [*(Z") & [>(Z") entsprechen sich

(a))> | (3.10)

Ein Vergleich der Eintrige liefert:
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Lemma 3.8 Fiir belicbige Funktionen a,b € L>(T) ist

T(ab) = T(a)T(b) + H(a)H(b), H(ab) = T(a)H(b) + H(a)T(D).

Ganz analog erhilt man aus L(a)* = L(a) und

=
=)

S~—

*
7N
=
<)}
=
=}
S~—
~_
*

I

N
=
=}
S~—
*
=
—
&
*
N~

(wr)

[}

o,
oy
&l

Y
=
&l

e

die folgende Aussage.

Lemma 3.9 Fira € L>(T) ist T(a)* = T(a@) und H(a)* = H(a).
Aus (3.10) erhélt man auch sofort die Beschrianktheit der Operatoren 7'(a) und
H(a) sowie die Abschéitzung

max{||T(a)||, [H(a)[|} < [ L(a)]| = [lal]] = [la]/c-

Genauer ist das folgende Resultat.

Satz 3.10 (a) (Brown/Halmos) Fiir a € L>(T) ist |T(a)||La2z+)) = ||a/|c-
(b) (Nehari) Fir a € L>®(T) ist |H(a)||u2(z+)) = distre(m)(a, H®).

Dabei besteht H® aus allen Funktionen aus L>(T), die sich analytisch in das
AuBere des Einheitskreises fortsetzen lassen (wie zum Beispiel f(¢) = t~!). Einen

Beweis dieses Satzes finden Sie in [Bottcher/Silbermann]|, Analysis of Toeplitz
Operators, Theorem 2.7, 2.11. n

Fiir die Invertierbarkeit eines Toeplitzoperators mit L*°-Erzeugerfunktion hat
man kein einfach handhabbares Kriterium. Bemerkenswert ist aber das folgende
Resultat.

Satz 3.11 (Coburn/Simonenko) Sei a € L>®(T) \ {0}. Dann ist ker T'(a) =
{0} oder closim T (a) = I*(Z).

Ein Beweis ist in Bottcher/Silbermann, Theorem 2.38. [

Dagegen hat man fiir stetige Erzeugerfunktionen ein einfaches Invertierbarkeits-
kriterium. Wir benotigen dafiir das folgende topologische Resultat.

Satz 3.12 Sei [ stetig auf T und ohne Nullstellen. Dann gibt es eine eindeutig
bestimmte Zahl n € 7 und eine Funktion ¢ € C(T) mit f(t) = t"e*® firt c T.

Diese Zahl n heiit Windungszahl von f. Sie beschreibt, wie oft sich die Kurve
f(T) um den Nullpunkt windet, wenn man f(T) mit der durch T induzierten
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Orientierung versieht und die Windungen im Gegenuhrzeigersinn zéhlt. Wir be-
zeichnen diese Zahl mit wind f.

Satz 3.13 Seia € C(T). Dann ist T'(a) genau dann invertierbar, wenn a keine
Nullstelle auf T hat und winda = 0 ist.

Ein Beweis steht in Bottcher/Silbermann, Theorem 2.42. m

Wir erinnern noch an folgenden Begriff aus der Funktionalanalysisvorlesung. Ein
Operator A € L(X) heifit ein Fredholmoperator, wenn sein Kern ker A und sein
Kokern coker A := X /im A endlich-dimensionale Réume sind. In diesem Fall heif3t
ind A := dim ker A — dim coker A der Index von A.

Hier sind einige wichtige Eigenschaften von Fredholmoperatoren:

e Die Menge der Fredholmoperatoren ist offen in L(X), und ind ist eine
stetige Funktion auf dieser Menge.

e Ist A Fredholmsch und K kompakt, so ist A+ K Fredholmsch und ind (A+
K) =ind A.

e Sind A und B Fredholmsch, so ist AB Fredholmsch und ind (AB) = ind A+
ind B.

e Ist A Fredholmsch, so auch A*, und es ist ind A* = —ind A.

Satz 3.14 Seia € C(T). Dann ist T(a) genau dann Fredholmsch, wenn a keine
Nullstelle auf T hat. In diesem Fall ist ind T'(a) = —wind a.

Dieses bemerkenswerte Resultat verkniipft analytische GroBen (den Index) mit
topologischen GroBen (der Windungszahl). Es ist die Keimzelle aller spéteren
Indexsétze (Atiyah/Singer).

Abschliefend ein Resultat, das die unterschiedliche Natur der Operatoren T'(a)
und H (a) verdeutlicht.

Satz 3.15 (a) Fiir alle a € L>=(T) und K € K(I*(Z")) gilt
1T (a)l] < [[T(a) + K.
Insbesondere ist T'(a) genau dann kompakt, wenn T'(a) = 0.

(b) Fir alle a € C(T) ist H(a) kompakt.
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Beweis. (a) Seien V;,V_; : I>(Z*) — I?>(Z") die Verschiebungsoperatoren
Vii(xo,z1,...) —= (0,20, 21,...), Vo1:(xo,21,...)— (21,29,...),
und fiir n € N sei V,, := V" und V_,, := V. Wegen ||V, || = ||V_,|| = 1 ist dann
IV-o(T(a) + K)Va] < T(a) + K. (3.11)

Nun ist V_,, T(a)V,, = T'(a), und man rechnet leicht nach, dass V_, — 0 stark
sowie V* = V_,, — 0 stark. Nach Satz 1.2 konvergiert daher V_,, K'V;, in der Norm
gegen 0. Grenziibergang n — oo in (3.11) liefert ||7'(a)|| < ||T(a)+ K||. Die zweite
Behauptung von (a) folgt unmittelbar hieraus.

(b) Ist a(t) = a_,t™" 4 ... + a,t™ ein trigonometrisches Polynom, so ist
a; ... Qp, 0

H(a) = .

0

offenbar ein Operator mit endlich-dimensionalem Bild und somit kompakt. Ist
a € C(T), so kann a in der Supremumsnorm durch eine Folge trigonometri-
scher Polynome p,, approximiert werden (Approximationssatz von Weierstraf).
Aus ||H(a) — H(pn)|| < |la = pnllec — 0, der Kompaktheit von H(p,) und der
Abgeschlossenheit von K (I1?(Z")) folgt die Behauptung. ]

3.3 Das Reduktionsverfahren fiir Toeplitzoperatoren (ste-
tige Erzeuger)

Wir untersuchen das Reduktionsverfahren fiir 7'(a) mit a € C(T) beziiglich der
Standardbasis von [?(Z™). Die entsprechenden Projektoren sind dementsprechend

P, : (zo,x1,29,...) = (To,T1,. .., Tp_1,0,0,...).

Satz 3.16 Sei a € C(T). Das Reduktionsverfahren (P,T(a)P,) ist genau dann
auf T'(a) anwendbar, wenn T'(a) invertierbar ist.

Es gibt zahlreiche Beweise dieses Satzes. Der folgende Beweis fithrt am Ende alles
auf den Satz iiber kompakte Storungen zuriick. Zur Vorbereitung des Beweises
zeigen wir zwei Hilfsaussagen.

Lemma 3.17 (Kozak, mathematische Folklore) Sei X ein linearer Raum,
P ein Projektor auf X, Q := 1 — P, und A ein invertierbarer linearer Operator
auf X. Dann ist der Operator PAP : im P — im P genau dann invertierbar,
wenn der Operator QA™Q : im Q — im Q invertierbar ist. In diesem Fall gilt

(PAP)™'P = PAT'P — PAT'Q(QAT'Q)'QA'P. (3.12)
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Der Beweis erfolgt durch Nachrechnen der Kozak’schen Formel (3.12) und ist
Ubungsaufgabe.

Lemma 3.18 Sei a € L>¥(T), und T(a) sei invertierbar auf I>(Z%). Dann ist
das Reduktionsverfahren (P,T(a)~'P,) auf den inversen Toeplitzoperator T'(a)™!
anwendbar.

Beweis. Sei ), := I — P,. Aus der Kozakschen Formel (3.12) folgt, dass der
Operator P,T(a)"'P, genau dann auf im P, invertierbar ist, wenn Q,T(a)Q,
auf im @), invertierbar ist. AuBerdem liefert (3.12) die Normabschitzung

H(PnT(a)_an)_anH
< |[|PuT(a) Poll + | PaT(a)Qu| (QnT(0)Qn) ™' Qull QT (@) Pol-

Die gleichméBige Beschriinktheit der Normen ||(Q,T(a)Q,) '@, || impliziert also
die gleichméBige Beschrinktheit der Normen ||(P,T(a)"'P,)" . Da auch die
umgekehrte Implikation gilt, folgt:

(P, T(a)™'P,) ist stabil < (Q.T(a)Q,) ist stabil .

Die Stabilitat der Folge (Q,T(a)Q,) fir invertierbare Toeplitzoperatoren T'(a)
ist aber offensichtlich, da T'(a) und Q,7(a)Qxlimq, exakt die gleiche Matrixdar-
stellung besitzen:

apg a—1 Q_29 0 0 0
ap Qap Q-1 0 ap a_1
T(a) = | 1 T(a)Q1 = 0 =

Beweis von Satz 3.16. Mit dem Satz von Polski folgt aus der Anwendbarkeit des
Reduktionsverfahrens (P,T'(a)P,) die Invertierbarkeit von T'(a). Sei umgekehrt
T(a) invertierbar. Nach Satz 3.13 ist dann 0 ¢ a(T) und winda = 0. Also ist a™*
wohldefiniert und liegt wieder in C'(T), und es ist winda™! = 0. Aus Lemma 3.8
folgt

I=T(aa™) =T(a)T(a ") + H(a)H(a™1).
Satz 3.13 zeigt weiter, dass auch T'(a™!) invertierbar ist. Also ist
T(a )™ =T(a) + H(a)H(a )T (")

bzw.
P, T(a)P, = P,T(a"")"'P, — P,H(a)H(a=)T(a )" P,.

Der Operator H(a)H(ZL\_T)T(cfl)*1 ist kompakt nach Satz 3.15 (b), und die Folge
(P, T(a"')"'P,) ist stabil nach Lemma 3.18. Der Satz iiber kompakte Stérungen
liefert die Stabilitiat von (P,T'(a)P,) und somit die Anwendbarkeit des Redukti-
onsverfahrens auf 7'(a). ]
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3.4 Kompakte Storungen des Reduktionsverfahrens fiir
Toeplitzoperatoren

Wir beginnen mit Storungen von einer Gestalt, wie wir sie oben fiir allgemeine
Projektionsverfahren betrachtet haben.

Satz 3.19 Seia € C(T) und K € L(I*(Z")) kompakt. Das Reduktionsverfahren
(Po(T(a) + K)P,) ist genau dann anwendbar, wenn T'(a) + K invertierbar ist.

Beweis. Aus der Anwendbarkeit des Verfahrens folgt die Invertierbarkeit von
T(a) + K. Sei umgekehrt T'(a) + K invertierbar. Dann ist 7'(a) ein Fredholmope-
rator vom Index 0. Es ist also

dim ker T'(a) = dim coker T'(a) = dim({*(Z") /im T'(a)). (3.13)

Nach dem Satz von Coburn/Simonenko ist aber eine der Zahlen dimker 7'(a)
und dim(I*(Z")/imT'(a)) gleich Null. Nach (3.13) ist dann auch die andere die-
ser Zahlen gleich Null, d. h. T'(a) ist invertierbar. Mit Satz 3.16 folgt dann die
Anwendbarkeit des Reduktionsverfahrens fiir 7'(a). Da K kompakt und 7'(a) + K
invertierbar ist, folgt die Behauptung schliellich aus dem Satz iiber kompakte
Stérungen. [

Im Abschnitt 3.1.3 (iiber Differenzenverfahren) erhielten wir eine Folge von n x n-
Matrizen

-1 1
1 -2 1
1 -2
An: )
—2 1
1 -2 1
1 —1

welche man als Summe der Toeplitzmatrix P, T (a)P, mit a(t) = ¢! — 2+ ¢ und
der Stérungen

diag (1,0,0,...,0),x, und diag(0,...,0,0,1),xn

darstellen kann. Die erste dieser Storungen lésst sich schreiben als P, K P, mit
K =diag(1,0,0,...). Der Operator K ist kompakt, und die Folge (P, K P, ) kann
mit dem Satz iiber kompakte Storungen behandelt werden. Zur Modellierung der
zweiten Storung betrachten wir die Operatoren

R, 1X(Z%) = X(Z"), (zo,71,72,...) = (Tp_1,Tn_s,...,70,0,0,...).

Offenbar ist im R,, = im P,,, R,,P, = P, R, und R? = P,. Wir konnen die zweite
Storung damit schreiben als R, K R,, mit K wie oben. Es ist also

A, = P,T(a)P, + P,KP, + R,KR,,.
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Die Frage nach der Stabilitdt dieser Folge wird durch folgenden allgemeineren
Satz geklart.

Satz 3.20 Sei a € C(T), und K,L € L(I*(ZT)) seien kompakte Operatoren.
Dann ist (P,T(a)P, + P,KP, + R,LR,) ein Niherungsverfahren fir T'(a) + K.
Dieses ist genau dann anwendbar, wenn die Operatoren T'(a) + K und T'(a) + L
invertierbar sind.

Man beachte: Die Folge (P, T(a)P, + P,KP, + R,LR,,) liefert zwar ein N&he-
rungsverfahren fiir 7'(a) + K, die Invertierbarkeit dieses Operators ist aber nicht
ausreichend fiir die Stabilitét dieser Folge. Hierfiir benttigt man die Invertierbar-
keit eines weiteren Operators, T'(a) + L. Dies ist plausibel, da T'(a) + K keine
Informationen iiber L enthilt, dieser Operator das Stabilitdtsverhalten aber of-
fenbar beeinflusst.

Fiir den Beweis von Satz 3.20 benétigen wir zwei Lemmas, die wir uns in der
Ubung ansehen.

Lemma 3.21 Fir a € L>(T) ist R, T(a)R, = P,T(a)P,.
Lemma 3.22 Fir K € K(I*(Z")) konvergiert R, KR,, stark gegen 0.
Beweis von Satz 3.20. Aus Lemma 3.22 folgt

P, T(a)P, + P,KP,+ R,LR,, — T(a) + K stark.

Daher ist (P,T(a)P, + P,KP, + R,LR,) ein Naherungsverfahren fiir 7'(a) + K.

Nehmen wir zunéchst an, dass dieses Verfahren anwendbar ist. Dann ist nach
Polski der Operator T'(a) + K invertierbar und die Folge (P,T(a)P, + P, K P, +
R, LR,) stabil. Dann ist aber auch die Folge

(R,(P,T(a)P, + P,KP,+ R,LR,)R,) = (P, T(a)P, + R,KR, + P,LP,)
stabil. Diese Folge konvergiert stark gegen T'(a) + L, und die adjungierte Folge
(P, T(a)P,+ R,KR, + P,LP,)" = (P,T(a)"P, + R.,K*R,, + P,L*P,)

konvergiert ebenfalls stark (gegen T'(@)* + L*). Aus der 2. Ubung wissen wir, dass
dann T'(a) + L invertierbar ist.

Seien nun umgekehrt 7'(a) + K und 7'(a) + L invertierbar. Nach Satz 3.19 ist
dann (P,T'(a)P, + P,KP,) eine stabile Folge. Dann ist auch

(R.(P,T(a)P, + P,KP,)R,) = (P, T(a)P, + R,KR,)

eine stabile Folge. Wie im ersten Teil dieses Beweises folgt, dass T'(a) invertierbar
und (P,T(a)P,+ R, K R,,) ein anwendbares Verfahren fiir diesen Operator ist. Da
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T'(a) + L nach Voraussetzung invertierbar ist, ist nach dem Satz tiber kompakte
Storungen (P, T(a) P,+ R, K R,+ P, LP,) ein anwendbares Verfahren fiir 7'(a)+L.
Insbesondere ist diese Folge stabil, was die Stabilitdt der Folge

(R (P,T(a)P, + RyK Ry + PoLP,)R,) = (P,T(a)P, + P,KP, + R,LR,)

impliziert. Mit Polski ist nun klar, dass (P,7(a)P, + P,KP, + R,LR,) ein an-
wendbares Verfahren fur 7'(a) + K ist. m

Was bedeutet dies fiir die Folge (A,,) aus dem Differenzenverfahren fiir die Rand-
wertaufgabe aus 3.1.37 Fiir die Anwendbarkeit dieses Verfahrens benétigen wir
die Invertierbarkeit von T'(a)+ K mit a(t) = t~' 42+t und K kompakt. Wire die-
ser Operator invertierbar, so wére T'(a) ein Fredholmoperator. Wegen a(—1) =0
und Satz 3.14 ist dies unmoglich. Also ist dieses Verfahren nicht anwendbar.

In dieser konkreten Situation kann man natiirlich auch leicht direkt einsehen, dass
das System (3.5) i. Allg. nicht 16sbar ist. Die Summe aller Zeilen der Systemma-
trix ist ndmlich 0. Notwendig fiir die Losbarkeit von (3.5) ist daher, dass auch
Sy f(tin) = 0 ist. Das widerspiegelt die Tatsache, dass die Randwertaufgabe

J(H) = £(t), y(a) =y'(6) =0

nur losbar ist, wenn fab f(t)dt = 0 ist (man integriere einfach y” = f iiber [a, b]).

3.5 Ein Spline-Galerkinverfahren fiir singulire Integral-
gleichungen auf [0, 1]
Wir wenden uns der Anwendbarkeit des in Abschnitt 3.1.2 besprochenen Galer-

kinverfahrens

Ln((lf + bS[Q”)Un = Lnf, n = 1, 2, ce (314)

auf die singuldre Integralgleichung (al + bSp1)u = f mit konstanten Koeffizien-
ten a und b zu. Hier ist L,, der Orthoprojektor von L?[0,1] auf den Raum der
bzgl. der Unterteilung von [0, 1] in n gleichlange Intervalle stiickweise konstan-
ten Funktionen. Wir wissen bereits, wie die Matrixdarstellung des Operators aus
(3.14) bzgl. der aus den Funktionen

ounlt) = {S/H falls ¢ € [i/n, (i +1)/n]

sonst

mit ¢ =0,...,n — 1 bestehenden Basis von Im L,, aussieht:

n—1 n— n—1
(((CLI + bS[O,l])QOjTM gpi">)i,j:0 = a(5ij)i,j:10 +b (<S[071}@j”7 win))@j:o
= a(0;)7 720 + blcimj)i 2o

= P,T(a + bc)P,.
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Hier ist ¢ € L*°(T) eine Funktion, deren k. Fourierkoeffizient ¢, gleich

/0 (S 1)y + k) dy

ist. Das Spline-Galerkinverfahren fiir al + bS|o ;) ist also genau dann anwendbar,
wenn das Reduktionsverfahren (P, (a+bc)P,) fiir den Toeplitzoperator T'(a+bc)
anwendbar ist. Um letzteres zu untersuchen, miissen wir mehr iiber die Funktion
¢ wissen. Fiir diese Funktion ist kein geschlossener Ausdruck bekannt. Man kann
aber mittels Fouriertransformation F' die folgende Reihenentwicklung ableiten

2 sm 7ry Z sgn(m +1/2)

cle
(y +m)?

, ye(0,1).

meEZ

(Man benétigt dabei beispielsweise, dass Sg = F~!sgn F. Details finden Sie in
Hagen/R./Silbermann, Abschnitt 2.1.2.) Schreibt man diese Funktion als

) .92 )
, sin“(m sin“m(y — 1 sin” ym sen(m +1/2
() = - wg(?JQy) * 7r2(y(g 1)2) B 7T2y Z g(?i + m)2/ )
meZ\{0,—1}
so erkennt man, dass

lim c¢(e?™) = —1, limc(e*™) = 1.
y\0 y /1

In allen Punkten e?™ mit y € (0, 1) ist dagegen c stetig und monoton wachsend.

Halten wir fest: Die Funktion c ist auf T nicht stetig! Sie ist vielmehr stiickweise
stetig mit 1 als einziger Unstetigkeitsstelle. Dort springt ¢ von 1 auf —1. Unsere
bisherigen Resultate sind somit nicht anwendbar. Mehr noch: die Beweise sind
nicht {ibertragbar! Hauptproblem ist, dass fiir stiickweise stetige Funktionen ¢ der
Hankeloperator H (c) nicht mehr kompakt sein muss, so dass Satz iiber kompakte
Storungen nicht mehr hilft. Um hier weiterzukommen, benotigen wir stédrkere
Hilfsmittel. Das werden sogenannte lokale Prinzipien sein, die in der Sprache von
Banach- und C*-Algebren formuliert werden. Mit diesen beschéftigen wir uns in
den folgenden Abschnitten.

48



4 Banach- und C*-Algebren

4.1 Grundbegriffe

Wir betrachten hier ausschliellich Vektorrdume iiber dem Kérper C der komple-
xen Zahlen. Ein komplexer Vektorraum A mit einer bilinearen Abbildung

AxA— A, (a,b)— ab (4.1)
heifit eine Algebra, wenn
(ab)c = a(bc) fir alle a, b, ¢ € A.

Wir nennen die Abbildung (4.1) Multiplikation und ab das Produkt von a und b.
Eine Teilmenge einer Algebra A heif3t eine Unteralgebra von A, wenn sie beziiglich
der in A erklarten Operationen ebenfalls eine Algebra ist. Eine Algebra A heift
kommutativ, wenn ab = ba fiir alle a, b € A.

Eine Algebra heifit unital (oder eine Algebra mit Einselement), wenn es ein
Element e € A gibt mit ae = ea = a fiir alle a € A. Wenn es ein solches Element
gibt, so ist es eindeutig bestimmt und heifit das Finselement von A. Wir werden
meist verlangen, dass e # 0.

Eine Algebra A heifit normiert, wenn auf dem unterliegenden Vektorraum
eine Norm gegeben ist, die submultiplikativ in folgendem Sinn ist:

|ad]| < ||a|| ||b]] fur alle a, b € A.
Ist A beziiglich dieser Norm vollstandig, so heifit A eine Banachalgebra.

Lemma 4.1 In einer normierten Algebra ist die Multiplikation stetig.
Beweis. Aus a, — a und b, — b folgt
lanbn — abl| = [lanbn — abn + aby — ab]| < [lan — all {|ba ][ + [[a]l {|bn — b

Da die Folge der ||b,|| beschrankt ist, folgt die Behauptung. ]

Eine Algebra A heifit Algebra mit Involution, wenn sie mit einer Abbildung a —
a* versehen ist, so dass fiir alle a, b € A und alle A\, p € C gilt:

° (CL*)* = a,
o (Ma+ pb)* = \a* + fb*,
e (ab)* =b*a*.
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In einer involutiven Algebra gilt 0* = 0; in einer involutiven Algebra mit Eins e
gilt e* =e.
Eine Banachalgebra 4 mit Involution heifit eine Banach-x-Algebra, wenn

|a*]| = ||a|]| fir alle a € A. (4.2)
Gilt in einer Banachalgebra mit Involution sogar
llaa*|| = ||a||®* fiir alle a € A, (4.3)
so heiBt A eine C*-Algebra. Das C*-Axiom (4.3) impliziert (4.2).

Beispiel 4.2 Ist X ein normierter linearer Raum iiber C, so ist die Menge L(X)
der linearen beschréankten Operatoren auf X eine normierte Algebra bzgl. der
iiblichen Operationen und der durch die Norm auf X induzierten Operatornorm.
Das Einselement von L(X) ist die identische Abbildung /. Ist X ein Banachraum,
so ist L(X) eine Banachalgebra.

Im Falle X = H eines Hilbertraums ist auf L(H) eine Involution A — A*
durch

(Az, y)y = (z, A'y) furallez, y € H

definiert, die L(H) zu einer Banach-x-Algebra macht. Wir zeigen, dass L(H)
sogar eine C*-Algebra ist. Fiir beliebiges A € L(H) gilt:

14|

sup{(Azx, Az) :x € H,||z| =1}
= sup{(z, A*Az) :x € H,||z]| = 1}
< sup{||A*Az| : x € H,||z|| = 1}
= [AA].

Die umgekehrte Ungleichung ||A*A|| < [|A*|| |All = [JA]|* gilt offenbar ebenso.
Aus ||A]| = ||A*|| folgt somit das C*-Axiom.

Ist X ein Banachraum, so ist mit L(X) auch jede abgeschlossene Unteralgebra
von L(X) eine Banachalgebra. Ist H ein Hilbertraum, so ist mit L(H) auch
jede abgeschlossene und symmetrische Unteralgebra A von L(H) eine C*-Algebra
(symmetrisch heifit: b € A = b* € A). Ein zentraler Satz von Gelfand-Naimark-
Segal besagt, dass auch die Umkehrung dieser Aussage richtig ist:

Jede C*-Algebra ist im wesentlichen von dieser Gestalt.

Insbesondere bildet die Menge K (X) der kompakten Operatoren auf einem Ba-
nach- bzw. Hilbertraum X eine Banach- bzw. C*-Algebra. Falls X unendlich-
dimensional ist, besitzt K(X) kein Einselement. ]

Beispiel 4.3 Zur Erinnerung: ein topologischer Raum X heifit kompakt, wenn
sich aus jeder Uberdeckung von X durch offene Mengen eine endliche Uber-
deckung auswéhlen lasst, und X heiflt lokal-kompakt, wenn jeder Punkt von X
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eine offene Umgebung besitzt, deren AbschlieSung kompakt ist. Schlieflich heifit
X Hausdorffsch (oder ein Ty-Raum), wenn es zu je zwei verschiedenen Punkten
z, y € X offene Umgebungen U,, U, von x bzw. y mit U, N U, = ( gibt.

Sei nun X ein kompakter Hausdorff-Raum. Dann ist jede stetige komplexwer-
tige Funktion f auf X beschriankt, und die Funktion = + |f(z)| nimmt ihr Su-
premum auf X an. Die Menge C'(X) aller stetigen komplexwertigen Funktionen,
versehen mit punktweisen Operationen, der Supremumsnorm (Maximumsnorm)
und der Involution

(@)= f(z), zeX, (4.4)
bildet eine kommutative C*-Algebra mit Einselement x +— 1.

Ist X ein lokal-kompakter Hausdorff-Raum, so bildet die Menge Cy(X) der
komplexwertigen stetigen Funktionen auf X, die im Unendlichen verschwinden,
beziiglich punktweiser Operationen, der Involution (4.4) und der Supremumsnorm
ebenfalls eine C*-Algebra. Diese besitzt kein Einselement, falls X nicht kompakt
ist. (Man sagt, dass eine Funktion f : X — C im Unendlichen verschwindet,
wenn es zu jedem € > 0 eine kompakte Menge K C X so gibt, dass |f(z)| < ¢
fir allex € X \ K.)

Wir werden spéter sehen, dass jede kommutative C*-Algebra von der Gestalt
Co(X) mit einem lokal-kompakten Hausdorff Raum X und jede kommutative C*-
Algebra mit Einselement von der Gestalt C'(X) mit einem kompakten Hausdorff-
Raum X ist. n

Seien A und B Algebren. Eine lineare Abbildung W : A — B heiit Homomor-
phismus, wenn

W(ab) = W(a)W(b) fiir alle a, b € A.

Haben A und B Einselemente e 4 bzw. eg, so heifit ein Homomorphismus W : A —
B unital, wenn W(ey4) = eg. Sind A und B involutiv, so heiit ein Homomorphis-
mus W : A — B symmetrisch oder *-Homomorphismus, wenn W (a*) = W(a)*
fiir alle a € A. Bijektive Homomorphismen heiflen Isomorphismen. Isomorphie
ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Algebren.

Im Falle normierter Algebren interessiert man sich besonders fiir stetige Ho-
momorphismen, d.h. fiir solche mit

W (a)|| < C|la|| firalleac A

mit einer gewissen Konstanten C. Gibt es einen stetigen Isomorphismus einer

Banachalgebra A auf eine Banachalgebra B, so nennen wir A und B topologisch

isomorph und schreiben A = B. Nach dem Satz von Banach ist die Inverse

eines stetigen Isomorphismus wieder ein stetiger Isomorphismus. Topologische

Isomorphie ist also eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Banachalgebren.
Ein linearer Teilraum J einer Algebra A heifit ein Linksideal, wenn

aj e J firalleac A, j€J.
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Analog erkldrt man Rechtsideale. Ein Teilraum, der sowohl Links- als auch Recht-
sideal ist, heifit Ideal. Die Algebra A selbst sowie der Nullraum {0} sind stets
Ideale von A. Diese heiflen die trivialen Ideale. Besitzt A nur die trivialen Ideale,
so heifit A einfach. Beispielsweise ist die Algebra C™*" der n x n-Matrizen mit
komplexen Eintrdagen einfach.

Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen Idealen und den Kernen

ker W :={aec A: W(a) =0}
von Homomorphismen.

Lemma 4.4 Der Kern jedes Homomorphismus ist ein Ideal, und jedes Ideal ist
Kern eines gewissen Homomorphismus.

Beweis. Aus der linearen Algebra wissen wir, dass der Kern jeder linearen Ab-
bildung ein linearer Raum ist. Ist nun W : A — B ein Homomorphismus und
sind a € A, j € ker W, so ist

W(aj) = W(a)W(j) = 0 =W(G)W(a) = W(ja),

d.h. aj und ja liegen in ker W, und ker W ist ein Ideal.

Fiir die zweite Aussage betrachten wir den (linearen) Faktorraum A/J fiir
ein Ideal J von A. Dieser lineare Raum kann zu einer Algebra (der sogenannten
Faktor- oder Quotientenalgebra von A nach J) gemacht werden beziiglich der
Multiplikation

(a+J)-(b+J):=ab+ J.

Man rechnet leicht nach, dass diese Definition korrekt ist, dass die Abbildung
W:A— AT, a—~a+J

ein Homomorphismus von A auf A/J ist (der sog. kanonische Homomorphis-
mus), und dass ker W = 7. =

Ist A eine Banachalgebra und J ein abgeschlossenes Ideal von A, so wird in der
Faktoralgebra A/ J durch

la+ T := inf {lla+j|:5 €T}

eine Norm definiert, welche A/J zu einer Banachalgebra macht. Offensichtlich
gilt [la+ J|| < ||a|| fir alle a € A. Also ist der kanonische Homomorphismus von
A auf A/J stetig, und seine Norm ist nicht groBer als 1. Mit diesen Aussagen
erhélt man sofort:

Lemma 4.5 Der Kern eines stetigen Homomorphismus ist abgeschlossenes Ide-
al, und jedes abgeschlossene Ideal ist der Kern eines stetigen Homomorphismus.
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Fiir C*-Algebren A und abgeschlossene Ideale J von A entsteht die Frage, ob
man A/J wieder zu einer C*-Algebra machen kann. Diese werden wir erst spéter
beantworten.

Beispiel 4.6 Fiir jeden Banachraum X ist die Menge K(X) der linearen kom-
pakten Operatoren auf X ein abgeschlossenes Ideal von L(X). Falls X unendlich-
dimensional ist, ist dieses Ideal nicht trivial. Im Falle eines separablen unendlich-
dimensionalen Hilbertraums H (wie etwa [*(N)) kann man sogar zeigen, dass
K(H) das einzige nichttriviale abgeschlossene Ideal von L(H) ist (wéhrend es
sehr viele nichtabgeschlossene Ideale gibt wie z.B. das Ideal der Hilbert-Schmidt-
Operatoren oder das der Operatoren mit endlichdimensionalem Bild). Fiir jeden
unendlich-dimensionalen Banachraum X heifit L(X)/K (X) die Calkinalgebra von
X. n

Beispiel 4.7 Sei X ein kompakter Hausdorff-Raum. Unser Ziel ist es, alle abge-
schlossenen Ideale von C'(X) zu beschreiben. Man {iberlegt sich sofort, dass fiir
jede abgeschlossene Teilmenge K von X die Menge

{feC(X): flx =0}

ein abgeschlossenes Ideal von C(X) bildet. Bemerkenswerterweise gilt auch die
Umkehrung:

Theorem 4.8 Sei X ein kompakter Hausdorff-Raum und J ein abgeschlossenes
Ideal von C(X). Dann gibt es eine abgeschlossene Menge K C X, so dass

T =1{feCX): flx =0} (4.5)

Wir haben also eine Bijektion zwischen den abgeschlossenen Teilmengen von X
und den abgeschlossenen Idealen von C'(X).

Beweis. Wir zeigen, dass die Menge K := (., fEV(0) den Bedingungen des
Satzes geniigt. Als Durchschnitt abgeschlossener Mengen ist K wieder abgeschlos-
sen, und die Inklusion J C {f € C(X) : flx = 0} ist offensichtlich. Fiir den
Beweis der umgekehrten Inklusion sei f € C'(X) eine Funktion, die auf K ver-
schwindet. Wir miissen zeigen, dass f € J.

Sei € > 0. Dann gibt es eine offene Umgebung Ui von K so, dass |f(x)| < e
fiir alle z € Ug. Weiter wihlen wir fiir jeden Punkt € X \ K eine Funktion
gz € J mit g,(x) = 1. Diese Funktion kénnen wir als reellwertig und nicht-
negativ annehmen (andernfalls ersetzen wir sie durch die Funktion ¢,g;). Sei
U, :={y € X : g.(y) > 1/2}. Die offenen Mengen U,, x € X \ K, iberdecken zu-
sammen mit der offenen Menge Ux den Kompakt X . Es gibt folglich eine endliche
Uberdeckung durch solche Mengen, etwa

X =UxgUU, U---UU,,.
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Sei 1 = fx + fi + -+ fn eine Zerlegung der Eins bzgl. dieser Uberdeckung, d.h.
fx und alle f; sind nichtnegative stetige Funktionen mit supp fx C Uk sowie
supp f; C U,, fiir alle i. Auf der AbschlieBung U,, von U,, ist g,, > 1/2. Die
Einschriinkung von g,, auf U,, ist also invertierbar, und die inverse Funktion ist
wieder stetig auf U,,. Nach einem Satz von Uryson kann (g,,|;—)~" zu einer auf
ganz X stetigen Funktion h; fortgesetzt werden. Mit dieser gilt Z

(punktweise nachrechnen!). Wegen ¢,, € J folgt f; € J fiir alle i. Nun ist wegen
f=r-1=ffxk+ffi+-+[f Klar, dass

If = Ffi= = [fallo = 1f Frlloe < I flukllee <e
Die Funktion f kann also beliebig genau durch Funktionen aus J approximiert
werden. Da J abgeschlossen ist, folgt f € J und damit die Behauptung. [

4.2 Invertierbarkeit in Banachalgebren

Sei A eine Algebra mit Einselement e. Ein Element a € A heifit invertierbar,
wenn es ein Element b € A gibt, so dass ab = ba = e. Das Element b ist dann
eindeutig bestimmt und heifit das Inverse zu a und wird mit a~! bezeichnet. Fiir

a € A heifit
o(a) :=={\ € C: a— Ae ist nicht invertierbar}

das Spektrum und o(a) := C\ o(a) die Resolventenmenge von a. Bevor wir einige
Resultate der Spektraltheorie wiederholen, sehen wir uns einige Beispiele an.

Beispiel 4.9 Sei X ein kompakter Hausdorff-Raum und a € C(X). Ist a in C(X)
invertierbar, so gibt es eine Funktion b € C'(X), so dass ab das Einselement ist,
d.h.

a(z)b(z) =1 firallez € X. (4.6)

Dann ist insbesondere a(x) # 0 fiir alle x € X. Ist umgekehrt diese Bedingung
erfiillt, so ist b(x) := a(z)~! eine stetige Funktion auf X, fiir die (4.6) gilt. Damit
ist eine Funktion a € C(X) genau dann in C(X) invertierbar, wenn sie keine
Nullstellen in X besitzt. Hieraus folgt sofort, dass

o(a) =a(X) :={a(x) e C:z € X}.

Beispiel 4.10 Sei X ein Banachraum und A € L(X). Invertierbarkeit von A in
L(X) heift: es gibt einen Operator B, so dass

AB=1 und BA=1I. (4.7)

Die erste Identitét in (4.7) zeigt, dass im A = X und die zweite, dass ker A = {0}
ist. Also ist A eine Bijektion. Umgekehrt wissen wir aus dem Satz von Banach,
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dass es fiir jede Bijektion A € L(X) einen Operator B € L(X) gibt, so dass (4.7)
gilt. Invertierbarkeit von A in L(X) bedeutet also gerade, dass im A = X und
ker A = {0}.

Beispiel 4.11 Sei X ein Banachraum und
m: L(X)— L(X)/K(X), A= A+ K(X)

der kanonische Homomorphismus von L(X) auf die Calkinalgebra. Wir iberlegen,
was Invertierbarkeit von m(A) in L(X)/K(X) fiir einen Operator A bedeutet.

Theorem 4.12 Sei X ein Banachraum und A € L(X). Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(a) w(A) ist in L(X)/K(X) invertierbar.
(b) A ist ein Fredholmoperator.

Fiir den Beweis benotigen wir zwei Hilfsaussagen.

Lemma 4.13 Sei X ein Banachraum und A € L(X). Weiter sei K kompakt auf
X und C > 0. Ist

x| < C(||Az|| + [|Kz||) fir allex € X,
so hat A einen endlichdimensionalen Kern und ein abgeschlossenes Bild.

Lemma 4.14 Sei X ein Banachraum und M ein linearer (nicht notwendig ab-
geschlossener) Teilraum von X. Ist dim M < oo oder dim(X/M) < oo, so ist M
abgeschlossen und besitzt ein direktes Komplement.

Beweis von Satz 4.12. (a) = (b): Invertierbarkeit von 7(A) in L(X)/K(X)
heifit: Es gibt Operatoren B € L(X) und K7, Ks € K(X) so dass

BA=1+K,, AB=1+K,. (4.8)
Aus der ersten Bedingung in (4.8) folgt fiir jedes z € X
2] = (BA = Ky)z|| < || B|| || Az|| + [ Ky

Nach Lemma 4.13 besitzt A einen endlichdimensionalen Kern und ein abgeschlos-
senes Bild. Aus der zweiten Bedingung in (4.8) folgt B*A* = I+ K. Da KJ wieder
kompakt ist, folgt wie vorher, dass dim ker A* < co. Nun ist

closimA = {zx € X : f(z) =0 fiir alle f € ker A"} (4.9)

fiir jeden Operator A € L(X). In unserem Fall ist die linke Seite von (4.9) gleich
im A, und die rechte Seite ist ein Raum von endlicher Kodimension. Also ist
dim(X/im A) endlich.
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(b) = (a): Ist A ein Fredholmoperator, so gibt es nach Lemma 4.14 abgeschlossene
Teilrdume X5, X5 von X, so dass

X =X;+kerA und X = Xo+im A = X,+im A.

Die Einschrankung von A auf X; ist eine Bijektion von X; auf im A. Da im A
nach Lemma 4.14 abgeschlossen ist, gibt es einen Operator B € L(im A, X;) mit
BA|x, = I|x, und AB = iy a. Wir setzen B durch 0 zu einem Operator C' fort,
der auf ganz X definiert ist. Mit diesem Operator rechnet man leicht nach:

e | — CA ist der Projektor von X auf ker A parallel zu X7, und
e [ — AC ist der Projektor von X auf X, parallel zu im A.

Da ker A und X5 endlich-dimensional sind, sind beide Projektoren von endlichem
Rang und insbesondere kompakt. n

Nach diesen Beispielen kommen wir zuriick zur Spektraltheorie in Banachalge-
bren. Die meisten der folgenden Resultate sind fiir A = L(X) aus der Funktio-
nalanalysis bekannt ist und kénnen in unserem allgemeineren Kontext wie frither
bewiesen werden.

Theorem 4.15 (Neumann-Reihe) Sei A Banachalgebra mit Einselement e
und a € A ein Element mit ||a|| < 1. Dann ist e — a invertierbar, die Inver-
se wird durch die Neumann-Reihe (e —a)™t =Y 7 a™ dargestellt, und es gilt

lal]

Ie —a)~*l < :
1 — lal]

sowie |[(e—a)' —¢| <

1 —lal]

Theorem 4.16 Sei A eine Banachalgebra mit Eins e. Dann ist die Menge GA
der invertierbaren Elemente von A offen, und GA ist eine topologische Gruppe,
d.h. Multiplikation und Inversion sind stetige Abbildungen.

Theorem 4.17 Sei A eine Banachalgebra mit Fins und a € A. Dann ist o(a)
eine kompakte (d.h. abgeschlossene und beschrinkte) und nichtleere Teilmenge
von C.

Die kleinste Zahl » > 0 mit der Eigenschaft, dass o(a) im Kreis {z € C: |z| < r}
liegt, heifit Spektralradius von a. Wir bezeichnen den Spektralradius mit r(a).

Theorem 4.18 Sei A eine Banachalgebra mit Eins e und a € A. Dann ist

r(a) = lim {/[|a™|. (4.10)

n—oo
(Die Existenz des Grenzwertes ist Teil der Behauptung.)
Die Beziehung (4.10) ist bemerkenswert, da sie rein algebraische Grofien (Spek-

tralradien) mit metrischen Groflen (Normen der Elemente a™) verkniipft.
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Theorem 4.19 (Gelfand/Mazur) Sei A eine Banachalgebra mit Eins e, in
der jedes von 0 verschiedene Element invertierbar ist. Dann ist A = C.

Beweis. Sei a € A. Nach Satz 4.17 ist o(a) # . Sei A € o(a). Da a — Ae nicht
invertierbar ist, muss a — Ae = 0 bzw. a = \e sein. [

Theorem 4.20 Sei A eine Banachalgebra und W : A — C ein Homomorphis-
mus. Dann ist W stetig und ||[W|| < 1. Hat A ein Finselement e und ist W # 0,
so ist W(e) =1 und |W| = 1.

Beweis. Angenommen, W ist unbeschrinkt oder es ist ||V > 1. Dann gibt es
ein a € A mit ||a]| <1 und W(a) = 1. Die Reihe b := 3> | a™ konvergiert, und
fiir b gilt @ + ab = b. Wenden wir hierauf den Homomorphismus W an, so folgt

W(b) =W(a)+ W(a)W(b) =1+ W(b),

ein Widerspruch. Also ist [|[IW]| < 1.

Hat A ein Einselement e und ist W # 0, so ist W(e) # 0 (aus W(e) = 0
wiirde namlich W(a) = W(ea) = W(e)W (a) fir alle a € A, d.h. W = 0 folgen).
Aus W(e)? = W(e) folgt W(e) = 1. Wegen |le|| = 1 folgt [|[W]| > 1. =

4.3 Inverse Abgeschlossenheit

Sei A eine Banachalgebra mit Eins e und B eine abgeschlossene Unteralgebra von
A, welche e enthélt. Offenbar gilt dann

o4(b) Cog(b) firallebe B. (4.11)

Das folgende Beispiel zeigt, dass diese Spektren in der Regel nicht {ibereinstim-
men.

Beispiel 4.21 Fiir n € Z sei x,, die durch y,,(t) := t" definierte stetige Funktion
auf der Einheitskreislinie T. Offenbar ist die Menge

N
P = {Zanxn:NeN, anEC}

n=0

eine symmetrische Unteralgebra von C(T). Die AbschlieBung A von P in C(T) ist
die sog. Diskalgebra. (Es ist an dieser Stelle nicht offensichtlich, dass A # C(T).
Dies wird aber im Verlaufe dieses Beispiels gezeigt.) Im weiteren benétigen wir

Lemma 4.22 Ist YN a,x, € P und w € C mit |w| < 1, so gilt

N 1 (& 1
,?0 AW o ; (ngo an X ) (6 ) —1 — we—it ( )

57



Beweis. Das ist ein Spezialfall der Cauchyschen Integralformel. Ein direkter Be-
weis verlduft so: Die Reihe

0o
1 ,
_ —zt —ikt
= (v Z whe
k=0

konvergiert absolut und daher gleichméfig bzgl. ¢ € [0, 27]. Wir kénnen somit
auf der rechten Seite von (4.12) Summation und Integration vertauschen:

1 27 N ' 00 ' 1 N 0o o
o A O oTR I SIS EES oS il MR
T 0 0 7Tn:0 — 0

Nun ist fo% Rt dt = 2 fiir k = n und = 0 fiir k # n. Hieraus folgt sofort die
Behauptung. [

Fiir w € C mit |w| < 1 definieren wir

N N
F,:P—C, Zaan — Zanw"
n=0 n=0

Diese Abbildung ist ein Homomorphismus. Aus Lemma 4.22 folgt, dass F,, stetig

ist:
N N 1 g (X 1
Fw nXn = n "= = nXn it ——dt
(Zx>| o] = L (;ax>(€)l_w6_n
N 27
1 1
< _— n n —dt-
- 27 ;}a X /0 |1 — we=%|

(Man beachte, dass die Stetigkeit von F,, nicht aus Satz 4.20 folgt, da P keine
vollsténdige Algebra ist.) Wegen der Stetigkeit konnen wir F,, zu einem stetigen
Homomorphismus auf ganz A fortsetzen. Diesen bezeichnen wir wieder mit F,,,.
Offenbar ist F, unital.

Wir betrachten die Funktion y;, welche sowohl in C(T) als auch in A liegt.
Betrachtet als Element von C(T) ist offenbar

0'0(']1‘)()(1) =T. (413)
Dagegen werden wir uns iiberlegen, dass
oalx1) =D mitD:={z€C:|z| <1}. (4.14)

Wegen [|x1]|so = 1 ist zunichst klar, dass o4 (x1) € D. AuBerdem folgt aus (4.11)
und (4.13), dass T C oa(x1). Ist schlieSlich w € D, so ist Fi,(x1) = w, und aus
oc(w) = {w} folgt w € o(x1). Damit ist auch D C o4 (x1). Dies zeigt, dass das
A-Spektrum von y; wesentlich grofier als das C(T)-Spektrum dieser Funktion
ist. Es zeigt aber auch, dass das A-Spektrum ”durch Ausfiillen der Locher im
C(T)-Spektrum” entsteht. ]
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Die am Ende des vorigen Beispiels gemachte Beobachtung ist kein Zufall, sondern
gilt allgemein, wie wir mit Hilfe des folgenden Resultats von Shilov zeigen werden.

Theorem 4.23 Sei A eine Banachalgebra mit Eins e und B eine abgeschlossene
Unteralgebra von A mit e € B. Fiir jedes Element b € B ist dann

9(a5(b)) € d(aa(b)),
wobei OM fiir den Rand der Menge M in C steht.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass
Jd(op(b)) Cox(b) furallebe B.
Wegen o 4(b) C op(b) ist dann namlich
O(op(b)) € oa(b) =int o4(b) Ud(oa(b)) C int op(b) U d(oa(b)),

und da d(op(b)) Nint og(b) = 0, muss I(op(b)) C I(oA(b)) gelten.
Sei also \* € 0(op(b)). Dann gibt es eine Folge (\,) C op(b) mit A, — A*.
Angenommen, fiir ein n € N wére

1

—_— _1 —_—

Dann wire wegen

1

[An = A= [[(b=Ae) = (b= Ane)l| < To———7
1(b = Ane) |

das Element b— A\*e invertierbar in B (Neumann-Reihe), was offenbar Unsinn ist.
Also ist ||(b — A\pe)7H| > [A* — A\, | 7! fiir alle n und damit insbesondere

lim ||(b— Ase) 7! = oo. (4.15)

n—oo

Wire nun \* € 0 4(b), so wire wegen Satz 4.16 ||(b — Ae) || beschrinkt fiir alle
A aus einer Umgebung von \*, was (4.15) widerspricht. [

Topologische Uberlegungen liefern hieraus

Theorem 4.24 Sei A eine Banachalgebra mit Fins e, B eine abgeschlossene
Unteralgebra von A mit e € B, und sei b € B. Dann ist og(b) die Vereinigung
aus o 4(b) mit einer gewissen Anzahl beschrinkter zusammenhdngender (offener)
Komponenten von C\ c.4(b).
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Hat beispielsweise o 4(b) folgende Form:

so kann og(b) nur so aussehen:

Folgerung 4.25 Seien A, B, b wie in Satz 4.23. Besitzt oz(b) keine (bzgl. C)
mneren Punkte, so ist

O'A(b) = O'B(b).

Besitzt namlich o5(b) keine inneren Punkte, so ist es nicht durch Vereinigung von
o4(b) mit offenen Mengen entstanden, f&llt also mit o.4(b) zusammen. [

Folgerung 4.26 Seien A, B, b wie in Satz 4.23. Falls C\ o 4(b) zusammenhdn-
gend ist, so ist g 4(b) = op(b).

Die Voraussetzung in dieser Folgerung ist beispielsweise erfiillt, wenn A = L(H)
und b ein kompakter Operator auf H ist.
Eine Unteralgebra B einer unitalen Algebra A heiflt invers abgeschlossen in
A, falls
op(b) = o4(b) fiir alle b € B.

So ist die Diskalgebra A nicht invers abgeschlossen in C(T).

Wir kommen noch einmal auf das Problem zuriick, wie sich das Spektrum
og(a) eines Elementes a € B in Abhingigkeit von der Unteralgebra B C A
verhilt. Klar ist: je "kleiner” B ist, desto grofler wird op(a) werden, wobei sich
wegen Satz 4.24 0 4(a) und og(a) nur um beschrinkte zusammenhéngende Kom-
ponenten von C\ o 4(a) unterscheiden. Was passiert, wenn man B minimal wahlt?

Sei A eine Banachalgebra mit Eins e und a € A. Die kleinste Algebra, die a
und e enthilt, besteht offenbar aus allen Polynomen p(a), wobei man fir p(t) :=
ap + agt + - - -+ apt” setzt pla) = ape + aja + - - - + aa

Die kleinste abgeschlossene Unteralgebra A(a) von A, welche a und e enthélt,
ist dann

A(a) := clos {p(a) : p Polynom}.
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Offenbar ist A(a) stets kommutativ. Allgemein heifit eine Banachalgebra A mit
Einselement e einfach erzeugt (singly generated), wenn es ein Element a in A
gibt, so dass A = A(a). Insbesondere ist also A(a) einfach erzeugt.

Theorem 4.27 Sei A eine Banachalgebra mit Eins e und a € A. Dann ist
C\ 04(a)(a) zusammenhdngend.

0 () (a) entsteht also aus o4(a) durch Hinzunahme aller beschrankter zusam-
menhéngender Komponenten von C\ o 4(a) (d.h. durch ” Ausfiillen aller Locher in
o4(a)”). Sehen wir uns in diesem Lichte noch einmal die Diskalgebra A an. Diese
ist einfach erzeugt durch die Funktion y;. Also ist C\ o4 (1) zusammenhéngend.
AuBerdem wissen wir, dass oc(m(x1) = x1(T) = T. Nach Satz 4.24 ist daher
oa(x1) gleich T oder gleich D. Da C\ o (1) zusammenhingend sein muss, bleibt
nur o (1) = D.

Beweis von Satz 4.27. Angenommen, die offene Menge C\ 0.4(4)(a) besitzt eine
nichtleere beschriankte zusammenhéngende Komponente G. Sei zy € G, und sei
Ay(a) die kleinste (nicht notwendig abgeschlossene) Unteralgebra von A(a), wel-
che e und a enthélt. Weiter sei p ein Polynom. Dieses kénnen wir als holomorphe
Funktion auf ganz C auffassen. Dann gilt

max {|p(2)| : z € 0G} (Maximumprinzip)

max {[p(z)] : 2 € a@(a)}  (da dG C 04w (a))

max{|A| : A € 040 (p(a))} (Aufg: 3(b), 2. Ubung)
r(p(a)) < p(a)]-

Sei nun b € Ap(a). Dann gibt es ein Polynom p so, dass b = p(a). Dieses ist nicht
unbedingt eindeutig bestimmt. Gibt es aber zwei Polynome p;, ps mit b = p;(a) =

po(a), so ist wegen der Abschétzung |p(zo)| < ||p(a)|| auch pi(z) = pa(z0). Wir
konnen daher eine Abbildung

Wy : Ag(a) - C, b+ p(z

|p(z0)|

IA A

0)
definieren, wobei p irgendein Polynom mit p(a) = b ist. Offenbar ist W, ein
Homomorphismus. Wegen ||[Wy(b)|| = [p(z0)] < ||p(a)|| = [|b]| ist dieser stetig
und kann daher zu einem stetigen Homomorphismus W : A(a) — C fortgesetzt
werden. Fiir diesen gilt

W(a) = Wy(a) = p(z0) = 20 mit p(z) = z.

Dann ist aber zy € 0.4(,)(a); ein Widerspruch. m

4.4 Maximale Ideale und Radikal

Ein linkes, rechtes oder zweiseitiges Ideal J einer Algebra A heifit echt, wenn
es nicht mit ganz A iibereinstimmt. Ein echtes linkes, rechtes oder zweiseitiges
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Ideal J einer Algebra A heifit mazimal, wenn es kein echtes linkes, rechtes bzw.
zweiseitiges Ideal in A gibt, welches streng grofer ist als J.

Theorem 4.28 (Krull’s Lemma) Jedes echte linke (rechte, zweiseitige) Ideal
J einer Algebra A mit Finselement ist enthalten in einem maximalen linken
(rechten, zweiseitigen) Ideal von A.

Beweis. Sei J ein echtes Linksideal von A. Mit A bezeichnen wir die Menge aller
echten Linksideale von A, welche J enthalten. Diese Menge ist bzgl. C partiell
geordnet, das heifit:

e ACB, BCC = ACC(,
e ACA,
e ACB,BCA = A=B,

und es ist A # () (da J € A). Weiter sei A’ C A eine linear geordnete Teilmenge,
das heif3t:

e A BeN = AC Boder BCA.

Dann ist J' := (Jgep K wieder ein Linksideal von A, welches J enthélt, und J”
ist ein echtes Ideal von A, da e nicht in J’ liegt. Also ist J' € A.

Nach dem Zornschen Lemma enthélt A ein maximales Element [J.x (d.h.
Jmax enthélt jedes mit Jyax vergleichbare Ideal). Jp,ax ist offenbar ein maximales
Linksideal von A, welches J enthélt. m

Sei A eine Algebra mit Eins. Unter dem Radikal von A (Bezeichnung: Rad .A)
versteht man den Durchschnitt aller maximalen Linksideale von A. Die Algebra
A heiBt halbeinfach, wenn Rad A = {0}.

Offenbar ist Rad A wieder ein Linkideal von A. Der folgende Satz liefert dqui-
valente Beschreibungen von Rad A und zeigt, warum Rad A z.B. im Zusammen-
hang mit Invertierbarkeitsproblemen von Interesse ist.

Theorem 4.29 Sei A eine Algebra mit Eins e. Dann sind die folgenden Aussa-
gen dquivalent fir ein Element r € A:

(a) r € Rad A;

(b) e — ar ist von links invertierbar fiir jedes a € A;

(¢) e — arb ist invertierbar fir alle a, b € A;

(d) e — rb ist von rechts invertierbar fiir jedes b € A;

(e) 7 liegt im Durchschnitt der maximalen Rechtsideale von A.

Beweis. (a) = (b): Sei » € Rad . A. Angenommen, es gibt ein a € A so, dass
e — ar nicht von links invertierbar ist. Dann ist A(e — ar) ein echtes (da e nicht
enthalten ist) Linksideal von A. Nach dem Lemma von Krull ist A(e — ar) in
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einem maximalen Linksideal J von A enthalten. Wegen e € A ist insbesondere
e—ar € J. Auflerdem ist ar € J, da r € Rad A. Folglich muss auch e € 7 sein,
woraus J = A folgt; ein Widerspruch.

(b) = (a): Sei e — ar von links invertierbar fiir alle a € A. Angenommen, r ¢
Rad A. Dann gibt es ein maximales Linksideal 7 von A, welches r nicht enthalt.
Die Menge L :={j+ar:j€ J, a € A} ist dann ein Linksideal von A, welches
J echt enthélt (dar € £\ J). Da J maximal ist, muss £ = A sein. Es gibt also
Elemente j € J, a € A so, dass j + ar = e. Hieraus folgt, dass j = e — ar von
links invertierbar ist. Dies widerspricht der Tatsache, dass j im echten Linksideal
J liegt.

(b) = (c): Sei r € Rad A und a € A. Dann ist e — ar von links invertierbar. Wir
zeigen zuerst, dass dieses Element auch von rechts invertierbar ist. Sei e + b eine
Linksinverse von e — ar:

(e+b)(e—ar)=e bzw. b=ar+bar. (4.16)

Da r € Rad A und Rad A ein Linksideal ist, ist auch b € Rad A. Insbesondere ist
e+ b= e — (—e)bvon links invertierbar, wihrend aus (4.16) die Invertierbarkeit
von e + b von rechts folgt. Also ist e 4 b (zweiseitig) invertierbar. Wieder wegen
(4.16) folgt die zweiseitige Invertierbarkeit von e — ar. Nunmehr ist klar, dass fir
beliebige a, b € A das Element e — bar invertierbar ist. Aus Aufgabe 2 der 2.
Ubung folgt die Invertierbarkeit von e — arb.

Die Implikation (¢) = (b) ist offensichtlich. Die restlichen Implikationen folgen
auf Grund der Links-Rechts-Symmetrie von (¢) wie zuvor. [

Folgerung 4.30 Das Radikal einer Algebra mit Fins ist ein Ideal dieser Algebra.

Nach diesen rein algebraischen Resultaten gehen wir iiber zur Betrachtung ma-
ximaler Ideale in Banachalgebren.

Theorem 4.31 Sei A eine Banachalgebra mit Fins e, und sei [J ein echtes linkes
(rechtes, zweiseitiges) Ideal von A. Dann ist die Abschlieffung von J ebenfalls ein
echtes linkes (rechtes, zweiseitiges) Ideal von A.

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir Linksideale. Sei also J ein echtes Links-
ideal von A. Dann ist offenbar clos J ebenfalls ein Linksideal von A, und wir
miissen zeigen, dass clos J ein echtes Ideal ist. Dazu betrachten wir die Menge
B :={e—k:|k|| < 1}. Diese ist offen und enthélt nur invertierbare Elemente
(Neumann-Reihe). Keines der Elemente von B kann also in J liegen, d.h. B liegt
im Komplement von 7. Da B offen ist, liegt B auch im Komplement von clos J.
Insbesondere ist clos J # A. n

Folgerung 4.32 Mazimale linke (rechte, zweiseitige) Ideale unitaler Banachal-
gebren sind abgeschlossen.
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Folgerung 4.33 (a) Das Radikal einer Algebra mit Eins ist ein zweiseitiges Ideal
dieser Algebra.

(b) Das Radikal einer Banachalgebra mit Eins ist ein abgeschlossenes Ideal dieser

Algebra.

Folgerung 4.34 Sei A eine Banachalgebra mit Eins und r € Rad A. Dann ist
o(r) = {0}.

4.5 Die wunderbare Welt der C*-Algebren

Die in diesem Abschnitt zitierten Resultate zeigen, dass das Arbeiten mit und
in C*-Algebren wesentlich einfacher als in Banachalgebren ist. Aus Zeitgriinden
konnen wir diese Resultate hier nicht beweisen, sonden verweisen auf die reich-
haltige Literatur (Pedersen, Murphy, Davidson,...) und auf das Skript zur Vorle-
sung “Banach- und C*-Algebren”. Einige einfache Resultate sehen wir uns in der
Ubung an.

Theorem 4.35 Seien A, B C*-Algebren und W : A — B ein (nicht notwendig
stetiger) *-Homomorphismus. Dann gilt:

(a) W ist stetig und sogar kontraktiv: ||W(a)|| < ||la|| fir alle a € A.

(b) Ist W injektiv, so ist W eine Isometrie: |W (a)|| = ||a|| fir alle a € A.

(c) Jedes abgeschlossene Ideal von A ist symmetrisch.

(d) Ist J ein abgeschlossenes Ideal von A, so definiert (a + J)* := a* + J eine
Involution auf A/ T, die A/ T zu einer C*-Algebra macht.

Theorem 4.36 (Isomorphiesitze) (a) Seien A und B C*-Algebren und W :
A — B ein *-Homomorphismus. Dann ist im W abgeschlossen und folglich eine
C*-Unteralgebra von B, und es gibt einen natiirlichen *-Isomorphismus

A/ ker W = im W,

ndmlich a +ker W — W(a).

(b) Sei A C*-Algebra, J ein abgeschlossenes Ideal von A und K ein abgeschlos-
senes Ideal von J. Dann ist IC ein abgeschlossenes Ideal von A, und es gilt

(A/R) (T /K) = Al T

(c) Sei A eine C*-Algebra, B eine C*-Unteralgebra von A und J ein abgeschlosse-
nes Ideal von A. Dann ist B+ J abgeschlossen und folglich eine C*-Unteralgebra
von A, und es gilt

(B+J)/T=B/(BNJ).

Theorem 4.37 Sei A eine C*-Algebra mit Eins e.

(a) A ist halbeinfach.
(b) Jede C*-Unteralgebra B mit e € B ist invers abgeschlossen in A.
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Dies ist einer der Satze, die das Arbeiten mit C*-Algebren so angenehm machen.
Will man die Invertierbarkeit eines Elementes a € A untersuchen, so geniigt es,
diese Invertierbarkeit in irgendeiner C*-Unteralgebra von A, die e und a (und
damit auch a*) enthélt, zu untersuchen, z.B. in der kleinsten abgeschlossenen
Unteralgebra von A, welche e, a und a* enthélt.

Ein Element a einer unitalen Algebra mit Involution heif3t

e normal, wenn aa™ = a*a.

e selbstadjungiert, wenn a* = a,
e isometrisch, wenn a*a = e,

e unitdr, wenn a*a = aa* = e.

Theorem 4.38 Sei A eine C*-Algebra mit Eins. Dann gilt:

(a) Ist a € A normal, so ist r(a) = |al|.

(b) ist a € A isometrisch, so ist r(a) = 1.

(c) ist a € A unitdr, so ist o(a) C T.

(d) ist a € A selbstadjungiert, so ist o(a) C R.

Eine bemerkenswerte Konsequenz von Aussage (a) ist: In C*-Algebren bestimmt
die “Algebra” (Spektralradius) die Norm (zunéchst der selbstadjungierten und
dann {iber das C*-Axiom aller Elemente)! Es kann auf C*-Algebren insbesondere
nur eine C*-Norm geben!
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5 Lokale Prinzipien

Ziel dieses Abschnittes ist die Beschreibung des lokalen Prinzips von Allan/Dou-
glas. Es kann betrachtet werden als nichtkommutative Verallgemeinerung der
klassischen Gelfandtheorie fiir kommutative Banachalgebrae. Wir beginnen da-
her mit dem kommutativen Fall. Insbesondere werden wir zeigen, dass jede kom-
mutative C*-Algebra mit Eins zu einer Algebra der Gestalt C'(Y) mit einem
kompakten Hausdorff-Raum X *-isomorph ist.

5.1 Gelfandtheorie fiir kommutative Banachalgebren

Wir machen uns zunéchst klar, dass man sich jeden Banachraum als einen Raum
von stetigen Funktionen auf einem Hausdorffschen Kompakt vorstellen kann. Sei
X Banachraum und X’ sein dualer Raum. Jedem Element x € X ordnen wir
auf natiirliche Weise eine Funktion z auf der Einheitskugel B(X') := {f € X' :

[f]l <1} zu:
7:B(X') > C, frs f(2) (5.1)

Aus dem Satz von Hahn-Banach folgt fiir jedes x € X die Existenz eines Funk-
tionals f € B(X’) mit f(x) = ||z||. Aus dieser Tatsache und aus |f(z)| < ||z||
folgt

[Zll0 == sup {|f(2)| : f € B(X)} = ||| (5.2)
Wir versehen B(X') mit der schwéchsten Topologie, bzgl. derer alle Funktio-
nen (5.1) mit z € X stetig sind. Dies ist die sogenannte *-schwache Topologie.
Nach einem Satz von Banach/Alaoglu ist B(X’) beziiglich dieser Topologie ein
kompakter Hausdorff-Raum. Wegen (5.2) wird also durch

X - C(BX"), z—7T

eine lineare und isometrische Einbettung des Banachraumes X in den Banach-
raum C(B(X")) der (bzgl. der *-schwachen Topologie) stetigen komplexwertigen
Funktionen auf B(X') gegeben.

Einschub zur *-schwachen Topologie. Eine Topologie beschreiben heif3t, die
offenen Mengen zu beschreiben. Dies kann durch die Angabe einer Umgebungs-
basis fiir jeden Punkt der Menge geschehen.

Eine Umgebungsbasis fiir f € B(X’) bzgl. der *-schwachen Topologie wird
durch die Mengen

Uyoowne(f) i ={9 € B(X') : |g(x;) — f(z;)| <efirallei =1, ..., k}

mit £k € N, x1, ..., xx € X und € > 0 geliefert. Diese Topologie ist Hausdorffsch:
Sind f, g € B(X') mit f # g, so gibt es ein x € X mit f(z) # g(x). Fir
e := 5| f(x) — g(x)| sind dann die Mengen

Ure(f) :={h € BX') : |f(z) — h(z)| < €}
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bzw.

Ure(g) :={h € B(X') : |g(z) — h(z)| <&}

disjunkte offene Umgebungen von f bzw. g.

Eine dquivalente Beschreibung der *-schwachen Topologie durch konvergente
Netze lautet wie folgt: Ein Netz (f;)ier konvergiert genau dann *-schwach gegen
f € B(X'), wenn fi(x) — f(z) fir allex € X. n

Zuriick zum Hauptthema. Ist nun der Banachraum X eine Banachalgebra A, so
hétte man gern eine homomorphe Einbettung von A als eine Unteralgebra von
C(B(X’)). Den Elementen a, b und ab von A entsprechen die Funktionen

a:fe fla), b:fe f(b), ab:frs flab).

Um den gewiinschten Einbettungshomomorphismus zu bekommen, muss wenig-
stens

ab=ab bzw. f(ab)= f(a)f(b) fiir allea, be A

sein. Wir sollten also nicht mehr alle Elemente aus B(A’) betrachten, sondern
nur die Algebra-Homomorphismen von A nach C. Dies erweist sich in der Regel
jedoch als wenig hilfreich. Z.B. gibt es im Fall N > 1 fiir die Algebra CN*¥
der komplexen N x N-Matrizen nur einen Homomorphismus CY*" — C, die
Nullabbildung. Fiir A € CV*¥ ist also A eine Funktion, die auf einer einelemen-
tigen Menge definiert und dort 0 ist. Wir werden aber sehen, dass kommutative
Banachalgebren (mit Eins) stets (in einem gewissen Sinn) ausreichend viele Ho-
momorphismen in C besitzen.

Sei A eine (zunéchst noch nicht notwendig kommutative) Banachalgebra. Ein
Charakter von A ist ein nichttrivialer Homomorphismus von A in C. Die Menge
aller Charakter von A bezeichnen wir mit M (A), und wir versehen diese Menge
mit der *-schwachen Topologie. Man beachte, dass M(A) = () sein kann.

Theorem 5.1 (a) Sei A eine Banachalgebra mit Eins. Dann ist M (A) kompakt,
und die Abbildung G : A — C(M(A)), x — x mitZ(f) = f(z) ist ein kontraktiver
Homomorphismus.

(b) Ist A eine Banachalgebra ohne Eins, so ist M (A) lokalkompakt, und G : A —
Co(M(A)), x — T ist ein kontraktiver Homomorphismus.

Beweis. Wir iiberlegen uns nur Aussage (a). Aus Satz 4.20 wissen wir, dass
M(A) € B(A) ={f e A":|IfIl <1}

Da B(A’) ein Hausdorff-Raum und nach Banach/Alaoglu kompakt ist, haben wir

fiir die Kompaktheit von M (A) nur die Abgeschlossenheit von M(A) in B(A’)
zu zeigen. Seien dazu a, b € A. Dann ist die Menge

M,y = {f € B(A): f(ab) = f(a)f(b)} = {f € B(A) : ab(f) = a(f)b(f)}
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abgeschlossen in B(A'), da @, b und ab stetige Funktionen auf B(A’) sind. Aus
dem gleichen Grund ist auch

M, :={f € B(A): f(e) =&(f) =1}

abgeschlossen. Damit ist aber auch

M(A):== (] Mapn M,
(a,b)eAx A

abgeschlossen und mithin kompakt. Der Rest der Behauptung folgt aus

[alloe = sup{[a(f)] : f € M(A)} <sup{[a(f)|: f € B(A)} = [|all
fir alle a € A (vgl. (5.2)). n

Die néchsten Schritte bereiten wir vor, indem wir einen Zusammenhang herstellen
zwischen maximalen Idealen und den Kernen von Charakteren.

Lemma 5.2 Sei A eine kommutative Banachalgebra mit Eins. Dann ist der
Kern jedes Charakters von A ein maximales Ideal von A. Ist umgekehrt J ein
mazximales Ideal von A, so ist A/J = C, d.h. J ist Kern eines Charakters von
A. Dieser Charakter ist eindeutig bestimmd.

Beweis. Sei f € M(A). Dann ist wegen A/ ker f = im f = C die Kodimension
des Unterraumes ker f von A gleich 1. Es kann also kein Ideal geben, welches
echt zwischen ker f und A liegt.

Sei umgekehrt J ein maximales Ideal von A. Dann ist A/ J eine kommutative
Banachalgebra mit Eins. Wir zeigen, dass A/J sogar ein Korper ist. Sei a ¢ J.
Dann ist die Menge A-a+ J ein Ideal in A, welches J umfafit, aber echt groer
ist als J. Da J maximal ist, folgt A-a+ J = A. Dann gibt es aber Elemente
be Aund j € J so, dass ab+ j = e. Folglich ist a+ J in A/J invertierbar, d.h.
A/ J ist ein Korper. Nach dem Satz von Gelfand-Mazur (Satz 4.19) ist A/J = C.
Ist 7 der kanonische Homomorphismus von A4 auf .A4/J und & ein Isomorphismus
von A/J auf C, so ist £ o w ein Charakter von A, dessen Kern gerade J ist.

Zur Eindeutigkeit: Sei J ein maximales Ideal und J = ker f = ker g mit
Charakteren f und g. Fiir jedes a € A ist dann

a— fla)eekerf=J und a—g(a)e € ker f=J,

woraus (f(a) — g(a))e € J folgt. Dann muss aber f(a) = g(a) sein. Da dies fiir
alle a € A gilt, ist f = g. m

Man nennt M (A) daher auch den Raum der mazimalen Ideale der kommutativen
Banachalgebra A. Weiter nennen wir fiir x € A die Funktion z € C(M(A)) die
Gelfandtransformierte von x, und die Abbildung

G- A—=CM(A), z—7Z

68



heilt die Gelfandtransformation auf A. Wir formulieren nun eine der zentralen
Aussagen der Gelfandtheorie.

Theorem 5.3 Sei A eine kommutative Banachalgebra mit Fins e # 0. Dann ist
der Raum der maximalen Ideale M (A) nicht leer. Fiir jedes a € A ist

a(M(A)) =o(a) und |[alle =r(a),

und die Gelfandtransformation G : A — C(M(A)) ist ein unitaler kontraktiver
Homomorphismus. Der Kern von G ist das Radikal von A. Insbesondere ist G
genau dann injektiv, wenn A halbeinfach ist.

Beweis. Zunichst ist M (A) nicht leer. Die Algebra A besitzt ndmlich wenigstens
ein echtes Ideal (z.B. {0}). Dieses ist nach dem Krull’schen Lemma (Satz 4.28)
in einem maximalen Ideal enthalten. Dieses maximale Ideal ist wegen Lemma 5.2
der Kern eines Charakters von A.

Wir zeigen als néchstes, dass a(M(A)) = o(a). Sei zundchst A € o(a). Dann
ist a— Ae nicht invertierbar, und A(a—Ae) ist ein echtes Ideal von A, da es die Eins
nicht enthélt. Aus dem Krull’schen Lemma wissen wir, dass A(a — Ae) in einem
maximalen Ideal von A enthalten ist, welches Kern eines Charakters f von A ist.
Da A eine Eins besitzt, liegt a — Ae im Ideal A(a — Ae) und folglich im Kern von
f. Esist also 0 = f(a — Xe) = f(a) — A und daher A = f(a) =a(f) € a(M(A)).

Sei umgekehrt A € a(M(A)), d.h. A = f(a) fiir ein f € M(A). Dann kann
a—M\e nicht in A invertierbar sein: gibe es ein Inverses b zu a— \e, so wiirde die An-
wendung von f auf die Gleichung (a—Ae)b = e gerade f(a—Ae) # 0 bzw. f(a) # A
liefern, ein Widerspruch. Also ist A € o(a). Hieraus folgt a(M(A)) = o(a), und
die Beziehung |[a||~c = 7(a) ist eine offensichtliche Konsequenz hieraus. Insbe-
sondere ist ||a||oc < ||al|, d.-h. die Gelfandtransformation ist eine Kontraktion.
SchlieBlich sind die folgenden Aussagen dquivalent:

e a € ker@;
e f(a) =0 fiir alle f € M(A);
e ¢ liegt in jedem maximalen Ideal von A;

e o ¢ Rad A. =

Beispiel 5.4 Sei X ein kompakter Hausdorff-Raum und A = C(X). Wir kennen
bereits die echten abgeschlossenen Ideale von C'(X) aus Satz 4.8: Sie sind von der
Gestalt {f € C(X) : flx = 0} mit einer nichtleeren kompakten Teilmenge K
von X. Da sich diese Ideale vergrofiern, wenn K kleiner wird, sind die maximalen
Ideale von C'(X) gerade durch die einelementigen Mengen {z} mit x € X gegeben.
Fiir jedes x € X ist also {f € C(X) : f(z) = 0} ein maximales Ideal, und jedes
maximale Ideal ist von dieser Gestalt. Mit Lemma 5.2 folgt hieraus: Fiir jedes

69



x € X ist die Punktauswertung 6,(f) := f(z) ein Charakter von C'(X), und jeder
Charakter ist von dieser Gestalt. Wir haben also eine Bijektion

X = M(C(X)), xw— 6, (5.3)

zwischen den Mengen X und M (C(X)). Wir iiberlegen uns noch, dass (5.3) sogar
ein Homéomorphismus zwischen den topologischen Réumen X und M (C(X)) ist.
Aus der Definition der Topologie auf M (C(X)) folgt, dass die Abbildung (5.3)

—

stetig ist, denn alle Abbildungen = +— f(6,) = f(x) sind auf X (per Definition)
stetig. AuBlerdem ist - wie bereits bemerkt - (5.3) eine Bijektion und X kompakt
und somit (5.3) ein Homdomorphismus. Halten wir fest:

Theorem 5.5 Sei X ein Hausdorffscher Kompakt und A = C(X). Dann ist
M(C (X)) homéomorph zu X, und ein Homéomorphismus von X auf M(C(X))
ist durch x + J, gegeben.

Wenn wir also M (C(X)) und X identifizieren, so ist die Gelfandtransformation
G:C(X) — C(X) gerade die identische Abbildung. ]

Beispiel 5.6 Hier bestimmen wir den Raum der maximalen Ideale der Disk-
Algebra A aus Abschnitt 1.5. Wir wissen bereits, dass A C C(T). Fiir jedes
z € T wird durch 6, : A — C, f+ f(z) ein Charakter von A definiert. Aufierdem
wissen wir aus Lemma 4.22, dass sich fiir jedes w € D das durch é,, : P — C, p —
p(w) definierte Funktional stetig zu einem Charakter von A fortsetzen lisst, den
wir wieder mit d,, bezeichnen. Wir zeigen

Theorem 5.7 Die Abbildung
0:D— M(A), 24, (5.4)

ist ein Homdomorphismus von D auf M(A).

Beweis. Nach obigen Bemerkungen ist ¢ korrekt definiert und ¢ bildet die Kreis-
scheibe D in M (A) ab. Sind 2z, 2o € D Punkte mit ¢(21) = ¢(22), so ist

2= 521 (Xl) = 522(X1) = 22,

d.h. ¢ ist injektiv. Wir zeigen, dass ¢ auch surjektiv ist. Sei f € M(A) und
z:= f(x1). Wegen ||f]| =1 und ||x1]| = 1 ist |z| < 1, d.h. z € D. Die Identitét

N N N N
f (Z anxn> = Zanf(Xl)" — Zanz” =4, (Z anxn>

zeigt dann, dass f und 9, auf der dichten Teilmenge P von A iibereinstimmen. Da
f und ¢, auf A stetig sind, stimmen sie auf ganz A iiberein, d.h. ¢ ist surjektiv.
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Da D kompakt ist und ¢ eine Bijektion, geniigt es fiir die Homéomorphie von
¢ zu zeigen, dass @ stetig ist. Da D ein metrischer Raum ist, reicht es auierdem,
Folgen zu betrachten. Sei (z,),en eine Folge in D mit lim,, o 2, = 2 € D. Fiir
jedes analytische trigonometrische Polynom gilt dann

N
nh_{go J,, (Z aka) = hm Zakz ;Oakz =0, <Z aka) .
Da P in A dicht liegt und sup,,cy |19, || = 1 ist, folgt (iiber einen e/3-Trick)

lim 6, (f) =06.(f) furalle feA,

d.h. die Folge (0., )nen konvergiert x-schwach gegen §,. Das ist aber die Stetigkeit
von . [

Im Weiteren werden wir M (A) mit D vermoge der Abbildung (5.4) identifizieren.
Fiir jedes Polynom p € P ist dann die Gelfand-Transformierte p analytisch auf
D und stetig auf D. Nach dem Maximumprinzip gilt also

sup [p(2)] = sup [p(2)| = sup[p(2)],
zeD zed(D) z€T
d.h. |[a]|s = ||a|| fiir alle @ € P und folglich fiir alle @ € A. In diesem Fall ist

die Gelfandtransformation G : A — C(M(A)) = C(D) also eine Isometrie, jedoch
nicht surjektiv. [

Als néchstes iiberlegen wir uns, wie man den Raum der maximalen Ideale einer
einfach erzeugten Banachalgebra beschreiben kann.

Theorem 5.8 Sei A eine einfach erzeugte Banachalgebra mit Eins, und a sei
ein Erzeuger von A. Dann ist die Abbildung

T:M(A) — o(a), f+ f(a)
ein Homdéomorphismus von M(A) auf o(a).

Beweis. Aus Satz 5.3 wissen wir, dass die Abbildung 7" korrekt definiert sowie
surjektiv ist. Nach der Definition der *-schwachen Topologie auf M (A) ist auch die
Stetigkeit von T sofort klar: Ist (f;) € M(A) ein Netz, welches gegen f € M(A)
*-schwach konvergiert, so konvergiert offenbar (7'f;) = (fi(a)) gegen f(a) = T'(f).

Fiir den Beweis der Injektivitédt von T seien fi, fo € M(A) mit T'(f1) = T'(f2).
Dann ist fi(a) = fy(a), und da f; und f, Charaktere sind, folgt

fi(p(a)) = fa(p(a)) fir jedes Polynom p.

Da die Polynome p(a) dicht in A liegen und f; und fy stetig sind, stimmen f;
und f5 auf ganz A iiberein, d.h. es ist f; = f3. Die Behauptung folgt nun wie in
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den vorangegangenen Sitzen. n

Identifiziert man M (A) mit o(a) vermoge der Abbildung 7', so iiberfiihrt die
Gelfandtransformation das Element a gerade in die identische Abbildung auf
o(a).

Satz 5.8 liefert auch einen alternativen Zugang zu den Resultaten aus Beispiel
5.6 (beachte, dass A einfach erzeugt und y; ein Erzeuger ist).

Abschlieflend zeigen wir ein weiteres Resultat iiber ”automatische Stetigkeit”.

Theorem 5.9 A und B seien kommutative Banachalgebren mit Eins, B sei au-
ferdem halbeinfach, und W : A — B sei ein unitaler Homomorphismus. Dann
st W stetig.

Im Spezialfall B = C ist das gerade die Aussage von Satz 4.20. Wir werden im
Beweis davon Gebrauch machen.

Beweis. Sei a,, — a in A und W(a,) — b in B. Wir zeigen, dass b = W (a). Dann
folgt die Behauptung aus dem Satz vom abgeschlossenen Graphen.

Sei f € M(B) beliebig gewéhlt. Dann ist g := f o W ein Charakter von A.
Nach Satz 4.20 sind f und g stetig. Daher ist

f(0) = lim f(W(an)) = lim g(an) = g(a) = f(W(a)).

Da diese Beziehung fiir jedes f € M (B) gilt, muss b — W (a) im Radikal von B
liegen, welches nach Voraussetzung nur aus der 0 besteht. Also ist in der Tat
b=W(a). m

Folgerung 5.10 Isomorphismen zwischen halbeinfachen kommutativen Banach-
algebren mit Fins sind Homoomorphismen.

5.2 Gelfandtheorie fiir kommutative C*-Algebren

Fiir kommutative C*-Algebren kann die Aussage von Satz 5.3 wesentlich ergénzt
werden.

Theorem 5.11 (Gelfand) Sei A eine kommutative C*-Algebra mit Eins. Dann
ist die Gelfandtransformation ein isometrischer *-Isomorphismus von A auf die
Algebra C(M(A)); insbesondere gilt also

1Galloe = |lal| und G(a*) =Ga fiir allea € A.

Hat A kein Einselement, so ist G ein isometrischer *-Isomorphismus von A auf
Co(M(A)).

Fiir den Beweis der Surjektivitdt benotigen wir eine Verallgemeinerung des
klassischen Weierstrafischen Resultates, dass sich jede stetige Funktion auf einem
beschréankten Intervall gleichméfiig durch Polynome approximieren lasst. Dazu
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nennen wir eine Teilmenge A von C(X) symmetrisch, wenn fiir jedes f € A auch
die konjugiert komplexe Funktion f in A liegt, und wir sagen, dass A die Punkte
von X trennt, wenn es fiir beliebige Punkte z, y € X ein f € A mit f(z) # f(y)
gibt.

Theorem 5.12 (Stone/Weierstrafl) Sei X ein kompakter Hausdor{fraum und
A eine abgeschlossene und symmetrische Unteralgebra von C(X), welche die
Punkte von X trennt und die konstante Funktion x + 1 enthdlt. Dann ist

A=C(X).
Wir bereiten den Beweis dieses Satzes mit einem Satz und einem Lemma vor.
Theorem 5.13 (Dini) Sei X ein kompakter Raum und (f,)nen eine monoto-

ne Folge von Funktionen aus C(X, R). Wenn (f,) punktweise gegen ein f €
C(X, R) konvergiert, dann sogar gleichmdifsig.

Beweis. O.E.d.A. sei die Folge (f,,) monoton fallend (andernfalls ersetzen wir f,,
durch —f,,) und f = 0 (andernfalls ersetzen wir f,, durch f, — f).

Sei € > 0. Fiir jedes x € X gibt es wegen f,(z) — 0 ein n, € N mit 0 <
fn.(x) <e/2. Da f, stetig ist, gibt es eine Umgebung U, von x mit

| fr. () — fu,(y)| < /2 fiir alley € U,.
Wegen 0 < f,, (y) < [fo, () = fr.(2)| + fr, () ist dann
0< fu,(y) <e firalley € U,.

Aus der offenen Uberdeckung X = J,.yx U, wihlen wir eine endliche Uber-
deckung X = U,, U---UU,, und setzen ng := max{n,,, ..., ng, }.

Sei nun y € X. Dann gibt es ein j € {1, ..., k} mit y € U,,. Wegen der
Monotonie der Folge (f,,) ist

0 < fap(y) < fr,, (y) <&

Fazit: Fir alle y € X und n > ng ist 0 < f,(y) < €. Somit konvergiert (f,)
gleichméfig gegen die Nullfunktion. |

Lemma 5.14 FEs gibt eine Folge reeller Polynome, die auf [0, 1] gleichmdfig ge-
gen die Funktion x — /x konvergiert.

Beweis. Wir starten mit dem Polynom p; = 0 und definieren p,,, fiir n > 1
rekursiv durch

Pest(2) 1= pale) + 5(2 — pu(e)). (5.5)

Mit vollstéandiger Induktion zeigen wir zunéchst, dass

VneN, Vzel0,1]: 0<pu(z) <vz <1
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Das ist klar fiir n = 1. Sei die Aussage fiir ein n > 1 richtig. Dann ist

1

VE= () = VT pu(e) = 5 pa(a)?)

= VE-p@)(1-50Em).  (56)

Die Induktionsannahme 0 < p,(z) < y/z liefert fiir alle « € [0, 1]

1
0<S(VE+pu(e)) < Ve,
woraus mit (5.6) folgt

0 < VT = poa(z) < Vo —po(a).

Es ist also ppy1(z) < & und p,(x) < ppei(x) fiir 2 € [0, 1]. Die Folge (p,) ist
somit monoton wachsend und beschréankt. Sie konvergiert daher punktweise ge-
gen eine Funktion f : [0, 1] — [0, 1]. Vollziehen wir den Grenziibergang n — oo
in (5.5), folgt f(z)? = z bzw. f(x) = /z auf [0, 1]. Da diese Funktion stetig ist,
folgt die gleichméBige Konvergenz von (p,) gegen f aus dem Satz von Dini (Satz
5.13). -

Beweis des Satzes von Stone/Weierstraf3. Wir bezeichnen die Menge der
reellwertigen Funktionen aus A mit 4, und definieren C,(X) analog. Man macht
sich leicht klar, dass A4, eine abgeschlossene Unteralgebra von C,.(X) ist, wel-
che ebenfalls die Punkte von X trennt und die Einsfunktion enthilt. Wir zei-
gen A, = C.(X), woraus die Behauptung folgt. Ist ndmlich f € C(X), so sind
Ref = (f+ f)/2 und Im f := (f — f)/(2i) reellwertige Funktionen aus C(X),
also in C,(X). Aus A, = C,(X) folgt dann, dass Re f, Im f € A,, und hieraus
schliellich f =Re f+iIm f € A.

Schritt 1. Wir zeigen, dass aus f € A, auch |f| € A, folgt. Das ist klar, falls
f =0. Sei also f nicht die Nullfunktion, und sei (p,,) eine Folge von Polynomen
wie in Lemma 5.14. Da A, die Funktion f und die Einsfunktion enthélt und da
A, eine Algebra ist, liegt auch jede Funktion p,(f?/||f]|%) in A,. Nach Lemma

5.14 konvergieren diese Funktionen gleichméBig gegen +/ 2/ 112, = |f1/|lf]cc-
Da A, abgeschlossen ist, liegt | f|/]| ]| und folglich |f| in \A,.

Schritt 2. Wir zeigen, dass mit zwei Funktionen f und ¢ aus A, auch die Funk-
tionen max{f, g} und min{f, g} in A, liegen. Dies folgt sofort aus dem soeben
Bewiesenen und aus den Identitédten

max{f, g} = 5(f +g+1f —gl), win{f, g} = 5(f +9-1f ~ ]},

die man leicht punktweise nachrechnet.

74



Schritt 3. Wir zeigen, dass es fiir beliebige verschiedene Punkte x, y € X und
Zahlen a, b € R stets eine Funktion g € A, mit g(x) = a und g(y) = b gibt. Auch
das ist einfach: Da A, die Punkte trennt, gibt es ein f € A, mit f(z) # f(y).
Dann leistet die Funktion

das Gewdlinschte.

Nach diesen Voriiberlegungen nun zum eigentlichen Beweis. Sei f € C,.(X) und
e > 0. Wir fixieren ein zy € X. Fiir jedes € X finden wir ein g, € A, so,
dass g.(z9) = f(xo) und g,(z) = f(x) (ist = z, so wahlen wir g, einfach als
Konstante). Da f und g, stetig sind, finden wir eine offene Umgebung U, von x
so, dass

9:(y) < f(y) +e fiiralley € U,.

Die offenen Mengen {U, }.cx tiberdecken X. Da X kompakt ist, lisst sich aus
ihnen eine endliche Uberdeckung von X auswihlen, etwa X = U, U---UU,, .
Sei

h:po = min{g$17 gfﬂ27 ctt gxn}‘

Dann liegt h,, in A,, und es ist h,,(y) < f(y)+e¢ fir alle y € X. Auf diese Weise
finden wir fiir jeden Punkt 2y € X eine Funktion h,, in A, mit h,,(z9) = f(x0)
und h,, (y) < f(y) + € fir alle y € X.
Weiter: da h,, und f stetig sind, gibt es eine offene Umgebung V,,, von xy, so
dass
hzo (y) > f(y> —¢ fiir alle ye VxO'

Da {V,,}sex eine offene Uberdeckung von X ist, lisst sich daraus wieder eine
endliche Uberdeckung von X, etwa X = V,, U--- UV, (mit moglicherweise
anderen Punkten z; als oben) auswéhlen. Es sei

k= max{hy,, hey, .., ha, }
Dann liegt k£ in A,., und es ist
fly) —e<k(y) < fly) +e firalley € X.

Das heifit aber, dass ||f — k|| < &. Fiir jedes £ > 0 findet man also ein k € A,
mit || f — k|| < €. Die Behauptung folgt nun aus der Abgeschlossenheit von A, .
]

Beweis des Satzes von Gelfand. Wir zeigen zuerst, dass G ein *~-Homomorphis-
mus ist. Sei a € A. Dann sind m := $(a+a*) und n := 5-(a—a*) selbstadjungierte
Elemente aus A, und es gilt a = m +in und a* = m — in.
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Aus der Selbstadjungiertheit von m und n folgt, dass die Spektren o(m) und
o(n) in R enthalten sind (Satz 4.38). Nach Satz 5.3 miissen daher Gm und Gn
reellwertige Funktionen sein (beachte, dass (Gm)(M(A)) = o(m)). Folglich ist

Ga=Gm+1iGn = Gm — iGn = G(m —in) = G(a").

Wir zeigen die Isometrie von G. Da fiir a € A das Element a*a selbstadjungiert
ist, folgt

lall* = lla*all = r(a*a) = [G(a"a) || = [(Ga)*Galls = ||GallZ, (5.7)

wobei die mittlere Gleichheit wieder aus Satz 5.3 folgt.

Abschlielend zeigen wir die Surjektivitdt von G. Da G isometrisch ist, ist
GA eine abgeschlossene Unteralgebra von C'(M(.A)), und aus der Tatsache, dass
G ein *-Homomorphismus ist, folgt die Symmetrie von GA. Das Einselement
von A wird durch G auf die Funktion = +— 1 abgebildet (Satz 4.20); es ist also
1 € GA. SchlieBlich trennt GA die Punkte von M(A). Sind ndmlich f, g zwei
verschiedene Charaktere von A, so miissen diese sich wenigstens in einem Punkt
a € A unterscheiden, d.h. es ist f(a) # g(a) bzw. (Ga)(f) # (Ga)(g). Der Satz
von Stone-Weierstraf} liefert nun GA = C(M(A)). n

Anmerkung 5.15 Wir konnen jedem kompakten Hausdorff-Raum X die C*-
Algebra C'(X) zuordnen und jeder kommutativen C*-Algebra A mit Eins den
kompakten Hausdorff-Raum M (.A). Man kann C' also betrachten als Funktor
von der Kategorie der kompakten Hausdorffraume (mit Homéomorphismen als
Abbildungen) in die Kategorie der kommutativen C*-Algebren mit Eins (mit
*-Isomorphismen als zugehorige Abbildungen), und man kann M auffassen als
Funktor, der zwischen diesen Kategorien in umgekehrter Richtung wirkt. Die
Sétze 5.11 sowie 5.5 lassen sich so zusammenfassen:

CMA)=A und M(C(X)) =X,

hier steht das linke = fiir *-Isomorphie; das rechte fiir Homéomorphie. M und C'
sind also ”invers” zueinander.

Ein kompakter Hausdorff-Raum wird also vollstdndig durch die zugehorige
C*-Algebra bestimmt und umgekehrt. Fassen wir das ganze noch etwas weiter,
lasst sich folgendes ”Worterbuch” aufmachen:

Topologie C*-Algebren
lokalkompakter Hausdorff-Raum | kommutative C*-Algebra
Kompaktheit Einselement
Homo6omorphismus *-Isomorphismus
stetige Abbildung *-Homomorphismus
abgeschlossene Teilmenge abgeschlossenes Ideal
nicht zusammenhéngend 3 Projektoren
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Diese und weitere Entsprechungen bilden den Ausgangspunkt fiir zahlreiche
fruchtbare Verallgemeinerungen vom ”kommutativen” auf den ”nichtkommutati-
ven” Fall. vgl. hierzu A. Connes, Non-commutative Geometry. [

In Gleichung (5.7) haben wir nur von folgenden Eigenschaft von G Gebrauch ge-
macht: G ist ein *~-Homomorphismus, der Spektren erhélt. Es gilt daher allgemein:

Lemma 5.16 Sei W : A — B ein unitaler *-Homomorphismus zwischen unita-
len C*-Algebren. Ist W spektrumserhaltend (d.h. ist o4(a) = og(W(a)) fir alle
a € A), soist W eine Isometrie.

Wir iiberlegen uns abschliefend, wie sich die Aussage von Satz 5.11 prézisieren
lasst, wenn A von einem einzigen Element erzeugt wird.

Theorem 5.17 Sei A eine C*-Algebra mit Eins e, a € A sei normal, und C*(a)
sei die kleinste abgeschlossene und symmetrische Unteralgebra von A, die e und
a enthdlt. Dann ist C*(a) eine kommutative C*-Algebra, und

Wir konnen uns hier nicht unmittelbar auf die Resultate fiir einfach erzeugte
Banachalgebren berufen. Als Banachalgebra wird C*(a) natiirlich durch e und
die beiden Elemente a und a* erzeugt.

Beweis. Aus aa* = a*a folgt, dass C*(a) eine kommutative C*-Algebra ist.
Wegen Satz 5.11 ist also

C*(a) 2 C(X) mit X := M(C*(a)).

Da a die Algebra C*(a) erzeugt, erzeugt die Gelfandtransformierte a von a die
Algebra C'(X) (im Sinne von C*-Algebren). Wir zeigen, dass

a: X — d(X) = O'C*(a)(a) (58)

ein Homoomorphismus ist. Die Stetigkeit und Surjektivitidt von a in (5.8) sind
klar. Die Injektivitét erhalten wir wie folgt: Da C'(X) die Punkte von X trennt
und a diese Algebra erzeugt, muss bereits a die Punkte von X trennen. Somit ist
die Abbildung a eine stetige Bijektion. Da X kompakt ist, folgt die Behauptung.

Schliefllich verwenden wir noch, dass o¢«(q)(a) = o4(a) ist (inverse Abge-
schlossenheit von C*-Algebren). m

Identifiziert man M (C*(a)) mit o(a), so ist die Gelfandtransformierte des erzeu-
genden Elementes a gerade die identische Abbildung auf o(a).

Als eine Anwendung des Satzes von Gelfand sehen wir uns den stetigen Funk-
tionalkalkiil fiir normale Elemente an. In der Ubung haben wir bereits eine ru-
dimentire Fassung des Funktionalkalkiils kennengelernt: Ist p(t) = agt® + a;t! +
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...+ a,t"™ ein Polynom und A eine Banachalgebra mit Eins e, so wird fiir jedes
a € A durch p(a) = ape + aja + ... + a,a” ein Element aus A definiert. Dabei
gilt
o(p(a)) = p(a(a)) = {p(A) : A€ o(a)},

und die Abbildung p — p(a) ist ein Homomorphismus von der Algebra der Poly-
nome in A.

Man ist bestrebt, f(a) auch fiir grofiere Klassen von Funktionen zu erkldren.
Ist @ ein normales Element einer unitalen C*-Algebra, so ist dies fiir jede auf dem
Spektrum von a stetige Funktion moéglich. Ein einfaches Umschreiben von Satz
5.17 liefert ndmlich sofort

Theorem 5.18 Sei A eine C*-Algebra mit Eins, und a € A sei normal. Dann
existiert ein isometrischer *-Isomorphismus

O : Co(a)) 25 C*(a) C A.

Die Abbildung ® ist gerade die Inverse zur Gelfandtransformation G : C*(a) —
C(o(a)). Man kann dieses Resultat so interpretieren, dass man fiir jede stetige
Funktion f auf o(a) ein Element f(a) := ®(f) € C*(a) so definieren kann, dass
die Zuordnung f + f(a) ein *-Isomorphismus wird. Insbesondere gilt also

(f +9)(a) = f(a) +gla), (f9)(a) = fla)g(a), fla)= f(a)" (5.9)
Weiter erhélt man sofort den Spektralsatz
o(f(a)) = f(o(a)) ={f(N) : A€ o(a)} furalle fe C(o(a)). (5.10)

Beispiel 5.19 (a) Auf C\ (—o0,0) gibt es eine stetige Quadratwurzel. Man kann
daher y/a fiir alle normalen Elemente a einer unitalen C*-Algebra erkliren, deren
Spektrum in C\ (—o0,0) liegt.
(b) Auf R sind die Funktionen

fi(z) :=max {0, 2}, fao(x):=—min{0, z}, f3(x):=|z|

erkldrt und stetig. Man kann daher fiir jedes selbstadjungierte Element a einer
C*-Algebra (fiir das bekanntlich o(a) C R gilt) die Elemente

a; = fi(a), a_:= fala), |a|:= f3(a).

erklaren. Dann ist a = ay —a_, |a| = a; + a_ und aya_ = 0. Diese Elemente
heiflen positiver und negativer Teil bzw. Betrag von a. [
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5.3 Das lokale Prinzip von Allan/Douglas

Die Gelfandtransformation ordnet jedem Element einer kommutativen Banachal-
gebra mit Eins eine stetige Funktion auf einer kompakten Menge X zu, und zwar
so, dass das Element genau dann invertierbar ist, wenn die zugehé¢rige Funktion
invertierbar ist. Die Invertierbarkeit einer Funktion f € C'(X) ist aber eine lokale
Eigenschaft: Fiir jeden einzelnen Punkt z € X hat man zu priifen, ob f(x) # 0,
d.h. ob f(z) invertierbar in C ist. Ein Invertierbarkeitsproblem in einer kom-
mutativen Banachalgebra wird also zuriickgefiihrt auf eine ganze Schar “lokaler”
Invertierbarkeitsprobleme (eines fiir jeden Punkt von X).

Es gibt verschiedene Verallgemeinerungen dieses “lokalen Prinzips” auf nicht-
kommutative Banachalgebren. Die uns hier interessierende Verallgemeinerung
geht zuriick auf Douglas (C*-Algebren) und Allan (Banachalgebren). Sie ist auch
als “zentrale Lokalisierung” bekannt.

Unter dem Zentrum einer Algebra versteht man die Menge aller Elemente der
Algebra, die mit jedem Element der Algebra vertauschen. Man sieht sofort, dass
das Zentrum einer Algebra wieder eine Algebra ist und dass das Zentrum einer
Banachalgebra A mit Eins e eine kommutative abgeschlossene Unteralgebra von
A ist, die e enthilt. Die kommutativen Algebren sind offenbar gerade diejenigen,
die mit ihrem Zentrum zusammenfallen.

Sei A eine Banachalgebra mit Einselement e, und es sei C eine abgeschlos-
sene Unteralgebra im Zentrum von A mit e € C. Dann ist C eine kommutative
Banachalgebra. Wir bezeichnen wir frither mit M (C) die Menge ihrer maxima-
len Ideale. Fiir jedes maximale Ideal = von C sei I, das kleinste abgeschlossene
Ideal von A, welches x umfasst. Weiter bezeichnen wir mit ®, den kanonischen
Homomorphismus

A— A/L, ar—a+1,.

Man beachte, dass die Algebren A/I, vom Punkt x abhéngen kénnen. Insbeson-
dere kann I, = A fiir einige der z € M(C) sein. In diesem Fall definieren wir:
®,(a) ist invertierbar in A/I,, und ||®,(a)| = 0. Die I, heiflen auch lokale Ideale
und die A/I, lokale Algebren.

Theorem 5.20 (Allan/Douglas) Seien A, C, x und ®, wie oben. Dann gilt:

(a) Ein Element a € A ist genau dann invertierbar in A, wenn fir jedes x € M(C)
das Element ®,(a) invertierbar in A/I, ist.

(b) Fiir jedes a € A die Abbildung M(C) — RY, z — ||®.(a)|| oberhalbstetig.

Zr Erinnerung: eine Abbildung f : X — R eines topologischen Raumes X nach
R heiflt oberhalbstetig in xo € X, wenn es fiir jedes € > 0 eine Umgebung U von
x gibt, so dass f(z) < f(xg) + € fiir alle x € U ist. Die Abbildung f : X — R
heifit oberhalbstetig auf X, wenn sie in jedem Punkt von X oberhalbstetig ist.

Bevor wir diesen Satz beweisen, sehen wir in zwei einfachen Beispielen an, wie
er wirkt.
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Beispiel 5.21 Das kleinstmogliche C, welches wir wéhlen kénnen, ist C = Ce.
Dann ist offenbar {0} das einzige echte Ideal von C. M(C) besteht also nur aus
einem Element (dem Nullideal), und das durch {0} erzeugte Ideal von A ist
natiirlich ebenfalls {0}. Die Aussage von Satz 5.20 reduziert sich also auf die
Trivialitat

a ist invertierbar in A <= a + {0} ist invertierbar in A/{0}.

Beispiel 5.22 Ist A kommutativ, so konnen wir C = A wéhlen. Fir z € M(C)
ist dann offenbar I, = x. Nach Lemma 5.2 ist A/I, = C fiir jedes x € M(C),
und @,(a) ist gerade der Wert der Gelfandtransformierten @ von a an der Stelle
x. Die Aussage von Satz 5.20 reduziert sich also auf

a ist invertierbar in A <= a(z) ist invertierbar fiir alle x € M(C),

was im wesentlichen die Aussage von Satz 5.3 ist. [

Wir bereiten den Beweis von Satz 5.20 mit folgendem Lemma vor.

Lemma 5.23 Die Voraussetzungen seien wie in Satz 5.20. Ist L ein maximales
Links-, Rechts- oder zweiseitiges Ideal von A, so ist C N L ein mazimales Ideal
von C.

Beweis. Wir zeigen die Aussage fiir den Fall eines maximalen Linksideals L. Es
ist klar, dass L N C ein echtes (da e ¢ L) abgeschlossenes Ideal von C ist. Wir
zeigen noch dessen Maximalitét.

Sei z € C\ L. Dann ist J, := {l +az:1 € L, a € A} ein Linksideal von A,
welches L echt (da z € J, \ L) enthilt. Wegen der Maximalitdt von L ist also
J. = A. Insbesondere liegt e in J,, und das Element z besitzt ein Inverses modulo
L in A (beachte: Aus [ + az = e folgt | + za = e, da z im Zentrum von A liegt).

Weiter: K, := {a € A : az € L} ist echtes (da e ¢ K,) Linksideal von A,
welches L enthélt. Da L maximal ist, folgt K, = L. Sind insbesondere ¥, 4o
Inverse modulo L von z, so ist y; — yo € L. Die Inversen modulo L von z sind
also eindeutig bestimmt.

Angenommen, es wire z — \e ¢ L fiir alle A\ € C. Es bezeichne y™()\) das
(wie wir soeben gesehen haben) eindeutig bestimmte Element von A/L, welches
die Inversen modulo L von z — Ae enthilt. Wir zeigen, dass y™ : C — A/L eine
analytische Funktion ist.

Sei A\g € C und yg € y™(\o) eine Inverse modulo L von z — Age. Fiir |A — Ag| <
1/||lyo|| ist € — (A — Ao)yo invertierbar in A (Neumann-Reihe), und man iiberzeugt
sich leicht davon, dass yo[e — (A — Ag)yo] ! eine Inverse modulo L von z — )e ist.
Fiir |A — Xo| < 1/|lyo|| ist also

y™(A) = yole — (X = Xo)yo] " + L.
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Dies zeigt die Analytizitdt von y™. Auflerdem ist diese Funktion beschrankt. Fiir
|A| > ||z|| ist ndmlich z — Ae invertierbar (Neumann-Reihe) und

=1
R

Die rechte Seite dieser Abschéitzung geht fiir A — oo gegen 0. Nach dem Satz von
Liouville ist y™ also eine konstante Funktion, die wegen limy_,o, y"(A) = 0 sogar
konstant 0 sein muss.

Aus y™(0) = 0 folgt aber: Es gibt ein yo € L mit ypz — e € L. Dann ist
e € L — zyg = L, und dies ist unmoglich, da L eine echtes Ideal von A ist. Der
erhaltene Widerspruch zeigt, dass es ein A\ € C so gibt, dass z — Ae € L. Da
z € C\ L beliebig war, folgt C = (L NC) + Ce. Damit ist L N C maximal. n

1 1

1
"< 1z = Ae) Y| = — S TS
ly" (VI < [[(z = Ae) ] o =N 1= [|lz/)]

Beweis von Satz 5.20. Wir beschranken uns auf den Beweis von Aussage (a).
Die Aussage (b) und einige ihrer Konsequenzen werden wir uns in der Ubung
ansehen. Auflerdem beschréanken wir uns auf den Beweis der Aussage, dass ein
Element a € A genau dann von links invertierbar ist, wenn die Nebenklasse ®,(a)
fir jedes © € M(C) von links invertierbar sind. Die Invertierbarkeit von rechts
untersucht man analog.

Sicher ist ®,(a) von links invertierbar, wenn a von links invertierbar ist. Wir
miissen umgekehrt zeigen, dass die linksseitige Invertierbarkeit aller Nebenklassen
®,(a) die Invertierbarkeit von a von links impliziert. Angenommen, dies sei falsch.
Sei also a € A ein Element, welches nicht von links invertierbar ist, fiir das aber
alle ®,(a) von links invertierbar sind.

Sei L das maximale Linksideal von A, welches die Menge {ba : b € A} enthélt
(wegen e & {ba : b € A} ist {ba : b € A} ein echtes Linksideal von A, welches
nach dem Lemma von Krull in einem maximalen Linksideal L von A liegt). Nach
Lemma 5.23 ist dann = := L N C ein maximales Ideal von C. Wir zeigen nun,
dass I, C L. Dies folgt so: Die Elemente der Gestalt ), apzxb, mit x;, € x und
ay, by € A liegen dicht in I,. Da x; € C und C im Zentrum von A liegt, ist aber
Zk apxTrby = Zk arbrz, € L und fOlghCh I, C L.

Auf Grund unserer Annahme ist ®,(a) von links invertierbar in A/I,. Es gibt
somit ein b € A so, dass ba — e € I,. Aus I, C L folgt ba — e € L. Andererseits
ist ba € {ba : b€ A} C L, woraus e € L folgt. Die widerspricht der Maximalitét
von L und widerlegt unsere Annahme. [

Fiir C*-Algebren kann man Satz 5.20 wie folgt ergédnzen.

Theorem 5.24 Die Voraussetzungen seien wie in Satz 5.20. Zusdtzlich sei A
nun eine C*-Algebra und C eine symmetrische Unteralgebra im Zentrum von A
(damit ist C eine kommutative C*-Algebra). Dann lassen sich die Aussagen von
Satz 5.20 wie folgt erginzen:

(a) Esist I, # A fir alle v € M(C).
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(b) Es ist m:ceM(C)[x = {0}
(c) Fiir alle a € A ist ||a|| = maxzepc) || Pz(a)]].

Zum Beweis. Wir iiberlegen uns nur Aussage (¢). Wir bezeichnen mit F die
Menge aller beschrénkten Funktionen f : M(C) — Uzenr(c)A/ Iy, die im Punkt
x € M(C) einen Wert in A/, annehmen. Mit den Operationen

(f +9)(x) = f2) +9(x), (fo)(x) = fx)g(x), ["(z):= f(x)"

und der Norm

1fll7 = sup [[f(@)]laz.
zeM(C)

wird die Menge F zu einer C*-Algebra, und die Abbildung
W:A—=F, a—(x— P.(a))

ist ein *~-Homomorphismus. Die Aussage von Satz 5.20 kann man auch so formu-
lieren: Es ist a € A genau dann invertierbar, wenn W(a) € F invertierbar ist. Die
Abbildung W : A — F ist also spektrumserhaltend im Sinne von Lemma 5.16.
Somit ist W nach diesem Lemma eine Isometrie. SchliefSlich ist das Supremum
ein Maximum, da jede oberhalbstetige Funktion auf einer kompakten Menge ihr
Maximum annimmt. u
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6 Das Reduktionsverfahren fiir Toeplitzopera-
toren (Fortsetzung)

Wir untersuchen in diesem Abschnitt die Fredholmeigenschaften und die Sta-
bilitdt des Reduktionsverfahrens fiir Toeplitzoperatoren mit stiickweise stetigen
Erzeugerfunktionen. Dabei wenden wir lokale Prinzipien an. Dies erfordert, das
Stabilitdtsproblem als ein Invertierbarkeitsproblem in einer geeignet zu konstru-
ierenden Banachalgebra zu betrachten.

Eine Funktion a : T — C heifit stickweise stetig, wenn sie in jedem Punkt
to = €' des Einheitskreises die einseitigen Grenzwerte

a(to+0) := lim a(e”™) und a(ty —0) := lim a(e™)
T \Zo z /o

besitzt und wenn diese endlich sind. Da wir a als Element von L*°(T) betrachten
werden, sind die Funktionswerte von a an den Sprungstellen unerheblich. Mochte
man jedoch eine verniinftige Algebra von Funktionen haben, verlangt man z. B.
dass a(t + 0) = a(t) fir alle t € T. Die Menge PC der stiickweise stetigen
Funktionen bildet eine (offenbar kommutative) C*-Algebra beziiglich punktweise
definierter Operationen und der Supremumsnorm.

6.1 Fredholmtheorie fiir Toeplitzoperatoren mit PC-Er-
zeugern

Mit T(C) bzw. T (PC') bezeichnen wir die kleinsten abgeschlossenen Unteralge-
bren von L(I*(Z%)), die alle Toeplitzoperatoren T'(a) mit a € C(T) bzw. mit
a € PC enthalten. Wegen T'(a)* = T'(a) sind 7(C) und T (PC) C*-Algebren.
Die Algebra 7 (C') kann man komplett beschreiben.

Satz 6.1
T(C)={T(a)+K: acC(T), K € K(I*(2))}. (6.1)

Beweis Es bezeichne A die rechte Seite von (6.1). Wir zeigen zuerst, dass A C
T (C). Da offenbar T'(a) € T(C) fiir alle a € C(T), verbleibt zu zeigen, dass jeder
kompakte Operator zu 7 (C) gehort. Dazu seien

P, IX(Z") — I2(ZY), (o, 21, ...) = (To,T1, -+, Tn_1,0,0,...),
Vi AZY) = A2, (zo, z1,...) = (0,20, 21,...),
Vi l2(Z+) — l2(Z+>, ([Eo,l’l, .. ) — (171,1'2, .. )

sowie Vo :=Tund V,, := V" und V_,, = (V_)" fir n > 1. Wegen P, = P} — I ist
| P, K P,— K| — 0 fiir jeden kompakten Operator K auf [*(Z"). Es geniigt daher
zu zeigen, dass P, KP, € T(C) fiir jedes K € K(I*(Z")) und fiir jedes n € Z*
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(beachte, dass T(C) abgeschlossen ist). Ist (k)i die Matrixdarstellung von
P,K P,|im p, beziiglich der Standardbasis von l2(Z+) So ist

n—1
P,KP,=> k;ViPiV_;.  (Nachrechnen!)

4,7=0

Nun ist P, = I — V;V_;, und die Operatoren V; und V_; sind Toeplitzoperatoren
mit den erzeugenden Funktionen y;(t) =" und x_;(t) = ¢ 7. Also ist V;PV_; €
T(C) fiir alle 4,5 > 0. Hieraus folgt die Inklusion K (I*(Z)) C T(C) und damit
auch A C T(CO).

Fiir die umgekehrte Inklusion zeigen wir, dass A eine abgeschlossene Unteral-
gebra von L(I?(Z")) ist. Da A alle Toeplitzoperatoren T'(a) mit a € C(T) enthélt
und da 7 (C') nach Definition die kleinste abgeschlossene Algebra ist, die diese
Operatoren enthiilt, folgt dann 7(C) C A.

Seien a,b € C(T) und K, L € K(I*(Z")). Dann ist

(T(a)+ K)+ (T(b)+L)=T(a+b)+(K+L)e A
und

(T(a) + K)(T(b)+ L) = T(a)T(b) + KT(b) + T(a)L + KL (6.2)
— T(ab) —H(a) H () + KT(b) +T(a)L+ KL € A

da der unterstrichene Teil nach Satz 3.15 (b) kompakt ist. Also ist A eine Algebra.

Sei nun (7'(a,) + K,,)n>1 eine normkonvergente Folge in A. Aus Satz 3.15 (a)
bekommen wir, dass dann (T'(a,)),>1 eine Cauchyfolge in L(I*(Z")) ist, und aus
Satz 3.10 (a) folgt, dass (a,),>1 eine Cauchyfolge in C(T) ist. Da C(T) vollsténdig
ist, gibt es eine Funktion a € C(T) mit ||a, — alloc — 0. Aus [|T(a, — a)|| =
|a, — al|s folgt dann || T(a,) — T'(a)|| — 0, was wiederum impliziert, dass wegen

[ K — K| < (|T(an) + Ko — T(am) — K| + | T(an) — T'(am)||

(K,,) eine Cauchyfolge in K (I*(Z")) ist. Diese Folge konvergiert in L(I*(Z")), und
ihr Grenzwert K liegt in K (1*(Z")) (Abgeschlossenheit von K (I(Z"))). Nunmehr
ist klar, dass

() + ) — (Ta) + K| = 0,

d. h. im(7'(a,) + K,,) € A, und A ist abgeschlossen. n

Will man die Fredholmeigenschaften eines Operators A € T (C') untersuchen,
hat man nach Satz 4.15 die Invertierbarkeit seiner Nebenklasse A + K (/%) in der
Calkinalgebra L(I?)/K(I?) zu studieren. Nach Satz 6.1 ist K(I*) C T(C), und
man kann die Faktoralgebra 7(C')/K (I?) bilden. Diese ist eine C*-Unteralgebra
von L(I1?)/K (I?). Wegen der inversen Abgeschlossenheit von C*-Algebren ist die
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Fredholmeigenschaft von A € T(C) somit dquivalent zur Invertierbarkeit von
A+ K(1?) in T(C)/K(I?). Diese C*-Algebra ist aber kommutativ! Nach (6.2) ist

namlich

(T(a) + K(I*)(T(b) + K(1%)) = T(ab) + K(I%),
(T(b) + K(I*))(T(a) + K(1%)) = T(ba) + K (I%),

und wegen ab = ba stimmen die rechten Seiten iiberein. Wir kénnen daher die
Algebra T (C')/K (I?) komplett beschreiben, wenn wir ihren Raum der maximalen
Ideale und die Wirkung der Gelfandtransformation identifizieren. Dazu betrach-
ten wir die Abbildung

7:C(T) = T(C)/K(I*), frT(f)+K(I*.

Man rechnet sofort nach, dass 7 ein *~Homomorphismus ist (dies ist im wesentli-
chen wieder (6.2)). Aus Satz 6.1 folgt die Surjektivitiat von m, und die Injektivitét
bekommen wir mit Satz 3.15 (a). Dieser zeigt namlich, dass

IT(a)ll = 1T(a) + K ()| (sogar fir a € L(T)).

Ist also w(f) = T(f) + K(I*) = 0, so ist T(f) = 0 und mithin auch f = 0. Die
Abbildung 7 ist also ein *-Isomorphismus und damit eine Isometrie. Die Algebren
C(T) und T(C)/K(I*) sind also isometrisch *-isomorph zueinander. Damit ist
klar, dass folgendes gilt:

Satz 6.2 (a) M(T(C)/K(I?)) ist homdomorph zu M(C(T)) = T. Identifiziert
man M (T (C)/K(I?)) mit T, so ist die Gelfandtransformierte von T(a) + K (I?)
gerade die Funktion a € C(T).

(b) Ein Operator T'(a) + K € T(C) ist genau dann Fredholmsch, wenn die Gel-
fandtransformierte von T(a) + K (I%) nicht verschwindet, d. h. wenn a(t) # 0 fiir
allet € T.

Wir wenden uns nun den Fredholmeigenschaften von Operatoren in T (PC) zu.
Wie oben gilt: der Operator A € T(PC) ist Fredholmsch, wenn die Nebenklasse
A+ K(I?) in T(PC)/K(I?) invertierbar ist. Leider kann man nicht mehr so ein-
fach wie oben schliefien, dass 7 (PC)/K (I*) kommutativ ist (Hankeloperatoren
mit Erzeugern aus PC sind i. Allg. nicht kompakt), und auch zu Satz 6.1 gibt
es kein einfaches Analogon. Immerhin beobachtet man aber, dass fiir beliebige
Funktionen a € PC und f € C der Kommutator

T(a)T(f) =T(N)T(a) =T(af) = H(a)H(f) = (T(fa) = H(f)H(a))
= H(f)H(a) — H(a)H(f)

kompakt ist (beachte: mit f ist f stetig, und Hankeloperatoren mit stetigen
Erzeugerfunktionen sind kompakt). Fiir jede stetige Funktion f liegt also die
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Nebenklasse T'(f) + K(I?) im Zentrum von T (PC)/K(I?), und damit liegt die
komplette Algebra T(C)/K (1) im Zentrum von 7 (PC)/K(I?). Den Raum der
maximalen Ideale dieser Algebra haben wir in Satz 6.2 (a) bestimmt. Er ist
homeomorph zu T, und das dem Punkt x € T entsprechende maximale Ideal von
T(C)/K(1?) ist

{T(f)+ K(*): feC(T), f(z) =0} (6.3)
Dem lokalen Prinzip von Allan/Douglas entsprechend sei I, das kleinste abge-
schlossene Ideal von T (PC')/K(I%), welches die Menge (6.3) enthélt, und 7, be-
zeichne den *~Homomorphismus

Tt T(PC) = (T(PC)/K(1*)/L;, Aw (A+ K(I?)) + L.
Das lokale Prinzip sagt dann:

Ein Operator A € T(PC) ist genau dann Fredholmsch, wenn fiir
jedes x € T die Nebenklasse m,(A) in T.(PC) := (T(PC)/K(I*))/I,
invertierbar ist.

Um dieses Resultat ausnutzen zu kénnen, benodtigen wir genauere Kenntnisse
tiber die ,lokalen Algebren“ T,.(PC). Da die Algebra 7 (PC') von den Toeplit-
zoperatoren 1T'(a) mit a € PC erzeugt wird, wird die Algebra 7,(PC') von den
Nebenklassen 7,(T'(a)) mit a € PC erzeugt. Fiir jedes € T bezeichne x, die
stiickweise konstante Funktion, die auf dem Kreisbogen von x nach —z (bzgl.
der iiblichen Orientierung) den Wert +1 und auf dem Bogen von —x nach x den
Wert 0 annimmt.

Satz 6.3 Jede der lokalen Algebren T,.(PC) ist einfach erzeugt, und die Neben-
klasse m,(T (xz)) ist ein erzeugendes Element.

Beweis. Wir zeigen, dass fiir jede stiickweise stetige Funktion a die Nebenklasse
7:(T'(a)) eine Linearkombination der Nebenklassen 7, (1) und 7, (7'(x,)) ist. Seien
a(x £ 0) die einseitigen Grenzwerte von a an der Stelle z, und sei

az = a(z 4+ 0)x, + alx —0)(1 — xz).
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Die Funktion b := a — a, ist stetig im Punkt x und nimmt dort den Wert 0 an:

Sei f € C(T) eine Funktion mit f(z) = 1. Dann ist (1 — f)(x) = 0. Die Neben-
klasse w(T'(1 — f)) liegt also im maximalen Ideal  und erst recht im Ideal I,. Es
ist also m,(T'(1 — f)) = 0 bzw. 7.(T(f)) = 7.(T(1)) = 7, (I). Wir haben daher

T (T'(b)) = 7 (1) (T'()) = 7 (T'(f)) e (T'(b)) = 7 (T(f)T'(D)).
Da der Operator T(f)T(b) — T(fb) = —H(f)H (b) kompakt ist, folgt weiter

mo(T'(b)) = ma(T(fD))
fir jede Funktion f € C(T) mit f(z) = 1. Nun ist aber

I (TSN < ITCO = 1 blloo (6.4)

nach Satz 3.10 (a) (und wegen der Definition der Norm in Faktoralgebren). Durch
Verkleinern des Trégers von f kann man erreichen, dass die rechte Seite von (6.4)
kleiner als jede vorgegebene positive Zahl wird. Folglich ist 7, (7'(b)) = 0 bzw.
7(T(a)) = 7:(T(a,)), d. h.

(T (a)) = a(z + 0)m(T(Xa)) + a(z — 0)(m2(I) — (T (X)) (6.5)

Die Nebenklasse 7, (T'(a)) liegt also in der durch 7, (7) und 7, (7'(x.)) erzeugten
Algebra. Damit liegt 7,(PC) in dieser Algebra, und beide Algebren stimmen
iiberein. [

Die Identitét (6.5) zeigt, dass modulo I, die Funktion a durch die Funktion a,
ersetzt werden kann, die sich lokal (im Punkt x) genauso verhélt wie die Funktion
a. Dies erklart Bezeichnungen wie ,lokales Prinzip“ oder ,lokales Ideal®“. Die
Funktion a, heifit auch ein ,lokaler Vertreter von a (man beachte, dass es viele
lokale Vertreter einer Funktion gibt).

Da T.(PC) einfach erzeugt ist, weil man alles iiber diese Algebra, wenn
man das Spektrum des Erzeugers m,(T(x.)) kennt (Satz 5.17). Wir bestim-
men dieses Spektrum unter Zuhilfenahme eines allgemeinen Resultates von Hart-
mann/Wintner.

Satz 6.4 (Hartmann/Wintner) Sei a € L*(T) reellwertig. Dann sind so-
wohl das Spektrum von T(a) als auch das von T(a) + K (I?) gleich dem Intervall
less inf a(t), ess sup a(t)].
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Einen Beweis finden Sie in [Bottcher, Silbermann]|, Analysis of Toeplitz Operators,
Abschnitt 2.36. [

Satz 6.5 Fir jedes x € T ist das Spektrum von m,(T(x.)) gleich [0, 1].

Beweis. O.E.d.A. sei x = 1. Wir schreiben x fiir x;. Nach Satz 6.4 ist das
Spektrum der Nebenklasse T'(x) + K (I%) gleich [0, 1]. Aus dem lokalen Prinzip
folgt

[0, 1] = or(peyxa) (T(x) + K (1) = | o7, pc) (my(T(X))). (6.6)

Falls y € T\ {—1, 1}, so ist m,(T'(x)) entweder gleich m,(0) oder gleich m,([), wie
aus (6.5) folgt. In diesem Fall ist also entweder o7, (pcy (7, (T(x))) gleich {0} oder
gleich {1}. Aus (6.6) folgt sofort

(0, 1) € o(m(T(x))) Uo(r-1(T(x))) < [0, 1].
Da Spektren abgeschlossen sind, folgt schliellich
o(m(T(x))) Ua(r-1(T(x))) = [0, 1]. (6.7)

Wir zeigen, dass o(m(T(x))) = o(m-1(T(x))), woraus sich mit (6.7) die Behaup-
tung ergibt. Dazu definieren wir Operatoren J, C': [*(Z*) — [*(Z") durch

J (@)oo = (1) "20)plo, C 1 (Tn)nlo = (Tn)no-

Beide Operatoren sind Isometrien, J ist linear und C' ist antilinear, und es ist
J? = C? = I. Daher definieren die Abbildungen V, W : L(I*(Z")) — L(I*(Z")),

VA= JAJ, W:A— CAC

einen (linearen) Isomorphismus bzw. eine (linearen) , Antiisomorphismus“ von
L(I*(ZT)) auf sich (letzteres soll heiflen, dass W (AB) = W(B)W(A) fiir alle
A, B € L(I*(Z"))). Man beachte, dass W tatsichlich linear ist: Fiir alle A €
L(I*(Z*)) und « € C ist ndmlich

W(aA) = C(aA)'C =CaA*C =aCAC =alW(A).
Man rechnet nun leicht nach, dass fiir jede Funktion a € L>(T)
V(T(a))=T(a) und W(T(a))=T(a) (6.8)
mit a(t) = a(—t) und a(t) = a(1l/t). Fir a € PC liegen a und a wieder in
PC. Aus (6.8) folgt daher, dass sowohl V' als auch W die Algebra T (PC) auf

sich abbilden. AuBerdem ist klar, dass V und W das Ideal K(I*(Z")) auf sich
abbilden. Die beiden Abbildungen

A+ K@) = V(A) + K@), A+ K1) — W(A)+ K(?)
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sind daher ein Isomorphismus bzw. Antiisomorphismus von 7 (PC)/K (I?) auf
sich. Wir bezeichnen diese Abbildungen wieder mit V bzw. W. Weiter: seien
f, g€ C(T) mit f(1) =0 und g(—1) = 0. Aus (6.8) folgt

VIT(f) + K(1%) = T(f) + K(), W(T(g) + K(%)) = T(3) + K(*),

wobei nun f(—1) = 0 und §(—1) = 0. Hieraus folgt schlieflich, dass die Abbil-
dungen
m(A) —» 7_1(V(A)) bzw. 7w_1(A) — 7m_1(W(A))

einen korrekt definierten Isomorphismus von 77(PC) auf T7_1(PC) bzw. einen
korrekt definierten Antiisomorphismus von 7_;(PC) auf sich darstellen. Diese
Abbildungen tiberfithren m;(7'(x)) in

T1(V(T(x))) = 71(T (X)) = m—1(T(1 — x))
bzw. 7_1(T(1 — x)) in
T (W(T(1—x)) =71(T(1 = X)) = 7-1(T(x))-
Da sowohl Isomorphismen als auch Antiisomorphismen Spektren erhalten, folgt

oripo)(m(T(x)) = o7, pey(T1(T(1 = X)) = o7 1 (poy (1 (T(X))). =

Jede Algebra T, (PC) ist also kommutativ, und wir kénnen ihren Raum der maxi-
malen Ideale mit [0, 1] identifizieren. Aus (6.5) folgt dann, dass die Gelfandtrans-
formierte von 7,(7'(a)) mit a € PC' die Funktion

0,1] = C, te a(z+0)t+alx—0)(1—1) (6.9)

ist. Kombiniert man dies mit dem lokalen Prinzip, so folgt, dass ein Toeplitzope-
rator T'(a) mit a € PC genau dann Fredholmsch ist, wenn fiir kein z € T die
Funktion (6.9) eine Nullstelle hat. Allgemeiner: der Operator -, [, T'(a;;) mit
a;; € PC ist genau dann Fredholmsch, wenn fiir kein # € T die Funktion

0,1] = C, t— Y ] (ay@+0)t+ay=—0)(1—1) (6.10)

eine Nullstelle hat. Zumindest (6.9) lasst sich leicht geometrisch deuten. Bildet
etwa a den Einheitskreis T ab auf
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so besagt (6.9), dass 0 auf keiner der Strecken [a(z; — 0), a(z; + 0)] und nicht
auf a(T) liegen darf. T'(a) ist also genau dann Fredholmsch, wenn 0 nicht auf der
durch die Strecken [a(z — 0), a(z 4 0)] vervollstindigten , Kurve“ a(T) liegt.
AuBlerdem bemerkt man sofort, dass den Operatoren T'(a)7'(b) und T'(b)T(a)
mit a, b € PC durch (6.10) die gleiche Funktion zugeordnet wird. Es ist also

7(T(a)T (b)) = 7. (T(b)T(a)) fir allez € T.
Mit Satz 5.24 (c) erhalten wir hieraus
I(T(@)T () = T®)T(a) + K ()| = max | (T(a)T(b) = TB)T(a))]| = 0.

Fazit: der Kommutator T'(a)7T(b) —T'(b)T'(a) ist kompakt! Wir fassen zusammen:

Satz 6.6 Die Algebra T(PC)/K(I*(Z"1)) ist kommutativ. IThr Raum der mazi-
malen Ideale kann (als Menge) mit dem Zylinder T x [0, 1] identifiziert werden.
Die Gelfandtransformierte von T(a) + K(I*(Z")) mit a € PC ist die Funktion

Tx[0,1] —-C, (x,t)— alx+0)t+alz—0)(1—1).

Ein Operator A € T(PC) ist genau dann Fredholmsch, wenn die Gelfandtrans-
formierte von A+ K(I*(Z")) keine Nullstellen hat.

Anmerkung 6.7 Natiirlich hatten wir auch damit beginnen kénnen, die Kom-
mutativitit der Algebra T (PC)/K(I*(Z")) nachzurechnen und danach hétten
wir versuchen miissen, den Raum der maximalen Ideale dieser Algebra zu bestim-
men. Ein  Frontalangriff“ auf diesen Raum scheint mir aber keineswegs einfach.
Der Nutzen des lokalen Prinzips in diesem Beispiel liegt gerade darin, dass es
die getrennte Bestimmung der beiden , Faktoren“ T und [0, 1] des Raumes der
maximalen Ideale T x [0, 1] ermdglicht.

Anmerkung 6.8 Wir haben M (T (PC)/K(I*)) als Menge mit dem Zylinder
T x [0, 1] identifiziert. Die Gelfandtopologie auf diesem Zylinder féllt jedoch nicht
mit der iiblichen Euklidischen Topologie zusammen. Vielmehr wird eine Umge-
bungsbasis eines Punktes (z,t) € T x (0, 1) durch die Mengen

{z} x (t—e,t+¢) mit0<e < min{t, 1 —t}

gegeben.
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Eine Umgebungsbasis von (x,1) mit € T wird durch
([z, ze®) x (1 —&, 1)U ((z, 2e®) x [0, 1 —¢]) mit0<e <1
gegeben, und eine Umgebungsbasis von (z,0) durch die Mengen
(e ™, 2] x [0, €)) U ((ze™™, x) x [, 1]) mit0 < e < 1.

Anmerkung 6.9 Lokale Techniken kéonnen Aussagen iiber Fredholmeigenschaf-
ten liefern, nicht aber {iber den Fredholmindex. Jener ist eine globale Grofie (Win-
dungszahl). Im Fall von Toeplitzoperatoren 7'(a) mit a € PC hat man eine hinrei-
chend einfache Indexformel: Durch das Einfiigen der Strecken [a(xz —0), a(z+0)]
wird a(T) zu einer geschlossenen Kurve, der man eine Windungszahl bzgl. des
Nullpunktes zuordnen kann. Wie im Fall stetiger Erzeuger ist der Index von T'(a)
gleich der negativen Windungszahl dieser Kurve. |

Anmerkung 6.10 Man betrachtet Toeplitzoperatoren auch auf [P(Z") mit 1 <
p < oo. Dabei ist zunéchst zu beachten, dass nicht mehr jede beschrinkte
Funktion a auf T einen beschrinkten Toeplitzoperator erzeugt. Vielmehr muss
a ein sogenannter Multiplikator sein. Das ist beispielsweise garantiert, wenn a
eine beschréankte Totalvariation hat. Die kleinste abgeschlossene Unteralgebra
von L(IP(Z")), die alle Toeplitzoperatoren T'(a) mit a € PC von beschriank-
ter Totalvariation enthélt, ldsst sich wie oben mittels des lokalen Prinzips von
Allan/Douglas studieren. Das Spektrum des erzeugenden Elements 7, (T (x,)) der
lokalen Algebren ist i. Allg. nicht mehr das Intervall [0, 1], sondern ein Kreisbogen
von 0 nach 1, der von p abhéngt. Man macht also a(T) mit (gewissen) Kreisbogen
statt mit Strecken zu einer geschlossenen Kurve, und 7'(a) ist Fredholmsch, wenn
0 nicht auf dieser Kurve liegt. [

6.2 Algebraisierung der Stabilitit

Um das Stabilitédtsproblem einer Untersuchung mittels lokaler Prinzipien zugéng-
lich zu machen, iiberfithren wir es in ein Invertierbarkeitsproblem in einer geeignet
konstruierten Banachalgebra.

Sei X ein Banachraum und (@,,) € L(X) eine Folge von Projektoren, die stark
gegen den identischen Operator I auf X konvergiert. Ein Naherungsverfahren ist
eine Folge (A,) von Operatoren A, € imQ@,, fir die A,Q, stark gegen einen
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Operator A € L(X) konvergiert. Nach Banach-Steinhaus ist sup ||A,|| < co. Das
legt folgende Definition nahe: Sei F die Menge aller beschréankten Folgen (A, )nen
von Operatoren A, € L(im@Q,), d. h. es ist sup,, ||4,] < oo. In F erkldren wir
Operationen durch

(An) + (Bn) = (A, + By), (4A,)(B,) = (A4,B,) und «a(A4,) = (a4,)
(wobei (4,), (B,) € F und « € C) sowie eine Norm durch

[(An) || 7 == sup [[An]|.
neN

Ist X = H ein Hilbertraum und sind die (),, Orthoprojektoren, so definieren wir
auf F eine Involution durch (A4,)* := (A%).

Satz 6.11 F st eine Banachalgebra mit Finselement. Ist X = H ein Hilbert-
raum, so ist F eine C*-Algebra.

Beweis. Es ist klar, dass F eine normierte Algebra ist. Ihr Einselement ist die
Folge (I,,), wobei I, fiir den identischen Operator auf im @,, steht. Wir zeigen die
Vollstéandigkeit von F.

Sei ((A%m))nzl)mzl eine Cauchyfolge in F. Fiir jedes ¢ > 0 gibt es dann ein
N € N mit

1(AT) 51 — (AD) o1 || 7 = sup [[ATY — AP < & (6.11)

n n w31
fiir alle m, k > N. Insbesondere ist fiir jedes n die Folge (A,(@m))mzl eine Cauchyfol-
ge in L(im @,,) und mithin konvergent. (Man beachte, dass im @,, ein abgeschlos-

sener Teilraum des Banachraumes X ist.) Sei A% := lim,, o A%m). Vollzieht man
in (6.11) den Grenziibergang k — oo, folgt

sup [|AU™ — A®|| < e fiir alle m > N.
n>1

Hieraus folgt, dass die Folge (A%) = (AY) + (A% — AU™) wieder zu F gehort
und dass H(A;m)) — (A%)||7 = 0 fiir m — oo. Also ist F vollsténdig.
Im Hilbertraumfall gilt fiir jede Folge (A,) € F

1A (Al = (AL A [ = sup [ A% Au]| = sup [ A
n>1 n>1
2
_ <sup||An||) — (A2,
n>1

d. h. F wird zu einer C*-Algebra. [

Nach Konstruktion enthélt F alle Naherungsverfahren, die Ndherungslosungen in
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im @),, suchen. Die Rolle der Algebra F in der Numerischen Analysis kann daher
verglichen werden mit der Rolle der Algebra L(X) in der Operatortheorie.
Offenbar ist eine Folge (A4,) € F genau dann in F invertierbar, wenn es eine

Folge (B,) € F gibt mit (B,)(4,) = (4,)(B,) = (I,) bzw.
A,B, = B,A, =1, firallen > 1.

Es miissen also alle Operatoren A, invertierbar sein, und ihre Inversen B,, = A1
miissen (damit die Folge (A, ') wieder in F liegt) gleichméBig beschrinkt sein:

IBa)ll = (A= = sup |4, < oo.

Die Invertierbarkeit einer Folge in F ist also eine stédrkere Eigenschaft als die
Stabilitit dieser Folge. Fiir eine dquivalente Beschreibung der Stabilitdt miissen
wir also die Invertierbarkeit in F durch einen schwécheren Begriff ersetzen. Dazu
folgende Uberlegung. Uns interessieren asymptotische Eigenschaften der Folge
(A,), also solche, die erst fiir hinreichend groe n spiirbar werden. Beziiglich ihrer
asymptotischen Eigenschaften kénnen wir also zwischen zwei Folgen (A,) und
(B,,), die nur in endlich vielen Eintrigen verschieden sind, gar nicht unterscheiden.
Insbesondere kénnen wir im Hinblick auf asymptotische Eigenschaften zwischen
den Folgen
(A1, As, ..., A,,0,0,0,...) und (0,0,0,...)

nicht unterscheiden. Wir mochten daher beide Folgen als ,,im Wesentlichen gleich“
betrachten. Algebraisch geschieht das dadurch, dass alle Folgen, die man mit der
Nullfolge identifizieren mochte, in ein Ideal gesteckt werden und dass man nach
diesem Ideal faktorisiert. Sei also Gy die Menge aller Folgen (A,) € F mit nur
endlich vielen Eintrédgen ungleich 0. Diese Menge ist tatséchlich ein Ideal von F.
Allerdings ist das Ideal Gy nicht abgeschlossen, und F /G, ist keine Banachalgebra.
Wir betrachten daher statt Gy die AbschlieBung G von Gy in F. Man kann leicht
zeigen, dass

G ={(G,) € F:lim||G,]|| = 0}. (6.12)

Wir betrachten (6.12) als Definition von G und zeigen:

Satz 6.12 G ist ein abgeschlossenes Ideal von F.

Beweis. Die Idealeigenschaft ist leicht zu sehen (das Produkt einer beschrénkten
Folge und einer Nullfolge ist eine Nullfolge). Wir zeigen die Abgeschlossenheit. Sei
(m)

((Gn'"")n>1)m>1 eine Folge in G, die in F gegen eine Folge (G
Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein M mit

o0

*),>1 konvergiert.

sup |G — G| < g/2  fiir m > M.
n>1

Wir fixieren ein mg > M und bestimmen N so, dass

|GU)|| < ¢/2 fiirn > N.
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Fir alle n > N ist dann
G < lIG = G + 1G] < e
Es ist also (G$°)n>1 € G. n

Wir kénnen also die Faktoralgebra F /G bilden. Diese ist wieder eine Banachal-
gebra und im Hilbertraumfall eine C*-Algebra. Mit Hilfe dieser Algebra gelingt
die angestrebte Ubersetzung des Stabilitdts- in ein Invertierbarkeitsproblem.

Satz 6.13 (Kozak) Eine Folge (A,) € F ist genau dann stabil, wenn ihre Ne-
benklasse (A,) + G in F /G invertierbar ist.

Beweis. Sei zunéchst (A,,) stabil. Dann sind die A,, invertierbar fiir n > ny (mit
einem geeigneten ng), und die Folge (B,) mit

B .- ALt fiir n > ng
" I, fir n < ng
ist beschréinkt. Diese Folge gehort also zu F, und es ist
(An)(Bn) = (In) = (Bn)(An) — (1) =: (Gn)
eine Folge mit G, = 0 fiir n > ng. Also ist (G,) € G, und (B,,) + G ist die zu
(A,) + G inverse Nebenklasse.
Sei umgekehrt (A4,) + G in F/G invertierbar. Dann gibt es ein (B,,) € F mit
((An) +G)((Bn) +G) = ((Bn) + 9)((An) + G) = (In) + G.
Es gibt also Folgen (G,,), (H,) € G mit
A,B,=1,—G, und B,A,=1,— H, fir allen.

Von einer Stelle ng an ist ||G,|| < 1/2 und ||H,|| < 1/2. Dann sind I,, — G,, sowie
I, — H,, invertierbar, und fiir ihre Inversen gilt (Neumann-Reihe)

iGZ < iz’“ = 2.
k=0

k=0
Fiir n > ng ist also A, B, (I, — G,)™' = I,, und analog (I, — H,) !B, A, = I,.
Das zeigt die Invertierbarkeit von A, fiir n > ng, und aus

IAZH = 11Ba(Ln = Go) M < IBallll(Zn = Go) | < 2] Ball

und (B,) € F folgt die gleichmifige Beschriinktheit der Normen |A '] fiir
n > ng. ]

Stabilitét von (A,,) heiBt also Invertierbarkeit von (A,) + G in F/G. Wir werden
spater sehen, dass sich auch viele andere asymptotische Eigenschaften der Folge
(A,) (Haufungspunkte von Eigenwerten, Singuldrwerten, ...) durch Eigenschaf-
ten ihrer Nebenklasse beschreiben lassen. Beispielsweise gilt

I(Zn = Gu) 7l =
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Satz 6.14 Fir jede Folge (A,) € F ist
limsup [| A || = [|(An) + G-

n—oo

Der Beweis wird in der Ubung gefiihrt.

6.3 Die Algebra des Reduktionsverfahrens fiir Toeplitz-
operatoren: stetige Erzeuger

Sei nun X = [*(Z"), die Q,, seien die bekannten Orthoprojektoren P,, und F sei
die zugehorige C*-Algebra von Folgen (A,,), A, € L(im P,). Wir gehen vor wie bei
der Fredholmtheorie fiir Toeplitzoperatoren und stecken alle uns interessierenden
Folgen in eine Algebra. Im Fall des Reduktionsverfahrens fiir Toeplitzoperatoren
T'(a) mit a € C(T) heifit das: Wir betrachten die kleinste abgeschlossene Unter-
algebra S(C') von F, die alle Folgen (P,T(a)P,) mit a € C(T) enthilt. Diese
Algebra kann man komplett beschreiben.

Satz 6.15 S(C) = {(A,) € F: A, = B, T7(a)P, + P,KP, + R,LR,, + G,, mit
a€C(T), K,L € K(I*(Z")) und (G,,) € G}.

Fiir den Beweis bezeichnen wir die rechte Seite dieser Identitdt mit 4. Wir
schicken dem Beweis zwei Hilfssétze voraus.
Lemma 6.16 (Widom) Fiir a, b€ L>(T) ist

P,T(ab)P, = P,T(a)P,T(b)P, + P,H(a)H (b)P, + R,H(a)H(b)R,,.
Beweis. Aus Lemma 3.8 wissen wir, dass

P,T(ab)P, = P,T(a)T(b)P, + P,H(a)H(b)P,

= P, T(a)P,T(b)P, + PyH(a)H(b) P, + P,T(a)QuT(b) P,

mit Q, := I — P,. Seien V,V_; € L(I*(Z")) die iiblichen Verschiebungsopera-
toren und V,, := V" sowie V_,, := (V_1)" fiir n > 1. Man rechnet leicht nach
(Matrixdarstellung), dass R, T(a)V,, = P,H(a) und V_,, T(b)R,, = H(b)P,. Folg-
lich ist

P, T(a)Q,T(b)P, = R,(R,T(a)V,)(V_,T(b)R,)R,, = R, H(a)H(b)R,,
und die Widomsche Formel ist bewiesen. [
Lemma 6.17 Fir jede Folge (A,) € A existieren die starken Grenzwerte
W(A,) :=slim A, P, und W(A,) :=slimR,A,R,.

Insbesondere ist fir A, = P,T(a)P, + P,KP, + R,LR,, + G,, mit a, K, L und
(G,) wie in Satz 6.15

W(A) =T()+ K und W(A,) =T()+ L.
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Um Missverstédndnissen vorzubeugen: W(A,,) bedeutet Anwendung von W auf
die Folge (A,,), nicht auf den Operator A,! Die korrektere Schreibweise W ((A4,))
is etwas unhandlich.

Beweis. Aus Lemma 3.22 wissen wir, dass fiir (A,,) von der angegebenen Gestalt
W (A,) existiert und gleich T'(a) + K ist. Aus Lemma 3.21 folgt

RpAwR, = P,T(d)P, + P,LP, + R,K Ry, + RyGnRy.
Aus Lemma 3.22 folgt die Existenz von W(A,) = W(R,A,R,) und die Gleichheit
W(A,) =T(a)+ L. =

Beweis von Satz 6.15. Wir zeigen zuerst, dass A eine Algebra ist. Da A offenbar
ein linearer Raum ist, miissen wir noch zeigen, dass alle méglichen Produkte von
Folgen der Gestalt (P,T(a)P,), (P,KP,) und (R,LR,) wieder in A liegen (fiir
Produkte mit einer Nullfolge (G,,) ist dies selbstversténdlich).

Nach Lemma 6.16 ist

P, T(a)P,T(b)P, = P, T(ab)P, — PyH(a)H (b)P, — R, H(a)H (b)R,.

Da die Operatoren H(a)H (b) und H(a)H (b) kompakt sind (Satz 3.15 (b)), liegt
die Folge (P, T(a)P,)(P,T(b)F,) in A. Weiter ist

P,T(a)P, - RyLR, = R,T(&@)RuRyLR, = R,T(a)LR, — R,T(a)QnLR,.

Da @, — 0 stark und da L kompakt ist, liegt die Folge (R,T'(a)Q,LR,) in G.
Also liegt (P,T'(a)P,)(R,LR,) in A. Schliellich betrachten wir

P,.KP, -R,LR,=F,KR,LR,.

Nach Lemma 3.22 konvergiert (R,LR,)* = R,L*R, stark gegen 0. Also konver-
giert die Folge (P,KP,)(R,LR,) in der Norm gegen 0, liegt also in G. Die iibrigen
Produkte behandelt man &hnlich.

Wir zeigen die Abgeschlossenheit von A in F. Sei ((Aglm))n21)m21 mit

A™ = P.T(ap)P, + P,K Py + RyLiy Ry + G™
eine in F konvergente Folge aus A. Dann konvergiert auch jede der Folgen
(WA )zt = (T(am) + Ku)mz1, (WA )1 = (T(@m) + Lon)m1

in L(I?). Aus Satz 6.1 und seinem Beweis wissen wir, dass es eine stetige Funktion
a und kompakte Operatoren K und L gibt mit

\T(ap) —T(a)|]| — 0, |K,—K|—0 und |L,—L|—0.

Dann konvergiert ((P,T(am)Py + PoKy Py + RyLy Ry )n>1)m>1 gegen die Folge
(P, T(a)P, + P,KP, + R,LP,),>, in F. Hieraus folgt schlieBlich, dass auch die
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Folge ((Gq&m))nzl)mzl in F konvergiert. Da G abgeschlossen ist, liegt ihr Grenzwert
wieder in G.

Wir haben damit erhalten, dass A eine abgeschlossene Unteralgebra von F
ist, die alle Folgen (P,T'(a)P,) mit a € C(T) enthélt. Da S(C') die kleinste abge-
schlossene Unteralgebra von F ist, die alle diese Folgen enthilt, folgt S(C') C A.

Zur umgekehrten Inklusion: Offenbar liegt jede der Folgen (P,T(a)FP,) mit
a € C(T) in S(C). Wir zeigen, dass auch alle Folgen (P,KP,), (R,LR,) und
(G,) in §(C) liegen. Dabei verwenden wir die Bezeichnungen aus dem Beweis
von Satz 6.1. Fiir den Beweis, dass jede Folge (P, K P,) mit K kompakt in S(C)
liegt, geniigt es wegen der Banachraumeigenschaft von S(C') zu zeigen, dass jede
Folge (P, V;P,V_;P,) mit i,j > 0 in S(C) liegt. Dies folgt aus

und

da jede der Folgen (P,V;P,) = (P,T(t')P,) und (P,V_;P,) = (P, T(t7)P,) in
S(C) liegt. Ahnlich zeigt man, dass (R,LR,,) € S(C) fiir jeden kompakten Ope-
rator L.

Fiir die Inklusion G C S(C) geniigt es schlielich zu zeigen, dass fiir jedes
ng > 1 und beliebige 7, 7 > 0 die Folge

(G,) == (0,0,...,0, P,,ViP,V_;Py,,0,0,...)

(mit dem nicht verschwindenden Eintrag an ng. Stelle) zu S(C') gehort. Dies folgt
aus
(Gn) = (PViPLV_; P ) (R Vg =i AV g1 Brn)

und aus dem bereits Bewiesenen. n

Da Nullfolgen das Stabilitdatsverhalten offenbar nicht beeinflussen, stellen wir fest,
dass wir in Satz 3.20 bereits das Stabilitdtsverhalten einer beliebigen Folge aus
S(C) beschrieben haben. Genauer:

Satz 6.18 Fiir jede Folge (A,) € S(C) gilt:
(Ay) ist stabil < W(A,) und W(An) sind invertierbar.

Wir formulieren diese Aussage um. Dazu fassen wir W(A,) und W(4,) zu ei-
nem Paar (W (A,), W(A4,)) € L(I?) x L({?) zusammen. Man iiberzeugt sich leicht
davon, dass das Produkt L(I?) x L(i?), versehen mit komponentenweisen Ope-
rationen und der Norm ||(4, B)|| := max{||A|,||B||}, eine C*-Algebra bildet.
AuBerdem ist klar, dass W(A,) = W (A, + G,,) fiir beliebige Folgen (A,,) € S(C)
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und (G,) € G. Der Operator W(4,) (und ebenso der Operator W(A,)) héngt
also nur von der Nebenklasse (A,) + G ab. Daher ist die Abbildung

sym = S(C)/G — L(I) x L(1?), (A) +G — (W(A,), W(A))  (6.13)

korrekt definiert. Die Abbildung sym (fiir ,Symbol“) ist ein *~-Homomorphismus
von der C*-Algebra S(C')/G in die C*-Algebra L(I?) x L([?). Satz 6.18 kann mit
dieser Abbildung wie folgt formuliert werden:

Fir eine Folge (A,) € S(C) ist (A;) + G genau dann invertierbar
(in S(C)/G oder F/G), wenn sym ((A,) + G) = (W(A,),W(A,))
invertierbar ist (in L(1*) x L(I%)).

Formuliert man diese Aussage fiir Spektren statt fiir Invertierbarkeit, so bekommt
man:

Fiir jede Folge (A,) € S(C) ist
05(0)/6((An) +G) = or@z)xr@) (sym ((An) + G)).

Und noch einmal anders: Die Abbildung sym aus (6.13) erhdalt Spektren.

Bis hierher hétten wir auch alles tun kénnen, wenn wir von S(C') nur wissen,
dass §(C) eine Banachalgebra ist (wenn wir z. B. die Algebra des Reduktionsver-
fahrens fiir Toeplitzoperatoren mit stetigen Erzeugern auf [P mit p # 2 betrachtet
hétten). Im vorliegenden C*-Fall kann man Dank Lemma 5.16 weit mehr sagen:

Satz 6.19 Die Abbildung

—~

sym: S(C)/G — L(I*) x L(I*), (A,) +Gw— (W(A,),W(A,))

15t ewn 1sometrischer *-Homomorphismus.

Die Algebra S(C)/G ist also isometrisch *-isomorph zur C*-Algebra aller Paa-

re (W(A,),W(A,)) mit (4,) € S(C). Wenn wir etwas iiber die Nebenklasse
(A,) + G einer Folge (A,) € S(C) erfahren mochten, miissen wir also nicht mit
Nebenklassen unendlicher Folgen umgehen, sondern kénnen alles auf das Rech-
nen mit den beiden Operatoren W (A,) und W (A,,) zuriickfiithren. Beispielsweise
gilt:

Satz 6.20 Fir jede Folge (A,) € S(C) konvergiert die Folge (||A,||) der Normen,
und thr Grenzwert ist gleich max{||W (A,)l], |W (A4,)]}

Beweis. Fiir jede Folge (A,,) € F ist nach Satz 6.14

timsup [[Aq]| = [[(4,) + G| (6.14)
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Aus Satz 6.19 wissen wir, dass die rechte Seite von (6.14) gleich
max {[W (A [W(40)] |

ist. AuBerdem gilt nach Banach-Steinhaus

W (An)|| = [[s-lim A, P, || < liminf || A,]],
W (A)]] = [|s-lim Ry A, Ry|| < liminf | Ry Ay Ry|| = liminf || A,]|.

Aus
limsup || A, | = max {[IW (A, [W(A,)][} < liminf |4,

folgt die Behauptung. [

Ganz dhnlich zeigt man:

Satz 6.21 Fir jede stabile Folge (A,) € S(C) konvergiert die Folge der Kondi-
tionszahlen cond A,, == || A, || | A ||, und ihr Grenzwert ist

max {[W (AR [ (A} - mase {10 (An) I I (An) )1}

Man beachte: Stabilitét der Folge (A,,) bedeutet zundchst nur gleichmdif$ige Be-
schranktheit der Folge der Konditionszahlen. Fiir Folgen in S(C) impliziert sie
sogar deren Konvergenz!

6.4 Die Algebra des Reduktionsverfahrens fiir Toeplitz-
operatoren: stiickweise stetige Erzeuger

Mit S(PC) bezeichnen wir die kleinste abgeschlossene Unteralgebra von F, die
alle Folgen (P,T'(a)P,) mit einer stickweise stetigen Funktion a enthilt. Wegen
(P, T(a)P,)* = (P, T(a)P,) ist S(PC) eine C*-Unteralgebra. Unser Ziel ist es,
fiir Folgen in dieser Algebra ein Stabilitédtsresultat wie in Satz 6.18 aufzustellen.
Wie im Fall der Fredholmtheorie gelingt die Ableitung dieses Resultates nicht
mehr mit einfachen ,, Tricks* wie dem Storungssatz, und auch die Beschreibung
der Folgen in S(PC') ist nicht so einfach wie in Satz 6.15. Da die Stabilitét einer
Folge in S(PC') natiirlich wieder zur Invertierbarkeit ihrer Nebenklasse modulo
G in F/G oder in S(PC)/G &quivalent ist, liegt der Einsatz lokaler Prinzipien
nahe.

Dies erfordert, in S(PC)/G eine nichttriviale Unteralgebra des Zentrums auf-
zuspiiren. Man kann aber leicht zeigen, dass das Zentrum von S(PC)/G genau
aus den Nebenklassen (1) + G mit a € C besteht. Ein Lokalisieren bzgl. dieses
trivialen Zentrums ist nutzlos. Ein Ausweg aus diesem Dilemma wurde 1981 von
Silbermann gefunden. Wir beschreiben nun diesen Ausweg.
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Ausgangspunkt ist Widoms Formel in Lemma 6.16. Aus ihr folgt fiir beliebige
Funktionen a,b € L>(T), dass

P,T(a)P, - P,T(b)P, — P,T(b)P, - P,T(a)P, =

= P, (H(b)H(a) — H(a)H(b)) P, + Rn(H(i))H(a) — H(a)H(b))R,. (6.15)

Ist nun eine der Funktionen a,b stetig, so sind die Operatoren H(b)H(a) —

H(a)H(b) und H(b)H (a) — H(a)H (b) kompakt, d. h. die rechte Seite von (6.15)
ist von der Gestalt

(P,KP,+ R,LR,) mit K, L kompakt.
Dies legt es nahe, eine Menge J zu erkldaren durch
J ={(P.KP,+ R,LR, + G,,) : K, L kompakt, (G,) € G}
und nach einer C*-Algebra F7 zu suchen mit folgenden Eigenschaften:

e J ist ein abgeschlossenes Ideal von F,
e S(PC) C FJ, und

o Invertierbarkeit in 77 /7 hat etwas zu tun mit der Invertierbarkeit in F /G,
d. h. mit Stabilitét. (Da J echt grofer ist als G, kann Invertierbarkeit in
FJ /T nicht mehr dquivalent zur Stabilitit sein.)

Hier ist eine solche Algebra: Sei 7 die Menge aller Folgen (4,,) € F, fiir die die
starken Grenzwerte

s-limA,P,, slmAP, slimR,A,R,, slimR,A R,
existieren. Wir bezeichnen wie vorher
W(A,) == s-lim A, P,, W(A4,) :=slim R, A, R,.

Satz 6.22 F7 ist eine C*-Unteralgebra von F, und J ist ein abgeschlossenes
Ideal von F7. W und W sind *-Homomorphismen von F7 in L(I*(Z%)).

Beweis. Es ist leicht zu sehen, dass F7 eine symmetrische Unteralgebra von F
ist und dass W und W *-Homomorphismen sind. Da P, — [ und R,LR,, — 0
fiir jeden kompakten Operator L (Lemma 3.22), ist auch klar, dass J C F7. Wir
zeigen, dass J ein Linksideal von FV ist.
Seien (A,) € F7, K, L kompakt und (G,,) € G. Dann ist
A,(P,KP,+ R,LR, +G,) =
=A,P,KP,+ R, -R,A,R,LR, + A,G,
= Py(A,P, — W(A,))KP, + R, (RyA,R, — W(A,)) LR, + A,G,,

+ P,W(A,)KP, + R,W(A,)LR,. (6.16)
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Wegen A, P, — W (A,) = 0, RyA, Ry, — W (A,) — 0 und der Kompaktheit von K
und L liegt die erste Zeile von (6.16) in G. Aus der Kompaktheit von W (A,,) K und
W (A,)L folgt, dass (A,)(P,KP,+ R,LR,+G,) € J. Also ist J ein Linksideal.
Die Rechtsidealeigenschaft folgt analog.

Wir zeigen nun die Abgeschlossenheit von F 7 in F. Vorab bemerken wir, dass
W und W stetig und sogar kontraktiv sind. Dies folgt durch explizites Nachrech-
nen und mit dem Satz von Banach/Steinhaus. Sei nun ( (A%m))nzl)mzl eine Folge

in 7 die gegen eine Folge (A,) € F konvergiert. Dann ist ((A%m))nzl)mzl eine
Cauchyfolge in F7, und aus der Stetigkeit von W folgt, dass (W(A%m)))mzl eine
Cauchyfolge in L(I?) ist. Sei A ihr Grenzwert. Fiir alle x € [ und m,n > 1 ist

1Az — ApPoz|| < || Az = W(AT) x| + [[W(ASY )z — AT Po|+
+ |A™ P — A, Pz (6.17)
< A=W AT ]| + WALz — AT Poz]|+
+[1ATY — Ag |l [l

Zu gegebenem ¢ > () wihlen wir M; so, dass
|A = W(A™)|| <& fiir alle m > M,
und M, so, dass

(AT — (A,)||l7 = sup |AT™ — A, || <& fiir alle m > M.
neN

Wir fixieren ein mg > max{M;, M} und wihlen N so, dass
W (A — AP g|| < ¢ fiir allen > N.
Aus (6.17) folgt dann fiir alle n > N
|Az — A, Pyz|| < 2¢||z|| + ¢,

d. h., A, P, konvergiert stark gegen A. Analog iiberpriift man die Existenz der
iibrigen drei starken Grenzwerte. Dies zeigt die Abgeschlossenheit von F7, und
die von J iiberpriift man dhnlich wie im Beweis von Satz 6.15 (Abgeschlossenheit
der Menge A). n

Das 16st das erste unserer Probleme, und das zweite folgt leicht:
Satz 6.23 J C S(PC) C F7.

Beweis. Die erste Inklusion folgt aus Satz 6.15: es ist sogar J C S(C). Da F7
eine abgeschlossene Algebra ist, miissen wir fiir die zweite Inklusion nur zeigen,
dass (P,T(a)P,) € F7 fiir alle a € PC. Dies folgt sofort aus

P, T(a)P, - T(a) und R,T(a)R, =P, T(a)P, — T(a) stark
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(was sogar fiir alle a € L*>(T) gilt). ]
Das dritte Problem wird gelost durch den folgenden ,, Liftungssatz“. Er ,misst*
den Unterschied zwischen der Invertierbarkeit in F/G (Stabilitdt) und in 77 /7.

Satz 6.24 (Liftungssatz) Fine Folge (A,) € F7 ist genau dann stabil, wenn

die Operatoren W (A,) und W (A,) invertierbar sind und wenn die Nebenklasse
(A,) + J in der Faktoralgebra F7 |J invertierbar ist.

Beweis. Sei zunéchst (A4,) stabil. Dann ist (A,)+G in F/G invertierbar (Kozak)
und bereits in F7 /G invertierbar (inverse Abgeschlossenheit von C*-Algebren).
Dann ist (A,,) erst recht modulo des grofieren Ideales J (2 G) invertierbar. Weiter:
Invertierbarkeit von (A,)+ G in F7 /G heift: es gibt eine Folge (B,) € F7 sowie
Folgen (G,), (H,) € G mit

(An)(Bn) = (Pn) + (Gn)7 (Bn)(An) = (Pn) + (Hn)

Wendet man den Homomorphismus W auf beide Seiten dieser Gleichungen an,
folgt W(A,)W(B,,) =1 = W(B,)W(A,). Also ist W(A,) invertierbar, und die
Invertierbarkeit von /I/Iv/(An) folgt analog.

Sei umgekehrt (B,) + J eine Inverse von (A,) + J in F7/J, und seien
W(A,) sowie W(An) invertierbar. Dann gibt es eindeutig bestimmte kompakte
Operatoren K, L und eine Folge (G,) € G mit

Wir zeigen, dass
(Bn, — P,W(A,) 'KP, — R,W(A,) 'LR,) + G

die Inverse von (A,) + G ist (man beachte, dass W(A,) 'K und W(A,) 'L
kompakte Operatoren sind). Eine einfache Rechnung liefert
(A) (B, — PW(A) 'K P, — R,W(A)'LR,) +G
= (Pn) + (P.KP,) + (R,LR,) (6.18)
— (A,P,W(A,)'KP,) — (A4, R, W (A,) 'LR,) +G.

Fiir den ersten Summanden der letzten Zeile erhalten wir

(A, P,W(A)'KP,)+G
= (P, (AP, — W(A)W (A 'KP,) + (P,KP,) +G
=(P,KP,)+ g,

da die Operatoren A,, P, — W (A,) stark gegen Null konvergieren und W (A4,,) 'K
kompakt ist. Analog erhélt man

(AR, W(A,)'LR,) + G = (R,LR,) +G.
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Zusammen mit (6.18) zeigen diese beiden Beziehungen, dass
(A2)(By — PW(A) T KB, — RW(A,)'LR,) + G = (P,) +G.

Die Nebenklasse (A4,) + G ist also in F/G von rechts invertierbar. Analog zeigt
man ihre Invertierbarkeit von links. Nach Kozak ist die Folge (A,,) stabil. ]

Anmerkung 6.25 Man kann den Liftungssatz als eine Verallgemeinerung des
Stromungssatzes 2.6 betrachten. Dort haben wir die starke Konvergenz von A, P,
und A’ P, benétigt, um mit Stérungen der Form (P,KP,) fertig zu werden;
hier benotigen wir die Existenz zweier weiterer starker Grenzwerte (R,A,R,
und R,AfR,), um mit Stérungen der Form (P,K P, + R,LR,,) zurechtzukom-
men. Der Liftungssatz 6.24 ist nur das erste Glied einer ganzen Hierarchie von
Storungs- oder Liftungssédtzen. Mochte man beispielsweise das Reduktionsver-
fahren (P,AP,) fiir beliebige Operatoren A € T (PC') studieren (diese Algebra
enthélt weit mehr Operatoren als nur Toeplitzoperatoren und kompakte Ope-
ratoren), so bendtigt man eine Version des Liftungssatzes mit unendlich vielen
(genauer: fiir jeden Punkt z € T einen) Summanden und mit entsprechend vielen
Homomorphismen W. [

Anmerkung 6.26 Der Liftungssatz 6.24 eroffnet einen einfachen Zugang zum
Reduktionsverfahren fiir Toeplitzoperatoren mit stetiger Erzeugerfunktion a. Ist
némlich T'(a) invertierbar, so ist a invertierbar in C(T). Aus

P, T(a)P,T(a P, = P, — P,H(a)H(a ')P, — R,H(a)H(a "R,

(Widoms Formel) folgt sofort, dass (P, T(a™*)P,)+J die Inverse zu (P, T (a)P,)+
J ist. Der Liftungssatz reduziert sich also auf

(P, T(a)P,) stabil < T(a) und T'(a) invertierbar.

SchlieBlich haben wir bereits bemerkt, dass T'(a) und T'(a) gleichzeitig invertier-
bar sind oder nicht. n

Zuriick zur Algebra S(PC). Der Liftungssatz reduziert unsere Arbeit darauf,
Invertierbarkeit in der Algebra S(PC')/J zu studieren (wegen der inversen Ab-
geschlossenheit von C*-Algebren ist ja eine Nebenklasse (A4,) + J genau dann in
F7 /T invertierbar, wenn sie bereits in S(PC)/J invertierbar ist). Der folgende
Satz zeigt, dass diese Algebra ein hinreichend grofles Zentrum besitzt, welches uns
ermoglichen wird, die Invertierbarkeit in dieser Algebra mit dem lokalen Prinzip
zu studieren.

Satz 6.27 S(C)/J ist eine C*-Unteralgebra des Zentrums von S(PC)/J. Ihr
Raum der mazimalen Ideale ist homdomorph zu T. Identifiziert man M (S(C)/J)
mit T, so ist das dem Punkt x € T entsprechende mazximale Ideal gleich

{(P,T(f)P,)+ T : f € C(T) und f(z) =0}, (6.19)
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und die Gelfandtransformierte der Nebenklasse (P,T(f)P,) + J ist die Funktion
feC(T).

Beweis. Aus (6.15) folgt, dass fiir jede stetige Funktion f € C(T) die Neben-
klasse (P, T(f)P,) + J im Zentrum von S(PC)/J liegt. Also ist S(C)/J eine

C*-Unteralgebra des Zentrums von S(PC)/J. Wir beschreiben ihren Raum der
maximalen Ideale. Dazu betrachten wir die Abbildung

O:C(T) = S(C))T, fr (P.T(fP)+JT.

Man rechnet leicht nach, dass ® ein *-Homomorphismus ist. Aus Satz 6.15 folgt
die Surjektivitat von ®: Jede Folge in S(C) ist ja von der Gestalt

(A,) = (RT(f)P,) + (P,KP,+ R,LR, + G,).

Folglich ist (A,,)+J = (P, T(f)P,)+J = ®(f). Wir zeigen, dass ® auch injektiv
ist. Sei f € C(T) mit ®(f) = 0. Nach Definition der Norm in F7 /7 findet man
fiir jedes € > 0 kompakte Operatoren K und L sowie eine Folge (G,,) € G mit

\(P.T(f)P, + P,KP,+ R, LR, + G,)| <e.
Anwendung des Homomorphismus W auf die Folge auf der linken Seite liefert
\T(f) + K|| = ||W(PT(f)P,+ P.KP,+ R, LR, + G,)|| <e.

Mit Satz 3.15 (a) und Satz 3.10 (a) folgt hieraus || f|| = || T(f)|| < |T(f)+ K| < e.
Da dies fiir jedes ¢ > 0 gilt, folgt f = 0.

Somit ist ® ein isometrischer Isomorphismus von C(T) auf S(C')/J. Die iibri-
gen Behauptungen folgen nun aus der Charakterisierung des Raumes der maxi-
malen Ideale von C(T) in Beispiel 5.4. m

Dem lokalen Prinzip von Allan/Douglas entsprechend bezeichnen wir fir x € T
mit [, das kleinste abgeschlossene Ideal von S(PC)/J, welches das = entspre-
chende maximale Ideal 6.19 von S(C)/J enthilt, mit S,(PC) die Faktoralgebra
(S(PC)/TJ)/I, und mit @, den kanonischen Homomorphismus

¢, : S(PC) = (S(PC)/T) /L, (An) = ((An) + T) + L.
Das lokale Prinzip sagt dann fiir (4,) € S(PC):

Die Folge (A,,) ist genau dann invertierbar modulo J , wenn fir jedes
x € T die Nebenklasse ®,(A,) in S,(PC) invertierbar ist.

Wir beschreiben die lokalen Algebren S,(PC') vollstindig. Dazu bezeichne x,
wieder die vor Satz 6.3 eingefiihrte Funktion.

Satz 6.28 Seix € T. Die lokale Algebra S,(PC') ist einfach erzeugt, die Neben-
klasse ©,(P,T(xz)Py) ist ein Erzeuger, und das Spektrum dieses Erzeugers ist
das Intervall [0, 1].
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Beweis. Genau wie im Beweis von Satz 6.3 macht man sich klar, dass
¢, (P, T(a)P,) = a(x 4+ 0)P (P, T (xz)Pn) + alx — 0)(Pr(FPy) — Pu(PuT (Xz)FPr))

fiir jede stiickweise stetige Funktion a. Die Algebra S,(PC') wird also durch das
Einselement ®,(P,) und die Nebenklasse ¢, (P, (x.)F,) erzeugt. Wir berechnen
das Spektrum des erzeugenden Elements und zeigen zunéchst, dass fiir den nu-
merischen Wertebereich Wyum(A) := {(Azx, z) : ||z]| = 1} (den wir frither nur mit
W (A) bezeichnet haben) gilt

Wi (T'(x2)) € [0,1]. (6.20)

Aus der Selbstadjungiertheit von T'(x) folgt Waum(T(x2)) € R; aus || T (x.)|| =1
folgt weiter Wum (T (xz)) C [—1, 1], und aus

(T(X2)y, ) = (PrxaPry, v) = (XoPry, X2Pry) >0

fiir alle y € 12(Z%) = PrL*(T)) folgt schlieBilich (6.20).

Ist nun A € C\ [0,1], so ist 0 ¢ clos Wyum(T(xz — A)) € [—=A,1 — A]. Nach
Lemma 2.12 ist T'(x, — A) dann von der Gestalt a(I + S) mit o € C\ {0} und
|S]] < 1, und nach Satz 2.9 konvergiert fiir T'(x, — A) das Reduktionsverfahren.
Umgekehrt: wenn fir T'(y, — A\) das Reduktionsverfahren konvergiert, so ist nach
dem Satz von Polski der Operator T'(x, — A) invertierbar, und nach Hartmann-
Wintner ist A € C\ [0,1]. Damit haben wir gefunden, dass

05(pc)/g((PuT(Xz) Pn) +G) = [0, 1].

Damit ist erst recht

JSZ(PC)(q)z(PnT(X:E)Pn)) - [07 1]

fiir alle z € T. Fiir den Beweis der umgekehrten Inklusion nehmen wir an, es gibe
ein A € [0, 1], welches nicht zum Spektrum von ®,(P,T(x.)F,) gehort. Dann gibt
es Folgen (B,), (Jn), (K,) € S(PC) mit ®,(J,) = ®,(K,) = 0 so, dass

(Po(T(Xa) = M) Ea)(Br) = (Po) + (Jn), (Ba)(Pa(T(Xa) = M) Pn) = (Bn) + (K).

Wir wenden auf beide Seiten beider Gleichungen den Homomorphismus W an
und erhalten

(T(xa) = AW (By,) = I+ W(Jo), W(B.)(T(xa) — M) = I +W(K,). (6.21)

Offenbar gehoéren W (B,,), W(J,) und W (K,,) zur Algebra 7 (PC'). Wir sehen uns
beispielsweise W (.J,,) genauer an. Nach Definition der Ideale J und I, kann die
Folge (J,,) beliebig genau durch Folgen der Gestalt

i(AgU(PnT( fi)Pa) + (P.KP, + R,LR, + G, (6.22)

Jj=1
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mit (AY)) € S(PC), f; € C(T) mit f;(z) =0, K und L kompakt und (G,,) € G
approximiert werden. Berechnet man den starken Grenzwert der Folge (6.22),
erhélt man

S WADYT(,) + K

mit gewissen Operatoren W (AY)) € T(PC). Wegen f;(z) = 0 ist klar, dass

(Zw (AINT(f;) +K> =0,

wobei 7, der kanonische *~-Homomorphismus
T(PC) = (T(PC)/K(*)/L,, A (A+K(*)+ 1,

aus Abschnitt 6.1 ist. Da jede Folge (J,,) mit ®(.J,) € I, beliebig genau durch
Folgen der Gestalt (6.22) approximiert werden kann und da W und 7, stetig sind,
folgt auf diese Weise

(W (J,)) =0 furalle (J,) € S(PC) mit ®,(J,) = 0. (6.23)
Anwendung von 7, auf beide Seiten der Gleichungen (6.21) liefert daher
Ta(T(Xa) = M) (W (Bn)) = me(W(B)) 7o (T (Xa) — M) = (1)

Die Nebenklasse 7, (T (x.) — AI) ist also invertierbar. Nach Satz 6.5 ist dies fiir
A € [0, 1] unméglich. Dieser Widerspruch zeigt, dass o(®,(P,T(x.)P)) = [0, 1].

Wie in Abschnitt 6.1 (Satz 6.6) schliet man hieraus:

Satz 6.29 Die Algebra S(PC)/J ist kommutativ, und ihr Raum der mazimalen
Ideale kann mit dem Zylinder T x [0, 1] identifiziert werden. Die Gelfandtransfor-
mierte von (P,T(a)P,) + J mit a € PC ist die Funktion

T x[0,1] = C, (z,t)— a(z+0)t+a(x—0)(1—1).
Die Topologie auf dem Zylinder T x [0, 1] ist wieder die in Anmerkung 6.8 be-

schriebene Topologie. [

Aus den Sétzen 6.6 und 6.29 folgt natiirlich, dass die Algebren S(PC)/J und
T(PC)/K(I?) isometrisch *-isomorph zueinander sind. Der folgende Satz be-
schreibt einen Isomorphismus zwischen diesen Algebren explizit.

Satz 6.30 Die Abbildung
S:S(PC)/T — T(PC)/K(I*), (A,)+ T~ W(A,) + K(I?)

st korrekt definiert. Diese Abbildung ist ein isometrischer *-Isomorphismus von
S(PC)/J auf T(PC)/K(I?). Ihre Umkehrabbildung iiberfihrt T(a) + K (1) in
(P, T(a)P,) + J.
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Beweis. Wir iiberlegen uns die Korrektheit. Seien (4,,), (B,) € S(PC) Reprisen-
tanten der Nebenklasse (A,,) + J. Dann gibt es kompakte Operatoren K, L und
eine Folge (G,) € G mit

A,=B,+ P,KP,+ R,LR, + G,.

Ubergang zum starken Grenzwert ergibt W(A,) = W(B,) + K, und Ubergang
zur Faktoralgebra modulo kompakter Operatoren liefert

W(A,) + K(I2) = W(B,) + K(?).

Somit héingt W (A, )+ K (I?) tatséichlich nur von der Nebenklasse von (A, ) modulo
J ab, und S ist korrekt definiert.
Wir betrachten die Menge Sy(PC) aller Folgen der Gestalt

k l

> 1Pt (ay) P

i=1 j=1

mit &,/ € N und a;; € PC. Diese bilden eine in S(PC') symmetrische und dich-
te Unteralgebra. Die Sétze 6.6 und 6.29 zeigen, dass fir (A,) € So(PC) die
Gelfandtransformierten von (A,) + J und von S((4,) + J) = W(A4,) + K(I?)
tibereinstimmen. Fiir Folgen aus So(PC') erhilt die Abbildung S also die Spek-
tren und damit die Normen. Auf Sy(PC)/J wirkt S somit als Isometrie. Dann
wirkt S als Isometrie auf ganz S(PC)/J. ]

Hier ist das Hauptresultat dieses Abschnittes:

Satz 6.31 Eine Folge (A,) € S(PC) ist genau dann stabil, wenn die beiden

Operatoren W (A,,) und W (A,) invertierbar sind.
Der Beweis ist nun einfach: Ist (A,,) stabil, so sind W(A,,) und W(An) nach dem

Liftungssatz invertierbar. Sind umgekehrt W (A,,) und W (A,,) invertierbar, so ist
W (A,) ein Fredholmoperator. Nach Satz 6.30 ist dann die Nebenklasse (A,)+J

invertierbar. Aus der Invertierbarkeit von (A,)+.J, W(A,) und W(A,) folgt mit
dem Liftungssatz die Stabilitét von (A,). m

Folgerung 6.32 Sei a € PC. Dann ist T(a) € [[(P,) genau dann, wenn T'(a)
invertierbar ist.

In der Tat, in diesem Fall folgt aus der Invertierbarkeit von W (P, T(a)F,) = T'(a)
bereits die von W(P,T(a)P,) = T(a): Es ist ja CT(a)*C = T(a) (sieche Ubung).
In Analogie zu Satz 6.19 gilt aulerdem

Satz 6.33 Die Abbildung
sym: S(PC)/G — L(I®) x L(),  (An) +G = (W(A,), W(4,))

15t ein 1sometrischer *-Homomorphismus.
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Beispiel 6.34 Wir kommen zuriick zu dem frither in Abschnitt 3.1.2 betrach-
teten Spline-Galerkin-Verfahren (L, (al 4 bSj 1)) Ly) fiir den singuldren Integral-
operator al + bSy 1) auf L?[0, 1] mit konstanten Koeffizienten. In Abschnitt 3.5
haben wir gesehen, dass dieses Verfahren genau dann stabil ist, wenn das Re-
duktionsverfahren (bzgl. der iiblichen Basis) fiir den Toeplitzoperator T'(a + bc)
stabil ist. Hier ist ¢ eine Funktion, die T \ {1} stetig und injektiv auf (—1,1)
abbildet und die an der Stelle 1 einen Sprung von 1 nach —1 aufweist. Es ist also
a + bc € PC. Nach Folgerung 6.32 ist das betrachtete Galerkinverfahren genau
dann stabil, wenn der Toeplitzoperator T'(a + bc) invertierbar ist. Dies wiederum
ist genau dann der Fall, wenn 0 ¢ [a — b, a + b]. n

6.5 Ein Kollokationsverfahren fiir singulidre Integralope-
ratoren

In diesem Abschnitt analysieren wir ein weiteres Naherungsverfahren — ein Kollo-
kationsverfahren fiir singuldre Integraloperatoren al+bSt mit stiickweise stetigen
Koeffizienten a, b. Wir geben hier nur einen Uberblick iiber die auftretenden Pro-
bleme, die benétigten Techniken und die gewonnenen Resultate. Details finden
Sie z. B. in Abschnitt 4.4 aus Hagen/R./Silbermann und in den dort zitierten
Originalarbeiten von Junghanns/Silbermann.

6.5.1 Lokale Fredholmtheorie fiir singulire Integraloperatoren

Es bezeichne O(PC) die kleinste abgeschlossene Unteralgebra von L(L?(T)), die
alle singulédren Integraloperatoren al + bSt mit a,b € PC enthélt. Den Ope-
rator al + bSt schreiben wir oft als ¢P + d@) mit ¢ := a4+ b und d := a — b.
Mit Hilfe der bereits in den Abschnitten 3.1.1 und 3.2 behandelten Beziehungen
zwischen Toeplitzoperatoren und dem Operator der singuldren Integration zeigt
man den folgenden Satz durch Zuriickfiihren auf die entsprechenden Resultate
fiir Toeplitzoperatoren.

Satz 6.35 (a) Die C*-Algebra O(PC) enthilt das Ideal K(L*(T)).
(b) Es ist fSt — StfI kompakt fiir jede stetige Funktion f € C(T).

Nach (a) kénnen wir die Faktoralgebra O(PC)/K(L?) bilden, und ein Operator
A aus O(PC) ist genau dann Fredholmsch, wenn seine Nebenklasse A+ K (L?) in
der Faktoralgebra O(PC')/K(L?) invertierbar ist. Aus Aussage (b) von Satz 6.35
folgt sofort, dass fiir jede stetige Funktion f und jeden Operator A € O(PC') der
Kommutator fA — AfI kompakt ist. Die Menge aller Nebenklassen fI + K(L?)
liegt also im Zentrum von O(PC)/K(L?). Dies ldsst uns an den Einsatz lokaler
Prinzipien zum Studium der Fredholmeigenschaft denken. Hierfiir benotigen wir
das folgende Analogon von Satz 6.2.
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Satz 6.36 Die Menge B := {fI+K(L?): f € C(T)} ist eine C*-Unteralgebra im
Zentrum von O(PC) /K (L?). Ihr Raum der mazimalen Ideale ist homdomorph zu
T. Das dem Punkt x € T entsprechende mazimale Ideal von B ist { fI + K(L?) :
f e C(T), f(z) = 0}. Identifiziert man M (B) mit T, so ist die Gelfandtransfor-
mierte von fI + K(L?) die Funktion f € C(T).

Fiir x € T bezeichnen wir mit I, das kleinste abgeschlossene Ideal der Algebra
O(PC)/K(L?), das das maximale Ideal {fI + K(L?): f € C(T), f(x) =0} von
B enthiilt, schreiben O,(PC) fiir die lokale Algebra (O(PC)/K(L?*))/I, und m,
fiir den kanonischen Homomorphismus

Tp : O(PC) = O, (PC), Aw (A+ K(L?) + I,.
Nach Allan-Douglas gilt dann:

FEin Operator A € T(PC) ist genau dann Fredholmsch, wenn fiir jedes
x € T die Nebenklasse m.(A) in O.(PC) invertierbar ist.

Nach Definition von O(PC) wird die lokale Algebra O,(PC') offenbar durch die
Nebenklassen (1), 7, (P) und 7, (al) mit a € PC erzeugt. Da wir 7,(al) schrei-
ben konnen als

me(al) = a(z + 0)me (X 1) + a(z — 0) (72 (1) — T2 (X))

mit der vor Satz 6.3 eingefithrten Funktion x,, wird die lokale Algebra O, (PC')
erzeugt durch das Einselement 7, (/) und die beiden Nebenklassen 7, (x,/) und
7. (P). Die Algebra O,(PC') ist also nicht mehr einfach erzeugt. Sie wird vielmehr
erzeugt durch das Einselement und durch zwei Projektoren, eben m,(x,I) und
7. (P). Solche Algebren konnen komplett beschrieben werden.

6.5.2 Durch zwei Projektoren erzeugte C*-Algebren

Das lokale Prinzip von Allan/Douglas ist eine Verallgemeinerung der Gelfand-
theorie auf Algebren, die in dem Sinn ,nahe“ zu den kommutativen Algebren
sind, dass ihr Zentrum nichttrivial ist. Wir lernen hier eine weitere Verallgemei-
nerung der Gelfandtheorie kennen, die auf Krupnik zuriickgeht.

Kommutative Algebren sind durch die Beziehung

ab—ba =0 fiir alle Elemente a, b

gekennzeichnet. Schreiben wir P fiir das Polynom P(x,y) := xy — yx in den
nichtkommutierenden Variablen z,y, so bedeutet Kommutativitéit offenbar

P(a,b) =0 fiir alle Elemente a, b.
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Man verallgemeinert dies wie folgt: Sei P ein Polynom in n nichtkommutierenden
Variablen x4, ..., z,. Eine Algebra A erfillt die polynomiale Identitit P, wenn

P(ai,as,...,a,) =0 fir alle ay,ao,...,a, € A.

Algebren, die eine nichttriviale polynomiale Identitdt erfiillen, heiflen PI-Alge-
bren. Von besonderem Interesse sind die sogenannten standarden Polynome F},
in m nichtkommutierenden Veranderlichen x1, xs, ..., Z,:

Fo(ry, @, ... xy) = Z SEN 0 To(1), To(2) - - - Ta(m),

OESm

wobei S, fiir die Gruppe aller Permutationen der Menge {1,2,...,m} und sgno
fiir das Vorzeichen der Permutation o € S, steht. Erfiillt eine Algebra die Iden-
titat F,,, heifit sie eine F},-Algebra. Die Fy-Algebren sind offenbar gerade die
kommutativen Algebren. Weitere Beispiele bringen die folgenden Sétze.

Satz 6.37 (Amitsur/Levitzki) Die Algebra C"*" ist eine Fy,-Algebra (jedoch
keine F,,-Algebra mit einem m < 2n).

Ein Beweis ist in Krupnik, Banach Algebras with Symbol and Singular Integral
Operators, Birkhauser.

Satz 6.38 Sei A eine Banachalgebra, die vom FEinselement e und von 2 Idem-
potenten p und q erzeugt wird (es ist also p* = p und ¢* = q). Dann ist A eine
Fy-Algebra.

Beweis. Sei Ay die kleinste (nicht notwendig abgeschlossene) Unteralgebra von
A, die e, p und ¢ enthélt. Da F} stetig ist, geniigt es zu zeigen, dass Ay eine
Fy-Algebra ist.

1. Schritt Das Element x := (p — q)* = p+ ¢ — pq — qp liegt im Zentrum von Ajy:
pr =p—pgp = Ip, (T =q —4gpq = 2q.
2. Schritt Jedes Element aus Ay lasst sich schreiben als
hi(@)e + ha(x)p + hs(x)q + ha(z)pq (6.24)

mit geeigneten Polynomen hy, ho, hs, hy. Hierfiir bemerken wir, dass die erzeugen-
den Elemente e, p und ¢ offenbar von der Form (6.24) sind und dass die Menge
aller Elemente der Form (6.24) eine Algebra bildet. Fiir letzteres hat man le-
diglich zu priifen, ob das Produkt je zweier ,Basiselemente® e, p, ¢, pg wieder in
der Form (6.24) geschrieben werden kann. Die folgende Tabelle zeigt, dass dies
moglich ist.
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| p q Pq

p p bq pq
q |ptq—pg—z ¢ (e —z)q
pg | (e—z)p pg  (e—x)’p
3. Schritt Da Fj linear in jeder der Variablen xy, ..., x4 ist und da alle h;(z) im

Zentrum von Ay liegen, geniigt es zu zeigen, dass

Fy(ri,ra,r3,m4) =0 fiir  7q,...,74 € {€,p,q,pq}.

Man tiberpriift leicht: Stimmen zwei der r; iiberein, so ist Fy(rq,re,r3,74) = 0.
Sind dagegen die r; paarweise verschieden, so ist eines dieser Elemente (z. B. )
gleich e. Es ist aber Fy(e, 1, 72,73) = 0 fur beliebige r; (HA). ]

Fiir Banachsche Fj,-Algebren hat man die folgende Verallgemeinerung der Gel-
fandtheorie.

Satz 6.39 (Krupnik) Sei A eine Fy,-Banachalgebra mit Eins, und M(A) sei
die Menge aller mazimalen Ideale von A. Dann gilt

(a) Fir jedes M € M(A) gibt es eine natirliche Zahll < n so, dass A/M zu
C™! isomorph ist.

(b) Fiir jedes M € M(A) sei mpr der kanonische Homomorphismus von A
auf A/M, und ny; sei ein Isomorphismus von A/M auf C>*. Weiter sei
©r =M o myp. Fiir jedes a € A ist dann a genau dann in A invertierbar,
wenn fir jedes M € M(A) die Matriz py(a) invertierbar ist.

(¢) Das Radikal von A ist gleich dem Durchschnitt aller mazimalen Ideale von

A.

Einen Beweis finden Sie im o. g. Buch von Krupnik.

Wiéhrend in der klassischen Gelfandtheorie jedem maximalen Ideal M und jedem
Element a von A eine Zahl a(M) entspricht (die invertierbar sein muss damit a
invertierbar wird), ist es hier also eine Matriz.

Wegen Satz 6.38 ist Krupniks Satz 6.39 anwendbar auf Banachalgebren, die
durch zwei Idempotente (und das Einselement) erzeugt werden. Fiir beliebige
solche Algebren gewinnt man auf diese Weise ein Invertierbarkeitskriterium. Fiir
uns ist der folgende Spezialfall ausreichend.

Satz 6.40 (2-Projektoren-Satz, Halmos) Sei A eine C*-Algebra mit Eins e,
und seien p,q € A Projektoren (= selbstadjungierte Idempotente) mit o(pgp) =
[0,1]. Dann ist die kleinste abgeschlossene Unteralgebra von A, die die Elemente
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e, p und q enthdlt, isometrisch *-isomorph zur C*-Algebra aller stetigen Funktio-
nen a: [0,1] — C?*2, fiir die a(0) und a(1) Diagonalmatrizen sind. Der Isomor-
phismus kann so gewdhlt werden, dass er e, p und q in die Funktionen

t~—><(1) ?), tr—>((1) 8) und tr—>( t(lt—t) tl(l__tt)>

tberfihrt.

Wie wir oben gesehen haben, wird die lokale Algebra O,(PC') durch das Einsele-
ment e := 7, (/) und die Projektoren p := 7,(P) und ¢ := 7, (x./) erzeugt. Fiir
die Anwendung des 2-Projektoren-Satzes von Halmos benotigen wir

oo, pc)(Pap) = 0o, (pc) (T (PX2P)).

Da man den Operator Py, P mit dem Toeplitzoperator T'(,) identifizieren kann,
folgt mit wenig Aufwand aus Satz 6.5, dass fiir jedes v € T

0o, pc)(T(PX.P)) = [0,1].

Jede der lokalen Algebren O,(PC) kann also mit dem 2-Projektoren-Satz von
Halmos vollstindig beschrieben werden. Das lokale Prinzip von Allan/Douglas
liefert schlieBlich das folgende Fredholmkriterium fiir Operatoren in O(PC).

Satz 6.41 (a) Es gibt einen *-Isomorphismus & von der Algebra O(PC)/K(L?)
auf eine C*-Algebra von stetigen 2x2-Matrizfunktionen auf dem Zylinder T x [0, 1]
(versehen mit der bereits diskutierten exotischen Topologie). Dieser Isomorphis-
mus tberfiihrt die Nebenklassen I + K(L?), Pr + K(L*) und al + K(L*) mit
a € PC in die Funktionen

(z,1) (é g), (z,1) (é 8),

a(z+0)t+a(x—0)(1—¢t) (alx+0)—alzx—0))\/t(1—1)
@J”*(m@+m—a@—m)ta—w Mx+®ﬂ—ﬂ+a@—mt)'

(b) Fin Operator A € O(PC) ist genau dann Fredholmsch, wenn die Funktion
(A + K(L?)) invertierbar ist, d. h. wenn

det(E(A+ K(L?))(z,t)) #0  fiir alle (z,t) € T x [0,1].

6.5.3 Ein Kollokationsverfahren fiir Singulire Integralgleichungen

Sei R(T) die Menge der Riemann-integrierbaren komplexwertigen Funktionen auf
T. Versehen mit punktweisen Operationen und der Supremumsnorm wird R(T)
zu einer C*-Algebra (7 Ubung). Mit X, bezeichnen wir die Menge aller tri-
gonometrischen Polynome u,(z) = Y.7_  az2" vom Grad < n, und wir setzen
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z; = exp(2mij/(2n + 1)) fiir j = —n, ..., n. Fiir jede Funktion f € R(T) gibt es
genau ein Polynom L, f € X, mit f(z;) = (L,f)(z;) fiir j = —n, ..., n. Der hier-
durch festgelegte Operator L, heifit der Lagrange’scher Interpolationsprojektor.
AuBerdem sei P, : L*(T) — X,, der Orthoprojektor. Man kann zeigen, dass

|P.f — flla— 0 fiir alle f € L*(T)

und
|Lnf — fll2 — 0 fiir alle f € R(T).

Wir betrachten die Integralgleichung

(al +bSt)u=f

mit Riemann-integrierbarer rechter Seite f und mit Koeffizienten a,b € PC. Wir
suchen N&dherungslosungen u,, € X,, dieser Gleichung, die die Bedingungen

a(zj)un(z;) + b(2;)(S1un)(25) = f(2), j€{-n,...,n}
erfiillen. Dieses kann man schreiben als
L,(al +bSt)P,u, = L,f.

Uns interessiert die Stabilitdt der Folge (L, (al + bSt)P,). Dazu fithren wir die
Reflektionsoperatoren

R, : L*(T) — X, Z O L e T N R
kEZ

ein, bezeichnen mit 7 die Menge aller beschrinkten Folgen (A4,,) von Operatoren
A, € L(im P,), fur die die starken Grenzwerte

W(A,) =slimA,P,, W(A,)" :=slimA*P,,
W(A,) == s-lim R,A,R,, W(A,)* :=slim R, A R,,

existieren, schreiben G fiir die Menge aller Nullfolgen aus F7 und J fiir die
Menge

J ={(P.KP, + R,LR, +G,): K,L € K(L*), (G,) € G}.
Dann gilt wieder ein Liftungssatz:

Satz 6.42 FY ist eine C*-Algebra, G und J sind abgeschlossene Ideale von F¥
und W und W sind *-Homomorphismen von F7 in L(L?). Eine Folge (A,) € F7

A~

ist genau dann stabil, wenn die Operatoren W (A,) und W(A,) in L(L?) und die
Nebenklasse (A,) + J in F7 /T invertierbar sind.
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Es macht wesentlich mehr Miihe als im Fall des Reduktionsverfahrens fiir To-
eplitzoperatoren zu zeigen, dass die Folgen (L, (al 4+ bSt)P,) fiir alle a,b € PC
zur Algebra FY gehoren, was vor allem an der Nicht-Selbstadjungiertheit der
Projektoren L, liegt. Wir vermerken hier nur, dass fiir alle a,b € PC

(LnaP,)* = L,aP,, Ry(Ln(al +bS)P,)R, = L,(al +bS)P,
sowie
W (Ln(al +bS)P,) = al +bS, W (Ln(al +bS)P,) = al + bS
gilt. Sei K(PC) die kleinste abgeschlossene Unteralgebra von F, die alle Folgen
(Ly(al +bSt)P,) mita,be PC

sowie das Ideal J umfasst. Der Liftungssatz reduziert das Stabilitédtsproblem fiir
Folgen aus K(PC') auf ein Invertierbarkeitsproblem fiir Nebenklassen in der Fak-
toralgebra K(PC')/J. Letzteres kann mit dem lokalen Prinzip studiert werden.

Satz 6.43 Die Menge aller Nebenklassen (L,fF,) + J mit f € C(T) ist eine
C*-Unteralgebra im Zentrum von K(PC)/J, die zur Algebra C(T) *-isomorph
ist. Der Isomorphismus kann so gewdhlt werden, dass er (L,fP,) + J in die
Funktion f dberfihrt.

Auch dieser Beweis ist technisch schwieriger als im Fall des Reduktionsverfahrens
fiir Toeplitzoperatoren. Am schwierigsten ist der Nachweis, dass

(LufP)(PoSP,) — (PoSP)(LafP,) € J fiir alle f € C(T).

Der Raum der maximalen Ideale der in Satz 6.43 beschriebenen zentralen Un-
teralgebra ist homoomorph zu T. Fiir jedes x € T bezeichne I, das kleinste
abgeschlossene Ideal von IC(PC)/J, welches das maximale Ideal

{(Lnfpn)+x7 € C(T) mit f(:)j) = 0}

enthalt. Weiter stehe IC,(PC) fiir die Faktoralgebra (K(PC)/J)/I, und &, fiir
den kanonischen Homomorphismus von IC(PC) auf KC.(PC).

Wir schreiben al + bS wieder als ¢cP + d@Q mit ¢ =a+ b und d = a — b. Fiir
beliebige ¢,d € PC' und f € C(T) gilt die Abschéitzung

[(Lnf Po)(Ln(cP +dQ)Py) + T || < [ felloo + (| fdllco-

Aus dieser erhilt man dhnlich wie im Toeplitzfall, dass die lokale Nebenklasse
&, (L, (cP + dQ)P,) geschrieben werden kann als

(c(z 4 0)Pu(LuxaPn) 4 c(z — 0)®y (Ln(1 — X2) Pp) ) ®u( P PP,)
+ (d(z + 0)P, (L X2 Py) + d(z — 0)®, (Ly(1 — X2) Pr)) Pu(PaQPy).
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Die lokale Algebra IC,(PC') wird also vom Einselement ®,(F,) und von den Ne-
benklassen ®,(P,PF,) und ®,(L,x.P,) erzeugt. Es zeigt sich, dass diese beiden
Nebenklassen Idempotente (und sogar Projektoren) sind. Es ist ndmlich

PP, =P,PP, und L,al = L,alL, fir allea € PC.

Ersteres liegt an den Abbildungseigenschaften des singuldren Integraloperators
St (vgl. Satz 3.1); letzteres an der Wirkung der Interpolation auf Multiplikati-
onsoperatoren. Es ist daher

Die lokalen Algebren KC,(PC) sind also erzeugt durch 2 Projektoren (und das
Einselement). Es ist iibrigens genau dieser Fakt, der das Studium dieses Kolloka-
tionsverfahrens noch relativ einfach macht. Das Studium des Reduktionsverfah-
rens

(P.(al +0bS)P,) fira,be PC

ist noch einmal ein ganzes Stiick verwickelter (P, x, P, ist kein Projektor mehr!).
Zuriick zur Kollokation. Es zeigt sich, dass

o(®,.(P,PP, - L,x.P, - P,PPF,))=[0,1].

Die lokalen Algebren KC,(PC') kénnen also mit dem 2-Projektoren-Satz von Hal-
mos beschrieben werden. Zusammengefasst ergibt sich schliellich

Satz 6.44 FEs gibt einen *-Isomorphismus n von K(PC)/J auf eine C*-Algebra
von stetigen Funktionen T x [0,1] — C?*2. Dieser Isomorphismus dberfiihrt die
Nebenklassen (P,) +J, (P.PP,) + J und (L,aP,) + J mit a € PC in

(2,1) (é ?), (2,1) (é 8)

a(z+0)t+a(x—0)(1—t) (alx+0)—alzx—0))/t(1 —1)
@J”*(m@+m—a@—m)ta—w Mx+®ﬂ—ﬂ+a@—mt)'

FEine Nebenklasse (A,) +J € K(PC)/J ist genau dann invertierbar, wenn die
Funktion n((A,) + J) keine Nullstellen hat, d. h. genau dann, wenn

det(n((An) + J)(x,t)) #0  fir alle (z,t) € T x [0,1].

Zusammen mit Satz 6.41 (b) folgt nun, dass die Fredholmeigenschaft von W (A,,)
bereits die Invertierbarkeit von (A,) + J impliziert. Der Liftungssatz liefert
schlieflich das folgende Resultat.

Satz 6.45 FEine Folge (A,) € K(PC) ist genau dann stabil, wenn die Operatoren
W(A,) und W(A,) invertierbar sind.
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Wie beim Reduktionsverfahren fiir Toeplitzoperatoren finden wir, dass auch die
Algebra KC(PC') /G ist zu einer C*-Algebra von Paaren (W (A,,), W(A,)) von Ope-

ratoren *-isomorph ist.

Anmerkungen.

1. Ahnliche Resultate wie in den Sétzen 6.31 und 6.45 kennt man mittlerweile
fiir sehr viele Algebren von Néherungsverfahren. Der formale Unterschied
zwischen diesen Resultaten liegt in der Art und Weise der Definition und
in der Anzahl der Homomorphismen W. Fiir eine (sehr viele Verfahren
umfassende) solche Algebra hat man z. B. fiir jeden Punkt von Z x T einen
solchen Homomorphismus (und entsprechend riesig ist das Ideal [J).

2. Wir haben gesehen, dass Banachalgebratechniken /lokale Prinzipien zum
Studium einiger Naherungsverfahren in dem Sinn notwendig sind, dass kei-
ne alternativen Beweise bekannt sind. Die benutzten Techniken liefern in
der Regel nicht nur ein Stabilitdtskriterium fiir die uns interessierenden
Folgen (wie die Folge (L, (al + bS)P,)), sondern (praktisch ohne Mehrauf-
wand) fir alle Folgen aus der konstruierten Algebra. Dies erlaubt einfache
Beschreibungen der Algebren, z. B. als C*-Algebren von geordneten Paa-
ren (W(A,),W(A,)). Die Niitzlichkeit solcher Beschreibungen sehen wir
uns im néchsten Abschnitt an.
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7 Spektrale Approximation

7.1 Mengenfunktionen

In diesem Abschnitt untersuchen wir das asymptotische Verhalten der Spektren
o(A,) fur Ndherungsverfahren (A,,) fiir einen Operator A. Von besonderem In-
teresse ist die Frage, ob sich die Spektren von A,, fiir wachsende n dem Spektrum
von A anndhern. Wir miissen uns zunéchst dariiber unterhalten, in welchem Sinn
man dieses ,,Anndhern“ verstehen soll.

Sei (M,)n>1 eine Folge von Teilmengen von C. Unter dem Limes superior
limsup M,, dieser Mengenfolge versteht man die Menge aller m € C, fiir die es
eine Folge (m,,) von Punkten m,, € M, gibt, fir die m ein partieller Grenzwert ist
(d. h. Grenzwert einer Teilfolge). Der Limes inferior liminf M, der Mengenfolge
(M,,) besteht dagegen aus allen m € C, fiir die es eine Folge (m,,) mit m,, € M,
gibt, die gegen m konvergiert. Man sieht leicht, dass lim sup M,, und liminf M,
abgeschlossene Mengen sind, dass

liminf M,, C limsup M,,

und dass lim sup M,, nicht leer ist, falls die M, nicht leer und gleichméflig be-
schrankt sind (wéhrend liminf M,, unter diesen Bedingungen durchaus leer sein
kann).

Falls lim sup M,, und liminf M, fiir eine Mengenfolge (M,,) iibereinstimmen,
kann man von Konvergenz dieser Mengenfolge sprechen. Diese Konvergenz kann
man tatséchlich als Konvergenz in einem geeignet gewéhlten metrischen Raum
auffassen. Dazu bezeichne Ceopnp, die Menge aller nichtleeren kompakten Teilmen-
gen von C (nur mit solchen werden wir es zu tun haben). Fiir je zwei Mengen
A, B € C.opp definiert man ihren Hausdorff-Abstand durch

h(A, B) := max {max dist (a, B), max dist (b, A)} :
S

acA

wobei dist (a, B) := minyep |a — b).

Ist also d := h(A, B), so liegt A in der abgeschlossenen d-Umgebung von
B, und B liegt in der abgeschlossenen d-Umgebung von A. Man kann h(A, B)
auch definieren als kleinste Zahl d mit dieser Eigenschaft. Bestehen A = {a} und
B = {b} jeweils aus einem einzigen Punkt, so ist offenbar h(A, B) = |a — b|.

Man kann sich davon iiberzeugen, dass die Abbildung A : Ceomp X Ceomp — R
alle Eigenschaften einer Metrik aufweist und somit (Ceomp, 1) zu einem metrischen
Raum wird. Konvergiert eine Folge (M,,) in Ceomp bzgl. dieser Metrik gegen eine
Menge M € Ccomp, so schreiben wir

M = h-lim M, (mit A fiir Hausdorff-Limes).

n—oo
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Satz 7.1 Sei (M,) eine beschrinkte Folge in Ceomp. Dann gilt liminf M, =
lim sup M,, genau dann, wenn diese Folge im Sinne des Hausdorff-Abstands kon-
vergiert. In diesem Fall gilt

lim inf M,, = lim sup M,, = h-lim M,,.

Beweis. Sei zunéchst (M,,) bzgl. des Hausdorff-Abstands konvergent. Wir zeigen,
dass
lim sup M,, C h-lim M,, C liminf M, (7.1)

woraus die Behauptung folgt. Zur ersten Inklusion in (7.1): Sei m € lim sup M,,.
Dann gibt es eine Folge (1)) von Punkten m, ) € M,u), die gegen m kon-
vergiert. Aus h(M,, M) — 0 mit M := h-lim M, folgt dist (mpu), M) — 0 und
schlieBlich dist (m, M) = 0. Da M abgeschlossen ist, ist m € M.

Zur zweiten Inklusion in (7.1): Fiir jedes m € M gilt dist (m, M,,) — 0. Wir
wéhlen Punkte m,, € M,, mit |m—m,,| = dist (m, M,,). Dann ist lim m,, = m, d. h.
m € liminf M,,. Das beweist (7.1) und impliziert, dass lim sup M,, = lim inf M,,.

Sei nun umgekehrt (M,,) eine beschrinkte Mengenfolge mit liminf M,, =
limsup M,,. Wir zeigen, dass diese im Hausdorffschen Sinn konvergiert und iiber-
legen uns dazu, dass

max dist (my, limsup M,,) — 0, (7.2)
Mp€Mn
max  dist (m, M,) — 0 (7.3)
me&lim inf M,

fiir jede beschrankte Mengenfolge (M,). Ware (7.2) falsch, so gébe es ein ¢ >
0, eine unendliche Teilmenge N’ von N und fiir jedes n € N ein m, € M,
mit dist (m,,, limsup M,,) > e. Aus der beschrankten Folge (my,)nen ldsst sich
eine konvergente Teilfolge auswihlen. Der Grenzwert m dieser Teilfolge gehort
nach Definition zu lim sup M,,. Andererseits ist nach Konstruktion der Folge (m,,)
natiirlich dist (m, limsup M,,) > e. Dieser Widerspruch zeigt, dass (7.2) gilt.

Wiire (7.3) falsch, so gibe es ein € > 0, eine unendliche Teilmenge N’ von N
und ein m € liminf M,, mit dist (m, M,) > ¢ fiir alle n € N'. Dann kann aber
nicht m € liminf M,, sein; ein Widerspruch. Also gilt auch (7.3).

Setzen wir nun in (7.2) und (7.3) limsup M,, = liminf M,, =: M, so folgt

meM

max{ max dist (my,, M), max dist (m, Mn)} — 0,
mn€Mp

also h-lim M,, = M. [

Wir vermerken zwei Eigenschaften des metrischen Raumes (Ceomp, 2), die wir im
Weiteren nicht benotigen. Der Beweis von (a) ist nicht schwer (Ubung), der des
Kompaktheitskriteriums in (b) steht z. B. in Felix Hausdorffs Klassiker Set theory.

Satz 7.2 (a) Der metrische Raum (Ceomp, h) ist vollstindig.
(b) Jede beschrinkte Folge (M,,) in Ceomp besitzt eine bzgl. h konvergente Teilfolge.
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Was kann man iiber die Konvergenz von Spektren aussagen? Kakutani konstru-
ierte ein bekannt gewordenes Beispiel einer Folge von Operatoren A,, auf einem
Hilbertraum, die in der Norm gegen einen Operator A konvergieren und fiir die

o(A,) ={0} fiir alle n, aber o(A) # {0}

ist. Selbst im Fall einer normkonvergenten Folge von Operatoren konvergiert die
Folge der Spektren i. Allg. also nicht. Umso weniger kénnen wir dies fiir Néhe-
rungsfolgen erwarten, die nur stark gegen einen Operator konvergieren. Hier noch
zwei positive Resultate.

Satz 7.3 (a) Sind K,, K kompakte Operatoren und ist || K,, — K| — 0, so ist
h(o(Ky), o(K)) — 0.
(b) Sind a, b normale Elemente einer C*-Algebra mit Fins, so ist
h(o(a), a(b)) < [la = b].

Beweise finden Sie z. B. in Aupetit: A Primer on Spectral Theory.

7.2 Eigenwerte von Toeplitzmatrizen

Wir wenden uns nun den Eigenwerten von Toeplitzmatrizen P,T(a)P, zu und
fragen nach deren Verhéltnis zum Spektrum von 7'(a).

Beispiel 7.4 Sei a(t) = t. Der Toeplitzoperator T'(a) ist der Operator der Ver-
schiebung nach rechts. Fiir ihn gilt o(7'(a)) = {z € C: |z] < 1}; fir allen € N
ist aber offenbar (P, T(a)P,) = {0}. ]

Nach diesem erniichternden Beispiel formulieren wir zunéchst zwei allgemeine
Resultate. Es sei wieder F die Algebra aller beschrinkten Folgen (A,,) von Ope-
ratoren A,, : im P, — im P, mit

P, IX(Z") — X(Z"), (o, 21,...) — (z0,...,70-1,0,0,...),
und G sei das Ideal der Nullfolgen in F.
Satz 7.5 (a) Fiir jede Folge (A,) € F gilt
limsupo(A,) C or/6((An) +G).
(b) Fiir jede Folge (A,) € F von normalen Matrizen A, gilt

limsupo(4,) = or/g((A,) + G).
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Beweis. (a) Sei A ¢ 07/6((A,) +G). Nach Kozak ist dann (A, — \l,,) eine stabile
Folge. Es gibt also ein ny € N und ein M > 0 mit

(A, = ML) < M fiirn > ng.
Fiir den Spektralradius r gilt dann wegen r(A) < || A|| natiirlich auch
r((A, — ML) < M fiir n > ny.

Nun gilt fiir invertierbare Operatoren B bekanntlich o(B~') = {\™!: X\ € o(B)},
womit man erhélt
M > 1r((A, — M) 7Y = max{|u| : p € o((A, — AL,) ™D}
= max{|u | : p € 0(A, — A,,)}
= (min{|p| : p € 0(An) — A}~
bzw.
1/M <min{|u| : p € 0(A4,) — A} firn > ny.

Der Abstand von A zu o(A,) betrigt also fiir alle n > ny mindestens 1/M.
Folglich kann A nicht in limsup o(A4,,) liegen.

(b) Seien nun die A, normal. Liegt A nicht in limsup o(A,,), so gibt es ein ng € N
und ein M > 0 mit

/M <min{|u| : p € 0(A, — Al,,)} fiir n > n.
Hieraus folgt die Invertierbarkeit von A,, — AI,, fiir n > ng und — wie in Teil (a) —

r((A, — M) ") < M fiir n > ny. (7.4)

Fiir normales A,, sind aber auch A, — A, und (A, — AI,,)~! normal. Da fiir
normale Operatoren Norm und Spektralradius zusammenfallen (Satz 4.38 (a)),
folgt aus (7.4)

(A, — ML) 7Y < M fiir n > ng.

Somit ist die Folge (A, — AI,) stabil, d. h. es ist A ¢ 0x/g((A,) + G) nach dem
Satz von Kozak. ]

Wir betrachten speziell Folgen aus der Algebra S(PC) des Reduktionsverfah-
rens fiir Toeplitzoperatoren mit Erzeugerfunktionen aus PC. Ist (A,) € S(PC)
normal, so haben wir mit Satz 7.5 (b)

limsup o(Ay) = ospeyg((An) +G),

und mit Satz 6.33 erhilt man sofort

—~

ospcy/g((An) +G) = o(W(Ay)) Ua(W(Ay)). (7.5)
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(Man erkennt die Niitzlichkeit des Isomorphieresultats 6.33.) Ist z.B. a € PC
reellwertig und sind K und L selbstadjungierte kompakte Operatoren, so folgt

limsupo(P,T(a)P, + P,KP,+ R,LR,) =0(T(a)+ K)Uo(T(a)+ L). (7.6)

Mit Satz 6.4 (von Hartmann/Wintner) erhédlt man fiir reellwertige Funktionen
a € PC weiter, dass

limsup o(P,T(a)P,) = [ess inf a, ess sup al. (7.7)

Diese Resultate lassen sich noch wesentlich ergénzen: Die Spektren auf den linken
Seiten von (7.5) — (7.7) konvergieren namlich sogar bzgl. der Hausdorff-Metrik.

Satz 7.6 Sei (A,) € S(PC) eine Folge normaler Matrizen. Dann gilt

liminfo(A,) = limsupo(A,) = c(W(A,)) Ua(W(A,)).

Beweis. Aus Satz 7.5 (b) folgt

liminfo(A,) Climsupo(A,) = (W (A,)) Ua(W(A,)).

Wir zeigen noch

A¢liminfo(4,) = MN¢o(W(A,))Ua(W(A,)).

Liegt A nicht in liminf o(A,), so gibt es eine Teilfolge (n)) natiirlicher Zahlen
und ein M > 0 mit

1/M <min{|u| : p € 0(A,, — A,,)} furallek e N.
Wie im Beweis von Satz 7.5 (b) folgt hieraus die Stabilitét der Teilfolge
(Ank — )‘[nk)kEN von (An — )\In)nEN-

Aus der Stabilitéit dieser Teilfolge kann man mit Aufgabe 2 von Ubung 2 bereits
auf die Invertierbarkeit von

s-lim (A, — AL, )P,, und slimR,, (A, — A, )R,

k—o00 k—o0

schlieBen. Diese Grenzwerte stimmen mit W (A, — AL,) = W(A,) — Al und

W(A, — Al,) = /I/Iv/(An) — Al iiberein. Also ist A ¢ o(W(A,)) U a(W(A,)).

Damit ist fiir selbstadjungierte Toeplitzoperatoren alles klar. Fiir nichtselbstad-
jungierte Toeplitzoperatoren (wie z. B. den Verschiebungsoperator) kann man
Folgendes zeigen.
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Satz 7.7 (Schmidt/Spitzer 1960) Ista ein trigonometrisches Polynom, so ist
liminf o(P,T(a)P,) = limsupo(P,T(a)P,). (7.8)

Diese Menge ist zusammenhdngend, und sie ldsst sich als endliche Vereinigung
analytischer Kurven schreiben.

Die Bilder auf den Seiten 137 A, B stammen aus Bottcher/Silbermann: Introduc-
tion to large truncated Toeplitz matrices. Sie zeigen, dass die ,,Schmidt-Spitzer-
Mengen“ (7.8) wie ein ,,Skelett* die Form des von der Kurve a(T) berandeten
Gebiets nachahmen.

7.3 Zwei Experimente und eine Erkliarung

Experiment 1. Sei
a(t) = -t — (342t 2+ it 2 + ¢+ 10t + (34 0)t* + 4% +it".

Das obere Bild auf Seite 137 C zeigt die Kurve a(T) und die 100 tatsdchlichen
Eigenwerte von PjgyT'(a)Pygo, so wie wir sie auch nach Satz 7.7 erwarten konnen.
Die Bilder auf den Seiten 137 D und E zeigen die mit MATLAB berechneten
Eigenwerte von P,T(a)P, fiir n = 200,400,500 und 700. Das erstaunliche Resul-
tat ist, dass die Menge der Eigenwerte von P,T(a)P, fiir wachsendes n immer
genauer die Kurve a(T) nachzuahmen scheint.

Fazit 1. Die Bilder auf den Seiten 137 D und E sind falsch in dem Sinn, dass sie
nicht o(P,T(a)P,) zeigen. Diese Spektren miissten sich ndmlich entlang des im
oberen Bild von Seite 137 C angedeuteten Kurvensystems héufen, und das tun
sie offenbar nicht.

2. Diese Bilder tun aber (im Gegensatz zu den korrekten Spektren auf S. 137 C
oben) genau das, was wir uns erhoffen: sie vermitteln uns eine Vorstellung von
a(T) und damit von o(7'(a))!

Offenbar berechnet MATLAB also nicht o(P,T(a)P,) (was es zwar tun sollte,
uns jedoch wenig niitzt), sondern etwas anderes (was es zwar nicht sollte, was
aber niitzlich ist). ]

Experiment 2. Wir betrachten noch einmal die Matrizen A, := P,T(a)P, mit
a(t) = t. Dann ist o(A,) = {0} fiir alle n, so dass uns diese Spektren keinerlei
Information iiber o(7T'(a)) = {z € C: |z| < 1} liefern (aufler, dass 0 € o(T'(a))).
Nun stoéren wir die Matrizen A,, ein wenig und benutzen dazu n x n-Matrizen
G, in deren Nordostecke 1/n steht, wihrend alle {ibrigen Eintriage gleich 0 sind.
Offenbar ist ||G,|| = 1/n — 0, also (G,) € G, und die Matrizen G,, werden mit
wachsendem n immer ,,vernachléssigbarer“. Die Eigenwerte von A,, + G, ergeben
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sich aus

- 1/n
1 =X
det(A, + G, — ) = det 1
1 =)
—A 1 =\
1 = 1 1 —)
— (=\) det 1 —1)" . Z det
(=) de (1) de .
1 ) 1

= () (s

o

(wobei in der ersten Zeile eine n xn und in der zweiten Zeile zwei (n—1) x (n—1)-
Matrizen stehen) bzw. aus A" = 1/n. Die Eigenwerte von A,, + G, sind also die
Zahlen

A= ——= 2™k ke =0,1,...,n— 1.
Aus lim /n = 1 folgt nun leicht, dass
limsupo(4, + G,) =liminfo(A4,, + G,,) =T.

Wiéhrend uns die Spektren der A,, also (fast) nichts iiber o(7(a)) verraten, liefern
die Spektren der gestorten Matrizen A, + G,, sehr schnell eine Anndherung an
den Rand T von o(T'(a)). m

Diese Beobachtung bringt uns auf die Idee, weitere Stérungen (G,,) € G zuzulas-
sen. Der folgende Satz zeigt, dass dies sinnvoll ist und dass man in der Tat ganz
o((A,) + G) erhilt, wenn man alle Stérungen durch Nullfolgen in Betracht zieht.

Satz 7.8 Flir jede Folge (A,) € F ist

U limsupo(A, + Gn) = 07/g((An) + G).
(Gn)€g

Man muss also Stérungen bewusst zulassen, um das gewiinschte Resultat zu er-
halten. Die (falschen, aber niitzlichen) MATLAB-Bilder sind also offenbar ent-
standen, weil MATLAB nicht exakt rechnet, sondern Fehler durch Rundungen
0. &. macht.

Beweis. Die Inklusion C folgt sofort aus Satz 7.5 (a). Fiir die umgekehrte In-
klusion sei A € 0r/g((An) +G), d. h. die Folge (A, — AI,) sei nicht stabil. Dann
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sind zwei Falle denkbar:

Fall 1. Es gibt eine unendliche Teilfolge (ny) von N, fir die keine der Matri-
zen A,, — A, invertierbar ist. Dann ist A € o(A4,,) fiir alle £ und folglich
A € limsupo(A4,).

Fall 2. Die Matrizen A,  — A, sind invertierbar fiir alle hinreichend grofien n,
aber
limsup ||(A, — A,) 7! = oo.

Dann gibt es eine Teilfolge (ny) von N, und fiir jedes k£ € N gibt es einen Vektor
T, € C™ der Liange 1 mit

(A, — Ao, ) " 'a,, || >k fiir alle k € N.
Wir setzen y,, := (A, — /\]nk)*lxnk und definieren lineare Abbildungen

G ™ 5 T, 25 (2, o) ne Iy

Dann ist ] )
ol = sup ]l 11
=40 (12l 1y [ynill — K
fiir alle k € N. Definieren wir noch G,, := 0 € C"*" falls n nicht von der Form ny,
fiir ein k € N ist, so liegt die Folge (G,,) offenbar im Ideal G. Von den Matrizen
A, — Gp, — M, ist keine invertierbar: Es ist ndmlich

(Ank - Gnk - )\Ink)ynk = (Ank - )\Ink)ynk - Gnkynk =Tp, — Tp, = 0

und vy, # 0. Wie wir oben gesehen haben, folgt hieraus A € limsup o(A,, — G,,).
]

Folgerung 7.9 Fira € PC und K kompakt ist

U limsupo(Pu(T(a) + K)P, + Gy) = 0(T(a) + K).
(Gn)eg

7.4 e-Pseudospektren

Ein PC, der mit endlicher Genauigkeit arbeitet, kann nicht unterscheiden zwi-
schen einer nichtinvertierbaren Matrix und einer invertierbaren Matrix, deren
Inverse eine sehr grofle Norm hat. Die folgende Definition spiegelt diese endliche
Genauigkeit wider.

Definition 7.10 Sei A eine Banachalgebra mit Eins e, und e > 0 sei eine fivierte
Konstante. Ein Element a € A heifit e-invertierbar, wenn es invertierbar ist und
wenn ||a™!|| < 1/e. Das e-Pseudospektrum o¢(a) ist die Menge aller A € C, fiir
die a — e nicht e-invertierbar ist.
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Es ist nicht schwer zu sehen, dass die Menge der e-invertierbaren Elemente von
A offen ist und dass 0°(a) eine nichtleere und kompakte Teilmenge von C ist.
Auflerdem ist

e>0

Unser Interesse an e-Pseudospektren riihrt vor allem daher, dass diese wesentlich
bessere Konvergenzeigenschaften aufweisen als gewohnliche Spektren. Wahrend
wir z. B.

limsupo(P,T(a)P,) =oc(T(a))

n—o0

nur fiir reellwertige Funktionen a € PC' zeigen kénnen (und die entsprechende
Aussage fiir a(t) = t definitiv falsch ist), gilt

limsup o®(P,T(a)P,) = c°(T(a))

n—oo

fiir jede Funktion a € PC und jedes € > 0.

Satz 7.11 Sei A eine C*-Algebra mit Eins e, und sei ¢ > 0. Dann gilt fiir jedes

ac A
o*(a)= |J ola+s).

s€A,[|sll<e

Dieser Satz bietet nicht nur eine dquivalente Beschreibung von e-Pseudospektren,
sondern erdffnet auch einen Weg, Pseudospektren von Matrizen numerisch zu be-
stimmen: Zur Bestimmung von o°(A) fir A € C"*" wihlt man zuféllig Matrizen
S € C™" mit ||S]| < e und plottet die Eigenwerte von A + S. Auf diese Weise
ist das untere Bild auf Seite 137 C entstanden. Dieses Bild gibt auch Anlass zur
Hoffnung, dass die e-Pseudospektren von P,T(a)P, das von T'(a) approximieren.
Beweis von Satz 7.11. Sei 51 = 0°(a) und Sy := e 4 5<c 0(a + 5). Wir
zeigen zuerst, dass Sy C Sp. Sei A € Sy. Dann gibt es ein s € A mit ||s|| < ¢,
fiir das a + s — Ae nicht invertierbar ist. Falls A bereits in o(a) liegt, so liegt es
auch in 0°(a), und wir sind fertig. Nehmen wir also an, a — Ae sei invertierbar.
Die Identitat

a+s—Xe=(a—Xe)(e+ (a—Xe)'s) (7.9)

zeigt, dass e + (a — Ae)~'s nicht invertierbar sein kann (andernfalls wiirde ja die
Invertierbarkeit von a + s — Ae folgen). Folglich ist

I(a = e)~"s]| > 1

(andernfalls wiirde die Neumann-Reihe eine Inverse zu e + (a — Ae)~'s liefern).
Wegen

1< [l(a—Ae) sl < i@ —Ae) M [Is]| < ell(a—Ae)™"|
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folgt
(@ —Xe) || >1/e, also € S;.

Fiir den Beweis der Inklusion S; C S5 nehmen wir an, dass A ¢ Sy und zeigen,
dass dann A ¢ S). Sei also A € Sy, d.h., a+ s — Ae ist fiir alle s € A mit ||s|| < e
invertierbar. Wéhlt man s = 0, so folgt die Invertierbarkeit von a — Ae und damit
auch die von a* — Ae = (a — Ae)*. Wihlt man weiter s = p(a* — Xe)~! mit einer
komplexen Zahl p mit

0 < |ul < /ll(a* = Xe) " (7.10)

(diese Bedingung sichert, dass ||s|| < ¢), so erhalten wir die Invertierbarkeit von

— 1 —
a— e+ pu(a* —Xe) ™' = pla—Ae) | —e+ (a— Xe) H(a* — Xe)™*
i
Also ist te + (a — Ae)~'(a* — Ae)™! invertierbar fiir alle u, die (7.10) erfiillen.
Damit ist klar, dass

r((a—Ae) M a* —e) ) < %H(a* ~ e (7.11)

Nun ist (a—Ae) ' (a* —Ae) ™! selbstadjungiert, und fiir selbstadjungierte Elemente
stimmen Norm und Spektralradius tiberein. Aus (7.11) folgt also

IR I
l{a=Ae)™ (@™ = re) |l < Zfl(a" = Ae) ™|
und schliefllich mit dem C*-Axiom und ||b|| = ||b*||
2 L —1 -1 1
I{a = Ae) 1" < Zll{a = Ae)™l| - baw. [l(a —Ae)™| < -

Folglich ist A & 5. [
Hauptresultat dieses Abschnittes ist der folgende allgemeine Konvergenzsatz. Die
Algebra F ist wie in 7.2 definiert.

Satz 7.12 Sei (A,) € F und ¢ > 0. Dann ist

limsupo®(4,) = o°((A,) + G).

n—oo

Im Beweis benotigen wir ein Resultat, welches fiir sich genommen interessant ist.
Zur Erinnerung: Aus der Funktionentheorie kennen wir das Mazimumprinzip fir
holomorphe Funktionen:

Sei G C C ein Gebiet. Eine holomorphe Funktion f : G — C, die
i G ein lokales Mazimum ihres Absolutbetrages annimmdt, ist kon-
stant in G.
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Nun betrachtet man auch holomorphe Funktionen mit Werten in komplexen Ba-
nachalgebren, und viele aus der ,gewohnlichen® Funktionentheorie bekannte Re-
sultate gelten auch in diesem allgemeineren Kontext. Z. B. wird die Tatsache,
dass Spektren nicht leer sind, meist mit einer Verallgemeinerung des Satzes von
Liouville bewiesen. Das Maximumprinzip lésst sich jedoch i. Allg. NICHT iiber-
tragen!

Beispiel 7.13 Die Funktion

f:{zeC:|z| <1} = C¥? z'—><g (1))

hat auf {z € C: |z| < 1} eine konstante Norm:

z 0
6 Dl

ist aber selbst nicht konstant. n

Der folgende Satz sagt nun, dass fiir gewisse holomorphe C*-Algebra-wertige
Funktionen wie etwa die Resolventen

C\o(a) = A, A= (a—Xe)!
das Maximumprinzip gilt.

Satz 7.14 (Globevnik 1976) Sei A eine C*-Algebra mit Eins I, sei A € A,
und set A — NI invertierbar fir alle X aus einer offenen Menge U C C. Wenn

(A=A <M fiir allex €U,

dann ist sogar ||[(A — X)7Y| < M fiir alle A € U.

Beweis (Daniluk 1994). Wir zeigen die Aussage fir den Fall A = L(H) mit
einem Hilbertraum H. Da jede C*-Algebra *-isometrisch zu einer C*-Unteralgebra
von L(H) mit einem geeignet gewidhlten Hilbertraum ist, bedeutet dies keine
Einschrénkung der Allgemeinheit.

Weiter: Wenn es ein \g € U mit [|(A — X\oI) || = M gibt, so gilt fiir B :=
A— )\0[2

B — \I st invertierbar und ||(B—XI) 7| < M fiir alle \ € U — Xy
(= algebraische Differenz), und es ist | B~ = M.

Es geniigt daher, anstelle der Behauptung des Satzes die folgende spezielle Aus-
sage zu beweisen:

Wenn 0 € U und ||[(A— X7 < M fir alle N\ € U, dann ist
A7 < M.
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Wir beweisen diese Aussage indirekt. Angenommen, es ist ||[A™!|| = M. Aus der
Invertierbarkeit von A folgt die von A— A fiir alle || < r, falls  nur hinreichend
klein ist. AuBerdem ist dann

(A=A)T = AT =A™= AT Y NAT =3 VAT
§=0 j=0

Fir alle x € H ist also

(A= M) "'z|? = <Z/\JA i1y, ZAkA h=t >

= Z )\jxk<A_j_1x,A_k_1x>.

4,k=0

Wir wihlen A = rz mit |z| = 1, multiplizieren mit —z~! und integrieren iiber
den Kreis |z| = 1 im Gegenuhrzeigersinn:

[ I ran e

|2|=1
/ Z Tj+kzj_k_1(—i)<A_j_1a:, A_k_la:> dz.
|z|=1

7,k=0

/ " 2mi flirm = —1
zZ"dz =
|2|=1 0 firme Z\ {-1}

2y r¥| AT |? = /| 1(—iz_1)||(A —rzD)7'z|?dz.
j=0 =

Wegen
folgt

Die linke Seite ist offenbar positiv fiir x # 0. Also ist auch die rechte Seite positiv,
und wir kénnen abschétzen:

2m Y ATl < /| =i A =) el de < 2wl
]:0 zl=1

Folglich ist
D oA P < MR

Jj=0

Beriicksichtigen wir nur die ersten beiden Summanden der Summe, folgt weiter
|A™ 2 |? + r?[[A7%2)* < MP||2|”. (7.12)
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Sei nun & > 0 beliebig. Wegen ||A7Y|| = M gibt es ein 2. € H mit ||z.| = 1 und
A w ||? > M? —e.
Wir setzen . fiir z in (7.12) ein und erhalten
M? — e+ 7r?|A%z||* < M? baw. ||A7%z ] <e/r’
Hieraus folgt schliefflich

_ e
L= flael” < JA°PI A7 < 11471

Dies ist fiir kleine € unméglich. Widerspruch. [

Beweis von Satz 7.12. Zunidchst sei A € 0% ;((An) + G). Zwei Fille sind
moglich: Entweder die Nebenklasse (A,, — A\I,) + G ist nicht invertierbar, oder sie
ist invertierbar mit

(A, = AL) +G)7H| > 1/e. (7.13)
Im ersten Fall ist die Folge (A,,—AI,,) nicht stabil. Wenn es eine Teilfolge (ny) von
N so gibt, dass (A,, —Al,,) fiir kein k invertierbar ist, soist A € 0(4,,) C 0°(4,,)
fiir alle £ und folglich A € limsup o°(A,,). Gibt es eine solche Teilfolge nicht, so
gibt es eine Teilfolge (ny) von N mit

(A, — M) Y| =k fiir alle k € N

Fiir £ > 1/¢ liegt dann A in 0°(A,,, ) und folglich ebenfalls in limsup o°(A4,,).
Wir betrachten den zweiten Fall, d. h. es gilt (7.13). Aus dem Satz von Daniluk
folgt, dass es in jeder offenen Umgebung U von A ein )y gibt mit

1((An = Xolu) +G)7H| > 1/e (7.14)

(andernfalls wire ja ||((A, — Aoln) + G) 7| < 1/e fiir alle Ay € U, und Satz 7.14
wiirde ||((A, — Xoln) +G) 7| < 1/e fiir alle A\g € U einschlieBlich Ay = \ liefern).
Wegen (7.14) findet man fiir alle hinreichend grofien k& € N Zahlen A, € U mit

1
A, — M1, 1> . 7.15
(4= 2L+ 97 = = (7.15)
Da man U beliebig klein wihlen kann, ldsst sich erreichen, dass A\, — .
Wegen der fiir beliebige Folgen (A,) € F giiltigen Beziehung
limsup || 4, | = [(An) + G (7.16)

n—oo

(Satz 6.14) ist (7.15) dquivalent zu

limsup ||(A, — M\eIn) | > fir alle k € N.

n—00 5—1/]{3
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Wegen ﬁ > 1 findet man schlieflich eine monoton wachsende Folge (ny)

natirlicher Zahlen mit

1
1(Ane — ML)V > = fiir alle k € N.

)

Es ist also Ay € 0°(A,,) und somit A = lim A\, € limsup o°(4,,).

Fiir die umgekehrte Inklusion limsup 0°(A,,) C 0°((A4,) + G) zeigen wir, dass aus
A & o°((A,) + G) folgt A & limsupo®(A,,). Sei also A € 0°((A,,) + G). Dann ist
die Nebenklasse (A, — Al,,) + G invertierbar in /G und

((An = M) +0) 1 = 2 — 25 < -

mit einem 0 > 0. Fiir hinreichend grofie n sind dann die A,, — AI, invertierbar,
und aus (7.16) folgt

1
limsup ||(A, — AL,) 7| = - 20.

Hieraus folgt weiter, dass es ein ng € N gibt mit
1 1 .
(A, = AL,) || < = =6 fiir alle n > ny.
€

Sei n > ng, und p € C erfiille |\ — p| < ed(1/e — §)~!. Ein einfaches Neumann-
Reihen-Argument zeigt, dass

_ (A — ML) |
1(An = uL) 7| <
L= [A=ul |(An —Mn)’lﬂ
1/e — 1

<1 —ed(l/e —0)- (1/5—5) e

Das heifit aber, dass p ¢ 0°(A,,) fir alle n > ng und alle 1 aus einer offenen
Umgebung U von A. Dann kann A nicht zu lim sup 0¢(A,,) gehoren. n

Um diesen Satz fiir ein konkretes Néaherungsverfahren ausnutzen zu konnen,
bendtigen wir prézise Kenntnisse iiber die Nebenklassen (A,) + G. Uber sol-
che verfiigen wir, falls (A,) € S(PC) (Algebra des Reduktionsverfahrens fiir
Toeplitzoperatoren mit PC' Erzeugern) oder (A,) € K(PC') (Algebra des Kollo-
kationsverfahrens fiir SIO) und fiir viele weitere Verfahren. In diesen Fillen kann
man statt mit der Nebenklasse (A,) + G mit dem Paar (W(4,), W(A,)) von
Operatoren rechnen und findet sofort fiir solche Folgen

—~

o ((An) + @) = 0 (W (AL, W(AL)) = o (W(A,)) U0 (W(A,)),
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Folgerung 7.15 Sei (A,) € S(PC) oder (A,) € K(PC). Dann ist
limsup 0°(A,) = 0°(W(A,)) Uo(W(A,)).

(Beachten Sie, dass die Homomorphismen W und W fiir die Algebren S (PC)

und IC(PC) unterschiedlich definiert sind.) Da die Abbildungen W und W in
beiden Féllen iiber starke Grenzwerte definiert sind, lasst sich Folgerung 7.15
noch wesentlich ergidnzen:

oder (A,) € K(PC). Dann konvergiert die Folge

Satz 7.16 Sei (A,) € S(PC)
) bzgl. der Hausdorff-Metrik gegen

der e-Pseudospektren o°(A,,

o"(W(A,)) U (W(A,)).
Beweis. Wir haben zu zeigen, dass
limsup o°(A,) C liminf o°(A4,)

und tun dies fiir Folgen aus S(PC'). Sei A € limsup 0°(A,) \ liminf 0°(A,,). Dann
gibt es eine Teilfolge (ny) von N mit

A ¢ limsup o®(A4,,).

k—o0

Nach Satz 7.12 ist dann A ¢ 0°((A,,) +G), d. h. die Folge (A,, — A\, ) ist stabil
und
1((An, = M) +G) 7l < 1/

(Streng genommen miissten F und G fiir diese Uberlegungen modifiziert werden:
Statt der Folgen (A,,),>1 betrachtet man nun Folgen (A, )x>1.) Aus der Stabilitét
der Folge (A,, — Al,,) folgt wie frither die Invertierbarkeit der Operatoren

s-lim (A, — AL, )P, und slimR,, (A, — Ay, )R,

k—o0 k—o0

die offenbar mit W (A, — AL,) = W(A,) — AI und W (A, — A,) = W(A,) — \I
iibereinstimmen. Dann ist das Verfahren anwendbar, es konvergieren auch die
invertierten Folgen stark, und aus Banach-Steinhaus folgt

[0V (An) = A1) = lsim (Ay, — AL,) 7Y

< liminf || (An, — )\Ink)_1||
< limsup ||(An, — )\Ink)_lH
= [[((An, = AL,) +G) 7' < 1/e,

wobei wir wieder (7.16) benutzt haben. Es ist also

—~

A ¢ o°(W(A,)) und analog ¢ o°(W(A,)),
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woraus

Ao (W(AL), W(A)) = o*((4,) +6)

folgt. Es ist also wegen Satz 7.12 A ¢ limsup 0°(A4,,) im Widerspruch zur Voraus-
setzung. ]

Insbesondere ist beispielsweise fiir a € PC' und K, L kompakt

h-lim 0 (P, T(a) Py + PyK Py + RyLR,)
=0°(T(a) + K)Uo*(T(a)+ L).

Noch spezieller: fiir a € PC' ist
h-limo®(P,T(a)P,) = 0°(T(a)) Uo*(T(a)).
Mit der bereits frither benutzten Identitat
T(a)=CT(a)"C =CT(a)C
folgt weiter o°(T(a)) = o°(T(a)) (,* Ubung), so dass wir schliefllich erhalten
Folgerung 7.17 Fiir a € PC' st
h-limo®(P,T(a)P,) = o°(T(a)).

Fiir das e-Pseudospektrum von Toeplitzoperatoren vermerken wir abschlieend
folgendes Resultat, in dem A, fiir {z € C: |z| < &} steht.

Satz 7.18 (Bottcher/Grudsky) Fira € PC ist
o(T(a))+A. Co°(T(a)) C conva(T) + A..

(Das + steht fiir die algebraische Summe.) Ist insbesondere o(7'(a)) = conv a(T)
(wie z. B. fiir die Funktion a(t) = t), so folgt

In leicht modifizierter Form gilt dies fiir beliebige Funktionen a € L*(T) (man
ersetze a(T) durch das wesentliche Bild von a).
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