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Vorbemerkungen

In diesem Semester werden wir die elementare Analysis bis hin zur Differential-
und Integralrechnung fiir Funktionen einer Verénderlichen kennenlernen. Im Mit-
telpunkt werden die Begriffe

Abbildung — Konvergenz — Stetigkeit —  Differenzierbarkeit

stehen. Dabei werden Sie oft Dingen begegnen, die Sie aus der Schule kennen.
Unser Ziel ist es, ein moglichst iibersichtliches, einheitliches und allgemeines Kon-
zept der Analysis zu finden.

Es gibt eine Vielzahl ausgezeichneter Lehrbiicher zur Analysis. Ich werde mich
im wesentlichen auf

e Barner/Flohr: Analysis I,

e Forster: Analysis I,

e Heuser: Lehrbuch der Analysis, Teil 1
stiitzen. Auch einen Blick in

e Fichtenholz: Differential- und Integralrechnung I (sehr klassisch, viele Bei-
spiele),

e Dieudonné: Grundziige der modernen Analysis I (modern, recht abstrakt)

kann ich Thnen empfehlen.

1 Die reellen Zahlen

Die reellen Zahlen bilden das Fundament der Analysis. Es ist naheliegend, die
reellen Zahlen iiber ihre Dezimalbruchdarstellung einzufiihren, etwa

m=3.14159... .

Dieses Vorgehen fiihrt jedoch rasch auf Probleme, deren Behandlung (insbeson-
dere zu Beginn des Studiums) recht schwierig ist. Wir beschrénken uns daher
darauf, ein System von Axiomen bereit zu stellen, die von der Menge der reellen
Zahlen erfiillt werden und auf die in allen Beweisen zuriickgegriffen wird. Die
Menge der reellen Zahlen bezeichnen wir mit R.



1.1 Die Korperaxiome
1.1.1 Die Axiome der Addition

Auf R gibt es eine Operation, die jedem geordneten Paar (a, b) reeller Zahlen eine
eindeutig bestimmte Zahl ¢ := a 4 b zuordnet. Diese Zuordnung heifit Addition,
und die Zahl ¢ heifit die Summe von a und b. Dabei sind folgende Axiome erfiillt:

Al) Fir alle a,b,c e Rgilt: a+ (b+¢) = (a+b)+c¢ (Assoziativitét).

(A1)

(A2) Fir alle a,b € Rgilt: a+b=b+a (Kommutativitit).
(A3) Es gibt eine Zahl 0 € R so, dass a+ 0 =a fiir alle a€R.
(A4)

A4) Fiir jedes a € R gibt es ein z € R so, dass a +x = 0.

Lemma 1.1 (a) Es gibt genau eine Zahl 0 € R, die (A3) erfiillt.
(b) Zu jedem a € R gibt es genau ein x € R, so dass (A4) gilt.

Beweis. (a) Seien 0y, 05 Zahlen, die (A3) erfiillen. Dann ist

(A3)

0; =07+ 04 @

(43) Oy,

05 + 04 also 01 = 0,.

(b) Sei a € R, und seien z1,x2 € R Zahlen, so dass jeweils gilt a + z; = 0 und
a + x9 = 0. Dann ist

A3 A A2
T = r1+0 =21+ (a+ x2) = (z1+a) + 22 ‘2 (a+z1) + 22
= O—{—JTQ (A:Q) ZL‘Q—FO(IE) T,
d.h. es ist 1 = z5. [

Die eindeutig bestimmte Zahl 0 aus (A3) heifit die Null. Die zu jedem a € R
existierende und eindeutig bestimmte Zahl = aus (A4) heifit zu a entgegengesetzt
und wird mit —a bezeichnet.

Satz 1.2 Seien a,b € R. Dann gibt es genau ein x € R mit a +x = b.
Beweis. Wir miissen zeigen, dass eine solche Zahl x existiert und dass sie ein-

deutig bestimmt ist.

Ezistenz: Die Existenz einer Zahl mit bestimmten Eigenschaften kann man zei-
gen, indem man eine solche Zahl angibt. In unserem Fall ist dies einfach. Fiir
x := (—a) + b ist ndmlich

a+z=a+((—a)+b) 2 (a+(=a) +0Z 0+ br0=0.



Findeutigkeit: Sei x eine Zahl, fiir die a + z = b ist. Dann ist
r=0+z=((—a)+a)+z=(—a)+ (a+z)=(—a)+b,
d.h. x ist notwendigerweise gleich (—a) + b. ]

An Stelle von (—a) 4+ b oder b+ (—a) schreiben wir auch b — a.

Eine Menge, auf der eine Operation + erklért ist, welche den Axiomen (A1)
— (A4) gentigt, heifit kommutative Gruppe. Lemma 1.1 und Satz 1.2 gelten in
beliebigen kommutativen Gruppen.

1.1.2 Die Axiome der Multiplikation

Auf R gibt es eine Operation, die jedem geordneten Paar (a, b) reeller Zahlen eine
eindeutig bestimmte Zahl ¢ := a - b zuordnet. Diese Zuordnung heif3t Multiplika-
tion, und die Zahl ¢ heit das Produkt von a und b. An Stelle von a - b schreibt
man auch kurz ab. Dabei gelten folgende Axiome:

M1) Fiir alle a,b,c € R gilt:  a(bc) = (ab)e  (Assoziativitit).

(
(M2) Fiir alle a,b € R gilt:  ab=0ba (Kommutativitét).
(M3) Es gibt eine Zahl 1 € R so, dass a - 1 = a fiir alle a € R.
(M4)

M4) Fiir alle a € R mit a # 0 gibt es ein x € R so, dass a -z = 1.

Lemma 1.3 (a) Es gibt genau eine Zahl 1 € R, die (M3) erfillt.
(b) Fir jedes a € R mit a # 0 gibt es genau x € R so, dass (M4) gilt.

Die eindeutig bestimmte Zahl 1 aus (M3) heifit die Fins. Die zu jeder reellen Zahl
a # 0 existierende und eindeutig bestimmte Zahl x aus (M4) heiBt zu a invers
oder reziprok und wird mit 1/a oder a~! bezeichnet.

Satz 1.4 Seien a,b € R und a # 0. Dann gibt es genau ein x € R mit ax = b.

Die Beweise von Lemma 1.3 und Satz 1.4 verlaufen wie die von Lemma 1.1 und
Satz 1.2. Die Zahl z aus Satz 1.4 ist gleich (1/a) - b bzw. a~'b. Wir schreiben
dafiir auch b/a.

Die Menge der reellen Zahlen ungleich 0 bildet also beziiglich der Multiplikation
eine kommutative Gruppe. Wir benotigen noch zwei Axiome, welche Addition
und Multiplikation miteinander verkniipfen:

(K1) Esist 0# 1.
(K2) Fiir alle a,b,c € Rgilt:  (a+b)c =ac+bc (Distributivitat).

Dabei halten wir uns an die Vereinbarung “Punktrechnen geht vor Strichrech-
nen”; ac + be bedeutet also (ac) + (be).



Lemma 1.5 (a) Fir allea € Rist a-0=0.
(b) Wenn ab =0, dann ist a =0 oder b = 0.

(Zum mathematischen Sprachgebrauch: das “oder” ist nicht ausschliefend. Wir
konnten auch sagen: wenigstens eine der Zahlen a, b ist gleich 0.)

Beweis von Lemma 1.5. (a) Fiir alle a € R ist

a0 q0+0) " a.04a-0.

Hieraus folgt mit Satz 1.2, dass a -0 = 0.

(b) Sei a # 0. Die Gleichung ax = 0 hat nach Satz 1.4 genau eine Losung. Eine
Losung ist © = 0 nach Aussage (a). ]

Eine Menge mit zwei Operationen + und -, die die Axiome (A1) — (A4), (M1) -
(M4) sowie (K1) und (K?2) erfiillen, heifit ein Korper.

1.2 Die Anordnungsaxiome

Auf R ist eine Relation < erklért, d.h. fiir beliebige a,b € R ist die Aussage a < b
wahr oder falsch. Folgende Axiome verlangen wir:

(O1) Fiir beliebige a,b € R gilt genau eine der folgenden Aussagen:

a<b, a=0b, b<a (Trichotomie).
(02) Firallea, b, c € Rgilt: Wenn a < bund b < ¢, dann ist a < ¢ (Transitivitét).

(O3) Fir alle a,b,c € R gilt: Wenn a < b, dann a + ¢ < b+ ¢ (Monotonie bzgl.
der Addition).

(O4) Fir alle a,b,c € R gilt: Wenn a < b und 0 < ¢, dann ac < be (Monotonie
bzgl. der Multiplikation).

Aus der Relation < leiten wir einige weitere Relationen ab. So schreiben wir

a<b, wenn a<b oder a=b.

a>b, wenn b<a,

a>b, wenn a>b oder a=0b.
Auflerdem fiihren wir folgende Bezeichnungen ein: Eine Zahl a € R heifit positiv,
wenn a > 0, negativ, wenn a < 0 und nicht-negativ, wenn a > 0.

Schliefflich fithren wir fiir bestimmte Teilmengen von R Bezeichnungen ein:
Fiir a < b sei

[a,b] = {x€R:a<z<b} abgeschlossenes Intervall,
(a,b] = {x€R:a<xz<b} halboffenes Intervall,
[a,b) = {z€R:a<z<b} halboffenes Intervall,
(a,b) = {x€R:a <z <b} offenes Intervall.
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An Stelle von (a, b) sieht man oft auch |a, b].

1.2.1 Das Rechnen mit Ungleichungen

Satz 1.6 (a) Ausa < b undc <d folgt a+c < b+ d (Addition von Ungleichun-

gen).
(b) Aus 0 < a <bund 0 < ¢ < d folgt ac < bd (Multiplikation von Ungleichun-

gen,).

Beweis. Wir iiberlegen uns nur Aussage (a). Aussage (b) zeigt man genauso. Aus
(03) folgt a+ ¢ < b+ c sowie b+ ¢ < b+ d. Mit (02) folgt a + ¢ < b+ d. n

Satz 1.7 Aus a < b und ¢ < 0 folgt ac > be (Multiplikation mit einer negativen
Zahl).

Beweis. Aus ¢ < 0 folgt durch Addition von —¢, dass 0 < —c. Aus a < b und
0 < —c folgt mit Axiom (O4), dass a(—c) < b(—c). Nun ist aber

ac+ a(—c) =a(c+ (—c)) =a-0=0,

d.h. es ist a(—c¢) = —ac und analog b(—c) = —bc. Wir erhalten somit —ac < —bc,
und nach Addition von ac + be auf beiden Seiten folgt be < ac. n

Folgerung 1.8 Fliir a # 0 ist a* > 0.

Beweis. Fiir a > 0 folgt dies aus Axiom (O4). Ist a < 0, so wenden wir diese
Begriindung auf 0 < —a an und beachten, dass (—a)? = a®. n

Folgerung 1.9 FEsist 0 < 1.

Dies ergibt sich sofort aus (K1) und Folgerung 1.8.

1.2.2 Der Betrag einer reellen Zahl
Den Betrag |a| der reellen Zahl a erklaren wir durch
a, wenn a > 0,
laf := { —a, wenn a < 0.
Fiir alle a € R ist dann a < |a| sowie —a < |a.

Satz 1.10 (a) Fira € R ist |a| > 0, und es ist genau dann |a| = 0, wenn a = 0.
(b) Fir alle a,b € R ist |ab| = |a] |b].
(¢) Fiir alle a,b € R ist |a+ b| < |a| + |b| (Dreiecksungleichung).



Beweis. Aussage (a) folgt sofort aus der Definition des Betrages.

(b) Wir unterscheiden die vier Félle
a>0und b>0, a>0undb<0, a<O0undb>0, a<O0undb<DO.

Wir wollen uns die Aussage am Beispiel von Fall 4 iiberlegen (die iibrigen Félle
behandelt man entsprechend). Aus a < 0 und b < 0 folgt mit Satz 1.7, dass
ab > 0. Also ist |ab| = ab und |a| |b] = (—a)(—b). Die Behauptung folgt nun aus
(—a)(—b) = ab (Hausaufgabe).

(c) Falls a +b > 0, so ist

(03) (03)
la+bl=a+b < |a|+b < |a|+|b|.

Ist dagegen 0 > a + b, so ist

la+bl =—(a+0b)=—a—0b.
Weiter ist —a < | — a|] = |a| sowie —b < | — b| = |b| und somit

la + bl = —a—b<la|l + |b|. =
Folgerung 1.11 Fiir alle a,b € R ist ||a| — |b]| < |a — b].
Beweis. Nach Satz 1.10 (¢) ist |a| = |a — b+ b| < |a — b| + ||, d.h.

ja| = [b] < |a —b].

Analog erhélt man |b] — |a| < |a — b|. Dann ist aber auch ||a| — [b]| < |a —b]. =

1.3 Das Vollstindigkeitsaxiom

Die bisher eingefithrten Axiome charakterisieren R noch nicht ausreichend. Sie
werden z.B. auch von der Menge QQ der rationalen Zahlen erfiillt. Die Menge der
rationalen Zahlen ist aber in dem Sinn unvollstindig, dass es Punkte auf der
Zahlengeraden gibt, denen keine rationale Zahl entspricht. Wir benttigen daher
ein weiteres Axiom, welches die Vollstandigkeit von R garantiert (und R von Q
unterscheidet).

1.3.1 Das babylonische Wurzelziehen

Den folgenden Algorithmus zur ndherungsweisen Bestimmung der Quadratwurzel
aus einer Zahl z > 1 findet man auf einer altbabylonischen Gesetzestafel (um 1950
v.u.Z). Als Startwert fiir den Algorithmus wihlt man

wp 1= . (1.1)



Ausgehend von wy werden neue Werte nach der Vorschrift

|
Wia ‘:é(w"+wi)’ n=012 ... (1.2)

schrittweise oder rekursiv berechnet. Wir werden spéter beweisen, dass sich die
Zahlen w,, mit wachsendem n der Wurzel /= immer weiter annidhern. Zunéchst
begniigen wir uns damit, zwei einfache Figenschaften der Zahlen w, nachzuwei-
sen.

Lemma 1.12 Fir die durch (1.1) und (1.2) definierten Zahlen w,, gilt:
(a) w2 >z fir allen € N,
(b) wy > wpyq > 0 fiir alle n € N.

Beweis. Zur Vorbereitung des Beweises zeigen wir zunéchst, dass fiir beliebige
Zahlen a,b € R die Ungleichung
1
ab < ¢ (a+b)? (1.3)
gilt. Diese Ungleichung ist dquivalent zu den Ungleichungen
4ab < (a+0b)®> bzw. dab < a?+2ab+b* bzw. 0<a®—2ab+b?
bzw. 0 < (a—b)>

Diese letzte Ungleichung ist wahr wegen Folgerung 1.8. Somit ist (1.3) gezeigt.
Setzen wir nun in (1.3) a := w,, sowie b := x/w,, so erhalten wir

1 z\° 9
xﬁz wn+w— = Wy4q-

Damit ist Aussage (a) wenigstens fiir alle n > 1 gezeigt. Der Fall n = 0, d.h. die
Ungleichung 2% > z, ist Hausaufgabe.

Hieraus erhalten wir nun auch leicht Behauptung (b): Zunéchst sind nach Defi-
nition alle w,, positiv, und es gilt:

9 x x
r<w, = — <w,=w,+— < 2w,

W, W,
1 T
= —|w,+ — | L w,.
2 Wy,
Dies zeigt, dass w,11 < w, fiir alle n € N. ]

Die Zahlen w,, werden also mit wachsendem n hochstens kleiner und verlassen
den Bereich der positiven Zahlen nicht:

| —— R



Die Anschauung lédsst uns vermuten, dass sich die w, der groBiten Zahl néhern,
die kleiner oder gleich allen w,, ist. Doch GIBT es eine solche Zahl {iberhaupt?
Im Bereich der rationalen Zahlen werden wir eine solche Zahl im allgemeinen
NICHT finden. Diese Zahl ist ndmlich (wie wir spéter sehen werden) gleich /z.
Wie wir bereits wissen, ist aber z.B. fiir 2 = 2 die Zahl /x nicht rational. Dies
kann man sich mit einem indirekten Beweis klarmachen.

Wir wollen zeigen, dass V/2 nicht rational ist. Dazu nehmen wir an, V2 wiire
rational. Dann gibt es teilerfremde ganze Zahlen p, ¢ mit ¢ > 0, so dass v/2 = p/q.
Hieraus folgt 2¢> = p?. Nach dem Satz iiber die Eindeutigkeit der Primfaktor-
zerlegung ist der Primfaktor 2 auf der rechten Seite in gerader Anzahl und auf
der linken Seite ein ungerader Anzahl enthalten, was unmoglich ist. Dieser Wi-
derspruch zeigt, dass unsere Annahme falsch war. Die Wurzel aus 2 ist also keine
rationale Zahl. [

Wir benétigen daher ein Axiom, welches uns die Ezistenz der gesuchten Zahl
sichert.

1.3.2 Minimum und Maximum, Infinum und Supremum

Definition 1.13 Sei M eine Teilmenge der reellen Zahlen. Eine Zahl s € R
heifit obere (bzw. untere) Schranke fir M, wenn m < s (bzw. s < 'm) fir alle m
aus M. Die Menge M heiffit nach oben (bzw. nach unten) beschrénkt, wenn es
eine obere (bzw. untere) Schranke fiir M gibt. Die Menge M heif$t beschrinkt,
wenn M nach oben und nach unten beschrinkt ist.

Die Zahl s heifit das Maximum (bzw. das Minimum) von M, wenn sie eine
obere (bzw. untere) Schranke fiir M ist und wenn sie zu M gehort. Schlieflich
heifit s das Supremum (bzw. das Infimum ) von M, wenn s eine obere (bzw. unte-
re) Schranke fiir M ist und es keine kleinere obere (bzw. grifsere untere) Schranke
fiir M gubt.

Maximum, Minimum, Supremum und Infimum einer Menge M sind eindeutig
bestimmt (sofern solche Zahlen tiberhaupt existieren). Wir bezeichnen sie mit
max M, min M, sup M und inf M. Wenn das Maximum (bzw. das Minimum)
einer Menge existiert, so ist es zugleich das Supremum (bzw. das Infimum) dieser
Menge.

Beispiel. Obere Schranken fiir das Intervall (0, 1] sind z.B. 1,2 und 7. Die Zahl
1 ist sowohl das Maximum als auch das Supremum dieser Menge. Die Zahl 0 ist
das Infimum von (0, 1]. Ein Minimum besitzt diese Menge dagegen nicht. [

Der folgende Satz dient haufig zum Nachweis, dass eine bestimmte Zahl das
Infimum einer gegebenen Menge ist. Ein analoger Satz gilt fiir das Supremum.
Versuchen Sie selbst, diesen analogen Satz zu formulieren und zu beweisen.



Satz 1.14 Sei M eine Teilmenge von R. Fine Zahl s € R ist genau dann das
Infimum von M, wenn s eine untere Schranke fiir M ist und wenn fir jedes € > 0
ein m € M existiert mit m < s+ ¢€.

]
T
S m S+¢€

- R

Beweis. Es handelt sich um eine “genau dann, wenn” Aussage. Wir miissen also
zwei Implikationen beweisen.

Sei zunéchst s das Infimum von M. Dann ist s nach Definition eine untere Schran-
ke fiir M. Die zweite Aussage zeigen wir indirekt. Angenommen, es gibt ein ¢ > 0,
fiir das man kein m € M mit m < s+ ¢ finden kann. Dann ist offenbar m > s+«
fiir alle m € M, d.h. s+ ¢ ist ebenfalls eine untere Schranke fiir M. Diese untere
Schranke ist echt grofier als s. Dies ist unmoglich, da s das Infimum von M ist.

Sei nun umgekehrt s eine untere Schranke fiir M mit der Eigenschaft
Fiir jedes € > 0 gibt es ein m € M mit m < s +«. (1.4)

Sei s’ > s. Wir setzen € := s’ — s > 0 und schlieflen aus (1.4): Es gibt ein m € M
so, dass
m<st+e=s+(s—s)=4s".

Somit ist s’ keine untere Schranke fiir M. Es gibt also keine untere Schranke fiir
M, welche grofer als s ist. Somit ist s das Infimum von M. [

1.3.3 Das Vollstédndigkeitsaxiom

Wir postulieren nun das Vollstindigkeitsaxiom:

(V) Jede nach unten beschriankte nichtleere Menge reeller Zahlen besitzt ein
Infimum.

Als erste Anwendung iiberlegen wir uns, dass dieses Axiom tatséchlich die Exi-
stenz der Quadratwurzel von nichtnegativen reellen Zahlen sichert.

Satz 1.15 Sei x > 1, und die Zahlen w,, seien durch (1.1) und (1.2) erkldrt.
Weiter sei w := inf{w, : n € N}. Dann ist w? = x.

Beweis. Sei v := inf{w? : n € N}. Im ersten Beweisschritt iiberlegen wir uns,
dass w? = v.

Aus 0 < w < w, folgt w? < wfl und damit w? < v. Angenommen, es wire w? < v.
2

Sei € := min{1, 5% }. Offenbar ist € > 0, und mit diesem ¢ gilt:

v — w?

2w+ 1

(w+e)=w? +e2w+¢e) <w”+ w+1) =w.



Es ist also (w+¢)? < v < w? fiir alle n € N. Andererseits gibt es nach Definition
von w und wegen Satz 1.14 ein w, mit w, < w + . Fiir dieses w,, haben wir

w: < (w+¢e)* <wl,

2

ein Widerspruch. Die Annahme w? < v ist also falsch. Folglich muss w? = v sein.

Im zweiten Beweisschritt zeigen wir, dass v = x. (Dann folgt w? = x, und wir
sind fertig.) Aus Lemma 1.12 (a) wissen wir, dass z < w? fiir alle n € N. Daher
ist x < v. Angenommen, es ware x < v. Wir wahlen € := v — z. Dann ist € > 0,
und nach Satz 1.14 gibt es ein w, mit w? < v + ¢. Fiir die Zahl w,; gilt dann

1 7\ 2 1 x?
v < wiy==wa+—) == (w4224 —
= iy Wy, 4 " w2

1 2
< Z—l(v+g+2x+x—> (wegen w? < v+eund x < w?)
T

1
= Z(v+3m+€)

1 1
= Z(v +3r+v—x)= 5(1} + ) (Definition von €).

Aus v < 3(v + ) folgt v < x, im Widerspruch zur Annahme z < v. Dieser

Widerspruch zeigt, dass x = v. m

Damit ist zumindest fiir reelle Zahlen > 1 die Existenz einer Quadratwurzel im
Bereich der reellen Zahlen gezeigt. Fiir 0 < x < 1 zeigt man die Existenz einer
Quadratwurzel, indem man Satz 1.15 (babylonisches Wurzelziehen) auf 1/z > 1
anwendet.

Eine unmittelbare Konsequenz des Vollstandigkeitsaxioms ist

Folgerung 1.16 Jede nach oben beschrinkte nichtleere Menge reeller Zahlen be-
sitzt ein Supremum.

Die Zuriickfithrung von Folgerung 1.16 auf Axiom (V') erfolgt durch Spiegelung
der Menge am Nullpunkt.
1.3.4 Die natiirlichen Zahlen

Wir wollen die Menge N der natiirlichen Zahlen innerhalb der Menge R der reellen
Zahlen charakterisieren.

Definition 1.17 FEine Menge M von reellen Zahlen heisst induktiv, wenn 0 € M
und wenn aus n € M auch n+1 &€ M folgt.

Beispiele fiir induktive Mengen sind die Menge R der reellen Zahlen selbst oder
aber die Menge Q der rationalen oder Z der ganzen Zahlen. Klar ist, dass jede
induktive Menge die Zahlen 0, 1 =0+4+1,2=1+1, 3 =2+ 1 u.s.w. enthlt.
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Lemma 1.18 Der Durchschnitt beliebig vieler induktiver Mengen ist eine induk-
tive Menge.

Beweis. Die Zahl 0 liegt in jeder der induktiven Mengen, also auch in deren
Durchschnitt. Weiter: wenn n im Durchschnitt der induktiven Mengen liegt, so
liegt n in jeder einzelnen dieser Mengen. Wegen der Induktivitét liegt dann n+ 1
in jeder einzelnen dieser Mengen, also auch in deren Durchschnitt. [

Nehmen wir also alle induktiven Teilmengen von R und bilden deren Durch-
schnitt, so erhalten wir wieder eine induktive Teilmenge. Diese ist offenbar die
kleinste induktive Teilmenge von R.

Definition 1.19 Die kleinste induktive Teilmenge von R heifst die Menge der
natiirlichen Zahlen. Wir bezeichnen sie mit N.

Mit dieser Definition erhélt man sofort das wichtige Prinzip der vollstindigen In-
duktion. Es sei A(n) eine Aussage iiber die natiirliche Zahl n. Wenn wir folgendes
beweisen konnen:

Induktionsanfang: Die Aussage A(0) ist wahr.

Induktionsschritt: Fiir jede natiirliche Zahl n gilt:
Wenn A(n) wahr ist, so ist auch A(n + 1) wahr.

dann ist die Aussage A(n) fiir jede natiirliche Zahl n wahr.

Um zu verstehen, warum das so ist, betrachten wir die Menge W aller natiirli-
chen Zahlen n, fiir die A(n) wahr ist. Im Induktionsanfang zeigen wir, dass 0 € W,
und im Induktionsschritt, dass gilt

wenn n € W, dann ist auchn +1 € W.

Also ist W eine induktive Menge. Nun ist aber W eine Teilmenge von N, und N
ist laut Definition die kleinste induktive Menge. Deshalb kann W nicht kleiner
als N sein. Es ist also W = N, d.h. die Aussage A(n) ist fiir alle n € N wahr. m

Tritt an Stelle des Induktionsanfangs die Aussage “A(ng) ist wahr”, und lasst
sich der Induktionsschritt fiir alle n > ng beweisen, so erhédlt man ganz analog,
dass A(n) fur alle n > ny wahr ist (zum Beweis filhre man die neue Aussage
B(n) := A(n + ny) ein).

Beispiel 1: Die Summe der ersten n positiven natirlichen Zahlen.
Mittels vollstandiger Induktion wollen wir zeigen: Firn € N und n > 1 ist
. n(n+1) A
Y k=—m—  (£Am)
k=1
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Beweis. Induktionsanfang: Die Aussage A(1) lautet

1

1(1+1
Zk:% bzw. 1=1
k=1

und ist offensichtlich wahr.

Induktionsschritt: Sei A(n) wahr. Dann ist

n+1

(n+U _ (n+1)(n+2)
Z’f—Z’H 1) = S () =

d.h. es gilt auch A(n + 1). Damit ist die Giiltigkeit von A(n) fiir alle natiirlichen
Zahlen n > 1 bewiesen. (]

Beispiel 2: Die Summe der ersten n+ 1 Glieder einer geometrischen Reihe.
Sei ¢ # 1 und n € N. Dann ist

Zq L2,

I—gq

Beweis. Induktionsanfang: A(0) reduziert sich auf 1 = 1 und ist offenbar eine
wahre Aussage.

Induktionsschritt A(n) = A(n+ 1):

qn+1

qu _ Zq +qn+1 11 p +qn+1

1 _ qn—i-l + (1 q)qn+1 _ 1— qn+2

1-gq - 1-g -
Beispiel 3: Bernoullische Ungleichung. Sei a > —1 und n € N. Dann gilt
(14+a)" > 1+ na. (éA(n))
Beweis. Induktionsanfang: A(0) lautet 1 > 1 und ist offenbar wahr.
Induktionsschritt A(n) = A(n + 1):
(1+a)"™ = (1+a)*(1+a)

> (14 na)(1+a) (hier benutzen wir A(n))

= l+na+a+na®>=1+a(n+1)+na?

> 1+a(n+1) (da na®* > 0). =

Folgerung. Fiir p > 0 und n € N ist

{L/ﬁ_lgp;l.
n
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Beweis. Man setzt a := {/p — 1 in die Bernoullische Ungleichung ein. Einfache
Umformungen ergeben die Behauptung (Hausaufgabe). m

Zum Abschluss noch eine Aufgabe zum Knobeln und Nachdenken. Versuchen Sie,
die beiden Ungleichungen
3 5 2n —1 1
<

1
24 6 7 22 T \Bnri

und
1 3 5 2n—1 1
. <

5 16 o ST

fiir alle n > 1 mittels vollstdndiger Induktion zu beweisen. Beachten Sie, dass die
zweite Ungleichung schwécher als die erste ist.

1.3.5 Die Archimedische Anordnung der reellen Zahlen

Als Konsequenz des Vollstandigkeitsaxioms (V') iiberlegen wir uns eine weitere
Eigenschaft von R beziiglich des Relation <. Vorbereitend zeigen wir:

Lemma 1.20 Die Menge N ist nach oben unbeschrinkt.

Beweis. Wire N nach oben beschrénkt, so wiirde nach Folgerung 1.16 das Supre-
mum sup N =: s existieren (beachte: 0 € N, also ist N nicht leer). Nach Satz 1.14
(in der Fassung fiir das Supremum) gibt es eine Zahl n € Nmit s — 1 <n < s.
Die Zahl n + 1 liegt ebenfalls in N, und fiir diese gilt s < n + 1 im Widerspruch
zur Definition von s. u

Satz 1.21 (Archimedische Eigenschaft) Fiir beliebige Zahlen a,b € R mit
a >0 gibt es ein n € N so, dass an > b.

Beweis. Gébe es keine solche Zahl n, so wire an < b bzw. n < b/a fiir alle n € N.
Dann wére N nach oben beschrankt im Widerspruch zu Lemma 1.20. |

Es gibt Axiomensysteme der reellen Zahlen, in denen die Aussage von Satz 1.21
als Archimedisches Azxiom gefordert wird.

Die folgende Folgerung von Lemma 1.20 wird uns bei der Bestimmung von
Grenzwerten wieder begegnen.

Folgerung 1.22 Gilt fiir eine reelle Zahl a, dass 0 < a < 1/n fir jedes n € N,
so ist a = 0.

Beweis. Angenommen, es wére a > 0. Aus a < 1/n folgt dann n < 1/a fiir alle
n € N, was im Widerspruch zur Unbeschranktheit von N nach oben steht. [
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1.4 Darstellung reeller Zahlen durch Dezimalbriiche

Wir ordnen jeder reellen Zahl « € [0,1) einen unendlichen Dezimalbruch
0,212923... mit 2z €{0,1,2,...,9} (1.5)
zu, wobei die Ziffern z; wie folgt bestimmt werden:

21 ist die grofite natiirliche Zahl < 10z

29 ist die grofite natiirliche Zahl < 10*(z — 2z -107Y

z3 st die groBte natiirliche Zahl < 10%(x — 2 - 107! — 25 - 1072)

usw. Ist > 1, so suchen wir zunéchst eine Zehnerpotenz 10" so, dass 0 < 5= < 1,
bestimmen den zu 7- gehdrenden Dezimalbruch wie oben, und erhalten den zu
x gehorenden Dezimalbruch durch Multiplikation mit 10". Wir werden spéater
zeigen, dass umgekehrt jeder Dezimalbruch der Form (1.5) eine nichtnegative
reelle Zahl definiert und dass die Zuordnung einer Zahl zu einem Dezimalbruch
eineindeutig wird, wenn man Dezimalbriiche ausschlie3t, die von einer gewissen
Stelle an nur noch die Ziffer 9 enthalten.
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2 Mengen und Abbildungen

Einer der zentralen Begriffe der Mathematik und ihrer Anwendungen ist der
Begrift der Funktion oder Abbildung. Es erweist sich fiir viele Probleme not-
wendig, Funktionen zuzulassen, die nicht durch analytische Ausdriicke (wie etwa
f(z) = sin(x?)) definiert sind. Wir fiihren daher zunichst den Begriff einer Ab-
bildung in einer solchen Allgemeinheit ein, wie es fiir das Folgende zweckméfig
ist. Dazu nutzen wir die Sprache der Mengenlehre. Spéter spezialisieren wir uns
auf reellwertige Funktionen.

2.1 Mengen und Mengenoperationen

Eine Begriindung der Mengenlehre auf der Basis eines Axiomensystems ist nicht
einfach, und einige damit im Zusammenhang stehende Fragen sind Gegenstand
der Forschung. Wir begniigen uns mit der “naiven” Mengenlehre und vereinbaren:

Eine Menge ist eine (gedankliche) Zusammenfassung wohlunterschie-
dener Objekte zu einem Ganzen. Diese Objekte heilen Elemente der
Menge. Ist ein Objekt a Element einer Menge A, so schreiben wir
a € A. Ist jedes Element einer Menge A auch Element einer Menge
B, so heifit A Teilmenge von B (in Zeichen: A C B). Zwei Mengen A
und B heiflen gleich, wenn A C B und B C A. Die Menge, die keine
Elemente enthélt, heifit leere Menge und wird mit () bezeichnet.

Wir verwenden folgende Schreibweisen:

A = {1,2,3} Menge mit den Elementen 1,2 und 3.
A =N Menge der natiirlichen Zahlen.
A = {zeR:22<1} Menge aller reellen Zahlen z
mit der Eigenschaft 2% < 1.
Beispielweise ist {z € R: 2? < 1} = (—1,1).

Aus der Definition folgt, dass ) € A und A C A fiir jede Menge A. Auflerdem ist
die Relation C transitiv: aus A C B und B C C folgt A C C.

2.1.1 Operationen mit Mengen

Seien E und A Mengen, und fiir jedes a@ € A sei E, eine Teilmenge von E. Die
Menge A dient also als “Menge von Indizes”.

Unter der Vereinigung der Mengen FE,, versteht man die Menge aller Elemente
von F, die in wenigstens einer der Mengen E, liegen. Wir notieren diese Verei-
nigung durch

o UycaFE, fiir allgemeines A,
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e [}, U E, an Stelle von Uaeqr 2y Ey fiir A = {1,2},

o U E, an Stelle von UyenE, fiir A = N.

A

AUB

Unter dem Durchschnitt der Mengen FE,, versteht man die Menge aller Elemente
von F, die zu jeder der Mengen FE, gehoren. Schreibweisen sind

e NycaF, fiir allgemeines A,
e [}, N Ey an Stelle von Naeg1 2 Fo fiir A = {1,2},

o N> ,E, an Stelle von NyenE, fir A =N.

ANB

Sind A, B Teilmengen von E, so besteht die Differenz A\ B aus allen Elementen
von E, die in A, jedoch nicht in B liegen. Speziell heifit E'\ A das Komplement von
Ain E (Bezeichnung: A). Zwei Mengen A, B heifilen disjunkt, wenn AN B = ().

A B A &
A\B
Eigenschaften des Durchschnitts und der Vereinigung
Assoziativitét: (AUB)UC =AU (BUC), (AnB)NC=An(BnNCO).
Kommutativitit: AUB=BUA, ANB=DBNA.
Distributivitit:  (UpeaFo) N B = Ugea(Eo N B),
(ﬂaeAEa) UB = maGA(Ea U B)~

Daneben gibt es eine Vielzahl weiterer Beziehungen wie etwa ) U A = A und
PN A = 0 fiir jede Menge A. Einige davon werden Sie in der Ubung kennenlernen.
Als ein Beispiel wollen wir uns das Distributivgesetz (AUB)NC' = (ANC)U(BNC)
néher ansehen Anschaulich lasst sich dieses Gesetz so einsehen:

DD D@D
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Ein formaler Beweis kann so gefiihrt werden: Es ist
re(AuB)NC

< z€AUBundze(C

<= (x gehort zu A oder B) und x gehort zu C

<= (x gehort zu A und C) oder (z gehort zu B und C)

< (xeANC)oder (x € BNC)

— ze(ANnC)U(BNO). ]

2.2 Abbildungen
2.2.1 Definitionen

Seien A und B Mengen. Ist jedem Element x von A genau ein Element f(z) aus
B zugeordnet, so sagen wir, dass durch A und B und durch diese Zuordnung eine
Abbildung f von A nach B erklart ist. Wir schreiben dann auch f: A — B oder
x> f(z) fir € A. NICHT verwenden werden wir Ausdriicke wie “die Funktion
y = f(x)”. Fiir uns ist f(z) stets dasjenige Element der Menge B, welches man
erhilt, wenn man f auf = anwendet. Das Element y = f(x) heiit das Bild von z,

und x heifit ein Urbild von y.
P
Sei f: A — B eine Abbildung. Dann heifit
e A der Definitionsbereich von f, und wir schreiben A = D(f),

die Menge W(f) := {y € B : esgibtein x € A so, dass y = f(x)} der
Wertebereich von f,

fiir jede Teilmenge C' von A die Menge
f(C):={y € B:esgibteinx € Cso,dassy = f(z)}

das Bild von C,

fiir jede Teilmenge D von B die Menge
f1(D):={xcA: f(x) € D}

das Urbild von D.
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Insbesondere ist also f(A) = W (f) und f~*(B) = A = D(f).

Beispiele
(1) f:R>R z—ua W(f)=R,
(2) [ R—R, x> 22 W(f)=Rt:={zeR:z >0}
(3) f:RT - R, x> 2? W(f)=R",
(4) f:RY 5 R, v 22 W(f) = R*.
(5) A := Menge aller nichtleeren beschriankten Teilmengen von R, B := R,
f:A— B M~ inf M W(f)=R.

(6) A:= Kreis K, B := Strecke S wie in der Skizze.
f ordnet dem Punkt x € K denjenigen Punkt y € S zu, der auf der Geraden
durch 0 und z liegt. Dann ist W (f) = S.

0

x K
Eine Abbildung f : A — B heifit
o surjektiv oder eine Abbildung auf, wenn W (f) = B.

e injektiv oder eineindeutig, wenn jedes y € W (f) genau ein Urbild besitzt
oder — mit anderen Worten — wenn aus f(x;) = f(z2) folgt z1 = xs.

e bijektiv, wenn sie sowohl surjektiv als auch injektiv ist.
In den obigen Beispielen ist die Abbildung f in

(1) bijektiv, (2) weder surjektiv noch injektiv,

(3) injektiv, nicht surjektiv, (4) bijektiv,

(5) surjektiv, nicht injektiv, (6) surjektiv, nicht injektiv.
Fiir jede nichtleere Menge A heifit f : A — A, x — x die identische Abbildung
auf A. Sie ist offenbar bijektiv. Wir bezeichnen sie mit id4 oder kurz mit id.

Fiir Mengen A und B bezeichnen wir mit A x B die Menge aller geordneten Paare
(a,b) von Elementen a € A und b € B. Die Menge A x B heifit das cartesische
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Produkt von A und B. Beispielsweise kann man R x R =: R? mit der Menge aller
Punkte der Ebene identifizieren.

Im allgemeinen ist das cartesische Produkt nicht kommutativ. Streng genom-
men ist es auch nicht assoziativ! Sind A, B, C' Mengen, so besteht (A x B) x C per
Definition aus Paaren ((a,b),c) mit a € A, b € B, ¢ € C, wiahrend A x (B x C)
aus Paaren (a, (b,c)) besteht. Im allgemeinen identifiziert man aber die Paare
((a,b),c) und (a, (b, ¢)) miteinander und schreibt dafiir einfach das Tripel (a, b, ¢).
In diesem Sinne ist dann tatséchlich

(Ax B)xC=Ax(BxC).

Man kann also endliche cartesische Produkte bilden. In diesem Sinn ist insbeson-
dere auch der Raum R? := (R X R) x R = R x (R x R) zu verstehen.

Nur am Rande soll bemerkt werden, dass man auch cartesische Produkte
beliebig vieler Mengen definieren kann. Hat man fiir jedes Element « einer In-
dexmenge A eine Menge FE, gegeben, so versteht man unter dem cartesischen
Produkt X,caF, der Mengen E, die Menge aller Funktionen f : A — UycaFo,
mit f(«) € E,. Hier wird es aber problematisch: Es ist keineswegs klar, dass es
solche Funktionen gibt! Erst das (umstrittene) Auswahlaziom der Mengenlehre
stellt die Existenz solcher Funktionen sicher. [

Nach diesem kleinen Exkurs zu cartesischen Produkten zuriick zu den Abbildun-
gen. Ist f : A — B eine Abbildung, so nennen wir die Menge aller geordneten
Paare aus A x B der Gestalt (z, f(x)) mit x € A den Graphen von f.

Beispiel. Der Graph der Abbildung f : R — R, x +— 22, ist

R

. R

0]

Jede Abbildung besitzt einen eindeutig bestimmten Graphen, und umgekehrt
bestimmt ein gegebener Graph die dazugehorende Abbildung vollstandig. Mitun-
ter werden daher Abbildungen mit ihren Graphen identifiziert. Man trifft daher
meist die folgende Definition des Begriffs “Abbildung”, die ohne umgangssprach-
liche Umschreibungen wie “Zuordnung” auskommt.

Definition 2.1 FEine Abbildung f : A — B ist eine Teilmenge M des cartesi-
schen Produktes A x B mit folgenden Figenschaften:

(a) Fiir jedes a € A gibt es ein b € B mit (a,b) € M.

(b) Aus (a,b1) € M und (a,by) € M folgt by = bs.

Hieraus folgt insbesondere, dass zwei Abbildungen f : A - Bund g: A — B
genau dann iibereinstimmen, wenn f(x) = g(x) fur alle x € A.
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2.2.2 Die Umkehrabbildung

Ist f: A — B bijektiv, so hat jedes Element von B genau ein Urbild. Wir kénnen
daher eine Abbildung f~! : B — A definieren durch

f'(y) = genau dann, wenn f(z) = y.

Diese Abbildung heifit die Umkehrabbildung von f. Man iiberpriift leicht, dass
f~! wieder bijektiv ist. Ist f bijektiv und D eine Teilmenge von B, so kénnen
wir f~1(D) auf zweierlei Weise verstehen: als Urbild von D bzgl. f, oder als Bild
von D bzgl. f~!. Beide Interpretationen bestimmen die gleiche Teilmenge von A.

In den Beispielen (1) — (6) aus 2.2.1 existiert die Umkehrabbildung nur bei (1)
und (4). Im Beispiel (1) ist sie gegeben durch

fFL'R=R, z—ux,
und im Beispiel (4) durch
fFHRY S RY, o0/
Allgemein ist fiir jede nichtleere Menge A die Umkehrabbildung der identischen
Abbildung id 4 die Abbildung id4 selbst.
2.2.3 Verkniipfung von Abbildungen

Es seien A, B,C, D Mengen und f : A — B sowie g : C'— D Abbildungen mit
f(A) =W(f) CC = D(g) (d.h. der Wertebereich von f muss im Definitionsbe-
reich von g liegen). Dann wird durch

h(z) :=g(f(z)) firze A

eine Abbildung h : A — D erklirt. Diese heifit die Verknipfung (oder Hinterein-
anderausfithrung oder Verkettung) von f und ¢ und wird mit A = go f bezeichnet.

A B
Die Reihenfolge der Verkniipfung von f und g ist wesentlich. So braucht f o

g gar nicht definiert zu sein, wenn man g o f bilden kann. Auch wenn beide
Verkniipfungen f o g und g o f definiert sind, miissen sie nicht iibereinstimmen.
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Beispiel. Essei f : R -+ R, 2+ 2%, und ¢ : R = R, 2 + sinz. Dann konnen
sowohl f o g als auch g o f gebildet werden. Die Funktionen

(fog)() = (sina)? und (go f)(x) = sin(z?)
sind aber voneinander verschieden. n

Fiir jede Abbildung f : A — B gilt offenbar
foida=f, idpof=Ff,
und fiir jede bijektive Abbildung f: A — B gilt
flof=idy, fof'=idg.

Satz 2.2 Die Verkniipfung von Abbildungen ist assoziativ, d.h. sind f,g und h
Abbildungen, fir die g o f und h o g gebildet werden konnen, so sind auch die
Abbildungen ho (go f) und (hog)o f erklirt, und es gilt

ho(gof)=(hog)of.

Beweis. Wir iiberlegen uns zuerst, dass sich die genannten Verkniipfungen bilden
lassen. Dazu seien A, B bzw. C' die Definitionsbereiche von f,g bzw. h. Nach
Voraussetzung ist f(A) € B und g(B) C C.

Der Definitionsbereich von g o f ist A. Nun ist aber

(go [)(A)=g(f(A)) Cg(B) S C=D(h),

d.h. wir kénnen ho (go f) bilden. Weiter: Der Definitionsbereich von ho g ist B,
und wegen W(f) = f(A) C B kann man auch (ho g) o f bilden.
Um schlieBlich die Gleichheit der Abbildungen ho (go f) und (hog)o f zu

zeigen, sehen wir uns ihre Wirkung auf ein willkiirlich gewéhltes Element z € A

" (holgoN)@) = h(lge N@) = h(g(/()).

((hog)of)@) = (hog)(f(x) = h(g(f(2))). -
Satz 2.3 FEs seien f: A — B und g : B — C' bijektive Abbildungen. Dann ist
auch go f : A — C bigektiv, und fiir die Umkehrabbildungen gilt:

(gof)t=flog™

Den Beweis werden Sie in der Ubung fithren.
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2.3 Machtigkeit von Mengen

Wir sehen uns nun an, wie man Mengen hinsichtlich ihrer “Gréfie” miteinander
vergleicht. Bei Mengen A, B mit endlich vielen Elementen ist das einfach. Man
zéhlt die Elemente von A und B und betrachtet A und B als “gleich grof8”,
wenn sie gleich viele Elemente besitzen. Eleganter ist das folgende Verfahren, bei
dem man nicht einmal zdhlen kénnen muss. Man versucht, jedem Element von
A auf eineindeutige Weise ein Element B zuzuordnen. Bleiben dabei in einer der
Mengen Elemente iibrig, so betrachten wir diese Menge als die groflere. Geht
dagegen die Zuordnung auf, so betrachten wir A und B als gleich grof3.

Hier ist die formale Definition.

Definition 2.4 Zwei Mengen A und B heiffen gleichméchtig (in Zeichen: A =
B), wenn es eine bijektive Abbildung von A auf B gibt.

Satz 2.5 Fs seien A, B,C beliebige Mengen. Dann gilt
(a) A= A (Reflexivitit),

(b) A= B = B= A (Symmetrie),

() A= B,B=C = A=C (Transitiitdt).

Eine Relation mit den Eigenschaften Reflexivitit, Symmetrie und Transitivitét
heiflt eine Aquivalenzrelation.

Beweis von Satz 2.5. (a) Fiir jede Menge A ist id4 eine Bijektion von A auf
A. Also ist A = A.

(b) Sei A= B. Dann gibt es eine Bijektion f von A auf B. Die Umkehrabbildung
f~1 ist eine Bijektion von B auf A. Also ist B = A.

(c) Sei A= B und B = C. Dann gibt es Bijektionen f von A auf B und g von
B auf C. Nach Satz 2.3 ist g o f eine Bijektion von A auf C. Alsoist AZ C. m

Beispiel. Die Abbildung f : n — n? ist eine Bijektion von N auf die Menge aller
Quadratzahlen. Unendliche Mengen kénnen also zu einer ihrer echten Teilmengen
gleichméchtig sein. Bei endlichen Mengen ist dies unmoglich. [

Definition 2.6 (a) Fine Menge A heift endlich, wenn A = () oder wenn es eine
natirliche Zahl n > 1 so gibt, dass A = {1,2,...,n}.
(b) Fine Menge A heifit abzéhlbar, wenn A = N.
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(¢) Fine Menge A heifit iiberabzéhlbar, wenn sie weder endlich noch abzihlbar
18t.

Mengen, die nicht endlich sind, heilen unendlich. Mengen, die nicht iiberabzéhl-
bar sind, heilen hdchstens abzihlbar. Die Abzéhlbarkeit einer Menge bedeutet
anschaulich, dass man die Elemente diese Menge durchnummerieren kann.

Satz 2.7 Die Menge der rationalen Zahlen ist abzdhlbar.

Beweis. Wir ordnen die positiven rationalen Zahlen in ein Schema, welches uns
die Nummerierbarkeit erkennen lidsst (Cantorsches Diagonalverfahren):

1 2 3 4

1 1 1 1
v /! v

1 2 3 4

2 2 2 2

L v

1 2 3 4

3 3 3 3 ... USW.,
Ve

d.h. esist % =a, % = a9, % = a3 usw. Offenbar kommen alle positiven rationalen

Zahlen in diesem Schema vor. Gelangt man beim Durchnummerieren an eine

Zahl, an die bereits eine Nummer vergeben wurde (z.B. % = % = ay), so wird

diese iibersprungen. Auf diese Weise erhélt man eine Bijektion von N\ {0} auf
die positiven rationalen Zahlen.

Ist nun aq, as, as, ... die so gewonnene Durchnummerierung der positiven ra-
tionalen Zahlen, so erhélt man eine Bijektion von N auf Q wie folgt:

N 01 2 3 4 5 6 7
A S R

Q 0 ag —ay ay —ay a3 —as a4

Mit der gleichen Idee kann man den folgenden Satz beweisen:
Satz 2.8 Die Vereinigung abzdihlbar vieler abzdihlbarer Mengen ist abzdhlbar.

Beispielsweise ist die Menge aller Punkte der Ebene mit rationalen Koordinaten
abzéhlbar. Gibt es iiberhaupt iiberabzéhlbare Mengen?

Satz 2.9 Die Menge der reellen Zahlen ist tiberabzdihlbar.
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Beweis. Die Menge R ist sicher nicht endlich. Wir zeigen, dass sie auch nicht
abzahlbar ist. Dies tun wir indirekt, d.h. wir nehmen an, die Menge R koénnte
durchnummeriert werden:

R = {ZE(),JZl,(IIQ,.Tg,...}. (21)

Wir wihlen ein Intervall Iy = [ag, bo], welches xy nicht enthélt. Dieses unterteilen
wir in drei abgeschlossene Teilintervalle, die héchstens ihre Endpunkte gemeinsam

haben:
x1

Qo a1 by bo

Der Punkt 21 kann dann in hochstens zwei dieser Intervalle liegen. Sei I; = [ay, by]
eines der drei Intervalle, welches den Punkt z; nicht enthélt. Nun unterteilen wir
I, in drei Teilintervalle und wéhlen daraus ein Intervall Iy = [ag, by, welches xo
nicht enthilt. Eine Wiederholung dieser Uberlegungen liefert eine Folge I, D I; D
I, O ... von Intervallen I} = [ag, by] derart, dass xy & I} fiir alle k.

Wir betrachten die Menge M aller rechten Endpunkte by dieser Intervalle.
Diese Menge ist nach unten beschriankt (z.B. ist jedes a, eine untere Schranke).
Sie besitzt daher nach dem Vollstandigkeitsaxiom ein Infimum. Sei s := inf M.
Die reelle Zahl s gehort zu jedem der Intervalle I: Andernfalls gébe es ja ein n
so, dass s < a,. Da a,, eine untere Schranke von M ist, wére s nicht die grofite
untere Schranke im Widerspruch zur Definition.

Die reelle Zahl s kommt aber in der Aufzéhlung (2.1) nicht vor: Wére namlich
s = x, fiir ein n, so hitten wir einerseits x,, = s € I, (soeben bewiesen) und
andererseits z,, ¢ I, (nach Konstruktion). Die Aufzahlung (2.1) kann also nicht
alle reellen Zahlen enthalten. [

Der Beweis von Satz 2.9 hat die folgende wichtige Eigenschaft der reellen Zahlen
mitgeliefert:

Satz 2.10 Der Durchschnitt einer absteigenden Folge Iy O I O Iy O ... abge-
schlossener Intervalle ist nicht leer.

Wir kommen hierauf noch zuriick.

Wir beenden diesen Abschnitt mit einigen Resultaten zur Konstruktion “beliebig grofer
Mengen”. Diese Resultate bendtigen wir im weiteren nicht. Sei M eine nichtleere Menge.
Unser Ziel ist es, eine Menge zu konstruieren, welche eine gréflere Méchtigkeit als M
hat. Dazu betrachten wir die Menge F' aller auf M definierten Funktionen, die nur die
Werte 0 und 1 annehmen. Fiir jedes m € M sei f(™) die Funktion

(m) _ 1 wennz =m,
Fe) {0 sonst,

und es sei Fy; die Menge aller Funktionen f(™ mit m € M. Es ist klar, dass die
Abbildung m — ("™ eine Bijektion von M auf Fy ist. Die Menge M ist also zu einer
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Teilmenge (ndmlich Fjy) von F gleichméchtig. Sie ist aber nicht zur gesamten Menge
F gleichmé#chtig. Wir beweisen dies indirekt. Angenommen, es géibe eine Bijektion

M—F, mw— fn. (2.2)
Dann definieren wir eine Funktion f auf M wie folgt:

|1 falls frn(m) =0,
fm) = { 0 falls fr(m) = 1.

Diese Funktion liegt in F', stimmt aber mit keiner der Funktionen f,, {iberein. Also
gibt es keine Bijektion (2.2), d.h. die Méchtigkeit von F' ist grofler als die von M.

Wir wollen dieses Ergebnis noch einmal anders formulieren. Dazu bezeichnen wir fiir
jede Teilmenge A von M mit x4 ihre charakteristische Funktion:

(m) == 1 falls me A,
xa Tl 0 falls m¢ A

Die Abbildung A + x4 ist offenbar eine Bijektion der Menge aller Teilmengen von M
(der sogenannten Potenzmenge von M) auf die Menge aller charakteristischen Funk-
tionen. Letztere Menge ist aber gerade die oben eingefiithrte Menge F'. Wir erhalten:

Satz 2.11 Die Potenzmenge einer nichtleeren Menge M hat eine gréfsere Mdachtigkeit
als die Menge M selbst.

Mit dem soeben benutzen Verfahren, welches ebenfalls auf Cantor zuriickgeht, hitten
wir auch einen anderen Beweis von Satz 2.9 erbringen koénnen. Dazu hétten wir uns
genauer mit der Dezimalbruchdarstellung reeller Zahlen befassen miissen (was wir noch
nachholen).

Mit den in diesem Abschnitt eingefiihrten Begriffen ist eines der bekanntesten Pro-
bleme der Mathematik verkniipft: Gibt es Mengen, deren Méchtigkeit zwischen der von
N und der von R liegt (Kontinuumshypothese)?
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3 Metrische Riaume

Zahlreiche Aufgaben in der Mathematik wie auch im téglichen Leben fiithren auf
das Problem, Absténde zu messen:

— Festlegung einer Reiseroute. Als Maf} fiir den Abstand zweier Orte kann
dienen:
e Linge der Luftlinie,
e Linge der kiirzesten Straflenverbindung,
e mindestens benotigte Zeit,
e mindestens entstehende Kosten.

— In der numerischen Mathematik kann man nur mit Objekten arbeiten, die
sich durch endlich viele Zahlen beschreiben lassen. Dies ist z.B. fiir Poly-
nome moglich, im allgemeinen aber nicht fiir beliebige (etwa stetige) Funk-
tionen. Man mochte daher kompliziertere Funktionen durch Polynome ap-

proximieren. Um die Giite der Approximation beurteilen zu kénnen, muss
man in der Lage sein, Abstédnde zwischen Funktionen zu messen.

— Wir werden zum ersten Mal auf die Notwendigkeit stoflen, Absténde zu
messen, wenn wir den Begriff des Grenzwertes einfiihren.

Mit dem Begriff des metrischen Raumes stellen wir einen Rahmen bereit, in den
sich alle genannten Abstandsprobleme (und viele weitere) einbetten lassen und
in dem man Begriffe wie Grenzwert oder Stetigkeit allgemein definieren kann.
Wir werden nicht tief in die Theorie der metrischen Rdume eindringen. Eine
eingehendere Beschiftigung mit diesen (und allgemeineren) Raumen erfolgt in
der Vorlesung “Funktionalanalysis”.

3.1 Der Euklidsche Raum R"

3.1.1 Der Abstand in R

Der Abstand zweier reeller Zahlen z,y erkldren wir durch
d(z,y) = |z —yl.

Diese Definition stimmt mit unserer Anschauung iiberein, wenn wir uns x und
y als Punkte auf der Zahlengeraden vorstellen. Fiir den so festgelegten Abstand
gilt nach Satz 1.10 fiir beliebige Zahlen z,y,z € R

(a) d(z,y) > 0, und es ist d(z,y) = 0 genau dann, wenn x = y.
(b) d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie).
(¢) d(z,y) < d(x,z)+d(z,y) (Dreiecksungleichung).
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3.1.2 Der Raum R"

Sei n € N positiv. Der Raum R" besteht aus allen geordneten n-Tupeln x =
(x1,...,2,) reeller Zahlen. Man kann diesen Raum identifizieren mit dem n-
fachen cartesischen Produkt von R mit sich selbst:

R" =R x ... xR (n Faktoren).

Die Elemente des R™ heiflen auch Vektoren. In R”™ fithren wir folgende Operatio-
nen ein:

Addition R™ x R" — R". Die Summe zweier Vektoren x = (z1,...,x,), y =
(y1,-.-,Yn) € R™ ist der Vektor

x4y =(x1+y,. .., Tn+ys) €R"

Es ist klar, dass diese Operation den Axiomen (A1) — (A4) geniigt. Dabei iiber-
nimmt der Vektor (0,...,0) die Rolle der Null, und der zu =z = (1,...,%,)
entgegengesetzte Vektor ist —x = (—x1,...,—x,). Der R" bildet also bzgl. der
Addition eine kommutative Gruppe. Insbesondere gelten Lemma 1.1 und Satz
1.2 entsprechend auch fiir den R™.

Multiplikation mat reellen Zahlen R x R™ — R". Das Produkt der reellen Zahl A
mit dem Vektor = = (z1,...,z,) € R" ist erklart durch

Az = (Axq, ..., Az,) € R™.

Man sieht sofort, dass fiir beliebige z,y € R™ und A\, u € R gilt:

(SM1) A+ p)z = I+ px.
(SM2) ANz +y) = I+ M.
(SM3) AMpz) = (M.
(SM4) l-z = =

Eine Menge, auf der eine Operation + mit den Eigenschaften (A1) — (A4) sowie
eine Multiplikation mit reellen Zahlen mit den Eigenschaften (SM1) — (SM4)
erklart sind, heifit reeller linearer Raum oder Vektorraum idiber dem Kérper R.
Der R" ist also ein Beispiel fiir einen reellen linearen Raum.

Wir sehen uns zuniichst den R? etwas genauer an. Die Elemente des R? kann man
sich als Punkte der Ebene vorstellen:




Entsprechend hat man fiir die Addition bzw. Multiplikation mit Zahlen die fol-
gende Vorstellung

Tty

0| _%Mo

Fiir den Abstand des Punktes # = (21, x2) von Nullpunkt 0 = (0,0) findet man
mit dem Satz des Pythagoras

d(z,0) = /2% + 23.

Diese Zahl heifit auch die Norm des Vektors x und wird mit ||z|| bezeichnet.
Anhand der Skizzen macht man sich klar, dass fiir beliebige Vektoren z,y € R?
und Zahlen A\ € R gilt:

e |lz|| > 0, und es ist ||z|| = 0 genau dann, wenn x = 0.
o [[Azll = [AT]l«]-
o llz+yll <l + Iyl

Den Abstand zweier Punkte kann man ebenfalls leicht mit dem Satz des Pytha-
goras berechnen: Fiir x = (21, 29) und y = (y1, y2) ist

d(z,y) = /(21 — y1)? + (22 — y2)

Wegen z — y = (1 — y1, 2 — y2) besteht somit zwischen Anstand und Norm im
R? der folgende Zusammenhang: d(z,y) = ||z — y||.

y

T2 + ~ 1 x
dz,y) .-~ il
- I
Y21+ Y<s--r-=--= ’
il
o Ty

Die folgenden Eigenschaften des Abstands gelten fiir alle x,y € R? und sind
offensichtlich:

e d(x,y) >0, und es d(z,y) = 0 genau dann, wenn = = y.

o d(z,y) =d(y, ).
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o d(z,y) <d(z,z)+d(z,vy).

Letztere Eigenschaft ist als Dreiecksungleichung bekannt.

x d(z,y)

Wir kommen nun zuriick zum R™ mit beliebigem n > 1. Nahegelegt durch die
Situation im R? vereinbaren wir die folgende Definition.

Definition 3.1 Die Norm eines des Vektors © = (z1,...,x,) € R" ist die Zahl

lz|l == /23 + ...+ 22.
Der Abstand zweier Punkte x,y € R"™ ist gegeben durch d(x,y) := ||z — y||.
Es betrachtet auf R™ auch andere Normen, wie z.B.

2]l = max{|zi],...,|z.|}  (“Maximumnorm”),

lz|li = |z 4+ ..+ |z (“Summennorm”).

Die in Definition 3.1 eingefithrte Norm heifit die Fuklidsche Norm. Sie wird oft
auch mit || - |2 bezeichnet. Der lineare Raum R", versehen mit der Norm || - ||2,
heilt der Euklidsche Raum.

Satz 3.2 (a) Eigenschaften der Euklidschen Norm: Fir alle z,y € R* und A € R
qgilt:

o ||z|]| >0, und es ist ||x|| = 0 genau dann, wenn x =0,
o [[Az]] = [A[llz],
o ||z +y| <|z|+ |lyll (Dreiecksungleichung).
(b) Eigenschaften des Abstandes: Fiir alle z,y,z € R™ gilt:
o d(z,y) >0, und es ist d(x,y) = 0 genau dann, wenn x =y,
o d(z,y) =d(y,x) (Symmetrie),

o d(x,y) <d(z,z)+d(z,y) (Dreiecksungleichung).
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Zum Beweis. Die ersten beiden Aussagen von (a) und (b) folgen sofort aus den
Definitionen. Die Dreiecksungleichung fiir den Abstand folgt leicht aus der fiir
die Norm. Fiir beliebige z,y, z € R™ ist ndmlich

d(z,y) = lz =yl = [z =2)+ =yl <lz—zll+lz-yl
= d(z,2)+d(z,y).

Es verbleibt daher, die Dreiecksungleichung fiir die Norm zu beweisen. Dies wer-
den wir in der Ubung tun. [

Die in Satz 3.2 festgestellten Eigenschaften der Euklidschen Norm gelten auch
fiir die Normen || - ||; und || - ||« und die aus ihnen resultierenden Abstéande.

3.2 Der Korper der komplexen Zahlen

Wir betrachten den im vorigen Abschnitt eingefiihrten Raum R? mit der Addition
und der Euklidschen Norm. Der R? zeichnet sich vor den Raumen R” mit n > 2
dadurch aus, dass sich in ihm eine Multiplikation definieren lasst, welche diesen
Raum zu einem Korper macht.

Definition 3.3 Das Produkt von z = (z,y) und w = (u,v) € R? ist erklirt
durch

2w = (z,y)(u,v) := (vu — yv, zv + yu) € R?.

Satz 3.4 Mit dem so erklirten Produkt gelten (M1) — (M4) sowie (K1) und
(K2), d.h. R? ist ein Korper.

Beweis. Seien z = (z,9), w = (u,v) und ¢ = (a,b) beliebige Elemente des R?.
Die Assoziativitdt der Multiplikation (Axiom (M1)) folgt aus
(zw)e = (xu—yv,zv+ yu)(a,b)
= ((zu—yv)a — (zv + yu)b, (zu — yo)b + (zv + yu)a)
= (z(ua — vb) — y(va + ub), z(va + ub) + y(ua — vb))
= (z,y)(ua — vb,va + ub) = z(wc).
Die Kommutativitdt der Multiplikation (Axiom (M?2)) ergibt sich sofort aus der

Definition:
2w = (xu — yv, Tv + Yyu) = we.

Fiir das geordnete Paar (1,0) € R? gilt
2(1,0) = (z,y)(1,0) = (x,y) = z fiir alle z,
d.h. (1,0) ist das Einselement beziiglich der Multiplikation (Axiom (M3)). Sei
schlieBlich z = (z,y) # (0,0). Fiir das Paar (17, ;z) gilt:
2 2

@) ) = (o + 30 0) = (10,

x2+y2 x2+y2 I.2_|_y2 x2_|_y2’
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d.h. die Gleichung zw = (1, 0) ist 16sbar (Axiom (M4)). Offenbar ist auch (1,0) #
(0,0), d.h. Axiom (K1) ist erfiillt. Schlielich rechnen wir das Distributivgesetz
(Axiom (K2)) nach:

(z+w)e = (z+u,y+v)(a,b)
= ((z+u)a—(y+v)b, (x+u)b+ (y+v)a)
= (xa —yb, b+ ya) + (ua — vb, ub + va)

= zc—+ wec.

R? ist also tatséchlich ein Korper. n

Wir kénnen daher mit den Elementen von R? rechnen wie mit reellen Zahlen.
Man bezeichnet den Kérper R? mit C und nennt seine Elemente kompleze Zahlen.
Sehen wir uns einige komplexe Zahlen néher an.

Beispiel 1. Fiir komplexe Zahlen der speziellen Gestalt (z,0) und (u,0) gilt
(2,0) + (u,0) = (r +u,0) sowie (x,0)(u,0)= (zu,0).

Beide Operationen liefern also wieder ein Element der Gestalt (a,0), und die
reelle Zahl a wird wie im Reellen aus z und u berechnet. In diesem Sinn ist R
in C enthalten. Genauer: Die Abbildung = + (x,0) ist eine Bijektion von R auf
{(z,y) € C:y =0}, und diese Bijektion erhilt die Operationen. (In der Algebra
werden Sie solche Abbildungen Isomorphismen nennen.) Man schreibt daher statt
(x,0) oft einfach x. ]

Beispiel 2. Fiir die komplexe Zahl i := (0,1) ist
i = (0,1)(0,1) = (—1,0) = —1.
In C lasst sich also aus —1 eine Quadratwurzel ziehen! [

Mit diesen Vereinbarungen und Notationen lésst sich eine zweckméflige Schreib-
weise fiir komplexe Zahlen einfiihren:

z = (x,y) schreiben wir als (z,0) + (0,y) = (z,0) + (y,0)(0,1) = = + iy.
Addition und Multiplikation lauten in dieser Schreibweise
(x+iy) + (u+w) = (z+u) +i(y +v),

(x +iy)(u+iv) = (zu + iyiv) + (xiv + iyu) = (zu — yv) + i(xv + yu).

Wir fithren noch einige weitere Bezeichungen ein: Fiir z = x + iy heifit

e 1 der Realteil von z. Schreibweise: x = Re z.
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y der Imagindrteil von z. Schreibweise: y = Im z.

V2% + y? der Betrag von z. Schreibweise: |z|.

l

o 1 — iy die zu z konjugiert komplexe Zahl. Schreibweise:

¢ das Argument von z. Schreibweise: arg z.

y=Imz - - - - - - — z=x+ 1y

=

Das Argument einer komplexen Zahl z wird nur fiir z # 0 erklért. Es ist eindeutig
festgelegt, wenn man (z.B.) verlangt, dass 0° < ¢ < 360°. Aus der Skizze liest
man unmittelbar ab, dass fiir z # 0

Rez =z =|z]cosp, Imz=y=|z|sing
und daher
z = |z|(cos ¢ + isin )

ist. Dies ist die sogenannte trigonometrische Darstellung der komplexen Zahl z.
In dieser Darstellung ist das Multiplizieren und Wurzelziehen besonders einfach
(wir kommen in der Ubung und in Abschnitt 6.4.2 darauf zuriick). SchlieBlich
definieren wir noch den Abstand zweier komplexer Zahlen z,w durch d(z,w) :=
|z — wl.

3.3 Metrische Riume

Definition 3.5 FEs sei M eine Menge mit einer Abbildung d : M x M — R,
d.h. je zwei Elementen x,y von M ist eine reelle Zahl d(x,y) zugeordnet. Gilt fir
beliebige Elemente x,y,z € M

(a) d(x,y) >0, und es ist d(xz,y) = 0 genau dann, wenn x =y,

(b) d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie),
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(¢) d(z,y) < d(x,z)+d(z,y) (Dreiecksungleichung),

so heifft d eine Abstandsfunktion oder Metrik auf M, die Zahl d(z,y) heifst der
Abstand der Punkte x,y € M, und das Paar (M,d) heif$t ein metrischer Raum.

Mitunter nennt man auch (nicht ganz korrekt) M einen metrischen Raum (und
denkt sich das d dazu).

Beispiele fiir metrische Raume.

(1) Der fiir uns in diesem Semester wichtigste metrische Raum ist M = R mit
der Metrik d(z,y) := |x — y|. Mit der gleichen Abstandsfunktion sind auch
teilmengen von R wie M = N, Z, Q und [—1, 1] metrische Rdume.

(2) M =C mit d(z,w) = |z — w|.
(3) M =R" mit d(x,y) = ||z — y||2 (Euklidscher Abstand).

(4) M =R" mit d(z,y) = |v1 —y1| + ... + |xn — yn| (Manhattan-Abstand).

(y17 y2)

(901@2)
|

(5) M ist ein Schachbrett und d(z,y) ist Minimalzahl der Ziige, die ein Turm
(bzw. Dame, Konig, Springer) benétigt, um vom Feld z zum Feld y zu
gelangen. [

Definition 3.6 FEs sei (M,d) ein metrischer Raum, x € M und € eine positive
reelle Zahl. Unter der Umgebung von x vom Radius € oder kurz e-Umgebung von
x versteht man die Menge

Ucz):={ye M :d(x,y) < e}

Im R! ist U.(z) das offene Intervall (x — &,z + €), und im R? bzw. R? (jeweils
versehen mit dem Euklidschen Abstand) ist U.(x) die Kreisscheibe bzw. die Kugel
mit Mittelpunkt = und Radius ¢ (jeweils ohne ihren Rand bzw. Oberfléche).

Die in der folgenden Definition eingefiihrten Begriffe dienen der Beschreibung
der Lage eines Punktes in Bezug auf eine Menge.

Definition 3.7 FEs sei (M, d) metrischer Raum und A C M.
(a) Ein Punkt a € A heifit innerer Punkt von A, wenn es eine Umgebung von

a gibt, die ganz in A liegt.
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(b) Ein Punkt a € M heifit Randpunkt von A, wenn in jeder Umgebung von a
sowohl Punkte aus A als auch aus dem Komplement M \ A liegen.

(¢) Fin Punkt a € M heifst Hiufungspunkt von A, wenn jede Umgebung von a
einen Punkt aus A enthdlt, der von a verschieden ist.

(d) Ein Punkt a € A heifit isolierter Punkt von A, wenn a kein Hdaufungspunkt
von A ist.

(e) Die Menge A heifst offen, wenn jeder ihrer Punkte ein innerer Punkt von
A ist.

(f) Die Menge A heifit abgeschlossen, wenn jeder Haufungspunkt von A zu A
gehart.

(g9) Die Menge aller inneren Punkte von A heifit das Innere von A und wird
mit A° oder int A bezeichnet.

(h) Die Menge aller Randpunkte von A heifit der Rand von A und wird mit 0A
bezeichnet.

(1) Die Vereinigung von A mit der Menge aller Hiufungspunkte von A heifst
die AbschlieBung von A und wird mit A oder clos A bezeichnet.

Offenbar ist stets A° C A C A, und eine Menge A _ist genau dann offen, wenn
A° = A, und genau dann abgeschlossen, wenn A = A (,* Ubung).

Beispiele. Als Abstand dient in den folgenden Beispielen stets d(z,y) = |z —y|.
(1) M =R, A=(0,1). Dann ist A° = A, A =[0,1], A offen und 94 = {0, 1}.

(2) M = R, A = [0,1]. Dann ist A° = (0,1), A = A, A abgeschlossen und
0A ={0,1}.

B) M =C, A={z€ C: 2] <1} Dann ist A° = {z € C: [z < 1},
JA={z€C:|z] =1}, A= A und A ist abgeschlossen.

(4) M=R, A={1,1/2,1/3,1/4,...}. -+ |
0o 3 1

Dann ist A° =0, A= AU{0}, 9A = AU{0}, 0 ist einziger Haufungspunkt
von A, und A ist weder offen noch abgeschlossen.

(5) M =R, A= Q. Dann ist A° =, A = 0A =R, und A ist weder offen noch

abgeschlossen.
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(6) M =R, A =R. Dann ist A° = A = A, 9A = (), und A ist offen und
abgeschlossen.

() M =R, A =0. Dann ist A° = A = A, A = ), und A ist offen und
abgeschlossen.

(8) M =1[0,1]U[2,3], A = [0,1]. Dann ist A° = A = A, 9A = (), und A ist
offen und abgeschlossen.

(9) M =C, A=[0,1]. Dann ist A° =), A=A, A = A, A abgeschlossen. m

Beachten Sie: Betrachtet als Teilmenge von R ist das Intervall [0, 1] nicht offen.
Dagegen ist [0,1] offen, wenn man dieses Intervall als Teilmenge von [0,1] U
2, 3] betrachtet. Als Teilmenge von C hat [0, 1] nicht einmal innere Punkte. Die
Eigenschaft einer Menge A, offen bzw. abgeschlossen zu sein, héngt also vom
Raum M ab, in dem man A betrachtet.

Wir iiberlegen uns nun einige Eigenschaften offener bzw. abgeschlossener Mengen.
Dabei sei (M, d) ein beliebiger metrischer Raum. Wer sich noch nicht an die neuen
Begriffe gewohnt hat, darf sich auch M = R! oder M = R? mit dem Euklidschen
Abstand vorstellen.

Satz 3.8 Die Mengen M und () sind sowohl offen als auch abgeschlossen und
haben beide () als ihren Rand.

Dies folgt aus den Definitionen.

Satz 3.9 Sei x € M und € eine positive reelle Zahl. Dann ist

(a) Us(z) :={y € M : d(z,y) < e} offen,
() K.(x) :={y € M : d(z,y) < e} abgeschlossen.

Die Mengen U.(z) bzw. K.(x) heilen auch die offene bzw. die abgeschlossene
Kugel um x vom Radius €.

Beweis. (a) Sei z* ein Punkt aus U.(z), d.h. es ist d(z,2*) < . Wir miissen
zeigen: x* ist ein innerer Punkt von U.(x). Dazu wéhlen wir € R so, dass

0<r<e—dx,x").
Fiir jeden Punkt y aus U, (x*) ist dann
d(z,y) < d(z,z") +d(z",y) < d(z,z") +1r <&,

d.h. esist y € U.(z). Da y € U.(z*) beliebig gewdhlt war, ist ganz U,(z*) in
U.(z) enthalten, und U (z) ist offen.
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(b) Sei x* ein Haufungspunkt von K. (z). Wir miissen zeigen, dass z* zu K.(x)
gehort. Wir gehen indirekt vor, nehmen also an, dass 2* ¢ K.(x) bzw. d(x,x*) > ¢
ist. Wir wéhlen r € R so, dass 0 < r < d(x,z*) — €. Fiir jeden Punkt y € U, (z*)
ist dann

d(z,y) > d(z,z") —d(z",y) > d(z,z") —r > €.

Die Umgebung U, (z*) von z* enthélt also keine Punkte von K.(z). Dann kann
x* kein Haufungspunkt von K, (z) sein. Dieser Widerspruch zeigt, dass unsere
Annahme falsch war. [

Satz 3.10 Jede Menge, die nur ein Element enthdlt, ist abgeschlossen.
Beweis. * Ubung.

Satz 3.11 FEine Menge A C M st genau dann offen, wenn ihr Komplement
M\ A abgeschlossen ist.

Beweis. (=) Sei A offen und x ein Haufungspunkt von M\ A. Wir wollen zeigen,
dass z in M \ A liegt. Lige = in A, so gibe es eine Umgebung U.(x) von z, die
ganz in A liegt. In dieser Umgebung liegen keine Punkte aus M\ A, so dass z kein
Héufungspunkt von M \ A sein kann. Dieser Widerspruch zeigt, dass z in M \ A
liegt. Da z ein beliebiger Haufungspunkt von M \ A ist, ist M \ A abgeschlossen.
(<) Sei M \ A abgeschlossen und « € A. Wir wollen zeigen, dass x ein innerer
Punkt von A ist. Da M\ A abgeschlossen ist, ist z kein Haufungspunkt von M\ A.
Es gibt daher eine Umgebung von x, die keinen Punkt aus M \ A enthilt. Diese
Umgebung liegt also vollstandig in A. Damit ist x ein innerer Punkt von A. Da
x beliebig aus A gew#hlt war, ist A offen. n

Folgerung 3.12 FEine Menge A C M st genau dann abgeschlossen, wenn ihr
Komplement M \ A offen ist.

Satz 3.13 Fliir jede Teilmenge A C M st

(a) ihr Inneres A° offen,
(b) ihre Abschlieffung A abgeschlossen,
(¢) thr Rand OA abgeschlossen.
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Beweis. (a) Sei z € A°. Dann gibt es eine Umgebung U, (z) von z, die ganz in A
liegt. Wir wollen zeigen, dass U, (z) sogar in A° liegt. Dazu sei y € U(z) beliebig.
Da U.(x) nach Satz 3.9 (a) offen ist, gibt es eine Umgebung U, (y), welche in
U.(x) enthalten ist. Offenbar ist U,.(y) dann auch in A enthalten. Damit ist y
innerer Punkt von A, also y € A°. Da y € U.(x) beliebig war, folgt U.(z) C A°.
Somit ist x innerer Punkt von A°, und A° ist offen.

(b) Wir benutzen Folgerung 3.12 und zeigen, dass M \ A offen ist. Sei z € M \ A.
Wir miissen zeigen, dass z ein innerer Punkt von M \ A ist, d.h. dass es eine
Umgebung U, () von z gibt, die keinen Punkt aus A enthilt.

Angenommen, dies sei falsch. Dann gibt es in jeder Umgebung U.(z) von x
einen Punkt y. € A. Dieses v, liegt in A oder ist ein Haufungspunkt von A. Im
zweiten Fall wéhlen wir eine Umgebung U,.(y.) von y., die komplett in U.(x) liegt
(dies ist moglich, da U.(z) nach Satz 3.9 offen ist). Da y. ein Haufungspunkt von
A ist, liegt in U, (y.) wenigstens ein Punkt z. aus A. Offenbar liegt z. dann auch in
U.(7), so dass U.(z) in jedem Fall einen Punkt aus A enthlt (der wegen x € M\ A
ungleich z ist). Dann ist z aber ein Haufungspunkt von A, im Widerspruch zur
Annahme z € M \ A.

Dieser Widerspruch zeigt: Es gibt eine Umgebung von z, die keinen Punkt
aus A enthilt. Somit ist o ein innerer Punkt von M \ A. Da x € M \ A beliebig
gewihlt war, folgt, dass M \ A offen ist.

(¢) Sei z Haufungspunkt von 0A und U.(z) eine beliebige Umgebung von x. Dann
liegt in U.(z) wenigstens ein Punkt y € 0A. Sei U, (y) eine Umgebung von y, die
ganz in U.(z) liegt. Wegen y € 0A gibt es Punkte z; € A und 2, € M \ A, die
in U,(y) und folglich auch in U.(z) liegen. Jede Umgebung von z enthilt also
Punkte aus A und Punkte aus M \ A. Also gehort o zu 0A. ]

Den Beweis der beiden folgenden Aussagen sollten Sie zur Ubung selbst versu-
chen:

Satz 3.14 Fir jede Teilmenge A von M gilt
A=AU0A, A°=A\0A, A°NIOA=0, A°UOA=A.

Satz 3.15 (a) Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist wieder offen.
Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen.

(b) Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen. Der
Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

Schliefllich vereinbaren wir noch:

Definition 3.16 FEine Menge A C M heifst beschrénkt, wenn es ein x € M und
ein e >0 so gibt, dass A C U.(x). Die Menge A heifit dicht in M, wenn A = M.

Satz 3.17 Q ist dicht R.
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Beweis. Offenbar ist Q C R. Wir zeigen, dass auch R C Q. Sei z € R. Ist sogar
x € Q, so sind wir fertig. Im weiteren sei also z € R\ Q.

Wir betrachten die Menge M := {q € Q : x < ¢}. Diese ist nicht leer
(archimedische Eigenschaft von R, Satz 1.21) und nach unten beschrankt (z.B.
durch z). Sei s := inf M (Vollstédndigkeitsaxiom). Da x eine untere Schranke von
M ist, folgt x < s.

Angenommen, es wire x < s. Dann ist s —x > 0. Wegen der archimedischen
Eigenschaft von R gibt es ein n € N mit 0 < % <s—zbhzw.r < s— % AufBlerdem
gibt es wegen s =inf M ein ¢ € Q mit s < g < s+ % (Satz 1.14). Dann ist

1 1
r<s——<qg—— <s,
n n
was wegen q — % € Q der Definition von s widerspricht.

Es ist also x = s. Dann gibt es nach Satz 1.14 fiir jedes € > 0 ein ¢ € Q
(welches wegen = ¢ Q von x verschieden ist) so, dass © < ¢ < = + ¢. In jeder
Umgebung von z liegt also eine von x verschiedene rationale Zahl, d.h. x ist
Héaufungspunkt von Q. [

3.4 Folgen in metrischen Radumen
Wir beginnen mit einer einfachen Definition.

Definition 3.18 Sei M eine Menge. Eine Folge in M ist eine Abbildung N —
M.

Eine Folge ordnet also jeder natiirlichen Zahl n ein Element a(n) aus M zu. Statt
a(n) schreibt man meist a,, und die Folge gibt man oft in der Form (a,,)nen oder
(@n)n>0 oder einfach (ag, ay,as, ...) an. Oft ldsst man Folgen auch erst bei n =1
oder n = ng mit einem ny € N beginnen.

Von nun an sei (M, d) ein metrischer Raum. Die folgende Definition ist eine der
wichtigsten in diesem Semester.

Definition 3.19 Fine Folge (a,)nen in M heifst konvergent, wenn es ein Ele-
ment a € M mit folgender Eigenschaft gibt: fiir jede reelle Zahl e > 0 gibt es eine
natirliche Zahl N (die im allgemeinen von € abhdngen wird), so dass

d(a,a,) <e fir alle n> N.

Es bietet sich an, an dieser Stelle die Quantoren V und 3 einzufiihren: V steht fiir
“fiir alle”, und 3 fiir “es existiert”. Konvergenz der Folge von (ay,)nen heifit dann:
es gibt ein Element a € M mit folgender Eigenschaft:

Ve>0 INeN Vn>N: da,a,) <e.

Da d(a,ay) < € gleichbedeutend mit a,, € U.(a) ist, konnen wir auch sagen:
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Jede Umgebung von a enthdlt alle Glieder der Folge (a,) mit Ausnah-
me hdochstens endlich vieler.

Wir werden gleich sehen, dass es fiir jede konvergente Folge (a,),en nur ein solches
Element a geben kann. Dieses a heifit der Grenzwert der Folge (a,)nen, und man
schreibt

a = lim a, oder a, — afiirn — oco.
n—o0

Eine Folge, die nicht konvergiert, heifit divergent. SchlieBlich heifit eine Folge (a,,)
beschrinkt, wenn ihr Wertebereich (also die Menge der a,,) beschréinkt ist.

Beispiele (1) Sei M = R und d(z,y) = |z — y|. Die Folge (a,)n>1 mit a,, = 1/n
konvergiert gegen a = 0. Es ist ndmlich

d(a,a,) =d(0,1/n) =0 —1/n|=1/n.

Dies ist sicher dann kleiner als ein beliebig vorgegebenes ¢ > 0, wenn n > 1/¢.
Wiéhlen wir fiir N also eine natiirliche Zahl grofier als 1/e, so sind alle Anforde-
rungen aus Definition 3.19 erfiillt.

(2) Sei (M, d) wie in Beispiel (1) und a,, = 1/n* mit k,n € Nund k,n > 1. Dann
konvergiert die Folge (a,),>1 ebenfalls gegen 0. Um

d(a,a,) = d(0,1/n") = 1/nF

kleiner als ein vorgegebenes e > 0 zu machen, muss 1/n* < ¢ bzw. n > {/1/¢ sein.

Wiéhlen wir also N € N grofler als {/1/¢, sind die Bedingungen aus Definition
3.19 erfiillt.

(3) Sei M = R? mit dem Euklidschen Abstand und a, = (1—%,2+ %) € R% Wir
wollen zeigen, dass die Folge (a,,),>1 gegen den Punkt a = (1,2) € R? konvergiert.
Zunéchst ist

1 2 1 2 1 1
daan) =4/ (1=7=1) + (245 -2) =5+

Natiirlich kénnte man versuchen, die Ungleichung # + % < € nach n umzu-

stellen und so eine untere Schranke fiir N zu gewinnen. Da wir aber nicht am
kleinstmdglichen N interessiert sind (Definition 3.19 verlangt nur, irgendein N
mit der angegebenen Figenschaft zu finden), schitzen wir vorher ab:

/1 1 [2 V2 2
d(a7an): ﬁ‘i‘mg E:7<E

Um % kleiner als € zu machen, geniigt es, N > % und n > N zu wihlen.
(4) Sei M = C mit dem Betragsabstand und a, = i". Die Folge (a,)nen ist
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divergent. Wir iiberlegen uns dies indirekt. Angenommen, a € C ist Grenzwert
von (a,)nen. Da diese Folge jede der Zahlen 1,4, —1, —i unendlich oft enthilt,
miisste jede dieser Zahlen in jeder noch so kleinen Umgebung von a liegen, z.B.
in Uy /2(a). Nach der Dreiecksungleichung wére dann

1 1
d(1,—1) < d(1,a) +d(a,=1) < 5+ =1,

was offenbar falsch ist. m

Wir iiberlegen uns nun einige einfache Eigenschaften konvergenter Folgen.
Satz 3.20 Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt.

Beweis. Angenommen, die Folge (a,),en konvergiert sowohl gegen o’ als auch
gegen a”. Fiir beliebiges ¢ > 0 gibt es dann Zahlen N’ und N” so, dass

d(d',a,) <e/2firallen > N und d(a",a,) < /2 fiir allen > N”.
Sei N := max{N’, N"}. Fiir alle n > N gilt dann
0<d(d,ad") <d(d,a,)+d(a" a,) <e/2+¢/2=c¢.
Fiir jedes € > 0 ist also 0 < d(a/,a”) < e. Nach Folgerung 1.22 aus dem Archi-
medischen Axiom ist dann d(a’,a”) =0, d.h. d.h. ¢’ = d”. ]
Satz 3.21 Konvergente Folgen sind beschrdnkt.

Beweis. Sei (a,) eine konvergente Folge und a ihr Grenzwert a. Dann gibt es ein
N € N so, dass d(a, a,) < 1 fir alle n > N. Wir wihlen r € R so, dass

r > max {1,d(a, ap),d(a,ay), ... ,d(a,aN_l)}.

Dann liegen alle Folgenglieder a,, in U,.(a). [

Beispielsweise ist die Folge (a,,) mit a, = n? unbeschrinkt und folglich divergent.
Beispiel (4) zeigt, dass die Umkehrung von Satz 3.21 nicht gilt.

Es sei (an)nen eine Folge in einem metrischen Raum und (k,),en eine Folge
natiirlicher Zahlen mit ky < k; < ko < .... Dann heifit die Folge (ay, )nen eine
Teilfolge der Folge (a,). Wir greifen also aus (a,) genau die Folgenglieder mit
den Indizes k,, heraus. Fir a,, = % und k,, = 2n ist etwa

o (1111
@a= (555 )
In der Sprache der Abbildungen kénnen wir den Begriff “Teilfolge” auch wie folgt
erkldren: Sei @ : N — M eine Folge und k£ : N — N streng monoton wachsend
(d.h. fiir alle n € N ist k(n) < k(n + 1)). Dann heifit a o k eine Teilfolge von a.

Satz 3.22 Ist (a,)nen eine konvergente Folge mit Grenzwert a, so konvergiert
auch jede Teilfolge von (a,) und hat ebenfalls den Grenzwert a.

Dies folgt unmittelbar aus der Definition. Umgekehrt: besitzt eine Folge eine
divergente Teilfolge, so ist sie selbst divergent.
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3.5 Vollstindige metrische Riaume

Wollen wir die Konvergenz einer Folge mittels Definition 3.19 iiberpriifen, so
miissen wir ihren Grenzwert bereits kennen (oder wenigstens vermuten). Man
wiinscht sich daher Konvergenzkriterien, die man benutzen kann, ohne den Grenz-
wert im voraus erahnen zu miissen. Wir beschreiben in diesem Abschnitt das fiir
die Analysis niitzlichste Konvergenzkriterium. Sei wieder (M,d) ein metrischer
Raum.

Definition 3.23 Fine Folge (a,)nen in M heifst Fundamentalfolge oder Cauchy-
Folge, wenn fiir jedes reelle € > 0 ein N € N existiert, so dass

d(an,an) < e fir allen,m > N.
Satz 3.24 Jede konvergente Folge ist eine Fundamentalfolge.

Beweis. Es sei (a,,) eine konvergente Folge mit Grenzwert a, und sei € > 0. Dann
gibt es ein N so, dass

d(a,a,) <e/2 fir allen > N.

Fiir alle m,n > N ist dann wegen der Dreiecksungleichung

d(am,an) < d(am,a) +d(a,a,) <e/2+¢e/2 =¢. =

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Umkehrung von Satz 3.24 im allgemeinen
nicht gilt.

Beispiel. Wir betrachten noch einmal die Folge des Babylonischen Wurzelzie-
hens. Fiir z > 1 sei also

1 T .
Wo =T, Wpi1 = —<wn + —) fir n > 0.

2 Wh,
Aus Abschnitt 1.3 wissen wir, dass (wy,),>o eine fallende Folge positiver Zahlen
ist und dass fiir ihr Infimum w := inf{w, : n € N} gilt w = \/z. Wir iiberlegen
uns nun, dass die Folge (w,,) sogar gegen w konvergiert.

Sei € > 0 beliebig vorgegeben. Nach Satz 1.14 gibt es ein Folgenglied wy mit
w < wy < w+ e. Da die Folge (w,) monoton fillt und w das Infimum der w,
ist, folgt
w<w, <wy <w-+e furallen> N.

Fiir alle n > N ist also d(w, w,) = |w—w,| < €. Somit ist tatséchlich lim w,, = w.
Die Folge (w,) konvergiert also fiir jeden Startwert wy > 1 und ist demzufolge
nach Satz 3.24 eine Fundamentalfolge in R. Sei nun speziell wg = 2. Man iiber-
priift leicht, dass dann alle w, rationale Zahlen sind (z.B. mit vollstandiger In-
duktion). Fiir diesen Startwert ist (w,) also sogar eine Fundamentalfolge in Q.
Diese Folge ist aber in Q nicht konvergent, da v/2 keine rationale Zahl ist. [
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Definition 3.25 Fin metrischer Raum (M,d) heifit vollstindig, wenn in ihm
jede Fundamentalfolge konvergiert.

Wie das soeben betrachtete Beispiel zeigt, ist der Raum Q der rationalen Zahlen
mit dem Betragsabstand nicht vollstindig. Wir werden spéter sehen, dass die
Rdume R und C mit dem Betragsabstand ebenso wie die Rdume R"™ mit dem
Euklidschen Abstand vollstindig sind. Dies ist der wesentliche Grund fiir die
Unentbehrlichkeit der reellen Zahlen in der Analysis.

Wir sehen uns noch einige wichtige Eigenschaften vollstandiger metrischer Rdume
an.

Satz 3.26 (Cantorscher Durchschnittssatz) FEs sei (M,d) ein vollstindiger
metrischer Raum, und fir die abgeschlossenen Kugeln K, (x,) = {y € M :
d(y,z,) <rp} gelte

K

s (Tni1) C© Ko (xy,) fir allen € N sowie  lim r, = 0.

n—oo
Dann gibt es genau einen Punkt z* € M, der jeder der Kugeln K, (x,) liegt.

Beweis. Wir wollen zeigen, dass der Durchschnitt N,enK,, (2,) genau ein Ele-
ment enthilt. Wir zeigen zuerst, dass dieser Durchschnitt nicht leer ist und iiber-
legen uns dazu, dass die Folge (z,,)nen der Kugelmittelpunkte eine Fundamental-
folge ist.

Sei € > 0. Wegen r, — 0 gibt es ein N € N so, dass

0<r,<e firallen> N.

Seien m,n > N. Wegen der Einbettungseigenschaft gilt x, € K, (x,,) falls
n >m und z,, € K,, (x,) falls m > n. In jedem Fall ist

A(xp, Tr) < max{ry,, r,} <e.

Also ist (z,,) tatsdchlich eine Fundamentalfolge.

Da der Raum (M, d) vollsténdig ist, besitzt diese Folge einen Grenzwert, den
wir mit x* bezeichnen. Wir zeigen als néchstes, dass z* in jeder der Kugeln
K, (x,) liegt.

In K, (z,) liegen wegen der Einbettungseigenschaft aller Glieder der Folge
(Tn, Trt1, Tnya, - - ), die nach Satz 3.22 ebenfalls gegen z* konvergiert. Also liegt
x* in der Abschliefung von K, (z,). Da K, (x,) bereits abgeschlossen ist (Satz
3.9 (b)), gehort z* zu K., (x,).

Abschliefilend iiberlegen wir uns, dass NuenK,, (z,) keine zwei voneinander
verschiedenen Punkte enthélt. Angenommen, z* und z** liegen in diesem Durch-
schnitt. Fiir jedes ¢ > 0 findet man ein n € N so, dass 2r, < ¢ (da ja r, — 0).
Fiir dieses n ist

0 <d(z*,2™) < d(z",z,) + d(x,, ) < 2r, < e.
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*

Es ist also d(x*, ™) < ¢ fiir jedes ¢ > 0. Nach Folgerung 1.22 ist dann
h. x* = z**.

0 <
d(z*, z**) =0, d.

Dieser Satz gilt auch in einer allgemeineren Form. Dazu definieren wir den Durch-
messer einer beschrankten Menge A C M durch

diam A :=sup {d(z,y) : z,y € A}.

Satz 3.27 (Cantorscher Durchschnittssatz) FEs sei (M,d) ein vollstindiger
metrischer Raum und (F,)nen eine Folge nichtleerer abgeschlossener beschrinkter
Teilmengen von M mit folgenden Eigenschaften:

Fo1 CF, firallen e N wund lim diam F,, = 0.

n—oo
Dann ist der Durchschnitt N,enF), nicht leer und besteht aus genau einem Punkt.

Der Beweis verldauft genau wie der von Satz 3.26. Anstelle der Mittelpunkte z,,
der Kugeln K, (x,) wahlt man irgendwelche Punkte x,, € F},, und die Rolle der
Radien r,, wird von den Durchmessern diam F;, iibernommen. Die Details sollten
Sie selbst ausarbeiten. [

Anmerkung. In der Definition von Begriffen wie innerer Punkt, Hiufungspunkt usw.
kommt die Abstandsfunktion explizit nicht vor. Es geniigt, wenn man den Begriff der
Umgebung voraussetzt. Auch den Grenzwert einer Folge kann man einfiihren, wenn man
den Begriff der Umgebung eines Punktes zur Verfligung hat. Dies fithrt uns auf folgende
Idee: Ist M eine nichtleere Menge, so geben wir uns nicht eine Abstandsfunktion auf
M vor, sondern fiir jeden Punkt die Menge seiner Umgebungen. Dies wiederum ist im
wesentlichen nichts anderes, als sich die offenen Mengen auf M vorzugeben. Ausgehend
von den bekannten Eigenschaften offener Mengen in metrischen Rdumen definiert man:

Definition 3.28 Sei M eine nichtleere Menge, und T sei eine Menge von Teilmengen
von M. Man nennt T eine Topologie auf M und das Paar (M,T) einen topologischen
Raum, wenn gilt

(@) 0 eT, und M €T.
(b) Der Durchschnitt endlich vieler Elemente von T liegt in T .
(¢) Die Vereinigung beliebig vieler Elemente aus T liegt in T .

Ist (M,d) ein metrischer Raum, so wissen wir aus Satz 3.8 und Satz 3.15, dass die
Menge aller offener Teilmengen von M eine Topologie auf M bildet.

Ist (M, T) ein topologischer Raum und x € M, so heifit jede Menge U € T mit
x € U eine Umgebung von z. Die Definitionen aus Abschnitt 3.3 lassen sich nun
wortwortlich auf topologische Raume tibertragen. NICHT iibertragen lésst sich jedoch
die Definition einer Fundamentalfolge. Hierfiir benétigt man eine zusétzliche Struktur,
die Umgebungen verschiedener Punkte vergleichbar macht.

Fiir jede nichtleere Menge M ist sowohl die Menge 71 = {0}, M } als auch die Menge
T5 aller Teilmengen von M eine Topologie auf M. Versuchen Sie zu verstehen, wann
eine Folge in M beziiglich einer dieser Topologien konvergiert. [
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4 Zahlenfolgen

Wir betrachten in diesem Abschnitt Folgen reeller oder komplexer Zahlen.

4.1 Rechnen mit Grenzwerten

Wir beginnen mit einigen einfachen Regeln fiir den Umgang mit konvergenten
Zahlenfolgen, die ohne das Vollstéandigkeitsaxiom auskommen.

Satz 4.1 Seien (ay), (b,) konvergente Folgen reeller Zahlen, und fiir alle n € N
gelte a,, < b,. Dann ist auch lima,, < limb,.

Beweis. Sei a := lima, und b := limb,. Angenommen, es wére a > b. Dann
wihlen wir ein ¢ € (0,%?%) sowie Folgenglieder a, € U.(a) = (a — €,a + ¢)
und b, € U (b) = (b —e,b+ ¢) (diese a,, und b, gibt es nach Definition des
Grenzwertes).

Wegen 2¢e < a —bist a — e > b+ e. Wir erhalten
ap >a—¢€>b+e>b,,
im Widerspruch zur Voraussetzung. [

Die Aussage des Satzes bleibt richtig, wenn man a, < b, fiir alle n aus einer
unendlichen Teilmenge von N voraussetzt. Es ist aber NICHT richtig, dass aus
a, < b, fir alle n € N auch lima,, < limb,, folgt.

Satz 4.2 (EinschlieBungskriterium) Seien (a,), (b,), (c,) Folgen reeller Zah-
len mit a,, < b,, < ¢, fir alle n € N. Falls die Folgen (a,) und (c,) konvergieren
und den gleichen Grenzwert a besitzen, so konvergiert auch die Folge (b,), und
thr Grenzwert ist ebenfalls a.

Beweis. Offenbar liegt wenigstens einer der Punkte a,, ¢, nicht nédher an a als
b, d.h. es ist

la — b,| < max{|a — a,|,|a —c,|} firallen € N.

Sei € > 0 beliebig. Dann finden wir Zahlen Ny, Ny € N so, dass |a — a,| < ¢ fiir
alle n > Ny und |a — ¢,| < ¢ fiir alle n > N,. Fiir alle n > N := max{ Ny, Ny} ist

la — b, | < max{|a — anl,|a —c,|} < e,
d.h. die Folge (b,) konvergiert gegen a. m

Eine Folge (a,) komplexer Zahlen heifit eine Nullfolge, wenn lima,, = 0.
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Satz 4.3 Das Produkt (a,by,) einer beschrinkten Folge (by,) komplexer Zahlen
mit einer Nullfolge (a,) ist eine Nullfolge.

Beweis. Da (b,,) beschrankt ist, gibt es ein M > 0 so, dass |b,| < M fiir alle
n € N. Fiir jedes n ist dann

0 < |anb,| = |a,| [bn| < Mlay|.

Wegen lima,, = 0 folgt die Behauptung aus dem EinschlieBungskriterium (Satz
4.2). n

Satz 4.4 Seien (ay), (b,) konvergente Folgen komplexer Zahlen. Dann konver-
gieren auch die Folgen (a, £b,), (a,b,) und — falls b, # 0 fir alle n € N und
lim,, .0 by, # 0 — auch (‘Z—Z), und es gilt

(a) limy, oo(a, & b,) = lim, o a, £ lim, . by,

( ) hmn%oo ) — hnln%oo Qp, * hmn%oo bn;

(an
(€) Timy,yo0(fn) = lituzcetn
)

limy o0 b ©

Zu Aussage (c) sei vermerkt, dass aus lim b, # 0 bereits b, # 0 fiir alle hinreichend

grofen n folgt.

Beweis. Sei ¢ ;= lima, und b := limb,,.

(a) Wir zeigen die Aussage fiir die Addition. Sei € > 0 beliebig. Dann findet man
Zahlen Ny, N, so, dass |a — a,| < €/2 fiir alle n > Ny und |b—b,| < /2 fur alle
n > Ns. Sei N := max{Ny, No}. Fiir alle n > N gilt dann

l(a+b) = (an+0by)| =|(a—an) + (b —0by)| <|a—a,|+]b—1b,] <e.
(b) In der Abschétzung

0 <lab—ayb,| = |ab— ab, + ab, — a,b,| = |a(b—b,) + (a — a,)b,|
< al[b—by| + |a — an||by] (4.1)

sind die Folgen (|a|) und (|b,|) beschrénkt nach Satz 3.21, und die Folgen (|b—b,,|)
und (Ja — ay,|) sind Nullfolgen. Nach Satz 4.3 sind dann auch (|a||b — b,|) sowie
(la—ay| |by|) Nullfolgen. Aus Teil (a) dieses Satzes folgt, dass die rechte Seite von
(4.1) fiir n — oo gegen 0 strebt. Das EinschlieBungskriterium (Satz 4.2) liefert
dann |ab — a,b,| — 0.
(c) Wir zeigen uns zuerst, dass die Folge

(1/b,,) beschrankt ist. Wegen limb,, = b

gibt es ein N € N so, dass |b — b,| <

|b|/2 fir alle n > N.
o]
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Fiir die b, mit n > N gilt dann |b,| > [b]/2 baw. [1/b,] < 2/|b|. Mit

)

gilt dann |1/b,| < M fir alle n € N, und die Folge (1/b,,) ist beschrénkt. Nun ist

1

M —max{ b1

bg

le

0 < a a n a an, (1 1 ) + 1 ( )
——+———|=lal-——)+—(a—a,
— b b, b, by, b by, by,
1
— ‘%(bn )+ (o )| < | e ]
und wir kénnen wie in Teil (b) argumentieren, um die Konvergenz von a, /b,
gegen a/b zu erhalten. n
P : n’+3n—4 éf% : 1
Beispiele. (1) Es sei a,, = b s wegen a, = - Tf+"5 und wegen lim = = 0

fiir k = 1,2 (vgl. Beispiel (2) aus Abschnitt 3.4) gilt nach Satz 4.4 lim a, = 1/2.

(2) Es ist
n+1 . P —i— O
im ———— = lim ——2—"— = - =0.
Definition 4.5 FEine Folge (a,,) reeller Zahlen heif$t bestimmt divergent mit dem
uneigentlichen Grenzwert +oo (bzw. —o0), wenn fir jedes w > 0 ein N € N
existiert, so dass a, > w fir allen > N (bzw. a, < —w fir alle n > N). In
diesem Fall schreiben wir lim,, . a, = +00 (bzw. lim,,_, a,, = —00).

Beispiele. Die Folge (a,,) mit a,, = n? divergiert bestimmt gegen +oc. Ist nimlich
w > 0 beliebig vorgegeben, so gibt es nach Satz 1.21 (Archimedisches Axiom) ein
N € Nmit N > y/w. Fiir alle n > N gilt dann

a, =n*> N?> w.
Dagegen ist die Folge (b,) mit b, = (—1)"n? divergent, aber nicht bestimmt

divergent. [

4.2 Die Vollstandigkeit von R

Unser néchstes Ziel ist es, die Vollstédndigkeit des metrischen Raumes (R, |- |) zu
zeigen. Auf dem Weg dahin leiten wir einige Konvergenzkriterien ab. Die Beweise
der beiden ersten Sétze sind uns im wesentlichen bereits bekannt.

Eine Folge (a,) reeller Zahlen heifit monoton wachsend (bzw. monoton fal-
lend), wenn a,, < a,41 (bzw. a, > a,.1) fiir alle n € N.
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Satz 4.6 Jede monoton wachsende und nach oben beschrinkte Folge (a,) reeller
Zahlen 1st konvergent, und es gilt

lim a, = sup{a, : n € N}.
n—oo

Jede monoton fallende und nach unten beschrinkte Folge (ay) reeller Zahlen ist
konvergent, und es gilt

nh_)rrolo a, = inf{a, : n € N}.
Der Beweis verlduft fiir monoton fallende Folgen genauso wie im Beispiel aus
Abschnitt 3.5, wo wir gezeigt haben, dass die (monoton fallende) Folge der Néhe-

rungswerte beim babylonischen Wurzelziehen gegen ihr Infimum konvergiert. Die-
ser Beweis kann leicht auf monoton wachsende Folgen iibertragen werden (,

HA).

Satz 4.7 (Intervallschachtelungssatz) Fir jedes n € N sei ein abgeschlosse-
nes Intervall I, = [a,, b,] (mit a, <b,) gegeben. Weiter gelte

I C 1, fiir jedesn € N sowie  lim (b, — a,) = 0.

n—o0

Dann st der Durchschnitt N,enI, nicht leer und besteht aus genau einem Punkt.

Diese Aussage erinnert an den Cantorschen Durchschnittssatz. Da wir aber noch
nicht wissen, dass R vollstandig ist, konnen wir uns nicht auf diesen Satz berufen.

Beweis. Wir betrachten die Folgen (a,) bzw. (b,) der linken bzw. rechten Rand-
punkte der Intervalle I,,. Aus der Einbettungseigenschaft folgt, dass (a,) eine
monoton wachsende und nach oben (z.B. durch by) beschrankte Folge ist, und
die Folge (b,) ist monoton fallend und nach unten (etwa durch ag) beschrankt.
Nach Satz 4.6 sind beide Folgen konvergent. Wir bezeichnen den Grenzwert der
Folge (a,) mit a und den von (b,) mit b. Dann ist @ = b, denn

a—b=lima, — limb, = lim(a, — b,) = 0.

Wir zeigen als néchstes, dass a zu jedem Intervall [, gehort. Fiir alle n > k ist
ap < a, < bg. Ubergang zum Grenzwert n — oo liefert ai < a < by, also a € I.
Insbesondere ist N,enl, nicht leer.

SchlieBlich iiberlegen wir uns, dass a(= b) der einzige Punkt in N,en/, ist. Fiir
jeden Punkt z in N,enl, ist

a, <z <b, fir allen.

Wir lassen in dieser Ungleichung n gegen oo streben und erhalten a < z < b,
woraus wegen a = b sofort x = a folgt. n
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Satz 4.8 (Bolzano/Weierstrafl) Jede unendliche beschrinkte Teilmenge von
R besitzt einen Hdufungspunkt.

Beweis. Sei M C R unendlich und beschrankt. Dann kann M sicher in ein

Intervall I; := [aq, by] eingeschlossen werden. Das Intervall I; wird halbiert. Dann
gibt es eine Hilfte, in der unendlich viele Punkte aus M liegen. Diese Hélfte
bezeichnen wir mit I := [ag, by]. (Sollten in beiden Hilften von I; unendlich viele
Punkte aus M liegen, so wéhlen wir eine davon als I5.)

[1: all 1 bll

I 2, b

I3: alg—n—bf’

Nun halbieren wir I, und wéhlen eine der Hélften so, dass sie unendlich viele
Punkte aus M enthélt. Diese sei I3 := [ag, b3]. Wir fahren auf diese Weise fort
und erhalten eine Folge (I,,) abgeschlossener Intervalle mit I,,,; C I,, fiir alle n.
Fiir die Intervalllingen gilt:

bn1— Gn1 bn—2 — Gp—2 . by — ap . by —ay

b —ay = St = S = S e

Da (1), eine Nullfolge und (5:),>1 eine Teilfolge von (1), ist, folgt

n n

lim (b, — a,) =0.

n—oQ
Der Intervallschachtelungssatz ist somit anwendbar. Es gibt also genau einen
Punkt x aus R, der in jedem der Intervalle I, liegt. Wir zeigen noch, dass x ein
Héaufungspunkt von M ist.

Sei € > 0 beliebig vorgegeben. Dann gibt es wegen b, —a, — 0 ein N € N
so, dass 0 < by —an < . Da ay < z < by ist, folgt hieraus |ay — 2| < ¢ und
|z — by| < e. Somit ist [ay,by] = Iy C Us(x).

¢ ——— )
Tr—¢€ an x by r+e
Da Iy nach Definition unendlich viele Punkte aus M enthilt, enthélt auch U.(x)
unendlich viele Punkte aus M. Da ¢ > 0 beliebig war, enthélt jede Umgebung
von x unendlich viele Punkte aus M. Also ist = ein Haufungspunkt von M. =

Der Satz von Bolzano/Weierstra8 wird oft in folgender Form benutzt:

Satz 4.9 (Bolzano/Weierstraf3) Jede beschrinkte Folge reeller Zahlen besitzt
eine konvergente Teilfolge.
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Beweis. Sei (a,),>1 eine beschrinkte Folge reeller Zahlen. Wir unterscheiden
zwei Fille.

Fall 1: Die Menge {a,, : n > 1} ist endlich. Dann muss es einen Wert, etwa ay,
geben, der in der Folge (a,) unendlich oft vorkommt. Es gibt somit eine Teilfolge
(ax, ) von (a,) mit ax, = ay fiir alle n. Die Teilfolge (ag, ) ist konstant und daher
konvergent.

Fall 2: Die Menge {a,, : n > 1} ist unendlich. Diese Menge ist nach Voraussetzung
beschréankt und besitzt folglich nach Bolzano/Weierstra$l eine Haufungspunkt x.
Wir zeigen, dass © Grenzwert einer Teilfolge von (a,,) ist. Diese Teilfolge 14sst sich
wie folgt konstruieren. In U;(x) liegen unendlich viele der Folgenglieder a,,. Wir
wihlen eines davon aus, das von x verschieden ist. Dieses sei ay, . In Uy /() liegen
ebenfalls unendlich viele der a,,. Wir wéhlen eines davon, etwa ay,, und zwar so,
dass ay, # x und ks > ki. Dann wihlen wir aus Uy /3(x) ein ag, mit ay, # = und
ks > ko und fahren so fort. Das Resultat ist eine Teilfolge (ay,) von (ay), und
diese Teilfolge konvergiert gegen x, da nach Konstruktion |z —ay, | < 1/n fiir alle
n > 1 ist. ]

Wir haben nun alle Vorbereitungen getroffen, um die Vollstandigkeit von R be-
weisen zu konnen. Die folgenden beiden Sétze driicken exakt das Gleiche aus.

Satz 4.10 (Vollstiandigkeit von R) Die Menge R der reellen Zahlen, versehen
mit dem Betragsabstand, ist ein vollstindiger metrischer Raum.

Satz 4.11 (Cauchysches Konvergenzkriterium) Eine Folge reeller Zahlen
ist genau dann konvergent, wenn sie eine Fundamentalfolge ist.

Beweis. In Satz 3.24 haben wir bewiesen, dass jede konvergente Folge eine Fun-
damentalfolge ist. Zu zeigen ist also noch, dass jede Fundamentalfolge reeller
Zahlen konvergiert. Wir gliedern den Beweis in drei Schritte.

1. Schritt: Wir zeigen, dass jede Fundamentalfolge beschrinkt ist. Sei (a,) eine
Fundamentalfolge. Dann gibt es ein N € N derart, dass

la, —an| <1 fiir alle m,n > N.

Insbesondere ist |a, — ay| < 1 fiir alle n > N. Von der Stelle N an liegen also
alle Folgenglieder in der 1-Umgebung von ay. Wir vergréflern diese Umgebung
so weit, dass sie auch die iibrigen (endlich vielen) Folgenglieder ag, as, . ..,an_1
umfasst. In dieser vergréflerten Umgebung liegen alle Glieder der Folge. Also ist
die Folge (a,) beschrinkt.

2. Schritt: Aus Schritt 1 und dem Satz von Bolzano/Weierstra$ folgt sofort: Jede
Fundamentalfolge reeller Zahlen besitzt eine konvergente Teilfolge.

3. Schritt: Wir zeigen abschlieBend: Wenn eine Fundamentalfolge eine konver-
gente Teilfolge besitzt, so ist sie selbst konvergent.
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Sei (a,) eine Fundamentalfolge und (ay, ) eine konvergente Teilfolge von (a,)
mit Grenzwert a. Weiter sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Da (a,) eine Fundamen-
talfolge ist, gibt es ein N; € N so, dass

la, — am| < e/2  fur allem,n > Nj.
Da die Folge (ag,) gegen a konvergiert, gibt es auflerdem ein Ny € N so, dass
la —ay, | <e/2 fiir allen > Ns.
Wegen k,, > n gilt fir alle n > N := max { Ny, No}
la — a,| = |a — ag, + an, — an| < la —ag,| + |ar, — an| < e.
Also konvergiert die Folge (a,) und hat a als ihren Grenzwert. [

Beachten Sie, dass die in den Schritten 1 und 3 formulierten Teilaussagen in
beliebigen metrischen Rdumen gelten.

4.3 Einige wichtige Grenzwerte

Beispiel 1. Sei r € R und a,, := r" fiir n € N. Dann gilt

oo fallsr > 1 (bestimmte Divergenz),
lim a, = 1 falls r =1,
n—oo
0 fallsr e (—1,1),

und die Folge (a,,) ist divergent, aber nicht bestimmt divergent, fiir r < —1. Es
gilt auch lim, ,,, 7™ = 0 fiir » € C und |r| < 1. Dies sollen Sie in der Ubung
zeigen. ]

Beispiel 2. Sei r > 0. Fiir jede positive natiirliche Zahl n sei a,, := /r. Wir haben
uns bisher nicht iiber n. Wurzeln aus positiven reellen Zahlen unterhalten, falls
n > 2. Dies holen wir spater nach. Im Moment geniigen uns die Kenntnisse aus
der Schule. Man kann /7 auch wie beim babylonischen Wurzelziehen erkléren.
Die durch den Startwert wg := r und die Iterationsvorschrift

1
W41 1= ((k‘ — Dw, + w’:l> firn >0

festgelegte Folge (w,,) konvergiert namlich gegen /7.

Wir wollen zeigen, dass
lim a, = lim /7 = 1.
n—oo n—oo

Sei zunéchst » > 1. Setzt man in der Bernoullischen Ungleichung

(14a)">1+na firallea> —1undallen € N
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fiir a den Wert /r — 1 ein, so erhiilt man nach einfachen Umformungen

0< r r-1

Wegen lim,, 7"71;1 = 0 folgt die Behauptung aus dem EinschlieBungskriterium
(Satz 4.2). Liegt r in (0, 1), so schreiben wir r als 1/s mit s > 1 und kénnen
wegen

1 1
lim {/r = lim {/— = lim —
tiny 5 = i} = 7 e v
(nach Satz 4.4) das Resultat fiir r > 1 anwenden. m

Beispiel 3. Wir zeigen, dass lim,, .o, /n = 1. Dazu leiten wir zunichst die
folgende Ungleichung her:

Fiir alle x > 0 und jede natirliche Zahln > 2 gilt: (1 + z)" > % (4.2)

Nach dem binomischen Satz ist
" /n n n(n —1)
1 n_ ks 2 _ 2
(1+2) ;(k)x > (2>x —

da alle weggelassenen Summanden nicht negativ sind. Die zu zeigende Unglei-
chung folgt nun sofort aus

Esist also 1 < /n <1+ \/lﬁ fiir alle n > 1. Wir zeigen nun noch, dass

lim — =0. (4.3)
n—oo \/_

Sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben und N > 1/¢2. Fiir alle n > N ist dann

1 1
<—<—==<c¢
~vn~ VN
Hieraus folgt (4.3), und das EinschlieBungskriterium (Satz 4.2) liefert die Be-
hauptung. n
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Beispiel 4. Wir wollen zeigen, dass die Folge (a,) mit a, := (1 + +)" konver-
giert. Dazu zeigen wir, dass diese Folge monoton wichst und nach oben durch 3
beschréankt ist. Satz 4.6 liefert dann die Existenz des Grenzwertes.

Monotonie. Fir n > 2 ist
U _ <n+1)n<n—1>"1 _ <n2— 1>n no_ <1 B i)n n
1 n n n? n—1 n2) n—1
Aus der Bernoullischen Ungleichung folgt

1\n n 1
1—-) >1- -2
( n2/) = n? n

Damit erhalten wir

anp, 2(1_l> n _ 1
Ap—1

d.h. es ist a,, > a,_; fir alle n > 2.
Beschrinktheit. Aus dem binomischen Satz folgt zunéchst

1\» " /n\ 1 " /n\ 1
“ ( +n> ;(lﬂ)nk +;(k>nk
Fiir alle k£ > 1 gilt die Abschétzung

(@1_ i1 _lan-1). (kD)

1
nt Tkl (n—k)lnk k! n-n-...-n k= 2kT

Hieraus und mit der Summenformel fiir die geometrische Reihe folgt

n n n—1
n\ 1 1 1
an = 1-1—5 <k‘)ﬁ§1+k le—kg 5

Damit ist die Existenz des Grenzwertes lim,, (1 + %)” gesichert. Dieser Grenz-
wert heifit Fulersche Zahl und wird mit e bezeichnet. Eine n&dherungsweise Be-
rechnung liefert e &~ 2.7182. ... Wir zeigen spéter, dass e irrational ist. [
Beispiel 5. Fiir n > 1 sei a, := Y ,_,(—=1)F"'2. Wir wollen die Konvergenz
der Folge (a,) nachweisen. Da diese Folge offenbar nicht monoton ist, arbeiten
wir mit dem Cauchyschen Konvergenzkriterium, d.h. wir zeigen, dass (a,) eine
Fundamentalfolge ist. Fiir m > n + 2 ist

o 1 1 e 1
S — -1 k—l_‘:‘ —1)" -1 k—l_’
= ] \k_z< e S e B D Ce Vi
1 @ 1
- - X ol =
k=n-+2



Weiter ist

i( 1)k—”1—( ! ! )+ ( ! ! )+ >0
=, E \n+2 n+3 n+4 n+5
sowie
m 1 1 1 1 1 1 1
A Sy G iy (S P
Nt k n -+ 2 n+3 n+4 n+5 n+6 n -+ 2

Hieraus und aus (4.4) folgt |a,, — a,| < n+r1 Dies gilt nun sogar fir alle m > n.
Zu vorgegebenem ¢ > 0 wahlen wir NV € N so, dass NLH < ¢. Fiir alle m,n > N
gilt dann
1 1
b <

n+1 m+1 N +1
Also ist (a,) eine Fundamentalfolge und damit konvergent. Wir werden spéter
zeigen, dass der Grenzwert dieser Folge gleich In 2 ist. |

< e

|ay, — a,| < max {

4.4 Partielle Grenzwerte

Sei (M,d) ein metrischer Raum und (a,) eine Folge in M. Ein Punkt a € M
heilt partieller Grenzwert der Folge (a,), wenn es eine Teilfolge von (a,) gibt,
die gegen a konvergiert. Eine konvergente Folge besitzt genau einen partiellen

Grenzwert, ndmlich den Grenzwert dieser Folge. In den folgenden Beispielen ist
M =TR.

Beispiele. (1) Sei a, := (—1)". Die Folgenglieder mit geradem Index sind gleich
1, die mit ungeradem Index gleich —1. Die Folge (a,) besitzt daher genau zwei
partielle Grenzwerte, namlich 1 und —1.

(2) Die Folge (1,1/2,1,1/3,1,1/4,...) hat 0 und 1 als ihre partiellen Grenzwerte.

(3) Sei (a,) eine Folge, deren Werte die rationalen Zahlen aus (0,1) durchlaufen
(eine solche Folge haben wir im Beweis der Abzéhlbarkeit von Q konstruiert).
Dann ist jeder Punkt aus [0, 1] ein partieller Grenzwert der Folge (ay,). ]

Satz 4.12 Sei (a,)n>1 eine beschrinkte Folge in R. Dann ist die Menge aller
partiellen Grenzwerte von (a,) abgeschlossen, beschrdankt und nicht leer.

Zum Beweis. Aus dem Satz von Bolzano/Weierstral wissen wir, dass jede be-
schriankte Folge reeller Zahlen eine konvergente Teilfolge besitzt. Also ist die
Menge der partiellen Grenzwerte von (a,) nicht leer. Dass diese Menge auch ab-
geschlossen und beschrankt ist, bleibt auch richtig, wenn in der Formulierung des
Satzes R durch einen beliebigen metrischen Raum ersetzt wird. Diesen Beweis
sollen Sie in der Ubung fithren. n

23



Wir betrachten nun ausschliefilich Folgen in R. Da die Menge der partiellen
Grenzwerte einer beschréankten Folge nichtleer und beschrénkt ist, besitzt sie
ein endliches Infimum und Supremum. Da diese Menge aulerdem abgeschlossen
ist, gehoren Infimum und Supremum zur Menge. Jede beschrinkte Folge reeller
Zahlen besitzt also einen kleinsten und einen gréfiten partiellen Grenzwert. Diese
heiflen der Limes inferior oder der untere Limes bzw. der Limes superior oder
der obere Limes von (a,) und werden mit

liminfa, bzw. limsupa,
n—00 n—00

bezeichnet. Ist die Folge (a,) nach unten bzw. oben unbeschrinkt, so schreibt
man auch

liminfa, = —o0 bzw. limsupa, = +oo.

n—00 n—oo
In den oben betrachteten Beispielen (2) und (3) ist offenbar liminfa, = 0 und
limsupa, = 1.

Es ist auch klar, dass eine beschrinkte Folge (ay,) reeller Zahlen genau dann
konvergiert, wenn liminfa, = limsupa,, und dass in diesem Fall der Grenz-
wert der Folge mit lim inf a,, iibereinstimmt. Schliellich sei noch - ohne Beweis -
vermerkt, dass fiir jede beschrinkte Fole (a,,) gilt:

liminf a,, = lim (inf {ay : K > n}), limsupa, = lim (sup {ax : k > n}).
n—o0 n—oo n—oo n—oo

4.5 Die Vollstéindigkeit von R* und C

Wir betrachten nun Folgen (a,,),>; in R*, den wir mit dem Euklidschen Abstand

versehen. Jedes Folgenglied a,, ist ein k-Tupel a,, = (aﬁll), cee aﬁlk)). Daher definiert

jede Folge (a,)n>1 in R* k Koordinatenfolgen (ag))nzl, . (agf))nzl. Dies sind
Folgen reeller Zahlen.
Satz 4.13 Sei (a,),>1 eine Folge in R*. Dann gilt:
(a) Die Folge (a,) konvergiert genau dann in R*, wenn jede ihrer Koordinaten-
folgen in R konvergiert. In diesem Fall gilt:
lim a, = ( lim atV

ns- ., lim ag“)>.
n—oo n—oo n—o0

(b) Die Folge (a,) ist genau dann eine Fundamentalfolge in R*, wenn jede ihrer
Koordinatenfolgen eine Fundamentalfolge in R ist.

Beweis. Wir zeigen nur Aussage (a). Aussage (b) lasst sich vollig analog nach-
weisen.

o4



Die Folge (a,) mit a, = (aq(@l), . ,aq(f)) konvergiere gegen a = (a™), ... a®).

Fiir jedes 5 = 1,..., k gilt dann

0< 109 — a9 < /(@ —a®)2 + . + (@) — a®)2 = [la, — al| > 0.

Jede Folge (a%j ))nzl konvergiert also gegen al?).
Es gelte umgekehrt a = a9 fiir jedes 7 =1,... k. Fiir alle € > 0 und alle
Jj=1,...,k gibt es dann ein N; € N so, dass

|a’£i7) — a(j)‘ < g/\/% fir alle n > Nj-

Sei N :=max {Ny,..., Ni}. Fiir alle n > N ist dann
k
0 flan - all* = 3 o) — a9 < 2
j=1

also 0 < |la, — a|| < ¢ fiir alle n > N. Somit gilt a,, — a. ]

Satz 4.14 Fliir jedes k > 1 ist der Raum RF, versehen mit dem FEuklidschen
Abstand, vollstindig.

Beweis. Ist (a,) eine Fundamentalfolge in R¥, so ist nach Satz 4.13 (b) jede Koor-
dinatenfolge (ag )) eine Fundamentalfolge in R. Da R vollsténdig ist (Cauchysches
Konvergenzkriterium), konvergiert jede Koordinatenfolge in R. Nach Satz 4.13 (a)

konvergiert dann auch die Folge (a,) in R*. C

Folgerung 4.15 Der Raum (C,|-|) ist vollstindig.

Folgerung 4.16 In R* (insbesondere in C) gilt der Cantorsche Durchschnitts-
satz.

Folgerung 4.17 (Bolzano/Weierstraf3 in R")
(a) Jede unendliche beschrinkte Teilmenge des R¥ besitzt einen Héiufungspunkt.
(b) Jede beschrinkte Folge in R* besitzt eine konvergente Teilfolge.

Wir skizzieren den Beweis von Aussage (b). Ist (a,) eine beschrinkte Folge

in R*, so ist jede der Koordinatenfolgen (ag) ) beschrinkt in R. Nach Bolza-
no/Weierstral fir R (= Satz 4.9) findet man eine Teilfolge (ax,) von (a,), fir
die die erste Koordinatenfolge (a,(il)) konvergiert. Fiir diese Teilfolge findet man
wiederum eine Teilfolge, fiir die auch die zweite Koordinatenfolge konvergiert.
Wir fahren so fort und erhalten schliefllich eine Teilfolge von (a,), fiir die jede
Koordinatenfolge konvergiert. Nach Satz 4.13 (a) ist diese Teilfolge selbst kon-
vergent. ]

Ein Ausblick: Julia—Mengen Diese nach Gaston Julia (1893 — 1978) benannten
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Mengen zeigen, dass bereits einfachste Bildungsvorschriften fiir Folgen zu sehr komple-
xen Krscheinungen fithren kénnen. Wir fixieren eine komplexe Zahl ¢ und betrachten
fiir jeden Startwert zg € C die durch

Zn+1 ::zz—i-c, n €N

bestimmte Folge (zy,),>0. Offenbar gibt es fiir jeden Startwert 2o genau zwei Moglichkei-
ten: entweder die Folge (z,) ist beschrinkt, oder sie ist unbeschréinkt. Die Menge aller
Startwerte, fiir die die Folge (z,) beschrénkt bleibt, heifit die Gefangenenmenge des
Parameters ¢, und die iibrigen Startwerte fasst man zur Fluchtmenge von ¢ zusammen.

Beide Mengen sind nicht leer. Da die Gleichung 22 + ¢ = z stets eine komplexe
Losung besitzt, gibt es ndmlich Startwerte, fiir die die Folge (z,) konstant ist. Also
ist die Gefangenenmenge nicht leer. Andererseits kann man sich leicht tiberlegen, dass
Startwerte mit geniigend groflem Betrag immer in der Fluchtmenge liegen.

Unter der Juliamenge des Parameters ¢ versteht man den gemeinsamen Rand der
Gefangenen- bzw. Fluchtmenge von c. Fiir ¢ = 0 ist

4 o 2n+1
n—

2
Zn_l’_]_:Zn:Z 1:—20 5

so dass die Gefangenenmenge gerade die Einheitskreisscheibe {z € C : |z| < 1} und die
Juliamenge die Einheitskreislinie {z € C : |z| = 1} ist. Bei anderen Parametern ¢ wird
man in der Regel wesentlich kompliziertere (und &sthetisch ansprechende) Juliamengen
erhalten. Eine Auswahl von Bildern solcher Mengen finden Sie beispielsweise in den
Biichern von Peitgen, Jiirgens und Saupe: “Bausteine des Chaos: Fraktale” und “Chaos:
Bausteine der Ordnung”.

Auch die beriihmte Mandelbrot-Menge (auch als “Apfelmédnnchen” bekannt) ldsst
sich auf d&hnliche Weise definieren. Sie besteht genau aus den Zahlen ¢ € C, fiir die die
durch zg := c und 2,41 := zTQL + c erkléarte Folge beschréinkt ist. Zwischen Juliamengen
und der Mandelbrotmenge gibt es zahlreiche Verbindungen. Auf eine davon gehen wir
spater ein.
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5 Zahlenreihen

Mit Hilfe der Koérperaxiome lassen sich Summen endlich vieler Zahlen erkliaren. In
diesem Abschnitt untersuchen wir Summen unendlich vieler Zahlen — so genannte
Reihen. Dazu betrachten wir Reihen als spezielle Folgen.

5.1 Konvergenz von Reihen
Wir beginnen mit der Definition einer Reihe.

Definition 5.1 Sei (a,)n>0 eine Folge reeller Zahlen, und sei s, == >, _, a.
Die Folge (sp)n>0 heifit die zu (a,) gehorende Reihe. Die Zahlen a, heiflen die
Glieder der Reihe, und die s,, ihre Partialsummen. Ist die Folge (s,) konvergent
und s thr Grenzwert, so heifit die Reihe konvergent, die Zahl s heifit die Summe
dieser Reihe, und man schreibt s =Y o ay. Konvergiert die Folge (s,,) nicht, so
heifst die Rethe divergent.

Eine Reihe ist also die Folge ihrer Partialsummen. Haufig wahlt man > -7, ax
auch als Bezeichnung fiir die Reihe (s,,) (und formuliert Aussagen wie : Die Reihe
Yoo 1/n ist divergent.) Aus dem Kontext wird in der Regel klar, ob Y. ax
fiir die Reihe selbst oder fiir ihre Summe steht.

Es macht offenbar keinen Sinn, Reihen in allgemeinen metrischen Rdumen zu
betrachten. Man kann aber Reihen in R* und insbesondere in C definieren. Viele
der nachfolgenden Resultate gelten auch fiir Reihen in R* und in C
(gegebenenfalls nach Ersetzen des Betrages durch die Euklidsche Norm).

Satz 5.2 (Cauchysches Konvergenzkriterium fiir Reihen) Die Reihe
Y reo @k konvergiert genau dann, wenn es fir jedes e > 0 ein N € N gibt, so dass

m

>

k=n+1

= |aps1+ ...+ am| <e fir allem >n> N.

Beweis. Wir wenden das Cauchysche Konvergenzkriterium auf die Folge (s,,) an
und beachten, dass

fiir alle m > n. ™

Wihlt man m = n+1 in Satz 5.2, so reduziert sich ) )", a; auf einen einzigen
Summanden a,1, und man erhélt

Satz 5.3 (Notwendiges Konvergenzkriterium) Ist die Reihe > ;- a) kon-
vergent, dann ist limy_, ap = 0.
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Satz 5.2 liefert ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die Konvergenz
der Reihe )7, ax. Dagegen ist die Bedingung lim a; = 0 aus Satz 5.3 nur not-
wendig, aber nicht hinreichend fiir die Konvergenz dieser Reihe (vgl. das folgende
Beispiel 2).

Beispiel 1: Die geometrische Reihe. Sei z € C und a,, = 2" fiir n > 0. Die
Reihe ;7 2% kann fiir |z| > 1 nicht konvergieren, da in diesem Fall die notwen-

dige Bedingung aus Satz 5.3 verletzt ist. Sei also |z| < 1. Aus Abschnitt 1.3.4

wissen wir, dass
1— ZnJrl

n
k
Sy = E 2= —_
1—2
k=0

Da lim,, o, 2" = 0 fiir |z| < 1 (vgl. Beispiel 1 aus Abschnitt 4.3), folgt sofort

. 1 TR
T}Lr{:osnzl_z, d.h.Zz =1 fir |z] < 1.
k=0
Die Reihe Y 7, z* heiit geometrische Reihe. Sie konvergiert genau dann, wenn
2| < 1, und ihre Summe ist gleich . ]

Beispiel 2: Die harmonische Reihe. Die Reihe ZZ;% heilt die harmoni-
sche Reihe. Fiir sie ist die notwendige Bedingung aus Satz 5.3 erfiillt. Dennoch
divergiert diese Reihe. Fiir jedes n > 1 ist ndmlich

1
ISop — Sn| = —— + —— ...+ — >n -
n n

Nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium kann (s,,) nicht konvergieren. Da
(sn) bestimmt gegen +oo divergiert, schreibt man auch Y37, ¢ = +oo. ]

Beispiel 3: Eine Reihe fiir e. Wir zeigen, dass die Reihe ) .- % gegen die in
Beispiel 4 in Abschnitt 4.3 eingefiihrte Zahl e konvergiert. Dazu bezeichnen wir
(1+ )" mit a, und schreiben s, fiir Y +. Im Beispiel 4 aus Abschnitt 4.3
haben wir uns iiberlegt, dass

“/n\ 1 "1
" k=0 (k) nf = k=0 k! i ’ oy

Die Folge (s,) ist offenbar monoton wachsend und wegen (5.1) nach oben be-
schrénkt. Nach Satz 4.6 konvergiert diese Folge, und wir bezeichnen ihren Grenz-
wert mit s. Geht man in der Ungleichung a,, < s,, aus (5.1) mit n gegen Unendlich,
folgt e < s.

Wir iiberlegen uns nun, dass auch e > s ist, und schéitzen dazu a,, nach unten
ab. Sei m € N eine fixierte Zahl. Fiir alle n > m ist
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Auf der rechten Seite von (5.2) steht eine Summe mit einer von n unabhéngigen
Anzahl von Summanden, und fiir n — oo geht der k. Summand gegen . Der

k!
Grenziibergang n — oo in (5.2) liefert daher
= li > 1 = 5.3
e_nl—g)loa"—zﬂ_sm' (5.3)

Dies gilt fiir jedes m € N. Lésst man in (5.3) m gegen Unendlich laufen, folgt
e > s. Damit ist gezeigt, dass s = e.

Die Reihe 72 ) & ist iibrigens wesentlich besser zur niherungsweisen Berech-
nung von e geeignet als der Grenzwert lim,, .. (1 + =)™ m

In Beispiel 5 aus Abschnitt 4.3 haben wir mit .7, (—1)"1 ein weiteres Beispiel
fiir eine konvergente Reihe kennengelernt. Der Konvergenznachweis aus diesem

Beispiel lisst sich iibertragen auf allgemeinere alternierende Reihen.

Definition 5.4 Die Reihe >, (—1)*c; heift alternierend, wenn ¢ > 0 fiir alle
k.

Satz 5.5 (Leibniz—Kriterium fiir alternierende Reihen) Fs sei
S oreo(=1)¥¢cy, eine alternierende Reihe. Zusitzlich gelte, dass die Folge (cy) mo-
noton fdllt und gegen 0 konvergiert. Dann konvergiert die Reihe Y - o(—1)*cy.

m—n—1

Beweis. Fiir m > n sei s, := ¢py1 — Caga + Cnyz — ...+ (—1) Crm. Dann ist

zunachst

Cm falls m — n ungerade,

Spm = (Cn4+1—Cn T (Cnt3—Cn +.t
(cnta +2) + (Cnts +4) { (Cm—1— cm) falls m — n gerade.

Da (¢, ) monoton fallend ist und alle ¢, positiv sind, folgt s, > 0. Durch anderes
Setzen der Klammern erhalten wir

Cm falls m — n gerade,

s =cC — (¢ — C e
nm el — (Cna2 n+3) { (¢m-1— cm) falls m — n ungerade.

Wie vorher folgt hieraus s, < c¢,11.

Nach diesen Voriiberlegungen wenden wir das Cauchysche Konvergenzkriterium
auf die Reihe > (—1)¥¢; an. Fiir die Partialsummen dieser Reihe finden wir
im Fall m >n

[sm = sul = [(=D)"ens + (=) Pena + .+ (1)l
|(_1)n+1‘ |Cn+1 —Cpy2 t+ ...+ (_1)mfnflcm‘

== |Snm| = Snm S Cp+1-
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Genauso ergibt sich |s,, — s,| < ¢pyq im Fall n > m. In jedem Fall ist also
[$m — sn| < max{cypi1,cni1} firm,n € N. (5.4)

Sei ¢ > 0 beliebig. Wegen lim ¢,, = 0 gibt es ein N € N so, dass |c,| < ¢ fiir alle
n > N. Sind nun n,m > N, so sind erst recht n +1,m 4+ 1 > N. Aus (5.4) folgt
|Sm — sn| < e. Also ist (s,) eine Fundamentalfolge und damit konvergent. ]

Aus diesem Kriterium folgt beispielsweise die Konvergenz der Reihen

;(—1)”%7 ;mw%, ;Hwﬁ.

Es folgen einige Anmerkungen zum Rechnen mit Reihen. Aus Satz 4.4 (a) erhalten
wir sofort:

Satz 5.6 Sind > ar und Y ;- b, konvergente Reihen und o, € C, so kon-
vergiert auch die Reihe Y - (cax + Bby), und ihre Summe ist gleich

o Z ap + 5 Z by..
k=0 k=0

Bei endlichen Summen wissen wir, dass Klammern beliebig gesetzt werden diirfen
(Assoziativitdt). Wie sieht dies bei Reihen aus?

Satz 5.7 Sei ) -, a, eine konvergente Reihe komplezer Zahlen. Weiter sei
(kn)n>o eine Folge natirlicher Zahlen mit 0 = ky < ky < ko < ..., und es
sei Ay, = ag, + Qg1+ ... + ag,,,—1. Dann ist die Reihe Y .~ A, konvergent,

und es ist . .
Z A, = Z Uy, -
n=0

n=0

Beweis. Wir setzen S,, .= " A, und s, := > " a,. Dann ist offenbar
Sm = A(] + ... +Am =ayg+a;+... —|—akm+1,1 = Skm+171~

Die Folge (5,,) ist also eine Teilfolge der konvergenten Folge (s,,) und folglich
selbst konvergent. Auflerdem haben beide Folgen den gleichen Grenzwert. [

Man darf also in konvergenten Reihen beliebig Klammern setzen, ohne an den
Konvergenzeigenschaften oder der Summe der Reihe etwas zu &ndern. Man darf
jedoch Klammern NICHT weglassen, wie folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel. Die Reihe ) ° , a, mit a, = 0 fiir alle n konvergiert offenbar und hat
die Summe 0. Wir konnen diese Reihe auch auffassen als

ian:O—i—O—l—O—{—...:(1—1)+(1—1)—|—(1—1)+...
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Weglassen der Klammern fiihrt auf die divergente Reihe > 7 ((—1)". ]

n=0

Bei endlichen Summen wissen wir auch, dass es auf die Reihenfolge der Summan-
den nicht ankommt (Kommutativitit). Wir werden sehen, dass man die Glieder
einer Reihe im allgemeinen NICHT vertauschen darf, dass aber eine Vertauschung
moglich ist, wenn die Reihe stédrkere Konvergenzeigenschaften besitzt. Mit diesen
Eigenschaften befassen wir uns im néchsten Abschnitt.

5.2 Absolut konvergente Reihen

Definition 5.8 FEine Reihe Y~ a, heifit absolut konvergent, wenn die Reihe
> o lan| konvergiert.

Beispielsweise ist die Reihe > 7, (—1)"+ konvergent (Leibniz-Kriterium), aber
nicht absolut konvergent (harmonische Reihe). Dagegen ist > (—1)"4 eine
konvergente (Leibniz-Kriterium) und auch absolut konvergente Reihe (Reihe fiir
e). Reihen mit auschlielich nichtnegativen Gliedern sind offenbar genau dann
konvergent, wenn sie absolut konvergent sind. Da auflerdem bei Reihen 7 a,,

mit a,, > 0 die Folge der Partialsummen monoton wichst, folgt mit Satz 4.6:

Eine Reihe mit ausschliefllich nichtnegativen Gliedern ist genau dann
(absolut) konvergent, wenn die Folge ithrer Partialsummen nach oben
beschrdnkt ist.

Satz 5.9 Absolut konvergente Reihen sind konvergent.

Beweis. Sei ), a; eine absolut konvergente Reihe, und seien s, := >/ , ax
sowie S, ==Y ;_, |ax|. Fiir alle m > n gilt

|Sm — Sn| = |ans1 + anao + . oo 4 am| < |ans1| + |anse| + - .-+ |am] = S — Sh-

Da die Reihe )7 |ax| konvergiert, gibt es fiir jedes ¢ > 0 ein N € N so, dass
|Sy — S| < e fir alle m,n > N. Dann ist aber auch |s,, — s,| < ¢ fiir alle
m,n > N. Das Cauchysche Konvergenzkriterium liefert die Behauptung. [

Wir sehen uns nun einige Kriterien fiir die absolute Konvergenz von Reihen an.
Satz 5.10 (Vergleichskriterium)

(a) Ist die Reihe Y~ b, konvergent und gilt |a,| < b, fir alle n, so ist die
Reihe Y7, an absolut konvergent.

(b) Ist die Rethe Y~ b, divergent und gilt 0 < b, < a, fir alle n, so ist die
Reihe Y a, divergent.
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Im Fall (a) heifit > 7 b, eine konvergente Majorante fir " a,, im Fall (b)
eine divergente Minorante.

Beweis. (a) Fiir jede Partialsumme s, von 7 |ag| gilt

sn:\a0|+|a1]+...+]anl§bo+b1+...+bn§2bn<oo.
k=0

Die Folge (s,) ist also nach oben beschriankt und offenbar monoton wachsend.
Aus Satz 4.6 folgt die Konvergenz von (s,) und damit die absolute Konvergenz
von Y Gy

(b) Fiir die Partialsummen s, von >~ ay gilt s, = ag+...+ap, > bo+...+b,.
Da )} _, by mit n unbeschrénkt wéchst, ist auch die Folge (s,) unbeschrénkt. m

Beispiel. (a) Die Glieder der Reihe Y °7 | - lassen sich nach oben abschétzen

durch
1 falls n =1,

< 1

1
i n(n —1)

fallsn > 1.

Die Reihe 1+ >, ﬁ ist aber konvergent. Fiir ihre Partialsumme s, gilt
namlich

1
W= 1
° Tty T e T

_1+<1 1>+<1 1>+ +< 1 1>_2 1
N 1 2 2 3/ 77 \n—1 n) n’

Die Folge (s,,) konvergiert also (und ihr Grenzwert ist 2). Daher konvergiert auch
die Reihe )7, ni Wir werden spéter sehen, dass die Summe dieser Reihe gleich
72 /6 ist.

(b) Die Reihe Y 7, # ist eine konvergente Majorante fiir die Reihen )~ , %
mit r > 2, die sich damit ebenfalls als konvergent erweisen. [

Satz 5.11 (Wurzelkriterium) Die Reihe ) a,

(a) konvergiert absolut, wenn imsup,,_, .. V/|an| < 1,
(b) divergiert, wenn limsup,,_,. ¥/|a,| > 1.

Im Fall lim sup {/|a,| = 1 ist keine Entscheidung tiber Konvergenz oder Divergenz
der Reihe > a, moglich. Aus Beispiel 3 in Abschnitt 4.3 wissen wir, dass
lim {/n = 1. Die Anwendung des Wurzelkriteriums auf die Reihen )7, & und
Yo # liefert also jeweils den Wert 1 fiir den oberen Limes. Die erste dieser
Reihen ist divergent, wiahrend die zweite konvergent.

Beweis von Satz 5.11. Sei bezeichne a := limsup {/|a,|.

62



(a) Wir fiihren den Beweis mit Hilfe des Vergleichskriteriums und wéhlen als
Vergleichsreihe eine geometrische Reihe. Sei ¢ € (a,1) (beachte: @ < 1). Dann
gibt es ein N € N so, dass {/|a,| < ¢ fiir alle n > N. (Dies folgt unmittelbar aus
der Definition des oberen Limes; anderenfalls wiren ja unendlich viele der {/|a,|
grofler oder gleich ¢. Diese hétten einen partiellen Grenzwert gréfler oder gleich
q > a, was der Definition von a widerspricht.) Es ist also

la,| < ¢" fiir allen > N.

Da die Reihe ) > \ ¢" konvergiert (Beispiel 1 aus Abschnitt 5.1), konvergiert
nach Satz 5.10 (a) die Reihe )7 a,, absolut.

(b) Wegen a > 1 gibt es natiirliche Zahlen ko < k1 < ... so, dass "{/|ay,| > 1 fiir
alle n > 1. Es gilt also |ay,| > 1 fiir unendlich viele Glieder der Reihe Y >°  ay,
so dass das notwendige Konvergenzkriterium (Satz 5.3) verletzt ist. [

In einigen Féllen einfacher zu handhaben, dafiir aber schwécher als das Wurzel-
kriterium, ist das folgende Kriterium.

Satz 5.12 (Quotientenkriterium) Die Reihe Y a,

(a) konvergiert absolut, wenn limsup,,_, ., [*2+| <1,
(b) divergiert, wenn a, # 0 und |*2=%| > 1 fir alle hinreichend grofien n. Insbe-

sondere st lim in Intl) > 1 hinreichend fiir die Divergenz.
d t1 fr oo a
n

Beweis. (a) Sei b := limsup,,_,, |“2*| < 1. Wir wiéihlen ein ¢ € (b,1). Dann gibt
es ein N € N so, dass |[*254] < ¢ fiir alle n > N. Hieraus erhalten wir schrittweise

lan1l < dglanl,  laniel < glan | < ¢*lanl, ..
und allgemein (wie man leicht mit vollsténdiger Induktion bestétigt)
lan| < ¢" Nlay| fiir allen > N.

Die Reihe Y >°  ¢" Nan| = |an| Y ooy q" ist wegen ¢ € (0,1) konvergent (geo-
metrische Reihe) und folglich eine konvergente Majorante fiir Y, ay,.
(b) Fiir ein hinreichend groBes N € N und alle n > N gilt

@] = || = ... = Jansa] = Jax| > 0.

Das notwendige Konvergenzkriterium (Satz 5.3) ist also verletzt. |

Man kann folgendes beweisen (vgl. Barner /Flohr, Analysis 1, S. 161): Wenn a,, #
0 fiir alle hinreichend groflen n, dann ist

Ap+1

limsup /|a,| < limsup

n
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Wenn also die absolute Konvergenz einer Reihe aus dem Quotientenkriterium
folgt, so kann man sie (wenigstens im Prinzip) auch aus dem Wurzelkriterium
herleiten. Das Wurzelkriterium liefert mitunter aber auch dann noch eine Ent-
scheidung, wenn das Quotientenkriterium versagt.

Beispiel. Sei 0 < ¢ < 1. Wir betrachten die folgende Umordnung der geometri-
schen Reihe

¢+ O+ T+
Fiir diese Reihe ist

an+1| ) 1/g>1 falls n gerade,
a, | |¢¥<1 falls n ungerade.
Es ist daher limsup [**] = 1/¢ > 1 und liminf |2 = ¢° < 1, so dass das

Quotientenkriterium keine Entscheidung liefert. Dagegen ist

(L/‘_ gt falls n gerade,
an| =
/g1 falls n ungerade,

und daher
lim {/|a,| =q < 1.
n—oo
Die Reihe konvergiert also absolut nach dem Wurzelkriterium. [

Es gibt eine Vielzahl weiterer Konvergenzkriterien. Beispielsweise gilt

Satz 5.13 (Raabesches Kriterium)

(a) Fiir alle hinreichend groflen n sei a, # 0 und | 2| < 1 — 2 mit einer

Konstanten ¢ > 1. Dann ist die Reihe Y >, a, absolut konvergent.

> 1— =. Dann ist die

(b) Fiir alle hinreichend grofien n sei a,
Reihe Y7 a,, divergent.

Einen Beweis finden Sie in Barner/Flohr, S. 163. Mit diesem Satz lésst sich z.B.
die Konvergenz von » > # und die Divergenz von > >~ % nachpriifen, was mit
dem Wurzelkriterium nicht gelingt.

Satz 5.14 (Cauchyscher Verdichtungssatz) Sei a, > a,.1 > 0 fir alle n €
N. Dann konvergiert die Reihe Y~ a, genau dann, wenn die ,verdichtete “Rethe
> o2 agn konvergiert. Im Konvergenzfall ist also lim 2"agn = 0.

Einen Beweis sollen Sie in der Ubung finden. Dieser Satz zeigt auf einfache Weise
(,* Ubung), dass die Reihe

1
g — mitr>1
nT‘
n=1
konvergiert.
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5.3 Umordnung von Reihen

Sei > >, a, eine Reihe und o : N — N eine Bijektion. Die Reihe > | ay(n) (d.h.
die Reihe ZZO:() b, mit den Gliedern b, = @, (,)) heilt eine Umordnung der Reihe
> > o an. Die Reihe Y~ a,, heiBt unbedingt konvergent, wenn sie konvergiert und
wenn auch jede Umordnung von Y a,, konvergiert und die gleiche Summe wie
Y oo ap hat. Ist die Reihe 7 a, konvergent, aber nicht unbedingt konvergent,

so heifdt sie bedingt konvergent.

Beispiel. Die Reihe }°>° 1 a, =1 -5+ 35— +3 — ... (mit a, = (=1)"'3)
konvergiert nach dem Leibniz-Kriterium, und wegen

(1 1)+<1 1>+<1 1>+ > 1 L1

2 3 4 5 6/ 77 2 2
ist die Summe dieser Reihe positiv. (Diese Summe ist In2, wie wir spéter sehen
werden.) Wir definieren eine Bijektion ¢ : N\ {0} — N\ {0} durch

n ‘123456... 3m—2 3m—1 3m

U(n).l 32574 ... 4m—-3 4m—1 2m

Die entsprechende umgeordnete Reihe ist also

ia S N S S
o) T T g Ty Ty Ty Ty

n=1
Nun ist
D I T T s A s B
3 2mey Gn = 0 45 +0 =3 40 +5 +0 —5 +0 +...
PSie =1 A L =D

Die umgeordnete Reihe konvergiert also ebenfalls. Thre Summe %fo:l ay, ist
aber wegen >~ a, > 0 von » ° a, verschieden. Die Reihe )", a, ist also
nur bedingt konvergent. [

Satz 5.15 Eine Rethe komplexer Zahlen ist genau dann unbedingt konvergent,
wenn sie absolut konvergent ist.

Beweis. Schritt 1. Sei zunéchst )~ a,, eine konvergente (= absolut konvergen-
te) Reihe nichtnegativer reeller Zahlen. Wir zeigen, dass diese Reihe unbedingt
konvergiert. Dazu sei 0 : N — N eine Bijektion, und seien

n

Sp = Zak, Sy = Za“(k)
k=0

k=0
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die Partialsummen von ) ja, bzw. der durch o definierten Umordnung dieser
Reihe. Beide Folgen (s,) und (S,) sind monoton wachsend. Sei s := sups, =
Y peo @k Dann ist s eine obere Schranke fiir {S,, : m € N}. Um dies einzusehen,
definieren wir fiir jedes m € N ein n durch

n :=max{c(0),0(1),...,0(m)}.
Dann kommen alle Summanden von S, auch in s, vor, und es ist in der Tat
S, <s,<s firallen € N. (5.5)

Die Folge (S,,) ist also nach oben beschréankt und folglich konvergent. Fiir ihren
Grenzwert S gilt wegen (5.5) S < s.

Wenn wir diese Uberlegung wiederholen, dabei aber Y02 o @y als Umordnung
der Reihe 3 " ; ay(n) betrachten (die zugehorige Bijektion ist die Umkehrabbil-
dung 07! zu o), so gelangen wir zur Ungleichung s < S. Also ist s = S.

Schritt 2. Seinun )~ a, eine absolut konvergente Reihe komplexer Zahlen. Fiir
jede reelle Zahl a definieren wir

at :=max{a,0} und @ :=max{—a,0}.

Offenbar gilt @ = a* —a™ und |a| = a® +a~ fir jedes a € R. Jede kompleze Zahl
a = b+icmit b, c € R kann nun geschrieben werden als a = (b™ —b7) +i(ct —c¢7).
In diesem Sinn schreiben wir

ap = by +ic, = (b — b)) +ilch —c;) mit b5, et > 0.

n»n

Aus |b,| = |Rea,| < |a,| folgt, dass > |a,| eine konvergente Majorante fiir |b,,|
ist. Also konvergiert die Reihe 3 b,, absolut. Weiter ist |b;| < |b,,|, so dass auch die
Reihe Y b absolut konvergiert. Analog erhilt man die absolute Konvergenz der
Reihen Y b, > ¢ und > ¢, . Diese Reihen haben ausschlielich nichtnegative
Glieder und konnen demzufolge nach Schritt 1 umgeordnet werden, ohne etwas
an ihren Summen zu dndern. Fiir jede Bijektion o : N — N gilt also

ian = Zb:—Zbg—l—iZcZ—ich
n=0
= D bay = D bay D iy D Gty = D ot

n=0
Jede absolut konvergente Reihe ist also unbedingt konvergent.

Schritt 3. Sei nun ) a, eine konvergente Reihe komplexer Zahlen, die nicht
absolut konvergiert. Aus Satz 4.13 folgt, dass dann die Reihen Y~ Rea, und
> o2 o Ima, konvergieren, aber wenigstens eine dieser Reihen konvergiert nicht
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absolut. Die absolute Konvergenz jeder dieser beiden Reihen wiirde ndmlich we-
gen |a,| < |Rea,| + [Ima,| die absolute Konvergenz der Reihe ) a,, erzwingen.

Wenn wir zeigen konnen, dass jede konvergente, aber nicht absolut konver-
gente Reihe reeller Zahlen eine Umordnung besitzt, deren Summe nicht mit der
Summe der urspriinglichen Reihe iibereinstimmt, dann ist klar, dass auch die
Reihe » a, nicht unbedingt konvergent sein kann. Diese Behauptung formulie-
ren wir als einen eigenstédndigen Satz, dessen Beweis den Beweis von Satz 5.15
abschlief3t. [

Satz 5.16 (Riemannscher Umordnungssatz) Es sei Y~ a, eine konver-
gente, aber nicht absolut konvergente Reihe reeller Zahlen. Dann gibt es fiir jede
Zahl S € R eine Bijektion o : N — N so, dass die umgeordnete Reihe Y Go(n)
konvergiert und thre Summe gleich S ist.

Auch die bestimmte Divergenz der umgeordneten Reihe gegen +o0o oder —oo
lasst sich erreichen.

Beweisidee. Sei (p,,) die Folge, die aus (a,) durch Streichen aller negativen Glie-
der entsteht, und (g, ) sei die Folge, die entsteht, wenn in (a,,) alle nichtnegativen
Glieder gestrichen werden und die iibrig bleibenden Zahlen mit —1 multipliziert
werden. Nach Definition sind (p,) und (g,) Folgen nichtnegativer Zahlen. In ei-
nem ersten Beweisschritt macht man sich klar, dass jede der Reihen ) p, und
> qn bestimmt gegen +oo divergiert.

Ist dies geschehen, konstruiert man die gesuchte Umordnung wie folgt: man
wahlt kg als kleinste natiirliche Zahl mit

ko
Z Pn > S.
n=0

Dann wahlt man k; als kleinste natiirliche Zahl mit

ko k1
D =D <SS
n=0 n=0

ko k1 ko
an_ZQn+ an>s
n=0 n=0 n=ko+1

usw. Die gesuchte Umordnung (aq(,)) von (a,) ist dann die Folge

(p[))pl) <oy Ploy =490, —q15 - - -5 —qkyy Plo+15 Pko+25 + + + s Pkos —Qky+1, - - )

In der Tat, fiir ky,, < n < kopyy1 unterscheidet sich die n. Partialsumme der
Reihe ZZOZO ag(n) hochstens um py,, von S, und fiir kypy1 < n < kgpyo unter-
scheiden die n. Partialsumme und S héchstens um gy,,, . ,. Da (p,) und (g,) nach
dem notwendigen Konvergenzkriterium Nullfolgen sind, folgt die Konvergenz der
umgeordneten Reihe Y ° ( a () gegen S. n
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5.4 Produkte von Reihen

Das Produkt der beiden endlichen Summen ag + ... + a, und by + ... + b, ist
gleich der Summe iiber alle Produkte a;b; mit 0 < ¢ < n und 0 < j < m.
Analog entstehen beim formalen Multiplizieren der Reihen Y ja, und > 7 b,
die Produkte

aoby apb1 agby agbs

a1b0 a1b1 a162 albg
(5.6)

azbo asby  ashy a253

Es ist keineswegs offensichtlich, wie diese Produkte in einer “neuen Reihe” » ¢,,
dem Produkt der Reihen » a, und > b,, angeordnet werden sollen. Falls jedoch
beide Reihen ) a, und ) b, absolut konvergieren, dann kommt es auf die Art
der Anordnung der Produkte 5.6 iiberhaupt nicht an. Dies zeigt der folgende
Satz.

Satz 5.17 Seien )y .~ a, und Y~ b, absolut konvergente Rethen, und die Fol-
ge (¢n)n>o0 durchlaufe die Menge der Produkte in (5.6) (genauer: mit einer gewis-
sen Bijektion 0 : N = N x N, n = (01(n),02(n)) gilt ¢, = Ao (n)boymn)). Dann
konvergiert die Reihe Y ¢, absolut, und es gilt

> = (Lw) (S0 61)

Beweis. Wir zeigen zuerst die absolute Konvergenz der Reihe Y ¢,. Dazu be-
zeichnen wir fiir jedes n € N mit ¢,, die kleinste natiirliche Zahl mit folgender
Eigenschaft: alle Folgenglieder cy, ..., ¢, kommen unter den Produkten azb,, mit
k </, und m < £, vor. Dann gilt

aibu = @‘“’“') (i)lbm\) < (iw) (iﬂm).

Die rechte Seite dieser Abschétzung ist nach Voraussetzung endlich, also konver-
giert die Reihe > ¢, absolut.

Wir zeigen nun noch die Produktformel (5.7). Nach Satz 5.15 ist die Reihe
> ¢, unbedingt konvergent und kann beliebig umgeordnet werden. Insbesondere

~

n U

Z|Ck\§
k=0

= k=0

n

0

3
|
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kénnen wir fiir (¢,) eine Folge wéhlen, die die Produkte (5.6) wie folgt durchlauft:

o — (G s — O
| |

c3 — Cy Cr C10
| |

4 — & — Cg €11
|

Cis — Cig — CG3 — (2

Bei dieser Art des Durchlaufens gilt fiir die Partialsummen s,2_; := 222:_01 Cr,

3
—
—

n—

=3 S = (L) (£

0 0

i

3
]

Der Grenziibergang n — oo liefert die Behauptung (5.7). m

Fiir Produkte von Potenzreihen, die wir im nichsten Abschnitt kennenlernen
werden, ist eine andere Variante des Durchlaufens der Produkte (5.6) besonders
interessant:

Co €1 €3 Ce

A A

Co Cy Cr

S S

Cs Cs

/

Cy
Nach Setzen von Klammern fiihrt dies auf die Reihe

n

n=0 k=0

n=0 =

Fiir beliebige (nicht notwendig konvergente) Reihen >~ ja, und > 7 b, nennt
man die durch (5.8) erklédrte Reihe > d, mit d, :== )", _, axb,_ das Cauchy-
Produkt dieser Reihen. Da es sich dabei nur um ein spezielles Durchlaufen der
Produkte (5.6) handelt, liefert Satz 5.17 sofort:
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Folgerung 5.18 Sind >~ ja, und >~ b, absolut konvergente Reihen, so ist
auch ihr Cauchy-Produkt " d,, absolut konvergent, und es gilt

Zd (Z )(Zb)

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Aussage von Folgerung 5.18 nicht mehr gilt,
wenn die Reihen > ja, und ) b, nicht absolut konvergieren.

Beispiel. Fiirn > 1 sei a,, = b, = (?/1%”. Nach dem Leibniz-Kriterium konver-

gieren die Reihen Y >°  a, und Y 7 b,, aber sie konvergieren nicht absolut, da
die harmonische Reihe eine divergente Minorante fiir >~ , \/Lﬁ ist.
Das allgemeine Glied des Cauchyprodukts Y > d, von » >°  a, und Y>> b

lautet

o - n+1
dn—;akanrlk Z\/_\/THT

Nun ist fiir jedes natiirliche n > 1 und jedes k zwischen 1 und n

| .2
Vikvn+1—k n+1

Um dies einzusehen, formen wir dquivalent um:

(5.9)

n+1

kn+1—k) < 5

und das ist nichts anderes als die bekannte Ungleichung zwischen dem geometri-
schen und dem arithmetischen Mittel der Zahlen k und n+1— k. Aus (5.9) folgt
nun

|dn|:;\/_\/ﬁ Zn—i—l n—l—l_l'

Das Cauchyprodukt )", d,, divergiert nach dem notwendigen Konvergenzkrite-
rium. [
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6 Stetige Funktionen

Zahlreiche Naturvorgénge lassen sich durch Abbildungen (von nun an sagen wir
meist Funktionen) mit folgender Eigenschaft beschreiben: kleine Anderungen des
Argumentes bewirken auch nur kleine Anderungen des Funktionswertes. Wir wer-
den diese Eigenschaft prizisieren und gelangen so zum Begriff der Stetigkeit.

6.1 Stetige Funktionen
In diesem Abschnitt seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume.

Definition 6.1 (a) Eine Funktion f : X — Y heifit stetig im Punkt z* € X,
wenn fir jede Folge (xy)n>0 in X mit Grenzwert x* die Folge (f(xy))n>0 der
Funktionswerte in'Y konvergiert und ihr Grenzwert gleich f(xz*) ist:

lim f(x,) = f(z*) = f(lim x,).

n—oo n—oo
(b) Die Funktion f heifit stetig auf X, wenn sie in jedem Punkt von X stetig ist.
Die Stetigkeit in einem Punkt lésst sich wie folgt charakterisieren.

Satz 6.2 Die Funktion f : X — Y 1ist genau dann stetig in x* € X, wenn fiir
jedes € > 0 ein § > 0 existiert, so dass fir alle x € X mit dx(z,xz*) < § gilt

dy (f(z), f(z7)) <e.

In Kurzfassung lautet diese Bedingung
Ve >0 30 >0 Ve e Us(z"):  f(x) € U(f(x")) (6.1)
oder noch kiirzer
Ve>0 30>0: f(Us(z")) CUA(f(z")).

Beweis. (=) Wir zeigen: gilt (6.1) nicht, dann ist f nicht stetig in z*. Sei also
(6.1) verletzt, d.h.

de >0 Vo >0 3z eUs(z®): f(x) ¢ U(f(z")).

Da dies fiir jedes 0 > 0 gilt, konnen wir § := 1/k mit & > 1 wihlen und erhalten
fiir ein gewisses € > 0

Vk > 1 3z € Uyy(a™) o flaw) € U(f(27)).

Die xj, konvergieren also gegen z*, die Funktionswerte f(z}) konvergieren jedoch
nicht gegen f(x*). Somit ist f nicht stetig in x*.
(<) Wir zeigen: gilt (6.1), so ist f stetig in 2*. Sei (z,,) sei eine Folge in X mit

71



Grenzwert z*. Zu beliebig vorgegebenem ¢ > 0 wihlen wir § gemé8 (6.1). Wegen
lim z,, = z* finden wir ein N € N so, dass

x, € Us(z™) fur allen > N.

Wegen (6.1) ist dann fiir alle n > N auch f(z,) € U.(f(z*)), d.h. die Folge
(f(xy)) konvergiert gegen f(z*). [
Beispiele. Wir betrachten R und C mit den iiblichen Absténden.

(1) Seien n € N und ay, . .., a, € C mit a, # 0. Die Funktion

f:C—=C, = apx"+ an 12" ' ... Fax+ag

heift Polynom n. Grades. Sie ist auf ganz C stetig. Ist ndmlich 2* € C und ()
eine Folge, die gegen z* konvergiert, so gilt nach Satz 4.4

lim f(zy) = lim (a,z) + an_lx’,;_l + ...+ a1z + ag)
k—o00 k—o00

= ()" ¥ G () axt Fag = f(zY).
(2) Die Signumfunktion f : R — R wird erklart durch

1 falls = > 0,
f(x) =sgnz:=¢0 fallsx =0,
—1 fallsz <0.

Sie ist nur im Punkt 2* = 0 nicht stetig. Fiir die Folge (z,) mit z,, = 1/n gilt
namlich lim,, o f(2,) =lim, o 1 =1# 0= f(0).
(3) Die Dirichletfunktion

FIRSR, 20 {1 falls x Fatio'nal,

0 falls  irrational
ist in keinem Punkt x* € R stetig. Ist ndmlich x* rational, so gibt es in jeder
Umgebung von z* irrationale Zahlen. Fiir jedes 6 > 0 gibt es also ein x € Us(z*)
mit |f(x) — f(z*)] = 1. Genauso sieht man, dass f auch in keinem irrationalen
Punkt stetig ist. [

Eng verwandt mit dem Begriff der Stetigkeit ist der Begriff des Grenzwertes einer
Funktion in einem Punkt.

Definition 6.3 Sei x* € X Haufungspunkt von X und f: X \ {z*} = Y. Man
sagt, dass f einen Grenzwert an der Stelle x* besitzt, wenn fiir jede konvergente
Folge (x,,) aus X \ {*} mit Grenzwert x* die Folge (f(x,)) konvergiert. Ist dies
der Fall, so haben alle Folgen (f(x,)) den gleichen Grenzwert y* € Y. Dieses y*
heifst der Grenzwert von f an der Stelle z*, und man schreibt

lim f(z) =y
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Beachten Sie: Es ist nicht erforderlich, dass die Funktion f an der Stelle z* defi-
niert ist.

Dass alle Folgen (f(z,)) den gleichen Grenzwert haben, ist leicht zu sehen:
Seien (z}) und (z2) Folgen in X \ {z*} mit Grenzwert z*, und sei f(zl) — y* und

f(22) — y*. Dann ist x}, 2%, 2}, 23, 21 2%, ... ebenfalls eine Folge in X \ {z*} mit
Grenzwert z*. Die zugehorige Folge der Funktionswerte konvergiert nur, wenn
y* — y**‘ m

Satz 6.4 Fine Funktion f : X — Y st genau dann stetig in z* € X, wenn eine
der folgenden Bedingungen erfillt ist:

(a) x* ist ein isolierter Punkt von X, oder

(b) x* ist Haufungspunkt von X, der Grenzwert lim, . f(x) ezistiert, und die-
ser Grenzwert stimmt mit f(x*) tberein.

Beweis. Die Implikation (=) folgt unmittelbar aus den Definitionen. Wir zeigen
die Implikation (<).

Sei (x,,) eine Folge in X mit Grenzwert x*. Falls 2* ein isolierter Punkt von X ist,
so ist x, = z* fiir alle hinreichend grofien n. Dann ist offenbar lim,, . f(z,) =
f(z*). Sei nun z* ein Haufungspunkt von X. Ist die Menge aller n € N mit
x, # o* endlich, so ist wieder z, = z* fiir alle hinreichend groflen n und damit
lim, o0 f(x,) = f(2*). Ist diese Menge dagegen unendlich, so kénnen wir eine
Teilfolge (zx,) von (x,) auswihlen, die genau die Elemente dieser Menge als
ihre Werte annimmt. Diese Teilfolge liegt in X \ {2*} und konvergiert gegen x*.
Wegen Bedingung (b) gilt dann lim,, . f(xg,) = f(z*). Die iibrigen (nicht fiir
die Teilfolge ausgewihlten) Glieder der Folge (z,) sind gleich z*. Damit ist klar,
dass lim,, o f(2,) = f(x%). ]

Satz 6.5 Fine Funktion f : X — Y ist genau dann stetig auf X, wenn das
Urbild jeder in'Y offenen Menge offen in X ist.

Beweis. Sei zunichst f stetig auf X und G offen in Y. Falls f~}(G) = 0, so ist
/7HG) offen (Satz 3.8). Sei also f~!(G) # () und z* ein beliebiger Punkt aus
f7YG). Dann ist f(z*) € G. Da G offen ist, gibt es ein € > 0 mit U.(f(z*)) C G.
Nach Satz 6.2 existiert zu diesem € ein § > 0 so, dass f(Us(z*)) C U(f(x")).
Dann ist Us(xz*) C f~(U.(f(z*))) und somit erst recht Us(z*) C f~1(G). Also
ist das Urbild f~!(G) offen.

Sei nun umgekehrt f~!(G) fiir jede in Y offene Menge G offen. Wir zeigen, dass
dann f auf X stetig ist. Sei 2* € X und ¢ > 0. Dann ist U.(f(z*)) in Y offen
(Satz 3.9). Nach Voraussetzung ist f~*(U.(f(z*))) offen in X. Da z* in diesem
Urbild liegt, gibt es ein § > 0 so, dass Us(z*) C f~Y(U.(f(z*))). Dann ist aber
f(Us(z*)) C U(f(x*)), d.h. f ist stetig an der Stelle z*. Da z* beliebig gew#hlt
war, folgt die Behauptung. [
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Die Bedeutung dieses Satzes liegt darin, dass er eine Charakterisierung der Ste-
tigkeit bei alleiniger Kenntnis der offenen Mengen in X und Y erlaubt (beachten
Sie die Anmerkung am Ende von Abschnitt 3). Er kann benutzt werden, um
stetige Funktionen auf topologischen Rdumen zu definieren.

Wir betrachten nun Verkniipfungen stetiger Funktionen.

Satz 6.6 Seien X,Y,Z metrische Riume und f : X =Y, g:Y — Z Funk-
tionen. Ist f in x* € X und g in f(z*) € Y stetig, so ist die Verknipfung
gof: X — Zinx* stelig.

Beweis. Sei (z,,) eine konvergente Folge in X mit Grenzwert x*. Wegen der Ste-
tigkeit von f in z* konvergiert die Folge (f(z,)) in Y gegen f(z*). Da g in f(z*)
stetig ist, folgt die Konvergenz der Folge (g(f(z,))) gegen g(f(z*)) in Z. ]

Man beachte aber: Ist f: X — Y eine stetige bijektive Funktion, so ist die Um-
kehrfunktion f~!:Y — X NICHT notwendig wieder stetig!

Beispiel. Sei X =[-2,-1)U[1,2], Y = [-1,1] und

+ 1 f
v+ 1 fallsz € [-2,—1), 2 1 /
o) = — .
x—1 fallsz €[1,2]. / 0 1 2
+ -1

Die Funktion f bildet X bijektiv auf Y ab und ist in jedem Punkt von X stetig.
Die zugehorige Umkehrfunktion f=!:Y — X ist

A

2+, f
LV
() = { x—1 fallsz € [-1,0),

r+1 fallsz €]0,1]. 0

Diese ist offenbar an der Stelle * = 0 unstetig. [

Wir geben spéter Bedingungen an, die die Stetigkeit der Umkehrfunktion einer
stetigen Funktion garantieren. Abschliefend vermerken wir ein niitzliches hinrei-
chendes Kriterium fiir Stetigkeit.

Definition 6.7 Fine Funktion f : X — Y heifit Lipschitzstetig in x* € X, wenn
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es eine reelle Konstante C' und eine Umgebung U (z*) (mit e > 0) so gibt, dass
dy (f(z), f(z")) < Cdx(z,2"*) fir allex € U(x"). (6.2)

Jedes solche C' heifit eine lokale Lipschitzkonstante fir f. Gilt (6.2) fir alle x, x*
aus X (mit einer gemeinsamen Konstanten C'), so heifit f Lipschitzstetig auf X.

Satz 6.8 Ist f: X — Y Lipschitzstetig in x* € X, so ist f in x* stetig.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus den Definitionen.
Beispiele. (1) Die Funktion f : R® — R, = ~ ||z|| ist Lipschitzstetig auf R™.
Wegen der Dreiecksungleichung gilt namlich fiir beliebige x,y € R™

[zl = Iyl < e = w1l

d. h. C' =1 ist eine von x unabhéingige Lipschitzkonstante.

(2) Wir zeigen, dass die Funktion f : [0,00) — R, z — /z im Punkt 0 nicht
Lipschitzstetig ist. Ware f Lipschitzstetig in 0, so gébe es ein C' > 0 und ein
€ > 0 so, dass

IVz —V0| < Clz—0| baw. z<Cz firallez € [0,¢).
Fiir hinreichend grofies n liegt =5 in [0,¢), und es miisste gelten:

V1/n2 < C/n* bzw. n < C fiir alle hinreichend grofien n.

Dies ist offenbar unméglich (N ist ja nach oben unbeschrénkt). Die Funktion f
ist aber stetig in 0. Um dies einzusehen, miissen wir fiir jedes ¢ > 0 ein 6 > 0
so angeben, dass 0 < /7 < ¢ fiir alle 0 < x < §. Jede Wahl von § < &2 leistet
dies. Dieses Beispiel zeigt, dass Lipschitzstetigkeit eine stdarkere Eigenschaft als
Stetigkeit ist. [

6.2 Stetige Funktionen auf oder nach R"

Wir betrachten nun Funktionen, die auf Teilmengen von R, C oder R" definiert
sind oder in diese Rdume abbilden.

Sei X ein metrischer Raum und f, g : X — C. Unter der Summe f + g, dem
Produkt fg und — falls 0 ¢ g(X) — dem Quotienten f/g versteht man die auf X
durch

(f +9)(x) = flx) +g(x), (fo)(x):= f(z)g(x) und (f/g)(z):= f(z)/g(x)

erklarten Funktionen.
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Satz 6.9 Sind f,g: X — C in x* € X stetig, so sind auch f+ g, fg und — falls
0¢ g(X) - f/g inx* stetig.

Dies folgt sofort aus dem entsprechenden Resultat fiir Grenzwerte (Satz 4.4). m

Die Summe f 4 g ldsst sich natiirlich auch fiir Funktionen f, g : X — R" erkléren,
und die erste Aussage von Satz 6.9 gilt entsprechend.

Sind P, @ : C — C Polynome und ist ) nicht iiberall identisch 0, so heifit die
auf {z € C: Q(z) # 0} definierte Funktion P/Q rational. Als Folgerung aus Satz
6.9 erhilt man sofort die Stetigkeit rationaler Funktionen auf ihrem natiirlichen
Definitionsgebiet.

Wir betrachten nun Funktionen auf R genauer. Fiir jeden Punkt x* € R gibt es
im wesentlichen zwei Moglichkeiten, sich diesem Punkt zu néhern: von links oder
von rechts. Dementsprechend definiert man:

Definition 6.10 Sei Y ein metrischer Raum, f : R O D — Y, und x* € R
sei ein Haufungspunkt der Menge D, := {x € D : © < x*}. Man sagt, dass der
linksseitige Grenzwert von f an der Stelle * existiert, wenn es ein y* € Y gibt,
so dass fir jede Folge (x,) in D; mit Grenzwert x* gilt lim,,_,, f(x,) = y*. Dann
heifst y* auch der linksseitige Grenzwert von f an der Stelle x*, und man schreibt
limg p-—o f(x) = y* oder lim, - f(x) = y* oder auch f(x* —0) = y*.

Analog definiert man den rechtsseitigen Grenzwert von f an der Stelle z*.

Definition 6.11 Se: f : R D D — Y, und * € D sei ein Haufungspunkt von
Dy :={x € D:x <x*}. Dann heifsit f linksseitig stetig oder stetig von links in
¥, wenn

lim f(z) = f(z").

r—x*—0

Analog definiert man Stetigkeit von rechts. Der Beweis des folgenden Satzes ergibt
sich wieder leicht aus den Definitionen und ist Hausaufgabe.

Satz 6.12 Sei f: RO D — Y, und x* € D sei Hiufungspunkt jeder der Mengen
Dy:={xeD:x<az*} und D, :={x € D:x > z*}. Dann ist f genau dann
stetig in x*, wenn [ in x* sowohl links- als auch rechtsseitig stetig ist.

Wir sehen uns nun einige Typen von Unstetigkeiten genauer an. Der Einfachheit
halber sei f : (a,b) — R und z* € (a,b). Wenn die einseitigen Grenzwerte
lim, o f(z) und lim, .« o f(x) existieren und voneinander verschieden sind,
so heift x* eine Sprungstelle (manchmal auch Unstetigkeitsstelle 1. Art). Falls
diese beiden Grenzwerte gleich sind, jedoch nicht mit f(z*) iibereinstimmen,
heifit z* eine hebbare Unstetigkeit. In diesem Fall kann man durch

f(x) falls x # z*,
g(x) = lim f(x) fallsz=2z*

rx—x*—0
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eine neue Funktion g erkldren, die auf (a,b) \ {z*} mit f tibereinstimmt und in
x* stetig ist. Unstetigkeitsstellen, die weder hebbar noch Spriinge sind, fasst man
oft unter Unstetigkeitsstellen 2. Art zusammen.

Beispiele. (1) Die Funktion f: R — R,

fa) ::{ 21 firz e R\ {1},

1 firx =1

besitzt an der Stelle 1 eine hebbare Unstetigkeit. Fiir x # 1 ist ndmlich f(z) =
x + 1 und daher lim,_,; f(x) = 2.

(2) Die Funktion f: R — R, z + sgnz hat bei z* = 0 eine Sprungstelle.

(3) Fiir jede reelle Zahl x bezeichne [z] die grofite ganze Zahl, die kleiner als oder
gleich z ist. Die Funktion f : R — Z, x — [z] ist in jedem ganzzahligen Punkt
unstetig und besitzt dort eine Sprungstelle.

(4) Die Dirichletfunktion hat in jedem Punkt eine Unstetigkeit 2. Art.
(5) Die Funktion f: R — R,

14
sin(1/z) firz >0,
fz) = { [\ [

0 firz<0 OU\/
14

besitzt in * = 0 eine Unstetigkeit 2. Art. [

Eine Funktion f : [a,b] — Y heifit stickweise stetig, wenn es endlich viele Zahlen
a=ay<a <...<a,=>bgibt so, dass f auf jedem Intervall (a;,a;1) stetig
ist und in allen Punkten a; alle einseitigen Grenzwerte von f existieren. Die
Funktionen aus den Beispielen (2) und (3) sind stiickweise stetig.

SchlieBlich sei darauf hingewiesen, dass die Betrachtung von Grenzwerten “in eine
bestimmte Richtung” auch niitzlich ist bei Funktionen mehrerer Verénderlicher.
Als Beispiel fragen wir uns, ob die Funktion

rny | B ) €RV (0.0,
T 00 falls (o) = (0,0)

stetig in (0, 0) ist. Dazu lassen wir fiir jedes feste a € R den Punkt (z,y) entlang
der Geraden y = ax gegen (0,0) streben:

ax2 (0%

lim ———— =Ilim = )
(z,y)—(0,0) x? + y2 =0 12 4+ o212 1+ a?

y=ax
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Das Resultat hingt offenbar von der Richtung ab, in der wir uns dem Punkt (0, 0)
genéhert haben. Also ist f nicht stetig in (0, 0).

Oft mochte man das Verhalten einer Funktion f bei Anndherung an einen Punkt
xo genauer beschreiben. Dies kann geschehen durch Vergleich mit einer anderen
Funktion. Dazu treffen wir folgende Vereinbarungen. Es sei R die um die Punkte
+oo erweiterte Zahlengerade. Jede Menge der Gestalt [—o0o,s) = (—o0,s) U
{—o00} mit s € R heiit eine Umgebung von —oo, und jede Menge der Gestalt
(s,00] := (s, 00)U{+00} mit s € R eine Umgebung von +o00. Ist U eine Umgebung
von z € R, so heifit U \ {z} eine punktierte Umgebung von x.

Definition 6.13 Se: 2y € E,_und seien f und g reellwertige Funktionen, die auf
einer punktierten Umgebung U(xo) von xo definiert sind. Ferner sei g(x) # 0 fiir
alle x € U(xg). Man vereinbart folgende Symbolik:

o f(z) = O(g(x)) (x — x) bedeutet: Es gibt ein C € R so, dass |f(z)| <
(x)| fir alle x aus einer punktierten Umgebung von x.

o f(z)=o0(g(x)) (xr — x0) bedeutet: % — 0 fiir © — xo.

o f(z) ~ g(x) (x — xg) bedeutet: Es gibt ¢,C € (0,00) so, dass c|g(z)] <
|f(z)| < Clg(x)] fir alle x aus einer punktierten Umgebung von xy.
o f(x)~g(z) (x — o) bedeutet: % — 1 fir x — x.

Man liest dies der Reihe nach als: f ist grof8 O von g, f ist klein o von g, f ist
von gleicher Ordnung wie g, und f und g sind asymptotisch gleich.

Ist schliefilich h eine auf U(xo) definierte reellwertige Funktion, so vereinbart
man die Schreibweisen

f(x) = h(z) +O(g(x)) (2 — o)
fir f(x) —h(z) = O(g(x)) (x — o) sowie
f(x) = h(z) +o(g(z)) (z — x0)
fr f(z) = h(x) = o(g(x)) (x — x0).
Beispiele. (1) f(z) = O(1) (z — x0) bedeutet |f(z)| < C -1 fiir z € U(xp), d.h.

f ist in einer punktierten Umgebung von xy beschrénkt. Beispielsweise ist

sinz = O(1) (x— o),
sinz = O(1) (x—0),
1/z = O(1) (x— o0),

aber 1/z # O(1) (z — 0).
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(2) f(z) =o(1) (x — xp) bedeutet f(x) — 0 fiir x — x(. Beispielsweise ist

sinz = o(1) (x — 0),
sinz = x+o(l) (x—0),

aber sinx # o(1) (x — o).

(3) f(x) = O(z™) (x — o) bedeutet: es gibt ein reelles C so, dass |f(z)| < Clz|"
fiir alle z € U(xy). Beispielsweise ist

sinz = O(2?) (z— o0),
sinz = O(2%) (z—1),

aber sinz # O(z?) (z — 0).

Firn > 1ist f(z) = O(a") (z
f(z) fir x — oo, und f(z) = O(x
x — 0 gegen 0 strebt.

— 00) eine Bedingung an das Wachstum von
") (x — 0) beschreibt, wie schnell f(z) fiir

ﬂﬂ/\nu (\m
A
f(z) = O(z)(z = 0) f(x) = O@*)(z —0)

(4) Fiir x > 0 sei 7(z) die Anzahl der Primzahlen kleiner oder gleich x. Tsche-
byscheff hat gezeigt, dass

m(x) ~ % (x — 00),

Hadamard und de la Vallée Poisson haben den Primzahlsatz

W@Nﬁ;@%@

bewiesen, und eine grofle unbewiesene Vermutung der Zahlentheorie ist, dass

ﬂ@ﬂ%+mﬁ)u%@. .
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6.3 Potenzreihen in C

Ist (an)n>0 eine Folge komplexer Zahlen, so kann man fiir jedes z € C die Reihe
> oo g anz™ betrachten. Diese Reihe heifit eine Potenzreihe, und die Menge aller
z € C, fiir die diese Reihe konvergiert, heif3t ihr Konvergenzbereich. Ist D dieser
Konvergenzbereich, so wird durch

eine komplexwertige Funktion auf D festgelegt. Allgemeiner betrachtet man auch
Potenzreihen )7 a,(z — 29)" mit einem Entwicklungspunkt zy € C. Da diese
lediglich durch durch Verschiebung um z, aus der Potenzreihe Y a,,2" hervor-
gehen, beschrinken wir uns im folgenden oft auf den Fall z, = 0.

Beispiel. Aus Beispiel 1 in Abschnitt 5.1 wissen wir, dass der Konvergenzbereich
der geometrischen Reihe Y7 2" gleich {z € C: |z| < 1} ist und dass auf dieser

Menge Y > 2" = 1= gilt. n

In diesem Beispiel ist der Konvergenzbereich eine Kreisscheibe. Dies ist typisch
fiir Potenzreihen! Vorbereitend zeigen wir:

Lemma 6.14 (a) Wenn die Potenzreihe Y~ a,z" fir ein zy # 0 konvergiert,
so konvergiert sie fir jedes z € C mit |z| < |zo| absolut.

(b) Divergiert die Reihe Y 7 janz" fir ein zy # 0, dann divergiert sie fir jedes
z mit |z| > |z

Beweis. (a) Aus der Konvergenz an der Stelle zy und dem notwendigen Konver-
genzkriterium folgt die Beschrénktheit der Folge (a,z{). Es gibt also ein M € R
so, dass |a,zJ| < M fir alle n € N.

Sei nun z € C mit |z| < |z9]. Wir schreiben z als Azp mit |A| < 1. Wegen
|A] <1 und

|an2"| = lan X"z | = |A"[ |anzg| < M A"

ist die Reihe M Y > (|A|" eine konvergente Majorante fiir ) a,2". Nach dem
Vergleichskriterium konvergiert die Reihe ) a,,2" absolut.
(b) Wiirde > 7 a,z" fiir ein |z| > |zo| konvergieren, so wiirde nach Teil (a) auch
die Reihe Y7 a,z{ konvergieren. Widerspruch. n

Folgerung 6.15 Konvergiert die Reihe Y " a,z" fiir jedes z € C, so konver-
giert sie fiir jedes z € C absolut.

Satz 6.16 Fir jede Potenzrethe Y -, a,z" gibt es eine Kreisscheibe K := {z €
C : |z| < R} mit folgender Eigenschaft: Liegt z im Innern von Kg (d.h. ist |z| <
R), so konvergiert Y a,z" absolut; liegt z auflerhalb von Kg (d.h. ist |z| > R),
so divergiert Y a,z".
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Dabei lassen wir ausdriicklich folgende Grenzfille zu:
R=0«< Kr={0} sowie R=o00< Kr=C.

Beweis. Sei ) a,2" eine Potenzreihe und D ihr Konvergenzbereich. Offenbar
ist stets 0 € D und daher D = ().

Falls D = {0} oder D = C, so ist die Aussage des Satzes richtig wegen
Folgerung 6.15. Sei also {0} € D C C. Dann gibt es Punkte 2,2, € C\ {0} so,
dass Y 7 a2y konvergiert und > 7 a,z2} divergiert. Die Menge

M:={reR:3z€ Dmit |z| =r}

ist nach oben beschriankt (z.B. durch |z;|) und enthélt positive Zahlen (z.B. |z]|).
Also besitzt M ein positives und endliches Supremum, welches wir R nennen.
Sei z € C mit |z| < R. Nach Satz 1.14 gibt es ein r € M so, dass |z| <r < R,
d.h. es gibt ein zy € D mit |z]| < |z9| < R. Lemma 6.14 (a) liefert in diesem Fall
die absolute Konvergenz von »° / a,z". Sei nun noch z € C mit |z| > R. Wiirde
Y oo g anz™ konvergieren, so wére |z| € M und daher |z| < R, ein Widerspruch. m

Ein zu Satz 6.16 analoges Resultat gilt auch fiir Potenzreihen mit Enwicklungs-
punkt zp # 0; dann hat man Kg durch {z € C: |z — 2| < R} zu ersetzen.

Die “Zahl” R € [0,00) U {oo} aus Satz 6.16 ist eindeutig bestimmt und heifit
der Konvergenzradius der Potenzreihe Y a,z".

Satz 6.17 (Formel von Cauchy/Hadamard) Fir den Konvergenzradius R
der Potenzreihe Y a,z" gilt

R = (limsup /|a,|)"".

n—oo

Dabei vereinbaren wir:
R =0 falls limsup {/|a,| =00 sowie R = oo falls limsup {/|a,| = 0.
Beweis. Sei zunéchst 0 < lim sup {/]a,| < co. Wegen

limsup v/ |a,z"| = |z| limsup {/|a,|

liefert das Wurzelkriterium (Satz 5.11):

e fiir |z| < (limsup {/|a,|)~" konvergiert > 7 a,2z™ absolut.

o fiir |z| > (limsup {/|a,|)~" divergiert Y - a,z".

Also stimmt in diesem Fall (limsup {/|a,|)~! mit dem Konvergenzradius der Rei-
he > a,z" iiberein. Der Beweis in den beiden tibrigen Fillen limsup {/|a,| €

{0, 00} ist Hausaufgabe. ]
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Folgerung 6.18 Die Potenzreihen ) .- anz" und Y~ na,z" haben den glei-
chen Konvergenzradius.

In der Tat, wegen lim {/n = 1 (Beispiel 3 in Abschnitt 4.3) ist

lim sup {/|na,| = limsup /n{/|a,| = limsup {/|a,|.

Satz 6.19 Sei ) a,z" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Dann
ist die Funktion f : z v+ > > ja,z" auf {z € C : |z| < R} stetig und fir jedes
r € (0,R) auf {z € C: |z| <r} Lipschitzstetig.

Beweis. Sei r € (0, R). Wir zeigen zuerst, dass f auf {z € C : |z| < r} Lipschitz-
stetig ist. Dazu schitzen wir | f(z) — f(20)| fiir beliebige z, 2z mit |z|, |z9| < r nach
oben ab. Mit der leicht nachzurechnenden Identitéit

i
L

el = (2 —20) Y 2R (n>1)
0

b
I

finden wir

) = fel = | D e = 25)

n=1

o) n—1
= ’(z—zg)Zanszzg_l_k‘
=1 k=0
00 n—1
< e =zl 3 Jaul 3 ezl
k=0

n=1

o0
< |z — 2| Z lan| nr™ ! (wegen |z], |20 < 7).
n=1

Nach Folgerung 6.18 hat die Potenzreihe ) | |a,|nz" den gleichen Konver-
genzradius R wie die Reihe > 7 a,2". Wegen r < R ist also auch die Reihe
>0 | lan| nr™~! konvergent. Bezeichnen wir ihre Summe mit C, so folgt

|f(2) = f(20)| < Clz — 2| fiir alle |z] < 7.

Die Funktion f ist also Lipschitzstetig auf {z € C : |z| < r}. Da jedes z; € C mit
|20| < R in einer solchen Kreisscheibe liegt (mit einem 7 zwischen |zp| und R),
ist f nach Satz 6.8 stetig auf {z € C: |z| < R}. n

Das Abklingen der Potenzreihe wird genauer beschrieben in folgendem Satz. Den
Beweis sollten sie zur Ubung selbst versuchen.
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Satz 6.20 Ist f(x) = > " a,a™ eine Potenzrethe mit positivem Konvergenzra-
dius, so ist fir jedes k € N

k
- Zanx” + O (z—0).

n=0

In den Bezeichnungen von Satz 6.19 gilt fiir jedes zo mit |z9] < R

,}EEO 2 a,z" = gglo f(2) Z anzy = Z an, 2}1_>rr210 z (6.3)

Satz 6.19 trifft also eine Aussage iiber die Vertauschbarkeit der beiden Grenz-
prozesse lim,_,, und ZZOZO in dieser speziellen Situation. Aussagen iiber die Ver-
tauschbarkeit von Grenzprozessen sind fiir die Analysis aulerordentlich wichtig
und werden uns noch oft begegnen.

Sei f(z) =>_,° ,a,z" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R € (0, c0). Im
allgemeinen kann man nichts iiber die Konvergenz dieser Reihe in Punkten z mit
|z| = R sagen: Die Reihen Y7 /2" und Y7 | 52" haben beide den Konvergenz-
radius 1; die erste dieser Reihen konvergiert fiir kein 2 mit |z| = 1, die zweite fiir
jedes z mit |z| = 1.

Im wesentlichen sagt der folgende Satz, dass man die Konvergenzaussage aus
(6.3) noch retten kann, wenn |zg| = R und die Reihe > 7  a,2{ konvergiert. In
diesem Satz beschrinken wir uns der Einfachheit halber auf R = 1 und 2z = 1.

Satz 6.21 (Abelscher Grenzwertsatz) Die Potenzreihe f(z) = Y 0 a,2"
habe den Konvergenzradius R = 1, und die Reihe Y~ a, sei konvergent. Fir
jede reelle Folge (x,) mit 0 < x, < 1 und x, — 1 gilt dann f(x,) — f(1) =
Yoo o @ flir n — 0o,

Beweis. Sei A := > a,. Wir kénnen ohne Einschriankung der Allgemeinheit
annehmen, dass A = 0 (andernfalls ersetzen wir in der gegebenen Reihe a¢ durch
ap — A).

Im Beweis machen wir Gebrauch von der Abelschen Summationsformel (,,par-
tielle Summation*). Dazu sei s,, := ZZ:O ar and s_; := 0. Dann ist a,, = S,,— Sn—1
fiir alle n € N und

f(z):ianz”:i(sn—sn 1) anz —an 1—z)§:5 2"

(man beachte, dass die Reihen Y >° 's,2™ und Y 2 s,2" ! wegen s, - A =0
einen Konvergenzradius von mindestens 1 haben).
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Sei ¢ > 0. Wegen s,, — A = 0 gibt es ein M € N so, dass |s,| < &/2 fiir alle
n > M. Fiir jedes z € (0,1) ist dann

’(1 —x) i Spx”
n=0

< ‘(1 — ) S

n=0 n=M
M-1 c (o)
< (1—ux) \sn|+(1—x)§zx
n=0 n=M
M-1 M
£ x
- 1— n (11— 5
=0 Sl + 50 -0

also

mit C == S M " s,| < 0o. Wegen x,, — 1 finden wir schlieBlich ein N € N so, dass
(1—z,)C < e/2fur allen > N. Fiir allen > N ist dann |f(z,)| < e/2+¢/2 = ¢,
d.h. f(z,) — f(1) =0. ]

Dar Satz gilt fiir beliebige Konvergenzradien R € (0, 00) und beliebige Punkte 2,
mit |z9| = R, fiir die die Reihe )7  a,z{ konvergiert. Auch muss die Annéhe-
rung von x, an 2o nicht radial erfolgen; vielmehr diirfen sich die z,, entlang einer
beliebigen Strecke in Konvergenzgebiet mit zy als Endpunkt bewegen. Die Kon-
vergenzgeschwindigkeit wird jedoch geringer, je ndher diese Strecke zum Rand
des Konvergenzgebietes liegt.

Man kann Satz 6.21 benutzen, um Reihendarstellungen fiir In2 und 7 zu ge-
winnen.

Wir sehen uns noch das Produkt von Potenzreihen an. Sind 7 a,2" und
> o o bnz™ Potenzreihen, die beide auf der Kreisscheibe {z € C : |z < r} mit
r > 0 konvergieren, so konvergieren sie dort absolut (Satz 6.16). Wir konnen daher
nach Satz 5.17 das Produkt (> a,z")(>_ b,2") bilden, indem wir alle Produkte
an2"bp2* = a,by2"* bilden und diese in beliebiger Reihenfolge aufsummieren.
ZweckméBig wird man dieses Aufsummieren so organisieren, dass man Summan-
den mit gleichem Exponenten bei z zusammenfasst:

(S0) (S
n=0 n=0
= aobozo + ((Iobl + albo)zl + (a0b2 + albl =+ CLQbo)Zz 4+ ...
= Z (Z akbn_k>z” = Z 2"
n=0 k=0 n=0
Die Reihe > 7 ¢,2" ist offenbar nichts anderes als das Cauchyprodukt der Rei-

hen >~ ja,2" und Y7, b,2". Sie konvergiert nach Satz 5.17 absolut fiir |z| < r.
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6.4 Einige spezielle Funktionen
6.4.1 Die Exponentialfunktion

Die Potenzreihe Y > % konvergiert fiir jedes z € C absolut, wie man mit dem
Quotientenkriterium sofort iiberpriift:
i L

T+ D] n+1

Ap+1
Qn,

— 0 firn — oo.

Die somit auf ganz C definierte Funktion z — 7 ‘;—T heifit die Fzponential-
funktion und wird mit exp bezeichnet. Nach Satz 6.19 ist diese Funktion stetig
auf C. AuBlerdem gilt offenbar exp() = 1 sowie exp1l = e nach Beispiel 3 aus
Abschnitt 5.1.

Die Exponentialfunktion geniigt einer Funktionalgleichung.

Satz 6.22 Fir alle z,w € C ist exp(z + w) = exp z - exp w.

Beweis. Zur Multiplikation der Reihen expz =Y >7 (2 und expw = > 2, “¢
benutzen wir das Cauchyprodukt (beide Reihen konvergieren ja auf ganz C abso-

. . n k
lut, so dass es auf die Reihenfolge des Zusammenfassens der Summanden 27 - 4+

nicht ankommt). Damit ist

B e peg & w" B ©  n Zk wnfk
expz-expw = () (X)) =X G

n=0 n=0 n=0 k=0
— 1 ¢ n! k, n—k

- Zﬁzk!(n—k)vzw
n=0 k=0

S S5 S () EEE SR TR
n=0 n' k=0 k n=0 n‘

Folgerung 6.23 Fiir alle z € C ist exp z # 0.
Es ist ndmlich exp z - exp(—z) = exp0 = 1. m

Folgerung 6.24 Fir alle rationalen Zahlen v = m/n mit m,n € Z und n > 1

18t
expr = e = Ve

Beweis. Aus Satz 6.22 folgt exp(mz) = (exp z)™ fiir alle m > 1. Fir m = 0
ist diese Aussage offenbar ebenfalls richtig, und fiir m < 0 haben wir wegen
exp(mz) exp(—mz) = 1

1 1

exp(mz) = oxp(—m?) = (epa)™ = (exp 2)™.
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Es ist somit exp(mz) = (expz)™ fiir alle m € Z. Insbesondere ist expm =
(expl)™ =e™und e = expl = exp 2 = (exp %)", also exp% = e!/" = {fe. Wir
erhalten damit

m 1\m m
exprzexp—z(exp—) :<{L/E> =e™n =" [
n n
Da expr = € fiir alle rationalen Zahlen gilt, wihlt man héufig e* statt exp z als
Bezeichnung fiir die Exponentialfunktion.
Folgerung 6.25 Fiir alle x1,x5 € R mit x1 < x5 ist ' < ™2,
Beweis. Fiir die positive Zahl y := xy — z gilt

2

y" y oy
y_E: _ 7
et = 70n!_1+1!+2!+'”>1'

Somit ist e"27%1 = e™e "1 = "2 /e™ > 1 und folglich e*? > ™. m

6.4.2 Die trigonometrischen Funktionen

. . . —1)" —1)"
Die Potenzreihen sinz := > %z%“ und cosz ==Y >0, %22” konver-

gieren fiir jedes z € C absolut (Quotientenkriterium) und definieren die Sinus-
bzw. Kosinusfunktion auf C. Beide Funktionen sind nach Satz 6.5 stetig auf C.
Durch Einsetzen der entsprechenden Potenzreihen iiberpriift man, dass

1 1
cos z = i(exp(iz) + exp(—iz)) und sinz = §<exp(z’z) — exp(—iz)) (6.4)
i
fiir alle z € C. Durch Addition folgt aus (6.4) die Eulersche Formel

exp(iz) = cosz +isinz fir alle z € C.

Eine Kombination dieser Formel mit der Beziehung exp(nz) = (exp z)" liefert die
Formel von Mouvre

(cosz 4 isin z)" = exp(niz) = cos(nz) + isin(nz) fir z € C,

die u.a. die Grundlage fiir das Wurzelziehen im Bereich der komplexen Zahlen
bildet.

Anwendung. Wir suchen alle n-ten Wurzeln einer gegebenen komplexen Zahl
w =r(cosp +isiny) # 0,
d.h. wir suchen alle Zahlen z = s(cosv + isin®) mit 2™ = w. Nach Moivre ist
2" = 5" (cos(nip) + isin(n))) = r(cos ¢ + isin ).
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Ein Vergleich von Betrag und Argument liefert s* = r, also s = /r, sowie
ny = ¢ + 2kr mit k € Z. (Wir werden 7 spéter exakt definieren. Dies ist das
“Schul-7”.) Die Argumente v, := (¢ + 2km)/n nehmen nur fir k =0,...,n —1
verschiedene Werte an. Es gibt daher genau n n-te Wurzeln aus w # 0, ndmlich

die Zahlen ok ok
2 = C/F(cos (—(’0 +n 7r) + ¢ sin (—SD +n 7T))

mit kK =0,...,n—1. Diese liegen auf dem Kreis vom Radius /7 um 0 und bilden
die Ecken eines regelméfligen n-Ecks. [

AufBlerdem folgt unmittelbar aus den Definitionen
cosO0=1, sin0=0, cosz=cos(—z), sinz= —sin(—z).

Funktionen f mit der Eigenschaft f(z) = f(—z) bzw. f(z) = —f(—z) fir alle
z € C oder z € R heilen auch gerade bzw. ungerade.

Satz 6.26 Fir alle z,w € C gelten die Additionstheoreme

cos(ztw) = coszcosw F sin zsinw,

sin(z+w) = sinzcosw % cos zsinw.

Beweis. Der Beweis kann wie der von Satz 6.22 durch Multiplikation der ent-
sprechenden Potenzreihen gefiihrt werden. Einfacher ist es, Satz 6.22 und die
Identitéaten (6.4) zu benutzen. So ist

COS z cos w — sin z sin w

_ 5 (ezz + e—zz)§ (ezw + 6—zw) o 2_2 (ezz . 6—12)2_ (ezw . e—zw)
Zl [(ez(z+w) + ez(z—w) + ez(w—z) + e—z(z—l—w))
+ <ei(z+w) . ei(z—w) . 6z’(w—z) + 6—i(z+w))

1 . .
_ 5 (ez(erw) + efz(erw)) _ COS(Z + w>.

Das zweite Additionstheorem zeigt man ebenso. [

Aus den Additionstheoremen erhélt man eine Vielzahl weiterer Beziehungen zwi-
schen Sinus- und Kosinusfunktionswerten. Gleichsetzen von z und w ergibt die
fiir alle z € C giiltigen Identitdaten

sin®z +cos’z = 1,
cos(2z) = cos®’ z —sin’z = 2cos’z —1=1—2sin’z,
sin(2z) = 2sinzcosz



(wobei, wie iiblich, cos? z fiir (cos z)? steht). Aufierdem gilt (,* Hausaufgabe):

. . Z2Fw . zxw

sinz+sinw = 2cos sin ,
2 2

Z+w Z—Ww

cosz +cosw = 2cos Cos ,
2 2

2t w . oz—w

Cosz —cosw = —2sin 5 sin 5

Den Tangens und Kotangens von z € C erkldren wir durch

sin z CoS 2
tanz = , cotz:i= — .
COS 2 sin z

Diese Definition ist natiirlich nur fiir solche z € C méglich, fiir die cos z bzw. sin z
ungleich 0 sind. Uber die Nullstellen der Sinus- und Kosinusfunktion machen wir
uns im néchsten Abschnitt Gedanken.

Schliellich definieren wir fiir z € C die Hyperbelfunktionen

1

sinhz := i(expz - exp(—z)) = —isin(iz),
1

coshz = §<expz+exp(—z)> = cos(iz),

die man z. B. als Hyperbelsinus oder sinus hyperbolicus liest.

6.5 Der Zwischenwertsatz

Fiir die weitere Untersuchung der trigonometrischen Funktionen benotigen wir
das folgende Resultat, welches eine wichtige Eigenschaft stetiger reellwertiger
Funktionen beschreibt.

Satz 6.27 (Zwischenwertsatz von Bolzano) Sei f : [a,b] — R eine stetige
Funktion, und sei f(a) # f(b). Dann gibt es fir jede Zahl y*, die echt zwischen
f(a) und f(b) liegt (d.h. es ist f(a) < y* < f(b) oder f(b) < y* < f(a)) ein
xz* € (a,b) mit f(a*) = y*.

y L

=

=
|

~
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Beweis. Wir fithren den Beweis mit Hilfe einer Intervallschachtelung. Der Be-
stimmtheit halber sei f(b) > f(a) (falls f(b) < f(a) verlauft der Beweis analog).
Fir £ > 0 definieren wir rekursiv

[0 = [CL(), bo] mit ap = a, bo = b,
[atte b ] falls  f(%f) < y* < fby),
lar, 252] falls flay) <y < f(2%5).

Diese Intervalle sind ineinander geschachtelt (d.h. I, C I} fiir alle k), und fiir
ihre Langen gilt

Tiy1 = [ag41, b1 = {

1 1

b1 — apy1 = = (b —ax) = .

5 ..:W(bo—ao)—ﬂJ fir £ — oo.

Nach dem Intervallschachtelungsatz gibt es genau eine reelle Zahl x* mit z* €
I, fir alle k, und es gilt " = limg_ .o ax = limg_,, bg. Da f stetig ist, folgt
hieraus f(z*) = limy o f(ar) = limg_o f(bg). Der Grenziibergang k — oo in
flag) < y* < f(bg) liefert nun sofort f(z*) = y*. SchlieBlich kann z* wegen
f(a) < y* < f(b) weder mit a noch mit b zusammenfallen. n

Folgerung 6.28 Sei f : [a,b] — R stetig und sei f(a)f(b) < 0. Dann gibt es
eine Stelle & € (a,b) mit f(§) = 0.

\5 b

AN | i
f

Mit Hilfe des Zwischenwertsatzes konnen wir nun zeigen:

Satz 6.29 Die Sinusfunktion auf R besitzt genau eine Nullstelle im Intervall
(0,4].

Beweis. Es ist

x2n+3 x2n+1
2n+3) (2n+ 1)
B 72 <{ 22/6 <1 fallsz € [0,2], n >0,
(2n+3)(2n+2) 7 | 42/20 <1 fallsz €[0,4], n > 1.

Auf (0,4] ist die Sinusfunktion also durch eine alternierende Reihe mit mo-
noton fallenden und gegen 0 konvergierenden Gliederbetragen erkldrt. Ahnli-
che Abschétzungen wie im Beweis des Leibniz-Kriteriums (Satz 5.5) liefern fiir

O<z <2
3 2

. x x 4
Smx>x—§:x<1—g)2x<1—6>>0
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und fir x =4

v 4 <43 45> (47 49> 268 ~0

S TR TRT 7o) T a5 T
Nach Folgerung 6.28 hat die reelle Sinusfunktion eine Nullstelle zwischen 2 und
4.

Wir zeigen noch, dass diese Funktion hochstens eine Nullstelle in (0, 4] hat.
Wie wir bereits gesehen haben, miissen alle diese Nullstellen in (2,4) liegen.
Angenommen, es gibt zwei solcher Nullstellen, d.h. es gibt Zahlen 2 < 7y < x5 < 4
mit sinz; = sinzy = 0. Nach den Additionstheoremen ist dann

sin(xg — 1) = sinxg cosry — cos rasinx; = 0,

d.h. auch x5 — x;1 ist eine Nullstelle. Nun ist aber 0 < x5 — ;7 < 2, und auf dem
Intervall (0,2) ist die Sinusfunktion streng positiv. Widerspruch. |

Die in Satz 6.29 beschriebene Nullstelle nennen wir 7. Eine ndherungsweise Be-
rechnung (z.B. {iber eine Intervallschachtelung wie im Beweis von Satz 6.27) ergibt

T~ 3.14159. ... Man kann beweisen, dass 7 nicht rational ist.
Aus sinm = 0 und sin® 7 + cos? 7 = 1 folgt | cos | = 1. Da cos 7 reell ist, ist
entweder cosm™ = 1 oder cosm = —1. Wére cosm = 1, so wiirde aus

1:cos7rzcos(2-g):1—251n2g

folgen, dass sin § = 0. Dies ist unmdglich, da § < 7 und 7 per Definition die

kleinste positive Nullstelle der Sinusfunktion ist. Daher cosm = —1. Ahnlich
findet man die Werte

T V2

. 1 ™ 0 .
1mnm— = —_ = 1m—-— = _—= —,
S 5 ,  COs 5 , S 1 cos 1 5

Mit den Additionstheoremen bekommt man dann fiir alle z € C

sin(z + m) = —sin 2, cos(z + ) = —cos z,
sin(z + 27) = sin z, cos(z + 2m) = cos z,
sin(g + 2) = cos z, cos(g +2) = Fsinz.

Eine Funktion f : C — C (oder f : R — R) heifit periodisch, wenn es eine
komplexe (oder reelle) Zahl p # 0 so gibt, dass f(z+p) = f(z) fiir alle z € C (bzw.
R). Die Zahl p heifit dann eine Periode von f. Die Sinus- und Kosinusfunktion
sind also periodisch auf C, und 27 ist eine Periode fiir beide Funktionen.

Wir vermerken noch eine Konsequenz der Eulerschen Formel:

e +1=0,
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welche die 5 bemerkenswerten Zahlen 0, 1,4, e, 7 miteinander verkniipft. Quadrie-
ren dieser Gleichung liefert ™ = 1. Zusammen mit dem Additionstheorem (Satz
6.19) zeigt dies, dass

exp z = exp(z + 2mi) fiir alle z € C.
Die komplexe Exponentialfunktion ist also 2mi-periodisch.

Satz 6.30 Die komplexe Sinusfunktion hat thre Nullstellen genau in den Punkten
km mit k € 7Z, und die komplexe Kosinusfunktion hat thre Nullstellen genau in
den Punkten (k+ 3)m mit k € Z.

Alle Nullstellen dieser komplexen Funktionen sind also reell.

Beweis. Wir iiberlegen uns die Aussage fiir die Sinusfunktion. Da die Sinus-
funktion in (0,7) keine Nullstellen hat und sin(z + 7) = —sinz fir alle z € R
gilt, folgt sofort, dass die Zahlen die Gestalt km mit k € Z, die einzigen reellen
Nullstellen der Sinusfunktion sind.

Wir {iberlegen uns noch, dass es keine nichtreellen Nullstellen gibt. Angenom-
men, es ist sin(z + iy) = 0 und z,y € R. Mit dem Additionstheorem erhalten
wir

sin x cos(iy) + cos x sin(iy) = sinz coshy + i cos x sinh y = 0.

Hieraus folgt durch Vergleich der Real- und Imaginérteile
sinzcoshy =0, coszsinhy = 0. (6.5)

Wegen coshy = Z(e¥ + ¢7¥) > 0 folgt aus der ersten Gleichung in (6.5), dass
sinz = 0 und folglich # = kr mit k € Z ist. Fiir diese x ist aber | cosz| = 1, und
aus der zweiten Gleichung von (6.5) folgt dann sinhy = 0. Dies ist dquivalent zu

1
§(€y—e_y)=0 = =V = =1

Diese Gleichung ist fiir y = 0 erfiillt, und weitere Losungen kann es nach Folgerung
6.25 nicht geben. Alle Nullstellen der Sinusfunktion liegen also auf der reellen
Achse. n

6.6 Monotonie und Umkehrfunktion

Sei D C R. Eine Funktion f : D — R heifit monoton wachsend (bzw. monoton
fallend) auf D, wenn fiir alle x1,29 € D mit x; < xy gilt f(z1) < f(x2) (bzw.
f(z1) > f(z2)). Die Funktion f heiBt streng monoton wachsend (bzw. streng
monoton fallend) auf D, wenn fiir alle 21,z € D mit x1 < x5 gilt f(x1) < f(z2)
(bzw. f(x1) > f(x2)). Nach Folgerung 6.25 ist die Exponentialfunktion streng
monoton wachsend auf R.

Jede streng monotone Funktion ist injektiv (aus xy # x5 folgt f(x1) # f(x2))
und, betrachtet als Funktion f von D auf f(D) = W(f), auch surjektiv. Man
kann also ihre Umkehrfunktion f=*: W (f) — D bilden.
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Satz 6.31 Sei I C R ein Intervall, und f: I — R sei streng monoton wachsend
(bzw. fallend). Dann ist die Funktion f=*: W(f) — I ebenfalls streng monoton
wachsend (bzw. fallend), und diese Funktion ist stetig.

Beachten Sie, dass wir die Stetigkeit von f nicht verlangt haben.

Beweis. Sei beispielsweise f streng monoton wachsend. Ist f(x;) = y; und
f(z2) = yo mit y3 < yo, so muss auch z; < xg sein (andernfalls wiirde aus
Ty > 29 ja f(x1) > f(xs) folgen, da f monoton wachsend ist). Also ist f~! streng
monoton wachsend.

Wir zeigen noch die Stetigkeit von f~! in jedem Punkt yo € W(f), d.h.
Ve>0 36>0 VyeW(f) mit |y—yo| <dgilt: |[f(y)—f () <e
Diesen Beweis fiithren wir indirekt. Wir nehmen also an, dass
Je>0 Vo>0 3yeW(f) mit [y—yol <dgilt: |f7'(y) — () >e

Da dies fiir alle 6 > 0 gelten soll, konnen wir fiir 6 der Reihe nach die Zahlen
1/1,1/2,...,1/k, ... wéihlen und erhalten fiir ein gewisses ¢ > 0

Es gibt Zahlen y;, € W (f) mit v, — o so, dass |~ (yr) — f ' (vo)] > &.

. _ _ X
Sei zp = f~'(yx) und zo = f(yo). Da I k ]
|z, — xo| > e, ist wenigstens eine der fol- ITYIYVE - i,
genden Moglichkeiten realisiert: Es ist To =€ To Lo+ &

o 1 < o — ¢ fiir alle k£ aus einer unendlichen Teilmenge N, von N, oder
e 1. > 1o+ ¢ fiir alle k£ aus einer unendlichen Teilmenge Nr von N.
Im ersten Fall gilt wegen der strengen Montonie von f
yr = f(xr) < f(zog —e) fir alle k € Ny,
woraus nach Grenziibergang k — oo folgt
Yo < f(xo —€) < f(z0) = Yo,

ein Widerspruch. Genauso erhélt man im zweiten Fall einen Widerspruch. Also
ist f~! stetig. n
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6.6.1 Die reelle Logarithmusfunktion

Nach Folgerung 6.25 ist die Exponentialfunktion auf ganz R streng monoton
wachsend. Der Wertebereich dieser Funktion ist das Intervall (0,00). Wegen
expn = e" > 2" nimmt sie ndmlich beliebig grofie und wegen exp(—n) =
(expn)~! auch beliebig kleine positive Werte an. Nach dem Zwischenwertsatz
muss sie dann alle positiven Werte annehmen. Auflerdem ist expx # 0 fiir alle
x € R, so dass exp (wieder nach dem Zwischenwertsatz) keine negativen Werte
annimmt. Die Umkehrfunktion der Funktion exp : R — (0, 00) heifit der natirli-
che Logarithmus. Sie wird mit In oder log bezeichnet. Der natiirliche Logarithmus
In ist also eine Abbildung von (0, c0) auf R. Aus den entsprechenden Eigenschaf-
ten der Exponentialfunktion erhélt man leicht:

e In ist streng monoton wachsend und stetig auf (0, 00) (Satz 6.2).
e Inl=0,Ine=1, lim, ;o1 olnz = —o00, lim, ,, Inx = +00.
e Fiir alle z,y € (0,00) ist zy = ™) sowie zy = 7 - ¥ = eM@+ny al50

In(zy) =lnx +Iny.

e Insbesondere ist In(1/2) = —Inx und In(z™) = nlnx.

Die Logarithmusfunktion ermoglicht die Definition von Potenzen zu einer belie-
bigen Basis a > 0 durch
a’ =" fiirbeR.

Fiir a € (0,1) ist Ina < 0, und fiir a > 1 ist Ina > 0. Die Exponentialfunktion
zur Basis a,
R—>R, x+a",

ist daher fiir 0 < a < 1 streng monoton fallend und fiir @ > 1 streng monoton
wachsend. Fiir a = 1 ist die Funktion z +— a® konstant gleich 1. Man bestétigt
auch leicht die aus der Schule bekannten Potenzgesetze

Aty — 6(x—{-y)lna — exlna . 6ylna _ azay7
x zlna
(a:p)y — eyln(a ) — eyln(e ) — eyaclna — a(zy)'

Wegen a” = (é)*x ist der Graph der Funktion x — a” das Spiegelbild des Gra-
phen der Funktion x + (1/a)” an der y—Achse.

Fiir @ > 1 nennen wir die Umkehrfunktion zu R — (0,00), z +— a* den
Logarithmus zur Basis a und bezeichnen diese Funktion mit log,. Insbesondere
ist log, = In.
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Ganz dhnlich erhilt man, dass die fiir a € R definierte Potenzfunktion

(0,00) = R, z+ 2% :=¢n?
auf (0,00) streng monoton wachsend ist fiir @ > 0, streng monoton fallend fiir
a < 0 und konstant gleich 1 fiir a = 0. Fiir a # 0 ist ihre Umkehrfunktion gegeben
durch

(0,00) = R, z+— 2/

Nach Satz 6.31 sind diese Funktionen stetig.

A 1‘3 $2
NE
Jr
1 —+
0 1 x

6.6.2 Zyklometrische oder Arkusfunktionen

Die zyklometrischen Funktionen sind die Umkehrfunktionen der trigonometri-
schen Funktionen. Da die trigonometrischen Funktionen nicht auf ganz R injek-
tiv sind (Periodizitat!), kann man sie nur auf Teilintervallen von R umkehren. Je
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nach Wahl dieses Intervalls ergeben sich verschiedene Umkehrfunktionen. Haufig

gewahlt werden folgende Intervalle:

—~
S

~—

—~
8

=sinx auf [—7/2,7/2].
x) = arcsinz auf [—1, 1].

—_

—

=
~—
—~

8

= cosz auf [0, 7],
x) = arccos x auf [—1, 1].

[y

—~
9]

~

—

8

= tanz auf (—7/2,7/2).
= arctan z auf R.

[y

8

—~

SH
~—
—~

8

8

= cot z auf (0, ).
= arccot z auf R.

[y

e e T e

6.6.3 Areafunktionen

Die Areafunktionen sind die Umkehr-
funktionen der Hyperbelfunktionen. Da
xr + sinhz auf R streng monoton
wachsend ist, existiert die Umkehr-
funktion = + arsinhz auf R (lies:
Areasinushyperbolicus von z). Dage-
gen ist die Funktion z — coshz auf
(—00,0] streng monoton fallend und
auf [0,00) streng monoton wachsend.
Aus cosh[0,00) = [1,00) folgt: Die
Umkehrfunktion zu f [0,00) —
[1,00), = +— coshz existiert. Man be-
zeichnet sie mit arcosh.

Weiter definiert man auch

sinh z
tanh z :=

coshz

und

A

arccos T
1

arcsin x

sinx

coshz
cothzx =

sinh z

(letzteres nur fiir x € R\ {0}). Diese Funktionen haben Umkehrfunktionen

artanh z auf (—1,1) und arcoth z auf (

—00, —1) U (1, 00).
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6.7 Stetige Funktionen auf kompakten Mengen
6.7.1 Kompakte Mengen

Wir haben bereits mehrfach den Satz von Bolzano/Weierstra3 benutzt. Dieser
gilt in R und auch in R", jedoch nicht in beliebigen metrischen Rdumen. Rdume,
in denen dieser Satz gilt, spielen eine wichtige Rolle in der Analysis.

Definition 6.32 Sei (M,d) ein metrischer Raum. Fine Menge A C M heifst
kompakt, wenn jede unendliche Teilmenge von A einen Hiufungspunkt besitzt,
der zu A gehort. Insbesondere ist jede endliche Menge kompakt. Mengen, deren
Abschlieffung kompakt ist, heiffen relativ kompakt.

Der folgende Satz wird genauso bewiesen wie die Aquivalenz der beiden Fassungen
des Satzes von Bolzano/Weierstral (Sétze 4.8 und 4.9).

Satz 6.33 Sei (M,d) ein metrischer Raum. Fine Menge A C M ist genau dann
kompakt, wenn jede Folge in A eine konvergente Teilfolge besitzt, deren Grenzwert
zu A gehort.

Wir beschreiben nun einige Eigenschaften kompakter Mengen.

Satz 6.34 Kompakte Teilmengen metrischer Raume sind abgeschlossen und be-
schrdankt.

Beweis. Sei (M, d) ein metrischer Raum und A C M kompakt.

Abgeschlossenheit von A: Sei x* € M Haufungspunkt von A. Dann gibt es eine
Folge (x,) in A, die gegen x* konvergiert. Nach Satz 6.33 besitzt diese Folge eine
Teilfolge (zy, ), die gegen einen Punkt z** aus A konvergiert. Die Grenzwerte von
() und (xy,) fallen aber zusammen (Satz 3.22). Somit gehort o* = z** zu A.

Beschrinktheit von A: Wir zeigen, dass es in jeder unbeschrankten Teilmenge A
vom M eine Folge gibt, die keine konvergente Teilfolge besitzt.

Sei zy € A beliebig. Wir wihlen x; € A so, dass d(z1,x¢) > 1. Die weiteren
Folgenglieder definieren wir rekursiv. Seien g, 1, . .., ) bereits konstruiert, und
sei Ry der Radius einer Kugel um xg, die x1,...,z; enthédlt. Dann wéahlen wir
Tpy1 S0, dass d(xgy1,x0) > Ry + 1. Fiir alle [ < k ist dann

d(Tp41, 21) > d(Tpq1,T0) — d(20, 1) > R+ 1 — Ry = 1.

Je zwei beliebige Glieder der Folge (z,,) haben also einen Abstand von mindestens
1 voneinander. Diese Folge enthélt daher keine konvergente Teilfolge. [

Satz 6.35 Eine Teilmenge des Euklidschen Raumes R¥ ist genau dann kompakt,
wenn sie beschrdankt und abgeschlossen ist.

Beweis. Ist A € R* kompakt, so ist A abgeschlossen und beschrinkt nach Satz
6.34. Umgekehrt ist nach dem Satz von Bolzano/Weierstral im R* (Folgerung
4.17) jede abgeschlossene und beschrinkte Teilmenge des R* kompakt. [
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Folgerung 6.36 FEine Teilmenge des R* ist genau dann relativ kompakt, wenn
sie beschrdnkt ist.

Fiir eine weitere Charakterisierung kompakter Mengen definieren wir zunéchst:

Definition 6.37 Sei (M,d) ein metrischer Raum und A C M. Weiter sei G =
(Go)aer ein System offener Mengen in M. Das System G heifit eine offene Uber-
deckung von A, wenn A C Uae;Ga. Man sagt weiter, dass G eine endliche Uber-
deckung von A enthdlt, wenn es endlich viele Indizes o, . .., a, € I so gibt, dass
AC G, U...UG,,.

Satz 6.38 (Uberdeckungssatz von Heine/Borel) Sei (M, d) ein metrischer
Raum. Eine Menge A C M ist genau dann kompakt, wenn sich aus jeder offenen
Uberdeckung von A eine endliche Uberdeckung auswdhlen ldsst.

Beachten Sie, dass man die kompakten Mengen bereits mit Hilfe der offenen Men-
gen vollstdndig charakterisieren kann.

Beweis. Den kompletten Beweis finden Sie in Lehrbiichern zur Funktionalana-
lysis. Wir werden den schwierigeren Teil nur fiir M = R zeigen. Dieser Teil ldsst
sich ohne Miihe auch auf M = R iibertragen (Intervalle werden zu Quadern).

(<) Wir zeigen: Wenn jede offene Uberdeckung von A eine endliche Uberdeckung
enthélt, so ist A kompakt. Diesen Beweis fithren wir indirekt. Angenommen, A
besitzt eine unendliche Teilmenge S, die keinen Haufungspunkt in A hat. Dann
besitzt jeder Punkt x von A eine offene Umgebung U, () (wobei r von  abhéngen
kann), die aufler moglicherweise x selbst keinen weiteren Punkt aus S enthélt.

Das System {U,(z)}.ca bildet eine offene Uberdeckung von A. Jede Menge
aus diesem System iiberdeckt héchstens eine Punkt von S. Da S unendlich viele
Punkte enthilt, kann man aus {U,(z)},ca keine endliche Uberdeckung von A
auswahlen. Widerspruch zur Voraussetzung.

(=) Sei nun speziell M = R und A C R kompakt. Weiter sei G := (G4 )acrs €ine
offene Uberdeckung von A. Wir zeigen, dass man aus G eine endliche Uberdeckung
von A auswihlen kann. Dies zeigen wir wieder indirekt, d.h. wir nehmen an, es
lasse sich aus G keine endliche Uberdeckung von A auswihlen.

Da A beschrankt ist, gibt es ein abgeschlossenes Intervall Jy, das A enthélt.
Wir zerlegen Jy in zwei gleichlange abgeschlossene Teilintervalle. Wenigstens ei-
nes dieser Teilintervalle hat die Eigenschaft, dass sich der Durchschnitt von A
mit diesem Teilintervall nicht durch endlich viele der G, iiberdecken lasst. Die-
ses Teilintervall nennen wir J;. Nun halbieren wir J; und wéhlen wie oben ein
abgeschlossenes Teilintervall J; von Ji, so dass zur Uberdeckung von AN Jy un-
endlich viele der G, erforderlich sind. Wir fahren so fort und erhalten eine Folge
Jo D J1 D Jy D ... ineinander geschachtelter abgeschlossener Intervalle, deren
Intervalllingen eine Nullfolge bilden und so, dass fiir die Uberdeckung von AN Jj
jeweils unendlich viele der GG, erforderlich sind.
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Nach dem Intervallschachtelungssatz gibt es ein x € R mit € J; fiir alle
k. Da A abgeschlossen ist, liegt x in A. Insbesondere gibt es ein G, € G mit
x € G4. Da G, offen ist, gibt es ein € > 0 so, dass (z — ¢,z + ¢) C G,. Dann
liegen aber fiir hinreichend grofles n auch alle Intervalle J, in G,. Jedes dieser
Intervalle (und damit jede der Mengen J, N A) wird also bereits durch eine der
Mengen G,, iiberdeckt. Widerspruch. [

6.7.2 Stetige Funktionen auf kompakten Mengen

Satz 6.39 Seien X,Y metrische Raume, A C X kompakt und f : A — Y eine
stetige Funktion. Dann ist auch f(A) kompakt.

Kurz: Stetige Funktionen tberfiihren kompakte Mengen in kompakte Mengen.

Beweis. Sei (y,) eine Folge in f(A) C Y. Wir wihlen zu jedem y, ein x, € A
mit f(x,) = y,. Da A kompakt ist, besitzt die Folge (z,) eine in A konvergente
Teilfolge (x,) mit Grenzwert z* in A. Aus z;, — z* und der Stetigkeit von f
folgt f(zx,) = yr, — f(a*) € f(A). Somit besitzt (y,) eine in f(A) konvergente
Teilfolge. [

Im Falle Y = R lésst sich dieser Satz noch ergéinzen. Da f(A) beschrinkt ist,
besitzt f(A) ein (endliches) Infimum und ein (endliches) Supremum, und da f(A)
abgeschlossen ist, ist das Infimum ein Minimum und das Supremum ein Maxi-
murmn.

Satz 6.40 (Weierstrafl) Sei X ein metrischer Raum, A C X kompakt und
nicht leer und f : A — R stetig. Dann gibt es Punkte Ty, Tmax 0 A so, dass

f(zmin) = inf f(2), f(2max) =sup f(z).
zeA z€A
Kurz: Stetige reellwertige Funktionen auf nichtleeren kompakten Mengen nehmen
thr Infimum und ihr Supremum an.

Die Kompaktheit des Definitionsgebietes einer bijektiven stetigen Funktion ga-
rantiert auch die Stetigkeit der Umkehrfunktion. Genauer:

Satz 6.41 Seien X,Y metrische Raume, AsubseteqX kompakt und f : A =Y
stetig und injektiv. Dann ist f~1: f(A) — A stetig.

Beweis. Sei (y,) eine Folge in f(A) mit Grenzwert y* € f(A). Seien z,,2* € A
so, dass f(x,) =y, und f(z*) = y*. Wir zeigen, dass x, — z*.

Waire dies nicht der Fall, so géibe es eine Umgebung U, (z*) mit € > 0, auBer-
halb derer unendlich viele der x,, liegen. Wegen der Kompaktheit von A 148t sich
aus diesen z,, eine konvergente Teilfolge (x,, ) auswéihlen, deren Grenzwert T von
x* verschieden ist (aus d(z*, x,, ) > ¢ folgt ja d(z*,T) > €). Aus der Stetigkeit von
f folgt nun y,, = f(x,,) — f(T). Da aber bereits y,, — y* gilt, muss f(7) = y*
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und somit T = x* sein, ein Widerspruch. m
Mit diesem Resultat kann man auch eine gewisse Umkehrung zu Satz 6.31 zeigen.

Satz 6.42 Sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall und f : [a,b] — R eine stetige
und injektive Funktion. Dann ist f streng monoton.

Einen Beweis finden Sie in Barner/Flohr, Analysis I, S. 236. m

Abschlieflend diskutieren wir eine weitere Eigenschaft stetiger Funktionen auf
kompakten Mengen, die in vielen Beweisen ausgenutzt wird. Dazu vereinbaren
Wwir:

Definition 6.43 Seien XY metrische Riume und A C X. FEine Funktion f :
A =Y heifst gleichméBig stetig auf A, wenn es fir jedes € > 0 ein 6 > 0 so gibt,
dass fir alle z,y € A mit dx(x,y) < d gilt: dy (f(x), f(y)) < e.

Beachten Sie, dass ¢ nicht von x bzw. y abhéingt, sondern allein von & (wéhrend
bei der Definition der (gewohnlichen) Stetigkeit von f auf A das § sowohl von € als
auch von z € A abhéngt). Hélt man in der Definition der gleichméBigen Stetigkeit
den Punkt y = xg fest, so ergibt sich gerade die Stetigkeit von f an der Stelle
xg. Aus der gleichmdfigen Stetigkeit von f auf A folgt also die (gewthnliche)
Stetigkeit von f in jedem Punkt von A. Die Umkehrung gilt nicht, wie folgendes
Beispiel zeigt.

Beispiel. Fiir z € (0,1] sei f(x) := 1/z. Die Funktion f ist auf (0, 1] stetig. Wére
sie auch gleichméfig stetig auf (0, 1], so gébe es fiir ¢ = 1 ein 6 > 0 so, dass aus
|z —y| <6 folgt 1/x —1/y| < 1.
Wir wihlen n € N\ {0} so, dass £ < §. Fiir z :== £ und y := 5- ist dann
1

|z —y| < J, aber |+ — 1| = n, ein Widerspruch. ]
z oy

Satz 6.44 Seien X,Y metrische Riume, A C X kompakt und f : A —'Y stetig.
Dann ist f gleichmdfig stetig auf A.

Kurz: Stetige Funktionen auf kompakten Mengen sind gleichmdfsig stetig.

Beweis. Wir stiitzen den Beweis auf die in Satz 6.33 bewiesene Charakterisie-
rung kompakter Mengen und fithren ihn indirekt. (Empfehlung: Suchen Sie einen
alternativen Beweis unter Benutzung des Heine/Borelschen Uberdeckungssatzes. )

Angenommen, f ist auf A stetig, jedoch nicht gleichméBig stetig. Im Gegensatz
zur Definition der gleichméfligen Stetigkeit

Ve>0 30>0 Vr,ye€ Amitdx(z,y) <d: dy(f(x),fly)) <e
soll also gelten

Je>0 V6>0 drs,ys € Amit dx(zs,ys) <0: dy(f(xs), f(ys)) > €.
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Dies gilt fiir alle 6 > 0. Wir wihlen fiir 6 die Zahlen 1/k mit & € N\ {0} und
schreiben xy, y). statt xs,ys. Wir erhalten so zwei Folgen (xy), (yx) in A. Da A
kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge (z,,) von (x;) mit Grenzwert
x* € A. Da nach Wahl von zy, y, fiir alle k£ die Ungleichung dx(xg,yx) < 1/k
gilt, konvergiert auch die Teilfolge (yn,) von (yx) gegen z*. SchlieBlich gilt mit
der Dreiecksungleichung fiir jedes ny

Nun ist f aber stetig. Fiir & — oo konvergiert daher die rechte Seite dieser
Abschétzung gegen 0, woraus der Widerspruch 0 < ¢ < 0 folgt. |

6.8 Stetige Funktionen auf zusammenhingenden Mengen

In diesem Abschnitt werden wir die anschauliche Vorstellung, dass eine Menge
aus “einem Stiick” ist, préazisieren.

Definition 6.45 Sei X ein metrischer Raum. FEine Teilmenge A C X heifit
zusammenhéngend, wenn es keine zwei offene Mengen G1, Go in X mit folgenden
Eigenschaften gibt:

Glﬂngﬁ, AQG1UG2, AﬂGl#Q) und AﬂGQ%@

Diese Definition ist etwas verzwickt. Am einfachsten ist wohl zu verstehen, wann
eine Menge nicht zusammenhéngend ist:

Gi -~ ~=< G2
/ \ / \
| ) |
\ / \ /
A

Dagegen sind folgende Mengen zusammenhéngend:

Die Menge in letzten Bild ist der Graph der Funktion x — sin(1/z) auf (0, c0),
vereinigt mit dem Intervall [—1, 1] auf der y-Achse.
Wir beschreiben nun die zusammenhéngenden Teilmengen von R.

Satz 6.46 Die folgenden Aussagen sind dquivalent fiir eine Menge A C R:

(a) A ist zusammenhdngend.
(b) Aus x,y € A und z < z < y folgt z € A.
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Beweis. (a) = (b) Diese Implikation zeigen wir indirekt. Angenommen, es gibt
Punkte z,y € Aund z € R\ A mit z < z < y. Dann sind die Mengen

Gy :=(—00,2) und Gy :=(z,+0)

offen. Weiter ist G; NGy = 0 und A C G U G5, und die Durchschnitte A N G,
und A N G5 sind nicht leer, da jax € GiN A und y € Go N A. Also ist A nicht
zusammenhéngend.

(b) = (a) Auch diesen Teil zeigen wir indirekt. Ist A nicht zusammenhéngend,
so gibt es offene Mengen G, Go C R mit

GiNGy=0, ACG UG, ANG,#0, ANG,#0.

Wir withlen Punkte z € ANGy und y € AN Gy. Wegen G; NGy = () ist x # y.
Um etwas Bestimmtes vor Augen zu haben, nehmen wir x < y an (andernfalls
tauschen wir die Rollen von GGy und Gs). Unser Ziel ist es, einen Punkt z € R
mit r < z < y zu finden, der nicht zu A gehort.

Dazu betrachten wir die Menge C' := G N [z, y]. Diese Menge ist beschriankt
und nicht leer und besitzt folglich ein endliches Supremum z := sup C'. Wegen C' C
[z,y] ist x < z < y. Wir zeigen, dass z < y. Da y innerer Punkt von Gj ist, gibt es
eine offene Umgebung U von y, die ganz in G5 liegt. Wegen G N Gy = () enthiélt
U keine Punkte aus GG, und da U offen ist, kann U auch keine Hiufungspunkte
von Gy enthalten. Insbesondere ist z ¢ U und damit z < y. Ganz dhnlich erhélt
man, dass r < z.

Wir zeigen, dass z ¢ G1 U Gy. Zunéchst ist z ¢ G;. Da nadmlich (wie wir
bereits wissen) z € (z,y) ist und G offen ist, wiirde aus z € G; folgen, dass mit
z auch eine ganze Umgebung von z in G; N (z,y) liegt. Dann kann aber z nicht
das Supremum von C' sein.

Der Punkt z kann aber auch nicht in G5 liegen, da er dann ja einerseits ein
innerer Punkt von (G5 wére, andererseits in jeder Umgebung von z Punkte aus
G lagen, im Widerspruch zu G; NGy = (). Also ist 2z ¢ G7 U Gy und damit erst
recht z ¢ A. ]

Folgerung 6.47 FEine Teilmenge von R ist genau dann zusammenhdngend, wenn
sie gleich einem der Intervalle

0.8, [a.d), (B oder (c,d)
1st, wobei ¢ = —o0 und d = 400 zugelassen sind.

Beweis. Mit Satz 6.46 macht sich sofort klar, dass jedes der angegebenen In-
tervalle zusammenhéngend ist. Sei umgekehrt A eine nichtleere Teilmenge von
R, die nicht von der Gestalt eines dieser Intervalle ist, und sei m := inf A und
M = supA (m = —oo und M = +oo sind zugelassen). Dann existiert ein
Punkt z € R\ A mit m < z < M (da sonst ja eine der Intervalldefinitionen
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erfiilllt wire). Dann findet man (vgl. Satz 1.14) aber auch Punkte z,y € A mit
m<x < z<y< M. Nach Satz 6.46 kann A nicht zusammenhéngend sein. =

Einschub: Dieses einfache Bild, welches man von den zusammenhédngenden Mengen in
R hat, #indert sich drastisch, wenn man zu R? oder C iibergeht. Z.B. kann man relativ
leicht iiberpriifen, dass die Juliamengen (die wir in Abschnitt 4.5 kurz angesprochen
haben) fiir alle Parameter ¢ € [—2,1/4] zusammenhéngend sind, wihrend sie fiir alle
Parameter von Betrag grofler 2 nicht zusammenhéngend sind. Sie sind dann sogar in ei-
nem besonders hohen Maf} nichtzusammenhéngend: ihre Bilder &hneln “fein verteiltem
Staub”. Man nennt solche Mengen auch total unzusammenhdingend.

Fiir die iibrigen Parameterwerte ist es meist nicht so einfach zu entscheiden, ob die
zugehorige Juliamenge zusammenhédngend ist oder nicht. Wirklich erstaunlich ist aber
der folgende Satz:

Die zum Parameter ¢ gehorende Juliamenge ist genau dann zusammen-
hdangend, wenn ¢ zur Mandelbrotmenge gehort.

Auflerdem weiss man noch (Donady/Hubbard 1982):
Die Mandelbrotmenge ist zusammenhdngend.

Fiir Details muss ich Sie auf Spezialliteratur verweisen. [

Abschlielend schauen wir uns stetige Funktionen auf zusammenhéngenden Men-
gen an.

Satz 6.48 Seien X,Y metrische Riume, A C X zusammenhdingend, und f :
A =Y sei stetig. Dann ist f(A) zusammenhdngend.

Kurz: Stetige Funktionen dberfihren zusammenhdngende Mengen in zusammen-
hingende Mengen.

Beweis. Angenommen, f(A) ist nicht zusammenhéngend. Dann gibt es nichtleere
offene Teilmengen G, G5 von Y so, dass

GiNGy=10, f(A)CGIUGy, [f(ANG #0, f(AANGy#0. (6.6)

Seien D; := f~1(Gy) und Dy := f71(Gy). Da f stetig ist, sind D; und D, offen
in X (Satz 6.5). Aus (6.6) folgt sofort

DlﬂDQZQ), AngLJDQ, Ale#q) und AﬂDg#@
Also ist A im Widerspruch zur Voraussetzung nicht zusammenhéngend. [

Speziell kénnen wir diesen Satz anwenden auf stetige Funktionen f : [a,b] — R.
Da das Intervall [a,b] zusammenhéngend ist, ist auch f([a,b]) nach Satz 6.48
zusammenhéngend. Dann ist f([a, b]) nach Folgerung 6.47 ein Intervall. Da f(a)
und f(b) zu diesem Intervall gehoren, muss auch jeder zwischen f(a) und f(b)
liegende Wert ein Funktionswert von f sein. Dies ist aber genau die Aussage des
Zwischenwertsatzes (Satz 6.27). Wir konnen Satz 6.48 somit als Verallgemeine-
rung des Zwischenwertsatzes auf beliebige metrische Rdume deuten.
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7 Differentialrechnung fiir reelle Funktionen ei-
ner reellen Verdnderlichen

Die Beschéftigung mit den folgenden beiden Problemen hat wesentlich zur Her-
ausbildung der Differentialrechnung beigetragen.

Tangentenproblem (Leibniz). Gegeben ist eine reellwertige Funktion f, die auf
einer Umgebung von zy € R definiert ist. Gesucht ist der Anstieg der Tangenten
an den Graphen der Funktion f im Punkt (zo, f(z¢)). Der Anstieg der Sekante
durch (zo, f(zo)) und (zo + h, f(zo + h)) mit h # 0 ist leicht zu bestimmen:

f(zo+h) — flwo) f(SUO‘f‘h)—f(xo)'

(l’o + h) — X h
Sekante
fl@o+h)f oo / Tangente
flxo) Lo l
0 xé To+ h

Anschaulich erwartet man, dass sich der Anstieg der Tangente in (zo, f(x¢)) er-
gibt, wenn man den Grenzwert der Sekantenanstiege fiir h — 0 betrachtet:

lim J(zo+h) — f(xo)_

h—0 h

Geschwindigkeitsproblem (Newton). Sei s(t) die bis zur Zeit ¢ zuriickgelegte Weg-
lange eines Massepunktes bei geradliniger Bewegung. Bei gleichférmiger Bewe-

gung ist der Quotient
s(t) — s(to)

t— 1o
von den Zeitpunkten ?y,¢ unabhingig und gibt die Geschwindigkeit des Mas-
sepunktes an. Bei einer beschleunigten Bewegung kann dieser Quotient nur eine
Durchschnittsgeschwindigkeit sein. Die Momentangeschwindigkeit zum Zeitpunkt
to sollte sich als Grenzwert ergeben:

V=
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7.1 Definition der Ableitung und einfache Eigenschaften

Definition 7.1 Set D CR, f: D — R, und xg € D sei ein Haufungspunkt von
D. Dann heifit die Funktion

fx) — f(o)

T — 2o

D\{zxy} - R, =z~

der Differenzenquotient von f in xg. Die Funktion f heifit in zy differenzierbar,
wenn der Grenzwert

lim M — lim f(wo+h) — f(xo)

T—x0 T — X h—0 h

existiert. Dieser Grenzwert heifit die Ableitung von f an der Stelle xq und wird
mit f'(xo) oder % (o) bezeichnet. Die Funktion f heifst differenzierbar auf D,
wenn jeder Punkt von D ein Hdufungspunkt von D ist und wenn f in jedem
Punkt von D differenzierbar ist. SchliefSlich heifit f stetig differenzierbar auf D,
wenn f auf D differenzierbar ist und wenn die Funktion

f":D—=R, z+ f(z)
auf D stetig ist.

Eine dquivalente Beschreibung der Differenzierbarkeit liefert folgender Satz.

Satz 7.2 (Zerlegungssatz) Sei D C R und zg € D ein Hiufungspunkt von D.
Die Funktion f ist genau dann differenzierbar in xo, wenn es eine reelle Zahl o
und eine Funktion r: D — R, die in xy stetig und gleich 0 ist, so gibt, dass

f(z) = f(xo) + a(x — xo) + 7(z)(x — x0) fiir allex € D. (7.1)
In diesem Fall ist « = f'(x0).

Beweis. (=) Sei f differenzierbar in zy. Dann definieren wir o := f’(x¢) sowie

{ f@)—f(zo) f'(z0) falls z € D\ {zo},

r(z) = o

0 falls x = x.

Offenbar ist die Funktion r auf ganz D definiert und gleich 0 in zy. Wegen

(f(l“) — (o)

lim r(z) = lim
r — X

Tr—xT0 T—T0

~ f/(z0)) = 0 = r(xo)
ist r auch stetig in zy. Mit dieser Wahl von « und r folgt

f(@) — (o)

p—— =a+r(z) bzw. f(z)= f(xg) + alx —x¢) + r(x)(z — 0)
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zundchst fir alle x € D\ {zo}. Die letzte Identitit ist aber offenbar auch fiir
T = x( richtig.
(<) Aus (7.1) folgt fur alle x € D\ {xo}
f(x) — f(20)
r — 2o

=a+r(x). (7.2)

Die rechte Seite von (7.2) hat fir x — 7 den Grenzwert o+ r(xy) = a. Also hat
auch die linke Seite von (7.2) diesen Grenzwert:

lim f(z) — f(zo) — o

T—T0 T — X
Das heifit aber, dass f in zq differenzierbar und f'(x¢) = « ist. ]
Folgerung 7.3 Ist f differenzierbar in xq, so ist f stetig in xg.

Um dies zu sehen, ldsst man in (7.1) z gegen xq streben und erhalt lim, ., f(x) =

f(x()) |
Die Umkehrung von Folgerung 7.3 ist falsch, wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel. Die Funktion f : z — |z| ist auf R stetig, in zy = 0 € R aber nicht
differenzierbar. Fiir zp = 0 und € R\ {0} ist ndmlich

f(l')—f(ﬂfo)_m:{ 1 fallsz >0,

T — X o €T —1 fallsxz < 0.

—f(xx):i(()xo) fiir + — x¢ existiert also nicht. -

Der Grenzwert von

Dieses Beispiel legt nahe, in Analogie zu links- und rechtsseitigen Grenzwerten
von Funktionen auch einseitige Ableitungen zu betrachten. So nennt man die
Grenzwerte (sofern sie existieren)

f(ao=0):= lm M baw. f(zo+0):= lm M

die links- bzw. rechtsseitige Ableitung von f an der Stelle xy. Fiir die Funktion
frx|zist z.B. f(0—-0)=—1und f(0+0) = +1.

7.2 Rechnen mit Ableitungen

Satz 7.4 Seien [ und g an der Stelle zy € R differenzierbar und ¢ € R. Dann
sind auch die Funktionen f + g, cf, fg sowie (falls g(x¢) #0) f/g an der Stelle
xo differenzierbar, und es gilt

(f+9) (o) = [f'(x0) £ g (w0), (cf) (o) = cf'(20),
(f9)(z0) = [f'(x0)g(x0) + f(20)g'(20),
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Beweis. Wir iiberlegen uns beispielsweise die Produktregel:

(f9)'(zg) = lim f(x)g(x) — f(w0)g(w0)

o F@a(e) — Fo)ge) + Fag(a) — fla)a(z)
= i LI ) 4 () iy £ =00)

= f(w0)g(x0) + f(20)g (20). -
Fiir die Differenzierbarkeit verketteter Funktionen hat man folgendes Resultat.

Satz 7.5 (Kettenregel) Die Funktionen f und g seien so beschaffen, dass die
Verkettung go f gebildet werden kann. Weiter sei f an der Stelle xo und g an der
Stelle f(xq) differenzierbar. Dann ist g o f an der Stelle xq differenzierbar, und

(g0 f) (o) = g'(f(x0)) - f' (o). (7.3)

Beweis. Wir fithren den Beweis mit Hilfe von Satz 7.2. Differenzierbarkeit von
f in xg bzw. von g in f(xy) bedeutet demnach

f(@) = flzo) = ['(zo)(@ — x0) + r(x)(x — z0), (7.4)
9(y) —9(f(z0)) = ¢'(f(z0)) (v — flz0)) + s(y) (y — [(x0)), (7.5)

wobei die Funktion r in xg stetig und gleich 0 ist und s in f(z¢) stetig und gleich
0 ist. Wir ersetzen in (7.5) y durch f(x) und setzen dann (7.4) in (7.5) ein:

9(f(x)) = g(f(x0)) = ¢ ) = f(x0)) + 5(f(x)) (f(x) = (o))
g )(@ = x0) + ¢'(f(0))r(2) (2 — 20)
(

= 9 (f(xo)) f'(wo) (& — wo) + () (z — o)

mit ¢(z) := ¢'(f(zo))r(x)+s(f(z))f (o) + s(f(z))r(x). Die Funktion ¢ ist an der
Stelle z stetig und gleich 0 (S

Es sei nun f eine bijektive Funktion. Wenn f an der Stelle z( differenzierbar ist
und wenn die Umkehrfunktion g = f~! an der Stelle yo = f(zo) differenzierbar
ist, dann folgt aus der Kettenregel (7.3)

1
L= (go f)(x0) = g'(f(x0)) - f'(x0) bzw. ¢'(yo) = 7 :
f'(zo)
Wir zeigen nun, dass diese Resultate bereits unter weit schwécheren Vorausset-
zungen an g (Stetigkeit in yo) gelten, wenn man die Invertierbarkeit von f’(xg)
fordert.
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Satz 7.6 Die bijektive Funktion f sei an der Stelle xo differenzierbar, und es sei
f'(xzo) # 0. Weiter sei die Umkehrfunktion g = f= an der Stelle yo = f(x0)
stetig. Dann ist g differenzierbar an der Stelle yy, und es gilt

o1
9'(yo) = Flao)’ (7.6)

Beweis. Sei y # yo aus dem Definitionsbereich von g und ¢(y) =: x. Dann ist

9y) —9ly) _ = -0 (77)
Y — Yo f(@) = fl@o) '
Strebt y gegen 1y, so streben wegen der Stetigkeit von g an der Stelle y, die
entsprechenden Funktionswerte g(y) = = gegen g(yo) = xo. Damit strebt

x) — f(x ,
F@) = 750) - gegon f(an).
r — TIg
Aus f'(xg) # 0 folgt weiter
) T — X 1
lim

esao f(z) — f(zo)  ['(xo)

Die rechte Seite von (7.7) konvergiert also fiir y — yo gegen 1/ f'(zo). Dann muss
auch die linke Seite von (7.7) fiir y — yo konvergieren (d.h. g ist differenzierbar

an der Stelle y), und der Grenzwert ist 1/f'(x) (d.h. die Beziehung (7.6) gilt).
"

Anmerkung. Es gibt Funktionen, die auf ganz R stetig, jedoch in keinem Punkt
von R differenzierbar sind. Um eine solche Funktion zu konstruieren, sei zunéchst
g die 1-periodische Funktion mit g(z) = |z| fiir |z| < 1/2.

1/2

) -1 0 1 2

Die Funktion g ist genau an den Stellen k/2 mit k € Z nicht differenzierbar. Wir
“verdichten” diese “singulédren Stellen”, indem wir fiir j € N und x € R definieren

gj(x) = %9(2%).

Jede Funktion g; ist stetig und genau an den Stellen k/2/™! mit k& € Z nicht
differenzierbar. Wir erklédren eine Funktion f : R — R durch

@)= g;().
j=0
Man kann nun zeigen:
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e diese Reihe konvergiert fiir jedes z € R (Majorantenkriterium; beachten
Sie, dass |g;(z)| < 279).

e fist auf ganz R stetig (direkt beweisen oder auf Abschnitt 9 warten).

e f ist in keinem Punkt von R differenzierbar.
Zum Beweis der dritten Aussage ist folgende Tatsache hilfreich.

Lemma 7.7 Die Funktion f sei in a differenzierbar, und fir Folgen (x,) und
(yn) gelte: x, # y, und z, < a <y, fir alle n sowie limz, = limy, = a. Dann

qgilt

n—oo yn — :L’n
Versuchen Sie, dieses Lemma zu beweisen. Mit diesem Lemma erhélt man leicht
die Nichtdifferenzierbarkeit von f an der Stelle a, wenn man die Folgen (z,) und

Yn so wahlt, dass

ky, kn,+1 .
Ty, =— <a< + =1y, mitk, € Z.
2n 2n
Details finden Sie in Barner/Flor, Analysis I, S. 261 — 265. [

7.3 Ableitungen spezieller Funktionen
7.3.1 Polynome und rationale Funktionen

Sei k € Z. Im Fall k¥ > 1 nutzen wir zum Nachweis der Differenzierbarkeit und
zur Berechnung der Ableitung der Funktion f : R — R, z + z¥ die fiir alle
x,y € R giiltige Identitét

k—2

xk_yk: (x—y)(:vk*1+x y+xk73y2+"._i_xyka_i_ykfl)'

Mit dieser folgt sofort

k_ ok
. - . _ _ _ _ _
lim O = lim (2" ' 4 2220 + ..+ zab 2 4 b = kab Tt
T—T0 ,ZL’—;UO T—T0

Die Funktion f : z — ¥ ist also fiir jedes k > 1 auf ganz R differenzierbar, und
f(z) = kot 1, (7.8)

Im Fall £ = 0 (d.h. f(x) = 1 fiir alle € R) tiberpriift man die Differenzierbarkeit
von f unmittelbar und findet f'(x) = 0 fiir alle z € R. Ist schlielich & < 0, so
bekommt man mit der Quotientenregel die Differenzierbarkeit von f : x + ¥ fiir
alle x # 0 und die Giiltigkeit von (7.8) fiir alle diese z.

Mit (7.8) konnen wir die Ableitungen beliebiger Polynome und auch die be-
liebiger rationaler Funktionen (das sind Funktionen der Gestalt P/, wobei P
und @ # 0 Polynome sind) bestimmen.
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7.3.2 Exponential-, Logarithmus- und Potenzfunktionen

Wir untersuchen zunichst die Differenzierbarkeit der durch f(z) = e*, z € R,
gegebenen Funktion. Wegen
flxo+h) — fx) e?oth—em el —1
—= — A

h h h

et

haben wir den Grenzwert limj_,o “5— zu bestimmen. Nach Definition der Expo-
nentialfunktion ist fiir z #£ 0

I R 1
e :—<(Zx_t)_1):ﬁ+%+%+”” (7.9)

Die rechts stehende Potenzreihe konvergiert auf ganz R (sogar auf C) absolut
und stellt nach Satz 6.19 eine stetige Funktion dar. Der Grenziibergang x — 0 in
(7.9) liefert daher
.oet—1
lim =
x—0 €T
Also ist die Funktion f : x — e auf ganz R differenzierbar, und

1. (7.10)

f(z) =¢€" fiir alle z € R. (7.11)

Die Umkehrabbildung zu fR — R, z — e” ist die auf (0,00) erkliarte Funktion
g : © +— Inz. Nach Satz 6.31 ist g stetig. AuBerdem ist f'(x) = e* # 0 fiir
alle z € R, so dass g nach Satz 7.6 in jedem Punkt yo = f(z) von (0,00)
differenzierbar ist und die Ableitung

o) = s = = =
g (o) ™ yo
besitzt. Es ist also
1
g(z)=Inz = ¢(z)=—= firallez € (0,00). (7.12)
x

Mit (7.11), (7.12) und der Kettenregel konnen wir weitere Funktionen differen-
zleren.

e Sei f(z) = a® mit a > 0. Wir schreiben a® = ¢®® und erhalten mit der
Kettenregel (mit g : * — xlna als innerer und h : z — € als duflerer
Funktion)

fl(x) =€ Inag=1Ina-a" (7.13)

e Sei f(z) =log, r mit a > 1. Dann ist f die Umkehrfunktion zu g : z — a”.
Mit (7.13) und Satz 7.6 folgt mit y = log, x

f(z) = ,1 ! ! - (7.14)

9'y) " Ina-a? Ina-d°%* zlna'
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e Sei f(z) = 2% mit x > 0 und a € R. Wir schreiben % = ¢2!"® und erhalten
mit der Kettenregel (und g : © — alnx bzw. h :  — € als innerer bzw.
duflerer Funktion)

=az" . (7.15)

Die Differenzierbarkeit der Hyperbelfunktionen sowie die Beziehungen
sinh’z = coshz, cosh’z =sinhx

(in Kurzfassung) sollten Sie sich selbst tiberlegen.

7.3.3 Trigonometrische Funktionen

Eine &hnliche Begriindung mit Hilfe von Potenzreihen wie fiir den Grenzwert

(7.10) zeigt, dass '
lim MIT (7.16)
xT— €T

Aus den in Abschnitt 6.4.2 vermerkten Identitaten

sinx — sin xg x + xp sin 55
——— = cos 5 T
r — Tg =
COS T — COS Tg . &+ 1z sin X

————— = —sin =

r — T 5

folgt zusammen mit dem Grenzwert (7.16) sofort die Differenzierbarkeit der Funk-
tionen sin und cos auf R sowie die Identititen

sin'x = cosx, cos'x = —sinuz.
Hiermit bekommt man auch leicht die Ableitungen der tan- bzw. cot-Funktion

sowie der Arkusfunktionen (,* Ubung).

7.4 Die Mittelwertsitze und der Satz von Taylor
7.4.1 Der Satz von Rolle

Definition 7.8 Sei f : D — R und x¢ € D. Die Funktion f hat in zy ein lokales
Minimum (bzw. ein lokales Maximum), wenn es eine Umgebung U von xy so gibt,

dass f(xo) < f(zx) fir allex € UN D (bzw. f(xo) > f(x) fir alle x € UN D).
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e |okaeMinima

X lokale Maxima

l D |

Lemma 7.9 Seir f : D — R und xq ein innerer Punkt von D. Die Funktion f

habe in xo ein lokales Maximum (Minimum) und sei in xo differenzierbar. Dann
ist f'(zo) = 0.

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir den Fall, dass in x( ein lokales Maximum
vorliegt. Dazu wihlen wir 6 > 0 so, dass U := (z9 — d,20 +0) C D und dass
f(z) < f(xg) fiir alle z € U.

To—0 Ty To+0

Fiir alle x € (xg — 0, z0) gilt dann

J@) = 7@0) o nd folglich  f/(ag) = Tim L&) = /(@)

T — X z—x0—0 T — X

> 0.
Fiir alle z € (x,z9 + J) ist dagegen

@) = flwo) <0 und folglich f'(z0) = lim Jlw) = fo) <0.

T — T z—x0+0 T — 2o B
Also ist f'(zo) = 0. n

Satz 7.10 (Rolle) Sei f stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b), und es
sei f(a) = f(b). Dann gibt es einen Punkt £ € (a,b) mit f'(§) = 0.
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Beweis. Die Funktion f ist stetig auf [a,b] und nimmt nach dem Satz von
Weierstraf§ (Satz 6.40) ihr Supremum und ihr Infimum an. Es gibt also Punk-

te n, ¢ € [a,b] mit f(n) > f(x) > f(C) fir alle z € [a,b]. Falls f(n) = f({). so ist
f konstant auf [a,b], und es ist f'(z) = 0 fiir alle x € (a, b).
Sei also f(n) > f(¢). Dann tritt einer der folgenden Félle ein:

(A) Esist f(a) = f(b) < f(n). Dann ist n innerer Punkt von [a, b], und f besitzt
ein lokales Maximum in 7. Nach Lemma 7.9 ist f'(n) = 0.

(B) Esist f(a) = f(b) > f(¢). Dann ist ¢ innerer Punkt von [a, b], und f besitzt
ein lokales Minimum in ¢. Nach Lemma 7.9 ist nun f'(¢) = 0. [

7.4.2 Die Mittelwertsitze der Differentialrechnung

Durch Anwendung des Satzes von Rolle auf geeignete “Hilfsfunktionen” lassen
sich weitere Existenzaussagen iiber “Zwischen- oder Mittelwerte” ableiten.

Satz 7.11 (Mittelwertsatz) Die Funktion f sei stetig auf |a,b] und differen-
zierbar auf (a,b). Dann gibt es einen Punkt ( € (a,b) so, dass

Geometrische Interpretation. ! (bl);f: @) st der Anstieg der Sekante durch die
Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)), und f’(¢) ist der Anstieg einer dazu parallelen
Tangente an den Graphen von f.
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¢ b

o 4+ -----to—_-

Beweis des MWS. Fiir x € [a, b] sei

f() — f(a)

hw) o= flw) = S0 (@~ a) = f(a),

Die Funktion h ist stetig auf [a,b], differenzierbar auf (a,b), und es gilt h(a) =
h(b) = 0. Nach dem Satz von Rolle gibt es ein ¢ € (a,b) so, dass

f(b) — f(a)
b—a

Folgerung 7.12 Die Funktion f sei stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a,b).

() = f'(¢) - = 0. -
(a) Ist f'(x) =0 fir alle x € (a,b), so ist f konstant auf |a,b)].

(b) Ist f'(x) > 0 (bzw. f'(z) < 0) fir alle x € (a,b), so ist f streng monoton
wachsend (bzw. streng monoton fallend) auf [a,b].

Beweis. Wir zeigen nur Aussage (a). Der Beweis von Aussage (b) verlauft analog.
Seien x1,79 € [a,b] mit x; < z5. Nach dem Mittelwertsatz existiert ein €

(.Tl, 1‘2) mit
f(x2) = f(@1) = (¢).
To — X1
Nach Voraussetzung ist f/'({) = 0. Also ist f(x1) = f(x9) fiir beliebige x1, x5 €
[, b]. ]

Folgerung 7.13 Die Funktion f sei stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a,b).
Dann ist f genau dann monoton wachsend (bzw. monoton fallend) auf [a,b], wenn

f'(x) >0 (bzw. f'(x) <0) fir alle v € (a,b).

Die Implikation = zeigt man wie im Beweis von Lemma 7.9; die Implikation <
wie im Beweis von Folgerung 7.12. n

Folgerung 7.14 Die Funktionen f und g seien stetig auf [a,b] und differenzier-
bar auf (a,b), und sei f'(x) = ¢'(x) fir alle x € (a,b). Dann unterscheiden sich
f und g nur um eine Konstante.
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Dies ergibt sich unmittelbar aus Folgerung 7.12 (a), angewandt auf die Funktion
f—g. n

Satz 7.15 (Zweiter oder Erweiterter MWS) Die Funktionen f und g seien
stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b), und es sei g(a) # g(b) sowie ¢'(x) #
0 fir alle x € (a,b). Dann gibt es ein € (a,b) so, dass

) = f) £

g9(b) —g(a)  g'(¢)

Beweis. Man benutze den Satz von Rolle fiir die Funktion A : [a,b] — R mit

7.4.3 Konvexitit und héhere Ableitungen
Definition 7.16 Fine Funktion f : [a,0] — R heifit konvex, wenn fir alle
x1, X9 € [a,b] und fir alle t € [0, 1] gilt

Steht in (7.17) fir alle x1, 29 € [a,b] und alle t € [0,1] das Relationszeichen >,
so heifit f konkav.

Geometrische Deutung. Der Graph einer konvexen (bzw. konkaven) Funktion
liegt unterhalb (bzw. oberhalb) der Verbindungsstrecke zweier beliebiger seiner
Punkte.

f(x2)
f(z2)

tf(z2)

f(t(L‘g)
f(z1)

0 1 ﬁ 2 ({ txy X2

(1 —t)xy + tag Spezialfall 21 = f(z1) =0

Die Konvexitét differenzierbarer Funktionen lésst sich wie folgt charakterisieren.

Satz 7.17 Sei f auf |a,b] stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann ist f genau
dann konvex auf [a,b], wenn die Ableitung f' auf (a,b) monoton wachsend ist.
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Beweis. Sei zunéchst f konvex und a < 1 < x5 < b sowie t € [0, 1]. Mit

z:=(1—t)zy +txy bzw. t=

kénnen wir die Konvexitatsbedingung (7.17) dquivalent schreiben als

(o — 1) f(2) < (22 — 2) f(21) + (T — 21) f(22). (7.18)

Ist nun speziell a < 27 < xo <bund ¢t € (0,1), so ist x — z1 # 0 und z9 — z # 0,
und aus (7.18) bekommt man leicht

f(x) — f(21) < f(x2) — f(z1) < f(ﬁz)_f(x).

Tr— I - To — I1 Ty — X

Auflerdem ist f an den Stellen x; und x, differenzierbar. Der Grenziibergang
x — w1 in der linken bzw. x — x5 in der rechten Ungleichung liefert
(@) < f(a) = J(@1) < f'(ws),

To — X1

d.h. f’" ist monoton wachsend auf (a, b).
Sei nun umgekehrt f” monoton wachsend auf (a,b) und a < x; <z < x5 < b.
Nach dem Mittelwertsatz gibt es Zahlen (; € (z1,2) und (3 € (x,x2) so, dass

—f(xx) : il(xl) = f'(¢1) und —f(xiz : i(m) = f'(¢)-
Wegen der Monotonie von fist f'((;) < f'((s), d.h.
f) = fw) _ flw) — f(@)
T — T - Tog — X

Hieraus erhélt man leicht (7.18) fiir alle « € (x1,23). Fiir x = 1 und o = x5 ist
(7.18) offenbar auch richtig. n

Wir wissen aus Folgerung 7.13, dass man die Monotonie einer differenzierbaren
Funktion f mit Hilfe ihrer Ableitung f” beschreiben kann. In Satz 7.17 benotigen
wir die Monotonie der Ableitung. Diese kénnen wir mit Mitteln der Differential-
rechnung untersuchen, wenn f” differenzierbar ist.

Differenzierbare Funktionen auf (a,b), deren Ableitung f" auf (a,b) differen-
zierbar ist, heilen zweimal differenzierbar, und (f’)" heifit die zweite Ableitung
von f. Statt (f’) schreibt man f”. Ganz analog erkldrt man k& mal differenzier-
bare Funktionen sowie k. Ableitungen. Als Bezeichnung fiir die k. Ableitung von
f dient f*) oder i—{. Mitunter ist es zweckméBig, die Funktion f selbst als 0.
Ableitung von f zu betrachten. Man schreibt dann auch f = f(©).

Aus Satz 7.17 und Folgerung 7.13 schlieflen wir:

Folgerung 7.18 Sei f auf [a,b] stetig und auf (a,b) zweimal differenzierbar.
Dann ist [ konvex auf |a,b] genau dann, wenn f"(x) > 0 fir alle x € (a,b).

Eine analoge Aussage gilt fiir konkave Funktionen.
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7.4.4 Der Satz von Taylor

Wir schreiben den Mittelwertsatz in der Form

3¢ € (zo,2) : f(x) = f(xo) + () (x — x0) (7.19)

und interpretieren ihn neu: Der Term f'(¢)(x — xo) beschreibt den Fehler, den
wir begehen, wenn wir die Funktion f durch die konstante Funktion f(xq) appro-
ximaieren.

Man kann nun daran denken, die Funktion f genauer zu approximieren,
indem nicht nur (wie in (7.19)) konstante Funktionen, sondern Polynome zur
Approximation zugelassen werden. Es ist naheliegend, diese Polynome P so zu
wihlen, dass nicht nur (wie in (7.19)) die Funktionswerte f(xo) und P(xg) iiber-
einstimmen, sondern auch die Werte der Ableitungen f'(zo) = P'(zo), f"(x0) =
P"(zq),..., f™(xq) = P™(x4), wobei n der Grad des Polynoms ist. Wir iiber-
legen uns zunéchst, wie ein solches Polynom aussieht und betrachten dazu den
Ansatz

P(%) = ag + &1($ — $0> + Clg(iL‘ — SC())2 + ...+ an(x — xo)n,
Offenbar ist P(xg) = ag. Weiter ist

P'(z) = a1 + 2ay(x — x0) + ... + nay(z — z)" "

und folglich P'(zg) = ay. Aus
P'(z) =2as+ ... +n(n — 1a,(z — 2¢)" 2
folgt as = 2 P"(z0). Allgemein findet man

1
A = Hp(k)(l’o)7
was mit den Vereinbarungen 0! = 1 und P(®) = P auch fiir k = 0 richtig ist. Es

ist somit
n n 1
P(x) = Z ap(z — 10)F = Z o P®) (z0)(z — z0)".
k=0 k=0

Ist nun f eine in zy n mal differenzierbare Funktion, so wird durch
1
v 30 [P o) — o) (7.20)
k=0

ein Polynom von Grad < n definiert, welches im Punkt xq in allen Ableitungen
bis zur n. mit der Funktion f iibereinstimmt. Dieses Polynom heifit das Tay-
lorpolynom von f vom Grad n. Der Fehler, der beim Ersetzen von f durch das
Polynom (7.20) gemacht wird, wird in folgendem Satz beschrieben. Dazu verein-
baren wir, eine Funktion f : D — R, die auf D n mal differenzierbar ist, n mal
stetig differenzierbar auf D zu nennen, wenn ihre n. Ableitung stetig auf D ist.
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Satz 7.19 (Taylor) Sei f : [a,b] — R n mal stetig differenzierbar, und auf (a,b)
existiere die n + 1. Ableitung. Dann gibt es ein ¢ € (a,b) so, dass

F(Q)
(n+1)!

(. /

Restglied nc;,ch Lagrange

fb) = Z%f(k)(a)(b—a)k + (b—a)"tt . (7.21)

Taylorpolyn;)rm n. Grades

Beweis. Wir definieren eine Funktion A : [a,b] — R durch

It @

1! n!

(b — )"t
(n+ 1)1’

h(x) == f(b) = f(z) - (b—x)— (b—x)" —m
wobei wir m € R so wihlen, dass h(a) = 0. Die Funktion h ist stetig auf [a, b],
differenzierbar auf (a,b), und es gilt h(a) = h(b) = 0. Ihre Ableitung im Punkt
x € (a,b) ist

F ) b-a)"

o) —
Wle) = - n! (b n!
(Nachrechnen!). Nach Rolle existiert ein ¢ € (a,b) mit A'({) = 0. Aus (7.22)
erhélt man dann fiir m
(n+1) b— ()™
_SE) (b—O)"+ m! mo =0 bzw. m= f().

n!

) 4m (7.22)

Wir setzen diesen Wert in die Definition von h ein, wihlen z = a und erhalten
die Darstellung (7.21). ]

Beispiel A. Wir betrachten die Funktion f : z + In(1 + x) und wéhlen a = 0.
Dann ist f'(z) = t1= und f®)(z) = (=1)*"'(k—1)!(1+2)~* fiir £ > 2 und daher

(k) _1\k—1
f90)=0 und fkf()):( 1}2 fiir k& > 1.

Einsetzen in die Taylorsche Formel (7.21) mit b := z > —1 liefert

I " 1 x
In(1 =r———+ == —+ ... 1)l 1"
n(l+z)==x s t3 -t +(—1) n-i—( )(1+C)”+1n+1

n+1

mit einem ¢ € (0,z). Fiir x = 1 ist insbesondere ¢ € (0,1) und folglich

1 l.n—l—l _ 1
A+ n+1l " n+1

(="
Damit ist klar: Die Reihe Y7, (=1)*'1 =1— 4+ 1 — 1 + ... konvergiert, und
ihre Summe ist In2. Zur ndherungsweisen Berechnung von In2 ist diese Reihe

allerdings ungeeignet, da sie zu langsam konvergiert. [
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Beispiel B. Fiir f(z) = ¢® und a = 0 ist f*)(a) = 1 fiir jedes k¥ € N und somit

2 " s

X
T=14+—+—+...+— ntl
Ty N PR oY

X

mit einem ¢ € (0,z). Fiir x = 1 ist insbesondere

QLI IR S
e= -4+ =4+ =4 —
1 2! n! o (n+1)!
mit einem ¢, € (1,e) (man beachte, dass ( von n abhéngen kann).
Wir wollen diese Darstellung nutzen, um die Irrationalitdt von e zu zeigen.

Angenommen, e ist rational. Dann ist e = m/n mit natiirlichen Zahlen m und
n # 0. O.E.d.A. nehmen wir n > 3 an. Dann ist

m_1+1+1+ +1+ Cn
n o o2 el (n+ )

Multiplikation mit n! liefert

(n—l)‘m—n'<1+1+1+ +1)— Cn
‘ ’ 2 n) 1

Auf der linken Seite steht eine ganze Zahl, und auf der rechten Seite wegen

1 <& <3<1
n+1 n+1 4

eine Zahl in (0, 1). Dies ist offenbar unméglich. Also ist e irrational. [

7.4.5 Taylorreihen und Potenzreihen

In der Taylorschen Formel (7.21) haben wir eine geniigend oft differenzierba-
re Funktion f durch ihr Taylorpolynom » % F®) (20)(z — x0)™ ersetzt und
den dabei entstehenden Fehler beschrieben. Ist f beliebig oft differenzierbar, so
kénnen wir das Taylorpolynom von f fiir jedes n bilden und uns fragen, was beim
Grenziibergang n — oo passiert. Die formal entstehende Reihe

> o F P o) — o) (7.23)

k=0

heift die Taylorreihe von f um den Entwicklungspunkt xq. Zwei Fragen sind na-
heliegend:

e Konvergiert die Taylorreihe fiir alle z aus einer Umgebung von xy?

e Wenn ja, stimmt sie dann an der Stelle x mit f(x) tiberein?
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Die Antwort auf die erste Frage haben wir bereits in Abschnitt 6.3 gegeben: Die
Taylorreihe (7.23) ist nichts anderes als eine um x( verschobene Potenzreihe. Es
sind daher drei Falle moglich:

— die Reihe (7.23) konvergiert nur fiir = = .

— die Reihe (7.23) konvergiert fiir |z — 29| < 7 absolut und divergiert fiir
|z — xo| > 7 mit einem r > 0, dem Konvergenzradius der verschobenen
Potenzreihe.

— die Reihe (7.23) konvergiert fiir alle z € R.

Welcher dieser Félle eintritt, kann mit der Formel von Cauchy-Hadamard fiir
den Konvergenzradius entschieden werden. Zur Beantwortung der zweiten Frage
betrachten wir zwei Beispiele.

Beispiel C. Sei f(z) = e” und 2o = 0. Dann ist f*(0) = 1 fiir alle k, und die
Taylorreihe von f stimmt mit der die Funktion f = exp definierenden Potenzreihe
iberein:

k

>z
flo)=>" o L
k=0
Beispiel D. Die durch

eVl firr e R\ {0}
f(x)'_{O firx =0

erklidrte Funktion ist ebenfalls auf ganz R differenzierbar, und es ist f ®)(0) =0
fiir alle £ € N (,* Ubung). Offenbar konvergiert also die Taylorreihe

— 1
> M0t
k=0

fiir alle z € R gegen 0. Es ist aber f(x) # 0 fir alle x # 0. m

Es gibt also beliebig oft differenzierbare Funktionen, deren Taylorreihe iiberall
konvergiert, bei denen aber Taylorreihe und Funktion nur im Entwicklungspunkt
iibereinstimmen.

Definition 7.20 Die Funktion f : (a,b) — R sei auf (a,b) beliebig oft differen-
zierbar. Dann heifst f auf (a,b) reell analytisch, wenn fir jedes xoy € (a,b) ein
d > 0 existiert, so dass fir alle x € (a,b) N Us(xo) die Taylorreihe von f um xq
konvergiert und mit der Funktion f tibereinstimmit:

£ (g )
flz) = Z / k:(' ) (x —x0)" Vz € (a,b) NUs(xp).
k=0 '
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Die Exponentialfunktion aus Beispiel C ist auf ganz R reell analytisch; die Funk-
tion aus Beispiel D dagegen nur auf R\ {0}. Spéter werden wir zeigen:

Satz 7.21 Die Funktion f sei durch eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r >
0 definiert. Dann ist f auf (—r,r) reell analytisch, und die Taylorreihe von f
um den Punkt O stimmt auf diesem Intervall mit der definierenden Potenzreihe
tiberein.

7.5 Einige Anwendungen der Differentialrechnung
7.5.1 Kurvendiskussion

Unter Kurvendiskussion versteht man die Aufgabe, sich Informationen iiber den
Verlauf des Graphen einer gegebenen Funktion zu verschaffen. Typische Fragen
sind etwa

— Stetigkeit und Differenzierbarkeit,

— Verhalten an Haufungspunkten des Definitionsbereichs (Existenz einseitiger
Grenzwerte, Polstellen),

— bei unbeschrénktem Definitionsbereich: Verhalten im Unendlichen (Asymp-
toten),

— Periodizitét,

— Monotonieverhalten (wachsend/fallend); Punkte, in denen sich das Mono-
tonieverhalten #ndert (lokale Maxima und Minima),

— Krimmungsverhalten (konvex/konkav); Punkte, in denen sich das Kriim-
mungsverhalten dndert (Wendepunkte).

Besonders die beiden letzten Fragen lassen sich fiir differenzierbare Funktionen
mit Hilfe der Differentialrechnung effektiv untersuchen. Fiir geniigend oft diffe-
renzierbare Funktionen wissen wir bereits:

e f hat in z( lokales Extremum — f'(x9) =0 (Lemma
7.9).

e f ist monoton wachsend (fallend) <= f' > 0(f' <0) (Folgerung 7.13).
e f ist konvex/konkav <~ f">0(f"<0) (Folgerung 7.18).

Fiir lokale Extrema haben wir bislang nur eine notwendige Bedingung angegeben.
Wir erginzen dies durch eine hinreichende Bedingung.
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Satz 7.22 Sei f differenzierbar auf (a,b), o € (a,b), f'(xo) = 0, und f" wechsele
in o das Vorzeichen, d.h. es gibt eine Umgebung U C (a,b) von xq¢ so, dass

fi(x) >0 fir zeUx<xzy und f(x)<0 fir ze€Uax>x (7.24)
oder
f(2) <0 fir xeUx<xzy und f(x)>0 fir ze€Uux>mx. (7.25)

Im Fall (7.24) besitzt [ ein lokales Maximum in xo, und im Fall (7.25) ein lokales
Minimum.

Den Beweis erhdlt man sofort aus Folgerung 7.13. Ist z.B. f'(z) > 0 fiir alle
x € U mit <z, so ist f auf {z € U : x < 2o} monoton wachsend und folglich
f(z) < f(xo) fir alle x € U mit x < z. m

Hausaufgabe: Was kann man aussagen, falls in (7.24) bzw. (7.25) die Zeichen >
und < statt > und < stehen?

Satz 7.23 Sein > 2 und f in (a,b) n mal stetig differenzierbar, xy € (a,b),
und es sei f*)(zg) = 0 firk = 1,2,....n — 1 und f™(zy) # 0. Ist n gerade,
so besitzt f in xg einen lokalen Extremwert, und zwar ein lokales Minimum, falls
f™(x0) > 0, und ein lokales Maximum, falls f™ (xo) < 0. Ist n ungerade, liegt
m xg kein lokaler Extremwert vor.

Beweis. Fiir = € (a,b) liefert der Taylorsche Satz die Existenz eines ¢ € (zg, x)
mit

f'(x0) J Y (o) F™(Q)

flz) — f(xo) = T (x—xg) + ...+ 1) (z—x0)" " + gy (w—a0)"
(n)
_f n'@) (x—x0)".

Sei n gerade und beispielsweise f(™(zy) > 0. Dann gibt es wegen der Stetigkeit
von f eine Umgebung U von xg, auf der f™ positiv ist. Fiir € U ist auch
¢ € U, und wir erhalten

F™(Q)

n!

flz) — fxg) = (x —x9)" >0 firallex e U\ {x0}.
Also besitzt f in xq ein (sogar echtes) lokales Minimum.
Den Fall f((z5) < 0 behandelt man analog. Ist dagegen n ungerade, so
FARI(S! (
n!

wechselt (x — z0)" und damit auch x — x0)" in zp sein Vorzeichen. In

diesem Fall kann f kein lokales Extremum in x( besitzen. [

Definition 7.24 Ein Punkt x¢ € (a,b) heifst ein Wendepunkt von f : (a,b) — R,
wenn es eine Umgebung (g — €,29 + €) C (a,b) von xy gibt, so dass [ auf
(xo — €, x0) konvez (bzw. konkav) und auf (xo, xo + €) konkav (bzw. konvex) ist.
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Satz 7.25 (a) Sei f in (a,b) zweimal stetig differenzierbar und xy € (a,b) ein
Wendepunkt von f. Dann ist f"(zq) = 0.

(b) Sein > 3 und f in (a,b) n mal stetig differenzierbar, und fiir xq € (a,b) gelte
f®(zo) =0 fiirk=2,....,n—1 und f™(x0) # 0. Dann ist x, Wendepunkt von
f, falls n ungerade ist, und kein Wendepunkt, falls n gerade ist.

Beweis. (a) Sei zg € (a,b) ein Wendepunkt von f, und sei f fiir ein £ > 0 auf
(xo — €,x) konvex und auf (zg,z¢ + €) konkav. Nach Folgerung 7.18 ist dann
f" >0 auf (zg — &,z0) und f” < 0 auf (zg, o + €). Die Stetigkeit von f” an der
Stelle xy impliziert f”(xq) = 0.

(b) Der Taylorsche Satz, aufgeschrieben fiir die Funktion f” an der Stelle z,
liefert

f" (o) S (o) J™()

F(z) = f"(z0)+ T (x—x0)+.. .+ n=3) (x—20)" 2+ ) (z—x0)" 2
bzw. .
f(z) = (szf(g))' (x — 20)"? mit einem ¢ € (2, 2). (7.26)

Ist z.B. f™(z4) <0, so ist f(™(x) < 0 fiir alle  aus einer Umgebung U C (a, )
von xg. Liegt x in U, so liegt erst recht ¢ in U. Ist nun n ungerade sowie x € U
und x < 1z, so folgt aus (7.26), dass f”(x) > 0. Nach Folgerung 7.18 ist f konvex
auf {z € U : x < x¢}. Unter gleichen Voraussetzungen erhélt man, dass f auf
{z € U : x > xy} konkav ist. In diesem Fall ist xy also ein Wendepunkt. Die
iibrigen Fille diskutiert man analog. [

7.5.2 Bestimmung von Grenzwerten

Die folgende Regel von de I’Hospital hilft bei der Bestimmung von Grenzwerten
von Briichen der Gestalt “0/0”.

Satz 7.26 (de I’Hospital) Die Funktionen f und g seien auf (a,b) n mal stetig

differenzierbar, und in o € (a,b) gelte f(xo) = f'(xo) = ... = fO D (x) = 0
sowie g(z0) = ¢'(w0) = ... = g™ V(x0) = 0 und g™ (x0) # 0. Dann exzistiert der
Grenzwert lim,_, % und st gleich gg:))ggi

Beweis. Der Satz von Taylor liefert fiir x # x

fl@) 040+ +0+ (x—2)"f"(G)/n! _ f™(G)
gl)  0+0+...4+0+ (x—z)"g™(n:)/n! g™ (n.)

mit gewissen Zahlen (, und 7, zwischen xy und = (man beachte, dass wegen
g™ (z0) # 0 und wegen der Stetigkeit von g™ auch ¢ (n,) # 0 fiir alle 7, aus
einer hinreichend kleinen Umgebung von zy ist). Fiir  — x¢ konvergieren auch
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¢, und 7, gegen x,. Aus der Stetigkeit von f™ und ¢ sowie aus ¢ (zy) # 0
folgt

() fG) _ [™ (o)

lim ——= = lim = ) ]
T—T0 g(x) T g(n) (77:0) g(”)(xo)

Beispiel. Fiir a > 0 und «, § > 0 ist

r® — a® ar® !l aa* !«

lim ——— — i = = a*’
2oa 78 —aP  ama Pl BaP1 B "

Die Regel von de I’'Hospital gilt auch, wenn unbestimmte Ausdriicke der Gestalt
“00/00” vorliegen (vgl. Barner/Flohr, S. 276 — 277). So ist z.B.

1
Inz =

limzlnz = lim — = lim = lim —x = 0.
\0 \0 p \,0 —2 \0

In diesem Beispiel haben wir einen unbestimmten Ausdruck 0 - oo in die Form
00 /00 gebracht und darauf de I'Hospital angewandt. Ahnlich lassen sich zahlreiche
weitere Grenzwerte, die auf unbestimmte Ausdriicke wie oo — oo, 1°° 0.4. fiithren,
berechnen.

7.6 Differentiation vektorwertiger Funktionen

Sei f: R D D — R” eine vektorwertige Funktion. Bezeichnen wir fiir t € D die
i. Komponente des Vektors f(t) mit f;(t), so konnen wir f schreiben als

f&) = (fi(t),..., fu(t)) mit reellwertigen Funktionen f;: D — R.

Definition 7.27 Sei D C R, f: D — R" und ty € D ein Hiufungspunkt von
D. Die Funktion f heifit differenzierbar in ty, wenn der Grenzwert

tim T (ft0-+ ) ~ f(t0))

existiert. Dieser Grenzwert heifft Ableitung von f an der Stelle to und wird mit
% (to) oder f'(ty) bezeichnet.

Satz 7.28 Sei D C R, f: D — R" und ty € D sei Hiufungspunkt von D. Die
Funktion f ist genau dann differenzierbar in ty, wenn jede ihrer Koordinaten-
funktionen in ty differenzierbar ist. In diesem Fall gilt

f'(to) = (fi(to), - .-, fulto))-

Beweis. Wegen

filto +h) = fi(to) Jn(to+h) —fn(t0)>

1
E(f(t0+h)_f(t0)):< h ) h
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folgt die Behauptung sofort aus dem entsprechenden Satz fiir Grenzwerte von
Folgen von Vektoren (Satz 4.13). m

Beispiel. Sei f : R — R? gegeben durch f(t) = (cost,sint). Dann ist f iiberall
auf R differenzierbar, und f’(t) = (—sint,cost). Man beachte: f’(¢) beschreibt
die Richtung der Tangente an die Kurve {f(t) : ¢ € R} im Punkt f(¢). Wir
kommen darauf noch zuriick. [

1 (—sint, cost)

(cost,sint)

/ 1
Mit Satz 7.28 lassen sich viele Eigenschaften reellwertiger Funktionen auf vektor-
wertige Funktionen iibertragen. Zum Beispiel gilt:

t )

e Ist f in t( differenzierbar, so ist f in ¢ stetig.

e Sind f, g in ¢y differenzierbar, so ist f + g in ¢, differenzierbar, und es ist
(f +9)'(to) = f'(to) + g'(to)-

e Ist g : R — R in ¢y differenzierbar und f : R — R™ in ¢(t¢), so ist f o g in
to differenzierbar, und es gilt

(fog)(t) = f'(g(to)) - g'(to)-
Dagegen gilt der Mittelwertsatz NICHT in seiner gewohnten Form.
Beispiel. Sei wieder f : R — R? ¢t > (cost,sint). Dann gibt es KEINE Zahl

¢ € R so, dass

Einerseits ist namlich f(27) — f(0) = (0,0); andererseits ist

1F (I = [[(=sin ¢, cos Q)| = y/sin® ¢ + cos? ¢ =1

fiir jedes ¢ € R. [
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8 Das Riemann-Integral

Es sind wenigstens zwei Probleme, die zur Herausbildung der Integralrechnung
gefithrt haben.

Flichenberechnungen. Gegeben ist eine Funktion f : [a,b] — R. Gesucht ist der
Inhalt der von den Geraden x = a, x = b, y = 0 und vom Graphen der Funktion
f begrenzten Flache.

A

0 a b

Umkehrung des Differenzierens. Kann man aus der Ableitung einer Funktion die
Funktion selbst rekonstruieren? Gibt es fiir jede Funktion f eine Funktion g mit
g = f? Wenn ja, wieviele?

Zur Losung dieser und anderer Fragen wurden verschiedene Integralbegriffe ent-
wickelt, von denen wir einen der einfachsten — das Riemann-Integral — hier ken-
nenlernen wollen. Eine in vielerlei Hinsicht zufriedenstellendere Integrationstheo-
rie wurde zu Beginn des 20. Jahrhunderts von Lebesgue geschaffen. Wir kommen
im 4. Semester darauf zuriick.

8.1 Der Begriff des Riemann-Integrals

Eine naheliegende Idee zur Berechnung der Flidche eines komplizierten Gebie-
tes (etwa des oben skizzierten) ist es, das Gebiet durch andere Gebiete “an-
zuniéhern”, deren Flachenberechnung einfacher ist, z.B. durch eine endliche An-
zahl von Rechtecken. Wir hoffen, dass wir dem “wahren” Flacheninhalt néher-
kommen, wenn wir die “Approximation” verbesseren, indem wir z.B. die Recht-
ecke schmaler machen. Diese vage Vorstellung wollen wir nun prézisieren.

« f

7
2T %

é?’ 7_7_
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Fiir jedes ¢ = 0,...,n sei x; ein Punkt aus [a,b] mit a =29 <27 < ... <z, = .
Die Menge Z := {xq, ..., z,} heiBt eine Zerlegung des Intervalls [a, b]. Die Lénge
des i. Teilintervalls I; := [x;, x;11] bezeichnen wir mit Ax; := x;,1 — x; oder |I;|.
Die Zahl |Z]| := maxg<ij<n—1 Ax; heiit das Feinheitsmaf$ oder die Maschenweite
von Z. Ist Z eine Zerlegung von [a, b] und geht eine Zerlegung Z’ von [a, b] aus Z
durch Hinzufiigen weiterer Punkte hervor, so heifit Z’ eine Verfeinerung von Z.
Offenbar ist dann |Z'| < |Z|.

Sei Z = {xo,...,x,} eine Zerlegung von [a,b] und & := (&,...,&,—1) ein
zugehoriger Zwischenvektor, d.h. es gelte x; < & < z;44 fiir jedes i. Dann heif3t

S(Z,6, 1) =Y f(&)Ax;
=0

eine Riemann-Summe fiir f.

Sei schliefllich (Z,)2, eine Folge von Zerlegungen von [a, b] mit |Z,| — 0 fiir
n — 0o, und fiir jedes n sei £ ein Zwischenvektor fiir Z,. Dann heiBt die Folge
(S(Zn, €™, £))22, der entsprechenden Riemann-Summen eine Riemann-Folge fiir

f.

Definition 8.1 Fine Funktion f : [a,b] — R heifft Riemann-integrierbar, wenn
jede Riemann-Folge (S(Z,,&™, £)), fiir f konvergiert.

Lemma 8.2 Ist f : [a,b] — R Riemann-integrierbar, so haben alle Riemann-
Folgen fiir f den gleichen Grenzwert.

Beweis. Sind (S,Sl)) und (5752)) Riemann-Folgen fiir f, so ist auch
(Sn> = (Sg)) S?)? Sél)a 552)a c )

eine Riemann-Folge fiir f. Nach Voraussetzung konvergiert die Folge (S,,). Dann
konvergieren auch ihre Teilfolgen (Sq(@l)) und (87(12)), und diese haben den gleichen

Grenzwert wie (S,,). n

Definition 8.3 Sei f : [a,b] — R eine Riemann-integrierbare Funktion. Der
gemeinsame Grenzwert aller Riemann-Folgen fir f heifft das Riemann-Integral
von f. Wir bezeichnen diesen Grenzwert mit ff f(z)dx.

Satz 8.4 Ist f : [a,b] = R Riemann-integrierbar, so ist f beschrinkt.

Kurz Riemann-integrierbare Funktionen sind beschrankt.

Beweis. Wir zeigen die Beschrianktheit nach oben. Angenommen, f ist auf [a, b]
nach oben unbeschriankt. Dann gibt es eine Folge (z;) in [a,b] mit f(z;) —
+oo. Aus der Folge (z;) ldsst sich eine konvergente Teilfolge auswéhlen (Bolza-
no/Weierstraf}). Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass die Folge (z;) bereits
konvergent ist. Ihr Grenzwert sei Z.
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Sei Z, die Zerlegung von [a,b] in n gleichlange Teilintervalle. Dann gibt es
sicher ein Teilintervall I,,, von Z, welches Z und unendlich viele der Punkte x;
enthalt. Fiir alle Teilintervalle I}, # I, von Z wéhlen wir beliebige Zwischen-

punkte & und setzen
= f(&) 1kl
k#m

Wegen lim; o, f(x;) = 400 konnen wir als Zwischenpunkt &,, € I, einen der
Punkte z; so wéhlen, dass f(&,,) > (n — S),) /|| bzw.

S(Zn, €™, 1) = S + F(&n)|Im| > n.

Es liisst sich also eine Riemann-Folge (S(Z,,, ™, f))>2, fiir f konstruieren, welche
bestimmt gegen 400 divergiert. Dann kann f nicht Riemann-integrierbar sein. m

8.2 Darbouxsche Integrale

Wir betrachten einen weiteren Zugang zum Riemann-Integral. Fiir jede Zerlegung
Z von [a,b] und jede beschrdinkte Funktion f : [a,b] — R sei

m; = inf f(z), M, :=sup f(z).

z€l; z€l;
Wir nennen
n—1
U(Z, f)=> midx; baw. O(Z,f): ZMA:Q
=0

die zugehorige Unter- bzw. Obersumme.

Lemma 8.5 Sei f : [a,b] — R beschrdankt. Dann gilt
(a) fiir jede Zerlegung Z von [a,b] und jede Verfeinerung Z' von Z, dass

U(Z, f)<U(Z'f) und O(Z',f) <O(Z, ),
(b) fiir je zwei Zerleqgungen Zy, Zy von [a,b], dass U(Zy, f) < O(Zs, f).

Beweis. (a) Wir zeigen nur die erste Behauptung, und diese nur fiir den Fall,
dass Z’ genau einen Punkt x* mehr enthélt als Z. Unterscheiden sich Z und Z’
um p > 1 Punkte, muss diese Uberlegung p mal angewandt werden.

Sei Z = (xo,...,x,) und z; < x* < x;4;. Fiir
mj:= inf f(x) und m]:= inf f(2)
z€[xj,z*] T€[T*,xj41]

ist m; < mJ und m; < m . Wir konnen daher abschéitzen
mAx; =my(x" —x;) +my(rje —2") <mj(a” —x;) +mf (0 —2").
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Da beim Ubergang von U(Z, f) zu U(Z', f) lediglich der Summand m;Az; durch
m(z* — x;) +mj(r;1 — x*) ersetzt wird, folgt die Behauptung.

(b) Sei Z'" eine gemeinsame Verfeinerung von Z; und Zy. Dann ist U(Zy, f)

) <
U(Z', f) und O(Z', f) < O(Zs, f) nach Teil (a). Die Ungleichung U(Z’, f) <
O(Z', f) gilt offenbar. m

Aus Lemma 8.5 () folgt, dass die Menge der Untersummen einer beschrénkten
Funktion nach oben und die Menge der Obersummen nach unten beschrankt ist.
Damit existieren (als endliche Zahlen)

xb b
irzlfO(Z,f) ::/a f(z)dxr und sng(Z,f) =: /*af(x)d:p

Diese Zahlen heiflen oberes und unteres Darbouxsches Integral von f. Aus Lemma

8.5 (b) folgt sofort
b *b
/f(:c)dxﬁ/ f(z)dx

Satz 8.6 Sei f : [a,b] — R beschrinkt und (Z,) eine Folge von Zerlegungen von
la, b] mit lim,, . |Z,| = 0. Dann existieren die Grenzwerte lim,,_,o, U(Z,, f) und
limy, oo O(Z,, f), und es gilt:

lim U(Z,, f) = /f dz, hmOme / f(x

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir Untersummen. Sei £ > 0. Dann gibt es eine
Zerlegung Z' von [a, b] so, dass

b
0< / flx)de —U(Z', f) <e/2.
Diese Zerlegung bestehe aus r + 2 Punkten mit » > 1. Weiter sei

M := sup |f(z)],

z€[a,b]

und N € N sei so gewihlt, dass
| Z,] < —M fir allen > N

(was wegen |Z,| — 0 moglich ist). Fiir jedes n € N sei schliefllich 7/, := Z,, U Z'
gemeinsame Verfeinerung von Z,, und Z’. Nach Lemma 8.5 (a) gilt

/ f)yde —=U(Z,f) < / flx)dxe —U(Z', f) <e/2. (8.1)
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Da beim Ubergang von Z, zu Z/, hochstens r neue Punkte hinzukommen, gilt
U(ZL, f) = U(Zu [) < 2rM|Zy). (8.2)

Wir iiberlegen uns (8.2) zunéchst fiir einen neu hinzukommenden Punkt ¢. Liegt
t etwa in [x;, x;+1], wobei die x; Punkte der Zerlegung Z, sind, so hat man

U(Zy, [) = U(Zn, ) = inf}f(l’)(t—fci)Jr inf  f(z)(zip1 — 1)

IE[CEi,t Ie[t,xi+1]

— inf  f(x)(@ip1 — )

J,‘E[Z‘i,xi+1]
= 2MAz; <2M|Z,|.
Damit ist (8.2) fiir einen hinzukommenden Punkt gezeigt. Der allgemeine Fall

ergibt sich durch Wiederholung dieser Uberlegungen.
Addition von (8.1) und (8.2) ergibt nun

2rMe B
oM C

0< /bf(:c) do — U(Zy, f) < /2 +2rM|Z,| < £/2 +

fiir alle n > N, woraus die behauptete Konvergenz folgt. n

Definition 8.7 Fine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R heifit Darboux—inte-

grierbar, wenn
b *b
/f(:n) dx :/ f(x)dx.

Satz 8.8 Eine beschrinkte Funktion f : |a,b] — R ist genau dann Darbouz-

integrierbar, wenn es fir jedes € > 0 eine Zerlegung Z von |a,b] mit O(Z, f) —
U(Z, f) < e gibt.

Beweis. (<) Sei ¢ > 0. Wir wéhlen eine Zerlegung Z mit O(Z, f)—U(Z, f) < e.
Wegen

b *b
U(z.1) < [ f@yde< [ fa)dr<0(zp
ist dann erst recht o ,
0§/ f(:c)dx—/f(x)dw<€.

Dies gilt fiir jedes € > 0. Also sind oberes und unteres Darbouxsches Integral
gleich.

(=) Sei f Darboux-integrierbar und J := f*Zf(m) dx. Sei ¢ > 0 beliebig vorge-
geben. Da J das Infimum von Ober- und das Supremum von Untersummen ist,
gibt es Zerlegungen 7, Z; von [a,b] so, dass

J—U<Zl,f)<8/2 und O(Zg,f)—J<€/2
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Sei Z eine gemeinsame Verfeinerung von Z; und Z,. Dann ist nach Lemma 8.5
(a) U(Zy, ) <U(Z, f) sowie O(Z, f) < O(Zs, f) und folglich

J=U(Z,f)<e/2 und O(Z,f)—J <¢e/2.
Addition dieser Ungleichungen ergibt O(Z, f) — U(Z, f) < . n

Der Zusammenhang zwischen Riemann- und Darboux-Integrierbarkeit wird durch
folgenden Satz hergestellt.

Satz 8.9 Eine beschrdankte Funktion f : [a,b] — R ist genau dann Riemann-
integrierbar, wenn sie Darboux-integrierbar ist. In diesem Fall gilt

/abf(x) dr = /*zf(a:) dz = /a*bf(x) dz. (8.3)

Beweis. Sei zuniichst f Darboux-integrierbar und (S(Z,, ™, f)) eine Riemann-
Folge fiir f. Fiir alle n € N ist dann

U(Zn, [) < S(Z, €7, ) < O(Zn, f)- (8.4)

Nach Satz 8.6 konvergieren die linke Seite von (8.4) fiir n — oo gegen f*Zf(x) dx

und die rechte Seite gegen fa*b f(z)dz, und diese Grenzwerte sind gleich. Dann
muss aber auch die Riemann-Folge konvergieren, und ihr Grenzwert stimmt mit
f*}; f(z)dx iiberein (Satz 4.2). Insbesondere ist f Riemann-integrierbar, und es
gilt (8.3).

Sei nun f Riemann-integrierbar und € > 0 beliebig vorgegeben. Wir konstruieren
zwei spezielle Riemann-Folgen fiir f wie folgt: Z,, sei die Zerlegung von [a, ] in
n Intervalle gleicher Lange, und &, & € [z;, x;11] seien so gewéahlt, dass

£ £
su z)— f(&) < , 7)Y — inf x) < . (85
@)= J6) < g - b 1@< T 69)
Wir setzen noch &1 = (&,...,€ ) und &7 := (&,...,€_,) und erhalten
zwei Riemann-Folgen (S(Z,, &5, £)) und (S(Z,, &, £)), die beide gegen J :=

fab f(z) dx konvergieren. Es gibt daher ein N so, dass

1S(Zn, €N Y= J| <e/4 und [S(Zy, &, ) = J| < g/4. (8.6)

sup inf

inf

O(Z,f) < S(Z,&, f)+

Zur Abkiirzung sei noch Z := Zy, & = &) und & = 57, Wegen (8.5) ist
wd U(Z,f) 2 S(Z,6.f) - .

= ™
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woraus mit (8.6) schliefllich

€

S(Z,6J)+ 5 = S(Z.6, 1)+

< GHISZE& ) T+ 1T = S(Z.6. )] <<

O(va) - U(va)

IN

folgt. Nach Satz 8.8 ist f Darboux-integrierbar. [

Eine unmittelbare Folgerung aus Satz 8.8 und Satz 8.9 ist

Folgerung 8.10 (Riemannsches Integrabilitidtskriterium) Sei f : [a,b] —
R eine beschrinkte Funktion. Dann ist f genau dann Riemann-integrierbar, wenn
fir jedes € > 0 eine Zerlequng Z von [a,b] mit O(Z, f) —U(Z, f) < e existiert.

Beispiel. Fiir die Dirichlet-Funktion f : [a,b] — R,

0 falls « irrational

1 falls z rational
)= {

ist jede Obersumme gleich b — a und jede Untersumme gleich 0. Diese Funktion
ist also nicht Riemann-integrierbar. n

8.3 Einige Klassen Riemann-integrierbarer Funktionen

Satz 8.11 Monotone Funktionen auf |a,b] sind Riemann-integrierbar.

Beweis. Sei [ : [a,b] — R beispielsweise monoton wachsend. Fiir jedes n € N\{0}
sei Z,, die Zerlegung von [a, b] in n Teilintervalle gleicher Lange. Dann ist

n—1
U(Zn, [) = kaAxk b naZf(xk)

k=0

sowie
n—1

b—a
n

J(Thp).

k=0

n—1
O(Zn, [) =) MyAxy =
k=0

Also ist

O<Zn>f> - (Znaf

(Zf ) nzlf@k)) =220 (r0) - f).

Dies wird kleiner als jedes vorgegebene € > 0, wenn nur n grofl genug ist. [

Satz 8.12 Stetige Funktionen auf [a,b] sind Riemann-integrierbar.
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Beweis. Sei f : [a,b] — R stetig und € > 0. Da f auf [a,b] gleichmé&Big stetig
ist (Satz 6.44), gibt es ein § > 0 so, dass |f(t1) — f(t2)] < €/(b — a) fur alle
ti1,t9 € [CL, b] mit |t1 — t2| < 4.

Sei Z = (xg,...,x,) eine Zerlegung von [a,b] mit |Z| < ¢. Dann ist

—_

i

I
=)

Da stetige Funktionen auf kompakten Mengen ihr Supremum und Infimum anneh-
men, gibt es fiir jedes ¢ Punkte &, & € [x;, x;01]) mit f(&) = M; und f(&') =m
Aus z; < & und & < x;4, folgt weiter | — &| < ¢ und somit f(&) — f(&) <
e/(b— a). SchlieBlich erhalten wir

O(Z. )= U(Z.f) = Y _(F(&) = f&N) A < 3— Z Az; =e.
Da stetige Funktionen auf kompakten Mengen beschrankt sind, folgt die Behaup-
tung aus dem Riemannschen Integrabilitétskriterium (Folgerung 8.10). ]

8.4 Das Lebesguesche Integrabilitidtskriterium

Dieses Kriterium stellt einen Zusammenhang zwischen der Riemann-Integrierbar-
keit einer Funktion und der Menge ihrer Unstetigkeiten her. Wir benotigen dafiir
den folgenden Begriff. Die Lénge eines Intervalls I bezeichnen wir mit |I|.

Definition 8.13 Fine Menge M € R heifit Nullmenge, wenn es zu jedem € > 0

hdochstens abzdihlbar viele abgeschlossene Intervalle I, 1, ... gibt, die M diber-
decken (d.h. M C UI;) und fir die ) |I;| < e ist.

Man kann in dieser Definition “abgeschlossen” durch “offen” ersetzen.

Lemma 8.14 (a) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge.

(b) Abzdhlbare Teilmengen von R sind Nullmengen.

(¢) Die Vereinigung abzihlbar vieler Nullmengen ist eine Nullmenge.

(d) Eine kompakte Menge M C R ist genau dann eine Nullmenge, wenn es fir
jedes € > 0 endlich viele abgeschlossene Intervalle I; mit M C U;I; und 3, |I;] <
e gibt.

Beweis. (a) ist klar.

(b) Sei {x1,z9,...} eine abzihlbare Teilmenge von R und ¢ > 0. Offenbar liegt
z; im Intervall I; := [z; — 27972, 2; + €27972]. Die Vereinigung U;; iiberdeckt
daher die Menge {z1, z, ...}, und fiir die Intervalllingen gilt

Z][\—Ze 277 =¢/2 < e

J=1
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(c) Seien My, M, ... Nullmengen und € > 0. Fiir jede Menge M; gibt es Intervalle
Iy, Lo, ... mit >, |Ijx| < e-277, welche M; iiberdecken. Dann iiberdecken die
(nach Satz 2.8 abzdhlbar vielen) Intervalle Iy, 1o, ..., Io1, I2o, ..., I31, I3, ... die
Vereinigung U; M, und fiir die Intervallléngen gilt

ZZlM<Z€ 277 =¢.

=1 k=1 j=1

(d) Sei M C R kompakt und € > 0. Ist M Nullmenge, so gibt es abgeschlossene
Intervalle Iy, Iy, ... mit M C U;l; und ), [[;] =: 6 < e. Ist etwa [; = [ay, b;], so
setzen wir L; := (a; — (e — §)27772,b; + (5 — §)27972). Die offenen Intervalle L;
iiberdecken M. Da M kompakt ist, iiberdecken bereits endlich viele dieser Inter-
valle die Menge M, etwa Ly, ..., L;. Dann iiberdecken auch die abgeschlossenen
Intervalle Ly, ..., L die Menge M, und fiir die Intervalllingen gilt:

k o) 00
BZEDBIED AR 929 =64 (e~ 0) <=

Die umgekehrte Aussage ist klar. [

Sei M C R. Eine Funktion f : M — R heifit auf M fast tberall stetig, wenn
die Menge ihrer Unstetigkeitsstellen eine Nullmenge ist. Allgemein sagt man,
dass eine Eigenschaft fast tberall erfiillt ist, wenn die “Ausnahmepunkte” eine
Nullmenge bilden.

Satz 8.15 (Lebesguesches Integrabilitidtskriterium) FEine Funktion f wvon
la,b] nach R ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn sie beschrankt und fast
tiberall stetig ist.

Fiir den Beweis benétigen wir genauere Aussagen iiber Unstetigkeitsstellen. Sei
f :[a,b] — R eine beschriankte Funktion und 7' eine nichtleere Teilmenge von
[a, b]. Die Zahl

Qp(T) := sup f(t) — inf f(t) = sup{|f(z) — f(¥)| : 2,y € T}
teT teT
heilt Oszillation oder Schwankung von f auf T. Fiir jedes fixierte = € [a, b] ist
die Funktion
(0,00) = R, §+— Qs (Us(x) NJa,b])

monoton wachsend und nach unten durch 0 beschrankt. Also existiert der Grenz-
wert

lim Q¢ (Us(x) Na, b)) =: we(z).

0—0+
Die Zahl wy(x) heiBt Oszillation von f im Punkt z.
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Lemma 8.16 Fine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R ist genau dann stetig in
x € [a,b], wenn we(x) = 0.

Der Beweis benutzt nur die Definition der Stetigkeit und ist HA. n

Wir bezeichnen die Menge der Unstetigkeitsstellen von f mit A(f), und fiir jedes
€ > 0 setzen wir A (f) := {z € [a,b] : ws(x) > €}. Eine unmittelbare Konsequenz
von Lemma 8.16 ist

Folgerung 8.17 Fliir jede beschrinkte Funktion f : [a,b] — R ist

A(f) = Ui Avye(f).
Man kann leicht zeigen, dass jede der Mengen A.(f) kompakt ist.
Folgerung 8.18 A(f) ist eine abzihlbare Vereinigung kompakter Mengen.

Beweis von Satz 8.15. (<) Sei f : [a,b] — R beschriankt (es gibt also ein C' so,
dass |f(z)| < C fiir alle x € [a,b]) und A(f) sei eine Nullmenge. Wir zeigen, dass
es fiir jedes € > 0 eine Zerlegung Z von [a, b mit O(Z, f)—U(Z, f) < (2C+b—a)e
gibt. Aus dem Riemannschen Integrabilitdtskriterium folgt dann die Riemann-
Integrierbarkeit von f.

Wie im Beweis von Lemma 8.14 (d) sieht man, dass A(f) durch abzéhlbar viele
offene Intervalle .Jy, Js, ... iiberdeckt werden kann, wobei fiir die Langen ihrer

AbschlieSungen gilt:
Yol <e (8.7)
J

Weiter: in jedem Punkt x € [a,b] \ A(f) ist f stetig. Wir finden daher fiir jedes
solche x ein offenes Intervall U, mit

r €U, und sup{f(r):ze€ U} —inf{f(z):2€U,}<e. (8.8)

Das System aller Intervalle .J; und U, bildet eine offene Uberdeckung von [a, b].
Nach dem Heine-Borelschen Uberdeckungssatz lassen sich endlich viele Intervalle
iy, und Uy, ..., Uy, auswihlen, die ebenfalls [a, b] iiberdecken. Sei nun Z
eine Zerlegung von |a, b] derart, dass jedes ihrer Teilintervalle Iy, ..., I, in einem
der Intervalle 7]-1, e ,7jn, U,,,...,Uy,, liegt (man kann z.B. fiir Z die Menge aller

Endpunkte der Intervalle J;,, ..., U,, wéhlen, die in [a, b] liegen). Die Differenz

~

O(Z, 1)~ U(Z, 1) = 3" (My — my) 1]

e
Il

schreiben wir als iy + ¥, wobei X; die Summe aller (M, — my) |[I1] ist, fur die
Ij;, in einem der Intervalle J; liegt und ¥, die iibrigen Summanden enthélt. Aus

(8.7) bzw. (8.8) folgt dann

(8.8)

— 8.7
2o< Y207 2 baw. 3, < c(b—a).

J
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Also ist tatsdchlich O(Z, f) —U(Z, f) = X1 + 35 < (2C + b — a)e.

(=) Sei f : [a,b] — R Riemann-integrierbar. Dann ist f beschriankt nach Satz
8.4. Wir zeigen, dass A(f) eine Nullmenge ist. Nach Folgerung 8.17 ist

A(f) = Uil Baye(f)-

Da jede abzihlbare Vereinigung von Nullmengen eine Nullmenge ist (Lemma
8.9(c) geniigt es somit zu zeigen, dass jede der Mengen Ay /,(f) eine Nullmenge
ist.

Falls Ay/,(f) = 0, ist nichts zu beweisen. Sei also Ay/x(f) # 0. Sei e > 0
beliebig. Nach dem Riemannschen Integrabilitédtskriterium gibt es eine Zerlegung
Z von [a, b] mit

OZ, )~ U(Z. ) < % (8.9)

Wir bezeichnen mit M* die Menge aller Teilintervalle I,,, von Z, die einen Punkt
aus Ay,(f) in ihrem Inneren enthalten (beachte: M* kann leer sein).

Sei zunéchst I,,, € M*, und x € Ay ;(f) liege im Inneren von I,,,. Dann gibt
es eine 6-Umgebung U C [, von x mit Q(U) > 1/k. Erst recht ist dann

Hieraus folgt mit (8.9) sofort

1
> 0(ZN)=UZH) 2 Y Mu=ma)lln 27 D |l

I eM* ImeM*
d.h. es ist -

> Il < 5 (8.10)

I eM*
Schliellich bestimmen wir zu den Teilpunkten zg,...,x, von Z abgeschlossene
Intervalle [{), ..., I/ mit
- €
rpel, md Y || < 5 (8.11)

k=0

Die Menge A /i(f) wird vom endlichen Intervallsystem {1, ..., I} U M* iiber-
deckt. Da wegen (8.10) und (8.11) die Summe der entsprechenden Intervalllingen
kleiner als £/2 + /2 = ¢ ist, ist Ay/;(f) eine Nullmenge. =

Folgerung 8.19 Ist f : [a,b] — R beschrinkt und die Menge der Unstetigkeits-
stellen von f héchstens abzdihlbar, so ist f Riemann-integrierbar.

Man erhélt hieraus wieder die Riemann-Integrierbarkeit stetiger und auch die
monotoner Funktionen (wie?). Auch ist beispielsweise die Funktion

0 wenn x irrational,
1/q wennz =p/qmit p,q € Z, ¢ #0, g.g.T.(p,q) =1

auf jedem Intervall [a, b] Riemann-integrierbar. Es ist namlich A(f) = Q N [a, b].

f:x»—>{
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8.5 Eigenschaften des Riemann-Integrals

Satz 8.20 Sind f,g : [a,b] = R Riemann-integrierbar und stimmen f und g auf
einer in [a,b] dichten Menge M iiberein, so ist

/ab f(z)der = /abg(x) dx.

Beweis. Sei (Z,,) eine Folge von Zerlegungen von [a, b] mit |Z,| — 0. Wegen der
Dichtheit von M in [a,b] findet man fiir jedes Z, einen Zwischenvektor £ =

€€y mit € € M fiir alle i und n. Dann ist aber auch f(£™) = g(¢™)
fiir alle 4 und n, und die entsprechenden Riemann-Summen stimmen iiberein:

S(Zn7 f(n)’ f) = S(Zn7 g(n)’ g)
Hieraus folgt die Behauptung. [

Folgerung 8.21 Sind f, g : [a,b] — R Riemann-integrierbar und ist N := {x €
la,b] : f(x) # g(z)} eine Nullmenge, so ist

/abf(x) do = /abg(:v) da.

Der Beweis folgt sofort aus Satz 8.20. Da N Nullmenge ist, enthélt N keine
offenen Intervalle. Also ist [a,b] \ N dicht in [a, b], und auf dieser Menge stimmen
f und g tiberein. [

Satz 8.22 (a) Sei f auf [a,b] Riemann-integrierbar und a < ay < by < b. Dann
ist f auch auf [ay,b1] Riemann-integrierbar.

(b) Seia < ¢ <b, und f sei auf [a,c|] und auf [c,b] Riemann-integrierbar. Dann
ist [ auf [a,b] Riemann-integrierbar, und es gilt

/abf(a:) dr = /:f(:c) dx—i—/cbf(x) dx. (8.12)

Beweis. Beide Aussagen folgen leicht mit dem Lebesgueschen Integrabilitétskri-
terium. Ist etwa f auf [a,b] Riemann-integrierbar, so ist die Menge der Unste-
tigkeitsstellen von f auf [a,b] eine Nullmenge. Dann ist erst recht die Menge der
Unstetigkeitsstellen auf [aq,b] eine Nullmenge, d.h. f ist auf [a;, b;] Riemann-
integrierbar. Aussage (b) ist HA. [

Die Regel (8.12) gilt bei beliebiger Lage der Punkte a,b, ¢, wenn man fiir a < b
die folgenden Vereinbarungen trifft:

/baf(x)dx::—/abf(x)dx und /aaf(x)d:c::o.
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Satz 8.23 Sind f,g : [a,b] — R Riemann-integrierbar und sind o, B € R, so ist
auch oof + Bg Riemann-integrierbar auf [a,b], und es gilt

[@rsspwar=a [ s@as [ g

Die Menge der Riemann-integrierbaren Funktionen bildet also einen linearen
Raum, und die Abbildung f fab f(z)dx ist linear.

Beweis. Fiir jede Zerlegung Z und jeden zugehorigen Zwischenvektor & gilt

S(Z,& af + Bg) = aS(Z.&, f) + S(Z.€, 9)-
Aus der Definition des Riemann-Integrals folgt die Behauptung. [

8.6 Integralungleichungen und Mittelwertsitze

Satz 8.24 Sind f,g : [a,b] — R Riemann-integrierbar und ist f(x) > g(x) fir

alle x € [a,b], so ist auch
b b
/ f(z)dx > / g(x)du.

Fiir jede Riemannsumme gilt ndmlich S(Z,¢, f) > S(Z,&, g). n

Satz 8.25 (Dreiecksungleichung fiir Integrale) Ist f : [a,b] — R Riemann-
integrierbar, so ist auch die Funktion |f| Riemann-integrierbar auf [a,b], und es

qgilt
‘/abf(a:)da:’ < /ab | f ()| da . (8.13)

Beachten Sie die Ahnlichkeit zur bekannten Dreiecksungleichung

n n
a1+ ] < ol + ool baw. | D] <3 il

i=1 i=1

Beweis. Die Riemann-Integrierbarkeit von |f| folgt mit dem Lebesgueschen In-
tegrabilitdtskriterium: Ist f in x stetig, so ist auch |f| in x stetig. Also kann |f|
nicht mehr Unstetigkeitsstellen als f besitzen. Die Ungleichung (8.13) erhilt man
aus der Dreiecksungleichung |S(Z, €, f)| < S(Z,&,|f]) fir Riemann-Summen oder
mit Satz 8.24 aus f < |f| und —f < |f]. [

Satz 8.26 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Sei f : [a,b] — R Rie-
mann-integrierbar und m = inf{f(z) : © € [a,b]}, M := sup{f(x) : x € [a, b]}.
Dann gibt es ein n € [m, M| mit

/f n(b - a).

Ist f stetig, so gibt es ein & € [a,b] mit n = f(§).
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Die Zahl 7 ist fiir a # b eindeutig bestimmt und heifit Mittelwert von f auf [a, b]
(in Analogie zum arithmetischen Mittel von Zahlen).

Beweis. Offenbar ist m < f(z) < M fiir alle z € [a, b]. Aus Satz 8.24 folgt daher

m(b — a) U/nmx</"f dx</ﬂwmn_ (b—a).

Jede Zahl aus [m(b — a), M (b — a)] ldsst sich als (b — a) mit einem n € [m, M]
schreiben. Die Behauptung fiir stetiges f folgt aus dem Zwischenwertsatz und
dem Satz von Weierstrafl: Mit m und M wird auch jeder Wert n € [m, M] von f
angenommen. ]

Satz 8.27 (Erweiterter Mittelwertsatz) Sind f,g : [a,b] — R Riemann-
integrierbar, so ist auch fg : [a,b] — R Riemann-integrierbar. Ist zusdtzlich
g >0 auf [a,b], so gibt es einn € [m, M] (mit m, M wie in Satz 8.26) so, dass

[ rwwyae= [ gtya

Ist f stetig auf [a,b], so gibt es ein & € [a,b] mit f(&) =n.

Beweis. Die Riemann-Integrierbarkeit von fg zeigen Sie im Tutorium. Weiter
folgt wie im Beweis von Satz 8.26 aus m < f < M bzw. mg < fg < Mg, dass

/ M</f m<M/

Ist fabg(:zt) dx = 0, so folgt hieraus auch fa f(z)g(z)dx = 0, und fiir n kann eine
beliebige Zahl aus [m, M| genommen werden. Ist dagegen ff g(x)dx # 0, so ist

n:i= </abf(1:)g(a:) dx) / (/abg(m) d:v) € [m, M]. n

Ohne Beweis (vgl. Heuser, Nr. 85.7) vermerken wir noch

Satz 8.28 (Zweiter Mittelwertsatz der Integralrechnung) Sei f monoton
und g stetig auf [a,b]. Dann existiert ein £ € |a,b] mit

/abf(x)g(x) dz = f(a) /j g(z) dx + f(b) /Ebg(x) d.

8.7 Hauptsitze der Differential- und Integralrechnung

Diese Sétze stellen einen Zusammenhang zwischen den Begriffen “Ableitung” und
“Integral” her, ermdglichen es, eine differenzierbare Funktion bis auf eine Kon-
stante aus ihrer Ableitung zu rekonstruieren und bieten eine bequeme Moglichkeit
zur Berechnung zahlreicher Riemann-Integrale.
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8.7.1 Stammfunktionen

Definition 8.29 Sind F, f : [a,b] — R Funktionen und ist F differenzierbar auf
la,b] und F'(x) = f(x) fir alle v € [a,b], so heifst F' eine Stammfunktion von f.

Mit Folgerung 7.14 erhélt man sofort:

Satz 8.30 (a) Ist F' Stammfunktion von f und C' € R, so ist auch F+C Stamm-
funktion von f.

(b) Je zwei Stammfunktionen einer gegebenen Funktion auf einem Intervall un-
terscheiden sich nur um eine Konstante.

Eine Stammfunktion F' von f wird oft als unbestimmtes Integral von f bezeichnet,
und man schreibt F' = f f(z)dz. Dies ist nicht sehr konsequent. Mit f ist ja
z.B. auch F' + 1 Stammfunktion und demzufolge auch F + 1 = [ f(z)dz. Wir
wollen [ f(z) dx als Bezeichnung fiir die Menge alle Stammfunktionen betrachten.
Anstelle der etwas schwerfilligen Schreibweise

/f(x)dx—{F—i—C’:CeR}

schreibt man meist (jedoch auch nicht sehr exakt) [ f(x)dx = F + C.

Aus den uns bekannten Ableitungen spezieller Funktionen erhalten wir die folgen-
den unbestimmten Integrale (die man zusammen mit einigen anderen als “Grund-
integrale” bezeichnet).

il R fallsa € N,
o/xadx:x+1+(7 auf R\ {0} fallsa=-2,-3,—4,...
a
(0,00) fallsa e R\ {-1}.

o [ 'de=In|z|+C aufR\{0}.
ede=¢"+C aufR.
[ ]

sinzdr = —cosx + C, /cosxdmzsinx—l—@ auf R.

— — — —

sinh x dr = coshx + C, /cosh:z: dr =sinhx + C'  auf R.
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8.7.2 Der (erste) Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Satz 8.31 Die Funktion F : [a,b] — R besitze auf [a,b] eine Riemann-integrier-
bare Ableitung f = F'. Dann ist

/ f(x) de = / Fl(z)dz = F(b) — F(a). (8.14)

Wir konnen dieses Resultat auch so formulieren.

Satz 8.32 Die Funktion f : [a,b] — R sei Riemann-integrierbar und besitze eine
Stammfunktion F. Dann gilt (8.14) unabhdngig von der Wahl von F.

Anmerkung 1. Es gibt differenzierbare Funktionen, deren Ableitung nicht Rie-
mann-integrierbar ist. Beispielsweise ist fiir

1

Flr) = ry/xsin 2 fiir x > 0,
0 firx =0

die Ableitung

3 11 1 g
F’(x):{i rsin g — —=cos o fiir >0,

0 firxz =0
unbeschriankt auf [0, 1]. Auch gibt es Riemann-integrierbare Funktionen, die keine

Stammfunktion besitzen (z.B. die Funktion f : [-1,1] — R, die auf [—1, 0) gleich
—1 und sonst gleich 1 ist).

Anmerkung 2. Statt F(b) — F'(a) schreibt man oft F(x)‘z

Beweis von Satz 8.31. Sei F': [a,b] — R differenzierbar und f := F’ Riemann-
integrierbar. Fiir jede Zerlegung Z = {xo,...,x,} von [a, b] ist

—_

n—

F(b) — F(a) = (F(xm) - F(xi)).

%

I
=)

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es fiir jedesi = 0,...,n—1
ein & € (x;,x;41) so, dass

F(xip1) — F(z;) = F’(fi)(%’ﬂ —x;) = f(&)Ar;.

Der Vektor £z := (&, ...,&n—1) ist ein spezieller Zwischenvektor zur Zerlegung
7, und fiir diesen gilt

i
L

F(b) — F(a) = f(&)Ax; = S(Z,8z, f). (8.15)

i

Il
o
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Ist nun (Z,) eine Folge von Zerlegungen von [a,b] mit |Z,| — 0, so wihlen wir
fiir jedes n € N einen Zwischenvektor £z wie oben und erhalten aus (8.15)

F(b) — F(a) = $(Zu €1, 1) — / f(x) d. .

Beispiel.

s
. T
/ sinx dr = —COSHL“O = —cosm — (—cos0) = 2.
0

8.7.3 Der zweite Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Satz 8.33 Jede auf [a,b] stetige Funktion f besitzt eine Stammfunktion auf [a,b].
FEine solche Stammfunktion ist gegeben durch

F(z) ::/ f(t)dt, =€ la,bl. (8.16)
Beweis. Jede stetige Funktion ist Riemann-integrierbar. Also existiert fiir jedes
x € [a,b] das Integral (8.16), und die Funktion F' ist wohldefiniert. Wir zeigen,

dass F' auf [a, b] differenzierbar und F’ = f ist.
Seien x,x 4+ h € [a,b] und h # 0. Dann ist

F<x+h}1_F(x) = %(/fhf(t)dt—ff(t)dt) - %/jhf(t)dt.

Nach Satz 8.26 (Mittelwertsatz) gibt es ein € € [z, x + h] mit

Fz+ h})L — F(x) %f(g)(x h— 1) = f(6). (8.17)

Halten wir x fest, so héngt £ nur von A ab, und fiir h — 0 strebt £ gegen x. Da
f stetig ist, strebt dann f(§) gegen f(x). Also existiert der Grenzwert von (8.17)
fiir h — 0, und es ist

F(x + h) — F(x)

F'(x) = ]1112(1] > = f(2). =

8.8 Integrationstechniken

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung reduziert die Berechnung
eines Riemann-Integrals fiir eine Funktion f auf die Bestimmung einer Stamm-
funktion fiir f. Wir lernen nun einige Aussagen kennen, die diese Aufgabe erleich-
tern. Allerdings bleibt die Bestimmung einer Stammfunktion (im Gegensatz zur
yumgekehrten® Aufgabe, der Bestimmung einer Ableitung) ein schwieriges Pro-
blem. Bereits fiir so einfache Funktionen wie z +— 1/Inz und = — e’ (die nach
Satz 8.33 eine Stammfunktion auf (0,00) bzw. R besitzen) ist es nicht moglich,
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diese Stammfunktion mit Hilfe endlicher Ausdriicke von ,,elementaren“ Funktio-
nen (wie Potenzfunktionen oder trigonometrische Funktionen) darzustellen.

Wir gewinnen die Regeln fiir die Bestimmung von Stammfunktionen durch
,Umkehrung® der uns bekannten Differentiationsregeln.

8.8.1 Linearitat

Sind F' bzw. G Stammfunktionen von f bzw. g, so ist fiir beliebige o, 5 € R
(aF + BG) = aF' + BG" = af + Bg.

Also besitzt auch af + g eine Stammfunktion, und es gilt (in Kurzfassung)

/(af—l—ﬁg)d:c:a/fda:—l—ﬁ/gdx. (8.18)

Satz 8.34 Besitzen f,g : [a,b] — R Stammfunktionen und sind o, 5 € R, so
besitzt auch af + Bg eine Stammfunktion auf [a,b], und es gilt (8.18).

8.8.2 Partielle Integration

Nach der Produktregel (uv)" = w'v + uv' ist wv Stammfunktion von u'v + uv'.
Besitzt nun eine der Funktionen «'v und uv’ eine Stammfunktion, dann auch die
andere (Satz 8.34), und wir erhalten

uv = /(u'v+uv') dr = /u’vdm+/uv'dw
/u’v dr = uv — /uv' dx. (8.19)

Satz 8.35 Seien u,v : [a,b] — R differenzierbar auf [a,b], und uv' besitze eine

Stammfunktion. Dann besitzt auch u'v eine Stammfunktion auf [a,b], und es gilt
(8.19).

bzw.

Beispiel 1.

/xsinxdx = x(—cosx)—/l-(—cosx)dx

= —xcosx—k/cosxd:p:sinx—:pcosx—l—C’.

(Hier haben wir (8.19) mit v(z) = 2 und u(z) = — cosx benutzt.) ]
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Beispiel 2.

/lna:dx = /l-lnxdx:xlnx—/x-ldx
z

= xlnx—/ldx:xlnx—x+0.

(Hier benutzten wir (8.19) mit u(z) = x und v(z) = Inz.) ]
Fiir Riemann-Integrale erhélt man mit (8.19):

Satz 8.36 Seien u,v : [a,b] — R stetig differenzierbar. Dann ist

/ o (z)v(z) de = u(z)v(z)|’ — / u(x)v'(z) d. (8.20)

Beweis. Aus der stetigen Differenzierbarkeit von v und v folgt die Stetigkeit
von u'v und uv’. Also besitzen beide Funktionen eine Stammfunktion, und die
Riemann-Integrale in (8.20) existieren. Die Behauptung folgt nun aus (8.19) und
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. [

8.8.3 Integration durch Substitution

Sei F' eine Stammfunktion von f, und g sei differenzierbar. Ist die Verkniipfung
F o g definiert, so folgt aus der Kettenregel

dF(g(t))
dt

Also ist ® := Fog :t+— F(g(t)) eine Stammfunktion von (f o g)g’ : t —
flg(®) g'(#), d.h.

= F'(g(t)) g'(t) = f(g(1)) g'(t).

[ teg @t~ [ ri)asl,_,, 821

Satz 8.37 Die Funktion f besitze auf dem Intervall I eine Stammfunktion F,
die Funktion g sei auf einem Intervall Iy differenzierbar, und es gelte g(I;) C I.

Dann besitzt die Funktion (f o g)g" auf Iy eine Stammfunktion ®, und es gilt
(8.21) oder kurz ® = F o g.

Besitzt ¢ eine Umkehrfunktion, so ist natiirlich ' = ® o g~!. Ist g~! dariiber
hinaus differenzierbar, folgt hieraus: Ist ® Stammfunktion von (fog)g’, so besitzt
f eine Stammfunktion F, und es gilt F = ® o g~!.

Beispiel 3. Auf R suchen wir [ cost sin®tdt. Wihlt man f(z) = 22 und g(t) =
sint, so ist ¢'(t) = cost und

3 sin’ ¢
/costsithdt:/:chx‘ - +C = o + C. =

r=sint 3 r=sint 3
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Beispiel 4. Fiir f(z) = 1/x erhilt man aus (8.21)

g'(t)
dt =1n|g(t)| + C. [
[ Lt = mlato)
Beispiel 5. Ist F' Stammfunktion von f und sind a,b € R mit a # 0, so gilt
/fat+b ) dt = /fat+b cadt = F(at+b)+C’ n

Die Regel (8.21) fiihrt ein Integral der Form [ f(g(t)) ¢'(t) dt auf ein Integral der
Form [ f(z)dx zuriick. Hiufig mochte man den umgekehrten Weg gehen: Um
[ f(x) dx zu bestimmen, versucht man, die Integrationsvariable als z = g(¢) mit
einer bijektiven differenzierbaren Funktion g zu schreiben und hofft, dass das
Integral [ f(g(t)) ¢'(t) dt ausgewertet werden kann.

Beispiel 6. Wir suchen [ va? — 22 dzx auf (—a,a) mit a > 0. Dazu substituieren

wir x := asint mit ¢t € (—75,%) (beachten Sie: auf (-7, %) verschwindet die

Ableitung t — acost von x nach ¢ nicht), und wir gelangen zu

/ Va2 — a?2sin’t - a costdt
02
= a2/0082tdt = —/(1+cos(2t))dt

2

(t —l—% sin(2t)) + C = (t+smt cost) +C

= t—l—smtx/l—sm )+ C.

Mit der Riicksubstitution ¢ = arcsin% erhalten wir

RN

/\/a2 2dr = — <arCSIH§—|—£ 1—(§)2)—1—C. n

a a a

Beispiel 7. er suchen [ ——dx auf (0, ). Die Substitution # = 2arctant fiihrt

wegen 77 d”” =7 +t2 und
2 x
T T T T €T cos” £
sinx = 2sin= cos = = 2tan = cos® = = 2tan — 2
2 2 2 2 2 sin? s+ COSQ%
T 1 2t
= 2tan —

2 1+tan’2 142

auf das Integral

1+ ¢2 2 dt
: dt = —Inlt| + C.
/Qt 1+ 7 I+

Die Riicksubstitution ¢ = tan% liefert
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1
/ daz’zln\tang|+0. m

sin
Fiir Riemann-Integrale kann man die Substitutionsregel wie folgt formulieren.

Satz 8.38 Sei f stetig und g stetig differenzierbar, und die Verkettung f o g sei

definiert. Dann ist
9(

b) b
f(z) de = / Fla(0)g' () dt. (8.22)
) a

g(a
Beweis. Nach Voraussetzung sind f und (fog)g’ stetig, so dass diese Funktionen
entsprechend Stammfunktionen F' und & besitzen und die Integrale in (8.22)
definiert sind. Nach Satz 8.37 ist ® = F o g + C. Also ist nach dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung

/ flg(t)g'(t) dt = (F o g)(b) — (F o g)(a)

und

g(b)
) f(z)dz = F(g(b)) — F(g(a)). -

g(a

Besitzt ¢ eine Umkehrfunktion, so kann man (8.22) schreiben als

b g1 (b)
[ rwaz= [ s

a)

8.9 Stammfunktionen rationaler Funktionen

Eine Funktion P : z +— a,2"+...+ax+ap mit a; € R und a,, # 0 heifit Polynom
vom Grad n, und n heilt der Grad des Polynoms. In Zeichen: n = deg P. Sind
P und @ # 0 Polynome, so ist der Quotient P/Q fiir alle z € R mit Q(z) # 0
definiert. Funktionen dieser Gestalt heiflen rational. Fiir rationale Funktionen
lasst sich stets eine Stammfunktion konstruktiv bestimmen. Dazu benotigen wir
einige Resultate aus der Algebra, die wir ohne Beweis zitieren.

Seien P, () Polynome mit ) # 0. Zur Bestimmung einer Stammfunktion der
rationalen Funktion P/Q geht man wie folgt vor.

Schritt 1. Ist deg P > deg @, so liefert eine Polynomdivision von P durch @)
Polynome R und S mit
P

S
— =R+ — mitdegsS < degQ.
0 0 g gQ

Fir R kann man eine Stammfunktion angeben. Wir betrachten nur noch S/Q.

Schritt 2. Man zerlege das Nennerpolynom () in Faktoren 1. und 2. Grades.
Dass dies moglich ist, folgt aus nachstehendem Satz.
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Satz 8.39 (Fundamentalsatz der Algebra) Sei n > 1. Fir jedes Polynom
Q(z) = >0y qix’ mit ¢, # 0 und g; € R gibt es reelle Zahlen b;, ¢;, d; mit b; # b;
und (c;, d;) # (¢j,d;) fiir i # j und positive natirliche Zahlen k;,mj,r und s so,
dass

Q(x) = qn H(x — ;) H(QZQ +2cjx +d;)"™ fir allex € R (8.23)

i=1 j=1
mit ky + ...+ ke +2(my 4. 4 mg) =n und dj — ¢ >0 fir alle j.

Zur Bestimmung der b;, ¢;, d; ermittelt man die komplexen Nullstellen Ay, ..., A,
von (). Dann ist Q(z) = gn(x — )\1) .(x — \,). Die Terme (x — A\)(z — \) mit
A € R werden zu (x — \)(x — A) = 22 — (A + Nz + |\|? zusammengefasst.

Einen Beweis von Satz 8.39 finden Sie in Heuser, Analysis I, Satz 69.3 und in
der Vorlesung zur Funktionentheorie. Die Bestimmung der Nullstellen von @) ist
oft schwierig.

Schritt 3. Ist die Zerlegung (8.23) gefunden, wéhlt man den Ansatz

S(I) = g S ]mI—FC‘m
Q(I)_;; x—b Z::n; $2+201x+]d) (8.24)

mit zu bestimmenden reellen Zahlen A, Bj,, und Cj,,.

Satz 8.40 (Partialbruchzerlegung) Sei ) wie in (8.23) und S ein Polynom
mit deg S < deg Q). Dann ezistieren Zahlen Ay, B, und Cjy,, so dass (8.24) gilt,
und diese Zahlen sind eindeutig bestimmi.

Der Beweis ist in Heuser, Analysis I, Satz 69.5. n

Die Zahlen A;j, Bj,, und Cj,,, konnen ermittelt werden, indem man (8.24) mit @
multipliziert und durch Koeffizientenvergleich ein lineares Gleichungsystem fiir
die gesuchten Groflen aufstellt.

Schritt 4. Zu allen in (8.24) vorkommenden Briichen lassen sich Stammfunktio-
nen durch partielle Integration und Substitution effektiv bestimmen. Einige der
folgenden Regeln miissen dazu wiederholt angewandt werden. Man beachte, dass
d > c%. AuBlerdem sei m > 2.

/ dx _ ez —b)F falls k> 1,
(x—bk | In|z—D| falls k = 1,

/ dz 1 ; T+c
—_— = arctan ———
x?+ 2cx +d Vd—¢c2 Vd—c2’

/ dx B T+
(22 +2cx +d)m  2(m —1)(d — )(22 + 2cx + d)m~1
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(2m — 3) dx
T m =D (d =) / (@ + 2ex +d)n U

azr + 3 a 9 dx
_wrP g = 9 2x +d) + (8 — @
/a:2—|—20x+d . 2n(x—|— cv+d) + (5 ac)/x2+20x—|—d’

/ ax + dr = —a
(2% 4 2cx + d)™ 2(m = 1)(2% 4 2cx + d)m?

dx
+ (8~ ac) / (22 + 2cx + d)™—1

. . . 441
Beispiel. Man bestimme [ 25— du.

Schritt 1: Polynomdivision.

xt 41 3+
— 14 .
-3 —x+1 -3 —x+1

Schritt 2: Faktorisierung des Nennerpolynoms.
-+ l=(r -1 -1)=(z - 1)*(2*+z+1).
Schritt 3: Partialbruchzerlegung. Der Ansatz

2+ A n Ay n Bx +C
-3 —2r+1 -1 (z-12 22+2+1

liefert nach Multiplikation mit 2* — 2® — 2 + 1
P rr=A(z -1 +2+1)+ Ay(z® + 2+ 1) + (Bz + C)(z — 1)
bzw.
2?41 = (A + B)z* + (Ay — 2B+ C)x* + (Ay + B —2C)z + (Ay — A + O).

Ein Vergleich der Koeflizienten auf der linken bzw. rechten Seite ergibt das lineare
Gleichungssystem

bei 23 : A+ B
bei 22 : Ay —2B+C
bei ! : Ay +B—-2C =
bei 20 : Ay — A +C =

S = O =

Die Losung dieses Gleichungssystems ist A; = %, Ay = %, B = %, C = 0. Die zu
integrierende Funktion lautet also

41 2 1 2 1 1 x
-1+ 2 + 2 T —
=3 —x+1 3z—1 3(x—1)2 3a224+2x+1
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Schritt 4: Integration
rt+1 2 dz 2 dx
dr = ldx + - - | —
/m4—x3—x+1 v / x+3/x—1+3/(x—1)2

+1/ x dx
3 24+r+1

2 2 1 1
= :U—i-gln\:c—l\—gm—i—(s In(2? + 2 + 1)
1 z+1
—— arctan C m
3V/3 V3

8.10 Uneigentliche Integrale

Bisher haben wir ausschliellich beschrinkte Funktionen auf kompakten Interval-
len integriert. Durch naheliegende Grenzprozesse erweitern wir nun die Definition
des Riemann-Integrals zu sogenannten uneigentlichen Integralen.

8.10.1 Integrale mit unbeschrinktem Integrationsintervall

Die Funktion f : [a,00) — R sei auf jedem Intervall [a,¢] mit ¢ > a Riemann-
integrierbar. Wenn der Grenzwert

lim / f(z)dx (8.25)

t—o00 a

existiert und endlich ist, so bezeichnen wir ihn mit faoo f(z) dx und nennen ihn un-

eigentliches Riemann-Integral von f. Man sagt auch, dass f auf [a, 00) Riemann-

integrierbar ist oder dass [ f(x)dx konvergiert. Ist der Grenzwert (8.25) un-

endlich oder existiert er nicht, so heiBt [ f(z)dz divergent. SchlieBlich heift

[ f(z)dx absolut konvergent, wenn [ |f(x)|dz konvergiert. Wie bei Reihen

folgt aus der absoluten Konvergenz die gewohnliche (Cauchy-Kriterium).
Analoge Definitionen trifft man fiir

| t@ie =t [ f)ds

S§—>—00

/_Zf(x)dx _ / f(:c)d:ch/oof(x)d:c

= lim f ) dx + hm/f

s§——00 t——+o0

und fir

Beispiel 1. Es ist
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t—oo Jy t—oo | Int falls = —1

= t ol 1 B
/ dr = lim 29 dr = lim { ol arl falls @ #£ —1
1

—-L- falls @ < —1 (Konvergenz).

00 falls « > —1 (Divergenz),
a+1

Beispiel 2. Wir berechnen fooo x"e~* dr. Eine Stammfunktion des Integranden
1st

Dies kann man einfach durch Differenzieren bestéitigen (HA). Wir iiberlegen uns,
dass lim,_,., F'(z) = 0. Hierfiir geniigt es zu zeigen, dass

k
lim = =0 fiir jedes & > 0. (8.26)
z—00 e¥
Aus der Definition der Exponentialfunktion durch eine Potenzreihe folgt fiir jedes
k € N und jedes x > 0
ahtt ¥ (k+1)!

> bzw. 0< — <
€ ~ (k+1)! W et x

Der Grenziibergang x — oo in der rechten Ungleichung liefert (8.26). Zusammen-
gefasst erhalten wir

00 t
/ z"e Cdr = lim [ 2"e *dxr = lim F(t) — F(0) = —F(0) = nl. ]
0 t—o00 0 t—o00
Beispiel 3. Wir zeigen, dass fooo % dzx konvergiert. An der Stelle 0 ist der In-
tegrand nicht definiert. Wegen lim, o 2 = 1 lisst sich die Funktion x — =
aber zu einer auf [0, 00) stetigen Funktion fortsetzen, wenn man ihren Wert an
der Stelle 0 durch 1 festlegt. Insbesondere existiert fol % dz als gewohnliches
Riemann-Integral. Wir miissen also nur noch zeigen, dass floo % dz konvergiert.

Partielle Integration liefert fiir ¢ > 1
t P cosx
— / 5 dx.
1 .

t .
sinx CcosST
/ dr = —
1T T
. cost
= lim (— T—i—cosl) = cos 1.

Offenbar existiert der Grenzwert
1 t—o0

coszx |t

lim —
t—o0 €T

. . . . t . .
Es verbleibt, die Existenz des Grenzwertes lim;_, ., fl €5t dr zu beweisen. Wir

benutzen das Cauchy-Kriterium und schétzen fiir 1 < ¢; < ¢y ab:

t2 t2 t2 1 1 1 1
[t < [l g L L L L

1
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Ist nun € > 0 beliebig vorgegeben, so gilt fiir alle ty > t; > 1/e

2 cosx
5 dx‘ < €.
t1 X

Also existiert f €52 dr und damit auch fooo S‘Ex dx. Was man auf diesem Wege
nicht erhélt ist, dass dieses Integrals den Wert 7/2 hat. n

Wir haben oben [*° f(x)dx definiert als lim, oo ssioc f: f(x)dz. In diesem
Sinn existiert z.B. ffooo x dx nicht als uneigentliches Riemann-Integral. Es ist aber

t IQ

lim zdr = lim —
t—o00 ¢ t—00

t
= 0.

—t

Wir nehmen dies als Anlass zu folgender Definition.

Definition 8.41 Ist f: R — R auf jedem Intervall [—t,t] Riemann-integrierbar
und existiert der Grenzwert lim;_, o fftf(:v) dx wm eigentlichen Sinn, so heifst
dieser Grenzwert der Cauchyscher Hauptwert. Wir bezeichnen thn mit

VP, /: (@) da

Beispielsweise ist V.P. ffooo xdr = 0.

Als eine Anwendung uneigentlicher Integrale vermerken wir das Integralkriterium
fiir die Konvergenz von Reihen.

Satz 8.42 Sei f : [1,00) — [0, 00) monoton fallend. Dann konvergiert die Reihe
>or  f(n) genau dann, wenn das Integral [ f(z) dz konvergiert.

Beweis. Fiir jedes k > 1ist f(k+1) < k“ flx)de < f(k).

PR - T :
Fl4 1) i
K k1
Aufsummieren von k =1,...,n — 1 ergibt fiir jedes n > 2

f(2)+...—|—f(n)S/1nf(x)dxgf(l)—i-...—i—f(n—l).
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Fiir die Partialsumme s, := Y7, f(k) gilt somit

s/nf(x)d:cg

Aus der linken Ungleichung folgt: Ist fl x) dxr konvergent, so bleiben die s,
beschriinkt, also (da alle Reihenglieder mchtnegatlv sind) konvergiert Y > f(n).
Analog liefert die rechte Ungleichung die umgekehrte Behauptung. [

Beispiel 4. Aus Beispiel 1 wissen wir, dafl floo ~*dx fiir alle a > 1 konvergiert.
Nach dem Integralkriterium konvergiert dann auch > >~ | 1@ fiir alle ae > 1. [

8.10.2 Integrale mit offenem Integrationsintervall

Sei f : [a,b) — R fiir jedes € € (0,b — a) i
auf [a, b—e] Riemann-integrierbar. Wenn der flo
Grenzwert lim.\ g fab_a f(x)dr existiert, so |
bezeichnen wir ihn mit fab f(z) dx und sagen, 1
f sei auf [a, b) uneigentlich integrierbar. Eine i
analoge Definition trifft man fiir links halb- i i 1
offene Intervalle. a b—e b

Ist a < ¢ < bund f auf [a,b] \ {c} definiert, und existieren die uneigentlichen
Integrale [ f(z) dz und fb f(x)dz, so definiert man

/f d:p—/f d:zc+/f dm-hm/ f(a)da + lim ;f()

Schliefflich definiert man in diesem Fall den Cauchyschen Hauptwert durch

b c—e b
V.P./ f(z)dx = lim (/ f(z)dz + f(x) da:)
a eNo a cte
(falls dieser Grenzwert existiert und endlich ist).

Beispiel 5. fol x%dx ist fiir « > 1 divergent und fiir o < 1 konvergent. Im
konvergenten Fall ist dieses Integral gleich 1

Beispiel 6. fol In x dx konvergiert und hat den Wert —1.
Beispiel 7. V.P. [', Ldo = limevo ([ Ldo + [! Ldz) =0,

8.11 Flacheninhalte

Einer der Griinde zur Einfithrung des bestimmten Integrals war der Wunsch,
Flacheninhalte zu definieren und zu berechnen. Ist f : [a,b] — [0, c0) Riemann-
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integrierbar, so definieren wir als Flacheninhalt der Menge
M :={(z,y) ER*:0<y < f(x), a <z < b}

die Zahl F(M) := f; f(z)dx.

0 a b

Mit dieser Definition lassen sich auch die Inhalte komplizierter Mengen definieren
und berechnen, wenn man akzeptiert, dass der Flacheninhalt die folgenden (aus
unserer Erfahrung heraus plausiblen) Eigenschaften aufweist:

(a) Geht M' aus M durch Verschiebung, Drehung oder Spiegelung an einer
Geraden hervor, so ist F(M') = F(M).

(b) Kann man M in zwei sich nicht iiberlappende Teilmengen A, B zerlegen,
von denen jede einen Flacheninhalt besitzt, so ist F'(M) = F(A) + F(B).

Die zweite Forderung ist sehr ungenau (man sollte etwas iiber ANB voraussetzen).
Darauf kommen wir spéter zuriick.

Beispiel 1. Fir f : [0,a] — R, z — b

findet man F(M) = [;'bdx = ab. Der von

uns definierte Flacheninhalt stimmt also fiir b
Rechtecke mit dem ,,bekannten“ Flédchenin-
halt iiberein.

Beispiel 2. Die Dirichletfunktion

1 falls x rational,
o) ={

0 falls z irrational,

ist auf keinem Intervall [a,b] mit a < b Riemann-integrierbar. Unsere Definition
erlaubt es daher nicht, der Menge M = {(z,y) :a <2 <b, 0 <y < f(z)} einen
Flacheninhalt zuzuschreiben. [

Beispiel 3. Die Funktionen f, g seien auf [a, b] Riemann-integrierbar, und es sei
f(z) > g(x) fiir alle x € [a, b]. Gesucht ist der Flicheninhalt der Menge

M ={(z,y) eR*:a <z <b, g(z) <y < f(2)}.
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ol o b 0l a b 0l q b

Wir verschieben M um ¢ > 0 in Richtung der positiven y-Achse, bis das Bild von
M komplett oberhalb der z-Achse liegt. Mit den Eigenschaften (a), (b) folgt:

b b b
F(M) = / (f(z) + ) de — / (9(z) + ) dz = / (f(z) - g(z)dz. m

Beispiel 4. Oft ist der Graph von f in Parameterdarstellung gegeben, etwa
{(z.y) eR*rw=a(t), y = y(t), t € [, B}

mit z(«) = a und z(f8) = b. Unter entsprechenden Voraussetzungen an = und y
(vgl. Satz 8.38) gilt dann

[1wa= [ seima= ["wwiwa

de (1) Beispielsweise wird durch

wobei #(t) = %

x =acost, y="bsint mitt € [0,27]

eine Ellipse beschrieben. Fiir ihren Fléchen-
inhalt findet man

Fon) = 2 f@) dx:2/0y(t)x'(t) dt:2ab/0 sint (= sint) dt

™

= mab. n

sintcost t)
0

= 2ab/ sintht:2ab<——+_
0 2 2

Beispiel 5. Durch
r=a(t—sint), y=a(l—cost) mitteR

wird eine Zykloide definiert. Diese Kurve beschreibt den Weg eines Punktes auf
der Kreisperipherie beim Abrollen des Kreises.

0 2ma 4ma 6ma
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Fiir die Fldache unter einem Zykloidenbogen findet man

FM) = /OWy(t)y'c(t)dt:a2/0W(l—cost)(l—cost)dt

21 .

t t t -

_ az/ (1—2(:ost+0032t)dt:CL?(t_QSmt_i_m 5)‘3
0

2

= 3a’m.
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9 Folgen und Reihen von Funktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir verschiedene Arten der Konvergenz einer
Funktionenfolge. Besonders interessiert uns die Frage, ob sich Eigenschaften der
einzelnen Glieder einer konvergenten Funktionenfolge (f,,) auf die Grenzfunktion
f vererben, etwa

e ist f stetig, wenn alle f,, stetig sind?

e ist f differenzierbar (integrierbar), wenn alle f, differenzierbar (integrier-
bar) sind, und gilt in diesem Fall

b b
f = (>im f,) =lm f bzw. / fx)de = lim/ folx)dz?

In diesen Fragen geht es letztlich darum, ob zwei Grenzprozesse vertauscht wer-
den koénnen. Ein Beispiel, in dem dieses Vertauschen erlaubt ist, haben wir in
Abschnitt 6.3 kennengelernt: Ist ">  a,2" eine Potenzreihe mit Konvergenzra-
dius R > 0, so gilt fiir jedes zgp € C mit |29| < R

o e.) o
: n n : n
lim E a,z" = g anzy = E a,(lim z)".
2—20 Z—20
n=0 n=0

Wir gehen diese Probleme nun systematisch an und betrachten anschlieBend zwei
spezielle Klassen von Funktionenreihen: Potenzreihen und Fourierreihen.

9.1 Punktweise Konvergenz

Sei X eine nichtleere Menge, N ein metrischer Raum mit einer Metrik d und fiir
jedes n € N sei eine Funktion f, : X — N gegeben. Dann heifit (f,,),en eine
Funktionenfolge auf X (beachten Sie: alle Glieder einer Funktionenfolge sind auf
der gleichen Menge definiert und bilden in eine gleiche Menge hinein ab).

Definition 9.1 Die Funktionenfolge (f,)nen konvergiert auf X punktweise gegen
eine Funktion f : X — N, wenn fir jedes x € X ¢ilt
d(fn(2), f(2)) =0 bzw.  lim fo(x) = f(x).

n—o0

Der punktweise Grenzwert einer Funktionenfolge (f,,) ist eindeutig bestimmt.

Beispiel 1. Die Funktionen f, : [0, 1] — R seien durch f,(z) = 2" gegeben. Fiir
0 < < 1ist limy, o fru(z) = lim, oo 2™ = 0, wihrend lim, ., f,(1) = 1 ist.
Die stetigen (sogar differenzierbaren) Funktionen f,, konvergieren also punktweise

gegen die Funktion
0 firo<z<l,

f(ac):{ 1 firz =1,

155



die im Punkt 1 nicht stetig ist. [
Beispiel 2. Fiir n € N und x € R sei

o) i= fm st

(der Grenzwert existiert, da 0 < (cos(n!rz))? < 1). Wir zeigen, dass die Folge
(fn) punktweise gegen die Dirichletfunktion

0 falls z irrational

1 falls x rational,
)= {

konvergiert. Sei zundchst z rational. Wir schreiben z als p/q mit p,q € Z und
q > 0. Fiir beliebiges n > ¢ ist dann

(cos(n!mp/q))? = 1.

Es ist also f,(x) =1 fiir alle n > ¢, woraus lim,,_,, f,(x) = 1 fiir jedes rationale
x folgt. Ist dagegen x irrational, so ist n!z niemals ganzzahlig. Es ist daher in
diesem Fall

0 < (cos(nlmz))? < 1,

woraus fiir jedes n folgt

fn(x) = lim (cos(n!mz))** = 0.

k—o0

Es ist daher lim, o f,(x) = 0 fur jedes irrationale z.
Bildet man also von den (beliebig oft differenzierbaren!) Funktionen

x> (cos(xlmx))?

erst den punktweisen Grenzwert bzgl. k& und dann bzgl. n, so erhélt man eine
Funktion, die in keinem Punkt stetig ist! n

Der durch die punktweise Konvergenz hergestellte Zusammenhang zwischen der
Folge (f,) und ihrer Grenzfunktion f ist offenbar zu schwach, um z.B. das Ver-
erben der Stetigkeit zu garantieren. Im néchsten Abschnitt betrachten wir einen
wesentlich stérkeren Konvergenzbegriff, der dieses Vererben garantiert.

9.2 Gleichmiflige Konvergenz

Sei wieder X eine nichtleere Menge, (N, d) ein metrischer Raum und (f,)nen eine
Folge von Funktionen f, : X — N.

Definition 9.2 Die Funktionenfolge (f,)nen konvergiert auf X gleichméfig ge-
gen die Funktion f : X — N, wenn fir jedes € > 0 ein ng € N existiert, so
dass

d(fu(z), f(x)) <e fir allen > ng und allex € X.
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Beachten Sie: Bei punktweiser Konvergenz darf ng von x abhéngen, wihrend bei
gleichméBiger Konvergenz ng unabhdngig von x gefunden werden kann. Aus der
gleichméfligen Konvergenz folgt offenbar die punktweise Konvergenz.

Beispiel 1. Die Funktionenfolgen in den Beispielen 1 und 2 aus Abschnitt 9.1
konvergieren nicht gleichméfig. Wir iiberlegen uns dies fiir Beispiel 1. Sei ¢ > 0
und x € (0,1). Wegen

|z" — 0| <e & 2" <e & nlnzx <lne & n>Ine/lnzx

kann es kein ng so geben, dass |f,(z) — f(z)| <e firallen >npund x € M. =

Beispiel 2. Auf R sei f,(z) :== 1[n

= ([y] ist die grofite ganze Zahl, die kleiner
als oder gleich y ist.) Aus [nz] <n

7]
z < [nz] + 1 folgt

el Se <S4 bawe fule) So <o)+ 3,

d.h. es ist )
0<z— fu(r) < — firallexeR.
n

Hieraus folgt sofort die gleichméflige Konvergenz der Funktionen f, gegen die
Funktion f(z) = x. ]

Im Weiteren sei N = R, versehen mit dem iiblichen Abstand. Alle Uberlegungen
dieses Abschnittes bleiben aber auch fiir N = R¥ (z.B. mit der Euklidschen Norm)
und insbesondere fiir N = C (mit dem iiblichen Betragsabstand) richtig. Wir
zeigen, dass man die gleichméfige Konvergenz als Konvergenz in einem geeigneten
metrischen Raum (dessen Elemente Funktionen sind) auffassen kann.

Eine Funktion f : X — R heifit beschrinkt, wenn

1o := sup [f ()] < oo. (9.1)

Die Zahl ||f|le heifit die Supremumsnorm von f. Es ist klar, dass die Menge
M(X) aller beschrénkten reellwertigen Funktionen auf X einen reellen linearen
Raum bildet und dass (9.1) ein Norm auf M (X) in folgendem Sinn definiert:

Definition 9.3 Sei L ein reeller linearer Raum. Eine Abbildung ||.| : L — R
heifst Norm auf L, wenn
(a) ||z]] > 0 fir alle x € L, und ||z|| = 0 genau dann, wenn x = 0.

(b) ||lax|| = |af ||| fir alle « € R und x € L.
(c) |l +yll < |lz|| + |ly|| fir alle z,y € L (Dreiecksungleichung).

Fiir die Norm (9.1) folgt die Eigenschaft (¢) aus
|[f(@) + g(@)] < [F(@)] +lg(@)] < [ Flloo + lI9lo0s

indem man auf der linken Seite das Supremum {iiber alle z € X bildet.
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Lemma 9.4 Ist L ein linearer Raum und ||.|| eine Norm auf L, so wird durch
d(z,y) := ||z — y|| eine Metrik auf L definiert.

Beweis. Aus dem ersten Normaxiom folgt d(x,y) > 0 und dass d(z,y) = 0 genau
dann, wenn x = y. Aus dem zweiten Normaxiom erhalten wir die Symmetrie von
d:

d(z,y) = llz =yl =1l = (y =) = | = U ly — =] = d(y, ).

Die Dreiecksungleichung fiir d folgt unmittelbar aus dem dritten Normaxiom. m

Man nennt d(z,y) := ||z — y|| die durch die Norm ||.|| induzierte Metrik. Solange
nichts anderes gesagt ist, versehen wir normierte R&ume immer mit den indu-
zierten Metriken und machen sie so zu metrischen Rdumen. Man iiberlegt sich
leicht, dass die gleichméafige Konvergenz einer Folge (f,,) beschrénkter reellwerti-
ger Funktionen nichts anderes ist als die Konvergenz dieser Folge im metrischen
Raum M (X) mit der durch die Supremumsnorm induzierten Metrik, d.h. f,, — f
bedeutet

Ve >0 dng € N Vn>ng:||f — fulle =sup|f(z) — fu(z)| < e.
reX
Definition 9.5 FEin normierter linearer Raum heifit ein Banachraum, wenn er
beziiglich der durch die Norm induzierten Metrik vollstindig ist.

Einige Beispiele fiir Banachrdume kennen wir bereits: R und C mit den iiblichen
Betrigen als Norm und R* mit der ||.||1, ||.]|2 oder ||.||oo-Norm.

Satz 9.6 Der lineare Raum M(X) der beschrinkten reellwertigen Funktionen
auf X, versehen mit der Supremumsnorm, ist ein Banachraum.

Beweis. Sei (f,) eine Cauchyfolge in M (X), d.h.
Ve >0 dng € N Vm,n > ng: d(fn, frm) = sup | fu(z) — frn(x)| < €. (9.2)
zeX

Offenbar ist fiir jedes feste © € R die Folge (f,(z)) eine Cauchyfolge in R. Da R
vollstandig ist, konvergiert die Folge (f,(x)) gegen eine Zahl, die wir f(x) nennen.
Hierdurch wird eine Funktion f : X — R festgelegt. Wir zeigen: f ist beschrankt

(dh. fe M(X)) und d(f, fn) = |[f = fulloc = 0.
Aus (9.2) wissen wir:

Ve >0 dng €N Vm,n>ng Vo € X :|fu(z) — fu(z)] <e.
Vollziehen wir hierin den Grenziibergang m — oo, folgt
Ve>0 dng €N Vn>ng Ve e X :|fu(x) — f(z)| <e. (9.3)
Wir wahlen z.B. ¢ = 1 und das zugehorige ny und erhalten

[F(@)] < oy ()] + [ (2) = f(@)] < [ fnlloo + 1 fiir alle z € X,
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d.h. f ist beschrankt. Die Konvergenz von f, gegen f bzgl. der Supremumsnorm
folgt ebenfalls sofort aus (9.3). m

Wir vermerken noch einige wichtige Konsequenzen der Vollstdndigkeit des Rau-
mes M (X). Diese gelten entsprechend fiir beliebige Banachraume.

Seien f,, Funktionen aus M (X). Die Funktionenreihe )", , fi heiit punktweise
bzw. gleichmdfig konvergent, wenn die Folge ihrer Partialsummen s, 1=, _, f&
punktweise bzw. gleichméflig konvergiert. Aus der Vollstandigkeit des Raumes
(M(X), ||.]]) folgt sofort das Cauchysche Konvergenzkriterium.

Satz 9.7 (Cauchy-Kriterium) Sei (f,) eine Folge in M(X).
(a) Die Folge (f,,) konvergiert genau dann gleichmdjig, wenn sie eine Cauchyfolge
in M(X) ist, d.h. wenn
Ve>0 dng € N VYm,n>ng: ||fn— finllo <eé.
(b) Die Reihe Y i fx konvergiert genau dann gleichmdfig, wenn es fir jedes

e >0 ein ng € N gibt, so dass fiir alle n > ng und alle r € N gilt
n+r

I35 <-

In Analogie zu Zahlenfolgen definieren wir

Definition 9.8 Die Reihe Y .- fn heifit absolut konvergent, wenn die Reihe
Yoo o 1 fullso konvergiert.
Wie im Beweis von Satz 5.9 zeigt man:

Satz 9.9 Jede absolut konvergente Reihe in M(X) konvergiert gleichmdfig.

Dieser Satz ist bemerkenswert, da man z.B. statt der gleichméfligen Konvergenz
einer Funktionenreithe nur die absolute Konvergenz einer Zahlenreihe untersuchen
muf}, fiir die wir zahlreiche Kriterien kennen.

Beispiel 3. Die Reihe Y7 | - konvergiert fiir jedes z > 1 (ist also auf (1, 00)
punktweise konvergent), und sie ist gleichméBig konvergent auf jedem Intervall
[c,00) mit ¢ > 1. Die Funktionen f,(x) = n~" sind ndmlich auf [c,c0) streng
monoton fallend. Also ist ||fu]le = n7¢, und fiir ¢ > 1 konvergiert die Reihe
3% L. Die Funktion ((z) := >_°° | L heifit Riemannsche Zetafunktion. n

n=1 nc¢ n=1 n=

Beispiel 4. Jede Potenzreihe ) >° ja,2" mit Konvergenzradius R > 0 ist auf
der Kreisscheibe {z € C : |z| < R} punktweise konvergent. Fiir 0 < r < R
konvergiert sie auf jeder Kreisscheibe {z € C : |z| < r} sogar gleichméfBig. Fiir
die Funktionen f,(z) = a,2" ist ndmlich
[ falloo = sup [an2"| = |an|r",
|z|<r
und die Reihe Y~ |a,|r" konvergiert, da jede Potenzreihe im Inneren ihres
Konvergenzbereichs absolut konvergiert (Satz 6.16). m
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9.3 Gleichmiflige Konvergenz und Stetigkeit

In diesem Abschnitt sei (X, d) ein metrischer Raum, und wir betrachten Funk-
tionen X — R. Die Sétze 9.10 und 9.11 lassen sich problemlos auf Funktionen
X — R* mit k > 1 {ibertragen.

Satz 9.10 Die Funktionen f, : X — R sollen gleichmdflig gegen f : X — R
konvergieren. Ist jede der Funktionen f, in einem Punkt xo € X stetig, so ist
auch die Grenzfunktion f in xqy stetig.

Beweis. Sei € > 0 beliebig. Wir wihlen N € N so, dass ||f — fn||e < &/3. Dann
ist fiir alle v € X

|f(x) = f(0)| [f (@) = S ()| + [fn(x) = (o) + | fv(zo) — f(20)]
21f = falloo + [ n(2) = fn (o)l

2¢/3 + |fn(x) — (o)l

AN VANVAN

Da fy in zq stetig ist, finden wir eine Umgebung U von zy so, dass |fy(x) —
In(xo)| < g/3 fur alle z € U. Fiir alle 2 € U ist dann

|f(z) = f(zo)| < 2¢/3 4 |fn(x) — fn(zo)| <e.

Also ist f in x( stetig. n

Sind insbesondere alle Funktionen f,, auf ganz X stetig, so ist auch f auf ganz X
stetig. Wir interpretieren dies wieder als eine Vollstédndigkeitsaussage. Sei Cp(X)
die Menge aller beschriankten stetigen Funktionen f : X — R. Es ist Cy(X) C
M(X), und C,(X) ist ein normierter linearer Raum bzgl. der Supremumsnorm.
Ist X kompakt, so ist jede stetige Funktion auf X beschrénkt (Satz 6.40). Die
Menge aller beschrinkten stetigen Funktionen stimmt dann also iiberein mit der
Menge C(X) aller stetigen Funktionen auf X.

Satz 9.11 Der lineare Raum Cy(X), versehen mit der Supremumsnorm, ist ein
Banachraum.

Beweis. Ist (f,) eine Cauchyfolge in C,(X), so ist (f,,) erst recht eine Cauchyfolge
in M(X). Da M(X) vollstédndig ist, konvergiert die Folge (f,,) gleichméfig gegen
eine beschrankte Grenzfunktion f. Aus Satz 9.10 wissen wir, dass [ stetig ist,
also zu Cp(X) gehort. m

Wir konnen das Bewiesene auch so formulieren: C, (X)) ist abgeschlossen in M (X))
bzgl. ||.||cc- Als eine Anwendung geben wir einen weiteren Beweis von Satz 6.19.

Beispiel. Sei f(z) = > 7, a,z" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0,
und sei |zp| < R. Dann ist f in 2y stetig. Um dies einzusehen, wéhlen wir ein r
in (|zo|, R). Nach Beispiel 4 aus 9.2 konvergiert die Reihe ) a,2" auf X :=
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{z € C: |z| < r} gleichm&Big. Da alle Partialsummen auf X stetig sind, ist f auf
X und insbesondere in 2z, € X stetig. n

Aus der Stetigkeit der Grenzfunktion folgt aber im Allgemeinen nicht, dass die
Funktionenfolge gleichméfig konvergiert. Es gilt jedoch:

Satz 9.12 (Dini) Seien f, : [a,b] — R stetige Funktionen, die punktweise und
monoton (d.h. fir jedes x € [a,b] ist die Folge (f,(x)) monoton) gegen eine stetige
Funktion f konvergieren. Dann ist die Konvergenz sogar gleichmdfig.

Einen Beweis finden Sie in Barner/Flohr, Analysis I, S. 321.

9.4 Gleichmiflige Konvergenz und Integrierbarkeit/Dif-
ferenzierbarkeit

Sei [a,b] ein endliches Intervall. Wir bezeichnen mit R([a,b]) die Menge der
Riemann-integrierbaren Funktionen auf [a,b]. Da Riemann-integrierbare Funk-
tionen beschrénkt sind (Satz 8.4), konnen wir R([a, b]) als Teilraum von M ([a, b))
auffassen.

Satz 9.13 (a) Die Funktionen f, € R(|a,b]) sollen gleichmdiflig gegen eine Funk-
tion f konvergieren. Dann ist f € R([a,b]), und es gilt

n—o0

lim bfn(x)dx—/(hm fo)(z dl’_/ flx

(b) Der Raum R([a,b]), versehen mit der Supremumsnorm, ist ein Banachraum.

Beweis. (a) Wir zeigen zuerst, dass f Riemann-integrierbar ist. Sei A(f,) die
Menge aller Unstetigkeitsstellen von f, und U := Upeny A(f,). In jedem Punkt
x aus [a,b] \ U ist jede der Funktionen f, stetig. Nach Satz 9.10 ist dann auch
f in allen diesen Punkten stetig. Also ist A(f) € U. Nach dem Lebesgueschen
Integrabilitétskriterium (Satz 8.15) ist jedes A(f,,) eine Nullmenge. Nach Lemma
8.14 sind auch U und A(f) Nullmengen. Wieder nach Satz 8.15 ist f € R([a, b]).
Damit ist klar, dass fab f(z) dx existiert, und wir haben die Abschatzung

[ @ [ sl < [ - 5@l < 0l - Sl

Aus der gleichméfigen Konvergenz von f,, gegen f folgt nun Behauptung (a).

(b) Sei (f,) eine Cauchyfolge Riemann-integrierbarer Funktionen. Dann ist (f,,)
eine Cauchyfolge in M ([a, b]) und folglich konvergent mit einer Grenzfunktion f.
Aus Teil (a) wissen wir, dass f € R([a,b]). Schliefllich folgt aus Satz 8.23, dass
R([a,b]) ein linearer Raum ist. m
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Es ist bemerkenswert, dass die gleichméfige Konvergenz einer Folge differenzier-
barer Funktionen nicht geniigt, um die Differenzierbarkeit der Grenzfunktion und
die Vertauschbarkeitzu erzwingen.

Beispiel. Die Folge der Funktionen f, () := + sinnz konvergiert auf R gleich-
méBig gegen die Funktion f = 0. Die Folge der Ableitungen f/(z) = cosnx
konvergiert an der Stelle z = 0 gegen 1. Es ist aber

1= lim £1(0) # (lim £,)/(0) = £(0) = 0. .

Satz 9.14 Fir die Funktionen f, : [a,b] — R gelte

(a) sie sind auf |a,b] differenzierbar,

(b) die Folge (f!) ihrer Ableitungen konvergiert gleichmdfig auf [a,b],

(c) es gibt ein xq € [a,b], fir das die Folge (f.(zo)) konvergiert.
Dann konvergiert die Folge (f,) gleichmdfig gegen eine differenzierbare Funktion
f, und die Folge (f!) konvergiert gleichmdifsig gegen f'.

Unter den getroffenen Annahmen diirfen Funktionenfolgen also gliedweise diffe-
renziert werden, und es gilt (im Sinne der gleichméfiigen Konvergenz)

lim f) = (lim f,)".

n—oo n—oo

Beweis. Wir zeigen, dass die Folge (f,,) gleichméfig gegen eine Funktion f kon-
vergiert. Sei € > 0. Wir wahlen ng € N so, dass

| fn(z0) — fu(mo)| < e/2 fiir alle m,n > nyg (9.4)

und

I = frllee < 5 fur alle m,n > ny. (9.5)

€
(b—a)
Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung, angewandt auf die Funktion f,, — f,,
liefert die fiir alle z,y € [a,b] und m,n > n, giiltige Abschétzung

(Fanl@) = Jul@)) = @) = FuD] = 1) = Fu(&)l ]
< spoal-vl (9.6)

mit einem ¢ € [z,y]. Wir benutzen (9.6) mit y = o und erhalten

[fm (@) = ful2)] < |(fm€(37) — Jul2)) = (gfm(l'o) = fa(@o)) + [fm(z0) = fn(zo)]
< m|x—xg|+§<€

fir alle € [a,b] und m,n > ny. Also ist (f,) eine Cauchyfolge in C([a,b])
und nach Satz 9.6 gleichmifBig konvergent. Sei f ihr Grenzwert. Wir zeigen die
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Differenzierbarkeit von f in jedem Punkt y € [a, b]. Dazu betrachten wir auf [a, 0]
die Funktionen

fn(w;z:i/‘n(y)j Fla) = f(l";:i(y) falls © # v,

fl(y), lim, o f(y) fallsz =y.
Im Beweis von Satz 7.2 haben wir gesehen, dass die Funktionen F), stetig auf
la,b] sind. Weiter ist klar, dass die Funktionen F,, auf [a,b] punktweise gegen

F streben. Wir zeigen, dass diese Konvergenz sogar gleichméfig ist. Fiir x # y
erhalten wir aus (9.6) nach Division durch |z — y|

F(x) = {

|Fn(x) — Fu(z)| < 5 c VYm,n > ng

(b—a)

und somit

g
sup  [F(2) — Fu(2)] < s
zelab)\{v} 2(b—a)

Wir wéahlen ng so grof}, dass auch noch

VYm,n > ng.

3

[Fn(y) = Fa(y)] = [fr(y) = fu(y)] < 20— a)

fiir alle m,n > ng. Dann ist

€
sup |F(z) — F,(2)| <
xe[a,b]| () (@)] 20— a)

Also ist (F},) eine Cauchyfolge in M ([a, b]). Nach Satz 9.6 konvergiert diese Folge
auf [a, b] gleichmé&Big. Da sie auf [a, b] punktweise gegen F' konvergiert, folgt, dass
(F,) auf ganz [a,b] gleichméBig gegen F konvergietn. Nach Satz 9.10 ist F' auf
la, b] und insbesondere in y stetig. Es existiert also der Grenzwert lim,_,, F'(z) und
stimmt mit F'(y) tiberein. Dann ist die Funktion f an der Stelle y differenzierbar,
und es gilt

VYm,n > ng.

f(y) = lim f(y). [

n—o0

9.5 Erginzungen zu Potenzreihen

Wir wenden zunéchst das Resultat aus Satz 9.14 auf Potenzreihen an. Sei f(z) =
Yoo apx™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Die Partialsummen
sn(z) = >4y axz” sind offenbar differenzierbar auf (—R, R), und ihre Ableitung
1st

n
sh(z) = Z kayaz™t.
k=1

Die s/, sind die Partialsummen der Potenzreihe > °°  na,z" . Aus Folgerung
6.18 wissen wir, dass diese Potenzreihe den gleichen Konvergenzradius wie die
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Ausgangsreihe besitzt. Also ist (Beispiel 4 aus 9.2) die Folge (s),) auf jeder kom-
pakten Teilmenge von {x € R : |z| < R} gleichmé&Big konvergent. Aus Satz 9.14
folgt nun:

Satz 9.15 Die Potenzreihe f(x) =Y .~ a,x" ist in jedem Punkt x € (—R, R)
differenzierbar, und ihre Ableitung kann gliedweise bestimmt werden:

oo
= E na,z" L.
n=1

Im dritten Semester iibertragen wir dieses Resultat auf Potenzreihen im Kom-
plexen. Eine wiederholte Anwendung von Satz 9.15 zeigt, dass Potenzreihen un-
endlich oft differenzierbar sind. Damit haben wir auch Satz 7.11 bewiesen.

Wir vermerken noch, dass man wegen Satz 9.13 Potenzreihen auch gliedweise
integrieren darf. Zum Beispiel ist

/j(Z )dm—Z/anxdx— n+1y”+1

n=0

fiir alle y im Konvergenzintervall (—R, R).

Das néchste Resultat besagt, dass die Werte einer Potenzreihe im Inneren ihres
Konvergenzkreises eindeutig festgelegt sind, wenn man ihre Werte nur in einer
Folge von Punkten z, mit lim,, .., z, = 0 kennt. Genauer:

Satz 9.16 (Identititssatz fiir Potenzreihen) Seien

:an(z—zo)" und g(z Zgnz—zo
n=0

Potenzreihen, die auf einer Kreisscheibe K :={z € C: |z — 2| < R} mit R > 0
konvergieren, und sei (z,)22, € K\ {20} eine Folge mit Grenzwert zy. Ist f(z,) =
9(zy) fir alle n > 1, so stimmen beide Funktionen bzw. beide Potenzreihen auf
K diberein, d.h. es ist

f(z)=g9g(2) V2€ K wund f,=g¢g, Vn€N.

Beweis. Nach Satz 6.19 sind f und g stetig auf K. Also gilt

Jo=f(z0) = Jim f(zn) = lim g(z,) = g(20) = go-

n—oo

Wir nehmen dies als Induktionsanfang. In der Induktionsvoraussetzung nehmen
wir an, wir hétten fiir ein gewisses n € N bereits gezeigt, dass

fo=g0, fi=g1, - fn=20n
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und wollen zeigen, dass dann auch fni1 = gn41. Dazu geniigt es, die oben ge-
machten Uberlegungen auf die Potenzreihen

iy 1) = i fulz — 20)"

f(z) = (z — z)7 = fot1 + faya(z = 20) + fars(z — 20" + . ..

9(2) = 3o k(2 — 20)"
(z — zp)"t!

= gnt1 + Gn+2(2 — 20) + Gnys(z — 20)2 +..

9(z) =
anzuwenden. (Diese sind durch die Briiche nur fiir z # 2z, durch die rechten
Seiten aber auch fiir z = z; definiert.) m

Der Identitétssatz ist Grundlage des Koeffizientenvergleichs: Hat man ein und
dieselbe Funktion in zwei Potenzreihen ) a,(z — 2)" und ) b,(z — 2p)" mit
positivem Konvergenzradius entwickelt, so folgt a,, = b, fiir alle n € N.

Beispiel. Ist
f(z):= Z apz"
n=0

eine gerade Funktion, d.h. f(z) = f(—2z) fiir alle z, so folgt aus

o) = F=2) = 3 an(=2) = S (1),
n=0 n=0
dass a,, = (—1)"a, fir alle n und daher a,, = 0 fiir alle ungeraden n ist. n

Das dritte Resultat dieses Abschnittes betrifft die Division von Potenzreihen.

Satz 9.17 Die Potenzreihe f(z) =Y .~ an(z—2)" konvergiere fir |z—z| < R,
und es sei ag # 0. Dann ldsst sich 1/f in einer gewissen Umgebung von zy in
eine konvergente Potenzreihe entwickeln.

Sehen wir uns die Potenzreihenentwicklung von 1/f zunéchst formal und fiir
zo=0an Aus f- [ =1bzw. (3,7 anz") (D07, b2") =1 folgt gemiB dem
Cauchy-Produkt

n

SO apbn )" =1=1+0z"+02"+....

n=0 k=0

Durch Koeffizientenvergleich folgen hieraus die Gleichungen

apby = 1 (bei 2%)
a1b0 + a0b1 =0 (bel Zl)
asbg + a1by + agby = 0 (bei 2?) uw.s.w.
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Wegen ay # 0 kann man aus der ersten Gleichung by ermitteln, dann aus der
zweiten by, aus der dritten by, usw. Hierdurch wird eine Potenzreihe 220:0 b,z"
eindeutig festgelegt. Satz 9.17 sagt aus, dass diese Reihe einen positiven Konver-
genzradius besitzt.

Beispiel 1. Nach Satz 9.17 148t sich die Tangensfunktion in einer Umgebung des
Punktes 0 in eine Potenzreihe entwickeln. Wir bestimmen die ersten Koeffizienten
der Potenzreihe tanz := )  a,2" mit der Methode des Koeffizientenvergleichs
aus tanz := sinz/ cosz und den bekannten Potenzreihen fiir die Sinus- und Ko-
sinusfunktion. Koeffizientenvergleich in

2 2d 2
$—§+§—ﬁ+
2 4 6
R A
= (ap+ a1 + apx® +azz® +agz* +..) (1 — S+~ -+ .. )
21 4! 6!
liefert
bei 20 : 0 = ap
bei 2! : 1 aq
bei 22 : 0 = as— iao
bei 22 : —5 = a3— 30
bei z* : 0 = as— a2+ 5a0

1

3 und a4 = 0. Weitere

und hieraus der Reihe nach ag =0, a; =1, ay =0, a3 =
Rechnungen liefern

ta P leg 2oy My
nr—==x —T — X —XT C
37 1157 315

Es gibt keine ,einfache“ Formel fiir die Koeffizienten dieser Reihe. [
Beispiel 2. Wir suchen eine explizite Formel fiir die Glieder der Fibonacci-Folge
ap=1, a1 =1, a,=an_1+ an_o firn>2. (9.7)

Wir ordnen dieser Folge die Potenzreihe f(z) = > 7 a,z"™ zu und finden mit
(9.7)

flz) = 1+x+ Zanx” =14+x+ Z(an_Q + ap_1)x"
n=2 n=2

o o0
= 1+x+x25 anx”+x5 anpx"
n=0 n=1

= l+a+22f(z)+z(f(z) —1).
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Umstellen nach f(z) liefert f(z) = (1 —z — 2?)~!. Da die Potenzreihe 1 — x — 2
(die ein Polynom ist) iiberall konvergiert und an der Stelle 0 ungleich 0 ist, folgt
mit Satz 9.17, dass auch die Reihe

1 = .
f@)=1——0s Z;anﬁ

einen positiven Konvergenzradius besitzt. Wir bestimmen die a,, indem wir
f(x) = (1 —x — 2®)~! geschickt in eine Potenzreihe entwickeln. Dazu schreiben
wir

flz) = =———m— - —=—— (Partialbruchentwicklung)
@ = BT E Vs._h
11 11
Y J T . b
2 1 2 1

VB(—1+5) 1= =22 V(-1 —v5) 1— 22

Ist |x| hinreichend klein, so ist dies gleich (geometrische Reihe!)

2 > 2x n 2 2z "
fw) = mz<—1+\/3> _x/3<—1—¢3)n2<—1—\/5>

n=0 =0

- B () )

woraus nach Koeffizientenvergleich folgt

n+1 n+1
o= () ()
" V6 \ \-1+V5 -1-v5
<1+ﬁ>n+1 _ <1\/5>n+1) -
2 2 :
Wir werden Satz 9.17 im 3. Semester beweisen. Fiir Interessenten folgt hier ein
Beweis, der nur reelle Methoden benutzt. Dafiir benttigen wir einige Vorbereitun-
gen. Eine Abbildung f : Nx N — C heif3t auch eine Doppelfolge. Wie bei gewohn-
lichen Folgen identifiziert man f hdufig mit ihren Werten f(m,n) =: a,,, und

schreibt (@mn)pe = fiir die Doppelfolge. Konvergenz der Doppelfolge (@)
gegen a € C bedeutet nach Definition

ot

|~

Y

ot

9]
m,n=0

Ve >0 dng € N Vm,n >ng: |am, —al < e. (9.8)

Beispiel 3. Fiir jede Folge (a,) wird durch a,,, := a,, — a, eine Doppelfolge
festgelegt. Die Folge (a,,) ist genau dann eine Cauchyfolge, wenn die zugeordnete
Doppelfolge (@) gegen 0 konvergiert. n
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Beispiel 4. Die Doppelfolge (amy,) mit @y, = (—1)™"(L + 2) konvergiert gegen
0. Fiir ng > 2/e und m,n > ny ist ndmlich
1 1

n

|@yn — 0| = < —<e. ]

2

No

Fiir den Grenzwert a einer konvergenten Doppelfolge (a,,,) bezeichnen wir mit

limy;; »—s00 Gmn = @. Wenn fiir jedes m die Grenzwerte lim,,_, o, @y, bzw. fiir jedes n

die Grenzwerte lim,,, .o @, existieren, kann man auch die iterierten Grenzwerte
lim (lim a,,,) und lim ( lim a,,,) (9.9)
m—00 nN—0o0 n—oo m—oo

betrachten. Man beachte, dass im Beispiel 4 zwar der Grenzwert lim,;, ,,— 00 Gmn
existiert, nicht aber die Grenzwerte lim,, o @y, und lim,, oo G-

Satz 9.18 Die Doppelfolge (amn) sei konvergent, und fir jedes m bzw. n sollen
die Grenzwerte lim,,_s oo Gmpn Und liM,, oo Gy existieren. Dann existieren auch die
iterierten Grenzwerte (9.9), und es gilt:

lim (lim apy,) = lim (lim apy,) = Hm .

Beweis. Sei a := limy,;, 5,00 @mpn, und fiir jedes m existiere der Grenzwert o, :=
lim,, 0 @y Konvergenz der Doppelfolge (a,,,,) bedeutet gerade (9.8). Lassen wir
in (9.8) n — oo streben, folgt

Ve>0 dng e N Vm >ng: |, —a|] <e.

Dies heifit aber nichts anderes als dass lim,, .., a, = a. Die zweite Aussage folgt
analog. [

Jede Doppelfolge (@) erzeugt eine Doppelfolge (s,,,) durch

m n
Smn — E E ajk,.

=0 k=0

Wenn die Doppelfolge (s, ) gegen ein s konvergiert, so nennen wir die Doppelreihe
Zﬁ:o aji konvergent und s ihre Summe, und wir schreiben s = 3~ a;;. Durch

Ubertragung von Satz 9.18 erhilt man sofort das folgende Resultat.

Satz 9.19 Die Doppelreihe Z;je:() a;i, sei konvergent, und fir jedes j bzw. bzw. k
sollen die Reihen Y ;- aji, bzw. Z?io a;i, konvergieren. Dann konvergieren auch
die iterierten Reihen Y27 > 707 ajr, bzw. Y7570 >0 g ajk, und es gilt

S = =Y (9.10)
j=0 k=0 k=0 j=0 J,k=0
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Hieraus erhélt man leicht den folgenden wichtigen Doppelreihensatz von Cauchy.

Satz 9.20 Ist eine der iterierten Reihen ) 77 3 1% g aje bzw. Y7770 72 g aje ab-
solut konvergent (d.h. konvergiert sie auch noch, wenn a;, durch |aj| ersetzt
wird), dann sind auch die andere iterierte Reihe sowie die Doppelreihe kazo @k
absolut konvergent, und es gilt (9.10).

Beweis. Sei z.B. 277> aj| konvergent mit der Summe a. Dann ist je-
de Reihe > 7/°  aj, absolut konvergent. Wegen > 7" > 0 ajx| < a konvergiert
auch die Doppelreihe absolut. Gleiches gilt wegen 3 7" |ajx| < a fiir jede Reihe
> o lajk|. Aus Satz 9.19 folgt nun die Behauptung. ]

Beweis von Satz 9.17. Ohne Einschréinkung der Allgemeinheit sei ay = 1. Nach
Satz 6.19 gibt es ein § € (0, R), so dass |a;z +az2®+...| < 1 fiir alle |z| < §. Fiir
diese z ist (geometrische Reihe!)

o0

1 1 A
= Z(—alz —ap? — .Y,

f(2) T 1- (—a1z — ag2? — ...)

Jj=0

Mit dem Cauchyprodukt schreiben wir fiir jedes j € N

o0
2 j k
(—a1z —agz® — ...)) = g ajpz
k=0
mit gewissen Koeffizienten a,j. Es ist also
o0 oo
L k
= A k2 .
flz) <
7=0 k=0

Diirften wir hier die Summationsreihenfolge vertauschen, wére dies die Behaup-
tung. Wenn die Rethe 377237 |ajx||2[* konvergiert, ist nach Satz 9.20 das
Vertauschen moglich. Wir zeigen, dass dies fiir hinreichend kleine |z| tatséchlich
gilt.

Da jede Potenzreihe im Innern ihres Konvergenzkreises absolut konvergiert,
gibt es ein p € (0,0) so, dass

la1| |2] + |ag| |2 +... < 1 fiir alle z mit |z| < p.

Fiir diese z konvergiert die geometrische Reihe » °°((Jay| 2] + [ag| 2> + .. .),
und diese ldsst sich nach Cauchymultiplikation in der Form »7°° 37 jayp|2[*
schreiben. Offenbar gilt dabei |a;;| < aji. Folglich konvergiert die iterierte Reihe
D020 2oneo laje| [2|* fiir alle z mit |2] < p. Hieraus und aus dem Doppelreihensatz
folgt die Behauptung. [
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9.6 Fourierreihen

Nach den Potenzreihen betrachten wir eine weitere Klasse von Funktionenreihen,
die von grofler Bedeutung in der Analysis sowie fiir ihre Anwendungen in Physik
und Technik ist: die Fourierreihen. Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, dass
Potenzreihen im Inneren ihres Konvergenzintervalls beliebig oft differenzierbar
sind. Es konnen also nur , wenige“ Funktionen durch ihre Potenzreihe dargestellt
werden: die reell-analytischen. Demgegeniiber lassen sich durch Fourierreihen z.B.
auch periodische Funktionen darstellen, die nur stiickweise differenzierbar sind
und deren Ableitungen Spriinge haben. Aus Zeitgriinden kénnen wir uns nur
einen elementaren Uberblick iiber Fourierreihen verschaffen, obwohl dies der Be-
deutung dieser Reihen nicht angemessen ist. Auf weitere Aspekte wird z.B. in der
Funktionalanalysis-Vorlesung eingegangen.

9.6.1 Periodische Funktionen

Eine auf R definierte Funktion f heift periodisch mit der Periode L, wenn
f(x+ L) = f(x) firallex € R.

Beispielsweise sind die Funktionen z + sin(kz) und x — cos(kz) 2m-periodisch,
und fiir die Dirichletfunktion ist jede rationale Zahl eine Periode.

Durch eine Variablensubstitution kann man Funktionen mit der Periode L
auf solche mit der Periode 27 zuriickfiihren. Hat f die Periode L, so hat F(z) :=
f(£ z) die Periode 2

Fla+2m) = f(o (e +2m) = [(o 2+ L) = [

—x
2T 2T 2

)= F(x).
Wir betrachten daher von nun an nur Funktionen der Periode 2.

9.6.2 Trigonometrische Reihen

Eine Funktion f : R — R heifit trigonometrische Reihe, wenn es Konstanten
a, € R fiir n > 0 und b, € R fiir n > 1 so gibt, dass

fz) = % + Z(an cos(nx) + b, sin(nx)) fiir alle x € R. (9.11)
n=1

Trigonometrische Reihen sind offenbar 27-periodisch.

Satz 9.21 Wenn die Reihen Y >~ a, und > .~ b, absolut konvergieren, so kon-
vergiert die Reihe (9.11) auf R absolut beziiglich der Supremumsnorm und gleich-

mapig.
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Beweis. Die absolute Konvergenz der Reihe (9.11) folgt aus

||la, cos(nx) + by, sin(nx)||s = sup |a, cos(nz) + by, sin(nx)| < |a,| + |bn]-
zeR

Nach Satz 9.9 folgt aus der absoluten die gleichméfiige Konvergenz. [

Im Weiteren benétigen wir die fiir alle m,n € Z giiltigen Identitéiten

2 0 firm#n
/ cos(mz) cos(nzx)dr = 7 firm=n#0
0

2r firm=n=0,

" sin(max) sin(nz)dr = 0 firm#n (9.12)
0 a 7 firm=n>0, '

21
/ sin(mx) cos(nz)dxr = 0.
0
Diese kann man leicht mit Hilfe von Additionstheoremen wie
1
cos avcos 3 = §(cos(a — B) + cos(a + )

zeigen (Ubung). Mit den Identitéiten (9.12) erhilt man einen Zusammenhang
zwischen den Werten einer trigonometrischen Reihe f und ihren Koeffizienten a,,
und b,,.

Satz 9.22 (Euler/Fourier) Die Reihe (9.11) sei auf R gleichmdflig konvergent.
Dann gilt

1 27

a, = — f(z) cos(nz) dx (n € N),
T
L (9.13)

b, = — f(z) sin(nx) dz (n € N\ {0}).
T Jo

Beweis. Wir multiplizieren beide Seiten von (9.11) mit cos(nx)
f(z) cos(nx) = — cos(nz) + Z Qy, cos(ma) cos(nx) + by, sin(ma) cos(nx))

m=1

und integrieren iiber [0, 27]. Da die Reihe (9.11) gleichméBig konvergiert, konver-
giert auch die Reihe f(x)cos(nz) gleichméBig, und Integration und Summation
diirfen vertauscht werden. Mit (9.12) erhélt man sofort die erste Behauptung in
(9.13). Die zweite bekommt man analog durch Multiplikation von f mit sin(nz).
=
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9.6.3 Fourierreihen

Die Formeln (9.13) erlauben die Bestimmung von Zahlen a,, b, auch dann, wenn
f nicht als gleichméfig konvergente trigonometrische Reihe vorausgesetzt wird,
sondern nur als Riemann-integrierbar auf [0, 27] (es geniigt sogar, dass fo% f(z)dx
als uneigentliches Integral absolut konvergiert.) Ist f eine solche Funktion, so
bestimmen wir geméf (9.13) Zahlen a,,, b,, die dann die Fourierkoeffizienten von
f heiBlen, und ordnen f die trigonometrische Reihe

Qo
5 Z ay, cos(nz) + by, sin(nz)) (9.14)

zu, die sogenannte Fourierreihe von f.

Beispiel 1. Sei f: R — R die ,,Ségezahnfunktion, die auf [0, 27) durch

—x—i—z fir z € [0, 7) 4\
fle) = 32 . 0 + /2\ ]
T =g tir x € [, 2m) i J{ \/ ™

definiert und 27-periodisch ist.

Da f eine gerade Funktion ist (d.h. esist f(—x) = f(x) fir alle x € R), ist b, =0
fir alle n > 1. Fur die a,, erhalt man

a, = % /O7r ( -+ g) cos(nx) dx + % /:ﬂ (:U — gﬂ') cos(nx) dx.

Fiir n = 0 erhélt man sofort ag = 0. Fiir n > 1 folgt mit partieller Integration

B

4 1 .

2 1 - fiir n ungerade,
a,=——(1—(-)")=q ™ n

mn 0 fiir n gerade.

Die durch f definierte Fourierreihe ist also

cos(3x)  cos(bx)
32 + 52 +...].

:
— | cosx +
T

Da die Reihe ) a,, absolut konvergiert, konvergiert diese Fourierreihe gleichméBig
(Satz 9.21). Es ist aber im Moment nicht klar, ob die Summe dieser trigonome-
trischen Reihe etwas mit den Werten von f zu tun hat. Der folgende Satz 9.23
wird zeigen, dass tatséchlich

flz) = 4 (cos:v + cos(3z) + cos(5z) +.. ) (9.15)

T 32 52
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fiir alle x € R ist. Hieraus folgt z.B. die bemerkenswerte Identitéat

(S S SRS DR
123 52 72 g
indem man in (9.15) z = 0 setzt. m

Beispiel 2. Die 27-periodische Funktion f : R — R sei erkldart durch

oz firaze (—m,7), /_ . /
/(@) 0 firz=m. / -7 7 37

Sie ist unstetig in allen Punkten = = (2k 4+ 1)7 mit & € Z. Da f ungerade ist,
sind alle a,, = 0. Fiir die b,, erhalten wir

1 (" —1)n L
b, = —/ zsin(nz) dx = 2%

(wegen der 27m-Periodizitdt von f ist es egal, iiber welches Integral der Léange 27
man integriert). Die Fourierreihe von f lautet also

2 (sinx _sin(2x) | sin(Br) ) .

2 3
Es ist weder unmittelbar klar, ob diese Reihe fiir x # 0 iiberhaupt konvergiert,
noch ob ihre Grenzfunktion mit f iibereinstimmt. [

9.6.4 Punktweise und gleichmiflige Konvergenz von Fourierreihen

Die zentrale Frage ist also: konvergiert die Fourierreihe einer 27-periodischen
Funktion f in irgendeinem Sinn (punktweise, gleichméfig, ...), und wenn ja,
stimmt ihre Grenzfunktion dann mit f {iberein?

Einfache Uberlegungen zeigen, dass in der Regel nicht einmal punktweise Kon-
vergenz vorliegen kann: zwei Funktionen f und g, die sich nur in endlich vielen
Punkten voneinander unterscheiden, besitzen die gleiche Fourierreihe. Selbst fiir
stetige Funktionen kann man nicht garantieren, dass ihre Fourierreihe gegen die
Ausgangsfunktion punktweise konvergiert. Jedoch gilt:

Satz 9.23 Die Funktion f: R — R sei 2m-periodisch und Riemann-integrierbar
auf [0,27], und die folgenden einseitigen Grenzwerte sollen an der Stelle x € R
existieren:

flz+0):=lim f(x+h),  f(x—0) iZ}Li/I%f(ivﬂLh),

AN)
i @D = fE 0 ) - 0)

RN\0 h h 70 h
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Dann konvergiert die Fourierreihe von f an der Stelle x gegen w.

Die Funktion f soll also in x einseitige Grenzwerte und , einseitige Ableitungen*
besitzen. Dann konvergiert die Fourierreihe gegen das arithmetische Mittel der
einseitigen Grenzwerte. In den Beispielen 1 und 2 sind diese Bedingungen in jedem
Punkt erfiillt. Man hat also jeweils punktweise Konvergenz der Fourierreihe gegen
f auf ganz R. Einen Beweis dieses Satzes finden Sie in Heuser, Analysis 11, Satz
136.4. n

Ohne die Differenzierbarkeitsannahme gilt dieser Satz nicht. Man kann jedoch
ohne solche Annahmen auskommen, wenn man den Begriff der Konvergenz selbst
abschwicht.

Wenn die Reihe Y7 | a; die Summe s besitzt, wenn also ihre Partialsummen
S, = ay + ...+ a, gegen s konvergieren, so konvergieren auch die arithmetischen
Mittel oy, := L(s1 + ...+ s,) gegen s (Cauchyscher Grenzwertsatz, vgl. Heuser,
Analysis I, Satz 27.1). Moglicherweise konvergiert die Folge (o,,) aber auch dann
noch gegen eine Zahl s, wenn die Folge (s,) nicht konvergiert (Beispiel: a, =
(—1)™). Man sagt dann, dass die Reihe )" | a,, im Sinne von Cesaro konvergiert
und dass ihre Summe gleich s ist.

Von Fejer wurde dieses Konzept auf Fourierreihen angewandt. Seien so(z) :=
ap/2 und, fiir n > 1,

Sp(x) == % + Z(ak cos(kx) + by sin(kx))

die Partialsummen der Fourierreihe und

on(x) = (so(z) + s1(z) + ...+ su(2)).

n+1
Satz 9.24 (Fejer) Sei f : R — R 2w-periodisch und Riemann-integrierbar auf
0, 27]. Fiir jedes x € R sollen die einseitigen Grenzwerte f(x + 0) und f(x — 0)
existieren, und es sei f(x) = 3(f(x+0)+f(z—0)). Dann ist f(x) = lim, o 0 (),
d.h. die Fourierreihe von f konvergiert im Sinne von Cesaro punktweise gegen f.
Ist [ stetig, so konvergieren die o, sogar gleichmdjf$ig gegen f.

Ein Beweis steht in Heuser, Analysis II, Sétze 139.3 und 139.5. n

Eine Anwendung findet die zweite Aussage dieses Satzes beim Beweis des wich-
tigen Weierstrafischen Approzimationssatzes.

Satz 9.25 (Weierstraf) Sei f stetig auf [a,b] und € > 0. Dann gibt es ein
Polynom p mit
1P = fllo = sup [p(z) = f(z)| <e.

z€la,b]

Stetige Funktionen auf Intervallen kénnen also beziiglich der Supremumsnorm
beliebig genau durch Polynome approximiert werden. Einen Beweis finden Sie in
Heuser, Analysis II, Abschnitt 139, Aufgabe 3. n
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9.6.5 Konvergenz im quadratischen Mittel

Wir haben gesehen, dass die Untersuchung der punktweisen oder gar gleichméfi-
gen Konvergenz einer Fourierreihe erhebliche Schwierigkeiten bereitet. Ein zu
Fourierreihen , passender” Konvergenzbegriff ist die Konvergenz im quadrati-
schen Mittel.

Seien f, g Riemann-integrierbare Funktionen auf [0, 27]. Fiir andere Intervalle
definiert man die folgenden Begriffe analog. Das Skalarprodukt von f und g ist
die Zahl

2w

(f,9) = f(t)g(t)dt,

0
und die L?-Norm von f wird erklirt durch

2
1= (02 = ([ 1) )
0
Dann gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
[l < 11 fl2Mlgll2- (9.16)

Man beachte die Analogie zum Skalarprodukt bzw. zur Euklidischen Norm von
Vektoren im R". Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (9.16) wird genauso bewiesen
wie in diesem Fall.

Mit (9.16) erhélt man leicht die Dreiecksungleichung

1S+ glla < [[f]l2 + lgll2-

Es ist namlich

If+9ll3 = (f+g f+9 =1 +2f9+ 99
< NIF15 4201 F 12 llgll2 + Mgl = (1fll2 + llgll2)?.

Dennoch ist [|.|]2 keine Norm auf R([0,27])! (Warum nicht?) Mogliche Auswege
sind:

(A) Wir betrachten nur stetige Funktionen. Auf C([0,27]) ist ||.||2 eine Norm.
(B) Man identifiziert zwei Funktionen, wenn ||f — g||» = 0.

Wir werden hier beides nicht tun: (A) engt uns zu sehr ein, und (B) schauen wir
uns im Rahmen der Lebesgueschen Integrationstheorie im vierten Semester an.

Definition 9.26 Seien f, f, : R — R 27-periodisch und Riemann-integrierbar
auf [0,27]. Die Folge (f,) konvergiert im quadratischen Mittel gegen f, wenn

i I = foll: =0 bl [ (@) = fofe)dr = 0.
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Noch einmal: die Tatsache, dass ||.||2 keine Norm auf R([0, 27]) ist, bringt einige
Komplikationen mit sich (z.B. kann (f,,) gegen zwei verschiedene Funktionen f
und ¢ im quadratischen Mittel konvergieren), die wir erst im vierten Semester

beheben.

Definition 9.27 Zwei Funktionen f,g € R([0,2n]) heiflen orthogonal, wenn
(f,g) = 0. Eine Folge (u,)n>0 von Funktionen heifit ein Orthogonalsystem,
wenn (Upy,, uy) = 0 fiir alle m # n, und ein Orthonormalsystem, wenn zusdtzlich
(U, up) =1 fiir alle n € N ist.

Aus den Identitéten (9.12) wissen wir, dass die Funktionen
1 _ cos(nx) __sin(nx)
up(x) == Nors Ugy () == N Ugp—1(x) 1= N

ein Orthonormalsystem iiber dem Intervall [0, 27] bilden.

(n>1) (9.17)

Ist f Riemann-integrierbar und (u,),>o ein Orthonormalsystem auf [0, 27], so
heiflen die Zahlen ¢, := (f,u,) die Fourierkoeffizienten von f und >~ ¢,u, die
Fourierreihe von f. Man iiberlegt sich leicht, dass fiir das spezielle Orthonormal-
system (9.17) diese Begriffe mit den frither definierten iibereinstimmen.

Wann konvergiert nun die Fourierreihe einer Funktion im quadratischen Mittel
gegen diese Funktion? Zunéchst eine Voriiberlegung.

Satz 9.28 (Besselsche Ungleichung) Sei f : R — R 27w-periodisch und Rie-
mann-integrierbar auf [0, 2], und sei (u,)>2, ein Orthonormalsystem auf [0, 27].
Dann gilt fir die Fourierkoeffizienten ¢, = (f,u,) die Ungleichung

oo 2
S Jeal? < / @) de =[£I
n=0 0

Beweis. Wir iiberlegen uns zunéchst fiir jedes k € N die Beziehung

k k
1f = cnunlls = 1115 = leal. (9.18)
n=0 n=0

Sei g = Zi:o Cnlly,. Dann ist

k
1F = cnunlls = I1f —gll3 = (f — 9. f —9) = IIFI3 = 2(f, 9) + (9. 9).
n=0

Fiir die Skalarprodukte finden wir

k k k
<f7 g> = <f7 chun> = ch<f7 un) = Z ’Cn’27
kn:O . n=0 . . n=0 .
(9.9) = <Z CnlUnp, Z CmUm) = Z Z CnCm (Un, Upn) = Z |Cn‘27
n=0 m=0 n=0 m=0 n=0

womit (9.18) sofort folgt. Da || f — g||3 > 0, folgt aus (9.18) die Behauptung. m
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Folgerung 9.29 Die Fourierreihe ), cau, von f konvergiert genau dann im
quadratischen Mittel gegen f, wenn

> leal® = 111115 (9.19)

Dies folgt sofort aus (9.18). Die Beziehung (9.19) heit die Parsevalsche Glei-
chunyg.

Satz 9.30 Sei f : R — R 27-periodisch und Riemann-integrierbar auf [0, 2],
und sei (uy,) das spezielle Orthonormalsystem (9.17). Dann konvergiert die Fou-
rierrethe von f im quadratischen Mittel gegen f.

Die Konvergenz der Fourierreihe gegen f im quadratischen Mittel gilt also ohne
einschrankende Voraussetzungen an f und ist deshalb eine ,,sehr natiirliche* Art
der Konvergenz fiir Fourierreihen. Dafiir ist sie schwécher als die gleichméaflige
Konvergenz.

Beweis. 1. Schritt. Sei 0 < a < 27w. Wir zeigen die Aussage fiir die Funktion

1 wenn z € [0,al.
0 wennz € (a,2n).

)= {

Offenbar ist || f||3 = [, dx = a, und fiir die Fourierkoeffizienten gilt

1 1 “ a
co = <f7o>:<fa\/—2—ﬁ>:\/—2—ﬂ/0 d‘r:\/ﬂu
e = (o) = () = 2 [ cos(na) o = U7 ShE)
sin(nx) _ 1 ‘.

Cop—1 = <f7U2n71> = <f7

0 ny/m

Somit ist (die absolute Konvergenz der betrachteten Reihen folgt aus der Kon-
vergenz der Reihe ) >, #; vgl. Kapitel 5)

2 oo

00 s 2 oo 2
, a0 sin®(na) (1 — cos(na))
; eal” = 27 N ; n2m * Z n2mw

n=1

a? 1 w= /sin®(na 1 2 cos(na cos?(na
o M e e R L)
2T T n n n n

a> 2<=/1 cos(na)
= mtri @ )
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Mit der Identitat

. cos(nx) (m—x)* w2
Z = 1 ~ 13 z € [0, 27]

n=1

(Nachrechnen!) erhalten wir weiter

il 2 a? +27r2 2 ((7r—a)2 7r2>
C?’l = _ —_—_— = — _—
~ 2r w6 T 4 12

a> 2<7r2 Ta  a’ 7r2>

w3 AT 2T TR
Fiir diese spezielle Funktion gilt also die Parsevalsche Gleichung (9.19). Aus Fol-
gerung 9.29 folgt die Behauptung.

2. Schritt. Wir zeigen die Behauptung fiir
stiickweise konstante Funktionen f (,Trep- —
penfunktionen®). Fiir jede derartige Funk- [—
tion gibt es Funktionen fi,..., f. von der

im 1. Schritt beschriebenen Gestalt so- 0
wie Konstanten ay,...,a, so, dass f(z) =

> i1 ajfj(z) fir alle z € (0,27] mit Aus-

nahme endlich vieler.

Seien s,, bzw. s,; die n. Partialsummen der Fourierreihen der Funktionen f bzw.

fj- Dann ist offenbar s,, = Z;Zl a;s,; und folglich

T T
1f = salla = 1D i (fi = suilla < Yyl 15 = snsla-
=1

j=1
Mit Schritt 1 folgt || f — sull2 — 0.

3. Schritt. Wir zeigen die Behauptung fiir eine beliebige Riemann-integrierbare
Funktion f mit ||f|c < 1 (offenbar geniigt es, solche Funktionen zu betrach-

ten). Nach dem Riemannschen Integrabilitdtskriterium gibt es fiir jedes ¢ > 0
2m-periodische Funktionen ¢, : R — R mit folgenden Eigenschaften:

(a) ¢, sind Treppenfunktionen. ”

b) —l<p<f<v<l. /

21 2

(©) Jo () —plx))dr < 5.
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Sei g := f — ¢ und seien s, f, 5, 4 bzw. s, , die n-ten Partialsummen der Fourier-
reihen von f, g bzw. ¢. Dann ist s, f = s, 4 + s, und folglich

1f = snpllz < [l = snglla + g = sngll2- (9.20)

Nach Schritt 2 gibt es ein N so, dass || — s, 4|2 < £/2 fiir alle n > N. Weiter ist

(9.18) 2 2
19— gl < gl = / g(@) da = / (@) — (o) de

—
e}

) g2
1

IN

< / () — o) dr < 2 / "((a) - pla)) da

(Beachte: wegen |1 — ¢| < 2 ist [t — ¢|? < 2(v — ¢).) Mit (9.20) folgt schlieflich
Ve>0 AN eN Vo> N:|f—snfll2 <e,

d.h. die Partialsummen s,, ; konvergieren in der L?-Norm gegen f. [
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10 Differentialrechnung fiir Funktionen mehre-
rer Verdnderlicher

Reale Vorgiange hiangen in der Regel von mehreren Einflussgréfien ab. Wir befas-
sen uns daher in diesem Abschnitt mit der Differentialrechnung fiir Funktionen,
die auf einer Teilmenge des R"™ definiert sind und in einen Raum R™ abbilden.

10.1 Lineare Abbildungen und Stetigkeit

Wir bezeichnen wieder mit R™ den linearen Raum aller Vektoren (z1, ..., x,) mit
den Operationen

(1, s xn) + Wy Un) = (T1+ Y1, T+ Yn),
a(xy,...,xn) = (azy,...,az,),

wobel o € R. Wir kennen bereits mehrere Normen auf R":

H(xla cee 7$n>HOO = 1%?;% "Tj’7

n 1/2
I e = (k)
j=1

n
Izl = Yl
j=1

Allgemeiner wird fiir jedes p > 1 durch

- 1/p
Il = (D 1)
j=1

eine Norm auf R" definiert, die R” zu einem normierten linearen Raum macht
(,* Tutorium).

Zwei Normen ||.||4 und ||.|| p auf einem linearen Raum X heilen dquivalent, wenn
es Konstanten C4,Csy > 0 so gibt, dass

Cillzlla < |lzllp < Coflz||la fiir alle x € X.
Die Aquivalenz von Normen ist eine Aquivalenzrelation.
Satz 10.1 Alle Normen auf R™ sind untereinander dquivalent.

Beweis. Sei ||.|| eine Norm auf R™. Da die Aquivalenz von Normen eine Aquiva-
lenzrelation ist, geniigt es zu zeigen, dass ||.|| zur Maximumnorm ||.||« dquivalent
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ist. Dazu sei e; := (0,...,0,1,0,...,0) (mit der 1 an der j. Stelle) der j. Ein-
heitsvektor im R”. Fiir = (21,...,3,) = >_7_, 7;e; ist dann

n n n
lzll = 1) wjesl < Y lalllesll < llzlloe D Nyl
j=1 j=1 j=1

woraus mit Cy := > 7, |le;]| die Abschétzung
|z|| < Coflz|| fiir alle z € R™ (10.1)

folgt. Aus (10.1) erhalten wir fiir x;, 25 € R”
[zl = ol < llay = @2l < Callr = zalle,

d.h. die Abbildung
(R [ floc) = R, 2= [|z] (10.2)

ist stetig (sogar Lipschitzstetig). Da die Menge {x € R" : ||z||cc = 1} kompakt
ist, nimmt die Funktion (10.2) ihr Minimum C; auf dieser Menge an, und C}
ist positiv, da die Null nicht in dieser Menge liegt. Es ist also ||z|| > C fiir alle
x € R" mit ||z]|o =1 bzw. ||z]| > C}||7]|« fir alle z € R™. ]

Folgerung 10.2 (a) R" ist beziiglich jeder Norm vollstindig.

(b) Konvergiert eine Folge im R™ bzgl. einer Norm, so konvergiert sie bzgl. jeder
Norm.

(¢) Alle Normen auf R™ liefern die gleichen offenen Mengen.

(d) Die Stetigkeit von Abbildungen f : X — R™ oder g : R" — Y, wobei X und
Y metrische Riume sind, hingt nicht von der Wahl der Norm auf R™ ab.

Seien XY lineare Radume iiber R. Eine Abbildung A : X — Y heif}t linear, wenn
A(ax + By) = aAx + Ay fir alle z,y € X und «, 5 € R.

Sind X, Y normierte lineare Rdume, so heifit eine lineare Abbildung A: X — Y
beschrdnkt, wenn sie die Einheitskugel von X in eine beschrinkte Menge in Y
iiberfithrt. Die Zahl

[A[] = sup{[|Az|ly : 2 € X, [lz]x < 1}

heiBt die durch die Normen ||.|x und ||.|]y induzierte Operatornorm von A. Die
Norm || AJ| ist also gleich dem Radius der kleinsten Kugel um 0 € Y, die das Bild
der Einheitskugel von X unter der Abbildung A enthéilt. Sind beispielsweise R™
und R™ mit der Maximumnorm versehen und ist (a;;) die Matrixdarstellung von
A R™ — R™ beziiglich der jeweiligen Standardbasen, so ist

n

| Al = @2};2 |aj].
j=1

181



Die Menge der linearen beschréankten Abbildungen von X nach Y bezeichnen wir
mit L(X,Y’). Versehen mit der Operatornorm wird L(X,Y’) zu einem normierten
linearen Raum (,* Ubung).

Satz 10.3 Fiir eine lineare Abbildung A : X — Y zwischen normierten Rdumen
sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) A ist beschrdinkt.

(b) Es gibt ein C > 0 so, dass ||Azx| < C||x|| fir alle x € X.

(c) A ist stetig.

(d) A ist stetig in 0 € X.
Beweis. (a) = (b): Fir x # 0 ist ||x/|\xHH = 1 und daher HAHi—”H < ||AJ]. Also
ist || Az| < [|A| ||| fur alle z € X.
(b) = (¢): Da A linear ist, ist

[Az — Ayl = [[A(z = y)[| < Cllz -y

fiir beliebige x,y € X. Also ist A sogar Lipschitzstetig.

(¢) = (d): Dies ist klar.

(d) = (a): Sei 6 > 0 so, dass ||[Az — A0|| = ||Az|| < 1 falls ||z]| < §. Dann ist
|A(x)|| <1 fiir alle ||z|| < 1, d.h. ||A]| < 1/6. n

Satz 10.4 Jede lineare Abbildung von R™ nach R™ ist stetig.

Beweis. Sei A : R" — R™ linear. Wegen Folgerung 10.2 kénnen wir annehmen,
dass R™ mit der Maximumnorm versehen ist. Fiir = > x;e; € R" ist

j=1
lAz)l = |1> Azje;|| < |zl 1Aes |l < llzlloe Y llAes]l.
j=1 =1 =1
Nach Satz 10.3, Implikation (b) = (c), ist A stetig. n

Da jeder endlichdimensionale lineare Raum iiber R zu einem Raum R™ isomorph
ist, gelten die Sétze 10.1 und 10.4 entsprechend fiir beliebige endlichdimensionale
lineare Rdume iiber R. Auch fiir endlichdimensionale Rdume iiber C bleiben diese
Sétze richtig.

Als Ergédnzung zum Thema Stetigkeit schauen wir uns noch die Vertauschbarkeit
von Grenziibergingen an. Genauer: wir fragen, wann fiir f : R? — R gilt

lim lim f(z,y) = lim lim f(x,y).

T—T0 Y—Yo Y—Yo T—T0
Beispiel 1. Auf (0,1] x (0, 1] sei f(z,y) = a¥. Dann ist

limlimzY =1lim0 =0, aber limlimzY=1im1=1.
y—0z—0 y—0 z—0y—0 z—0
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Beispiel 2. Auf (0,1] x (0, 1] sei

rsint +y
xr,y) = ————.
fly) =——=
Dann ist lim,_, f(z,y) = 1 und lim,_, f(z,y) = sin i Folglich ist

lim lim f(z,y) =1,

y—0z—0
aber lim,_,olim,_,o f(x,y) existiert nicht. n
Satz 10.5 Sei f : (a,b) x (¢,d) = R und (z9,%0) € [a,b] X [¢,d]. Der Grenzwert

A= lim f(z,y) (10.3)

(z,y)—(x0,y0)

soll existieren, und fir jedes y € (c,d) ezistiere der Grenzwert

e(y) :== lim f(z,y). (10.4)

T—T0

Dann ezistiert auch der iterierte Grenzwert lim,_,,, lim,_,,, f(z,y) und ist gleich
A. Eine analoge Aussage gilt, wenn fir jedes x € (a,b) der Grenzwert

Y(z) == lim f(z,y) (10.5)

Y—Yo

existiert. Erxistieren also alle Grenzwerte (10.3) — (10.5), so ist

lim lim f(z,y) = lim lim f(z,y) = A.

Y—Yyo T—TQ T—T0 Y—Yo

Beweis. Wir zeigen nur die erste Aussage. Existenz des Grenzwertes (10.3) be-
deutet:

Ve > 036 > 0V(x,y) # (w0, yo) mit ||(z,y) — (z0,Y0)||ec <0 : |f(z,y) — A| <e.
Mit der Definition der Maximumnorm ist also
V(x,y) # (2o, yo) mit |z —xo| <6, |y —wo| <6 :|f(z,y) — A| <e.
Wir fixieren ein y # yo mit |y — yo| < 0 und lassen & — x streben. Dann folgt
Ve>0 30 >0 Vy#yomit |y —yo|l <d:|p(y) —A| <e.

Also existiert lim,_,,, ¢(y) und ist gleich A. ]
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10.2 Partielle Differenzierbarkeit

In diesem Abschnitt sei U C R™ offen und nicht leer und f : U — R. Ist x =
(x1,...,2,) € U, so schreiben wir statt f(x) auch f(xq,...,z,).

Definition 10.6 Die Funktion f heifit in x € U partiell differenzierbar bzgl. x;,
falls der Grenzwert

hIn f(l’l, e i1, + h,l’i_H, P ,ZL‘n) — f(l’l, P ,{En)

h—0 h (106>

existiert. Dieser Grenzwert heifit die partielle Ableitung von f bzgl. x; an der
Stelle x und wird mit (D;f)(x), %(m) oder f.,(x) bezeichnet. Die Funktion f
heifst partiell differenzierbar in = (auf U), wenn alle partiellen Ableitungen von
f in x (in jedem Punkt von U) ezistieren. Ist auferdem jede dieser partiellen
Ableitungen in x (bzw. auf U) stetig, so heifit f stetig partiell differenzierbar in

x (bzw. auf U).

Ist e; der 7. Einheitsvektor von R", so ist demnach

Beispiel 1. Sei f: R® — R gegeben durch

fx1, .. z) =224+ ...+ 22 (=]z]2). (10.7)

Beim partiellen Differenzieren betrachten wir nur die i. der Variablen x4, ..., z,
als verdnderlich und die iibrigen als fixiert. Wir konnen daher die bekannten
Differentiationsregeln fiir Funktionen einer reellen Verénderlichen anwenden und
erhalten: Die Funktion (10.7) ist auf R™ \ {0} partiell differenzierbar, und

of , _ 9of

2p )2 =

1
(x§+...+x?+...+xi)1/2:5(:1:

()

[EdP
Offenbar ist diese Funktion sogar stetig partiell differenzierbar auf R \ {0}. m

Beispiel 2. Bei Funktionen auf R? oder R? schreibt man oft f(z,y) bzw. f(z,y, 2)
statt f(xy1,x2) bzw. f(x1, 29, 73). Sei f : R* = R erklirt durch f(0,0) = 0 und

flz,y) = ﬁ falls (z,y) # (0,0).

Fiir (z,y) # (0,0) finden wir die partiellen Ableitungen sofort:

2 2

Y 7y x Ty
x ) = - 4 5 5 = - 4 .
fe(@.y) (z2+92)? (2 +92)? fule.) (z2+92)2 (22 +92)?
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An der Stelle (x,y) = (0,0) arbeiten wir mit Definition 10.6 und finden

h—0 h

=0.

Analog ist f,(0,0) = 0. Also ist f auf ganz R? partiell differenzierbar. Man
beachte, dass f in (0,0) nicht stetig ist! Es ist namlich

11 (1/n?)  n?
— =)= = — — fiir n — oo.
f(na n) (2/’[’L2)2 4 o0 ur n o
Dieses Beispiel zeigt, dass aus der partiellen Differenzierbarkeit nicht die Ste-
tigkeit folgt. Spater werden wir sehen, dass dagegen aus der stetigen partiellen

Differenzierbarkeit die Stetigkeit folgt. |

Ist f : U — R partiell differenzierbar und sind alle partiellen Ableitungen

% = D;f : U — R wieder partiell differenzierbar, so heifit f zweimal partiell

differenzierbar, und wir schreiben 333% = D;D;f = fs,q; fiir die partielle Ab-

leitung von % nach z;. Allgemein heiit f k-mal partiell differenzierbar (k > 2)
wenn f (k—1)-mal partiell differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen der
Ordnung k£ — 1 partiell differenzierbar sind. SchliefSlich heifit f k-mal stetig par-
tiell differenzierbar, wenn f k-mal partiell differenzierbar ist und alle partiellen
Ableitungen bis zur k. Ordnung stetig sind.

Beispiel 3. Wir erkldren f: R? — R durch f(0,0) =0 und

22 — o2

_ v,
fle.y) =g g i (r.y) # (0.0)

Fiir alle Punkte (z,y) # (0,0) erhalten wir
ot =yt — 4%y
(22 + y2)?2

xt — gt 4 42%y?
(22 + y2)?2
Fiir (z,y) = (0,0) folgt mit der Definition der Ableitung

£,(0,0) = lim L019) = /(0.0

h—0 h

fl(xay):y s fy(xay):x

=0 und f,(0,0)=0.

Fiir die gemischten zweiten Ableitungen in (0,0) finden wir schlieBlich

f2y(0,0) = lim L0 = /0.0y, Zh =0y
_ 1 y\"» M) — Jy\Mh _ 7 — —
fr®0) = = = b

Die Reihenfolge der partiellen Ableitungen darf also i. Allg. nicht vertauscht
werden. Der folgende Satz gibt Bedingungen an, unter denen dieses Vertauschen
erlaubt ist. [

185



Satz 10.7 (H. A. Schwarz) Sei U C R" offen, f: U — R und z* € U. Alle
partiellen Ableitungen erster Ordnung von f sollen auf U existieren. Weiter exi-

stiere die zweite Ableitung afiafx- auf U, und diese sei in x* stetig. Dann existiert
10T
o2 f

o, .
B0 AT und es gilt

auch

Py~ P e
8a:i8:cj N axjaxz .

Beweis. Wir beschrénken uns auf den Fall n = 2, schreiben (z,y) statt (xq, x2)
und setzen voraus, dass % auf U existiert und in x* stetig ist. Weiter nehmen
wir an, dass (0,0) € U und z* = (0,0) (andernfalls verschieben wir U geeignet).
SchlieBlich wéhlen wir § > 0 so, dass (—d,0) x (—0,6) € U und arbeiten im
weiteren ausschlieflich auf diesem Quadrat.

Wir beginnen mit einer Voriiberlegung. Seien h, k € (—0,9) \ {0} fixiert. Der
Mittelwertsatz, angewandt auf die Funktion

F:(=0,0) =R, s+ f(s,k)— f(s,0)
liefert die Existenz eines £ = £(h, k) zwischen 0 und A so, dass

of of
(€ k) = SHE0).

Erneute Anwendung des Mittelwertsatzes, nun auf die Funktion

. of
G:(=0,0) >R, t~— ax(f,t),

F(h) — F(0) = hF'(€) = h(

liefert die Existenz eines n = n(h, k) zwischen 0 und £ so, dass

of of yoy . O
%(S,k) - %(570) =G(k) - G(0) =kG'(n) = km(ﬁﬂ?)
Es ist also
P = F(O) = [0 1) = £(1,0) = 10.0) + 7(0.0) = bk L (e.n)

mit gewissen & = £(h, k) und n = n(h, k). Damit wird

fy(h,()) - fy(O’O) = lim f(h’ k) - f(h,O) - f(Oa k) + f(0,0)
h k0 hk

. O
= ,{g%ayax(f,n) (10.9)

mit gewissen Zahlen & und 7, die von h und k abhéngen und fiir die || < |h| und
In| < |k| ist. Fiir jedes fixierte h existiert also der Grenzwert (10.9).
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Auflerdem existiert wegen der Stetigkeit von aa_a in (0,0) und wegen (£,n) —
(0,0) fir (h,k) — (0,0) der Grenzwert

2f 82f

lim leich —— .
o o) Dyd ——(&,m) und ist gleic y0r ——(0,0)

Nach Satz 10.5 existiert dann auch der iterierte Grenzwert

2 2

: o°f . . O0°f
}lg% (IICILI(I] Dy0r (&, n)) und ist gleich M(O, 0).

Wegen (10.9) bedeutet dies, dass der Grenzwert

fy(h,0) = £,(0,0) _ &°f - O

ilg% ; =5 8y(0’ 0) existiert und gleich o 8x(0 0) ist.
Das ist die Behauptung. [

Entsprechend gilt natiirlich f,;, = fyez = fays, falls nur eine dieser Ableitungen
existiert und stetig ist.

Eine Funktion f: R"™ O U — R™, gegeben durch

F@) = fza,...,20) = (fl(xl,...,:pn),...,fm(xl,...,xn)),

heilt partiell differenzierbar bzw. stetig partiell differenzierbar, wenn jede ihrer
Komponenten diese Eigenschaft besitzt.

Beispiel 4. Sei U C R” offen. Ist f : U — R partiell differenzierbar, so heift

(grad @) = (5@ @) e RY

der Gradient von f in x. Ist f: U — R" partiell differenzierbar, so heifit

0 Of,
(div f)(x) := a—ﬁ(x) +...+ 8£

(x) eR

die Divergenz von f in x. Ist schlieflich n = 3 und f : U — R3 partiell differen-
zierbar, so heifit

(vot f)(x) ==

(afs _ df2 Oh _ dfs 0fs _ 3f1> c R?
6952 8:153’ 8:153 81’17 0;1:1 (9.732

die Rotation von f in x. Ist n = 3 und f : U — R zweimal stetig partiell
differenzierbar, so gilt
rot grad f = 0. (10.10)
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Die erste Komponente des Vektors rot grad f ist ndmlich

o af 9 of &f  PF
8372 81’3 81:3 83:2 N 8x28x3 81’381‘2 N

nach dem Satz von Schwarz. Ebenso sind die iibrigen Komponenten gleich 0.
Ahnlich zeigt man, dass fiir jede zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion
f:U — R3 gilt

divrot f = 0. (10.11)

10.3 Differenzierbarkeit

In diesem Abschnitt sehen wir uns an, wie sich das Konzept der Differentiation
auf Funktionen mehrerer Verdnderlicher iibertragen lisst. Dazu erinnern wir an
die Zerlegungsformel fiir differenzierbare Funktionen f : R — R:

. . r(h)

flx+h)=f(zr)+ah+7r(h) mita € Rund lim —= = 0.
h—0 h

Wir konnen diese Formel und damit die Grundidee der Differentiation wie folgt
interpretieren: Die Funktion f wird im Punkt = lokal durch die lineare Funktion
h — ah approzimiert. Im Weiteren sei ||.|| die Euklidsche Norm.

Definition 10.8 Sei U C R" offen. Eine Funktion f : U — R™ heifst diffe-
renzierbar (oft auch Frechét-differenzierbar oder total differenzierbar) in x € U,
wenn es eine lineare Abbildung A : R™ — R™ sowie eine in einer Umgebung W
von 0 € R™ definierte Funktion r mit Werten in R™ und mit limy,_,or(h)/||h|| =0
so gibt, dass

flx+h)= f(x)+ Ah+r(h) fir alleh € W. (10.12)

Ist f in jedem Punkt x € U differenzierbar, so heifit f differenzierbar auf U.

Man beachte, dass A und r von x abhéngen. Eine ganz analoge Definition, bei
der man zusétzlich die Stetigkeit von A fordern muss, trifft man fiir beliebige
Banachréaume.

Wir {iberlegen uns die folgenden Beziehungen zwischen den eingefiithrten Dif-
ferenzierbarkeitsbegriffen:

f stetig partiell Satz 10.11 f differen— Satz 10.9 f partiell
differenzierbar - zierbar —  differenzierbar
| satz 10.10
f stetig.
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Satz 10.9 Sei U C R™ offen und f = (f1,..., fm)T : U = R™ inx € U differen-
zierbar. Dann ist jede Funktion f; : U — R in x partiell differenzierbar, und die
Matrizdarstellung von A € L(R",R™) aus (10.12) beziiglich der Standardbasen
von R™ bzw. R™ ist

fr of1
A= s | (10.13)
0 fm Afm

Die Abbildung A in (10.12) ist also eindeutig bestimmt. Sie heifit die Ableitung
von f in z und wird mit (D f)(x) oder f'(z) bezeichnet. Die Matrix (10.13) heifit
die Jacobi-Matriz von f in x und wird oft mit J¢(x) bezeichnet.

Beweis. Es gelte (10.12) mit A = (a;;)"", 7= (r1,...,mm)’ s h = (ha, ..., hy)T.

1,

Mit diesen Bezeichnungen folgt fiir jedes i =1,...,m
flw+h) = fi(@) + > ayh; +ri(h) fiir alle h € W, (10.14)
j=1
wobei limy,_, % =0, da |r;| < ||7|lco. Wir fixieren nun ein j zwischen 1 und n

und wahlen b = (0,...,0,h;,0,...,0) = hje;. Fiir hinreichend kleine h; liegen
diese Vektoren in W, und (10.14) reduziert sich auf

f1($ + hj6j) = fl(x) + Clz‘jh,j + ’I“l(h)
Hieraus folgt

i hje;) — fi i(h
Hothe) “hie) _, ol

fiir hj 7& O

Wegen |h;| = ||h|| kénnen wir h; — 0 streben lassen und erhalten

dfi i hje;) — fi

095j h;—0 hj
Satz 10.10 Se: U C R” offen und f : U — R™ in x € U differenzierbar. Dann
ist [ in x stetig.

ij-

Beweis. Da lineare Abbildungen von R" nach R™ stetig sind (Satz 10.4) und
0 € R™ in 0 € R™ iiberfiihren, geht die rechte Seite von (10.12) fiir h — 0 gegen
f(z). Also existiert limy_,o f(z + h) und ist gleich f(x). ]

Satz 10.11 Sei U C R” offen und f : U — R™ in x € U stetig partiell differen-
zierbar. Dann ist f in x differenzierbar.
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Beweis. Es geniigt, diese Aussage fiir jede Komponente von f zu zeigen, d.h. wir
nehmen m = 1 an. Fir h = (hy, ..., h,) nahe bei 0 definieren wir

¢ =2 und x(i)::x+2hjej firi=1,...,n

j=1
Insbesondere ist (™ = z+h. Da sich z® und =Y nur in der i. Komponente un-
terscheiden, gibt es nach dem Mittelwertsatz fiir Funktionen einer Verédnderlichen
fiir jedes i = 1,...,nein t; € [0,1] so, dass

of

f@®) = faY) = oz, (@D + tihe;) - h.

Aufsummieren liefert

fla+h) = fz) = fa™) — fa?) Z r(h)

83:1

(Teleskopsumme) mit

r(h) = Z@i( U 4 the Z)—S—g‘i(x))hi.

Da alle partiellen Ableitungen in x nach Voraussetzung stetig sind, ist

L (OF (i Of ) —
fim (5 (207 + thaed) = -(0)) =0
fiir jedes ¢ = 1, ..., n. Folglich ist limy_,o % =0. [

Wir nennen stetig partiell differenzierbare Funktionen daher auch kurz stetig
differenzierbar.

Keine der im Schema vor Satz 10.9 angegebenen Implikationen ldsst sich um-
kehren: In Beispiel 2 aus Abschnitt 10.2 ist eine partiell differenzierbare, aber
nicht differenzierbare Funktion angegeben. Ein Beispiel fiir eine differenzierba-
re, aber nicht stetig differenzierbare Funktion steht in Heuser, Ana II, Pkt. 164,
Aufg. 7.

Die aus Kapitel 7 bekannten Differentiationsregeln iibertragen sich ohne Ande-
rung auf den allgemeinen Fall.

Satz 10.12 Seien U C R" offen und f,g : U — R™ in x € U differenzierbar.
Dann st fiir alle o, € R auch die Funktion of + Bg in x differenzierbar, und
es qgilt

(af + B9)'(z) = af'(x) + B (x).
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Die Produkt- und Quotientenregel vermerken wir nur fiir skalarwertige Funktio-
nen.

Satz 10.13 Seien U C R"™ offen und f,g : U — R in x € U differenzierbar.
Dann sind auch die Funktionen fg: U — R und (falls g(x) #0) f/g: U — R in

x differenzierbar, und es ist
(f9)'(z) = g(@)f'(z) + f(x)g'(2),
(Flo)(a) = !

Die Beweise dieser beiden Sétze werden wie im Fall n = 1 gefiihrt und sind HA.

Satz 10.14 (Kettenregel) Seien U C R"™ und V' C R™ offene Mengen, und
seien g : U — R™ und f : V — R¥ Funktionen mit g(U) C V. Ist g in xg € U
und f in g(xg) € V differenzierbar, so ist die zusammengesetzte Funktion f o g :
U — RF in zy differenzierbar, und es gilt

(fo 9)’(350) = f/(g(xo)) o 9/<5U0)-

Das o auf der rechten Seite steht fiir die Verkettung der linearen Abbildungen
g (zo) und f'(g(xo)). In Matrixschreibweise bedeutet dies gerade das Bilden des
Matrixprodukts der k x m-Matrix f’'(g(zo)) mit der m x n-Matrix ¢'(zo).

Beweis. Differenzierbarkeit von g in zo bzw. f in g(zo) bedeutet

g9(x) —g(zo) = g'(zo)(x — x0) +r(z — x0), (10.15)
F) = flg(zo)) = f(g(z0))(y — g(x0)) + s(y — g(x0)),  (10.16)

wobel
r(z — ) 0, lim s(y — g(x0)) -0
y—g(z0) ||y — g(o)||

Wir setzen in (10.16) y = g(z) und dann (10.16) in (10.15) ein und erhalten

fg(x)) = flg(x0)) = f'(9(x0))g (o) (z — m0) + t(o, )

lim =
w0 || — o]

mit
t(zo,z) = f'(g(0))r(z — x0) + 5(g(x) — g(x0))-
Wir miissen zeigen, dass

t(m()?x) - fl(g(l'o))r(x - 1’0) + 8(9(‘%‘) B g(IO))

lz = ol [l = ol [l = o

fiir x — ¢ gegen 0 strebt. Fiir den ersten Summanden ist dies wegen der Stetig-
keit der linearen Abbildung f’(g(x¢)) und wegen limy,_o7(h)/|/h| = 0 klar. Fiir
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den zweiten Summanden beachten wir, dass s(0) = 0. Fiir g(z) = g(x¢) ist also
s(g(x) — g(xo)) = 0, und fiir g(x) # g(x¢) haben wir

s(g(x) — g(xo)) _ s(g(x) — g(0)) [lg(x) — g(xo)l
[l = ol lg(z) =gzl llz =zl

Wegen der Stetigkeit von ¢ in 2o und wegen limy,_,o s(h)/||h|| = 0 ist

i SW@) —g(20) _
a=ao ||g(x) — g(o) |
SchlieBlich folgt aus der Zerlegungsformel fiir g
/
— — + — —
lg(x) = g@o)ll _ lg'(wo)(w — x0) + rlx — )] _ I/ (o) + @ = o)l
[l = o] [l = ol [l — o]

dass der Quotient ||g(z) — g(xo)||/||x — xo|| in einer Umgebung von zy beschrankt
bleibt. -

Wir sehen uns die Kettenregel fiir einige Spezialfélle an.

Beispiel 1. Die reellwertigen Funktionen f bzw. x1,...,z, seien auf der offenen
Menge U C R™ bzw. auf dem offenen Intervall I C R definiert, und die verkettete
Funktion F(t) := f(z1(t),...,z,(t)) soll auf I erkldrt sein. Sind alle Funktionen
f und x; auf I differenzierbar, so ist auch F' auf I differenzierbar, und

aF_ Of dry 0f dzn
dt — Oxy dt " Oz, dt

Genauer: fiir ¢ty € [ ist

dF  Of az;
—(t) =) o, 1 (10): - Tulto)) g7 (fo)

Der Beweis folgt sofort aus der Kettenregel, angewandt auf die &uflere Funktion
f und die innere Funktion g(t) := (z1(¢),...,z,(t))" : I — R". =

Beispiel 2. Die reellwertigen Funktionen f bzw. wuq, ..., u, seien auf der offenen
Menge U C R™ bzw. der offenen Menge V' C R™ definiert. Wir betrachten die
verkettete Funktion

Fi(xy, ..o zm) = flur(zy, oo 2m), o U (21,0 )

auf V. Ist f auf V differenzierbar und jede Funktion w; auf V' partiell differen-
zierbar, so ist F' auf V partiell differenzierbar, und es gilt

or  Of Ou - af ou,

= — firl1 <i<n.
89@ 0u1 8% aun (%, Hme=t=n
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Dies folgt sofort aus Beispiel 1. Ist sogar jede der Funktionen w; differenzierbar,
so ist F' auf V' differenzierbar, und es ist

F - (3_F oF

Ox, " Oxy,

Beispiel 3. Sei 2 : (0,1) — R™\ {0} eine differenzierbare Funktion. Dann ist die
verkettete Funktion

) auf V.

f00,1) =R, b [l(t)l2

nach Beispiel 1 aus Abschnitt 10.2 und nach Satz 10.14 differenzierbar, und die
Kettenregel liefert wie in Beispiel 1

L& w2 0)
PO =X ook " = o

wobei (-, -) fiir das iibliche Skalarprodukt im R" steht. ]

Beispiel 4. Wir sehen uns die Anwendung der Kettenregel bei der Transfor-
mation von Differentialausdriicken an. Durch Einfithrung von Polarkoordinaten
xr =rcosp, y=rsing auf R?\ {(0,0)} wird aus einer Funktion u = u(z,y) eine
Funktion v = v(r, ¢) = u(r cos p, rsin ).

a_____

0

Wir zeigen, dass dabei beispielsweise der Ausdruck :L‘g—z —yg—; in % iibergeht. Aus

T =rcosp und y = rsiny folgt r = y/2? + y* und ¢ = arctan . Differenzieren
liefert

or 2x 7 COS
— = = = COS
Or  2,/x2 + 4 r v
und analog g—; = sin ¢ sowie
dp 1 -y —y _ —rsinp  singp
Or 14+ (4)2 22 22+y>2 2 7

und analog g—‘; = 222 Demzufolge ist nach Beispiel 2

@ @g_i_@@_go v Ov sin
Ox or dx Oy Oz or
Ju ov Or  Ov Oy v Ov cos ¢
dy ~aroyopoy ot T T
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Hieraus folgt schlieflich

6u ou v Jv cos v Jv sin p
6’y Yo, = rcosw(asm(p%—% )—rsmgp<8—cos<p—% . >
ov ov 9 ov
= ar(rsmgocosgp —rsinpcosp) + %(COS ©+sin’ p) = 0
Es ist also beispielsweise genau dann xa—Z — yu 55 = 0, wenn —:; = 0, d.h. genau
dann, wenn v nur von r abhéngt, also rotationssymmetrisch ist. [

10.4 Richtungsableitungen

Definition 10.15 Sei U C R" offen, f: U - R, x € U und v € R™ ein Vektor
der Linge ||v||a = 1. Man sagt, dass f eine Ableitung in Richtung des Vektors v
besitzt, wenn der Grenzwert

o Ja 4 ) — f(@)

t—0 t

existiert. Wir bezeichnen diesen Grenzwert mit %

Die partiellen Ableltungen I sind spezielle Richtungableitungen in Richtung der
Einheitsvektoren e; = (0, .. O, 1,0,...,0) mit der 1 an i. Stelle.

Satz 10.16 Seien U, x, f wie in Definition 10.15, und f sei in x differenzierbar.

Dann ezistiert fiir jeden Einheitsvektor v = (vy,...,v,)T € R" die Ableitung von
f im Punkt x in Richtung v, und es gilt

0 0 0

8£( )= fl(z)v= (9fl< Jop + ...+ (%{L (x)vy,. (10.17)

Beweis. Fiir ¢ hinreichend nahe bei 0 ist nach Definition von f’(x)

flz+tv) — f(x) _ f(x) - tv+r(tv) _ P+ r(tv)‘
t t t
Aus lim;_, HT(I?IJ)H = limy;_,o HTI(I‘Z”)” = 0 folgt die Behauptung. n

Mit Hilfe des Gradienten gradf = (2L By %) kénnen wir (10.17) auch als
af
5, (@) = ((grad f)(@), v) (10.18)

schreiben, wobei (., .) das iibliche Skalarprodukt auf R™ ist. Wie im R? fiihrt man
den Winkel ¢ € [0, 7] zwischen zwei Vektoren x,y € R™ \ {0} durch

(@, y) = [lz|[ llyll cos ¢
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ein. Ist also (grad f)(z) # 0, so folgt aus (10.18) fiir den Winkel ¢ zwischen v
und (grad f)(x):

af

5, (@) = ll(grad f)(@)]| cos .

v

Folgerung 10.17 Seien U, f,z,v wie in Definition 10.15, und sei (grad f)(x) #
0. Dann ist die Richtungsableitung g—£ (x) genau dann mazximal, wenn cosp = 1
bzw. ¢ =0, d.h. wenn (grad f)(z) und v die gleiche Richtung haben. Der Gradient

zeigt also in die Richtung des starksten Anstieges von f in x. Diese Tatsache wird
bei der numerischen Lésung von Extremalaufgaben benutzt.

10.5 Der Mittelwertsatz

Am Ende von Abschnitt 7.6 haben wir gesehen, dass der Mittelwertsatz in seiner
gewohnten Form fiir vektorwertige Funktionen nicht mehr gilt. Man hat jedoch
fiir reellwertige Funktionen auf R"™ die folgende Version.

Satz 10.18 (Mittelwertsatz) Sei U C R" offen und f : U — R differenzier-
bar. Weiter sei x +th € U fiir alle t € [0,1]. Dann existiert ein 7 € (0,1) mit

f(x+h)— f(x)= f'(x+Th)h.
Beweis. Wir betrachten die differenzierbare Funktion
g:10,1] =R, ¢+ f(x+th).

Nach dem Mittelwertsatz 7.28 fiir Funktionen einer Verdnderlichen gibt es ein
€ (0,1) mit

Flath) = f(a) = 9(1) — 9(0) = L (r).

Nach der Kettenregel (Beispiel 1 aus 10.3) ist weiter

Z amz (x +71h)h; = f'(x + Th)h. m

Fiir Funktionen f : R" — R™ mit m > 2 ist die folgende Version des Mittelwert-
satzes die néchstbeste.

Satz 10.19 Se: U C R"™ offen, f : U — R™ stetig differenzierbar und x+th € U
fiir alle t € [0,1]. Dann ist

1
flx+h)— flx)= / f'(x+Th)hdr.
0
Ist insbesondere ||f'(z + th)|| < M fir alle t € [0, 1], so folgt

1f(x +h) = fo)|] < M][A]].
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Das Integral iiber die vektorwertige Funktion f'(x + 7h)h ist komponentenweise
erklért.

Beweis. Fiir g : [0,1] — R™, g(t) := f(x +th) ist ¢'(t) = f'(x + th)h und daher

fx+h) — f(x) = g(1) - g(0) = / §(7)dr = / f'(@+ Th)hdr,

womit die erste Aussage gezeigt ist. Die zweite folgt aus

/ f'(x +7h) th‘ / |/ (x + Th)h|| dr
< Jo If@+7h)[ Al dr < [y MAl|dr = M]h]. =

10.6 Der Satz von Taylor

Wir lernen nun den Satz von Taylor fiir Funktionen mehrerer Verénderlicher ken-
nen. Dabei beschrianken wir uns auf reellwertige Funktionen. Wir fithren zunéchst
einige Bezeichnungen ein, die helfen, die Ubersicht iiber die zahlreichen Summan-
den in der Taylorentwicklung zu behalten.

Ein Multiindex ist ein n-Tupel (a4, ..., a,) € N". Fiir jeden Multiindex o =
(aq,... ) sel |a] == a; + ... + ay seine Ordnung und ! = aq!...,! seine
Fakultat. Fiir jede |a|-mal partiell differenzierbare Funktion f : R* D U — R
setzen wir
olel f

a1 )
Oxt ... 0xon

Df = D3 .. Do f =
und fiir © = (21,...,x,) € R" sei
=t

Als Vorbereitung fiir den Satz von Taylor zeigen wir:

Satz 10.20 Sei U C R” offen, f : U — R k-mal stetig partiell differenzierbar,
und sei v +th € U fir alle t € [0, 1]. Dann ist die Funktion

g:[0,1] = R, t~ f(x+th)
k-mal stetig differenzierbar, und es gilt

%(7) = |Z::k§_" (D“f)(z + Th)h® (10.19)

(die Summation erfolgt tiber alle Multiindizes der Ordnung k).
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Beweis. Wir zeigen zuerst mit vollstédndiger Induktion, dass

drg -
(1) = > Dy Dy )@+ Th) hiy - by, (10.20)
i1ymip=1
Fiir £ = 1 haben wir dies bereits im Beweis von Satz 10.18 getan. Aus der

Kettenregel folgt ndmlich

d_g() B df(x1+th1,...,xn+thn)()_ﬁ@ 3f%
a7 dt T o dt T ox, di
_of of ,  ~= Of
_ ax1h1+"'+axnhn_;axh (2 + 7h)h;,

n

= Y (Dif)(x + Th)hy,.

11=1
Nehmen wir an, dass (10.20) fiir ein £ — 1 > 1 richtig ist, so folgt analog

) = (X Dus DDty )0

U1yt —1=1

ip=1 11,0 tk—1=1

n

— 'Z (Dy,, ... Dy f)(x + Th)hiy . by, .

Damit ist (10.20) gezeigt. Wir iiberlegen uns nun, dass die rechte Seite von (10.20)
gleich der rechten Seite von (10.19) ist. Grundidee ist, dass es nach dem Satz von
Schwarz auf die Reihenfolge der partiellen Ableitungen nicht ankommt und wir
daher die partiellen Ableitungen umsortieren kénnen. Kommt unter den Indizes
i1,...,1 die Zahl m € {1,2,...n} genau «,,-mal vor, so ergibt ein Umsortieren
und Zusammenfassen gleicher Ableitungen

Da es genau —*— = ’;—', k-Tupel (i1,...,i;) gibt, in denen die Zahl m genau

aql...opn!

a,-mal vorkommt (beachten Sie, dass oy + ... + «a,, = k), gilt

d*qg n
(™) = > (D Duf)a  rh)h, by,
1y
k', N - .
= ZJ(Dll---Dnnfin‘f‘Th)hl co hon
al=k
o=k a a
= > (D)@ +rh)ht. .
lajl=k
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Satz 10.21 (Taylor) Sei U C R™ offen, f : U — R (k + 1)-mal stetig partiell
differenzierbar, und x +th € U fir alle t € [0,1]. Dann gibt es ein T € (0,1) so,
dass

_ L o (D*f)(x+7h) , ,
flz+h) = Za(p )(@)h + > - e
la|<k lor|=k+1
Taylorpolynomtier Ordnung k Reszgylied

Beispiel. Um das Taylorpolynom der Ordnung 2

fO) + (Dif)(0)hs + (D2f)(0)he + (DZf)(O)h?
1

2
der Funktion f : R?2 = R, (1, x3) — e*1t%% i Punkt x = (0,0) aufzustellen,
bestimmen wir die partiellen Ableitungen von f bis zur 2. Ordnung:

+ = (D3f)(0)h3 + (D1 Daf)(0)hihs,

(Dif)(@r,5) = 2myemiteoss = (Du)(0) = 0,
(Dof)(z1,20) = —sinagetiteoss = (Do f)(0) = 0,
(D}f)(ar,22) = (24 daf)eriteons = (DIf)(0) = 2e,
(D2f)(x1,m5) = (—cosxy+ sin®ay)etiteoss = (D2f)(0) = ~—e,
(D1Dof) (w1, 29) = —2 sinxy 1160572 = (Di:Dyf)(0) = 0.
Das gesuchte Taylorpolynom ist somit (hy, hy) — e + ehi — £ h3. n

Beweis von Satz 10.21. Die Funktion g : [0,1] — R, ¢ — f(z + th) ist nach
Satz 10.20 (k + 1)-mal stetig differenzierbar. Der Satz von Taylor fiir Funktionen
einer Verdnderlichen behauptet die Existenz eines 7 € (0,1) so, dass

k (k+1) (+

— (k+1)!
Wieder nach Satz 10.20 ist
(m) o (k+1) o
g"™(0) _ (D*f) (@), _gT) (D) +7h), o
m! Z al i sowie (k+1)! Z a! o
|a)=m |a|=k+1
woraus die Behauptung folgt. n

Anmerkung 1. Seien «, f Multiindizes gleicher Lange. Man rechnet leicht nach,
dass fiir f(z) := 2° gilt

s o
D@ ={ Goap” | EIze

0 sonst
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(8 —aund B > « ist jeweils komponentenweise zu verstehen). Insbesondere ist

[l fallsa =4

D*f)(0) =
(DEH0) { 0  sonst.

Hieraus folgt, dass wie bei Funktionen einer Verénderlichen alle partiellen Ablei-
tungen in x bis zur k. Ordnung der Funktion f mit denen ihres Taylorpolynoms
der Ordnung £ iibereinstimmen. n

Anmerkung 2. Man kann den Satz von Taylor auch fiir vektorwertige Funktio-
nen f = (fi,..., fm)? : U — R™ formulieren und beweisen. Definieren wir fiir
solche Funktionen D, f := (D;f1,..., Difm)* : U — R™, so sieht das entsprechen-
de Taylorpolynom (welches nun ein Vektor ist) formal genauso aus wie in Satz
10.21. Fiir m > 1 muss jedoch das Restglied modifiziert werden (vgl. Abschnitt

10.5 fiir den Mittelwertsatz). ]
Wir sehen uns die Polynome P, (h) :=3>_,_,, % h* fir m = 0, 1,2 genauer
an.

m = 0. Notwendigerweise ist a = (0,...,0) und daher Py(h) = f(x).

m = 1. Die einzigen n-Tupel o« € N” mit |a| = 1 sind die “Einheitsvektoren”

e; =(0,...,0,1,0,...,0) mit der 1 an der j. Stelle. Wegen D% f = D, f, e;l =1
und h% = h; ist

n

Py(h) =Y (D f)(x)h; = ((grad f)(x), h).

J=1

m = 2. Wir haben im Beweis von Satz 10.20 gesehen, dass

n

iy = 3 e LS 0, pywpmn,
|| =2 ’ i,j=1

Um dies kompakter zu schreiben, bezeichnen wir fiir jede zweimal stetig partiell
differenzierbare Funktion f : R" O U — R die Matrix

oo,n@) = (2L @)
( >wl (0@8% ij=1

mit (Hess f)(z) und nennen sie die Hesse-Matriz oder den Hessian von f in x.
Nach dem Satz von Schwarz ist die Matrix (Hess f)(z) symmetrisch. Mit der
Hesse-Matrix konnen wir P,(h) schreiben als

Py(h) = %((Hess f)(z)h, h).
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Folgerung 10.22 [st U C R" offen, f : U — R dreimal stetig partiell differen-
zierbar und x +th € U fir alle t € [0, 1], so ist

f(x+h)=c+{(a,h)+ %(Ah, h) + Ro(x, h)

mit ¢ = f(x), a = (grad f)(z), A = (Hess f)(z) und einem Restglied Ry wie im
Satz 10.21.

10.7 Lokale Extrema

Wir benutzen nun Folgerung 10.22 zur Untersuchung des lokalen Verhaltens von
Funktionen f : R® D U — R. Fiir offenes U C R" sei C*(U) die Menge aller
k-mal stetig partiell differenzierbaren Funktionen f: U — R.

Eine Funktion f : U — R besitzt in 2y € U ein lokales Minimum (bzw. ein
lokales Mazximum), wenn fiir alle z aus einer Umgebung V' C U von x, gilt

flxo) < flx) (bzw. f(zo) > f(x)).

Tritt die Gleichheit nur fiir x = x( ein, nennen wir x( ein isoliertes lokales Mini-
mum (bzw. Maximum).

Satz 10.23 (Notwendige Bedingung) Sei U offen und f : U — R partiell
differenzierbar. Besitzt f in xq € U ein lokales Extremum (Minimum oder Maxi-
mum), so ist (grad f)(zg) = 0.

Beweis. Fiir i = 1,...,n betrachten wir die Funktionen g; : t — f(zo + te;).
Diese sind auf einem Intervall (—¢,¢) mit € > 0 definiert und differenzierbar, und
sie besitzen in ¢ = 0 ein lokales Extremum. Nach Lemma 7.9 ist ¢;(0) = 0. Nun
ist aber ¢g/(0) = C,?—;:(:z:o). Also ist (grad f)(zo) = 0. ]

Das Verschwinden aller partiellen Ableitungen in xg ist also eine notwendige Be-
dingung fiir das Vorliegen eines lokalen Extremums. Wie bei Funktionen einer
Verédnderlichen erhélt man hinreichende Bedingungen durch Betrachten der zwei-
ten Ableitungen. Wir treffen dazu einige Vorbereitungen.

Definition 10.24 Sei A eine symmmetrische (A = AT) reelle n x n Matriz. A
heifst

(a) positiv definit, wenn (Az,z) > 0 fir alle x € R™\ {0}.

(b) positiv semidefinit, wenn (Ax,z) > 0 fir alle x € R™.

(¢) negativ definit (semidefinit), wenn —A positiv definit (semidefinit) ist.

(d) indefinit, wenn es z,y € R"™ gibt mit (Az,x) > 0 und (Ay,y) < 0.

Aus der linearen Algebra kennen wir Kriterien fiir die Definitheit. So gilt:
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Satz 10.25 Sei A eine symmetrische reelle n x n - Matriz. Dann ist A

(a) positiv definit < alle Eigenwerte von A sind positiv.
(b) positiv semidefinit < alle Eigenwerte von A sind nichtnegativ.
(¢) indefinit < A hat sowohl positive als auch negative Eigenwerte.

Satz 10.26 (Hurwitz-Kriterium) Fine symmetrische reelle n x n - Matriz
A = (aij)7 =, ist genau dann positiv definit, wenn

det : : >0 firalek=1,...,n.

Wir formulieren nun hinreichende Kriterien fiir das Vorliegen von Extremwerten.

Satz 10.27 Sei U C R" offen, f € C*(U), xy € U und (grad f)(z¢) = 0. Dann
gilt: Ist (Hess f)(zo)

(a) positiv definit, so hat f in xy ein isoliertes Minimum,

(b) negativ definit, so hat f in zq ein isoliertes Mazimum,

(c) indefinit, so besitzt f in xq kein lokales Extremum.

Ist (Hess f)(xo) nur semidefinit, so ist keine Entscheidung mdglich.

Beweis. Wir zeigen nur Aussage (a) und nehmen der Einfachheit halber f €
C3(U) an. Nach Folgerung 10.22 gilt fiir alle 2o + x aus einer Umgebung von z

flro+2x) = f(xo) + % (Az,z) + R(x) (10.21)

mit A := (Hess f)(z0). Da S := {y € R" : ||ly|| = 1} kompakt ist, nimmt die
stetige Funktion
S—=R, y— (Ayy)

auf S ihr Minimum « an. Da (Ay,y) > 0 fir alle y € S, ist insbesondere o > 0.
Ist nun x € R™\ {0}, so ist z/||z|| € S und folglich

r
A—r-, —> >a>0 bzw. (Az,z) > alz|* (10.22)
< [l [lz]

Die letztere Abschiatzung gilt offenbar auch fiir x = 0 und damit fiir alle z € R.
(Umgekehrt folgt aus dieser Abschétzung natiirlich die positive Definitheit von
A; beide Aussagen sind also dquivalent.)

Weiter: fiir das Restglied R(z) in (10.21) haben wir wegen |z;| < ||z|| offenbar
die Abschétzung

R@) = | 3 DO o) < e

=3
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fiir alle  aus einer hinreichend kleinen Umgebung von 0. Wéhlen wir diese Um-
gebung so klein, dass auch C||z| < a/4, so wird

a
[R(@)] < Cllz]l” = Cllall ]* < 7l
Hieraus und aus (10.21) und (10.22) folgt schliefilich
a « «
Flaot2) 2 flao) + Sl = Sl = (o) + Sl

fiir alle = aus einer (hinreichend kleinen) Umgebung von 0. Also besitzt f in g
ein isoliertes lokales Minimum. [

Beispiel. Fiir f(z,y) = 2> + 3y* + 2y + 10 ist (grad f)(0,0) = 0, und die Matrix

tess 0.0 = (1)

ist positiv definit (Hurwitz-Kriterium). Also besitzt f in (0,0) ein lokales isoliertes
Minimum. [

10.8 Parameterabhingige Integrale

In diesem Abschnitt betrachten wir folgendes Problem: Wird eine Funktion f
zweier Verdnderlicher bzgl. einer der Verénderlichen integriert, so hingt das Er-
gebnis von der zweiten Verdnderlichen ab. So ist fiir f(x,y) = 2¥ mit x,y > 0

2 2 1 1
/ f(a:,y)d:zc:/ o e — 2yt ‘%: oyt _1'
1 1 y+1 y+1

Die Frage ist, unter welchen Voraussetzungen an f diese Abhéngigkeit stetig oder
sogar differenzierbar ist.

Satz 10.28 Sei U C R" offen und D = [a,b] C R ein kompaktes Intervall. Die
Funktion f: D x U — R sei stetig. Dann ist auch die Funktion

b
F:U—R, :L’»—>/f(t,x)dt

stetig. Hat f auflerdem stetige partielle Ableitungen g—g@_ :DxU —-R,i=1,...,n,
so ist auch F stetig partiell differenzierbar, und es gilt

b b
aa / F(t ) dt = gf (1) dt.
i Ja a 9%
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Unter den getroffenen Voraussetzungen diirfen Integration und Differentiation
also vertauscht werden.

Beweis. Wir iiberlegen uns zuerst die Stetigkeit von F'. Sei x € U. Da U offen ist,
gibt es ein r > 0 so, dass Us,.(x) C U. Dann liegt aber erst recht die abgeschlossene
Kugel U, (z) ={y e R": ||z —y|| < r} in U. Weiter: die Menge

D x Up(x) = [a,b] x {y € R" : [z —y[| <7}

ist abgeschlossen und beschrinkt in R x R® = R™™! also kompakt. Daher ist f
auf dieser Menge sogar gleichméfig stetig (Satz 6.41). Insbesondere gibt es zu
jedem € > 0 ein ¢ € (0,7) so, dass

[f(t, x4+ h) = f(t2)] <

€
b—a
fiir alle ¢ € [a,b] und alle h € R mit ||h|| < 6. Integration liefert
b €
P+ b) = F@)| < [ |fta+h) = o) dt < s (b-a) =

fur alle h mit ||h]| < 0. Also ist F in = stetig.

Fiir den Beweis der zweiten Aussage sei wieder x € U beliebig. Wir wahlen » € R
so, dass x + he; € U fiir alle h € (—r,r). Wir zeigen, dass die Funktion

f(t,x+ he;)) — f(t,x)
g(t,x, h) = of
82%’

falls h # 0,

(t,z) falls h =0

auf der Menge ]
0 = ({000 € fa 8l x U x ()}

stetig ist. In allen Punkten (t,z,h) € U mit h # 0 ist dies klar. Wir zeigen noch
die Stetigkeit in allen Punkten (¢,z,0) € U. Seien (t,, Zp, h,) Punkte aus U mit
lim,, oo (tn, Tn, hp) = (t,2,0) und h, # 0 (fiir h, = 0 ist die Aussage wieder
offensichtlich). Nach dem Mittelwertsatz fiir Funktionen einer Verénderlichen,
angewandt auf die Funktion

a: s f(tn, z, + shpe;),
gibt es ein &, € [0, 1] mit

a(l) —a(0)  f(tn, 2o + hnei) — f(tn, 2,)  Of
T 3 gyt et s
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Fiir n — oo ist h, — 0 und folglich auch &,h,, — 0. Wegen der Stetigkeit von g /
ist daher

f(tnaxn + hnei) - f(tnyxn)

hy,
of

g(tna T, hn) =

0
a—i(t, 2) = g(t.2,0).

Somit ist g stetig. Wenden wir die Aussage des ersten Teils des Satzes an, erhalten

wir
oF
&E,(x) = axl/ftxdt—hm/ (t,x,h)d

:/a(tx()dt / f

SchlieBlich héngt diese Funktion — wieder nach dem ersten Teil des Satzes — stetig
von z ab. [

Beispiel. Fiir |¢| < 1 berechnen wir das Integral
F(t) := / In(1 — 2t cosx + %) dz.
0

Um Satz 10.28 benutzen zu kénnen, wihlen wir ein a € (|¢[, 1) und betrachten F
auf dem kompakten Intervall [—a, a]. (Man beachte, dass 1 — 2t cosx +¢* > 0 fiir
|t| < 1.) Die Funktion

f(z,t) :=In(1 — 2t cosz + t?)

ist nach t stetig partiell differenzierbar und hat die Ableitung

of  2t—2cosx
ot 1—2tcosz + 12

auf [0, 7] X [—a,a].

Aus der zweiten Aussage von Satz 10.28 folgt

F/(t):/ﬂ— 2t — 2cosx
o 1—2tcosz + t2

Offenbar ist F/(0) = 0. Fiir t # 0 substituieren wir

T
S := tan 5 bzw. x = 2arctans.

: dr __ _ 2ds
Dann ist 9% = 1+52 bzw. dr = Trer sowie
cos® £ — sin? 2 1—tan®*f 1-s?
CoOsT = 2T -2 2 x 2
cos® 5 +sin” 3 1+tan§ 1+s
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Das gesuchte Integral geht damit iiber in

2t — 25 2 o s*(1+1)— (1 —¢)
5 . ds =14 ds.
0 1—217%5 12 1457 o (14+1)2s%+2(1 +12)s2+ (1 —t)2
Partialbruchzerlegung liefert

s2(14+1t)—(1—1) _2( 1 2 —1 >

10 21+ + (112 I\ 11 1+ +(1—1)

Mit dem bekannten Integral

1 1 a ..
dr = arctan 4/ —z fir ac >0
ax®+c Yvac c

2 1+1¢ oo
F'(t) = ¥<arctans - arctan(l +ts)> ’0 =0

erhalten wir

(beachten Sie: arctan0 = 0 und lim,_,, arctans = 7/2). Also ist F'(t) = 0 fiir
alle t € (—1,1), d.h. F eine konstante Funktion. Wir bestimmen ihren (einzigen)
Wert, indem wir im Ausgangsintegral ¢ = 0 setzen:

F(t):F(O):/OWlnlda::O. n

Als weitere Anwendung von Satz 10.28 betrachten wir iterierte Integrale und ihre
Berechnung. Sei f : [a,b] X [c,d] — R eine stetige Funktion. Nach Satz 10.28 ist

die Funktion ,
— [ty ds

auf [c, d] stetig und kann folglich integriert werden. Man bezeichnet

(fﬂwwzflwmwmw

als iteriertes Integral. Der folgende Satz sagt, dass es auf die Reihenfolge der
Integrationen nicht ankommt.

Satz 10.29 Sei f : X [¢,d] — R stetig. Dann ist

//fxydmdy—//fxydydx

Beweis. Wir erkldren ¢ : [c,d] — R durch

_ /ab /cyf(:c,t) dtdz.



Dann ist ¢(c) = 0, ¢ ist nach Satz 10.28 differenzierbar, und es gilt

b o Y b
dw=[ g [ et = [ jwg)ds
Hieraus folgt

/cd /ab flx,y) dedy = /cd ¢'(y)dy = ¢(d) — p(c) = ¢(d) = /ab /cdf(x, y) dydz,

was wir zeigen wollten. [

Ein analoger Satz gilt fiir n-fache Integrale einer stetigen Funktion auf einem
Quader im R".

Abschlieend betrachten wir noch uneigentliche Parameterintegrale der Ge-
stalt

/Oof(x,y) dv, y€l[cd].

Da das Integrationsintervall nicht mehr kompakt ist, ldsst sich der Beweis von
Satz 10.28 nicht unmittelbar iibertragen, und wir benotigen stérkere Vorausset-
zungen.

Definition 10.30 Das Integral [° f(x,y) dz heift auf [c, d] gleichméBig konver-
gent, wenn es fir jedes y € [c, d] konvergiert und wenn fiir jedes € > 0 ein by > a
existiert, so dass

’ / Fla,y) dx‘ <e firalleb> by und alley € [c,d).
b

Man beachte, dass by unabhéngig von y ist.

Satz 10.31 (a) Sei f : [a,00) X [¢,d] — R stetig und beschrankt, und das Integral
faoo f(z,y) dx konvergiere gleichmdf$ig auf [c,d]. Dann ist die Funktion

p:le,d =R, y— /00 f(z,y)dx (10.23)

stetig. Auflerdem konvergiert das Integral faoo fcdf(x, y) dydz, und es gilt

/cd/aoof(x,y)dxdyz/aoo/cdf(;g,y)dydx.

(b) Sei f : [a,00) X [¢,d] — R stetig, beschrinkt und nach y partiell differen-
zierbar, die Ableitung g—i sei auf [a,00) X [¢, d] stetig und beschrinkt, das Integral

[ g—i(x, y) dx konvergiere gleichmifig, und das Integral [~ f(x, c) dx sei konver-

gent. Dann konvergiert das Integral [ f(x,y) dx fir jedes y € [c,d], die Funktion
(10.23) st differenzierbar, und
_[Tof

¢'(y) = a—y(x,y) dz.
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Beweis. (a) Fiir alle y,y + h € [¢,d] und b > a ist
ﬂy+m—¢@%i/ (f(z.y+h) = f(z,y)) do (10.24)

b oo o)
=/ (f(x,y+h>—f<x,y>)dx+/b f(af,y+h)dx—/b f(e.y) da

Sei ¢ > 0. Wir wéhlen b so grof}, dass der Betrag der letzten beiden Integrale
in (10.24) jeweils kleiner als £/3 wird (gleichméfige Konvergenz!). Weiter wissen

wir aus Satz 10.28, dass y — ff f(z,y) dx eine stetige Funktion ist. Daher wird
auch das erste Integral in (10.24) kleiner als £/3, wenn nur A hinreichend klein
ist, etwa fiir h < hq. Fiir alle h < hy ist also

lp(y +h) —oy)| <e.

Fiir die zweite Aussage von (a) sei wieder € > 0. Wir wahlen by > a so, dass

0 b
‘/ f(x,y)da:—/ f(x,y)dx‘ <e firalley € [c,d und b > by

(gleichméBige Konvergenz!). Integrieren liefert

‘/Cd/aoof(x,y)dxdy—/Cd/abf(:c,y)d:cdy’ <e(d—c).

Mit Satz 10.29 vertauschen wir die Integrationsreihenfolge im 2. Integral und

erhalten
‘/cd/aoof(x,y)dxdy—/ab/cdf(x,y)dydx’ <e(d—c).

Da dies fiir jedes b > bq gilt, folgt die Behauptung.
(b) Nach Teil (a) konvergiert fiir jedes t € [c, d] das uneigentliche Integral

/ / (2, ) dyd,
/ / (z,y dﬁdy—/ / (x,y) dydzx. (10.25)

Da g—i stetig ist, folgt mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

und es gilt

t
C g—;j@, y)dy = f(z.1) — f(z.0).
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Integration bzgl. x iiber [a, c0) liefert wegen (10.25) (und wegen der Konvergenz
von [ f(x,c)dx nach Voraussetzung) fiir ¢ € [c, d]

cp(t):/:Of(x,t)dx:/aoof(x,c)dx+/ct/aoo%(x,y)dmdy.

Nun ist y — [ g—i(x, y) dx stetig nach Teil (a). Wieder nach dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung ist ¢ differenzierbar, und

>0
o'(t) = 8—5@, t)dzx. =

Aufgabe. Zeigen Sie mit Hilfe dieses Satzes, dass die Eulersche Gammafunktion
[(x) := / e i dt, x>1
0

stetig und sogar unendlich oft differenzierbar ist. (Fiir x € (0,1) ist der Integrand
unbeschrinkt und Satz 10.31 nicht mehr unmittelbar anwendbar.)
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11 Kurvenintegrale

Wir haben bisher ausschliellich Integrale iiber Intervallen betrachtet. Ein Ziel
dieses Kapitels ist es, Integrale iiber Kurven zu erklédren. Besonders interessiert
uns die Frage, wann ein solches Integral nur vom Anfangs- und Endpunkt der
Kurve abhéngt.

11.1 Wege und Kurven

Unter einem Weg im R™ verstehen wir eine stetige Abbildung ~ : [a,b] — R™. Die
Punkte v(a) und v(b) heien Anfangs- bzw. Endpunkt des Weges. Ist v : [a, b] —
R"™ ein Weg, so heifit sein Wertebereich

[':={y(t) eR":t € a,b]}

die zugehorige Kurve. Man beachte: ein Weg + ist eine Abbildung, die zugehérige
Kurve eine Punktmenge. Man sagt auch, dass durch v eine Parametrisierung der
Kurve I" gegeben ist.

Ein Weg 7 : [a,b] — R™, v(t) = (71(t), ..., v.(t))T heilt (stetig) differenzier-
bar, wenn jede seiner Komponenten ; : [a,b] — R (stetig) differenzierbar ist. In
diesem Fall heif3t

() =7 (t) = (), 7))

die Ableitung (oder der Geschwindigkeitsvektor) von «y in ¢, und die Zahl

ok = (3 hyor)”

die Geschwindigkeit von + in t. Falls v/(to) # 0, so beschreibt
g:R—=R" ¢t v(tg) +7(to)t
die Tangente an v im Punkt ¢g.
Beispiele. (a) Fir jedes n € Z \ {0} ist
Yo [0,27] = R?, > (cos(nt),sin(nt))”

ein Weg. Alle Wege ~,, beschreiben die gleiche Kurve im R2, nimlich die Ein-
heitskreislinie.

(b) Eine Ellipse um den Ursprung mit den Hauptachsen a, b wird durch den Weg
v :10,27] — R% ¢+ (a cost,b sint)T parametrisiert.

(¢) Fiir a,b € R™ wird durch v : [0,1] = R™, ¢t — a + t(b — a) ein Weg definiert.
Die zugehorige Kurve ist die Strecke [a, b].
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(d) Die Neilsche Parabel v : R — R?, t — (t2,1) ist iiberall differenzierbar, ob-
wohl die zugehorige Kurve eine Spitze in 0 hat.

(e) Eine Schraubenlinie im R? lisst sich durch den Weg v : R — R3 ¢
(cost, sint, t)T beschreiben.

(f) Jede stetige Funktion f : [a,b] — R definiert einen Weg v : [a,b] — RZ,
t — (t, f(t)). Die zugehorige Kurve ist der Graph der Funktion. ]

Wie das erste dieser Beispiele zeigt, kann ein Weg Teile einer Kurve mehrfach
durchlaufen. Will man dies ausschlieen, muss man verlangen, dass je zwei Punk-
ten t1,ty € [a,b] mit ¢; # t, unterschiedliche Punkte v(¢;),v(t2) entsprechen.
Da wir auch geschlossene Wege betrachten wollen (d.h. solche mit vy(a) = (b)),
nehmen wir den Anfangs- und Endpunkt von dieser Forderung aus.

Definition 11.1 FEin Weg~y : [a,b] — R™ heifit ein Jordanweg, wenn fir beliebige
Punkte s,t € [a,b] mit s <t und v(s) = y(t) folgt: s = a und t = b. Eine Kurve
heifit Jordankurve, wenn sie durch einen Jordanweg beschrieben werden kann.

Mit moglicher Ausnahme ihrer Endpunkte sind Jordankurven also doppelpunkt-
frei. Die oben betrachteten Beispiele haben diese Eigenschaft.

Kurven (oder Wege) sind wesentlich kompliziertere Objekte als es unsere An-
schauung erwarten li8t. So gibt es Kurven, die ein Quadrat im R? komplett
ausfiillen (Peano-Kurve), und Kurven, die in keinem Punkt eine Tangente be-
sitzen (Koch’sche Schneeflocke). Umso bemerkenswerter ist der folgende Satz,
der unserer Anschauung perfekt entspricht, dessen Beweis jedoch auBerordent-
lich schwierig ist.

Satz 11.2 (Jordanscher Kurvensatz) Jede geschlossene Jordankurve I' C R?
zerlegt den R?* in 2wei Gebiete Gy, Gy, die von ihr berandet werden (d.h. es ist
R? = G, UT UGy und G, = 0G5 = T'). Genau eines dieser Gebiete — es heifst

das Innengebiet von I' — st beschrankt.

11.2 Rektifizierbare Wege und Bogenlinge

Wir wollen nun die Lénge eines Weges
v : [a,b] — R™ definieren und berech-

nen. Sei Z = {to,...,ty,} mit a = ~(t1) ~(b) = ~(t3)
ty < t1 < ... < t, = b eine Zerle- /\/
gung von [a, b]. Wir verbinden fiir jedes

i die Punkte ~y(¢;) und ~y(¢;41) durch ei- i) =alto) ~(t2)

ne Strecke und erhalten einen Polygon-
zug der Lange

527 = 3 I(ti) = 26
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Wir erwarten, dass sich bei Verfeinerung von Z die Léange des Polygonzuges der
,Lénge von v anndhert“. Da sich bei Verfeinerung von Z die Zahl L(Z,~y) niemals
verkleinert, definieren wir:

Definition 11.3 Ein Weg 7 : [a,b] — R™ heifit rektifizierbar, wenn sup L(Z, )
endlich ist, wobei das Supremum tber alle Zerlequngen Z wvon [a,b] genommen
wird. In diesem Fall heifst L(vy) := sup L(Z,~) die Wegliange von ~.

Beispiel. Der durch die stetige Funktion

0 firt =0,

f:00,1] — R, t'—>{ tcos™ fiirt e (0,1]

definierte Weg v : [0,1] — R?, ¢ — (¢, f(¢)) ist nicht rektifizierbar. Fiir die Punkte
tn := 1/n gilt ndmlich

cos((n+ 1)m)  cos(nm)
n+1 n
1 1 1

T n+1 n on

I(Enra) =@l = [f(tnga) = F(ta)] =

(0" (D

n-+1 n

Y

und die harmonische Reihe Y >° | 1/n divergiert. n

Fiir jeden Weg 7 : [a,b] — R"™ und jedes ¢ € (a,b) sind auch v, = 7jqq und

Y2 := Y|y Wege. Man sieht leicht, dass v genau dann rektifizierbar ist, wenn

und v, rektifizierbar sind und dass in diesem Fall L(vy) = L(y1) + L(72) gilt.
Schliefflich definieren wir die Weglingenfunktion

0 firt = a,

s:la,b] = R, t i
o {L(Vha,t]) fir t € (a,b].

Satz 11.4 Fiir jeden rektifizierbaren Weg ist seine Weglangenfunktion stetig.

Einen Beweis finden Sie in Heuser, Analysis II, Satz 177.3. Unter starkeren Vor-
aussetzungen an vy wollen wir nun Wegléngen berechnen.

Satz 11.5 Der Weg v : [a,b] — R™ sei stetig differenzierbar. Dann ist v rekti-
fizierbar, die Weglingenfunktion s von vy ist stetig differenzierbar, und fir alle
t € [a,b] gilt $'(t) = ||/ (t)||2. Die Linge L(y) von v ist gleich

L(y):/ s’(t)dt:/ S TR, (11.1)

wobei y(t) = (11(t), ..., W (t))"
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Beweis. Wir benutzen im Beweis Integrale von vektorwertigen Funktionen, die
wir komponentenweise erkldaren.

Sei Z = {to,...,tm} eine Zerlegung von [a,b], d.h. a =ty <t; < ... <t, =0.
Mit der Dreiecksungleichung fiir Integrale ist

tit1 , tit1 ,
) 2@l = [ @ e, < [ IOl
t; t;

und Aufsummieren liefert
m—1 b
LZ2) = Y It) = 1@l < [ IV O]k de
i=0 a

Alle Polygonzuglédngen sind also durch eine von Z unabhéngige Konstante nach
oben beschrankt. Folglich ist v rektifizierbar, und

Lm:gw@ws/mmmw (11.2)

Sei nun ¢ € [a,b) und h > 0 so, dass ¢ + h < b. Dann ist die Lénge der Strecke
von (t) bis v(t + h) nicht grofer als die Lange des Weges von «y(t) bis (¢t + h):

[(E+h) =~(@)ll2 < st + ) — s(t).
Wenden wir (11.2) speziell auf den Weg 7|41 an, folgt

"7(t + h) — W(t) < S(t + h) — S(t) < l/t H’}//(’T’)HQdT

h - h ~h

2

Fiir A N\, 0 strebt die linke Seite dieser Abschitzung gegen |7/ (¢)||2. Die rechte
Seite konvergiert nach dem Mittelwertsatz fiir Integrale gegen den gleichen Wert:

1

t+h
[ I Oldr =@l wite <6 <t
t

Also existiert die rechtsseitige Ableitung von s in ¢ und ist gleich ||7/(¢)]|. Analog
zeigt man die Differenzierbarkeit von links. Aus s'(t) = ||7/(¢)]| folgt die Behaup-
tung (11.1). ]

Beispiel 1 (Kreise und Ellipsen). Fiir den Weg
v :[0,27] — R? t — (acost,asint) mita >0

finden wir

2

2m 2m
L() = VA2 ()2 dt = / \/a?(sin2 t+cos?t)dt = / adt = 2ra.
0 0 0
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Die durch « beschriebene Kurve ist eine Kreislinie vom Radius a. Analog fiihrt
die Berechnung der Linge des Weges

v :[0,27] — R? t + (acost,bsint) mita>b>0

(dessen zugehorige Kurve eine Ellipse ist) auf das Integral

27 27
L(vy) = / \/a2sin2t+b2 cos2tdt = a/ V1 —e2cos?tdt (11.3)
0 0

mit € := %\/ a’? — b? (die sog. numerische Exzentrizitit der Ellipse). Das Integral
in (11.3) ist (fiir € > 0) ein sog. elliptisches Integral. Es lasst sich nicht mit Hilfe
elementarer Funktionen geschlossen darstellen. [

Beispiel 2 (Funktionsgraphen). Ist f : [a,b] — R eine stetig differenzierbare
Funktion und 7 : [a,b] — R? ¢ +— (¢, f(t)) der durch f induzierte Weg, so redu-
ziert sich (11.1) auf

L) :/ I+ P02 d. .

Haben wir in Beispiel 1 mit L(vy) = 2ma tatséchlich den Kreisumfang (d.h. die
Léange einer Kurve) berechnet? Was wir berechnet haben, ist die Lénge eines
Weges. Um hieraus zu einem verniinftigen Begriff einer Kurvenlinge zu gelan-
gen, miissen wir zunéchst dafiir sorgen, dass der Weg jeden Teil der Kurve nur
einmal durchlduft, d.h. wir betrachten ausschliellich Jordanwege bzw. Jordan-
kurven. Selbst fiir Jordankurven ist damit die Kurvenldnge noch nicht eindeutig
festgelegt. Es konnte ja sein, dass ein- und dieselbe Jordankurve durch verschie-
dene Jordanwege mit verschiedenen Wegléngen parametrisiert werden kann. Der
folgende Satz kléart dieses Problem.

Satz 11.6 Sei v eine Jordankurve, die eine Darstellung durch einen rektifizier-
baren Jordanweg besitzt. Dann sind alle Jordandarstellungen rektifizierbar und
haben ein- und dieselbe Weglinge.

Die gemeinsame Weglinge nennen wir die Linge einer Kurve I'. Erst mit diesem
Satz konnen wir sagen, dass ein Kreis mit Radius a einen Umfang 27a besitzt (und
dass auch Ellipsen einen Umfang besitzen, auch wenn wir ihn nicht elementar
angeben konnen).

Beweisidee. Wir zeigen die Aussage nur fiir stetig differenzierbare Wege. Einen
Beweis fiir den allgemeinen Fall finden Sie in Heuser, Analysis II, Satz 178.3.

Zunéchst eine Vorbemerkung. Ist v : [a,b] — R" ein Weg mit zugehdoriger
Kurve I und ist ¢ : [, 5] — [a, b] eine stetige Bijektion, so ist yop : o, B] — R™
ebenfalls ein Weg, der auf die Kurve I' fithrt. Da ¢ stetig und bijektiv ist, tritt
einer der folgenden Fille ein (Satz 6.42) :

213



(a) ¢ wiachst streng monoton. Dann heiit ¢ orientierungserhaltend.
(b) ¢ fallt streng monoton. Dann heifit ¢ orientierungsumkehrend

Sind insbesondere ¢ und (= stetig differenzierbar, so folgt aus (=1 (p(t)) =
mit der Kettenregel =V (p(t)) - ¢'(t) = 1, d.h. es ist ¢/(t) # 0 fiir alle ¢ € [a, B]
Es ist klar, dass ¢ genau dann orlentlerungserhaltend (bzw. -umkehrend) ist,
wenn ¢'(t) > 0 (bzw. < 0) fiir alle t € [«, ] ist.

Sei nun v : [a, b] — R™ ein stetig differenzierbarer Weg und ¢ : [«, 5] — [a, b] eine
stetig differenzierbare und orientierungserhaltende Bijektion. Dann ist

Liyoy) = / 170 ) (1) dt = /|w (1)) dt

_ /H7 Ny ﬁszWWMﬂxzuw.

Ein dhnlicher Beweis erfolgt fiir orientierungsumkehrendes ¢. [

Sei v : [a,b] — R™ stetig differenzierbar. Dann kann — wie wir gesehen haben —
die Lange des Weges 7 durch f |7/ (t)]|2 dt berechnet werden. Ist I' die durch ~y
definierte Kurve und f : I' — R"™ eine Funktion, fiir die fovy Riemann-integrierbar
ist, so definiert man allgemeiner das Integral von f entlang v durch

/ = / FAE) I ()] dt (11.4)

(fiir m > 1 berechnen wir das Integral auf der rechten Seite komponentenwei-
se). Insbesondere ist also fy 1 = L(v), und ist v : [a,b] — [a,b] die identische

Abbildung, so ist
b
[r=] s
¥ a

das tibliche Riemann-Integral. Man kann — dhnlich wie im Beweis von Satz 11.6
— zeigen, dass fv f von der Parametrisierung von I' unabhéngig ist.

11.3 Wegintegrale

In die Definition des Kurvenintegrals (11.4) geht nur die Lange des Geschwindig-
keitsvektors 7/(t) ein, nicht seine Richtung. Dies ist fiir Anwendungen oft nicht
ausreichend (man denke etwa an einen Korper, der sich entlang eines Weges ~y
in einem Kraftfeld bewegt und bei dem die verrichtete Arbeit berechnet wer-
den soll). In diesem Abschnitt werden wir uns einen angemessenen Begriff eines
Kurvenintegrals erarbeiten. Das folgende Beispiel soll die einzufiihrenden Begriffe
motivieren.

Beispiel. Auf einer offenen Menge U C R? sei ein Vektorfeld F' = (Fy, Fy, F3) :
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U — R3 gegeben, das wir uns als zeitlich konstantes Kraftfeld denken. Ist v =
(71,72,73) : [a,b] = U ein stetig differenzierbarer Weg, so interpretieren wir das
Integral

b

[ Eawrsma= [ Raonio (115
a a =1

als Arbeit, die man aufwenden muss, um sich vom Punkt v(a) zum Punkt ~(b)

entlang des Weges 7 zu bewegen. Dies ist gerechtfertigt, da man fiir ein kleines
Wegstiick ndherungsweise annehmen kann, dass F' konstant ist und

t—1t;
liv1 — 1t

Y(t) = () + (Y(tiv1) — ()

gilt. Dann ist

(E(v(8:)),7(t) (tpr = 1) = (F(y(8)), 7 (Eia) — v (8)),

und dieser Ausdruck ist proportional zur Weglange, zur Grofle des Kraftfeldes
und zum Kosinus des Winkels o zwischen Weg- und Kraftvektor:

(E(v(t:), v (tirn) = () = cos e [F(y (@) [ 17y (tira) = ().

Steht insbesondere das Kraftfeld senkrecht zur Wegrichtung, so wird keine Arbeit
verrichtet. [

Wir werden uns also mit Integralen der Gestalt (11.5) befassen miissen. Dazu
treffen wir folgende Definition.

Definition 11.7 Seien v = (71,...,7) : [a,b] — R™ ein stetig differenzierba-
rer Weg mit zugehiriger Kurve T' und f = (f1,...,fn) : I — R" ein stetiges
Vektorfeld. Dann definieren wir das Wegintegral von f entlang v durch

b L
[oar= [ao)ima= [ S paeaiwa e
v @ ¢ =1
Anstelle von (11.6) findet man auch die Schreibweise

/f1d371+---+fnd37m
v

die man im Rahmen der Theorie der Pfaffschen Formen verstehen kann (vgl.
Barner/Flohr, Analysis II, Abschnitt 17.1). Unter Verwendung von Riemann-
Stieltjes-Integralen kann man f,y f - dz fiir beliebige rektifizierbare Wege v und
stetige Vektorfelder f auf I' definieren und berechnen (vgl. Heuser, Analysis 2,
Abschnitt 180).
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Der Weg v : [a,b] — R™ heifit stickweise stetig differenzierbar, wenn es eine
Zerlegung a = xg < x1 < ... < x,, = b des Intervalles [a, b] so gibt, dass die Wege

YD = Y | T i) = R, i=0,...,m—1

stetig differenzierbar sind. Fiir stiickweise stetig differenzierbare Wege ~ und ste-
tige Vektorfelder f definieren wir das Wegintegral durch

/vf-dx::g/w)f-dx.

Die folgenden Eigenschaften von Wegintegralen sind leicht zu sehen. Dabei ist
ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg, und f und ¢ sind stetige Vektorfelder.

(a) [y(f+g)-dx:/7f-dx+fyg-dx, [y(cf)-dx:c[yf-dx.

(b) Fiir jeden Weg v : [a,b] — R"™ bezeichne v~ : [a,b] = R", t — vy(a + b —
t) den entgegengesetzten Weg. Offenbar beschreiben v und v~ die gleiche
Kurve, die in unterschiedlicher Richtung durchlaufen wird. Dann gilt

/Vf-dx:—/y_fdx.

(c) Ist 7y : [a,b] — R™ ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg und ¢ € (a, b),
so sind auch v := 7‘[%6] und v, = 7|[C’b] stiickweise stetig differenzierbare

Wege, und es gilt
/f-dx:/ f-dx+/ f-dx.
Y 71 Y2

(a) | [ £+ do] < max @)l 200,
. er
Wir untersuchen nun, inwieweit fv f - dx tatsdchlich vom Weg ~ oder nur von der

durch v definierten Kurve abhéngt.

Satz 11.8 Seien 7 : [a,b] — R™ ein stetig differenzierbarer Weg, f : I' — R™ ein
stetiges Vektorfeld und ¢ : o, B] — [a, b] eine stetig differenzierbare Bijektion mit
o(a) = a und p(B) =b. Dann ist yo ¢ : [a, f] = R™ ein stetig differenzierbarer
Weg mit der gleichen Bildkurve und den gleichen Anfangs- und Endpunkten wie

v, und es gilt
/f cdr = f-dx.
gl Yo
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Beweis. Mit Ketten- und Substitutionsregel finden wir

/Wf'dx - /j<f((7090>(t))a(vos@)’(t)>dt
_ /f <f((7ng)(t))77’(<p(t))90/(t)>dt
_ /j <f((vogp)(t)),y(gp(t))wf(t) it

_ /ab<f(7(s)),7’(s)>ds - Lf-dx. .

Analog zeigt man, dass fiir jede stetig differenzierbare Bijektion ¢ : [a, 8] — [a, b]
mit p(a) = b und ¢(F) = a gilt:

/O f'dx:—/f-dx.

Bei Umkehrung der Orientierung dndert das Kurvenintegral also sein Vorzeichen.

Beispiel 1. Ein Punkt P bewege sich auf dem Weg
h
v:10,27] = R? s (a cost, a sint, 2—t)
T

von ¥(0) = (a,0,0) nach y(27) = (a,0,h). Dabei wirke eine Kraft F(z,y,z) =
(Fy, Fy, F3) = —a(z,y, z) mit a > 0. Fur die geleistete Arbeit finden wir

[ Fede= [ (B GOR0 + ROOMBO + BOOR) d

- /027r ((—aa cost)(—a sint) 4+ (—aa sint)(a cost) + ( — Qo t) (_)) dt

h? /Qﬂ ah? (2r)? ah?
=—a—— [ tdt=-— = ——.
(27)2 J, (2m)2 2 2

Bewegt sich P unter Einfluss der gleichen Kraft entlang des Weges
v:[0,h] = R? t+ (a,0,t)

von (a,0,0) nach (a,0,h), so ergibt sich wegen

AF-dm = /Oh F3(y(t))y5(t) dt = /Oh(_at) dt = -~

die gleiche geleistete Arbeit. n

Dieses Resultat ist kein Zufall. Verantwortlich fiir die beobachtete Wegunabhén-
gigkeit des Integrals ist eine spezielle Eigenschaft der Funktion F'.
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Definition 11.9 Sei U C R” offen. Fine Funktion f : U — R™ heifst Gradien-
tenfeld (oder vollstandiges Differential ), wenn es eine differenzierbare Funktion
v :U — R gibt, so dass

f(z) = (grad p)(z) fir allex € U. (11.7)

Die Funktion ¢ heifst eine Stammfunktion von f (und in der Physik heifst —p
ein Potential von f).

Beispiel 2. Die Funktion f(x,y,z) = —a(z,y,2) aus Beispiel 1 ist ein Gradi-
entenfeld, da z.B. fir ¢(z,y,2) = —5(2* + y* + 2?) die Beziehung (11.7) gilt.
Physikalisch interessanter ist folgendes Beispiel. Ist eine Masse m im Nullpunkt
eines Koordinatensystems konzentriert, so iibt sie auf einen Punkt mit der Masse

1, der sich in (z,y, z) € R3 befindet, eine Kraft f der Stiirke

m B Gm
[(z,y,2)|l5 22 +y? + 22

Il =G

aus (Newtonsches Gravitationsgesetz). Diese Kraft weist zum Nullpunkt, hat also
die Richtung —%%2. Daher ist

[[(z,y,2)[2
Gm Gm
f(I,y,Z) - _m (flf,y, Z) - _(xQ + yg + 22)3/2 (l’,y,Z)-
Auch diese Funktion ist ein Gradientenfeld; fiir die Funktion
G
¢ RN} 5 R, (2,y,2) > — e
Vi +yt 4 22
ist ndmlich grad ¢ = f. n

Satz 11.10 Sei U C R" offen und F' : U — R stetig partiell differenzierbar. Sind
a,b € U und ist v ein stickweise stetig differenzierbarer Weg mit Anfangspunkt
a und Endpunkt b, der komplett in U verlduft, so ist

/gradF ~dr = F(b) — F(a). (11.8)

Das Wegintegral iiber ein stetiges Gradientenfeld ldngs eines stiickweise glatten
Weges hingt also nur von Anfangs- und Endpunkt, nicht vom konkreten Verlauf
des Weges ab. Man kann Satz 11.10 als Verallgemeinerung des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung betrachten.

Beweis. Sei zunéchst vy stetig differenzierbar. Dann ist
B /
[(adF)@) - do= [ ((ead PO @) (1) dr
0 «
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Nach der Kettenregel ist ((grad F')(v(t)),7'(t)) gerade die Ableitung der Funk-
tion ¢(t) := F(y(t)) = (F o)(t). Wir erhalten daher mit dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung

/(gradF da:—/¢ ) dt = 6(8) — d(0).

SchlieBlich ist ¢(8)—¢(a) = F(v(5))—F(y(«)) = F(b)—F(a). Der allgemeine Fall
eines stiickweise stetig differenzierbaren Weges ergibt sich durch Zusammensetzen
der einzelnen Integrale. [

Ist v ein geschlossener Weg (d.h. ist v(a) = v(8) ) so erhalten wir insbesondere
/gradF ~dzr = 0.
gl
Beispiel 3. Auf U := R?\ {0} betrachten wir das Vektorfeld

N z

und den geschlossenen Weg ~ : [0,27] — U, t — (cost, sint). Wegen ~/(t) =
(—sint, cost) ist

27 —sint t 2
/f~dx:/ (.L(—sintﬂ—_L(cost))dt:/ dt = 2.
2 0 0

sin®t + cos2 t sin®t + cos? t

Die stetige Funktion f ist also kein Gradientenfeld, da das Integral iiber die
geschlossene Kurve v nicht verschwindet. Dies ist ein wichtiger Unterschied zu
Funktionen einer Veranderlichen. Im R! besitzt jede auf einem Intervall stetige
Funktion eine Stammfunktion. n

11.4 Erginzungen zu zusammenhingenden Mengen

Dem in Abschnitt 6.8 entwickelten Zusammenhangsbegriff stellen wir einen zwei-
ten gegeniiber.

Definition 11.11 Wir nennen einen metrischer Raum (X, d) wegzusammen-
hiangend, wenn es fir je zwei Punkte x,y € X einen Weg v : [a,b] — X mit

v(a) = x und y(b) =y gibt.

Eine Teilmenge U C R" heifit konver, wenn sie mit je zwei Punkten z,y auch
deren Verbindungsstrecke [z,y] == {Az + (1 — Ny : A € [0,1]} enthélt, und
U heifit sternformig, wenn es einen Punkt z € U so gibt, dass [z,2] C U fiir
jedes x € U. Der Punkt z heifit dann ein Zentrum von U. Offenbar sind konvexe
Mengen sternférmig, und jeder ihrer Punkte ist ein Zentrum. Sternférmige und
insbesondere konvexe Mengen sind wegzusammenhéngend.
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Satz 11.12 Wegzusammenhdingende metrische Raume sind zusammenhdngend.

Beweis. Sei (X, d) ein wegzusammenhéngender metrischer Raum, und seien Uy,
U, nichtleere offene Teilmengen von X mit Uy NUs = () und U; U Uy = X.
Dann gibt es Punkte u; € U; und uy € Us und einen Weg 7 : [a,b] — X mit
v(a) = uy und y(b) = uy. Sei I' die durch 7 definierte Kurve. Nach Satz 6.48 ist
I' zusammenhéngend. Andererseits gilt

UNT#0, UyNnT#0, UyNUy=0 und T CU,UUs,
ein Widerspruch. n

Die Umkehrung von Satz 11.12 gilt im Allgemeinen nicht. Die Menge
1
{0y) eR*:y e [-L1} U{(z,y) €R* 1w € (0,1], y =sin—}

ist zwar zusammenhéngend, jedoch nicht wegzusammenhéngend (HA). Die Um-
kehrung von Satz 11.12 gilt aber fiir offene Mengen. Eine zusammenhingende
offene Menge heifit ein Gebiet.

Satz 11.13 Gebiete im R" sind wegzusammenhdingend. Genauer: ist U C R"
ein Gebiet und sind z,y € U, dann gibt es einen Polygonzug v : [0,1] — U mit

Y(0) =z und (1) = y.

Beweis. Sei z € U. Wir bezeichnen mit U, die Menge aller Punkte y € U, fiir die
es einen Polygonzug «y : [0,1] — U mit v(0) = z und (1) = y gibt. Wir zeigen
zuerst, dass U, offen ist.

Sei y € U,. Da U offen ist, gibt es eine Umgebung U, (y), die ganz in U liegt.
Sei z € U.(y), und sei 74 : [0,1] — U ein Polygonzug mit 4(0) = z und F(1) = y.
Wir verldngern 4 um die Strecke [y, z]:

| 5(2t) fir t € [0,1/2],
v:10,1] = U, tH{;+(2t_1)<z_y) firt € [1/2,1].

Dann ist v ein Polygonzug in U, der x mit z verbindet. Da z € U.(y) beliebig
war, folgt U.(y) C U,, d.h. U, ist offen.

Wir zeigen nun, dass auch U \ U,, offen ist. Ist y € U \ U,, so gibt es wie oben
eine Umgebung U.(y), die in U liegt. Lige ein Punkt z € U.(y) in U,, so kénnten
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wir wie oben den Polygonzug von x nach z zu einem Polygonzug von x nach y
verldngern, d.h. es wire y € U,. Dieser Widerspruch zeigt, dass U.(y) C U \ U,
d.h. U\ U, ist offen.

Fiir die offenen Mengen U, und U \ U, gilt nun

U,N(U\U,)=0 und U, U (U\U,) ="U.

Da U zusammenhéngend ist, muss eine der Mengen U, und U \ U, leer sein.
Wegen z € U, ist U \ U, leer. Somit ist U, = U. n

11.5 Stammfunktionen und Wegunabhingigkeit von Kur-
venintegralen

Lemma 11.14 SeiU C R" offen, f : U — R" ein stetiges Vektorfeld, und c € R.

(a) Ist F' Stammfunktion von f, so ist auch F + ¢ Stammfunktion von f.

(b) Ist U ein Gebiet, und sind Fy und Fy Stammfunktionen von f, so ist F} — Fy
eine konstante Funktion.

Beweis. Aussage (a) ist klar, da F' und F' + ¢ den gleichen Gradienten besitzen.
Zu (b): Da F} und F, Stammfunktionen von f sind, gilt grad (F; — F») = 0. Wir
zeigen: Ist F': U — R stetig differenzierbar auf dem Gebiet U und ist grad F' = 0,
so ist F' eine Konstante. Seien x,y € U. Nach Satz 11.13 gibt es einen stiickweise
stetig differenzierbaren Weg v : [0, 1] — U mit y(0) = z und (1) = y. Aus Satz
11.10 wissen wir, dass

F(y)—F(m):/gradF~dx:/0-dx:0.

il v

Also ist F' konstant. ™

Am Ende von Abschnitt 11.3 haben wir gesehen, dass nicht jedes stetige Vektor-
feld eine Stammfunktion besitzt. Der folgende Satz stellt einen Zusammenhang
her zwischen der Existenz einer Stammfunktion und der Wegunabhéngigkeit von
Kurvenintegralen.

Satz 11.15 Sei U C R" ein Gebiet und f ein stetiges Vektorfeld auf U. Dann
besitzt [ genau dann eine Stammfunktion auf U, wenn fiir jeden geschlossenen
stiickweuse stetig differenzierbaren Weg v in U das Integral f7 f-dx verschwindet.

Beweis. Die Implikation = haben wir uns bereits im Anschluss an Satz 11.10
iiberlegt. Nehmen wir nun also an, dass f7 f-dx = 0 fiir jeden geschlossenen Weg
~vin U.

Wir fixieren einen Punkt xzq € U. Fiir jeden Punkt y € U gibt es nach Satz
11.13 einen stiickweise stetig differenzierbaren Weg ~ : [0, 1] — U mit v(0) = x

221



und (1) = y. Wir mochten definieren

F(y) ::/f-dx. (11.9)

Um auf diese Weise eine Funktion F' festlegen zu kénnen, miissen wir uns ver-
gewissern, dass fv f - dx nicht von der Wahl des Weges von zy nach y abhéngt.
Sei also n : [0,1] — U ein weiterer stiickweise stetig differenzierbarer Weg mit
n(0) = 2o und n(1) = y. Wir betrachten den Weg

| v (t) fiir ¢t € [0,
a:[0,2] = U, t'_>{77(2_t) fiir t € [1,

)
]

Offenbar ist « wieder stiickweise stetig differenzierbar, und es gilt a(0) = «(2) =
xo, d.h. der Weg « ist geschlossen. Nach Voraussetzung ist daher

O:/Qf-dx:/aho’l]f-dx%—/amf-dlef-dx—éf-dx,

da im zweiten Teilstiick von o der Weg n riickwarts durchlaufen wird. Somit
ist tatséchlich f7 f - dzr nur vom Anfangs- und Endpunkt von ~ abhéngig. Wir
schreiben daher auch f;’; f - dx statt fﬂ/ f-dx.

Wir zeigen nun, dass F' eine Stammfunktion von f ist. Ist f = (f1,..., fn), so
haben wir zu zeigen, dass F' stetig differenzierbar in jedem Punkt y € U ist und
dass g—z(y) = fi(y) fur alle 7 ist.

Sei y € U. Ist ¢ > 0 hinreichend klein, so liegt mit y auch die komplette
Umgebung U.(y) in U. Fiir alle z € U.(y) ist dann

F(z):/x:f~dx:/:f-d:r;—l—/zf-d:v:F(y)—i-/zf'dx.

Wir betrachten den Weg

1
2

7. 10,1 = Uc(y), t—y+t(z—vy),

der y mit z verbindet. Mit z — y := h erhalten wir

y+h
F(y+h)—F(y)=/ f-da::/ fodr

1 n n 1
0 =1 i=1 70

Waéhlen wir speziell h so, dass alle Komponenten bis auf die i-te verschwinden,
so folgt

1
0
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woraus wir mit dem ersten Teil von Satz 10.28 erhalten

o W) = i h

= /1 hm fily + thie;) dt = /fz )dt = fi(y). u
0

= hm/ fily + thie;) dt

Die Bedingung, dass die Integrale iiber alle geschlossenen Wege verschwinden,
ist oft schwierig zu iiberpriifen. Unser néchstes Ziel ist ein Kriterium, bei dem
nicht Integrations-, sondern Differentiationseigenschaften eine Rolle spielen und
welches meist leichter zu iiberpriifen ist.

Definition 11.16 Sei U C R" offen und f = (f1,..., fa) ein stetig differenzier-
bares Vektorfeld. Dann heifst f geschlossen, wenn

of; _ 0f,
6xj 81’1

fir allei,j € {1,...,n}.

Besitzt das stetig differenzierbare Vektorfeld f eine Stammfunktion F', so ist f
geschlossen. Aus f; = % folgt ndmlich mit dem Satz von Schwarz (Satz 10.7)
of;  PF  PF  0f
aiﬂj N axjaxl N ax,@x] N 8.TZ

Die Geschlossenheit von f ist also notwendig fiir die Existenz einer Stammfunk-
tion; sie ist im Allgemeinen jedoch nicht hinreichend, wie das Beispiel

flz,y) = (—IQin I2f_y2) auf U = R2\ {0} (11.10)

zeigt. Fir fi(z,y) == 2+y2 und fo(x,y) == zin ist ndmlich

df1 . y? — a? B dfs
oy (22 +y2)?2  Ox’

Das Vektorfeld f ist also geschlossen, besitzt aber — wie wir bereits wissen — keine

Stammfunktion. n

Ob die Geschlossenheit eines Vektorfeldes hinreichend fiir die Existenz einer
Stammfunktion ist, hingt von den Eigenschaften des Gebietes U ab. Wir sehen
uns eine einfache Version eines solchen Resultates an.

Satz 11.17 Ist das Gebiet U C R™ sternformig, so besitzt jedes geschlossene
Vektorfeld f auf U eine Stammfunktion.

Beweis. Wir kénnen o.E.d.A. annehmen, dass 0 zu U gehort und ein Zentrum
von U ist (andernfalls verschieben wir U geeignet). Fiir = € U sei

gamma, : [0,1] = U, twtx
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und
1 n
/%f v /Oigﬂm

(Man beachte, dass wegen der Sternférmigkeit von U der Weg ~, komplett in U
verlduft). Mit dem zweiten Teil von Satz 10.28 erhalten wir, dass F differenzierbar
ist und dass

Oy - z / I%Ui(m)xi)dt
— 2/ Ofilte idt+i/lﬁ(

:/ ‘%mt dt+/ fitx)d

Fir L(t) := f;(tx) finden wir mit der Kettenregel

L'(t) = Z 0/f;(tx) i,

i=1 8131
und wir erhalten
OF . ' _ [ /
8_%(1-) — /OL(t)tdt+/O L(t)dt—/o (¢L(t))" dt
= L)) = L(1) = f;(x). .

Wir kommen noch einmal auf Beispiel (11.10) zuriick. Natiirlich ist R* \ {0}
nicht sternférmig. Nehmen wir allerdings aus R? die negative Halbachse (—oo, 0]
heraus, so ist R\ (—o0, 0] sternformig, und f besitzt auf diesem kleineren Gebiet
nach Satz 11.17 eine Stammfunktion.

Das folgende Vorgehen zum Auffinden einer Stammfunktion eines geschlossenen
Vektorfeldes f = (f1, fo) auf einem Gebiet U C R? ist praktikabel. Wir machen
den Ansatz

8 oF

F
fla 8_y_f2

mit einer Funktion F': U — R (Von der wir ohne weitere Voraussetzungen nicht
wissen, ob sie existiert). Aus %—5 = f1 folgt

F(r,y) = /fl(x,y) dx + g(y)

mit einer von y abhingenden Integrationskonstanten g. Wir leiten dies formal
nach y ab und erhalten mit %—5 = fo:

_ a%/fl(x,y) dz+¢'(y) = fol,y),
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also 5
90) = hlew) — 5 [ fila)de
Y
Durch Integration beziiglich y gewinnt man g und damit F'.

Beispiel. Fiir x # 0, y # § + km und k € Z sei

1
x cos?y

tan
f1($7y):_ x2y+2l‘y+$2, fQ(xvy): +l’2+y2.

Dann ist f = (f1, f2) geschlossen, und der Ansatz ‘?9—1; = fi, %—5 = fy liefert

3

tan tan T
F(x,y)Z/(— x2y+2wy+x2)d$=Ty+w2y+§+g(y)-

Wir differenzieren nach y und setzen die Ableitung gleich fs:

+ 22 —|—y2.

+a?+g(y) = folw,y) =

xcos?y xcos?y

Dann folgt g(y) :%3+Cund F(z,y) = w%*’xzy"'x_;""%"’_c'
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12 Gleichungen und Mannigfaltigkeiten

Wir wenden uns nun einer der typischen Aufgaben der Mathematik zu, dem
Losen von Gleichungen. Sind X, Y geeignete Mengen und ist /' : X — Y eine
entsprechende Abbildung, so sind in Verbindung mit der Gleichung F(z) = y
folgende Fragen von Interesse:

e Fiir welche y € Y hat die Gleichung F(z) = y eine Losung z € X7

e Wenn die Gleichung F(z) = y fiir ein y € Y l6sbar ist, wieviele Losungen
hat sie dann?

e Falls die Gleichung F'(z) = y fiir alle y € Y eindeutig losbar ist, wie hingen
dann die Losungen x von den rechten Seiten y ab? Ist diese Abhéngigkeit
stetig oder gar differenzierbar?

e Falls die Gleichung F'(z) = y mehrere Losungen besitzt, wie kann man dann
die Menge aller Losungen geeignet darstellen?

e Wie findet man Losungen?

Die erste Frage ist eng mit der Surjektivitdt von F' verkniipft und die zweite
mit der Injektivitdt. Ist F' surjektiv und injektiv (also bijektiv), so besitzt F
eine Umkehrabbildung F'~!, und der dritte Punkt fragt nach der Stetigkeit bzw.
Differenzierbarkeit von F~!. Schliellich wird uns die vierte Frage auf den Begriff
einer Mannigfaltigkeit fiithren.

Wir wollen insbesondere sehen, inwieweit die uns zugénglichen Mittel der
Analysis bei der Beantwortung dieser Fragen helfen. Wir betrachten deshalb meist
differenzierbare Funktionen F' : U — V, wobei U C R"™ und V C R™ offene
Mengen sind. Beginnen werden wir aber mit einem Resultat, das nicht auf diesen
Rahmen beschrankt ist.

12.1 Der Banachsche Fixpunktsatz

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung f : X — X heiit Kontraktion,
wenn es eine Zahl L < 1 (die Kontraktionskonstante) so gibt, dass

d(f(x), fly)) < Ld(x,y) fur alle z,y € X.

Kontraktionen sind Lipschitzstetig und insbesondere stetig.
Ein Punkt z € X heit Fizpunkt von f : X — X, wenn f(z) = x. Fiir die
identische Abbildung von X ist jeder Punkt ein Fixpunkt.

Satz 12.1 (Banachscher Fixpunktsatz) Sei (X, d) ein nichtleerer vollstindi-
ger metrischer Raum und f : X — X eine Kontraktion mit einer Kontraktions-
konstanten L. Dann gilt
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(a) die Abbildung f besitzt genau einen Fizpunkt x*.
(b) fir jeden Startvektor xo € X konvergiert die firn > 1 durch x, = f(x,_1)
definierte Folge (z,) gegen x*.

() d(@n, 2%) < 117 (T, Tns1) < 157

d([lf(), l‘l).

Beweis. Sei ry € X beliebig gewéhlt und z,, := f(z,_1) fiir n > 1. Wir zeigen,
dass (z,,) eine Cauchyfolge ist. Fiir m > 1 haben wir

d(xna xn+m) S d(xna xn+1) + d<xn+1a xn+2) +...+ d<xn+m71> anrm)
< (I+L+...+ L™ Yd(x,, vp)
1-Lm 1
= 1-1 d(Tn, Tpi1) < Ed<$m$n+1)
)L
S 1_Ld<x07$1>'

Wegen 0 < L < 1 wird die rechte Seite kleiner als jedes vorgegebene € > 0, wenn
nur n hinreichend grof} ist. Also ist (z,,) eine Cauchyfolge.

Da X vollstandig ist, konvergiert (z,) gegen ein x* € X. Aus der Stetigkeit
von f folgt schliefSlich

F(a%) = Tim f(,) = lim 24 = o
n—oo n—oo

*

x* ist also Fixpunkt von f. Die Abbildung f kann keine weiteren Fixpunkte
besitzen. Aus z* = f(z*) und y* = f(y*) folgt ndmlich

d($*>y*) = d(f(x*)7 f(?/*)) < Ld(x*>y*)>
also d(z*,y*) = 0. Die in (¢) angegebenen Abschitzungen folgen sofort aus

Ln
1-L

d(.fEn, xn—i—m) < — d(l’n, xn-l—l) S d(.’L’o, xl)?

—1-L
wenn man m — oo streben lasst. n

Der Banachsche Fixpunktsatz ist ein wichtiges Werkzeug der Analysis, das Ihnen
auch in anderen Situationen wiederbegegnen wird (z.B. in der Vorlesung iiber
Differentialgleichungen im 3. Semester). In der numerischen Mathematik ist der
Banachsche Fixpunktsatz ein Instrument, um die Konvergenz von Ndherungsver-
fahren zu beweisen und Losungen von Fixpunktgleichungen ndherungsweise zu
berechnen.

Beispiel 1. Sei X das Stadtgebiet von Darmstadt (das wir als abgeschlossene
Teilmenge des R? auffassen und das deshalb vollstéindig ist). Irgendwo in Darm-
stadt breiten wir einen Stadtplan von Darmstadt aus und erkléaren eine Abbildung
f: X — X wie folgt. Jedem Punkt x € X wird derjenige Punkt f(z) € X zuge-
ordnet, iiber dem das Bild von = auf dem Stadtplan liegt. Ist 1 : n der Mafistab des
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Stadtplans, so ist f eine Kontraktion mit der Kontraktionskonstanten L = 1/n.
Nach dem Banachschen Fixpunktsatz gibt es genau einen Punkt x in Darmstadt
mit f(x) =z, d.h. z liegt genau unter demjenigen Punkt des Stadtplanes, der x
abbildet.

Beispiel 2. Sei A € L(R") eine lineare Abbildung mit ||A|| < 1. Wir wollen die
lineare Gleichung
(I-Azx=y, yeR", (12.1)

16sen. Dazu betrachten wir die Abbildung f : R® — R", z +— Az + y, mit der wir
(12.1) als Fixpunktgleichung f(z) = x schreiben kénnen. Wegen

1 (1) = F(22)] = [[(Az1 + ) = (Az2 +y)|| = [[A(21 = z)[| < [|A[}[[21 = 2]l

ist f eine Kontraktion mit der Kontraktionskonstanten ||A|| < 1. Nach Satz 12.1
hat f genau einen Fixpunkt, d.h. die Gleichung (12.1) hat genau eine Losung
in R"™. Diese konnen wir ndherungsweise berechnen. Wir wéhlen z.B. xq = y als
Startvektor. Dann ist 1 = f(z) = Ay + v,

Ty = f(z1) =An; +y=A(Ay+y)+y=Ay+ Ay +y

und allgemein, mit A% := I,
Ty = ZAky fiirn > 1.
k=0

Folglich ist

n—oo

(I-A)'y=2=Ilimaz, = ZAky.
k=0

Man kann auch leicht direkt beweisen, dass die Reihe Y ;7  A¥ in L(R") kon-
vergiert (die geometrische Reihe >, || A||* ist eine konvergente Majorante) und
dass

Y AP =(I-A)7" fir [|A] < 1.
k=0
Die Reihe > 77, A" heifit die Neumann-Reihe von A. ]

12.2 Der Satz iiber die Umkehrfunktion

Wir sehen uns nun an, wie man den Satz iiber die Umkehrfunktion auf Funktionen
mehrerer Verénderlicher verallgemeinert.

Definition 12.2 Seien U C R"™ und V C R™ offen. Eine Bijektion f : U — V
heif$t Diffeomorphismus, wenn sowohl f als auch die Umkehrabbildung f=*:V —
U stetig differenzierbar sind.
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Lemma 12.3 Seien U C R" und V' C R™ offen und f : U — V eine stetig
differenzierbare Funktion mit differenzierbarer Umkehrfunktion. Dann gilt:

(a) fir jedes x € U ist f'(z) € L(R™,R™) invertierbar, und

(f'@) = (@), (12.2)
(b) m =n,
(¢) f:U —V ist ein Diffeomorphismus.

Beweis. Sei z € U und y = f(x). Mit der Kettenregel folgt aus f~1o f = idy
und fo f~! = idy, dass

idga(z) = (f71o f)(x) = (/) (f(2) ['(x),

iden(y) = (Fof )W) =W ()W) =f(2) (/) (f(2))
Also ist f’(z) invertierbar, und es gilt (12.2). Aus der Invertierbarkeit von f'(z) €
L(R"™,R™) folgt weiter m = n (lineare Algebra). Schlielich ist

(f7) V= LR, ye (W) (12.3)

Fiir (¢) miissen wir noch die Stetigkeit dieser Funktion zeigen. Nach Vorausset-
zung sind f~! und f’ stetig. Damit ist auch ihre Verkettung f’ o f~! stetig, und
wir miissen noch die Stetigkeit der Abbildung

GL(R™) — GL(R™), Awrs A™? (12.4)

zeigen, wobei GL(R™) fiir die Gruppe der invertierbaren Abbildungen aus L(R")
steht. Dies folgt leicht aus der expliziten Formel zur Berechnung der inversen

Matrix von A, wonach A™! = 2 A mit

A = (éij)?:jzl und CNLZ'J’ = (—1)i+j det Aﬂ

Hier ist Aj; diejenige Untermatrix von A, die durch Streichen der j-ten Zeile und
i-ten Spalte von A entsteht. Es ist klar, dass jeder Eintrag von A (und damit
A selbst) sowie det A stetig von (den Eintrigen von) A abhiingen. Also ist die
Abbildung (12.4) stetig. Damit ist die Stetigkeit von (f~!)" in (12.3) gezeigt. Die
Funktion f~!ist also stetig differenzierbar, d.h. f ist ein Diffeomorphismus. m

Anmerkung. Sei C*(U,R™) die Menge der k-mal stetig differenzierbaren Funk-
tionen f : U — R™. Verlangt man in Lemma 12.3 zusitzlich f € C*(U,R™), so
kann man f~! € C*(V,R") zeigen. Dies geschieht wieder mit Hilfe der Darstel-
lung (12.3). Man kann sich iiberlegen, dass die Abbildung (12.4) sogar beliebig
oft differenzierbar ist. [

Beispiel. Dieses Beispiel soll noch einmal auf Unterschiede zwischen Funktionen
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einer bzw. mehrerer Verdanderlicher aufmerksam machen. Sei f : U — V eine
stetig differenzierbare und surjektive Funktion, deren Ableitung f'(x) in jedem
Punkt x € U invertierbar ist. Sind U,V offene Intervalle in R, so folgt hieraus,
dass f bijektiv ist. Die Invertierbarkeit von f’(x) bedeutet im Eindimensionalen
néamlich gerade, dass f'(x) # 0 ist. Ist dies fur alle z € U der Fall, so ist f streng
monoton, also injektiv. Im Mehrdimensionalen trifft dies jedoch nicht mehr zu,
wie folgendes Beispiel zeigt. Sei

f:(0,00) xR — R? \{(0,0)}, (r,p)— (rcosep, rsiny).
Die Jacobimatrix

fir o) = (

hat die Determinante r # 0 und ist folglich immer invertierbar. Die Funktion f
ist offenbar auch surjektiv, wegen f(r,¢) = f(r, ¢ + 27) jedoch nicht injektiv. m

cosp —rsine
sin ¢ 7 COS

Die Funktion f aus diesem Beispiel besitzt jedoch eine ,lokale Umkehrfunktion®.
Ist etwa U := (0,00) X (—m,7), so ist f|y : U — R? injektiv, und V := f(U) =
R?\ (—o00,0] ist offen in R?. Man kann also eine Umkehrfunktion f=' : V —
U definieren. Wir wollen uns nun die Differenzierbarkeitseigenschaften solcher
,lokaler Umkehrfunktionen“ansehen.

Definition 12.4 Sei U C R" offen. FEine stetig differenzierbare Abbildung f :
U — R"™ heifit lokal um = € U invertierbar, wenn es offene Umgebungen U; C U
von x und Vi von f(x) so gibt, dass fly, : Uy — Vi ein Diffeomorphismus ist.
Die Abbildung (f|y,)~' : Vi — Uy heifit dann eine lokale Umkehrfunktion von f.
SchliefSlich heifst f ein lokaler Diffeomorphismus, wenn f um jeden Punkt x € U
lokal invertierbar ist.

Satz 12.5 (Satz iiber die Umkehrfunktion) Sei U C R" offen, zo € U, und
f U — R” stetig differenzierbar. Die Funktion f ist genau dann um xq lokal
invertierbar, wenn f'(xq) invertierbar ist.

Verlangt man f € C*(U,R"), so folgt aus der Anmerkung nach Lemma 12.3, dass
die lokale Umkehrfunktion ebenfalls zu C* gehort.

Beweis. Ist f um z; lokal invertierbar, so folgt die Invertierbarkeit von f’(zq) aus
Lemma 12.3. Sei umgekehrt f’(zg) invertierbar. Wir zeigen, dass dann f um x,
lokal invertierbar ist. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir dabei
annehmen, dass

ro=0, f(0)=0 und [f(0)=1 (12.5)
ist. Andernfalls ersetzen wir U durch U = U — zy und f durch

f(x) = (f/(v”‘?o)) : (f(fo + ) — f(flfo))~

230

-1



Hat man dann eine lokale Umkehrfunktion von f um 0 € U gefunden, so ist

F7H ) = F7H(f (o) ™My = f(w0))) + 0 (12.6)

die lokale Umkehrfunktion von f um 2. Aus der Definition von f folgt namlich

T+ w0 = f_l((f/(xo))_l(f(ﬁo +z) — f(Io))) + o,
und die Substitution f(xy + z) =y liefert (12.6).

Wir zeigen, dass man unter den Voraussetzungen (12.5) die Gleichung f(z) =y
fiir kleine y nach x auflésen kann. Wie mochten dabei den Banachschen Fixpunkt-
satz benutzen und schreiben f(x) = y als Fixpunktgleichung. Dazu definieren wir

9, U =R w5 y+(z— f(z)).
Offenbar ist f(x) = y genau dann, wenn g,(z) = .

Wir suchen einen geeigneten vollsténdigen metrischen Raum X, auf dem g, kon-
traktiv wirkt. Sei zunéchst y = 0 und ¢ := go. Mit f ist auch ¢ stetig differen-
zierbar. Da ¢’(0) = I — I = 0 ist, gibt es ein r > 0 so, dass

Up(0) CU und ||g'(2)|| <1/2 fiir alle z mit ||z]| < 7.

Sei X := {z € R" : ||lz|]]| < r}. Da X im vollstindigen metrischen Raum R™
abgeschlossen ist, ist X selbst vollstandig. Nach Satz 10.19 gilt weiter

1
llg(x) — g(z")]| < 5 |z — || fiir alle z,2" € X. (12.7)

Mit 2’ = 0 folgt hieraus insbesondere | g(z)|| = 1 ||z|| < r/2 fir z € X.

Sei nun |ly|| < r/2. Dann ist g, wegen ||g,(z)|| < [lg(x)] + |ly|]] < r fir alle
x € X eine Abbildung von X in X, die wegen g,(z) — g,(2') = g(z) — g(2')
und (12.7) eine Kontraktion mit der Kontraktionskonstanten 1/2 ist. Nach dem
Banachschen Fixpunktsatz gibt es also fiir jedes y mit ||y|| < r/2 genau ein z mit
|z|| <7 so, dass g,(x) =z bzw. f(z) =y.

Sei Uy :=={z e R": ||z|| < r, ||f(2)] < r/2} und V} := f(U;). Wie wir soeben
gesehen haben, ist f|y, : Uy — V] bijektiv. Es existiert also die Umkehrabbildung
0 = (flo,)™' : Vi = Uy. Wir zeigen, dass U; und V; offen sind und ¢ stetig
ist. Fiir Uy ist dies klar (Urbilder offener Mengen bzgl. stetiger Abbildungen sind
offen). Fiir V; zeigen wir V; = {y € R™ : ||y|| < r/2}, woraus die Offenheit von
V1 folgt. Die Inklusion C ist klar. Fiir die umgekehrte Inklusion sei ||y|| < r/2.
Dann existiert genau ein x mit ||z|| < r und f(z) = y. Zu zeigen ist, dass sogar
||| < 7. Fiir beliebige Punkte x1, 2z € U,(0) ist

|21 — 22|l = |lg(w1) + f(21) — g(z2) — f(22)]]
< !9(551) — g(w2)|| + || f(21) — f(2)]]
< §H331 — 2ol + [ f (1) = flz2)],
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also
|21 = @af| <2 f(21) — f(z2)]]- (12.8)

Wir setzen hierin o = 0 und x; = x mit f(z) = y und [|y|| < /2. Dann folgt
|z|| < 2||y|| <, also x € Uy und y € Vj. Schreiben wir noch in (12.8) z1 = ¢(y1)
und xe = @(y2), so erhalten wir

o) — o(y2)ll < 2[ly1 — el fiir alle yy,y2 € V1, (12.9)
also die Stetigkeit von ¢.

Weiter ist f'(x) fiir alle z € U; invertierbar. Fiir x € U; ist ndmlich

1/ (=) = 11l = llg"(x) ] < 1/2,
und die Invertierbarkeit von f’(z) folgt wie in Abschnitt 12.1 (Neumann-Reihe).

Es verbleibt zu zeigen, dass ¢ stetig differenzierbar ist. Wir zeigen zunéchst die
Differenzierbarkeit von ¢. Sei y € V; und ¢ so, dass y + ¢ € Vi. Wir setzen
x=p(y) und z 4+ h = @(y + ¢), wobei h = ¢(y + ¢) — ¢(y) von ¢ abhéngt. Da f
in x differenzierbar ist, haben wir

flx+h)—= f(x)= f(x)h+r(h) mit lim —= rih)

=0.
h—=0 ||A|

Hieraus folgt

ply+0) —ply) = (x+h)—
= (f'(=)" ( flx+h)— f(z) —r(h))
= (Flew) 0= (f' @) r(h),

und die Differenzierbarkeit von ¢ in y folgt, wenn wir gezeigt haben, dass
limy o r(h(€))/]|¢]| = 0. Nun ist

r(h(6)) _ r(h(6)) [IMO)]]
G (12.10)

(wegen der Bijektivitdt von ¢ ist b 2 0 fiir £ # 0). Wegen h = p(y + £) — p(y)
und der Stetigkeit von ¢ folgt aus £ — 0 auch h — 0. Also ist

im——"- r(ill) lim@
=0 [[R(O)] o A

=0,

und der zweite Faktor in (12.10) bleibt wegen (12.9) beschrénkt:
1R(O1] = lle(y +€) — o)l < 2[[(y + £) — yll = 21|
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Also ist ¢ in y € V; differenzierbar. Die Stetigkeit von ¢’ folgt aus Lemma 12.3
(c). ]

Der Satz iiber die Umkehrfunktion ist ein wichtiges Werkzeug der Analysis. In
vielen Situationen dient er beispielsweise dazu, geeignete ,Koordinaten* ein-
zufithren, wobei wir uns die lokal invertierbaren Funktionen als ,, Koordinaten-
wechsel“ denken (in Analogie zu den Basistransformationen der linearen Alge-
bra).

Der Satz iiber die Umkehrfunktion ist eine lokale Aussage. Eine globale Va-
riante dieses Satzes erhidlt man, wenn man von vornherein die Existenz einer
(globalen) Umkehrfunktion fordert.

Folgerung 12.6 Sei U C R" offen, f: U — R" sei injektiv und stetig differen-
zierbar, und f'(x) sei invertierbar fir alle x € U. Dann ist f(U) C R" offen, und
[~ f(U) — U ist stetig differenzierbar.

Ist sogar f € C*(U,R"™), so folgt auch f~1 € Ck(f(U),R").

Beweis. Sei y € f(U) und f(x) = y. Nach Satz 12.5 gibt es offene Umgebungen
Uy CUund V; C f(U) von x bzw. y so, dass f|y, : Uy — V; ein Diffeomorphismus
ist. Also ist f(U) offen und f~'|y, = (f|r,) ™" ist stetig differenzierbar. =

12.3 Der Satz iiber implizite Funktionen

Dieser Satz ist eine wichtige Folgerung aus dem Satz iiber die Umkehrfunktion.
Er eroffnet die Moglichkeit, die Losungsmenge einer Gleichung wie f(x,y) = 0
geeignet zu parametrisieren. Um den Satz iiber implizite Funktionen besser zu
verstehen, betrachten wir zunéchst das folgende lineare Problem.

Sei A : R""* — R* cine lineare Abbildung. Wir schreiben die Elemente von
R"** als Paare (z,y) € R® x R¥. Da A linear ist, gibt es lineare Abbildungen
A :R" = R* und A, : R¥ — R¥ so, dass

A(x,y) = Ajx + Ay fiir alle (z,y) € R x RF.

In dieser Darstellung ist klar, dass sich die Gleichung A(z,y) = 0 genau dann
nach y auflésen liasst, wenn die lineare Abbildung A, invertierbar ist, und dass in
diesem Fall

Alz,y) =0 <= y=-A"Az.

Die Losungsmenge ist also der Graph einer linearen Abbildung von R™ nach R*.
Der Satz iiber implizite Funktionen ist eine Verallgemeinerung dieser Beobach-
tung auf nichtlineare Abbildungen. Wegen der Nichtlinearitét erhdlt man nur eine
lokale Aussage.
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Satz 12.7 (Satz iiber implizite Funktionen) Seien U C R" und V C RF
offen und f : U x V — R¥ stetig differenzierbar. Fiir (z,y) € U x V spalten wir
die Ableitung f'(x,y) von f auf in

f/(xuy) = (dlf(xvy)7 d2f(£7y))7
wobes
d1f<$,y) = f/<x7y)|R”><{0} € L(Rn7Rk>>
dof(z,y) = f,($7y)|{0}ka € L(Rk>Rk)-

Ist (xg,y0) € U x V' ein Punkt mit f(zo,y0) = 0 und ist dsf(xo,y0) invertierbar,
so existieren offene Umgebungen Uy C U von xy und Vi C V wvon 1y sowie eine
stetig differenzierbare Abbildung n : Uy — Vi mit n(xo) = yo und

{(z,y) e Uy x Vi : f(z,y) =0} = {(z,n(x)) : x € Up }. (12.11)

Insbesondere ist f(x,n(z)) =0 fir alle x € Uy. Ist auch noch dyf(x,n(x)) inver-
tierbar, so folgt

() = —(dof (x,0(2))) " di f (2, (). (12.12)
Speziell ist firmn =k =1
8 (z,n(x
"y) = _ Oz
T =0 )

Die Funktion 7 wird also implizit durch die Gleichung f(z, n(z)) = 0 definiert. Wir
konnen diese Funktion auffassen als lokale Parametrisierung der Losungsmenge
der Gleichung f(z,y) = 0, da diese durch (12.11) lokal als Graph der Funktion n
dargestellt wird. Ist f € C", so kann man wieder n € C™ zeigen.

Beweis. Wir identifizieren lineare Abbildungen mit ihren Matrixdarstellungen
beziiglich der Standardbasis von R™. In diesem Sinn hat die Abbildung

p:UxV =R xR (z,y) = (z, f(z,9))
die Ableitung (= Jacobimatrix)
1 0 0 0

o) . - B ( I 0 >
P \T,Y) = 0 1 bn 0 0 ok B dlf(-r’ y) de(.CE, y) '
(%(m,y))“ 1 <g_£(m’y))i,el

7’7]:

Aus der Invertierbarkeit von ds f (g, 10) folgt daher die von ¢'(xq, 3). Da ¢ stetig
differenzierbar ist, existiert nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion eine Um-
gebung W C U x V von (xg,30) so, dass ¢|w : W — (W) C R* x R¥ ein
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Diffeomorphismus ist. Die Umkehrfunktion ¢ := (ol ) ™! : (W) — W hat dann
die Gestalt

Y(x,y) = (2,9(z,y)) mit g: (W) = RE.
Wir definieren
n:{x €R": (v,0) € (W)} = R* 2+ g(,0).
Dann ist ¢(z,0) = (z, g(z,0)) = (z,7(z)) und daher

(,0) = p(¥(2,0)) = p(z,n(x)) = (z, f(z,n(2))),
also f(z,n(x)) = 0. Ist umgekehrt f(z,y) = 0 fir (x,y) € W, so ist p(x,y) =
(m,l(g un(cil daher (z,y) = ¢¥(z,0) = (z,9(z,0)) = (z,n(z)), also y = n(z). Dann
ist klar, dass

{(z,y) e W fa,y) = 0} = {(z,n(x)) € W (x,0) € p(W)}. (12.13)

Wir wihlen nun offene Umgebungen U] von zy und Vi von yy so klein, dass
U; x V4 € W und dann eine Umgebung U; von xy mit n(U;) C V; (diese lédsst
sich finden, da n stetig ist). Dann folgt (12.11) aus (12.13), und n ist stetig
differenzierbar nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion.

Wir zeigen noch (12.12). Aus f(z,n(x)) = 0 fiir alle x € U; und
Fa,y) = (dif(z,y),dof(z,9))
folgt mit der Kettenregel (wir leiten f(z,n(z)) = 0 nach z ab):
0 = F/(e,n(x)) o (idy 7 (2)) = du fw,n(x)) + o (£, 0(x)) 07 ().
Ist do(f(x,n(x))) invertierbar, folgt hieraus (12.12). m
Beispiel 1. Wir betrachten den Einheitskreis, d.h. die Nullstellenmenge von
[ RS R, (z,y)—2®+13°—1.

Die lokale Auflosbarkeitsbedingung nach y lautet

0
0 # 8_;;(%’?/0) = 2yo.

Fiir yy # 0 existieren also Funktionen 7 so, dass der Einheitskreis lokal als Graph
von 7 darstellbar ist. Fiir yo > 0 ist n(z) = v/1 — 22, und fiir yo < 0 haben wir
n(x) = —v1 — a2 Fiir yo = 0 ist der Einheitskreis nicht lokal als Graph einer
Funktion von z darstellbar. Dafiir kann man um die Punkte (1,0) und (—1,0)
den Einheitskreis lokal als Graph einer Funktion von y darstellen. Wegen

of

%(Cﬁo,yO) =29 # 0
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ist in diesen Punkten némlich die lokale Auflosbarkeitsbedingung nach z erfiillt.
(Beachten Sie: es spielt keine Rolle, wie man den R™** in zwei Unterrdume E,
und Fs, aufteilt. Wichtig ist nur, dass daf(zo,%0) : F2 — RF invertierbar ist.)
Entsprechend erhalten wir Funktionen n(y) = /1 — 42 fiir zp > 0 und n(y) =

—/1 =92 fir x < xg. [

Beispiel 2. Die Funktion
x°—z

2¢. =2y O
20 0 =2z J°

Die Auflosbarkeitsbedingung nach (y, z) ist erfiillt, wenn

1.2_ 2
f:RS_)R27 (ZE,y,Z)P—) ( 2 yQ)

hat die Jacobimatrix

—2 0
det ( (xo,yo,zo)) = det ( Oyo 92 ) = 4yopzo # 0.

of
Ay, 2)
Ist dagegen

21’0 0
2%0 —22(]

det ( (o, Yo, ZO)) = det ( ) = —4dxgz9 # 0,

of
I(z, 2)
so erhalten wir die lokale Auflosbarkeit nach dem Variablenpaar (z, z). Hier steht

% fiir die Jacobimatrix von f, betrachtet als Funktion von y und z. [

Beispiel 3. Sei f: R" x R — R die Funktion
n—1

flat)y =t"+>  mth.
k=0

Offenbar ist f(x,t) = 0 genau dann, wenn ¢ eine Nullstelle des Polynoms P, (t) :=
f(z,t) ist. Sei ty eine einfache Nullstelle von P,, d.h. sei P, (to) = 0 und P, (to) #
0. Dann ist

of

E(l’o, to) = Pll.o(to) 7é 0
Also ist f(z,t) lokal nach ¢ auflosbar. ]

Wir haben damit die folgende bemerkenswerte Aussage bewiesen:

Die einfachen Nullstellen eines Polynoms hdngen lokal beliebig oft
differenzierbar von den Koeffizienten des Polynoms ab.
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12.4 Untermannigfaltigkeiten des R"

Wir haben im vorigen Abschnitt Losungsmengen von Gleichungen lokal als Funk-
tionsgraphen dargestellt. Der folgende Begriff beschreibt allgemein Teilmengen
des R™, die sich so darstellen lassen (unabhéngig davon, ob sie Losungsmenge
einer Gleichung sind).

Definition 12.8 Fine Teilmenge M C R™ heifit k-dimensionale C"-Unterman-
nigfaltigkeit, wenn gilt: Fiir jedes x € M gibt es offene Mengen U C R™ und
U' CR"™ mit x € U sowie einen C™-Diffeomorphismus

0:U—=U mito(UnM)=Un(RFx{0}).

FEine solche Abbildung heifst Umgebungskarte. Eine Familie (p;);c; von Umge-
bungskarten @; : U; — U von M heifft Umgebungsatlas von M, wenn M C

UjeJ Uj'

]Rn—k Rn—k’
M
¥
7 T
U'=p(U)
U
RF . RF
o(z)
(M)

Eine Mannigfaltigkeit ist also eine Menge, die in geeigneten krummlinigen Koor-
dinaten (beschrieben durch ) lokal wie der R* im R™ aussieht.

Beispiel 1: Funktionsgraphen. Sei V C R¥ offen und f : V — R" stetig
differenzierbar. Wir zeigen, dass der Graph von f, d.h. die Menge

M :={(z, f(x)) e R .z € V}

eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R**" ist. Dazu sei U := V x R™.
Diese Menge ist offen und enthélt M (ist also eine offene Umgebung jedes Punktes
von M). Die Abbildung

SO:U—>U7 (x,y)H(x,y—f(x))
ist ein Diffeomorphismus von U mit der Umkehrabbildung

e U—=U, (2,y) = (z,y+ f(x)).

237



Weiter ist
o(UNM)=o(M)=V x {0} =Un(R"x {0}).

Die Abbildung ¢ liefert also einen einelementigen Umgebungsatlas von M. [
Beispiel 2. Wir zeigen, dass die n-Sphére

n+1
S"={r e R fzfo =1} = {r e R Y|P = 1)

i=1

eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R"*! ist. Dazu betrachten wir fiir
jedes j =1,...,n+ 1 die Mengen

UjjE = {r e R"™: fo <1, £x; > 0}.
i#]
Jede dieser Mengen ist offen, und diese Mengen iiberdecken S™. Weiter: die Ab-
bildungen gof U ji — R
(@1, s Tngr) = (351, T, T, T, T F (1= Zl'?)lﬁ)

i#]
. . . + FRp .
sind Diffeomorphismen von U™ auf ¢3 (U;") (warum?), und es gilt

7 (U NS") = 97 (UF) N (R" x {0}).

Die 2(n + 1) Umgebungskarten gpji, j =1,...,n+ 1, bilden also einen Umge-
bungsatlas von S™. [

Beispiel 3. Sei A : R® — R eine lineare Abbildung. Dann ist ker A eine lineare
Mannigfaltigkeit der Dimension dimker A = n — rang A im Sinne der linearen
Algebra. Der Kern von A ist auch eine Untermannigfaltigkeit von R™ der Dimen-
sion n — rang A im Sinne von Definition 12.8. Dazu schreiben wir R" als direkte
Summe ker A+ N, withlen lineare Isomorphismen

Jy i ker A — R A g Ny Rrans4
und definieren
@ :R" =ker AfN — R" = Rrrane A 5 Rrangd by s (Jyo, Joy). ]

Den folgenden Satz kann man als eine globale Version des Satzes iiber implizite
Funktionen auffassen. Er gibt nicht nur Auskunft iiber die lokale Struktur der
Losungsmenge einer Gleichung, sondern iiber deren globale Struktur. Vorab noch
eine Definition.
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Definition 12.9 Sei U C R" offen und f : U — RF ecine differenzierbare Funk-
tion. Wir nennen x € U einen kritischen Punkt und f(x) € R* einen kritischen
Wert, wenn

rang f'(z) < k.

Ein Punkt y € R* heift regulirer Wert, wenn sein Urbild f=(y) keine kritischen
Punkte enthdlt.

Satz 12.10 (Rangsatz) Sei U C R" offen und f : U — R* eine C™-Abbildung.
Istw € f(U) ein regulirer Wert, so ist das Urbild f~'(w) eine n—k-dimensionale
C™-Untermannigfaltigkeit von R™.

Im Spezialfall n = 2, k = 1 heiflen die Mengen f~!(w) Héhenlinien von f.
Allgemeiner spricht man fiir n > 2 von Niweaufidchen.

Beweis. Wir konnen davon ausgehen, dass w = 0 ist (andernfalls wenden wir
die folgenden Uberlegungen auf die Funktion f : U — R¥, z + f(x) —w an). Sei
also u € U ein Punkt mit f(u) = 0. Nach Voraussetzung ist

= k.

afi>k,n

rang f'(u) = rang <8x-
j

3,j=1

0O.B.d.A. kénnen wir weiter annehmen, dass die ersten k Spalten der Matrix (%)

J
linear unabhéngig sind (andernfalls nummerieren wir die Koordinaten x; um). Sei

nun
o:U—=R", x— (filz),. .., ful®),Tpi1,. .., Tn).

<6f_>k,k <8f_)k,n
925 ) i=1,j=1 \9%3 /=1 j=k+1

Jw=| 0 ...0 1 .0

Dann ist

0 ... 0 0 ... 1
eine invertierbare Matrix. Nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion gibt es eine
offene Umgebung W C U von u so, dass ¢|y : W — (W) ein Diffeomorphismus
ist. Dann ist

p(f7H0) N W) = ({0} x R™™F) np(W).
Also ist ¢ eine Umgebungskarte von f~1(0) um u. Dau € f~1(0) beliebig gewiihlt
war, folgt die Behauptung. n

Beispiel 4. Sei f: R? - R, (z,y) — z* — y* Dann ist f'(z,y) = (423, —49°).
Folglich ist (0,0) € R? der einzige kritische Punkt und w = 0 € R der einzige
kritische Wert von f. Fiir w # 0 sind also alle Hohenlinien von f glatte eindimen-
sionale Untermannigfaltigkeiten von R2. Fiir w = 0 ist die zugehorige Hohenlinie
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keine Untermannigfaltigkeit (sie besteht aus zwei Geraden, die sich in der Null
schneiden). ]

Beispiel 5. Sei A € L(R", R") symmetrisch und invertierbar und
R >R,z (Ax,x).

Aus

(A(x + h),x + h) — (Az,z) = (Az, h) + (Ah,z) + (Ah, h)
folgt sofort

f'(x)h = 2(Ax, h) = 22T Ah,

also f'(z) = 227 A € L(R",R). Da A invertierbar ist, ist z € R" genau dann
kritisch, wenn x = 0 € R", und w = 0 € R ist der einzige kritische Wert von f.
Ist beispielsweise A = diag (A1,...,\,) mit A; > 0 und ¢t > 0, so erhalten wir,
dass die Ellipsoide

1) ={x cR": ZH:AZ:U? =t}

glatte n — 1-dimensionale Untermannigfaltigkeiten des R"™ sind. Insbesondere ist
S"~1 eine n—1-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R" (vgl. Beispiel 2). =

12.5 Extrema unter Nebenbedingungen

In Kapitel 10 haben wir Extrema von Funktionen studiert, die auf einer offenen
Teilmenge des R™ definiert sind. Wir betrachten nun eine Situation, die in prak-
tischen Problemen viel haufiger ist: wir suchen Extrema von Funktionen unter
Nebenbedingungen, d.h. Extrema von Funktionen auf Untermannigfaltigkeiten
des R™. Wir wollen dabei vermeiden, durch eine geeignete Parametrisierung der
Untermannigfaltigkeit das Problem auf die in Kapitel 10 betrachtete Situation
zuriickfithren, da dies in der Regel recht schwierig ist.

Wir prizisieren zunéchst die Problemstellung. Sei U C R™*™ eine offene Men-
ge, und f : U — R sei stetig differenzierbar. Weiter sei g : U — R" eine stetig
differenzierbare Funktion, fiir die 0 € R" ein reguldrer Wert ist. Dann ist

M:={ze€U:g(x)=0}

eine m-dimensionale C''-Untermannigfaltigkeit des R™*". Wir sagen, dass v € U
ein lokales Minimum (bzw. Mazimum) von f unter der Nebenbedingung M oder
g = 0 ist, wenn v € M und wenn es eine Umgebung V' von u so gibt, dass

f(z) > f(u) (bzw. f(z) < f(u)) fir alle x € VN M.

Satz 12.11 Unter den soeben getroffenen Voraussetzungen gilt: Ist u € U ein
lokales Extremum von f unter der Nebenbedingung g = 0, so gibt es reelle Zahlen
A, ..., Ay SO, dass

£y =Y Mgl (12.14)
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Diese Zahlen \; heiflen auch Lagrange-Multiplikatoren.

Beweis. Nach Satz 12.10 ist M eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von
R™*+" Wir finden also eine Umgebung W C U von u und einen Diffeomorphismus
o : W — (W) C R™" mit

p(WNM)=pW)n (R™x{0}).
Wir schreiben (W) N (R™ x {0}) als
{(y,0) eER™" xR": y € V}
mit einer offenen Menge V' C R™ und definieren
YV Uy o '(y,0). (12.15)

Offenbar ist v eine Bijektion von V auf W N M. Die Abbildung v ist auch stetig
differenzierbar. Mit der linearen Abbildung

E:R™ -R"xR", y~(y,0)

kénnen wir namlich v auffassen als Einschrinkung von ¢~ o E auf V. Die Ein-
schrankung F|y ist aber differenzierbar, und ihre Ableitung ist in jedem Punkt
gleich E. Aus pot) = E|y folgt auBlerdem mit der Kettenregel ¢’ (¢ (y))-¢'(y) = E.
Fiir v := p(u) is also insbesondere rang ¢’ (v) = rang £ = m.

Nach diesen Voriiberlegungen nun zum eigentlichen Beweis. Die Funktion fo1) :
V' — R hat in v ein lokales Extremum (ohne Nebenbedingungen!). Es ist also

(f o) (v) = f'(¥(v)) o ¥'(v) = f'(u) o ¢(v) = 0. (12.16)

AuBerdem gilt fiir jedes i = 1,...,n, dass g;(¢)(y)) = 0 fur y € V. Differenzieren
liefert ¢i(¢(y)) - ¥'(y) = 0 und insbesondere

gi(u)oy)'(v) =0 firi=1,...,n. (12.17)
Damit ist klar, dass im¢’(v) C ker ¢’(u). Nun ist aber
dimker ¢'(u) + rang ¢'(u) = dimker ¢'(u) + n = m +n,
also dim ker ¢’(u) = m. Hieraus folgt wegen rangvy’(v) = m sogar
im ¢’ (v) = ker ¢’ (u).
Ist nun w € im ' (v), so folgt aus (12.16) und (12.17), dass
f(w)w — Mgy (ww — ... — Mgl (w)w =0 (12.18)
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fiir beliebige \q,...,\, € R. Um die Behauptung zu zeigen, miissen wir noch
die Vektoren aus dem orthogonalen Komplement W von im’(v) betrachten.

Sei wq, ..., w, eine Basis von W. Wir bestimmen A,...,\, aus dem linearen
Gleichungssystem

fllww — Mgi(w)wy —...— Mg (w)w; = 0

flww, — Mgi(ww, —...— Agp(Ww, = 0.

Dazu miissen wir uns lediglich klarmachen, dass die Matrix

9% (U)wl e gﬁ(u)wl

gi(u)wn g;(u)wn

invertierbar ist. Wére sie das nicht, so wéren ihre Zeilen linear abhéingig. Es gébe
also Zahlen pq, ..., u,, die nicht alle gleich Null sind, so dass
T (g’l(u)wl, . ,g;(u)wl) +...+ ,un(gi(u)wn, e ,g,’l(u)wn) =0
bzw.
Ggww=...=g (W )w=0

mit w = pw;+. ..+ puw,. Der Vektor w liegt also im Kern von ¢'(u). Daw € W,
und da W senkrecht zu diesem Kern steht, folgt w = 0. Da aber die w; linear
unabhéngig sind, folgt py; = ... = u, = 0, ein Widerspruch.

Wir kénnen also die \; aus dem Gleichungssystem eindeutig bestimmen. Da die
w; den Raum W aufspannen, folgt

f(w)w — gy (w)w — ... — Mgl (w)w =0
fiir alle w € W und folglich fiir alle w € R™*". n

Zur praktischen Bestimmung lokaler Extrema unter Nebenbedingungen muss man
also das System

of dg IGn
—@)=M—@)+...+ \pv=—(x), k=1,....m+n,
(9xk( ) 1(9xk< ) 8xk( ) (12.19)
gf('r):O7 gzl,...’n’
bestehend aus m+2n Gleichungen fiir die m+2n Unbekannten = (x4, ..., Znim)
und A, ..., A\, losen und die erhaltenen extremwertverdachtigen Punkte auf ihre

Extremaleigenschaften untersuchen. Es ist hilfreich, sich die Funktion
G(Z1, .y Togmy Ay -5 M) = f(2) — Mgi(z) — .0 — A\pgn()
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zu merken. Sucht man némlich die extremwertverdachtigen Punkte von G durch
partielles Ableiten nach jeder der Variablen x;, A; und anschlieSendes Nullsetzen,
so gelangt man gerade zum System (12.19).

Beispiel 1. Gesucht sind Maximum und Minimum der Funktion f(z,y) = zy un-
ter der Nebenbedingung g(z,y) := 22 +y*—1 = 0, d.h. auf der Einheitskreislinie.
Die Matrix ¢'(z,y) = (2x,2y) hat offenbar in jedem Punkt der Einheitskreislinie
den Rang 1, so dass Satz 12.11 anwendbar ist. Wir betrachten die Funktion

G(z,y,\) = f(z,y) — Ag(z,y) = ay — ANz* +y* — 1)

und setzen ihre partiellen Ableitungen Null:

§:0 & y—2X\r =0,
e

— =0 & x— 2y =0,
0

%—0 PEN 2_|_ 2_1
oN vy

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit y und die zweite mit = und finden

2? = 3%, weshalb zusammen mit der dritten Gleichung fiir (x,y) die Paare

(1 1)( 1 1><1 1)( 1 1)
in Frage kommen. Diese losen tatsédchlich das System (die ersten beiden Paare
mit A = 1/2, die anderen mit A = —1/2). Als Funktionswert ergibt sich fiir die
ersten beiden Paare 1/2, fiir die anderen —1/2. Da die Funktion f Maximum und

Minimum auf der Einheitskreislinie besitzen muss, ist 1/2 das Maximum und
—1/2 das Minimum von f. ]

Beispiel 2. Sei A eine symmetrische k x k£ Matrix. Wir suchen die extremwert-
verdichtigen Punkte von f(z) = (Ax,z) auf der Sphire S*~! C R*  d.h. unter
der Nebenbedingung g(z) = ||z||* — 1 = 0. Hier ist n = 1 und m = k — 1, also
m-+2n=Fk+ 1.

Die Ableitung von f(z) = (Az,x) ist f'(z) = 22T A (vgl. Beispiel 5 in Ab-
schnitt 12.4) und die von g(y) = ||z[|* — 1 = (z,z) — 1 ist ¢’(z) = 2zT. Damit
ist klar, dass die Rangbedingung erfiillt ist. Das zu l6sende Gleichungssystem ist
also

f(x) = Mg (z) =227 A -2 27 =
g(x) = [lz|* =1 = 0,

=

bzw. nach Transponieren

Az =Xz, |z|]*=1.
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Ein Punkt € S*7! ist also genau dann extremwertverdichtig, wenn er Eigen-
vektor zum Eigenwert \ ist. Wegen f(x) = (Ax, x) ergibt sich fiir die zugehorigen
Funktionswerte

flz) = (Az,z) = Mz, x) = A

Folglich wird f in = genau dann minimal (bzw. maximal), wenn z ein Eigenvek-
tor zum kleinsten (bzw. grofiten) Eigenwert von A ist. Man beachte: die stetige
Funktion f nimmt auf der kompakten Menge S¥~! ihr Maximum an, woraus folgt,
dass A mindestens einen reellen Eigenwert besitzen muss. Es ist also

A
max (Az, ) grofiter Eigenwert von A,
20 (z, 1)
A
min (Az, ) = Kkleinster Eigenwert von A. n
220 (T, T)
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13 Das Riemann-Integral fiir Funktionen meh-
rerer Verianderlicher

In diesem Kapitel kommen wir zur Definition und wesentlichen Eigenschaften des
Riemann-Integrals fiir Funktionen mehrerer Verénderlicher. So wie das Problem
der Fldachenberechnung eine Motivation fiir die Einfithrung des Integrals fiir Funk-
tionen einer Veranderlichen war, kann nun das Problem der Volumendefinition-
und berechnung (oder allgemeiner etwa das Problem der Massebestimmung eines
Kérpers mit ortsabhéngiger Dichte) als Motivation dienen.

In diesem und im folgenden Kapitel kann es lediglich darum gehen, einen er-
sten Eindruck von der Integration im R" zu gewinnen und einige Rechentechniken
zu vermitteln. Im vierten Semester wenden wir uns diesem Thema ausfiihrlicher
zu.

13.1 Das Riemann-Integral iiber Intervallen im R"

Wir beginnen mit der Integration iiber den ,einfachsten Mengen im R", ndmlich
iiber achsenparallele Intervalle, Rechtecke, Quader u.s.w., die wir kurz unter dem
Namen Intervall im R™ zusammenfassen. Im Unterschied zum R! gibt es natiirlich
im R" weitaus mehr Mengen, iiber die man integrieren mochte, etwa Kugeln oder
Kegel. Wir werden daher spiter die in diesem Abschnitt angestellten Uberlegun-
gen auf allgemeinere Mengen {ibertragen.

Unter einem abgeschlossenen Intervall im R™ verstehen wir ein Produkt

lar,b1] X ... X [an, by) = {(21,...,2,) € R" 1 a; <z < b, fiir alle i}.
Ein offenes Intervall im R™ ist ein Produkt
(a1,b1) X ... X (G, by) ={(21,...,2,) € R" 1 a; < ; < b; fiir allei}.

Ist I ein offenes oder abgeschlossenes Intervall wie oben, so erkldaren wir seinen
Inhalt durch

[ I|:=(by —a1) ... (bn — an).

Wir erhalten also fiir
e n = 1 gewdhnliche Intervalle, und |I| ist die Intervallléinge,
e n = 2 Rechtecke, und |I| ist der Flicheninhalt,
e n =3 Quader, und |I| ist das Volumen.

Eine Zerlegung Z eines Intervalles I C R"™ ist ein Produkt Z; x ... X Z,,, wobei
Z; eine Zerlegung von [a;, b;] ist. Die Teilintervalle von Z erhdlt man, indem man
im Produkt 77 X ... x T,, die T; alle Teilintervalle der Zerlegung Z; von [a;, b;]
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durchlaufen ldsst. Eine Zerlegung Z’ heifit Verfeinerung von 7, wenn Z C Z'. Ist
insbesondere Z = Z; X ... X Z, und Z' = Z] X ... x Z!,, so ist Z' genau dann
eine Verfeinerung von Z, wenn jedes Z! eine Verfeinerung von Z; ist.

Unter dem Feinheitsmafl (Maschenweite) von Z = Z; X ... X Z,, versteht man
die Zahl

|Z] :== max |Z,,
1<i<n

wobei | Z;| das Feinheitsmaf} der Zerlegung Z; von [a;, b;] ist. Man beachte, dass in
diese Definition nicht der Inhalt der Teilintervalle von Z eingeht, sondern deren
Kantenléange.

d T : ] I = [a,b] X [C, d]

0 a x1 T T3}

Hat Z die Teilintervalle Iy,..., I, so heiBt jeder Vektor & = (&,...,&.) mit
& € I ein Zwischenvektor zu Z. Ist schliellich f eine reellwertige Funktion auf
I, Z eine Zerlegung von I mit den Teilintervallen Iy,..., I, und £ = (&,...,&,)
ein Zwischenvektor zu Z, so heifit

S(Z.&. f): Zf»; | ]

eine Riemannsumme fir f.

Definition 13.1 Die Funktion f : I — R heifst Riemann-integrierbar, wenn fiir
jede Folge (Z™) von Zerlegungen von I mit |Z™| — 0 und fiir jede zugehirige
Folge von Zwischenvektoren (£™) die Folge (S(Z(m),f(m), f)) der entsprechen-
den Riemannsummen konvergiert.

Wenn f Riemann-integrierbar ist, dann sieht man wie im Beweis von Satz 8.11,
dass alle Folgen (S (Zm) ¢tm) f )) gegen den gleichen Wert konvergieren. Dieser
heifit das Riemann-Integral von f {iber I, und wir schreiben dafiir

/fd:v /f ) da, /fa:l,..., d(z1, ..., 2,) oder /Ide.

Die folgenden Aussagen beweist man wie fiir n = 1 (Sétze 8.4, 8.23, 8.24, 8.25
und 8.20).
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Satz 13.2 Jede auf einem Intervall I C R"™ Riemann-integrierbare Funktion ist
beschrdnkt.

Satz 13.3 Sind f, g Riemann-integrierbar auf I und o, B € R, so ist auch af+ g
Riemann-integrierbar auf I, und es gilt

/](OéfﬂLﬁg)dl’:Oé/Ifdx—i—ﬁ/Igdx.

Satz 13.4 Sind f,g Riemann-integrierbar auf I und ist f(x) > g(z) fir alle

x € I, dann ist auch
/fdxz/gd:c.
I I

Folgerung 13.5 Fir Riemann-integrierbares f : I — R st

/Ifdx

Satz 13.6 Sind f, g Riemann-integrierbar auf I und stimmen f und g auf einer
i I dichten Menge iberein, so ist bereits

/Ifdm:/lgdx.

13.2 Integrabilitidtskriterien

< sup|f(z)|-[1].
zel

13.2.1 Charakterisierung iiber Darbouxsche Integrale

Sei I C R™ ein abgeschlossenes Intervall und f : I — R eine beschriankte Funkti-

on. Weiter sei Z eine Zerlegung von [ in Teilintervalle I, ..., I.. Mit den Zahlen
my ;= inf f(x) und M} = sup f(x)
z€l}, zely

definieren wir die Unter- bzw. Obersummen von f bzgl. Z durch
Uz, kauk baw. O(Z, f) ZMk|Ik

und nennen

fdz:=supU(Z, f) bazw. / fdx =infO(Z, f)

I* Z I Z

das untere bzw. obere Darbouxsche Integral von f. Fiir einen kurzen Moment
wollen wir eine Funktion f Darboux-integrierbar nennen, wenn

Lfda;:/:fd:c.
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Satz 13.7 Die beschrinkte Funktion f : I — R ist genau dann Darbouz-inte-
grierbar, wenn fir jedes € > 0 eine Zerlequng Z von I mit O(Z, f)—U(Z, f) < e
existiert.

Durch Ubertragung des Beweises von Satz 8.9 (Details siche Heuser, Analysis 11,
Satz 199.1) erhélt man weiter:

Satz 13.8 FEine Funktion f : I — R ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn
sie beschrinkt und Darboux-integrierbar ist. In diesem Fall gilt

/Ifdx: ]*fdx:/]*fd:v.

Hieaus erhélt man wir fiir n = 1 das Riemannsche Integrabilititskriterium:

Folgerung 13.9 Fine Funktion f : I — R ist genau dann Riemann-integrierbar,
wenn sie beschrdankt ist und wenn fir jedes € > 0 eine Zerlequng Z von I mat
OZ,f)—U(Z, f) < ¢ euxistiert.

13.2.2 Charakterisierung iiber Nullmengen

Wie im R! nennen wir eine Menge M C RY eine Nullmenge, wenn es fiir jedes
e > 0 hochstens abzdhlbar viele (offene oder abgeschlossene) Intervalle I, I, . ..
gibt, welche M iiberdecken (d.h. M C J;-, Ix) und fiir die } ;- [Ix] < € ist.

Beispiel. Fiir jedes ¢ € R und jedes 7 = 1,...,n ist die Hyperebene
H:={(z1,...,2,) € R" 1 z; = ¢}

eine Nullmenge. Um dies einzusehen, bilden wir fiir jedes k& € N das Intervall
Iy, :=(ay,b1) X ... X (ap, b,) mit

{—k fiir 1 # j . {k: fiir § # j

a; ‘= . . . .
c— fiir ¢ = 7, C+W fiir ¢ = J.

&
2k+1(2k)n—1

Dann ist H C |J, I (die Intervalle I, werden immer , breiter* und ,flacher®) und

Zu’“ Z o S 2kHI(2f)n1 Qk _82%2 : "

k=1

Es lassen sich die Beweise von Lemma 8.14 (Eigenschaften von Nullmengen) und
Satz 8.15 auf den R™ mit n > 1 {ibertragen. Auch die in diesen Beweisen benutzte
Schwankung einer Funktion f auf einem Intervall I definiert man wie im R!:

04(1) := sup f(1) — inf () = sup{| () = [(0)] : 5, € T}.

tel
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Satz 13.10 (Lebesguesches Integrabilitiatskriterium) FEine Funktion f : I
— R ist genau dann Riemann-integrierbar auf I, wenn sie beschrinkt ist und
wenn die Menge ihrer Unstetigkeitsstellen eine Nullmenge bildet, d.h. wenn f
fast diberall stetig ist.

Folgerung 13.11 Jede auf I stetige Funktion ist Riemann-integrierbar.

Folgerung 13.12 Mit f und g sind auch die Funktionen |f|, fg, max{f, g} und
min{ f, g} Riemann-integrierbar auf I.

Folgerung 13.13 Sei g Riemann-integrierbar auf I, g(I) C [a,b] und f stetig
auf [a,b]. Dann ist auch f o g Riemann-integrierbar auf I.

Beweis. Ist f o g in x € I unstetig, so muss auch ¢ in = unstetig sein. Also ist
A(fog) C A(g). Damit ist A(f o g) eine Nullmenge. ]

Fiir Riemann-integrierbares f ist also z.B. auch die Funktion /| f(z)| Riemann-
integrierbar.

Folgerung 13.14 Sind f, g Riemann-integrierbar auf I, und sind f, g fast iberall

gleich, so st
/fdas = /gd:ﬁ.
I I

13.3 Der Satz von Fubini

Der nachfolgende Satz gibt uns in vielen Féllen ein bequemes Verfahren in die
Hand, Riemann-Integrale auf mehrdimensionalen Intervallen zu berechnen.

Satz 13.15 (Fubini) Seien I, C R* und I, C R! abgeschlossene Intervalle und
I:=1I, x I; C RFtl .= RF x Rl Weiter sei f : I — R Riemann-integrierbar auf
I, und fiir jedes y € I, existiere das Riemann-Integral

9(y) = | flx,y)dz.

Iy,

Dann ist die Funktion g auf I; Riemann-integrierbar, und es gilt

/If(w,y) d(%?})Z/J( i f(z,y) dfv>dy- (13.1)

Beweis. Die Existenz des iterierten Integrals sowie die Identitét (13.1) folgen aus
dem Satz tiber iterierte Grenzwerte von Doppelfolgen (Satz 9.18). Wir sehen uns
einige Details des Beweises an.

Fiir m € N sei Z™ eine Zerlegung des Intervalles I, und &™) = ( ,(:Z))le

ein zugehoriger Zwischenvektor, und fiir n € N sei Zl(n) eine Zerlegung von [
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mit Zwischenvektor fl(n) = (51(3));:1. Dann definiert Z0™" .= Z,gm) X Zl(n) eine
Zerlegung von I, und M = ( ,(Cm),fl(n)) ist ein zugehoriger Zwischenvektor.

Wir erhalten

Sz, €m0, f A (&7, €110

k

!
- Z (Z £, &) \Lﬁf?’\) 1P (13.2)
j=1 =1
Seien nun die Zerlegungsfolgen (Z,§m>)m>0, ( Zl(n))n>0 so beschaffen, dass |Z2\™] —

0 und |Zl(”)| — 0 fiir m — oo bzw. n — oco. Fiir die Produktzerlegung Z (™™ gilt
dann offenbar |Z(™™| — 0 fiir (m,n) — co. Da f auf I Riemann-integrierbar
ist, konvergiert die linke Seite von (13.2) fiir (m,n) — oo gegen [, f(z,y) d(z,y).
Auflerdem wissen wir aus der Voraussetzung, dass fiir m — oo fiir jedes feste 51(3')
der Klammerterm auf der rechten Seite von (13.2) konvergiert:

i S SSEE QDI = | S de = g(€).
% k

Nach dem erwahnten Satz 9.18 existiert dann auch der iterierte Grenzwert

lim Zgé}] LY /Ilg(y)dyz/h(/l g(fc,y)dx) dy

k

und stimmt mit

lim  S(Z0mm, emm p) = /f:vy (2.)

(m,n)—o0
iiberein. -

Folgerung 13.16 (Vertauschen der Integrationsreihenfolge) Mit den Be-
zeichnungen aus Satz 13.15 gqilt: Ist f auf I = I}, x I; Riemann-integrierbar, und
existieren die Integrale

flx,y)dx fir jedesy € I, und fz,y)dy fir jedes x € Iy,
I I
so existieren alle iterierten Integrale, und es gilt

/Ik< Ilf(x,y)dy) dx:/l< ]kf(x,y)dx> dy:/lf(:my)d(x,y).

l

Fiir stetiges f wissen wir dies bereits aus Satz 10.29.
Durch wiederholtes Anwenden des Satzes von Fubini und von Folgerung 13.16
erhalten wir:
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Folgerung 13.17 Ist f stetig auf I = [ay,b1] X ... X [an, by], so ist

by b
int f(xy, ... z,)d(x,. .., 2y,) :/ ( f(xl,...,xn)dxn...)dxl.

Dabei darf die Reihenfolge der Integrationen beliebig vertauscht werden.

Beispiel. Auf I =[0,1] x [0,1] x [0,1] sei f(x,y,z) := xyz. Dann ist

1 1 1
/f(l’,yﬂ)d(%y,Z) = ///wyzdxdydz
I 0 0 0
I 1/t 1
= —/ / yzdydz:—/ zdz = —. [

13.4 Integration iiber Jordan-messbaren Mengen

In diesem Abschnitt geht es um die Integration auf komplizierteren Mengen als
Intervallen. Fiir jede nichtleere Menge B C R"™ und jede Funktion f : B — R
definieren wir

f(z) fallsx € B,

fB:R*" =R, fg(x):= {() fallsx € B

d.h. fp setzt die Funktion f durch 0 auf ganz R" fort.

Definition 13.18 Se: B C R" nichtleer und beschrinkt und I C R™ ein ab-
geschlossenes Intervall mit B C I. Die Funktion f : B — R heifst Riemann-
integrierbar auf B, wenn die Funktion fg Riemann-integrierbar auf I ist. In

diesem Fall heifst
/fdx = /fB dx
B I

das Riemannintegral von f tiber B.

Man kann zeigen, dass diese Definition unabhénging von der Wahl von I ist.
Man beachte auch, dass diese Definition auch im R! etwas Neues bietet, da B
kein Intervall sein muss.

Ob eine Funktion f auf einer Menge B integrierbar ist, hingt sowohl von f als
auch von B ab. Insbesondere erwartet man von B, dass wenigstens so einfache
Funktionen wie x : B — R, x — 1 Riemann-integrierbar sind. Die entsprechende
Funktion

1 wenmzx e B

:R" - R, T) =
B X5(®) {O wenn r € B

heif3t die charakteristische Funktion von B.
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Definition 13.19 FEine nichtleere beschrdnkte Menge B C R™ heifst Jordan-
messbar, wenn ihre charakteristische Funktion xp Riemann-integrierbar ist. In

diesem Fall heifst
| B| ::/Xde:/lda::/dq:
I B B

der (n-dimensionale) Jordan-Inhalt von B.

Geometrische Deutung:

B

| 5 Ldx beschreibt das Volumen eines Zylinders iiber B mit der Hohe 1. Dieses
ist gleich Grundfliche x Hohe, also gleich |B]. ]

Deutung iiber Ober- und Untersummen: Seien B C R" nichtleer und be-
schrankt, I C R"™ ein Intervall mit B C [ und Z eine Zerlegung von [ in Teilin-
tervalle Iy,..., I,. Dann ist

f (2) 1 falls I, C B,
in r) =
x€ly, X5 0 sonst,
1 falls I, "B #0,
sup xp(r) =
N 0 sonst.

N

O(Z, xs) U(Z, xs)

Fiir die zugehorigen Unter- bzw. Obersummen gilt

U(vaB):Z|]k|7 O<27XB):Z |Ik’7
k k
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wobei Y bzw. S=" iiber alle k mit I, C B bzw. mit I N B # @ erstreckt wird.

Die Darbouxschen Integrale
/ XB d!E, / XB dx
*1 1

heilen innerer bzw. duferer Inhalt von B. Aus dem Riemannschen Integrabi-
litatskriterium folgt sofort:

Folgerung 13.20 Fine nichtleere beschrinkte Menge B C R™ ist genau dann
Jordan-messbar, wenn thr innerer und thr dufSerer Inhalt dibereinstimmen. In

diesem Fuall ist .
| B| :/ Xde:/ x5 dz.
* 1 I

Beispiel. Sei B := {(z,y) € R? : 0 < 2z < 1,0 < y < 1, x rational}. Als
ungebendes Intervall wihlen wir das Quadrat [0, 1] x [0, 1].

Dann gilt fir jede Zerlegung Z von [0,1] x [0,1] 1

U(Z,xg) = 0 und O(Z,xp) = 1. Also ist der innere

Inhalt von B gleich 0 und der duflere gleich 1. B ist so-

mit nicht Jordan-messbar, und wir schreiben B keinen

Flacheninhalt zu. 0 1

Eine Anwendung des Lebesgueschen Integrabilitédtskriteriums liefert sofort

Satz 13.21 FEine nichtleere beschrinkte Menge B C R™ ist genau dann Jordan-
messbar, wenn thr Rand OB eine Nullmenge ist.

Beweis. Nach Definition und dem Lebesgueschen Kriterium ist B genau dann
Jordan-messbar, wenn die Menge der Unstetigkeitsstellen vor x5 eine Nullmenge
ist. Man macht sich leicht klar, dass x g genau dann in x € R™ unstetig ist, wenn
x ein Randpunkt von B ist. [

Satz 13.22 (Allgemeines Lebesguesches Integrabilititskriterium)  Sei
B C R" nichtleer und beschrinkt, und B sei Jordan-messbar. Eine Funktion f :
B — R ist genau dann auf B Riemann-integrierbar, wenn sie auf B beschrdankt
und fast tiberall stetig ist.

Beweis. Sei I C R"” ein Intervall mit B C I. Sei f auf B Riemann-integrierbar.
Dann ist fp auf I Riemann-integrierbar. Nach Satz 13.10 ist fp beschrankt und
fast iiberall stetig auf /. Dann ist f auch beschrinkt und fast iiberall stetig auf
B. Ist umgekehrt f beschrinkt und fast iiberall stetig auf B, so ist fz beschrinkt
auf I, und fiir die Menge der Unstetigkeitsstellen gilt: A(fg) C A(f)UOB. Nach
Satz 13.21 ist OB eine Nullmenge. Also ist A(fp) Nullmenge, d.h. fp ist auf I
Riemann-integrierbar, und f ist auf B Riemann-integrierbar. [
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Es ist nun klar, dass auch die Folgerungen 13.11 — 13.14 entsprechend fiir Integrale
iiber Jordan-messbare Mengen gelten. Beispielsweise hat man:

Folgerung 13.23 Stetige Funktionen auf kompakten Jordan-messbaren Mengen
sind Riemann-integrierbar.

Wir iiberlegen uns nun, wie das Integral bei fester Funktion f vom Integrations-
bereich abhéngt. Dazu vereinbaren wir:

/@fd:c =0,

Aus Satz 13.21 bzw. dem Lebesgueschen Integrabilitatskriterium folgt sofort: Sind
A und B Jordan-messbar, so sind auch AU B, AN B und A\ B Jordan-messbar
(die Rénder dieser Mengen liegen in dA U 9B und sind folglich Nullmengen).
Weiter: Ist f auf einer Jordan-messbaren Menge B integrierbar, so ist f auch auf
jeder Jordan-messbaren Teilmenge von B integrierbar.

Satz 13.24 Seien A, B C R" Jordan-messbar und f auf A und B Riemann-
integrierbar. Dann gilt:

/AUde:c—l—/Amed:c:/Afdx—i—/de:c.

Beweis. Die Existenz aller Integrale folgt aus den Vorbemerkungen. Wir zeigen
die Behauptung zuerst im Fall AN B = (). Dazu wihlen wir ein Intervall I C R"
mit AU B C I. Dann ist

/Afder/dex = /[fAdI+/Idex:/I(fA+fB)dx

= /fAuB dx = fdx. (13.3)
I AUB

Im Fall AN B # () schreiben wir A, B und A U B als Vereinigung paarweise
disjunkter Mengen

A= (ANB)U(A\B), B = (ANB)U(B\A), AUB = (ANB)U(A\B)U(B\A)

und erhalten durch wiederholte Anwendung von (13.3)

/fdw+/fd:c = fdx+ fdx+ fdx + fdx
A B

ANB A\B B\A ANB

= fdx+ fdx. n
AUB ANB

Folgerung 13.25 Fiir Jordan-messbare Mengen A, B gilt
|AUB|+|ANB|=|A|+|B].
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Folgerung 13.26 Fir Jordan-messbare Mengen A, B mit A C B gilt |A| < |B].

Beweis. Auf jedem Intervall I mit B C [ gilt y4 < xp und daher

Al= [dr= [xade< [xwin= [ =Bl .
A I I B

Wir sagen, dass sich zwei Mengen A, B nicht tiberlappen, wenn sie nur Rand-
punkte gemeinsam haben, d.h. wenn AN B C 0AU JB.

Satz 13.27 Seien A, B sich nicht iiberlappende Jordan-messbare Mengen, und
sei f auf A und B Riemann-integrierbar. Dann ist

/AUdex:/Afdan/dex.

Beweis. Nach Satz 13.24 geniigt es zu zeigen, dass fAmB fdx =0. Da auflerdem

/AOB f o

ist, gentigt es zu zeigen, dass |ANB| = 0. Da ANB C JAUOB, und da A und 0B
kompakte Nullmengen sind, folgt diese Aussage aus der folgenden Behauptung:

< [[fllse [AN B

Kompakte Nullmengen sind Jordan-messbar und besitzen den Jordan-
Inhalt 0.

Wir beweisen diese Behauptung. Sei NV eine kompakte Nullmenge. Da N Null-
menge ist, gibt es fiir jedes ¢ > 0 eine Uberdeckung von N durch abzihlbar viele
offene Intervalle Iy, I5, ... mit |I;|+ |I5| + ... < e. Da N kompakt ist, iiberdecken
bereits endlich viele dieser Intervalle, etwa Iy,...,[,, die Menge N, und es gilt
|I1] + ...+ |I.] < e. Da auch ON von diesen Intervallen iiberdeckt wird, ist 0V
Nullmenge und daher N Jordan-messbar. Fiir den Inhalt von N erhalten wir mit
Folgerung 13.25 und Folgerung 13.26:

n

INL <ULl <D 1l <&
i=1

i=1
Da dies fiir jedes € > 0 gilt, ist |N| = 0. ]

Folgerung 13.28 Fiir sich nicht tberlappende Jordan-messbare Mengen A, B
gilt |[AU B| = |A| + | B|.

Man kann auch leicht die Umkehrung zur im Beweis von Satz 13.27 formulierten
Behauptung beweisen: Jede Jordan-messbare Menge mit Inhalt 0 ist Nullmenge.

Folgerung 13.29 FEine beschrinkte Menge B C R™ st genau dann Jordan-
messbar, wenn ihr Rand Jordan-messbar ist und den Inhalt O hat.
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Beweis. Der Rand 0B ist kompakt, und kompakte Mengen sind genau dann
Nullmengen, wenn sie Jordan-messbar sind und den Inhalt 0 besitzen. [

Wir haben nun schon viel iiber Jordan-messbare Mengen erfahren, wissen aber
immer noch nicht, ob so einfache Mengen wie ein Kreis im R? oder eine Kugel
im R3 Jordan-messbar sind. Auf Grund von Folgerung 13.29 benétigen wir noch
Kriterien dafiir, dass eine beschriankte Menge Jordan-messbar ist und den Jordan-
Inhalt 0 besitzt. Solche Mengen nennen wir auch Jordansche Nullmengen. Wir
geben zwei solcher Kriterien an.

Satz 13.30 Sei B C R™ Jordan-messbar und f : B — R Riemann-integrierbar.
Dann ist der Graph von f, d.h. die Menge

G(f) ={(z,y) eR" xR:z € B,y = f(z)},
eine Jordansche Nullmenge im R

Beweis. Sei I C R” ein Intervall, welches B umfafit, und sei f die Einschrinkung
von fp auf I. Nach dem Riemannschen Integrabilitdtskriterium gibt es fiir jedes
e > 0 eine Zerlegung Z von I mit O(Z, f) — U(Z, f) < e. Damit haben wir
sofort eine Uberdeckung von G( f ) durch endlich viele abgeschlossene Intervalle

mit einer Inhaltssumme < . Wegen G(f) C G(f) gilt dies erst recht fiir G(f).
Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. n

R

G(f)

0(Z,f) - U(Z, )

Beispiel. Nun konnen wir auch zeigen, dass Kreise und Kugeln Jordan-messbar
sind. Zuniichst ist [—1,1] € R! Jordan-messbar (Intervall). Auf [—1,1] sind
die Funktionen f*(x) := /1 — 22 und f~(z) := —v/1 — 2% stetig und folglich
Riemann-integrierbar. Nach Satz 13.30 sind die Graphen

G(ff ={(z,y) eR?*: 2 € [-1,1], y = £V1 — 22}

Jordansche Nullmengen. Wegen G(fH) U G(f~) = {(z,y) : 2* + y* = 1} ist die
Einheitskreislinie im R? eine Jordansche Nullmenge. Folgerung 13.29 zeigt dann,
dass die Einheitskreisscheibe By := {(z,y) € R? : 2% + y* < 1} Jordan-messbar
ist.
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Analog betrachten wir auf der (nun als Jordan-messbar erkannten) Menge Bs

die Funktionen
g (z,y) =+/1—22—142: By, = R

und erhalten wie oben, dass die Oberfliche der Einheitskugel im R? eine Jordan-
sche Nullmenge und damit die Einheitskugel selbst Jordan-messbar ist. Durch
vollsténdige Induktion iibertrdgt man dieses Resultat auf Kugeln im R™. |

Satz 13.31 Sei N C R" eine Jordansche Nullmenge und f : N — R™ eine
Lipschitz-stetige Funktion. Falls m > n, so ist f(N) eine Jordansche Nullmenge
i R™.

Im folgenden Beweis dieses Satzes ist es bequem, mit Wiirfeln statt mit Inter-
vallen zu arbeiten. Ein Intervall [aq,b1] X ... X [ay,b,] € R™ heifit Wiirfel, wenn
by —ay = by —ay = ... = b, — a,. Die Zahl b; — a; heifit die Kantenlinge des
Wiirfels. Man kann Wiirfel im R"™ als Kugeln beziiglich der Maximumnorm

A

N
betrachten: Fiir jeden Vektor xy € R™ und Lo
jedes r > 0 ist . ,

2r
I'={zeR": |z —xo|loc <7} -

der Wiirfel mit Mittelpunkt zy und achsenparallelen Kanten der Lange 2r. Man
iiberlegt sich leicht, dass sich jede Jordansche Nullmenge im R™ fiir jedes € > 0
durch endlich viele Wiirfel I, ..., I, mit gleicher Kantenlénge und mit > |[;| < ¢
tiberdecken 148t (genauer: Heuser, Analysis II, S. 462).

Beweis von Satz 13.31. Da sich Wiirfel bequem mit der Maximumnorm be-
schreiben lassen, arbeiten wir sowohl in R™ als auch in R™ mit Norm || - || -
Nach Voraussetzung gibt es ein L > 0, so dass

l9(2) = 9(W)lle < Lz = ylloo  fiir alle z,y € N.

(Die Lipschitz-Stetigkeit einer Funktion ist unabhéngig von der gewéhlten Norm.
Die Lipschitz-Konstante L hingt dagegen sehr wohl von der Norm ab.) Fiir be-
liebig vorgegebenes € > 0 {iberdecken wir N durch die k¥ Wiirfel

L={zeR": ||z =&l <1}, i=1...k

mit den Mittelpunkten & und der Kantenlinge 2r < 1 so, dass Zle |;| =
k(2r)* <e.Da N =\ (NNL), ist g(N) =", g(NnU;) ( Ubung).

Aus jeder Menge N N I; wihlen wir einen Punkt ;. Fiir jedes € N N [; ist
dann

Iz = Nilloo < |2 = &lloo + 1|6 — illoe < 2,
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woraus mit der Lipschitz-Stetigkeit von ¢ folgt:

lg(x) — g(mi)|loo < Ll — milloo < 2rL.

Folglich ist g(N N ;) enthalten im Wiirfel mit Mittelpunkt g(n;) und mit der
Kantenldnge 4rL. Die Menge g(N) kann also durch k& Wiirfel iiberdeckt werden,
fiir deren Inhaltssumme gilt:

k(4rL)™ =k - (2r)"(2r) " (4rL)™ = L™(2r)™7"2™ - k(2r)" < (2L)™e

(beachte: 2r < 1, m —n > 0). Also ist g(/V) eine Jordansche Nullmenge. ]

13.5 Inhalt von Ordinatenmengen

Nachdem wir nun wissen, dass Kreise Jordan-messbar sind, mochten wir nun
auch ihren Fldcheninhalt berechnen. Allgemeiner geht es darum, Jordan-Inhalte
so genannter Ordinatenmengen zu bestimmen. Die Ordinatenmenge M (f) einer
Funktion f :R" O B — R" ist die Menge

M(f) ={(z,y) eR"xR:2€ B,0<y< f(x)}.

Graph von f

Im Fall B = [a,b] C R! haben wir als Flicheninhalt von M (f) definiert:

b
Inhalt von M (f) := / f(x)dx.

Wir zeigen nun, dass der so definierte Fléacheninhalt mit dem Jordanschen Inhalt
von M (f) iibereinstimmt.

Satz 13.32 Sei B C R™ Jordan-messbar, f : B — R Riemann-integrierbar und
f >0. Dann ist die Menge M(f) C R™™! Jordan-messbar, und es gilt

M(f)] = / da.
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Beweis. Wir beweisen zuerst die Jordan-Messbarkeit von M (f). Dazu miissen
wir zeigen, dass OM (f) eine Nullmenge im R™*! ist.

Sei S :=sup,p f(z). Ein Punkt (z,y) € R™ x R liegt sicher im Inneren von
M(f), wenn x im Inneren von B liegt, 0 < y < f(z) ist, und f in z stetig ist.
Also ist OM (f) sicher in der Vereinigung der folgenden Mengen enthalten:

Ay = {(z,0): 2 € B},
A2 = {
Ag = {
A4 = { x,
Wir zeigen, dass jede dieser Mengen eine Nullmenge ist. A; ist Teil der Hyper-
ebene {(z,0) : x € R"} und hat daher den Jordan-Inhalt 0 (vgl. das Beispiel
aus Abschnitt 13.2.2). Ay ist der Graph von f und hat nach Satz 13.30 den
Jordan-Inhalt 0. Fiir A3 geben wir uns ein € > 0 vor und iiberdecken 0B durch
n-dimensionale Intervalle Iy, I5,... mit der Inhaltssumme ) |[;| < ¢/S. Dann
iiberdecken die (n + 1)-dimensionalen Intervalle I; x [0,5], Iz x [0,S5], ... die
Menge Az, und fiir deren Inhaltssumme gilt: > |; x [0, S]| < &/S-S = €. Da die

Menge der Unstetigkeitsstellen von f eine Nullmenge ist, konnen wir auf analoge
Weise zeigen, dass auch A4 Nullmenge ist. Damit ist die Jordan-Messbarkeit von
M(f) klar.

Fiir die Inhaltsformel sei I ein Intervall, welches B umfasst. Dann liegt M (f)
im Intervall I x [0, 5], und es gilt nach Fubini:

ol = [ e = [ ([ ot i)

_ /I</OfB(x)1dy>dx:/IfB(:v)dx:/dex. .

Offenbar gilt auch die folgende Verallgemeinerung von Satz 13.32.

Satz 13.33 Seien B C R™ Jordan-messbar und fi, fo : B — R Riemann-inte-
grierbar, und sei fi(x) < fo(x) fir alle x € B. Dann ist die Menge

M(fi, f2) ={(z,y) e R" xR:x € B, fi(z) <y < fo(zx)}
Jordan-messbar und
M pl = [ (e o

Beispiel. Seien (zg,y0) € R?, r > 0 sowie B = [zg — 7, g + 7], und sei

filx) :==yo — \/7“2 (x —x0)%,  folw) 3:yo+\/7“2—($—9€0)2-

Dann ist M ( f1, f2) die Kreisscheibe mit Mittelpunkt (xg,yo) und Radius r. Fiir
ihren Inhalt finden wir
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zo+r
M (f1, fo)] = 2/_ Vr? — x—xOde—Z/ V2 —t2dt

Zo

= [ +/r2—t24+1 7" arcsin & ]

= 772, n

-

13.6 Integration iiber Normalbereiche

Unter einem Normalbereich bzgl. der x-Achse versteht man eine Menge B C R?
der Gestalt

B={(z,y) eR*:a<z<b pi(r) <y < pafa)}, (13.4)

wobel @1, ¢y stetige Funktionen auf [a,b] mit ¢1(x) < po(x) fir alle x € [a,b]
sind.

Satz 13.34 Sei B wie in (13.4) und f : B — R stetig. Dann ist

Y

P2
-

/B Jd(a,y) = / b / (()) f(w,y) dy da. )

|
I

a b T

Beweis. Sei I := [a,b] x [m, M] ein Rechteck, welches B umfasst. Nach Fubini

b M
[ temien= [ [ sy o)
B a m /\/—\
Fiir jedes feste x € [a, b] ist offenbar
M 2 () 0l m pi(x) ¢a(o) M v
/ fB(z,y) dy:/ " flz,y)dy. =
m @1 (x
Analog heifit B := 1 y
{(z,y) eR*ie<y <d, hi(y) So<waly)} 4 |
ein Normalbereich beziiglich der y-Achse. Es gilt 5
/f:z:y (z,y) // f(z,y) dx dy.
1 ( ¢ L
0 T

Ahnlich erklirt man Normalbereiche im R3.
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Sei By := [a, b]. Auf By sind stetige Funktionen ¢4, ¢ gegeben mit o1 (z) < ¢ (z)
fur alle z € By. Dann sei

By :={(x,y) :x € B1, p1(x) <y < ¢(x)} SR

Auf B, sind stetige Funktionen o, 15 gegeben mit po(x,y) < iho(x,y) fiir alle
(x,y) € Bsy. Dann ist

By == {(z,y,2) : (x,y) € B, pa(w,y) < z < s(a,y)} CR?

ein Normalbereich in R3, und es gilt

¥1(x) ¢2(wy
flz,y,2)d(z,y,2 / / / (z,y,2)dzdydx.
Bs

Beispiel. Ein Kreiskegel mit Radius R und Hohe b ist ein Normalbereich im R3.
Wir haben etwa

B, = [-R,R],

By, = {(z,y):z€[-R,R], —VR? — 2?2 <y <VR?—2?}
(= Grundfliche des Kegels),

h
B = {(36’73/,2)3(%3/)6327OSZSh—}—%\/:ﬁ—i—y?}.

14

|
i

(Beachte: (x,y) hat von (0,0) den Abstand r := /22 + y2.) Die Léange ¢ der

gestrichelten Strecke ist nach dem Strahlensatz

hR — hr h
h:R=10:(R- bzw., (= ———=h— —7.
R (R—71) bz 14 7 r

Fiir das Volumen dieses Kegels finden wir daher

VRZ_z2 h,, 2+y
V = / (x,y, 2 / / / dz dy dz
VRZ—z2
h — —\/:172 +y?) dy dx
VT2

(% x? 4 12 +—lny+\/x2+y ))‘ dx

—VR2_22

[ e
NG
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A T = =T

R 2 2 2
_ 2h/ (\/32—x2—$—1 R+ VE x)dm.
0 2R R — \/R2—x2

Wir substituieren x = Rsint, dx = Rcostdt und erhalten

1+ cost
1 —cost

/2 1 1 t
= 2hR2/ cos’t — —sin®tcostIn ﬂ dt
0 2 1 —cost

7r/2 R
V = 2h/ <Rcost—§sin2tln )Rcostdt
0

Das Integral sin? t cos t In 1+C°St kann durch partielle Integration bestimmt werden
(der Faktor sin*t cost erd mtegrlert und liefert sm t; der Faktor In Hmt wird
differenziert und ergibt —) Eingesetzt findet man schliefSlich
1+ cost|m/2 2 /”/2 . 9

- = sin” ¢ dap),
0 6 0

T 1
V:2hR2(——— in3 pln -5
4 GSmgonl—cost

also

V= éﬂhRQ. n

13.7 Die Substitutionsregel

Nach dieser aufwiandigen Rechnung fiir ein elementares Resultat fragt man sich,
ob man nicht von vornherein die Rechnung hétte vereinfachen kénnen durch eine
andere Beschreibung des Kegels, etwa in Zylinderkoordinaten (die Substitutions-
regel mussten wir ja ohnehin verwenden). Beschreiben wir die Grundfliche in
Polarkoordinaten, so wird der Kegel offenbar beschrieben durch

{(r,p,2z): 7 €]0,R], ¢ €[0,27|, z € [0,h — hr/R]},

was eine wesentlich einfachere Integration erwarten lasst. Frage: Wie haben wir
im Integral [, f(x,y,2)d(z,y,2) den Ausdruck d(x, y, z) zu transformieren, wenn
wir von (z,¥, z) zu neuen Koordinaten, etwa r, ¢ und z, iibergehen?

A Motivation. Zu berechnen ist das Integral

/B f(, ) d(z,y)

iiber einem Bereich B C R2, versehen mit z,y-Koordinaten. Die Substitution
x = p(u,v), y := ¥(u,v) fithrt neue Verdnderliche ein. Durch diese Substitution
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werde ein Bereich B’ C R? mit Koordinaten u, v (wir sagen auch: ein Bereich der
uv-Ebene) injektiv auf B abgebildet; genauer: die Abbildung

g: B — B, (u7v) = g(uav) = (@(u7v>>¢(uv U))

ist eine Bijektion von B’ auf B. Diese Abbildung iibersetzt ein Rechtecknetz iiber
B’ in ein ,krummliniges Netz“ iiber B:

v Yy

Bl

N

Wir sehen uns genauer an, wie das schraffierte Rechteck in der uv-Ebene auf das
,krummlinige“ schraffierte Parallelogramm in der xy-Ebene abgebildet wird:

(e (uy +AAuj, v, +AA1U€3,
(uj,ve + Avg)  (u; + Auj, vp + Avy) V(g ¥ Bugo e+ Aoi)

(o (s, v + Avk37
P(uz, v + Avg) o(uj + Auj,vg),
Avy g (uj + Aug, vg)
"

(uj ’ ”k) Auj (’U.j + A'u.j7 V)
(olug, vi), ¥ (uy, vr))

Der Fliacheninhalt dieses Rechtecks (vgl. die Definition des Riemann-Integrals
iber B') betrigt AujAvg. Um den Flicheninhalt des ,krummlinigen® Parallelo-
gramms zu berechnen, nehmen wir an, dass Au; und Awy, so klein sind, dass das
y,krumme* Parallelogramm fast ein echtes Parallelogramm ist. Fiir den Fléchen-
inhalt eines Parallelogramms mit den Eckpunkten (zq,1),. .., (z4,y4) gilt

(w3,93)

(T4,Y4)

(w2,y2)

(1,91)
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Fliche = |(x2 — 1) (ya — v1) — (24 — 21)(y2 — ¥1)|- (13.5)

Dies 148t sich leicht ableiten, indem man z.B. von der unten gezeichneten Recht-
eckflache die schraffierten Dreiecksflachen subtrahiert:

($47?J4)
Ya — Y2
Ys — 1
($2,y2)
Y2 — 1
(xl’yl)
T — T4 To — 1

1
3 Parallelogrammfliche = Flache des weiflen Dreiecks

= (= 90 (52 = 1) + (o1 = 20)) = 500 — 1)z — )
— S = ) — ) — 5 = )2 — 1),

Mit Hilfe von Determinanten 148t sich (13.5) schreiben als

det R .
Yo — Y1 Ya— U

Die Flache des , krummen® Parallelogramms ist also ungefahr gleich

Flache =

’det <90(“j + Auy,vp) = p(ug,vr)  p(ug, vp + Avg) — p(uy, Un)) ‘
V(Y + Ay, vp) — g, vp)  (ug, v+ Avg) — (g, vr) )|

Wir nehmen nun an, dass ¢ und v differenzierbar sind. Fiir kleines Au; ist dann

0
p(u; + Auy, o) — @(uy, vp) = a—z(uj, k) - Au,.

Der Ausdruck (13.4) ist daher ungefiahr gleich

Diese Matrix ist aber nichts anderes als die Jacobi-Matrix von g an der Stelle
(uj,vg). Mit anderen Worten: (13.4) ist etwa gleich

| det ¢’ (uj, vx)| - Au; Avy.
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Wir erwarten daher ndherungsweise
/ flay)d(z,y) = Y Fe(ug,on), 6 (ug,v)) [ det g/ (ug, ve)| Ay Avy
B I

und somit die Substitutionsregel

[ e = [ fetu. vt det g o)l dw. o)

Es zeigt sich, dass die hier ,abgeleitete Formel unter entsprechenden Voraus-
setzungen tatséchlich gilt und dass sie auf Funktionen mehrerer Veréinderlicher
verallgemeinert werden kann.

B Determinanten und Volumina von Parallelepipeden. Mit Hilfe der
Determinante

a1 Q12 013
det | ag a2 a3 = (11022033 + Q12023031 + 13021032
az1 a3z ass
— (13Q22031 — 412021033 — 411023032

kann man das Volumen eines Parallelepipeds im R? beschreiben:

(T4, Y1, 24) I

($27?J2, Z2>

Tog — X1 X3 — 1 T4 — 1

=|det | yo—y1 Ys—Y1 Ya—
29— 21 23— 21 Z4— 1

(1'1, Y1, Zl)

Zur Erinnerung: Sei A = (a;;)7;—; eine n x n-Matrix, und A;; sei die (n — 1) x
(n — 1)-Matrix, die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte
entsteht. Dann definiert man:

det A := a1 det All — 19 det Alg + a3 det A13 + ...+ (—1)n_1&1n det A1n~

Die Determinante einer nxn—Matrix steht in engem Zusammenhang zum Volu-
men eines Parallelepipeds im R"™.
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C Der allgemeine Substitutionssatz.

Satz 13.35 Sei G C R" offen, und g : R" — R" sei injektiv und stetig dif-
ferenzierbar. Die Determinante det ¢'(t) sei auf G entweder tberall positiv oder
tberall negativ. Weiter ser T eine kompakte und Jordan-messbare Teilmenge von
G, und f sei eine auf g(T') stetige reellwertige Funktion. Dann ist g(T') kompakt
und Jordan-messbar, f ist auf g(T') Riemann-integrierbar, und es gilt

/ f(x) dx = / F(g(t)) | det g/ ()] dt. (13.6)
g(T) T

Die Formel (13.6) gilt auch dann noch, wenn — entgegen den obigen Vorausset-
zungen — die Determinante det ¢'(t) auf einer Teilmenge N von T wverschwindet
oder wenn g|y auf einer Teilmenge N wvon T nicht injektiv ist, sofern N den
Jordan-Inhalt 0 hat.

Der Beweis kann z.B. mit vollstdndiger Induktion nach n erfolgen, ist aber recht
aufwindig (vgl. Heuser, S. 475-485). Wir werden in der Vorlesung zur , Ma$- und
Integrationstheorie® einen beweis kennenlernen.

D Beispiele: Transformation auf Polar-, Zylinder- und Kugelkoordina-
ten. Der Zusammenhang zwischen den kartesischen Koordinaten (z,y) und den
Polarkoordinaten (r, ) eines Punktes im R? ist gegeben durch

T =rcosy, Y =rsine.

Ein Integral gemafl Satz 13.35 auf Polarkoordinaten zu transformieren heifit, die

Substitution
x 7 COS
=g(r,o)=1{ .
Y rsin @

/ _ [cosp —rsing
g(r’gp)_(simp rcoscp)

vorzunehmen. Es ist

und
det ¢'(r, p) = cos p - rcos p — (—rsin @) sin p = r(cos® ¢ + sin? ) = 7.
Fiir » > 0 ist also det ¢/(r, ¢) stets positiv. Weiter ist klar, dass g den Bereich
{(r,o):r>0,0<¢<2r}
injektiv auf R? \ {0} abbildet und dass g insbesondere auf dem Gebiet
G:={(r,¢):r>0,0<¢<2r}

injektiv ist. Auf diesem Gebiet konnen wir somit Satz 13.35 anwenden und er-
halten:
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Folgerung 13.36 Ist B = g(T), wobei T'C G kompakt und Jordan-messbar ist,
so kann [, f(x,y) d(x,y) auf Polarkoordinaten transformiert werden. Dabei gilt

/Bf(x,y)d(x,y):/Tf(rcosgo,rsingo)rd(r,cp). (13.7)

Ist beispielsweise T ein achsenparalleles Rechteck, so ist B = g(T) ein Kreisring,
und wir haben nach Fubini

w2 pr2
d — i dr de. 3.8
/Bf(x,y) (z,9) [0 / f(rcos g, rsing)rdrdp (13.8)

Y
(2, BN B
T
A, |
W2 \
#1 - 7L \ \
. : ql;)l |
0 T1 To r 0 (8] T2 T

In der Praxis ist 7" héufig ein Rechteck, welches im Streifen
{(r,¢) 1720, 0<p <2}

liegt und Teile des Randes dieses Streifens enthélt. Wir iiberlegen uns, dass die
Formel (13.8) auch in diesem Fall noch gilt. Dazu sei

T={(r,p):0<r <R, 0<¢p<2r},
und 7" C T sei ein Rechteck der Gestalt
T’:{<T7@):Q§T§R,¢1§gp§(’p2} mltg>0und0<g@1<gp2<2ﬂ-

¥

21
P2t

T/

Auf T gilt (13.8), d.h. es ist

/ Sy dey) = [ f(reosp,rsing)rd(r, ),
g(T")

T/
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und aus

/f(rcosw,rsingo)rd(r, ) — f(rcos g, rsinp)rd(r, )
T T
= f(rcos @, rsinp)rd(r, @)‘
T
<sup|f(rcosy,rsinp)r|- [T\ T
e

folgt, dass [, f(rcos @, rsing)rd(r,¢) gegen [, f(rcosp,rsing)rd(r,¢) strebt,
wenn o — 0, 3 — 0 und 9y — 27.

Ahnlich erhilt man, dass auch Sy Fzy) d(z,y) gegen [ ) flz,y)d(z,y)
strebt. Zusammengefasst:

Folgerung 13.37 Ist T ein Rechteck [ri,rs] X [p1,@2] mit 0 < r; < 1y und
0 <1 <y <2m, und ist [ auf g(T) = B stetig, so gilt (13.8).

Y
Anwendung: Sei B C R? die B
Menge aller Punkte (r, ) mit
0<r<o(p)und p1 < ¢ <
2, wobei o auf [p1, @o] stetig
und positiv sei. Dann ist der =
Inhalt von B gleich )\

P2
x

w2 pr(v) ) 2
|B|:/1d(x,y):/ / rdrdgpz/ r(e) dep. ]
B ©P1 0 P1 2

Zylinderkoordinaten. Die Zylin-
derkoordinaten (r, ¢, z) eines Punk-
tes P € R? mit kartesischen Koordi-
naten (z, vy, z) sind

T =rcosp, y=rsing, z = z. e
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Fiir die Substitution

x T COS
y| =9g(r,ez)=|rsineg
z z

gilt
cosp —rsine 0
detg'(r,,z) =det | singp rcosp 0] =r.
0 0 1

Ahnlich wie bei Polarkoordinaten sieht man, dass die Substitutionsformel

/ flzyy,2)d(z,y,2) = / f(rcose,rsing, z)rd(r, g, 2) (13.9)
B T
sicher immer dann gilt, wenn 7" eine kompakte und Jordan-messbare Teilmenge
des Gebietes
G={(rp,z):r>0,0<p<2m, —00<z<o00}

und B = ¢(7T) ist. Die Formel (13.9) gilt aber auch dann noch, wenn 7" ein Quader

T = [r1,7m2] X [¢1,02] X [21,22] mit 0 <1y <ry, 0 < < o < 27
ist. In diesem speziellen Fall geht (13.9) {iber in

P2
/fxy, (x,y,z / / / f(rcosg,rsinp,r)rdrdpdz.
Y1 T1

Kugelkoordinaten. Der Zusammenhang zwischen Kugelkoordinaten (7,1, )
und kartesischen Koordinaten (z,y,z) eines Punktes P € R?® wird hergestellt
durch

xr=rcostcosyp, y=rcos¥sing, 2z =rsindv;
dabei ist 7 > 0, =5 <9 < 7 und 0 < ¢ < 27.

z
P
‘ z P
r 1
N T
Y / : y z =rsind
@ | 19\
7 /J
| 0 rcos v z,y
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Fiir die Substitution

x r cos U cos @
y | =g(rv,¢9) = | rcosdsinp
z rsin v
findet man
cost¥cosp —rsindcosy —rcosvsinp
det g'(r,9,¢) = det [ cos¥sing —rsindsing rcosdcosyp | = —r?cosd.

sin rcos? 0

Diese Determinante ist negativ, wenn r > 0 und —7/2 < 9 < 7/2. Wie oben gilt
fiir stetiges f die Transformationsformel

/ flz,y,2)d(z,y,2) = / f(rcosd cos @, r cossin o, rsind) r? cos  d(r, 9, ),

B T

wenn B = g(T') und T eine kompakte und Jordan-messbare Teilmenge von
G=A{(r,9,¢) : 7 >0, —g<19<g,0<g0<27r}

ist. Diese Formel gilt auch dann noch, wenn

T = [ry,7a] X [U1,92] X [p1, @2]

mit 0 <7y <71y, —5 < < U < Fund 0 < 1 < oy < 27 ist. Insbesondere ist
dann nach Fubini

/B f(@,y,2) d(w,y, )

P2 J2 T2
= / / / f(rcos v cos @, r cos i sin p, rsin ) r? cos ¥ drdidp.
p1 J I

Beispiel: Volumen einer Kugel. Die Kugel B mit Mittelpunkt (0,0,0) und
Radius R ist das Bild des Quaders

T = [0, R] x [—g,g] x [0, 2n]

unter der oben beschriebenen Transformation. Wir finden daher

2r /2 R
V:/d(x,y,z) = / / / r? cos ¥ drdidy
B o J-rxs2Jo
2w pm/2 D3
= / / R—cosﬂdﬁdcp
0 —7/2 3
27 p3 /2
= / ESir119
0 3

2 o 4
dp=~R? dp = —TR®.
P73 /0 773" .
Man vergleiche diese Rechnung mit der mithsamen Herleitung der Formel fiir das
Kegelvolumen in Abschnitt 13.6.
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14 Oberflichenintegrale und Integralsitze

Nachdem wir im vergangenen Kapitel gesehen haben, wie man das Volumen eines
dreidimensionalen Korpers (z.B. das Volumen einer Kugel) mit Hilfe der Integral-
rechnung bestimmen kann, wenden wir uns nun den Flidcheninhalten gekriimmter
Fléchen zu (wie z.B. der Oberfliche einer Kugel), fiir die wir einen geeigneten
Integralbegriff entwickeln.

14.1 Flidchen, Tangenten und Normalen

Wir haben frither Kurven als Bilder von Intervallen bzgl. stetiger Abbildungen
beschrieben. Ganz analog definieren wir nun Flachenstiicke als Bilder ebener Be-
reiche bzgl. geeigneter Abbildungen.

Definition 14.1 Sei D C R? eine beschrinkte offene Menge, und ihre Abschlie-
Bung D sei Jordan-messbar. Weiter sei F : D — R3 eine stetig differenzierbare
Funktion mit

rang F'(x1,22) =2 fiir alle (x1,22) € D. (14.1)

Dann heifst das Bild von D unter F, d.h. die Menge
F = {F(21,22) € R*: (1,2) € D} (14.2)

ein Flachenstiick im R3 und die Abbildung F : D — F heifit eine Parameterdar-
stellung des Flachenstiicks F oder kurz eine Flache.

Genau wie bei Wegen und Kurven unterscheiden wir sorgféltig zwischen der Ab-
bildung F und ihrem Bild F. Offenbar kann es fiir ein- und dasselbe Fliachenstiick
F verschiedene Parametrisierungen geben.

Wichtige Vereinbarung. Wir haben frither die Differenzierbarkeit einer Abbil-
dung F : X — R3 nur fiir offene Mengen X C R? erklirt. Die stetige Differen-
zierbarkeit von F': D — R3 haben wir wie folgt zu verstehen: Die Funktion F
lifst sich zu einer stetig differenzierbaren Funktion F : G — R3 auf eine offene
Menge G O D fortsetzen. Diese Menge G ist fiir die Definition des Flichenstiicks
offenbar unerheblich. Wir méchten jedoch auch in den Randpunkten von D die
partiellen Ableitungen F,, und F,, bilden kénnen und verlangen daher, dass sich
F auf eine offene Umgebung G von D stetig differenzierbar fortsetzen lat. =

Die Rangbedingung (14.1) wird nur fiir Punkte aus D gefordert; auf dem Rand
0D = D\ D muss sie nicht erfiillt sein. Mit

F(z1,22) = (Fi(z1, 22), Fa(z1,22), F3($1,$2))T
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lautet die Rangbedingung (14.1)

oF,  OF
Ox1 Oxo
or, or | _
rang | 3.2 a2 | =2 (14.3)
oF:  OF:
8901 8:)32

in allen Punkten von D.

Beispiel 1: Kugeloberflache. Sei D = (0,27) x (=7/2, 7/2) und r > 0. Dann
ist D das Rechteck [0, 27] x [—7/2, 7/2]. Sei weiter

F(u,v) = (rcosucosv, rsinucosv, rsinv)

fiir (u,v) € D. Dann ist F stetig differenzierbar auf D (und sogar auf ganz R?),
und die Funktionalmatrix

—rsinucosv —7rcosusinv
T COS U COS U

0 7 COSV

F'(u,v) =

—rsinwusinv

hat fiir alle (u,v) € D den Rang 2. Das zugehorige Fliachenstiick F ist die Ober-
fliche einer Kugel um den Nullpunkt mit dem Radius 7. [

Beispiel 2: Funktionsgraphen. Sei f : D — R eine stetig differenzierbare
Funktion und o
F:D—R3,

F(u,v) := (u,v,f(u,v))T.

Dann ist auch F stetig differenzierbar auf D, und die Funktionalmatrix

1 0
0 1
af  of
ou  Ov

von F' hat offenbar den Rang 2. Das durch F' definierte Flichenstiick ist gerade
der Graph von f. Mit D = {(u,v) € R? : v? + v* < 1} und f(u,v) = uv erhilt
man beispielsweise eine Sattelfliche (hyperbolisches Paraboloid). [

Beispiel 3: Ebenen. Scien a = (a1, a2, a3)" und b = (b1, by, b3)" linear un-
abhingige Vektoren und zy € R3. Auf D = [-1,1] x [~1,1] hat die Funktion
F(u,v) = ua + vb+ xy die Funktionalmatrix

ap b
a b2 )
as bs

die wegen der linearen Unabhéngigkeit von @ und b den Rang 2 hat. Das zu-
gehorige Fliachenstiick ist ein Teil der durch a und b aufgespannten und durch xg
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verlaufenden Ebene. m

Sei F: D — R3 die Parametrisierung eines Fliachenstiicks /. Ist durch X =
(X1, X2)T : [a,b] = D ein stetig differenzierbarer Weg in D gegeben, so ist

Y :[a,b] = R® Y(t)=F(X(t))

ein stetig differenzierbarer Weg, der komplett in F verlauft. Fir tg € [a, b] wird die
Richtung der Tangente an den Weg Y im Punkt Y (t9) = F(X(t)) beschrieben
durch den Vektor

Y (to) = Fu(X(to)) X1(to) + Fu(X (o)) Xa(to) (14.4)

(Kettenregel!) mit

FAX () = S (X(0)) = (52 (X000, 2 (X (00), G2 (X 00))

und

Fi(X (1)) = 9 (X(10)) = (G (X (1), 2 (X (1), 2 (X(10))).

Die Rangbedingung (14.1) ist d4quivalent zur linearen Unabhéngigkeit der beiden
Vektoren F,(X (o)) und F,(X(to)) fiir alle X (¢y) € D. Wir schreiben X () =
(up, vg). Betrachten wir alle Wege X durch den Punkt (ug,vp), so kénnen in
(14.4) die Ableitungen X (to) und X,(to) beliebige Werte annehmen. Die Vek-
toren F,(ug,vo) und F,(ug,ve) spannen also die komplette Tangentialebene an
die Fliche F im Punkt F(ug,vo) auf. Eine Beschreibung der Tangentialebene in
Parameterform lautet daher

{F(ug,v0) + AFy(ug, v0) + pFy(ug, vo) : A\, € R}. (14.5)

Den Normalenvektor an die Fliche F : D — R® im Punkt F(u,v) mit (u,v) € D
erkldren wir durch das Vektorprodukt

N(u,v) F,(u,v) x Fy(u,v)

= T, 0) % Fuu, o) (146)

(Man beachte, dass F,,(u,v) x F,(u,v) # 0, da beide Vektoren linear unabhéngig
sind.) Aus den Eigenschaften des Vektorprodukts wissen wir, dass der Vektor
N(u,v) senkrecht auf F,(u,v) und F,(u,v) und damit auf der gesamten Tan-
gentialebene (14.5) steht. AuBlerdem hat er die Lange 1, so dass man auch vom
Normaleneinheitsvektor spricht.

Es stellt sich die Frage, inwieweit die eingefithrten Begriffe (Tangential- und
Normalenvektoren) von der Parametrisierung F' oder nur vom Flichenstiick F
abhéngen. Dazu zunéchst eine Definition.
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Definition 14.2 (a) Seien D, E offen in R%. Eine bijektive Abbildung ¢ : D — E
heifst ein Diffeomorphismus, wenn ¢ und die Umkehrabbildung o=! stetig diffe-
renzierbar sind.

(b) Zwei Parameterdarstellungen F : D — R3 und G : E — R? heiffen dqui-
valent, wenn es einen Diffeomorphismus ¢ : D — E gibt mit F = G o ¢ und
det ¢’ > 0 auf D.

Sind F' und G #quivalent, so sagt man auch, dass sie durch eine Parametertrans-
formation ¢ auseinander hervorgehen. Es gilt nun:

Bei dquivalenten Parametertransformationen bleiben die wesentlichen
Fldachengrofien und Fldacheneigenschaften (wie Tangentialebenen und
Normalenvektoren) unverdindert.

Anschaulich ist klar, dass jedes Fldchenstiick in jedem Punkt genau einen Tangen-
tialraum, aber zwei Normaleneinheitsvektoren (nach ,,oben* und nach ,unten®)
besitzt. Ist F' = G o ¢, so liefern F' und G den gleichen Normalenvektor, wenn
det ¢’ > 0, und sie liefern entgegengesetzte Normalenvektoren, wenn det ¢’ < 0.
In letzterem Fall sagt man auch, dass die Orientierung von F gewechselt wird.

Beispiel 4. Seien D und F wie in Beispiel 1 (Kugeloberfliche). Dann ist

F,(u,v) = (—rsinucosv, rcosucosv, 0)7
F,(u,v) = (—rcosusinv, —rsinusinv, rcosv)’,
Fy(u,v) x Fy(u,v) = (r?cosucos®v, r?sinucos’ v, r?sinvcosv),
| Fy(u,v) x Fy(u,v)|]| = r?cosv
und damit
N(u,v) = (cosucosv, sinucosv, sinv)
fur alle (u,v) € (0,2m) x (—=7/2,7/2). n

Beispiel 5. Sind D, f und F wie in Beispiel 2 (Funktionsgraphen), so ist

F, = (1,o,ﬁ)T, F, = (0,1,%>T,

ou v
Fuva:(—%,—g—ZJ), ||Fuva||:\/<g—£>2+<g—£)2+l
und damit schlieflich
N(u,v) = ! (—%,—Z—i,l). n

of\ 2 Of\2
VD (31
Beispiel 6. Sei D = F = {(u,v) € R? : u? + v? < 1}. Die Parametrisierungen
F:D R F(u,v) = (u,v,uw)’
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und
G:E—R Gu,v)=(u,—v,—uv)’

liefern das gleiche Fliachenstiick. Wir bestimmen die Normalenvektoren im Punkt

F(0,0) = G(0,0) = (0,0,0)T. Zunichst ist
Fu,(u,v) = (1,0,0)",  Fy(u,v) = (0,1,u)",
also
F(u,v) x Fy(u,v) = (—v, —u, 1) und F,(0,0) x F,(0,0) = (0,0, 1)".
Andererseits ist
Gu(u,v) = (1,0, —v)",  G,(u,v) = (0, -1, —u)"
und damit
Gou(u,v) X Gylu,v) = (—v,u, —1)T und  G,(0,0) x G,(0,0) = (0,0, —1)".

Bei Verwendung von F erhalten wir also (0,0,1)7 als Normaleneinheitsvektor
im Punkt (0,0,0)7 an die Sattelfliiche, und bei Verwendung von G den Vektor
(0,0,—1)". Man beachte, dass zwar F und G durch den Diffeomorphismus

o D—=TF, (o) — <(1) _01) (“) = (u,—v)"

(Y

auseinander hervorgehen, dass aber

det ¢ (u,v) = det <(1) _01) =-1<0

ist. Also sind F' und G nicht zueinander dquivalent. n

14.2 Flichenintegrale

Wir wollen nun Fléachenintegrale definieren. Als Motivation gehen wir &hnlich vor
wie bei der ,,Herleitung“ der Substitutionsregel in Abschnitt 13.7. Sei F': D — R?
eine Parametrisierung eines Flachenstiickes F, wobei wir der Einfachheit halber
annehmen, dass D ein achsenparalleles Rechteck in der uv-Ebene ist. Das Recht-
eck D sei in Teilrechtecke Q, ..., Q,, zerlegt. Ihre Bilder F(Q,), ..., F(Q,,) nen-
nen wir Maschen. Aus diesen Maschen setzt sich das Fliachenstiick F zusammen.

v Q’L F
/

Avi F
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Ist die Rechteckzerlegung von D fein genug, so haben die Maschen nahezu die
Gestalt eines Parallelogramms. Ist Q; ein Teilrechteck in D mit den Seitenlingen
Au; und Av; und ist (u;, v;) der linke untere Eckpunkt von Q;, so ist die Masche
F(Q;) ungefiahr gleich dem Parallelogramm, das von den Vektoren

F(u; + Aug,v;) — F(ug,v;) und  Fug, v + Avy) — F(ug, v;)

aufgespannt wird. Diese Vektoren sind nach Definition der partiellen Ableitungen
in etwa gleich
Fy(ui,v;))Au; und  F,(ug, v;)Av;.

Diese beiden Vektoren spannen ein Parallelogramm auf, dessen Flacheninhalt
gleich der Léange des Vektorprodukts dieser Vektoren ist, also gleich der Lange
von

Ao = (Fy(ug, v;) X Fy(ui,v)) A Av;.

Man kann daher ||Ac;|| als ungefihren Flicheninhalt der Masche F(Q;) ansehen
und

S lAG] = 1Fu(ui,vi) x Fy(ui, v7)]] Aw; Ao (14.7)
i=1 i=1

als Ndherung fiir den Flacheninhalt des Flachenstiickes F. Ist D kein Rechteck,
so schopfen wir D von innen durch rechteckzerlegte Bereiche aus. Lassen wir auf
der rechten Seite von (14.7) die Zerlegung immer feiner werden, d.h. lassen wir
max;{ Au;, Av;} gegen 0 streben, so gelangen wir zum Integral

//DHFuw,v) x F,(u,v)| d(u, v).

Um sicherzustellen, dass dies tatsdchlich dem Flacheninhalt von F entspricht,
miissen wir noch (dhnlich wie bei Kurven) garantieren, dass nicht Teile des
Fléachenstiicks mehrfach durchlaufen werden.

Definition 14.3 Die Parameterdarstellung F : D — R? und das durch sie defi-
nierte Fldachenstiick heiffen doppelpunktfrei, wenn F' auf D eineindeutig ist.

Definition 14.4 Ist F : D — R3 eine doppelpunktfreie Parameterdarstellung
eines Flachenstiickes F, so ist der Flacheninhalt von F die Zahl

I(F) = //DHFu(u,v)xFv(u,v)Hd(u,v). (14.8)

Das Integral in (14.8) schreibt man auch als [ +do, wobei do symbolisch fiir
[E2u(u, v) X Fy(u, 0) || d(u, v)

steht und Fldchenelement heiflt. Definition 14.4 wird wie folgt verallgemeinert:
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Definition 14.5 Durch F : D — R? sei ein Flichenstiick F gegeben, und H :
F — R sei stetig auf F. Dann heifit das Integral

// F(u,0)) || Fuluy ) % Fy(u,0)]| d(u, 0) / Hio  (149)

das Fliachenintegral von H iiber F (oder auch Fléchenintegral erster Art).

Als Motivation kann man sich ein elektrostatisch geladenes Fldchenstiick F vor-
stellen, wobei die Ladungsdichte H in jedem Punkt von F bekannt und die Ge-
samtladung gesucht ist.

Man kann (und muss) sich iiberlegen, dass die Integrale in (14.8) und (14.9)
bei dquivalenten Parametertransformationen und Orientierungswechsel invariant
bleiben. Im Falle der Doppelpunktfreiheit ist die Schreibweise rechts in (14.9)
vollig eindeutig, da je zwei zugehorige Parameterdarstellungen entweder dquiva-
lent oder entgegengesetzt orientiert sind.

Beispiel 7. Seien D und F' wie in Beispiel 1 (Kugeloberfliche). Mit Beispiel 4

erhalten wir
2n  pw/2
:// r? cosv d(u,v) :7’2/ / cos v dv du = 47r?
D 0 —7/2

als Flacheninhalt der Kugeloberflache. [

Beispiel 8. Sind D, f und F' wie in Beispiel 2 (Funktionsgraphen), so ist

= [ar= [[ V¥ EFR

der Flédcheninhalt des Funktionsgraphen. Vergleichen Sie dieses Resultat mit
der entsprechenden Formel fiir die Kurvenlidnge des Graphen einer Funktion
f:la,b] — R (vgl. Beispiel 2 in Abschnitt 11.2). n

Definition 14.6 Durch F : D — R® sei ein Flichenstiick F gegeben, und H :
F — R3 sei ein stetiges Vektorfeld auf F. Dann heifst

/IH - dd = //DH(F(U,U)) - (Fu(u,v) x Fy(u,v)) d(u, v) (14.10)

das Flachenintegral von H iber F (auch Flichenintegral zweiter Art). (Der Punkt
steht fir das Skalarprodukt.)

Schreiben wir

Fy(u,v) X F,(u,v)
[ Fu(u,v) X Fy(u,v)]

= N(u, U) ||Fu(uyv) X Fv(uv U)H,

Fy(u,v) x Fy(u,v)

| | Fu(u,v) X Ey(u,v)||
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so geht das Integral auf der rechten Seite von (14.10) iiber in

//DH(F(U,U)) - N(u,v) [|Fy(u,v) x Fy(u,v)|| d(u,v), (14.11)

so dass man das Integral | 7 H - do zweiter Art auch als das Integral S FH-Ndo
erster Art auffassen kann. Fldchenintegrale zweiter Art sind ebenfalls invari-
ant beziiglich dquivalenter Parametertransformationen. Bei einem Orientierungs-
wechsel éndern sie jedoch ihr Vorzeichen, da die Normalenvektoren ihre Richtung
andern.

Zur Motivation der Flachenintegrale zweiter Art stellen wir uns ein stationéres
(zeitunabhiingiges) Geschwindigkeitsfeld V : R3 — R? einer stromenden Fliissig-
keit vor und fragen nach der Fliissigkeitsmenge, die ein gegebenes Fliachenstiick F
pro Zeiteinheit durchfliefit. Sinnvollerweise soll F orientiert sein, d.h. wir kénnen
uns etwa vorstellen, dass F eine ,,Unterseite“ und eine ,,Oberseite” hat und dass
die Normalenvektoren in Richtung der Oberseite zeigen.

Wie bei der Motivation zum Flédcheninhalt denken wir uns F in Maschen un-
terteilt, die ndherungsweise Parallelogrammform haben. Es sei Ad; der Fldchen-
vektor eines solchen Parallelogramms AF;, d.h. Ag; steht senkrecht auf AF; und
zeigt in Normalenrichtung, und ||Ad;|| ist gleich dem Fldcheninhalt von AF;.

Dann ist |V (x;)-Ad;| (mit einem z; € AF;) das Fliissigkeitsvolumen, das néhe-
rungsweise pro Zeiteinheit durch AJF; fliefit. Pro Zeiteinheit schiebt sich ndmlich
ein Parallelepiped mit dem Grundflacheninhalt || Ad;|| und der Hohe ||V (x;)]| cos ¢
(vgl. die folgende Skizze), d.h. mit dem Volumen

IV (@) || |1Adi][ cos p =V (2:) - AT
durch AF;. (In erster Ndherung nehmen wir V' als konstant auf AF; an.)

Ad;

Y

AF,

Fliefit die Fliissigkeit aus der Seite von AJF; heraus, in die der Fliachenvektor Ag;
zeigt, so ist V(z;) - Ad; > 0 und andernfalls < 0. Das Vorzeichen von V (z;) - Ad;
gibt also an, in welche Richtung AJF; durchflossen wird.

Die Summation der Durchfliisse iiber alle Maschen

Z V(z;) - A
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und der Ubergang zu beliebig kleinen Maschenweiten fithren zum Flichenintegral
2. Art

U:Avmwﬁ

Die Grofle |U| gibt also das Gesamtvolumen an, welches pro Zeiteinheit das
Flachenstiick F durchstromt, wobei die Anteile der beiden Stromungsrichtun-
gen durch F gegeneinander aufgerechnet sind. Das Vorzeichen von U gibt an,
an welcher Seite des Flachenstiicks mehr herausflieSt: Ist U > 0, so stromt mehr
Fliissigkeit in Richtung der Normalenvektoren von F, ist U < 0, so in entgegen-
gesetzter Richtung. Man nennt U auch den Fluss von V' durch F. n

Beispiel 9. Seien D und F wieder wie in Beispiel 1 (Kugeloberfliche), und sei
H : R? — R3 die identische Abbildung, d.h. H(z,y,z) = (z,y, 2). Dann ist nach
Beispiel 4

N(u,v) = (cosucosv, sinucosv, sinv),

und mit
H(F(u,v)) = F(u,v) = (rcosucosv, rsinucosv, rsinv)

erhalten wir mit (14.11) fiir das Fldchenintegral 2. Art

/H~d5':/H~Nd0:/rdU:7’/da.
F F F F

Das Fléchenintegral [ 7 do ist gleich dem Flacheninhalt der Kugeloberfliche. Wir
haben es in Beispiel 7 berechnet und erhalten damit

/H-d&’:47rr3. ™
F

14.3 Die Divergenz eines Vektorfeldes

Unsere letzten Ziele in diesem Kapitel sind die Verallgemeinerung des Hauptsatzes
der Differential- und Integralrechnung

b
/ f@)de = f(b) - f(a) = ()]

und der Formel der partiellen Integration

anW@MZ—AZMMmm+Mmmm

auf mehrdimensionale Integrale. Es stellt sich die Frage, wodurch die Ableitungen
f',u/,v" und die Randterme f|° und uv|® zu ersetzen sind.

Unser erstes Ziel ist der Gaufsche Integralsatz im R3. Seine anschauliche Be-
deutung ist vollig einleuchtend:
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Die Fliissigkeitsmenge, die durch die Oberfliche eines raumlichen Ge-
bietes herausstromt, ist gleich der Flissigkeitsmenge, die die Quellen
in diesem Gebiet hervorbringen.

Wie kann man die Fliissigkeitsmenge, die eine Quelle im Punkt (zg, yo, 20) € R?
hervorbringt, mathematisch beschreiben? Wir betrachten eine stationére (zeit-
unabhéngige) Stromung einer inkompressiblen Fliissigkeit (d.h. mit konstanter
Dichte), die im Punkt (x,y,2) € R? die Geschwindigkeit

Vi(z,y,z) = (Vi(z,y, 2), Valz,y, 2), Vs(x,y,2))

hat. Im Punkt (g, yo, z0) heften wir einen kleinen achsenparallelen Quader @) mit
den Seitenléngen Az, Ay und Az an.

< Az
: )Az
ST T _Ay
(x07 Yo, Zo)
Y
T

Dann ist das Fliissigkeitsvolumen, das pro Zeiteinheit in Richtung der positiven z-
Achse durch die linke bzw. rechte Seitenwand des Quaders fliefit, ndherungsweise
gleich

Vi(zo, Y0, 20)AyAz  bzw. Vi(zo+ Az, yo, 20) AyAz.

Das Volumen, das pro Zeiteinheit aus dem Quader () in der positiven z-Richtung
austritt, ist also etwa gleich

(Vl(% + Az, yo, 20) — Vi(o, yo, Zo))AyAz

- Vi(zo + Az, yo, 20) — Vi(wo, Yo, 20) AzAyAz

Ax
ovy
O (1'07 Yo, 20) ArAyAz.

Wir stellen in dhnlicher Weise die Massenbilanz fiir den Flufl in positiver y- und
z-Richtung auf und erhalten als Endresultat, dass das Fliissigkeitsvolumen, das
pro Zeiteinheit aus @) austritt, ungefédhr gleich

Q

oV; oV oV
(8—;(330, Yo, Z()) + a—y2<$0, Yo, Zo) + a—;(ﬂfo, Yo, ZQ))AZBAyAZ (14.12)
ist. Mit der in Abschnitt 10.2 eingefiihrten Divergenz
(div F)( eD
iv Z (‘)x,
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eines stetig differenzierbaren Vektorfeldes F' = (Fy,...,F,) : D — R" konnen
wir (14.12) schreiben als

(div V')(xo, yo, 20) ArxAyAz.

Dividieren wir diesen Wert durch das Volumen AxAyAz von ) und ziehen wir ¢)
auf den Punkt (¢, yo, 20) zusammen, so konnen wir (div V') (o, yo, 20) als Quellen-
dichte der Stromung im Punkt (zo, yo, z0) interpretieren. Ist (div V')(zo, yo, 20) >
0, so ist (zo, Yo, 20) eine Quelle im eigentlichen Sinn (ihr entstromt Fliissigkeit).
Im Fall (div V')(zo, Yo, 20) < 0 heifit (2o, yo, 20) eine Senke (da in diesem Punkt
Fliissigkeit verschwindet).

Einige Rechenregeln fiir die Divergenz. Sei D C R" offen, und seien F, G :
D — R™ und ¢ : D — R stetig differenzierbar und p € R. Dann gilt

div(F+G) = divF +divG,
div(pF) = pdivF,
div (pF) = @divF +grady - F.

14.4 Der Gauflsche Integralsatz im Raum

Wir kénnen nun die anschauliche Aussage des Gaufischen Integralsatzes in For-
meln fassen. Es sei G ein geeigneter raumlicher Bereich und 0G sein Rand (seine
Oberflache). Die genauen Voraussetzungen geben wir spéter an. In jedem Rand-
punkt haben wir zwei Normaleneinheitsvektoren: einen, der in den Koérper hin-
einzeigt (die sogenannte innere Normale) und einen, der von G weg zeigt (die
dufere Normale). Es sei N : 0G — R?® das Vektorfeld der dufieren Einheitsnor-
malen. Weiter sei V' das Geschwindigkeitsfeld einer inkompressiblen Fliissigkeit.
Nach Abschnitt 14.2 (Interpretation des Flacheninhalts 2. Art) ist der Durchfluf
durch OG in Richtung der dufleren Normalen (also das, was aus G herausfliefit),

gleich
// V- Ndo. (14.13)
oG

Die durch Quellen und Senken in G hervorgebrachte Fliissigkeitsmenge erhalten
wir dagegen durch Aufintegrieren der Quellendichte iiber G:

/ / /G (div V) (z) da. (14.14)

Nach dem Gaufischen Integralsatz sind die Integrale (14.13) und (14.14) gleich.
Nun zur exakten Formulierung.

Definition 14.7 Eine Menge G C R3 heifft C*-Normalbereich bzgl. der xx,-
Ebene, wenn es eine kompakte Menge K C R? und stetig differenzierbare Funk-
tionen @1, o : K — R so ¢ibt, dass

G = {(z1,22,73) € R®: (w1, 22) € K, ¢1(x1,72) < w5 < a(w1,22)}
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gilt und dass der Rand OK durch einen stickweise stetig differenzierbaren Weg
darstellbar ist. Analog erklirt man C'-Normalbereiche beziiglich der xoxs- und
x123-Ebene. Die Menge G heifst ein C'-Normalbereich, wenn sie ein C'-Normal-
bereich beziiglich der xixa-, der xoxs3- und der xix3-FEbene ist.

(Es sei noch einmal an unsere Vereinbarung erinnert: Eine Funktion f: K — R
auf einer kompakten Menge K heift stetig differenzierbar, wenn sie zu einer stetig
differenzierbaren Funktion auf einer offenen Menge G O K fortgesetzt werden
kann.)

Einen C'-Normalbereich bzgl. der x;29-Ebene kann man sich so vorstellen:

5 = Graph von ¢

E S1 = Graph von ¢,

xs3

Der obere Deckel S; ist ein Flichenstiick im R? mit der Parameterdarstellung
Fr: K — R3> (71, 22) > ($1>$27S02($1,$2))-

Der durch F; bestimmte Normaleneinheitsvektor (vgl. Beispiel 5 aus 14.1)

No(u,v) =

1 (_6soz _ O 1)
V7 + Gy et on on

ist der duflere Normaleneinheitsvektor fiir G' (da die z-Komponente positiv ist).
Der untere Deckel S; wird beschrieben durch

F1 K — Rg, (1'1,332) — (1‘1751327901(331,372)),

und der zugehorigen Normaleneinheitsvektor ist

1 (~n o)

Dieser zeigt ebenfalls in Richtung der positiven z-Achse (also in G' hinein), so
dass der dufiere Normalenvektor an G auf S gleich — Ny (u, v) ist.
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Satz 14.8 (Gauf3scher Integralsatz im R?) Sei G C R?® ein C'-Normalbe-
reich und H : G — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Weiter bezeichne
N : 0G — R? das duflere Normalenfeld von G. Dann ist

J[[ @@z~ [[ w-xar (14.15)

Beweis. Es geniigt, die Aussage zu beweisen, wenn H die Gestalt H = (0,0, H3)T
hat (man kann ja H als Summe dreier derartiger Ausdriicke schreiben, und die
Divergenz sowie die Integrale in (14.15) sind linear in H). Mit Satz 13.34 erhalten

wir dann wegen div H = 93
3

(div H)(wydz = [ ( P O y dry ) d(a, )
/], AT
://K (H (01,22 01, 22)) — Ha (. 22,01 (200,22)) )1, 22).

Auf dem oberen Deckel Sy ist

1
H-N= H;

V2 4 (92) 41

und damit

//K Hy (w1, 2, pa(1, 72) ) d(21, 22)
_ //K(H-N)\/(g—if)2+ (g—iz>2+1d(x1,x2) _ /S2H'Nd0‘

Analog zeigt man, dass

—// H3(1317$27901(1317$2)) d(xy, z2) :/ H - Ndo.
K S1

Auf dem noch fehlenden Randstiick 0G \ (S; U S3) von G, also auf

83 = {(x1,1’2,$3) € RS : (x17x2) € 8K7 901(:5171'2) < T3 < (,02(1'1,1’2)},

existiert der &uBere Normalenvektor N ebenfalls (bis auf endlich viele Gera-
denstiicke {y} X [¢1(y), p2(y)] mit y € OK, in denen die Parametrisierung von
OK nicht differenzierbar ist), und die Komponente von N in x3-Richtung ist 0.
Daher ist H - N = 0 auf S3. Zusammengefasst erhalten wir

///G(divH)(x)dx:g/SjH.Ndaz/aGH.Nda .
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Beispiel 1. Wir kommen noch einmal zuriick auf Beispiel 9 aus Abschnitt 14.2.
Dort waren D und F' wie in Beispiel 1 aus Abschnitt 14.1 (Kugeloberfliche) und
H(z,y,z2) = (z,y,2), und wir haben erhalten, dass

/ H-d&’:/ H - Ndo = 4rr>.
oG oG

Andererseits ist div H = 3, so dass mit dem Volumen V' der Kugel G gilt

///G(divH)(x)dx:?)///de:?)V.

Der Gaufische Satz liefert nach Gleichsetzen
4

V==ar. ™

3

Folgerung 14.9 (Partielle Integration in R?) Sei G C R3 ein C*-Normal-
bereich und f,g : G — R seien stetig differenzierbare Funktionen. Weiter sei
N = (Ni,Ny,N3) : 0G — R das dufere Normalenfeld an G. Dann gilt fir

e fff L ff van

Beweis. Sei z.B. ¢ = 1. Fiir die stetig differenzierbare Funktion
F:G—-R, F(z)=(f(z)g(z),0,0) (14.17)

ist ot 5 5

0xy 0xy 0z,
und F'- N = fg N;. Die Behauptung folgt sofort, wenn man die Funktion (14.17)
in den Gaufischen Integralsatz (14.15) einsetzt. [

divF =

Anmerkung 1. Wir haben in Satz 14.8 und Folgerung 14.9 statt [, und [,
die Schreibweisen [f[, und [f,, benutzt, um deutlich zu machen, dass (dreidi-
mensionale) Volumenintegrale und (zweidimensionale) Oberflachenintegrale auf-
treten.

Anmerkung 2. Sind F},..., F, Flichenstiicke, die sich nicht iiberlappen, so
definiert man das Flachenintegral iiber F' = F} U ... U F,, durch

L= ]

Dies haben wir im Beweis des Gaufischen Satzes benutzt (0G = S; U Sy U S3).

Anmerkung 3. Satz 14.8 und Folgerung 14.9 gelten auch unter schwécheren
Voraussetzungen. Z.B. geniigt es, dass sich G als endliche Vereinigung sich nicht
iiberlappender C''-Normalbereiche schreiben 148t. Man beachte auch, dass der
Normalenvektor nicht in jedem Randpunkt definiert ist (z.B. nicht entlang der
Kanten eines Quaders).
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14.5 Der Gauflsche Integralsatz in der Ebene

Der Gaufische Integralsatz und seine Folgerung gelten (bei geeigneter Definition
des Fldchenintegrals) fiir jede Raumdimension. Den Gaufischen Integralsatz im
R? kann man durch geeignete Reduzierung um eine Koordinate wie folgt aus dem
GauBschen Integralsatz im R3 gewinnen.

Sei D C R? ein Normalbereich beziiglich der x;- und der xo-Achse (vgl. Defi-
nition 14.8). In diesem Fall nennen wir D einfach einen Normalbereich. Der Rand
0D sei eine geschlossene Kurve, die durch einen stiickweise stetig differenzierba-
ren Weg X : [a,b] — R? parametrisiert werde. Durchliuft ¢ das Intervall [a, ]
von a nach b, so wandert X (t) entlang 0G in einer bestimmten Richtung. Wir
wollen annehmen, dass dabei G stets links des Weges liegt. Man sagt auch, dass
D vom Weg X positiv umlaufen wird oder dass der Rand 0D positiv orientiert
ist (anschaulich: im Gegenuhrzeigersinn).

Der Tangentialvektor an D im Punkt X (¥) = (Xi(t), Xa(t)) ist gegeben
durch T := (Xl(t),X2<t)), und N = (XQ(t),—Xl(t)) ist ein auf 7" senkrecht
stehender Vektor, der nach auen zeigt. Man beachte, dass diese Vektoren nur in
Punkten definiert sind, in denen X stetig differenzierbar ist.

Auf D sei ein stetig differenzierbares Vektorfeld V = (V1, V3)T : D — R? gegeben.
Wir bilden aus D den rdumlichen Bereich

D:=D x 0,1] = {(x1, 22, 23) € R3 : (x1,m9) € D, x5 € [0, 1]},

d.h. D ist eine Scheibe (= ein Zylinder) der Dicke 1, bei dem Boden und Deckel
die Form von D haben. Offenbar ist D ein Normalbereich im R3.
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Auflerdem erweitern wir V' um eine Komponente:

ViD= R (21,29,13) — (V1($1,I2)7V2(371,9€2)70)T-

Der Gaufsche Integralsatz (14.15), angewandt auf D und V, liefert

//6DV Nda—/// div V da. (14.18)

Beim Flichenintegral auf der linken Seite heben sich die Anteile des Bodens
und des Deckels weg, da die zugehorigen Normalenvektoren entgegengesetzt sind,
sonst jedoch alles gleich ist. Es ist insbesondere V(zq,x2,0) = V (21, 22,1). Also
verbleibt nur das Integral tiber die Mantelfliche M := 0D x [0, 1]. Aus (14.18)

folgt somit
// f/-Naza:///~ div V dz. (14.19)
M D

Die Mantelfliche hat eine Parameterdarstellung

F:M=:1[a,b] x[0,1] =R (t2) — (X, (t), Xs(t),2)",

woraus man den dufieren (noch unnormierten!) Normalenvektor im Punkt F(¢, z)

n(E(t,2) = (Xa(t), = X1(),0)"

erhélt. Mit (14.11) bekommen wir fiir die linke Seite von (14.19)

//MV-Nda = //Mv —
(14.11)

//[ b0 1}V(F<t’z)) -n(F(t,2)) d(t, 2)
— /0 / (Vi(X (1)), Va(X (1)), 0) - (Xa(t), — X1 (£),0) dt dz

_ / (Vi(X (1)) Xa(t) — Va(X (1)) X1 (1)) dt,

a

wéhrend auf der rechten Seite von (14.19)

divV = %—F% =divV
61’1 8$2

ist. Daher ist

///D diV‘N/d(ﬂfl»@a%) = /01 //D divVd(xy, zo) drg = //D div V d(z1, o).

Zusammengefafit erhalten wir
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Satz 14.10 (GauBlscher Integralsatz im R?) Sei D C R? ein Normalbereich
(bzgl. der x1- und der x-Achse), dessen Rand 0D durch einen stickweise stetig
differenzierbaren Weg X = (X1, X2)T : [a,b] — R? parametrisiert wird, der D
positiv umliuft. Weiter sei V. = (Vi,Vo)T : D — R? ein stetig differenzierbares
Vektorfeld. Dann gilt

/ (Vi (X(8) X (t) — V(X (£) X, (1)) dt = / /D (divV)(z)de.  (14.20)

Man beachte, dass auf der linken Seite von (14.20) ein Wegintegral entlang des
Weges X steht. Nehmen wir die Umbenennung

Wii=V,, Woi=-V, W= (W17W2)T
vor, so geht nach Multiplikation mit —1 die linke Seite von (14.20) iiber in

[ o))+ Waxo)%a(o) at,

d.h. in das Wegintegral |, ap W -dX iiber den durch X parametrisierten Rand von

D, wihrend auf der rechten Seite von (14.20) —divV = —g—‘ﬁ — g—;/; zu ersetzen
ist durch %‘;Vf — %‘;V;. Man schreibt oft
ow, oW,
tW = - 14.21
ro 0, 0s ( )

und nennt rot W die (skalarwertige) Rotation des Vektorfeldes W = (W7, Wa)T.
Mit diesen Bezeichnungen erhalten wir die folgende Version des Gaufischen Satzes
im R2.

Satz 14.11 (Greenscher Integralsatz) Seien D und X wie in Satz 14.10, und
W = Wy, Wo)T : D — R? sei ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann ist

/aDW = [ (Gt~ o) dlav) = [ (ot W) ds

Die Sétze 14.10 und 14.11 gelten auch unter allgemeineren Bedingungen an
die Menge D. So darf D die AbschlieSung eines beschréankten einfach zusam-
menhéngenden Gebietes sein, dessen Rand sich durch einen stiickweise stetig dif-
ferenzierbaren Weg parametrisieren 148t. Es geniigt sogar, dass D sich in endlich
viele derartige Mengen zerlegen lésst.
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Man beachte die Orientierung des (aus mehreren Stiicken bestehenden) Randes.

14.6 Der Stokessche Integralsatz

Wir beginnen wieder mit einer kurzen Motivation. Sei M C R? offen und V :
M — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld, das wir als Geschwindigkeitsfeld
einer stromenden Fliissigkeit deuten. In M sei ein Flachenstiick F gegeben, dessen
Rand durch einen stiickweise stetig differenzierbaren und doppelpunktfreien Weg
Y : [a,b] — R® parametrisiert wird. Unter der Zirkulation von V entlang OF
versteht man das Kurvenintegral

b 3
/ V.dy — / SOVAY (8) Vilt) dt (14.22)
OF a ;1
Denkt man sich dieses Integral durch Riemann-Summen

> V(Y- AY;

approximiert, so entspricht jeder Summand V(Y;) - AY; einer Geschwindigkeits-
komponenten in der Durchlaufrichtung der Kurve. Die Summation dieser Kom-
ponenten ist ein Maf} dafiir, wie stark die Kurve 0F umstromt wird, d.h. wie
stark die Fliissigkeit ldngs der Kurve zirkuliert.

Wir zerlegen das Fléachenstiick F in endlich viele kleine Maschen F;.
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Bei entsprechender Orientierung der Rénder der F; erhalten wir fiir die Zirkula-
tion

T

1
/aIV-dY:zi:/%V-dY:zi:[U__i)/aﬂv-dYI(]-",-), (14.23)

wobei [(F;) fur den Flécheninhalt von F; steht. Nun verfeinern wir die Maschen.
Man kann zeigen (vgl. etwa Burg/Haf/Wille IV, S. 156-158): Wenn man eine
Masche F; auf einen Punkt z; € F zusammenzieht, dann strebt der Quotient

1
7 /Niv-dY (14.24)

gegen einen festen Wert, namlich gegen (rot V) (z;)- N(x;). Dieser Ausdruck heifit
auch die Wirbelstirke von V' in x;. Hierbei ist N(x;) die gemeinsame Flachennor-

male der zu x; zusammengezogenen Maschen, und die Rotation rot V' ist wie in
Abschnitt 10.2 durch

OF; 0F, OF} OF; oF, oOF, T
t F =(=—(x)— — —
(rO )<I> (81‘2 (x 8[)’23 <I ’ 8[E3 (1;) 0x1 (x)7 8m1 (x 81'2 (x)>
erkldart. Man beachte, dass man fiir ein Vektorfeld der Gestalt
F(ﬂfl,xz,iﬁs) = (F1(£U1,$2), F2($1,3?2), 0)

als Rotation gerade das Vektorfeld (0,0, rot (Fy, F3)) mit der in (14.21) eingefiihr-
ten Rotation eines zweidimensionalen Vektorfeldes erhilt.
Fiir kleine AF; konnen wir also (14.24) nidherungsweise durch

(rot V')(z;) - N(x;)

ersetzen, und aus (14.23) wird
/ Vedy =3 (ot V) () - N(w) I(F). (14.25)
oF ;

Die rechte Seite ist eine Riemannsumme fiir das Flachenintegral

/rotV~Nda.
_F

Der folgende Satz von Stokes sagt, dass unter geeigneten Voraussetzungen an
F die Zirkulation |, o V - dY tatséchlich gleich diesem Flachenintegral tiber die
Wirbelstérken ist.
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Satz 14.12 (Stokes’scher Integralsatz) Sei D C R? ein Normalbereich, des-
sen Rand D durch einen stiickweise stetig differenzierbaren Weg X : [a, b] — R?
parametrisiert wird, der D einmal positiv umliuft. Weiter sei F': D — R3 eine
zweimal stetig differenzierbare Abbildung, die ein Fldichenstick F = F(D) para-
metrisiert. Der Weg Y : [a,b] — R3, Y (t) = F(X(t)) definiert eine orientierte
Kurve in F, die wir den Rand OF von F nennen. Schlieflich sei N : F — R?
das durch F wie in (14.6) festgelegte Normalenfeld. Dann gilt fiir jedes stetig
differenzierbare Vektorfeld H : F — R3

/ rot H- Ndo = H-dY. (14.26)
F oF

Beweis. Es geniigt, Vektorfelder H der Form (P, 0,0)7 zu betrachten. Der Beweis
fir H = (0,Q,0)T und H = (0,0, R)T verlduft analog.

Zuerst schreiben wir das Kurvenintegral |, op H - dY iiber der Kurve JF in ein
Kurvenintegral iiber 0D um:

b
/(P,O,O)T-dY = /P(Y(t))ffl(t)dt
oOF a

b
— [ P (R x) 0 d

’ OF OF
= [ Percxen (G da + 5 Xalo)

0F, oF,
= PoF PoF -dX,
/E)D (< ) om 014 3 ) 8:1:2>
wobei wir in der dritten Zeile die Kettenregel benutzt haben. Nach Satz 14.11

(Greenscher Integralsatz) ist dieses Integral gleich

/Drot ((POF) gFl (PoF) gf;)(x)dx. (14.27)

X1

Wir berechnen die skalare (zweidimensionale) Rotation nach (14.21):

rot((PoF)gi (Po F)?Z)
= s (Per G = g (Per G

. 8(POF) 8F1 a(POF) BFl 82F1 82F1
 Oxy O Ory 01 +(PoF) <6x28x1 3x13x2)’

wobei wir die Produktregel benutzt haben. Der letzte Summand ist nach dem
Satz von Schwarz gleich 0. Mit der Kettenregel erhalten wir fiir die ersten beiden
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Summanden

8x1 8x1 8ZEQ 8x1 8[E3 c%l 81‘2
3:61 (9.%2 81’2 81'2 81’3 81'2 8:61
_ oP (0F3 8F1 _ 8F3 8F1> - oP <8F1 8F2 _ 8F2 8F1>
81‘3 81‘1 81‘2 6372 6371 8902 6x1 6@ 8x1 aZL’Q ’

N _or o oF _ (or, o om) ., (oF oF, om _
Sel n = (n17n2’n3) — Oz X Oxa (6.%1’ Oz’ 8x1> X <Bm2’ 8:)32’ 8x2> dh N _

n/||n| ist der Normaleneinheitsvektor zu F (vgl. (14.6)). Nach Definition des
Vektorprodukts ist

0F; OFy 0F; 0F, OF, OF, 0F, OF,

Ng = - un ng = —
8x1 81’2 8[E1 8[E2

(91‘1 (91‘2 8m2 81:1

und damit zusammengefasst

OF, oF OP 0P
o (PoF) a_> = -, (14.28)

rot <(P oF)— 92 P

) 6x3 " Bz

T
Wegen rot H = rot (P,0,0)” = (O oF 0P ) kénnen wir (14.28) schreiben als

or (PoF) (9F1>

rot <(P o) — e 0%

= ((rot H)o F) - n

Wir setzen dies in (14.27) ein und erhalten schlieBlich

F F
H-dy = /rot <(PoF)a L por)df l)da:
oF D al'l (‘3@
= / ((rot H) o F)(z) - ndx
D
= /rotH-d&—/rotH-Nda
F F
nach der Definition 14.6 des Flachenintegrals. [

Beispiel 2. Sei D = {(u,v) € R? : u € [0,27], v € [0,7/2]}, r > 0 und
F:R* R} F(u,v) = (rcosucosv, rsinucosv, rsinv).

Das Fliachenstiick F'(D) ist die obere Halbkugelfliche um den Ursprung mit dem
Radius r. Ein Vektorfeld H sei durch

H:R*—= R’ H(z,yz) = (-y 1)
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gegeben. Der Rand 0D des Rechtecks D a3t sich durch vier 4 Wege beschreiben:

X1 (t) (¢,0) mit ¢ € [0, 27],
Xo(t) = (2m,t) mit ¢ € [0,7/2],
X3(t) = (—t,7/2) mit te[—2m,0],
X4(t) = (0,—t) mit te[-7n/2,0].

Die zugehorigen Parameterdarstellungen Yy (t) = F(X(¢)) fir die Kurve 0F (D)
sind

Yi(t) = (rcost, rsint,0) mit t e 0,27,
Yo(t) = (rcost,0,rsint) mit ¢ € [0,7/2],
Y5(t) = (0,0,7) mit ¢ € [—27,0],
Yi(t) = (rcost,0,—rsint) mit t e [—m/2,0].
[
X3
F
Xy D X
X3 u

(Man beachte, dass F(0D) nicht mit der Kreislinie in der xy-Ebene zusam-
menfillt!) Nun ist

[ wear = [Taoe) o dt+/ HY (1) - a(t) di
OF(D)
/ HY3(0) - Vs di+ | H(Yi(D)) - Yalt) dt.
—7/2

Wir berechnen das erste Integral:

2w 2m
/ H(Yi(t))-Yi(t)dt = / (—rsint, rcost, 1) - (—rsint, rcost, 0) dt
0 0
2m
= / (r*sin®t + r? cos® t) dt = 27r°.
0

Das dritte Integral ist wegen Y3 = 0 gleich 0, und das zweite und vierte Integral
heben sich gegenseitig auf (dies ist sofort klar, wenn man sich die Wege Y3, Y;

und Yj ansieht). Also ist
/ H-dY = 2nr?
OF (D)
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Nach dem Satz von Stokes ist dann auch [/ p(py Yot H - N do = 2712, was wir zur
Ubung nachrechnen. Zunichst ist rot H = (0,0,2) und

N = (cosucosv,sinucosv,sinv) sowie |[|F, x F,| =r®cosv
nach Beispiel 4 aus Abschnitt 14.1. Damit wird
ffF(D) rot H- Ndo = [[,(rot H) (F(u,v)) - N(u,v) ||Fy X F,l| d(u,v)

= [[,2sinv-r?cosvd(u,v)

2n rm/2

o Jo 7 sin(20) dv du = 272, ]

Auch der Satz von Stokes 148t sich unter schwécheren Voraussetzungen zeigen.
Wir vermerken noch eine interessante Konsequenz des Stokes’schen Satzes.

Folgerung 14.13 Sei B ein stiickweise glatt berandeter Bereich im R® und H :
B — R? stetig differenzierbar. Dann ist

// rot H - Ndo = 0.
9B

Kurz gesagt: Der Wirbelfiufi durch eine geschlossene Fldiche ist Null.

Zum Beweis schneidet man aus 0B ein geeignetes kleines Fliachenstiick F heraus.
Auf der verbleibenden Fléiche ist nach Stokes

// rot H - Ndo = H-dX.
OB\F oF

Zieht man F auf einen Punkt zusammen, so geht das Integral auf der rechten
Seite gegen Null, da die Wegldnge von 0F gegen Null stebt. [

14.7 Einige weitere Differential- und Integralformeln
14.7.1 Der Nabla-Operator

Der symbolische Vektor V := (8%, 8%, %) heiflt Nabla-Operator. Formal rechnet
man mit ihm wie mit einem Vektor aus R3. In diesem Sinne ist also fiir stetig

differenzierbare Vektorfelder V' und Skalarfelder ¢

Vo = gradey,
V-F = divF,
VxF = roth.

Ist das Skalarfeld ¢ zweimal stetig differenzierbar, so erhélt man
(V ’ V)Qp =V - gradp = @, + Pyy + Pz
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Der Operator
0? o? 0?
A=V -V=—+—+—
V-V 0x? * 0y? + 022

heiflt Laplace-Operator.

14.7.2 Mehrfache Anwendungen der Differentialoperatoren

Das Vektorfeld F' und das Skalarfeld ¢ seien zweimal stetig differenzierbar. Dann
gilt

divrot = 0, (14.29)
rotgrade = 0, (14.30)
divgrade = Aep. (14.31)

Man rechnet dies mit dem Satz von Schwarz leicht nach. Die ersten beiden For-
meln besagen: Wirbelfelder sind divergenzfrei und Gradientenfelder sind wirbel-
frei.

14.7.3 Produktregeln

Die Vektorfelder F'; G und die Skalarfelder o, 1 seien stetig differenzierbar. Dann
gelten z.B. die folgenden Produktregeln, die man leicht nachrechnet:

grad (py)) = @grady + 1 grad o, (14.32)
div(pF) = @divF + F -grad ¢, (14.33)
rot (pF) = @rot F'+ grady x F, (14.34)

div(FxG) = G-rot F—F -rotG. (14.35)

Weitere Beziehungen finden Sie in der Literatur.

14.7.4 Die Greenschen Formeln

Es sei G wie im Gaufischen Integralsatz im Raum (Satz 14.8), und f,g: G — R
seien so oft stetig differenzierbar, wie es die folgenden Formeln verlangen. Aus
Formel (14.33) (mit F' = grad g) erhalten wir

div (fgrad g) = fAg + grad f - grad g,

wobei wir noch (14.31) benutzt haben. Integration iiber G und Anwendung des
GauBlschen Integralsatzes auf der linken Seite liefern

/8Gfgl“adg-Ndo:///G(ng+gradf.gradg)dx
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mit dem dufleren Normalenvektor N an 0G. Mit der Richtungsableitung

99
— N
aN ~ eradg

(vgl. Abschnitt 10.4) erhalten wir die erste Greensche Integralformel

/ (‘)g da = // (fAg+ grad f - grad g) dz (14.36)

Vertauscht man hierin f mit g und subtrahiert die erhaltene Formel von (14.36),
so erhélt man die zweite Greensche Integralformel

//aG< aaif %)d" = ///G(fﬁg—gAf) dz. (14.37)

Im Spezialfall g = 1 folgt hieraus

I 2o [[] 1 a3

Man kann somit Volumenintegrale iiber Laplacesche Differentialausdriicke A f
in Flachenintegrale umschreiben. Die Greenschen Formeln sind aulerordentlich
niitzlich beim Studium von partiellen Differentialgleichungen.
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