8 Das Riemann-Integral

Es sind wenigstens zwei Probleme, die zur Herausbildung der Integralrechnung
gefiihrt haben.

Fliachenberechnungen. Gegeben ist eine Funktion f : [a,b] — R. Gesucht ist der
Inhalt der von den Geraden x = a, x = b, y = 0 und vom Graphen der Funktion
f begrenzten Flache.

y

0 a b

Umkehrung des Differenzierens. Kann man aus der Ableitung einer Funktion die
Funktion selbst rekonstruieren? Gibt es fiir jede Funktion f eine Funktion g mit
g = f? Wenn ja, wieviele?

Zur Losung dieser und anderer Fragen wurden verschiedene Integralbegriffe ent-
wickelt, von denen wir einen der einfachsten — das Riemann-Integral — hier ken-
nenlernen wollen. Eine in vielerlei Hinsicht zufriedenstellendere Integrationstheo-
rie wurde zu Beginn des 20. Jahrhunderts von Lebesgue geschaffen. Wir kommen
im 4. Semester darauf zuriick.

8.1 Der Begriff des Riemann-Integrals

Eine naheliegende Idee zur Berechnung der Flédche eines komplizierten Gebie-
tes (etwa des oben skizzierten) ist es, das Gebiet durch andere Gebiete “an-
zunahern” | deren Flachenberechnung einfacher ist, z.B. durch eine endliche An-
zahl von Rechtecken. Wir hoffen, dass wir dem “wahren” Flidcheninhalt néher-
kommen, wenn wir die “Approximation” verbesseren, indem wir z.B. die Recht-
ecke schmaler machen. Diese vage Vorstellung wollen wir nun prézisieren.

4 f
7 T 7

Y =
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Fiir jedes i = 0,...,n sei x; ein Punkt aus [a,b) mit a = 2o < z1 < ... <z, =0b.
Die Menge Z := {xq, ..., x,} heiBt eine Zerlegung des Intervalls [a, b]. Die Léange
des i. Teilintervalls I; := [;, ;1] bezeichnen wir mit Az, := x;11 — z; oder |[;].
Die Zahl |Z| := maxo<i<,—1 Az; heiBt das Feinheitsmafl oder die Maschenweite
von Z. Ist Z eine Zerlegung von [a, b] und geht eine Zerlegung Z’ von [a, b] aus Z
durch Hinzufiigen weiterer Punkte hervor, so heifit Z’ eine Verfeinerung von Z.
Offenbar ist dann |Z’| < |Z|.

Sei Z = {xg,...,x,} eine Zerlegung von [a,b] und £ := (&,...,&,—1) ein
zugehoriger Zwischenvektor, d.h. es gelte x; < & < x4 fiir jedes 7. Dann heifit

—_

n—

S(Z,6,f) =) fl&)Ax

(2

I
o

eine Riemann-Summe fir f.

Sei schliefllich (Z,,)2°, eine Folge von Zerlegungen von [a,b] mit |Z,| — 0 fiir
n — oo, und fiir jedes n sei €™ ein Zwischenvektor fiir Z,,. Dann heiit die Folge
(S(Zn, €™, £))22, der entsprechenden Riemann-Summen eine Riemann-Folge fiir

f.

Definition 8.1 FEine Funktion f : [a,b] — R heifit Riemann-integrierbar, wenn
jede Riemann-Folge (S(Z,, ™, ), fiir f konvergiert.

Lemma 8.2 Ist f : [a,b] — R Riemann-integrierbar, so haben alle Riemann-
Folgen fir f den gleichen Grenzwert.

Beweis. Sind (ST(LU) und (S,(?)) Riemann-Folgen fiir f, so ist auch
(S’ﬂ) = (S§1)7 S?)a Sél)v 552)7 c )

eine Riemann-Folge fiir f. Nach Voraussetzung konvergiert die Folge (S,,). Dann

konvergieren auch ihre Teilfolgen (Sy(})) und (ST(L2)), und diese haben den gleichen
Grenzwert wie (S,,). n

Definition 8.3 Sei f : [a,b] — R eine Riemann-integrierbare Funktion. Der
gemeinsame Grenzwert aller Riemann-Folgen fiir f heiffit das Riemann-Integral
von f. Wir bezeichnen diesen Grenzwert mit fabf(x)d$

Satz 8.4 Ist f : [a,b] — R Riemann-integrierbar, so ist f beschrinkt.

Kurz: Riemann-integrierbare Funktionen sind beschrankt.

Beweis. Wir zeigen die Beschrianktheit nach oben. Angenommen, f ist auf [a, b]
nach oben unbeschriankt. Dann gibt es eine Folge (x;) in [a,b] mit f(x;) —
+00. Aus der Folge (x;) lasst sich eine konvergente Teilfolge auswihlen (Bolza-
no/Weierstrafl). Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass die Folge (z;) bereits
konvergent ist. Thr Grenzwert sei 2.
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Sei Z,, die Zerlegung von [a,b] in n gleichlange Teilintervalle. Dann gibt es
sicher ein Teilintervall [,,, von Z, welches 2 und unendlich viele der Punkte z;
enthélt. Fiir alle Teilintervalle I, # I,, von Z wéhlen wir beliebige Zwischen-
punkte & und setzen

Sp= > f(&) il

k#m

Wegen lim; o, f(z;) = 400 konnen wir als Zwischenpunkt &, € I, einen der
Punkte z; so wéhlen, dass f(&,,) > (n —S),) /|| bzw.

S(Zn, €™, ) = S + f(&m)|Im| > n.

Es lisst sich also eine Riemann-Folge (S(Z,, &M, f))22, fiir f konstruieren, welche
bestimmt gegen +oo divergiert. Dann kann f nicht Riemann-integrierbar sein. m

8.2 Darbouxsche Integrale

Wir betrachten einen weiteren Zugang zum Riemann-Integral. Fiir jede Zerlegung
Z von [a,b] und jede beschrdnkte Funktion f : [a,b] — R sei

m; := inf f(z), M,;:=sup f(z).

zel; z€l;

Wir nennen

n—1 n—1
UZ, f):= ZmiAx,; bzw. O(Z, f) := ZM,»A@-
=0 i=0

die zugehorige Unter- bzw. Obersumme.

Lemma 8.5 Sei f : [a,b] — R beschrankt. Dann gilt
(a) fir jede Zerlegung Z von [a,b] und jede Verfeinerung Z' von Z, dass

U(Z ) <U(Z,f) und O(Z',f) <O(Z,f),
(b) fir je zwei Zerlegungen Zy, Zs von [a,b], dass U(Zy, f) < O(Za, f).

Beweis. (a) Wir zeigen nur die erste Behauptung, und diese nur fiir den Fall,
dass Z’ genau einen Punkt x* mehr enthélt als Z. Unterscheiden sich Z und Z’
um p > 1 Punkte, muss diese Uberlegung p mal angewandt werden.

Sei Z = (xo,...,x,) und z; < 2* < xj4. Fiir
mj:= inf f(z) und mj:= inf f(z)
r€lx;,x*] TE€[T* T 41]

ist m; < m;- und m; < m;-’ . Wir konnen daher abschitzen
mAx; = my(x" — ;) +mj(r; —2%) <mi(a" — ;) +mi(z —2").
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Da beim Ubergang von U(Z, f) zu U(Z', f) lediglich der Summand m;jAx; durch
m(z* — x;) +mf(r;01 — 2*) ersetzt wird, folgt die Behauptung.

(b) Sei Z' eine gemeinsame Verfeinerung von Z; und Z,. Dann ist U(Zy, f)

<
U(Z', f) und O(Z', f) < O(Zs, f) nach Teil (a). Die Ungleichung U(Z', f) <
O(Z', f) gilt offenbar. =

Aus Lemma 8.5 (b) folgt, dass die Menge der Untersummen einer beschrénkten
Funktion nach oben und die Menge der Obersummen nach unten beschrénkt ist.
Damit existieren (als endliche Zahlen)

«b b
iI}fO(Z,f) ::/ f(z)dx und sng(Z,f) ::/f(x)dx

Diese Zahlen heiflen oberes und unteres Darbouxsches Integral von f. Aus Lemma

8.5 (b) folgt sofort
b xb
/f(x)dxg/ f(z)dx

Satz 8.6 Sei f : [a,b] — R beschrdankt und (Z,,) eine Folge von Zerlegungen von
[a, b] mit lim,, o | Z,| = 0. Dann existieren die Grenzwerte lim,_,o. U(Z,, f) und
limy,, 00 O(Z,, f), und es gilt:

lim U(Z,, f) = /f dz, hmOZn,f / f(z
n—oo

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir Untersummen. Sei ¢ > 0. Dann gibt es eine
Zerlegung Z' von |[a, b so, dass

b
0< / f@)de — U(Z', f) < 2/2.
Diese Zerlegung bestehe aus r + 2 Punkten mit » > 1. Weiter sei

M := sup_|f(z)],

z€[a,b]

und N € N sei so gewahlt, dass
€
< — i >
|Z,] < ™y fir allen > N

(was wegen |Z,| — 0 moglich ist). Fiir jedes n € N sei schliefllich Z! := Z,, U Z’
gemeinsame Verfeinerung von 7, und Z’. Nach Lemma 8.5 (a) gilt

/ fl)de =U(Z, f) < / flx)de —U(Z', f) < /2. (8.1)
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Da beim Ubergang von Z,, zu Z! hochstens r neue Punkte hinzukommen, gilt
U(Z, f) = U(Za, f) < 20M|Z,]. (8.2)

Wir iiberlegen uns (8.2) zunéchst fiir einen neu hinzukommenden Punkt ¢. Liegt
t etwa in [x;, x;+1], wobei die x; Punkte der Zerlegung Z,, sind, so hat man

UZz.,f)—UZ,f) = inf }f(:z:)(t — 1) —i—xe[itnf ]f(a:)(xiﬂ —t)

TE€[xi)t g1

— inf  f(z)(xig — x)

xe[xi,xi+1]
= 2MAx; <2M|Z,|.
Damit ist (8.2) fiir einen hinzukommenden Punkt gezeigt. Der allgemeine Fall

ergibt sich durch Wiederholung dieser Uberlegungen.
Addition von (8.1) und (8.2) ergibt nun

2rMe B
drM

Og/bf(x)dx—U(Zn,f)<€/2—|—27’M!Zn\§€/2+ 5

fiir alle n > N, woraus die behauptete Konvergenz folgt. [

Definition 8.7 FEine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R heifst Darboux—inte-

grierbar, wenn
b xb
/f(x)dm—/ f(z)dx.

Satz 8.8 Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R ist genau dann Darbouz-
integrierbar, wenn es fir jedes € > 0 eine Zerlegung Z von [a,b] mit O(Z, f) —
U(Z, f) < e gibt.

Beweis. (<) Sei € > 0. Wir wéhlen eine Zerlegung Z mit O(Z, f) —U(Z, f) < e.
Wegen

b «b
Uz < [ f@yda< [ f)de <0z,
ist dann erst recht 0 ,
og/ f(x)dx—/f(x)dx<e.

Dies gilt fiir jedes € > 0. Also sind oberes und unteres Darbouxsches Integral
gleich.

(=) Sei f Darboux-integrierbar und J := f*Zf(m) dz. Sei € > 0 beliebig vorge-
geben. Da J das Infimum von Ober- und das Supremum von Untersummen ist,
gibt es Zerlegungen 7, Z5 von |a, b] so, dass

J—=U(Z,f)<e/2 und O(Zy, f)—J <e/2.
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Sei Z eine gemeinsame Verfeinerung von Z; und Z,. Dann ist nach Lemma 8.5
(a) U(Zy, f) SU(Z, f) sowie O(Z, f) < O(Zs, f) und folglich

J—-UZ,f)<e/2 und O(Z, f)—J <¢e/2

Addition dieser Ungleichungen ergibt O(Z, f) — U(Z, f) < e. m

Der Zusammenhang zwischen Riemann- und Darboux-Integrierbarkeit wird durch
folgenden Satz hergestellt.

Satz 8.9 Eine beschrinkte Funktion [ : [a,b] — R ist genau dann Riemann-
integrierbar, wenn sie Darbouz-integrierbar ist. In diesem Fall gilt

/abf(x) dx = /*Zf(x) dr = /a*bf(a:) dz. (8.3)

Beweis. Sei zuniichst f Darboux-integrierbar und (S(Z,, £, f)) eine Riemann-
Folge fiir f. Fiir alle n € N ist dann

U(Zn, f) < S(Zn, €™, ) < O(Z, f). (8.4)

Nach Satz 8.6 konvergieren die linke Seite von (8.4) fiir n — oo gegen f*z f(z)dx

und die rechte Seite gegen fa*b f(z) dz, und diese Grenzwerte sind gleich. Dann
muss aber auch die Riemann-Folge konvergieren, und ihr Grenzwert stimmt mit
f*z f(z) dx iiberein (Satz 4.2). Insbesondere ist f Riemann-integrierbar, und es
gilt (8.3).

Sei nun f Riemann-integrierbar und € > 0 beliebig vorgegeben. Wir konstruieren
zwei spezielle Riemann-Folgen fiir f wie folgt: Z, sei die Zerlegung von [a, b] in
n Intervalle gleicher Lange, und &/, £ € [x;, x;41] seien so gewéhlt, dass
€ " €

f(éz) - xe[;f}iHl] f(.%') < 4<b _ CL) :

sup - f(z) = f(&) <

, (8.5)
IE[Ii,Ii+1] 4<b - a)

Wir setzen noch &{1) = (& .-, &, 1) und fl(:ff) = (&,...,&_;) und erhalten
zwei Riemann-Folgen (S(Zn,fs(gl)),f)) und (S(Zn,fi(ff),f)), die beide gegen J :=
fab f(z) dz konvergieren. Es gibt daher ein N so, dass

1S(Zn, €0, 1) = J| < /4 wd |S(Zn, &5, f) — | </ (86)

sup ’

Zur Abkiirzung sei noch Z := Zy, & := fs(fl\{,) und &; = £(N). Wegen (8.5) ist

inf
£

O(Z, ) < S(Z, &, f) +§ wnd U(Z, f) = $(Z,6, /) - 7,
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woraus mit (8.6) schlielich

3

< SHIS(Z& ) T+ 1T = S(Z.6. )] <

02, f) = U(Z,[)

IN

folgt. Nach Satz 8.8 ist f Darboux-integrierbar. [

Eine unmittelbare Folgerung aus Satz 8.8 und Satz 8.9 ist

Folgerung 8.10 (Riemannsches Integrabilitidtskriterium) Sei f : [a,b] —
R eine beschrdnkte Funktion. Dann ist f genau dann Riemann-integrierbar, wenn
fir jedes € > 0 eine Zerlequng Z von [a,b] mit O(Z, f) — U(Z, f) < € existiert.

Beispiel. Fiir die Dirichlet-Funktion f : [a,b] — R,

0 falls z irrational

1 falls z rational
fa)i={

ist jede Obersumme gleich b — a und jede Untersumme gleich 0. Diese Funktion
ist also nicht Riemann-integrierbar. ]

8.3 Einige Klassen Riemann-integrierbarer Funktionen

Satz 8.11 Monotone Funktionen auf [a,b] sind Riemann-integrierbar.

Beweis. Sei f : [a, b] — R beispielsweise monoton wachsend. Fiir jedes n € N\{0}
sei Z,, die Zerlegung von [a, b] in n Teilintervalle gleicher Linge. Dann ist

n—1 n—
b—a
U(Zy, f) = kaAxk = Zf(xk)
k=0 L —
sowie
n—1 b —a n—1
O(Zn, [) =Y MDAz = f(rs1)
k=0 L —
Also ist

n n

Ons )~ U, £) = =2 (30 ) — X 100)) = = (50) = f10).

Dies wird kleiner als jedes vorgegebene € > 0, wenn nur n grof§ genug ist. [

Satz 8.12 Stetige Funktionen auf |a,b] sind Riemann-integrierbar.
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Beweis. Sei f : [a,b] — R stetig und € > 0. Da f auf [a, b] gleichmifig stetig
ist (Satz 6.44), gibt es ein § > 0 so, dass |f(t1) — f(t2)] < /(b — a) fur alle
t1,10 € [a, b] mit |t1 — tg‘ < 9.

Sei Z = (xo, ..., x,) eine Zerlegung von [a, b] mit |Z]| < §. Dann ist

—_

(2

Il
o

Da stetige Funktionen auf kompakten Mengen ihr Supremum und Infimum anneh-
men, gibt es fiir jedes i Punkte &, & € [z, x441] mit f(&]) = M; und f(&) = ma.
Aus z; < & und & < x4 folgt weiter [€) — &| < 0 und somit f(&]) — f(&) <
e/(b — a). Schlielich erhalten wir

[y

n— n—1

O(Z.) ~U(Z.) = Y_(F(€) = [(ENAn < =3 Az ==

Il
o

i

Da stetige Funktionen auf kompakten Mengen beschrénkt sind, folgt die Behaup-
tung aus dem Riemannschen Integrabilitétskriterium (Folgerung 8.10). n

8.4 Das Lebesguesche Integrabilititskriterium

Dieses Kriterium stellt einen Zusammenhang zwischen der Riemann-Integrierbar-
keit einer Funktion und der Menge ihrer Unstetigkeiten her. Wir benotigen dafiir
den folgenden Begriff. Die Lénge eines Intervalls I bezeichnen wir mit |1].

Definition 8.13 Fine Menge M € R heifst Nullmenge, wenn es zu jedem ¢ > 0
hochstens abzdhlbar viele abgeschlossene Intervalle Iy, 15, ... gibt, die M tiber-

decken (d.h. M C UI;) und fir die Y |1;| < € ist.
Man kann in dieser Definition “abgeschlossen” durch “offen” ersetzen.

Lemma 8.14 (a) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge.

(b) Abzdhlbare Teilmengen von R sind Nullmengen.

(¢) Die Vereinigung abzihlbar vieler Nullmengen ist eine Nullmenge.

(d) Eine kompakte Menge M C R ist genau dann eine Nullmenge, wenn es fir
jedes € > 0 endlich viele abgeschlossene Intervalle I; mit M C U;1I; und Zj |1;] <
e gibt.

Beweis. (a) ist klar.

(b) Sei {x1,z9,...} eine abzihlbare Teilmenge von R und € > 0. Offenbar liegt
x; im Intervall I; := [x; — 27772 x; 4+ £27772]. Die Vereinigung U;I; iiberdeckt
daher die Menge {z1,zs, ...}, und fiir die Intervalllingen gilt

i |I;| = is 2 =¢/2 <.
j=1 j=1
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(c) Seien My, My, ... Nullmengen und ¢ > 0. Fiir jede Menge M, gibt es Intervalle
L1, Ijo, ... mit >, |Lx| < e-277, welche M; iiberdecken. Dann iiberdecken die
(nach Satz 2.8 abzdhlbar vielen) Intervalle [11, Lo, ..., Doy, Ioo, ... 131, I39, ... die
Vereinigung U; M, und fiir die Intervalllingen gilt

ZZWRZé« 277 — ¢

Jj=1 k=1 j=1

(d) Sei M C R kompakt und € > 0. Ist M Nullmenge, so gibt es abgeschlossene
Intervalle Iy, Iy, ... mit M C U;l; und >, |[;] =: § < e. Ist etwa [; = [a;, b)], so
setzen wir L; := (a; — (¢ — §)27772,b; + (¢ — §)27772). Die offenen Intervalle L,
iiberdecken M. Da M kompakt ist, iiberdecken bereits endlich viele dieser Inter-
valle die Menge M, etwa Ly, ..., L. Dann iiberdecken auch die abgeschlossenen
Intervalle L, ..., L;, die Menge M, und fiir die Intervalllingen gilt:

k o) 00
ZL_SZ Z|f|+e— 2j_1)=5+%(5—5)<5.

Die umgekehrte Aussage ist klar. [

Sei M C R. Eine Funktion f : M — R heifit auf M fast tberall stetig, wenn
die Menge ihrer Unstetigkeitsstellen eine Nullmenge ist. Allgemein sagt man,
dass eine Eigenschaft fast berall erfiillt ist, wenn die “Ausnahmepunkte” eine
Nullmenge bilden.

Satz 8.15 (Lebesguesches Integrabilititskriterium) Eine Funktion f von
[a,b] nach R ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn sie beschrinkt und fast
tiberall stetig ist.

Fiir den Beweis benotigen wir genauere Aussagen iiber Unstetigkeitsstellen. Sei
f :]a,b] — R eine beschrénkte Funktion und 7" eine nichtleere Teilmenge von
[a, b]. Die Zahl

60(T) := sup (1) — inf f(t) = sup{If(x) = f(y)| : 2,y € T}

teT
heifit Oszillation oder Schwankung von f auf T. Fiir jedes fixierte = € [a, b] ist

die Funktion
(07 OO) —>R7 0 Qf (Ug(ZE)m [a'ab])

monoton wachsend und nach unten durch 0 beschrankt. Also existiert der Grenz-
wert

lim Qf (Us(xz) Na, b)) = wy(z).

6—0+
Die Zahl wy(x) heifit Oszillation von f im Punkt z.
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Lemma 8.16 Fine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R ist genau dann stetig in
x € [a,b], wenn we(x) = 0.

Der Beweis benutzt nur die Definition der Stetigkeit und ist HA. [

Wir bezeichnen die Menge der Unstetigkeitsstellen von f mit A(f), und fiir jedes
e > 0 setzen wir A (f) := {z € [a,b] : ws(z) > }. Eine unmittelbare Konsequenz
von Lemma 8.16 ist

Folgerung 8.17 Flir jede beschrinkte Funktion f : [a,b] — R ist

A(f) = Uz Ay(f)-
Man kann leicht zeigen, dass jede der Mengen A.(f) kompakt ist.
Folgerung 8.18 A(f) ist eine abzdihlbare Vereinigung kompakter Mengen.

Beweis von Satz 8.15. (<) Sei f : [a,b] — R beschrénkt (es gibt also ein C' so,
dass |f(x)| < C fiir alle x € [a, b]) und A(f) sei eine Nullmenge. Wir zeigen, dass
es fiir jedes € > 0 eine Zerlegung Z von [a,b] mit O(Z, f)—U(Z, f) < (2C+b—a)e
gibt. Aus dem Riemannschen Integrabilitéitskriterium folgt dann die Riemann-
Integrierbarkeit von f.

Wie im Beweis von Lemma 8.14 (d) sieht man, dass A(f) durch abzdhlbar viele
offene Intervalle Ji, J, ... {iberdeckt werden kann, wobei fiir die Léngen ihrer

AbschlieBungen gilt:
> [Tl <e. (8.7)
J

Weiter: in jedem Punkt x € [a,b] \ A(f) ist f stetig. Wir finden daher fiir jedes
solche x ein offenes Intervall U, mit

v €U, und sup{f(z):2 €U} —inf{f(x):2€U,}<e. (8.8)

Das System aller Intervalle .J; und U, bildet eine offene Uberdeckung von [a, b)].
Nach dem Heine-Borelschen Uberdeckungssatz lassen sich endlich viele Intervalle
Jivs ooy dj, und Uy, . .., U,, auswéhlen, die ebenfalls [a, b] iberdecken. Sei nun Z
eine Zerlegung von [a, b] derart, dass jedes ihrer Teilintervalle Iy, ..., I, in einem
der Intervalle 7j1, e ,7jn, U,,,...,U,, liegt (man kann z.B. fiir Z die Menge aller
Endpunkte der Intervalle J;,, ..., U,, wihlen, die in [a,b] liegen). Die Differenz

~

O(Z, )~ U(Z,f) = 3" (Me — m) |1

B
I

schreiben wir als ¥y + Xy, wobei X die Summe aller (My — my) |Ix] ist, fiir die
I;; in einem der Intervalle J; liegt und ¥, die {ibrigen Summanden enthélt. Aus
(8.7) bzw. (8.8) folgt dann

—_ @87 (8.8)
1<) 20175 < 2Ce baw. T, < e(b—a).

J
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Also ist tatsdachlich O(Z, f) —U(Z, f) =31 + X2 < (2C + b —a)e.

(=) Sei f : [a,b] — R Riemann-integrierbar. Dann ist f beschrinkt nach Satz
8.4. Wir zeigen, dass A(f) eine Nullmenge ist. Nach Folgerung 8.17 ist

A(f) = Uil Aaye(f)-

Da jede abzihlbare Vereinigung von Nullmengen eine Nullmenge ist (Lemma
8.9(c) geniigt es somit zu zeigen, dass jede der Mengen A, /;(f) eine Nullmenge
ist.

Falls Ay/,(f) = 0, ist nichts zu beweisen. Sei also Ay/(f) # 0. Sei e > 0
beliebig. Nach dem Riemannschen Integrabilitdtskriterium gibt es eine Zerlegung
Z von [a, b] mit

OZ,f) -~ U(Z, §) < ;—k (8.9)

Wir bezeichnen mit M* die Menge aller Teilintervalle I,, von Z, die einen Punkt
aus Aq/,(f) in ihrem Inneren enthalten (beachte: M* kann leer sein).

Sei zunéchst I,,, € M*, und x € Ay ,(f) liege im Inneren von I,,. Dann gibt
es eine 0-Umgebung U C I,,, von = mit Q;(U) > 1/k. Erst recht ist dann

Hieraus folgt mit (8.9) sofort

= S0 -UZH 2 Y M mlal > 1 3 1l

I”TZEM* ImeM*
d.h. es ist -

> | < > (8.10)

ImeM*
Schliellich bestimmen wir zu den Teilpunkten xy,...,z, von Z abgeschlossene
Intervalle []), ..., I/ mit
- €
z, € I, und ;; Ll <5 (8.11)

Die Menge Ay /;(f) wird vom endlichen Intervallsystem {fy, ..., I} } U M* {iber-
deckt. Da wegen (8.10) und (8.11) die Summe der entsprechenden Intervalllingen
kleiner als £/2 4+ ¢/2 = € ist, ist Ay,(f) eine Nullmenge. "

Folgerung 8.19 Ist f : [a,b] — R beschrinkt und die Menge der Unstetigkeits-
stellen von f héchstens abzihlbar, so ist f Riemann-integrierbar.

Man erhélt hieraus wieder die Riemann-Integrierbarkeit stetiger und auch die
monotoner Funktionen (wie?). Auch ist beispielsweise die Funktion

fiaes { 0 wenn x irrational,
‘ 1/¢ wennz = p/qmit p,q € Z, ¢ #0, g.g T (p,q) = 1

auf jedem Intervall [a, b] Riemann-integrierbar. Es ist ndmlich A(f) = QN [a, b].
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8.5 Eigenschaften des Riemann-Integrals

Satz 8.20 Sind f,g : [a,b] = R Riemann-integrierbar und stimmen f und g auf
einer in |a,b] dichten Menge M fiberein, so ist

/abf(x) dr — /abg(a:') da.

Beweis. Sei (Z,,) eine Folge von Zerlegungen von [a, b] mit |Z,| — 0. Wegen der
Dichtheit von M in [a,b] findet man fiir jedes Z,, einen Zwischenvektor ¢ =

(&™) mit €™ € M fiir alle i und n. Dann ist aber auch f(£™) = g(¢™)
fiir alle 7 und n, und die entsprechenden Riemann-Summen stimmen iiberein:

S(Zm é(n)a f) = S(Zna f(n)a g)
Hieraus folgt die Behauptung. [

Folgerung 8.21 Sind f, g : [a,b] — R Riemann-integrierbar und ist N := {z €
[a,b] : f(x) # g(z)} eine Nullmenge, so ist

/abf(a:) dr — /abg(x) da.

Der Beweis folgt sofort aus Satz 8.20. Da N Nullmenge ist, enthélt N keine
offenen Intervalle. Also ist [a,b] \ N dicht in [a, b], und auf dieser Menge stimmen
f und g tiberein. n

Satz 8.22 (a) Sei f auf [a,b] Riemann-integrierbar und a < a; < by < b. Dann
ist [ auch auf [ay,b1] Riemann-integrierbar.

(b) Seia < ¢ <b, und f sei auf |a,c] und auf [c,b] Riemann-integrierbar. Dann
ist f auf |a,b] Riemann-integrierbar, und es gilt

/abf(aﬁ)dx:/acf(x)dx—l—/cbf(x)dx. (8.12)

Beweis. Beide Aussagen folgen leicht mit dem Lebesgueschen Integrabilitéitskri-
terium. Ist etwa f auf [a,b] Riemann-integrierbar, so ist die Menge der Unste-
tigkeitsstellen von f auf [a,b] eine Nullmenge. Dann ist erst recht die Menge der
Unstetigkeitsstellen auf [aq, 1] eine Nullmenge, d.h. f ist auf [a;,b1] Riemann-
integrierbar. Aussage (b) ist HA. n

Die Regel (8.12) gilt bei beliebiger Lage der Punkte a, b, ¢, wenn man fiir a < b
die folgenden Vereinbarungen trifft:

/baf(x)dx::—/abf(x)dx und /aaf(x)dx::(),
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Satz 8.23 Sind f,g : [a,b] — R Riemann-integrierbar und sind o, B € R, so ist
auch af + Bg Riemann-integrierbar auf |a,b|, und es gilt

/ab(aerﬁg)(il?)dl“=a/abf($)dx+5/abg(l°)dw-

Die Menge der Riemann-integrierbaren Funktionen bildet also einen linearen
Raum, und die Abbildung f fab f(z)dz ist linear.

Beweis. Fiir jede Zerlegung Z und jeden zugehorigen Zwischenvektor £ gilt

S(Z.&§ af + Bg) = aS(Z,¢, f) + 85(2,€, 9).
Aus der Definition des Riemann-Integrals folgt die Behauptung. n

8.6 Integralungleichungen und Mittelwertséitze

Satz 8.24 Sind f,qg : [a,b] — R Riemann-integrierbar und ist f(x) > g(x) fir

alle x € |a,b], so ist auch
b b
/ f(z)de > / g(x) dx.

Fiir jede Riemannsumme gilt ndmlich S(Z,¢, f) > S(Z,&, g). ]

Satz 8.25 (Dreiecksungleichung fiir Integrale) Ist f : [a,b] — R Riemann-
integrierbar, so ist auch die Funktion |f| Riemann-integrierbar auf [a,b], und es
gilt

‘/abf(:z:)dx’ < /ab ()] da. (8.13)

Beachten Sie die Ahnlichkeit zur bekannten Dreiecksungleichung

n n
a1 + as| < |as] + |as| baw. ‘Zai <3 il

=1 =1

Beweis. Die Riemann-Integrierbarkeit von |f| folgt mit dem Lebesgueschen In-
tegrabilitédtskriterium: Ist f in z stetig, so ist auch |f] in x stetig. Also kann |f]|
nicht mehr Unstetigkeitsstellen als f besitzen. Die Ungleichung (8.13) erhélt man
aus der Dreiecksungleichung |S(Z, &, f)| < S(Z,&,|f|) fiir Riemann-Summen oder
mit Satz 8.24 aus f < |f| und —f < |f]. ]

Satz 8.26 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Sei f : [a,b] — R Rie-
mann-integrierbar und m := inf{f(x) : € [a,b]}, M = sup{f(z) : = € [a,]]}.
Dann gibt es ein n € [m, M| mit

b
[ #ardz = -a)
Ist [ stetig, so gibt es ein & € [a,b] mit n = f(&).

137



Die Zahl n ist fiir a # b eindeutig bestimmt und heifit Mittelwert von f auf [a, b]
(in Analogie zum arithmetischen Mittel von Zahlen).

Beweis. Offenbar ist m < f(x) < M fiir alle = € [a, b]. Aus Satz 8.24 folgt daher

m(b — a) /"mdt</§f dm</dex— (b—a).

Jede Zahl aus [m(b — a), M (b — a)] lédsst sich als n(b — a) mit einem 1 € [m, M|
schreiben. Die Behauptung fiir stetiges f folgt aus dem Zwischenwertsatz und
dem Satz von Weierstraf: Mit m und M wird auch jeder Wert n € [m, M| von f
angenomimen. =

Satz 8.27 (Erweiterter Mittelwertsatz) Sind f,g : [a,0] — R Riemann-
integrierbar, so ist auch fg : [a,b] — R Riemann-integrierbar. Ist zusdtzlich
g >0 auf [a,b], so gibt es einn € [m, M] (mit m, M wie in Satz 8.26) so, dass

[ rwwyae=n [ gtya

Ist [ stetig auf [a,b], so gibt es ein & € [a,b] mit f(§) = 1.

Beweis. Die Riemann-Integrierbarkeit von fg zeigen Sie im Tutorium. Weiter
folgt wie im Beweis von Satz 8.26 aus m < f < M bzw. mg < fg < Mg, dass

/ M</f mngme

Ist f: g(z)dx = 0, so folgt hieraus auch fa f(x)g(x)dx = 0, und fiir n kann eine
beliebige Zahl aus [m, M| genommen werden. Ist dagegen f; g(x)dx # 0, so ist

n = (/abf(a:)g(x) dx) / (/abg(x) dx) € [m, M. m

Ohne Beweis (vgl. Heuser, Nr. 85.7) vermerken wir noch

Satz 8.28 (Zweiter Mittelwertsatz der Integralrechnung) Sei f monoton
und g stetig auf [a,b]. Dann ezistiert ein £ € [a, b] mit

[ 1wy =10 [ ot as + 50 / ' o(z) do.

8.7 Hauptsitze der Differential- und Integralrechnung

Diese Sétze stellen einen Zusammenhang zwischen den Begriffen “Ableitung” und
“Integral” her, ermoglichen es, eine differenzierbare Funktion bis auf eine Kon-
stante aus ihrer Ableitung zu rekonstruieren und bieten eine bequeme Moglichkeit
zur Berechnung zahlreicher Riemann-Integrale.
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8.7.1 Stammfunktionen

Definition 8.29 Sind F, f : [a,b] — R Funktionen und ist F' differenzierbar auf
[a,b] und F'(x) = f(z) fir alle x € [a,b], so heif§t F' eine Stammfunktion von f.

Mit Folgerung 7.14 erhélt man sofort:

Satz 8.30 (a) Ist F' Stammfunktion von f und C' € R, so ist auch F+C' Stamm-
funktion von f.

(b) Je zwei Stammfunktionen einer gegebenen Funktion auf einem Intervall un-
terscheiden sich nur um eine Konstante.

Eine Stammfunktion F' von f wird oft als unbestimmtes Integral von f bezeichnet,
und man schreibt F = [ f(z)dz. Dies ist nicht sehr konsequent. Mit f ist ja
z.B. auch F + 1 Stammfunktion und demzufolge auch F +1 = [ f(z)dx. Wir
wollen [ f(z) dzx als Bezeichnung fiir die Menge alle Stammfunktionen betrachten.
Anstelle der etwas schwerfilligen Schreibweise

/f(x)da::{F—l—C:CeR}

schreibt man meist (jedoch auch nicht sehr exakt) [ f(z)dx = F + C.

Aus den uns bekannten Ableitungen spezieller Funktionen erhalten wir die folgen-
den unbestimmten Integrale (die man zusammen mit einigen anderen als “Grund-
integrale” bezeichnet).

ol R falls o € N,
o/xadx:x+1+C' auf R\ {0} fallsaa=-2,-3,—4,...
a
(0,00) fallsae R\ {—-1}.

o /m_ldm:1n|a:|—|—0 auf R\ {0}.

edr=e"+C aufR.

—

—

sinzdr = —cosx + C, /cosxdmzsinx+0 auf R.

—

sinh z dz = cosh x 4 C, /Coshx dxr =sinhx + C auf R.
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8.7.2 Der (erste) Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Satz 8.31 Die Funktion F : [a,b] — R besitze auf |a,b] eine Riemann-integrier-
bare Ableitung f = F’'. Dann ist

/ f(@) dz = / Fl(z)dz = F(b) — F(a). (8.14)

Wir konnen dieses Resultat auch so formulieren.

Satz 8.32 Die Funktion f : |
Stammfunktion F. Dann gilt

a,b] — R sei Riemann-integrierbar und besitze eine
(8.14) unabhingig von der Wahl von F.
Anmerkung 1. Es gibt differenzierbare Funktionen, deren Ableitung nicht Rie-
mann-integrierbar ist. Beispielsweise ist fiir

1

Fla) = ry/wsin . firx >0,
0 firx =0

die Ableitung

Fla) = sVwsing — =cos fira >0,
0 firx =0

unbeschrénkt auf [0, 1]. Auch gibt es Riemann-integrierbare Funktionen, die keine
Stammfunktion besitzen (z.B. die Funktion f : [-1,1] — R, die auf [-1,0) gleich
—1 und sonst gleich 1 ist).

Anmerkung 2. Statt F'(b) — F(a) schreibt man oft F(x)|Z

Beweis von Satz 8.31. Sei F': [a,b] — R differenzierbar und f := F’ Riemann-
integrierbar. Fiir jede Zerlegung Z = {zo,...,x,} von [a,b] ist

—_

n—

F(b) — F(a) = (F(;cm) . F(xi))

i

Il
o

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es fiir jedesi =0, ..., n—1
ein & € (x;,x;41) so, dass

F(ri) — F(x;) = F'(§) (i1 — 25) = f(&) A,

Der Vektor &z := (&, ...,&,—1) ist ein spezieller Zwischenvektor zur Zerlegung
Z, und fiir diesen gilt

[y

n—

F(b) — F(a) = f(&)Az; = S(Z,8z, f). (8.15)

%

I
o
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Ist nun (Z,) eine Folge von Zerlegungen von [a,b] mit |Z,| — 0, so wahlen wir
fiir jedes n € N einen Zwischenvektor £, wie oben und erhalten aus (8.15)

F) — F(a) = S(Za, 5. f) — / f(z) de. .

Beispiel.

s
. ™
/ sinx dr = —cos:v‘o = —cosm — (—cos0) = 2.
0

8.7.3 Der zweite Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Satz 8.33 Jede auf |a, b stetige Funktion f besitzt eine Stammfunktion auf [a, b).
FEine solche Stammfunktion ist gegeben durch

= /x ft)dt, =z €la,bl. (8.16)

Beweis. Jede stetige Funktion ist Riemann-integrierbar. Also existiert fiir jedes
z € [a,b] das Integral (8.16), und die Funktion F' ist wohldefiniert. Wir zeigen,
dass F' auf [a, b] differenzierbar und F’ = f ist.

Seien z,x + h € [a,b] und h # 0. Dann ist

F(x—i—hf)L—F(l"):%(/ £) dt — /f dt / f(@)

Nach Satz 8.26 (Mittelwertsatz) gibt es ein £ € [z, z + h] mit

F(x+h) — F(x)
h

= IO +h—2) = ). (5.17)

Halten wir x fest, so hdngt £ nur von h ab, und fiir h — 0 strebt £ gegen x. Da
f stetig ist, strebt dann f(£) gegen f(x). Also existiert der Grenzwert von (8.17)
fiir h — 0, und es ist

F(z+h)— F(x)

F/(x):ilzig(l) - = f(x). n

8.8 Integrationstechniken

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung reduziert die Berechnung
eines Riemann-Integrals fiir eine Funktion f auf die Bestimmung einer Stamm-
funktion fiir f. Wir lernen nun einige Aussagen kennen, die diese Aufgabe erleich-
tern. Allerdings bleibt die Bestimmung einer Stammfunktion (im Gegensatz zur
yumgekehrten“ Aufgabe, der Bestimmung einer Ableitung) ein schwieriges Pro-
blem. Bereits fiir so einfache Funktionen wie z — 1/Inz und z — e*" (die nach
Satz 8.33 eine Stammfunktion auf (0,00) bzw. R besitzen) ist es nicht moglich,
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diese Stammfunktion mit Hilfe endlicher Ausdriicke von ,,elementaren“ Funktio-
nen (wie Potenzfunktionen oder trigonometrische Funktionen) darzustellen.

Wir gewinnen die Regeln fiir die Bestimmung von Stammfunktionen durch
,Umkehrung® der uns bekannten Differentiationsregeln.

8.8.1 Linearitit

Sind F' bzw. G Stammfunktionen von f bzw. g, so ist fiir beliebige o, 3 € R
(aF + BG) = aF' + G = af + fg.

Also besitzt auch af + B¢ eine Stammfunktion, und es gilt (in Kurzfassung)

/(af+ﬁg)dx=a/fdx+ﬁ/gdm. (8.18)

Satz 8.34 Besitzen f,g : [a,b] — R Stammfunktionen und sind o, 5 € R, so
besitzt auch af + Bg eine Stammfunktion auf [a,b], und es gilt (8.18).

8.8.2 Partielle Integration

Nach der Produktregel (uv) = w'v + wv’ ist wv Stammfunktion von w'v + uv'.
Besitzt nun eine der Funktionen «'v und uv’ eine Stammfunktion, dann auch die
andere (Satz 8.34), und wir erhalten

uv = /(u’v +uw') dx = /u’v dr + /uv' dx
/u’v dr = uv — /uv’ de. (8.19)

Satz 8.35 Seien u,v : [a,b] — R differenzierbar auf [a,b], und wv' besitze eine
Stammfunktion. Dann besitzt auch u'v eine Stammfunktion auf [a,b], und es gilt

(8.19).

bzw.

Beispiel 1.

/xsinxdx = x(—cosx)—/l-(—cosx)dx
= —xcosx+/cosxdx:sinx—xcosx—i-C'.

(Hier haben wir (8.19) mit v(x) = z und u(x) = — cosz benutzt.) "
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Beispiel 2.

/lnwd:c = /1~lnxd:c:xlnx—/x-ld:c
T

= xlnx—/ldmlenx—x—i—a

(Hier benutzten wir (8.19) mit u(z) = x und v(z) = Inz.) n
Fiir Riemann-Integrale erhélt man mit (8.19):

Satz 8.36 Seien u,v : [a,b] — R stetig differenzierbar. Dann ist

b b
/ u'(z)v(z) do = u(x)v(x))b — / w(x)v' (z) de. (8.20)

Beweis. Aus der stetigen Differenzierbarkeit von v und v folgt die Stetigkeit
von u'v und uv’. Also besitzen beide Funktionen eine Stammfunktion, und die
Riemann-Integrale in (8.20) existieren. Die Behauptung folgt nun aus (8.19) und
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. [

8.8.3 Integration durch Substitution

Sei F' eine Stammfunktion von f, und g sei differenzierbar. Ist die Verkniipfung
F o g definiert, so folgt aus der Kettenregel

dF(g(t))
dt

Also ist ® := Fog :t+— F(g(t)) eine Stammfunktion von (f o g)g : t —
fg(®)) g'(t), d.h.

=F'(g() g'(t) = f(g(t) g'(¢).

[ Ho@g @it~ [ ria)asl, (s.21)

Satz 8.37 Die Funktion f besitze auf dem Intervall I eine Stammfunktion F,
die Funktion g sei auf einem Intervall Iy differenzierbar, und es gelte g(1;) C I.

Dann besitzt die Funktion (f o g)g auf I eine Stammfunktion ®, und es gilt
(8.21) oder kurz @ = Fog.

Besitzt ¢ eine Umkehrfunktion, so ist natiirlich £ = ® o g~!. Ist ¢g~' dariiber
hinaus differenzierbar, folgt hieraus: Ist & Stammfunktion von (fog)g’, so besitzt
f eine Stammfunktion F, und es gilt ' = ® o g~ *.

Beispiel 3. Auf R suchen wir [cost sin¢dt. W&hlt man f(z) = 2% und g(t) =
sint, so ist ¢/(t) = cost und

3 -3
t
/Cost sin®tdt = /xgdx} = %‘xzsint—i—C ) n

r=sint 3
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Beispiel 4. Fiir f(x) = 1/x erhélt man aus (8.21)

g'(t)
dt =1In|g(t)| + C. ]
[ Lt =mlatt)
Beispiel 5. Ist F' Stammfunktion von f und sind a,b € R mit a # 0, so gilt
/fat—l—b ) dt = /fat—H) cadt = F(at—l—b)+C’ n

Die Regel (8.21) fiihrt ein Integral der Form [ f(g(t)) ¢/(t) dt auf ein Integral der
Form [ f(z)dx zuriick. Hiufig méchte man den umgekehrten Weg gehen: Um
[ f(z)dz zu bestimmen, versucht man, die Integrationsvariable als z = ¢(t) mit
einer bijektiven differenzierbaren Funktion g zu schreiben und hofft, dass das
Integral [ f(g(t)) ¢'(t) dt ausgewertet werden kann.

Beispiel 6. Wir suchen [ va? — 2% dz auf (—a,a) mit a > 0. Dazu substituieren

wir x := asint mit ¢t € (—3,5) (beachten Sie: auf (—%,%) verschwindet die

Ableitung t — acost von z nach ¢ nicht), und wir gelangen zu
/\/a2 —a?sin®t - a costdt
a2
= az/cosztdt = —/(1 + cos(2t))dt
1
(t +3 sin(2t)) + C = (t +sint cost) + C

= t+smt\/1—sm )+ C.

Mit der Riicksubstitution ¢t = arcsin% erhalten wir

L\D|@ CIE

/\/ —22dy = — (aurcsmf—kf 1—(§)2>+C’. n

a a a

Beispiel 7. Wir suchen f — dx auf (0, 7). Die Substitution 2 = 2arctant fiithrt
wegen 7 dﬂc = lftQ und

) x o T x cosZz
sinx = 251n§ cos——2tan—cos — = 2tan —

2 2 2 2 sin?Z 5+ cos? 5

1 2t
= 2tan£ =

2 14+tan?Z 1+ ¢2

1+¢2 2 dt
: dt= [ — =1Inlt .
/2t 14 ¢2 /t nltf+C

Die Riicksubstitution ¢ = tan% liefert

auf das Integral
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1
/ dmzln|tan%|+C’. n

sinx
Fiir Riemann-Integrale kann man die Substitutionsregel wie folgt formulieren.

Satz 8.38 Sei f stetig und g stetig differenzierbar, und die Verkettung f o g sei
definiert. Dann ist

g(b) b
/ f@sz/fwwwﬁMt (8.22)
g(a) a

Beweis. Nach Voraussetzung sind f und (fog)g’ stetig, so dass diese Funktionen
entsprechend Stammfunktionen F' und & besitzen und die Integrale in (8.22)
definiert sind. Nach Satz 8.37 ist ® = F o g + C. Also ist nach dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung

/’ﬂmwwwwﬁ=<Fomww—@ngw

und

g(b)
kﬂ)f@MxZF@@D—FwWD .

Besitzt g eine Umkehrfunktion, so kann man (8.22) schreiben als

b g~ 1(b)
f@szf Flo(t)g/(t) dt.

a

8.9 Stammfunktionen rationaler Funktionen

Eine Funktion P : z +— a,2"+...+a1x+ap mit a; € R und a,, # 0 heifit Polynom
vom Grad n, und n heilt der Grad des Polynoms. In Zeichen: n = deg P. Sind
P und @ # 0 Polynome, so ist der Quotient P/Q@ fiir alle x € R mit Q(x) # 0
definiert. Funktionen dieser Gestalt heiflen rational. Fiir rationale Funktionen
lasst sich stets eine Stammfunktion konstruktiv bestimmen. Dazu benétigen wir
einige Resultate aus der Algebra, die wir ohne Beweis zitieren.

Seien P, () Polynome mit () # 0. Zur Bestimmung einer Stammfunktion der
rationalen Funktion P/@Q geht man wie folgt vor.
Schritt 1. Ist deg P > deg @, so liefert eine Polynomdivision von P durch @)
Polynome R und S mit

P

S
— =R+ — mitdegS <degQ.
0 0 g g

Fiir R kann man eine Stammfunktion angeben. Wir betrachten nur noch S/Q.

Schritt 2. Man zerlege das Nennerpolynom () in Faktoren 1. und 2. Grades.
Dass dies moglich ist, folgt aus nachstehendem Satz.
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Satz 8.39 (Fundamentalsatz der Algebra) Sei n > 1. Fir jedes Polynom
Q(z) = >0y qix"” mit g, # 0 und ¢; € R gibt es reelle Zahlen by, ¢;, d; mit b; # b;
und (c;,d;) # (¢j,d;) firi # j und positive natirliche Zahlen k;,m;,r und s so,
dass

Q(z) = qn H(:r; — b;)"i H(m2 +2cjx +d;)"™ fir allex € R (8.23)

i=1 j=1
mitky + ...+ k. +2(mi+...+mg) =n unddj—c§ > 0 fir alle j.
Zur Bestimmung der b;, ¢;, d; ermittelt man die komplexen Nullstellen Ay, ..., A,
von Q. Dann ist Q(z) = gn(z — )\1) .(z — Ap). Die Terme (x — \)(x — A) mit
A € R werden zu (z — A)(z — A) = 2% — (A + \)x + |A|? zusammengefasst.

Einen Beweis von Satz 8.39 finden Sie in Heuser, Analysis I, Satz 69.3 und in

der Vorlesung zur Funktionentheorie. Die Bestimmung der Nullstellen von Q) ist
oft schwierig.

Schritt 3. Ist die Zerlegung (8.23) gefunden, wihlt man den Ansatz
r ki

S(x imT 4 Cim
CERINE T BN W

i=1 k=1

mit zu bestimmenden reellen Zahlen A;j, B, und Cjp,.

Satz 8.40 (Partialbruchzerlegung) Sei Q) wie in (8.23) und S ein Polynom
mit deg S < deg Q. Dann existieren Zahlen A, By, und Cjy,, so dass (8.24) gilt,
und diese Zahlen sind eindeutig bestimmi.

Der Beweis ist in Heuser, Analysis I, Satz 69.5. n

Die Zahlen A, B, und C},,, konnen ermittelt werden, indem man (8.24) mit @
multipliziert und durch Koeffizientenvergleich ein lineares Gleichungsystem fiir
die gesuchten Grofien aufstellt.

Schritt 4. Zu allen in (8.24) vorkommenden Briichen lassen sich Stammfunktio-
nen durch partielle Integration und Substitution effektiv bestimmen. Einige der
folgenden Regeln miissen dazu wiederholt angewandt werden. Man beachte, dass
d > . AuBlerdem sei m > 2.

/ dx B {lk(x—b) —* falls k> 1,

(x —b)* In|z — 0| falls k =1,
/ A L et EEC
224+ 2cr+d  Jd— 2 Vd =%’
/ dz B T+c
(22 4+ 2cx +d)m  2(m —1)(d — ) (22 + 2cx + d)m1
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" 2(m —1)(d — ¢?) / (22 + 2cx + d)ym—1’

ar + f3 a 9 dx
_WTP g = 2%z +d - S
/x2~|—20x—|—d . 2 n(z” + 2cx +d) + (8 ac)/x2—l—20x+d’

ax + 8 dr - —a
/ (2 + 2cx +d)™ T 2(m — 1)(2? 4 2cx + d)m~1
+ (B — ac) / ( du

2?4 2cx + d)ym1

. . . CC4+1
Beispiel. Man bestimme [ 55— du.

Schritt 1: Polynomdivision.

2t 41 24z

- —r+1 -3 —x+1

Schritt 2: Faktorisierung des Nennerpolynoms.
-t l=(r-1)2*-1)= (-1 +z+1).
Schritt 3: Partialbruchzerlegung. Der Ansatz

x3+$ . Al 4 A2 + B.Z'+C
-3 —r4+1 -1 (2—-12 224z+1

liefert nach Multiplikation mit 2* — 23 —z + 1
P rr=Az -1 +2+1)+ A(2® + 2+ 1)+ (Bx+ C)(z — 1)
bzw.
® + 1= (A, + B)z* + (Ay — 2B+ C)a® + (A3 + B — 2C)z + (A — A, + CO).

Ein Vergleich der Koeffizienten auf der linken bzw. rechten Seite ergibt das lineare
Gleichungssystem

bei 23 : A +B =
beiz?: Ay —2B+C =
bei z! : Ay +B—-2C =
bei 20 : Ay — A+ C =

S = o -

Die Losung dieses Gleichungssystems ist A; = %, Ay = %, B = %, C = 0. Die zu
integrierende Funktion lautet also

xr 41 1 2 1 1 T
+_

2
—14= - r
zt—ad—r+1 +3.91:—1 3(x—1)2+3x2+:v+1
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Schritt 4: Integration
zt+1 2 dx 2 dx
dr = ldx + = - —
/x4—m3—x+1 v / x+3/$—1+3/(x—1)2

+1/ T dx
3 ) 2+x+1

2 2 1 1
= -1 — 1| - = —— 4+ = In(2? 1
:L’—|—3n\:v ] Sx_1+6n(:c+x—|—)
1 2 1
— —— arctan v C. m

8.10 Uneigentliche Integrale

Bisher haben wir ausschlieSlich beschrankte Funktionen auf kompakten Interval-
len integriert. Durch naheliegende Grenzprozesse erweitern wir nun die Definition
des Riemann-Integrals zu sogenannten uneigentlichen Integralen.

8.10.1 Integrale mit unbeschrinktem Integrationsintervall

Die Funktion f : [a,00) — R sei auf jedem Intervall [a,?] mit ¢ > a Riemann-
integrierbar. Wenn der Grenzwert

lim / f(z)dx (8.25)

t—o00

existiert und endlich ist, so bezeichnen wir ihn mit [ f(z) da und nennen ihn un-

eigentliches Riemann-Integral von f. Man sagt auch, dass f auf [a, 00) Riemann-

integrierbar ist oder dass faoo f(z)dx konvergiert. Ist der Grenzwert (8.25) un-

endlich oder existiert er nicht, so heifit faoo f(z)dx divergent. Schliefllich heifit

[ f(x)dz absolut konvergent, wenn [ |f(x)|dz konvergiert. Wie bei Reihen

folgt aus der absoluten Konvergenz die gewohnliche (Cauchy-Kriterium).
Analoge Definitionen trifft man fiir

/a f(x)dr = lim af(x)dx

S—>—00
S

/_Zf(a:)dx _ /_;f(x)der/aoof(:c)dx

= lim af(a:) dr + tginoo /:f(x) dx.

und fir

S——00
- S

Beispiel 1. Es ist
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t—oo [, t—oo | Int falls « = —1

o] t patl 1 B
/ xa dx‘ = hm xa dx _ hm { a+1 at1 faHS (6% % 1
1

—L fallsa < —1 (Konvergenz).

00 falls « > —1 (Divergenz),
a+1

Beispiel 2. Wir berechnen fooo x"e " dr. Eine Stammfunktion des Integranden

1st
n

Dies kann man einfach durch Differenzieren bestétigen (HA). Wir tiberlegen uns,
dass lim, ., F'(z) = 0. Hierfiir geniigt es zu zeigen, dass

k
lim = =0 fiir jedes k > 0. (8.26)

T—00 €

Aus der Definition der Exponentialfunktion durch eine Potenzreihe folgt fiir jedes
k € N und jedes x > 0

Ea

k+1 [
e’ > x bzw. ng—g(k—i_l)’.
(k+1)! et x

Der Grenziibergang  — oo in der rechten Ungleichung liefert (8.26). Zusammen-
gefasst erhalten wir

00 t
/ z"e Cdr = lim [ z"e "dr = lim F(t) — F(0) = —F(0) = nl. n
0 t—o00 0 t—o0
Beispiel 3. Wir zeigen, dass fooo % dzx konvergiert. An der Stelle 0 ist der In-
tegrand nicht definiert. Wegen lim, o ** = 1 lésst sich die Funktion z — *>*
aber zu einer auf [0, 00) stetigen Funktion fortsetzen, wenn man ihren Wert an
der Stelle 0 durch 1 festlegt. Insbesondere existiert fol % dz als gewohnliches
Riemann-Integral. Wir miissen also nur noch zeigen, dass floo % dx konvergiert.

Partielle Integration liefert fiir ¢ > 1
t b cosw
— / — dx.
1 . T

tsinx CcoS T
der = —
T T
t . cost

Offenbar existiert der Grenzwert
= lim (— T—i—cosl) = cos 1.

1 t—o00

COS T

lim —
t—o00 €T

. . . . t . .
Es verbleibt, die Existenz des Grenzwertes lim;_, f1 5% dx zu beweisen. Wir

benutzen das Cauchy-Kriterium und schétzen fiir 1 < t; < t5 ab:

to to 1)

cos X COS & 1 1 1 1

‘/ 2dx)§/ | 2|dx§/ —2d33:———<—.
P ¢ x 4 T ty  ta 4y

1
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Ist nun € > 0 beliebig vorgegeben, so gilt fiir alle to > t; > 1/¢

L cosx
dx! < €.
72
t1

Also existiert [ %% dz und damit auch [;° #22 dz. Was man auf diesem Wege
nicht erhélt ist, dass dieses Integrals den Wert 7/2 hat. n

Wir haben oben [ f(z)dz definiert als lim,, ooy io0 f; f(z)dz. In diesem
Sinn existiert z.B. ffooo x dx nicht als uneigentliches Riemann-Integral. Es ist aber
t 72

lim rdr = lim —
t—o0 ¢ t—o0 2

t
= 0.

—t

Wir nehmen dies als Anlass zu folgender Definition.

Definition 8.41 Ist f: R — R auf jedem Intervall [—t,t| Riemann-integrierbar
und existiert der Grenzwert limy_ . fitf(:c) dx im eigentlichen Sinn, so heifit
dieser Grenzwert der Cauchyscher Hauptwert. Wir bezeichnen ihn mait

V.P. /Z f(z) dx.

Beispielsweise ist V.P. [*° zdx = 0.

Als eine Anwendung uneigentlicher Integrale vermerken wir das Integralkriterium
fiir die Konvergenz von Reihen.

Satz 8.42 Sei f : [1,00) — [0,00) monoton fallend. Dann konvergiert die Reihe
> f(n) genau dann, wenn das Integral [~ f(z) dx konvergiert.

Beweis. Fiir jedes k> 1ist f(k+1) < [ f(z)de < f(k).

Aufsummieren von k = 1,...,n — 1 ergibt fiir jedes n > 2
£+ ..+ f(n) g/ f@)de < (1) + ...+ f(n—1).
1
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Fir die Partialsumme s, := Y ,_, f(k) gilt somit

< /nf(x) dr < s,_1.

Aus der linken Ungleichung folgt: Ist f1 x) dxr konvergent, so bleiben die s,
beschrénkt, also (da alle Reihenglieder mchtnegatlv sind) konvergiert >~ | f(n).
Analog liefert die rechte Ungleichung die umgekehrte Behauptung. [

Beispiel 4. Aus Beispiel 1 wissen wir, dafl floo ~*dx fiir alle o > 1 konvergiert.
Nach dem Integralkriterium konvergiert dann auch )", nla firallea>1. =

8.10.2 Integrale mit offenem Integrationsintervall

Sei f : [a,b) — R fiir jedes ¢ € (0,b — a)
auf [a, b— €] Riemann-integrierbar. Wenn der f
Grenzwert lim. g f;_g f(x)dr existiert, so
bezeichnen wir ihn mit fab f(x) dr und sagen,
f sei auf [a, b) uneigentlich integrierbar. Eine

analoge Definition trifft man fiir links halb- % % %
offene Intervalle. a b—e b

Ist @ < ¢ < bund f auf [a,b] \ {c} definiert, und existieren die uneigentlichen
Integrale [ f(x)dz und fb f(x)dx, so definiert man

/f dx—/f d:B—I—/f d:z:—hm/ f(x d:l:+11m ;f()

Schliefflich definiert man in diesem Fall den Cauchyschen Hauptwert durch

b c—¢ b
V.P./a f(z)dx = ll\r% (/a flz)dx + . f(zx) dm)
(falls dieser Grenzwert existiert und endlich ist).

Beispiel 5. fol :%adar ist fir @« > 1 divergent und fiir « < 1 konvergent. Im
konvergenten Fall ist dieses Integral gleich ﬁ

Beispiel 6. fol In x dz konvergiert und hat den Wert —1.
Beispiel 7. V.P. [*, Ldv =limevo ([ 1do+ ! L1dz) =0,

8.11 Flacheninhalte

Einer der Griinde zur Einfiihrung des bestimmten Integrals war der Wunsch,
Flacheninhalte zu definieren und zu berechnen. Ist f : [a,b] — [0, 00) Riemann-
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integrierbar, so definieren wir als Flacheninhalt der Menge
M:={(z,y) eR*:0<y < f(z), a<x <b}

die Zahl F(M) := [ f(z) da.

A

0 a b

Mit dieser Definition lassen sich auch die Inhalte komplizierter Mengen definieren
und berechnen, wenn man akzeptiert, dass der Flacheninhalt die folgenden (aus
unserer Erfahrung heraus plausiblen) Eigenschaften aufweist:

(a) Geht M’' aus M durch Verschiebung, Drehung oder Spiegelung an einer
Geraden hervor, so ist F'(M') = F(M).

(b) Kann man M in zwei sich nicht {iberlappende Teilmengen A, B zerlegen,
von denen jede einen Flicheninhalt besitzt, so ist F(M) = F(A) + F(B).

Die zweite Forderung ist sehr ungenau (man sollte etwas iiber ANB voraussetzen).
Darauf kommen wir spéter zuriick.
Beispiel 1. Fiir f : [0,a] - R, z — b
findet man F(M) = ['bdx = ab. Der von
uns definierte Flécheninhalt stimmt also fiir b L
Rechtecke mit dem ,,bekannten“ Fléchenin-
halt iiberein.

Beispiel 2. Die Dirichletfunktion

) = 1 falls z rational,
T 0 falls o irrational,

ist auf keinem Intervall [a,b] mit a < b Riemann-integrierbar. Unsere Definition
erlaubt es daher nicht, der Menge M = {(z,y):a <z <b, 0 <y < f(z)} einen
Flacheninhalt zuzuschreiben. ]

Beispiel 3. Die Funktionen f, g seien auf [a, ] Riemann-integrierbar, und es sei
f(z) > g(x) fir alle z € [a,b]. Gesucht ist der Flacheninhalt der Menge

M={(z,y) €R?:a<a<b glr)<y< fa)}

152



ol g b ol a b ol o b

Wir verschieben M um ¢ > 0 in Richtung der positiven y-Achse, bis das Bild von
M komplett oberhalb der z-Achse liegt. Mit den Eigenschaften (a), (b) folgt:

Fwnz/Xﬂw+wa—/kwm+va=/Xﬂ@—gu»m. .

Beispiel 4. Oft ist der Graph von f in Parameterdarstellung gegeben, etwa
{(z.y) eR*:x=a(t), y = y(t), t € o, ]}

mit z(«) = a und z(f8) = b. Unter entsprechenden Voraussetzungen an x und y
(vgl. Satz 8.38) gilt dann

/f m—/f A%@WM@

4z (4). Beispielsweise wird durch

wobei Z(t) = &

r =acost, y=>bsint mitt € [0,2n]

eine Ellipse beschrieben. Fiir ihren Flichen- —b
inhalt findet man

FM) = 2/a f(x)dsz/oy(t)i:(t)dt:2ab/osint(—sint)dt

™

= mab. m

sintcost t)
0

= 2ab [ sin®tdt =2ab (— U240
a/osm a 5 —1—2

Beispiel 5. Durch
r=ua(t —sint), y=a(l—cost) mitt R

wird eine Zykloide definiert. Diese Kurve beschreibt den Weg eines Punktes auf
der Kreisperipherie beim Abrollen des Kreises.

0 2wa 4ma 6ma
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Fiir die Flache unter einem Zykloidenbogen findet man

F(M) = /Oﬁy(t)x'(t) dt_(f/O (1 = cos)(1 — cost) di

costsint  t\  on
st )

2
= a2/ (1—2cost—|—c052t)dt:a2<t—28int+ 5
0

= 3a’r.
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9 Folgen und Reihen von Funktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir verschiedene Arten der Konvergenz einer
Funktionenfolge. Besonders interessiert uns die Frage, ob sich Eigenschaften der
einzelnen Glieder einer konvergenten Funktionenfolge (f,,) auf die Grenzfunktion
f vererben, etwa

e ist f stetig, wenn alle f,, stetig sind?

e ist [ differenzierbar (integrierbar), wenn alle f, differenzierbar (integrier-
bar) sind, und gilt in diesem Fall

f = (im f,) =lm f bzw. /b f(z)dz =lim /b fo(x) da?

In diesen Fragen geht es letztlich darum, ob zwei Grenzprozesse vertauscht wer-
den koénnen. Ein Beispiel, in dem dieses Vertauschen erlaubt ist, haben wir in
Abschnitt 6.3 kennengelernt: Ist Y~ - a,2" eine Potenzreihe mit Konvergenzra-
dius R > 0, so gilt fiir jedes zp € C mit |z| < R

o o oo
: n n : n
lim E ap2" = E anzy = g a,(lim z)".
2—20 220
n=0 n=0 n=0

Wir gehen diese Probleme nun systematisch an und betrachten anschliefend zwei
spezielle Klassen von Funktionenreihen: Potenzreihen und Fourierreihen.

9.1 Punktweise Konvergenz

Sei X eine nichtleere Menge, N ein metrischer Raum mit einer Metrik d und fiir
jedes n € N sei eine Funktion f, : X — N gegeben. Dann heiit (f,,)nen eine
Funktionenfolge auf X (beachten Sie: alle Glieder einer Funktionenfolge sind auf
der gleichen Menge definiert und bilden in eine gleiche Menge hinein ab).

Definition 9.1 Die Funktionenfolge ( f,,)nen konvergiert auf X punktweise gegen
eine Funktion f : X — N, wenn fir jedes x € X gqilt
d(fu(2), f(2)) = 0 bzw.  lim f,(z) = f(z).

n—oo

Der punktweise Grenzwert einer Funktionenfolge (f,) ist eindeutig bestimmt.

Beispiel 1. Die Funktionen f, : [0, 1] — R seien durch f,,(z) = 2™ gegeben. Fiir
0 < < 1ist limy, o fru(z) = lim, o 2" = 0, wihrend lim,, o f,(1) = 1 ist.
Die stetigen (sogar differenzierbaren) Funktionen f,, konvergieren also punktweise

gegen die Funktion
0 fir0<z<l1,

f(x):{ 1 firx=1,

155



die im Punkt 1 nicht stetig ist. [
Beispiel 2. Fiir n € N und =z € R sei

fu(x) := lim (cos(nlmz))?*
k—o0
(der Grenzwert existiert, da 0 < (cos(n!rz))? < 1). Wir zeigen, dass die Folge
(fn) punktweise gegen die Dirichletfunktion

) = 1 falls x rational,
V=3 0 falls z irrational

konvergiert. Sei zundchst x rational. Wir schreiben x als p/¢ mit p,q € Z und
q > 0. Fiir beliebiges n > ¢ ist dann

(cos(nlmp/q))? = 1.

Es ist also f,(x) =1 fiir alle n > ¢, woraus lim,,_,, f,(x) = 1 fiir jedes rationale
x folgt. Ist dagegen x irrational, so ist n!r niemals ganzzahlig. Es ist daher in
diesem Fall

0 < (cos(n!mz))? < 1,

woraus fiir jedes n folgt

falz) = kll_{n (cos(n!rx))?* = 0.

Es ist daher lim,, ., f,(x) = 0 fir jedes irrationale x.
Bildet man also von den (beliebig oft differenzierbaren!) Funktionen

x> (cos(z!mz))?

erst den punktweisen Grenzwert bzgl. k und dann bzgl. n, so erhélt man eine
Funktion, die in keinem Punkt stetig ist! [

Der durch die punktweise Konvergenz hergestellte Zusammenhang zwischen der
Folge (f,) und ihrer Grenzfunktion f ist offenbar zu schwach, um z.B. das Ver-
erben der Stetigkeit zu garantieren. Im néchsten Abschnitt betrachten wir einen
wesentlich starkeren Konvergenzbegriff, der dieses Vererben garantiert.

9.2 Gleichmiflige Konvergenz

Sei wieder X eine nichtleere Menge, (N, d) ein metrischer Raum und (f,),en eine
Folge von Funktionen f,, : X — N.

Definition 9.2 Die Funktionenfolge (f,)nen konvergiert auf X gleichméBig ge-
gen die Funktion f : X — N, wenn fir jedes € > 0 ein ng € N existiert, so
dass

d(fu(x), f(x)) <e fir allen > ng und alle x € X.
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Beachten Sie: Bei punktweiser Konvergenz darf ny von  abhéngen, wéhrend bei
gleichméfiger Konvergenz ng unabhdingig von x gefunden werden kann. Aus der
gleichméfligen Konvergenz folgt offenbar die punktweise Konvergenz.

Beispiel 1. Die Funktionenfolgen in den Beispielen 1 und 2 aus Abschnitt 9.1
konvergieren nicht gleichméfig. Wir iiberlegen uns dies fiir Beispiel 1. Sei ¢ > 0
und x € (0,1). Wegen

|z" = 0| <e & 2" <e & nlhrx<lne & n>Ine/lnx
kann es kein ng so geben, dass |f,(z) — f(z)| <e furallen >nyund x € M. =

Beispiel 2. Auf R sei f,(z) := L[nz] ([y] ist die groBte ganze Zahl, die kleiner
als oder gleich y ist.) Aus [nz] < nz < [nz] + 1 folgt
1

d.h. es ist )
0<z— fulz)<— firalexzeR.
n

Hieraus folgt sofort die gleichméflige Konvergenz der Funktionen f, gegen die
Funktion f(z) = z. n

Im Weiteren sei N = R, versehen mit dem iiblichen Abstand. Alle Uberlegungen
dieses Abschnittes bleiben aber auch fiir N = R* (z.B. mit der Euklidschen Norm)
und insbesondere fiir N = C (mit dem iiblichen Betragsabstand) richtig. Wir
zeigen, dass man die gleichméfige Konvergenz als Konvergenz in einem geeigneten
metrischen Raum (dessen Elemente Funktionen sind) auffassen kann.

Eine Funktion f : X — R heifit beschrdnkt, wenn

Il 1= sup £ (z)] < ox. (0.1

Die Zahl ||f|l heifit die Supremumsnorm von f. Es ist klar, dass die Menge
M (X) aller beschrinkten reellwertigen Funktionen auf X einen reellen linearen
Raum bildet und dass (9.1) ein Norm auf M (X) in folgendem Sinn definiert:

Definition 9.3 Sei L ein reeller linearer Raum. Eine Abbildung ||.|| : L — R
heifit Norm auf L, wenn
(a) ||z]| > 0 fir alle x € L, und ||z|| =0 genau dann, wenn x = 0.

() |laz|| = |af ||z|| fir alle « € R und x € L.
() |+ yl| < ||zl + |ly|| fir alle z,y € L (Dreiecksungleichung).

Fiir die Norm (9.1) folgt die Eigenschaft (¢) aus

[f (@) + g(o)] < [f(@)] + [9(@)] < [[flloe + [[9loos

indem man auf der linken Seite das Supremum iiber alle z € X bildet.
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Lemma 9.4 Ist L ein linearer Raum und ||.| eine Norm auf L, so wird durch
d(z,y) .= ||z — y|| eine Metrik auf L definiert.

Beweis. Aus dem ersten Normaxiom folgt d(x,y) > 0 und dass d(z,y) = 0 genau
dann, wenn x = y. Aus dem zweiten Normaxiom erhalten wir die Symmetrie von
d:
d(z,y) = llo —yll = | = (y = 2)[| = [ = U |ly — 2| = d(y, z).

Die Dreiecksungleichung fiir d folgt unmittelbar aus dem dritten Normaxiom. m
Man nennt d(x,y) := ||z — y|| die durch die Norm ||.|| induzierte Metrik. Solange
nichts anderes gesagt ist, versehen wir normierte Rdume immer mit den indu-
zierten Metriken und machen sie so zu metrischen Rdumen. Man {iberlegt sich
leicht, dass die gleichméfige Konvergenz einer Folge ( f,,) beschrankter reellwerti-
ger Funktionen nichts anderes ist als die Konvergenz dieser Folge im metrischen

Raum M (X) mit der durch die Supremumsnorm induzierten Metrik, d.h. f, — f
bedeutet

Ve >0 Ing €N Vn>ng: ||f — fullo =sup |f(z) — fu(x)] < e.
zeX
Definition 9.5 FEin normierter linearer Raum heifst ein Banachraum, wenn er
beziiglich der durch die Norm induzierten Metrik vollstindig ist.

Einige Beispiele fiir Banachrdume kennen wir bereits: R und C mit den iiblichen
Betrigen als Norm und R* mit der ||.||1, ||.||2 oder ||.||oo-Norm.

Satz 9.6 Der lineare Raum M (X) der beschrinkten reellwertigen Funktionen
auf X, versehen mit der Supremumsnorm, ist ein Banachraum.

Beweis. Sei (f,) eine Cauchyfolge in M (X), d.h.
Ve >0 dng € N VYm,n > ng : d(fn, fr) = sup | fn(z) — fin(2)] < e. (9.2)
zeX

Offenbar ist fiir jedes feste x € R die Folge (f,(z)) eine Cauchyfolge in R. Da R
vollstandig ist, konvergiert die Folge (f,,(z)) gegen eine Zahl, die wir f(z) nennen.
Hierdurch wird eine Funktion f : X — R festgelegt. Wir zeigen: f ist beschrankt
(d.h. f € M(X)) und d(f, fu) = [|f = fallec = 0.

Aus (9.2) wissen wir:
Ve >0 dng e N Vm,n>ng Vo € X :|fu(x) — fin(2)] <e.
Vollziehen wir hierin den Grenziibergang m — oo, folgt
Ve>0 dnge N Vn>ng Vo e X :|fu(z) — f(z)| <e. (9.3)
Wir wéhlen z.B. ¢ = 1 und das zugehorige ny und erhalten

[f(@)] < oo ()] 4 [frg (2) = F(@)] < [l fnolloc + 1 fiir alle z € X,
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d.h. f ist beschrénkt. Die Konvergenz von f, gegen f bzgl. der Supremumsnorm
folgt ebenfalls sofort aus (9.3). n

Wir vermerken noch einige wichtige Konsequenzen der Vollstdndigkeit des Rau-
mes M (X). Diese gelten entsprechend fiir beliebige Banachraume.

Seien f,, Funktionen aus M (X). Die Funktionenreihe Y -, fi heifit punktweise
bzw. gleichmdfig konvergent, wenn die Folge ihrer Partialsummen s, := >}, fi
punktweise bzw. gleichméflig konvergiert. Aus der Vollstandigkeit des Raumes
(M(X), ||.||) folgt sofort das Cauchysche Konvergenzkriterium.

Satz 9.7 (Cauchy-Kriterium) Sei (f,,) eine Folge in M(X).
(a) Die Folge (f,,) konvergiert genau dann gleichmdfig, wenn sie eine Cauchyfolge
in M(X) ist, d.h. wenn

Ve>0 dng €N Vm,n>ng: || fu— finlleo <e.

(b) Die Reihe Y i fi konvergiert genau dann gleichmdfig, wenn es fir jedes
e >0 e ng € N gibt, so dass fiir alle n > ng und alle r € N gilt
n+r

|2, <=

In Analogie zu Zahlenfolgen definieren wir

Definition 9.8 Die Reihe Y~ fn heifsit absolut konvergent, wenn die Reihe
Yoo ol falloo konvergiert.

Wie im Beweis von Satz 5.9 zeigt man:
Satz 9.9 Jede absolut konvergente Reihe in M(X) konvergiert gleichmdfig.

Dieser Satz ist bemerkenswert, da man z.B. statt der gleichméafligen Konvergenz
einer Funktionenreihe nur die absolute Konvergenz einer Zahlenreihe untersuchen
muf, fiir die wir zahlreiche Kriterien kennen.

Beispiel 3. Die Reihe Y 7 | -L konvergiert fiir jedes z > 1 (ist also auf (1, 00)
punktweise konvergent), und sie ist gleichméBig konvergent auf jedem Intervall
[c,00) mit ¢ > 1. Die Funktionen f,(x) = n~* sind néamlich auf [c, 00) streng
monoton fallend. Also ist ||fu|lec = n7¢, und fir ¢ > 1 konvergiert die Reihe

S>> | -=. Die Funktion ((z) := Y7 | -1 heifit Riemannsche Zetafunktion. n

n=1 nc n=1 n=

Beispiel 4. Jede Potenzreihe )~ a,2" mit Konvergenzradius R > 0 ist auf
der Kreisscheibe {z € C : |z|] < R} punktweise konvergent. Fiir 0 < r < R
konvergiert sie auf jeder Kreisscheibe {z € C : |z| < r} sogar gleichméiBig. Fiir
die Funktionen f,(z) = a,2" ist ndmlich
[fnlloe = sup |anz"] = |an|r™",
|z|<r
und die Reihe )7 |a,|r" konvergiert, da jede Potenzreihe im Inneren ihres
Konvergenzbereichs absolut konvergiert (Satz 6.16). n
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9.3 Gleichmiaflige Konvergenz und Stetigkeit

In diesem Abschnitt sei (X, d) ein metrischer Raum, und wir betrachten Funk-
tionen X — R. Die Sétze 9.10 und 9.11 lassen sich problemlos auf Funktionen
X — R* mit k > 1 iibertragen.

Satz 9.10 Die Funktionen f, : X — R sollen gleichmdf$ig gegen f : X — R
konvergieren. Ist jede der Funktionen f, in einem Punkt xo € X stetig, so ist
auch die Grenzfunktion f in xq stetig.

Beweis. Sei ¢ > 0 beliebig. Wir wéhlen N € N so, dass || f — x|l < €/3. Dann
ist fiir alle v € X

| f(x) = f(z0)] |f(@) = fn(@)| + [fn(z) = fn(zo)| + [f(z0) — f(0)]
2lf = fulloo + [fn(x) — fn(0)]

2¢/3 + |fn(x) — fn(wo)l.

Da fy in zq stetig ist, finden wir eine Umgebung U von xzq so, dass |fy(z) —
fn(xo)| < g/3 fur alle z € U. Fir alle z € U ist dann

[f(2) = f(xo)| < 2¢/3 + [fn(x) — fn(wo)| <&

AN VARVAN

Also ist f in z( stetig. [

Sind insbesondere alle Funktionen f,, auf ganz X stetig, so ist auch f auf ganz X
stetig. Wir interpretieren dies wieder als eine Vollstandigkeitsaussage. Sei Cy(X)
die Menge aller beschrénkten stetigen Funktionen f : X — R. Es ist Cy(X) C
M(X), und C,(X) ist ein normierter linearer Raum bzgl. der Supremumsnorm.
Ist X kompakt, so ist jede stetige Funktion auf X beschrankt (Satz 6.40). Die
Menge aller beschrinkten stetigen Funktionen stimmt dann also iiberein mit der
Menge C(X) aller stetigen Funktionen auf X.

Satz 9.11 Der lineare Raum Cy(X), versehen mit der Supremumsnorm, ist ein
Banachraum.

Beweis. Ist (f,,) eine Cauchyfolge in Cy(X), so ist (f,,) erst recht eine Cauchyfolge
in M(X). Da M(X) vollstédndig ist, konvergiert die Folge (f,,) gleichméBig gegen
eine beschrinkte Grenzfunktion f. Aus Satz 9.10 wissen wir, dass f stetig ist,
also zu Cp(X) gehort. =

Wir kénnen das Bewiesene auch so formulieren: C,(X) ist abgeschlossen in M (X))
bzgl. ||.||ec. Als eine Anwendung geben wir einen weiteren Beweis von Satz 6.19.

Beispiel. Sei f(z) = > " a,z" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0,
und sei |z9| < R. Dann ist f in zp stetig. Um dies einzusehen, wihlen wir ein r
in (|zo|, R). Nach Beispiel 4 aus 9.2 konvergiert die Reihe > 7 a,2" auf X :=
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{z € C: |z| < r} gleichméBig. Da alle Partialsummen auf X stetig sind, ist f auf
X und insbesondere in zy € X stetig. [

Aus der Stetigkeit der Grenzfunktion folgt aber im Allgemeinen nicht, dass die
Funktionenfolge gleichméfig konvergiert. Es gilt jedoch:

Satz 9.12 (Dini) Seien f, : [a,b] — R stetige Funktionen, die punktweise und
monoton (d.h. fiir jedes x € |a, b] ist die Folge (f,(x)) monoton) gegen eine stetige
Funktion f konvergieren. Dann ist die Konvergenz sogar gleichmdjfsig.

Einen Beweis finden Sie in Barner/Flohr, Analysis I, S. 321.

9.4 Gleichmiflige Konvergenz und Integrierbarkeit/Dif-
ferenzierbarkeit

Sei [a,b] ein endliches Intervall. Wir bezeichnen mit R([a,b]) die Menge der
Riemann-integrierbaren Funktionen auf [a,b]. Da Riemann-integrierbare Funk-
tionen beschrénkt sind (Satz 8.4), konnen wir R([a, b]) als Teilraum von M ([a, b))
auffassen.

Satz 9.13 (a) Die Funktionen f,, € R([a,b]) sollen gleichmdfig gegen eine Funk-
tion f konvergieren. Dann ist f € R([a,b]), und es gilt

lim bfn(x) dx = /ab(gl_)rglo fo)(z)de = /abf(x) dx.

n—0o0 a
(b) Der Raum R([a,b]), versehen mit der Supremumsnorm, ist ein Banachraum.

Beweis. (a) Wir zeigen zuerst, dass f Riemann-integrierbar ist. Sei A(f,) die
Menge aller Unstetigkeitsstellen von f, und U := Upeny A(fr). In jedem Punkt
x aus [a,b] \ U ist jede der Funktionen f, stetig. Nach Satz 9.10 ist dann auch
f in allen diesen Punkten stetig. Also ist A(f) € U. Nach dem Lebesgueschen
Integrabilitédtskriterium (Satz 8.15) ist jedes A(f,,) eine Nullmenge. Nach Lemma
8.14 sind auch U und A(f) Nullmengen. Wieder nach Satz 8.15 ist f € R([a, b]).

Damit ist klar, dass fab f(z) dx existiert, und wir haben die Abschétzung

‘/abfn(x)dx—/abf(x)dx‘ S/ablfn(x)—f(:vﬂd:vg (b—a) || fu — flloo-

Aus der gleichméBigen Konvergenz von f,, gegen f folgt nun Behauptung (a).

(b) Sei (f,,) eine Cauchyfolge Riemann-integrierbarer Funktionen. Dann ist (f,,)
eine Cauchyfolge in M([a, b]) und folglich konvergent mit einer Grenzfunktion f.
Aus Teil (a) wissen wir, dass f € R([a,b]). Schlieflich folgt aus Satz 8.23, dass

R([a,b]) ein linearer Raum ist. n
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Es ist bemerkenswert, dass die gleichméfiige Konvergenz einer Folge differenzier-
barer Funktionen nicht geniigt, um die Differenzierbarkeit der Grenzfunktion und
die Vertauschbarkeitzu erzwingen.

Beispiel. Die Folge der Funktionen f,(z) := % sin nx konvergiert auf R gleich-
méBig gegen die Funktion f = 0. Die Folge der Ableitungen f/(x) = cosnz
konvergiert an der Stelle z = 0 gegen 1. Es ist aber

1= lim £,(0) # (lim £,)'(0) = £'(0) = 0. .

Satz 9.14 Fir die Funktionen f, : [a,b] — R gelte

(a) sie sind auf [a,b] differenzierbar,

(b) die Folge (f)) ihrer Ableitungen konvergiert gleichmdflig auf |a, b],

(c) es gibt ein zg € [a,b], fir das die Folge (fn(x)) konvergiert.
Dann konvergiert die Folge (f,) gleichmaf$ig gegen eine differenzierbare Funktion
f, und die Folge (f!) konvergiert gleichmdfig gegen f'.

Unter den getroffenen Annahmen diirfen Funktionenfolgen also gliedweise diffe-
renziert werden, und es gilt (im Sinne der gleichméfligen Konvergenz)

lim f/ = (lim f,)".

n—oo n—oo
Beweis. Wir zeigen, dass die Folge (f,) gleichméBig gegen eine Funktion f kon-
vergiert. Sei ¢ > 0. Wir wihlen ng € N so, dass

| fn(z0) — ful(zo)| < &/2 fur alle m,n > ny (9.4)

und .

Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung, angewandt auf die Funktion f,, — f,,
liefert die fiir alle =,y € [a,b] und m,n > ny giiltige Abschétzung

|(fm(2) = () = (fm(y) = Fu))] = [0 (&) = FL ()] |z =y

L,x_ |
25b—a) " Y

IN

(9.6)

mit einem £ € [z,y]. Wir benutzen (9.6) mit y = o und erhalten

[fm(x) = fu(@)] < |(fm(2) = fu(2)) = (f(@0) = fu(@0))| 4 | fin(20) — fu(20)]
5 £
< 2<b_a>\x—xg]+§<€

fir alle x € [a,b] und m,n > ny. Also ist (f,) eine Cauchyfolge in C(]a,b])
und nach Satz 9.6 gleichméflig konvergent. Sei f ihr Grenzwert. Wir zeigen die
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Differenzierbarkeit von f in jedem Punkt y € [a, b]. Dazu betrachten wir auf [a, b]
die Funktionen

PYATED e~ RN falls 2 y,
T ), | limyse £ (y) falls =y

Im Beweis von Satz 7.2 haben wir gesehen, dass die Funktionen F, stetig auf
[a,b] sind. Weiter ist klar, dass die Funktionen F), auf [a,b] punktweise gegen
F streben. Wir zeigen, dass diese Konvergenz sogar gleichméfig ist. Fir x # y
erhalten wir aus (9.6) nach Division durch |z — y|

€

Fula) = Fu(0)] < g

VYm,n > ng

und somit

19
sup | Fu(z) = Fu(2)| < s——
zelab)\{y} 2(b—a)

Wir wéhlen ng so grof}, dass auch noch

VYm,n > ng.

5
F - F =|fl.(y)— 1} <
[Fan(y) — Fu(y)l = [fm(y) = fa(y)] < 20— a)
fiir alle m, n > ng. Dann ist
sup |F(x) — F,(z)| < < VYm,n > ny.

z€[a,b] Z(b - a)

Also ist (F},) eine Cauchyfolge in M ([a, b]). Nach Satz 9.6 konvergiert diese Folge
auf [a, b] gleichm&Big. Da sie auf [a, b] punktweise gegen F' konvergiert, folgt, dass
(F,) auf ganz [a,b] gleichm#Big gegen F' konvergietn. Nach Satz 9.10 ist F' auf
[a, b] und insbesondere in y stetig. Es existiert also der Grenzwert lim,_,, F'(x) und
stimmt mit F'(y) iiberein. Dann ist die Funktion f an der Stelle y differenzierbar,
und es gilt

f'(y) = lim f(y). .

n—o0

9.5 Erginzungen zu Potenzreihen

Wir wenden zunéchst das Resultat aus Satz 9.14 auf Potenzreihen an. Sei f(x) =
Yo ganx™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Die Partialsummen
sn(z) = > j_y axz” sind offenbar differenzierbar auf (— R, R), und ihre Ableitung
ist

n
sy () = Z kayx" 1.
k=1

Die s, sind die Partialsummen der Potenzreihe > 7 na,z" '. Aus Folgerung
6.18 wissen wir, dass diese Potenzreihe den gleichen Konvergenzradius wie die
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Ausgangsreihe besitzt. Also ist (Beispiel 4 aus 9.2) die Folge (s/,) auf jeder kom-
pakten Teilmenge von {z € R : || < R} gleichméfig konvergent. Aus Satz 9.14
folgt nun:

Satz 9.15 Die Potenzreihe f(x) = Y .~ a,az" ist in jedem Punkt x € (—R, R)
differenzierbar, und ihre Ableitung kann gliedweise bestimmt werden.:

o
= E na,z"
n=1

Im dritten Semester iibertragen wir dieses Resultat auf Potenzreihen im Kom-
plexen. Eine wiederholte Anwendung von Satz 9.15 zeigt, dass Potenzreihen un-
endlich oft differenzierbar sind. Damit haben wir auch Satz 7.11 bewiesen.

Wir vermerken noch, dass man wegen Satz 9.13 Potenzreihen auch gliedweise
integrieren darf. Zum Beispiel ist

/j(Zanx)dx—Z/ AnT dx— +1y”+1

n=0

fiir alle y im Konvergenzintervall (—R, R).

Das néchste Resultat besagt, dass die Werte einer Potenzreihe im Inneren ihres
Konvergenzkreises eindeutig festgelegt sind, wenn man ihre Werte nur in einer
Folge von Punkten z, mit lim,, . 2, = 0 kennt. Genauer:

Satz 9.16 (Identititssatz fiir Potenzreihen) Seien

:an(z—zo)" und g(z Zgnz—zo
n=0

Potenzreihen, die auf einer Kreisscheibe K == {z € C: |z — 2| < R} mit R > 0
konvergieren, und sei (z,)22, C K\{z0} eine Folge mit Grenzwert zy. Ist f(z,) =
g(zn) fiir alle n > 1, so stimmen beide Funktionen bzw. beide Potenzreihen auf
K diberein, d.h. es ist

f(z)=9(z) V2z€ K und f,=g, YneN.

Beweis. Nach Satz 6.19 sind f und g stetig auf K. Also gilt

fo=f(z0) = lim f(z,) = lim g(2,) = g(20) = go-

n—0o0 n—0o0

Wir nehmen dies als Induktionsanfang. In der Induktionsvoraussetzung nehmen
wir an, wir héatten fiir ein gewisses n € N bereits gezeigt, dass

fo=90, fi=091, -, fa=20n
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und wollen zeigen, dass dann auch f,+1 = gp41. Dazu gentigt es, die oben ge-
machten Uberlegungen auf die Potenzreihen

F() = f(2) = 2o fulz — 20)"

f(z) (z — z)" 1 = far1 + fara(z = 20) + fars(z — 20)° + ...
und
_\"n — 2k
(z) = ST Dm0 WEZ20) g 20) (e — 200

(Z _ Zo)n+1

anzuwenden. (Diese sind durch die Briiche nur fiir z # zg, durch die rechten
Seiten aber auch fiir z = z; definiert.) ]

Der Identitétssatz ist Grundlage des Koeffizientenvergleichs: Hat man ein und
dieselbe Funktion in zwei Potenzreihen ) a,(z — 2)™ und > b,(z — 2)" mit
positivem Konvergenzradius entwickelt, so folgt a,, = b, fiir alle n € N.

Beispiel. Ist
f(z):= Z apz"
n=0

eine gerade Funktion, d.h. f(z) = f(—2) fiir alle z, so folgt aus

f2)=f(=2) =) an(=2)"=> (=1)"a,2",
n=0 n=0
dass a,, = (—1)"a, fir alle n und daher a,, = 0 fiir alle ungeraden n ist. n

Das dritte Resultat dieses Abschnittes betrifft die Division von Potenzreihen.

Satz 9.17 Die Potenzreihe f(z) = . an(2—2)" konvergiere fiir |z—z| < R,
und es sei ag # 0. Dann lisst sich 1/f in einer gewissen Umgebung von zy in
eine konvergente Potenzrethe entwickeln.

Sehen wir uns die Potenzreihenentwicklung von 1/f zunéchst formal und fiir
Zzo=0an. Aus f- f7' =1 baw. (3 0ran2")(Dre be2") = 1 folgt geméB dem
Cauchy-Produkt

o0 n

SO arbni)z" =1=1+0z"+02"+....

n=0 k=0

Durch Koeffizientenvergleich folgen hieraus die Gleichungen

aobo =1 (bel ZO)
aibg + agby =0 (bei 21)
asbg + a1by + agby =0 (bei 22)  w.s.w.
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Wegen ay # 0 kann man aus der ersten Gleichung by ermitteln, dann aus der
zweiten by, aus der dritten by usw. Hierdurch wird eine Potenzreihe ZZO:O b, 2™
eindeutig festgelegt. Satz 9.17 sagt aus, dass diese Reihe einen positiven Konver-
genzradius besitzt.

Beispiel 1. Nach Satz 9.17 148t sich die Tangensfunktion in einer Umgebung des
Punktes 0 in eine Potenzreihe entwickeln. Wir bestimmen die ersten Koeffizienten
der Potenzreihe tanz := Y~ a,z" mit der Methode des Koeffizientenvergleichs
aus tanz := sinx/ cosz und den bekannten Potenzreihen fiir die Sinus- und Ko-
sinusfunktion. Koeffizientenvergleich in

2 2d 2
$—§+a—ﬁ+
22zt S
= (ap+ a1x +agx® +azx® +agxt + .. ) (1 — =+ == +..)
2! 4! 6!
liefert
bei 20 : 0 = ap
bei z! : 1 = o
bei 22 : 0 = ay— a9
bei 23 : —% = CL3—%CL1
bei z* : 0 = as—1a2+ 5a0

und hieraus der Reihe nach ag =0, a1 =1, ap =0, ag = % und a4 = 0. Weitere
Rechnungen liefern

ta iy 2oy My
nr==x —-T — X —X
3 15 315

Es gibt keine ,,einfache“ Formel fiir die Koeffizienten dieser Reihe. [
Beispiel 2. Wir suchen eine explizite Formel fiir die Glieder der Fibonacci-Folge

ap=1, a1 =1, a, =a,_1+ a,_o firn>2. (9.7)
Wir ordnen dieser Folge die Potenzreihe f(z) = > 7 a,2z" zu und finden mit

(9.7)

f@) = 1+a+) aa" =14+ (Ghs+a,1)2"
n=2

n=2

o0 (0.)
= 1+x+x2g anx"—i—xg anx”
n=0 n=1

= l4+a+af() +a(f(z) - 1).
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Umstellen nach f(z) liefert f(z) = (1 —x — 2?)~!. Da die Potenzreihe 1 — z — z*
(die ein Polynom ist) iiberall konvergiert und an der Stelle 0 ungleich 0 ist, folgt
mit Satz 9.17, dass auch die Reihe

1 =~ .
f(m)_—l—w—gﬁ —%anx

einen positiven Konvergenzradius besitzt. Wir bestimmen die a,, indem wir
f(z) = (1 —x — 2%)7! geschickt in eine Potenzreihe entwickeln. Dazu schreiben
wir

1 1 1 1

flz) = ————F—= ———= (Partialbruchentwicklung)
V5 o — 1T\/5 V5 o — 1+\/5
1 1
I R R R
2 1 2 1

V(-1 +v5) 1— 2= V5(-1—+5) 1 - =7

Ist || hinreichend klein, so ist dies gleich (geometrische Reihe!)

o0

2 2r n 2 2% n
flo) = mZ(_H\@) _\/5(—1—\/5);(—1—\/5>

n=0 =0

Nl (e R R L

woraus nach Koeffizientenvergleich folgt

. 1 (L)TH»l _ <L>n+1)
N A W S E VA —1-V5

1 <1+\/5>1’L+1 _ (1_\/5>n+1) .

= 5 2 2 :
Wir werden Satz 9.17 im 3. Semester beweisen. Fiir Interessenten folgt hier ein
Beweis, der nur reelle Methoden benutzt. Dafiir benttigen wir einige Vorbereitun-
gen. Eine Abbildung f : NxN — C heifit auch eine Doppelfolge. Wie bei gewhn-
lichen Folgen identifiziert man f héufig mit ihren Werten f(m,n) =: a,,, und

schreibt (@ )py,—o fiir die Doppelfolge. Konvergenz der Doppelfolge (a,)
gegen a € C bedeutet nach Definition

[e.e]

ot

ot

0
m,n=0

Ve >0 dng €N Vm,n >ng: |am, —al <e. (9.8)

Beispiel 3. Fiir jede Folge (a,) wird durch a,,, = a, — a, eine Doppelfolge
festgelegt. Die Folge (a,) ist genau dann eine Cauchyfolge, wenn die zugeordnete
Doppelfolge (a,,) gegen 0 konvergiert. n
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Beispiel 4. Die Doppelfolge (a,,,,) mit ay,, = (—1)m+"(% + %) konvergiert gegen
0. Fiir ng > 2/e und m,n > ng ist namlich

1 1
— + —
m

| — 0] =
n

2
< —<e. |
no

Fiir den Grenzwert a einer konvergenten Doppelfolge (a,,) bezeichnen wir mit

limy, »—s00 Gmn = @. Wenn fiir jedes m die Grenzwerte lim,,_, @, bzw. fiir jedes n

die Grenzwerte lim,,,_,o amy existieren, kann man auch die iterierten Grenzwerte
lim (lim a,,) und  lim ( lim ay,,) (9.9)
m—0o0 N—o0 n—,oo m—oo

betrachten. Man beachte, dass im Beispiel 4 zwar der Grenzwert lim,, ;o0 Gmn
existiert, nicht aber die Grenzwerte lim,,,_,oc @y und lim,,_ oo G-

Satz 9.18 Die Doppelfolge (amn) sei konvergent, und fir jedes m bzw. n sollen
die Grenzwerte lim,,_, oo Qmn Und iMoo Gmn eTistieren. Dann existieren auch die
iterierten Grenzwerte (9.9), und es gilt:

lim (lim @) = lim (lim ap,,) = Hm ap,.
m—0o0 N—0o0 n—oo m—oQ m,n—o0

Beweis. Sei a := lim,, 5,00 Gmp, und fiir jedes m existiere der Grenzwert ay,, :=
lim,, s 00 Gy, Konvergenz der Doppelfolge (a,,,) bedeutet gerade (9.8). Lassen wir
in (9.8) n — oo streben, folgt

Ve >0 dng € N Vm >ng: o, —a| <e.

Dies heifit aber nichts anderes als dass lim,,, ., o, = a. Die zweite Aussage folgt
analog. [

Jede Doppelfolge (@) erzeugt eine Doppelfolge (s,,,) durch

§=0 k=0

Wenn die Doppelfolge (s,,) gegen ein s konvergiert, so nennen wir die Doppelreihe
ka:o a;i, konvergent und s ihre Summe, und wir schreiben s = Zﬁzo a;i,. Durch
Ubertragung von Satz 9.18 erhilt man sofort das folgende Resultat.

Satz 9.19 Die Doppelreihe kazo aji sei konvergent, und fiir jedes j bzw. bzw. k
sollen die Reihen Y ;- aji bzw. z;‘io a;i, konvergieren. Dann konvergieren auch
die iterierten Reihen Y 773 1% aje baw. Y777 3 agy, und es gilt

ZZ% ZZ% = Z j- (9.10)
§=0 k=0 k=0 j=0 4,k=0
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Hieraus erhélt man leicht den folgenden wichtigen Doppelreihensatz von Cauchy.

Satz 9.20 Ist eine der iterierten Reihen 72> 77 g aji bzw. D07 > ajy, ab-
solut konvergent (d.h. konvergiert sie auch noch, wenn aj, durch |a;| ersetzt
wird), dann sind auch die andere iterierte Reihe sowie die Doppelreihe Zﬁ;:o @k
absolut konvergent, und es gilt (9.10).

Beweis. Sei z.B. 277> 7% |ajx| konvergent mit der Summe a. Dann ist je-
de Reihe > /7 ajy, absolut konvergent. Wegen > 7" > i |aji| < a konvergiert
auch die Doppelreihe absolut. Gleiches gilt wegen > 7" [a 1| < a fiir jede Reihe
> o lajkl. Aus Satz 9.19 folgt nun die Behauptung. "

Beweis von Satz 9.17. Ohne Einschréankung der Allgemeinheit sei ag = 1. Nach
Satz 6.19 gibt es ein 6 € (0, R), so dass |ayz + a2 +...| < 1 fiir alle |2] < §. Fiir
diese z ist (geometrische Reihe!)

oo

1 1 A
= = Z(—alz — CLQZQ - .. .)‘7.

f(z) 1—=(—a1z—az®>—...) =

Mit dem Cauchyprodukt schreiben wir fiir jedes j € N
o
(—a1z —apz® —...) = Z ajkzk
k=0
mit gewissen Koeffizienten a;;,. Es ist also

o oo
=2 an"

=0 k=0

Diirften wir hier die Summationsreihenfolge vertauschen, wére dies die Behaup-
tung. Wenn die Reihe 7% 377 (|aji||2|* konvergiert, ist nach Satz 9.20 das
Vertauschen moglich. Wir zeigen, dass dies fiir hinreichend kleine |z| tatséchlich
gilt.

Da jede Potenzreihe im Innern ihres Konvergenzkreises absolut konvergiert,
gibt es ein p € (0,9) so, dass

lay| 2] + ag| |2]* + ... < 1 fiir alle z mit |z| < p.

Fiir diese z konvergiert die geometrische Reihe Y72 ((Ja1| [2] + |ag| [2[* + .. )7,
und diese ldsst sich nach Cauchymultiplikation in der Form »7°° 37 ajp|2|*
schreiben. Offenbar gilt dabei |a;| < ajj. Folglich konvergiert die iterierte Reihe
D020 2 e lagk] [2|* fiir alle 2 mit |2] < p. Hieraus und aus dem Doppelreihensatz
folgt die Behauptung. ]
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9.6 Fourierreihen

Nach den Potenzreihen betrachten wir eine weitere Klasse von Funktionenreihen,
die von grofler Bedeutung in der Analysis sowie fiir ihre Anwendungen in Physik
und Technik ist: die Fourierreihen. Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, dass
Potenzreihen im Inneren ihres Konvergenzintervalls beliebig oft differenzierbar
sind. Es konnen also nur ,,wenige“ Funktionen durch ihre Potenzreihe dargestellt
werden: die reell-analytischen. Demgegeniiber lassen sich durch Fourierreihen z.B.
auch periodische Funktionen darstellen, die nur stiickweise differenzierbar sind
und deren Ableitungen Spriinge haben. Aus Zeitgriinden koénnen wir uns nur
einen elementaren Uberblick iiber Fourierreihen verschaffen, obwohl dies der Be-
deutung dieser Reihen nicht angemessen ist. Auf weitere Aspekte wird z.B. in der
Funktionalanalysis-Vorlesung eingegangen.

9.6.1 Periodische Funktionen

Eine auf R definierte Funktion f heif3t periodisch mit der Periode L, wenn
flx+ L) = f(x) firallex € R.

Beispielsweise sind die Funktionen x — sin(kz) und z +— cos(kx) 2m-periodisch,
und fiir die Dirichletfunktion ist jede rationale Zahl eine Periode.

Durch eine Variablensubstitution kann man Funktionen mit der Periode L
auf solche mit der Periode 27 zuriickfithren. Hat f die Periode L, so hat F(z) :=
f(£ z) die Periode 27:

Flo+27) = f(2£(x tom) = Az 1) = f(L ) = F).

T 2 2

Wir betrachten daher von nun an nur Funktionen der Periode 27.

9.6.2 Trigonometrische Reihen

Eine Funktion f : R — R heift trigonometrische Reihe, wenn es Konstanten
a, € R fiir n > 0 und b, € R fiir n > 1 so gibt, dass

_ 30 221 a, cos(nzx) + b, sin(nx)) fir alle z € R. (9.11)

Trigonometrische Reihen sind offenbar 27-periodisch.

Satz 9.21 Wenn die Reihen Y~ | a, und Y - b, absolut konvergieren, so kon-
vergiert die Reihe (9.11) auf R absolut beziiglich der Supremumsnorm und gleich-

majsig.
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Beweis. Die absolute Konvergenz der Reihe (9.11) folgt aus

||a, cos(nx) + by, sin(nz)||. = sup |a, cos(nz) + b, sin(nz)| < |a,| + |by|.
z€eR

Nach Satz 9.9 folgt aus der absoluten die gleichméflige Konvergenz. ]

Im Weiteren benotigen wir die fiir alle m,n € Z giiltigen Identitéten

2 0 firm#n
/ cos(mx) cos(nz)dr = 7 firm=n#0
0 2 firm=n =0,
0 firm+#n

/O " sin(ma) sin(nz)de = { (9.12)

m firm=mn>0,
/27r sin(mx) cos(nz)dxr = 0.
0
Diese kann man leicht mit Hilfe von Additionstheoremen wie
cosacos f = ;(COS( — B) + cos(a + 8))

zeigen (Ubung). Mit den Identitdten (9.12) erhélt man einen Zusammenhang
zwischen den Werten einer trigonometrischen Reihe f und ihren Koeffizienten a,,
und b,,.

Satz 9.22 (Euler/Fourier) Die Reihe (9.11) sei auf R gleichmdfig konvergent.
Dann gilt

1 2
ap = — f(z) cos(nx)dz  (n € N),
™
1 027r (913)
= ;/ f(z) sin(nz) dz (n € N\ {0}).
0
Beweis. Wir multiplizieren beide Seiten von (9.11) mit cos(nx)
f(z) cos(nx) = — cos(nz) + Z a, cos(max) cos(nz) + by, sin(mz) cos(nx))

m=1

und integrieren iiber [0, 27]. Da die Reihe (9.11) gleichméBig konvergiert, konver-
giert auch die Reihe f(x)cos(nx) gleichmiflig, und Integration und Summation
diirfen vertauscht werden. Mit (9.12) erhélt man sofort die erste Behauptung in
(9.13). Die zweite bekommt man analog durch Multiplikation von f mit sin(nx).
n
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9.6.3 Fourierreihen

Die Formeln (9.13) erlauben die Bestimmung von Zahlen a,,, b, auch dann, wenn
f nicht als gleichméfBig konvergente trigonometrische Reihe vorausgesetzt wird,
sondern nur als Riemann-integrierbar auf [0, 27| (es geniigt sogar, dass fo% f(z)dx
als uneigentliches Integral absolut konvergiert.) Ist f eine solche Funktion, so
bestimmen wir geméa8 (9.13) Zahlen ay, b, die dann die Fourierkoeffizienten von
f heiflen, und ordnen f die trigonometrische Reihe

% + ;(an cos(nx) + by, sin(nz)) (9.14)
zu, die sogenannte Fourierreihe von f.

Beispiel 1. Sei f: R — R die ,Sagezahnfunktion®, die auf [0, 27) durch

a4 = fir x € [0, 7) %\
flz) = 32 ) 5 T /2\ .
z =g fir x € [m, 27) ) J{ \/ T

definiert und 27-periodisch ist.

Da f eine gerade Funktion ist (d.h. es ist f(—z) = f(x) fiir alle z € R), ist b, =0
fir alle n > 1. Fir die a,, erhilt man

a, = 1 /O7T < -+ g) cos(nzx) dx + ! /:Tr (x — %r) cos(nx) dx.

i T
Fiir n = 0 erhélt man sofort ag = 0. Fiir n > 1 folgt mit partieller Integration

4

- — fiir n ungerade,

21 —
ap=— (= (=1)") =47
0 fiir n gerade.

Die durch f definierte Fourierreihe ist also

:
— | cosx +
T

cos(3z)  cos(bx)
32 + 52 +...].
Da die Reihe ) a,, absolut konvergiert, konvergiert diese Fourierreihe gleichméBig
(Satz 9.21). Es ist aber im Moment nicht klar, ob die Summe dieser trigonome-

trischen Reihe etwas mit den Werten von f zu tun hat. Der folgende Satz 9.23
wird zeigen, dass tatséchlich

f(z) = 2 (cos:c + cos?f;’)x) + cos(5z) +.. ) (9.15)

T 52

172



fiir alle x € R ist. Hieraus folgt z.B. die bemerkenswerte Identitét

LR NS B SN
123 5 gy
indem man in (9.15) x = 0 setzt. n

Beispiel 2. Die 27-periodische Funktion f : R — R sei erklért durch

K fir x € (—m, ), / . /_ .
J(@) = 0 firz=nm. 7w 7T/ 3

Sie ist unstetig in allen Punkten x = (2k 4+ 1) mit & € Z. Da f ungerade ist,
sind alle a,, = 0. Fiir die b,, erhalten wir

1" )t
b, = —/ xsin(nz) dr = ZL

(e n

—Tr

(wegen der 2m-Periodizitdt von f ist es egal, iiber welches Integral der Lénge 27
man integriert). Die Fourierreihe von f lautet also

2 (sinx _sin(2x) | sinBz) ) .

2 3
Es ist weder unmittelbar klar, ob diese Reihe fiir x # 0 {iberhaupt konvergiert,
noch ob ihre Grenzfunktion mit f iibereinstimmt. [

9.6.4 Punktweise und gleichméflige Konvergenz von Fourierreihen

Die zentrale Frage ist also: konvergiert die Fourierreihe einer 2m-periodischen
Funktion f in irgendeinem Sinn (punktweise, gleichméBig, ...), und wenn ja,
stimmt ihre Grenzfunktion dann mit f iiberein?

Einfache Uberlegungen zeigen, dass in der Regel nicht einmal punktweise Kon-
vergenz vorliegen kann: zwei Funktionen f und g, die sich nur in endlich vielen
Punkten voneinander unterscheiden, besitzen die gleiche Fourierreihe. Selbst fiir
stetige Funktionen kann man nicht garantieren, dass ihre Fourierreihe gegen die
Ausgangsfunktion punktweise konvergiert. Jedoch gilt:

Satz 9.23 Die Funktion f: R — R sei 2m-periodisch und Riemann-integrierbar
auf [0,27], und die folgenden einseitigen Grenzwerte sollen an der Stelle x € R
existieren:

f(x+0):=lim f(x+h), flz—0):= flli;r(l)f(a:—i-h),

RN\O
i @) = FEt0) L fa )~ fa—0)

AN\ h h 0 h
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Dann konvergiert die Fourierreihe von f an der Stelle x gegen w.

Die Funktion f soll also in x einseitige Grenzwerte und ,einseitige Ableitungen*
besitzen. Dann konvergiert die Fourierreihe gegen das arithmetische Mittel der
einseitigen Grenzwerte. In den Beispielen 1 und 2 sind diese Bedingungen in jedem
Punkt erfiillt. Man hat also jeweils punktweise Konvergenz der Fourierreihe gegen
f auf ganz R. Einen Beweis dieses Satzes finden Sie in Heuser, Analysis I, Satz
136.4. ]

Ohne die Differenzierbarkeitsannahme gilt dieser Satz nicht. Man kann jedoch
ohne solche Annahmen auskommen, wenn man den Begriff der Konvergenz selbst
abschwicht.

Wenn die Reihe )7, aj die Summe s besitzt, wenn also ihre Partialsummen
Sp = a1 + ...+ a, gegen s konvergieren, so konvergieren auch die arithmetischen
Mittel oy, := £(s1 + ...+ s,) gegen s (Cauchyscher Grenzwertsatz, vgl. Heuser,
Analysis I, Satz 27.1). Moglicherweise konvergiert die Folge (o,,) aber auch dann
noch gegen eine Zahl s, wenn die Folge (s,) nicht konvergiert (Beispiel: a, =
(—1)™). Man sagt dann, dass die Reihe Y7 | a,, im Sinne von Cesaro konvergiert
und dass ihre Summe gleich s ist.

Von Fejer wurde dieses Konzept auf Fourierreihen angewandt. Seien so(x) :=
ap/2 und, fir n > 1,

Sp(x) = % + Z(ak cos(kx) + by sin(kz))

die Partialsummen der Fourierreihe und

1
on(x) = - 1(50(1’) +s1(x) + ...+ su(2)).

Satz 9.24 (Fejer) Sei f : R — R 2m-periodisch und Riemann-integrierbar auf
[0, 27]. Fir jedes x € R sollen die einseitigen Grenzwerte f(x + 0) und f(x — 0)
existieren, und es sei f(z) = 3(f(z+0)+f(2—0)). Dann ist f(x) = lim,_, 0, (),
d.h. die Fourierrethe von f konvergiert im Sinne von Cesaro punktweise gegen f.
Ist f stetig, so konvergieren die o, sogar gleichmdjig gegen f.

Ein Beweis steht in Heuser, Analysis II, Sétze 139.3 und 139.5. n

Eine Anwendung findet die zweite Aussage dieses Satzes beim Beweis des wich-
tigen Weierstrafischen Approzimationssatzes.

Satz 9.25 (Weierstrafl) Sei f stetig auf [a,b] und ¢ > 0. Dann g¢ibt es ein
Polynom p mit
Ip = flloo = sup [p(z) = f(z)| <e.

z€la,b]

Stetige Funktionen auf Intervallen konnen also beziiglich der Supremumsnorm
beliebig genau durch Polynome approximiert werden. Einen Beweis finden Sie in
Heuser, Analysis II, Abschnitt 139, Aufgabe 3. n
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9.6.5 Konvergenz im quadratischen Mittel

Wir haben gesehen, dass die Untersuchung der punktweisen oder gar gleichméfi-
gen Konvergenz einer Fourierreihe erhebliche Schwierigkeiten bereitet. Ein zu
Fourierreihen , passender® Konvergenzbegriff ist die Konvergenz im quadrati-
schen Mittel.

Seien f, g Riemann-integrierbare Funktionen auf [0, 27]. Fiir andere Intervalle
definiert man die folgenden Begriffe analog. Das Skalarprodukt von f und g ist
die Zahl

(f,g) = / " F()g(t) dr,

und die L?-Norm von f wird erkldrt durch

2m 1/2
Il = (0= ([ Iroar) "
0
Dann gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
1ol < Nl Nl (9.16)

Man beachte die Analogie zum Skalarprodukt bzw. zur Euklidischen Norm von
Vektoren im R™. Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (9.16) wird genauso bewiesen
wie in diesem Fall.

Mit (9.16) erhélt man leicht die Dreiecksungleichung

1f+glla < Ifll2 + llglle-
Es ist namlich
If+9lz = (f+g f+9 =10 +2f,9)+ (g9
< A5+ 201 f 12 llgllz + gl = (1fll2 + llgll2)?.

Dennoch ist ||.||s keine Norm auf R([0,27])! (Warum nicht?) Mogliche Auswege
sind:

(A) Wir betrachten nur stetige Funktionen. Auf C([0, 27]) ist ||.||2 eine Norm.
(B) Man identifiziert zwei Funktionen, wenn ||f — g||]» = 0.

Wir werden hier beides nicht tun: (A) engt uns zu sehr ein, und (B) schauen wir
uns im Rahmen der Lebesgueschen Integrationstheorie im vierten Semester an.

Definition 9.26 Seien f,f, : R = R 27-periodisch und Riemann-integrierbar
auf [0,27]. Die Folge (f,) konvergiert im quadratischen Mittel gegen f, wenn

2w

rlg% \f— fall2=0 bzw. lim (f(z) — fu(z))*dz = 0.

n—oo 0
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Noch einmal: die Tatsache, dass ||.||2 keine Norm auf R([0, 27]) ist, bringt einige
Komplikationen mit sich (z.B. kann (f,,) gegen zwei verschiedene Funktionen f
und ¢ im quadratischen Mittel konvergieren), die wir erst im vierten Semester
beheben.

Definition 9.27 Zwei Funktionen f,g € R([0,27]) heiffen orthogonal, wenn
(f,g) = 0. Eine Folge (u,)n>0 von Funktionen heifft ein Orthogonalsystem,
wenn (U, u,) = 0 fiir alle m # n, und ein Orthonormalsystem, wenn zusdtzlich
(Un,up) =1 fiir alle n € N ist.
Aus den Identitidten (9.12) wissen wir, dass die Funktionen
1 cos(nz) sin(nx)
up(x) = —, ug,(x) := , Ugp—1(x) =
0( ) \/% 2 ( ) \/7_1' 2 1( ) \/7_1'

ein Orthonormalsystem {iber dem Intervall [0, 27| bilden.

(n>1) (9.17)

Ist f Riemann-integrierbar und (u,),>¢ ein Orthonormalsystem auf [0, 27], so
heiflen die Zahlen ¢, := (f,u,) die Fourierkoeffizienten von f und ) c,u, die
Fourierrethe von f. Man iiberlegt sich leicht, dass fiir das spezielle Orthonormal-
system (9.17) diese Begriffe mit den frither definierten iibereinstimmen.

Wann konvergiert nun die Fourierreihe einer Funktion im quadratischen Mittel
gegen diese Funktion? Zunéchst eine Voriiberlegung.

Satz 9.28 (Besselsche Ungleichung) Sei f : R — R 2m-periodisch und Rie-
mann-integrierbar auf [0, 27|, und sei (u,)5° ein Orthonormalsystem auf [0, 27].
Dann gilt fiir die Fourierkoeffizienten ¢, = (f,u,) die Ungleichung

oo 2
S el < / @) de = |71
n=0 0

Beweis. Wir iiberlegen uns zunéchst fiir jedes & € N die Beziehung

k k
1= cnwnlld = 1£15 =D lenl (9.18)
n=0 n=0

Sei g = ZZ_O Cplly. Dann ist

If = chun\lz =f=alz=(f—g.f—9) =flz—2(f.9) + (9. 9).

Fiir die Skalarprodukte finden wir

k
(f.g) = fzcnun = calfrun) = zjlcnl2
k - k " k k
<gvg> = chuna Zcmum> = Z chcm unaum Z |Cn|2
=0 m=0

n=0 m=0

womit (9.18) sofort folgt. Da || f — g3 > 0, folgt aus (9.18) die Behauptung. m

176



Folgerung 9.29 Die Fourierreihe Y, cauy, von [ konvergiert genau dann im
quadratischen Mittel gegen f, wenn

> leal® = 11£115- (9.19)
n=0

Dies folgt sofort aus (9.18). Die Beziehung (9.19) heifit die Parsevalsche Glei-
chunyg.

Satz 9.30 Sei f : R — R 2m-periodisch und Riemann-integrierbar auf |0, 27|,
und sei (u,) das spezielle Orthonormalsystem (9.17). Dann konvergiert die Fou-
rierreihe von f im quadratischen Mittel gegen f.

Die Konvergenz der Fourierreihe gegen f im quadratischen Mittel gilt also ohne
einschriankende Voraussetzungen an f und ist deshalb eine ,sehr natiirliche Art
der Konvergenz fiir Fourierreihen. Dafiir ist sie schwécher als die gleichméfige
Konvergenz.

Beweis. 1. Schritt. Sei 0 < a < 27. Wir zeigen die Aussage fiir die Funktion

~J 1 wennzx € |[0,qa].
fle) = { 0 wennz € (a,27].

Offenbar ist || f||3 = [’ do = a, und fiir die Fourierkoeffizienten gilt

1 e a
co = (fo)= <f’E> :E/O dx:ﬁ’
sin(nz)|*  sin(na)

Con = <f7 u2n> = <f7 COS(nx) -

1 a
NG >:ﬁ/0 cos(nz) dr = w/m o VR

B y _ sin(nx) _ L
Con—1 — <f7 2n—1> <f7 ﬁ > ﬁ 0
— cos(nx) |a _ 1 — cos(na)

ny/m  lo ny/m

Somit ist (die absolute Konvergenz der betrachteten Reihen folgt aus der Kon-
vergenz der Reihe Y °° L+ vgl. Kapitel 5)

n=1 n2>

sin(nx) dx

[e.e]

() 2 .92 00 2
) @ sin®(na) (1 — cos(na))
;} el = 27 * Zl n2m * Z n2mw

n=1

a2 1< /sin’(na 1 2cos(na cos?(na
T Z (L Lo (na) . ( ))
2 w4 n? n? n? n?

2

a 2 & ( 1 cos(na)).

n? n?

2 ow
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Mit der Identitat

. cos(nz) (m—xz)? w2
D = 1y vel2n
n=1

(Nachrechnen!) erhalten wir weiter
2

f] 2 012%_27r2 2((7r—a)2 7r>
C?’L = _ —_—_— — — _—
o 2r 7w 6 T 4 12

a? T 2<7r2 Ta  a? 7T2>

2 3 a\1 211
Fiir diese spezielle Funktion gilt also die Parsevalsche Gleichung (9.19). Aus Fol-
gerung 9.29 folgt die Behauptung.

2. Schritt. Wir zeigen die Behauptung fiir ]
stiickweise konstante Funktionen f (,Trep- —
penfunktionen®). Fiir jede derartige Funk- —
tion gibt es Funktionen fi,..., f. von der

im 1. Schritt beschriebenen Gestalt so- 0
wie Konstanten aq,...,a, so, dass f(z) =

> iy @ifj(x) fir alle z € (0,27] mit Aus-

nahme endlich vieler.

Seien s,, bzw. s,; die n. Partialsummen der Fourierreihen der Funktionen f bzw.
fj. Dann ist offenbar s, = 377 | a;s,; und folglich

Y

2T

T T
1F = salla = 1D i (fi = supdlla < X Ll 15 = smsllo-
j=1

j=1
Mit Schritt 1 folgt ||f — sp|l2 — 0.
3. Schritt. Wir zeigen die Behauptung fiir eine beliebige Riemann-integrierbare
Funktion f mit ||f] < 1 (offenbar geniigt es, solche Funktionen zu betrach-

ten). Nach dem Riemannschen Integrabilitdtskriterium gibt es fiir jedes € > 0
2m-periodische Funktionen ¢, : R — R mit folgenden Eigenschaften:

(a) ¢, sind Treppenfunktionen. "

(b) —1<p<f<y <Ll Z

2

() fo (@) = p(x)) do < 5.
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Sei g := f — ¢ und seien s, ¢, 5, 4 bzw. s, , die n-ten Partialsummen der Fourier-
reihen von f, g bzw. ¢. Dann ist s,y = s, 4 + 55, und folglich

1f = snslla < [l = snplla + 119 = snllo- (9.20)

Nach Schritt 2 gibt es ein N so, dass ||¢ — sp,|l2 < /2 fir alle n > N. Weiter ist

(9.18) 2 2w
lg— gl < gl = / g(@)? da = / (@) — (o) de

(c)

Q

82
4.

< [ @ -ewP <2 [ @) - o) de

IN

(Beachte: wegen | — | < 2 ist ¢ — ¢|* < 2(¢ — p).) Mit (9.20) folgt schlieBlich
Ve>0 INeN V> N | f—snrl2 <e,

d.h. die Partialsummen s,, ; konvergieren in der L2-Norm gegen f. [
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10 Differentialrechnung fiir Funktionen mehre-
rer Veranderlicher

Reale Vorgéange hiangen in der Regel von mehreren Einflussgrofien ab. Wir befas-
sen uns daher in diesem Abschnitt mit der Differentialrechnung fiir Funktionen,
die auf einer Teilmenge des R™ definiert sind und in einen Raum R™ abbilden.

10.1 Lineare Abbildungen und Stetigkeit

Wir bezeichnen wieder mit R” den linearen Raum aller Vektoren (z1, ..., x,) mit
den Operationen

(1, o)+ W1,y Yn) = (14 Y1, o+ Yn),
a(xy, ..., x,) = (axy,...,ax,),

wobel o € R. Wir kennen bereits mehrere Normen auf R":

@l = max la,

n 1/2
I al = (D lel)
j=1

n
(21, )l = ) |l
j=1

Allgemeiner wird fiir jedes p > 1 durch

- 1/p
Il = (D lsl?)
j=1

eine Norm auf R” definiert, die R™ zu einem normierten linearen Raum macht
(,* Tutorium).

Zwei Normen ||.||4 und |||z auf einem linearen Raum X heiflen dquivalent, wenn
es Konstanten C7, Cs > 0 so gibt, dass

Cillz|la < ||zl < Co|lx||a fiir alle z € X.
Die Aquivalenz von Normen ist eine Aquivalenzrelation.

Satz 10.1 Alle Normen auf R™ sind untereinander dquivalent.

Beweis. Sei ||.|| eine Norm auf R™. Da die Aquivalenz von Normen eine Aquiva-
lenzrelation ist, geniigt es zu zeigen, dass ||.|| zur Maximumnorm ||.||, dquivalent
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ist. Dazu sei e; := (0,...,0,1,0,...,0) (mit der 1 an der j. Stelle) der j. Ein-
heitsvektor im R". Fiir = (21,...,2,) = > x;e; ist dann

n n n
el = 1) wyesll < D lzglllesll < Nlllss D llesll,
j=1 j=1 j=1

woraus mit Cy := 37, |le;]| die Abschétzung
|z|| < Col|z]|e  fiir alle z € R™ (10.1)

folgt. Aus (10.1) erhalten wir fiir z1, 2, € R”

< ey — x2]] < Collzy — 22|00y

aall = a2l

d.h. die Abbildung
(R [ lloo) = R, 2= ] (10.2)

ist stetig (sogar Lipschitzstetig). Da die Menge {x € R" : ||z||« = 1} kompakt
ist, nimmt die Funktion (10.2) ihr Minimum C; auf dieser Menge an, und C
ist positiv, da die Null nicht in dieser Menge liegt. Es ist also ||z| > C} fiir alle
r € R" mit |||l =1 bzw. ||z|| > C}||z] fiir alle z € R™. =

Folgerung 10.2 (a) R" ist beziiglich jeder Norm wvollstindig.

(b) Konvergiert eine Folge im R™ bzgl. einer Norm, so konvergiert sie bzgl. jeder
Norm.

(¢) Alle Normen auf R™ liefern die gleichen offenen Mengen.

(d) Die Stetigkeit von Abbildungen f: X — R"™ oder g : R™ — Y, wobei X und
Y metrische Rdaume sind, hingt nicht von der Wahl der Norm auf R™ ab.

Seien XY lineare Rdume iiber R. Eine Abbildung A : X — Y heifit linear, wenn
Alax + Py) = aAx + fAy fir allex,y € X und o, § € R.

Sind X, Y normierte lineare Rdume, so heif}t eine lineare Abbildung A: X — Y

beschrinkt, wenn sie die Einheitskugel von X in eine beschréinkte Menge in Y
iiberfithrt. Die Zahl

[A[]:= sup{[|Az[ly : # € X, ||lz[[x <1}

heiBt die durch die Normen ||.||x und .||y induzierte Operatornorm von A. Die
Norm || Al| ist also gleich dem Radius der kleinsten Kugel um 0 € Y, die das Bild
der Einheitskugel von X unter der Abbildung A enthélt. Sind beispielsweise R"
und R™ mit der Maximumnorm versehen und ist (a;;) die Matrixdarstellung von
A R™ — R™ beziiglich der jeweiligen Standardbasen, so ist

n
|All = 1@?&2 |aij]-
j=1
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Die Menge der linearen beschrénkten Abbildungen von X nach Y bezeichnen wir
mit L(X,Y). Versehen mit der Operatornorm wird L(X,Y’) zu einem normierten
linearen Raum (,* Ubung).

Satz 10.3 Fir eine lineare Abbildung A : X — Y zwischen normierten Rdaumen
sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) A ist beschrinkt.

(b) Es gibt ein C' >0 so, dass ||Az|| < Cllz|| fir alle x € X.
(c) A st stetig.

(d) A ist stetig in 0 € X.

Beweis. (a) = (b): Fiir z # 0 ist ||z/||lz]||| = 1 und daher HAHi_IIH < ||A]]. Also
ist [[Az|| < [|A] [Jz|| fir alle z € X.
(b) = (c): Da A linear ist, ist

[Az — Ayl = [[A(z —y)|| < Cllz -yl

fiir beliebige x,y € X. Also ist A sogar Lipschitzstetig.

(¢) = (d): Dies ist klar.

(d) = (a): Sei 0 > 0 so, dass ||Az — AO|| = ||Az|| < 1 falls ||z]| < 6. Dann ist
|A(6x)|| < 1 fiir alle ||z]| < 1, d.h. ||A]| < 1/6. m
Satz 10.4 Jede lineare Abbildung von R™ nach R™ ist stetig.

Beweis. Sei A : R" — R™ linear. Wegen Folgerung 10.2 kénnen wir annehmen,
dass R™ mit der Maximumnorm versehen ist. Fiir x = " | xje; € R" ist

j=1
1Az] = || D Azje|| < D Ll 1 Aes|l < llzfloo Y [l Aes].
j=1 j=1 j=1
Nach Satz 10.3, Implikation (b) = (c), ist A stetig. n

Da jeder endlichdimensionale lineare Raum iiber R zu einem Raum R" isomorph
ist, gelten die Satze 10.1 und 10.4 entsprechend fiir beliebige endlichdimensionale
lineare Rédume iiber R. Auch fiir endlichdimensionale Réume {iber C bleiben diese
Sétze richtig.

Als Ergidnzung zum Thema Stetigkeit schauen wir uns noch die Vertauschbarkeit
von Grenziibergiingen an. Genauer: wir fragen, wann fiir f : R? — R gilt

lim lim f(z,y) = lim lim f(z,y).

T—=T0 Y—Yo Y—Yo T—T0
Beispiel 1. Auf (0,1] x (0,1] sei f(z,y) = «¥. Dann ist

limlimzY =1im0 =0, aber limlimzY=1iml=1.
y—0z—0 y—0 z—0 y—0 z—0
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Beispiel 2. Auf (0, 1] x (0, 1] sei

rsini 4y
T,y = —~=L——.
Hey) = ———
Dann ist lim, o f(x,y) = 1 und lim,_,o f(z,y) = sin 1. Folglich ist

lim lim f(z,y) = 1,

y—0z—0
aber lim,_,qlim, o f(x,y) existiert nicht. n
Satz 10.5 Sei f : (a,b) X (¢,d) — R und (zo,y0) € [a,b] X [c,d]. Der Grenzwert

A= lim  f(z,y) (10.3)

(@,y)—(x0,y0)

soll existieren, und fiir jedes y € (c,d) existiere der Grenzwert

o(y) := lim f(z,y). (10.4)

T—T0

Dann existiert auch der iterierte Grenzwert im,,_,,, lim,_,, f(x,y) und ist gleich
A. Fine analoge Aussage gilt, wenn fiir jedes x € (a,b) der Grenzwert

Y(x) = lim f(x,y) (10.5)

Y—Yo

existiert. Existieren also alle Grenzwerte (10.3) — (10.5), so ist

lim lim f(z,y) = lim lim f(z,y) = A.

Y—Yo T—TQ T—To Y—Yo

Beweis. Wir zeigen nur die erste Aussage. Existenz des Grenzwertes (10.3) be-
deutet:

Ve > 030 > 0V(z,y) # (o, yo) mit |[(z,y) — (0, yo)[[o <01 [f(z,9) — Al <e.
Mit der Definition der Maximumnorm ist also
V(z,y) # (zo,y0) mit |x — x| <6, [y —yo| <6 :|f(z,y) — Al <e.
Wir fixieren ein y # yo mit |y — yo| < 0 und lassen z — x¢ streben. Dann folgt
Ve>0 30 >0 Yy # yomit |y —yo| <0 :]p(y) — Al <e.

Also existiert lim, ., ¢(y) und ist gleich A. "
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10.2 Partielle Differenzierbarkeit

In diesem Abschnitt sei U C R"™ offen und nicht leer und f : U — R. Ist x =
(x1,...,2,) € U, so schreiben wir statt f(z) auch f(z1,...,z,).

Definition 10.6 Die Funktion f heifit in x € U partiell differenzierbar bzgl. x;,
falls der Grenzwert

lim f([)’}l, ey i1, + h,l’i+17 P ,l’n) — f(l’l, Ce ,$n>
h—0 h

(10.6)

existiert. Dieser Grenzwert heifst die partielle Ableitung von f bzgl. x; an der

Stelle x und wird mit (D;f)(x), %(m) oder f.,(x) bezeichnet. Die Funktion f
heifit partiell differenzierbar in x (auf U), wenn alle partiellen Ableitungen von
f in x (in jedem Punkt von U) ezistieren. Ist auflerdem jede dieser partiellen
Ableitungen in x (bzw. auf U) stetig, so heifst f stetig partiell differenzierbar in

z (bzw. auf U).

Ist e; der 7. Einheitsvektor von R", so ist demnach

Beispiel 1. Sei f: R" — R gegeben durch

Flan,.zn) =yJ22 4. 422 (=) (10.7)

Beim partiellen Differenzieren betrachten wir nur die 7. der Variablen z4,...,x,
als verénderlich und die {ibrigen als fixiert. Wir kénnen daher die bekannten
Differentiationsregeln fiir Funktionen einer reellen Verédnderlichen anwenden und
erhalten: Die Funktion (10.7) ist auf R™ \ {0} partiell differenzierbar, und

of , _0f

(4. 422+ )= @4 )TV 2 =

[E1PY
Offenbar ist diese Funktion sogar stetig partiell differenzierbar auf R™ \ {0}. =
Beispiel 2. Bei Funktionen auf R? oder R? schreibt man oft f(z,y) bzw. f(x,v, 2)
statt f(x1,72) bzw. f(x1, 29, 73). Sei f: R? — R erkldrt durch f(0,0) = 0 und

faw) = oy Tl (9) # (0,0)

Fiir (z,y) # (0,0) finden wir die partiellen Ableitungen sofort:

2

2

y %y x xy
T s = —4 5 y = —4 .
fo(2,y) (22 + 2)?2 (22 + 2)3 fy(z,y) (22 + 42)? (22 1 2)?
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An der Stelle (x,y) = (0,0) arbeiten wir mit Definition 10.6 und finden

h—0 h

=0.

Analog ist f,(0,0) = 0. Also ist f auf ganz R? partiell differenzierbar. Man
beachte, dass f in (0,0) nicht stetig ist! Es ist nAmlich

11 (1/n?)  n?
— =) = =— = fiir n — oo.
f(na TL) (2/n2)2 4 ©.¢] ur n o
Dieses Beispiel zeigt, dass aus der partiellen Differenzierbarkeit nicht die Ste-
tigkeit folgt. Spéter werden wir sehen, dass dagegen aus der stetigen partiellen

Differenzierbarkeit die Stetigkeit folgt. [

Ist f : U — R partiell differenzierbar und sind alle partiellen Ableitungen

g—é = D;f : U — R wieder partiell differenzierbar, so heifit f zweimal partiell

diﬁerenzz’erbar und wir schreiben 832836 = D;D;f = fu,s; fiir die partielle Ab-

leitung von d L nach x;. Allgemein heiBBt f k-mal partiell differenzierbar (k > 2)
wenn f (k— 1) ‘mal partiell differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen der
Ordnung k£ — 1 partiell differenzierbar sind. Schliellich heiflt f k-mal stetig par-
tiell differenzierbar, wenn f k-mal partiell differenzierbar ist und alle partiellen
Ableitungen bis zur k. Ordnung stetig sind.

Beispiel 3. Wir erkldren f : R? — R durch f(0,0) =0 und

2 2

fly) =y gz o (y) # (0,0)

Fiir alle Punkte (z,y) # (0,0) erhalten wir
ot — gt 4 g%y
(22 + y2)2
Fiir (z,y) = (0,0) folgt mit der Definition der Ableitung

9. f(h,O)—f(0,0)

33'4 _ y4 _ 4$2y2
9 fy<$7y) =T ($2+y2)2

fo(z,y) =y

=0 und f,(0,0)=0.

Fiir die gemischten zweiten Ableitungen in (0,0) finden wir schliefilich

fey(0,0) = lim L0, = £(0.0) oy —h=00 )
f (h,0) — " £,(0,0) 'Hoh_ho (10.8)
_ Y y\Ys o . .
fiul0,0) =iy h = ey =k

Die Reihenfolge der partiellen Ableitungen darf also i. Allg. nicht vertauscht
werden. Der folgende Satz gibt Bedingungen an, unter denen dieses Vertauschen
erlaubt ist. [
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Satz 10.7 (H. A. Schwarz) Sei U C R" offen, f : U — R und z* € U. Alle
partiellen Ableitungen erster Ordnung von f sollen auf U existieren. Weiter exi-

stiere die zweite Ableitung 8228’;]_ auf U, und diese sei in x* stetig. Dann existiert
auch af;;;i n x*, und es gilt
*f . *f .
(z%) = ().
8:61-(%3- 31’]81’1

Beweis. Wir beschrinken uns auf den Fall n = 2, schreiben (x,y) statt (x1, z2)
und setzen voraus, dass 88 g auf U existiert und in z* stetig ist. Weiter nehmen
wir an, dass (0,0) € U und z* = (0,0) (andernfalls verschieben wir U geeignet).
Schlieflich wéahlen wir 6 > 0 so, dass (—6,0) X (—=9,9) € U und arbeiten im
weiteren ausschliefllich auf diesem Quadrat.

Wir beginnen mit einer Voriiberlegung. Seien h, k € (—4,4) \ {0} fixiert. Der

Mittelwertsatz, angewandt auf die Funktion
F:(=6,0) >R, s~ f(s,k)— f(s,0)
liefert die Existenz eines £ = £(h, k) zwischen 0 und h so, dass

<af of

F(h) = F(0) = hF'(§) = h(ZE(¢. k) = 5H(6,0)).

Erneute Anwendung des Mittelwertsatzes, nun auf die Funktion

G:(=6,0) =R Hg—i(g,t),
liefert die Existenz eines n = n(h, k) zwischen 0 und k so, dass
Z (e - 2Le.0) = G - G10) = kG () = kgL (eon)
Es ist also
0*f
F() — F(0) = f(h,K) ~ [(h,0) ~ £(0, k) + £(0,0) = hk L e.1)

mit gewissen & = £(h, k) und n = n(h, k). Damit wird

fy<h70)_fy(070) o hmf(h’k)_f(th)_f(O7k)+f(070)
h k0 hk

5?
I o°f
IHO Oyox (&) (10.9)

mit gewissen Zahlen & und 7, die von h und k abhéngen und fiir die || < |h| und
In| < |k| ist. Fiir jedes fixierte h existiert also der Grenzwert (10.9).
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Auflerdem existiert wegen der Stetigkeit von 8‘9:—82 in (0,0) und wegen (£,1) —

(0,0) fur (h,k) — (0,0) der Grenzwert
o2 2
, *f o°f
" k1—>(00 Dy0r ——(&,n) und ist gleich ayax(o, 0).

Nach Satz 10.5 existiert dann auch der iterierte Grenzwert

0*f 0*f

(&, 77)) und ist gleich —— 90 (0,0).

fim ((fim 5

Wegen (10.9) bedeutet dies, dass der Grenzwert

fy(h7 0) _fy(070) _ aZf C . 62f

}llii% . = 920y (0,0) existiert und gleich —— D90n (0,0) ist.
Das ist die Behauptung. [

Entsprechend gilt natiirlich fyzy = fyze = faoye, falls nur eine dieser Ableitungen
existiert und stetig ist.

Eine Funktion f: R"™ D U — R™, gegeben durch

flz) = f(xq,...,2,) = (fl(:z;l,...,xn),...,fm(:ﬂb...,:z:n)),

heifit partiell differenzierbar bzw. stetig partiell differenzierbar, wenn jede ihrer
Komponenten diese Figenschaft besitzt.

Beispiel 4. Sei U C R” offen. Ist f : U — R partiell differenzierbar, so heif3t

(@12 1)) = (52 @), 5 () € R

der Gradient von f in x. Ist f : U — R” partiell differenzierbar, so heift

o o

(div f)(z) := o1, oz,

(z) +.

(r) €R

die Divergenz von f in x. Ist schlieBlich n = 3 und f : U — R? partiell differen-
zierbar, so heif3t

(rot f)(z) := <8f3 _0fs Ofi  Ofs Ofr 8f1> c R?

8I2 81’3’ 81’3 (‘9x1’ 81‘1 6@

die Rotation von f in x. Ist n = 3 und f : U — R zweimal stetig partiell

differenzierbar, so gilt
rot grad f = 0. (10.10)
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Die erste Komponente des Vektors rot grad f ist ndmlich

o of o of  &f 02 f

(%g 81‘3 B 85(73 8@ N 81’281}3 B 81‘381’2 =0

nach dem Satz von Schwarz. Ebenso sind die iibrigen Komponenten gleich 0.
Ahnlich zeigt man, dass fiir jede zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion
f:U — R3gilt

divrot f = 0. (10.11)

10.3 Differenzierbarkeit

In diesem Abschnitt sehen wir uns an, wie sich das Konzept der Differentiation
auf Funktionen mehrerer Verdnderlicher iibertragen liasst. Dazu erinnern wir an
die Zerlegungsformel fiir differenzierbare Funktionen f : R — R:

. . r(h)

flx+h)=f(x)+ah+r(h) mita € Rund lim —= = 0.
h—0 h

Wir konnen diese Formel und damit die Grundidee der Differentiation wie folgt
interpretieren: Die Funktion f wird im Punkt x lokal durch die lineare Funktion
h — ah approzimiert. Im Weiteren sei ||.|| die Euklidsche Norm.

Definition 10.8 Sei U C R" offen. Fine Funktion f : U — R™ heifst diffe-
renzierbar (oft auch Frechét-differenzierbar oder total differenzierbar) in x € U,
wenn es eine lineare Abbildung A : R — R™ sowie eine in einer Umgebung W
von 0 € R™ definierte Funktion r mit Werten in R™ und mit limy,_,or(h)/||h|| =0
so gibt, dass

f(x+h)= f(x)+ Ah+r(h) fir alleh € W. (10.12)

Ist f in jedem Punkt x € U differenzierbar, so heifit f differenzierbar auf U.

Man beachte, dass A und r von = abhéngen. Eine ganz analoge Definition, bei
der man zusétzlich die Stetigkeit von A fordern muss, trifft man fiir beliebige
Banachréume.

Wir {iberlegen uns die folgenden Beziehungen zwischen den eingefiihrten Dif-
ferenzierbarkeitsbegriffen:

f stetig partiell Satz 10.11 f differen— Satz 10.9 f partiell
differenzierbar - zierbar —>  differenzierbar
| satz 10.10
f stetig.
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Satz 10.9 Sei U C R"™ offen und f = (f1,..., fm)T : U = R™ inx € U differen-
zierbar. Dann ist jede Funktion f; : U — R in x partiell differenzierbar, und die
Matrizdarstellung von A € L(R™,R™) aus (10.12) beziiglich der Standardbasen
von R™ bzw. R™ st

df1 df1
A= : . (10.13)
O fm O fm

Die Abbildung A in (10.12) ist also eindeutig bestimmt. Sie heifit die Ableitung
von f in x und wird mit (Df)(z) oder f'(x) bezeichnet. Die Matrix (10.13) heifit
die Jacobi-Matriz von f in x und wird oft mit J¢(z) bezeichnet.

Beweis. Es gelte (10.12) mit A = (a;;)7", 7= (r1, ..., 7m)", h = (h1, ..., hy)T.

1,

Mit diesen Bezeichnungen folgt fiir jedes i = 1,...,m
fix +h) = fi(x) + ) agh; +ri(h) fiir alle h € W, (10.14)
j=1
wobei limy,_,o % =0, da |r;] < ||7]|eo- Wir fixieren nun ein j zwischen 1 und n

und wahlen h = (0,...,0,h;,0,...,0) = h;e;. Fiir hinreichend kleine h; liegen
diese Vektoren in W, und (10.14) reduziert sich auf

fZ(ZE + hj@j) = fz(flf) + aijhj + ’f’,(h)
Hieraus folgt

i hjej) — fi i(h
o the) i) v

ﬁil‘ hj 7é 0.

Wegen |h;| = ||h|| konnen wir h; — 0 streben lassen und erhalten
%(;,;) _ g JiE Fhe) — filz)
8xj h;—0 hj

Satz 10.10 Set U C R” offen und f : U — R™ wn x € U differenzierbar. Dann
ist fin x stetig.

= Qyj- |

Beweis. Da lineare Abbildungen von R"™ nach R™ stetig sind (Satz 10.4) und
0 € R” in 0 € R™ tiberfiihren, geht die rechte Seite von (10.12) fiir h — 0 gegen
f(x). Also existiert limy,_,o f(z + h) und ist gleich f(x). n

Satz 10.11 Sei U C R" offen und f: U — R™ in x € U stetig partiell differen-
zierbar. Dann ist f in x differenzierbar.
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Beweis. Es geniigt, diese Aussage fiir jede Komponente von f zu zeigen, d.h. wir
nehmen m = 1 an. Fiir h = (hy, ..., h,) nahe bei 0 definieren wir

#© =2 und x(i)::x+2hjej firi=1,...,n
j=1

Insbesondere ist (™ = z+h. Da sich £® und ¢~ nur in der i. Komponente un-
terscheiden, gibt es nach dem Mittelwertsatz fiir Funktionen einer Verinderlichen

fir jedes i = 1,...,n ein t; € [0, 1] so, dass
P — ) = L0 g ppe) - n
8%
Aufsummieren liefert
h) — — (n) x)h; (h
fa+h) ~ f(@) = fe Z S @b+ r(h)

(Teleskopsumme) mit

r(h) = Z(Si( 4 e Z)—g—i(x))hi.

=1

Da alle partiellen Ableitungen in x nach Voraussetzung stetig sind, ist

(9 - Of .\ _
fig (-2 + thies) = (2) =0
fiir jedes 2 = 1, ..., n. Folglich ist limy,_,q % =0. [

Wir nennen stetig partiell differenzierbare Funktionen daher auch kurz stetig
differenzierbar.

Keine der im Schema vor Satz 10.9 angegebenen Implikationen l&sst sich um-
kehren: In Beispiel 2 aus Abschnitt 10.2 ist eine partiell differenzierbare, aber
nicht differenzierbare Funktion angegeben. Ein Beispiel fiir eine differenzierba-
re, aber nicht stetig differenzierbare Funktion steht in Heuser, Ana II, Pkt. 164,
Aufg. 7.

Die aus Kapitel 7 bekannten Differentiationsregeln iibertragen sich ohne Ande-
rung auf den allgemeinen Fall.

Satz 10.12 Seien U C R" offen und f,g : U — R™ in x € U differenzierbar.
Dann ist fiir alle a, 8 € R auch die Funktion of + Bg in x differenzierbar, und
es gilt

(af + Bg)'(z) = af'(z) + B (2).

190



Die Produkt- und Quotientenregel vermerken wir nur fiir skalarwertige Funktio-
nen.

Satz 10.13 Seien U C R" offen und f,g : U — R in x € U differenzierbar.
Dann sind auch die Funktionen fg: U — R und (falls g(x) #0) f/g: U = R in
x differenzierbar, und es ist

(f9)(@) = gla)f'(x)+
(/9)(x) = —f@)g(z),

Die Beweise dieser beiden Sétze werden wie im Fall n = 1 gefiihrt und sind HA.

Satz 10.14 (Kettenregel) Seien U C R™ und V. C R™ offene Mengen, und
seien g : U — R™ und f : V. — R¥ Funktionen mit g(U) C V. Ist g in 2y € U
und f in g(xo) € V differenzierbar, so ist die zusammengesetzte Funktion fo g :
U — RF in xy differenzierbar, und es gilt

(f 0 9)'(w0) = f'(g(x0)) © ¢ (o).

Das o auf der rechten Seite steht fiir die Verkettung der linearen Abbildungen
g'(xg) und f'(g(x0)). In Matrixschreibweise bedeutet dies gerade das Bilden des
Matrixprodukts der k& x m-Matrix f'(g(xo)) mit der m x n-Matrix ¢'(xg).

Beweis. Differenzierbarkeit von g in xy bzw. f in g(xy) bedeutet

g(x) —g(zo) = ¢'(2o)(x — m0) + 7(x — 20), (10.15)
f) = flg(zo)) = [f(9(w0))(y — g(w0)) + s(y — g(x0)),  (10.16)
wobei
lim r(z — o) —0, lim s(y — g(wo)) —0

v=g(ao) Iy — g(zo)||
Wir setzen in (10.16) y = g(z) und dann (10.16) in (10.15) ein und erhalten

f(g(x)) = F(g(xo)) = f'(g(w0))g (o) (x — wo) + t(xo, x)

S P

mit
t(zo,z) = f'(g(x0))r(z — o) + s(g(x) — g(0))-
Wir miissen zeigen, dass

t(x07$) - f,(g(l'o))r(x B .1'0) + S(g(ilf) B g(l'(]))

le = @oll [l = ol [l = ol

fiir x — 2 gegen 0 strebt. Fiir den ersten Summanden ist dies wegen der Stetig-
keit der linearen Abbildung f'(g(xo)) und wegen lim, o7 (h)/||h|| = 0 klar. Fir
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den zweiten Summanden beachten wir, dass s(0) = 0. Fiir g(x) = g(x¢) ist also
s(g(x) — g(xo)) = 0, und fiir g(x) # g(z¢) haben wir

s(g(x) = g(x0)) _ s(g(x) = g(x0)) llg(x) = g(xo)|l
[l = o] lg() = g(xo)ll - [lz =zl

Wegen der Stetigkeit von ¢ in 2y und wegen limy,_, s(h)/[|h]| = 0 ist

i SW@) —g(@o))
=0 [|g(x) — g(zo)|
Schliefflich folgt aus der Zerlegungsformel fiir g
/
i i _|_ — —
lg(z) = g(zo)ll _ |lg'(wo)(w — 7o) + r(w — mo)l I/ (o) + (@ = o)l
[l — ol [l — ol [l — o]

dass der Quotient ||g(z) — g(xo)||/||x — xo|| in einer Umgebung von zy beschréinkt
bleibt. .

Wir sehen uns die Kettenregel fiir einige Spezialfille an.

Beispiel 1. Die reellwertigen Funktionen f bzw. x1, ..., z, seien auf der offenen
Menge U C R™ bzw. auf dem offenen Intervall I C R definiert, und die verkettete
Funktion F(t) := f(x1(t),...,z,(t)) soll auf I erklart sein. Sind alle Funktionen
f und z; auf I differenzierbar, so ist auch F' auf I differenzierbar, und

dt — Oxy dt ' O, dt’

Genauer: fiir ¢ty € [ ist

dF " Of dx;

—(tp) = to), ..., Tn(l ty).

dt (to) 2 8xi<x1( 0);-- - Tn(to)) dt (to)
Der Beweis folgt sofort aus der Kettenregel, angewandt auf die d&uflere Funktion
f und die innere Funktion g(t) := (z1(t),...,z,(t))" : [ — R™ "
Beispiel 2. Die reellwertigen Funktionen f bzw. ug, ..., u, seien auf der offenen

Menge U C R™ bzw. der offenen Menge V' C R™ definiert. Wir betrachten die
verkettete Funktion
Fi(xy,.o.o,zm) = flur(zr, .oy @m)y e tun (21,20 X))

auf V. Ist f auf V differenzierbar und jede Funktion u; auf V partiell differen-
zierbar, so ist F' auf V partiell differenzierbar, und es gilt

oF :ﬂaul P af ou,
Oox;  Ouy Ox; ou,, 0x;

firl1 <¢ < n.
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Dies folgt sofort aus Beispiel 1. Ist sogar jede der Funktionen wu; differenzierbar,
so ist I auf V differenzierbar, und es ist

(L

oxy 7 Oz,

Beispiel 3. Sei z: (0,1) — R™\ {0} eine differenzierbare Funktion. Dann ist die
verkettete Funktion

) auf V.

f:(00,1) =R, te|lz(t)|2

nach Beispiel 1 aus Abschnitt 10.2 und nach Satz 10.14 differenzierbar, und die
Kettenregel liefert wie in Beispiel 1

~ xi(t) (z(t),2'(t))
Fy=> z;(t) = :
()]l ()12
wobei (-, -) fiir das iibliche Skalarprodukt im R" steht. "

Beispiel 4. Wir sehen uns die Anwendung der Kettenregel bei der Transfor-
mation von Differentialausdriicken an. Durch Einfiithrung von Polarkoordinaten
xr =rcosp, y=rsinp auf R?*\ {(0,0)} wird aus einer Funktion v = u(z,y) eine
Funktion v = v(r, ¢) = u(r cos p, rsin ).

y

H_____

0

Wir zeigen, dass dabei beispielsweise der Ausdruck x‘;—z —y% in % iibergeht. Aus

r =rcosp und y = rsingp folgt » = \/2? + y? und ¢ = arctan £. Differenzieren
liefert

or 2z 7 COS
— = = = cos
ox 24/I2+y2 r 14
und analog g—; = sin ¢ sowie
dp 1 -y —y  —rsing  sing
81:_1—1—(%)2 x2_x2+y2_ 72 - r

und analog g—‘; = 222 Demzufolge ist nach Beispiel 2

ou Ov Or  Ov Oy ov Ov sin @
gz~ ordr  Opow
8_u @@_F@@_gp ov | +8vcosgp‘
dy or 0y Oy Oy
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Hieraus folgt schliefSlich

au ou _ r COS (ﬁsin +@C08w>—rsin <@cos _@singp)
8y “Yor T \or M7 0y \or 0% dp r

= U(r sin @ cos p — 7 sin @ cos @) + Ov (cos® @ + sin® @) = Ov
Es ist also beispielsweise genau dann xa—“ — y&C = 0, wenn —” = 0, d.h. genau
dann, wenn v nur von r abhéngt, also rotatlonssymmetrisch 1st [

10.4 Richtungsableitungen

Definition 10.15 Sei U C R” offen, f: U — R, x € U und v € R" ein Vektor
der Lange ||v||2 = 1. Man sagt, dass f eine Ableitung in Richtung des Vektors v
besitzt, wenn der Grenzwert

o J@ 4 ) — f(@)

t—0 t

existiert. Wir bezeichnen diesen Grenzwert mit %.

Die partiellen Ableltungen 97 sind spezielle Richtungableitungen in Richtung der
Einheitsvektoren e; = (0, . 0, 1,0,...,0) mit der 1 an 4. Stelle.

Satz 10.16 Seien U, x, f wie in Definition 10.15, und f sei in x differenzierbar.

Dann existiert fiir jeden Einheitsvektor v = (vy,...,v,)T € R™ die Ableitung von
f im Punkt x in Richtung v, und es gilt

0 0 0

85( )= f(z)v= 8fl< Jor + ...+ axj_; (x)vy,. (10.17)

Beweis. Fiir ¢ hinreichend nahe bei 0 ist nach Definition von f’(z)

flz+tv) — f(x) _ f(x) - tv+ r(tv) P+ r(tv)'
t t t
Aus lim;_, ACO] = lim;_, Il folgt die Behauptung. [

NG l[toll

Mit Hilfe des Gradienten gradf = (g—jl, cee %) kénnen wir (10.17) auch als

O (@) = ((erad (), (10.18)

schreiben, wobei (., .) das iibliche Skalarprodukt auf R" ist. Wie im R? fiihrt man
den Winkel ¢ € [0, 7] zwischen zwei Vektoren z,y € R" \ {0} durch

(z,y) = [|=|| [ly|| cos ¢
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ein. Ist also (grad f)(z) # 0, so folgt aus (10.18) fiir den Winkel ¢ zwischen v
und (grad f)(x):
af

L (2) = I|(grad f)(@)]| coseo

Folgerung 10.17 Seien U, f,x,v wie in Definition 10.15, und sei (grad f)(z) #
0. Dann ist die Richtungsableitung % (x) genau dann mazimal, wenn cosp = 1
bzw. ¢ =0, d.h. wenn (grad f)(x) und v die gleiche Richtung haben. Der Gradient
zeigt also in die Richtung des stirksten Anstieges von f in x. Diese Tatsache wird
bei der numerischen Lésung von Extremalaufgaben benutzt.

10.5 Der Mittelwertsatz

Am Ende von Abschnitt 7.6 haben wir gesehen, dass der Mittelwertsatz in seiner
gewohnten Form fiir vektorwertige Funktionen nicht mehr gilt. Man hat jedoch
fiir reellwertige Funktionen auf R™ die folgende Version.

Satz 10.18 (Mittelwertsatz) Sei U C R" offen und f : U — R differenzier-
bar. Weiter sei x +th € U fiir alle t € [0,1]. Dann existiert ein T € (0,1) mit

flx+h)— f(x) = f(x+Th)h.
Beweis. Wir betrachten die differenzierbare Funktion
g:[0,1] =R, t— f(z+th).

Nach dem Mittelwertsatz 7.28 fiir Funktionen einer Verénderlichen gibt es ein
€ (0,1) mit

dg

fl+h) = flz) =g(1) = g(0) = -

Nach der Kettenregel (Beispiel 1 aus 10.3) ist weiter

— (7).

Z o (x +7h)h; = f'(x + Th)h. =

Fiir Funktionen f : R® — R™ mit m > 2 ist die folgende Version des Mittelwert-
satzes die néchstbeste.

Satz 10.19 Sei U C R" offen, f: U — R™ stetig differenzierbar und x +th € U
fiir alle t € [0,1]. Dann ist

1
f@+h) - f(z) = / £z +h)hdr.
0
Ist insbesondere || f'(x + th)|| < M fir alle t € [0,1], so folgt

1z + h) = f(@)]| < MR
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Das Integral iiber die vektorwertige Funktion f’(x 4+ 7h)h ist komponentenweise
erklart.

Beweis. Fiir g : [0,1] = R™, ¢(t) := f(x +th) ist ¢'(t) = f'(z + th)h und daher

Fla+ ) — f(x) = g(1) - g(0) = / §(r) dr = / f'@+ Th)hdr,

womit die erste Aussage gezeigt ist. Die zweite folgt aus

10.6 Der Satz von Taylor

1 1
/f’(erTh)th g/ If (z + rh)h| dr
0 0 1

< [UIf' @+ TR)| |kl dr < f) M]||h||dr = M]|A|. "

Wir lernen nun den Satz von Taylor fiir Funktionen mehrerer Verénderlicher ken-
nen. Dabei beschréanken wir uns auf reellwertige Funktionen. Wir fithren zunéchst
einige Bezeichnungen ein, die helfen, die Ubersicht iiber die zahlreichen Summan-
den in der Taylorentwicklung zu behalten.

Ein Multiindex ist ein n-Tupel (aq,...,a,) € N". Fir jeden Multiindex o =
(a1,...,ap) sel o] == a1 + ... + «a, seine Ordnung und a! := aq!...q,! seine
Fakultit. Fiir jede |aj-mal partiell differenzierbare Funktion f : R* D U — R
setzen wir
olel f

Daf = D?ngnf: m,
1 ... n

und fiir x = (xq,...,2,) € R" sei

«

=t

Als Vorbereitung fiir den Satz von Taylor zeigen wir:

Satz 10.20 Sei U C R” offen, f : U — R k-mal stetig partiell differenzierbar,
und sei x +th € U fir alle t € [0,1]. Dann ist die Funktion

g:10,1] =R, ¢~ f(xz+th)
k-mal stetig differenzierbar, und es gilt

k
%(T) =y ’;—: (D*f)(x + Th)h® (10.19)
|a|=k

(die Summation erfolgt tiber alle Multiindizes der Ordnung k).
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Beweis. Wir zeigen zuerst mit vollstdndiger Induktion, dass
d*g -
%(7) - > (Di . Dif)@+Th) by - by (10.20)

Fir £ = 1 haben wir dies bereits im Beweis von Satz 10.18 getan. Aus der
Kettenregel folgt nédmlich

dg() B df(a:1+th1,...,xn+thn)( ) = Of dzy +3f%
at VT dt YT 9 dt T B, di
of
— 81'1 h1+ axnh lelax“ x+7h

n

= > (Duf)@+Th)h.

i1=1
Nehmen wir an, dass (10.20) fiir ein £ — 1 > 1 richtig ist, so folgt analog
d*g d =
ﬁ(T) = %( Z (le—1Duf)(x—i_th)huhzk_l)(T)

U1yt —1=1

n

_ Zn:Dik( S (Diy Di )+ TRy b ),

ir=1 i1yeesifp_1=1
= Y (Di.. Dy f)(@+7h)hi, .. by

Damit ist (10.20) gezeigt. Wir iiberlegen uns nun, dass die rechte Seite von (10.20)
gleich der rechten Seite von (10.19) ist. Grundidee ist, dass es nach dem Satz von
Schwarz auf die Reihenfolge der partiellen Ableitungen nicht ankommt und wir
daher die partiellen Ableitungen umsortieren kénnen. Kommt unter den Indizes
i1, ...,0 die Zahl m € {1,2,...n} genau «,,-mal vor, so ergibt ein Umsortieren
und Zusammenfassen gleicher Ableitungen

(le A D“f)<l' + Th)hz‘l Ce hlk = (D?l e Dznf)(flf + Th)h?l ce hzn

Da es genau al,k! ;= % k-Tupel (iy,...,1) gibt, in denen die Zahl m genau
a,-mal vorkomm (beachten Sie, dass a; + ... + a, = k), gilt

dkg i
() = Z . Di )@+ Thhi, .. hs,

(D;

k o (0% « (0%
= Z—l(Dl D f)(x + Th)RS .. o
laj=k

= > %(Daf)@ + Th)he. .

|laf=Fk
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Satz 10.21 (Taylor) Sei U C R" offen, f: U — R (k + 1)-mal stetig partiell
differenzierbar, und x +th € U fir alle t € [0,1]. Dann gibt es ein 7 € (0,1) so,
dass

Flz+h) = Z%(Daf)(@ha by DN ATh) e

! o!
|oe| <k |o|=k+1

J/

Taylorpolynom‘:ier Ordnung k ResZglied

Beispiel. Um das Taylorpolynom der Ordnung 2

L2 popm

FO) + (SO + (Daf)(O)ha+
b5 (DAY + (DiDf) O,

der Funktion f: R? — R, (xy,xy) — €722 im Punkt 2 = (0,0) aufzustellen,
bestimmen wir die partiellen Ableitungen von f bis zur 2. Ordnung:

(D1f) (w1, 20) = 2aqeviteose = (D1f)(0) = 0,
(Daf)(x1,20) = —sinagetiteose = (D2f)(0) = 0,
(D2f)(x1,20) = (24 4a?)evitcoss = (D2f)(0) = 2e,
(D2f)(z1,23) = (—coszy+sin®xy)eriteoss = (D2f)(0) = —e,
(DyDof)(x1,23) = —2mysinxy eiteose = (D1Dyf)(0) = 0.
Das gesuchte Taylorpolynom ist somit (hy, ho) — e + ehi — £ h3. n

Beweis von Satz 10.21. Die Funktion g : [0,1] — R, ¢ — f(z + th) ist nach
Satz 10.20 (k + 1)-mal stetig differenzierbar. Der Satz von Taylor fiir Funktionen
einer Verdnderlichen behauptet die Existenz eines 7 € (0, 1) so, dass

ko gm) (k+1)
9" (0)  ¢" ()
h)=g(1) = )
Jlwth)=9() mzzo ml (ki)
Wieder nach Satz 10.20 ist
(m) @ (k+1) @
9" (0) _ (D f) (), 4 gt ) (D*f)(x+7h),,
= DL g ht sowie kD) 2. al e
|a|=m |a|=k+1
woraus die Behauptung folgt. [

Anmerkung 1. Seien «, f Multiindizes gleicher Lénge. Man rechnet leicht nach,
dass fiir f(z) := 2” gilt

b 2P falls Q@
(D))= Foant PP

0 sonst



(6 — aund B > « ist jeweils komponentenweise zu verstehen). Insbesondere ist

gl fallsa=p

Def)(0) =
(D)) { 0  sonst.

Hieraus folgt, dass wie bei Funktionen einer Verédnderlichen alle partiellen Ablei-
tungen in x bis zur k. Ordnung der Funktion f mit denen ihres Taylorpolynoms
der Ordnung £ iibereinstimmen. n

Anmerkung 2. Man kann den Satz von Taylor auch fiir vektorwertige Funktio-
nen f = (fi,..., fm)? : U — R™ formulieren und beweisen. Definieren wir fiir
solche Funktionen D; f := (D;fi1,..., Difm)’ : U — R™ so sieht das entsprechen-
de Taylorpolynom (welches nun ein Vektor ist) formal genauso aus wie in Satz
10.21. Fiir m > 1 muss jedoch das Restglied modifiziert werden (vgl. Abschnitt
10.5 fiir den Mittelwertsatz). n

Wir sehen uns die Polynome P, (h) :=>_,_,, % he fiir m = 0, 1,2 genauer
an.

m = 0. Notwendigerweise ist & = (0,...,0) und daher Py(h) = f(z).

m = 1. Die einzigen n-Tupel a € N” mit |a| = 1 sind die “Einheitsvektoren”
e; =(0,...,0,1,0,...,0) mit der 1 an der j. Stelle. Wegen D% f = D, f, e;! =
und h% = h; ist

n

Py(h) =Y (D f)(x)hi = ((grad f)(x), h).

j=1
m = 2. Wir haben im Beweis von Satz 10.20 gesehen, dass
Df)(x 1 &
Py = 3 LD e LS o )y,

al 2 £
|a|=2 1,j=1

Um dies kompakter zu schreiben, bezeichnen wir fiir jede zweimal stetig partiell
differenzierbare Funktion f : R” O U — R die Matrix

D) = (2L w)
< >z,j1 (83320% ij=1

mit (Hess f)(z) und nennen sie die Hesse-Matrixz oder den Hessian von f in z.
Nach dem Satz von Schwarz ist die Matrix (Hess f)(z) symmetrisch. Mit der
Hesse-Matrix konnen wir Pa(h) schreiben als

Py() = 3 {(Hess f)(a)h. )
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Folgerung 10.22 [st U C R" offen, f : U — R dreimal stetig partiell differen-
zierbar und x +th € U fir alle t € [0,1], so ist

Flath) = e+ a,h) + 5 (AR, B + Rofr, )

mit ¢ = f(x), a = (grad f)(z), A = (Hess f)(x) und einem Restglied Ry wie im
Satz 10.21.

10.7 Lokale Extrema

Wir benutzen nun Folgerung 10.22 zur Untersuchung des lokalen Verhaltens von
Funktionen f : R® O U — R. Fiir offenes U C R" sei C*(U) die Menge aller
k-mal stetig partiell differenzierbaren Funktionen f : U — R.

Eine Funktion f : U — R besitzt in xg € U ein lokales Minimum (bzw. ein
lokales Mazximum), wenn fiir alle z aus einer Umgebung V' C U von 1z gilt

f(zo) < f(o) (bZW- f(xo) > f(f))

Tritt die Gleichheit nur fiir x = x( ein, nennen wir xq ein isoliertes lokales Mini-
mum (bzw. Maximum).

Satz 10.23 (Notwendige Bedingung) Sei U offen und f : U — R partiell
differenzierbar. Besitzt [ in xy € U ein lokales Extremum (Minimum oder Maxi-
mum), so ist (grad f)(zg) = 0.

Beweis. Fiir ¢ = 1,...,n betrachten wir die Funktionen g; : t — f(z¢ + te;).
Diese sind auf einem Intervall (—¢, €) mit € > 0 definiert und differenzierbar, und
sie besitzen in ¢ = 0 ein lokales Extremum. Nach Lemma 7.9 ist ¢/(0) = 0. Nun
ist aber ¢}(0) = g—gﬁ:(:co). Also ist (grad f)(zo) = 0. =

Das Verschwinden aller partiellen Ableitungen in z ist also eine notwendige Be-
dingung fiir das Vorliegen eines lokalen Extremums. Wie bei Funktionen einer
Verénderlichen erhélt man hinreichende Bedingungen durch Betrachten der zwei-
ten Ableitungen. Wir treffen dazu einige Vorbereitungen.

Definition 10.24 Sei A eine symmmetrische (A = AT) reelle n x n Matriz. A
heifst

(a) positiv definit, wenn (Az,z) > 0 fir alle z € R™ \ {0}.

(b) positiv semidefinit, wenn (Az,x) > 0 fir alle z € R™.

(¢) negativ definit (semidefinit), wenn —A positiv definit (semidefinit) ist.

(d) indefinit, wenn es x,y € R™ gibt mit (Ax,z) > 0 und (Ay,y) < 0.

Aus der linearen Algebra kennen wir Kriterien fiir die Definitheit. So gilt:
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Satz 10.25 Sei A eine symmetrische reelle n X n - Matrix. Dann ist A
(a) positiv definit < alle Figenwerte von A sind positiv.
(b) positiv semidefinit < alle Eigenwerte von A sind nichtnegativ.
(¢) indefinit < A hat sowohl positive als auch negative Figenwerte.

Satz 10.26 (Hurwitz-Kriterium) Fine symmetrische reelle n x n - Matrix
A = (ay)} =1 ist genau dann positiv definit, wenn

det : : >0 firallek=1,...,n.

Wir formulieren nun hinreichende Kriterien fiir das Vorliegen von Extremwerten.

Satz 10.27 Sei U C R™ offen, f € C*(U), xo € U und (grad f)(xg) = 0. Dann
gilt: Ist (Hess f)(zo)

(a) positiv definit, so hat f in xy ein isoliertes Minimum,

(b) negativ definit, so hat f in xq ein isoliertes Mazimum,

(c) indefinit, so besitzt f in xo kein lokales Extremum.

Ist (Hess f)(xg) nur semidefinit, so ist keine Entscheidung mdglich.

Beweis. Wir zeigen nur Aussage (a) und nehmen der Einfachheit halber f €
C3(U) an. Nach Folgerung 10.22 gilt fiir alle g + z aus einer Umgebung von z

flzo+2) = f(xo) + % (Az,z) + R(z) (10.21)

mit A := (Hess f)(z0). Da S := {y € R" : ||y|| = 1} kompakt ist, nimmt die
stetige Funktion
S—=R, y— (Ay,y)

auf S ihr Minimum « an. Da (Ay,y) > 0 fiir alle y € S, ist insbesondere a > 0.
Ist nun x € R™\ {0}, so ist z/||z|| € S und folglich

<Ai, i> >a>0 baw. (Az,z) > ofz|2 (10.22)
[l ]
Die letztere Abschiatzung gilt offenbar auch fiir x = 0 und damit fiir alle x € R.
(Umgekehrt folgt aus dieser Abschitzung natiirlich die positive Definitheit von
A; beide Aussagen sind also dquivalent.)
Weiter: fiir das Restglied R(z) in (10.21) haben wir wegen |z;| < ||z|| offenbar
die Abschétzung

Rl = | 32 PR ETD o] < o

|ae|=3
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fiir alle x aus einer hinreichend kleinen Umgebung von 0. Wahlen wir diese Um-
gebung so klein, dass auch C||z|| < «/4, so wird

(07

|R(2)| < Cllal® = Clla [l=]* < [l

e~

Hieraus und aus (10.21) und (10.22) folgt schlieBlich
« « a
Flot+2) > f(ao) + Sllal? = el = fao) + SNl

fiir alle = aus einer (hinreichend kleinen) Umgebung von 0. Also besitzt f in xg
ein isoliertes lokales Minimum. [

Beispiel. Fiir f(z,y) = 2* + %yz + zy + 10 ist (grad f)(0,0) = 0, und die Matrix

(tess 0.0 = (5 1)

ist positiv definit (Hurwitz-Kriterium). Also besitzt f in (0, 0) ein lokales isoliertes
Minimum. ]

10.8 Parameterabhingige Integrale
In diesem Abschnitt betrachten wir folgendes Problem: Wird eine Funktion f

zweier Verdnderlicher bzgl. einer der Verdnderlichen integriert, so héngt das Fr-
gebnis von der zweiten Verdnderlichen ab. So ist fiir f(z,y) = z¥ mit z,y > 0
Y+l o+l _ 1

2 _
y+1’1 y+1

2 2
f(x,y)d;v:/ ¥ dr =
1 1

Die Frage ist, unter welchen Voraussetzungen an f diese Abhéingigkeit stetig oder
sogar differenzierbar ist.

Satz 10.28 Sei U C R™ offen und D = [a,b] C R ein kompaktes Intervall. Die
Funktion f : D x U — R sei stetig. Dann ist auch die Funktion

b
F:U—=R, xn—>/f(t,:r;)dt

stetig. Hat f auflerdem stetige partielle Ableztungen :DxU = R,i=1,.
so ist auch F' stetig partiell differenzierbar, und es gzlt

o [P )
8xi/a f(t,x)dt:/a ai(t,x)dt.
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Unter den getroffenen Voraussetzungen diirfen Integration und Differentiation
also vertauscht werden.

Beweis. Wir iiberlegen uns zuerst die Stetigkeit von F. Sei « € U. Da U offen ist,
gibt es ein r > 0 so, dass Us,.(x) C U. Dann liegt aber erst recht die abgeschlossene
Kugel U,(z) ={y e R" : ||z — y|| < r} in U. Weiter: die Menge

D x Up(x) = [a,b] x {y € R" : [lx —y| <7}

ist abgeschlossen und beschriinkt in R x R” = R"!, also kompakt. Daher ist f
auf dieser Menge sogar gleichmifig stetig (Satz 6.41). Insbesondere gibt es zu
jedem £ > 0 ein 6 € (0,7) so, dass

[f(t, x4+ h) = [t 2)] <

b—a

fir alle t € [a,b] und alle h € R™ mit ||h|| < . Integration liefert
b €
|F(x 4+ h) — F(zx)| S/ |f(t,x+h) — f(t,x)|dt < m(b—a) =c

fiir alle A mit ||h|| < §. Also ist F' in x stetig.

Fiir den Beweis der zweiten Aussage sei wieder © € U beliebig. Wir wihlen r € R
so, dass x + he; € U fiir alle h € (—r,r). Wir zeigen, dass die Funktion

f(t,x + he;) — f(t,x)

g(t,x h) =
g—a‘i(t, x) falls h =0

falls h # 0,

auf der Menge )
U:={(t,x,h) € [a,b] xU x (—r,r)}

stetig ist. In allen Punkten (¢,z,h) € U mit h # 0 ist dies klar. Wir zeigen noch
die Stetigkeit in allen Punkten (¢, z,0) € U. Seien (tn, Tn, hy) Punkte aus U mit
limy, o0 (tn, Tn, hy) = (t,2,0) und h, # 0 (fur h, = 0 ist die Aussage wieder
offensichtlich). Nach dem Mittelwertsatz fiir Funktionen einer Verinderlichen,
angewandt auf die Funktion

a:s— f(tn,x, + shpe;),
gibt es ein &, € [0, 1] mit

a<1) — CL(O) _ f(tm Tp + hnez) — f(tm xn) _ 8f

203



Fiir n — oo ist h, — 0 und folglich auch &,h,, — 0. Wegen der Stetigkeit von g_ai
ist daher

hin

g(tna T, hn) =

_ 9f of
- 8171 (tna Tp + 5nhnez) — (9.171

(t,z) = g(t,x,0).

Somit ist g stetig. Wenden wir die Aussage des ersten Teils des Satzes an, erhalten
wir

OF o [P [
@ = g [ Std=lim [ g(eon) i

b b af
- /ag(t,x,O)dt_/a o (t,)dt.

Schlieflich héngt diese Funktion — wieder nach dem ersten Teil des Satzes — stetig
von x ab. [

Beispiel. Fiir [t| < 1 berechnen wir das Integral
F(t) = / In(1 — 2t cos x + %) d.
0

Um Satz 10.28 benutzen zu konnen, wihlen wir ein a € (Jt|, 1) und betrachten F
auf dem kompakten Intervall [—a, a]. (Man beachte, dass 1 — 2t cos z + t* > 0 fiir
|t| < 1.) Die Funktion

f(z,t) :=In(1 — 2t cosz + t?)

ist nach t stetig partiell differenzierbar und hat die Ableitung

of = 2t—2cosw
ot 1—2tcosx + t2

auf [0, 7] x [—a, al.

Aus der zweiten Aussage von Satz 10.28 folgt

T 2t—2
F'(t) = / Sk )
o 1—2tcosz +t2

Offenbar ist F'(0) = 0. Fiir ¢ 0 substituieren wir

T
s := tan 5 bzw. x = 2arctans.

2 2ds

: dr __ _ 3
Dann ist 5% = T bzw. dr = e Sowie
cos2g—sin2§ 1 —tan?% 1 - s
CcoST = T — = = 5
cos® 5 +sin” 5 1—|—tan§ 1+s
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Das gesuchte Integral geht damit iiber in

o ot —2l=g 2 a7 sP(1+1t)—(1—1¢) p
l—ot=2 42 1420 A2t 1201+ 2)s2 + (112
0 1+2 0

Partialbruchzerlegung liefert

s2(1+1)— (1—1t) 2701 21
(1+1)2s4 +2(1 +12)s2 4+ (1 —t)2 ?(52+1 * (1+t)232+(1—t)2>'

Mit dem bekannten Integral

/ >
axr & \/

erhalten wir

2 1+1¢ oo
F'(t) = ;(arctans - aurctan(1 i_ t8)> ‘0 =0

(beachten Sie: arctan0 = 0 und lim,_, arctans = 7/2). Also ist F'(t) = 0 fiir
alle t € (—1,1), d.h. F eine konstante Funktion. Wir bestimmen ihren (einzigen)
Wert, indem wir im Ausgangsintegral ¢ = 0 setzen:

F(t):F(O):/Owlnlda::O n

Als weitere Anwendung von Satz 10.28 betrachten wir iterierte Integrale und ihre
Berechnung. Sei f : [a,b] X [¢,d] — R eine stetige Funktion. Nach Satz 10.28 ist

die Funktion ,
= / f(z,y)dx

auf [c, d] stetig und kann folglich integriert werden. Man bezeichnet

[ rwa=[" [ s

als iteriertes Integral. Der folgende Satz sagt, dass es auf die Reihenfolge der
Integrationen nicht ankommt.

Satz 10.29 Sei f : X [¢,d] — R stetig. Dann ist

//fxydxdy—//fxydydx

Beweis. Wir erkldren ¢ : [c,d] — R durch

= /ab /Cy f(z,t) dtdz.



Dann ist ¢(c) = 0, ¢ ist nach Satz 10.28 differenzierbar, und es gilt

‘o= [ ba% [ repydeis = |  fle,y) da.

Hieraus folgt

[ [ttty = [ dwar= ot - o0 =y = [ [ a0 v,

was wir zeigen wollten. [

Ein analoger Satz gilt fiir n-fache Integrale einer stetigen Funktion auf einem
Quader im R".

Abschlielend betrachten wir noch uneigentliche Parameterintegrale der Ge-
stalt

/Oo [, y)de, y € led.

Da das Integrationsintervall nicht mehr kompakt ist, ldsst sich der Beweis von
Satz 10.28 nicht unmittelbar {ibertragen, und wir benétigen stérkere Vorausset-
zungen.

Definition 10.30 Das Integral faoo f(z,y) dx heifst auf [c, d] gleichm&Big konver-
gent, wenn es fir jedes y € [c,d] konvergiert und wenn fir jedes € > 0 ein by > a
existiert, so dass

)/ f(x,y)dx‘ <e fir alleb > by und alley € [c,d].
b

Man beachte, dass by unabhéngig von y ist.

Satz 10.31 (a) Sei f : [a,00) X [¢,d] — R stetig und beschrinkt, und das Integral
faoo f(z,y) dx konvergiere gleichmdfig auf [c,d]. Dann ist die Funktion

p:ile,d =R, y— /00 flx,y)dx (10.23)

stetig. Auflerdem konvergiert das Integral faoo fcdf(x,y) dydx, und es gilt

/Cd/:of(:z:,y)dxdy:/:O/Cdf(x’y)dydx'

(b) Sei f : [a,00) X [¢,d] — R stetig, beschrinkt und nach y partiell differen-
zierbar, die Ableitung % sei auf [a,00) X [¢, d] stetig und beschrdankt, das Integral

[ %(:C, y) dx konvergiere gleichmdfig, und das Integral [ f(x,c) dx sei konver-
gent. Dann konvergiert das Integral faoo f(z,y) dx fir jedesy € [c,d], die Funktion
(10.23) st differenzierbar, und
/
©'(y) = = (z,y) dz.
W= G
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Beweis. (a) Fiir alle y,y + h € [¢,d] und b > a ist
P+ 1) =) = [ (Flay+h) = f(oy) do (10.24)

:/ab(fu,ym—f(w,y>)d:c+/b°of<x,y+h>dx—/ff(sv,y)dx

Sei ¢ > 0. Wir wahlen b so grof}; dass der Betrag der letzten beiden Integrale
in (10.24) jeweils kleiner als £/3 wird (gleichméBige Konvergenz!). Weiter wissen

wir aus Satz 10.28, dass y — f: f(z,y) dx eine stetige Funktion ist. Daher wird
auch das erste Integral in (10.24) kleiner als €/3, wenn nur h hinreichend klein
ist, etwa fiir h < hg. Fiir alle h < hg ist also

lp(y +h) —w(y)| <e.

Fiir die zweite Aussage von (a) sei wieder ¢ > 0. Wir wéhlen by > a so, dass

[ b
‘/ f(a:,y)dx—/f(x,y)dm‘<€ fir alle y € [¢,d] und b > by

(gleichméBige Konvergenz!). Integrieren liefert

‘/cd/aoof(a:,y)dxdy—/Cd/abf(x,y)dxdy‘ <e(d—c).

Mit Satz 10.29 vertauschen wir die Integrationsreihenfolge im 2. Integral und

erhalten
‘/Cd /:O f(x,y) drdy — /ab /cdf(x,y) dydg;‘ <eld—c).

Da dies fiir jedes b > by gilt, folgt die Behauptung.
(b) Nach Teil (a) konvergiert fiir jedes ¢ € [c, d] das uneigentliche Integral

/ / (z,y) dydz,
/ct /amg—iu’y) dudy = /aoo /j%(x’y) dydz. (10.25)

Da g—g stetig ist, folgt mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

und es gilt

‘of

i ay(:t’ y)dy = f(z,t) — f(x,0).
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Integration bzgl. x iiber [a, 00) liefert wegen (10.25) (und wegen der Konvergenz
von [ f(x,¢) dz nach Voraussetzung) fiir ¢ € [c, d]

go(t):/aoof(x,t)dx:/aoof(a:,c)da:jL/:/aoog—g(w,y)dxdy.

Nun ist y — [ g—g(a:, y) dx stetig nach Teil (a). Wieder nach dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung ist ¢ differenzierbar, und

0
o'(t) = a—ch(x,t) dr. u

a

Aufgabe. Zeigen Sie mit Hilfe dieses Satzes, dass die Eulersche Gammafunktion
['(z) ::/ e " hdt, x>1
0

stetig und sogar unendlich oft differenzierbar ist. (Fiir z € (0,1) ist der Integrand
unbeschréinkt und Satz 10.31 nicht mehr unmittelbar anwendbar.)
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11 Kurvenintegrale

Wir haben bisher ausschliefilich Integrale iiber Intervallen betrachtet. Ein Ziel
dieses Kapitels ist es, Integrale {iber Kurven zu erkldaren. Besonders interessiert
uns die Frage, wann ein solches Integral nur vom Anfangs- und Endpunkt der
Kurve abhéngt.

11.1 Wege und Kurven

Unter einem Weg im R™ verstehen wir eine stetige Abbildung v : [a, b] — R™. Die
Punkte v(a) und v(b) heiBen Anfangs- bzw. Endpunkt des Weges. Ist 7 : [a, b] —
R™ ein Weg, so heifit sein Wertebereich

D:i={y(t) eR":telabl}

die zugehorige Kurve. Man beachte: ein Weg v ist eine Abbildung, die zugehorige
Kurve eine Punktmenge. Man sagt auch, dass durch v eine Parametrisierung der
Kurve I' gegeben ist.

Ein Weg 7 : [a,b] — R™, v(t) = (71(¢),...,v.(t))T heiBt (stetig) differenzier-
bar, wenn jede seiner Komponenten ; : [a,b] — R (stetig) differenzierbar ist. In
diesem Fall heif3t

Y(E) =7'(t) = (@), .., 1)

die Ableitung (oder der Geschwindigkeitsvektor) von v in ¢, und die Zahl

o= (S or)”

die Geschwindigkeit von v in t. Falls +/(ty) # 0, so beschreibt
g:R—=R",  t— () + (to)t
die Tangente an v im Punkt ¢,.
Beispiele. (a) Fiir jedes n € Z \ {0} ist
Yo [0,27] — R?, 1+ (cos(nt),sin(nt))”

ein Weg. Alle Wege ,, beschreiben die gleiche Kurve im R?, nimlich die Ein-
heitskreislinie.

(b) Eine Ellipse um den Ursprung mit den Hauptachsen a, b wird durch den Weg
v :10,27] = R? ¢+ (a cost,b sint)” parametrisiert.

(¢) Fiir a,b € R™ wird durch v : [0,1] = R", t — a + t(b — a) ein Weg definiert.
Die zugehorige Kurve ist die Strecke [a, b].

209



(d) Die Neilsche Parabel v : R — R?, t — (t,t3) ist iiberall differenzierbar, ob-
wohl die zugehorige Kurve eine Spitze in 0 hat.

(e) Eine Schraubenlinie im R?® lisst sich durch den Weg v : R — R3 ¢ —
(cost, sint, t)T beschreiben.

(f) Jede stetige Funktion f : [a,b] — R definiert einen Weg v : [a,b] — R?
t — (t, f(t)). Die zugehorige Kurve ist der Graph der Funktion. n

Wie das erste dieser Beispiele zeigt, kann ein Weg Teile einer Kurve mehrfach
durchlaufen. Will man dies ausschliefen, muss man verlangen, dass je zwei Punk-
ten ty,ts € [a,b] mit t; # to unterschiedliche Punkte 7(t1),v(t2) entsprechen.
Da wir auch geschlossene Wege betrachten wollen (d.h. solche mit v(a) = (b)),
nehmen wir den Anfangs- und Endpunkt von dieser Forderung aus.

Definition 11.1 Fin Weg~y : [a,b] — R™ heif§it ein Jordanweg, wenn fiir beliebige
Punkte s,t € [a,b] mit s <t und y(s) = (t) folgt: s = a und t =b. Eine Kurve
heifit Jordankurve, wenn sie durch einen Jordanweg beschrieben werden kann.

Mit moglicher Ausnahme ihrer Endpunkte sind Jordankurven also doppelpunkt-
frei. Die oben betrachteten Beispiele haben diese Eigenschaft.

Kurven (oder Wege) sind wesentlich kompliziertere Objekte als es unsere An-
schauung erwarten lit. So gibt es Kurven, die ein Quadrat im R? komplett
ausfiillen (Peano-Kurve), und Kurven, die in keinem Punkt eine Tangente be-
sitzen (Koch’sche Schneeflocke). Umso bemerkenswerter ist der folgende Satz,
der unserer Anschauung perfekt entspricht, dessen Beweis jedoch auflerordent-
lich schwierig ist.

Satz 11.2 (Jordanscher Kurvensatz) Jede geschlossene Jordankurve T' C R?
zerlegt den R? in zwei Gebiete Gy, Gy, die von ihr berandet werden (d.h. es ist
R? = G, UT UGy und G, = 0G5 =T ). Genau eines dieser Gebicte — es heifit
das Innengebiet von I — ist beschrdnkt.

11.2 Rektifizierbare Wege und Bogenléinge

Wir wollen nun die Lénge eines Weges
v : [a,b] — R™ definieren und berech-

nen. Sei Z = {to,...,ty,} mit a = ~(t1) ~(b) = ~(t3)
to < t1 < ... < t,, = b eine Zerle-

gung von [a, b]. Wir verbinden fiir jedes

i die Punkte 7(t;) und ~(t;41) durch ei- V(@) =atto) ~(t2)

ne Strecke und erhalten einen Polygon-
zug der Lénge

527 = 3 (i) =2
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Wir erwarten, dass sich bei Verfeinerung von Z die Lénge des Polygonzuges der
,Lénge von v annahert“. Da sich bei Verfeinerung von Z die Zahl L(Z,~y) niemals
verkleinert, definieren wir:

Definition 11.3 FEin Weg v : [a,b] — R™ heifit rektifizierbar, wenn sup L(Z,~)
endlich ist, wobei das Supremum tber alle Zerlegungen Z von |a,b] genommen
wird. In diesem Fall heifft L(~y) := sup L(Z, ) die Weglinge von ~.

Beispiel. Der durch die stetige Funktion

0 fiir t =0,

fi0,1] >R, t%+{ tcosT fiirt € (0, 1]

definierte Weg v : [0, 1] — R?, ¢ > (¢, f(¢)) ist nicht rektifizierbar. Fiir die Punkte
tn := 1/n gilt ndmlich

cos((n+ 1)m)  cos(nm)
n+1 n
1 1 1

[(Enrr) =v@)lla = |f(tara) = fta)] =

G G
n+1 n

)

T n+l non
und die harmonische Reihe Y > 1/n divergiert. "

Fiir jeden Weg 7 : [a,b] — R™ und jedes ¢ € (a,b) sind auch v, = 7|, und

Y2 := Y|ier) Wege. Man sieht leicht, dass v genau dann rektifizierbar ist, wenn v,

und 7, rektifizierbar sind und dass in diesem Fall L() = L(v1) + L(72) gilt.
Schlieflich definieren wir die Weglingenfunktion

0 fir t = a,

s:la,b] = R, t+— )
0 {L(’Yha,t]) fiir t € (a, b).

Satz 11.4 Fiir jeden rektifizierbaren Weg ist seine Weglingenfunktion stetig.

Einen Beweis finden Sie in Heuser, Analysis II, Satz 177.3. Unter stiarkeren Vor-
aussetzungen an v wollen wir nun Wegléngen berechnen.

Satz 11.5 Der Weg 7 : [a,b] — R" sei stetig differenzierbar. Dann ist v rekti-
fizierbar, die Weglingenfunktion s von ~y ist stetig differenzierbar, und fir alle
t € la,b] gilt $'(t) = ||¥'(t)||2. Die Lange L(y) von v ist gleich

b b
uw:/y@ﬁ:/\hmy+“+%mwa (11.1)

wobei Y(t) = (v (), ..., m(t)".
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Beweis. Wir benutzen im Beweis Integrale von vektorwertigen Funktionen, die
wir komponentenweise erklédren.

Sei Z = {tg,...,tm} eine Zerlegung von [a,b], dh. a =ty <t; < ... <t, =b.
Mit der Dreiecksungleichung fiir Integrale ist

41

e =@l =] [ v, < [ ol

t
t;

und Aufsummieren liefert
m—1 b
MZW)ZEZM@HQ—Vﬁmzé/WWWNﬂﬁ
i=0 a

Alle Polygonzuglangen sind also durch eine von Z unabhéngige Konstante nach
oben beschréinkt. Folglich ist « rektifizierbar, und

L) =swp L(Z) < [ /(@) (112

Sei nun ¢ € [a,b) und h > 0 so, dass t + h < b. Dann ist die Liange der Strecke
von (t) bis v(t + h) nicht grofer als die Lange des Weges von 7(t) bis y(t + h):

[7(t+h) =y (O)ll2 < s(t+ h) — ().

Wenden wir (11.2) speziell auf den Weg 7| ¢+ an, folgt

wm+m—ww <W+“‘“”<1[ Iy ()l dr.

h = h ~h

2

Fiir h \, 0 strebt die linke Seite dieser Abschétzung gegen ||7/(¢)||2. Die rechte
Seite konvergiert nach dem Mittelwertsatz fiir Integrale gegen den gleichen Wert:

1

t+h
o [ IOl = @l mite <6<t
t

Also existiert die rechtsseitige Ableitung von s in ¢ und ist gleich [|7/(¢)||. Analog
zeigt man die Differenzierbarkeit von links. Aus s'(t) = ||7/(¢)|| folgt die Behaup-
tung (11.1). "

Beispiel 1 (Kreise und Ellipsen). Fiir den Weg
v :[0,27] = R?, ¢+ (acost,asint) mita >0

finden wir

2w 2m 2m
L(v) = / V()2 + ()2 dt = / \/az(sin2 t + cos?t)dt = / adt = 2ra.
0 0 0
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Die durch ~ beschriebene Kurve ist eine Kreislinie vom Radius a. Analog fiihrt
die Berechnung der Lange des Weges

v :[0,27] = R? t ~ (acost,bsint) mita >b>0

(dessen zugehorige Kurve eine Ellipse ist) auf das Integral

2 2
L(v) = / Vazsin?t + b2 cos? t dt = a/ V1 —¢e2cos?tdt (11.3)
0 0

mit e := 1/a? — b? (die sog. numerische Exzentrizitit der Ellipse). Das Integral
in (11.3) ist (fiir € > 0) ein sog. elliptisches Integral. Es ldsst sich nicht mit Hilfe
elementarer Funktionen geschlossen darstellen. [

Beispiel 2 (Funktionsgraphen). Ist f : [a,b] — R eine stetig differenzierbare
Funktion und 7 : [a,b] — R?, ¢ — (¢, f(t)) der durch f induzierte Weg, so redu-
ziert sich (11.1) auf

L(y) = / VIt F02dt. .

Haben wir in Beispiel 1 mit L(v) = 27a tatsdchlich den Kreisumfang (d.h. die
Lénge einer Kurve) berechnet? Was wir berechnet haben, ist die Lénge eines
Weges. Um hieraus zu einem verniinftigen Begriff einer Kurvenlinge zu gelan-
gen, miissen wir zunichst dafiir sorgen, dass der Weg jeden Teil der Kurve nur
einmal durchlauft, d.h. wir betrachten ausschliefilich Jordanwege bzw. Jordan-
kurven. Selbst fiir Jordankurven ist damit die Kurvenléinge noch nicht eindeutig
festgelegt. Es konnte ja sein, dass ein- und dieselbe Jordankurve durch verschie-
dene Jordanwege mit verschiedenen Wegldngen parametrisiert werden kann. Der
folgende Satz klért dieses Problem.

Satz 11.6 Sei vy eine Jordankurve, die eine Darstellung durch einen rektifizier-
baren Jordanweg besitzt. Dann sind alle Jordandarstellungen rektifizierbar und
haben ein- und dieselbe Weglinge.

Die gemeinsame Weglinge nennen wir die Lédnge einer Kurve I'. Erst mit diesem
Satz konnen wir sagen, dass ein Kreis mit Radius a einen Umfang 27a besitzt (und
dass auch Ellipsen einen Umfang besitzen, auch wenn wir ihn nicht elementar
angeben konnen).

Beweisidee. Wir zeigen die Aussage nur fiir stetig differenzierbare Wege. Einen
Beweis fiir den allgemeinen Fall finden Sie in Heuser, Analysis II, Satz 178.3.

Zunichst eine Vorbemerkung. Ist v : [a,b] — R"™ ein Weg mit zugehoriger
Kurve T' und ist ¢ : [, 5] — [a, b] eine stetige Bijektion, so ist yo ¢ : [a, 5] — R"
ebenfalls ein Weg, der auf die Kurve I' fithrt. Da ¢ stetig und bijektiv ist, tritt
einer der folgenden Félle ein (Satz 6.42) :
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(a) ¢ wachst streng monoton. Dann heifit ¢ orientierungserhaltend.
(b) p féllt streng monoton. Dann heifit ¢ or’ientz’emngsumkehrend

Sind insbesondere ¢ und (Y stetig differenzierbar, so folgt aus ¢~ (p(t

) =
mit der Kettenregel o=V (¢(t)) - ¢ (t) = 1, d.h. es ist ¢/(t) # 0 fiir alle ¢ € [, 5]
d

Es ist klar, dass ¢ genau dann orientierungserhaltend (bzw. -umkehrend) ist,
wenn ¢'(t) > 0 (bzw. < 0) fiir alle ¢ € [«, 8] ist.

Sei nun v : [a, b] — R" ein stetig differenzierbarer Weg und ¢ : [a, f] — [a, b] eine
stetig differenzierbare und orientierungserhaltende Bijektion. Dann ist

Liyoy) = / 1y 0 0 (8) 2 dt = /\w (t)]] dt

=/Hv Dl (1) dt = /\w o dz = L ().

Ein @hnlicher Beweis erfolgt fiir orientierungsumkehrendes . ]

Sei v : [a,b] — R" stetig differenzierbar. Dann kann — wie wir gesehen haben —
die Lange des Weges ~ durch f |7/ (t)]|2 dt berechnet werden. Ist I die durch ~
definierte Kurve und f : I' — R™ eine Funktion, fiir die fo~y Riemann-integrierbar
ist, so definiert man allgemeiner das Integral von f entlang v durch

/ = / FO) /(0] dt (11.4)

(fiir m > 1 berechnen wir das Integral auf der rechten Seite komponentenwei-
se). Insbesondere ist also f7 1 = L(y), und ist v : [a,b] — [a,b] die identische

Abbildung, so ist
b
[=[ ra
07 a

das iibliche Riemann-Integral. Man kann — &hnlich wie im Beweis von Satz 11.6
— zeigen, dass fv f von der Parametrisierung von I' unabhéngig ist.

11.3 Wegintegrale

In die Definition des Kurvenintegrals (11.4) geht nur die Linge des Geschwindig-
keitsvektors /() ein, nicht seine Richtung. Dies ist fiir Anwendungen oft nicht
ausreichend (man denke etwa an einen Korper, der sich entlang eines Weges ~y
in einem Kraftfeld bewegt und bei dem die verrichtete Arbeit berechnet wer-
den soll). In diesem Abschnitt werden wir uns einen angemessenen Begriff eines
Kurvenintegrals erarbeiten. Das folgende Beispiel soll die einzufithrenden Begriffe
motivieren.

Beispiel. Auf einer offenen Menge U C R? sei ein Vektorfeld F = (Fy, Fy, F3) :
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U — R3 gegeben, das wir uns als zeitlich konstantes Kraftfeld denken. Ist v =
(71,72,73) : [a,b] — U ein stetig differenzierbarer Weg, so interpretieren wir das
Integral

[ ey = [ Y RG@n (115)

a =1

als Arbeit, die man aufwenden muss, um sich vom Punkt «y(a) zum Punkt ~(b)
entlang des Weges v zu bewegen. Dies ist gerechtfertigt, da man fiir ein kleines
Wegstiick ndherungsweise annehmen kann, dass F' konstant ist und

gilt. Dann ist

(F(y(t:)), ¥(t:) (tivr — i) = (F(y(t:), v(tira) — v(t:)),

und dieser Ausdruck ist proportional zur Weglinge, zur Groéfle des Kraftfeldes
und zum Kosinus des Winkels a zwischen Weg- und Kraftvektor:

(E(v(t:), 7 (tira) = (t)) = cosa [[E(y(E)| (1) = (&)

Steht insbesondere das Kraftfeld senkrecht zur Wegrichtung, so wird keine Arbeit
verrichtet. -

Wir werden uns also mit Integralen der Gestalt (11.5) befassen miissen. Dazu
treffen wir folgende Definition.

Definition 11.7 Seien v = (71,...,7) : [a,b] — R™ ein stetig differenzierba-
rer Weg mit zugehoriger Kurve I' und f = (f1,...,fn) : I' = R" ein stetiges
Vektorfeld. Dann definieren wir das Wegintegral von f entlang ~v durch

b b n
[oae= [ra@rsmia= [ S oo 0
Anstelle von (11.6) findet man auch die Schreibweise

/f1d$1++fnd$n,
Y

die man im Rahmen der Theorie der Pfaffschen Formen verstehen kann (vgl.
Barner/Flohr, Analysis II, Abschnitt 17.1). Unter Verwendung von Riemann-
Stieltjes-Integralen kann man fﬁ/ f - dx fiir beliebige rektifizierbare Wege ~ und

stetige Vektorfelder f auf I' definieren und berechnen (vgl. Heuser, Analysis 2,
Abschnitt 180).
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Der Weg v : [a,b] — R™ heifit stickweise stetig differenzierbar, wenn es eine
Zerlegung a = xg < 1 < ... < ,,, = b des Intervalles [a, b] so gibt, dass die Wege

(4)

T = Vit - [z, via] = R", i=0,...,m—1

stetig differenzierbar sind. Fiir stiickweise stetig differenzierbare Wege v und ste-
tige Vektorfelder f definieren wir das Wegintegral durch

/Vf-dx::ti;/y(i)f-dx.

Die folgenden Eigenschaften von Wegintegralen sind leicht zu sehen. Dabei ist ~y
ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg, und f und g sind stetige Vektorfelder.

(a) [y(f+g)-dm=£f-dw+£g-dm, /V(cf)-dx:c/yf-dx.

(b) Fiir jeden Weg v : [a,b] — R"™ bezeichne v~ : [a,b] — R™, t — ~v(a + b —
t) den entgegengesetzten Weg. Offenbar beschreiben v und v~ die gleiche
Kurve, die in unterschiedlicher Richtung durchlaufen wird. Dann gilt

Lf~dx:—Lf-dx.

(c) Ist 7 : [a,b] — R™ ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg und ¢ € (a, b),
so sind auch vy := v|4,q und v := 7|¢ stiickweise stetig differenzierbare

Wege, und es gilt
/f-da::/ f-d:z:—l—/ f-dx.
g m 72

(a) | [ £+ o] < max £ - L.
ol
Wir untersuchen nun, inwieweit f7 f - dx tatséchlich vom Weg v oder nur von der

durch v definierten Kurve abhéngt.

Satz 11.8 Seien v : [a,b] — R™ ein stetig differenzierbarer Weg, f : I' — R" ein
stetiges Vektorfeld und ¢ : [a, B] — [a,b] eine stetig differenzierbare Bijektion mit
o(a) = a und () =b. Dann ist yo ¢ : [, f] = R™ ein stetig differenzierbarer
Weg mit der gleichen Bildkurve und den gleichen Anfangs- und Endpunkten wie

v, und es gilt
/f ~dr = / f-dx.
gl Yo
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Beweis. Mit Ketten- und Substitutionsregel finden wir
/Wf e = / 6<f((7090)(t))>(’7090)/(t)>dt

- /j (F((ro9)®).7 (o) () dt

- /j <f((7 o s@)(t))>7’(so(t))> ¢ (t) dt

_ /ab<f(7(s)),7’(s)>ds _ Lf.dx. .

Analog zeigt man, dass fiir jede stetig differenzierbare Bijektion ¢ : [«, 5] — |[a, b]
mit p(a) = b und ¢(f) = a gilt:

/wa-dx:—/vf-dx.

Bei Umkehrung der Orientierung éndert das Kurvenintegral also sein Vorzeichen.
Beispiel 1. Ein Punkt P bewege sich auf dem Weg
h
v:[0,27] = R®, ¢+ (a cost, a sint, 2—t)
T

von ¥(0) = (a,0,0) nach v(27) = (a,0, h). Dabei wirke eine Kraft F(z,y,2) =
(Fy, Fy, F3) = —a(z,y, z) mit a > 0. Fiir die geleistete Arbeit finden wir

/F Cdx = /0 ' (FL(y () (t) + Fa(y()15(t) + F(v(1))75(t)) dt

- /027r ((—aa cost)(—a sint) + (—aa sint)(a cost) + ( - t) (_)> dt
= /OQWtdt = (ah2 (2m)2  ah?

“2n)? o2 2 2

Bewegt sich P unter Einfluss der gleichen Kraft entlang des Weges
v:[0,h] = R* tws (a,0,t)

von (a,0,0) nach (a,0,h), so ergibt sich wegen

/7F~dx - /Oh Fy(y(t))5(t) dt = /Oh<—0‘t> dt = —=~

die gleiche geleistete Arbeit. [

Dieses Resultat ist kein Zufall. Verantwortlich fiir die beobachtete Wegunabhén-
gigkeit des Integrals ist eine spezielle Eigenschaft der Funktion F.
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Definition 11.9 Sei U C R" offen. Eine Funktion f : U — R"™ heifit Gradien-
tenfeld (oder vollstéindiges Differential ), wenn es eine differenzierbare Funktion
p: U — R gibt, so dass

f(z) = (grad p)(z) fir allex € U. (11.7)

Die Funktion ¢ heifst eine Stammfunktion von f (und in der Physik heifit —p
ein Potential von f).

Beispiel 2. Die Funktion f(z,y,2) = —a(z,y, z) aus Beispiel 1 ist ein Gradi-
entenfeld, da z.B. fir ¢(x,y,2) = —5$(2* + y* + 2*) die Beziehung (11.7) gilt.
Physikalisch interessanter ist folgendes Beispiel. Ist eine Masse m im Nullpunkt
eines Koordinatensystems konzentriert, so iibt sie auf einen Punkt mit der Masse

1, der sich in (z,y, z) € R? befindet, eine Kraft f der Stérke

m B Gm
[(z,y,2)ll5 22 +y2 + 22

Il =aG

aus (Newtonsches Gravitationsgesetz). Diese Kraft weist zum Nullpunkt, hat also
die Richtung _(x’yz’z) Daher ist

ll(zy,2)ll2 "
Gm Gm
f($7y7 Z) - _m (xaya Z) - = (1'2 n y2 I 22)3/2 (9573/7 Z)
Auch diese Funktion ist ein Gradientenfeld; fiir die Funktion
G
o R0} 2R, (2,9,2) > ——
Vo +yr 422
ist ndmlich grad ¢ = f. ]

Satz 11.10 Sei U C R” offen und F' : U — R stetig partiell differenzierbar. Sind
a,b € U und ist v ein stickweise stetig differenzierbarer Weg mit Anfangspunkt
a und Endpunkt b, der komplett in U verlduft, so ist

/gradF ~dx = F(b) — F(a). (11.8)

Das Wegintegral iiber ein stetiges Gradientenfeld langs eines stiickweise glatten
Weges hingt also nur von Anfangs- und Endpunkt, nicht vom konkreten Verlauf
des Weges ab. Man kann Satz 11.10 als Verallgemeinerung des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung betrachten.

Beweis. Sei zunichst v stetig differenzierbar. Dann ist
B /
[(@adF)w)- do= [ {(erad F)a(0). 7' () e
v «
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Nach der Kettenregel ist ((grad F')(v(t)),7'(t)) gerade die Ableitung der Funk-
tion ¢(t) := F(y(t)) = (F ov)(t). Wir erhalten daher mit dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung

/(gradF dz—/¢> ) dt = 6(8) — o(0).

SchlieBlich ist ¢(8)—¢(a) = F(v(8))—F(v(a)) = F(b)—F(a). Der allgemeine Fall
eines stiickweise stetig differenzierbaren Weges ergibt sich durch Zusammensetzen
der einzelnen Integrale. [

Ist 7 ein geschlossener Weg (d.h. ist y(«) = v(8) ) so erhalten wir insbesondere

/gradF-dx = 0.
.

Beispiel 3. Auf U := R?\ {0} betrachten wir das Vektorfeld

(Y L

und den geschlossenen Weg v : [0,27] — U, t — (cost, sint). Wegen /() =
(—sint, cost) ist

21 : 21
—sint cost
dxr = ——— (—sint)+ ———— (cost >dt:/ dt = 2.
[y / /0 (sm2 t + cos?t ( ) sin®t + cos? t ( ) 0

Die stetige Funktion f ist also kein Gradientenfeld, da das Integral iiber die
geschlossene Kurve « nicht verschwindet. Dies ist ein wichtiger Unterschied zu
Funktionen einer Verinderlichen. Im R! besitzt jede auf einem Intervall stetige
Funktion eine Stammfunktion. [

11.4 Erginzungen zu zusammenhingenden Mengen

Dem in Abschnitt 6.8 entwickelten Zusammenhangsbegriff stellen wir einen zwei-
ten gegeniiber.

Definition 11.11 Wir nennen einen metrischer Raum (X,d) wegzusammen-
hiangend, wenn es fiir je zwei Punkte x,y € X einen Weg v : [a,b] — X mit

v(a) = x und y(b) =y gibt.

Eine Teilmenge U C R™ heifit konvex, wenn sie mit je zwei Punkten x,y auch
deren Verbindungsstrecke [z,y] := {Ax + (1 — A)y : A € [0,1]} enthilt, und
U heifit sternférmig, wenn es einen Punkt z € U so gibt, dass [z,z] C U fiir
jedes x € U. Der Punkt 2z heifit dann ein Zentrum von U. Offenbar sind konvexe
Mengen sternférmig, und jeder ihrer Punkte ist ein Zentrum. Sternférmige und
insbesondere konvexe Mengen sind wegzusammenhéngend.
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Satz 11.12 Wegzusammenhdngende metrische Rdaume sind zusammenhdngend.

Beweis. Sei (X, d) ein wegzusammenhéngender metrischer Raum, und seien Uy,
U, nichtleere offene Teilmengen von X mit Uy N Uy = @ und U; U U, = X.
Dann gibt es Punkte u; € Uy und uy € U, und einen Weg v : [a,b] — X mit
v(a) = uy und y(b) = uy. Sei I' die durch 7 definierte Kurve. Nach Satz 6.48 ist
I' zusammenhéngend. Andererseits gilt

Ulﬂf‘#@, UQﬂF?é@, Ulngz@ und F§U1UU2,

ein Widerspruch. n

Die Umkehrung von Satz 11.12 gilt im Allgemeinen nicht. Die Menge
1
{(0,y) eR? 1y € [-L 1} U{(z,9) €R*: 2 € (0,1], y = sin—}

ist zwar zusammenhéngend, jedoch nicht wegzusammenhéngend (HA). Die Um-
kehrung von Satz 11.12 gilt aber fiir offene Mengen. Eine zusammenhéngende
offene Menge heifit ein Gebret.

Satz 11.13 Gebiete im R™ sind wegzusammenhdngend. Genauer: ist U C R"
ein Gebiet und sind x,y € U, dann gibt es einen Polygonzug ~y : [0,1] — U mit

Y(0) =z und y(1) = y.

Beweis. Sei z € U. Wir bezeichnen mit U, die Menge aller Punkte y € U, fiir die
es einen Polygonzug v : [0,1] — U mit v(0) = x und y(1) = y gibt. Wir zeigen
zuerst, dass U, offen ist.

Sei y € U,. Da U offen ist, gibt es eine Umgebung U.(y), die ganz in U liegt.
Sei z € U.(y), und sei 7 : [0,1] — U ein Polygonzug mit 4(0) = z und (1) = y.
Wir verldngern 4 um die Strecke [y, z]:

| 5(2t) fir t € [0,1/2],
v:[0,1] = U, t'—>{3+(2t_1)(z—y) fiir ¢ € [1/2,1].

Dann ist v ein Polygonzug in U, der  mit z verbindet. Da z € U.(y) beliebig
war, folgt U.(y) C U,, d.h. U, ist offen.

Wir zeigen nun, dass auch U \ U, offen ist. Ist y € U \ U,, so gibt es wie oben
eine Umgebung U, (y), die in U liegt. Lige ein Punkt z € U.(y) in U,, so kénnten
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wir wie oben den Polygonzug von x nach z zu einem Polygonzug von x nach y
verlangern, d.h. es wére y € U,. Dieser Widerspruch zeigt, dass U.(y) C U \ U,,
d.h. U\ U, ist offen.

Fiir die offenen Mengen U, und U \ U, gilt nun

U,N(U\U,)=0 und U, U(U\U,)="U.

Da U zusammenhéingend ist, muss eine der Mengen U, und U \ U, leer sein.
Wegen x € U, ist U \ U, leer. Somit ist U, = U. n

11.5 Stammfunktionen und Wegunabhingigkeit von Kur-
venintegralen

Lemma 11.14 Sei U C R" offen, f : U — R" ein stetiges Vektorfeld, und ¢ € R.

(a) Ist F' Stammfunktion von f, so ist auch F + ¢ Stammfunktion von f.

(b) Ist U ein Gebiet, und sind Fy und Fy Stammfunktionen von f, so ist F} — F,
eine konstante Funktion.

Beweis. Aussage (a) ist klar, da ' und F' + ¢ den gleichen Gradienten besitzen.
Zu (b): Da F} und F, Stammfunktionen von f sind, gilt grad (F} — F3) = 0. Wir
zeigen: Ist F': U — R stetig differenzierbar auf dem Gebiet U und ist grad F' = 0,
so ist F' eine Konstante. Seien x,y € U. Nach Satz 11.13 gibt es einen stiickweise
stetig differenzierbaren Weg v : [0,1] — U mit 7(0) = x und (1) = y. Aus Satz
11.10 wissen wir, dass

F(y)—F(x):/gradF-dx:/O~dx:0.

v v

Also ist F' konstant. ]

Am Ende von Abschnitt 11.3 haben wir gesehen, dass nicht jedes stetige Vektor-
feld eine Stammfunktion besitzt. Der folgende Satz stellt einen Zusammenhang
her zwischen der Existenz einer Stammfunktion und der Wegunabhéngigkeit von
Kurvenintegralen.

Satz 11.15 Sei U C R" ein Gebiet und f ein stetiges Vektorfeld auf U. Dann
besitzt [ genau dann eine Stammfunktion auf U, wenn fiir jeden geschlossenen
stiickweise stetig differenzierbaren Weg v in U das Integral L f-dx verschwindet.

Beweis. Die Implikation = haben wir uns bereits im Anschluss an Satz 11.10
iiberlegt. Nehmen wir nun also an, dass fv f-dx = 0 fiir jeden geschlossenen Weg
vin U.

Wir fixieren einen Punkt xg € U. Fiir jeden Punkt y € U gibt es nach Satz
11.13 einen stiickweise stetig differenzierbaren Weg v : [0,1] — U mit v(0) = x
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und (1) = y. Wir mochten definieren

= /f - dz. (11.9)

Um auf diese Weise eine Funktion F' festlegen zu koénnen, miissen wir uns ver-
gewissern, dass fﬁ/ f - dz nicht von der Wahl des Weges von xy nach y abhingt.
Sei also n : [0,1] — U ein weiterer stiickweise stetig differenzierbarer Weg mit
n(0) = zp und (1) = y. Wir betrachten den Weg

)

_ (%) furt € (0,1
a:[0,2] = U, tr—>{ 1.9

n(2—t) firtell,

Offenbar ist a wieder stiickweise stetig differenzierbar, und es gilt a(0) = a(2) =
xo, d.h. der Weg « ist geschlossen. Nach Voraussetzung ist daher

:/af-da::/alouf-dx+/a[12]f-dm:Lf-dx—/nf-dx,

da im zweiten Teilstiick von o der Weg 7 riickwérts durchlaufen wird. Somit
ist tatsdchlich f7 f - dx nur vom Anfangs- und Endpunkt von v abhingig. Wir
schreiben daher auch ffo f - dx statt fy f-dx.

Wir zeigen nun, dass F' eine Stammfunktion von f ist. Ist f = (f1,..., fn), so
haben Wir zu zeigen, dass F' stetig differenzierbar in jedem Punkt y € U ist und
dass 2 ( ) = fi(y) fiir alle i ist.

Sel y € U. Ist € > 0 hinreichend klein, so liegt mit y auch die komplette
Umgebung U.(y) in U. Fiir alle z € U.(y) ist dann

/fdx—/fdx—i—/fdx— /fdx

Wir betrachten den Weg
v [0,1] = Uc(y), t—y+it(z—y),

der y mit z verbindet. Mit z — y := h erhalten wir

y+h
Fly+h)~F)= [ fdo= [ foda
Yy Yz

0 =1 i=1 70

Wiéhlen wir speziell h so, dass alle Komponenten bis auf die i-te verschwinden,
so folgt

1
F(y + hie;) — F(y) = / fily + thie;) dt - h;,
0
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woraus wir mit dem ersten Teil von Satz 10.28 erhalten

oF . Fy+hie) —
oY) = I = hm/ Fily + thiei)
1
= / hm fily + thie;) dt = / fily)dt = fi(y). "
0

Die Bedingung, dass die Integrale iiber alle geschlossenen Wege verschwinden,
ist oft schwierig zu {iberpriifen. Unser néchstes Ziel ist ein Kriterium, bei dem
nicht Integrations-, sondern Differentiationseigenschaften eine Rolle spielen und
welches meist leichter zu iiberpriifen ist.

Definition 11.16 Sei U C R™ offen und f = (f1,..., fa) €in stetig differenzier-
bares Vektorfeld. Dann heifit f geschlossen, wenn

of, _ of,
Oxj Oxl

fir alled,j € {1,...,n}.

Besitzt das stetig differenzierbare Vektorfeld f eine Stammfunktion F', so ist f
geschlossen. Aus f; = % folgt ndmlich mit dem Satz von Schwarz (Satz 10.7)
of;,  O*F  O°F  0f;
8xj n 8%89@ N 81;18% N 8xl

Die Geschlossenheit von f ist also notwendig fiir die Existenz einer Stammfunk-
tion; sie ist im Allgemeinen jedoch nicht hinreichend, wie das Beispiel

flz,y) = <—x21y2, mzf_yQ) auf U = R?\ {0} (11.10)

zeigt. Fir fi(x,y) := x2+y2 und fo(z,y) := Q:ﬁzﬂ ist namlich

df1 B y? — a? . df2
oy (224422 Oz

Das Vektorfeld f ist also geschlossen, besitzt aber — wie wir bereits wissen — keine

Stammfunktion. ]

Ob die Geschlossenheit eines Vektorfeldes hinreichend fiir die Existenz einer
Stammfunktion ist, hingt von den Eigenschaften des Gebietes U ab. Wir sehen
uns eine einfache Version eines solchen Resultates an.

Satz 11.17 Ist das Gebiet U C R" sternformig, so besitzt jedes geschlossene
Vektorfeld f auf U eine Stammfunktion.

Beweis. Wir kénnen o0.E.d.A. annehmen, dass 0 zu U gehort und ein Zentrum
von U ist (andernfalls verschieben wir U geeignet). Fiir z € U sei

gamma, : [0,1] = U, tw— tx
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und 1 n
:/%f~dx:/0 ;f,;(tx)xidt.

(Man beachte, dass wegen der Sternformigkeit von U der Weg -+, komplett in U
verlauft). Mit dem zweiten Teil von Satz 10.28 erhalten wir, dass F' differenzierbar
ist und dass

0 - Lo
a—i(x) = > / 5tz a
8 LT - ! (91;2
_ Z/ J;;] idt+2/ fi(tx)axjdt

:/ afjm dt—i—/fjtx

Fir L(t) := f;(tx) finden wir mit der Kettenregel

=y M,

i1 391:1
und wir erhalten
OF . ' [ /
a_xj(g;) = /OL(t)th—/O L(t)dt—/o (LL(t))" dt
— (L)) = L(1) = f;(2). "

Wir kommen noch einmal auf Beispiel (11.10) zuriick. Natiirlich ist R? \ {0}
nicht sternférmig. Nehmen wir allerdings aus R? die negative Halbachse (—o0, 0]
heraus, so ist R\ (—o0, 0] sternformig, und f besitzt auf diesem kleineren Gebiet
nach Satz 11.17 eine Stammfunktion.

Das folgende Vorgehen zum Auffinden einer Stammfunktion eines geschlossenen
Vektorfeldes f = (f1, f2) auf einem Gebiet U C R? ist praktikabel. Wir machen
den Ansatz

(9F OF
= fi, T f2
mit einer Funktion F': U — R (von der wir ohne weitere Voraussetzungen nicht
wissen, ob sie existiert). Aus = f; folgt

F(m,y):/fl(x,y)dx-i-g(y)

mit einer von y abhédngenden Integrationskonstanten g. Wir leiten dies formal
nach y ab und erhalten mit a—F = fa:

s /flfvyderg():fz(w/y),
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also

0
9'(y) = falw,y) = 5 /fl(x,y) dix.
Y
Durch Integration beziiglich y gewinnt man ¢ und damit F'.
Beispiel. Fiir x # 0, y # § + k7 und k € Z sei

1
x cos?y

tany

hlwy) = ——=+2ey+a°, fol,y) = ?

+ 2% + y2.

Dann ist f = (f1, f2) geschlossen, und der Ansatz g—f = fi, %—5 = fy liefert

3

tan tan x
F(x,y):/(— x2y+2xy+x2)dx: xy—l—x2y+§+g(y).

Wir differenzieren nach y und setzen die Ableitung gleich f:

—l—x2+y2.

+ 0%+ 9 () = ol y) =

x cos?y x cos?y

Dann folgt g(y) :%3+Cund F(l’,y):ta%"‘ﬁy"‘%"'%"kc'
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12 Gleichungen und Mannigfaltigkeiten

Wir wenden uns nun einer der typischen Aufgaben der Mathematik zu, dem
Losen von Gleichungen. Sind X, Y geeignete Mengen und ist F' : X — Y eine
entsprechende Abbildung, so sind in Verbindung mit der Gleichung F'(z) = y
folgende Fragen von Interesse:

e Fiir welche y € Y hat die Gleichung F'(z) = y eine Losung = € X7

e Wenn die Gleichung F(z) = y fiir ein y € Y l6sbar ist, wieviele Losungen
hat sie dann?

e Falls die Gleichung F(x) = y fiir alle y € Y eindeutig losbar ist, wie hingen
dann die Losungen x von den rechten Seiten y ab? Ist diese Abhéngigkeit
stetig oder gar differenzierbar?

e Falls die Gleichung F'(x) = y mehrere Losungen besitzt, wie kann man dann
die Menge aller Losungen geeignet darstellen?

e Wie findet man Losungen?

Die erste Frage ist eng mit der Surjektivitdt von F' verkniipft und die zweite
mit der Injektivitdt. Ist F' surjektiv und injektiv (also bijektiv), so besitzt F
eine Umkehrabbildung F~!, und der dritte Punkt fragt nach der Stetigkeit bzw.
Differenzierbarkeit von F'~!. SchlieBlich wird uns die vierte Frage auf den Begriff
einer Mannigfaltigkeit fithren.

Wir wollen insbesondere sehen, inwieweit die uns zugénglichen Mittel der
Analysis bei der Beantwortung dieser Fragen helfen. Wir betrachten deshalb meist
differenzierbare Funktionen F' : U — V, wobei U C R"™ und V C R™ offene
Mengen sind. Beginnen werden wir aber mit einem Resultat, das nicht auf diesen
Rahmen beschréankt ist.

12.1 Der Banachsche Fixpunktsatz

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung f : X — X heifit Kontraktion,
wenn es eine Zahl L < 1 (die Kontraktionskonstante) so gibt, dass

d(f(x), fy)) < Ld(xz,y) firallez,y € X.

Kontraktionen sind Lipschitzstetig und insbesondere stetig.
Ein Punkt x € X heifit Fizpunkt von f : X — X, wenn f(x) = z. Fiir die
identische Abbildung von X ist jeder Punkt ein Fixpunkt.

Satz 12.1 (Banachscher Fixpunktsatz) Sei (X,d) ein nichtleerer vollstindi-
ger metrischer Raum und f : X — X eine Kontraktion mit einer Kontraktions-
konstanten L. Dann gilt
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(a) die Abbildung f besitzt genau einen Fizpunkt x*.
(b) fiir jeden Startvektor xo € X konvergiert die fir n > 1 durch x, = f(x,_1)
definierte Folge (x,) gegen x*.

(¢) d(zn, 2*) < 25 d(@n, 2pi1) < £ d(20, 11).

Beweis. Sei zyp € X beliebig gewihlt und z,, := f(x,_1) fiir n > 1. Wir zeigen,
dass (z,,) eine Cauchyfolge ist. Fiir m > 1 haben wir

d(xna xn-i-m) < d(mm $n+1) + d(xn—i—la xn+2) +...+ d(xn-i-m—l» :En+m)
< (I+LA4...+ L™ Yd(z,,v,0)
1-L™ 1
= 1—L d(xnaanrl) < md(xnvxn+1)
LTL
S 1_Ld($07$1>.

Wegen 0 < L < 1 wird die rechte Seite kleiner als jedes vorgegebene ¢ > 0, wenn
nur n hinreichend grof ist. Also ist (z,) eine Cauchyfolge.

Da X vollstandig ist, konvergiert (z,) gegen ein z* € X. Aus der Stetigkeit
von f folgt schlielich

f(a*) = Tim f(ra) = lim 2,0 = o

x* ist also Fixpunkt von f. Die Abbildung f kann keine weiteren Fixpunkte
besitzen. Aus z* = f(z*) und y* = f(y*) folgt ndmlich

d(:ﬁ'*, y*) = d(f(x*)7 f<y*)) < Ld(l‘*, y*),
also d(x*,y*) = 0. Die in (c) angegebenen Abschitzungen folgen sofort aus

Ln
1-L

d($n7 $n+m) < — d(l’n, xn—i—l) S d(l‘o, xl)v

—1-L
wenn man m — oo streben lasst. m

Der Banachsche Fixpunktsatz ist ein wichtiges Werkzeug der Analysis, das Thnen
auch in anderen Situationen wiederbegegnen wird (z.B. in der Vorlesung iiber
Differentialgleichungen im 3. Semester). In der numerischen Mathematik ist der
Banachsche Fixpunktsatz ein Instrument, um die Konvergenz von Ndherungsver-
fahren zu beweisen und Losungen von Fixpunktgleichungen ndherungsweise zu
berechnen.

Beispiel 1. Sei X das Stadtgebiet von Darmstadt (das wir als abgeschlossene
Teilmenge des R? auffassen und das deshalb vollstindig ist). Irgendwo in Darm-
stadt breiten wir einen Stadtplan von Darmstadt aus und erkléren eine Abbildung
f: X — X wie folgt. Jedem Punkt x € X wird derjenige Punkt f(x) € X zuge-
ordnet, iiber dem das Bild von x auf dem Stadtplan liegt. Ist 1 : n der Mafistab des
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Stadtplans, so ist f eine Kontraktion mit der Kontraktionskonstanten L = 1/n.
Nach dem Banachschen Fixpunktsatz gibt es genau einen Punkt z in Darmstadt
mit f(x) =z, d.h. = liegt genau unter demjenigen Punkt des Stadtplanes, der x
abbildet.

Beispiel 2. Sei A € L(R") eine lineare Abbildung mit ||A|| < 1. Wir wollen die
lineare Gleichung
(I-Azr=y, yeR" (12.1)

16sen. Dazu betrachten wir die Abbildung f : R — R", z — Az + y, mit der wir
(12.1) als Fixpunktgleichung f(z) = « schreiben kénnen. Wegen

1(z1) = F(22)] = [[(Az1 + ) = (Azz + 9)|| = [[A(z1 — 22) | < [[A]l |21 = 2]

ist f eine Kontraktion mit der Kontraktionskonstanten ||A|| < 1. Nach Satz 12.1
hat f genau einen Fixpunkt, d.h. die Gleichung (12.1) hat genau eine Losung
in R™. Diese konnen wir ndherungsweise berechnen. Wir wéhlen z.B. zy = y als
Startvektor. Dann ist x; = f(z9) = Ay + v,

2y = fla1) = Avi +y = A(Ay +y) +y = Ay + Ay +y
und allgemein, mit A% := I,
Ty = ZAky firn > 1.
k=0
Folglich ist

n—oo

I-A)'Yy=2=limaz, = ZAky.
k=0

Man kann auch leicht direkt beweisen, dass die Reihe Y .2 A" in L(R") kon-
vergiert (die geometrische Reihe o2 || A||* ist eine konvergente Majorante) und
dass

d A= (1 - A" fiir 4] < 1.
k=0
Die Reihe >3 A* heifit die Neumann-Reihe von A. (]

12.2 Der Satz iiber die Umkehrfunktion

Wir sehen uns nun an, wie man den Satz iiber die Umkehrfunktion auf Funktionen
mehrerer Verénderlicher verallgemeinert.

Definition 12.2 Seien U C R™ und V- C R™ offen. Eine Bijektion f : U — V
heift Diffeomorphismus, wenn sowohl f als auch die Umkehrabbildung f~1: V —
U stetig differenzierbar sind.
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Lemma 12.3 Seien U C R™ und V. C R™ offen und f : U — V eine stetig
differenzierbare Funktion mit differenzierbarer Umkehrfunktion. Dann gilt:

(a) fir jedes x € U ist f'(x) € L(R™,R™) invertierbar, und

(f'@)~ =) (f@)), (12.2)
(b) m =n,
(¢) f:U —V ist ein Diffeomorphismus.

Beweis. Sei x € U und y = f(z). Mit der Kettenregel folgt aus f~!o f = idy
und fo f~! =idy, dass

idgn(x) = (f o f) (@)= () (f(2) f(2),

iden(y) = (fo ™) (W) =FU"w) - ()W) =) (7))
Also ist f'(z) invertierbar, und es gilt (12.2). Aus der Invertierbarkeit von f'(z) €
L(R™ R™) folgt weiter m = n (lineare Algebra). Schliefilich ist

(ST V= LRY), y= (F( ) (12.3)

Fiir (¢) miissen wir noch die Stetigkeit dieser Funktion zeigen. Nach Vorausset-
zung sind f~! und f’ stetig. Damit ist auch ihre Verkettung f’ o f~! stetig, und
wir miissen noch die Stetigkeit der Abbildung

GL(R™) — GLR"™), A A" (12.4)

zeigen, wobei GL(R™) fiir die Gruppe der invertierbaren Abbildungen aus L(R")
steht. Dies folgt leicht aus der expliziten Formel zur Berechnung der inversen

Matrix von A, wonach A™' = = A mit

121 = (dij)?:j:l und Eiij = (—1)i+j det Aﬂ

Hier ist Aj; diejenige Untermatrix von A, die durch Streichen der j-ten Zeile und
i-ten Spalte von A entsteht. Es ist klar, dass jeder Eintrag von A (und damit
A selbst) sowie det A stetig von (den Eintriigen von) A abhiingen. Also ist die
Abbildung (12.4) stetig. Damit ist die Stetigkeit von (f~!)" in (12.3) gezeigt. Die
Funktion f~!ist also stetig differenzierbar, d.h. f ist ein Diffcomorphismus. m

Anmerkung. Sei C*(U,R™) die Menge der k-mal stetig differenzierbaren Funk-
tionen f : U — R™. Verlangt man in Lemma 12.3 zusitzlich f € C*(U,R™), so
kann man f~! € C*(V,R") zeigen. Dies geschieht wieder mit Hilfe der Darstel-
lung (12.3). Man kann sich {iberlegen, dass die Abbildung (12.4) sogar beliebig
oft differenzierbar ist. ]

Beispiel. Dieses Beispiel soll noch einmal auf Unterschiede zwischen Funktionen
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einer bzw. mehrerer Verénderlicher aufmerksam machen. Sei f : U — V eine
stetig differenzierbare und surjektive Funktion, deren Ableitung f’(x) in jedem
Punkt x € U invertierbar ist. Sind U,V offene Intervalle in R, so folgt hieraus,
dass f bijektiv ist. Die Invertierbarkeit von f’(z) bedeutet im Eindimensionalen
namlich gerade, dass f'(x) # 0 ist. Ist dies fiir alle x € U der Fall, so ist f streng
monoton, also injektiv. Im Mehrdimensionalen trifft dies jedoch nicht mehr zu,
wie folgendes Beispiel zeigt. Sei

f:(0,00) x R— R*\ {(0,0)}, (r,¢) > (rcosep, rsinyp).

Die Jacobimatrix

Frg) = < cosp —rsinp )

sin ¢ 7 COS

hat die Determinante r # 0 und ist folglich immer invertierbar. Die Funktion f
ist offenbar auch surjektiv, wegen f(r,¢) = f(r, ¢ + 27) jedoch nicht injektiv. m

Die Funktion f aus diesem Beispiel besitzt jedoch eine ,,lokale Umkehrfunktion®.
Ist etwa U := (0,00) X (—m,7), so ist f|y : U — R? injektiv, und V := f(U) =
R?\ (—00,0] ist offen in R%. Man kann also eine Umkehrfunktion f=! : V —
U definieren. Wir wollen uns nun die Differenzierbarkeitseigenschaften solcher
,lokaler Umkehrfunktionen“ansehen.

Definition 12.4 Sei U C R" offen. Eine stetig differenzierbare Abbildung f :
U — R™ heifit lokal um = € U invertierbar, wenn es offene Umgebungen Uy C U
von x und Vi von f(x) so gibt, dass f|y, : Uy — Vi ein Diffeomorphismus ist.
Die Abbildung (f|y,)~": Vi — Uy heifit dann eine lokale Umkehrfunktion von f.
SchliefSlich heifst f ein lokaler Diffeomorphismus, wenn f um jeden Punkt x € U
lokal invertierbar ist.

Satz 12.5 (Satz iiber die Umkehrfunktion) Se: U C R"™ offen, o € U, und
f U — R" stetig differenzierbar. Die Funktion f ist genau dann um xq lokal
invertierbar, wenn f'(xq) invertierbar ist.

Verlangt man f € C*(U,R"), so folgt aus der Anmerkung nach Lemma 12.3, dass
die lokale Umkehrfunktion ebenfalls zu C* gehort.

Beweis. Ist f um z lokal invertierbar, so folgt die Invertierbarkeit von f'(xo) aus
Lemma 12.3. Sei umgekehrt f'(xg) invertierbar. Wir zeigen, dass dann f um x
lokal invertierbar ist. Ohne Einschriankung der Allgemeinheit kénnen wir dabei
annehmen, dass

ro=0, f(0)=0 und f'(0)=1 (12.5)
ist. Andernfalls ersetzen wir U durch U = U — 2o und f durch

fla) = (f'(x0)) "+ (flzo+ ) — flao)).
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Hat man dann eine lokale Umkehrfunktion von f um 0 € U gefunden, so ist
N y) = T (o) (y = f(20))) + o (12.6)
die lokale Umkehrfunktion von f um zo. Aus der Definition von f folgt némlich

T+ xH = J;_l((f/(%))_l(f(xo + z) — f(x0))) + o,
und die Substitution f(z¢+ x) = y liefert (12.6).

Wir zeigen, dass man unter den Voraussetzungen (12.5) die Gleichung f(z) =y
fiir kleine y nach x auflésen kann. Wie mochten dabei den Banachschen Fixpunkt-
satz benutzen und schreiben f(z) = y als Fixpunktgleichung. Dazu definieren wir

9 U—=R" z=y+ (2 f(2)).
Offenbar ist f(z) = y genau dann, wenn g,(z) = .

Wir suchen einen geeigneten vollsténdigen metrischen Raum X, auf dem g, kon-
traktiv wirkt. Sei zunéchst y = 0 und g := go. Mit f ist auch g stetig differen-
zierbar. Da ¢'(0) = I — I = 0 ist, gibt es ein 7 > 0 so, dass

Uy(0) CU und ||¢' ()| <1/2 fiir alle x mit ||z]] < 7.

Sei X := {z € R" : ||z|| < r}. Da X im vollstindigen metrischen Raum R"
abgeschlossen ist, ist X selbst vollstdndig. Nach Satz 10.19 gilt weiter

1
lg(z) — g(2")]| < 3 |z —2'|| fiir alle z,2" € X. (12.7)

Mit 2’ = 0 folgt hieraus insbesondere ||g(z)|| = 3 ||z|| < r/2 fir z € X.

Sei nun |ly|| < r/2. Dann ist g, wegen |lg,(2)|| < [lg(x)| + |ly|] < r fur alle
z € X eine Abbildung von X in X, die wegen g,(z) — g,(2') = g(x) — g(2')
und (12.7) eine Kontraktion mit der Kontraktionskonstanten 1/2 ist. Nach dem
Banachschen Fixpunktsatz gibt es also fiir jedes y mit ||y|| < /2 genau ein x mit
|z|| < so, dass g,(x) = x bzw. f(z) =y.

Sei Uy :={z e R" : |jz|| < r, [|f(x)]| < r/2} und V} := f(U;). Wie wir soeben
gesehen haben, ist f|y, : Uy — Vi bijektiv. Es existiert also die Umkehrabbildung
o = (flo,)™' : Vi = U,. Wir zeigen, dass U; und V; offen sind und ¢ stetig
ist. Fiir U; ist dies klar (Urbilder offener Mengen bzgl. stetiger Abbildungen sind
offen). Fiir V; zeigen wir V; = {y € R" : |ly|| < r/2}, woraus die Offenheit von
V1 folgt. Die Inklusion C ist klar. Fiir die umgekehrte Inklusion sei ||y|| < /2.
Dann existiert genau ein x mit ||z|| < und f(x) = y. Zu zeigen ist, dass sogar
||z|| < r. Fiir beliebige Punkte x1, 25 € U,(0) ist

ler — ol = llg(a1) + fl21) — g(22) — f(22)]]
lg(z1) — g(z2)ll + I f (1) — f(2)]

1
§||I1 — x| + || f (z1) — f(z2)]],

IN

IN
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also
|21 — 2o < 2[[f(z1) — f(22)]. (12.8)

Wir setzen hierin o = 0 und z; = x mit f(x) = y und ||y|| < r/2. Dann folgt
|z < 2||ly|| <, also x € Uy und y € V;. Schreiben wir noch in (12.8) z1 = ¢(y1)
und xe = @(y2), so erhalten wir

le(yr) — e(y2)|l < 2|y — yof|  fiir alle y1,y2 € V1, (12.9)

also die Stetigkeit von .

Weiter ist f'(x) fiir alle x € Uy invertierbar. Fiir # € U ist namlich

1" (x) = Il = llg' ()] < 1/2,
und die Invertierbarkeit von f’(x) folgt wie in Abschnitt 12.1 (Neumann-Reihe).

Es verbleibt zu zeigen, dass ¢ stetig differenzierbar ist. Wir zeigen zunéchst die
Differenzierbarkeit von . Sei y € Vi und ¢ so, dass y + ¢ € V;. Wir setzen
r=p(y)und x4+ h = p(y + £), wobei h = p(y + {) — p(y) von £ abhéingt. Da f
in x differenzierbar ist, haben wir

f(x+h)— f(x) = f'(x)h+r(h) mit Ilzlirll) T|§il‘|) =0.

Hieraus folgt

oly+0) —ply) = (x+h)—
= (f'(=)" ( fx+h)— f(z) —r(h))
= (')t~ (f'(x) r(h),

und die Differenzierbarkeit von ¢ in y folgt, wenn wir gezeigt haben, dass
limg_o7(R(€))/]|€|| = 0. Nun ist

r(h(€)) _ r(r(0)) [[M(O)]]
el ol el (12.10)

(wegen der Bijektivitdt von ¢ ist h # 0 fiir £ # 0). Wegen h = o(y + ¢) — ¢(y)
und der Stetigkeit von ¢ folgt aus ¢ — 0 auch h — 0. Also ist
r(h(D) _r(h)

im im —= = 0,
0 [[h(O)]] - n=o [[A]]

und der zweite Faktor in (12.10) bleibt wegen (12.9) beschrénkt:

1RO = lle(y +6) = el < 2[I(y +€) =yl = 24|
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Also ist ¢ in y € V; differenzierbar. Die Stetigkeit von ¢’ folgt aus Lemma 12.3
(c). n

Der Satz iiber die Umkehrfunktion ist ein wichtiges Werkzeug der Analysis. In
vielen Situationen dient er beispielsweise dazu, geeignete , Koordinaten® ein-
zufiihren, wobei wir uns die lokal invertierbaren Funktionen als ,,Koordinaten-
wechsel“ denken (in Analogie zu den Basistransformationen der linearen Alge-
bra).

Der Satz iiber die Umkehrfunktion ist eine lokale Aussage. Eine globale Va-
riante dieses Satzes erhidlt man, wenn man von vornherein die Existenz einer
(globalen) Umkehrfunktion fordert.

Folgerung 12.6 Sei U C R" offen, f : U — R" sei injektiv und stetig differen-
zierbar, und f'(x) sei invertierbar fir alle x € U. Dann ist f(U) C R™ offen, und
7Y f(U) — U ist stetig differenzierbar.

Ist sogar f € C*(U,R"™), so folgt auch f~t € Ck(f(U),R").

Beweis. Sei y € f(U) und f(z) = y. Nach Satz 12.5 gibt es offene Umgebungen
Uy CUund V; C f(U) von z bzw. y so, dass f|y, : Uy — V; ein Diffeomorphismus
ist. Also ist f(U) offen und f~1|y; = (f|y,) " ist stetig differenzierbar. -

12.3 Der Satz iiber implizite Funktionen

Dieser Satz ist eine wichtige Folgerung aus dem Satz iiber die Umkehrfunktion.
Er eroffnet die Moglichkeit, die Losungsmenge einer Gleichung wie f(z,y) = 0
geeignet zu parametrisieren. Um den Satz {iber implizite Funktionen besser zu
verstehen, betrachten wir zunéchst das folgende lineare Problem.

Sei A : R"™™* — RF* eine lineare Abbildung. Wir schreiben die Elemente von
R"* als Paare (z,y) € R" x R*¥. Da A linear ist, gibt es lineare Abbildungen
Ay i R* = R* und A, : RF — R* so, dass

A(x,y) = Ajz + Ayy  fiir alle (z,y) € R™ x R,

In dieser Darstellung ist klar, dass sich die Gleichung A(z,y) = 0 genau dann
nach y auflésen liasst, wenn die lineare Abbildung A, invertierbar ist, und dass in
diesem Fall

Alz,y) =0 = y=-A'Ax.

Die Losungsmenge ist also der Graph einer linearen Abbildung von R” nach RF.
Der Satz iiber implizite Funktionen ist eine Verallgemeinerung dieser Beobach-
tung auf nichtlineare Abbildungen. Wegen der Nichtlinearitdt erhélt man nur eine
lokale Aussage.

233



Satz 12.7 (Satz iiber implizite Funktionen) Seien U C R" und V C R*
offen und f : U x V — R stetig differenzierbar. Fiir (x,y) € U x V spalten wir
die Ableitung f'(z,y) von f auf in

f/(xay) = (dlf(may>7 dgf(l’,y)),

wobei
dlf(xa y) = f/(xay)‘R"X{O} S L(RnaRk)y
de(fL‘,y) = f,(x7y)|{0}><Rk € L<Rk7Rk)

Ist (xg,y0) € U x V' ein Punkt mit f(xo,yo) = 0 und ist daf(xo,yo) invertierbar,
so existieren offene Umgebungen Uy C U von xy und Vi C V' von yy sowie eine
stetig differenzierbare Abbildung n : Uy — Vi mit n(xy) = yo und

{(x,y) € Uy x Vi : f(z,y) =0} = {(z,n(x)) : x € Ui }. (12.11)

Insbesondere ist f(x,n(x)) =0 fir alle x € Uy. Ist auch noch daf(z,n(x)) inver-
tierbar, so folgt

() = —(dof(z,n(x))) " di f(z,9(x)). (12.12)
Speziell ist firn =k =1
O (2, ()
(z) = -2 2
T = o)

Die Funktion n wird also implizit durch die Gleichung f(z,n(x)) = 0 definiert. Wir
konnen diese Funktion auffassen als lokale Parametrisierung der Losungsmenge
der Gleichung f(z,y) = 0, da diese durch (12.11) lokal als Graph der Funktion 7
dargestellt wird. Ist f € C"™, so kann man wieder n € C"™ zeigen.

Beweis. Wir identifizieren lineare Abbildungen mit ihren Matrixdarstellungen
beziiglich der Standardbasis von R™. In diesem Sinn hat die Abbildung

0:UxV —=R"xR", (x,y)H(x,f(x,y))
die Ableitung (= Jacobimatrix)
1 0 0 0

sEsm e 00 T N dif(ey) daf(ay) )
(%(x’y)>i,j:1 (%(w,y))ud

Aus der Invertierbarkeit von ds f (g, yo) folgt daher die von ¢'(zg, yo). Da ¢ stetig
differenzierbar ist, existiert nach dem Satz {iber die Umkehrfunktion eine Um-
gebung W C U x V von (zo, o) so, dass plyw : W — (W) C R™ x R* ein
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Diffeomorphismus ist. Die Umkehrfunktion ¢ := (¢|w )~ : ¢(W) — W hat dann
die Gestalt

Y(z,y) = (2,9(x,y)) mit g: p(W) = R".
Wir definieren
n:{r €R": (2,0) € (W)} = R* z+ g(x,0).
Dann ist ¢(z,0) = (z, g(x,0)) = (z,n(z)) und daher

(2,0) = ¢(1(2,0)) = p(z,7(x)) = (z, f(z,n(x))),
also f(z,n(x)) = 0. Ist umgekehrt f(z,y) = 0 fir (z,y) € W, so ist p(z,y) =
(l“,lfg ung daher (z,y) = ¥(x,0) = (z,9(x,0)) = (2,7(x)), also y = n(x). Dann
ist klar, dass

{(z,y) e W f(x,y) = 0} = {(z,n(x)) € W: (2,0) € (W)} (12.13)

Wir wihlen nun offene Umgebungen U] von xy und V; von 7 so klein, dass
Ul x Vi € W und dann eine Umgebung U; von xg mit n(U;) C Vi (diese lasst
sich finden, da n stetig ist). Dann folgt (12.11) aus (12.13), und 7 ist stetig
differenzierbar nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion.

Wir zeigen noch (12.12). Aus f(z,n(z)) = 0 fiir alle z € U; und
f/(x7 y) = (dlf(‘ra y)7 de(fE, y))

folgt mit der Kettenregel (wir leiten f(x,n(z)) = 0 nach = ab):
0= f'(z,n(x)) o (id,n'(x)) = di f(z,n(x)) + da(f (z, 1(x)) © 1 (2).
Ist da(f(z,n(x))) invertierbar, folgt hieraus (12.12). n
Beispiel 1. Wir betrachten den Einheitskreis, d.h. die Nullstellenmenge von
fRES R, (x,y)— 2> +1> -1

Die lokale Auflosbarkeitsbedingung nach y lautet

0
0# a—ch(Ioayo) = 2yp.

Fiir yy # 0 existieren also Funktionen 7 so, dass der Einheitskreis lokal als Graph
von 7 darstellbar ist. Fiir yo > 0 ist n(z) = v1 — 22, und fiir yo < 0 haben wir
n(x) = —v/1 —a2. Fiir yo = 0 ist der Einheitskreis nicht lokal als Graph einer
Funktion von z darstellbar. Dafiir kann man um die Punkte (1,0) und (—1,0)
den Einheitskreis lokal als Graph einer Funktion von y darstellen. Wegen

of

%(xoyyo) = 21 7A 0
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ist in diesen Punkten ndmlich die lokale Auflésbarkeitsbedingung nach x erfiillt.
(Beachten Sie: es spielt keine Rolle, wie man den R"** in zwei Unterriume E;
und E, aufteilt. Wichtig ist nur, dass dyf(7o,30) : Fa — R* invertierbar ist.)
Entsprechend erhalten wir Funktionen n(y) = /1 — y? fiir o > 0 und n(y) =

—/1 — 4?2 fiir x < x. ]

Beispiel 2. Die Funktion
x°—z

2¢ =2y 0
2 0 -2z )~

Die Auflosbarkeitsbedingung nach (y, z) ist erfiillt, wenn

2 _ .2
f : Rs — Rz? (ZE,y,Z) = <x2 y2>

hat die Jacobimatrix

—2 0
det ( (20, Yo, zo)> = det ( Oyo ) = dygzg # 0.

—220

_of
Ay, z)
Ist dagegen

3f . 21}0 0 .
det (m(%o,yo, Zo)) = det ( on _220 ) = —4512'020 7é O,

so erhalten wir die lokale Auflosbarkeit nach dem Variablenpaar (z, z). Hier steht

%fz) fiir die Jacobimatrix von f, betrachtet als Funktion von y und z. [

Beispiel 3. Sei f: R” x R — R die Funktion
n—1

flat) =t"+Y  mth.
k=0

Offenbar ist f(z,t) = 0 genau dann, wenn ¢ eine Nullstelle des Polynoms P, () :=
f(z,t) ist. Sei t, eine einfache Nullstelle von P, d.h. sei Py (o) = 0 und P, (t) #
0. Dann ist

of

E(ZBQ, to) = P;O(to) 7& 0.
Also ist f(z,t) lokal nach t auflésbar. "

Wir haben damit die folgende bemerkenswerte Aussage bewiesen:

Die einfachen Nullstellen eines Polynoms hdngen lokal beliebig oft
differenzierbar von den Koeffizienten des Polynoms ab.
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12.4 Untermannigfaltigkeiten des R"

Wir haben im vorigen Abschnitt Losungsmengen von Gleichungen lokal als Funk-
tionsgraphen dargestellt. Der folgende Begriff beschreibt allgemein Teilmengen
des R™, die sich so darstellen lassen (unabhéngig davon, ob sie Losungsmenge
einer Gleichung sind).

Definition 12.8 Fine Teilmenge M C R"™ heifit k-dimensionale C"™-Unterman-
nigfaltigkeit, wenn gilt: Fiir jedes x € M gibt es offene Mengen U C R™ und
U' CR"™ mit x € U sowie einen C™-Diffeomorphismus

0:U—=U miteUnNM)=Un(R"x{0}).

FEine solche Abbildung heifft Umgebungskarte. Eine Familie (p;);e; von Umge-
bungskarten @; : U; — Uj von M heifit Umgebungsatlas von M, wenn M C

UjeJ Uj'

Rn—k Rn—k
M
¥
/\
U'=¢(U)
U Rk o Rk
o(z)
@ (M)

Eine Mannigfaltigkeit ist also eine Menge, die in geeigneten krummlinigen Koor-
dinaten (beschrieben durch ) lokal wie der R¥ im R™ aussieht.

Beispiel 1: Funktionsgraphen. Sei V' C R* offen und f : V — R stetig
differenzierbar. Wir zeigen, dass der Graph von f, d.h. die Menge

M = {(x, f(x)) e R*™" . 2 € V}

eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R¥*" ist. Dazu sei U := V x R™.
Diese Menge ist offen und enthélt M (ist also eine offene Umgebung jedes Punktes
von M). Die Abbildung

¢:U_>U> ($7y)'—>($,y—f($))
ist ein Diffeomorphismus von U mit der Umkehrabbildung

e U =U, (2,y)— (z,y+ f(x)).
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Weiter ist
eUNM)=p(M)=Vx{0}=UnN (Rk x {0}).

Die Abbildung ¢ liefert also einen einelementigen Umgebungsatlas von M. [
Beispiel 2. Wir zeigen, dass die n-Sphére

n+1
S = {e eR™ : fzfs = 1} = {z e R™: 3 [z = 1)

=1

eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R"*! ist. Dazu betrachten wir fiir
jedes 7 =1,...,n+ 1 die Mengen

U :={z e R™": fo <1, +z; > 0}.
i#j
Jede dieser Mengen ist offen, und diese Mengen iiberdecken S". Weiter: die Ab-
bildungen gof : UjjE — R
(331, . 7:Bn+l) — (ZL’l, ey L1, Tty e e o Tnt1, T + (1 — Z.T?)l/Q)

i#]
. . . + + 77+ .
sind Diffeomorphismen von U™ auf ¢7 (U;") (warum?), und es gilt

7 (U NS") = @5 (U7) N (R™ x {0}).

Die 2(n + 1) Umgebungskarten goji, j=1,...,n+ 1, bilden also einen Umge-
bungsatlas von S™. [

Beispiel 3. Sei A : R” — R* eine lineare Abbildung. Dann ist ker A eine lineare
Mannigfaltigkeit der Dimension dimker A = n — rang A im Sinne der linearen
Algebra. Der Kern von A ist auch eine Untermannigfaltigkeit von R™ der Dimen-
sion n — rang A im Sinne von Definition 12.8. Dazu schreiben wir R™ als direkte
Summe ker A+ N, withlen lineare Isomorphismen

Jiker A — Rrraned g vy RransA
und definieren
@ :R" =ker AfN — R* = Rrraned x Rrans A - o by (Jyz, Joy). ]

Den folgenden Satz kann man als eine globale Version des Satzes iiber implizite
Funktionen auffassen. Er gibt nicht nur Auskunft iiber die lokale Struktur der
Losungsmenge einer Gleichung, sondern iiber deren globale Struktur. Vorab noch
eine Definition.
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Definition 12.9 Sei U C R" offen und f : U — R* eine differenzierbare Funk-
tion. Wir nennen x € U einen kritischen Punkt und f(z) € R* einen kritischen
Wert, wenn

rang f'(z) < k.

Ein Punkt y € R* heifit reguldrer Wert, wenn sein Urbild f~'(y) keine kritischen
Punkte enthdlt.

Satz 12.10 (Rangsatz) Sei U C R" offen und f : U — R* eine C™-Abbildunyg.
Istw € f(U) ein regulirer Wert, so ist das Urbild f~'(w) eine n—k-dimensionale
C"™-Untermannigfaltigkeit von R™.

Im Spezialfall n = 2, k = 1 heiflen die Mengen f~!(w) Héhenlinien von f.
Allgemeiner spricht man fiir n > 2 von Niveaufldchen.

Beweis. Wir konnen davon ausgehen, dass w = 0 ist (andernfalls wenden wir
die folgenden Uberlegungen auf die Funktion f : U — R¥, x — f(x) —w an). Sei
also u € U ein Punkt mit f(u) = 0. Nach Voraussetzung ist

0 i k,n
rang f'(u) = rang (3;ij>z’,j=1 = k.
0.B.d.A. kénnen wir weiter annehmen, dass die ersten k£ Spalten der Matrix (%)

linear unabhéngig sind (andernfalls nummerieren wir die Koordinaten z; um). Sei
nun
o:U—=R" o (filx),..., fr(®), Tps1,. .. Tn).

(8f_>k,k <8f_>k,n
075 )iy j=1 \9%5 ) i—1 j—kt1

Jw=| 0 ...0 1 ... 0

Dann ist

0 ... 0 0 ... 1
eine invertierbare Matrix. Nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion gibt es eine
offene Umgebung W C U von u so, dass ¢|w : W — ¢(W) ein Diffeomorphismus

ist. Dann ist

p(f7H0) W) = ({0} x R"™*) N p(W).
Also ist ¢ eine Umgebungskarte von f~!(0) um u. Dau € f~1(0) beliebig gew#ihlt
war, folgt die Behauptung. [

Beispiel 4. Sei f: R*> = R, (z,y) — 2! — y*. Dann ist f'(x,y) = (423, —4y?).
Folglich ist (0,0) € R? der einzige kritische Punkt und w = 0 € R der einzige
kritische Wert von f. Fiir w # 0 sind also alle Hohenlinien von f glatte eindimen-
sionale Untermannigfaltigkeiten von R2. Fiir w = 0 ist die zugehorige Hohenlinie
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keine Untermannigfaltigkeit (sie besteht aus zwei Geraden, die sich in der Null
schneiden). n

Beispiel 5. Sei A € L(R",R™) symmetrisch und invertierbar und
fR" =R,z (Az,x).

Aus
(A(x + h),x + h) — (Ax,x) = (Az, h) + (Ah,z) + (Ah, h)
folgt sofort
f'(x)h = 2(Ax, h) = 227 Ah,
also f'(r) = 22TA € L(R",R). Da A invertierbar ist, ist z € R™ genau dann
kritisch, wenn x = 0 € R", und w = 0 € R ist der einzige kritische Wert von f.

Ist beispielsweise A = diag (A1,...,A,) mit A; > 0 und ¢ > 0, so erhalten wir,
dass die Ellipsoide

i) ={x eR": Z Nzt =t}

glatte n — 1-dimensionale Untermannigfaltigkeiten des R™ sind. Insbesondere ist
S"~! eine n—1-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ (vgl. Beispiel 2). =

12.5 Extrema unter Nebenbedingungen

In Kapitel 10 haben wir Extrema von Funktionen studiert, die auf einer offenen
Teilmenge des R™ definiert sind. Wir betrachten nun eine Situation, die in prak-
tischen Problemen viel hiufiger ist: wir suchen Extrema von Funktionen unter
Nebenbedingungen, d.h. Extrema von Funktionen auf Untermannigfaltigkeiten
des R™. Wir wollen dabei vermeiden, durch eine geeignete Parametrisierung der
Untermannigfaltigkeit das Problem auf die in Kapitel 10 betrachtete Situation
zuriickfithren, da dies in der Regel recht schwierig ist.

Wir prizisieren zunéchst die Problemstellung. Sei U € R™*" eine offene Men-
ge, und f : U — R sei stetig differenzierbar. Weiter sei g : U — R" eine stetig
differenzierbare Funktion, fiir die 0 € R™ ein regulérer Wert ist. Dann ist

M :={zeU:g(zx) =0}

eine m-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit des R™™". Wir sagen, dass u € U
ein lokales Minimum (bzw. Maximum) von f unter der Nebenbedingung M oder
g = 0 ist, wenn v € M und wenn es eine Umgebung V' von u so gibt, dass

f(x) > f(u) (bzw. f(x) < f(u)) fir allex € VN M.

Satz 12.11 Unter den soeben getroffenen Voraussetzungen qilt: Ist w € U ein
lokales Extremum von f unter der Nebenbedingung g = 0, so gibt es reelle Zahlen
Al, ..., A\, S0, dass

£'w) =3 Aigl(w). (12.14)
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Diese Zahlen \; heiflen auch Lagrange-Multiplikatoren.

Beweis. Nach Satz 12.10 ist M eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von
R™* " Wir finden also eine Umgebung W C U von u und einen Diffeomorphismus
o : W — (W) C R™™ mit

p(W N M) = (W) N (R™ x {0}).
Wir schreiben (W) N (R™ x {0}) als
{(y,0) eER" xR":y €V}
mit einer offenen Menge V' C R™ und definieren
VvV —=U, y— o (y,0). (12.15)

Offenbar ist ¢ eine Bijektion von V' auf W N M. Die Abbildung v ist auch stetig
differenzierbar. Mit der linearen Abbildung

E:R™ - R"xR", 1y~ (y,0)

kénnen wir némlich 1 auffassen als Einschrinkung von ¢! o E auf V. Die Ein-
schrankung FE|y ist aber differenzierbar, und ihre Ableitung ist in jedem Punkt
gleich E. Aus potyp = E|y folgt auBlerdem mit der Kettenregel ¢’ (¢(y))-¢'(y) = E.
Fiir v := p(u) is also insbesondere rang ¢)'(v) = rang F = m.

Nach diesen Voriiberlegungen nun zum eigentlichen Beweis. Die Funktion f o :
V' — R hat in v ein lokales Extremum (ohne Nebenbedingungen!). Es ist also

(f o) (v) = f'(4h(v)) 0 ¢’ (v) = f'(u) 0 ¥'(v) = 0. (12.16)

AuBlerdem gilt fiir jedes ¢ = 1,...,n, dass ¢g;(¢)(y)) = 0 fiir y € V. Differenzieren
liefert g/(v(y)) - ¥'(y) = 0 und insbesondere

gi(uw o' (v)=0 firi=1,...,n. (12.17)
Damit ist klar, dass im¢’(v) C ker ¢’(u). Nun ist aber
dimker ¢'(u) + rang ¢'(u) = dimker ¢'(u) + n = m + n,
also dim ker ¢’(u) = m. Hieraus folgt wegen rang’(v) = m sogar
im ¥ (v) = ker ¢'(u).
Ist nun w € im1)’(v), so folgt aus (12.16) und (12.17), dass
f(w)w = Mgy(w)w — ... — A\ugh, (uw)w =0 (12.18)
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fiir beliebige A\1,..., A, € R. Um die Behauptung zu zeigen, miissen wir noch
die Vektoren aus dem orthogonalen Komplement W von im’(v) betrachten.

Sei wi,...,w, eine Basis von W. Wir bestimmen Aq,...,\, aus dem linearen
Gleichungssystem

fllww, — Mgi(w)wy —...— Mgl (w)wy = 0

fflww, — Mg(w)w, —...— g, (w)w, = 0.

Dazu miissen wir uns lediglich klarmachen, dass die Matrix

gl(wwy ... g (w)w;

g(Ww .. g (Wwn

invertierbar ist. Wére sie das nicht, so wéren ihre Zeilen linear abhéngig. Es géibe
also Zahlen pq, ..., u,, die nicht alle gleich Null sind, so dass

1 (g (ww, .., gy (wwr) + .o+ g (91 (W wn, . . ., gh(w)w,) =0

bzw.
Ghww = ... = gl (ww =0

mit w = pwy+. ..+ ppw,. Der Vektor w liegt also im Kern von ¢'(u). Daw € W,
und da W senkrecht zu diesem Kern steht, folgt w = 0. Da aber die w; linear
unabhéngig sind, folgt p; = ... = p, = 0, ein Widerspruch.

Wir kénnen also die \; aus dem Gleichungssystem eindeutig bestimmen. Da die
w; den Raum W aufspannen, folgt

f(w)w — Mgy (w)w — ... — A\pgl (w)w =0
fiir alle w € W und folglich fiir alle w € R™*", n

Zur praktischen Bestimmung lokaler Extrema unter Nebenbedingungen muss man
also das System

of g1 9gn

—(x) = M= A=), k=1,..., ,

D () =X\ D () +...+ B (z) m+n (12.19)

ge(x) =0, (=1,...,n,
bestehend aus m+2n Gleichungen fiir die m+2n Unbekannten z = (x4, ..., Zyim)
und Ay, ..., A, 16sen und die erhaltenen extremwertverdédchtigen Punkte auf ihre
Extremaleigenschaften untersuchen. Es ist hilfreich, sich die Funktion

G(Z1, oy Togmy A1y o5 An) 1= f(x) = Migi(x) — ... — Augn()
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zu merken. Sucht man ndmlich die extremwertverdéchtigen Punkte von G durch
partielles Ableiten nach jeder der Variablen x;, A\; und anschlieendes Nullsetzen,
so gelangt man gerade zum System (12.19).

Beispiel 1. Gesucht sind Maximum und Minimum der Funktion f(x,y) = xy un-
ter der Nebenbedingung g(z,y) := 2> +y*—1 = 0, d.h. auf der Einheitskreislinie.
Die Matrix ¢'(z,y) = (2x,2y) hat offenbar in jedem Punkt der Einheitskreislinie
den Rang 1, so dass Satz 12.11 anwendbar ist. Wir betrachten die Funktion

G(z,y,\) = f(z,y) = Ag(z,y) =y — Az + 3> — 1)

und setzen ihre partiellen Ableitungen Null:

a—Gzo y—2\r =0,
56
oG
520 54 $2+y2:1

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit y und die zweite mit x und finden
2?2 = y?, weshalb zusammen mit der dritten Gleichung fiir (x,y) die Paare

(1 1)( 1 1)(1 1)( 1 1)
in Frage kommen. Diese losen tatséchlich das System (die ersten beiden Paare
mit A = 1/2, die anderen mit A = —1/2). Als Funktionswert ergibt sich fiir die
ersten beiden Paare 1/2, fiir die anderen —1/2. Da die Funktion f Maximum und

Minimum auf der Einheitskreislinie besitzen muss, ist 1/2 das Maximum und
—1/2 das Minimum von f. =

Beispiel 2. Sei A eine symmetrische k x k Matrix. Wir suchen die extremwert-
verdiichtigen Punkte von f(z) = (Az,z) auf der Sphire S¥~! C R¥, d.h. unter
der Nebenbedingung g(x) = ||z||> — 1 = 0. Hier ist n = 1 und m = k — 1, also
m+2n=k+ 1.

Die Ableitung von f(z) = (Az,z) ist f'(x) = 22T A (vgl. Beispiel 5 in Ab-
schnitt 12.4) und die von g(y) = ||z]|> — 1 = (z,z) — 1 ist ¢'(z) = 227. Damit
ist klar, dass die Rangbedingung erfiillt ist. Das zu 16sende Gleichungssystem ist
also

fl(x) = \g'(z) = 22" A - 220" =
g(x) = [|l=[I* =1 =0,

=

bzw. nach Transponieren

Ar =Mz, |z|? = 1.
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Ein Punkt z € S¥~! ist also genau dann extremwertverdichtig, wenn er Eigen-
vektor zum Eigenwert A ist. Wegen f(x) = (Ax, x) ergibt sich fiir die zugehorigen
Funktionswerte

f(z) = (Az,z) = Mz, x) = \.

Folglich wird f in x genau dann minimal (bzw. maximal), wenn x ein Eigenvek-
tor zum kleinsten (bzw. grofiten) Eigenwert von A ist. Man beachte: die stetige
Funktion f nimmt auf der kompakten Menge S¥~! ihr Maximum an, woraus folgt,
dass A mindestens einen reellen Eigenwert besitzen muss. Es ist also

A
max (Az, ) = grofiter Eigenwert von A,
20 (x,T)
A
min (Az, z) = kleinster Eigenwert von A. [
z#0 <ZE, $>
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13 Das Riemann-Integral fiir Funktionen meh-
rerer Verinderlicher

In diesem Kapitel kommen wir zur Definition und wesentlichen Eigenschaften des
Riemann-Integrals fiir Funktionen mehrerer Verénderlicher. So wie das Problem
der Fldachenberechnung eine Motivation fiir die Einfiihrung des Integrals fiir Funk-
tionen einer Verdanderlichen war, kann nun das Problem der Volumendefinition-
und berechnung (oder allgemeiner etwa das Problem der Massebestimmung eines
Korpers mit ortsabhéngiger Dichte) als Motivation dienen.

In diesem und im folgenden Kapitel kann es lediglich darum gehen, einen er-
sten Eindruck von der Integration im R” zu gewinnen und einige Rechentechniken
zu vermitteln. Im vierten Semester wenden wir uns diesem Thema ausfiihrlicher
zu.

13.1 Das Riemann-Integral iiber Intervallen im R"

Wir beginnen mit der Integration iiber den ,einfachsten” Mengen im R", ndmlich
iiber achsenparallele Intervalle, Rechtecke, Quader u.s.w., die wir kurz unter dem
Namen Intervall im R™ zusammenfassen. Im Unterschied zum R! gibt es natiirlich
im R™ weitaus mehr Mengen, iiber die man integrieren mochte, etwa Kugeln oder
Kegel. Wir werden daher spiter die in diesem Abschnitt angestellten Uberlegun-
gen auf allgemeinere Mengen iibertragen.

Unter einem abgeschlossenen Intervall im R™ verstehen wir ein Produkt

[a1,b1] X ... X [an, by] = {(z1,...,2,) € R" 1 q; < x; < b fiir alle ¢}.
Ein offenes Intervall im R™ ist ein Produkt
(a1,b1) X ... X (ap,by) ={(21,...,2,) € R" 1 a; < z; < b; fir allei}.

Ist I ein offenes oder abgeschlossenes Intervall wie oben, so erkldren wir seinen
Inhalt durch

| :=(b1—a1) ...  (by— ay).

Wir erhalten also fiir
e n = 1 gewohnliche Intervalle, und |/| ist die Intervalllange,
e n = 2 Rechtecke, und |/] ist der Fldcheninhalt,
e n = 3 Quader, und |/| ist das Volumen.

Eine Zerlegung Z eines Intervalles I C R”™ ist ein Produkt Z; x ... x Z,,, wobei
Z; eine Zerlegung von |a;, b;] ist. Die Teilintervalle von Z erhélt man, indem man
im Produkt 77 x ... x T}, die T; alle Teilintervalle der Zerlegung Z; von |a;, b;]
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durchlaufen ldsst. Eine Zerlegung Z’ heifit Verfeinerung von Z, wenn Z C Z'. Ist
insbesondere Z = Z; X ... x Z,und Z' = Z] X ... x Z! soist Z' genau dann
eine Verfeinerung von Z, wenn jedes Z; eine Verfeinerung von Z; ist.

Unter dem Feinheitsmafl (Maschenweite) von Z = Z; X ... X Z,, versteht man
die Zahl

|Z| := max |Z}],
1<i<n

wobei |Z;| das Feinheitsmaf der Zerlegung Z; von [a;, b;] ist. Man beachte, dass in
diese Definition nicht der Inhalt der Teilintervalle von Z eingeht, sondern deren
Kantenlénge.

d T+ T I = [a:b] X [C’ d]

Hat Z die Teilintervalle Iy, ..., 1., so heifit jeder Vektor £ = (&,...,&,) mit
& € I; ein Zwischenvektor zu Z. Ist schliellich f eine reellwertige Funktion auf
I, Z eine Zerlegung von I mit den Teilintervallen I,... [, und £ = (&,...,&,)
ein Zwischenvektor zu Z, so heif3it

S(Z.&. ) Zf& 1]

eine Riemannsumme fiir f.

Definition 13.1 Die Funktion f : I — R heiffit Riemann-integrierbar, wenn fiir
jede Folge (Z™) von Zerlegungen von I mit |Z™)| — 0 und fiir jede zugehirige
Folge von Zwischenvektoren (€M) die Folge (S(Z™, &™), f)) der entsprechen-
den Riemannsummen konvergiert.

Wenn f Riemann-integrierbar ist, dann sieht man wie im Beweis von Satz 8.11,
dass alle Folgen (S (Z0m) ¢tm) f )) gegen den gleichen Wert konvergieren. Dieser
heifit das Riemann-Integral von f iiber I, und wir schreiben dafiir

/fdm /f ) dz, /fxl,..., d(z1,...,2,) oder /Ide.

Die folgenden Aussagen beweist man wie fir n = 1 (Sétze 8.4, 8.23, 8.24, 8.25
und 8.20).
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Satz 13.2 Jede auf einem Intervall I C R™ Riemann-integrierbare Funktion ist
beschrinkt.

Satz 13.3 Sind f, g Riemann-integrierbar auf I und o, B € R, so ist auch af+Bg
Riemann-integrierbar auf I, und es gilt

/I(af‘i‘ﬁg)d%:a/lfd:c—l—ﬁ/lgdx.

Satz 13.4 Sind f,g Riemann-integrierbar auf I und ist f(x) > g(x) fir alle

x € 1, dann ist auch
/fdxz/gdx.
I I

Folgerung 13.5 Fiir Riemann-integrierbares f : I — R ist

/Ifdx

Satz 13.6 Sind f, g Riemann-integrierbar auf I und stimmen f und g auf einer
in I dichten Menge tiberein, so ist bereits

/Ifdx:/lgdx.

13.2 Integrabilititskriterien

<sup|f(z)|-[1].
zel

13.2.1 Charakterisierung iiber Darbouxsche Integrale

Sei I C R™ ein abgeschlossenes Intervall und f : I — R eine beschréinkte Funkti-

on. Weiter sei Z eine Zerlegung von [ in Teilintervalle I, ..., I,.. Mit den Zahlen
my = inf f(x) und M = sup f(x)
z€ly xE€l},

definieren wir die Unter- bzw. Obersummen von f bzgl. Z durch

k=1
und nennen
fdr:=supU(Z, f) bzw. / fdx:=infO(Z, f)
I* z I Z
das untere bzw. obere Darbouxsche Integral von f. Fiir einen kurzen Moment
wollen wir eine Funktion f Darboux-integrierbar nennen, wenn

/*Ifdx:/:fdx.
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Satz 13.7 Die beschrinkte Funktion f : I — R st genau dann Darbouz-inte-
grierbar, wenn fir jedes € > 0 eine Zerlequng Z von I mit O(Z, f)—U(Z, f) < e
existiert.

Durch Ubertragung des Beweises von Satz 8.9 (Details siche Heuser, Analysis I,
Satz 199.1) erhélt man weiter:

Satz 13.8 Eine Funktion f : I — R ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn
sie beschrinkt und Darboux-integrierbar ist. In diesem Fall gilt

/Ifdx: I*fdx:/l*fd:p.

Hieaus erhélt man wir fiir n = 1 das Riemannsche Integrabilititskriterium:

Folgerung 13.9 FEine Funktion f : I — R ist genau dann Riemann-integrierbar,
wenn sie beschrankt ist und wenn fiir jedes € > 0 eine Zerlequng Z von I mit
OZ, f)—=U(Z, f) < e ezistiert.

13.2.2 Charakterisierung iiber Nullmengen

Wie im R! nennen wir eine Menge M C RY eine Nullmenge, wenn es fiir jedes
e > 0 hochstens abzéhlbar viele (offene oder abgeschlossene) Intervalle Iy, I, . ..
gibt, welche M {iberdecken (d.h. M C (J;-, Ix) und fiir die } ., [lx] < € ist.

Beispiel. Fiir jedes ¢ € R und jedes 5 = 1,...,n ist die Hyperebene
H:={(z1,...,2,) e R" 1 2; = ¢}

eine Nullmenge. Um dies einzusehen, bilden wir fiir jedes £ € N das Intervall
Iy, :==(ay,by) X ... X (ap, b,) mit

{—k fiir 4 # j - {k; fiir i # j

a; ‘=
. N
c+ TRy =T fiir i = 7.

c L
C_W fir 7 = j,

Dann ist H C |, I;; (die Intervalle I}, werden immer , breiter und ,flacher”) und

;|1k|:;(2kz)” TR Qk 522k —c. -

Es lassen sich die Beweise von Lemma 8.14 (Eigenschaften von Nullmengen) und
Satz 8.15 auf den R™ mit n > 1 iibertragen. Auch die in diesen Beweisen benutzte
Schwankung einer Funktion f auf einem Intervall I definiert man wie im R!:

Qp(I) := sup f(t) —inf f(t) = sup{[f(s) — f(t)] : 5,¢ € I}.

tel tel
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Satz 13.10 (Lebesguesches Integrabilitidtskriterium) Fine Funktion f : I
— R st genau dann Riemann-integrierbar auf I, wenn sie beschrdnkt ist und
wenn die Menge ihrer Unstetigkeitsstellen eine Nullmenge bildet, d.h. wenn f
fast diberall stetig ist.

Folgerung 13.11 Jede auf I stetige Funktion ist Riemann-integrierbar.

Folgerung 13.12 Mit f und g sind auch die Funktionen |f|, fg, max{f, g} und
min{ f, g} Riemann-integrierbar auf I.

Folgerung 13.13 Sei g Riemann-integrierbar auf I, g(I) C [a,b] und f stetig
auf [a,b]. Dann ist auch f o g Riemann-integrierbar auf I.

Beweis. Ist f o g in x € I unstetig, so muss auch ¢ in x unstetig sein. Also ist
A(fog) C A(g). Damit ist A(f o g) eine Nullmenge. n

Fiir Riemann-integrierbares f ist also z.B. auch die Funktion /| f(z)| Riemann-
integrierbar.

Folgerung 13.14 Sind f, g Riemann-integrierbar auf I, und sind f, g fast tiberall

gleich, so ist
/fdx = /gdm.
I I

13.3 Der Satz von Fubini

Der nachfolgende Satz gibt uns in vielen Féllen ein bequemes Verfahren in die
Hand, Riemann-Integrale auf mehrdimensionalen Intervallen zu berechnen.

Satz 13.15 (Fubini) Seien I;, C R und I; C R! abgeschlossene Intervalle und
I:=1, x I; C RF .= RF x R, Weiter sei f: 1 — R Riemann-integrierbar auf
1, und fiir jedes y € I existiere das Riemann-Integral

gy) = [ flz,y)dr.

Iy,

Dann ist die Funktion g auf I, Riemann-integrierbar, und es gilt
[rewdey = [ ([ fyds)ay (18,1
I Iy Iy,

Beweis. Die Existenz des iterierten Integrals sowie die Identitit (13.1) folgen aus
dem Satz iiber iterierte Grenzwerte von Doppelfolgen (Satz 9.18). Wir sehen uns
einige Details des Beweises an.

Fiir m € N sei Z}gm) eine Zerlegung des Intervalles I, und £,im) = (5,(6?))?:1

)

ein zugehoriger Zwischenvektor, und fiir n € N sei Zl(n eine Zerlegung von I;
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mit Zwischenvektor £ = (55(3))2:1' Dann definiert Zmn) .= Z"™ x z™ cine

Zerlegung von I, und £ = ( ,gm),ffn)) ist ein zugehoriger Zwischenvektor.
Wir erhalten

(4.9)
1 k

= Z(Zf(féﬁ)aﬁfﬁ)) |L§’f§’|> IV (13.2)

j=1  i=1

(n)

Seien nun die Zerlegungsfolgen (Z,gm))m>0, (Z, so beschaffen, dass | Z ,gm)| —

) o
0 und |Zl(n)| — 0 fiir m — oo bzw. n — oo. Fiir die Produktzerlegung Z™™ gilt
dann offenbar |Z™™| — 0 fiir (m,n) — oo. Da f auf I Riemann-integrierbar
ist, konvergiert die linke Seite von (13.2) fiir (m,n) — oo gegen [, f(z,y) d(z,y).
Auflerdem wissen wir aus der Voraussetzung, dass fiir m — oo fiir jedes feste 51(7;)
der Klammerterm auf der rechten Seite von (13.2) konvergiert:

Jim S SN = | F g de = 9(6).
y k

Nach dem erwiahnten Satz 9.18 existiert dann auch der iterierte Grenzwert

Jim 3 ol M1 = [otwan= [ ([ stesyir)ay

l k

und stimmt mit

lim  S(zZmm glmm gy — /I f(x,y)d(z,y)

(m,n)—o00
iiberein. -

Folgerung 13.16 (Vertauschen der Integrationsreihenfolge) Mit den Be-
zeichnungen aus Satz 13.15 gilt: Ist f auf I = Iy x I; Riemann-integrierbar, und
existieren die Integrale

flx,y)dx fir jedesy € I, und flx,y)dy fir jedes x € Iy,
I I

so existieren alle iterierten Integrale, und es gilt

/Ik< Ilf(x,y)dy>da::/h< ka(a:,y)d:v)dy:/lf(x,y)d(m’y)_

Fiir stetiges f wissen wir dies bereits aus Satz 10.29.
Durch wiederholtes Anwenden des Satzes von Fubini und von Folgerung 13.16
erhalten wir:
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Folgerung 13.17 Ist f stetig auf I = [a1,b1] X ... X [an, by], so ist

by bn
intrf(zy,...,on) d(z1,. .., Tp) :/ (... f@1,.. @) da, ... ) doy.

Dabei darf die Reihenfolge der Integrationen beliebig vertauscht werden.

Beispiel. Auf I = [0, 1] x [0,1] x [0,1] sei f(x,y,2) := zyz. Dann ist

1 1 1
/f(fv,y,Z)d(x,y,Z) = ///xyzdwdydz
I 0 0 0
I 1t 1
= 5/0 /0 yzdydz—z/o zdz—é. m

13.4 Integration iiber Jordan-messbaren Mengen

In diesem Abschnitt geht es um die Integration auf komplizierteren Mengen als
Intervallen. Fiir jede nichtleere Menge B C R"™ und jede Funktion f : B — R
definieren wir

f(z) fallsx € B,

fB:R*—= R, fg(x):= {0 fallsx ¢ B

d.h. fp setzt die Funktion f durch 0 auf ganz R™ fort.

Definition 13.18 Sei B C R™ nichtleer und beschrdinkt und I C R™ ein ab-
geschlossenes Intervall mit B C I. Die Funktion f : B — R heifft Riemann-
integrierbar auf B, wenn die Funktion fp Riemann-integrierbar auf I ist. In

diesem Fall heift
/fdx = /fB dx
B I

das Riemannintegral von f diber B.

Man kann zeigen, dass diese Definition unabhinging von der Wahl von [ ist.
Man beachte auch, dass diese Definition auch im R! etwas Neues bietet, da B
kein Intervall sein muss.

Ob eine Funktion f auf einer Menge B integrierbar ist, hangt sowohl von f als
auch von B ab. Insbesondere erwartet man von B, dass wenigstens so einfache
Funktionen wie x : B — R, = — 1 Riemann-integrierbar sind. Die entsprechende
Funktion

1 wennzxeB

:R" —» R, =
X5 x5(2) {0 wenn r € B

heifit die charakteristische Funktion von B.
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Definition 13.19 FEine nichtleere beschrinkte Menge B C R™ heifit Jordan-
messbar, wenn ihre charakteristische Funktion xp Riemann-integrierbar ist. In

diesem Fall heift
| B| ::/Xde:/ld:z::/dx
I B B

der (n-dimensionale) Jordan-Inhalt von B.

|

/ 5 Ldx beschreibt das Volumen eines Zylinders iiber B mit der Hohe 1. Dieses
ist gleich Grundfliche x Hohe, also gleich |B]. ]

Geometrische Deutung:

B

Deutung iiber Ober- und Untersummen: Seien B C R” nichtleer und be-
schrankt, I C R” ein Intervall mit B C I und Z eine Zerlegung von [ in Teilin-
tervalle Iy, ..., I.. Dann ist

i (x) = 1 falls I, C B,
J}glk XBAE) = 0 sonst,

1 falls I, N B #0,
sup x5(z) =
z€ely, 0 sonst.

NN

SN

O(Z,xs) U(Z,xz)

Fiir die zugehorigen Unter- bzw. Obersummen gilt

U(vaB):Z|[k‘7 O(Z>XB):Z ‘[kya
k k
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wobei Y bzw. S°" iiber alle k mit I, C B bzw. mit I;; N B # () erstreckt wird.

Die Darbouxschen Integrale
/ XB dz, / XB d
* 1 I

heiflen innerer bzw. duflerer Inhalt von B. Aus dem Riemannschen Integrabi-
litdtskriterium folgt sofort:

Folgerung 13.20 FEine nichtleere beschrinkte Menge B C R™ st genau dann
Jordan-messbar, wenn ihr innerer und thr dufferer Inhalt ibereinstimmen. In

diesem Fuall ist .
|B|:/ XBda::/ xgdr.
* 1

Beispiel. Sei B := {(z,y) € R? : 0 < z < 1,0 < y < 1, x rational}. Als
ungebendes Intervall wéhlen wir das Quadrat [0, 1] x [0, 1].

Dann gilt fir jede Zerlegung Z von [0,1] x [0,1] 1

U(Z,xg) = 0 und O(Z,xg) = 1. Also ist der innere

Inhalt von B gleich 0 und der duflere gleich 1. B ist so-

mit nicht Jordan-messbar, und wir schreiben B keinen

Flacheninhalt zu. 0 1

Eine Anwendung des Lebesgueschen Integrabilitatskriteriums liefert sofort

Satz 13.21 FEine nichtleere beschrinkte Menge B C R™ st genau dann Jordan-
messbar, wenn thr Rand 0B eine Nullmenge ist.

Beweis. Nach Definition und dem Lebesgueschen Kriterium ist B genau dann
Jordan-messbar, wenn die Menge der Unstetigkeitsstellen vor yp eine Nullmenge
ist. Man macht sich leicht klar, dass xp genau dann in x € R™ unstetig ist, wenn
x ein Randpunkt von B ist. [

Satz 13.22 (Allgemeines Lebesguesches Integrabilitidtskriterium)  Se:
B C R"™ nichtleer und beschrdinkt, und B sei Jordan-messbar. Fine Funktion f :
B — R ist genau dann auf B Riemann-integrierbar, wenn sie auf B beschrdinkt
und fast tberall stetig ist.

Beweis. Sei I C R” ein Intervall mit B C I. Sei f auf B Riemann-integrierbar.
Dann ist fp auf I Riemann-integrierbar. Nach Satz 13.10 ist fp beschréankt und
fast iiberall stetig auf I. Dann ist f auch beschrénkt und fast iiberall stetig auf
B. Ist umgekehrt f beschrénkt und fast {iberall stetig auf B, so ist fp beschréinkt
auf I, und fiir die Menge der Unstetigkeitsstellen gilt: A(fg) € A(f)U9IB. Nach
Satz 13.21 ist OB eine Nullmenge. Also ist A(fp) Nullmenge, d.h. fp ist auf [
Riemann-integrierbar, und f ist auf B Riemann-integrierbar. [
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Es ist nun klar, dass auch die Folgerungen 13.11 — 13.14 entsprechend fiir Integrale
iiber Jordan-messbare Mengen gelten. Beispielsweise hat man:

Folgerung 13.23 Stetige Funktionen auf kompakten Jordan-messbaren Mengen
sind Riemann-integrierbar.

Wir iiberlegen uns nun, wie das Integral bei fester Funktion f vom Integrations-
bereich abhéngt. Dazu vereinbaren wir:

[ 1z

Aus Satz 13.21 bzw. dem Lebesgueschen Integrabilitdatskriterium folgt sofort: Sind
A und B Jordan-messbar, so sind auch AU B, AN B und A\ B Jordan-messbar
(die Rénder dieser Mengen liegen in 0A U 0B und sind folglich Nullmengen).
Weiter: Ist f auf einer Jordan-messbaren Menge B integrierbar, so ist f auch auf
jeder Jordan-messbaren Teilmenge von B integrierbar.

Satz 13.24 Seien A, B C R" Jordan-messbar und f auf A und B Riemann-
integrierbar. Dann gult:

fdx+ fdx:/fdx—l—/fda;.
AUB ANB A B

Beweis. Die Existenz aller Integrale folgt aus den Vorbemerkungen. Wir zeigen
die Behauptung zuerst im Fall AN B = (). Dazu wihlen wir ein Intervall I C R"
mit AU B C I. Dann ist

/Afdx—l—/dex = /IfAdx—i-/Idex:/I(fA-FfB)dx

- / Faup dz = fda. (13.3)
1 AUB

Im Fall AN B # () schreiben wir A, B und A U B als Vereinigung paarweise
disjunkter Mengen

A= (ANB)U(A\B), B=(ANB)U(B\A), AUB = (ANB)U(A\B)U(B\A)

und erhalten durch wiederholte Anwendung von (13.3)

/fdx+/fdx = fdx+ fdx+ fdx + fdx
A B

ANB A\B B\A ANB

= fdx+ fdx. [
AUB ANB

Folgerung 13.25 Fiir Jordan-messbare Mengen A, B gilt
|AUB|+|ANB| =|A| + |B|.
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Folgerung 13.26 Fir Jordan-messbare Mengen A, B mit A C B gilt |A| < |B|.

Beweis. Auf jedem Intervall I mit B C [ gilt x4 < x5 und daher

\A]:/dx:/XAd:cg/XBd:c:/d:c:\B]. "
A I I B

Wir sagen, dass sich zwei Mengen A, B nicht tberlappen, wenn sie nur Rand-
punkte gemeinsam haben, d.h. wenn AN B C 0A U 0B.

Satz 13.27 Seien A, B sich nicht tberlappende Jordan-messbare Mengen, und
sei f auf A und B Riemann-integrierbar. Dann ist

AUdeszfd:L’+/3fdx.

Beweis. Nach Satz 13.24 geniigt es zu zeigen, dass fAmB fdx =0. Da auflerdem

/AQB f o

ist, geniigt es zu zeigen, dass |ANB| = 0. Da ANB C JAUOB, und da 0A und 0B
kompakte Nullmengen sind, folgt diese Aussage aus der folgenden Behauptung:

< [[flles [AN B

Kompakte Nullmengen sind Jordan-messbar und besitzen den Jordan-
Inhalt 0.

Wir beweisen diese Behauptung. Sei N eine kompakte Nullmenge. Da N Null-
menge ist, gibt es fiir jedes £ > 0 eine Uberdeckung von N durch abzihlbar viele
offene Intervalle Iy, Iy, ... mit |I1| + |Iz] +... < e. Da N kompakt ist, tiberdecken
bereits endlich viele dieser Intervalle, etwa I4,..., I,, die Menge N, und es gilt
|I1| + ...+ |I.] < e. Daauch ON von diesen Intervallen tiberdeckt wird, ist ON
Nullmenge und daher N Jordan-messbar. Fiir den Inhalt von NV erhalten wir mit
Folgerung 13.25 und Folgerung 13.26:

INI <ULl <D 1l <.
=1 =1

Da dies fiir jedes ¢ > 0 gilt, ist |N| = 0. n

Folgerung 13.28 Fiir sich nicht tiberlappende Jordan-messbare Mengen A, B
gilt |[AU B| = |A] + |B|.

Man kann auch leicht die Umkehrung zur im Beweis von Satz 13.27 formulierten
Behauptung beweisen: Jede Jordan-messbare Menge mit Inhalt 0 ist Nullmenge.

Folgerung 13.29 Fine beschrinkte Menge B C R"™ ist genau dann Jordan-
messbar, wenn ihr Rand Jordan-messbar ist und den Inhalt 0 hat.
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Beweis. Der Rand 0B ist kompakt, und kompakte Mengen sind genau dann
Nullmengen, wenn sie Jordan-messbar sind und den Inhalt 0 besitzen. [

Wir haben nun schon viel iiber Jordan-messbare Mengen erfahren, wissen aber
immer noch nicht, ob so einfache Mengen wie ein Kreis im R? oder eine Kugel
im R? Jordan-messbar sind. Auf Grund von Folgerung 13.29 benétigen wir noch
Kriterien dafiir, dass eine beschrinkte Menge Jordan-messbar ist und den Jordan-
Inhalt 0 besitzt. Solche Mengen nennen wir auch Jordansche Nullmengen. Wir
geben zwei solcher Kriterien an.

Satz 13.30 Sei B C R™ Jordan-messbar und f : B — R Riemann-integrierbar.
Dann ist der Graph von f, d.h. die Menge

G(f)={(z,y) eR"xR:z € B, y= f(x)},
eine Jordansche Nullmenge im R,

Beweis. Sei [ C R” ein Intervall, welches B umfafit, und sei f die Einschrinkung
von fp auf I. Nach dem Riemannschen Integrabilitdtskriterium gibt es fiir jedes
e > 0 eine Zerlegung Z von I mit O(Z, f) — U(Z, f) < e. Damit haben wir
sofort eine Uberdeckung von G( f ) durch endlich viele abgeschlossene Intervalle

mit einer Inhaltssumme < €. Wegen G(f) C G(f) gilt dies erst recht fiir G(f).
Da e > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. [

R

G(f)

O(va) - U(Z1 f)

Beispiel. Nun kénnen wir auch zeigen, dass Kreise und Kugeln Jordan-messbar
sind. Zunéchst ist [—1,1] € R! Jordan-messbar (Intervall). Auf [—1,1] sind

die Funktionen f*(z) := /1 —22 und f~(z) := —+v/1 — 22 stetig und folglich
Riemann-integrierbar. Nach Satz 13.30 sind die Graphen

G(fY) ={(z,y) eR*:z € [-1,1], y = =V1 — 22}

Jordansche Nullmengen. Wegen G(fT) UG(f7) = {(x,y) : 2% +y*> = 1} ist die
Einheitskreislinie im R? eine Jordansche Nullmenge. Folgerung 13.29 zeigt dann,
dass die Einheitskreisscheibe By := {(z,y) € R? : 22 + y* < 1} Jordan-messbar
ist.
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Analog betrachten wir auf der (nun als Jordan-messbar erkannten) Menge By

die Funktionen
g (z,y) =+/1—22—y2: By > R

und erhalten wie oben, dass die Oberfliche der Einheitskugel im R? eine Jordan-
sche Nullmenge und damit die Einheitskugel selbst Jordan-messbar ist. Durch
vollsténdige Induktion iibertrigt man dieses Resultat auf Kugeln im R”. [

Satz 13.31 Sei N C R" eine Jordansche Nullmenge und f : N — R™ eine
Lipschitz-stetige Funktion. Falls m > n, so ist f(N) eine Jordansche Nullmenge
in R™.

Im folgenden Beweis dieses Satzes ist es bequem, mit Wiirfeln statt mit Inter-
vallen zu arbeiten. Ein Intervall [a1,b1] X ... X [an, b,] € R™ heifit Wiirfel, wenn
by —ay = by —as = ... = b, — a,. Die Zahl b; — a; heifit die Kantenlinge des
Wiirfels. Man kann Wiirfel im R" als Kugeln beziiglich der Maximumnorm

y

1,0l = [
betrachten: Fiir jeden Vektor zy € R™ und To
jedes r > 0 ist R ,

2r
I'={zeR": ||z —x0|lo <7} -

der Wiirfel mit Mittelpunkt xy und achsenparallelen Kanten der Léange 2r. Man
iiberlegt sich leicht, dass sich jede Jordansche Nullmenge im R™ fiir jedes ¢ > 0
durch endlich viele Wiirfel I, ..., I,, mit gleicher Kantenlinge und mit Y |I;| < ¢
tiberdecken 148t (genauer: Heuser, Analysis II, S. 462).

Beweis von Satz 13.31. Da sich Wiirfel bequem mit der Maximumnorm be-
schreiben lassen, arbeiten wir sowohl in R™ als auch in R™ mit Norm || - [|so-
Nach Voraussetzung gibt es ein L > 0, so dass

l9(2) = 9(y)|le < L||lz —ylloe fiir alle z,y € N.

(Die Lipschitz-Stetigkeit einer Funktion ist unabhéngig von der gewéahlten Norm.
Die Lipschitz-Konstante L hingt dagegen sehr wohl von der Norm ab.) Fiir be-
liebig vorgegebenes € > 0 iiberdecken wir N durch die & Wiirfel

Li={zeR": |z =&l <r}, i=1,...k

mit den Mittelpunkten & und der Kantenlinge 2r < 1 so, dass S.F, || =
k(2r)* <e.Da N = (NNL), ist g(N) = UL, g(NNU;) ( Ubung).

Aus jeder Menge N N I; wihlen wir einen Punkt »;. Fiir jedes x € N N [; ist
dann
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woraus mit der Lipschitz-Stetigkeit von g folgt:

lg(x) — g(1:)|loe < Ll|z — ni|0e < 2rL.

Folglich ist g(N N I;) enthalten im Wirfel mit Mittelpunkt g(n;) und mit der
Kantenldnge 4rL. Die Menge ¢g(NN) kann also durch k£ Wiirfel iiberdeckt werden,
fiir deren Inhaltssumme gilt:

k(4rL)™ =k - (2r)"(2r) " (4rL)™ = L™(2r)" 2™ - k(2r)" < (2L)"¢

(beachte: 2r < 1, m —n > 0). Also ist g(NN) eine Jordansche Nullmenge. "

13.5 Inhalt von Ordinatenmengen

Nachdem wir nun wissen, dass Kreise Jordan-messbar sind, méchten wir nun
auch ihren Fldcheninhalt berechnen. Allgemeiner geht es darum, Jordan-Inhalte
so genannter Ordinatenmengen zu bestimmen. Die Ordinatenmenge M(f) einer
Funktion f : R"™ D B — R™ ist die Menge

M(f)={(z,y) eR"xR:ze€ B, 0<y< f(x)}.

Graph von f

Im Fall B = [a,b] C R haben wir als Flicheninhalt von M(f) definiert:

b
Inhalt von M(f) := / f(z)dx.

Wir zeigen nun, dass der so definierte Flacheninhalt mit dem Jordanschen Inhalt
von M (f) iibereinstimmt.

Satz 13.32 Set B C R™ Jordan-messbar, f : B — R Riemann-integrierbar und
f > 0. Dann ist die Menge M(f) C R*"™ Jordan-messbar, und es gilt

|M(f)|=/de:v-
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Beweis. Wir beweisen zuerst die Jordan-Messbarkeit von M (f). Dazu miissen
wir zeigen, dass M (f) eine Nullmenge im R™*! ist.

Sei S :=sup,.p f(x). Ein Punkt (z,y) € R™ x R liegt sicher im Inneren von
M(f), wenn = im Inneren von B liegt, 0 < y < f(z) ist, und f in x stetig ist.
Also ist M (f) sicher in der Vereinigung der folgenden Mengen enthalten:

Ay = {(z,0):x € B},

Ay = {(z, f(x)):x € B},

As = {(z,y):x€0B,0<y<S},

Ay = {(z,y):z € B, fin x unstetig, 0 <y < S}.

Wir zeigen, dass jede dieser Mengen eine Nullmenge ist. A; ist Teil der Hyper-
ebene {(z,0) : x € R"} und hat daher den Jordan-Inhalt 0 (vgl. das Beispiel
aus Abschnitt 13.2.2). A ist der Graph von f und hat nach Satz 13.30 den
Jordan-Inhalt 0. Fiir A3 geben wir uns ein € > 0 vor und {iberdecken 0B durch
n-dimensionale Intervalle Iy, I5,... mit der Inhaltssumme > |[;| < ¢/S. Dann
iiberdecken die (n + 1)-dimensionalen Intervalle I; x [0, 5], I, x [0, 5], ... die
Menge Az, und fiir deren Inhaltssumme gilt: > |I; x [0, S]| < ¢/S-S = ¢e. Da die

Menge der Unstetigkeitsstellen von f eine Nullmenge ist, konnen wir auf analoge
Weise zeigen, dass auch A, Nullmenge ist. Damit ist die Jordan-Messbarkeit von
M(f) klar.

Fiir die Inhaltsformel sei I ein Intervall, welches B umfasst. Dann liegt M (f)
im Intervall I x [0, S], und es gilt nach Fubini:

M (f)] = /IX[OS]XM(f)d(%y)=/1</OSXM(f)($=y)dy)dx

_ /I</OfB($)1dy>dx:/IfB(x)dx:/dex. .

Offenbar gilt auch die folgende Verallgemeinerung von Satz 13.32.

Satz 13.33 Seien B C R™ Jordan-messbar und fi, fo : B — R Riemann-inte-
grierbar, und sei fi(x) < fo(x) fir alle x € B. Dann ist die Menge

M(fi, fo) == {(r,y) €eR" xR:x € B, fi(z) <y < fa(z)}
Jordan-messbar und

|M(fi1, f2)| = /(fz — fi)dz
B
Beispiel. Seien (z9,10) € R2, r > 0 sowie B = [zo — 7, 2o + r], und sei

)i =yo— 12— (r —w0)? folx) =90+ /1% — (x — o).

Dann ist M(f1, f2) die Kreisscheibe mit Mittelpunkt (zo, 7o) und Radius r. Fir
ihren Inhalt finden wir
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zo+T
MRl = 2 VP dz—Q/ TR

Zo—

= [ +vVr2 -2 41 r arcsin - }

:71'7’2. ||

-r

13.6 Integration iiber Normalbereiche

Unter einem Normalbereich bzgl. der x-Achse versteht man eine Menge B C R?
der Gestalt

B={(m,y) R :a<z<b oi(x) <y < pal)}, (13.4)
Ao

y <
wobel @1, ¢y stetige Funktionen auf [a,b] mit ¢;(z) < po(z) fiir alle z € [a, b]

sind.
Satz 13.34 Sei B wie in (13.4) und f : B — R stetig. Dann ist
Y

P2
~

/fdxy // f(z,y)dydx. o

|
I

a b T

Beweis. Sei [ := [a,b] x [m, M] ein Rechteck, welches B umfasst. Nach Fubini

b M
[ ey = [ [ sateydyds. Folay)
B a Jm —
Fiir jedes feste = € [a, b] ist offenbar
M w2(x) 0‘ m 99:1(35) 902(:@ M 4
/ Sz, y)dy = / . flz,y)dy. =
Analog heifit B := - y
{y) eR* o<y <d u(y) <z <y} d |
ein Normalbereich beziiglich der y-Achse. Es gilt 5
P2(y)
/fxy (z,y) // f(x,y) dxdy.
Y1(y) © 4
0 T

Ahnlich erklirt man Normalbereiche im R3.
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Sei By := [a,b]. Auf B sind stetige Funktionen 1, ¢ gegeben mit ¢q(x) < 91 (x)
fir alle z € B;. Dann sei

By = {(7,y) : x € By, ¢1(z) <y < i(x)} C R

Auf B, sind stetige Funktionen g, 19 gegeben mit o(z,y) < o(x,y) fir alle
(x,y) € By. Dann ist

By = {(,y,2) : (x,y) € By, pa(w,y) < 2 < ty(,y)} CR®
ein Normalbereich in R?, und es gilt
b rvn(z)  pia(zy)
fag ey = [ [ [ feys)ddyds
Bs a Jei(z) Je2(zy)

Beispiel. Ein Kreiskegel mit Radius R und Hohe h ist ein Normalbereich im R3.
Wir haben etwa

Bl = [_Ra R]7
BZ = {(l‘,y)xe[—R,RL _\/RQ_Z.ZSyS /R2_:C2}
(= Grundflache des Kegels),

h
By = {($7yaz>3($,y)€Bg,nggh_ﬁ,/xZ—_FyZ}‘

14

—-R R

|
i

|
|
|
|
|
|
r

(Beachte: (x,y) hat von (0,0) den Abstand r := /2?2 +y2.) Die Linge ¢ der

gestrichelten Strecke ist nach dem Strahlensatz

hR — hr h

Fiir das Volumen dieses Kegels finden wir daher

VR?=2? [ rh—L a:2+y
V = / (x,y,z / / / dz dy dx
VR2—z2

VR2—z?
= // h——\/x2+y2)dydx
R2
JRE=?
/ (hy——( Va2 +y? —|——1ny+\/x2+y ))’ dx
-R

VR

—x2

261



R 72
h R+ VE
— ohRE — 2% — hv/RZ = )
/R ( 2R R VvV R? — z2

R 2 2 _ 2
_ 2h/ <\/32—x2—$—1 fitvh x)
0 2R R—+/R?2—22

Wir substituieren x = Rsint, dv = Rcostdt und erhalten

/2 R 1 t
V = 2h/ (Rcost—gsin%lnﬂ)}%costdt
0

1 —cost

/2 1 1 t
= 2hR2/ cos’t — —sin?tcostIn ﬂ dt
0 2 1 —cost

Das Integral sin® ¢ cos ¢ In ”COSt kann durch partielle Integration bestimmt werden

(der Faktor sin®t cost erd mtegrlert und liefert sm t; der Faktor In ﬁzzz: wird

differenziert und ergibt —2). Eingesetzt findet man schlieflich

T 1 1+cost|m/2 2 [7/2
Vz2hR2<———'3 Jn <8¢ ——/ in? d)
4 6sm(pn1—costo 6 Jo S de)
also
1% 1 hR?
= =T . | |
3

13.7 Die Substitutionsregel

Nach dieser aufwéandigen Rechnung fiir ein elementares Resultat fragt man sich,
ob man nicht von vornherein die Rechnung hétte vereinfachen kénnen durch eine
andere Beschreibung des Kegels, etwa in Zylinderkoordinaten (die Substitutions-
regel mussten wir ja ohnehin verwenden). Beschreiben wir die Grundflache in
Polarkoordinaten, so wird der Kegel offenbar beschrieben durch

{(r,o,2) :7€[0,R], p €[0,2n], 2 € [0,h — hr/R]},

was eine wesentlich einfachere Integration erwarten lisst. Frage: Wie haben wir
im Integral [, f(x,y,2)d(x,y,z) den Ausdruck d(z,y, z) zu transformieren, wenn
wir von (z,¥, z) zu neuen Koordinaten, etwa r, ¢ und z, iibergehen?

A Motivation. Zu berechnen ist das Integral

/B f(@,y) d(z,y)

iiber einem Bereich B C R2, versehen mit x,y-Koordinaten. Die Substitution
x = p(u,v), y := P(u,v) fithrt neue Verdnderliche ein. Durch diese Substitution
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werde ein Bereich B’ C R? mit Koordinaten u, v (wir sagen auch: ein Bereich der
uv-Ebene) injektiv auf B abgebildet; genauer: die Abbildung

9:B = B, (u,v) = g(u,v) = (p(u,v), ¥ (u,v))

ist eine Bijektion von B’ auf B. Diese Abbildung iibersetzt ein Rechtecknetz iiber
B’ in ein ,krummliniges Netz“ iiber B:

v Y

~—]

Wir sehen uns genauer an, wie das schraffierte Rechteck in der uv-Ebene auf das
y,krummlinige* schraffierte Parallelogramm in der xy-Ebene abgebildet wird:

1(/}?(”]'++AAHJ‘-, 'Uk++AA'UA)~,ga
u; uj, Uk Ve
(uj,vi + Avk)  (uj + Auy, v + Avg) ’ ik F

(oluj,vi + A’ng1
D(uj, v + Avy) e(u; + Auj,vg),
Avy, g (uj + Aug,vg)
T

(ujs i)  Au (uj + Aug, vy)
(e(uj, vr), ¥(uj, vi))

Der Fliacheninhalt dieses Rechtecks (vgl. die Definition des Riemann-Integrals
tiber B’) betrigt Au;Avg. Um den Flicheninhalt des , krummlinigen® Parallelo-
gramms zu berechnen, nehmen wir an, dass Au; und Awvy, so klein sind, dass das
y,krumme* Parallelogramm fast ein echtes Parallelogramm ist. Fiir den Flichen-
inhalt eines Parallelogramms mit den Eckpunkten (z1,v1),. .., (4, y4) gilt

(90373/3)

(3?4, Ya)

(72,92)

(1,91)
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Fliache = |(zo — z1)(ys — 1) — (x4 — 1) (y2 — y1)|- (13.5)

Dies 1488t sich leicht ableiten, indem man z.B. von der unten gezeichneten Recht-
eckflache die schraffierten Dreiecksflachen subtrahiert:

($4ay4)
Ya — Y2
Yas — U1
(3327212)
Y2 — U1
(:Clayl)
X1 — X4 To — T

1
3 Parallelogrammfliche = Fldche des weiflen Dreiecks

1

= (ya — y1)((x2 —x1) + (21 — 374)) - 5(92 —y1) (w2 — 1)
- %(951 —24)(Ys — 1) — %(y4 — yo) (T2 — 24).

Mit Hilfe von Determinanten 1a8t sich (13.5) schreiben als

det <5L‘2—$1 $4—371)'.
Y2 — Y1 Ys— U1

Die Flache des , krummen® Parallelogramms ist also ungeféahr gleich

Flache =

‘det (90(%' + Auj, vp) — o(uj,vr)  @(ug, v + Avg) — o(uy, Un)> ‘
Yy + Auj,vp) — Y(ug,vr)  Y(ug, vp + Avg) — P(ug, o) )|

Wir nehmen nun an, dass ¢ und ¢ differenzierbar sind. Fiir kleines Au; ist dann

0
QO(UJ‘ + Auj’vk) - QD(Uj,’Uk) ~ a_i(uj,vk) . AU]'.

Der Ausdruck (13.4) ist daher ungeféhr gleich

o 0
% (uy,vn) G2 (uy,vr)

Diese Matrix ist aber nichts anderes als die Jacobi-Matrix von ¢ an der Stelle
(uj, v). Mit anderen Worten: (13.4) ist etwa gleich

| det ¢ (uj, vg)| - Auj Avg.
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Wir erwarten daher ndherungsweise
/ f(z,y)d(z,y) = Zf(@(upw)ﬂﬂ(uj,vk)) | det ¢’ (uj, vy,)| Au; Avy
B o

und somit die Substitutionsregel

/Bf(x, y)d(z,y) = . fle(u,v), ¢ (u, v)) [det g’ (u, v)| d(u, v).

Es zeigt sich, dass die hier ,abgeleitete” Formel unter entsprechenden Voraus-
setzungen tatséchlich gilt und dass sie auf Funktionen mehrerer Verénderlicher
verallgemeinert werden kann.

B Determinanten und Volumina von Parallelepipeden. Mit Hilfe der
Determinante

aix G2 013
det | az1 ag as3 = 11022033 1 Q12023031 + Q13021032
az1 a3z G33
— 13022031 — A12G021G33 — Q11023032

kann man das Volumen eines Parallelepipeds im R? beschreiben:

<x4ay4724) ‘
To — X1 T3 — X1 Ty — 21
=|det | vo—v1 Ys— Y1 Ys— W1
29 —Z1 23— 21 R4— 21

<x2a Y2, 22)
(5517 Y1, 21)

Zur Erinnerung: Sei A = (a;;)};—; eine n X n-Matrix, und A;; sei die (n — 1) x
(n — 1)-Matrix, die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte
entsteht. Dann definiert man:

det A = aiq det All — 12 det A12 + a3 det A13 + ...+ (—1)"_1a1n det Aln-

Die Determinante einer nxn—Matrix steht in engem Zusammenhang zum Volu-
men eines Parallelepipeds im R"™.
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C Der allgemeine Substitutionssatz.

Satz 13.35 Set G C R" offen, und g : R* — R" sei injektiv und stetig dif-
ferenzierbar. Die Determinante det ¢'(t) sei auf G entweder tberall positiv oder
tiberall negativ. Weiter sei T eine kompakte und Jordan-messbare Teilmenge von
G, und f sei eine auf g(T) stetige reellwertige Funktion. Dann ist g(T') kompakt
und Jordan-messbar, f ist auf g(T) Riemann-integrierbar, und es gilt

/ f(z) dz = / F(g(t)) | det g/ ()] dt. (13.6)
g(T) T

Die Formel (13.6) gilt auch dann noch, wenn — entgegen den obigen Vorausset-
zungen — die Determinante det ¢'(t) auf einer Teilmenge N von T verschwindet
oder wenn g|y auf einer Teilmenge N wvon T wnicht injektiv ist, sofern N den
Jordan-Inhalt 0 hat.

Der Beweis kann z.B. mit vollstandiger Induktion nach n erfolgen, ist aber recht
aufwindig (vgl. Heuser, S. 475-485). Wir werden in der Vorlesung zur ,,Maf- und
Integrationstheorie® einen beweis kennenlernen.

D Beispiele: Transformation auf Polar-, Zylinder- und Kugelkoordina-
ten. Der Zusammenhang zwischen den kartesischen Koordinaten (x,y) und den
Polarkoordinaten (7, ¢) eines Punktes im R? ist gegeben durch

T =rcosy, Yy =rsiny.

Ein Integral geméf Satz 13.35 auf Polarkoordinaten zu transformieren heiflt, die

Substitution
T 7 COS
=g(r,o)=1{ .
Y rsin @

/ _[cosp —rsingp
g(r’@)_(singp TCOS(,D)

vorzunehmen. Es ist

und
det ¢'(r, ) = cos @ - 7 cosp — (—rsinp)sin p = r(cos? ¢ + sin’ ) = r.
Fiir r > 0 ist also det ¢/(r, ¢) stets positiv. Weiter ist klar, dass g den Bereich
{(ryp):r>0,0<¢ <27}
injektiv auf R? \ {0} abbildet und dass g insbesondere auf dem Gebiet
G:={(r,p):r>0,0<p<2r}

injektiv ist. Auf diesem Gebiet konnen wir somit Satz 13.35 anwenden und er-
halten:

266



Folgerung 13.36 Ist B = g(T'), wobei T'C G kompakt und Jordan-messbar ist,
so kann [ f(x,y) d(z,y) auf Polarkoordinaten transformiert werden. Dabei gilt

/Bf(a:,y)d(x,y):/Tf(rcosgo,rsingo)rd(r,gp). (13.7)

Ist beispielsweise T" ein achsenparalleles Rechteck, so ist B = ¢(T') ein Kreisring,
und wir haben nach Fubini

| ety - /

ro
/ f(rcos g, rsinp)rdrde.

(13.8)
¥ Yy
P2+ B .
T
P \
P \
P14 L: \ ‘
= = & |
0 1 To r 0 ™ T2 x

In der Praxis ist T" héufig ein Rechteck, welches im Streifen

{(r,p):r>0,0<¢<2r}

liegt und Teile des Randes dieses Streifens enthélt. Wir iiberlegen uns, dass die
Formel (13.8) auch in diesem Fall noch gilt. Dazu sei

T={(re):0<r <R, 0<¢<2r},
und 77 C T sei ein Rechteck der Gestalt
T ={(r,p):0<r<Rp1 <p<p} mitp>0und0 < ¢ < @y < 2.
¥
2m
Yot

T/

Auf T" gilt (13.8), d.h. es ist

[ Senie = [ firesersnarde.e)
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und aus

/ f(rcosp,rsinp)rd(r, ) — f(recosp,rsing)rd(r, )
T T
= f(rcosg,rsinp)rd(r, )
T\T
< sup|f(rcose,rsing)r|- [T\ T’
¢

folgt, dass [, f(rcos @, rsinp)rd(r,¢) gegen [, f(rcosp,rsinp)rd(r, @) strebt,
wenn o — 0, o1 — 0 und @y — 27.

Ahnlich erhélt man, dass auch fg(T,) f(z,y)d(z,y) gegen fg(T) [z, y)d(z,y)
strebt. Zusammengefasst:

Folgerung 13.37 Ist T' ein Rechteck [r1,72] X [p1,p2] mit 0 < 11 < 79 und
0 <1 <y <2m, und ist f auf g(T) = B stetig, so gilt (13.8).

Y
Anwendung: Sei B C R? die B
Menge aller Punkte (r, ) mit
0 <7 <o(p) und p < p <
@2, wobei o auf [y, po] stetig
und positiv sei. Dann ist der =
Inhalt von B gleich )\

V2
x

vz rr(p) ©2 2
|B\:/1d(x,y):/ / 'rdrdw:/ rv) dep. n
B »1 0 P1 2

Zylinderkoordinaten. Die Zylin-
derkoordinaten (r, ¢, z) eines Punk-
tes P € R?® mit kartesischen Koordi-
naten (z,y, z) sind

T =rcosp, y=rsing, z=2z. e

268



Fiir die Substitution

x 7 COS (P
y| =g(r,e z)=|rsing
zZ VA

gilt
cosp —rsine 0
detg'(r,p,z) =det | sinp rcosp 0| =r.
0 0 1

Ahnlich wie bei Polarkoordinaten sieht man, dass die Substitutionsformel

/f(x,y,z)d(x,y,z):/f(?"cosgo,rsingp,z)rd(r,gp,z) (13.9)
B T

sicher immer dann gilt, wenn 7" eine kompakte und Jordan-messbare Teilmenge
des Gebietes

G=A{(r,p,z):r>0,0<p<2m, —00<z<00}
und B = ¢(T) ist. Die Formel (13.9) gilt aber auch dann noch, wenn 7" ein Quader
T = [r1,72] X [@1,02] X [21,20] mit 0 <r; <1y, 0< 1 < o <27
ist. In diesem speziellen Fall geht (13.9) {iber in

/fx y,2)d(x,y, 2 / / / f(rcosp,rsing,r)rdrdpdz.

Kugelkoordinaten. Der Zusammenhang zwischen Kugelkoordinaten (r,,¢)
und kartesischen Koordinaten (z,y,z) eines Punktes P € R3 wird hergestellt
durch
x=rcosdcosy, y=rcosdsinp, z=rsind;
dabei ist 7 > 0, =3 <9 < § und 0 < ¢ < 27.
z

r
19\/ # y z=rsind

NS )
\_/‘

7 cos T,y
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Fiir die Substitution

x 7 cos ¥ cos
y | =g(r,d,¢)=|rcostdsingp
z rsin v
findet man
costcosp —rsindcosy —rcosdsinp
det g'(r,9,¢) = det | cos¥sing —rsindsing rcosdcose | = —r*cosv.

sin ¥ 7 Ccos v 0

Diese Determinante ist negativ, wenn r > 0 und —7/2 < ¢ < 7/2. Wie oben gilt
fiir stetiges f die Transformationsformel

/ flz,y, z)d(z,y,2) = / f(rcos¥ cos @, r cossin o, rsin ) r? cos? d(r, 9, @),
B T
wenn B = g(T') und T eine kompakte und Jordan-messbare Teilmenge von

G=A{(rv,¢):r>0, —g<19<g,0<go<27r}

ist. Diese Formel gilt auch dann noch, wenn
T = [r1, 7] x [01,72] X [p1, @2

mit 0 <7y <71, =5 <9y <y < F und 0 < ¢y < o < 27 ist. Insbesondere ist
dann nach Fubini

/Bf(fv,y?Z) d(z,y,z)

w2 92 pr2
= / / / f(rcosv cos @, rcos U sin @, rsin ) 72 cos ¥ drdddp.
p1 JO I

Beispiel: Volumen einer Kugel. Die Kugel B mit Mittelpunkt (0,0,0) und
Radius R ist das Bild des Quaders

T =0, R] x [_g,g] % [0, 27]

unter der oben beschriebenen Transformation. Wir finden daher

2w pw/2 R
V—/d(x,y,z) = / / / r? cos ¥ drdidyp
B o J-=i2Jo
27 /2 P3
= / / R—cosﬁdﬁdgp
0 —7/2 3
27 p3 w/2
= / R—sinﬁ
o 3

2 n 4
de = =R’ / do = TR’
T3 ) T .
Man vergleiche diese Rechnung mit der mithsamen Herleitung der Formel fiir das
Kegelvolumen in Abschnitt 13.6.
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14 Oberflichenintegrale und Integralséitze

Nachdem wir im vergangenen Kapitel gesehen haben, wie man das Volumen eines
dreidimensionalen Korpers (z.B. das Volumen einer Kugel) mit Hilfe der Integral-
rechnung bestimmen kann, wenden wir uns nun den Fldcheninhalten gekriimmter
Fldchen zu (wie z.B. der Oberfliche einer Kugel), fiir die wir einen geeigneten
Integralbegriff entwickeln.

14.1 Flichen, Tangenten und Normalen

Wir haben frither Kurven als Bilder von Intervallen bzgl. stetiger Abbildungen
beschrieben. Ganz analog definieren wir nun Flédchenstiicke als Bilder ebener Be-
reiche bzgl. geeigneter Abbildungen.

Definition 14.1 Sei D C R? eine beschrinkte offene Menge, und ihre Abschlie-
Bung D sei Jordan-messbar. Weiter sei F' : D — R? eine stetig differenzierbare
Funktion mit

rang F'(xy,9) =2 fiir alle (x1,25) € D. (14.1)

Dann heifit das Bild von D unter F, d.h. die Menge
F = {F(z1,2) € R®: (w1, 3,) € D} (14.2)

ein Flichenstiick im R® und die Abbildung F : D — F heifit eine Parameterdar-
stellung des Flachenstiicks F oder kurz eine Flache.

Genau wie bei Wegen und Kurven unterscheiden wir sorgfiltig zwischen der Ab-
bildung F' und ihrem Bild F. Offenbar kann es fiir ein- und dasselbe Fléachenstiick
F verschiedene Parametrisierungen geben.

Wichtige Vereinbarung. Wir haben frither die Differenzierbarkeit einer Abbil-
dung F : X — R3 nur fiir offene Mengen X C R? erkliirt. Die stetige Differen-
zierbarkeit von F': D — R? haben wir wie folgt zu verstehen: Die Funktion F
lift sich zu einer stetig differenzierbaren Funktion F : G — R? auf eine offene
Menge G O D fortsetzen. Diese Menge G ist fiir die Definition des Flichenstiicks
offenbar unerheblich. Wir méchten jedoch auch in den Randpunkten von D die
partiellen Ableitungen F,, und F, bilden kénnen und verlangen daher, dass sich
F auf eine offene Umgebung G von D stetig differenzierbar fortsetzen l:ft. [

Die Rangbedingung (14.1) wird nur fiir Punkte aus D gefordert; auf dem Rand
0D = D\ D muss sie nicht erfiillt sein. Mit

F($1,$2) = (F1($1,$2), F2($17$2), Fg(xl,xz))T
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lautet die Rangbedingung (14.1)

of OF
oz Oxo
oFy  OFy | _
rang | 5.5 G| =2 (14.3)
OFy  OF3
81’1 6372

in allen Punkten von D.

Beispiel 1: Kugeloberfldche. Sei D = (0,27) x (=m/2, 7/2) und r > 0. Dann
ist D das Rechteck [0,27] x [—7/2, 7/2]. Sei weiter

F(u,v) = (rcosucosv, rsinucosv, rsinwv)

fiir (u,v) € D. Dann ist F stetig differenzierbar auf D (und sogar auf ganz R?),
und die Funktionalmatrix

—rsinucosv —7rcosusinv
T COS U COS U

0 7 COSV

F'(u,v) =

—rsinusinv

hat fiir alle (u,v) € D den Rang 2. Das zugehorige Fliachenstiick F ist die Ober-
fliche einer Kugel um den Nullpunkt mit dem Radius 7. [

Beispiel 2: Funktionsgraphen. Sei f : D — R eine stetig differenzierbare
Funktion und o
F:D —R3,

F(u,v) := (u,v, f(u, v))T.

Dann ist auch F stetig differenzierbar auf D, und die Funktionalmatrix

1 0
0 1
of of
ou  Ov

von F' hat offenbar den Rang 2. Das durch F' definierte Flachenstiick ist gerade
der Graph von f. Mit D = {(u,v) € R? : v? + v* < 1} und f(u,v) = uv erhélt
man beispielsweise eine Sattelfliche (hyperbolisches Paraboloid). [

Beispiel 3: Ebenen. Scien a = (ay,a,a3)" und b = (by, by, b3)" linear un-
abhingige Vektoren und zy € R3. Auf D = [-1,1] x [~1,1] hat die Funktion
F(u,v) = ua + vb + o die Funktionalmatrix

ap b
as b2 )
as bs

die wegen der linearen Unabhéngigkeit von a und b den Rang 2 hat. Das zu-
gehorige Flachenstiick ist ein Teil der durch a und b aufgespannten und durch xg
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verlaufenden Ebene. n

Sei F: D — R3 die Parametrisierung eines Fléchenstiicks F. Ist durch X =
(X1, X5)T : [a,b] = D ein stetig differenzierbarer Weg in D gegeben, so ist

Y :[a,b] =R Y(t)=F(X(t))

ein stetig differenzierbarer Weg, der komplett in F verlauft. Fiir ¢y € [a, b] wird die
Richtung der Tangente an den Weg Y im Punkt Y'(t9) = F(X(t)) beschrieben
durch den Vektor

Y (to) = Fu(X (o)) X1 (to) + Fu(X (to)) Xa(to) (14.4)

(Kettenregel!) mit

FAX(10) = 5o (X(00) = (5 (), 52 (X(ta)), 5 (X (1))

und

FU(X(10) = T0 (¢(10)) = (52 (X (1)), 2 (X(a)), 1 (X (1)

Die Rangbedingung (14.1) ist dquivalent zur linearen Unabhéngigkeit der beiden
Vektoren F,(X(tg)) und F,(X (o)) fiir alle X (ty) € D. Wir schreiben X (ty) =
(up,vp). Betrachten wir alle Wege X durch den Punkt (ug,wvp), so konnen in
(14.4) die Ableitungen X(to) und X(to) beliebige Werte annehmen. Die Vek-
toren F,(ug,vo) und F,(ug,ve) spannen also die komplette Tangentialebene an
die Fliche F im Punkt F(ug,v) auf. Eine Beschreibung der Tangentialebene in
Parameterform lautet daher

{F (uo, vo) + AFu(uo, vo) + k' (uo, vo) = A, 1 € R} (14.5)

Den Normalenvektor an die Fliche F : D — R3 im Punkt F(u,v) mit (u,v) € D
erklaren wir durch das Vektorprodukt

N, 0) - Fy(u,v) X F,(u,v)

= T, ) < B, )] (146)

(Man beachte, dass F,(u,v) x F,(u,v) # 0, da beide Vektoren linear unabhéngig
sind.) Aus den Eigenschaften des Vektorprodukts wissen wir, dass der Vektor
N(u,v) senkrecht auf F,(u,v) und F,(u,v) und damit auf der gesamten Tan-
gentialebene (14.5) steht. AuBlerdem hat er die Lénge 1, so dass man auch vom
Normaleneinheitsvektor spricht.

Es stellt sich die Frage, inwieweit die eingefiithrten Begriffe (Tangential- und
Normalenvektoren) von der Parametrisierung F' oder nur vom Flachenstiick F
abhingen. Dazu zunéchst eine Definition.
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Definition 14.2 (a) Seien D, E offen in R?. Eine bijektive Abbildung ¢ : D — E
heifit ein Diffeomorphismus, wenn ¢ und die Umkehrabbildung ¢~ stetig diffe-
renzierbar sind.

(b) Zwei Parameterdarstellungen F : D — R3 und G : E — R® heiflen dqui-
valent, wenn es einen Diffeomorphismus ¢ : D — E gibt mit F = G o ¢ und
det ¢’ > 0 auf D.

Sind F' und G #quivalent, so sagt man auch, dass sie durch eine Parametertrans-
formation ¢ auseinander hervorgehen. Es gilt nun:

Bei dquivalenten Parametertransformationen bleiben die wesentlichen
Flichengrifien und Flicheneigenschaften (wie Tangentialebenen und
Normalenvektoren) unverdndert.

Anschaulich ist klar, dass jedes Fliachenstiick in jedem Punkt genau einen Tangen-
tialraum, aber zwei Normaleneinheitsvektoren (nach ,oben“ und nach ,unten®)
besitzt. Ist F' = G o @, so liefern F' und G den gleichen Normalenvektor, wenn
det ¢’ > 0, und sie liefern entgegengesetzte Normalenvektoren, wenn det ¢’ < 0.
In letzterem Fall sagt man auch, dass die Orientierung von F gewechselt wird.

Beispiel 4. Seien D und F wie in Beispiel 1 (Kugeloberfliche). Dann ist

F,(u,v) = (—rsinucosv, rcosucosv, 0)7,
Fy(u,v) = (=rcosusinv, —rsinusinv, rcosv)’,
F,(u,v) x F,(u,v) = (r?cosucos®v, r?sinucos®v, r¥sin v cosv),
| Fy(u,v) x Fy(u,v)|| = r%cosv
und damit
N(u,v) = (cosucosv, sinucosv, sinv)
fir alle (u,v) € (0,27) X (—7/2,7/2). "

Beispiel 5. Sind D, f und F' wie in Beispiel 2 (Funktionsgraphen), so ist

F, = (1,0, 3—f)T, F, = <0,1,ﬁ)T,

ou ov
Pocki=(~gogen) IRxRI=y () + () o
und damit schliefSlich
N(u,v) = ! <—%,—%,1>. n

DF\2 | (Of\2
VD + (5 1
Beispiel 6. Sei D = E = {(u,v) € R?: u? + v? < 1}. Die Parametrisierungen

F:D—=R* F(uv) = (u,v,uv)’
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und N
G:E—R Gu,v)=(u,—v,—uv)"

liefern das gleiche Fliachenstiick. Wir bestimmen die Normalenvektoren im Punkt
F(0,0) = G(0,0) = (0,0,0)”. Zunichst ist

Fu(u,v) = (1,0,0)",  Fy(u,v) = (0,1,u)",
also
F,(u,v) x F,(u,v) = (=v, —u, 1) und F,(0,0) x F,(0,0) = (0,0,1)”.
Andererseits ist
Gu(u,v) = (1,0, —v)",  Gy(u,v) = (0, -1, —u)”
und damit
Gu(u,v) x Gylu,v) = (—v,u, —1)T und G,(0,0) x G,,(0,0) = (0,0, —1)".

Bei Verwendung von F erhalten wir also (0,0,1)7 als Normaleneinheitsvektor
im Punkt (0,0,0)7 an die Sattelfliiche, und bei Verwendung von G den Vektor
(0,0,—1)T. Man beachte, dass zwar F und G durch den Diffeomorphismus

o DoE (u,0) - <é _01) (“) o

v

auseinander hervorgehen, dass aber

det ¢'(u, v) = det <(1) _01> =-1<0

ist. Also sind F' und G nicht zueinander dquivalent. ]

14.2 Flichenintegrale

Wir wollen nun Fléchenintegrale definieren. Als Motivation gehen wir &hnlich vor
wie bei der ,,Herleitung® der Substitutionsregel in Abschnitt 13.7. Sei F' : D — R3
eine Parametrisierung eines Flédchenstiickes F, wobei wir der Einfachheit halber
annehmen, dass D ein achsenparalleles Rechteck in der uv-Ebene ist. Das Recht-
eck D sei in Teilrechtecke Q, . . ., Q,, zerlegt. Thre Bilder F(Q,),..., F(Q,,) nen-
nen wir Maschen. Aus diesen Maschen setzt sich das Fléchenstiick F zusammen.

v QZ F
/

Av; F
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Ist die Rechteckzerlegung von D fein genug, so haben die Maschen nahezu die
Gestalt eines Parallelogramms. Ist @; ein Teilrechteck in D mit den Seitenlingen
Aw; und Aw; und ist (u;,v;) der linke untere Eckpunkt von @), so ist die Masche
F(Q;) ungeféhr gleich dem Parallelogramm, das von den Vektoren

F(u; + Aug,v;) — Fug,v;) und  F(u, v + Avy) — F(ug,v;)

aufgespannt wird. Diese Vektoren sind nach Definition der partiellen Ableitungen

in etwa gleich
Fy(uj,v)Au;  und  F,(u;, v;) Av;.

Diese beiden Vektoren spannen ein Parallelogramm auf, dessen Fldcheninhalt
gleich der Lénge des Vektorprodukts dieser Vektoren ist, also gleich der Linge
von

Ao, = (Fu(ui,vi) X Fv(ui,vi)) Au;Av;.

Man kann daher ||Ag;|| als ungefihren Flidcheninhalt der Masche F'(Q);) ansehen
und

S A = 1 Fuui, vi) x Fy(ug, v7)]| A A, (14.7)
=1 =1

als Ndherung fiir den Flacheninhalt des Flachenstiickes F. Ist D kein Rechteck,
so schopfen wir D von innen durch rechteckzerlegte Bereiche aus. Lassen wir auf
der rechten Seite von (14.7) die Zerlegung immer feiner werden, d.h. lassen wir
max;{Au;, Av;} gegen 0 streben, so gelangen wir zum Integral

J[ 1RG0 < Futw ol o)

Um sicherzustellen, dass dies tatsdchlich dem Flacheninhalt von F entspricht,
miissen wir noch (#hnlich wie bei Kurven) garantieren, dass nicht Teile des
Flachenstiicks mehrfach durchlaufen werden.

Definition 14.3 Die Parameterdarstellung F : D — R® und das durch sie defi-
nierte Flachenstick heiflen doppelpunktfrei, wenn F auf D eineindeutig ist.

Definition 14.4 Ist F : D — R eine doppelpunktfreie Parameterdarstellung
eines Flachenstiickes F, so ist der Flacheninhalt von F die Zahl

[(F) = / /D | B, 0) % Fy(u, )] d(u, v). (14.8)

Das Integral in (14.8) schreibt man auch als [ do, wobei do symbolisch fiir
[Eu(u, v) X Fy(u, v) || d(u, v)

steht und Fldchenelement heif3t. Definition 14.4 wird wie folgt verallgemeinert:
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Definition 14.5 Durch F : D — R? sei ein Flichenstiick F gegeben, und H -
F — R sei stetig auf F. Dann heifit das Integral

// Flu,0)) | Faluv) x Fo(u, 0)]] d(u, v) / Hdo  (149)

das Fléchenintegral von H iiber F (oder auch Flachenintegral erster Art).

Als Motivation kann man sich ein elektrostatisch geladenes Flichenstiick F vor-
stellen, wobei die Ladungsdichte H in jedem Punkt von F bekannt und die Ge-
samtladung gesucht ist.

Man kann (und muss) sich iiberlegen, dass die Integrale in (14.8) und (14.9)
bei dquivalenten Parametertransformationen und Orientierungswechsel invariant
bleiben. Im Falle der Doppelpunktfreiheit ist die Schreibweise rechts in (14.9)
vollig eindeutig, da je zwei zugehorige Parameterdarstellungen entweder dquiva-
lent oder entgegengesetzt orientiert sind.

Beispiel 7. Seien D und F' wie in Beispiel 1 (Kugeloberfliche). Mit Beispiel 4

erhalten wir
27 /2
:// rzcosvd(u,v) :7“2/ / cosv dvdu = 4mr?
D 0 —7/2

als Flacheninhalt der Kugeloberfléche. [
Beispiel 8. Sind D, f und F wie in Beispiel 2 (Funktionsgraphen), so ist

= [ar= [[ VT EFR

der Fldcheninhalt des Funktionsgraphen. Vergleichen Sie dieses Resultat mit
der entsprechenden Formel fiir die Kurvenldnge des Graphen einer Funktion
f :]a,b] = R (vgl. Beispiel 2 in Abschnitt 11.2). "

Definition 14.6 Durch F : D — R? sei ein Flichenstiick F gegeben, und H
F — R3 sei ein stetiges Vektorfeld auf F. Dann heifit

/;H - do = //DH(F(u,v)) - (Fu(u,v) x Fy(u,v)) d(u,v) (14.10)

das Flichenintegral von H iber F (auch Flichenintegral zweiter Art). (Der Punkt
steht fir das Skalarprodukt.)
Schreiben wir
Fu(u,v) x F,(u,v)
F.(u,v) X Fy(u,v) = | Fou(u,v) x Fy(u,v)]|
[Eu(u, v) X Fy(u, v)|

= N(u,v) ||Fu(u,v) x Ey(u,v)|,
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so geht das Integral auf der rechten Seite von (14.10) iiber in

//DH(F(U,U)) N, 0) [P, 0) % Fy(u, 0)]| d(u, v), (14.11)

so dass man das Integral [, H - d& zweiter Art auch als das Integral [ H - N do
erster Art auffassen kann. Flidchenintegrale zweiter Art sind ebenfalls invari-
ant beziiglich dquivalenter Parametertransformationen. Bei einem Orientierungs-
wechsel &ndern sie jedoch ihr Vorzeichen, da die Normalenvektoren ihre Richtung
andern.

Zur Motivation der Flachenintegrale zweiter Art stellen wir uns ein stationéres
(zeitunabhiingiges) Geschwindigkeitsfeld V : R® — R3? einer strémenden Fliissig-
keit vor und fragen nach der Fliissigkeitsmenge, die ein gegebenes Flichenstiick F
pro Zeiteinheit durchflieft. Sinnvollerweise soll F orientiert sein, d.h. wir kénnen
uns etwa vorstellen, dass F eine ,,Unterseite“ und eine ,,Oberseite“ hat und dass
die Normalenvektoren in Richtung der Oberseite zeigen.

Wie bei der Motivation zum Flidcheninhalt denken wir uns F in Maschen un-
terteilt, die ndherungsweise Parallelogrammform haben. Es sei Ag; der Fldchen-
vektor eines solchen Parallelogramms AF;, d.h. Ad; steht senkrecht auf AF; und
zeigt in Normalenrichtung, und ||Agd;|| ist gleich dem Flidcheninhalt von AF;.

Dannist |V (x;)-Ad;| (mit einem x; € AF;) das Fliissigkeitsvolumen, das nihe-
rungsweise pro Zeiteinheit durch AJF; flieit. Pro Zeiteinheit schiebt sich nédmlich
ein Parallelepiped mit dem Grundflacheninhalt ||Ad;|| und der Hohe ||V (x;)]| cos ¢
(vgl. die folgende Skizze), d.h. mit dem Volumen

IV (i) || |1Adi] cos o = V (:) - A

durch AF;. (In erster Ndherung nehmen wir V' als konstant auf AF; an.)

AF;

Fliefit die Fliissigkeit aus der Seite von AJF; heraus, in die der Flachenvektor Ad;
zeigt, so ist V(z;) - Ad; > 0 und andernfalls < 0. Das Vorzeichen von V (z;) - Ad;
gibt also an, in welche Richtung AJF; durchflossen wird.

Die Summation der Durchfliisse iiber alle Maschen

Z V() - AG
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und der Ubergang zu beliebig kleinen Maschenweiten fithren zum Flichenintegral
2. Art

U:éymyw.

Die Grofe |U| gibt also das Gesamtvolumen an, welches pro Zeiteinheit das
Fléachenstiick F durchstrémt, wobei die Anteile der beiden Strémungsrichtun-
gen durch F gegeneinander aufgerechnet sind. Das Vorzeichen von U gibt an,
an welcher Seite des Flachenstiicks mehr herausflieit: Ist U > 0, so stromt mehr
Fliissigkeit in Richtung der Normalenvektoren von F, ist U < 0, so in entgegen-
gesetzter Richtung. Man nennt U auch den Fluss von V' durch F. [

Beispiel 9. Seien D und F wieder wie in Beispiel 1 (Kugeloberfliche), und sei
H : R® — R3 die identische Abbildung, d.h. H(z,y,z) = (x,y, ). Dann ist nach
Beispiel 4

N(u,v) = (cosucosv, sinucosv, sinv),

und mit
H(F(u,v)) = F(u,v) = (rcosucosv, rsinucosv, rsinv)

erhalten wir mit (14.11) fiir das Flidchenintegral 2. Art

/H-d(?:/H-Ndcr:/rdozr/da.
F F F F

Das Fléchenintegral [ do ist gleich dem Flécheninhalt der Kugeloberfliche. Wir
haben es in Beispiel 7 berechnet und erhalten damit

/H-d&’:47rr3. m
F

14.3 Die Divergenz eines Vektorfeldes

Unsere letzten Ziele in diesem Kapitel sind die Verallgemeinerung des Hauptsatzes
der Differential- und Integralrechnung

b
/ f(x)de = f(b) — f(a) = f(@)

und der Formel der partiellen Integration

lw@M@WZ—AZ@M@m+mmmm

auf mehrdimensionale Integrale. Es stellt sich die Frage, wodurch die Ableitungen
f',u’,v" und die Randterme f|° und uv|® zu ersetzen sind.

Unser erstes Ziel ist der Gaufische Integralsatz im R3. Seine anschauliche Be-
deutung ist vollig einleuchtend:
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Die Fliissigkeitsmenge, die durch die Oberfliche eines raumlichen Ge-
bietes herausstromt, ist gleich der Fliissigkeitsmenge, die die Quellen
in diesem Gebiet hervorbringen.

Wie kann man die Fliissigkeitsmenge, die eine Quelle im Punkt (xg, 3o, z0) € R3
hervorbringt, mathematisch beschreiben? Wir betrachten eine stationére (zeit-
unabhéngige) Stromung einer inkompressiblen Fliissigkeit (d.h. mit konstanter
Dichte), die im Punkt (z,y, z) € R?® die Geschwindigkeit

Viz,y,z) = (Vl(x,y, 2), Valz,y, 2), Vg(x,y,z))

hat. Im Punkt (zo, yo, z0) heften wir einen kleinen achsenparallelen Quader ) mit
den Seitenldngen Az, Ay und Az an.

< Ax
: )Az
L 7Ay
(Io;yo, Zo)
Y
T

Dann ist das Fliissigkeitsvolumen, das pro Zeiteinheit in Richtung der positiven x-
Achse durch die linke bzw. rechte Seitenwand des Quaders flieit, ndherungsweise
gleich

Vi(wo, yo, 20)AyAz  bzw.  Vi(zo+ Ax,yo, 20) AyAz.

Das Volumen, das pro Zeiteinheit aus dem Quader () in der positiven z-Richtung
austritt, ist also etwa gleich

(‘/l(xo + AZ‘, Yo, ZO) - ‘/1(3707 Yo, Zo))AyAZ

— ‘/1(1'0 + Al‘, Yo, ZO) - ‘/1<m0’ Yo, ZO) A./EAyAZ

Ax
%Vl (1’0, Yo, Zo)AfBAyAZ

Wir stellen in dhnlicher Weise die Massenbilanz fiir den Fluf3 in positiver y- und
z-Richtung auf und erhalten als Endresultat, dass das Fliissigkeitsvolumen, das
pro Zeiteinheit aus @) austritt, ungefahr gleich

Q

oVy oV, oVs
( I (0, Yo, 20) + 8_y($0,yo7 z0) + g(xo,ym Zo)>A$AyAZ (14.12)
ist. Mit der in Abschnitt 10.2 eingefithrten Divergenz
(div F)( eD
iv Z axl
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eines stetig differenzierbaren Vektorfeldes F' = (Fy,...,F,) : D — R™ konnen
wir (14.12) schreiben als

(div V')(xo, Yo, 20) AxAyAz.

Dividieren wir diesen Wert durch das Volumen AzAyAz von () und ziehen wir )
auf den Punkt (g, yo, 29) zusammen, so kénnen wir (div V')(xg, yo, 20) als Quellen-
dichte der Stromung im Punkt (xg, yo, 20) interpretieren. Ist (div V')(xg, yo, 20) >
0, so ist (o, Yo, 20) eine Quelle im eigentlichen Sinn (ihr entstromt Fliissigkeit).
Im Fall (div V') (20,0, 20) < 0 heiBt (zo,yo, 20) eine Senke (da in diesem Punkt
Fliissigkeit verschwindet).

Einige Rechenregeln fiir die Divergenz. Sei D C R"” offen, und seien F, G :
D — R™ und ¢ : D — R stetig differenzierbar und p € R. Dann gilt
div(F+G) = divF +divG,
div(uF) = pdivF,
div (pF) = @divF +gradg - F.

14.4 Der Gauflsche Integralsatz im Raum

Wir konnen nun die anschauliche Aussage des Gaufischen Integralsatzes in For-
meln fassen. Es sei G ein geeigneter raumlicher Bereich und 0G sein Rand (seine
Oberflache). Die genauen Voraussetzungen geben wir spater an. In jedem Rand-
punkt haben wir zwei Normaleneinheitsvektoren: einen, der in den Koérper hin-
einzeigt (die sogenannte innere Normale) und einen, der von G weg zeigt (die
dufere Normale). Es sei N : 0G — R? das Vektorfeld der duBeren Einheitsnor-
malen. Weiter sei V' das Geschwindigkeitsfeld einer inkompressiblen Fliissigkeit.
Nach Abschnitt 14.2 (Interpretation des Flicheninhalts 2. Art) ist der Durchflufl
durch OG in Richtung der dufleren Normalen (also das, was aus G' herausfliefst),

gleich
// V. Ndo. (14.13)
oG

Die durch Quellen und Senken in G hervorgebrachte Fliissigkeitsmenge erhalten
wir dagegen durch Aufintegrieren der Quellendichte {iber G

/ / /G (div V) (z) da. (14.14)

Nach dem Gaufischen Integralsatz sind die Integrale (14.13) und (14.14) gleich.
Nun zur exakten Formulierung.

Definition 14.7 Eine Menge G C R? heifst C'-Normalbereich bzgl. der zx,-
Ebene, wenn es eine kompakte Menge K C R? und stetig differenzierbare Funk-
tionen @1, ps : K — R so gibt, dass

G ={(x1,29,23) € R : (1,22) € K, o1(21,22) < x5 < o(x1,22)}
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gilt und dass der Rand OK durch einen stickweise stetig differenzierbaren Weg
darstellbar ist. Analog erklirt man C'-Normalbereiche beziiglich der xox3- und
x123-Ebene. Die Menge G heifit ein C*-Normalbereich, wenn sie ein C*-Normal-
bereich beziiglich der x1xo-, der xoxs3- und der xix3-Ebene ist.

(Es sei noch einmal an unsere Vereinbarung erinnert: Eine Funktion f: K — R
auf einer kompakten Menge K heifit stetig differenzierbar, wenn sie zu einer stetig
differenzierbaren Funktion auf einer offenen Menge G O K fortgesetzt werden
kann.)

Einen C'-Normalbereich bzgl. der z;xo-Ebene kann man sich so vorstellen:

3 : Graph von g

S1 = Graph von ¢,

|
[ ' Lo
|

7

Der obere Deckel S5 ist ein Flichenstiick im R? mit der Parameterdarstellung

Fy: K — R (21, 22) — (331,11327902(531,952))'

Der durch F; bestimmte Normaleneinheitsvektor (vgl. Beispiel 5 aus 14.1)

No(u,v) =

1 <_8s02 0 1)
O\ 2 O\ 2 Oory’ Oxsy’
JG2) + ()1 On O

ist der duflere Normaleneinheitsvektor fiir G (da die z-Komponente positiv ist).
Der untere Deckel S; wird beschrieben durch

Fi: K — R3, ($1,$2) = (l’l,xz,(ﬁl(IlaJ@))a

und der zugehorigen Normaleneinheitsvektor ist

Ni(u,v) =

1 (_0301 9 1)
JEP @) ol ot

Dieser zeigt ebenfalls in Richtung der positiven z-Achse (also in G hinein), so
dass der duflere Normalenvektor an G auf Sy gleich — Ny (u, v) ist.
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Satz 14.8 (GauBlscher Integralsatz im R?) Sei G C R? ein C'-Normalbe-
reich und H : G — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Weiter bezeichne
N : 0G — R? das duflere Normalenfeld von G. Dann ist

///G(divH)(:c) iz — /8GH~Nda. (14.15)

Beweis. Es geniigt, die Aussage zu beweisen, wenn H die Gestalt H = (0,0, H3)”
hat (man kann ja H als Summe dreier derartiger Ausdriicke schreiben, und die
Divergenz sowie die Integrale in (14.15) sind linear in H). Mit Satz 13.34 erhalten

wir dann wegen div H = %
T3

2(w1,22)
/// (div H)(z) dx = // / 8[—[3 (331,372,5133)65563)(1(931,372)
(z1,22) a T3

—/ Hj 131,9627902(1317152)) - H3($17$2>%01($1,$2)))d(951,$2)~
K

Auf dem oberen Deckel Sy ist

H-N = H;

und damit

/ H3 $1, L2, 902($17 $2)) d(xl, IQ)

Jipa 0o\ 2 B
// (H - N\/axl) +(8—x2) F1d(zr,a0) = /521{ N do.

Analog zeigt man, dass

—/ Hg(xl,xg,gol(xl,xQ)) d(xy,m9) = / H - Ndo.
K S1

Auf dem noch fehlenden Randstiick 0G \ (S; U S2) von G, also auf
S3 = {<$1,$2,1’3> € R’ (;Ul,.ZL’2> € aK? @1(371,1’2) < a3 < ¢2(x17x2>}7

existiert der duBere Normalenvektor N ebenfalls (bis auf endlich viele Gera-
denstiicke {y} X [¢1(y), p2(y)] mit y € K, in denen die Parametrisierung von
OK nicht differenzierbar ist), und die Komponente von N in xz-Richtung ist 0.
Daher ist H - N = 0 auf S3. Zusammengefasst erhalten wir

///G(diVH>(x)dx:i/st'Nd“:/MH'NdO‘ .
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Beispiel 1. Wir kommen noch einmal zuriick auf Beispiel 9 aus Abschnitt 14.2.
Dort waren D und F' wie in Beispiel 1 aus Abschnitt 14.1 (Kugeloberfliche) und
H(z,y,z) = (z,y, z), und wir haben erhalten, dass

/ H-d&z/ H - Ndo = 4mr3,
oG oG

Andererseits ist div H = 3, so dass mit dem Volumen V der Kugel G gilt

J[[avin@ac=s [[[ ar=sv

Der GaufBische Satz liefert nach Gleichsetzen

4
V =—-mrd [

3

Folgerung 14.9 (Partielle Integration in R3) Sei G C R? ein C'-Normal-
bereich und f,g : G — R seien stetig differenzierbare Funktionen. Weiter sei
N = (N1,Ns, N3) : OG — R das dufere Normalenfeld an G. Dann gilt fir

e [l e ff an n

Beweis. Sei z.B. ¢ = 1. Fiir die stetig differenzierbare Funktion
F:G—R F(z)=(f(z)9(x),0,0) (14.17)

ist o f 5 5

8.1'1 (9.%1 8:161
und F'- N = fg N;. Die Behauptung folgt sofort, wenn man die Funktion (14.17)
in den Gaufischen Integralsatz (14.15) einsetzt. ]

divF =

Anmerkung 1. Wir haben in Satz 14.8 und Folgerung 14.9 statt [, und [,
die Schreibweisen [[[, und [[, benutzt, um deutlich zu machen, dass (dreidi-
mensionale) Volumenintegrale und (zweidimensionale) Oberflachenintegrale auf-
treten.

Anmerkung 2. Sind F},..., F, Flachenstiicke, die sich nicht {iberlappen, so
definiert man das Flachenintegral iiber F' = F} U ... U F,, durch

[=f ]

Dies haben wir im Beweis des Gaufischen Satzes benutzt (0G = S; U Sy U S3).

Anmerkung 3. Satz 14.8 und Folgerung 14.9 gelten auch unter schwécheren
Voraussetzungen. Z.B. geniigt es, dass sich G als endliche Vereinigung sich nicht
iiberlappender C!'-Normalbereiche schreiben lifit. Man beachte auch, dass der
Normalenvektor nicht in jedem Randpunkt definiert ist (z.B. nicht entlang der
Kanten eines Quaders).
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14.5 Der Gaufische Integralsatz in der Ebene

Der GauBlsche Integralsatz und seine Folgerung gelten (bei geeigneter Definition
des Fléchenintegrals) fiir jede Raumdimension. Den GauBschen Integralsatz im
R? kann man durch geeignete Reduzierung um eine Koordinate wie folgt aus dem
GauBschen Integralsatz im R? gewinnen.

Sei D C R? ein Normalbereich beziiglich der x1- und der x,-Achse (vgl. Defi-
nition 14.8). In diesem Fall nennen wir D einfach einen Normalbereich. Der Rand
0D sei eine geschlossene Kurve, die durch einen stiickweise stetig differenzierba-
ren Weg X : [a,b] — R? parametrisiert werde. Durchlauft ¢ das Intervall [a, b]
von a nach b, so wandert X (¢) entlang OG in einer bestimmten Richtung. Wir
wollen annehmen, dass dabei G stets links des Weges liegt. Man sagt auch, dass
D vom Weg X positiv umlaufen wird oder dass der Rand 0D positiv orientiert
ist (anschaulich: im Gegenuhrzeigersinn).

Der Tangentialvektor an 9D im Punkt X(t) = (Xi(¢), X2(t)) ist gegeben
durch T := (Xl(t),Xz(t)), und N := (Xg(t),—Xl(t)) ist ein auf 7" senkrecht
stehender Vektor, der nach auflen zeigt. Man beachte, dass diese Vektoren nur in
Punkten definiert sind, in denen X stetig differenzierbar ist.

Auf D sei ein stetig differenzierbares Vektorfeld V = (Vi, V)T : D — R? gegeben.
Wir bilden aus D den rdumlichen Bereich

D:=D x 0,1] = {(x1, 29, 23) € R3: (x1,29) € D, x5 € [0, 1]},

d.h. D ist eine Scheibe (= ein Zylinder) der Dicke 1, bei dem Boden und Deckel
die Form von D haben. Offenbar ist D ein Normalbereich im R3.
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Auflerdem erweitern wir V' um eine Komponente:

T

V:D R, (71,79, 23) > (‘/1(1'1,1'2),‘/2(9517332)70) .

Der Gauflsche Integralsatz (14.15), angewandt auf D und V, liefert

//8Dv Nda—/// div V dz. (14.18)

Beim Flidchenintegral auf der linken Seite heben sich die Anteile des Bodens
und des Deckels weg, da die zugehorigen Normalenvektoren entgegengesetzt sind,
sonst jedoch alles gleich ist. Es ist insbesondere V (z1,25,0) = V(zy, x,1). Also
verbleibt nur das Integral tiber die Mantelfliche M := 90D x [0,1]. Aus (14.18)

folgt somit
// V.Nda://[divf/dx. (14.19)
M D

Die Mantelfliche hat eine Parameterdarstellung

F:M=:[abx[0,1] >R (t2)~ (Xi(t), Xa(t),2)",

woraus man den dueren (noch unnormierten!) Normalenvektor im Punkt F(¢, 2)

n(F(t,2)) = (Xa(t), ~X:(0).0)
erhdlt. Mit (14.11) bekommen wir fiir die linke Seite von (14.19)

//MV~Nda = //MV —
(14.11)

//[ B)x[0 1]‘7(F<t’ 2)) - n(F(t,2)) d(t, z)
1 pb
_ /O / (VI(X (1)), Va(X(£)),0) - (Xalt), —X1 (1), 0) dt d=

T

b
_ / (Vi(X ()X (t) — Va(X (1) X1 (1)) dt,

a

wihrend auf der rechten Seite von (14.19)

divV = % + % =divV
85(71 8x2

ist. Daher ist

///DdiVVd(xl,xg,:cg):/01//DdiVVd(x1,x2)d:c3://DdiVVd(q:l,a:Q)_

Zusammengefafit erhalten wir
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Satz 14.10 (GauBscher Integralsatz im R?) Sei D C R? ein Normalbereich
(bzgl. der x1- und der xo-Achse), dessen Rand 0D durch einen stickweise stetig
differenzierbaren Weg X = (X1, X2)T : [a,b] — R? parametrisiert wird, der D
positiv umliuft. Weiter sei V.= (Vi, Vo) : D — R? ein stetig differenzierbares
Vektorfeld. Dann gilt

/ (VA (X () Xa(t) — Va(X (1)) X1 (8)) dt = / /D (divV)(2)de.  (14.20)

Man beachte, dass auf der linken Seite von (14.20) ein Wegintegral entlang des
Weges X steht. Nehmen wir die Umbenennung

Wyi=Va, W=V, W= W, Wy)"
vor, so geht nach Multiplikation mit —1 die linke Seite von (14.20) iiber in

/ (WL (X (8) X (1) + Wa(X (1)) Xa(8)) dt.

d.h. in das Wegintegral |, ap W -dX iiber den durch X parametrisierten Rand von

D, wahrend auf der rechten Seite von (14.20) —divV = —g% — g—g zu ersetzen
ist durch %—‘;Vf - %—I;V;. Man schreibt oft
oWy OW,
tW = — 14.21
ro 83:'1 81'2 ( )

und nennt rot W die (skalarwertige) Rotation des Vektorfeldes W = (Wy, Wo)T.
Mit diesen Bezeichnungen erhalten wir die folgende Version des Gauflschen Satzes
im R2.

Satz 14.11 (Greenscher Integralsatz) Seien D und X wie in Satz 14.10, und
W = (W, Wy)T : D — R? sei ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann ist

Die Sétze 14.10 und 14.11 gelten auch unter allgemeineren Bedingungen an
die Menge D. So darf D die AbschlieBung eines beschrinkten einfach zusam-
menhéngenden Gebietes sein, dessen Rand sich durch einen stiickweise stetig dif-
ferenzierbaren Weg parametrisieren lafit. Es geniigt sogar, dass D sich in endlich
viele derartige Mengen zerlegen lésst.
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Man beachte die Orientierung des (aus mehreren Stiicken bestehenden) Randes.

14.6 Der Stokessche Integralsatz

Wir beginnen wieder mit einer kurzen Motivation. Sei M C R? offen und V :
M — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld, das wir als Geschwindigkeitsfeld
einer stromenden Fliissigkeit deuten. In M sei ein Flachenstiick F gegeben, dessen
Rand durch einen stiickweise stetig differenzierbaren und doppelpunktfreien Weg
Y : [a,b] — R? parametrisiert wird. Unter der Zirkulation von V entlang OF
versteht man das Kurvenintegral

b 3
/ V.dYy = / D V(Y (1) Yi(t) dt. (14.22)
OF a
Denkt man sich dieses Integral durch Riemann-Summen

> V(Y- AY;

approximiert, so entspricht jeder Summand V(Y;) - AY; einer Geschwindigkeits-
komponenten in der Durchlaufrichtung der Kurve. Die Summation dieser Kom-
ponenten ist ein Maf§ dafiir, wie stark die Kurve 0F umstromt wird, d.h. wie
stark die Fliissigkeit ldngs der Kurve zirkuliert.

OF %

AY; V(Y;)

Wir zerlegen das Flachenstiick F in endlich viele kleine Maschen F;.
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Bei entsprechender Orientierung der Rénder der F; erhalten wir fiir die Zirkula-
tion

S

1
/Nv-dY_;/aEVdY_;](E)AFiV~dY](E), (14.23)

wobei I(F;) fur den Fldcheninhalt von F; steht. Nun verfeinern wir die Maschen.
Man kann zeigen (vgl. etwa Burg/Haf/Wille IV, S. 156-158): Wenn man eine
Masche F; auf einen Punkt x; € F zusammenzieht, dann strebt der Quotient

7,
— | v.ay (14.24)
I(F3) Jor,
gegen einen festen Wert, ndmlich gegen (rot V')(z;)- N(z;). Dieser Ausdruck heifit
auch die Wirbelstirke von V' in x;. Hierbei ist N(z;) die gemeinsame Flachennor-
male der zu x; zusammengezogenen Maschen, und die Rotation rot V' ist wie in
Abschnitt 10.2 durch
OF; OF, OF, OF; OF, OF, T
t F = <_ - ) - ) - >

(1"0 )<$> 81‘2 (:E 81'3 o 8373 v 8&71 v 6961 o 81‘2 (IL’)

erkldrt. Man beachte, dass man fiir ein Vektorfeld der Gestalt
F(z1,22,23) = (Fi(21,22), Fa(z1,22), 0)

als Rotation gerade das Vektorfeld (0, 0, rot (F, F3)) mit der in (14.21) eingefiihr-
ten Rotation eines zweidimensionalen Vektorfeldes erhilt.
Fiir kleine AF; kénnen wir also (14.24) néherungsweise durch

(rot V) (z;) - N(x;)

ersetzen, und aus (14.23) wird

/ Vedy = 3 (ot V) (as) - N(wi) I(F). (14.25)

i

Die rechte Seite ist eine Riemannsumme fiir das Flichenintegral

/rotV-Nda.
f

Der folgende Satz von Stokes sagt, dass unter geeigneten Voraussetzungen an
F die Zirkulation [, a7V - dY tatséchlich gleich diesem Fldchenintegral tiber die
Wirbelstérken ist.
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Satz 14.12 (Stokes’scher Integralsatz) Sei D C R? ein Normalbereich, des-
sen Rand 0D durch einen stiickweise stetig differenzierbaren Weg X : [a, b] — R?
parametrisiert wird, der D einmal positiv umlduft. Weiter sei F': D — R3 eine
zweimal stetig differenzierbare Abbildung, die ein Flichenstick F = F(D) para-
metrisiert. Der Weg Y : [a,b] — R3, Y (t) = F(X(t)) definiert eine orientierte
Kurve in F, die wir den Rand OF von F nennen. Schliefllich sei N : F — R3
das durch F wie in (14.6) festgelegte Normalenfeld. Dann gilt fiir jedes stetig
differenzierbare Vektorfeld H : F — R3

/ rot H- Ndo = H.dYy. (14.26)
F oF

Beweis. Es geniigt, Vektorfelder H der Form (P,0,0)” zu betrachten. Der Beweis
fiir H = (0,Q,0)T und H = (0,0, R)T verliuft analog.

Zuerst schreiben wir das Kurvenintegral |, op H - dY iiber der Kurve 0F in ein
Kurvenintegral iiber 0D um:

/(P,O,O)T-dY = /bP(Y(t))Yl(t)dt
oOF a

b
- / P(F(X(1))) (Fy o X)(t) dt

_ /abP(F(X(t)))<? X (1) + g—F;M )) dt

= /{)J(P F)gF1 (Po F)Zi).dx,

wobei wir in der dritten Zeile die Kettenregel benutzt haben. Nach Satz 14.11
(Greenscher Integralsatz) ist dieses Integral gleich

/Drot ((PoF) gi (PoF) gil)(x) dz. (14.27)

Wir berechnen die skalare (zweidimensionale) Rotation nach (14.21):

rot ((POF) gi (PoF) ‘;f;)

a 3F1 (9 a-Fl
8(POF) 8F1 a(POF) 6F1 (‘92F1 82F1
- . PoF .
oxr,  Oxy Oxry  O1y +(Po )(8x28x1 31)18x2>’

wobei wir die Produktregel benutzt haben. Der letzte Summand ist nach dem
Satz von Schwarz gleich 0. Mit der Kettenregel erhalten wir fiir die ersten beiden
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Summanden

<8P oOF; . 0P 0F; . 0P 8F3> 8F1_
Ox1 Oxry  Oxe Ox1  Oxs 0x1/ Ox9

8x1 6’x2 8172 (91:2 8%3 8;62 (93(;1
oP <8F3 8F1 8F3 8F1> oP (8F1 8F2 8F2 8F1>

8ZL‘3 61’1 8x2 61’2 61’1 8m2 (91‘1 8$2 8ZL‘1 (91‘2
iy — — OF o OF _ (0F 0F, 0OF3 OF, 0F 0F3 —
Sei n = (nl’nz’ 713) T Ox Oxo (8901’ Ox1’ Oz Oxo?’ Oz’ Oxo |’ d.h. N =

n/||n|| ist der Normaleneinheitsvektor zu F (vgl. (14.6)). Nach Definition des
Vektorprodukts ist

_OROF _OF 0K OF 0F, 0F, 0F
N 81‘1 81’2 0232 8:761 T 8&71 81’2 831:1 8272

no

und damit zusammengefasst

OF, OF, oP oP
t((PoF)=—,(Pol)-—)=—=—nys— =—n3. 14.2
ro (( ° F) O0xq’ (Po k) 3952) Oy " Oy " ( 8)
T
Wegen rot H = rot (P,0,0)" = (O, g—;, —g—;) konnen wir (14.28) schreiben als
F F
rot ((POF)g—xi, (PoF) g—g;) = ((rot H) o F) - n.

Wir setzen dies in (14.27) ein und erhalten schlielich

- OF, OF
H-dYy = /Drot((PoF) S (PoF) 8x2>d:c

= /D((rotH)oF)(x) -ndz

= /rotH-dﬁz/rotH-Nda
F F

nach der Definition 14.6 des Fléchenintegrals. [
Beispiel 2. Sei D = {(u,v) € R? : uw € [0,27], v € [0,7/2]}, r > 0 und

oF

F:R* - R* F(u,v) = (rcosucosv, rsinucosv, rsinv).

Das Flachenstiick F'(D) ist die obere Halbkugelfliche um den Ursprung mit dem
Radius r. Ein Vektorfeld H sei durch

H:R* =R H(x,y2) = (-yz1)
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gegeben. Der Rand 0D des Rechtecks D 148t sich durch vier 4 Wege beschreiben:

Xy (t) (t,0) mit ¢ € [0, 27],
Xo(t) = (2m,¢) mit ¢ € [0,7/2],
X3(t) = (—t,7/2) mit te[-27,0],
Xa(t) = (0,—t) mit te[—n/2,0].

Die zugehorigen Parameterdarstellungen Yy (t) = F(X(t)) fir die Kurve 0F (D)
sind

Yi(t) = (rcost, rsint,0) mit ¢ € [0,2n],
Yo(t) = (rcost,0,rsint) mit t€[0,7/2],
Y;(t) = (0,0,7) mit t € [—27,0],
Yi(t) = (rcost,0,—rsint) mit ¢ € [—7/2,0].
v
X3
F
X4 D Xo
X u

(Man beachte, dass F(0D) nicht mit der Kreislinie in der zy-Ebene zusam-
menfillt!) Nun ist

2w

/ oy = [ BM@) Vi dt+/ H(Ya(t)) - Yalt) dt
OF(D)
/ HYy() - Va)dt + [ H(Yi(1)) - Valt) d.
—7/2

Wir berechnen das erste Integral:
21 . 2
/ HYi(t) -Yi(t)dt = / (—rsint, rcost, 1) - (—rsint, rcost, 0)dt
0 0
2
= / (r?sin®t + r? cos*t) dt = 2mr?.
0

Das dritte Integral ist wegen Y3 = 0 gleich 0, und das zweite und vierte Integral
heben sich gegenseitig auf (dies ist sofort klar, wenn man sich die Wege Y5, Y3

und Y ansieht). Also ist
/ H-dY =2mr?.
dF (D)
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Nach dem Satz von Stokes ist dann auch [/, p(py 1ot H - N do = 2712, was wir zur
Ubung nachrechnen. Zunéchst ist rot H = (0,0,2) und

N = (cosucosv,sinucosv,sinv) sowie ||F, x F,|| =7*cosv
nach Beispiel 4 aus Abschnitt 14.1. Damit wird
ffF(D) rot H- Ndo = [[,(rot H) (F(u, v)) - N(u,v) ||Fy X F,l| d(u,v)

= [f,2sinv-r?cosvd(u,v)

9 r2m m/2

o Jo 7 sin(2v) dv du = 272, n

= r

Auch der Satz von Stokes la8t sich unter schwécheren Voraussetzungen zeigen.
Wir vermerken noch eine interessante Konsequenz des Stokes’schen Satzes.

Folgerung 14.13 Sei B ein stiickweise glatt berandeter Bereich im R3 und H :
B — R3 stetig differenzierbar. Dann ist

// rot H - N do = 0.
OB

Kurz gesagt: Der Wirbelfluf$ durch eine geschlossene Fliche ist Null.

Zum Beweis schneidet man aus 0B ein geeignetes kleines Fliachenstiick F heraus.
Auf der verbleibenden Fléche ist nach Stokes

// rot H - Ndo = H-dX.
OB\F oF

Zieht man F auf einen Punkt zusammen, so geht das Integral auf der rechten
Seite gegen Null, da die Weglinge von 0F gegen Null stebt. [

14.7 Einige weitere Differential- und Integralformeln
14.7.1 Der Nabla-Operator

Der symbolische Vektor V := (5%, 8%, %) heifit Nabla-Operator. Formal rechnet
man mit ihm wie mit einem Vektor aus R3. In diesem Sinne ist also fiir stetig

differenzierbare Vektorfelder V' und Skalarfelder

Vo = gradey,
V-F = divF,
VxF = rotF.

Ist das Skalarfeld ¢ zweimal stetig differenzierbar, so erhélt man

(V-V)p=V-gradp = @z + @yy + @z
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Der Operator
0? 0? 0?
A=V V=5m o T o2

heifit Laplace-Operator.

14.7.2 Mehrfache Anwendungen der Differentialoperatoren

Das Vektorfeld F' und das Skalarfeld ¢ seien zweimal stetig differenzierbar. Dann
gilt

diviot F = 0, (14.29)
rotgrade = 0, (14.30)
divgrade = Agp. (14.31)

Man rechnet dies mit dem Satz von Schwarz leicht nach. Die ersten beiden For-
meln besagen: Wirbelfelder sind divergenzfrei und Gradientenfelder sind wirbel-
frei.

14.7.3 Produktregeln

Die Vektorfelder F', G und die Skalarfelder ¢, ¥ seien stetig differenzierbar. Dann
gelten z.B. die folgenden Produktregeln, die man leicht nachrechnet:

grad (py)) = @grady + ¢ grad o, (14.32)
div(pF) = @divF + F - grad ¢, (14.33)
rot (pF) = @rot F + grady x F, (14.34)

div(FxG) = G-rot F—F -rotG. (14.35)

Weitere Beziehungen finden Sie in der Literatur.

14.7.4 Die Greenschen Formeln

Es sei G wie im Gaufischen Integralsatz im Raum (Satz 14.8), und f,g: G — R
seien so oft stetig differenzierbar, wie es die folgenden Formeln verlangen. Aus
Formel (14.33) (mit ' = grad g) erhalten wir

div (fegrad g) = fAg + grad f - grad g,

wobel wir noch (14.31) benutzt haben. Integration iiber G und Anwendung des
Gauflschen Integralsatzes auf der linken Seite liefern

/8Gfgradg.Ndo:///G(ngJrgradf.gradg)dx
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mit dem dufleren Normalenvektor N an 0G. Mit der Richtungsableitung

99
N =gradg- N

(vgl. Abschnitt 10.4) erhalten wir die erste Greensche Integralformel

/ 89 dg_// (fAg + grad f - grad g) dz (14.36)

Vertauscht man hierin f mit g und subtrahiert die erhaltene Formel von (14.36),
so erhélt man die zweite Greensche Integralformel

//ac< gzzr %)d" - ///G(fﬁg — gAf)dx. (14.37)

Im Spezialfall g = 1 folgt hieraus

/dG v // Af da. (14.38)

Man kann somit Volumenintegrale iiber Laplacesche Differentialausdriicke A f
in Flachenintegrale umschreiben. Die Greenschen Formeln sind auflerordentlich
niitzlich beim Studium von partiellen Differentialgleichungen.
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