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1. Mengen, topologische und metrische Riume

a) Das Lemma von Zorn

In dieser Vorlesung werden wir die Giiltigkeit des Auswahlaxioms annehmen. Es ist
dquivalent zu einigen bedeutenden Aussagen, von denen wir im weiteren Verlauf das
yanwendungsfreundlichere“ Lemma von Zorn benotigen.

Zur Formulierung brauchen wir zunéchst einige Begriffe der Ordnungstheorie.

1.1 Definition. (i) Sei M eine Menge. Eine Relation < auf M heifit Halbordnung,
falls fiir A, B, C' € M gilt:

a) A=< A,
b) A<B, B< A= A=B,
c) A<B, B<(C=A<C.

(ii) Eine Menge @@ C M heifit eine Kette (oder total geordnet) , falls gilt: VA, B €
Q: A=< Boder B =< A.

(iii) Ein Element A € M heifit obere Schranke fiir S C M, falls gilt: VB € S: B <
A

(iv) Ein Element M € M heifit maximal, falls gilt: VAe M : M < A= M = A.

1.2 Beispiel. Sei X # () eine Menge, M eine nichtleere Teilmenge der Potenzmenge
2(X).
Dann definiert A < B < A, B € M, A C B eine Halbordnung auf M.

1.3 Lemma (von Zorn). Sei M eine nichtleere Menge mit Halbordnung. Wenn jede
Kette eine obere Schranke in M besitzt, so existiert ein mazximales Element M € M.

b) Topologische und metrische Riume
Der Begriff des topologischen Raums stellt eine Verallgemeinerung des metrischen

Raums dar, in dem aber weiterhin Eigenschaften wie die Stetigkeit von Funktionen
oder die Existenz von Grenzwerten sinnvoll definiert werden koénnen.

1.4 Definition. Sei X # () eine Menge; & (X) bezeichne die Potenzmenge von X.
a) Ein Mengensystem 7 C &?(X) heifit eine Topologie auf X, falls gilt:
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2 1. Mengen, topologische und metrische Rdume

(i) 0,X eT,
(i) ABeT =ANBEeT,

(iii) (Ai)ier € T = U;e 1 Ai € T, wobei I eine beliebige Indexmenge ist.

In diesem Fall heifit (X, 7) ein topologischer Raum.

b) Sei  C Z(X). Dann heifit die kleinste Topologie, die % enthélt, die von %
erzeugte Topologie T (% ).

1.5 Bemerkung. a) Die kleinste (grobste Topologie) auf einer Menge X ist gegeben
durch 77 := {0, X }. Die grofite (feinste Topologie) ist gegeben durch T3 := P(X).

b) Die von % C Z(X) erzeugte Topologie lautet

T() = {U al?

i€l n=1

Upn € %, N; € Ny, I eine Indexmenge } )

Dabei ist (oL, Uin = Npep Uin = X.

[[Jede Menge dieser Form muss nach Definition einer Topologie in 7(% ) enthalten sein. Zu zeigen
ist daher, dass das System all dieser Mengen eine Topologie ist. Sei & := {ﬂﬁ;l Uy,:U,€%,N €
No}. Dann gilt X € Bund zu V4, Vo € Bund © € ViNV; existiert ein V € Zmitx € V C V1NV,
(denn man kann V := V; NV, wihlen). # ist Basis einer Topologie, und (nach Definition einer

Basis) das oben angegebene System ist gleich T (%), also insbesondere eine Topologie. ]]

1.6 Definition. Sei (X,7) topologischer Raum.

a) Eine Menge U C X heifit genau dann offen, wenn U € 7, und genau dann
abgeschlossen, wenn X \ U € T.

Das Innere einer Menge A C X ist definiert als A= UvcaverU-

Der Abschluss ist definiert als A := acvveer U

b) Seien A C B C X. Dann heifit A dicht in B, falls gilt: A D B.
¢) Der topologische Raum (X, 7) heiit separabel, falls gilt: 34 C X abzédhlbar:

A=X.

d) Ein Mengensystem % C T heifit eine Basis der Topologie T, falls gilt: VA €
T 3(U1>1€[ CU A= Uie] Ui;.
Ein Mengensystem % heifit eine Subbasis von T, falls 7 = T (%) ist.

e) Eine (nicht notwendig offene) Menge V' C X heifit eine Umgebung eines Punktes
re X fallsgilt: AU e T :x €U UCV.
Eine Familie A4 C Z2(X) heifit eine Umgebungsbasis des Punktes = € X, wenn gilt

(i) VN € A : N ist eine Umgebung von x.
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1. Mengen, topologische und metrische Rdume 3

(i) VM C X, M ist eine Umgebung von x 3N € A : N C M.

f) (X, 7T) heiBt Hausdorff-Raum (oder To-Raum), falls gilt:
Ve,ye X,o#y, AU, U, €T :xel,, yeU,U,NU,=0.

g) (X, T) heifit normal (oder T,-Raum), falls gilt

(i) (X,T) ist Hausdorffsch.

(i) VA;, Ay C X abgschlossen ,A;N Ay =0 3U1,U, € T :U; D Ay, Uy D Ay, Uy N
Uy = 0.

1.7 Definition. a) Seien (X, 7;) und (X3, 73) topologische Rédume und f: X; —
X5 eine Abbildung. Dann heifit f
(i) stetig, wenn gilt: VA € T5 : f~1(A) € T;.
(i) offen, wenn gilt: YU € T; : f(U) € Ts. ,
(iii) ein Homomorphismus, wenn f bijektiv ist und f sowie f~! stetig sind.
b) Sei I eine Menge und (Y;, 7;) topologischer Raum fiir i € I. Sei F' = {f;: X —

Yi}ier eine Familie von Abbildungen. Dann heifit die kleinste (grobste) Topologie
auf X, fir die alle f € F stetig sind, die F-schwache Topologie T (F') auf X.

c) Sei X = [],.; X; das kartesische Produkt, wobei (Xj,7;) ein topologischer Raum
fiir « € I ist. Sei pr;: X — X, die Projektion auf die i-te Komponente. Dann heifit
T ({pr;: i € I}) die Produkttopologie auf X.

d) Sei (X, T) ein topologischer Raum, und sei Y C X eine nichtleere Teilmenge. Das
Mengensystem Ty :={UNY:U € T} C Z(Y) heifit Spurtopologie auf ¥ (auch
Teilraumtopologie oder relative Topologie oder induzierte Topologie genannt). Dies
ist die grobste Topologie auf Y, fiir die die Inklusionsabbildung ¥ — X, y — v,
stetig ist.

1.8 Bemerkung. In der Situation von 1.7 b) gilt
T(F) =T ({7 W): U e T,y i€ 1}).

[[Sei 7 .= {f7"(U:): U; € T, i € T}.

T(F) D T(%): Da jedes f; stetig ist, gilt f;*(U;) € T(F) (U; € Tiyi € I), dh. % C T(F). Da
T (F) eine Topologie ist, welche % enthélt, gilt T(F) D T(%).

T(F) C T(%): Wegen f; Y (U;) € T(%) ist jedes f; stetig. Damit ist T (%) eine Obermenge der
kleinsten Topologie, in welcher jedes f; stetig ist.]]
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4 1. Mengen, topologische und metrische Rdume

Die beiden folgenden Sédtze werden hier nicht bewiesen. im Laufe der Vorlesung
werden wir jedoch analoge Aussagen in Banachrdumen zeigen.

1.9 Satz (Lemma von Urysohn). Sei (X,7) normaler topologischer Raum, und
seien Ay, Ay C X abgeschlossen mit A1 N Ay = (. Dann existiert ein f € C°(X;R)
mit 0 < f <1 und fla, =0, fla, =1.

1.10 Satz (Erweiterungslemma von Tietze). Sei (X, T) ein normaler topologischer
Raum. Sei M C X abgeschlossen, a,b € R (a < b) und f € C°(M,[a,b]). Dann
ezistiert ein F' € C°(X, [a, b]) mit von F|y = f.

Um hierbei die Stetigkeit der Abbildung f erkldren zu kénnen, wird M mit der
Spurtopologie ausgestattet.

Der e-0—Zugang zur Stetigkeit wird durch das folgende Lemma in topologische Be-
griffe gefasst.

1.11 Lemma. Seien (X,Tx) und (Y,Ty) topologische Riume. Dann ist eine Ab-
bildung f: X — 'Y stetig genau dann, wenn gilt: Vag € X, Vy Umgebung von 1y :=
f(zo) 3Ux Umgebung von xy : f(Ux) C Vy.

[[ (1) Sei f stetig. Withle W C Y offen mit yo € W C V4 (Definition Umgebung). Dann ist
Ux = fﬁl(W) € Tx mit f(Ux) CW C Vy.

(ii) Es gelte die Bedingung des Lemmas, und sei B C Y offen. Fiir jedes x € f~1(B) ist B eine
Umgebung von f(x), und nach Voraussetzung existiert eine Umgebung V, von  mit f(V;) C B.
Damit existiert eine offene Menge U, mit z € U, C V, und f(U,) C B, also ist f~}(B) =

Ul'ef_l(B) Um offen. ]]

Auch in topologischen Rdumen kann man Haufungspunkte und Grenzwerte von Fol-
gen definieren. Grenzwerte sind jedoch nicht eindeutig, wenn wir nicht noch zusétz-
liche Eigenschaften wie Hausdorffsch fordern.

1.12 Definition. Sei (X,7) ein topologischer Raum und (z,,),eny C X eine Folge.
a) Ein Element x € X heifit Hiufungspunkt von (z,),en, falls gilt:

VUeT,xeU:#{neNJz, e U} =0
b) Ein Element x € X heifit Grenzwert oder Limes der Folge (x,,)nen, falls gilt
VUeT,zeU:#{neN|z, ¢ U} < 0.

1.13 Beispiel. Sei X # 0 T = {0, X}. Dann konvergiert jede Folge gegen jedes
Element.
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1. Mengen, topologische und metrische Rdume )

Mehr Struktur haben Réume, in denen “Abstédnde® gemessen werden konnen. Die
Idee der Abstandsmessung wird hierbei durch den Begriff Metrik verallgemeinert.

1.14 Definition. Sei X eine Menge und d: X x X — R eine Abbildung. d heifit
eine Metrik falls fiir alle z,y, z € X gilt:

(i) d(z,y) = d(y,z)

(X, d) wird dann ein metrischer Raum genannt.

1.15 Beispiele. FEinige Beispiele von metrischen Rdumen sind:

a) Sei X beliebig und

1, x#y,
d(fc,y)Z{O r—y

(diskrete Metrik).
b) Die Standardmetrik auf X = R oder C, gegeben durch d(x,y) = |z — y.
c) Sei X = C°([0,1]; R). Dann sind

doo(f,9) = If = 9l = sup |f(x) = g(@)];

wGl[O,l
0(fog) = I — gl = / (@) — glo)] de

zwel Metriken auf X.

1.16 Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

a) Die (offene) Kugel um zy mit Radius r > 0 ist definiert als B(zg,7) := {z €
X:d(xg,x) <r}.

b) Eine Teilmenge U C X heifit offen, falls gilt: Yu € U Je > 0 : B(u,e) C U.
Hierdurch induziert eine Metrik eine Topologie Ty, d.h. jeder metrische Raum ist
damit ein topologischer Raum (X, 7).

c¢) Ein topologischer Raum (X, T') heit metrisierbar, falls es eine Metrik d gibt mit
Ti=T.

[[Zu b): Man sieht direkt aus der Definition, dass

To:={UCX:VueU3e>0: Blu,e) CU}
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6 1. Mengen, topologische und metrische Rdume

eine Topologie ist: Offensichtlich ist (), X € Ty. Fiir Uy, Us € T4 und u € U; NUs existieren 1,59 > 0
mit B(u,e1) C Uy und B(u,e2) C Us. Damit ist B(u,e) C Uy NUs fiir € := min{ey,ex}.

Falls Uy € T3 fur A € A und v € |J, Uy, so existiert ein A\g mit u € Uy,. Damit existiert ein € > 0
mit B(u,e) C Uy, und damit B(u,e) C J, Ux. 1]

1.17 Bemerkung. Die von einer Metrik induzierte Topologie 7; ist Hausdorffsch,
d.h., jeder metrische Raum (X, d) ist ein Hausdorffraum: Betrachte hierzu fiir  #
yeX

B 152), 0, (s 2520),

Ahnlich folgt, dass 7; normal ist.

Das folgende Beispiel zeigt, dass nicht jeder topologischer Raum metrisierbar ist.

1.18 Beispiel. Sei X ein Menge mit mindestens zwei Elementen und 7 := {0, X'}.
Ist (X, 7) metrisierbar mit Metrik d, so gilt

dr,y € X i v :=d(z,y) > 0.

Wegen 0 C B(z,%) € X und B(z, 3) € Ty erhalten wir einen Widerspruch.

Metrische Réume sind zwar weniger allgemein als topologische Rdume, aber sie
verfiigen iiber einige niitzliche Eigenschaften, wie eine einfache Charakterisierung
abgeschlossener Mengen.

1.19 Bemerkung. Sei X ein metrischer Raum und A C X. Dann sind dquivalent:

(i) Die Menge A enthilt alle ihre Haufungspunkte.
(ii) Es gilt A = A.
(iii) Die Menge A ist abgeschlossen.

Wichtige Eigenschaften wie die Stetigkeit von Funktionen héngen von der gewéhlten
Metrik ab.

1.20 Beispiel. Wir greifen hierzu das Beispiel 1.15 ¢) noch einmal auf. Die iden-
tische Abbildung idx: f — f ist zwar bijektiv, aber die Stetigkeit hingt von der
gewahlten Metrik ab:

So ist id: (C°([0,1]),ds) — (C°([0,1]), d;) stetig, denn es gilt

& (f,g) = / (@) — g@)|dz < sup [f(x) — g(x)] = duolf, ).

xz€[0,1]
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1. Mengen, topologische und metrische Rdume 7

Hingegen ist id: (C°([0,1]),d;) — (C°(]0,1]), ds) nicht stetig: Definiere zu n € N
die Funktion

0, O<x< 2n+1,
folz) = 1—2n2n+ 1)z — %H, 2n+1 <zr< %,
" 1—2n(2n — 11)[lz — |, 21n§:(;§2n -
0, <z <1
1 ]
21 21 1

Dann gilt

1/ 1 1 1
i (fn; 0) /'f |dx_§( —1_2n+1):(2n—1)(2n+1)—>07

aber: duo(fn,0) = sup,cpo ) [fu(@)] = 1.

1.21 Definition. Seien (X, dx), (Y, dy) metrische Raume. Dann heiit eine Abbil-
dung f: X — Y eine Isometrie, falls gilt

Va,y € Xt dy(f(x), f(y) = dx(,y). (1-1)

q Eine bijektive Isometrie heifit isometrischer Isomorphismus.

1.22 Beispiel. Versieht man R” mit der euklidischen Metrik, so sind die durch
orthogonale Matrizen gegebenen Abbildungen Isometrien von R™ nach R".

1.23 Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum.
a) Eine Folge (z,)nen C X heifit eine Cauchyfolge, falls gilt
Ve>03dno e NVn,m>ng: d(x,,x,) <e¢.

Der Raum heifit vollstandig, falls jede Cauchyfolge konvergent ist.
b) Eine Menge A C X heifit beschréinkt, falls gilt: Ir > 0,z € X : A C B(xo,r).
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8 1. Mengen, topologische und metrische Rdume

1.24 Beispiel. Sei (X, d) ein metrischer Raum mit diskreter Metrik, und sei (z,)nen
eine Cauchyfolge. Dann gilt:

drg € X,ng € NVn > ng : x, = x9.

1.25 Satz. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

a) Es ezistiert ein beschrinkter metrischer Raum (X,d’), welcher homéomorph zu
(X,d) ist.

b) Es existiert ein vollstindiger metrischer Raum (Y, dy ) und ein dichter Teilraum
Yo CY so, dass (X,d) und (Yo, dy ) isometrisch isomorph sind.

Beweis. a) Siehe Ubung.

b) (Beweisskizze) )
Definiere auf X, := {(z,), C X|(x,), ist Cauch-Folge} die Aquvialenzrelation

(an)n ~ (bp)n & (d(an,bn))n = 0 (n — 00).
Dann bildet die Menge der Aquivalenzklassen mit der Metrik

dy((an)n, (by)n) = lim d(a,,by,)

n—oo

einen vollstdndigen metrischen Raum. X wird dann durch Identifizierung mit den
konstanten Folgen in diesen Raum isometrisch und dicht eingebettet. O

Auch der folgende Satz, der aus der Analysis bekannt sein sollte, wird hier nicht
bewiesen.

1.26 Satz (Banachscher Fixpunktsatz). Sei (X,d) ein wvollstindiger metrischer
Raum, und T: X — X eine Kontraktion, d.h.,

ke [0,1)Ve,y € X : d(Tx, Ty) < k-d(z,y).

Dann existiert genau ein Fizpunkt von T, d.h. genau ein x* € X mit Tx* = x*.
Fiir alle zo € X konvergiert die Folge (T"xo)nen gegen x* und es gilt die Abschditzung

n

k
d(x*,T"zy) < |

2 : d(TiL'(), l’o).
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1. Mengen, topologische und metrische Rdume 9

c) Kompaktheit

1.27 Definition. Sei (X, 7) ein topologischer Raum und A C X.

a) Eine offene Uberdeckung von A ist eine Familie (Uy)xea C T (wobei A eine
beliebige Indexmenge ist) mit A C [J,, Ua.

B) Eine offene Uberdeckung (Uy)xea von A hat eine endliche Teiliiberdeckung, wenn
gilt

IneN{\, .M} CcA:AC| U,

=1

c¢) Die Menge A C X heiBt kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von A eine
endliche Teiliiberdeckung besitzt.

1.28 Satz. Seien (X,Tx) und (Y,Ty) topologische Rdiume. Ist X kompakt und
[ (X, Tx) = (Y, Ty) stetig, so ist auch der Wertebereich f(X) kompakt.

Beweis. Sei (Vi)aea C Ty eine offene Uberdeckung von f(X). Setze Uy := f~1(V}).

Da f stetig ist, gilt Ux€Tx, und wegen X C (J, . Un ist (Uy)rea eine offene Uber-

deckung von X.

X ist kompakt und somit existiert eine endliche Teiliiberdeckung, X C U?Zl Uy, -

Dann ist aber f(X) C (Jj_, Vi, ebenfalls eine endliche Teiliiberdeckung fiir f(X).
[

1.29 Bemerkung. In (R", |-|) (oder allgemeiner in endlich dimensionalen Raumen)
gilt: Eine Teilmenge A ist genau dann kompakt, wenn A beschriankt und abgeschlos-
sen ist.

In unendlichdimensionalen metrischen Réumen (X, d) folgt nur, dass jede kompakte
Teilmenge A beschrankt und abgeschlossen ist. Die Umkehrung gilt nicht, wie das
unten stehende Beispiel 1.30 b) zeigt.

1.30 Beispiele. a) Sei X eine unendliche Menge mit diskreter Metrik. Dann ist X

beschrinkt und abgeschlossen, aber X = J,.y B(z, 1) ist eine offene Uberdeckung

von X, zu welcher keine endliche Teiliiberdeckung existiert.
b) Sei
X =P .= {LE = (51,§2,...)2 éj € R, Z’§j|p < OO} .
j=1
Durch

i) = (Ll - )’
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10 1. Mengen, topologische und metrische Rdume

wird eine Metrik auf /P definiert. Fiir die Einheitsvektoren

¢;=(0,0,...,0, _1_.,0,...)

j-te Stelle

1
gilt d(e;,e;) = 2P (i # j). Die Einheitssphére S := {z € ?|d(x,0) = 1} ist be-
schrankt und abgeschlossen, aber nicht kompakt.

Denn (B(x, %))mES ist eine offene Uberdeckung von S.

Angenommen, es géibe eine endliche Teilitberdeckung S C Jj_, B(z;, 1) Dann kann
1
jede Umgebung B(z;, %) hochstens einen Einheitsvektor ej enthalten, wegen 1 < 27.

Es gibt aber unendlich viele solche Einheitsvektoren. Widerspruch. Also ist S nicht
kompakt.

1.31 Definition. Sei (X, d) metrischer Raum.
a) Dann heifit X folgenkompakt, wenn jede Folge in X einen Haufungspunkt besitzt.
b) Der Raum X heiit totalbeschriankt, wenn gilt:

Ve >03E C X endlich: X = U B(z,¢).

zeF

E heiBt (endliches) e-Netz fiir X.

1.32 Bemerkung. a) Entsprechendes gilt auch fiir Teilmengen A C X, wobei
E C X ausreicht. Daraus ist £ C A konstruierbar (Dreiecksungleichung).

b) Die Folgenkompaktheit eines metrischen Raums (X, d) ist gleichbedeutend damit,
dass jede Folge eine konvergente Teilfolge beitzt.
1.33 Satz. (X,d) sei metrischer Raum. Dann sind dquivalent:

(i) X ist kompakt.
(il) X ist folgenkompakt.
(i) X st totalbeschrankt und X wvollstindig.

Beweis. (1)==(ii):

Angenommen, es existiert eine Folge (z,),en, welche keinen Haufungspunkt
besitzt. Dann gilt:

Ve e X 3, >0:#{neN |z, € B(x,e,)} < o0
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1. Mengen, topologische und metrische Rdume 11

Da (B(z,¢,))zex eine offene Uberdeckung der kompakten Menge X ist, folgt

ImeN, F,..., T € X : X = | | B3, ea)).
j=1
Insbesondere sind alle (unendlich vielen) z,, in endlich vielen Kugeln enthal-

ten. Dies ist ein Widerspruch zur Endlichkeit der Menge (J;_,{n € N: z,, €
B(j,e.)}

(ii)=-(iii):
Als folgenkompakter Raum ist X vollstidndig. Angenommen, X ist nicht to-
talbeschrankt, d.h.,

Je>0Vn €N, {xl,...,a:n}CX:UB(xj,g)CX.

j=1
Wihle z; € X beliebig, xo € X\B(x1,¢), 3 € X\(B(21,¢) U B(x2,€)) usw.
Dann gilt x,41 € X\Uj_, B(z;,¢) und

Vee X :#{neN |z, € B(x,e)} <1,

denn d(x,, z,+1) > €. Also besitzt die Folge (z,,), keinen Haufungspunkt in
X, Widerspruch.

(iii))=(i):
Wir nehmen an, es gibt eine offene Uberdeckung A von X, welche keine end-

liche Teiliiberdeckung besitzt.
X ist totalbeschréankt, mit ¢ = % in Definition 1.31 haben wir

In €N, yi,....yn € X : X = B(y;, 3)-

J=1

Wiiren alle B(y;, %), 7 =1,...,n, endlich {iberdeckbar, so auch X. Demnach
gibt es 21 € {y1,...,yn} so, dass B(z1, 3) nicht endlich tiberdeckbar ist.

Wir konstruieren induktiv eine Folge (z,),:

Seien z1,...,x, gegeben und so konstruiert, dass B(x,_1, 2,1%1) nicht endlich
iiberdeckbar ist, d.h. es gibt z, € B(y_1, 5r—r) mit B(z,, 5) nicht endlich
iiberdeckbar. Also ist

1
VYm >n:d(x,, ) < STy

d.h., (x,), ist eine Cauchyfolge. Wegen der Vollstandigkeit von X existiert der
Grenzwert x := lim,,_,c T, € X.
A ist eine Uberdeckung, also

VeAd:zeV

© Matthias Hieber, Mads Kyed, Martin Saal 10. Februar 2015



12 1. Mengen, topologische und metrische Rdume

und da die Mengen in A offen sind, folgt
de > 0:C B(z,e) C V.

Sei y € B(x,, 2%) Wegen

1
d(y,z) < d(y,z,) +d(zn,z) < — + <e¢

- on 2n—1
fiir hinreichend grofles n gilt
Ing € N: B(2y,y, 755) C B(w,e) CV,

Widerspruch zur Konstruktion von B(y,, 315 )- u

1.34 Bemerkung. a) Eine andere Bezeichnung fiir ,,totalbeschrankt* ist auch ,, pré-
kompakt®.

b) Eine Menge A C X heiBt relativ kompakt, wenn A kompakt ist.

Ein wichtiges Beispiel fiir kompakte Mengen in einem unendlich dimensionalen
Raum wird durch den Satz von Arzela-Ascoli gegeben.

1.35 Satz. Sei (X,dx) ein kompakter metrischer Raum und M C C°(X,C), wobe:
wir C*(X, C) mit der Metrik d(f, g) := sup,cy || f(z) — g(x)|| versehen. Dann ist M
genau dann kompakt, wenn M gleichgradig stetig und punktweise beschrdankt ist.

1.36 Beispiel. Eine Familie Lipschitz-stetiger Funktionen M C C°(X,C) auf ei-
ner kompakten Menge X ist kompakt, wenn die Lipschitz-Konstanten gleichméfig
beschrankt sind.
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2. Normierte Radume und stetige lineare
Abbildungen

Im Folgenden sei X ein K-VR, wobei K € {R, C}.

a) Normierte Riume

2.1 Definition. Ein Abbildung ||-|| : X — [0, 00) heifit Norm, falls fiur alle z,y €
X, a e Kgilt:

(i) =]l =0 = = =0,
(i) flaz = [af - |l=]],
(i) [l +yll < [lzfl + Iyl

In diesem Fall heifit (X, ||-||) normierter Raum.

Falls in nur die Richtung (ii) und (iii) gelten, so heifit ||-|| eine Halbnorm oder
Seminorm.
2.2 Bemerkung. a) Ein normierter Raum (X, ||-||) wird mit d(z,y) := ||z — y|| zu

einem metrischen Raum (X, d). Die Umkehrung gilt i.A. nicht.

b) Sei (X,d) ein metrischer Raum, so ist d: X — R, d(z) := d(z,0) eine Norm
genau dann, wenn fiir alle z,y, 2 € X a € K gilt

(i) dx + z,y + 2) = d(x,y),
(i) d(ax,ay) = |a|d(x,y).

Die von der Norm d induzierte Metrik ist dann wieder d.
2.3 Definition. Ein Banachraum ist ein vollstindiger normierter Raum.

2.4 Beispiele. a) Der Raum (R™, ||-||), ||-]| = | -] ist ein Banachraum.

b) Auf X = R? ist die Abbildung p : R* — [0,00), (21, 23) — |71| eine Seminorm,
aber keine Norm.

c¢) Sei X ein kompakter, metrischer Raum und Y Banachraum. Dann ist der Raum
CY(X,Y) aller stetigen Funktionen von X nach Y, versehen mit der Supremumsnorm
/1o := supzex [[f(2)]ly, ein Banachraum.

2.5 Definition. Zwei Normen [|-||; und ||-||2 auf X heiflen dquivalent, falls ¢;, co > 0
existieren mit
Ve e X ezl <zl < el
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14 2. Normierte Raume und stetige lineare Abbildungen

2.6 Bemerkung. Aquivalente Normen erzeugen dieselbe Topologie.

2.7 Beispiel. Auf R" sind alle Normen dquivalent.

Fiir eine Charakterisierung endlichdimensionaler normierter Rdume benétigen wir
das folgende Lemma.

2.8 Satz (Rieszsches Lemma). Sei X ein normierter Raum und Xo C X ein abge-
schlossener Unterraum. Dann gilt

Vge (0,1) Jz, € X, ||z |l =1:¢ < inf ||z, — 0] < 1.
x0€Xo

Beweis. Sei x € X \ Xy beliebig und d := inf, cx, ||z — x¢||. Dann ist d > 0, da
sonst eine Folge (x,,), C Xy mit z,, — z existiert und wegen der Abgeschlossenheit
wire x € Xg.

d
=drg € Xo:d < |z —mz4] < -.
q
Wir setzen nun z, := p=pdr. Dann st [z = 1, infoex, |74 — ]| < [l2gl] < 1, und
fiir g € Xo
T — T4 1 1
l2q = @oll = ‘ 1~ @o|| = T |z = za = ||z = zal|wo|| > T———d > ¢
| = 4] I = 4] | = 4]

O

2.9 Bemerkung. a) Fiir ¢ = 1 gilt das Rieszsche Lemma im Allgemeinen nicht.
Betrachte hierzu X := {z € C°([0, 1], R)|x(0) = 0}.

Dann ist X bzgl. der |||, ein Banachraum und X, := {z € X| fol z(t)dt = 0} ist
ein abgeschlossener Unterraum.

Angenommen, es existiert ein x; € X mit inf,ex, ||[1 — 2|l = 1 und ||21]|ec = 1.

Es gilt zum einen wegen x(0) = 0
1
0

und zum anderen ist fiir y € X \ Xy

Ty — (951 - M?J@))

Jy y(t)dt

[} i (t)dt
Iy y(t)dt

1<

19l -

1 1
vy x| [ utou] < il | [ atoa].
0 0
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2. Normierte Raume und stetige lineare Abbildungen 15

Waihle nun y,(t) = t". Dann ist y € X, ||y||,,=1 und

1 n

Damit bekommen wir aber fol :L‘(t)dt‘ = 1. Widerspruch.

b) In Hilbertraumen ist immer ¢ = 1 moglich.

2.10 Satz. Sei X ein normierter Raum. Dann gilt:

dim X < oo < B(0,1) ist kompakt.

Beweis. Sei dim X < co. Dann sind beschréinkte, abgeschlossene Mengen kompakt.
Ist nun dim X = oo, so kénnen wir mit dem Rieszsches Lemma eine Folge (), C
0B(0,1) konstruieren, fiir die ||z, — | > % (m,n € N) ist.

Sei hierzu z; € 0B(0, 1) beliebig, X; := span{x;}. Als endlichdimensionaler Unter-
raum ist X7 C X abgeschlossen, also existiert ein x5 € X mit

|zo]| =1 und = < inf ||zy — z]|.
1

1
2 T zeXx

Nun ist auch X, := span{z;,x2} C X abgeschlossen und induktiv erhalten wir
die Folge (2,,), C B(0,1) mit ||z, — zn| > 3 (m,n € N), sie besitzt also keine
konvergente Teilfolge. O

2.11 Bemerkung.
Jeder endlichdimensionale normierte Raum X ist linear homéomorph zu R".

2.12 Satz. a) Seip: X — [0,00) eine Seminorm. Dann ist das System
{UcX:Vxe U3Je>0: BP(z¢) CU}

eine Topologie auf X und heifst die von p erzeugte Topologie (vgl. Definition 1.16).

Dabei ist BP)(z,¢) :={y € X : p(x —y) < &}

b) Diese von einer Seminorm p erzeugte Topologie ist genau dann Hausdorffsch,
wenn die Seminorm sogar eine Norm ist.

Die Menge {B®W)(x,¢e) : x € X, e > 0} bildet eine Basis der Topologie. Die von p
erzeugte Topologie ist die grobste Topologie auf X, beziiglich der alle Abbildungen
x— p(x — x9) mit xg € X stetig sind.

c) Sei L ={px: A € A} eine Familie von Seminormen py: X — [0, 00).

Definiere T als das System aller Mengen U C X, fiir welche gilt

VeeU3IreNIA, ..., N, €ATe>0: BM(z,e)n---NnBM(z,e) CU.
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16 2. Normierte Raume und stetige lineare Abbildungen

Dann ist T eineTopologie auf X.
Dies ist die grobste Topologie auf X, fir die jede der Abbildungen py(- — xo) mit
A € A und zy € X stetig von X nach R ist (vgl. Definition 1.7).

FEine Subbasis von T ist gegeben durch

{(BY(z,r): Ae A, ze€ X, r>0}

[[Das das System T, :== {U C X : V2 € U 3 e > 0: B(z,e) C U} eine Topologie ist, sicht
man sofort wie in 1.16. Falls die Seminorm eine Norm ist, ist X Hausdorffsch nach Bem. 1.17.
Ansonsten existiert ein z € X \ {0} mit p(z) = 0, und fiir die Punkte 0 und z ist die Bedingung
eines Hausdorff-Raums verletzt.

Aufgrund der Dreiecksungleichung ist B(z,e) € T, fiir alle x € X und ¢ > 0. Andererseits l4sst
sich jedes U € 7, in der Form U = |J_; B(x,¢&,) schreiben, d.h. die Menge aller B(z,¢) bildet
eine Basis der Topologie.

zeU

Sei 77 die von allen Abbildungen p., :  — p(z — zg) erzeugte Topologie auf X. Dann gilt
B(xg,€) = pyy ((—&,€)) € T1 und damit 7, C 7s.

Fiir die Richtung 7, D T; ist zu zeigen, dass jedes py,: (X, 7,) — R stetig ist. Dazu verwendet
man Lemma 1.11: Sei x € X und W C R eine Umgebung von ps, () = p(z — o). Dann existiert
ein € > 0 mit V := (py, (z) — €,ps,(x) +€) C W. Mit Hilfe der Dreiecksungleichung sieht man,
dass U := B(x,¢) eine Umgebung von x ist mit p,,(U) CV C W. |]

2.13 Definition. Die Topologie aus Satz 2.12¢) wird die lokalkonvexe Topologie zu
L auf X genannt.

2.14 Beispiel. a) Der Schwartzraum . (R™) wird definiert als die Menge aller
f € C(R"), fiir welche fiir alle a, € N} gilt:

Pas(f) = sup 12°DP f(2)] < 0.
xeR™

Versehen mit der Familie L = {p,s: o, € Ny} wird .#(R") ein lokalkonvexer
topologischer Raum, der sogar Fréchetraum, d.h. metrisierbar und vollstéandig, ist.

b) Die in Ubungsblatt 2, Aufgabe G2 angegebene Topologie ist nicht metrisierbar.

2.15 Definition. Sei T eine Topologie auf X. Dann heifit (X, 7) ein topologischer
Vektorraum, falls die Abbildungen

SIXXX—)X, (.361,272)|—>$1+$2
m: Kx X — X, (o, ) — ax

beide stetig sind.

2.16 Bemerkung. a) Normierte Rédume sind topologische Vektorraume.
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2. Normierte Raume und stetige lineare Abbildungen 17

b) Die Verschiebung einer in einem topologischer Vektorraum X offenen Menge um
einen konstanten Vektor ergibt in X wieder eine offene Menge.

¢) Wenn A C X (X topologischer Vektorraum) eine offene Teilmenge ist und B C X
eine beliebige Teilmenge, dann ist A + B offen in X.

2.17 Definition (Quotientenraum fiir topologische Vektorraume). Sei (X,7T) ein
topologischer Vektorraum (nicht unbedingt Hausdorffsch), und M C X ein Unter-
vektorraum, sowie
X/M ={z]=c+M:ze X}
der algebraische Quotientenraum. Wir schreiben @ fiir die (lineare) Quotientenab-
bildung,
O X - X/M x — [z]

und wir statten X /M mit der Topologie
T ={V C X/M :® (V) C X offen}.

aus.

2.18 Bemerkung. a) Die oben definierte Topologie Ty, auf X /M besteht aus genau
jenen Mengen H + M C X/M, fir die H + M eine in X offene Menge ist.

Aus Bemerkung 2.16 bekommen wir fiir H C X offen in X ist, dass ®(H) offen in
X/M ist, d.h. die Abbildung & ist offen.

b) Ty ist die feinste Topologie auf X /M, fiur die ®: X — X /M stetig ist.

[[Man sieht direkt aus der Definition, dass Tas eine Topologie auf X/M ist und dass ® bzgl. dieser
Topologie stetig ist. Falls andererseits ® : (X,7) — (X/M,T’) fiir eine beliebige Topologie T’
stetig ist, so folgt fiir alle V' € T’ schon ®~1(V) € 7 und damit V € Ty, d.h. Ty ist die maximale
Topologie mit dieser Eigenschaft.]]

Wir benétigen noch eine Eigenschaft dieser Quotientenrdume, welche hier nicht be-
wiesen wird.

2.19 Bemerkung. Sei X ein Vektorraum mit einer Seminorm p(-), ausgestattet
mit der davon geméfl Satz 2.12 erzeugten Topologie und M C X ein Untervektor-
raum.

Dann ist der Quotientenraum X /M Hausdorffsch genau dann, wenn M eine abge-
schlossene Teilmenge von X ist.

2.20 Satz (Quotientenraum fiir normierte Raume). Sei X normierter Raum, M C
X ein Untervektorraum, und X /M der Quotientenraum. Dann ist

Izl += dist(z, M) = inf |z —yllx
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18 2. Normierte Raume und stetige lineare Abbildungen

eine Seminorm auf X/M.

Falls M abgeschlossen ist, so ist ||[-]| eine Norm und (X/M,||[-]||) ein normierter
Raum.

Falls X Banachraum ist und M abgeschlossen ist, so ist auch X/M Banachraum.

Beweis. Nur die letzte Aussage folgt nicht durch direktes Nachrechnen. Sei ([,])nen
Cauchyfolge in X /M. Dann existiert eine Teilfolge ([, ])ken von ([z,])nen, so dass
2] = [aalll < 2700 (Da [[([za]) = (@w))ll — 0 (n,m — 00).)

Schreibe wieder [z statt [z, ].

Wir kénnen nun eine Cauchyfolge in X aus Reprasentanten dieser [z;] wéahlen, fiir
die die Aquivalenzklasse des Grenzwerts der Grenzwert von ([z,])nen ist.

Induktiv folgt, dass nach Definition der Norm in X/M eine Folge (2¢)en C X
existiert mit z, € [z,] und

211 — 2zellx < |[wesa] = [we] |l xr +27° (L €N)

fir alle [ € N. Damit

k+m

l2kim = 2ellx < > llze — 2eallx
=h+1
k+m

< 3 (llwd = el +274)
{=k+1
k+m

SDaE
t=k+1
d.h. (zx)r C X ist eine Cauchyfolge. Setze z := limy, z;,. Wegen

llzw] = [=lllxme = (1T2] = [2llxyne < 2w = 2lx = 0

gilt [xx] — [2] in X/M. O
Hierdurch konnen wir aus den . ZP-Raumen die Banachraume LP definieren.

2.21 Definition (ZP-Raume). Sei (Z,.<7, p) ein Maraum.

a) Sei 1 < p < oo. Definiere ZP(u) als die Menge aller messbaren Funktionen

f:Z — C mit
11, = ([ 1rran)” < .
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2. Normierte Raume und stetige lineare Abbildungen 19

b) Fir p = oo wird £ (u) definiert als die Menge aller messbarer Funktionen
f:Z — C, fiir welche es ein Cy > 0 gibt mit u({z € Z: |f(2)| > C¢}) = 0. Man
spricht von p-fast iiberall beschriankten Funktionen. Fiir f € £*°(u) definiert man

|l =inf {C € R: pu({z € Z: |f(2)] > C}) = 0}.

¢) Fir Funktionen f: Z — R werden die entsprechenden Funktionenrdume mit
ZP(u; R) bezeichnet. Manchmal schreiben wir auch £7(u; C) statt £ (u).

2.22 Satz. Firl <p < oo ist der Raum ZP(n) ein Vektorraum, und [|-[|, definiert
eine Seminorm (Halbnorm) auf ZP(u).

2.23 Satz (LP-Raume). Sei (Z, 47, ) ein Mafsraum, und sei 1 < p < oo. Den
Vektorraum X := ZP(u) versehen wir mit der Seminorm ||-||, und der induzierten
Topologie. Sei

M= {f e 2l fll, = 0}.

Dann ist M ein abgeschlossener Untervektorraum von £P(u).

Wir definieren
LP() = L) /M

als Quotientenraum. Dieser besteht aus Aquivalenzklassen von Funktionen, die ju—
fast tiberall iibereinstimmen.

Mit dieser Konstruktion wird (LP(u),[|-]|,) zu einem Banachraum.

Falls das Maf durch das Lebesqgue—Mafi N auf einer messbaren Mengen €2 C R™
gegeben ist, schreibt man auch LP(QY) statt LP(Nq).

[[M ist als Urbild von {0} unter der per Definition stetigen Abbildung ||| » 0 ZLP(p) — R abge-

schlossen.] ]

2.24 Beispiele. Die folgenden Beispiele sind Spezialfille der oberen Definition.

a) Der Raum R" oder C" wird mit jeder der Normen

1
=], = (Z Ixj|”) (1 <p<o0),
j=1

], = maxa|
zu einem Banachraum.

b) Definiere fiir 1 < p < oo die P-Rdume durch

= {w = (21,22, )|z; € C, ], = (i |xj\P)1/p < oo},
j=1
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20 2. Normierte Raume und stetige lineare Abbildungen

und fiir p = oo den Raum ¢*° durch
= {m = (21,29,...)|z; € C,||z|, :=sup{|z;|,j € N} < oo}.

Dann ist /7 fiir alle 1 < p < oo ein Banachraum. Hier ist jeweils Z = N und p das
Zahlmas.

2.25 Satz. Seien (X1, |-|l;), (Xo, ||-|ly) normierte Riume. Dann wird durch
-l = Xy x Xo = [0,00),  [[(21, )| = [[2a]ly + [l 2]l
eine Norm auf X = Xy x Xy definiert.

Falls X1 und X5 betde Banachrdiume sind, so ist auch X1 @ Xo ein Banachraum.

2.26 Definition. Der Raum X aus Satz 2.25 heifit die direkte Summe von X; und
X5, Schreibweise X = X; & Xo.

b) Stetige lineare Abbildungen

In normierten Rdumen ist die Stetigkeit einer linearen Abbildung &quivalent zur
Beschréanktheit.

2.27 Satz. Seien X, Y normierte Raume, T: X — Y linear. Dann sind dquivalent:

(i) T: X =Y ist stetig.
(ii)) T: X — Y st stetig an der Stelle 0 € Y.
(ili) 7" ist beschrdnkt, d.h. 3¢ > 0Vr € X: ||Tx|y < c||z] .

Dies erméglicht es uns, auf dem Raum der stetigen linearen Abbildungen eine Norm
zu definieren.

2.28 Definition. a) Seien X,Y Vektorrdume, ausgestattet mit Topologien. Der
Raum
L(X,Y):={T: X - Y : T linear, stetig}

heiffit der Raum der linearen stetigen Operatoren von X nach Y. Oft schreibt man
Tx statt T'(z).

Wir setzen L(X) := L(X, X).
b) Fiir T € L(X,Y) (mit normierten Raumen X und Y') definiert man
1 Tz]ly

|T|| := sup ——F = sup [Tzl -
zeX\{0} HZUHX z€X, ||zl x <1
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2. Normierte Raume und stetige lineare Abbildungen 21

|T]| heifit die Operatornorm von 7.
c) Wir bezeichnen mit

kerT := N(T) :={z € X: Tx =0},
ImT:=R(T):=T(X) ={Tz: z € X}

den Kern (englisch ,null space“) bzw. den Wertebereich (englisch ,range®) von 7.

d) Der Raum X' := L(X,K) heifit der (topologische) Dualraum von X.

2.29 Bemerkung. Es gilt
Ve e X ([Telly <[IT|| - (]

und

IT| =inf{C>0: YaeX: |Tz|y <C |y}

2.30 Definition. a) Sei X ein K-Vektorraum und X* := {f: X — K, f linear }
der algebraische Dualraum von X. Fiir Y C X* bezeichnet man die Y-schwache
Topologie T(Y) (vgl. Definition 1.7) auf X auch mit o(X,Y").

b) Sei X topologischer Vektorraum und X’ C X* der topologische Dualraum. Dann
heifit (X, X’) die schwache Topologie auf X und o(X’, X) die schwach-*-Topologie
auf X'. (Wir werden spéter sehen, dass man X als Teilmenge von X" auffassen
kann.)

Fiir die schwache Konvergenz schreibt man z,, — x oder z, = x, fiir die schwach-
*_Konvergenz schreibt man A, SN oder N\, = \in X'

Die schwache Topologie eines unendlichdimensionalen Raumes ist im Allgemeinen
nicht metrisierbar ist. Wir kénnen in Zukunft also nicht davon ausgehen, dass jeder
von uns bendtigte Raum eine Metrik besitzt, die zu seiner Topologie passt.

2.31 Beispiel (Shift-Operatoren). a) Definiere den Rechtsshift Sk € L(¢?) durch

0 n=1,

Tpoy1 :n>1.

SR((xn)neN) = (yn)neN, Y 1= {

Dann ist S stetig mit Norm 1 (sogar eine Isometrie, d.h. es gilt ||Sz|, = ||z,
(x € (?)), injektiv aber nicht surjektiv. Analog ist der Linksshift

SL((xn>n€N) = (Tp+1)neN

stetig mit Norm 1, surjektiv aber nicht injektiv.
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22 2. Normierte Raume und stetige lineare Abbildungen

b) Sei A(Z;K) = {z: Z = K : |z, = (X,cz2(n)]*)? < oo} und Sg der
Rechtsshift

SR((xn)neZ) = (xnfl>n€Z-
Dann ist Sy ein Norm-Isomorphismus, d.h. Sy ist bijektiv, linear, Sp und S5' sind
stetig, und Sg ist eine Isometrie.

2.32 Beispiel (Ableitungsoperator). a) Sei X := C'([0,1]) mit Norm | f]|, :=
sup{|f(®)| + [f'(t)]: t € [0,1]} und Y := C°([0, 1]), versehen mit der Norm | f|], :=
| flloo :==sup{|f(¢)]: t € [0,1]}. Dann sind X,Y Banachréume, und der Ableitungs-
operator

T:X =Y, f— [

ist ein linearer stetiger Operator mit Norm 1.

b) Wihlt man in a) fiir X die Supremumsnorm || f||_, so ist der Ableitungsoperator
T nicht mehr stetig, denn fiur f,(t) := t" gilt || f,|l, = 1 und | Tf,|, = n, d.h.
|T|| = oo. Jetzt ist X nur noch normierter Vektorraum, aber nicht mehr vollsténdig.

2.33 Beispiele. a) Sei X = C?([0,1]), erneut versechen mit der Supremumsnorm
| fll .- Dann ist die Auswertung an einer Stelle x € [0, 1]

v X =K, f fz)
eine lineare, stetige Abbildung in den Korper. Also ¢, € X'.

b) Sei X = L2((0,1),C) mit der Norm [|f|, = [, |f(t)]dt. Fiir g € L*((0,1),C)
beliebig ist

1 [
p,: X = C, f»—)/o f(t)g(t)dt

stetig und linear mit ||¢,4|| = ||gl|,. Hiermit wird also X in X’ eingebettet, X — X'.
Spater werden wir sehen, dass fiir Hilbertraume X = X’ ist.

Fiir stetige lineare Abbildungen liefert eine Abschidtzung nach unten bereits die
Invertierbarkeit.
2.34 Satz. Seien X, Y normierte Riume und T € L(X,Y). Dann gilt

T '€ L(R(T), X) existiert < 3Im >0Vr € X : ||Tz|y > m|z|x.

Beweis. Existiert T-! € L(R(T), X) so gilt
vy e R(T): ITylx < IT7 ' lylly & Vo e X: |zx < (177 Tzl

Aus ||[Tz|ly > m|z|x fiir alle x € X folgt andererseits Tx = 0 < x = 0,
also ist T' injektiv und 7! : R(T) — X existiert. Wie oben bekommen wir dann
1) = £ 0
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2. Normierte Raume und stetige lineare Abbildungen 23

2.35 Satz. Seien X ein normierter Raum und Y Banachraum. Dann ist L(X,Y)
Banachraum.

Beweis. Wir wissen bereits, dass L(X,Y) ein normierter Vektorraum ist.
Sei (A, )nen Cauchyfolge in L(X,Y). Dann ist fiir jedes z € X

[Anz = Amlly < [[An = Amllllz]lx,
also ist (A,Z)nen eine Cauchyfolge in Y und demnach konvergent. Damit ist

A: X =Y, Ar:=lm A,x

n—o0

wohldefiniert und linear. Wegen

| Aclly = tim | Aually < Tim A - o]y < Cflallc

gilt Ae L(X,Y). Da ||(A— An)z|y = limye0 || (Am — An)z|ly, erhalten wir

|IA— A,| =sup I 2y = sup lim I 2y < lim ||A,, — A,
w20 ol 1£0 M0 ]| Moo
<e€
fir n > ng, d.h. es gilt A, — Ain L(X,Y). O

2.36 Beispiel. Sei X ein normierter Raum. Dann sind X’ und X” = L(X' K)
Banachréaume.

Stetige lineare Operatoren sind bereits gleichmiBig stetig. Somit kénnen auf einem
Unterraum definierte Operatoren auf dessen Abschlufl fortgesetzt werden.

2.37 Satz. Seien X ein normierter Raum, M C X ein Unterraum undY Banach-
raum. Dann existiert zu jedem T € L(M,Y') eine eindeutige Fortsetzung

TeL(dLY), Tlu=T

und es gilt ||T|| = ||T]|.

Beweis. Zu x € M wihlen wir eine Folge (2,,), C M mit z,, = z (n — 00).
Weil T stetig ist, ist (T'z,), C Y eine Cauchy-Folge und da Y ein Banachraum ist,
existiert lim,, o, Tz, und ist unabhéngig von der Wahl von (z,,),.
Definiere T : M — Y durch
Tz := lim Tx,.

n—oo
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24 2. Normierte Raume und stetige lineare Abbildungen

T ist wohldefiniert und T|y; = T (fiir * € M kann fiir alle n € N z,, = 2 gewihlt
werden). Es gilt

Tzl o= || i T < U7 | i | = 0T
Damit ist 7 € L(M,Y) und ||T|| < ||T||. Wegen T'|5; = T folgt | T|| = ||T||. O

Eine wichtige Anwendung des obigen Satzes ist der Fall, dass M dicht in X liegt.

2.38 Beispiel. Sei X =Y = LP(R) (1 < p < o0) und M := CX(R,R). Definiere
den Rechtsshift T': M — LP(R) durch

(Te)(x) = ¢z —1).
Wegen ||T¢||,, = [l¢], ist T" stetig und kann somit auf LP(R) fortgesetzt werden.

Eine punktweise Definition von Operatoren auf LP(R) ist immer im Sinne dieser
Fortsetzung zu verstehen.

2.39 Satz (Neumannsche Reihe).
Sei X ein Banachraum und T € L(X) mat | T|| < 1.
Dann existiert (1 —T)™' und es gilt

-1 - iT” e L(X
n=0

mit [|(1 - T)™ < =

Beweis. Es gilt

Z 17 < Z 17" < Z 170" = IITH

d.h. die Reihe konvergiert absolut. Also existiert S := "> /7™ € L(X) und ||S|| <

1

=T

Aus ST =TS =52 Tt =S —1folgt S(1—T) =(1-T)S =1 und damit
S=(1-T)". O

Um die Voraussetzung fiir die Existenz der Inversen abzuschwéchen, fithren wir den
Begriff des Spektralradius ein.

2.40 Definition. Sei 7" € L(X). Dann heifit
— n||1/n
r(T) = inf |77

der Spektralradius von 7.
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Dieses Infimum wird immer ,,im unendlichen® angenommen, wie der folgende Satz
zeigt.

2.41 Satz. Sei T € L(X). Fir den Spektralradius gilt

r(T) = lim ||T"|"".
n—oo

Beweis. (i) Wir zeigen folgende Aussage: Sei (a,)neny € R mit 0 < a0 < anan,
fiir alle n,m € N. Dann gilt (a,)"" — a := inf,(a,)"" (n — 00).

Um dies zu beweisen, sei ¢ > 0. Withle N € N mit (ay)" < a + ¢ und setze
b(e) := max{ay,...,an}. Schreibenunn € Nin der Formn = kN+rmit 0 < r < N.
Dann gilt

(an)l/n = (akN-H“)l/n < (allgvar)l/n

< (a+e)"Nmpt/m = (a + &) (a + )7/

= (a—i—g)((afg)r)l/n

< a+ 2e,

falls n hinreichend grof} ist.

(ii) Setzt man a,, := || 7", so gilt 0 < apim < apap (n,m € N) wegen der Submul-
tiplikativitit der Operatornorm, und mit (i) folgt 7(7') = lim,, . || 77|/ O

2.42 Korollar. Sei X ein Banachraum und T € L(X) mit r(T) < 1.
Dann existiert (1 —T)"t mit (1 =T)' =3 T" € L(X).
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26 3. Hilbertrdume

3. Hilbertraume

Im Folgenden sei wieder K = R oder K = C und X ein K-Vektrorraum.

3.1 Definition. a) Eine Abbildung (-,-) : X x X — K hieit Skalarprodukt, falls
gilt:
(i) Fiir alle y € X ist die Abbildung x — (z,y) linear.

(i) Fur alle z,y € X gilt (x,y) = (y,x).
(iii) Fiir alle z € X gilt (x,z) > 0 und (z,z) = 0 genau dann, wenn = = 0.

Der Raum (X, (-, -)) heifit dann Préhilbertraum .

b) In einem Préhilbertraum (X, (-,-)) wird durch ||z| := (z,z)"? eine Norm indu-
ziert. Ein vollstdndiger Préahilbertraum heifit Hilbertraum.

c¢) Zwei Vektoren z,y € X heiflen orthogonal (in Zeichen x L y), falls (x,y) = 0 gilt.

Eine Familie {z;};c; von Vektoren heifit orthonormal, falls gilt:

1, fallsi=j

(i, 2) = 035 == {

0, sonst.

3.2 Beispiele. a) Mit dem Skalarprodukt (z,y) := > 7,
zu einem Hilbertraum.

b) Der Raum C°([0,1]) wird mit dem Skalarprodukt

x;y; werden R™ und C"

<ﬁm:AmeBm

zu einem Prahilbertraum.

c) Sei (X, A, p) ein Mairaum. Dann wird L?(u1), versehen mit dem Skalarprodukt

(19) = [ f@g@ du(o)
be
zu einem Hilbertraum. Insbesondere ist L?(Q) fiir  C R™ ein Hilbertraum.

Auch die folgenden elementaren Eigenschaften von Prahilbertrdumen werden als
bekannt vorausgesetzt, sie konnen aber auch leicht direkt nachgerechnet werden.

3.3 Satz. Sei X Prdihilbertraum.
a) (Satz von Pythagoras) Seien x,y € X orthogonal. Dann gilt

2 2 2
[z +ylI” = [zl + [lylI”-
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3. Hilbertraume 27

b) Sei {z,}_, orthonormal. Dann gilt fir alle v € X

2

N
2
l1* = [ @,z | +
n=1

N
T — Z (, ) Tp,
n=1

¢) (Besselsche Ungleichung). Sei {z,,}_, orthonormal. Dann ist fiir alle v € X

N
[E= R
n=1

d) (Cauchy—Schwarz-Ungleichung). Es gilt fiir alle x,y € X

|G y) [ < lll - flyll -

Insbesondere ist (-,-) € C°(X x X,K).
e) (Parallelogramm-Identitét) Fir alle z,y € X gilt

4+ ylI* + lla = ylI* = 2 |z]” + 2 lyl”.
f) (Polarisationsformel) Fir alle z,y € X gilt

gy =l =l =yl falls K = R,
) _ 2 2 . . 2 . . 2
iz +yll” = llz —ylI” +illz +iyl” —illz —iyl]"), falls K=C.

Die Bedeutung der Polarisationsformel liegt daran, dass Identitdten nur fiir die Norm
nachgerechnet werden miissen und dann automatisch fiir die Skalarprodukte gelten.

Die Summe von zwei Hilbertrdumen X und Y ist wieder ein Hilbertraum, wenn man
das Skalarprodukt auf X &Y durch

((z1,91), (T2, 42)) xay = (T1,22) x + (Y1, Y2)y

definiert. Man beachte, dass die zugehorige Norm gegeben ist durch

) 5 \1/2
I )lxey = (Nl + Iyl )
Diese Norm ist dquivalent zur Norm aus Satz 2.25.
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28 3. Hilbertrdume

a) Der Approximationssatz und der Satz von Riesz fiir
Hilbertraume

Im Folgenden sei (X, (-,-)) ein K-Hilbertraum.

3.4 Definition. a)M C X heiit konvex, falls gilt

Ve,ye MV ae[0,1]: ar+ (1 —a)y € M.

b) Zu M C X heifit
M+ ={reX:VyeM: (z,y) =0}

das orthogonale Komplement von M in X.
3.5 Beispiel. Jeder Unterraum U C X ist U konvex.

3.6 Lemma. Sei M C X.Dann ist M+ ein abgeschlossener Unterraum von X .

Beweis. Die Unterraumeigenschaft folgt aus der Linearitéit des Skalarprodukts.
Fiir die Abgeschlossenheit sei (), C M+ mit z, — = (n — o00). Dann ist fiir
m € M beliebig

0= (x,,m) — (z,m) (n = c0),

also x € M+, O

3.7 Bemerkung. a) Es ist M+ = M = (spanM)*.
b) Es gilt (M+)+ = spanM
c) Es gilt M N M+ c {0}. Denn sei x € M N M*. Dann ist (z,z) = 0, d.h. z = 0.

Insbesondere gilt M N M+ = {0}, falls 0 € M (z.B. falls M ein Untervektorraum
von X ist).

3.8 Satz (Approximationssatz). Sei M C X nichtleer, konver und abgeschlossen,
sowie zg € X.
Dann ezistiert genau ein x € M mit ||x — zo|| = dist(zo, M) := inf{|jly — 20]| : vy €

Beweis. Ohne Einschrankung sei zyp = 0 (betrachte sonst die verschobene Menge
M — zp). Sei d := dist(0, M) = inf{||y|| : v € M} und (yn)neny C M eine Folge mit
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1Yl — d.
Unter Verwendung der Parallelogrammgleichung folgt

‘yn+ym 2
2

= v l* = 2 gl + 2l I* = 4|
eM
< 2lyul® + 2 |lyml® — 4d® — 0,
da |lyn|| — d. Daher ist (y,)nen Cauchyfolge und es existiert « := lim,, y,, € M.
Es gilt [|z|| = lim,, ||y,|| = d. Damit folgt ||z|| < ||y| fiir alle y € M.
Eindeutigkeit: Sei ||z1] < ||yl , |[|z2]] < |ly|| fiir jedes y € M. Dann ist

21 = @2))” = 2|21 |” + 2|z2® — [loy + 22

2 2
.I'l—f-l'g

2 2 T+ o
:2(”1‘1\\ -1%5 )+2(|\m2u -5 )go.
<0 <0

[]

3.9 Satz (Projektionssatz). Sei M C X ein abgeschlofiener Unterraum. Dann gilt
X=MoM",
d.h., es existiert fir alle v € X eine eindeutige Zerlegung x = m + m' mit m €

M,m' € M+,
Es ist ||x —m|| = mingen ||z — y|.

Beweis. Nach dem Approximationssatz existiert genau ein m € M mit ||m — z|| =
inf{|ly — z|| : y € M}. Setze m' .= x —m.

(i) Wir zeigen m’ € M+.
Es gilt fir a € K und y € M beliebig

1|1 < Jm’ + ay>.
Andererseits ist
'+ ayl* = | +2Re (', ag) + oy

= 0 < 2Re (m',ay) + [a* |y

Betrachten wir nun zu ¢t € R zum einen o = ¢ und zum anderen o = it (nur wenn
K = C), so folgt
[t lly]l” + 2t Re (m', ) > 0
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und
1t lylI” + 2t Im (m’, y) > 0.

Also (m/,y) = 0.

(ii)) Um die Eindeutigkeit zu zeigen, sei x = m+m/ = z+ 2’ mit m,z € M,m/, 2z’ €
M+t Dannist m—z=2 —m' e MN M+ ={0}, dh. m=2,m' = 7' O

3.10 Satz (von Riesz). Sei T' € X'. Dann existiert genau ein xp € X mit
Vee X : Tx = (x,zr)

und es gilt |T v, = ||z -
Die Abbildung Igies,: X' — X, T — xrp ist bijektiv, isometrisch und konjugiert
linear.

Beweis. Existenz von zp: M :=ker T' = T~'({0}) ist abgeschlossen als Urbild einer
abgeschlossenen Menge unter der stetigen Abbildung 7. Damit ist X = M @& M~
nach Satz 3.9.

Falls M = X, so folgt T'= 0, und wir wéhlen z7 = IRjes,(T") := 0.

Sei jetzt M # X. Wihle y € M+ \ {0} beliebig. Wegen M N M+ = {0} ist dann
Ty # 0. Setze o
T
rr = IRiesz(T) = _yQ Y.
[yl

Um zu zeigen, dass Tx = (x,x7) fiir jedes x € X gilt, zerlegen wir  gemafl X =

M+t @ M:
Tx . Tx n
r=—2x r——axr | =z xy.
TJZT T T.CET T + I
Fiir x| folgt
Tx Tx
Tey=T|x— — =Ter— —Tzr =0
JIH (I T{ETxT) x T{ET T R
also x| € kerT'= M.
Damit haben wir
T T
(z,xr) = (w1, 1) + (2, 27) = r; (xr,zr) +0 = r; [
=Tx,
wobei wir Txr = ‘TZ|/|‘22 = ||lzr||* genutzt haben.

lly
Zur Eindeutigkeit: Sind xp, Z7 € X mit Tx = (z,x7) = (z,zr) fir alle x € X, so

folgt
O = <$, T — §T>
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und wir bekommen durch die Wahl von x = 2 — Zr, dass ||z — Zp|| = 0 ist.

Eigenschaften von [gjes,:

Wegen [lor|| = £ < | T und [|T] ., = Sup | (2, wr) | < [l st
z|[<1
1Tl = llwzllx -

Damit ist [gies, €ine Isometrie und nach Definition konjugiert linear. Dies liefert die
Injektivitit, da ker(7T") = {0}.
Zum Beweis der Surjektivitéit setzen wir zu y € X die Abbildung

T,: X =K, Tyx:=(z,y).

Dann ist |T,z| < -||z||, d.h. T, stetig und damit T, € X"'. O
‘ Y Y ) Yy g Yy

Eine Verallgemeinerung des Darstellungssatzes von Riesz auf stetige Sesquilinear-
formen stellt der nachstehende Satz dar. Mit ihm kann die Losbarkeit gewisser (el-
liptischer) partieller Differentialgleichungen nachgewiesen werden.

3.11 Satz (Lemma von Lax & Milgram). Sei X ein Hilbertraum und B(-,-) eine
stetige Sesquilinearform auf X mit

|B(z,2)| = p|lz]

fiir ein p > 0 und alle x € X. Dann existiert fir alle T € X' genau ein xp € X so,
dass fiir alle x € X
Tx = B(z,x7)

qgilt.

Beweis. Wir definieren zunéchst eine lineare Abbildung S, die es ermoglicht, die
Abbildung B als ein Skalarprodukt darzustellen. Sei hierzu v € X beliebig. Dann
ist

B,: X =K, zw B(x,u)

stetig und linear, also B, € X’ und nach dem Satz von Riesz existiert ein f, mit
By,(x) = (x, f,). Definiere
S X=X, u—f,

Wegen
1Sull* = (Su, Su) = B(Su,u) < ¢||Sull |u]

ist S stetig und aus

pllul® < 1B(u,u)l = | (u, Su)| < || Sull [|ul
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folgt, dass S™' : R(S) — X existiert und stetig ist (Satz 2.34).
Aus dem Projektionssatz folgt X = R(S) + R(S)*. Es gilt
m € R(S)" & 0= (m, Sm)| = |[B(m,m)| = p|lm||
& m =0,

was X = R(S) liefert. Fiir (y,), C R(S) mit y, — y € X ist (S7'y,), eine
Cauchyfolge in X und demnach konvergent gegen ein x € X. Aus der Stetigkeit von

S bekommen wir Sz =y, also R(S) = R(S) = X.
Sei nun 7" € X’. Nach dem Darstellungssatz von Riesz existiert ein fr € X mit
Tx = (x, fr) fiir alle z € X. Setze xp := S~ fr. Damit folgt fiir alle z € X

B(z,x7) = By (x) = (x, Szr) = (2, fr) = Tx.

Sind 1,29 € X mit B(z,x1) = Tz = B(x,x9) fiir alle z € X, so gilt 0 = B(z, xo —
x1) und insbesondere 0 = B(xy — z1, 29 — 1) > p |22 — 331H2, d.h., 1 = xs. O

b) Orthonormalbasen

3.12 Definition. Sei X ein Hilbertraum. Eine Teilmenge S C X heifit Orthonor-
malbasis oder vollstdndiges orthonormales System, falls S eine maximale orthonor-
male Teilmenge von X ist (maximal beziiglich Mengeninklusion).

Man spricht auch von Hilbertraumbasis.

3.13 Satz. Jeder nichttriviale Hilbertraum besitzt eine Orthonormalbasis.

Beweis. Sei . die Menge aller orthonormalen Teilmengen des Hilbertraumes X.
Dann ist . # ) da {p} € & fiir jedes x € X\ {0}.

Sei {Sa }aca eine Kette in .7, d.h. fir o, f € A gilt S, C Sp oder Sz C S,. Setze

So=J Sa Cc X.
acA

Dann ist S, C Sy fiir alle o € A und zu =,y € Sy existiert ein a € A mit =,y € S,,
d.h. Sy ist orthonormal, also Sy € .. Damit ist Sy eine obere Schranke zu {S, }aca-
Nach dem Lemma von Zorn existieren maximale Elemente in .¥. O

3.14 Lemma. Seien X ein Prdhilbertraum und {e,: n € N} ein Orthonormalsy-
stem. Dann gilt fiir alle x,y € X

ZH%%)W\ < 00.
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Beweis. Fiir alle N € N gilt nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung in R und der
Besselschen Ungleichung

N N N\ 12 N N\ 1/2
Sl e el < (X Hwen B) - (X lwsead2) T < llall - iyl
n=1 n=1 n=1

Mit N — oo erhélt man die Behauptung. O]

Es existierten Hilbertrdume mit iiberabzahlbarer Hilbertraumbasis, d.h., wir miissen
grundsétzlich auch Summen mit iiberabzédhlbarer Indexmenge A betrachten. Dazu
dient die folgende Definition.

3.15 Definition. a) Sei A # () eine Menge und (pg)aca C [0, 00). Definiere

Zpa = sup{ Z Pa: Ao C A endlich} € [0, o0].

acA acAp

b) Sei X Hilbertraum, A # ) eine Menge und (y,)aca C X. Dann heifit die Reihe
> aca Yo unbedingt konvergent gegen ein Element y € X, falls die Menge Aj :=
{a € A: y, # 0} abzéhlbar ist und fiir jede Aufzihlung Ay = {ay,an,...} die
Gleichheit Y | yo, = y gilt. Wir schreiben in diesem Fall

Zya:y'

acA

3.16 Bemerkung. Fiir X = K" ist eine Reihe mit abzéhlbarer Indexmenge genau
dann unbedingt konvergent, falls sie absolut konvergent ist (vgl. grofer Umordnungs-
satz).

3.17 Lemma. Seien A # 0 und (pa)aca C R mit > 4 |pal < o00. Dann ist
Ao :={a € A: p, # 0} abzihlbar.

Beweis. Es gilt

{aEA:pa#O}:U{aeA: |pa|>%}.

neEN

endlich

Da die Reihe absolut konvergent ist, ist ) . ,po unbedingt konvergent nach dem
groffen Umordnungssatz. O
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3.18 Satz. Seien X ein Hilbertraum und S C X ein Orthonormalsystem.

a) Fiir allex € X ist S, := {e € S: (x,¢e) # 0} abzihlbar und die Reihe ), .o (x,¢e)e
konvergiert unbedingt.

b) Seic. € C firee S mity, qlc|® < oo. Dann konvergiert die Reihe
unbedingt in X.

¢) Firallez € X giltx — Y g (z,e)e € S*.

eeS Ce €

Beweis. a) Nach der Besselschen Ungleichung (Satz 3.3 ¢)) gilt fiir alle endlichen

Scs
2
> ey P <zl

e€S
Alsoist Y. ¢ | (z,€)|* < oo und nach Lemma 3.17 ist S, = {ey, ea, ...} abzéhlbar.

Nach dem Satz von Pythagoras gilt

M
E x, en €n
n=N

Somit ist (Zﬁ;l (x,en) en> eine Cauchyfolge und y = > 7 (r,e,)e, € X
NeN

2 M
= [{zen) P —0 (N, M — o).
=N

existiert.

Analog existiert fiir jede Permutation o: N — N die umgeordnete Reihe y, :=
S (@ €o(n) ) €o(n)- Wir zeigen y = y,. Fiir z € X gilt

(y,z) = <Z (x,en) en,z> = Z (x,en) - (z,e,) = Z <x €y n)> <z ea(n)>

n=1 n=1 n=1

= <yU> Z) .

Dabei wurde die absolute Konvergenz der Reihe > 7 (z,e,) (2, e,) nach Lemma
3.14 benutzt. Es folgt y — 3, € X+ = {0}.

b) wurde im Beweis von a) mitbewiesen.

c¢) Fiir e € S gilt mit der Bezeichnung aus a)

<x — Z (x,e,)en, e > Z x,en) (en,e) = 0.
n=1 n=1
(Betrachte die Fille e € S, d.h. e = e,, und e € S,,, d.h. (x,e) =0.) O
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3.19 Satz. Seien X ein Hilbertraum und S C X ein Orthonormalsystem. Dann
sind dquivalent:

(i) S ist Orthonormalbasis.

(ii) S+ = {0} (bzw. spanS = X ).

(iii) Fir allex € X gilt v =) .o (7,€)e.

(iv) Fir alle xz,y € X gilt (x,y) = > .cq(,€) (y,€).
(v) (Parsevalsche Gleichung) Fir alle v € X gilt

lzl* =[x e) I*

eeS

Beweis. (i)==(ii). Falls ein z € S+ \ {0} existiert, so ist S U {ﬁ} ein Orthonor-
malsystem.

(if)==(iii). Satz 3.18 c).

(iii)==(iv). Die Reihen erstrecken sich nur iiber einen abzihlbaren Indexbereich und
konvergieren absolut nach Lemma 3.14 und Satz 3.18 a), man darf also einsetzen.
(iv)=(v). Setze x = y.

(v)==(i). Falls S nicht maximal ist, wihlen wir ein z € S* mit ||z|| = 1. Es ergibt
sich Y, .q | (z,e)|* = 0, Widerspruch zu (v). O

3.20 Satz. Sei X ein unendlich-dimensionaler separabler Hilbertraum mit Hilbert-
raumbasis {e;}ien. Dann ist die Abbildung

X =02 ((x, €;))ien

ein isometrischer Isomorphismus von Hilbertraumen (d.h. linear, bijektiv und iso-
metrisch).

Beweis. Die Linearitét ist klar, Isometrie und damit Injektivitat nach Satz 3.19 (v),
die Surjektivitdt nach Satz 3.18 b). O

Ein topologischer Raum heiffit separabel, wenn er eine abzdhlbare dichte Teilmenge
besitzt. Hierbei ist ,,dicht“ definiert im topologischen Sinne (vgl. Definition 1.23).
Da ein metrischer Raum vorliegt, ergibt sich der topologische Abschluss einer Menge
durch Hinzufiigen aller Haufungspunkte (vgl. Bemerkung 1.19), was in der Anwen-
dung héufig praktischer ist.
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36 3. Hilbertrdume

3.21 Satz. Fin normierter Raum X ist genau dann separabel, wenn es ein abzdhl-
bares linear unabhingiges S C X g¢ibt mit span S = X.

Insbesondere ist ein Hilbertraum genau dann separabel, wenn er eine hdéchstens
abzihlbare Orthonormalbasis besitzt.

3.22 Beispiele (Hilbertraumdimension). a) Der Raum L?*(2) mit Q C R" offen ist

ein separabler Hilbertraum.

Speziell ist durch e, (z) := \/szweim” (n € Z) eine Hilbertraumbasis des Hilbertraums

L*((—m,m),C) gegeben (Fourierreihen).

b) Es gibt auch Préhilbertraume mit iiberabzihlbaren Orthonormalsystemen.
Sei Y die Menge aller Funktionen f: R — R mit f|_rr) € L*(=T,T) fiir alle T > 0,

fiir welche
1 T , 1/2
= (i 7 [ IR ar)

existiert. Dann ist ||-||, eine Halbnorm auf Y, aber keine Norm (so gilt etwa fiir die
charakteristische Funktion f := x(_11) zwar || f||, = 0, aber f # 0).

Sei N :={f €Y: | f|; =0}. Dann ist N ein abgeschlossener Unterraum.
Definiere X := Y/N als den Quotientenraum mit induzierter Norm [|[f]||, =

infgen [If =gl
Durch

(1f1, gl hm—/‘ﬁ Doz

T—o0 T
wird X zu einem Prahilbertraum und es gilt ([f], [f]), = ||[f]ll5-

Zu « > 0 definiere v, : R = R, v, () := sin(ax). Wegen

I ) 1 sin(2aT)\ T— oo
- w(@)Pdr=— (T - —72) =31
T / o (z)"dz = 7 ( 2

gilt v, € Y und ||ve||; = ||[valll, = 1. Andererseits erhélt man fiir o # 3
17 1 [
T /_T sin(ar) sin(fr) dr = 5T /. cos((a — B)r) — cos((a + B)r) dr
1 Fm((a —B)r)  sin((a+ 5)r)rT
2T a—f a+ 0 S
1 |sin((ax — B)T sin((« T o0
L[snlle=pm) st )] e

Daher gilt ([va], [vg]), = 0 fiir o # B, d.h. {va}a ist ein iiberabzéhlbares Orthonor-
malsystem in X.
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4. Dualridume und Reflexivitat

4.1 Beispiele (Dualrdume). a) Jeder Hilbertraum X ist isometrisch isomorph zu
seinem Dualraum nach dem Satz von Riesz.

b) Fiir 1 < p < oo ist (£7)' = {4, wobei 1 < ¢ < oo definiert ist durch ; + o = 1.
Betrachte hierzu die Abbildung

Ty 09— (7)), = (x0)n = Tyr mit (T,z)(y) =Y yaTn (y € L)
n=1

Mit der Holder-Ungleichung folgt

(Tyz) W) < Nyl ll=ll,

und damit die Wohldefiniertheit von T; sowie || Ty |, < [||,-

zaltnl®? Gonn @, # 0 und y,, = 0 sonst gilt (y,), € ¢ (nutze ¢ — 1 = ).

i y

Wegen (Tyz)(y) = [|z||, ist T, isometrisch, was auch die Injektivitét liefert.

Fiir y, :=

Da jedes ¢ € (¢7) die Form l'y = > > | y,l, mit (1,), C C hat und fiir die proje-
zierten Abbildungen

k
P K Py =Yyl
n=1

die Ungleichung

1
k q
(Z |ln|q> - Hlk”(gp)/ < WH(W)’

n=1

gilt, ist (), € £9.
Ebenso ist (LP(Q2)) = L1(Q) fir 1 < p < oo und % + % =1.

[[ Allgemeiner: Sei 1 < p < oo und (X, &7, 1) ein Mafiraum (o-endlich fiir p = 1).
Dann ist (LP(u)) = L9(p), wobei 1 < ¢ < oo definiert ist durch % + % =1.

Hierzu zeigt man, dass die Abbildung

T L) — (W), (Tg)(f) = / fgdu (f € L7(w)

ein isometrischer Isomorphismus von Banachrdumen ist.
Mit der Holder-Ungleichung folgt

(T (NI <11, gl
und damit die Wohldefiniertheit von 7" sowie |Tg| 10 (,y < ll9ll,-

Fir fy:= %X9¢O € LP(u) ist (T'g)(fg) = llgll,, also ist T isometrisch.

Die Surjektivitéit wird hier nicht bewiesen, sie folgt aus dem Satz von Radon—Nikodym.]]
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38 4. Dualrdume und Reflexivitdt
c¢) Jedes Funktional " € (¢*°)" hat die Form I’ =[] + [f;, wobei fiir z € £*
ljx = anzn mit (I,), € ¢*
und
loley = 0 mit ¢y = {z € £*°| lim z,, = 0}.
n—oo
Damit ist £* C (£°)". Es gilt (cq) = (1.

Ebenso gilt L'(Q2) € (L>())".
d) Der Raum (C°([a, b]))" (a,b € R) ist isometrisch isomorph zum Raum

NBV ([a,b]) := {g € BV ([a,b])|g rechtstetig in (a,b), g(a) = 0}.

Hierbei ist BV ([a,b]) der Raum von Funktionen g : [a,b] — K mit beschrénkter
Variation

varg—supZ\g )—g(ti—1)] < o0

(P = {to, ...t,} eine Partition von [a, b]), versehen mit der Norm ||g|| 5,, = g(a)+varg.

Der Isomorphismus ist gegeben durch
T: NBV ([a,b]) = (C°([a,b]))', g — Tg mit (Tg)(f) = /fdg, (f € C%([a, b))

wobel [ fdg als Riemann-Stieltjes-Integral aufzufassen ist. Man kann also die Funk-
tion g wiederum mit einem Maf} identifizieren.

a) Hahn—Banach-Sitze

4.2 Satz (Fortsetzungssatz von Hahn—Banach, reelle Version).
Sei X ein R-Vektorraum und p: X — R konvex, d.h. fir alle o € [0,1],x,y € X gilt

plaz + (1 = a)y) < ap(x) + (1 — a)p(y).
Sei ferner L C X ein Unterraum und A: L — R linear mit
Mz) < p(x)

fiir alle x € L.
Dann ezistiert ein lineares A: X — R mit Al = X und A(x) < p(z) fir alle z € X.
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4. Dualrdume und Reflexivitdt 39

Beweis. i) Endlich-dimensionale Fortsetzung

Sei z € X \ L fest gewihlt, und definiere L := span{L, 2z} = L®Rz. Z € L hat dann
die eindeutige Darstellung 2=y +tz mit y € L und ¢ € R.

Wir setzen A auf L geméaf3

AZ) = My + t2) = A(y) + tA(z)

fort, wobei wir A(z) spéter wéhlen.

Fiir y1,y2 € L und «, 8 > 0 beliebig gilt:

BA) +02m) = Ao + ) = (0 + ) A o+ )
<(a+ B)p(o%ﬁ(yl —az) + ﬁ(yz + Bz)>
< Bp(yr — az) + ap(ys + B2).

Damit erhalten wir

1

o A1) —p(y1 — az)] < < [p(y2 + B2) — A(y2)] (4-1)

™| =~

Nun setzen wir

X(z) ‘=ap €| sup Alyr) = plys = az)j inf p(y2 + 52) = Ay2) £ ().
y1€L, a>0 « y2€L, >0 ﬁ

\ ist linear auf L nach Definition, und es gilt

Atz +y) =tag + My) < p(tz+y).
Denn fiir ¢ > 0 und y € L gilt nach Wahl von o die Abschétzung

0o < inf (Y2 + B2) — AMy2) < p(y +t2) — A(y)'
y2€L, B>0 15} t

Den Fall ¢ < 0 sieht man analog.

Fiir endlich-dimensionale und seperable Rdume konnen folgt hieraus bereits per
Induktion die Fortsetzbarkeit von L auf X.

ii) Fortsetzung auf X)
Sei .# die Menge aller Abbildungen m: M — R auf einen Unterraum M O L,
welche linear sind und fiir welche gilt m|, = A und m < p|y,.

Durch
my < mg <= My C Ma, ma|p, = my
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40 4. Dualrdume und Reflexivitdt

wird .# partiell geordnet.
Sei {my} eine Kette in .#. Dann ist zum einen M := J, M}, ein Unterraum, und
durch

m(z) :=my(x) (x € M)

wird eine obere Schranke m € .# der Kette definiert. Nach dem Zornschen Lemma
existiert ein maximales Element A € .Z.

Da A maximal ist, ist A auf ganz X definiert. Sonst existierte nach Schritt 1 eine
Fortsetzung auf D(A) @ R -z mit z € X \ D(A). O

4.3 Satz (Hahn-Banach, komplexe Version).
Sei X ein C— Vektorraum und p: X — R eine Abbildung mit

plaz + By) < |a| p(z) + [B] p(y)

fir alle x,y € X, a,p € C mit |a| + |B] = 1. Sei L C X ein Unterraum und
A: L — C sei C—linear mit |\(x)| < p(zx) fir alle x € L.

Dann ezistiert ein C-lineares A: X — C mit Al = X und |A(x)| < p(z) fir alle
reX.

Beweis. Setze ((x) := Re A(z). Dann ist £: X — R eine R-lineare Abbildung mit
() < [Ma)| < p(2)

fir © € L. Weil A C-linear ist, haben wir ¢(iz) = — Im A(z), und somit ist
AMz) =l(x) — il(ix).

Setze ¢ nach Satz 4.2 fort zu einem R—linearen £: X — R mit L(x) < p(x) fiir alle
x € X. Dann ist

A(z) = L(x) —iL(ix)
R-linear. Wegen
A(iz) = L(iz) —1L(—x) = L(iz) + iL(x) = iA(x)
ist A tatsédchlich C—linear.
Fiir 0 := arg A(z) gilt:
IA(z)| = e PA(x) = Ale™z) = L(e2) < ple ) < p().

Hier wurde Re A = £, A(e™¥z) = |[A(z)] € R und |e | = 1 verwendet. O
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4. Dualraume und Reflexivitit

4.4 Korollar. Sei X normiert, L C X ein Unterraum und X\ € L'. Dann gilt:

A € X" Al = (1ML Al = A

Beweis. Sei p(x) == ||A||,, - [|z]|. Dann ist [A(z)| < p(z) fiir alle x € L.

Nach Satz 4.3 bzw. 4.4 existiert eine Fortsetzung A auf X mit
(A < QAL - Nl

dh. A e X und ||Al|, < Al Wegen Al = Aist [|[Al . = [|All-

4.5 Korollar. Sei X ein normierter Raum. Dann gilt fir alle x € X :

(1) I e X7 Mx) = [le]|, [Mlx = 1.

(ii) =y = sup [A(z)]

AeX || A]|=1

(111) Ist N(x) =0 fir alle A € X', so ist x = 0.

Beweis. (i) Fiir x = 0 ist die Behauptung klar. Fiir x # 0 definiere
L :=span(z), \: L = K, Aax) = |af ||z||

und setze nach Korollar 4.4 fort.

41

(i) Es gilt |A(z)| < ||l ||=|l 5, also ||z]|x >  sup  |A(z)| und nach (i) existiert

AEXT, A =1
A€ X' mit || My, =1 und A(z) = ||z

(iii) Ist A(x) = O fiir alle A € X', so folgt mit (ii) ||z||y = sup [A(x)| =0.
AEXT[A]=1

4.6 Korollar. Sei X normiert, M C X ein Unterraum und xo € X. Sei
d = inf — 0.
inf [lzo —yll >

Dann ezistiert ein X\ € X' mit [|A]| = 1, AM(xo) = d und Ay = 0.

Beweis. Definiere A auf L := M @ span(zg) durch A(y + axp) := ad. Dann gilt

|ad]| |ad]|
Al =sup ———— = T —
ack ||y + axoll  ozack ||y + azol|
yeM yeM
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42 4. Dualrdume und Reflexivitdt

lod)| d d d_,
= sSup ;77— = 8up = : = — = 1.
ozack [0z +azoll ~ oatk oo — 2] whacarllo— 2] d
zeM zeM

Die Behauptung folgt nun aus Korollar 4.4 durch Fortsetzen von A : L — K auf
X. O

4.7 Satz. Sei X ein normierter Raum und X' separabel. Dann ist X separabel.

Beweis. Wie wahlen eine dichte Teilmenge (A,), C X'\ {0}. Nach Definition der
Norm in X’ gilt

1
Vn e N3z, € X, ||z, =11 |A(zn)| > 5 | Anll -

Wir zeigen: M := span{(x,),} liegt dicht in X.

Ansonsten existiert ein zop € X mit d = inf e |20 — yl|y > 0 und nach Korollar
4.6 gibt es ein A € X' mit A|{M =0, A(zg) =d > 0 und ||A||x, = 1. Aus der Wahl
der x,, folgt

1
5 Al = Palza)l = [ = Nzl < A = Al lzally = [[Aa = Al

Sei nun (Ag)r C (Ay)n eine Teilfolge mit ||[Ay — Ay, — 0. Dann konvergiert auch die
Norm, ||Ax|lx» = [|Allx, = 1, und wir bekommen

1 1
- — = ;= i - / < i - ; — UL
5 Al = lim o[ Aull < lim [[A, = Al =0

Widerspruch. O

4.8 Beispiele (Separabilitit). a) K™ ist separabel.

b) Der Raum C([a,b]) mit ||-||,-Norm ist ein separabler Banachraum, denn die
Polynome mit rationalen Koeffizienten liegen dicht.

c)Ebenso separabel sind fiir 1 < p < oo die Rdume 7 und LP(Q) fiir eine offene
Teilmenge 2 C R".

d) Der Banachraum ¢> ist ein Beispiel fiir einen nicht separablen Raum:

Angenommen es existiert eine dichte Teilmenge {z*): k € N} C ¢°°. Schreibe z(*) =

(xgk) Jnen und betrachte

o x,(ck) +1, ]x,(ck)| <1,
Yk 0, sonst.
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2 und damit y = (yx)ren € €°°. Aber fiir alle & € N haben
1 und damit ||y — 2| > 1, Widerspruch zur Dichtheit von

Dann gilt |y
: _ (k)
wir |y, — x|

{z®): k € N}.

d) Auch der Raum L>(£2) mit 2 C R" offen ist ein Beispiel fiir einen nicht separablen
Banachraum.

<
>

4.9 Bemerkung. Hiermit haben wir auch bewiesen, dass (£°°)" nicht isomorph zu
¢t ist (vgl. Beispiel 4.1c)), da sonst > separabel wiire.

b) Reflexivitét
4.10 Lemma. Sei X ein normierter Raum. Die Abbildung
J: X = X" e Jromit (Jz)(A) = Nz) (Ae X))

ist linear und isometrisch (und damit auch injektiv).

Beweis. Es gilt
[J(ax + By)l(A) = Moz + By) = aA(x) + BAY) = a(Jz)(A) + B(Jy) (),
d.h. die Abbildung J ist linear. Weiter ist

[Tl xn = sup [(Je)(M)] = sup |A(@)] = [z]|x-

Al /<1 Al 57 <1
Nach Lemma 4.5 existiert zu jedem z € X ein A, € X' mit ||[A,||y, = 1 und
Ax(2) = ||z]| . Damit gilt
[Tzl = sup [A@)] = [Aa(@)] = ll2][x -
Al x <1

]

4.11 Definition. Ein normierter Raum X heifit reflexiv, falls die kanonische Ein-
bettung J : X < X" aus Lemma 4.10 surjektiv ist.

4.12 Satz. Sei X ein Hilbertraum. Dann ist X reflexiv.

Beweis. Nach dem Satz von Riesz ist

TRiesy : X' — X, A= yy mit Vo € X : AN(z) = (z,y))
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eine Isometrie, surjektiv und konjugiert linear. Also ist auch

Inh, : X = X', y—= A\, mit Vo € X @ (z,y) = \,(2)

Riesz

eine Isometrie, surjektiv und konjugiert linear.

Sei zu 2" € X" beliebig die Abbildung 7" definiert durch T'(y) = x”(),) fiir y € X.
Damit ist 7" € X' und wir setzen © = IRjes, (7). Es folgt Jx = 2", denn fiir alle
A e X' gilt

(J2)(A) = Ax) = (2, 92) = (ya, ) = (U, Triesa(T)) = T(yn) = 2" (A).

4.13 Beispiele. a) Fiir 1 < p < oo ist (¢7) reflexiv.
Betrachte hierzu fiir zlo + % = 1 die Abbildung 7, aus Beispiel 4.1,

Ty: 00— (PY, y = (yn)n — Tyy mit (Ty)(x) = anyn.
n=1

Die Abbildungen 7T, und T(;1 sind isometrisch, surjektiv, konjugiert linear und es

gilt M(T; ') = p(T,71N) fiir e (09), X € (7).
Zu " € ()" definieren wir I’ € (¢9)" durch I'(y) = 2"(T,y) fiir alle y € (¢ und setzen
x =T, 'I'. Damit folgt fiir A € (¢*)’ beliebig

(J2)(N) = Mz) = N(T; ) = T(T, N = 2" (T,T0) = 2" ().

Allgemeiner gilt: Sei 1 < p < oo und (X, &7, ) ein Mafiraum. Dann ist LP(u) fur
1 < p < oo reflexiv.

b) Es gilt (L'(1))" = L>(u), aber andererseits L' (1)  (L(u))" (vel. Beispiel 4.1),
d.h. L'(u) ist nicht reflexiv.

¢) L>(u) ist nicht reflexiv, denn ein normierter Raum X ist reflexiv genau dann,
wenn X' reflexiv ist und X ein Banachraum ist (ohne Beweis).

4.14 Bemerkung (James-Raum). Es existiert ein Banachraum X, der zwar iso-
metrisch isomorph zu seinem Bidualraum X" aber nicht reflexiv ist.
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5. Klassische Sitze der Funktionalanalysis

a) Der Satz von Baire und Folgerungen

5.1 Definition. Sei (X, d) metrischer Raum. Eine Menge A C X heifit nirgends

dicht, falls A keine inneren Punkte enthilt, d.h. A = (). Dies ist dquivalent dazu,
dass A keine offene Kugel enthélt.

5.2 Satz (Bairescher Kategoriensatz). Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum
und A, C X mit A, abgeschlossen fiir alle n € N. Falls A := |J,cy An eine offene
Kugel enthilt, so existiert ein ng € N so, dass A, (schon) eine offene Kugel enthdlt.

Beweis. Sei B(zg,r) C A eine offene Kugel. Angenommen, kein A, enthélt eine
offene Kugel (also: jede offene Kugel B(x,¢) ,ragt iiber jedes A, hinaus“), d.h.

VneNVe>0VaeeX: (X\A,)NDB(z,e) #0.

Dann ist einerseits (X \ A;) N B(zo,r) nichtleer (enthélt also ein z), andererseits
offen (als Durchschnitt zweier offener Mengen), also gibt es ein £, € (0,1/2) mit

B(xy1,e1) C (X \ A1) N B(xo, 7).

Wihle nun induktiv x,11, €,41 mit

B(Zni1,6ne1) C (X \ Apy1) N B2y, ) und 0 < g,47 < 27771

Wegen &,, — 0 und z,,41 € B(xy,&,) ist (z,)neny Cauchyfolge und da X vollstiandig
ist, existiert ein x € X mit z,, — x. Aus

d(z,z,) = im d(zp,z,) <e,
——

m—00
<epn falls m>n

folgt x € () B(wn,en).
neN

Aber es gilt sowohl
(M) Blawzn) © )X\ A) = X\ 4

neN neN

als auch
ﬂ B(xp,e,) C B(x1,e1) C B(xg,r) C A.

neN

Somit ist (),cn B(Zn, en) = 0 im Widerspruch zu & € (N, oy B(@n, €n)- O

neN
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Satz 5.2 heilt aus folgendem Grund Kategoriensatz Eine Menge A C X heifit von
erster Kategorie (oder mager) in X, falls A C U A,, mit nirgends dichten Mengen

A, gilt. Gibt es keine solche Darstellung, heifit A von zweiter Kategorie.

Damit erhalten wir die kurze Formulierung des Satzes von Baire:
Sei (X, d) vollstandiger metrischer Raum. Dann ist X von zweiter Kategorie in sich.

5.3 Bemerkung. Aus dem Satz von Baire folgt leicht: Sei (X, d) ein vollstandiger
metrischer Raum. Dann ist der Durchschnitt einer abzéhlbaren Familie von dichten
offenen Teilmengen von X wieder dicht in X.

5.4 Satz (Prinzip der gleichméafiigen Beschrianktheit). Sei (X, d) vollstindiger me-
trischer Raum, Y normierter Raum und T C C°(X,Y) eine Familie stetiger Abbil-
dungen, die punktweise gleichmdf$ig beschrankt ist, d.h., es gilt

VeeX3e,>0VfeT: |f@)ly <c.
Dann existiert eine offene Kugel K und ein ¢ > 0 mit

VieT:suplf(z)]y <ec
zeK

Beweis. Die Menge
Avi={z e X: swp|f@lly <n}={weX: ¥f e T:If(@)ly <n}
c

= [z e X: |If(@)lly <n}

feT

ist (als Durchschnitt abgeschlossener Mengen) abgeschlossen. Fiir x € X existiert
nach Voraussetzung ein ¢, > 0 mit || f(z)|y < ¢, fiir alle f € T, d.h. es existiert
eine natirliche Zahl n mit x € A,.

Somit ist X = |

nEN

Nach dem Satz von Baire existiert ein ng € N und eine offene Kugel K C A4,,.
Damit ist fir alle z € K, f € T || f(2)|ly < no. O

5.5 Satz (von Banach-Steinhaus). Sei X Banachraum und Y normierter Raum.
Sei T C L(X,Y) eine punktweise gleichmdf$ig beschrinkte Familie, d.h. es gelte

VeeX3e,>0VT eT: ||Tzly <c,.
Dann existiert ein ¢ > 0 mit

VT eT: T <ec
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Beweis. Nach Satz 5.4 existieren B(zg,7) und ¢ > 0 mit
VaeBxy,r)VTeT: |Tz|y <.

Sei nun z € X, ||z|| =1 und T' € 7. Dann gilt

2 T
Taly =5 (5o + =), <
Tl == |[7(5e+ 20— )| <
2 4
<= (Jr(zerm)l, + | 2o |,) = 5=
T 2 Y ~~ lly T
— €B(zo,T)
€B(zo,r)
Somit gilt ||T|| < c fir alle T € T). O

Und eine Variation des Satzes von Banach—Steinhaus ist folgendes Ergebnis, dessen
Beweis sich ideal zum Selbststudium eignet:

5.6 Satz (von Banach-Steinhaus). Seien X, Y Banachriume. Dann konvergiert
eine Folge (T,)nen C L(X,Y) genau dann punktweise gegen eine Abbildung T €
L(X,Y), wenn gilt:

(i) die Folge der Normen ||T,|| ist beschrdnkt,

(ii) die Folge (T,2)nen konvergiert fir alle Elemente x einer in X dichten Teil-
menge A.

Mit Satz 5.4 konnen wir beschrinkte Mengen mit Hilfe des Dualraums charakteri-
sieren.

5.7 Definition. Sei X ein normierter Raum und M C X. Dann heifit M schwach
beschrinkt, falls gilt

VAe X Jen>0:sup|Az)| <c.
xzeM

5.8 Satz. Sei X ein normierter Raum. Fine Menge M C X ist genau dann be-
schrinkt, wenn sie schwach beschrdankt ist.

Beweis. Sei M beschrankt und A € X’ beliebig. Dann gilt fiir alle z € M
(A(@)| < A ]l < ex
fiir ein ¢, > 0, also ist M schwach beschrankt.
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Sei nun M schwach beschrénkt. Definiere 7 := {Jz|zr € M} C X", wobei J die
kanonische Einbettung aus Lemma 4.10 bezeichnet. Fiir beliebiges T'= Jz € T und
A € X' ist dann

TN = [(Jz)(N)] = [M=)| < e

Damit gilt
Ve X' dey > 0VT € T |T()\)’ < cy.

Nach Satz 5.5 existert nun ein ¢ > 0 mit
VI eT : |\T||xn <ceVreM:|Je||y, <c

und da J eine isometrische Abbildung ist, haben wir Vo € M : ||z, < c. O

Nach dem Satz von Riesz ist in Hilbertraume ist jedes A € X’ iiber das Skalarprodukt
darstellbar, woraus wir eine einfache Beschreibung der schwachen Beschrinktheit
folgt.

5.9 Satz. Sei X ein Hilbertraum. Eine Menge M C X ist genau dann beschrinkt,
wenn gilt

Vy € X e, > 0:sup | (z, )| < ¢y
zeM

Eine weitere Anwendung des Satzes von Banach-Steinhaus ist das Prinzip der offenen

Abbildung, dass einen Zusammenhang von Surjektivitit und der Offenheit einer
Abbildung herstellt.

5.10 Lemma. Seien X und Y normierte Riume, und es sei T: X — Y linear.
Dann ist T eine offene Abbildung (gemdfS Definition 1.7) genau dann, wenn ein
positives § existiert mit B(0y,d) C T(B(0x,1)).

Beweis. Lediglich die Riickrichtung ist nicht-trivial. Sei U C X offen und =z € U.
Dann existiert ein ¢ > 0 mit B(x,e) C U. Wegen der Linearitét von 7" ist B(0y, de) C
T(B(0x,¢)), nach Verschiebung also auch B(Tz,de) C T(B(z,e)) € T(U), und
somit ist 7'(U) offen in Y. O

5.11 Satz (Prinzip der offenen Abbildung). Seien X,Y Banachriume und T €
L(X,Y).

Dann ist T genau dann eine offene Abbildung, wenn T surjektiv ist.

Beweis. Die Surjektivitat folgt schnell aus der Offenheit: jedes y € Y ist enthalten
in einer geniigend groBen offenen Kugel B(0y, ), und diese ist nach Lemma 5.10
enthalten in T'(B(0x, o)) fiir ein geeignetes o.
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Es bleibt also die Riickrichtung zu zeigen. Wir fiihren einige Schreibweisen ein:

B®™) .= B(0x,r) c X,  BY) :=B(0y,r) CY.

i) Wir werden zunéchst beweisen, dass es ein € > 0 gibt mit BY) ¢ T(BEX)), also
dass im Abschlufl des Bildes der Einheitskugel wieder eine Kugel enthalten ist.

Da T surjektiv ist, gilt Y = J, oy T(B(X)) Nach dem Satz von Baire ist das Innere
von T(B ) fiir mindestens ein n € N nichtleer, d.h.

Jeo > 0,40 €Y : B(yo, e0) € T(BSY).

Dieses gy besitzt wegen der Surjektivitat von T" ein Urbild z¢ € X, Txg = yo.
Es ist B(yo,&0) = Tz + Bg) und damit

BY) c T(BYY)) = Ty = T(BSY) — Ty
= T(nBY™)) = Tag = T(nBY) — ) ¢ T(mBY) = m (B

fiir ein m € N. Beachte dabei, dass nB§ )

erhalten

—1x9 C mB ) fiir grofles m gilt. Wir
BY) cT(BY).

Wihle € := g¢/m.
i) Es gilt T(BfX)) C T(Béx)), was mit i) die Offenheit von T liefert.

Dazu sei y € T (B( )) und e wie im Schritt 1. Nach Definition des topologischen

Abschluss gibt es ein z; € B( ) mit y—Tx € BE(/2

c T(BY)).

Nach i) ist BY) T(B(X)) Wihle 7, € B mit y—Tx,—Txy € BY) i

€/2 1/2 1/2 g/4

Wir erhalten iterativ eine Folge (z,,), mit z,, € Bé 2“ mit y — Y " Ta; € BY)

2—ne’
Nach Wahl der z, ist « := ) °, x, absolut konvergent. Es gilt z € Bé ) wegen
[zl < 32 leall < 2.

Aus der Stetigkeit von T erhalten wir

X
y=Y Ta;=T(Y w) =Tz e T(B{).
i=1 i=1

Wir haben BY) T(B ), also auch B, /2 - T(B( )). Mit Lemma 5.10 folgt nun
die Behauptung. O
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5.12 Satz (Stetigkeit des Inversen). Seien X,Y Banachriume und T € L(X,Y)
mit ker T'= {0} und R(T') abgeschlossen.
Dann st T™': R(T) — X stetig.

Beweis. Der Raum (R(T), |||y ist ein Banachraum und damit ist 77 € L(X,Y)
offen. Weil T injektiv ist, existiert T77!: R(T) — X als lineare Bijektion und die
Stetigkeit von T ist per Definition dquivalent zur Offenheit von 7. m
5.13 Korollar. Seien X; = (X, ||-||;) und X; = (X, ||-||,) Banachrdiume mit

lzlly < cllzlly,  (zeX)

fiir eine Konstante ¢ > 0. Dann sind die Normen ||-||, und ||-||, dquivalent.

Beweis. Satz 5.12, angewandt auf id: (X, ||-[|,) = (X, [|-|l;), = — =. O

5.14 Bemerkung. Sei X Banachraum, Y normierter Raum und 7: X — Y ein
Isomorphismus normierter Réume, d.h. T linear, bijektiv und T, 7! stetig. Dann
ist auch Y ein Banachraum.

Denn falls (y,)nen C Y eine Cauchyfolge ist, so auch (x,),eny mit z, := T ly,.
Damit existiert z := lim, z,, € X, und fir y :=Tx € Y gilt y, — v.

Man beachte, dass hier die Linearitdt entscheidend ist, vergleiche arctan: R —
(_7T/27 7-[-/2)
b) Der Satz von Banach-Alaoglu fiir separable Banachriume
5.15 Definition (Konvergenzbegriffe). Sei X ein normierter Raum.
(i) Eine Folge (z,), C X heifit (Norm-)konvergent gegen = € X, wenn gilt
Tim [z, — @[ = 0.
Wir schreiben z,, — x.

(ii) Eine Folge (x,), C X heifit schwach konvergent gegen x € X, wenn gilt

VA e X' : lim A(z, —z) = 0.

n—oo

Wir schreiben x,, — x.
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(iii) Eine Folge (A,), C X’ heifit schwach-*-konvergent gegen A € X', wenn gilt
Ve e X : lim (A —\,)(x) =0.

n—o0

Wir schreiben \,, — .

5.16 Bemerkung. a) Eine Folge konvergiert genau dann geméfl der obigen De-
finition, wenn sie in der entsprechenden Topologie aus Definition 2.30 bzw. in
der durch die Norm induzierten Topologie konvergiert.

b) Sei X ein (Pra-)Hilbertraum und (z,), C X. Dann gilt + — = € X genau
dann, wenn (x,,y) — (z,y) fiir alle y € X (Satz von Riesz).

¢) Norm-Konvergenz impliziert die schwache Konvergenz, da fiir A € X', z € X
und (z,), C X mit z, — x gilt:

(A(w = zn)| < M5/ [ = 2nllx = 0. (n = 00)

Die schwache Topologie ist also im allgemeinen gréber als die durch die Norm
induzierten Topologie. Die beiden Topologien stimmen genau dann {iiberein,
wenn X endlichdimensional ist.

d) Konvergiert (\,), C X’ schwach gegen A € X', also wenn z”(\, — \) — 0 fiir
alle " € X" gilt, so folgt A\, — X. Wenn wir mit J die kanonische Einbettung
X — X" bezeichnen, bekommen wir fiir alle z € X

A=)(z) = (Jz) A= A,) = 0. (n— o0)

Hieran sieht man auch, dass fiir reflexive Rdume die schwache Konvergenz in
X’ und die schwach-*-Konvergenz in X’ {ibereinstimmen.

e) Die schwach-*-Konvergenz beschreibt die punktweise Konvergenz einer Folge

von Funktionalen.

5.17 Beispiel. Sei X ein Hilbertraum und (g,), C X orthonormal. Aus der Bes-
selschen Ungleichung folgt, dass (| (x, p,) |), fiir alle z € X ein Nullfolge ist und
nach dem Satz von Riesz wiederum impliziert dies ¢, — 0.

5.18 Lemma. Sei X ein Banachraum. Dann gilt:

(i) Der Grenzwert einer schwach konvergenten Folge (x,,), C X ist eindeutig und
die Folge ist beschrinkt.

(i) Der Grenzwert einer schwach-*-konvergente Folge (\,), C X' ist eindeutig
und die Folge beschrdnkt.
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Beweis. (i) Sind x,y € X Grenzwerte, so gilt A(z —y) = 0 fiir alle A € X’ und
aus Hahn-Banach (Korollar 4.5) folgt x —y = 0.
Fiir alle A € X' ist (A(z,)), C K konvergent, also beschrankt. Also ist (z,),
schwach beschrénkt und somit nach Satz 5.8 auch beschrénkt.

(ii) Sind A, € X’ Grenzwerte, so gilt (A — u)(x) = 0 fur alle x € X und daher
stimmen die Abbildungen {iberein.
Fir alle x € X ist (A(2)), C K konvergent, also ist (A,), punktweise
gleichméflig beschrénkt und somit ist nach Satz 5.5 (||A,]|y/)n beschrankt.
Nur fiir diesen letzten Punkt haben wir die Vollstdndigkeit von X bendotigt.

]

5.19 Beispiele. a) Sei X ein Hilbertraum und S C X eine Orthonormalbasis. Dann
konvergiert (x,), C X genau dann schwach gegen ein z € X, wenn (z,,e) — (z,€)
fir alle e € S gilt und (), beschriankt ist.

Dass aus der schwachen Konvergenz (z,,e) — (x,e) fir alle e € S und die Be-
schranktheit von (z,), folgt, wurde bereits gezeigt. Umgekehrt gilt fiir alle z € X

nhjgo <£L‘n, Z> = nlggo Z <:Env 6> <€, Z> = Z <$a 6> <€’ Z) )
e€S e€s
wobei Satz 3.19 fiir die Darstellung von (x,,, z) und die Beschranktheit von (||, || x)»
zum Vertauschen der Grenzprozesse genutzt wurde. Also ist (z,,), schwach konver-
gent.
b) Sei 1 < p < oo und z,, = (:L‘,(lj))j € (P fiir n € N. Dann konvergiert (x,), genau

dann schwach, wenn sie beschrankt ist und jeder Eintrag (:u({ ))n in K konvergiert.

¢) Sei 1 < p < oo. Eine Folge (f,), C LP(Q) konvergiert genau dann schwach gegen
ein f € LP(2), wenn sie beschrankt ist und fiir jedes beschranktes Gebiet Q' C Q

gilt: [0, fo = [0 f-

d) Eine Folge (z,), C (' konvergiert genau dann schwach, wenn sie in der Norm
konvergiert.

5.20 Satz. Sei X ein (Prd-)Hilbertraum, (x,), C X und x € X. Dann konvergiert
(Tn)n genau dann in der Norm gegen x € X, wenn (x,), schwach konvergiert und
[zl = ]| (n — o0).

Beweis. Einerseits folgt aus der Konvergenz von (z,,), direkt die schwache Konver-
genz und aus der Stetigkeit der Norm ergibt sich ||z,| — [|z] (n — o0).

Andererseits gilt

2 2 2
[z = 2|” = [lzall” = 2Re (zn, 2) + [l2]" = 0, (n = o)
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wenn (x,,), schwach konvergiert und ||z, | — ||| O

Wir bekommen auch eine Art Grenzwertsatz fiir die Verkettung von Konvergenzen
in X und X', hierbei muss jedoch eine Folge stark konvergieren.

5.21 Lemma.

(1) Sei X ein normierter Raum, (x,), C X mit z,, = x in X und (\,), C X' mit
An = A in X' Dann gilt \,(x,) — Mz) in K.

(i) Sei X ein Banachraum, (z,), C X mit z, — in X und (\,), C X' mit
An = Xin X', Dann gilt A\, (x,) — M) in K.

Beweis. (i) Es gilt

[An(@n) = A@)| < [An(n) = Alaa)| + [A(@n) = A(2)]
< [IAn = Al llznllx 4 [A(zn = 2)] =0, (n = o0)

da (z,), beschriankt ist.
(i) Es gilt
haln) = M@ < hal) = Mn(a)] + () = A@)
< ln = 2llx IAnllxr + [(An = A) (@) = 0, (n = o0)

da (An)n beschriankt ist.
[

5.22 Beispiel. Sei X ein Hilbertraum und (¢,), C X orthonormal. Definiere A, €
X' durch \,(x) := (z,,) fir alle + € X. Dann gilt ¢, — 0 und A, — 0, aber
Alpn) =1-»0 (n — o00).

5.23 Definition. Sei X ein normierter Raum.

(i) Eine Folge (,), C X heifit schwache Cauchyfolge, falls (\(x,,)), fiir alle A €
X' eine Cauchyfolge ist.

(ii) X heifit schwach folgenvollsténdig, falls jede schwache Cauchyfolge in X kon-
vergiert,.

(iii) A C X heifit schwach folgenkompakt, falls jede Folge in A eine schwach kon-
vergente Teilfolge hat.
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(iv) T C X’ heifit schwach-*-folgenkompakt, falls jede Folge in 7 eine schwach-*-
konvergente Teilfolge hat.

5.24 Satz (von Banach-Alaoglu). Sei X ein separabler normierter Raum. Dann ist
S"i={X e X' || M|y, <1} schwach-*-folgenkompakt.

Beweis. Sei (), C S’ und (z,,), C X dicht und M := span((z,),). Wir konstru-
ieren zunéchst eine auf M schwach-*-konvergente Teilfolge.

Die Folge (A, (1)), erfiillt [N, (z1)| < ||#1]] ¢ und besitzt deswegen eine konvergente
Teilfolge (An1(21))n C (An(21))n.

Nun ist auch (A, 1(x2)), beschrénkt und es existert wieder eine konvergente Teilfolge.
Induktiv erhalten wir so fiir alle £ € N eine Folge (Apx)n C (Ang—1)n mit (A x(2;))n
konvergiert, falls j < k.

Setze (, := A\, ,. Da jedes x € M eine endliche Linearkombination von Elementen

der Folge (z,), ist, konvergiert (u,(z)), auf M. Definiere

M — K, p(x) = lim p,(z).

n—00

Wegen |||l < 1ist |u(z)] < [|z]|y und daher g € L(M,K) mit ||u]ly, < 1.

Nach Satz 2.37 existiert eine eindeutige Fortsetzung A von p auf M = X mit [|Al|y, =
el

Um zu zeigen, dass A\ der punktweise Grenzwert von (u,), auf X ist, sei ¢ > 0
beliebig. Fiir alle € X existiert ein y € M mit ||z —y||, < £

= O = ) @) < 1O = ) (@ — ) + [0 = 1) ()]
A= gtall o 17 =yl + 1O = ) ()]
<SHIA =)l <<

<|
<|

fiir n groff genug, da Ay = p = lim, o0 fn- O

5.25 Bemerkung. In (> ist S := {A € (£*°)||[Al| ) < 1} nicht schwach-*-
folgenkompakt, aber schwach-*-kompakt.

5.26 Satz. Sei X ein reflexiver normierter Raum. Dann ist S := {z € X|||z|yx <
1} schwach folgenkompakt.

Beweis. Sei (z,), C S und M := span((x,),). Als abgeschlossener Teilraum eines
reflexiven Raums ist M reflexiv und die kanonische Einbettung J : M — M" ist ein
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isometrischer Isomorphismus.
Da M nach Definition separabel ist, folgt M” sperabel und nach Satz 4.7 ist M’
separabel. Satz 5.24 angewandt auf M’ liefert, dass S” := {«” € M"|||2"||,;» < 1}
schwach-*-folgenkompakt ist.

Da J eine Isometrie ist, gilt ||Jz,||,,» < 1 fur alle n € N und es existiert somit ein
x” € M" und eine Teilfolge (Jx)r C (Jx,)n die schwach-*-konvergent gegen z” ist.
Setze x := J~'2”. Damit ist zum einen € M mit ||z|y <1 und zum anderen gilt
fir alle A € M’

Alw) = (Jo)(A) = lim (Jap)(A) = lim Azy,).

Wegen X’ C M’ folgt damit die schwache Konvergenz von (z,), gegen z in X. [J

5.27 Korollar. FEin reflexiver Raum X ist schwach folgenvollstvollstindig.

5.28 Bemerkung. a) Kompaktheit in der schwachen Topologie ist dquivalent zur
schwachen Folgenkompaktheit.

b) Es gilt die Umkehrung von Satz 5.26, ein normierter Raum X ist reflexiv, wenn
S = {x € X||lz[y <1} schwach folgenkompakt ist.

c) C°([0,1]) ist ein Banachraum, aber nicht schwach folgenvollstindig, also auch
nicht reflexiv.

Betrachte dazu z,(t) := t". Dann ist (z,), eine schwache Cauchy-Folge, die aber
keinen schwachen Grenzwert in C°([0, 1]) besitzt, denn:

Ein Folge (x,,), C C°([a,b]) (a,b € R) konvergiert genau dann schwach, wenn (x,,),,
beschrankt ist und z,(t) — z(t) (n — oo) fur alle t € [a,b] mit einer Funktion
z € C%[a,b]) gilt.
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6. Lineare Operatoren: Grundbegriffe

a) Abgeschlossene Operatoren

Im Folgenden sei stets K € {R, C}.

Wir erinnern an Beispiel 2.32b). Der Ableitungsoperator 7' : (C*([0,1]),|..) —
(C°(10,1]), |||l ) ist nicht stetig.

Das Beispiel ist typisch: Hier ist der Definitionsbereich D(T') des Operators T ein
linearer dichter Teilraum eines Banachraums X, und 7' bildet nach X ab. In diesem
Sinn ist 7" ein Operator ,;in“ X.

6.1 Definition. Seien X,Y normierte Rdume.

a) Ein linearer Operator 7: X D D(T') — Y ist eine lineare Abbildung vom Defini-
tionsbereich D(T') C X nach Y, wobei D(T') ein Unterraum von X ist.

b) Die Menge G(T') := {(x,Tz): x € D(T)} heifit der Graph von T'.

¢) Der Operator T heifit abgeschlossen, wenn G(7') eine abgeschlossene Teilmenge
von X @Y ist.

d) Der Operator T heifit abschlieBbar, wenn es einen abgeschlossenen linearen Ope-
rator 1" gibt mit G(7') = G(T).
Der Operator T heifit Abschlieung oder der Abschluss von T'.

6.2 Lemma. Seien nun X,Y Banachriume und T: X D D(T) — Y ein linearer
Operator.

a) T ist genau dann abgeschlossen, wenn gilt

V (xp)nen € D(T), v, — x € X und Tx,, — y €Y =z € D(T) und Tz = y.

b) T ist genau dann abschlieffbar, wenn gilt

V (zp)neny € D(T), x, — 0 und Tz, — y €Y = y = 0.

c) Ist T abgeschlossen und injektiv, so ist T~': Y D R(T) — X abgeschlossen.

[[ a) Dies ist grade die Definition von G(T') abgeschlossen.
b) Ist T abschlieBbar und (2, )peny € D(T') mit x,, — 0 und Tz, — y € Y. Fiir den Abschluss

T gilt damit x,, — O und Tz, — y €Y, alsoy = Tz = 0.

Gelte nun, dass aus (2, )neny C D(T) mit z,, — 0 und T'x,, — y € Y bereits y = 0 folgt.
Es gilt

G(T) ={(z,y) € X xY|3(xn)n C D(T) mit z,, - = und Tx,, — y}
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Wir zeigen, dass zu jedem y € Y hochstens ein x € X existiert mit (x,y) € G(T).
Seien (z,yM), (z,y?) € G(T) und (xS})),(xS?)) C D(T) mit 2P 5 2 und 2P = 2 sowie

Tzl — y™ und Tx( ) y?) . Dann gilt e 2@ 0, T(xy, M _ 5,2)) =TV -T2 = y(M—y(2)

und somit ) — ¢ = 0. -
Also ist der Operator T': X D D(T) — Y mit

D(T) :={x € X|3y € Y mit (x,y) € G(T)},
Tr=y

wohldefiniert und linear. Nach Konstruktion ist G(T) = G(T'), also ist T abgeschlossen.

c) Sei (yn)n C R(T) mit y,, — y € Y und Ty, — x € X. Zu zeigen ist y € R(T), Ty = .
Setze x,, := T~ 'y, € D(T). Dann gilt x,, — =, T, — y und deshalb x € D(T) und Tz = y.]

6.3 Beispiele. a) Seien X =Y = C°([0,1]), D(T) := C'([0,1]) C X und Tz := 2’
Dann ist T" abgeschlossen, denn fiir (z,)peny € D(T') mit z,, — z in X und Tz,, =
z!, — y in X konvergieren (z,),eny und (2] )neN gleichméBig. Also z € C'([0,1])
und x;, — y'. Somit ist v € D(T) und y = 2’ = Tx.

b) Seien 1 < p < 00, X =Y =7, D(T) := {x € ?|(jaV); € P} und T(2V)); =
(jz19));. Dann ist T' abgeschlossen.

Ist (xp)neny € D(T) mit x,, — :v € (P und Tx,, — y € (P, so folgt j:vg) — 99 (in K)

fiir alle j € N. Setze 2U) := yj Wegen y € (7 ist z € D(T) und Tz = y. Zu zeigen
ist nun z = x. Nach Wahl von z gilt

[e.9]

lzn = 2l E:M” Dp=>%"

J=1

¢) Seien erneut X =Y = C°([0,1]), D(T) := C>=([0,1]) C X und Tz := 2. Dann ist
T abschlieSbar, denn fiir (:)sn)neN C D(T) mit x, — 0 in X und Tl’n = —y
in X gilt z,(t) — 2,(0) = [)al,(s)ds = [} Tw,(s)ds. Also 0 = [) y(s)ds wnd da
y € C°([0,1]) folgt y = 0.

T ist nicht abgeschlossen, denn fiir z,(t) = ¢ sin li gilt x, € C*([0,1]) mit

2
x,(t) := 2tsin t+1l + <t+t;> cos und ,(t) = z(t) := t*sin 1. Wegen

1
t++

|za(t) — 2(t)] = t*

1 ,1'
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1 1

tot+l

1

n

<t

konvergiert z,, gegen x in C°([0,1]) und analog folgt Tz, — 2’, aber x ¢ D(T).
Der Abschluss von T ist der Operator aus a).

d) Seine X = L'((-1,1)),Y = R, D(T) := C°([-1,1]) N L}((—1,1)) € X und
Tx = x(0). Dann gilt fir z,(¢t) == (1 — n]t\)x[_l 1] Zum einen ||z, [, = £ und zum
anderen Tx = 1. Also ist T" nicht abschliefbar.

6.4 Lemma. Seien X,Y Banachriume und T: X D D(T) — Y ein linearer Ope-
rator. Dann definiert
[l = llzllx + T[]y

eine Norm auf D(T'), die sog. Graphennorm. Der normierte Raum (D(T), ||| ) ist
genau dann ein Banachraum, wenn der Operator T abgeschlossen ist.

Beweis. (i) Sei T abgeschlossen und (z,)neny C D(T') eine Cauchyfolge bzgl. der
Norm ||-||-. Dann gilt nach Definition der Norm ||-||

20 = @l x + 1T (20 = 2m)lly =0 (n,m = 00).

Daher sind sowohl (z,,)nen C X bzgl. der Norm ||-|| - als auch (T'z,,)peny C Y bzgl.
der Norm ||-||; Cauchyfolgen und es existieren z € X und y € Y mit z,, = = und
Tz, —vy.

Da T abgeschlossen ist, folgt nach Lemma 6.2 a) x € D(T') und Tx = y. Insbesondere
folgt ||z, — || — 0. Also ist (D(T),|-||;) ein Banachraum.

(ii) Die andere Richtung der Aquivalenz zeigt man analog. ]

6.5 Beispiel. Seien X =Y = C°([0,1]), D(T) := C*([0,1]) C X und Tx := .
Dann ist T" abgeschlossen, denn D(T') ist mit der Norm

1A ller = 1 lloo + 1 o = 1l + I flloe = NI £l

ein Banachraum. Man sieht hieran auch, dass der Operator mit dem verédnderten
Definitionsbereich D'(T") = C'*°(]0, 1]) nicht abgeschlossen ist.

6.6 Lemma. Seien X,Y Banachrdume und T' € L(X,Y). Dann ist T abgeschlos-
sen.

Beweis. Wir verwenden Lemma 6.2a). Sei (2, )neny € D(T) mit x,, — z in X und
Tz, — yin Y. Dann gilt trivialerweise x € D(T) = X, und da T stetig ist, folgt
Tx, — Tx,dh. Tx =y. O]
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Der folgende Satz zeigt, dass auch die Umkehrung gilt, ein abgeschlossener Operator
T: X D D(T) — Y mit abgeschlossenem Definitionsbreich D(T) ist stetig.

6.7 Satz (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Seien X,Y Banachrdiume, T: X D
D(T) — Y abgeschlossener linearer Operator. Falls D(T) abgeschlossen ist, so ist
T stetig.

Also: wenn X, Y Banachrdume sind und

X

Y
(abgeschlossen)j J\
T: D(T) — e R(T

abgeschlossen

)

dann ist
linear
T (D), |l )~y (B(T), [IMly)
Beweis. Da T abgeschlossen ist, ist G(T) mit ||(z,Tz)|s = |z|x + |Tz|y als

abgeschlossener Unterraum von X @ Y ein Banachraum. Die Projektion
m:G(T)— X, (x,Tz) — x

ist injektiv und hat Operatornorm |[m|| < 1, ist also stetig. Der Wertebereich
R(m) = D(T) ist abgeschlossen in X.

Nach dem Satz von der stetigen Inversen (5.12) ist 7w, stetig als Abbildung von
(D(T), |-l x) nach (G(T'),||-||). Ebenso ist my: G(T') =Y, (z,Tx) — Tz, stetig als
Abbildung von (G(T),]*|l) nach (R(T),||ly). Damit ist T = my 0 7 ' stetig. O

1

6.8 Korollar (Satz von Hellinger-Toeplitz). Sei X ein Hilbertraum und T: X — X
ein linearer, symmetrischer Operator, d.h., fir alle x,y € X gilt

(Tz,y) = (z,Ty).

Dann ist T stetig.

Beweis. Zu zeigen ist die Abgeschlossenheit von G(T') in X & X.

Sei (z,y) = limy, o0 (2, Tzy), d.h. & = lim,, o 7, und y = lim,,_, o, Tz, jeweils mit
Konvergenz in ||-|| . Fir z € X gilt

(y,z) = <lim Txn,z> = lim (Tz,,z) = lim (x,,Tz) = <lim In,TZ> = (z,Tz)

n—oo n—oo n—oo n—oo
= (Tz,z).
Damit folgt (y —Tx,z) = 0 fur alle z € X. Also ist y — Tx = 0, d.h. (x,y) €
G(T). O
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6.9 Lemma. Seien X,Y Banachriume und T: X D D(T) — Y abgeschlossener
linearer Operator. Dann sind dquivalent:

(i) Es emistiert ein C > 0 mit ||Tx|y > C ||z|| 5 fir alle x € D(T).
(ii) T ist injektiv und R(T) ist abgeschlossen.

[[(i)==(ii). Der Operator T: (D(T), |||l+) — (R(T),]|-|ly) ist surjektiv per Definition und offen-
sichtlich injektiv. Weiterhin ist er beschréinkt mit Operatornorm < 1, also stetig. Sein Inverses ist
ebenfalls ein beschrinkter Operator, wegen (i).

Also ist T: (D(T), ||-|l;) — (R(T),]||ly-) ein Isomorphismus von normierten Raumen und weil
(D(T),|||l7) Banachraum ist (denn T ist abgeschlossener Operator), ist R(T") abgeschlossen nach
Bemerkung 5.14.

(ii)==(i) folgt direkt aus dem Satz vom abgeschlossenen Graphen.|]

b) Spektrum und Resolvente

6.10 Definition. Seien X,Y, Z normierte Rdume. Seien ferner S, S:X =Y und
T :Y — Z lineare Operatoren.

a) Der Operator S + S ist definiert durch
D(S+5) := D(S)ND(S) und (S + S)z := Sz + Sz (z € D(S + 5)).

b) Der Operator 7'S: X — Z ist definiert durch
D(TS):={x € D(S): Sz € D(T)} und (T'S)x :=T(Sz) (x € D(TS)).

¢) Wir schreiben S C S, falls D(S) ¢ D(S) und §|D(S) = S gilt.

Im Folgenden schreiben wir fiir einen Operator 7: X D D(T) — X statt T'— Aidx
einfach 7" — A.

6.11 Definition. Sei X ein Banachraum und 7: X D D(T) — X ein linearer
Operator.

a) p(T) :={\NeC: T —X: D(T) — X ist bijektiv, (T'— \)"': X — X ist stetig}
heifit die Resolventenmenge von 7.

b) o(T') := C\ p(T') heiBt das Spektrum von 7.

¢) 0,(T) := {\ € C: T — X nicht injektiv} heifit das Punktspektrum von 7" (die
Menge aller Eigenwerte von 7).

d) 0.(T) := {\ € C: T — Ninjektiv, R(T—X) = X, (T —N)': R(T —)\) —
X nicht stetig} heiit das kontinuierliche Spektrum von 7.

e) 0.(T) :={\ € C: T — X injektiv, R(T' — \) # X} heifit das residuelle Spektrum
(oder Restspektrum) von 7.
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6.12 Bemerkung. a) Falls p(T') # (), so ist T abgeschlossen.

Denn (T — \)~! ist abgeschlossen nach Lemma 6.6, und damit ist auch 7' — X ab-
geschlossen (wie man z.B. mit Lemma 6.2 ¢) sieht). Somit ist auch 7" abgeschlossen
(wieder mit Lemma 6.2).

b) Nach Definition gilt
C=p(T)Uo(T)=p(T)Uo,(T)Uo.(T) U o (T),
wobei U die disjunkte Vereinigung bezeichnet.

¢) Nach dem Satz vom stetigen Inversen folgt fiir abgeschlossene Operatoren T" aus
der Bijektivitit von (T — \): D(T) — X bereits die Stetigkeit von (T"'— \)~1: X —
X. Somit gilt fiir T" abgeschlossen

p(T)={NeC|T - X: D(T) — X bijektiv},

0 (T)={AeC|T — \: D(T) — X injektiv, R(T — \) = X, R(T — \) # X}.

d) Falls dim X < oo, so ist 0.(T) = 0,(T) = 0 und o(T") = 0,(7T) ist die Menge der
Eigenwerte der darstellenden Matrix.

6.13 Beispiele. a) Sei X = C([0,1]) und T'f := f’ fiir f € D(T) := C'([0,1]). Da
fiir jedes A € C die Funktion f(t) := e in ker(T — X) liegt, gilt o(T) = 0,(T) = C.
b) Sei X := Cy([0,1]) :={f € C([0,1]): f(0) =0} und T'f := [ fiir f € D(T) :=
{feX: ffe X}.

Sei A € C, und seien f, g € X. Betrachte die Gleichung (T'—\)f = g, d.h. f'=Af = g.
Versehen mit der Anfangsbedingung f(0) = 0 hat diese gewohnliche Differentialglei-
chung die eindeutige Losung

Es gilt f/(0) = g(0) + Af(0) = 0, d.h. f* € X und damit f € D(T). Somit ist
T — X\: D(T) — X bijektiv fiir alle A € C, d.h. p(T") = C.

c) Sei 1 <p<oo, X =0 und T(z;); = (ja;); mit D(T) := {x € 7|(jx;); € (P}.
Fiir e, := (0;,); gilt Te,, = ne,, und damit n € o, fiir alle n € N. Sei nun A ¢ N.
Firy € 7, x € D(T) folgt aus (T — Nz =y

‘v’jEN:jxj—)\:cj:yj.
Damit muss z; = ]Z—JA gelten, also ist T" injektiv.
Wir miissen noch zeigen, dass fiir alle y € 7 die Folge x := <]Zi—1>\> in D(T) C ¢
liegt. Sei ¢ := sup,cy|j — Al7! < co. Damit ist

(e}

Izl = ;

j=1

p
< ylles

Yj
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also z € P und weiterhin gilt
[e.9]

. .Y
Gzl =Y i

J
S a=A

p
< T+ llylle

was x € D(T') liefert.

Es folgt insgesamt o(71") = 0,(T) = N.

d) Seil <p<oo, X =107 und T(x;); = (jrj41); mit D(T) := {x € P|(jz;); € (*}.
Dann gilt o(T") = 0,(T") = C.

Zu0#XNeCist xy := (’\2—71> € D(T) mit Tzy = ) und T'(d1;); = 0.

e) Sei X = (> und S = Sr € L(X) der Rechts-Shift aus Beispiel 2.31, d.h.
S(x1,29,...) = (0,21, 2s,...). Dann ist D(S) = ¢* kerS = {0} und |le; —y|| > 1
fir alley € R(S), wobei e; := (1,0,0,...). Daherist R(S) # X und damit 0 € ,(S)
(es gilt sogar {0} = o(9)).

Der Vergleich von a) und b) zeigt, dass eine kleine Anderung des Grundraums X
das Spektrum eines unbeschrankten Operators erheblich beeinflussen kann.

6.14 Definition. Sei T: X D D(T') — X ein linearer Operator.

a) Fiir A € p(T) heiit Ry(T) := (T — X\)~! die Resolvente von T
Die Abbildung p(7') — L(X), A — Rx(T), heifit Resolventenabbildung,.

b) Fir A € 0,(T) heiit ker(T" — \) der geometrische Eigenraum von 7" zu A und
{reD(T): IneN: (T —\)"z =0}

der algebraische Eigenraum von 7" zu A.

6.15 Satz. Sei X ein C-Banachraum und T: X D D(T) — X ein abgeschlossener

linearer Operator. Dann ist p(T) offen und somit o(T') abgeschlossen.

Beweis. Falls p(T') = (), so ist nichts zu zeigen. Sei also \g € p(T'). Es gilt
T—X=T—=X—(A=X)=(T—=X)[L—=A=X)(T—X)""]

Weil T'— )\ ein abgeschlossener invertierbarer Operator ist, ist (7'—\g) ™! beschriinkt,
siehe Bemerkung 6.12. Fiir A € C mit |A — Ao| - [[(T'— Xo) || < 1 existiert

(1= (A= 2)(T = X)71] " € L(X)
nach Satz 2.39. Damit existiert

(T =27 = [1= (A= 2)(T = 2) 7] (T = %) 7" € L(X).
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Somit gilt
{reci =l <[l =2) |7} (1),

also ist p(T") offen. O

6.16 Satz. Sei X ein C-Banachraum und T € L(X). Dann ist das Spektrum
o(T) C C kompakt und nichtleer.

Beweis. Hier wird nur die Kompaktheit von o(7") bewiesen. Fiir A € C mit [A| > ||T|
ist T — X = (=A)(1 — A7) nach Satz 2.39 in L(X) invertierbar, d.h. A € p(T).
Also ist o(T') eine abgeschlossene Teilmenge von {A € C: |A\| < ||T||} und damit
kompakt. O

[[Der Beweis von p(T') # () fiir T € L(X) verwendet die Holomorphie der Resolventenabbildung und
den Satz von Liouville aus der Funktionentheorie. Dabei heifit eine Banachraum-wertige Funktion
f:U— X,U C C offen, holomorph, falls fiir alle zg € U der Grenzwert lim,_, ,, %Z(EZO) existiert,
wobei die Konvergenz in der Norm von X zu verstehen ist. Mit Hilfe der Neumannschen Reihe
erhiilt man eine Reihendarstellung von Ry (T) und kann so zeigen, dass die Resolventenabbildung
eine holomorphe Abbildung von p(7) in den Banachraum L(X) ist. Wére p(T') = C, so wiirde aus
|IRA(T)]| — O fiir |A\| = oo und dem Satz von Liouville folgen, dass diese Abbildung unabhéngig

von \ ist.]]

Fiir unbeschrinkte Operatoren kénnen wie bereits gesehen sehr wohl die Félle
o(T) = C und o(T) = 0 auftreten konnen.

c) Adjungierte Operatoren

6.17 Definition. Seien X,Y Hilbertraume und 7': X — Y ein linearer dicht defi-

nierter Operator (d.h. D(7") = X). Definiere

D(T*) :={yeY: x> (Tz,y) ist stetiges lineares Funktional auf D(T)}
={yeY: dz* e X : (Tzr,y), = (x,2") fir alle x € D(T)}.

Zuy € D(T*) ist 2* € X eindeutig bestimmt. Definiere
T:Y > X, T'y:.=z"

Der Operator T* heifit (Hilbertraum-)Adjungierte von 7" und nach dieser Definition
gilt fiir alle x € D(T),y € D(T™)

(Tx,y)y = (x,T"x) .
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6.18 Bemerkung. a) Die Eindeutigkeit des z* und damit die Wohldefiniertheit von
T* folgt aus D(T') = X, denn sind z},z; € X mit (z,27)y = (Tz,y)y = (z,25)
fir alle x € D(T), so gilt 0 = (x, 2] — x3), auf einer dichten Teilmenge und damit
T] = T

b) Ist T abschliessbar, so ist 7% dicht definiert und 7%* = T.

6.19 Lemma. Seien X,Y Hilbertriaume, T: X D D(T) — Y ein dicht definierter
Operator. Dann ist T* abgeschlossen.

Beweis. Sei (yp)n, C D(T*) mit y, — y € Y und T*y,, — = € X. Dann gilt fiir alle
z € D(T)

(Tz,x)y = lim (Tz,y,)y = Im (2, T"y,) y = (2, 2) 5
n—oo n—oo

und nach Defintion ist damit y € D(7*) und T*y = x. O

6.20 Satz. Seien X,Y Hilbertriume, und T € L(X,Y). Dann ist D(T*) =Y,
T* € LY, X) und [T = |IT]]

Beweis. D(T*) =Y folgt sofort aus der Defintion, denn es gilt fiir allez € X,y € Y

| (T, y)y | < IT( lyllx - [lllx

also ist x — (T'z,y) ein stetiges lineares Funktional auf X. Damit ist 7 als abge-
schlossener Operator mit abgeschlossenem Definitionsbereich auch stetig (Satz 6.7).
Mit dem Satz von Hahn-Banach (Korollar 4.5) erhalten wir

|T*|| = sup [T"y|lx = sup sup |[(z,T7y)y|

llylly=1 lylly=1 [lz| x=1
= sup sup |(Tz,y)y|= sup sup |[(Tz,y)y ]|
llylly=1 ||zl x=1 llzll x =1 llylly =1

= sup |[|Tzlly = |[T].

llell x =1

6.21 Definition. a) Seien X,Y Hilbertrdume und 7' € L(X,Y’). Dann heifit T
unitér, falls T7T* = idy und T*T = idx gilt.

b) Sei X ein Hilbertraum und 7T ein linearer dicht definierter Operator in X. Dann
heifit 7'

(i) selbstadjungiert, falls T'= T*,
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(ii) normal, falls TT* = T*T,
(iii) wesentlich selbstadjungiert, falls 7" abschlieBbar ist und T selbstadjungiert ist,

(iv) symmetrisch, falls T C T* gilt.

Bei dieser Definition ist zu beachten, dass zwei Operatoren genau dann gleich sind,
falls sie gleiche Definitionsbereiche haben und darauf gleiche Werte annehmen.

6.22 Bemerkung. Aus dem Satz von Satz von Hellinger—Toeplitz (Satz 6.8) folgt,
dass ein auf dem ganzen Raum definierter selbstadjungierter Operator stetig ist.

6.23 Beispiele. a) Sei X =Y = (? und Sy € L({?) der Rechtsshift aus Beispiel
2.31. Dann gilt fiir alle z,y € ¢?

SR-:E y an 1yn anyn—i-l = <x>SLy>7
n=1

wobei Sy, € L(£?) den Links-Shift bezeichnet (siche ebenfalls Beispiel 2.31). Also ist
S% = Sp. (Beachte Si' # Sp!)

b) Sei X =Y = (*(Z,K). Dann ist erneut S}, = S, und nun auch S;' = Sy, also
sind S und S, unitar.

c) Sei X = L2((0,1)) und T : X — X definiert durch (Tz)(t) = [, x(s)ds. Mit der
Hélder-Ungleichung folgt ||Tz||, < \/Li |z]|,, also T" € L(X). Durch den Satz von
Fubini erhélt man

<Tx,y)—/01/0tx(s) y(t) dt = / / ) dt - z(s) ds,

also ( ft

d) Sei X = LQ(R), D( ) = {z € L*(R)| [ s*|z(s)]*ds < oo} und T : L*(R) —
L?*(R) definiert durch (Tx)(t) = tx(t). Dann gllt fiir alle xz,y € D(T)

) - [ " sx(s)y(s) ds = (. Ty)

o0

also ist 7' symmetrisch. Noch zu zeigen ist D(T*) C D(T). Sei y € D(T*). Wir
beweisen wir zunéchst (T*y)(t) = ty(t). Nach der Definition von T* ist fiir alle
z e D(T)

/_ " 2(8)(T7y)(s) ds = (2, Ty) = (T'r, ) = / so(s)y(s) ds.

o0 o0
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Wegen C°(R) C D(T) folgt also fiir alle ¢ € C°(R)

/_oo e(s)(T*y)(s) ds = /OO o(s)sy(s) ds

[e.9] — 00

und dies liefert (T*y)(t) = ty(t) fast iiberall. Aus T*y € L*(R) erhalten wir nun
IT*yll, = [~ s*a(s)]*ds < oo, was y € D(T) bedeutet. Damit ist 7" selbstadjun-
giert.

6.24 Satz. Seien X ein Hilbertraum und T: X D D(T) — Y ein dicht definierter
Operator. Dann gilt

a) R(T)* = R(T) = ker T*.

b) R(T) = (ker T*)*.
c) R(T*)* =kerT und R(T*) = (ker T)*, falls T zusiitzlich abgeschlossen ist.

Beweis. a) Es gilt y € R(T)* genau dann, wenn fiir alle x € D(T) gilt (Tx,y) = 0.
Dies ist dquivalent zu y € D(T*) und T*y = 0, also zu y € ker T*.

b) Nach a) gilt R(T) = (R(T))** = (ker T*)*.
c) Folgt direkt aus a), b) und Lemma 6.19 und Bemerkung 6.18. O

6.25 Lemma. Seien X ein Hilbertraum und S, T dicht definierte, lineare Operato-
ren auf X.

(1) Fir S, T € L(X) gilt (ST)* = T*S* und, falls T invertierbar ist, (T~1)* =
(T*)~L.
(ii) Ist S C T, dann gilt T* C S*.
(iii) Fiir X € C gilt (T — \)* =T* — ).

Der Begriff der Adjungierten kann auf Banachridume verallgemeinert werden, hierbei
handelt es sich dann um eine Abbildung zwischen den Dualrdumen.

6.26 Definition (Banachraum-Adjungierte unbeschrankter Operatoren).
Seien X,Y Banachrdume und 7: X O D(T) — Y ein linearer dicht definierter
Operator. Definiere

DT ={feY': 3 fie X' mit f(Tz) = fi(z) (xe€ D(T))}.
Zu f € D(T") ist f; € X' eindeutig bestimmt. Definiere
T f = fi.
T':Y' — X’ mit Definitionsbereich D(T") heiit (Banachraum-)Adjungierte von T.
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6.27 Bemerkung. a) T"f ist eindeutig bestimmt, da D(T) = X.
b) Der Operator 7" ist abgeschlossen.
c¢) Die Abbildung aus dem Satz von Riesz

ix: X = X' (1)

ist isometrisch aber konjugiert linear. Damit hdngen Hilbertraum- und Banachraum-
adjungierte iiber T* = iy o T 0 iy zusammen.

[[zu a) Seien f1, f» € X' mit fi(z) = f(Tz) = fa(x) fiir alle x € D(T). Da D(T) = X und fy, fa
stetig sind, folgt f; = fo auf ganz X. Aus der Eindeutigkeit von T" f folgt dann auch die Linearitét
von T".

zu b) Sei (frn)neny C D(T') mit Konvergenzen f,, — f in Y/ und 7" f,, — ¢ in X’. Dann gilt fiir
x € D(T):
F(Tx) = lim fu(Ta) = lim (T'f,)(@) = g(a)

Damit haben wir f € D(T") und (f,g) € G(T").]]

6.28 Satz (Banachraum-Adjungierte beschréankter Operatoren). Seien X,Y Ba-
nachriume und T € L(X,Y). Dann gilt T' € L(Y', X") und | T|| = ||T"||.
[[Wegen f1 = foT ist die Linearitédt und die Stetigkeit von f; klar. Wegen
(@) = [f(T2) < fllyr - ITI- Ml v e X,
ist [ fillx, < ITI - | flly., dho |T7]] < ||T||. Der Operator T" ist linear wegen
T'(af + Bg) = (oof + Bg)(Tx) = af(Tx) + By(Tx).
Ebenso ist die Abbildung T~ T’ linear.

Zu zeigen ist noch, dass |T|| < ||77|| gilt. Nach Lemma 4.5 a) existiert zu z € X ein f, € Y’/ mit
| fzlly» =1 und fp(Tz) = ||Tx||y. Damit ist

1 Tzlly = [fo(Tz)] = [(T"fa) (@) < (T[] - ]l -
Il

Wenn wir fiir die Anwendung eines Funktionals A € X’ auf ein Element x eines
Banachraums X die an den Hilbertraum-Fall angelehnte alternative Schreibweise
(x, A) . x = A(z) vereinbaren, dann wird die Identitét f(Tz) = fi(z) zu

<T:L’, f)YxY’ = <x>T/f>X><X’ :

Man spricht auch von der dualen Paarung.

6.29 Bemerkung. a) Fir 7' € L(X,Y) ist 77 € L(X",Y") und T"|x = T. In
reflexiven Rdumen gilt dann also 7" = T.

b) Falls T € L(X,Y)und S € L(Y, Z), so ist (ST) =T1"5".
c) Falls T € L(X,Y) invertierbar ist, so gilt (') = (T")~".
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[[zu a) es gilt (T"Z)(f) = Z(T'f) = (T'f)(z) = f(Tx) = Tx(f). In der alternativen Schreibweise
lautet diese Rechnung

(LT"%)yroyn =T 0) xorxn = @ T ) xwxr = (T2, fly oy = <f’ Tz>y/xy/, ’

also tatsichlich 7”7 = Tz fiir jedes x € X, wie behauptet.
zu b) Denn ((ST)' f)(x) = f(STx) = (S'f)(Tx) = [T'(S" f)](z), bezichungsweise

<$7 (ST)/f>X><X’ = <ST$’ f>Z><Z’ = <T$, S/f>Y><Y’ = <x’T/Slf>X><X’ ’
also (ST f =T'S'f fiir jedes f € Z'.

zu ¢) Dies gilt wegen (T~1)'T" = (TT~ ') = id} = idys und (T"(T71))' = (T7'T)" = idy = idx'.|]
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7. Distributionen und Sobolevriaume

7.1 Beispiel. Seien X = L*(R"), D(T) = C*(R")NL*(R")und T : X D D(T) = X
definiert durch Tw := Awu. T ist dicht definiert, abschliessbar und fiir u,v € D(T)
gilt

(Vu(x))(Vv(m))dx/ u(z)Av(z)de = (u, Tv),

n

(Tu,vy = /n(Au(x))v(x)dx = /

n

also ist 7" symmetrisch. Da aber (D(T), ||-||;2 + ||T-]|;2) kein Banachraum ist, ist
T nicht abgeschlossen und somit auch nicht selbstadjungiert. Zur Bestimmung von
D(T) = D(T*) benétigen wir die sogenannten Sobolevraume.

Wir werden von hier an die praktische Multiindex-Schreibweise verwenden.

7.2 Definition (Multiindex-Schreibweise). Seien x,§ € R™ und a € Nj. Dann
definieren wir

n
€ = Z &5,
j=1
n

2] = (Z%Q-)m,

j=1
=t
la| ==a; + - + .
Fiir f € Clo/(R") sei
o g

0°1(r) = g g ()

a) Distributionen

7.3 Definition. Sei G C R" offen.

a) Fiir eine Funktion ¢: G — C heifit supp ¢ := {x € G: p(x) # 0} der Triger von
©.
b) Wir schreiben K € G, falls K eine kompakte Teilmenge von G ist.
Die Menge
CX(G) :={p € C*(G): suppy € G}

heifit die Menge der Testfunktionen auf G' (oder die Menge der C*°-Funktionen mit
kompaktem Tréger). Manchmal sieht man auch die Bezeichnung C§°(G) := C°(G).
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¢) Sei nun (¢g)eny € C°(G), dann definieren wir die Konvergenz wie folgt:

(i) 3K € G: Yl e N: suppp, C K
o9 0= (17) Voo € N§ = sup [0%pg(x)| — 0 fiir £ — o0
zeK

Versieht man den Raum der Testfunktionen mit der zu dieser Konvergenz gehoren-
den Topologie, so schreibt man Z(G). Dies bedeutet, dass C2°(G) mit der feinsten
Topologie ausgestattet wird, fiir die folgendes gilt: eine Folge (¢;)ien € C°(G) kon-
vergiert genau dann gegen Null, wenn es fiir jede Nullumgebung U ein Ny(U) gibt,
sodass ¢, € U fiir jedes £ > Ny(U).

7.4 Bemerkung. a) Eine Topologie fiir 2(G), zu welcher obiger Konvergenzbegriff
gehort, lasst sich als lokalkonvexe Topologie definieren. Die Definition der zur lokal-
konvexen Topologie zugehorigen Familie von Halbnormen ist jedoch relativ kompli-
ziert, was an Bedingung (i) in obiger Definition liegt (vgl. Ubungsblatt 2, Aufgabe
HI1).

b) Die Testfunktionen liegen dicht in LP(G) fiir 1 < p < oo (aber nicht im L>(G)).

¢) Man kann sich Testfunktionen mit gewissen Eigenschaften definieren, wie folgende
Aussage zeigt: Sei K C R"™ kompakt und U D K offen. Dann existiert ein ¢ € Z(R")
mit suppp C U und ¢ =1 auf K.

Da die Menge der Testfunktionen offensichtlich einen C-Vektorraum bildet, sind
wir in der Lage, die Menge der linearen Funktionale, d.h. der linearen Abbildungen
T: 2(G) — C, zu betrachten. Eine stetige lineare Abbildung heifit eine Distribution
auf G. Dabei entspricht die obige Topologie auf Z(G) der Stetigkeit in folgender
Definition.

7.5 Definition. 2'(G) bezeichnet die Menge aller linearen Abbildungen von 2(G)
nach C, welche stetig sind. Es gilt:

(1) f: 2(G) — C linear,

Feie= { (i) (pohien © Z(G)sipr 5 0= flip) — 0 (L — o0).

2'(G) heiit Menge der Distributionen von G.

7.6 Beispiel (regulire Distributionen). Sei v € L .(G) := {u: G — C: VK € G:
ulg € L'(K)}. Dann definiert

eine Distribution, denn
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() [u] ist offensichtlich linear.

(17) Sei (¢r)een eine Folge in Z(G) mit ¢y — 4 0 fiir £ — oo, dann folgt:

|wmsmemmmzémwMMM§mmmggmmw%o

fir £ — oo und ein passendes K € G. In diesem Zusammenhang spricht
man auch davon, dass [u] eine von u erzeugte Distribution ist. Eine von einer
L} ~Funktion erzeugte Distribution heifit regulire Distribution.

7.7 Beispiel (Dirac-Distribution). Ein Beispiel fiir eine nicht-reguléire Distribution
ist die sog. Dirac-Distribution (Diracsche ,,Deltafunktion). Sei xg € G fest.

0ry: 2(G) = C, 9 0y () := p(20)

(7) Linearitét ist klar.

(73) Sei (pr)een eine Folge in Z(G) mit ¢y — 4 0 fir £ — oo, dann folgt:
190 (pe)| = liee(wo)| < sup fe(x)| — 0
faS

fiir ¥ — oo und ein K € G.

(i) Oy, ist nicht regulér
Beweis: Sei angenommen, dass ein u € L

2(G) gilt

1
loc

(G) existiert, so dass fiir alle ¢ €

@Aw:¢@@:/uum@mx

G

Es gibt nun sicher ein € > 0, so dass B(zg,e) C G und fB(zM) lu(z)|de < 1
gilt. Weiter finden wir eine Testfunktion ¢, fiir die einerseits supp ¢ C B(xy, €)
und andererseits Vo € G: ¢(xg) > ¢(x) > 0 sowie p(zg) > 0 gilt. Damit ergibt
sich dann aber

(1‘0,6)

3us(9) = plao) = lelan)| = | [ u@)o()de] < pla) [ Juta)ldo
< (o),

was im Widerspruch zur Annahme steht.

Wir haben das Ziel, den klassischen Ableitungsbegriff aufzulockern oder zu verallge-
meinern. Das bedeutet aber, dass sich dieser Ableitungsbegriff bei klassisch differen-
zierbaren Funktionen nicht von dem klassischen Begriff unterscheiden sollte. Es sei
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f € CFR™) c LL_(R") und [f] die von f erzeugte regulire Distribution. Offenbar

loc

gilt dann fiir alle ¢ € Z(R") und alle o € N mit |a| < k

1) = | @ ede= (-1 [ fopds = (-1 (0"

n R

Dies motiviert die folgende

7.8 Definition. Sei f € Z'(G) und a € Nj.

i) Definiere

F:2(G) = C, o (-DUf(0).
0°f heifit Ableitung der Distribution oder distributionelle Ableitung vom Grad |«|.
ii) Ist 9 f eine regulire Distribution, d.h. es existiert ein v € L] (G) mit 9*f = [v],
so heilt v die schwache Ableitung der Ordnung a von f. Es gilt dann

1)) = [ vpde = (-1 [ forpda

G G

fir alle ¢ € 2(G).

Es ist klar, dass 0°f € 2'(G) ist, da mit py — 4 0 auch 0%p, —> 4 0 gilt. Also ist
jede Distribution beliebig oft differenzierbar.

7.9 Beispiele. a) Sei 2y € G := R und

fir x € G, dann gilt [h,,]" = 04q-
Ist ¢ € C°(G), so folgt:

o) () = — / ()¢ () d = — / o (2) Az = o(20) = by ().

o

b) Sei g : (—1,1) = R, g(x) = |z|. Dann gilt fiir alle ¢ € 2((—1,1))

Bl = [ o) ar= |

1 -1

9(x)'(z) dz + / 920 (z) dx

_ _/0 () dx+/olg0(:v) dx:/_l h(x)e(r) do

-1 1

I, x€(0,1),
mit h(z) =<0, x=0,
-1, z€(-1,0).

Also ist h die schwache Ableitung von g. a) zeigt, dass [g]” = 2dy
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c¢) Allgemeiner gilt fiir

_%IHOZED: n:2,

1
————a 2,
6o R\ {0} = R, %w:{m”ww n

wobei w,, die Oberfliche der Einheitssphére bezeichnet (wy = 2), dass —Alg,] = 0.
g ist damit eine Grundlosung des —A-Operators, d.h., fiir hinreichend glattes f
(z.B. f € LY(R")) wird die Gleichung

~Du(r) = f(z) (¢ € R

durch u := g, * f im distribtionellen Sinne gelost. —Aw ist dann eine regulére
Distribution.

b) Sobolevriume: Definition und erste Eigenschaften

Im folgenden sei G C R" ein Gebiet.

Fiir eine Distribution u € 2'(G) und einen Multiindex a € Nfj schreiben wir
0%u € LP(G),

falls eine Funktion f € LP(G) existiert mit 0“u = [f] in 2'(G). Hier ist [f] wieder
die zu f gehorige regulédre Distribution.

7.10 Definition (Sobolevraume). a) Zu s € Ny definiere
WP(G) :={u € Z'(G): 0%u € LP(G) fiir 0 < |a| < s}.

Als Norm in W*P(G) definiert man fiir 1 < p < oo

1/p
||u||ws,p((;) = ||u||s,p,G = Z ||8au||ip(a)
0<||<s
und fiir p = oo
||U||Ws,oo((;) = ulls 00, 7= sup ||8O‘u||Loo(G).
0<|a|<s

b) Zu s € Ny definiere H*?(G) als die Vervollstindigung von {u € C*(G): ||ull,, s <
oo}. Im Falle p = 2 schreiben wir auch H*(G) statt H*?*(G).

¢) Zu s € Ny definiere H;*(G) als den Abschluss von C°(G) im Raum H*P(G).
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7.11 Bemerkung. a) In der Definition von W*?(G) wird insbesondere u € LP(G)
gefordert. Daher kann man auch schreiben

WeP(G) = {u € LP(GQ): 0% € LP(G) fiir 0 < || < s}.

b) Im Fall von H*?(G) ist wegen ||| »q) < ||, ¢ offensichtlich H*P(G) C LP(G),
d.h. ein Element der abstrakten Vervollstdndigung kann mit einer Funktion in LP(G)
identifiziert werden.

¢) Im Fall p = 2 erhélt man das Skalarprodukt
(W, 0) gy = Z (0%, 0°0) 12 -

laf<s

7.12 Beispiel. Sei g : (—1,1) — R, g(z) = |z|. Dann zeigt Beispiel 7.9 ¢g €
WiP((—1,1)) fiir 1 < p < co. Es gilt weiterhin g € H'P((—1,1)) fiir 1 < p < oo,
aber g ¢ H>((—1,1)).

7.13 Lemma. Die Riaume H*P(G) und W*P(G) sind Banachriume.

Beweis. Der Raum H*P(G) ist als Vervollsténdigung eines normierten Raumes kon-
struktionsgemdfl ein Banachraum. Sei also (u¢)eny € W*P(G) eine Cauchyfolge.
Nach Definition der Norm ist fir 0 < |a| < s auch (0%us)een C LP(G) eine Cauchy-

-----

Fiir die zugehorigen reguléren Distributionen gilt mit der Holder-Ungleichung fiir
alle p € 2(G)

0°ud(¢) — [l ()] = /G (0%ur — ) (2)p(z) dz

< [|0%ue — UocHLp(G) ) ||S0||L4(G) — 0 ({ — o0),

wobei % + % = 1 ist. Also gilt

(0" [u)(0) = (~1)“[u)(0"p) = lim (~1)/[ur)(0"¢) = lim [9*ue] ()
= lm [9°u](¢) = [ua](¢)
fir alle ¢ € Z(G). Somit ist 0%u = u, in Z'(G), d.h. u € W*P(G).
Es folgt

lue —ull?, o < D 10%u = 0%ull}y gy — 0 (£ — 00),
0<|al<s

also haben wir uy — u in W*?(G), und W*P(G) ist ein Banachraum. O
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7.14 Lemma. Firl <p<oo und s € Ny gilt

H(G) € W*?(G).

Beweis. Seiu € H*P(G) und (ug)ren C C°(G) eine Cauchyfolge bzgl. ||-|[, , o, welche
gegen u konvergiert. Nach Definition der [-||, , -Norm gilt wieder 9%u; — u, mit
Uy € LP(G). Wie im letzten Beweis siecht man 0%u = u, in 2'(G) und damit
u e W*P(G). O

Tatséchlich sind die beiden Definitionen von Sobolevriaumen fiir allgemeine Gebiete
dquivalent. Der folgende Satz wurde erst 1964 bewiesen (wahrend die ersten Defini-
tionen bereits 1938 formuliert wurden).

7.15 Satz. Firl <p< oo und s € Ny gilt

W*P(G) = H*"(G).

[[ Wir miissen nur noch W*P(G) C H*P(G) zeigen, d.h. zu zeigen ist, dass C™(G) N H*P(G)
dicht in W*P(QG) liegt. Unter Verwendung des Friedrichsschen Glittungsoperators kann man sogar
zeigen, dass

{p e C2(G): el po < 00}

dicht in W#P(G) liegt. Dies geschieht iiber eine kompakte Ausschépfung von G und eine zugehérige

Partition der Eins. Die Details sind z.B. im Buch von Adams [1] beschrieben. ]

Die Réaume H*?(G) und W*P(G) sind typische Sobolevraume, benannt nach Sergei
L’vovich Sobolev (6.10.1908 — 3.1.1980).

Wir gehen jetzt noch kurz auf den Raum H;”(G) ein, wobei wir uns auf p = 2
beschrianken. Im folgenden bezeichne

das L?-Skalarprodukt. Fiir vektorwertige Abbildungen F,G € L*(G)" := L*(G;C")
wird ebenfalls die Bezeichnung

(F.G)y= [ " R@G)da

verwendet. Fiir F € CY(G)" ist div F = Y_"" | 9,,F; die Divergenz.

7.16 Definition. Definiere

Wy (G) :={u € HY(G): VF € (L*(Q))", divF € L*(G):
(u,div F), = —(Vu, F),}.
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Der Raum W, *(G) verallgemeinert die Bedingung u|se = 0. Ist némlich dG glatt
und u € W, (G) N CY(G), so kénnen wir zunéchst

O:/udidex+/ Vufdx:/ u(i, FdS(z)) (FeC'Y(Q))
G G oG
und somit u|sg = 0 schlieBen.

7.17 Satz. Es gilt H)*(G) = W (Q).
[[ Beweis:
Schritt 1: Hy?(G) € Wy (G):

Zu u € Hy?(G) existiert nach Definition eine Folge (u¢)seny € C2°(G) mit uy — u beziiglich der
HY2-Norm. Es ergibt sich fiir alle F' € (L*(G))" mit div F' € L*(G):

(u,div F), = lim (ug,div F), = — lim (Vuy, F), = — (Vu, F),,

JA (500
d.h. es gilt u € Wy*(G). Hier wurde die Holder-Ungleichung fiir p = 2 in der Form
(= ). div F)y | < = el 2 - v F]
verwendet.
Schritt 2: Wy*(GQ) € Hy*(G):

Zuniichst ist offensichtlich, dass W, "*(G) ein Hilbertraum mit dem H'2-Skalarprodukt ist. Weiter
ist nun Hé 2 (G) ein abgeschlossener Unterraum. Wir werden zeigen, dass das orthogonale Kom-
plement

(Hé’Q(G))L = {U S WOLZ(G)Z <U, (,0>W1,2(G) =0 (QO € H(}Q(G))}

L
nur die Nullfunktion enthélt. Da der Raum W, *(G) in der Form W, *(G) = Hy*(G)@® (Hé’2 (G))

direkt zerlegt werden kann (hierfiir benutzen wir die Abgeschlossenheit von Hé ’Q(G) als Unterraum
von Wy?(@)), folgt daraus die Behauptung.

L
Sei also u € (Hé’Q(G)) . Offenbar gilt dann fiir alle o € 2(G) C Hy'?(G)

(u, (p>W1~2(G) = (u, )5 + (Vu, Vi), = 0.
Damit gilt

(Alu])(p) = div[Vul(p) = = (Vu, Vo) = (u, ¢) = [ul(p) (¢ € 2(G)),
d.h. Au = u € L?(G). Daraus folgt nun wiederum
0 < JJully = (u,u)y = (u, Au)y = — (Vu, Vu), = — | Vul|* <0

also v = 0, und das war zu zeigen. ]]

7.18 Beispiele (schwache Losbarkeit des Dirichlet-Problems). a) Sei G C R"™ ein
Gebiet und f gegeben. Wir suchen eine Losung u von

—Au(z)+u(z) =0 (ze€q)
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ulog = f.

Hierbei wollen wir die Existenz einer Losung im distrubutionellen Sinne und nicht
im Raum der klassisch differenzierbaren Funktionen herleiten.
Wir betrachten zu f € H'(G) das Problem

(—A+1)u]=0
u— f € Hy Q)

und zeigen, dass genau eine Losung u € H'(G) existiert.

Es gilt (=A 4 1)[u] = 0 genau dann, wenn fur alle ¢ € C°(G)

0=(=A+Dul(p) = [ul((=A+1)¢) = /GU(w)(—A + Dp(r) da

Wegen u € HY(G) ist dies dquivalent zu

0= [ (Vu@)(Vela)) do+ [ ulwhpla) do = ()
und da C°(G) dicht in H}(G) ist, gilt
(A +D)[u] =0 & (u,¢);: =0 fiir alle p € Hy(G).

Nach dem Projektionssatz ist H'(G) = H}(G) @ (HZ(G))* und damit f = fy + f1
mit fo € HYNG), fL € (H(G))*. Setze u = f,. Dann ist u — f € H}(G) und
(u, @) ;n = 0 fiir alle p € H}(G), also ist u die gesuchte Losung.

Ist v € H! eine weiter Losung, so ist v € (H3(G))* und damit ist auch w :=u—v €
(H}G))*t. Andererseits gilt u —v = (u — f) — (v — f) € H(G), also w = 0.

b) Mit dem Satz von Riesz erhilt man zu jedem g € L?(G) die Existenz einer
eindeutigen distributionellen Losung u € Hy(G) von

—Au(z) + u(x) = g(z) (x€q)
u|aG = 0.

¢) Durch das Lemma von Lax-&-Milgram ldsst sich die Aussage auf

—Lu(z) +u(z) =g(z) (z€q)
ulaG =0

erweitern, wobei L = 3, _; .o, a;(2)0;0; mit a;; € L>(G) und 3, 5o, §iai ()5 >
p|&|? fiir ein p > 0 und alle z € G, £ € R™.
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c) Wichtige Sitze aus der Theorie der Sobolevriume

Viele Resultate der Sobolevraum-Theorie erfordern eine gewisse Regularitét des be-
trachteten Gebiets.

7.19 Definition. Sei G C R".

(1) G erfiillt die Kegeleigenschaft, wenn es einen endlichen Kegel V' gibt, so dass
jedes x € GG die Spitze eines zu V kongruenten Kegels V, C G ist.

(i) G erfiillt die Segmenteigenschaft, wenn es fiir jedes z € 0G eine Umgebung
U, C R" von z und ein y, € R™\ {0} gibt, so dass gilt

Ve GNU,, Vte (0,1): z+ty, € G.

Die Einbettung W*P(G) < X mit einem normierten Raum X bedeutet, dass es fiir
jedes u € W*P(G) einen Reprisentanten in X gibt und dessen Norm in X gegen die
W#P-Norm abgeschétzt werden kann.

7.20 Satz (Sobolevscher Einbettungssatz). Seien s € N, k € Ny und 1 < p < oo,
und sei G C R™ ein Gebiet mit gewohnlicher Kegeleigenschaft.

i) Falls s > % + k, dann gilt
WHP(G) — CF(Q).
Insbesondere existiert ein C > 0, so dass fir alle u € W*P(G) die Abschditzung

||u||q§G) <C ||u||WS,p(G)

gilt.
i) Falls s = %+ k, dann gilt fir q € [p, 00)

WP (G) — WH(Q).

iii) Falls s < %+ k, dann gilt fir q € [p, ;22-)

’ n—sp

WP (G) — WH(Q).

Beweis. Wir behandeln hier nur i) fiir G = (a,b) CR!, k=0 und s = 1.
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Sei zunéchst v € CH(G) N W'P(G) beliebig. Fiir z,y € G gilt

v(z) =v(y) + /w v'(s) ds.

Mit der Holder-Ungleichung folgt
y
[ 1wl

<2 p+ 2 ([ (o) ds)p

b
<P )P + 27 (b — a) / fu(s) [P ds.

p
o(@)[” < 27 Hu(y) P + 277

Integration iiber die y-Variable liefert nun

b b
o=@l <27 [ el dy+ 2 - ot [P
=27 ollp + 27 (b - a0

und damit
[Vl < 27 max{(b—a)~", (b—a)"} [lv]I7 - (7-1)
Zuu € WHP(G) = H"(G) existiert eine Folge (u,), C CY(G)NWYP(G) mit u,, — u
in W?(@). Einsetzen von u,, — u,, in (7-1) fiihrt zu
[t = oo < 277 max{(b—a)™", (b — )} [lun — umlly,,

also ist (uy,), eine Cauchyfolge in C°(G) und deswegen ist u € C°(G). O

7.21 Beispiel. Sei G = B(0,1) C R% Die Funktion

{ln(ln(ﬁ)), x40,

u:G—=R, u(z):=
0, z=0

ist nicht stetig, aber es gilt u € WH2(Q).

Durch Ubergang zu Polarkoordinaten bekommen wir

2 1 1
/ lu(z)|* dz :/ / ru(r)®dr dp = 2#/ r(In(1 —In7))?dr < oo
G o Jo 0
1 T

und mit Vu(z) = sy

||

! 1 2
2 —9 / - = dr=
/G Vu(@)l” do = 2n o r(l—1Inr)? dr 1—Inr
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7.22 Definition. Seien X und Y normierte Rdume und K: X — Y eine (nicht
unbedingt lineare) Abbildung. Dann heifist K kompakt, falls

(i) K stetig ist und

(i) fur jede beschrankte Menge B das Bild K (B) kompakt ist.

7.23 Bemerkung. a) Fiir lineare Abbildungen folgt die Stetigkeit von K bereits
aus (ii).

b) Bedingung (ii) ist dquivalent dazu, dass fiir jede beschrénkte Folge (2, )neny C X
eine konvergente Teilfolge von (K, )nen in Y existiert.

7.24 Satz (Rellich-Kondrachov). Sei G C R™ ein beschrinktes Gebiet, 1 < p < 00
und m € N. a) Die Einbettung

Wi™(G) = L#(G)
1st kompakt.
b) Besitzt G die Segmenteigenschaft, so ist
WmP(G) — LP(G)
kompakt.
c¢) Besitzt G die Segmenteigenschaft und ist mp > n, so ist
W™ (G) = C)(G)
kompakt.

7.25 Beispiel. Betrachte den Integraloperator aus Beispiel 6.23¢c), T : L*((0,1)) —
L*((0,1)) definiert durch (T'z)(t) = f(f:z(s)ds. Es gilt R(T) € H*((0,1)) und da
H'((0,1)) = L*((0,1)) kompakt ist, ist der Operator K kompakt.

Die folgende Ungleichung ist sehr wichtig, um Abschédtzungen beweisen zu kénnen.

7.26 Satz (Erste Poincarésche Ungleichung). Es sei G C R™ ein Gebiet, welches in
eine Richtung beschrinkt ist. Dann existiert eine Konstante b > 0 so, dass

lull 2y < DIVl 2@y (u € Ho(G)).

Damit ist durch 12
o 12
ulmay = (3 10°ull}ee )

|laf=1

auf Hy(G) eine Norm gegeben, welche zur Norm [l gy dquivalent ist.

© Matthias Hieber, Mads Kyed, Martin Saal 10. Februar 2015



7. Distributionen und Sobolevrdume 81

Beweis. Es sei G ohne Einschrankung in x,-Richtung beschrénkt, d.h. es gelte
GC{reR":0<x, <b}

fiir ein b > 0. Wir beweisen die Aussage zunichst fiir u € Z(G). Offenbar gilt nach
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

u(z) :/ 1-Oqu(xy, ..., Tp-1,t)dt.
0

Damit konnen wir unter Verwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung wie folgt
abschétzen:

lu(z)]* < b/o Opu(zy, ... 2 1, t)|* dt

b
< b/ Ve, .. wn 1, )Pt
0

Somit folgt

b b
|l < b/ {/ / Yl o, )P dt day - dxnl} dz,
0 Rr=1 J0

< V|| Vullz. .

und das war zu zeigen. Da 2(G) C H}(G) dicht liegt, folgt die Abschiitzung fiir
beliebige u € Hy(G) durch Approximation in der ||-|| 1 (g -Norm. O

7.27 Beispiel (Eigenwerte des A-Operators). Sei G C R" beschrinkt, u € H*(G)N
H}(G) mit —Au — Au = 0. Durch Multiplikation der Gleichung in L? mit u folgt

2 2
0=— <AU7U>L2(G) —A <U7U>L2(G) = HVUHL2(G)n —A HUHL2(G)

und mit Satz 7.26

1
2 2
A ||U||L2(G) = ||VU||L2(G) =2 ||u||L2 @)

also sind die Eigenwerte des A-Operators durch b% nach unten beschrankt.

7.28 Satz (Zweite Poincarésche Ungleichung). Sei G C R" ein beschrinktes Gebiet
mit Segmenteigenschaft. Dann existiert ein ¢ > 0 mit

/Gu(x) dz

) o\ 1/2
ull ) = (”VUHL2(G)n + [ (1) 2 | )

eine Norm auf H'(G) gegeben, welche zur Norm [l gy dquivalent ist.

ull gy < € (kup ot

fiir alle w € HY(G). Damit ist durch
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Beweis. Wir nehmen an, dass eine Folge (u¢)ey C H'(G) existiert mit Juell g2y =1
und

1
[Vell o + | (e, Do | < 7 (EEN).

Nach dem Satz von Rellich-Kondrachov existiert eine Teilfolge (uy)sen, die gegen
ein ug € L?(G) konvergiert.

Wegen ||Vl ;. — 0 folgt, dass (ur)eny C H'(G) eine Cauchyfolge ist.

Da H'(G) vollstandig ist, existiert ein @y € H'(G) mit || — Uol| 1 () — 0 und die
Eindeutigkeit des Grenzwertes liefert ug = wy. Aus (ug, 1) — 0 folgt (up, 1) = 0.
Andererseits gilt Vuy = lim, o Vi, = 0, also ug = const. Insgesamt folgt also
up = 0, was im Widerspruch zu

luoll 2 = Jim (]2 = 1

steht. O
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8. Selbstadjungierte und kompakte Operatoren

a) Selbstadjungierte und unitire Operatoren

Im folgenden sei X ein C-Hilbertraum.

8.1 Lemma. a) Se: T € L(X). Dann ist T genau dann selbstadjungiert, falls
(Tx,x) € R gilt fir alle z € X.

b) Sei T: X C D(T) — X dicht definiert. Dann ist T" genau dann symmetrisch,
falls (Tx,x) € R gilt fir alle v € D(T).

Beweis. a) (i) Sei T'=T*. Dann ist (T'z,z) = (x,Tx) = (T'z,z) € R.
(ii) Seien z,y € X und a € C. Nach Voraussetzung ist

(T(z+ay),z+ay) = (T'(z + ay), v + ay)
und damit
a(Ty,z) +a(Tr,y) = a(y, Tz) +a(z,Ty).
Fir o = 1 erhilt man

(Ty,z) + (Tx,y) = (y, Tz) + (z,Ty) .

Fir o =1 erhalt man

<Ty,l’> - <TZL’,y> = <y7T$> - <$,Ty> :

Somit folgt
(Ty,z) = (y,Tz) (z,y € X).
Nach Definition von T gilt also T = T™.

b) Die Rechnung unter a) zeigt, dass (T'x,y) = (z, Ty) fiir x,y € D(T) gilt. Dies ist
aquivalent zu T' C T*, d.h. zur Symmetrie von 7. O

8.2 Satz (Spektrum selbstadjungierter Operatoren). Sei T : X D D(T) — X ein
selbstadjungierter linearer (nicht notwendig beschrinkter) Operator. Dann gilt

) o(T) CR.
i) (T =AY <|ImA~' (AeC\R).

(i
(
(ili) Fir X € 0,(T) sind geometrischer und algebraischer Eigenraum identisch.
(iv) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

(

v) o.(T) = 0.
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Beweis. (i) Sei A € C\Rund z € D(T). Wie in Lemma 8.1 zeigt man Im (T'z, z) = 0.
Dann ist mit Cauchy-Schwarz

(T = Nall - llz]| = [{(T = Nz, 2)| 2 Im (T = Nz, @) = [TmA] - a*. (8-1)

Nach Lemma 6.9 ist 7' — A injektiv und R(T — A) abgeschlossen. Weiterhin ist auch
T — X injektiv wegen A € C \ R.

T — X ist surjektiv, denn mit Satz 6.24 a) haben wir

R(T =) = R(T =) = ((R(T = \)*)" = (ker((T = \)))" = (ker(T = X))
= {0}t =X.

Insgesamt haben wir gezeigt, dass fiir A € C \ R der Operator T'— X\ bijektiv ist.
(ii) Setze y := (T'— A)x in (8-1) und erhalte
Iyl = 1m AT [[(7 = )7y

(iii) Sei N )(\a) (T') der algebraische Eigenraum zum Eigenwert A von 7". Die Inklusion
ker(T — \) € N\(T) gilt immer. Sei also z € N (T)\ ker(T — A) mit A € R. Dann
gilt x € D((T'— A\)™) und (T'— X\)"z = 0 fiir ein n > 2, aber (T'— \)z # 0. Wegen
T =T"und X € R ist dann

(T — N)"a||* = (T = A", (T — \)"2z) = 0.

Induktiv folgt (T — \)" 2z =0,...,(T — X\)z = 0, Widerspruch.

(iv) Das folgt wie in der linearen Algebra. Seien xq,xs Eigenvektoren zu A\ # Ao
mit A\ o € R. Dann gilt

Al <£131,iU2> = <T51717332> = <IE1,T$2> = A2 <3717352>-

Wegen Ay # Ay folgt (xq,29) = 0.

(v) Angenommen, es existiert ein A € 0,.(7"). Dann ist A € R wegen (i), sowie T — A
injektiv und R(T — \) # X wegen der Definition von o,. Schlielich ist dann

R{T=2) = ((R(T = \)*)" = (ker((T = \))" = (kex(T = X)) = {0}* = X.

Widerspruch. |

Insbesondere fiir Operatoren T, von denen bereits o,.(T) = () bekannt ist, ist das
sogenannte approximative Spektrum niitzlich.
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8.3 Lemma (approximative Eigenwerte). Seien X ein Banachraum und T: X D
D(T) — X ein abgeschlossener linearer Operator. Die Menge der approximativen
Figenwerte ist definiert als

Oapp(T) :={A € C: I (23)nen C D(T), ||zn]| =1 : (T — Nz,|| — 0}.

Dann gilt
0p(T) U (T) C 0app(T) C o(T).

Beweis. (i) Sei A € oapp(T). Falls A € p(T), so wire (T — \)~! stetig, d.h. fiir alle
x, € D(T) ist

Dies ist aber ein Widerspruch zur Definition der approximativen Eigenwerte.

(ii) Fiir A € 0,(T) setze z,, :==  mit einem normierten Eigenvektor x zum Eigenwert

A

Sei A € o.(T). Dann ist T' — X injektiv und R(T — \) nicht abgeschlossen. Nach
Lemma 6.9 existiert kein C' > 0 mit |[(T" — A\)z|| > C'||z||. Somit existiert eine Folge
(Zp)nen mit ||z,|| =1 und ||(T — N)z,|| — 0. O

Wie wir bereits gesehen haben, ist der Nachweis der Symmetrie eines Operators
oft durch direktes Nachrechnen méglich. Das nachstehende Resultat gibt Kriterien
dafiir, wann ein symmetrischer Operator bereits selbstadjungiert ist.

8.4 Satz. Sei T : X D D(T) — X ein symmetrischer linearer Operator. Es gelte
eine der folgenden Bedingungen

(1) R(T) = X,

(ii) R(T +1i) =X = R(T —i).

Dann ist T selbstadjungiert.

Beweis. (i) Es gelte R(T) = X. Sei y € D(T*) und z := T*y. Dann existiert ein
x € D(T) mit Tx = z und es gilt fiir alle u € D(T)

(Tu,yy = (u, T"y) = (u, z) = (u, Tz) = (Tu, )

Wegen R(T) = X folgt 0 = (v,x —y) fiir alle v € X und damit = = y, also ist
ye D(T).
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(i) Es gelte R(T'+i) = X = R(T — ). Seiy € D(T*) und z := (T* — i)y. Dann
existiert ein x € D(T') mit (7' — i)z = z und es gilt fiir alle u € D(T')

(T +d)u,y) = (u, (T" = 1)y) = (u,2) = (u, (T = i)2) = (T + i)u, )

Wegen R(T + i) = X folgt 0 = (v,z — y) fir alle v € X und damit x = y, also ist
y € D(T). O

8.5 Beispiel. Wir betrachten erneut den Operator T : L*(R) D D(T) — L*(R)
definiert durch (Tz)(t) = tz(t) mit D(T) := {z € L*(R)| [ s*|z(s)[*ds < oo}.
Wir kénnen nun die Selbstadjungiertheit einfacher zeigen als in Be1splel 6.23.

: o — y(®)
Sei y € L*(R). Dann erfiillt x(t) := =

o o] 2
S 2
| faPas= [ S loRds < ol
also a: E D(T) und es gilt (T'+ i)z = y. Somit ist R(7T + i) = X und analog folgt
mit £, dass R(T — i) = X. Demnach ist T selbstadjungiert.

Der folgende Satz wird &hnlich wie Satz 8.2 bewiesen.

8.6 Satz (Spektrum unitérer Operatoren). Sei U € L(X) wunitdr. Dann gilt
(i) o(U) c{N e C: |\ =1}.
) 7= ) oy i A 1

iii) Fiir A € 0,(U) sind geometrischer und algebraischer Figenraum identisch.
p

(iv) Eigenvektoren zu verschiedenen Figenwerten sind orthogonal.

(v) o.(U) = 0.

8.7 Bemerkung. Sei T ein selbstadjungierter (nicht unbedingt beschriankter) Ope-
rator in X. Dann heifit U := (T—1)(T+i) ! die CayleyTransformierte des Operators
T'. Dieser Operator U ist unitér.

Die Cayley—Transformation ist umkehrbar: sei U € L(X) ein unitérer Operator, fiir
den I —U injektiv ist. Dann ist der Operator T := i(I4+U)(I —U) ! selbstadjungiert
mit Definitionsbereich R(I — U), und seine Cayley—Transfomierte ist wieder gleich
U.

Damit lassen sich einige Aussagen iiber unbeschrinkte selbstadjungierte Operatoren
gewinnen, indem man deren beschrinkte Cayley—Transformierten studiert.

8.8 Definition (numerischer Wertebereich). Fir T € L(X) ist der numerische
Wertebereich definiert durch

W(T) = {(Tw,z) - [lz] = 1}.
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8.9 Lemma. Sei T € L(X). Dann gilt o(T) C W(T).

Beweis. Sei A & W(T). Wir wollen zeigen, dass A € p(T). Fiir ||z|| = 1 gilt nun

0 <d:=dist\, W(T)) < |N={(Tz,z)| = |{(AN=T)z,z) |
< (T =Nz - lz]| = [[(T — M)z -
Damit haben wir ||(T'— M\)z| > d||z| fir z € X. Also ist nach Lemma 6.9 der
Operator T'— X injektiv und R(T — X) abgeschlossen. Falls 7' — A nicht surjektiv ist,

dann existiert ein xg € R(T — \)* mit ||zo| = 1, und es ist
0= <(T — )\):1:0,330> = <T.T0, iL‘Q) — )\,
was im Widerspruch steht zu A € W(T). O

8.10 Lemma. SeiT € L(X) selbstadjungiert. Fir m = inf|; =1 (Tx,x) und M =
SUD|(g=1 (T, ) gilt o(T) C [m, M] und m, M € o(T).
[[ Die Inklusion o(T) ¢ W(T) C [m, M] gilt nach Lemma 8.9.

Sei (zp)neny € X mit ||z,|| =1 und (T'zy, x,) —> m. Nach Definition von m ist die Bilinearform
[z,y] :== ((T — m)x,y) positiv semidefinit, und nach Cauchy-Schwarz (angewandt auf [-,-]) gilt

(T = m)zn|* = (w0, (T = m)xn] < (w0, 20) (T = m)zp, (T — m)w,]'/?
= (T = m)an,wa) /- (T =), (T =m)z,)” — 0 (n— ),

da (T — m)zy,z,) — 0 und ((T' — m)2w,, (I’ — m)xz, ) beschrénkt ist. Also ist m € oapp(T) C

o(T). Genauso zeigt man M € o(T).]]

Wir haben den Spektralradius definiert als (7)) = 711611{1 1T = limy, e |77

(Definition 2.40).

8.11 Satz. Sei T' € L(X) selbstadjungiert. Dann gilt
r(T) = [|T]| = max{|Al: A € o(T)} = sup{| (T'z, z) | ||=[| = 1}.

Beweis. Ubung. O]

8.12 Bemerkung. a) Fiir nicht selbstadjungierte Operatoren gilt die Aussage von
Satz 8.11 i. allg. nicht, wie man am Operator aus Beispiel 6.23c), T : L*((0,1)) —
L*((0,1)) definiert durch (T'z)(t) = f(fx(s)ds, sieht. Es gilt hier o(T) = {0}.

b) Es gibt selbstadjungierte Operatoren, welche keinen Eigenwert besitzen. Betrach-
te dazu X = L?([0,1]), T : X — X definiert durch (T'z)(¢) := tx(t) (Multiplikati-
onsoperator). Dann ist 0,(A) = 0.
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b) Kompakte Operatoren

8.13 Definition. Seien X, Y normierte Rdume. Definiere
K(X,Y):={T € L(X,Y) : T ist kompakt}
={T € L(X,Y) : T(B(0,1) ist kompakt}
und K(X) := K(X, X).

8.14 Beispiel. Sei 1 < p < oo. Der Operator K : (7 — (P definiert durch K (x,,), :=
(%)n ist kompakt.

8.15 Satz. Seien X,Y,Z normierte Rdaume.

a) Fir K € K(X,Y) und T € L(Y, Z) gilt TK € K(X,Z).
b) FirT € L(X,Y) und K € K(Y,Z) gilt TK € K(X, 7).

b) Ist T € L(X,Y) mit dimR(T") < oo, so ist T € K(X, Z).

8.16 Satz. Seien X ein normierter Raum und Y Banachraum. Dann ist K(X,Y)
abgeschlossen in L(X,Y).

Beweis. Sei T € K(X,Y) C L(X,Y). Wir zeigen die Totalbeschrianktheit von
T(B(0,1)). Zu € > 0 beliebig existiert ein K € K(X,Y) mit ||[K — T < 5. Da
K kompakt ist, existiert ein n € N und x4, ..., z, € X mit

K(B(0,1)) C OB(Kx,;,e/?))

Fir y € B(0,1) existiert ein ¢ mit

[Ty — Txilly <|[|Ty— Kylly + |Ky — Kzilly + | Kz — K|y
g
< T - K| +§+||T—K||

<e.

Es gilt also T'(B(0,1)) C Ui, B(x;,¢), somit ist 7" kompakt. O

8.17 Satz. Seien X,Y normierte Riume. Dann gilt: K € K(X,Y) & K' €
KY' X").
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[[ (i) Sei (fn)new C Y’ beschrinkt. Zu zeigen ist, dass (K'(f))nen = (fn © K)nen C X' eine in X'
konvergente Teilfolge besitzt.
Da (fn)nen beschrinkt ist, existiert ein ¢ > 0 mit

|fn(y1) = fa(u2)| < I full - Nl —w2ll < e llyr — w2l

fiir alle y1,y2 € K(B(0,1)) und n € N. Damit ist die Folge gleichgradig stetig und nach dem Satz
von Arzela-Ascoli (1.35) existiert eine auf K (B(0,1) gleichméflig konvergente Teilfolge (fn, )ken,
d.h. fiir alle € > 0 und k, ¢ hinreichend grof3 ist

[ () = e W)l < e
fiir alle y € K(B(0,1)) und damit gilt fiir x € B(0,1)
[ fr (Kz) — fr, (Kz)|| <e.

Da f,(Kz) = (K(' fn))(x), ist (K'(fn,))ken C X' eine Cauchyfolge und damit in X’ konvergent.
(ii) Sei K’ € K(Y’, X"). Nach Teil (i) ist K" € K(X"”,Y"), d.h. die Menge

K//({x// c X// : Hx//” S 1})
ist kompakt. Wegen

BO,)={zeX: |z <1} c{a” € X" ||2"|| <1}

(isometrische Einbettung) ist also K”(B(0,1)) = K(B(0,1)) kompakt, d.h. K € K(X,Y).]]
8.18 Satz. Sei X ein Banachraum, K € K(X) und T :=id —K. Dann gilt:

(i) dimker(T") < oc.
(i1) R(T) ist abgeschlossen.
(111) Ist ker(T) = {0}, so folgt R(T) = X.

Beweis. (i) Als Urbild einer abgeschlossenen Menge unter einer stetigen Abbildung
ist ker(7T") abgeschlossen.

Sei (zy,)n, C ker(T") beschrankt. Dann existiert eine Teilfolge (z,,), C (zn, ) und ein
y € X mit Kz, —y. Wegen 0 =z, — Kz, gilt z,,, = y. Day € ker(7) ist, hat
jeden bgeschréinkte Folge aus ker(7") eine dort konvergente Teilfolge und nach dem
Lemma von Riesz (Satz 2.8) bedeutet dies, ,dass ker(T") endlichdimensional ist.

(ii) Wir zeigen zunéchst, dass der Operator ,nur nahe des Nullraums klein“ wird,
genauer gilt

C > 0Vz € X : d(z) :=dist(x,ker T') < C'||Tz]| . (8-2)
Andernfalls gibt es eine Folge (z,), C X so, dass

d(xy) > n||Tx,| -
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Wegen dimker(7) < oo existiert fiir alle n € N ein y, € ker(T) mit d(z,) =
|zn — ynl|. Setze

Tn — Yn Tn — Yn
Zp = = :
[en = yull - d(zn)
Dann gilt ||z,|| =1, d(2,,) = 1 und
1 1
Tan|l = 7= Tl < —,
T2l = 2o Il <

also konvergiert (7'z,) gegen 0 und die Kompaktheit von K liefert fiir eine Teilfolge
(2n, )& die Konvergenz von (K z,, ), gegen ein z € X. Es ist

Zn, = T2p, + Kz,
daher konvergiert auch (z,, ), gegen z. Zum einen ist z € ker(7"), zum anderen aber
d(z) = 1. Widerspruch.
Sei nun (y,,), C R(T) mit y, — y € X und z,, € X mit Tz, = y,. Wahle z, € ker T
mit d(Z,,) = ||T, — 2| und definiere z,, := 7,, — z,. Es gilt nach (8-2)

[znll = d(zn) < CTZ|| = C || Tnll,

demnach ist (z,), beschrankt und (Kx,), besitzt eine gegen ein z € X konvergente
Teilfolge. Fiir diese gilt

T, = LTxp, + Ky, = yp, + Kz,
Also exisitert z := limy_,oo ©,, = y+2zmit Kz =zundesisty=or—2z=2r— Kz =
Tz. Damit liegt y in R(T).

(iii) Angenommen es gibt x € X \ R(7T). Dann folgt fur n > 0 induktiv 7"z €
R(T™)\ R(T™"), denn existiert ein y € X mit 7"z = T" "y, so wire T"(z—Ty) = 0
und damit schon x = Ty. Widerspruch.

Wegen T = (id —K)"t! = id+ 3.7 < n;— L ) (—K)’ kann (ii) auf 7" ange-

7j=1
wandt werden, R(T™*!) ist abgeschlossen. Wihle nun z,,; € R(T""!) mit

0 < || T"x — zppa|| <2 dist(T"z, R(T™))

und setze T
[T"% — 2|
Aus
T'e — 2y — || T2 — 2z,
dist(xn, R(T”+1)) — inf ||$n _ ?J|| _ inf || +1 || +1|| y“
yER(Tn+1) yER(Tn+1) I Trz — 2,44
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dist(Tz, R(T"+))
[Tz =z |

1
>
-2

folgt fiir m > n mit —Tx, + x,, — Tx,, € R(T™)
1
| Kz, — Kzp|| = ||zn — Ty + 20y — Txp|| > 3

also besitzt (Kwz,), keine konvergente Teilfolge, obwohl (x,), beschrankt ist. Wi-
derspruch. O

8.19 Satz. Sei X ein Banachraum und K € K(X). Dann gilt:

(i) o(K)\{0} = 0p(K) \ {0}
(i) o(K) ist abzihlbar.
(111) Hochstens {0} ist ein Haufungspunkt von o(K).

(iv) Die Eigenrdiume zu A € 0,(K) \ {0} sind endlichdimensional.

Beweis. (i) Sei A # 0. Dann ist K — A = —A(id —£) und nach Satz 8.18 ist R(K —
A) = X fiir X # 0,(K).

(i), (iii): Sei A, ;== {A € o(K) : [A| > £} = {X € 0,(K) : |A| > 1} fiir n € N. Ange-
nommen A, ist nicht endlich. Dann existiert eine Folge von paarweise verschiedenen
(Ax)r C A, mit zugehorigen linear unbhéngigen Eigenvektoren (xy)y.

Fir X,, := span{xy, ...,z } gilt X,,,_1 € X,,, und nach dem Lemma von Riesz (Satz
2.8) gibt es fiir alle m € N ein y,,, € X,,, mit ||y,|| = 1 und

diSt(yma Xm—l) Z

DN | —

Fir 1 <1 <n gilt

Ky; — Ky = Ny — (Kyi — (K = \))y;) -

N

-~
=z

Schreibe y; = 2{21 ayx;. Dann ist

J Jj—1
(K =Ny =Y _an(h = Aar =Y an(h — A € X
=1 =1
und damit z € X;_;. Also ist

1
I5y; = Kyl = - >

yj—)\

J
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was einen Widerspruch zur Kompaktheit von K darstellt, da eine konvergente Teil-
folge von (Kyy, )., existiert.

(iv) Wurde bereits in Satz 8.18 bewiesen. O

8.20 Bemerkung. Ist dimX = oo und K € K(X), so gilt 0 € o(K).

Hierbei kénnen alle Félle auftreten, wie man am folgenden Beipiel sieht:

Sei 1 < p < oo, K : 7 — (P aus Beispiel 8.14 definiert durch K(x,), = (%)n
und Sg, Sy, der Rechts- bzw. Linksshift. Dann sind K, K := SgK und Ky, := 5},
kompakt und 0 € 0.(K), 0 € 0,(Kg) sowie 0 € 0,(KL).
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9. Der Spektralsatz fiir selbstadjungierte
beschrinkte Operatoren

Der Spektralsatz ist einer der wichtigsten Sétze der Operatortheorie. Es handelt
sich dabei um eine Verallgemeinerung des bekannten Satzes aus der Linearen Alge-
bra, nach welchem selbstadjungierte Matrizen orthogonal diagonalisierbar sind, also
zundchst einmal um eine Strukturaussage. Diese Darstellung linearer selbstadjun-
gierter Operatoren kann nun verwendet werden, um etwa Funktionen von Operato-
ren zu definieren, was wichtige Anwendungen z.B. fiir partielle Differentialgleichun-
gen besitzt. Man erhélt einen Funktionalkalkiil fiir Operatoren.

a) Stetiger und messbarer Funktionalkalkiil

9.1 Definition. Eine C-Banachraum A mit Multiplikation
CAX A=A (ry) e xey,
die
(i) Ve,y,z€e A: (z-y)-z=x-(y-2),
(i) Vo,y,z€ A: (x+y)-z2=(x-2)+y-2) Nz (y+2)=(@-y) +(z-2),
(i) Va e CVz,y e A: a(z-y) = (ax) -y =x - (ay),
)

(iv) Vo,y € Ax -yl < [l - llyll

erfiillt, heit Banachalgebra. Nach (i) und (ii)—(iii) muss die Multiplikation also as-
soziativ und bilinear sein. Nach (iii) muss die Norm submultiplikativ beziiglich der
Multiplikation sein. Wir schreiben xy := z - y. Die Banachalgebra A heifit kommu-
tativ, falls

(v) Ve,y € A: zy = yx.
Ein Element e € A heifit Einheit von A, falls

(vi) Ve e A: ze=ecx=2] A |e]| =1

9.2 Definition. Sei A eine Banachalgebra. Eine Abbildung
x: A=A xe ot

die
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(i) Vo,y e A: (z+y)" =a"+y,
(i) VA€ CVz € A: (Az)* = ™,
(iii) Ve e A: o™ =x,

(iv) Ve,y € A: (zy)* = y*a*
erfiillt, heiflt Involution. Eine Banachalgebra mit Involution, die
(v) Vo e At |a*z| = ||=||”

erfiillt,heiBt C*-Algebra. Wegen ||z*||* = ||z**z*|| = ||zz*| = ||z ist diese Involuti-
on eine Isometrie auf A.

9.3 Definition.

(I) Seien A und B Banachalgebren. Eine Abbildung ® : A — B heifit Algebren-
homomorphismus, falls sie linear und

Ve,ye A: ®(zy) = &(x)P(y) (multiplikativ)
ist.

(IT) Seien A und B C*-Algebren. Ein Algebrenhomomorphismus ®: A4 — B heift
x-Homomorphismus, falls

Vee A: ¢(z") = (P(x))".

9.4 Beispiele. a) Sei X ein C-Banachraum. Dann ist L(X) mit Komposition als
Multiplikation, AB := A o B, und Adjungation als Involution, A* := A* (die Nota-
tion fiir Involution und Adjungation ist dieselbe!), ein C*-Algebra. L(X) ist nicht
kommutativ. Die Abbildung idx ist eine Einheit in A. Der Teilraum K (X) := {T €
L(X): T kompakt} ist auch eine nichtkommutative C*-Algebra. K (X) har nur dann
eine Einheit (ndmlich ebenfalls idy), falls X endlich-dimensional ist.

b) Sei T ein kompakter Hausdorffraum. Dann ist (C(T), |||, ) mit punktweise Mul-
tiplikation als Multiplikation, f - g(z) := f(z)g(x), und komplexe Konjugation als
Involution, f* = f, eine C*-Algebra. C(T) ist kommutativ. Die konstanten Funktion
1 ist eine Einheit.

c¢) Sei (X, A, p) ein Mafiraum. Dann ist L*°(u; C) &hnlich wie C'(T") oben eine C*-
Algebra mit der konstanten Funktion 1 als Einheit.
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d) Wir statten den Lebesgueraum L'(R™) mit dem Faltungsprodukt aus,

(e o)) = [ ule = pol)dy (o e LR

und erhalten eine kommutative C*-Algebra ohne Einheit.

Ab jetzt sei stets H ein C-Hilbertraum.

Wir wollen im folgenden Funktionen f(7') eines selbstadjungierten Operators T €
L(H) definieren. Die Definition ist noch klar, falls f ein Polynom ist: Fiir f(t) =
ZZ:IZO a,t" mit a, € C ist

f(T):=> a,T" (9-1)

(mit 7° := idy). Dieser sog. Funktionalkalkiil kann mit Hilfe des Satzes von Wei-
erstrafl eindeutig auf stetige Funktionen ausgeweitet werden, wie wir spéter sehen
werden. Zunéchst eine Version eines Spektralabbildungssatzes.

9.5 Lemma. Sei T € L(H) ein Operator (nicht unbedingt selbstadjungiert), und
fir ein Polynom f (vom Grad > 1) sei f(T') durch (9-1) definiert. Dann gilt

o(f(T) = flo(D)( = {fN): A€ a(T)}).

Beweis. Schritt 1: o(f(T)) C f(o(T))
Sei p € o(f(T)). Wir faktorisieren

N
f@&)—p=08x-1[C=%), By #0,
i=1
und erhalten f(7T) — pu = By - Hfil(T — ;). Falls v; € p(T) fiir jedes ¢ gélte,
so wire f(T) — p bijektiv, d.h. also u € p(f(T)), was nicht sein kann. Also
existiert ein iy, fiir das 7" — ~;, nicht bijektiv ist. Das heifit aber ~,;, € o(T).

Wegen f(7i,) — p = 0 folgt pu € f(o(T)).
Schritt 2: f(o(T)) C o(f(T))
Sei nun pu € f(o(T)), d.h. es ist p = f(v) mit einem v € o(7). Dann folgt
F(v) =0, dh. i
fFO) == (E=2f)

mit einem Polynom fvon Grad gleich N — 1. Also gilt

F(T) = p= (T =) F(T) = FT)T ~ 7).

Da~ € o(T), ist T'—~ nicht surjektiv und damit auch f(7") — p nicht surjektiv,
oder es ist T' — ~y nicht injektiv und damit f(7') — p nicht injektiv. In beiden
Féllen folgt u € o(f(T)). u
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Im folgenden sei 1 die konstante Funktion 1 und

P(o(T)) == {f € C(a(T)): 3 Polynom f mit fi,y = f}.

9.6 Definition und Satz (Stetiger Funktionalkalkiil). Sei T' € L(H) selbstadjun-
giert. Dann existiert genau ein stetiger x-Homomorphismus

o: C(o(T)) — L(H)

mit ®(idy(r)) = T und ®(1) = idg. Die Abbildung ® heifit der stetige Funktional-
kalkil von T'. Wir schreiben f(T') := ®(f).

Beweis. Schritt 1: P(o(T)) ist dicht in C(o(7)):

DaT =T* € L(H), existiert ein Intervall [m, M] D o(T). Zu f € C(o(T)) exi-
stiert nach dem Erweiterungslemma von Tietze (Satz 1.10) eine stetige Fort-
setzung f € C([m, M]), denn o(T) ist abgeschlossen. Nach dem Satz von

Weierstraf liegen die Polynome dicht in C([m, M]) und damit auch dicht in
C(a(T))-
Schritt 2: ¢ ist eindeutig:

Da @ stetig sein soll, ist ® durch die Werte auf der Menge P(c(T")) bereits
festgelegt. Da ® ein *-Homomorphismus ist, folgt

® ( i ant”> = ao®(1) + f: a,®(idyir) )"

n=0 n=1

Also ist @ bereits durch die Werte ®(1) und ®(id,(ry) auf P(o(T')) eindeutig

bestimmt.

Schritt 3: ® existiert:

Fiir ein Polynom f € P(o(T)), f:t — Z] o Cit?, setze O(f) = Z;V:O ;Y.
Dann ist ®: P(o(T)) — L(H) linear und multiplikativ. Da o(T) C R, gilt
auch ®(f*) = ®(f) = ®(f) = (®(f))*. Wir zeigen, dass ® stetig ist. Fiir
f e P(a(T)) ist

RNy = 12 @)y = 12Ty L(H) ist C"-Algebra
=sup{|A|: A € a(®(ff))} Satz 8.11
=sup{(ff)(\): A€ a(T)} Lemma 9.5

2
= sup [fNV)* = £l oy
Aea(T)
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Somit ist ® eine Isometrie auf P(o(T')), und es existiert eine eindeutige (wieder
isometrische) stetige Fortsetzung auf C(o(7T)). Diese Fortsetzung ist wieder

linear, multiplikativ und erfiillt ®(f) = ®(f)*. Zum Beispiel kann man die
letzte Figenschaft folgendermaflen zeigen: Falls f der Limes von Polynomen
fn ist, so gilt
o(f) = @( lim f,) = lim ®(f,) = lim ®(f,)*
n—oo n—oo n—oo
= [ 1im &(f,)]" = @(lim )" = B(f)" m

n—oo

9.7 Satz (Eigenschaften des Funktionalkalkiils). Sei T' € L(H) ein selbstadjungier-
ter Operator.

a) Der Funktionalkalkil ® : C(o(T)) — L(H) ist eine Isometrie.

b) Die Menge {f(T): f € C(o(T))} C L(H)} ist eine kommutative C*-Algebra. Der
Operator f(T) ist normal.

c¢) (Spektralabbildungssatz). Es ist o(f(T)) = f(o(T)).

d) Es ist (f(T))" = f(T) genau dann, wenn f = f.

e) Falls Tx = Az, so ist f(T)x = f(Nx fir f € C(o(T)).

f) Falls f >0, soist f(T) >0 (<= VYaxecH: (z,f(T)x) >0).

Beweis. Teil a): Die Isometrie wurde bereits im Beweis von Satz 9.6 gezeigt (fir
Polynome, welche dicht liegen).

Teil b): Folgen aus Satz 9.6.

Teil c), Schritt 1: wenn p & f(o(T)), dann u € o(f(7T)):
Falls p & f(o(T)), dann ist g := ﬁ € C(o(T)), und somit

g(T)(f(T) — ) = B(g) 0o ®(f — ) = ®(g - (f —p)) = (Lo(r)) = id .
Genauso folgt (f(T) — u)g(T) = idy. Also ist pu € p(f(T)).

Teil c), Schritt 2: wenn p € f(0(7')), dann p € o(f(T)):

Sei nun p € f(o(7T)), d.h. es gibt ein A € o(T") mit u = f(A). Wahle Polynome
gu € P(o(T)) it | — gull oy < 1/ (und damit || F(T) = gu(T) | ) <
1/n). Nach Lemma 9.5 ist g,(\) € 0(g,(T)). Es ist g,(T) ein normaler Opera-
tor, der also kein Restspektrum hat (Ubung!). Dann ist o(g,,(T)) = 0,(g.(T))U
0c(gn(T)) = Tapp(gn(T)), d.h. es existiert eine Folge (T m)men C H mit

|Znml =1 und |[(g,(T) — gn(A))Znm|| < 1/m. Somit ist

1(F(T) = FO)znall < N(T) = gn(T)znnll + [1(gn(T) = gn (X)) 2 nll
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3
+ |gn(/\) - f()‘)| : ||xn,n|| S )

d-h. f(A) € oupp(f(T) C o (f(T)).

Teil d): Wenn nun f = f, dann ist (f(T))* = (®(f))* = &(f) = ®(f) = f(T).
Und wenn andererseits (f(T"))* = f(T'), dann ist f(7T') selbstadjungiert, also
R D o(f(T)) = f(o(T)) wegen Teil b), also nimmt f auf o(7") nur reelle Werte
an.

Teil e): Dies ist klar fiir Polynome und folgt fiir allgemeine Funktionen durch Ap-
proximation.

Teil f):
Wir haben 0 < f = ¢? mit g € C(o(T')), g > 0. Dann ist
= (¢(T)a,x) = (9(T)a,9(T)x) = [lg(T)x|* > 0,

wobei die Selbstadjungiertheit von g(7') ausgenutzt wurde. L

Der stetige Funktionalkalkiil liefert uns z.B. die Resolvente Ry(T) := (T — \)~! =
f(T) mit f(t) .= & € C(o(T)) fiir A € p(T). Aber eine gute Beschreibung von
T erhélt man erst iiber Mafle, und dafiir brauchen wir noch die charakteristischen
Funktionen von 7', z.B. X[q(T). Dazu reicht der stetige Funktionalkalkiil nicht aus,
wir benétigen eine messbare Version.

9.8 Lemma (Stetige Sesquilinearformen). Sei H Hilbertraum und B: H x H — K
ein stetiger Sesquilinearform, das heif$t

(i) Yy € H: z v+ B(x,y) linear,

(ii) Vo € H : y+— B(z,y) konjugiert linear (also B(x,ay) = aB(x,y) fir a € K),
(it) Yo,y € H = |B(z,)] < C o]l - Iyl

Dann existiert genau ein T € L(H) mit

Ve,y € H: B(z,y) = (z,Ty).
Dabei ist ||T ;g die kleinste Konstante C, fir die (iii) gilt.

Beweis. Da x — B(x,y) stetig und linear ist, existiert nach Riesz genau ein y mit
B(z,y) = (x,y). Setze Ty :=y. Es ist

<~’U; 0613/1/—1\-/042y2> = B(z,a1y1 + aoye) = o B(x,11) + a2 B(x, y2)
=y (z,01) + 0 (z,92) = (T, 071 + a2l) .

© Matthias Hieber, Mads Kyed, Martin Saal 10. Februar 2015



9. Der Spektralsatz fiir selbstadjungierte beschrinkte Operatoren 99

Also ist T linear. Wegen Eigenschaft (iii) gilt :
ITyll* = B(Ty,y) < C - | Tyll - Iyl -

Also ist T stetig mit ||T|| < C. O

9.9 Definition. a) Sei (X, .o/) ein Messraum. Eine Abbildung p: o7 — R heifit ein
signiertes’ MaB, falls fiir jede Folge paarweise disjunkter Mengen (A, ),eny C & gilt:

w(UAn) =D nian),

wobei wir hier verlangen, dass die (unbedingt konvergente) Reihe fiir jede Folge von
disjunkten A, einen endlichen Wert liefert.

MaBe p: o/ — C mit dieser Eigenschaft heilen komplexe Mafe.

Die Menge aller K-wertigen Mafie wird mit M (X, /) bezeichnet. Falls X ein topo-
logischer Raum mit der von der Familie der in X offenen Mengen erzeugten Borel-

o-Algebra A(X) ist, so schreibt man M (X) := M (X, A(X)).
b) Zu p € M(X, /) definiert man die Variation (das Variationsmaf) || durch

() = sup 3 [n(E)]

EcZ

wobei das Supremum {iber alle Zerlegungen % von A in endlich viele paarweise
disjunkte Mengen aus o7 gebildet wird. |u| ist ein endliches positives MaBl auf 7.
Die Totalvariation oder Variationsnorm von p ist definiert durch |||, := |p|(X).

9.10 Satz. (M(X),]|l,,) ist ein Banachraum.

Beweis. Siehe zum Beispiel [11]. O

9.11 Satz (Rieszscher Darstellungssatz). Sei X ein kompakter topologischer Raum.
Dann ist die Abbildung

T: M(X)— C(X), wpe—Tu mit (Tup)(f) ::/deu

ein isometrischer Isomorphismus von Banachrdiumen.

Beweis. Siehe zum Beispiel [11]. O

1Signum=Vorzeichen; das Maf einer Menge darf jetzt also auch negativ sein
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9.12 Definition. Sei X C C kompakt und nichtleer. Durch
B(X):={f: X —=>C||fll, <oo, fist Borel-messbar}

wird die Menge aller beschrénkten Borel-messbaren Funktionen definiert. Offensicht-
lich ist (B(X) ) ein C*-Algebra mit punktweise Multiplikation als Multiplika-

tion, f - g(z) := f(z)g(z), und komplexe Konjugation als Involution, f* = f.

Y ||.||oo

Eine Folge (f,)nen € B(X) heifit punktweise und gleichmdfig beschrinkt konver-
gent gegen ein f € B(X), wenn f, — f (n — o0) punktweise gilt, sowie

9.13 Lemma. Sei X C C kompakt und nichtleer, sowie C(X) C U C B(X).
FEs sei U abgeschlossen bzgl. punktweiser und gleichmdfig beschrdnkter Konvergenz,
d.h. falls (fp)nen C U punktweise und gleichmdfig beschrinkt gegen f € B(X)
konvergiert, so folgt f € U. Dann gilt bereits U = B(X).

Beweis. (a) Sei V' der Durchschnitt aller Mengen S mit C'(X) C S C B(X), welche
abgeschlossen sind bzgl. punktweiser und gleichméfig beschrénkter Konvergenz. Wir
werden zeigen, dass V = B(X) gilt, damit folgt auch U = B(X). Wegen C(X) C S
fiir alle genannten S ist offensichtlich C(X) C V.

Wir zeigen, dass V' ein Vektorraum ist. Sei zunéchst f € C(X) fest. Dann gelten
fir Vy := {h € B(X): f+ h € V} die Eigenschaften C(X) C V;, und V; ist
abgeschlossen bzgl. obiger Konvergenz. Damit folgt V; D V.

Fiir jedes g € V und jedes f € C(X) gilt also g € V}, d.h. f 4+ g € V. Damit ist
V, D C(X), und da V ebenfalls abgeschlossen ist bzgl. obiger Konvergenz, folgt
Vy O V. Insgesamt erhalten wir f + ¢ € V fiir alle f,g € V. Genauso zeigt man,
dass V' bzgl. Skalarmultiplikation abgeschlossen ist.

(b) Wir zeigen, dass V = B(X) gilt: Da die Stufenfunktionen im Raum B(X) der
beschrénkten messbaren Funktionen dicht liegen (im Sinne der punktweisen und
gleichméBig beschriankten Konvergenz), reicht es zu zeigen, dass jede Stufenfunk-
tion in V enthalten ist. Und dafiir wiederum reicht es zu zeigen, dass jede cha-
rakteristische Funktion einer messbaren Menge in V' enthalten ist, denn V ist ein
Vektorraum. Dazu zeigen wir, dass jede charakteristische Funktion durch stetige
Funktionen approximiert werden kann.

Sei also #(X) die o-Algebra der Borelmengen von X und

F={AecB(X): xaeV}

Falls A offen ist, existiert eine Folge (f,)neny € C(X) mit 0 < f,, <1 und f,(t) —
xa(t) (n — oo) fiir alle ¢ € X. Wegen der Abgeschlossenheit von V' unter der
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obigen Konvergenz sind also alle offenen Mengen in .% enthalten, insbesondere auch
X.

Wir zeigen, dass folgende Aussagen gelten:

(i) Falls A, B € .% mit A C B, soist auch B\ A € .#. Denn es gilt xp\4 = X5 — X4,
und da V ein Vektorraum ist, folgt xp\a € V.

(ii) Seien (A, )pen C F paarweise disjunkt. Dann ist auch A :=J, oy A € Z. Denn
es gilt xa = > 7| Xa,, d.h. x4 ist punktweiser Limes einer gleichméBig beschrénkten
Folge von Funktionen in V' und damit selbst in V.

Die Eigenschaften (i) und (ii) sagen, dass % ein Dynkinsystem? ist. Dieses enthélt
die in X offenen Teilmengen. Sei nun 2 das System dieser offenen Teilmengen.
Dann ist

F S NY) =o(%) = BX)D 7,

woraus sich .F# = HB(X) ergibt. Also liegt jede Stufenfunktion in V', was zu zeigen
war. .

9.14 Satz (Messbarer Funktionalkalkiil). Sei T € L(H) selbstadjungiert. Dann gibt
es genau eine Abbildung ®: B(o(T)) — L(H) mit

(i) ®(idper) =T, ®(1) = idy.

(ii) ® ist ein stetiger x-Homomorphismus von C*-Algebren, und es ist

1P ey < 1 llee -

(iii) Sei (frn)nen C B(o(T)) mit sup,, || full, < 0o und f,(t) — f(t) (t € o(T)).
Dann folgt {®(fn)x,y) — (®(f)z,y) (z.y € H).

Beweis. Wir reservieren fiir die Dauer diese Beweises die Schreibweise f(T") fiir
stetige f; fiir messbare beschriankte Funktionen f schreiben wir hingegen ®(f).

Schritt 1: Eindeutigkeit von &:

Durch (i)—(ii) wird ®(f) fir f € C(o(T)) bereits festgelegt (siche Satz 9.6).
Nach (iii) ist ® eindeutig bestimmt fiir alle Funktionen, welche punktweiser
Limes von stetigen Funktionen sind. Nach Lemma 9.13 ist dies aber schon

B(o(T)).

2 Ein Dynkinsystem & ist eine Teilmenge der Potenzmenge von X mit folgenden Eigenschaften:
e e 9,
e wenn A € 9, dann auch X \ A € 2,
o wenn (A, )nen C Z fiir paarweise disjunkte A,,, dann auch U,enA4, € Z.

Entscheidend ist: wenn 2 ein System von Teilmengen von X ist, sodass die Bildung endlicher
Durchschnitte aus £ nicht herausfiihrt, dann ist das von £ erzeugte Dynkinsystem 2(%) gleich
der von & erzeugten o—Algebra o(Z).
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Schritt 2: Konstruktion von o:
Seien z,y € H. Dann definiert
lry: C(a(T)) = C, f=(f(T)z,y)

eine stetige Linearform. Dabei ist die Linearitét klar, die Stetigkeit folgt aus

ey (N < STl Nyl = 1Nl - el - Tyl

Hier wurde der stetige Funktionalkalkiil Satz 9.7 verwendet. Nach dem Riesz-
schen Darstellungssatz 9.11 existiert ein komplexes Maf 1, € M(o(T")) mit

<ﬂTMw%=/ fdiey (f € Clo(T)) (9-2)

a(T)

Ebenfalls nach Satz 9.11 gilt [[payl 5y = [[€oyllo(o(ry)y < 121 - ly]l. Die rechte
Seite ist aber nicht nur fiir stetige f, sondern auch fiir beschrankte messbare
f € B(o(T)) definiert. Fiir f € B(o(T")) betrachte also die Abbildung

(2,y) = / Fdjia,.
o(T)

Diese Abbildung ist sesquilinear, und wegen

)fdux,y < N flloo - Ntz gllar < 1 Flleg - 111 - [yl

) o(T

auch stetig. Nach Lemma 9.8 existiert also ein eindeutiger Operator ®(f) €
L(H) mit |2(f)[| ) < [[f]lo und

<Mﬂ%w=/mfwm (2, € H). (9-3)

Schritt 3: ®: B(o(T)) — L(H) ist stetige lineare Abbildung mit (i):

Die Linearitat von ® folgt aus (9-3), denn dort ist die rechte Seite in f linear.
Die Stetigkeit ergibt sich aus [|®(f)| ) < || f]lo und Satz 2.27. Weil &(f) =
f(T) fiir stetige f gilt, haben wir auch (i).

Schritt 4: ¢ erfiillt (iii):

Nach dem Satz iiber majorisierte Konvergenz folgt
(@(fn)z,y) = / fodboy — / fdpzy = (2(f)z,y),
o(T) o(T)

wenn die Folge (f,)nen punktweise und gleichméfiig beschrankt nach f kon-
vergiert.
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Schritt 5: ¢ ist ein C*-Algebren-Homomorphismus:
Sei g € C(o(T)) fest. Setze

Ug:={f € B(a(T)): ®(fg) = (f)®(9)}-

Nach Satz 9.7 gilt C'(o(T")) C U,. Wir zeigen, dass U, bzgl. punktweiser und
gleichméfig beschrénkter Konvergenz abgeschlossen ist. Seien f, € U, mit
sup,, || fnll,, < 0o und f = lim,, f,, punktweise. Dann gilt nach (iii)

(@(fg)a,y) = lm (@(fug)z,y) = lim (D(fo)P(g)z,y) = (P(f)P(9)2,y) -

Somit ist f € U,. Nach Lemma 9.13 folgt U, = B(o(T)), und deshalb gilt
O(fg) = P(f)P(g), wenn eine der beiden Funktionen f, g stetig ist, und
die andere beschrinkt und messbar. Eine Wiederholung dieser Argumentation
zeigt dann, dass ® multiplikativ ist. Genauso zeigt man ®(f) = ®(f)*. ]

Wir schreiben wieder f(T') statt ®(f), wenn f beschrinkt und messbar ist. Das
néichste Lemma zeigt, dass sogar Konvergenz in der starken Operatortopologie vor-
liegt.

9.15 Lemma. Sei T € L(H) selbstadjungiert und B(o(T)) — B(H), f +— f(T)
der messbare Funktionalkalkil. Falls (f,)nen C B(o(T)) mit sup,, || full,, < 0o und
fn — f punktweise, so gilt f,(T)x — f(T)x fir alle x € H.

Beweis. In einem Hilbertraum gilt z, — z in der Normtopologie genau dann, wenn
2, — z in der schwachen Topologie und ||z,|| — ||z|| gilt. Dies folgt sofort aus

2 2 2
Izn = 2l = ll2all” = 2Re (20, 2) + [I2]"-

In der Situation von Satz 9.14 haben wir die schwache Konvergenz von f,,(T)z gegen
f(T)x nach (iii). Die Konvergenz der Norm folgt aus

(D) ])* = {fu(T)a, fn( )z) = {fu(T)" fu(T)z, ) = ((fofu) (D)2, 7)

= ((JN(@D)a,z) = | f(T)xl”.

b) Orthogonale Projektionen
9.16 Definition. Sei H ein Hilbertraum und M C H ein abgeschlossener Unter-

raum. Dann heit P: H — H, z — x; mit © = 21 + 29, 1 € M, x5 € M+, die
orthogonale Projektion von H auf M.
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9.17 Lemma. a) Sei P eine orthogonale Projektion. Dann ist P stetig mit

1M £ o),
1P|l = o
0 : M={0}.
Es gilt ker P = M+ und R(P) = M.
b) Ein Operator P € L(H) ist genau dann orthogonale Projektion, wenn P* = P =
P

Beweis. Schritt 1: Teil a):
Es gilt unter Verwendung des Satzes von Pythagoras
2 2 2 2 2
1P| = [laa[|” < [l + flz=l” = =],

dh. P € L(H) und ||P||, ) < 1. Fir M = {0} ist P = 0. Sonst gilt fiir
z € M\ {0} die Gleichheit x = Pz und damit || P = 1.

Schritt 2: Teil b). Sei P € L(H) orthogonale Projektion:

Die Gleichheit P? = P ist klar nach Definition von P. Seien x,y € H mit
T =+ To, Yy = Y1 + Y2, wobei x1,y; € M und xs,y, € M+. Dann gilt

<PZE,y> = <$17y1 +y2> = <3§'1 +?J1> + <x17y2> = <xay1> = <x7 Py>7
=0
d.h. es ist tatsachlich P = P*.
Schritt 3: Teil b). Sei P?2=P=P*c L(H):

Setze M := R(P). Fiir eine Folge (y)nen € M mit y, — y existiert eine
Folge (z,,)neny € H mit y,, = Px,, und es ist

Pyn = ngn = Pxn = Un, (9_4)
und damit
1yn — Pyl = 1Py = I < (1Pl gy - 1y —wll — 0 (n — o0),

d.h. Py = y wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes. Somit ist M abgeschlos-
sen. Aus Satz 6.24 und P = P* folgt dann M+ = ker P.

Weil M abgeschlossen ist, existiert die orthogonale Projektion P auf den Un-
terraum M, und diese erfiillt P = P? = P* wegen Schritt 2.

Fiir x,y € H haben wir die Zerlegungen

=20 42® =W @ 0 M e @ @) ¢ gL
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und es folgt, fiir beliebige x,y € H,

(Pr) = (o7} 5o
= (z, y(1)> = (z, P(yM + y(Z))> (9-4) und @ € ker P
= (Px,y) P =P
Also gilt P= P, und P ist eine orthogonale Projektion. L

9.18 Lemma. Sei H ein Hilbertraum, und seien Py, Py orthogonale Projektionen
auf abgeschlossene Unterrdume My bzw. M.

a) PPy ist genau dann orthogonale Projektion, falls PiPy = PPy gilt. In diesem
Fall ist P, Py orthogonale Projektion auf den Unterraum My N M.

b) Es sind dquivalent:

(1 M, C M.

Es gilt P, < Py im Sinne von [Vx € H : (P, z) < (Pyx,x)].

)
(i) Vo € H: ||P| < ||Poz].
(ii)

)

(iV ESgiltPlpgngplzpl.

Beweis. a) (i). Es gelte PP, = P, P;. Dann erhalten wir
(P1P2)2:P1P2P1P2:P12P22:P1P2

und
(P1P2)*:<P2P1)*:P1*P2*:P1P2

Also ist P, P, eine orthogonale Projektion.

(ii). Sei P, P, orthogonale Projektion. Dann gilt fir z,y € H
(z, P,Pry) = (z, Py Py) = (PP, y) = (@, PLPy) -

Dabher ist P1P2 = P2P1.

In diesem Fall gilt R(P,P,) C R(Py) = My und R(P,P)) = R(PiP,) C M. Zu
r € MiNMyist x = Piz = Pox,d.h. (PyP)x = x. Insgesamt erhalten wir R(P,Py) =
My N M.

Der Beweis von Teil b) sei als Ubungsaufgabe iiberlassen. [
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9.19 Beispiel. Wir nechmen H = C" und wéhlen ein 7" € L(H). Dann wird T
durch eine Matrix aus dem C"*™ dargestellt; und zur Vereinfachung der Notation
schreiben wir fiir diese Matrix auch 7. Sei T" = T, und die reellen Eigenwerte von
T seien paarweise verschieden: \; < Ay < ... < A,. Dann setzen wir P; als den
Orthogonalprojektor auf ker(T' — \;), sowie Pj := Py + Py + ...+ P;. Fiir diese P;
gelten dann die Voraussetzungen von Lemma 9.18.

9.20 Bemerkung. In Lemma 9.18 (iii) haben wir fiir beschriankte selbstadjungierte
Operatoren (nicht notwendig Projektionen) eine Vergleichsrelation < eingefiihrt.
Diese hat fiir selbstadjungierte @, R, S € L(H) folgende Eigenschaften:

* Q<Q,
e wenn ) < Rund R< S, dann Q) < 5,
e wenn ) < R, dann Q + S < R+ S,

e wenn () < R und a € R>, dann a@ < oR.

Aus Satz 8.11 erhalten wir weiterhin: wenn ) < R und R < @, dann R = Q.
Offenkundig ist 07,y < @ fiir jede Orthogonalprojektion ().

9.21 Lemma. Sei (P,)neny C L(H) eine Folge orthogonaler Projektionen in einem
Hilbertraum H mit P, < P, fir m <n. Dann konvergiert P, punktweise gegen eine
orthogonale Projektion P € L(H).

Beweis. Fiir x € H ist (|| P,z )nen beschriankt, monoton steigend (Lemma 9.18 b)),
also konvergent. Fiir m < n ist

| Pyt — Ppzx||” = (P, Pyx) — (Pyx, Pyx) — Pz, Pyx) + (Pyx, Pphx)
—_———— —_———— —_————

= || Pux|)? + || Pun||* — 2| Ppz||> — 0 (m,n — 0).

Also existiert lim,,_,o, P,x, und der Grenzwert hingt linear von x ab; wir kénnen
ihn also Pz nennen, mit P € L(H).

Es gilt (Px,y) = lim, o (Prz,y) = lim,_, (z, P,y) = (x, Py) und
<P2:z;,y> = (Pz, Py) = lim (P,z, Py) = lim (P,x,y) = (Px,y) .

Somit gilt P2 = P = P*. O]
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c) Projektorwertige Mafle und der Spektralsatz

9.22 Definition. Sei (X, <) ein Messraum. Eine Abbildung E: o/ — L(H) heifit
ein projektorwertiges Mafl (PV-Maf), falls gilt:

(i) E(A) ist orthogonale Projektion (A € ).

(i) Sei (Ap)nen C & eine Familie paarweise disjunkter Mengen. Dann gilt

E<UAn>

neN

=Y E(A)z (z€H).

neN

(i) Es gilt B(X) = idy.
Eine Menge A € &7 heifit eine E-Nullmenge, falls F(A) = 0 (dabei ist die 0 auf der

rechten Seite der Nulloperator in H).

Falls X topologischer Raum ist und & = %(X) die Borel-o—Algebra, so besitzt
das PV-MaBl kompakten Tréger, falls eine kompakte Menge K € (X)) existiert mit
E(K) =idy.

9.23 Beispiel. Sei H = C*, und T' = T* € C**" eine Matrix mit verschiedenen
Eigenwerten \; < Ay < ... < A\,. Wir wéhlen X = R und & = #(R) als Borel-
o-Algebra. Fiir A € & wihlen wir E(A) als den Projektor auf span{u;: \; €
A}, wobei u; ein (jetzt beliebiger) Eigenvektor zum Eigenwert A; sei. Dann ist
E ein projektorwertiges Mafl. Die E-Nullmengen sind genau diejenigen messbaren
Teilmengen von R, die kein A; enthalten.

9.24 Lemma. Sei E ein PV-Maf$. Dann gilt

@) E(0) = 0y,

b) E(LAUB)+ E(ANB)=FE(A)+ E(B) (A,Be ).
c) E(B\ A)=E(B)— E(A) fir A,B € o/ mit AC B.

d) Seien A, € o mit A, C Apy1 (n € N). Dann ist E(|J,, An)zx = lim,_,o E(A,)z
fir alle x € H. Analog gilt fir A, € o mit A, D A,y (n € N) die Gleichheit
E(Nyen An)z = lim, oo E(A,)x.

e) ELANB) = E(A)E(B) = E(B)E(A) (A,Be ).
f) Seien A, B € o mit AN B = (. Dann ist R(E(A)) L R(E(B)).
g) Sei x € H. Dann ist E,: o/ — [0,00) mit

E,(A) = (B(A)z,z) = | E(A)z|”
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ein endliches Maff mit | E,||,, = E-(X) = ||z]*.
h) Seien x,y € H. Dann ist E,,: o/ — C mit

Epy(A) = (E(A)z,y)

ein komplexes Maf mit ||E, |, < |lz| - ly]-

Beweis. Ubung [

9.25 Definition. Sei (X, .o/) ein Messraum, E ein PV-Ma$. Sei f: X — C eine
Stufenfunktion, d.h. es existiert eine Darstellung der Form f = > 7 | fixa, mit
fi € Cund A; € o disjunkt. Dann heifit

[ rae =Y e e L
i=1
das Integral von f bzgl. F.

9.26 Lemma. Sei E ein PV-Maf$ und seien f,g Stufenfunktionen.

a) Die Abbildung f — [ fdE (vom Vektorraum der Stufenfunktionen nach L(H))
st linear.

b) Fir v € H gilt ||(f fdB)z||” = [|f?dE, < [ fI2, [lI.
¢) Es gilt ([ fdE)o ([ gdE) = [ fgdE.
d) Es gilt ([ fdE)* = [ fdE.

Beweis. a) ist klar.

b) Unter Verwendung des Satzes von Pythagoras erhalten wir

H(/de)x

= Y IR 1B = [ 7P dE,
=1

2 2 2
< Al NN = (LA ]

2

= HZ fiB(Ai)z

¢) Mit Lemma 9.24 gilt

(/de> </ng) = (é fiE<Ai)> (gw@»)
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= > figi E(A)E(B;) =Y figi E(A; N By)
i,J i,j

= /fng.

d) folgt direkt aus der Definition des Integrals. O

9.27 Definition. Sei E ein PV-Ma8 auf (X, /) mit Werten in L(H). Fiir f € B(X)
sel (fn)nen € B(X) eine Folge von Stufenfunktionen, welche gleichméfig gegen f
konvergiert. Definiere das Integral

/de ::/f()\) AE() = lim [ f,dE € L(H).

mit Konvergenz in der starken Operatortopologie. Fiir A € & setzt man [ A fAE =
f XAf dFE.

9.28 Bemerkung. a) Man beachte, dass das Integral wegen Lemma 9.26 b) wohl-
definiert ist.

b) Die Eigenschaften von Lemma 9.26 {ibertragen sich in iiblicher Weise auf messbare
Funktionen.

c¢) Falls K € & ist mit E(K) = idy, soist [ fdE = [, fdE fir alle f € B(X)
(denn E(X \ K) =0).

9.29 Satz. Sei F: Z(R) — L(H) ein PV-Maf, und sei K C R kompakt mit
E(K) =idy.

a) Durch T := [ AAE(\) wird ein selbstadjungierter Operator T € L(H) definiert.
b) Es gilt E(o(T)) =idy.

c¢) Die Abbildung V: B(o(T)) — L(H), [ — fU(T)de ist der (nach Satz 9.1/
eindeutig bestimmte) messbare Funktionalkalkil zu T

Beweis. a) ist klar nach Definition des Integrals und nach Lemma 9.26 d) (fiir
messbare Funktionen).

b) Wihle ein Intervall (a,b] C R mit K C (a,b], d.h. E((a,b]) = idg.

(i) Wir zeigen zuerst: Zu pu € p(7T') existiert eine offene Umgebung U, von p mit
E(U,) = Or(m). Dazu approximieren wir id(,p durch eine Treppenfunktion f mit
aquidistanten Stufen, f = 25:1 AkX(ap_1,ax]> WODEL ap = a+kd (kK =0,...,N)
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mit § = b_T“ Wenn wir N € N passend wéhlen, ist a; # p fiir jedes k. Damit ist
7= [ra8] <m0 <
L(H)
Wegen [ fdE =30 axE((ag_1,a]) und SN | E((ap_1, ax)) = idy folgt

< 4.

L(H)

(r=T) =Y (1 — ar) E((ar1,a])

k=

—_

Falls § hinreichend klein ist (d.h. N geniigend grof}), so ist der Operator S :=
fo:l(u — ag)E((ay_1, ag]) invertierbar, denn es ist p — 7" invertierbar, und

S=(u=T)=((p=T)=8) = (u=T) I = (u=T)" (1= T) - 5)],

wobei der Ausdruck [...] wegen Satz 6.15 invertierbar ist, und fiir S~' haben wir
dann (wieder mit Satz 6.15)

ST=[1- -1 -1 -] (-1

1

St < —7)!
157 i = TG G Ty = g 1~ st
1
< ~T)!
= TG T Ty 0 1) s

< H(” o T)_1||L(H) +1

wenn § sehr klein ist. Aus Lemma 9.26 c) ist andererseits

N
STt=Y"
k=1

In der Summe sind nur diejenigen k relevant, fiir die E((ar—1,ax]) # Orm). Wenn
wir dann ein € R(E((ax_1,ax])) wihlen und S™'z bestimmen, erkennen wir, dass

15y = mx §

und somit ist E((ap—1,ax]) = Or(g) fiir alle k& mit

1
/L — akE((ak_l, ak])

1
’N—ak’

: E((ag—1,ar]) # OL(H)} ;

1
Mo +1°

= ay| <
(= T)
d.h. esist E(U,) = O fiir eine offene Umgebung U, von p.
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(i) Falls K C p(T') kompakt ist, ist K C (J,cx U, eine offene Uberdeckung mit
EU,) = Orm) fiir alle p. Durch die Kompaktheit gibt es eine endliche Teiliiber-
deckung K C > Uy, und Opmy < E(K) < Y0, E(U,,) = Oy, also E(K) =
Oram)-

(iii) Schreibe p(T') als abzdhlbare Vereinigung aufsteigender kompakter Mengen
(K;)jen. Dann folgt E(p(T))x = lim;_,o, E(K;)x =0 firallex € H, d.h. E(p(T)) =
Or(my und damit E(o (7)) = idg.

c¢) Wir rechnen die Eigenschaften von Satz 9.14 nach. Dabei ist ¥(id, () = T nach
Definition von 7', und ¥(1, (7)) = idg gilt nach b). Dass ¥ stetiger Homomorphismus
von C*-Algebren ist, ist klar nach Lemma 9.26 fiir messbare Funktionen.

Fiir die letzte Eigenschaft in Satz 9.14 benutzen wir das Maf§ £, , aus Lemma 9.24

h). Es gilt
<</de>x,y>:/dex7y.

Dies ist klar fiir Treppenfunktionen und folgt durch Approximation fiir messbare
Funktionen. Nun folgt 9.14 (iii) aus dem Satz iiber majorisierte Konvergenz.

Damit erfiillt ¥ alle Eigenschaften aus Satz 9.14 und stimmt daher mit dem messba-
ren Funktionalkalkiil {iberein. ]

An dieser Stelle einige Erkldrungen zu unserer jetzigen Strategie. Der messbare
Funktionalkalkiil gem&fl Satz 9.14 sagt uns, dass es einen selbstadjungierten Opera-
tor f(T) gibt, wenn f beschrankt und messbar ist, und T ist selbstadjungiert und
beschrénkt. Wir haben aber noch keine ,;schéne® Darstellung fiir diesen Operator
f(T). Eine erste Verbesserung dieser Situation ergibt sich aus Satz 9.29: Sei ein
PV-Mafl E gegeben. Daraus wird geméf Teil a) ein beschrankter selbstadjungierter
Operator T' gebaut, und fiir diesen Operator bekommen wir dann in Teil ¢) eine
explizite Darstellung von f(T).

Im folgenden Beispiel gehen wir ein wenig anders vor: wir starten mit einem be-
schrinkten selbstadjungierten Operator 7', und zu diesem T erraten wir ein PV-Maf}
E | welches den Operator T' dann erneut geméafi Satz 9.29 Teil a) erzeugt. In Satz 9.32
werden wir dann erkennen, dass dieses PV-Mafl F tatséchlich das einzige mit den
gewiinschten Eigenschaften ist.

9.30 Beispiel (Multiplikationsoperator). Sei H = L?([0, 1]) und sei T' € L(H) mit
(Tz)(t) :=t - x(t). Dann ist T selbstadjungiert mit o(T) = 0.(T) = [0, 1].

Fiir z,y € L*([0,1]) gilt

(Tx,y) = /0 (Tx)(t) - y(t) dt = /0 ta(t)y(t) dt = / (T)AdEx,y(A)
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mit dem Mafl E, ,(A) = z(\)y(A) dX. Das Maf £, , besitzt also eine Dichte beziiglich
des Lebesgue-Mafles. Fiir das Maf3 erhalten wir somit

E,,(4) = /[0 T = (o) (4 € B,

d.h. E(A)x = x[0,1)n4 - ©. Die Projektion E(A) ist damit gegeben als Multiplikati-
onsoperator mit x[,1jn4-

9.31 Satz (Spektrum und Spektralmaf). Sei E ein PV-Maf, sodass fiir ein kom-
paktes K C R die Beziehung E(K) = idy gilt; und ein beschrdnkter selbstadjungier-
ter Operator T' sei definiert als T := [ AdE(X), siche Satz 9.29 Teil a).

Fiir das Spektrum dieses Operators T gilt dann folgendes:

a) Fir \g € R ist \g € p(T) genau dann, falls eine Umgebung U C R wvon Ag
existiert mit E(U) = Ormy.

b) Es ist Ao € 0,(T) genau dann, wenn E({\o}) # Or(m)-

c) Fir alle \g € R gilt R(E({\o})) = ker(T — \).

d) Es ist Ao € 0.(T) genau dann, wenn E({\o}) = Oy und E((Ao — €, 0 +¢€)) #
Or(my fiir alle e > 0 gilt.

Beweis. Teil a):
Wir wissen bereits aus E(o (7)) = idy, dass E(p(T")) = 0rm). Dann ist auch
E(U) = Opm fiir alle offenen U C p(T').

Sei andererseits U C R eine (0.E. offene) Umgebung von A mit E(U) = Orz.
Definiere f,g € B(c(T)) durch f(\) := )\—;)\0 “Xorpo und g(A) == (A = Xo).
Dann gilt

—

JINT = Xo) = F(T)g(T) = (f - 9)(T) = Xorpuw(T)
= XO-(T)\UdE:E(O'(T)\U) :ldH
Wegen f(T')g(T) = g(T)f(T) folgt g(T)f(T) = idy, dh. f(T) = g(T)™" =
(T — Xo)~'. Somit ist A\g € p(T).
Teil b), sei \g € 0,(T):

Dann existiert ein z # 0 mit (7" — A\g)z = 0, und aus Satz 9.7 d) folgt dann
f(M)x = f(Xo)z fir alle f € C(o(T)), und nach Lemma 9.15 fiir alle f €
B(o(T)). Wir wahlen jetzt f = x{a,}, was eine Stufenfunktion ist. Dann haben
wir

r=1-2 = f(o)e = f(T)e = ( / de) =1 B({\})z € RIE({Mo})).
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und somit ist {0} # ker(7"— Ag) C R(E({\o})), also E({A\o}) # Or(m)-

Teil b), sei E({)\()}) # (,)L(//):

Dann existiert ein z # 0 mit « € R(E({\o})). Weil E({\o}) ein Projektor ist,
haben wir dann E({\o})z = x, fiir dieses spezielle z.

Falls f eine Stufenfunktion ist, gilt

f(T)z = ( / de) T = Z [iE(A)x = Z FEA)E{ o)z = f(\o)z.

Daraus und aus Lemma 9.15 bekommen wir die Identitdt f(T)x = f(X\o)z
dann fiir beliebiges f € B(c(T)).

Nun wihlen wir f = id,7) und erhalten
Tx = idU(T) (T){E = idU(T)()\())iE = /\OZL’,

also folgt = € ker(T — \g), und demnach also \g € 0,(T).

Teil c):
Ubung.

Teil d):
Weil T selbstadjungiert ist, gilt 0,.(T") = 0, also R = (RN p(T))Uo,(T)Jo.(T).
Nun wende man a) und ¢) an. u

Der néchste Satz ist der Hohepunkt dieses Kapitels. Hierbei ist die Vorgehensweise
im Vergleich zu Satz 9.29 und Satz 9.31 genau umgekehrt: wir starten mit einem be-
schrinkten und selbstadjungierten Operator T'. Anschlieend ermitteln wir ein PV-
MaB FE, das diesen Operator T erzeugt. Hierbei ist Satz 9.31 hilfreich, der uns (vom
Spektrum o(7) ausgehend) einige Informationen dariiber liefert, wie E aussehen
muss. Weiterhin gewinnen wir eine leistungsfihige Darstellung fiir den messbaren
Funktionalkalkiil zu T

9.32 Satz (Spektralsatz fiir beschriankte selbstadjungierte Operatoren). Sei T €
L(H) selbstadjungiert. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes PV-Mafi E mit kom-
paktem Trager auf R mit E(o(T)) =idy und

T— / MAE(N).
o(T)

Die Abbildung B(o(T)) — L(H), f — f(T) = fJ(T)f()\) dE(N) definiert den
messbaren Funktionalkalkil zu T. Fir f € B(o(T)) und z,y € H gilt

Tz, y) = / L T0AEL0)
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wobei B, ,(A) = (E(A)x,y) fir v,y € H und A € B(o(T')) das ibliche komplea-
wertige Mafs ist.

Beweis. Schritt 1: Konstruktion von F:

Sei f +— f(T') der messbare Funktionalkalkiil nach Satz 9.14. Fir A € #(o(T))
definiere
E(A) = xa(T).
Schritt 2: £ ist PV-Ma#f:
(i) Wegen x4 = x4 = X4 gilt E(A) = E(A)? = E(A)*, d.h. E(A) ist eine
orthogonale Projektion.

(i) Sei (Ap)nen C B(o(T)) eine Familie paarweiser disjunkter Mengen. Die

Funktionen f, := Z?Zl X4; konvergieren punktweise und gleichméfig be-
schrinkt gegen f := >3 x4, = xa mit A := [J7Z, A,. Nach Lemma 9.15
folgt

Z E(A))x = Z Xa,(T)z = xa(T)x = E(A)z  (x € H).

(ili) Nach Satz 9.14 gilt E(o(T)) = 1,¢)(T) = idg.
Nach (i)-(iii) ist £: #(o(T)) — L(H) ein PV-MaS8.
Schritt 3: F erzeugt T':

Definiere den Operator S := fU(T) AdE(A) nach Satz 9.29. Es ist zu zeigen,
dass S = T. Sei f — Y(f) = fJ(T) fdE der diesem S zugehorige messbare

Funktionalkalkiil nach Satz 9.29, und f +— f(T) der zu T gehorige Funktio-
nalkalkiil nach Satz 9.14.

Wihle jetzt eine Treppenfunktion f auf o(7") mit H f—idy(7) H
gilt
1T = SNy < 1T = ST ey + AT = Y oy + 1Y) = Sl -
Nach Satz 9.14 ist
17 = £y < [lido) —Fllo oy <&
Ebenso ist nach Lemma 9.26 b)

1S — W)y = \ / L A= F) Az

oo (T) < e.Dann

< |lidor) _fHLOO(a(T)) s e
L(H)
SchlieBlich ist
FT)=0(f) = fixalT) = > HiE(A) = Opemy-
j=1 j=1
Insgesamt erhalten wir || T — S| ;) < 2¢, dh. T = S.
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Schritt 4: F ist eindeutig:

Sei E ein weiteres PV-Mafl mit kompaktem Tréiger auf R, fiir das E (o(T)) =
idg und T'= [ ;) AdE(X). Fiir jedes f € B(o(T)) ist dann (vgl. Satz 9.29 c))

FaE= 1= [ s0

o(T)

Fir A € #(0(T)) wihlen wir die Stufenfunktion f = x4, und es ergibt sich
E(A) = xa(T) = E(A),

also ist tatsichlich E = E. [

9.33 Lemma. Sei T' € L(H) selbstadjungiert, E das zugehirige PV-Maf, und
S € L(H). Dann sind dquivalent:

(i) ST =TS,
(ii) fir alle A € B(o(T)) gilt SE(A) = E(A)S,
(iii) fir alle f € B(o(T)) gilt Sf(T) = f(T)S.

Beweis. (1)==(ii):
Aus ST =TS folgt ST™ =TS fiir alle n € N und damit
(ST"z,y)y = (T"Sx,y) (v,y € H,n>0). (9-5)

Wir wissen bereits, dass £ durch die Familie komplexer MaBe £, , mit x,y € H
eindeutig bestimmt ist, vermoge der Relation (E(A)z,y) = E,,(A). Wegen
(SE(A)z,y) = (E(A)x,S*y) ist auch A — (SE(A)x,y) ein komplexes Maf.
Fiir alle z,y € H und n € Ny haben wir, mit f(s) := s", dem Spektralsatz
und (9-5),

/ N d (SE(N)z, ) = / FO)d(EOV)z, S5 / FO) By (9-6)

(T)z, S*y) = (ST"x,y) = (I"Sz,y) (T)Sz,y)
/f )dEss, = /)\”d (E(\N)Sz,y) .
Also stimmen die MaBe i) (A) == (SE(A)z,y) und p$)(A) = (E(A)Sz,y)
als Funktionale iiberein auf den Polynomen A" und damit auf den stetigen

Funktionen f € C(o(T)) (Satz von Weierstral). Nach dem Darstellungssatz
von Riesz (Satz 9.11) sind die MaBe gleich. Damit ergibt sich aus (9-6), dass

(SE(A)z,y) = (E(A)Sz,y) (v,y € H, Ae B(o(T)),
d.h. es gilt SE(A) = E(A)S fiir alle A € B(a(T)).
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(if) = (i)
Folgt aus <Sf = [fN) (A) und der Beziehung (f(7)Sz,y) =

[ fx d,uw A), Vgl. d1e obige Rechnung. Wegen SE(A) = E(A)S sind die
beiden MaBe gleich, also erhalten wir (Sf(T)x,y) = (f(T)Sx,y).

(iii) = (i):
Setze f = idg(T). ]

9.34 Beispiel. Sei T' € C™*" eine selbstadjungierte Matrix mit den paarweise ver-
schiedenen Eigenwerten i, ..., fy,. Sei E({;}) die Orthogonalprojektion auf den
Eigenraum ker(;; — 7'). Dann gilt

=Y wEdwh = | AR,

wobei das PV-Maf} zu T" gegeben ist durch

BA) =Y BAN{m) = Y E({w}) (A4eB®).

{Jj: njeA}

9.35 Lemma. Sei A € L(H) selbstadjungiert mit A = Ormy. Dann existiert genau
ein selbstadjungiertes B € L(H) mit B > Opy und 32 A. Der Operator B heifst
die Wurzel von A.

Beweis. Der Operator B := /A erfiilllt B > Ory und B? = A nach dem Spek-
tralsatz. Zu zeigen ist noch die Eindeutigkeit. Sel also B > Or(z) mit B? = A.

2
Wihle b € R mit b > M := sup,—; (Az,z) und b > HBH " Sei weiterhin
L(H
m = inf| ;=1 (Az, x).

Zur Funktion g(t) := /¢ existiert nach dem Satz von Weierstra$ eine Folge (pp)nen
von Polynomen mit |[p, —g|,, — 0 (n — o0) im Intervall [0,b] D [m, M].
Damit gilt
12(A) = Bll iy = Ipa(A) = 9(A) |1y — 0. (9-7)
Setze pp(t) := p,(t?) und g(t) := g(t*)(=t). Dann ist
12 = 9l 0.8 = IPn = 9llo oy — 0 (0 —> 00).

Wir erinnern daran, dass

o] o, ]
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Nach dem Funktionalkalkiil gilt, fiir n — oo,

-, -
Pn(B) L

5(B)=5(B)|, == Glcjory — 0 (OB)

Aber es ist Pn(B) = pn(B?) = pu(A). Somit folgt aus (9-7) und (9-8) die Gleichheit
B =g(A)=B. O

9.36 Definition. Sei A € L(H). Der Operator |A| := v A*A heifit Absolutbetrag
von A.

9.37 Lemma. Seien A, B € L(H) selbstadjungiert mit A > Opgy, B > Opy und
AB = BA. Dann ist AB = O ).

Beweis. Es ist v/B selbstadjungiert, und
AB = AVBVB = VBAVB > Oy

wegen

<\/§A\/§x,x> = <A\/§x, \/§x> >0 (x€H).

Hier wurde verwendet, dass A und /B vertauschen (Lemma 9.33). [

9.38 Bemerkung. Aus dem Spektralsatz folgt eine ganze Reihe von Aussagen iiber
Spektren und Normen von Operatoren. So gilt zum Beispiel:

a) Sei T' € L(H) selbstadjungiert und A\g € p(7"). Dann gilt

-1

(T = 20) 7| gy = [dist(Xo, o(T))]

Denn die rechte Seite ist || f]|, fiir die Funktion f € C(o(T)) mit f(\) = /\_1)\0.
Vergleiche dazu Satz 8.2.

b) Sei T' € L(H) selbstadjungiert und f € C(o(T)). Dann ist [|f(T)|[,p) =
max{|A|: A € o(T)} = || f]| .- Denn das Maximum ist der Spektralradius von 7" und
(D)l zy = || fll nach dem stetigen Funktionalkalkiil. (Vergleiche Satz 8.11.) Ins-
l;(e;ondere folgt aus der Darstellung T = [, AdE()) bereits 1T ) < max{|A]: A €

9.39 Bemerkung. Ein weiteres Ergebnis ist die folgende Zerlegung eines Opera-
tors, auch bekannt als polare Zerlegung (vgl. [10]).

Sei T' € L(H). Dann gilt:
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e cs existiert eine partielle Isometrie U € L(H) mit T'= UvT*T.

e cs existiert genau eine partielle Isometrie U € L(H) mit T = UvT*T und
kerU = ker T

e wenn 7' normal ist, so gibt es ein unitares U mit T'= U/T*T.

Hierbei heiit ein Operator U € L(H) eine partielle Isometrie, wenn U eine Isometrie
auf dem Teilraum (ker U)* ist.

Man denke an die Zerlegung z = €'¥|z| fiir jede komplexe Zahl z.

9.40 Bemerkung. Der Spektralsatz wird haufig auch mit Hilfe von Spektralscharen
formuliert. Dabei heifit eine Familie {F)\} er C L(H) eine Spektralschar, falls gilt:

(i) F) ist orthogonaler Projektor fiir alle A € R.

(i) F,Fy\ = F)\F, = F, fiir alle p < A,

(iii) Fyz — Fyx fir p N\ A (v € H) (Rechtsstetigkeit).
(iv) Fox — 0 fiir A — —o0 (x € H).

(v) Fxe — x fiir A\ — 400 (z € H).

Sei T' € L(H) selbstadjungiert und F das zugehorige PV-Mafl. Dann wird durch
Fy\:=E((—,)]) (A€eR)

eine Spektralschar definiert. Definiert man das Integral iiber Spektralscharen geeig-
net (etwa im Sinne eines Riemann—Stieltjes—Integrals), so gilt

T://\dE(/\):/ NdF),
R —00

Die Spektralscharen entsprechen den Verteilungsfunktionen in der Wahrscheinlich-
keitstheorie, die Darstellung von T durch Spektralscharen ist dquivalent zur Dar-
stellung durch PV-Mafe.

Der Spektralsatz wurde oben fiir beschrinkte selbstadjungierte Operatoren formu-
liert. Tatséachlich gilt dieser Satz aber fiir allgemeinere Operatoren: Zum einen kann
die Selbstadjungiertheit 7" = T™ durch die Normalitat 7T = T*T des Operators T'
ersetzt werden, zum anderen kann 7" auch unbeschrénkt sein. Man beachte, dass zwei
unbeschrinkte Operatoren genau dann gleich sind, wenn sie gleichen Definitionsbe-
reich besitzen und auf diesem {iibereinstimmen. Der folgende Satz wird hier nicht
bewiesen, der wesentliche Teil des Beweises wurde aber oben schon durchgefiihrt.
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9.41 Definition und Satz (Integral iiber PV-Ma$ fiir messbare Funktionen). Sei
(X, ) ein Messraum, E: o — L(H) ein PV-Maf. Zu x € H sei wieder E,: o/ —
[0,00) durch E,(A) := |E(A)z||* definiert. Sei f: X — C messbar-

Definiere
D(/de) ::{:L'GH: /|f\2dEx<oo}.

Dann existiert fir alle x € D([ fdE) eine Folge von Stufenfunktionen f,,: X — C
mit fn, — [ punktweise und [|f, — fI*dE, — 0 (n — 00), und der Operator

/de:HDD(/de) — H, v — (/de)x-Jg&(/fndE)x
ist wohldefiniert.

9.42 Satz (Spektralsatz, allgemeine Formulierung). Sei H ein C-Hilbertraum und
T: H D D(T)— H ein normaler Operator in H. Dann ezistiert genau ein PV-Maf

E: B(o(T)) — L(H) mit
T = / id, ) dE.
(T)

Fiir jede messbare Funktion f: o(T) — C wird durch

/ fdE,

o) = {ee: | L, < ~|

ein normaler Operator definiert. Es gelten die tiblichen Regeln fiir den Funktional-
kalkil. Falls f ein Polynom ist, stimmt f(T) mit der iblichen Definition tiberein.
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