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Vorbemerkung:

Im vorliegenden Kurzskript werden wesentliche Begriffe, Resultate und Methoden zu
den Vorlesungen Mathematik I und II zusammen gestellt. Aufgrund des skizzenhaften
Charakters kann es weder den Besuch der Vorlesung noch der Ubungen ersetzen.

Korrekturen senden Sie bitte per Email an reif@mathematik.tu-darmstadt.de.
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1 Grundbegriffe und Bezeichnungen

1.1 Mengen: Die mathematisch korrekte Definition des Mengenbegriffs ist eine iiber-
raschend komplizierte Angelegenheit. Fiir unsere Zwecke geniigt aber eine ,naive* Be-
schreibung, die auf Georg Cantor zuriickgeht. Demnach ist eine Menge eine Zusam-
menfassung bestimmter, wohlunterschiedener Objekte unserer Anschauung oder unseres
Denkens zu einem Ganzen. Die Objekte der Menge heiflen Elemente der Menge. Wenn
m ein Element der Menge M ist, dann schreiben wir m € M und anderenfalls m ¢ M.
Mengen konnen auf unterschiedliche Weise angegeben werden:

e vollstindige Aufzéhlung, z.B. P = {Hund, Biene, Spinne}
e unvollstindige Aufzéhlung, z.B. Q = {2,4,6,8,...}

e Angabe von Eigenschaften, z.B. R = {z € N: |z — 5| < 3}, lies ,R ist die Menge
aller natirlichen Zahlen x mit der Eigenschaft, dass sich x von der Zahl 5 um
weniger als 3 unterscheidet*.

Die Menge, die keine Elemente enthéilt, heifit leere Menge und wird mit () bezeichnet.
1.2 Mengen von Zahlen: Wir verwenden folgende Bezeichnungen:
N=1{1,23...} natiirliche Zahlen
Ny ={0,1,2,3,...} natiirliche Zahlen mit 0
Z=A...,-2,-1,0,1,2,...} ganze Zahlen
Q={p/q:p€Zund q € N} rationale Zahlen

R = Menge aller Dezimalzahlen reelle Zahlen

Rso={r eR:2 >0} positive reelle Zahlen
Rsg={reR:z >0} nichtnegative reelle Zahlen
[a,b] ={r €eR:a <z <b} abgeschlossenes Intervall
(a,b) ={x €eR:a <z <b} offenes Intervall

[a,b) ={z €R:a<x<b} halboffenes Intervall

(a,b] ={zr €eR:a <z <b} halboffenes Intervall
C={a+ib:a,beR} Menge der komplexen Zahlen

1.3 Beziehungen zwischen Mengen:

e Gleichheit: Zwei Mengen stimmen genau dann iiberein, wenn Sie dieselben Ele-
mente haben. Dabei ist die Reihenfolge unerheblich, z.B. gilt im Beispiel oben
R={7,4,3,6,5} ={3,4,5,7,6}.

e Teilmenge: Wenn jedes Element einer Menge A auch in der Menge B enthalten
ist, dann heifit A Teilmenge von B und B heifit Obermenge von A. Wir schreiben
dann

AC B oderauch B D A.



1.4 Mengenoperationen: Seien A und B zwei Mengen, dann definieren wir:

e Vereinigung: Die Vereinigung von A und B enthélt alle Elemente, die in A oder
B enthalten sind,
AUB={z:x € Aoder x € B}.

e Schnitt: Der Schnitt von A und B enthélt alle Elemente, die in A und B enthalten
sind,

ANB={z:x € Aund = € B}.

e Differenz: Die Differenz von A und B enthélt alle Elemente, die in A, aber nicht
in B enthalten sind,

A\B={z:2x€ Aund x € B}.

e Kartesisches Produkt: Das kartesische Produkt von A und B ist die Menge aller
geordneten Paare, deren erstes Element in A und deren zweites Element in B liegt,

Ax B={(z,y) :x € Aund y € B}.

Fiir das kartesische Produkt einer Menge mit sich selbst schreibt man auch A? =
A x A.

1.5 Beispiel: Sei A =[-2,4] und B = (1,5]. Dann gilt
AUB=[-2,5|, AnB=(1,4, A\B=][-2,1].
Das kartesische Produkt A x B bildet ein Rechteck in der Ebene.

1.6 Funktionen: Eine Vorschrift f, die jedem Element x einer Menge D genau ein
Element y einer anderen Menge Z zuordnet, heifit Funktion. Wir schreiben dann

f:D—=Z f(z)=uy.

Die Menge D heifit Definitionsmenge (oder auch Definitionsgebiet) von f, die Menge Z
heifit Zielmenge von f. In der Beziehung f(x) = y nennt man x das Argument von f und
y das Bild von x. Umgekehrt nennt man x das Urbild von y. Man beachte, dass das Bild
von z stets eindeutig bestimmt ist, wihrend es zu einem gegebenen y € Z auch mehrere
oder gar keine Urbilder geben kann. Die Menge aller Bilder B = {f(x) : x € D} ist eine
Teilmenge von Z und wird als Bildmenge von f bezeichnet. Die Menge aller Urbilder
zu einer gegebenen Teilmenge Y C Z ist eine Teilmenge von D und wird in der Form
7Y Y)={x € D: f(x) € Y} geschrieben.

Um auszudriicken, dass die Mengen D, Z, B zu einer gegebenen Funktion f gehoren,
schreiben wir gelegentlich auch Dy, Z;, By.

1.7 Beispiel: Sei D = (=1,2],Z = Rund f : D — Z, f(x) = 2% — 1. Dann ist
B =[-1.3], f(1) = 0und f({0}) = {-1,1}.



1.8 Beispiel:

e Seien P und @) die Mengen aus Abschnitt und f : P — Q? die Funktion, die
jedem Tier die Zahl seiner Beine und die Zahl seiner Augen zuordnet. Dann ist

f(Hund) = (4,2), f(Biene) = (6,2), f(Spinne) = (8,8),
und die Bildmenge ist B = {(4,2), (6,2), (8,8)}.

e Sei g : R? — R die Funktion, die jedem Punkt der Ebene seinen Abstand zum
Ursprung zuordnet, dann ist

g9(a,y) = Va? +y?
und die Bildmenge ist B = Rxy.

e Die Vorschrift, die jeder natiirlichen Zahl ihre Teiler zuweist, ist keine Funktion
von N nach N, da es Argumente gibt, denen mehr als ein Element der Zielmenge
zugewiesen wird.

e Die Vorschrift, die jeder reellen Zahl ihren Kehrwert zuweist, ist keine Funktion
von R nach R, da der Kehrwert von 0 nicht definiert ist.

1.9 Eigenschaften von Funktionen: Eine Funktion f: D — Z heifit

e injektiv, wenn voneinander verschiedene Argumente auch voneinenader verschie-
dene Bilder besitzen,

v £ = f(z) # f(22),
e bijektiv, wenn sie injektiv ist und die Bildmenge mit der Zielmenge iibereinstimmt.
1.10 Beispiel:

e Die Funktion f; : R — R, fi(z) = z? ist weder injektiv noch bijektiv (nicht
injektiv, da z.B. fi(1) = fi(—1)).

e Die Funktion f : R>g — R, fo(x) = 22 ist injektiv, aber nicht bijektiv (Bildmenge
ist B = R>g, Zielmenge ist R).

e Die Funktion f3 : Rsg — Rxg, f3(x) = 22 ist bijektiv.

Man beachte, dass alle drei Funktion trotz der iibereinstimmenden Funkionsvorschrift
voneinander verschieden sind, da die Definitions- und Zielmengen nicht gleich sind.

1.11 Umkehrfunktion: Sei f : Dy — Z; eine bijektive Funktion, dann gibt es zu
jedem Element der Zielmenge Z; genau ein Urbild in Dy. Die Vorschrift, die jedem y €
Zy das Urbild « € Dy zuweist, ist eine Funktion von Z nach D und wird Umkehrfunktion
genannt und mit f~! bezeichnet:

ft:Z; — Dy, f'(y) = z fiir dasjenige x € Dy mit f(z) = y.



Es gilt dann
e f~!ist injektiv.
o Djoi = Z; = By und Z;—1 = By = Dy,
o [71(f(x)) =z fiir alle x € Dy.

o f(fHy)) =yfiraleye Z;.

e Sind sowohl Definitsmenge als Zielmenge eine Teilmenge von R, dann erh&lt man
das Schaubild von f~! aus dem Schaubild von f durch Spiegelung an der ersten
Winkelhalbierenden.

1.12 Beispiel [— [1.10]: Die Funktion f; ist bijektiv und ihre Umkehrfunktion hat die

Form

fi i Rsg = Rso,  f3'(y) = V.

1.13 Verkettung: Seien f : Dy — Z; und g : Dy — Z,; zwei Funktionen. Wenn
By C D, gilt, dann ist die Verkettung h = go f (lies “g nach f“) definiert durch

h:Dy— Z,, h(x)=g(f(z)).

1.14 Beispiel [— : Die Verkettung h = g o f ist definiert, da die Bildmenge Q?
von f eine Teilmenge der Definitionsmenge R? von ¢ ist. h ist eine Funktion von P nach
R mit
h(Hund) = 2v/5, h(Biene) = 2v/10, h(Spinne) = 8v/2.
1.15 Beispiel: Sei f(z) := 1=, Dy := (—00,1) und g(z) := cosz.
e Fir D, =R ist B, =[—1,1] ¢ Dy. Die Verkettung f o g ist also nicht definiert.
e Fir D, = (0,6) ist B, = [—1,1) C Dy und damit

W) = f(9(z) = ————, x€(0,6)

1 —cosz’

1.16 Eigenschaften reeller Funktionen: Eine Funktion f: D — Z mit D, Z C R
wird auch reelle Funktion genannt. Zusatzlich zu den oben schon genannten spielen hier
noch die folgende Eigenschaften eine wichtige Rolle: Eine reelle Funktion f heift

e monoton wachsend/fallend, wenn f(x1) < f(x2) bzw. f(x1) > f(zz) fir alle
r1, T2 € D mit 1 < xs.

e streng monoton wachsend/fallend, wenn f(x1) < f(x2) bzw. f(x1) > f(x2) fiir alle
T1,Te € D mit 21 < 2.

e beschrdankt, wenn es eine Zahl ¢ € R gibt, sodass |f(z)| < ¢ fiir alle x € D.
e gerade/ungerade, wenn f(x) = f(—xz) bzw. f(x) = — f(—x) fiir alle z € D.

e periodisch mit Periode L, bzw. L-periodisch, wenn D = R und f(x + L) = f(x)
fiir alle z € R gilt.



1.17 Beispiel: Sei f(z) :=1/(1+2%), z € D.
e Fir D =Ry ist f injektiv und B = (0, 1].
e Fir D =[—1,2) ist f nicht injektiv und B = (1/5,1].
1.18 Beispiel: Sei f(x):=z+ |z|, z € D.
e Fir D = R ist f monoton wachsend und unbeschrankt.
e Fiir D =10, 3] ist f streng monoton wachsend und beschrénkt.

e Das Monom z" ist eine gerade Funktion, wenn n gerade ist und eine ungerade
Funktion, wenn n ungerade ist.

1.19 Regeln:
e Die Verkettung zweier injektiver Funktionen ist injektiv.

e Die Verkettung zweier bijektiver Funktionen f und g ist bijektiv und fiir die Um-
kehrfunktionen gilt die Formel

(fog) =g of

e Aus strenger Monotonie folgt Injektivitét.

e Die Verkettung zweier monoton wachsender Funktionen ist monoton wachsend.

e Die Verkettung zweier monoton fallender Funktionen ist monoton wachsend.

e Summe und Produkt zweier gerader Funktionen sind gerade.

e Die Summe zweier ungerader Funktionen ist ungerade, aber ihr Produkt ist gerade.
e Die Verkettung zweier gerader Funktionen ist gerade.

e Die Verkettung zweier ungerader Funktionen ist ungerade.

1.20 Trigonometrische Funktionen: In der Mathematik ist es {iblich Winkel nicht
in Grad sondern in Radiant, dem sogenannten Bogenmafs, anzugeben. Ein Winkel wird
im Bogenmaf} beschrieben durch die die Lange des Bogens des Einheitskreises, der durch
diesen Winkel gebildet wird, vgl. Abbildung [I}

Dabei wird, wie in der Mathematik allgemein iiblich, der Einheitskreis gegen den Uhr-
zeigersinn durchlaufen. Ein Winkel, der im Uhrzeigersinn gemessen werden soll, wird
entsprechend durch ein negatives Bogenmaf} ausgedriickt.

Da die gesamte Kreislinie des Einheitskreises die Lange 27 hat, ergibt sich damit bei-
spielsweise fiir den rechten Winkel ein Bogenmafl von 7/2 rad. Hier ist ,rad“ als Ab-
kiirzung von ,,Radiant“ die Mafleinheit.

In den meisten mathematischen Anwendungen ist die Winkelmessung in Bogenmaf die
einzig sinnvolle Wahl. Sofern nichts anderes gesagt wird, ist bei der Spezifikation von



Abbildung 1: Das Bogenmaf eines Winkels

Winkeln also stets davon auszugehen, dass es sich um eine Angabe in Radiant han-
delt. Insbesondere wird die Mafleinheit rad in der Regel weggelassen. Man schreibt also
beispielsweise

30° =7/6, 45°=m/4, 60°=m/3, 180°=m, 360°=2r.

Fir ¢ € R betrachten wir nun einen Strahl, der vom Ursprung ausgeht und mit der
positiven z-Achse einen Winkel mit Bogenmaf ¢ bildet. Den Schnittpunkt dieses Strahls
mit dem Einheitskreis bezeichnen wir dann mit P, vgl. Abbildung 2]

A

Abbildung 2: Sinus und Cosinus als Koordinaten eines Punktes auf dem Einheitskreis

Man bezeichnet die y-Koordinate des Punktes P, als Sinus von t und die x-Koordinate
als Cosinus von t und schreibtll]
P = { cos(t) } .

sin(t)

Damit sind Sinus und Cosinus reelle Funktionen, die fiir alle t € R definiert sind. Da der
Punkt P, auf dem Einheitskreis liegt, liegen die Werte von Sinus und Cosinus jeweils im
Intervall [—1, 1], also

Dsin = Dcos - R, Bsin - Bcos - [_17 1]

Der Quotient von Sinus und Cosinus heifit Tangens,

!Die Klammer um das Argument kann auch weggelassen werden, wenn Verwechslungen ausgeschlos-
sen sind, also z.B. sint.
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Die Nullstellen der Cosinusfunktion fithren auf Definitionsliicken, der Bildbereich ist die
gesamte reelle Achse,

Dian =R\ {(k + 1/2)7 : k € Z}, Bun = R.

Die Graphen von Sinus, Cosinus und Tangens sind in Abbildung |3| dargestellt.

sin(t) — — cos(t) — - — tan(x)l

Abbildung 3: Die Graphen von Sinus, Cosinus und Tangens

Die Cotangensfunktion cott = cost/sint findet vergleichsweise selten Anwendung.
1.21 Eigenschaften:

e Die folgenden speziellen Werte sind zu merken:

’ t \ sint \ cost ‘
0 0 1
/6| 1/2 | /3/2
/4| V2/2 | V2/2
/3 V3/2| 1/2
/2 1 0

e Sinus und Tangens sind ungerade Funktionen, der Cosinus ist eine gerade Funktion,

sin(t) = — sin(—t),

cos(—t) = cos(t).

e Addiert man zu einem gegebenen Wert ¢ die Léinge 27 des Vollkreises, so stimmen
die zugehorigen Punkte iiberein, also P, = P,o,. Daraus folgt, dass Sinus und
Cosinus 2m-periodische Funktionen sind, d.h.,

sin(t) = sin(t + 27),

cos(t) = cos(t + 2m).

e Tangens und Cotangens sind ungerade, m-periodische Funktionen,

tan(t) = tan(t + ),

cot(t) = cot(t + ).
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e Es gibt dariiber hinaus eine Fiille von weiteren Identitdten. Zu merken sind unter
anderem:

sin(t) = sin(m — t) = cos(7/2 — t)
cos(t) = —cos(m —t) = sin(7w/2 + t)
sin?(t) + cos®(t) = 1
sin(2t) = 2sin(t) cos(t)
sin(r/2 + kr) = cos(km) = (-1)*, keZ

e Formeln fiir sin(t/2),cos(t/2),sin(s % t), cos(s & t),sin’ ¢, cos’> t usw. kénnen bei
Bedarf im Internet oder in Formelsammlungen gefunden werden.

1.22 Arcusfunktionen: Da die trigonometrischen Funktionen nicht injektiv sind, kann
man nicht unmittelbar eine Umkehrfunktion angeben. Dazu muss man Definitions- und
Zielmengen jeweils geeignet einschrinken.

e Fir die Sinus-Funktion f(z) = sin(z) verwendet man D; = [—7/2,7/2] und
Z; = [—1,1]. Die nun definierte Umkehrfunktion wird als Arcussinus bezeichent
und man schreibt dafiir

arcsin : [—1,1] — [-7/2,7/2].

Der Arcussinus ordnet also jeder Zahl zwischen —1 und 1 einen Winkel aus dem
Intervall [—7/2,7/2] zu, dessen Sinus dem gegebenen Argument entspricht, vgl.
Abbildung [4 Es gilt beispielsweise

arcsin(0) =0, arcsin(1/2) =7/6, arcsin(—1) = —m/2,

denn
sin(0) =0, sin(7/6) =1/2, sin(—n/2)=—

e Fir die Cosinus-Funktion f(z) = cos(x) verwendet man D; = [0,7] und Z; =
[—1, 1]. Die nun definierte Umkehrfunktion wird als Arcuscosinus bezeichent und
man schreibt dafiir

arccos : [—1,1] — [0, 7].

Der Arcuscosinus ordnet also jeder Zahl zwischen —1 und 1 einen Winkel aus
dem Intervall [0, 7] zu, dessen Coinus dem gegebenen Argument entspricht, vgl.
Abbildung {4 Es gilt beispielsweise

arccos(l) =0, arccos(1/2) =m/3, arccos(—1) =,

denn
cos(0) =1, cos(n/3)=1/2, cos(m)=—1.

e Fiir die Tangens-Funktion f(x) = tan(x) verwendet man Dy = (—7/2,7/2) und
Z; = R. Die nun definierte Umkehrfunktion wird als Arcustangens bezeichent und
man schreibt dafiir

arctan : R — (—7/2,7/2).
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Der Arcustangens ordnet also jeder reellen Zahl einen Winkel aus dem Intervall
(—m/2,7/2) zu, dessen Tangens dem gegebenen Argument entspricht, vgl. Abbil-
dung 4] Es gilt beispielsweise

arctan(0) = 0, arctan(1) = /4, arctan(—v3) = —n/3,

denn
tan(0) = 0, tan(m/4) =1, tan(—m/3) = —V3.

Da die trigonometrischen Funktionen periodisch sind, gibt es natiirlich zu jedem Wert
einer Arcusfunktion jeweils unendlich viele weitere Winkel, die auf dasselbe Ergebnis
fithren. Beispielswiese ist arccos(1) = 0, aber cos(2k7) = 1 fiir alle k € Z. Beim Riick-
schluss von dem Wert einer Winkelfunktion auf den Winkel ist also stets Vorsicht gebo-
ten.

1.23 Exponentialfunktion und natiirlicher Logarithmus: Fiir eine beliebige po-
sitive Zahl b > 0 definiert man die Exponentialfunktion zur Basis b durch

expy () = 0", Dexp =R, Zeyx, = Royp.

Die Exponentialfunktion ist bijektiv und ihre Umkehrfunktion ist der Logarithmus zur
Basis b,

Von besonderem Interesse ist die Exponentialfunktion zur Basis e, wobei e /&~ 2, 71828 die
sogenannte Fulersche Zahlist. Sie spielt in der Mathematik eine auflerordentlich wichtige
Rolle. Genauso wie die Kreiszahl 7 lédsst sich e weder durch Briiche noch durch Wurzeln
exakt ausdriicken. Auf eine genaue Definition kommen wir spéter zuriick. Wéhlen wir e
als Basis, ergibt sich die e-Funktion (oder auch natiirliche Exponentialfunktion),

exp(x) = €%, Dexp =R, Zexp, = Royp.
Die Umkehrfunktion ist der natiirliche Logarithmus,
In:Rep — R,
vgl. Abbildung [4 Es gilt beispielsweise
In(1) =0, In(e)=1, In(1/e?) = -2,

denn
=1, e'=e e?=1/

1.24 Regeln: Die wichtigsten Rechenregeln fiir Exponentialfunktion und Logarithmus
sind

e?th = eeb In(ab) = In(a) + In(b)
(€2)? = eab In(a®) = bln(a)

e =1/e In(1/a) = —1In(a)
expy a = e4"®) log,(a) = 112((2;
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Abbildung 4: Die Graphen der Arcusfunktionen und des natiirlichen Logarithmus

1.25 Hyperbelfunktionen: Verschiedentlich sind auch die Hyperbelfunktionen von
Interesse. Die wichtigsten sind

xT —X

sinh : R — R mit sinh(z) = %, Sinus hyperbolicus,
: ef+e " : )
cosh : R — R mit cosh(x) = — Cosinus hyperbolicus,
inh
tanh : R — R mit tanh(z) = sm—(m)’ Tangens hyperbolicus.
cosh(z)

Die Graphen dieser Funktionen sind in Abbildung |5| dargestellt. Die zugehorigen Um-
kehrfunktionen heiflen Areafunktionen und werden mit arsinh, arcosh, artanh bezeichnet
(lies ,, Areasinus hyperbolicus, etc.“).

1.26 Summen- und Produktzeichen: Fiir die Summe einer Menge reeller Zahlen
ai,as, .. .,a, € R schreibt man kurz

n

Zaj:al—i-aQ—l—'--—i-an.
j=1
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sinh(x) = = cosh(x) tanh(x)|

Abbildung 5: Die Graphen der Hyperbelfunktionen sinh, cosh und tanh

Allgemeiner kann die Summenbildung auch bei einem beliebigen Index starten,

n

Zaj:am+am+1+---+an.

j=m

Analog schreibt man fiir das Produkt

n

| | Aj = Qp * Qg1+ Ay
Jj=m

Wenn der Startindex m grofer ist als der Schlussindex n, dann ist vereinbarungsgeméfl
der Wert der Summe gleich 0 und der Wert des Produkts gleich 1.

1.27 Beispiel:

n(n+1)

¢ D i=14+2+43 4 tn="—"

=1
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1.28 Rechenregeln fiir Summen:

e Ausklammern/Ausmultiplizieren:

e Summe zweler Summen:

n

k=m k=m

k=m

e Indexverschiebung:
n n—~{

ap = g Qp4r
=m

k=m k —/
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2 Vektorrechnung

2.1 Vektorraum: Eine Menge V nennt man Vektorraum, wenn unter anderemf]

e zwischen je zwei Elementen von V eine Addition sinnvoll definiert ist, d.h.

fir v,weV ist v+welV,

e Elemente von V' mit Zahlen multipliziert werden kénnen, d.h.

fir veV,aeR ist av eV,

e zwei Distributivgesetze gelten,
alv+w)=av+aw, (a+plv=av+ pv
fiir alle a, 8 € R und alle v,w € V.

Die Elemente eines Vektorraums nennt man Vektoren. Beispielsweise bildet die Menge
aller Polynome einen Vektorraum, denn Summen und Vielfache von Polynomen sind
wieder Polynome; auflerdem gelten die genannten Rechenregeln. In diesem Sinne stellen
Polynome also einen spezielle Form von Vektoren dar.

2.2 Vektoren in R": Das n-fache kartesische Produkt von R mit sich selbst wird mit
R™ bezeichnet. Speziell erhilt man fiir n = 1 die Zahlengerade R, fiir n = 2 die Ebene
R? und fiir n = 3 den Raum R?. Die Elemente von R" sind also Objekte, die aus n

reellen Zahlen bestehen. Wir schreiben sie in der Form

T
T2
7= = |11, 29, ..., 2,]"
Tn
mit Koordinaten x; € R. Fiir zwei beliebige Elemente & = [zq,...,2,]7 und § =
[y1, ..., yn)T von R™ definieren wir in naheliegender Weise die Rechenoperationen
o Addition:
T1+
oo Ty + Yo
r+y= .
Tn + Yn
o Skalarmultiplikation:
AT
. (6 HH)
ar = . , aelR,
oy,

2Es fehlen hier streng genommen einige weitere technische Eigenschaften.
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Insbesondere ist 17 = 7, (—1)Z = —& und 07 = 0. Weitehin rechnet man leicht nach,
dass die Distributivgesetzte

(a+B)T=al+pZ, o(f+y)=al+ay, o fER,

gelten. Somit ist R™ ein Vektorraum und seine Elemente sind Vektoren. Fiir Vektoren
in R"™ gibt es (mindestens) zwei verschiedene geometrische Interpretationen:

e Wenn ein Koordinatensystem gegeben ist, kann man durch den Vektor & die Po-
sition eines Punktes beschreiben. Die Koordinaten geben dann an, wie weit man
ausgehend vom Ursprung in Richtung der Koordinatenachsen jeweils gehen muss,
um zu diesem Punkt zu gelangen. Da sich 7 hier auf einen festen Bezugsrahmen
bezieht, spricht man auch von einem gebundenen Vektor.

e Ebenso kann man den Vektor ¥ als Angabe verstehen, die die relative Lage zweier
Punkte zueinander beschreibt. Der Vektor charakterisiert also hier die Differenz
zweier Punkte. Typischerweise veranschaulicht man solch einen frezen Vektor durch
einen Pfeil, der von einem beliebig gewédhlten Anfangspunkt ausgehend zu einem
Endpunkt zeigt. Die Addition zweier Vektoren lésst sich in diesem Modell so ver-
anschaulichen, dass man den Endpunkt des ersten Vektors als Anfangspunkt des
zweiten Vektors verwendet.

2.3 Beispiel: Die Unterscheidung zwischen freien und gebundenen Vektoren ist etwas
subtil, wird aber im folgenden Beispiel ganz deutlich. Zur Angabe von Zeitpunkten ve-
wenden wir die Mafleinheit Uhr, wir sagen also z.B. Der Film beginnt um 20 Uhr,
wobei sich diese Angabe verinbarungsgeméafl auf den Ursprung Mitternacht = 0 Uhr
der Zeitachse bezieht. Wenn der Film um 23 Uhr endet, ergibt die Differenz der beiden
Zeitpunkte die Dauer des Films, also 23 Uhr — 20 Uhr = 3 Stunden. Interessanterweise
werden Dauern, also Zeitdifferenzen, mit einer anderen Mafleinheit, ndmlich Stunden
gemessen. Wenn wir wissen, dass ein Film 3 Stunden dauert, so stellt diese Informati-
on einen Zusammenhang zwischen Anfangs- und Endzeitpunkt her, unabhéngig davon,
wann diese konkret sind. In unserem Beispiel entsprechen also Zeitpunkte den gebunden
Vektoren und Dauern den freien Vektoren der Zeit. Zu unterscheiden sind sie an der
verwendeten Mafleinheit.

2.4 Norm eines Vektors: Die euklidische Norm des Vektors @ = [zy,..., 2,7 ist

durch

definiert. Sie gibt die Linge des Vektors im geometrischen Sinne an und hat folgende
Eigenschaften:

o Positive Definitheit:

IZ] >0 fiir

IZ]| =0 fiir

Z#0
=0

e Homogenitiit:
o] = [of [Z]], aeR
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e Dreiecksungleichung:
17+ gl < [[Z]] + (|l
17 = gl = (1121 = (|7l
2.5 Normierung: Sei Z # 0 ein Vektor, dann erhilt man durch die Normierung

—

Ty = 7
1]
einen Vektor &y der Léinge 1, der dieselbe Richtung wie & besitzt.

2.6 Skalarprodukt: Das Skalarprodukt zweier Vektoren ¥,y € R™ ist definiert durch
(Z,7) =21y + - + Ty = Z%%
i=1

Die Vektoren &,y heiflen orthogonal, wenn

(7, 7) = 0.

Die Vektoren & und ¥ stehen dann im geometrischen Sinne senkrecht aufeinander. Der
Nullvektor ist orthogonal zu allen anderen Vektoren. Skalarprodukt und Norm sind
durch die Formeln

|1Z]* = (%, %)

— 1 — —| — —

(@9) = (1 + " = 17 = 1)
verkniipft.

2.7 Eigenschaften:

e Symmetrie:

Linearitat

a(Z,y) = (aZ,y) = (Z,ay), a€R
(T1 + 2o, ) = (Z1, ) + (X2, )
(T, 90 + 12) = (T, 1) + (T, )

Binomische Formel:

(F+g,2+1) =({T,7) +2(Z,9) + (7.9

Sei ¢ der Winkel zwischen Z und ¢, dann gilt

(@ 9) = 171 - 9]l cos .

Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

(@) < [12] - 19
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2.8 Vektorprodukt: Das Vektorprodukt (auch Kreuzprodukt genannt) zweier Vekto-
ren 7,7 € R? ist definiert durch

T1 Y1 ToYs — X3Y2
T2 X | Y2 = | T3Y1 — T1Y3
T3 Y3 T1Y2 — T2

Das Ergebnis Z = ¥ x ¢/ ist also wieder ein Vektor in R3.

2.9 Eigenschaften:

o Antisymmetrie:

Daraus folgt insbesondere

o Linearitdt:

a( X y) =(af) xy=7x (o), a€R
(fl+:i'2)xgj’:flxy_'+£’2xy_'
fX(gl—F_‘Q):fX_’l—l—fX_‘g

e Orthogonalitit:

e Sei ¢ der Winkel zwischen # und ¢, dann gilt
12 gl = 121 - gl - [sine].

T x ¢ ist also ein Vektor, der senkrecht auf ¥ und 7 steht und als Linge den
Flacheninhalt des von Z und ¢ aufgespannten Parallelogramms besitzt.

e Die drei Vektoren 7,4, Z x ¢ bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem. Das
heiflt anschaulich gesprochen folgendes: Wenn der Daumen und der Zeigefinger der
rechten Hand in Richtung # und ¥ zeigen, dann zeigt der Mittelfinger in Richtung
T X 7.

e Spatprodukt: Ist @ noch ein weiterer Vektor im R?, so beschreibt der Betrag
von (W, & x ) das Volumen des durch o, ¥, if aufgespannten Parallelepipeds (oder
Spat), vgl. Abbildung [6]

Das Vorzeichen von (i, # X ¢) gibt an, ob ), Z, § ein Rechtssystem (positiv) oder
ein Linkssystem (negativ) ist. Es gilt:

(6,7 % §) = (7@ x 7) = (7,7 x @),
2.10 Geraden in R": Seien 5 und 7 Vektoren in R” und 7 # 0. Die Gleichung
g T=p+ A, INeER,

beschreibt eine Gerade in R™ in parametrisierter Form. Man bezeichnet p als Aufpunkt,
7 als Richtungsvektor und X als Parameter der Geraden g.
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Abbildung 6: Ein Parallelepiped oder Spat
2.11 Beispiel: In Abbildung [7]ist 5= [5,1]7 und 7= [-2,1]7, also
g f:[ﬂﬂ[_ﬂ, AER.

Fiir A = 3 erhiilt man den Punkt ¥ = [—1,4]” und fiir A = —1 den Punkt # = [7,0]7.

2 0 2 4 6 3
Abbildung 7: Die Gerade mit Aufpunkt p'und Richtungsvektor 7

2.12 Abstand Punkt-Gerade: Der Abstand d({, g) eines Punktes ¢ von der Geraden
g : X =p-+ \rist definiert als

d(7.9) = min |7 - q]|.
reg
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Dies ist also der kleinste Abstand, den ein Punkt auf der Geraden von ¢ haben kann.
Der Punkt ¥* = p'+ A\*r, fiir den dieses Minimum angenommen wird, ist dadurch ge-
kennzeichnet, dass der Verbindungsvektor zum Punkt ¢ senkrecht zum Richtungsvektor
7 der Geraden ist,

(" = @) = (= G+ N =0

Lost man diese Gleichung nach A\* auf, so erhélt man

und damit £*. Schlief3lich ist
d(q,g) = ||7* — qll.

2.13 Beispiel [~ [2.11]: Fiir g : @ = [5, 1]7 + A\[-2,1]7 und ¢= [2,5]7 ist

A*=2 und j’*:{l},

vgl. Abbildung [§
Damit erhalt man

5 0 2 s 6 8
Abbildung 8: Bestimmung des Abstands von ¢ zur Geraden ¢ in Beispiel

2.14 Implizite Form von Geraden in R?: Sei
g T=p+I, AER,

eine Gerade in R? und 7 # 0 ein Normalenvektor. Dies ist ein Vektor, der senkrecht auf
7 steht, also (7, 77) = 0. Multipliziert man die Gleichung der Geraden skalar mit 7, dann
erhalt man die implizite Form
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Die Gerade ¢ ist also die Menge aller Punkte # € R?, die diese Gleichung erfiillen. Auf
der linken Seite steht eine Linearkombination der Komponenten von #, und auf der
rechten Seite steht die Konstante d := (p,7) € R. Einen Normalenvektor 7 erhdlt man

beispielsweise geméaf
L _|a L om b
=1 U

Damit lautet die implizite Form
g : br—ay=d.

2.15 Hessesche Normalform: Normiert man speziell den Normalenvektor 77 auf Lin-
ge 1 [—[.5], das heiBt

dann lautet die implizite Form einer Geraden g in R?

—

g : <f, ﬁ0> = do, wobei do = <ﬁ, 710> =

5=

Diese bezeichnet man als die Hessesche Normalform der Geraden g. Sie ist dadurch aus-
gezeichnet, dass der Betrag der Konstanten dy den Abstand der Geraden vom Ursprung
angibt, also ~

d(0,9) = |dol.

Der Abstand eines beliebigen Punktes ¢ € R? von der Geraden ist durch

gegeben.

2.16 Beispiel [— [2.13]: Sei g : 7 =[5, 1] + A\[=2,1]T und ¢ = [2,5]7. Man erhlt

=y
I
| —
|
— N
_
S

- H] = d=(FA) =7
und damit die implizite Form
g x+2y="7.

Beispielsweise erfiillen die Punkte + = 7,y = 0 und = —1,y = 4 diese Gleichung

[— [2.11]. Die Normierung

. . 1 S
l=v5 = =z |y| = d= -

Sl
Sl

liefert die Hessesche Normalform

L A
BT
Der Abstand der Geraden vom Ursprung ist also dy = 7/ V/5. Der Abstand des Punktes

7= [2,5]" ist wie zuvor

d(q,9) = 7/v5 — (2,57, [1,2]")/V5| = V5.
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2.17 Ebenen in R?: Scien p, 7, 7 Vektoren in R? und 7 := 7 x 7% # 0. Die Gleichung
E f:ﬁ—i‘ )\17?1+)\2F2, )\1,)\2 ER,

beschreibt eine Ebene in R? in parametrisierter Form. Man bezeichnet p’ als Aufpunkt,
71, T als Richtungsvektoren, 11 als Normalenvektor und \;, Ay als Parameter der Ebene.

2.18 Abstand Punkt-Ebene: Der Abstand d({, E) eines Punktes ¢ von der Ebene
T =P+ M7+ Ao ist definiert als

d(¢ E) == min & - .

Tek
Dies ist also der kleinste Abstand, den ein Punkt auf der Ebene von ¢ haben kann.
Der Punkt * = p+ A7 + \37%, fiir den dieses Minimum angenommen wird, ist da-

durch gekennzeichnet, dass der Verbindungsvektor zum Punkt ¢ senkrecht zu beiden
Richtungsvektoren 7,7, der Ebene ist, d.h.,

T —q = pun.

Multipliziert man diese Gleichung skalar mit 77, dann erhélt man

(0= q.n) = p(i, i) = M:W7
da (r,n) = (r5,7) = 0. Der Abstand ist also
d(q, E) = ||prl| = |pl - [l7]l = A

2.19 Beispiel: Sei = [1,1,5]7, 71 = [3,0,1]T und 7 = [1,2, —1]T, also

1 3 1
E 7= 1 —|—)\1 0 —|—)\2 2 > )\1,)\261@.
) 1 -1
Dann ist der Normalenvektor gegeben durch
—2
ﬁ:_»lx_‘gz 4 = ||ﬁ||:V56
6
Der Abstand des Punktes ¢ = [1,0, 7] von der Ebene ist

oy el
d(q,E)—\/%—\/ﬁ.

Dabei ist = —1/7 und 7 = [9/7, —4/7,43/7]".

2.20 Implizite Form von Ebenen in R3: Sei
E : Z=p+ M1+ X, A, A €R,
eine Ebene in R?® mit Normalenvektor 7. Multipliziert man die Gleichung der Ebene
skalar mit 77, dann erhilt man die implizite Form
E : (Z,n) = (p,n).
Die Ebene FE ist also die Menge aller Punkte # € R3, die diese Gleichung erfiillen. Auf

der linken Seite steht eine Linearkombination der Komponenten von 7, und auf der
rechten Seite steht die Konstante d := (p,7) € R.
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2.21 Hessesche Normalform: Normiert man speziell den Normalenvektor 7 auf Lan-
ge 1, d.h.,

dann lautet die implizite Form

B

E <f, ﬁ0> = dg, wobei do = <]7, ﬁ0> =

St

Diese bezeichnet man als die Hessesche Normalform der Ebene E. Sie ist dadurch aus-
gezeichnet, dass der Betrag der Konstanten dy den Abstand der Ebene vom Ursprung
angibt, also B

d(0, E) = |do|.

Der Abstand eines beliebigen Punktes ¢ € R?® von der Ebene ist durch
d(q, E) = |do — (7, 7o)
gegeben.

2.22 Beispiel [— [2.19]: Mit p = [1,1,5]7, @ = [-2,4,6]" und ¥ = [z,y,2]T erhilt
man d = (p,7) = 32 und damit die implizite Form

E o =2z +4y+ 62 = 32.

Die Normierung

17 = V56 = 2V1d = ftp =

3~

S

(OV)
;\5
N

liefert die Hessesche Normalform
-1 N 2 n 3 16
x z = .
V14 V14 Y V14 V14
Der Abstand der Ebene vom Ursprung ist also dy = 16/+/14, und der Abstand des
Punktes ¢ = [1,0,7]7 von der Ebene ist wie zuvor

d(q, E) = |16/V14 — 20/V/14| = 4/V14.

2.23 Schnitt Ebene-Gerade: Zur Berechnung des Schnittpunkts #* einer Ebene E
mit einer Geraden g in R? verwendet man zweckméBigerweise fiir die Ebene die implizite
und fiir die Gerade die parametrische Form,

E :

E . (¥ n)=d
g T=p+ A, NeER.

p
Setzt man die Geradengleichung in die Ebenengleichung ein, so erhélt man die Bedin-

gung
(P, i) + \(7, i) = d (2.1)

fiir den Parameter A* des Schnittpunkts. Nun sind folgende Fille zu unterscheiden:
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e Falls (7, 7) # 0, dann ist der Schnittpunkt eindeutig bestimmt und durch

e
AN
.7

%

T =p+

gegeben.

e Falls (r,7) = 0 und (p,7) = d, dann ist Gleichung (2.1) fiir alle A\* € R erfiillt;
es gibt also unendlich viele Losungen. Dies bedeutet, dass die Gerade parallel zur
Ebene ist und vollsténdig in dieser liegt.

e Falls (7,7) = 0 und (p,77) # d, dann ist Gleichung ({2.1)) fiir kein \* € R erfiillt; es
gibt also keinen Schnittpunkt. Dies bedeutet, dass die Gerade parallel zur Ebene
ist und nicht in dieser liegt.

2.24 Lineare Teilrdiume: Eine nichtleere Teilmenge L C R"™ heifit linearer Teilraum,
wenn fiir Z, 1y € L und a € R stets auch

rT+yelrL, af € L.

Ein linearer Teilraum muss also mit zwei Vektoren stets deren Summe und mit jedem
Vektor dessen Vielfache enthalten. Wegen L # () ist stets 0 = 02 € L.

2.25 Beispiel:
e R™ und {0} sind lineare Teilriume von R”.
o Ly ={[x1,m3)" : 1 + 3z = 0} ist ein linearer Teilraum von R2.

Ly = {[x1,22)" : y > 0} ist kein linearer Teilraum von R?, da zum Beispiel
[—1,2]T € L, aber (—1) - [-1,2]T =[1, 2] & L.

Die linearen Teilriume der Ebene R? sind die Ursprungsgeraden sowie R? und {6}

Die linearen Teilriume von R? sind die Ursprungsgeraden, die Ursprungsebenen
sowie R? und {0}.

2.26 Linearkombination und lineare Hiille: Seien pi, ..., p,, Vektoren in R” und
A1, .-y Ay reelle Zahlen. Dann nennt man den Vektor

F=Mpi+ o+ Anbn = Y A
=1

eine Linearkombination der Vektoren p; mit Koeffizienten \;. Betrachtet man die Menge

aller moglichen Linearkombinationen von pj, ..., p,,, so erhélt man einen linearen Teil-
raum von R"™. Dieser wird lineare Hiille der Vektoren genannt und mit Lin(p), ..., py)
bezeichnet:

Lin(ﬁl,...,ﬁm) :{Alﬁl"i__‘_)\mﬁm)\l;?)\mER}

Ist 77 # 0, so ist Lin(p)) die Gerade in Richtung 5 durch den Ursprung. Sind pji, s
keine Vielfachen voneinander, insbesondere also keiner = 0, so ist Lin(p}, p2) die durch
p1, po aufgespannte Ebene durch den Ursprung.
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2.27 Lineare Unabhingigkeit: Die Vekoren pi, ..., p,, € R™ heiflen linear unabhdngig,
wenn man den Nullvektor nur dann als Linearkombination erhélt, wenn alle Koeffizien-
ten Null sind. Es muss also gelten:

D Api=0 = M=--=X,=0
i=1

Kann der Nullvektor auch anders gebildet werden, also mit mindestens einem A; # 0,
so heiflen die Vektoren p1, ..., p, linear abhdngig.

2.28 Beispiel:

e Die Einheitsvektoren

(1] [0 ] [ 0 ] [0 ]
0 1 0 0
=101, &=[0|, e&g=|1],...,86:=]0
| 0 | 0] | 0] | 1]

sind linear unabhéngig, denn aus

A
n A .
Soae=| 7| =0
i=1 :
A

fOlgt)q:)\Q::)\n:O

e Ebenfalls linear unabhéngig sind

mei] e 4]
R

linear abhéngig, denn 2¢; + ¢ = 0.

Dagegen sind

2.29 Basis und Dimension: Sei L C R" ein linearer Teilraum und pi,...,p, €
L. Wenn pj,...,p, linear unabhéngig sind und L = Lin(py,...,pn) gilt, so bilden
D1y - -, Pm €ine Basis von L. Die Zahl m der linear unabhéngigen Vektoren heif3t Di-
mension von L, wir schreiben dafiir kurz dim . = m. Die Vektoren pi, ..., p,, konnen
wir zu einem neuen Objekt zusammengefasst werden, das wir mit dem entsprechenden
Groflbuchstaben bezeichnen; wir schreiben

P = [ﬁlaﬁ% T 7ﬁm]
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2.30 Beispiel [— [2.2§]:
e Die Einheitsvektoren €7, ..., €, bilden eine Basis des R™. Insbesondere ist
dimR" = n.
Dagegen ist €, ..., €, keine Basis des R”, denn €] ¢ Lin(é, ..., é,).
e P = [p), po] ist eine Basis von R?, aber Q = [q}, ] nicht.

e Ein Sonderfall: Der Nullraum L = {0}, der nur den Nullvektor enthilt, hat Di-
mension dim L = 0.

2.31 Eigenschaften: Ist L ein linearer Teilrraum von R", so gilt:

e Es gibt eine Basis von L.

e Zwei verschiedene Basen von L bestehen immer aus gleich vielen Vektoren.

o dimL <n.
2.32 Koordinaten beziiglich einer Basis: Sei P = [}, ..., p,] eine Basis von R,
dann gibt es zu jedem ¥ € R" eindeutig bestimmte reelle Zahlen ay, ..., a,, genannt

P-Koordinaten von T oder auch Koordinaten von ¥ beziiglich P, so dass
T=oqp1+ -+ appn.

Der Vektor Zp = [ay, ..., a,|" heifit P-Koordinatenvektor von Z.

2.33 Beispiel [— [2.28]:

e Die Koordinaten von & = [z, T, ..., x,|T bzgl. der der Basis E = [€}, 65, ...,
des R" sind xq, x9, ..., z,, und der zugehorige F-Koordinatenvektor ist ¥y = x =
(21, 2o, ..., 2, .

e Die Koordinaten von ¥ = [—1,5]7 bzgl. der Basis P = [p}, p»] von R? sind a; = 3
und ay = —2, denn

. -1 1 2 . .
x:{ 5 }:3[1]—2{_1]:3%—2@.

Der P-Koordinatenvektor von 7 ist also Zp = [3, —2]T.

e ()-Koordinaten machen keine Sinn, da die Vektoren ¢, ¢> keine Basis bilden.
2.34 Orthogonalbasis und Orthonormalbasis: Die Basis P = [py, ..., p,] von R"
heif3t

e Orthogonalbasis (OB), falls (p;, p;) = 0 fiir alle ¢ # j.

e Orthonormalbasis (ONB), falls (p;,p;) = 0 fiir alle i # j gilt und zusétzlich

(s, p;) = 1 fur alle i. Diese Bedingungen kann man auch kurz wie folgt schrei-

ben:
0 : wenn i # j,

Der Ausdruck ¢;; wird Kronecker—Delta genannt.

Jede OB kann durch Normierung [— in eine ONB umgewandelt werden.

1 : wenni=j.
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Orthogonal- und Orthonormalbasen sind unter anderem deshalb besonders wichtig, weil
sich hier die zugehorigen Koordinaten sehr einfach berechnen lassen. Wenn P eine OB

ist, dann sind die P-Koordinaten ayq, ..., «a, des Vektors ¥ gegeben durch
7. 0
a; = @)
(7, 7j)

Wenn P sogar eine ONB ist, vereinfacht sich dieser Ausdruck weiter zu

Es gilt also

3

T=) (7.0)7;
j=1
2.35 Beispiel [— [2.28]:
e Die Basis €1, €é3,...,¢€, des R" ist eine Orthonormalbasis.

e Die Basis py, Py des R? ist keine Orthogonalbasis, da (py, ps) # 0.

Die Vektoren @, = [1,1,1]7, 4y = [1,—1,0]7, i3 = [1,1, —2]T bilden eine OB des
R3. Sie bilden aber keine ONB, da z.B. (i, 4;) = 3. Die U-Koordinaten des
Vektors 7 = [2,0, —1]7 sind gegeben durch Zy = [2,0, —1]T.

Durch Normierung der Vektoren 1, s, ti3 erhalten wir die ONB

Die V-Koordinaten des Vektors # = [2,0, —1]7 sind 7y = [2/4/3,0, —1/v6]T.
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3 Komplexe Zahlen

3.1 Komplexe Multiplikation: Fiir zwei Vektoren

5 aq N a2
-[2]. =[x

in R? wird neben der iiblichen Addition die komplexe Multiplikation
S |:a1a2_b1b2 }

A% 2= a1bs + bias
definiert. Sie hat folgende Eigenschaften:
o Kommutativgesetz:
Rl k2 = 29 x 2

o Assoziativgesetz:

e Distributivgesetz:
21*(22+53>:21*52+51*53

Der Raum R? versehen mit der komplexen Multiplikation wird komplexe Zahlenebene
genannt und mit C bezeichnet. Die Elemente von C heiflen komplexe Zahlen.

3.2 Beispiel:
4= |2 Ho |4 = i kZy=IZykZ = 0
2 = 11 Zz—_g 1%22 = 22%21 = 10

3.3 Einheiten: Die Einheitsvektoren €; und €5 in der komplexen Zahlenebene werden
mit

- 1] > 0
1:= O_ und z.—{l}

bezeichnet und reelle Finheit bzw. imagindre Finheit genannt. Es gilt also

7o {b} .

Man bezeichnet a als Realteil und b als Imagindrteil der komplexen Zahl Z und schreibt
dafiir
a=Rez, b=ImZ.

Fiir eine beliebige komplexe Zahl 7 = [a, b] T gilt

[3]-[3) +[3]-[2)

I ist also das neutrale Element der komplexen Multiplikation, wihrend Multiplikati-
on mit ¢ den gegebenen Vektor Z um den Winkel 7/2 gegen den Uhrzeigersinn dreht.
Insbesondere gilt

k] = —1.

Damit erhélt die Multiplikationsregel nach dem Distributivgesetz die Form

- =

(&1T+ blg) * (GQT—F bQ;) = alaQ(T* T) + albg(f* Z) + blag(;* T) + blbg(l * )
= (a1a2 — bﬂ)g)f"‘ (ale + blag);.
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3.4 Notation: Beim Rechnen mit komplexen Zahlen ist es {iblich, die Vektorpfeile
wegzulassen. Man schreibt also

z=al+bi fir Z=al+bi.
Weiterhin wird die Notation der reellen Einheit weggelassen. Man schreibt also
z=a+bi fir z=al+ bi.

Schlielich wird auch der Mal-Punkt nicht mit einem speziellen Symbol notiert. Man
schreibt also
2129 oder z1 -z fUr 2y * 29.

Die Rechenregeln lauten nun

(a1 + bl’l) + ((IQ + bQZ) = (CLl + CLQ) + (bl + bQ)Z
(a1 + bll) . ((12 -+ ng) = ((11(12 — blbz) —+ (a1b2 + b1a2)i.

Das Rechnen mit komplexen Zahlen folgt also denselben Gesetzen wie das Rechnen mit
reellen Zahlen. Es ist lediglich die Regel

i-i=1i*=—1
zu beachten.
3.5 Beispiel [— [3.2]:
(2+i)+(4+3)=6+4i, (2+4)-(4+3i)=5+10

3.6 Polarkoordinaten: Der Punkt z = a + bt kann entweder durch seine kartesischen
Koordinaten (a,b) oder durch seine Polarkoordinaten (r,¢) definiert werden. Dabei ist
r der Abstand vom Ursprung und ¢ der Winkel zur reellen Einheit 1,

a| | cosp . .
[ b} —r[ singp} bzw. a+ bi =r(cosp + isinp).

Man nennt r den Betrag und ¢ das Argument von z und schreibt
r=|z|, p=argz.

Das Argument ¢ wird im mathematisch psoitiven Sinn, also gegen den Uhrzeigersinn,
gemessen. Weiterhin ist zu beachten, dass ¢ nur bis auf Vielfache von 27 bestimmt ist.
Typischerweise wihlt man ¢ € [0,27) oder ¢ € (—m, 7).

e Umrechnung von Polarkoordinaten (r, ) in kartesische Koordinaten (a,b):

a = rcos ¢, b = rsin .

e Umrechnung von kartesischen Koordinaten (a,b) in Polarkoordinaten (7, ¢):

(arctan(b/a), a>0,
arctan(b/a) + m, a<0und b >0,
r=+a? + b2, ¢ = ¢ arctan(b/a) — m, falls a < 0und b <0,
/2, a=0und b >0,
[ —7/2, a=0und b < 0.
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3.7 Beispiel: Fiir z =1 — /3i ist
fl=r= /124 (VB2 =2
cosp =a/r =1/2, sinp =b/r = —/3/2 = argz = ¢ = 51/3.

Es gilt also
1 — V3 = 2(cos 5 /3 + isin 5 /3).

Man konnte anstelle von arg z = 57 /3 auch arg z = —x /3 oder arg z = 117/3 wihlen.

3.8 Konjugation: Die Spiegelung einer komplexen Zahl an der reellen Achse bezeich-
net man als Konjugation und schreibt dafiir

Z=a+bi=a— bi.

7z wird die zu z konjugiert komplexe Zahl genannt. Es gilt

[ ]
Z =z
[ ]
21t 22=211+2, Z1-22=721"2
[ )
z-Z=(a+bi)(a—bi)=a*+b = |z
[ )

Rezzz—;z, mz=2_"

i
3.9 Division: Man berechnet den Quotienten zweier komplexer Zahlen, indem man
mit dem konjugiert Komplexen des Nenners erweitert,

z1 2122

= —F 227&0

29 |Z2|27

Damit ist der Nenner reell und die Division problemlos moglich. Division durch Null ist
wie iiblich ausgeschlossen.

3.10 Beispiel:

4+  (4+4)(2+30) _ b+l 5 14
2-3i (2-3)(2+37) 13 13 13

3.11 Geometrische Deutung der Multiplikation: Gegeben seien zwei komplexe
Zahlen mit Polarkoordinaten (71, @) und (79, 2), also

21 = r1(cos ¢y + isin )

29 = 12(C0OS g + i 8in 3)
Berechnet man das Produkt, so erhilt man

2129 = T1T9 ((cos (1 COS (g — Sin 7 Sin pg) 4 (oS 1 sin Yy — sin p; cos @2))
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Gemaf der Additionstheoreme fiir Winkelfunktionen lasst sich dies einfacher schreiben
als
2122 = 1112 (cos(1 + ) + isin(pr + ¢2)).

Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen entspicht also einer Multiplikation der Be-
trage und einer Addition der Argumente. Genauso entspricht die Division zweier kom-
plexer Zahlen einer Division der Betrdge und einer Subtraktion der Argumente,

21 T

— = —(Cos(gol — o) +isin(p — gpg)).
22 T2

3.12 Komplexe e-Funktion: Man definiert fiir rein imaginére Argumente die e-Funk-
tion durch .
¥ :=cosp+ising, ek

Dieser Zusammenhang wird auch Eulersche Formel genannt. Es gilt [e’?| = 1. Das heift,
e ist eine Zahl auf dem komplexen Einheitskreis, die durch den Winkel ¢ bestimmt
ist. Damit hat eine komplexe Zahl mit Polarkoordinaten (r, ¢) die Darstellung

2 =re¥
und die Multiplikation bekommt die einfache Form
212y = (rlewl) . (T2€i‘p2) = rreetPrTe),
Definiert man die e-Funktion fiir beliebige komplexe Argumente z = a + ib durch
et = . ¢ = ¢%(cos b + isinb),

dann gilt allgemein

21 29

e -€

— 621+Z2, el /622 — #1772

Die Bildmenge umfasst alle komplexen Zahlen mit Ausnahme der 0.

3.13 Beispiel:

—im/2 _ 244w 2

0 2mi 17 elﬂ'/2 i, e — _¢

e"=e =i, e"=-1, e

3.14 Komplexer Logarithmus: Die Umkehrfunktion der e-Funktion wird als natiirli-
cher Logarithmus bezeichnet. Sei w # 0 gegeben, dann muss fiir Inw = z = a+ bi gelten

Hieraus folgt
|lw| = e, argw =10

und
Inw = In |w| + iargw.

Es gelten die bekannten Regeln
In(wy - wy) = Inw; + Inws, In(w;/wy) = Inw; — Inws,.

Man beachte, dass der Logarithmus der Zahl 0 nicht definiert ist und dass sich die
Mehrdeutigkeit des Arguments auf die Logarithmus-Funktion iibertragt. Eindeutigkeit
erhilt man, indem man wieder argw € [0, 27) fordert.
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3.15 Beispiel:
In(—1) =im, In(—e)=1+ir, In(i)=in/2, In(3+4i)=Inb + iarctan(4/3)

3.16 Komplexe Potenz-Funktion: Fiir komplexe Zahlen x # 0 und y definiert man

die Potenz x¥ durch
z¥ = e¥Ine,

Die komplexe Wurzelfunktion ist definiert durch
Yz =Y =AMy e N.
3.17 Beispiel:
i=et =2 T = D2 = 2 =y /16 = 44
3.18 Nullstellen von Polynomen: Die Nullstellen eines quadratischen Polynoms

p(z) =az> +bz+c, a#0,

_ —bE Vb —4ac

B 2a

gegeben. Dabei ist die Wurzel im komplexen Sinn zu verstehen und deshalb stets de-
finiert. Es gibt also immer zwei (unter Umstidnden zusammenfallende) Losungen einer
quadratischen Gleichung im Komplexen.

Allgemein gilt der Fundamentalsatz der Algebra: Das Polynom

p(2) = a,z" + Un12" '+ +ag, ap, #0
hat stets n komplexe Nullstellen.

sind durch die Formel

21,2

3.19 Beispiel:
6++v—16

?—62+13=0 = Ap= 5 =32

3.20 Beispiel: Zur Losung der Gleichung
2> —8i=0
setzt man z = re™ und erhilt
r3e’¥ = 8¢'™/2,
Ein Vergleich der Betrége liefert r = 2, und fiir das Argument erhilt man
3p=7/2+2kmr, keZ.
Dabei wurde verwendet, dass die e-Funktionen iibereinstimmen, wenn sich die Argu-

mente um ein ganzzahliges Vielfaches von 27 unterscheiden. Man erhilt eine Folge von
Argumenten

m  2km
=—+—, keZ
Pk 6 + 3 ) )
aber nur drei davon fithren auf verschiedene Losungen,
T o 3
()00_67 @1_67 ()02_2

Alle anderen Werte unterscheiden sich von den gegebenen drei um ein ganzzahliges
Vielfaches von 27 und liefern deshalb keine weiteren Losungen. Man erhélt schliefSlich

20=2"0 =344, 2 =270 = /340, 2y =232 = 9.
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4 Lineare Gleichungssysteme

Man berechne den Schnittpunkt der drei Ebenen

ispiel

4.1 Be

204+ y+ z=1

Ey

r+ y+ z2=2

Es

dor + 2y + 32 =0,

Es

vgl. Abbildung [9]

El ——
E2ie—=
E5 - m—

b At_c 7

TR
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.va.#&#.w.%&%s /
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é_\ (T
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.vs&s..“m

Abbildung 9: Die drei Ebenen aus Beispiel

Subtrahiert man das dreifache der ersten Zeile vom doppelten der zweiten Zeile, so erhalt

man die Bedingung

—y—z=1.

Subtrahiert man das doppelte der ersten Zeile von der dritten Zeile, so erhélt man die

Bedingung

Setzt man dies in die vorherige Gleichung ein, so erhélt man die Bedingung

—y+2=1

und damit den Wert y = 1. Setzt man dies in die erste Gleichung ein, so erhélt man die

Bedingung

2c+1-2=1

und damit den Wert = = 1. Der Schnittpunkt ist also &

[1,1,-2]7.
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Es soll die Schnittmenge der Ebenen F; und Es, siche Abbil-

4.2 Beispiel [— 4.1
dung [10, berechnet werden.

E1

B o tm—

Abbildung 10: Die zwei Ebenen aus Beispiel

die Bedingung

Wie zuvor erhélt man aus Ey und E,

—y—z=1
Da keine weiteren Bedingungen vorhanden sind, kann man beispielweise der Variablen

z einen beliebigen Wert zuordnen, sagen wir

Damit ergibt sich

—1—t.

= y=

—y—t=1

Setzt man dies in die Gleichung von E} ein, so erhilt man die Bedingung

20+ (—t—1)+t=1

und damit x = 1. Die Menge aller Schnittpunkte ist also gegeben durch

Die Losungsmenge ist also eine Gerade.
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4.3 Beispiel [— : Gesucht ist der Schnittpunkt der Ebenen F;, E5 und Ey, wobei
Ey 2 4+y+2=3,
vgl. Abbildung [T1]

El ——
2 m—
E4 -

Abbildung 11: Die drei Ebenen aus Beispiel

Subtrahiert man vom doppelten dieser Gleichung die Gleichung von E', so erhélt man
die Bedingung
y+2z=05.

Auflerdem folgt aus den Gleichungen fiir £ und Fsy wie zuvor
—y—z=1.
Addiert man die beiden letzten Gleichungen, so erhélt man den Widerspruch
0=6.
Es gibt also keinen Schnittpunkt.

4.4 Lineares Gleichungssystem: FEin lineares Gleichungssystem (LGS) mit m Glei-
chungen fiir den Vektor & = [z, o, . .. ,:rn]T der Unbekannten hat die Form

a1,1%1 + a12%2 + - + a1 Ty, = by

A21T1 + A29%2 + - -+ + A2 n Ty = by

Amp,121 + Q222 +--+ ATy = bm
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wobei die Koeffizienten a; ; und die Werte b; vorgegebene reelle Zahlen sind. Gesucht ist
die Menge aller Vektoren 7, fiir die alle Gleichungen erfiillt sind. Die Koeffizienten a; ;
auf der linken Seite kann man zu einem Zahlenschema der Form

11 Q12 - Qip

Q21 Q29 -+ Qan
A= . .

m,1 Am2 *°° Gnmn

zusammenfassen. Man nennt A die Matriz des Gleichungssystems. Die Werte auf der
rechten Seite by, bo, . . ., by, kann man zu einem Vektor b = [by, ..., b,,|T zusammenfassen
und man schreibt fiir das LGS dann auch kurz

AZ =b.
Man nennt das LGS
o unterbestimmt, falls m < n,
e quadratisch, falls m = n,
e iberbestimmt, falls m > n.
4.5 Beispiel:

e In Bsp. ergibt sich ein quadratisches Gleichungssystem mit

2 11 1
A=([3 1 1 und b= | 2
4 2 3 0

e In Bsp. ergibt sich ein unterbestimmtes Gleichungssystem mit

2 11 > 1
A_{S 1 1} und b—{z}.

4.6 Elementare Umformungen: Es ist zweckméflig, das LGS A7 = b in folgendem

Schema zu notieren: ~
1 To -+ Xy | b

1 a1 Q12 -+ Ain by
1 ag1 Q22 -+ Q2n by

: m,1 Am2 *° Gmn bm
Die Zahlen in den Késtchen enthalten fortlaufende Zeilennummern, die nur der Kenn-
zeichnung dienen. In dem Schema sind die folgenden elementaren Umformungen erlaubt:

o Jeilenvertauschung: Zwei Zeilen

]« 4]

diirfen vertauscht werden.
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e Spaltenvertauschung: Zwei Spalten
Z; <~ Z;

diirfen vertauscht werden. Dabei ist zu beachten, dass auch die Eintrége in der
Kopfzeile vertauscht werden.

o Linearkombination: Die i-te Zeile darf durch die Linearkombination

— px[i]-qx[j]

ersetzt werden, sofern p # 0. Insbesondere kann man ¢ = 0 wéhlen und so eine
Skalierung der i-ten Zeile erreichen.

Durch geeignete elementare Umformungen kann man ein gegebenes LGS in eine einfa-
chere Form {iberfiithren, deren Losung sich unmittelbar ablesen lasst.

4.7 Beispiel [— [4.1]: Das Schema zu dem angegebenen LGS hat die Form

Durch Linearkombination kénnen die jeweils ersten Koeffizienten der zweiten und der
dritten Zeile zu Null gemacht werden:

iy Y z b
1]: 2 1 1] 1
2x[2]-3x[1]=[4]: 0 -1 —-1| 1
Ix[3]-2x[1]=[5]: 0 0 1]-2

Das Schema hat nun gestaffelte Form und kann schrittweise aufgelost werden:
oz =2

: —y—z=1 = —y+2=1 = y=1
(1] : 204y+2=1 = 2+1-2=1 = z=1

Die Losung ist also # = [1,1, —2]7.

4.8 Beispiel [~ 4.2]: Das Schema zu dem angegebenen LGS hat die Form
x Yy b

2 1 1|1

: 31 12

Durch Linearkombination kann der erste Koeffizient der zweiten Zeile zu Null gemacht
werden:

— =N

x Yy oz
2 1 1
-1

(1]
2x[2]-3x[1]=[3]: 0 -1

b
1
1
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In der letzten Zeile kann entweder der Wert von y oder der Wert von z frei gewéhlt
werden. Wir setzen z.B. z =t fiir eine beliebige Zahl ¢ € R und erhalten damit

: —y—z=1 = —y—t=1 = y=-1-1
1] 224+y+2=1 = 22+(-1-t)+t=1 = z=1

Die Losungsmenge ist also die Gerade

1 0
= -1 |+t| -1, teR
0 1

4.9 Beispiel [— [4.3]: Das LGS hat hier die Form

:L‘yzl;
1]: 2 1 1]1
2]: 3 1 1]2
3]: 11 13

Elimination der Eintrége in der ersten Spalte mittels Linearkombination ergibt

T Y z

1]: 2 1 1
2x[2]-3x[1]=[4]: 0 -1 -1
2x[3]-1x[1]=[5]: 0 1 1

Elimination in der zweiten Spalte ergibt die gestaffelte Form

Tt = | oYy

T Yy oz

b
1]: 2 1 1)1
1
6

4]: 0 -1 -1
[5]+[4]=[6]: 0 o0 o0

Aus der letzten Zeile ergibt sich der Widerspurch

Oz + Oy 4+ 0z = 6.
Es existiert also keine Losung.
4.10 Gestaffelte Form: Wie in den Beispielen zuvor gesehen, lisst sich die Losung

eines LGS einfach bestimmen, indem man es durch elementare Umformungen auf gestaf-
felte Form bringt:

By Fo e Fyp ey ccc @ b
o * * *
0O e * * *
0 O * *
0 O ° * * | %
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0| x




Dabei sind

® ‘%17"

tenvertauschungen entsteht,

., T, eine Umordnung der gesuchten Komponenten x4, . .

e alle mit e markierten Eintrdge von Null verschieden,

e alle mit * markierten Eintrédge beliebig,

e alle mit x markierten Eintrédge beliebig.

Die Existenz von Losungen hédngt von den mit x markierten Eintrdgen ab:
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., Tp, die durch Spal-

e Wenn ein einziger dieser Eintrdge von Null verschieden ist, dann besitzt das LGS

keine Losung.

e Wenn es keine Nullzeilen und damit keine derartigen Eintrége gibt oder wenn alle
diese Eintrdge gleich Null sind, dann exisitieren Losungen. Diese sind wie folgt

gegegeben: Die Werte von 7,1, .

Davon ausgehend konnen der Reihe nach die Werte von .., Z,_1, . .
werden.

i.’r‘-i-l = tla

. ey

Tp = ln—r,

t,. ..

.., T, konnen beliebig vorgegeben werden,

o, ER.

., T1 bestimmt

4.11 Gauss-Algorithmus: Der Gauss-Algorithmus gibt Regeln an, mit denen ein LGS
auf gestaffelte Form gebracht werden kann:

1. Suche ein Element a; ; # 0. Vertausche die erste mit der j-ten Spalte und vertau-
sche die erste mit der i-ten Zeile.

2. Ersetze alle Zeilen mit Index 7 > 2 durch die Linearkombination

a1 X — Qi1 X .

Damit haben die erste Zeile und die erste Spalte die gewiinschte Form. Sie werden im
weiteren Verlauf des Algorithmus nicht mehr verdndert. Nun wendet man das Verfahren
analog auf die zweite Zeile und die zweite Spalte an, wobei zu beachten ist, dass die
erste Zeile nicht mehr fiir Zeilenvertauschungen verwendet werden darf. So verfiahrt

man weiter, bis die gestaffelte Form erreicht ist.

4.12 Beispiel: Fiir einen reellen Parameter o € R sei das folgende LGS gegeben:

HENE

r1 Ty T3 Ty Xy b
1 1 3 -2 4|-1
-1 -1 -3 2 —4| «
o o0 -2 1 0| 3
0O 0 4 -2 0]|—-6




41

Elimination der Eintrége in der ersten Spalte mittels Linearkombination ergibt

xr1 Xy XT3 T4 s I;
1]: 1 1 3 —2 4 -1
5]: 0 0 0 0 Ola-1
3]: 0 0 -2 1 0 3
4]: 0 0 4 —2 0| -6

Um die zweite Zeile in die gewiinschte Form zu bringen, wird in den Zeilen , ,
ein von Null verschiedener Eintrag gesucht. Wir wéhlen z.B. den Eintrag asz, = 1.
Vertauschung der zweiten und der vierten Spalte sowie der Zeilen |5 | und |3 | ergibt

Ty Ty T3 Lo s I;
i]: 1 -2 3 1 4] -1
3]: 0o 1 -2 0 o0 3
5]: 0 0 0 0 Ola-1
4]: 0 —2 4 0 0] -6

Nun werden die Eintréige der Zeilen , in der zweiten Spalte zu Null gemacht:

r1 T4 T3 Lo Ty E
1]: 1 -2 3 1 4| -1
3]: 0 1 -2 0 0 3
5]: 0 0 0 0 Ola-1
6]: 0 0 0 0 0 0

Damit ist die gestaffelte Form erreicht. Es ist » = 2, und die Umordnung der Losungs-
komponenten ist hier

Ty =X, Top=1x4, I3=2T3, Tg=Ty, I5=Ts.
Nun sind zwei Falle zu unterscheiden:
e Wenn a # 1, dann gibt es keine Losung.

e Wenn a = 1, dann gibt es einen Losungsraum mit n — r = 3 freien Parametern,
r3 =11, T3=1y, T5=13.

Durch Einsetzen in die Zeilen |3 | und |1 | erhélt man schlieflich die Losung

5 1 —1 —4
0 0 1 0
T=|0|+t:| 1| +ta| 0| +t5]| 0], ti,tot5€R
3 2 0 0
0 0 0 1
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4.13 Homogene LGS: Ein LGS A7 = b heift homogen, wenn die rechte Seite der
Nullvektor ist und anderenfalls inhomogen. Ein homogenes LGS besitzt stets mindestens
eine Losung, ndmlich den Nullvektor. Betrachtet man die gestaffelte Form, dann sind
alle mit x markierten Eintrdge Null. Man kann also die Werte

-f:r—i-l:tla PRI Tn = tnr, tla---vtn—TGR

beliebig vorgeben und erhélt somit eine Losungsmenge mit (n — r) freien Parametern.
Diese entsprechen (n — r) genau linear unabhéngigen Losungen. Die Losungsmenge be-
zeichnet man als Kern von A und schreibt dafiir

ker A := {# : AT = 0}.

Der Kern von A ist ein linearer Teilraum des R™ mit dimker A := n — r (vgl. im
nichsten Kapitel). Die Zahl r, also die Anzahl der von Null verschiedenen Zeilen in der
gestaffelten Form wird als Rang von A bezeichnet und man schreibt rang A := r. Es gilt
also

dimker A + rang A = n,

d.h., die Dimension des Kerns und der Rang der Matrix ergeben zusammen die Spal-
tenzahl (Dimensionsformel).

4.14 Beispiel [— [4.12]: Sei

11 3 =2 4
-1 -1 -3 2 -4

o 0 -2 1 0]

0O 0 4 =2 0

A=

dann erhilt man fiir das homogene LGS AZ = 0 die gestaffelte Form

I Ty T3 T2 Ty
1]: 1 -2 3 1 4
3] 0 1 -2 0
5]: 0 0 0 0
6]: 0 0 0 0

Hier ist wir zuvor » = 2 und damit

O O O Oy

0
0
0

rang A =2 und dimker A = 3.

Mit
1 —1 —4
0 1 0
Zi=| 1|, Z=| 0|, Zm:=]| 0
2 0 0
0 0 1

ist der Kern von A gegeben durch
ker A = {tlfl + tg.fg + tgfg, tl, t2, t3 € R} = Lin(fl, fg, fg)

Es ist also ¥, ¥s, T3 eine Basis von ker A.
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4.15 Superpositionsprinzip: Sei 7, eine Losung des LGS AZX = bund 7, € ker A eine
Losung des zugehorigen homogenen Systems, dann ist auch ¥ := ¥ + ), eine Losung.
Sind umgekert ¥ und ¥, Losungen von A¥ = l;, dann ist 7, ;= ¥ — Z, € ker A eine
Losung des homogenen Systsms. Man kann also jede Losung von AZ = b in der Form

F=7, 4+, @ ckerA,

darstellen. Mit anderen Worten gilt: Die allgemeine Losung eines inhomogenen Systems
erhélt man als Summe einer speziellen Losung dieses Systems und der allgemeinen
Losung des zugehorigen homogenen Systems. Dieser grundlegende Sachverhalt wird als
Superpositionsprinzip bezeichnet.

Beachte: Fiir b #+ 0 ist der Losungsraum des inhomogenen Systems AT = b kein linearer
Teilraum, da Null keine Losung liefert.

4.16 Beispiel [— [4.12]: Sei speziell & = 1. Man rechnet leicht nach, dass z.B.

0

0

Ty = | =5

-7

0

das gegebene inhomogene LGS

3 =2 4 -1
-1 -1 -3 2 -4 | 1
0 0 -2 1 o|""| 3
o 0 4 -2 0 —6

16st. Zusammen mit dem in Beispiel bestimmten Kern von A erhélt man somit die
Loésungsmenge
f:fs+tlfl+tgfg+tgfg, tl,tg,t:; € R.

Diese Darstellung unterscheidet sich von der in Beispiel angegeben Form. Die Ge-
samtheit der Losungen ist aber in beiden Féllen genau dieselbe. Dies sieht man, indem
man in der hier angegebenen Losung den freien Parameter ¢; durch t; + 5 ersetzt.

4.17 Determinante: Sei A eine (nxn)-Matrix. Dann kann man die eindeutige Losbar-
keit des LGS A7 = b mit Hilfe der Determinante von A entscheiden. Die Determinante
ist eine reelle Zahl, die wie folgt definiert ist: Wenn A eine (1 x 1)-Matrix ist, dann ist
det A := a; 1. Anderenfalls gilt

det A = Z(—l)”jai,j det A,"j.
j=1

Dabei ist i ein beliebiger Zeilenindex und A; ; eine (n — 1) x (n — 1)-Matrix, die durch
Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht. Damit ist die Berechnung der
Determinante auf ein Problem niedrigerer Dimension zuriickgefithrt und wiederholte
Anwendung fiihrt schliefllich auf Determinanten von Matrizen der Dimension (1 x 1).
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Anstelle der oben angebenen Formel, die man auch Entwicklung nach der i-ten Zeile
nennt, kann man auch nach der j-ten Spalte entwickeln,

det A := Z(—l)”jam det Ai,j-
i=1

Es gilt: Das quadratische LGS AT = b ist genau dann eindeutig l6sbar, wenn det A # 0.
Aquivalent hierzu sind die Aussagen

4.18

4.19

det A#0 < dimker A=0 & rang A =n.

Spezialfille:
n=2:
A= {“ b], det A = ad — be.
c d
n = 3: Entwicklung nach der ersten Zeile ergibt
a b c
A=1|d e f |, detA=ualei—hf)—bldi—gf)+c(dh— ge).
g h 1

Alternativ verwendet man die Regel von Sarrus. Achtung, diese Regel ist nicht fiir
hoherdimensionale Matrizen giiltig.

Wenn A eine obere oder untere Dreiecksmatriz ist, also

a1 a1z 13 a1 ap 0 0 0
0 Q292 023 A2 n a1 A22 0 0
A= 0 0 aszg3 asn oder A= | Q31 asz2 asgs 0
L 0 0 0 Qpn | L Gp1 Gp2 Aap3 Qpn
dann ist det A das Produkt der Diagonalelemente,
det A = CL171(1272 cQpop-
Beispiel:
3 5
det { 9 4 } =2
1 3 2
det| 2 0 1] =9
3 2 1
1 2 3 4
0 3 21
det 00 4 5 =1-3-4-2=24
0 00 2



4.20 Geometrische Bedeutung:

e Fiir n = 2 ist der Betrag von det [ CCL

Vektoren [ “ } und [ b
c d

45

2 } gleich dem Fldcheninhalt des von den

} aufgespannten Parallelogramms, vgl. Abbildung .

Abbildung 12: Das von den Vektoren [a, c]T und [b, d]* aufgespannte Parallelogramm

e Fiir n = 3 gilt:

ap by
det (45} bg Cy
as by c3

= det(@ b @) = (@b x a).

Der Betrag ist nach das Volumen des Spats, der von den Vektoren a, 5, c

aufgespannt wird.
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4.21 Determinanten und elementare Umformungen: Elementare Umformungen
andern die Determinante einer n x n-Matrix A:

e Vertauscht man zwei Spalten oder zwei Zeilen in A, so dndert sich das Vorzeichen.
Das heifit, wenn A; die neue Matrix bezeichnet, so gilt det A; = — det A.

e Ersetzt man die i-te Zeile in A durch p-(i-te Zeile) +q- (j—te Zeile), so multipliziert
sich die Determinante mit p. Das heifit, wenn A; die neue Matrix bezeichnet, so
gilt det Ay = p - det A. Achtung: Im Fall p = 0 erhlt man das Ergebnis det A; =0
und kann somit keine Riickschlsse mehr auf det A ziehen.

030
4.22 Beispiel: Sei A = 2 1 1 |. Vertausche die ersten zwei Spalten:
-1 2 0
3 00
Ai=11 21
2 -1 0

Es gilt det A; = — det A. Ersetze in A; nun 2. Zeile durch 3-(2-te Zeile) —1-(1-te Zeile).
Danach in A, die 3. Zeile durch 3 - (3-te Zeile) — 2 - (1-te Zeile):

AQI Ag:

N O W

0
6
—1

o w o
S O W
w o O
o w o

Es gilt det Ay, = 3det Ay, det A3 = 3det A;. Insgesamt also det A3 = 3det Ay =
9det A; = —9det A.
Ersetze in Aj die 3. Zeile durch 2 - (3—te Zeile) + (2-te Zeile):

Ay =

O O W
o OO
w w o

Es gilt det Ay = 2det As. Insgesamt also det Ay = —18 det A. Wegen det Ay, = 3-6-3 = 54
also det A = —3.
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5 Matrizenrechnung

5.1 Transponierter Vektor: Die Notation ¥ € R™ bezieht sich per Deﬁnitionrf] immer
auf einen stehenden Vektor,

T

T2

81
Il

:L‘n
Der transponierte Vektor T ist das zugehérige liegende Zahlenschema
=T

T = [w, 2, ..., Ty,

das man auch als liegenden Vektor bezeichnet. Die Transposition eines liegenden Vektors
ergibt wieder einen stehenden Vektor,

- STNT T
= (") =z, m9,...,2,]".
5.2 Matrix: Ein Zahlenschema der Form
ay1 Q12 -+ QAin
Q21 Q22 -+ QA2n
A= . .
Am,1 Am2 - Amn

heiBt (m x n)-Matriz. Im Fall n = m heilt die Matrix quadratisch. Die Eintrége a; ; € R
heiflen Elemente der Matrix. Analog zur Schreibweise ¥ € R™ fiir Vektoren schreiben
wir A € R™*" fiir (m x n)-Matrizen. Die Spalten der Matrix A sind Vektoren in R™,

a1,
asg
=1 =2 —=n — 5J
A = [a 7a Y 7a/ }7 a] = .
m,j
Die Zeilen der Matrix A sind liegende Vektoren in R”,
=T
&
a.
2 ST
A= y Ay = [ai,la Q;,2, 7az,n]
=T
m

5.3 Beispiel: Die (3 x 4)-Matrix A € R3** sei gegeben durch

3145
A=115 20
07 32
Dann ist
4 ;
asp =7, @=|2|, d =[1520], d@=|,
’ 0

3Diese Definition bezieht sich auf das vorliegende Skript und ist keineswegs allgemeingiiltig.
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5.4 Addition und Skalarmultiplikation: Seien A, B € R™*" zwei Matrizen gleichen
Formats. Dann gilt Folgendes:

o Addition, Subtraktion: C := A £ B ist eine (m x n)-Matrix mit Elementen

Cij = iy £ bjj.

o Skalarmultiplikation: Fir a € R ist C' := «aA eine (m x n)-Matrix mit Elementen
Cij = QG 4.
Insbesondere ist 1A = A, (—1)A = —A und
00 --- 0
00 --- 0
die (m x n)-Nullmatriz. Wenn aus dem Zusammenhang klar ist, welches Format
die Nullmatrix hat, schreiben wir anstelle von 0,,, auch einfach 0.

e Distributivgesetze: Fiir a, 5 € R gilt

(a+p)A=aA+ A, «a(A+ B)=aA+aB.

5.5 Matrizenprodukt: Sei A eine (m x n)-Matrix und B eine (n x k)-Matrix. Dann
ist das Matrizenprodukt C':= A - B eine (m x k)-Matrix, die durch

n

Cij = <C_iia 57) = Zai,sbs,j

s=1

definiert ist. Das Element ¢; ; ist also das Skalarprodukt der i-ten Zeile von A mit der
j-ten Spalte von B. Insbesondere macht das Matrizenprodukt nur dann Sinn, wenn die
Spaltenzahl von A mit der Zeilenzahl von B iibereinstimmt, da anderenfalls das Skalar-
produkt nicht erklart ist. Der Mal-Punkt wird meist weggelassen, wenn Verwechslungen
ausgeschlossen sind, also AB = A - B.

5.6 Beispiel: Fiir

2 1 1
A:[ég_ﬂ, B = 103
—4 1 2
ist
1 37
AB_[_E _i’ 11}, B-B=B*=| -10 4 7
-15 -2 3

Die Produkte A - A und B - A sind nicht definiert.
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5.7 Vektoren als spezielle Matrizen: Ein Vektor ¥ € R™ kann als (n x 1)-Matrix
aufgefasst werden, also als Matrix mit nur einer Spalte. Genauso kann der liegende
Vektor 71 als (1 x n)-Matrix aufgefasst werden, also als Matrix mit nur einer Zeile. In
diesem Sinne ist fiir A € R™*"™ das Matrizenprodukt b= A-Z ein Vektor in R™ mit
Komponenten

n
bi = <5Z,f> = Zai,jxj.
j=1

Man kann den Vektor b auch als Linearkombination der Spalten von A deuten,
n
b=AT =) @u;.
j=1

Analog ist fiir ¥ € R™ das Matrizenprodukt ¢7 = /T A ein liegender Vektor mit Kom-
ponenten

Cj = <?j’ aj>7

der auch als Linearkombination der Zeilen von A gedeutet werden kann,

gerade das Skalarprodukt der beiden Vektoren. Fiir beliebige Vektoren ¥ € R™ und
iy € R™ ist aber auch das Produkt

11 T1Y2 - T1Ym

TaYy1 XYz -+ T2Um
B=z7-77T =

TplYt TpYz - TnlYm

definiert. Merke:
e Liegender Vektor mal stehender Vektor ergibt eine reelle Zahl.
e Stehender Vektor mal liegender Vektor ergibt eine Matrix.

5.8 Beispiel: Fiir

3 1
13 2 2
A:[ ]: > ,g:[ ] ER
02 —1 ) —1 5
ist

" 6 —3
Af:{ ] jPA=[2 4 5], #'7=5 Ty =|4 -2
3 2 —1
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Meist werden die Komponenten liegender Vektoren durch Kommata und Matrizen-
elemente durch Zwischenraum getrennt. Da einzeilige Matrizen aber liegenden Vek-
toren entsprechen, werden hier beide Varianten verwendet. Man schreibt also auch
7TA = [2,4,5]. Dies entspricht im Ubrigen den Konventionen der Programmierspra-
che Matlab, bei der Matrizenelemente einer Zeile entweder durch ein Leerzeichen oder
durch ein Komma getrennt werden kénnen.

5.9 Rechenregeln:
e Fiir die Matrizenmultiplikation und -addition gilt das Distributivgesetz, d.h., es

gilt
A-(B+C)=A-B+A-C.

Insbesondere gilt A(Z + 3) = AT + Ay.
e Es gilt das Assoziativgesetz, d.h., es gilt
A-(B-C)=(A-B)-C.

Nachdem die Reihenfolge der Berechnung beliebig ist, schreibt man fiir das Pro-
dukt auch kurz ABC. Speziell fiir die Multiplikation mit einem Skalar o € R gilt
A(aB) = (0A)B = a(AB).

e Das Kommutativgesetz gilt dagegen nicht, d.h., im Allgemeinen ist
AB # BA

und genauso

(A+ B)* # A* + 2AB + B*.

e Aus AB = 0 folgt nicht A =0 oder B = 0.

5.10 Beispiel: Fiir
2 -1 1 2
S SR

0 0 -2 1
- 00] man 2 1)

ist

5.11 LGS in Matrizenschreibweise: Die Definition der Matrizenmultiplikation er-
kldrtnun insbesondere die im vorigen Kapitel eingefiihrte Schreibweise fiir lineare Glei-
chungssysteme: Der i-te Eintrag von AT = b liefert

;171 + Q%o + -+ Qi Ty = b;

und somit gerade die i-te Zeile des in [4.4]angegebenen lineares Gleichungssystem. Es lésst
sich nun mit Hilfe der Rechenregeln fiir Matrizen leicht {iberpriifen, dass der Losungs-
raum ker A des homogenen LGS A7 = ( tatsichlich ein 5inearer Teilraum von R™ ist:
Fiir 7,7 € ker A und A € R gilt A7 = Aj =0, also A(T+¢) = AT+ Aj=0+0=0
und A(AZ) = M(AZ) = 0. Also sind Z 4 7 und AT ebenfalls in ker A enthalten. Genauso
lisst sich das Superpositionsprinzip [— leicht nachrechnen.
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5.12 Transposition: Die Transponierte einer (mxn)-Matrix A ist eine (nxm)-Matrix,
die mit AT bezeichnet wird. Die Spalten von AT sind die transponierten Zeilen von A,

A= . = AT:[&],EL’Q,...,&'m].

Es gilt
o (ATYT = A.
o (A+B)T=AT + BT und (AB)T = BTAT.
o (AZ,)) = (AD)T -y =zT . (ATy) = (&, ATy).

5.13 Symmetrische Matrizen: Eine quadratische Matrix A heiffit symmetrisch, wenn
AT = A Es gilt

e Die Summe symmetrischer Matrizen ist symmetrisch.
e Das Produkt symmetrischer Matrizen ist im Allgemeinen nicht symmetrisch.

e Fiir beliebiges A ist sowohl AT + A als auch AT - A symmetrisch.

5.14 Beispiel: Fiir

320
A=10 2 1
101
ist
301 6 2 1 10 6 1
AT=12 2 0|, AT+A=1]2 4 1|, ATA=| 6 8 2
011 112 1 22

Insbesondere sind A7 + A und AT A symmetrisch.
5.15 Determinante [— [4.17]: Seien A und B zwei (n x n)-Matrizen, dann gilt

o Vielfaches:
det(aAd) =a"det A, a€R

Achtung, Exponent von a beachten!

o Produkt:
det(AB) = det A-det B

o Transponierte:

det(AT) = det A
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5.16 Matrix-Gleichungssysteme: Ein LGS der Form
AX =B

heiBt auch Matriz-Gleichungssystem. Dabei sind A € R™*™ und B € R™** gegeben und
X € R™* gesucht. Die Bestimmung der Losung X erfolgt vollkommen analog zum Losen
linearer Gleichungssystem geméfl Kapitel 2, indem A auf gestaffelte Form gebracht wird.
Nun sind auf der rechten Seite aber alle Spalten von B umzuformen, und die Kopfzeile
des Losungsschemas enthélt die Zeilenvektoren von X. Die Kriterien fiir die Losbarkeit
sind vollkommen analog. Insbesondere ist auch ein Matrix-Gleichungssystem mit einer
quadratischen Matrix A genau dann eindeutig 16sbar, wenn det A # 0.

5.17 Beispiel: Gegeben sei das Matrix-Gleichungssystem AX = B mit

o
I
DN = DO
— N O
N —
Sy,
I
W W N
SIS |

B A
[1fl2 o 1|2 7
1 2 1[3 1
2 1 23 5

liefert der Gauf3-Algorithmus

G A U
2 0 1]2 7
0 4 1[4 -5
0 1 1|1 =2
12 o 1]2 7
0 4 1[4 -5
6]l o 0o 3|0 -3

Damit ergibt sich

6] : 3zl =0, -3] = zIf'=10, —1]
c4xT 3l =4, -5 = & =1, 1]
T+l =12,71 = #T =1, 4]

und schliellich die Losung
1 4

0 —1
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5.18 Einheitsmatrix: Die aus den Einheitsvektoren €7, ..., €, [— [2.26] gebildete (n x
n)-Matrix

10 - 0
En = . . . . = [517527 .. aé;’L]

heilt Einheitsmatriz. Wenn das Format der Einheitsmatrix aus dem Zusammenhang
klar ist, schreiben wir fiir £, auch kurz E. Fiir eine beliebige (m x n)-Matrix A gilt

AE, = E,A = A.
Fiir die Determinante gilt [— [4.18] det £ = 1.

5.19 Inverse Matrix: Sei A eine (n x n)-Matrix. mit det A # 0. Dann ist die Losung
des Matrix-Gleichungssystems
AX =F

eindeutig bestimmt. Sie wird inverse Matrixz oder auch kurz Inverse von A genannt und
mit A~ bezeichnet. Matrizen mit det A = 0 oder nicht-quadratische Matrizen besitzen
keine Inverse. Es gilt

e AAT'=ATA=F

(A H =4

o (AB)' = B1A-

o (AT) = (4T

o det Al =1 dal=detE =det(AA™) =det A-det A~* [ [.15].

T detA?

Sei AX = B ein beliebiges Gleichungssystem, dann erhédlt man nach Multiplikation von
links mit A~! die Lésung X,

AX=B = A'AX=A"'B = EX=A4'B = X=A'B

Die Berechnung der Inversen lohnt sich immer dann, wenn wiederholt Gleichungssysteme
mit derselben Matrix A und verschiedenen rechten Seiten gelost werden miissen.

5.20 Beispiel: Fiir n = 2 gilt

la b 4 1 d —b
A_[cdl = A _ad—bc[—c a}.

Im Nenner steht gerade det A = ad — bc, sodass die angegebene Inverse fiir det A # 0
definiert ist.



o4

5.21 Beispiel: Fiir

121
A=|11 2
2 11
liefert der Gaufl-Algorithmus
Tzl 2T & & é
[1]] 1 1 1 0 0
1 1 2/ 0 1 0
2 1, 0 0 1
0 -1 1|-1 1 0
0 -3 -1|-2 0 1
6] o 0o —4[ 1 -3 1
und damit
L [-1 -1 3
A_lzX:zI 3 -1 -1
-1 3 -1

5.22 Orthogonale Matrizen: Eine (n x n)-Matrix A heifit orthogonal, wenn
ATA=FE.

Fiir orthogonale Matrizen A und B gilt:

o Al =AT,
o AAT = F.
o AT ist orthogonal.

AB ist orthogonal.
o det A=+1,dal=det F =det(AAT) = det A - det AT = (det A)>.

Eine Matrix ist genau dann orthogonal, wenn ihre Spaltenvektoren eine Orthonormal-
basis (ONB) [— [2.34] bilden, d.h., wenn (d’,a’) = 4, ;. Die Spaltenvektoren bilden
genau dann eine ONB, wenn auch die Zeilenvektoren eine ONB bilden, d.h., wenn
(@, aj’) = oi;.
5.23 Beispiel: Fiir beliebige Winkel ¢ ist die Matrix
A [ cosp  —sing }
singp  cosp

orthogonal.

5.24 Beispiel: Die Matrix

1 2 2 -1
A= 3 -1 2 2
2 -1 2

ist orthogonal.
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5.25 Cramersche Regel: Wir betrachten nochmals das lineare Gleichungssystem Az =
b mit einer n x n Matrix A. Es gilt stets Aéy, = a2, ..., Aé, = a". Also kénnen wir schrei-
ben

A[Z,&,...,8]=A; wobei Aj:=ba>,...,a"
Die (n x n)-Matrix A; auf der rechten Seite entsteht also dadurch, dass man die erste
Spalte von A durch b ersetzt. Der zweite Faktor auf der linken Seite ist ebenfalls eine
(nxn)-Matrix, die untere Dreiecksform hat, siehe [£.18 Thre Determinante ist gleich dem
Produkt der Diagonalelemente, also x;. Man erhélt schlieflich fiir die erste Losungskom-
ponente mit Hilfe der Produktregel die Formel

. detA1
T et A

sofern det A # 0. Bezeichne allgemein Aj, die (n x n)-Matrix, die entseht, wenn man die
k-te Spalte von A durch b ersetzt, dann gilt analog

A detAk
P et A

Diese sogenannte Cramersche Regel ist in der Regel nur dann effizient, wenn man an
einzelnen Losungskomponenten, nicht aber am kompletten Vektor 7 interessiert ist.
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6 Lineare Abbildungen

6.1 Lineare Abbildung: Eine Funktion f : R™ — R™ heif3t lineare Abbildung von R"
nach R™, wenn fiir alle 7', 5 und alle a € R gilt

flaZy) = af (%)
[T+ 7o) = f(Z1) + f(72).

Im Fall f: R" — R” nennen wir f auch eine lineare Abbildung in R".

6.2 Beispiel: Fiir einen gegebenen Vektor @ € R™ ist die Abbildung f : R” — R mit
f(#) = (@, )
linear.

6.3 Beispiel: Fiir eine gegebene Matrix A € R"*" ist die Abbildung f : R* — R™

mit
f(@) = A%
linear.
6.4 Matrixform: Seien €7, ..., €, die Einheitsvektoren in R™ dann kann jeder Vektor
Z € R™ in der Form
I

S
Il

n
= E 7€
Tn j=1

dargestellt werden [— [2.26]. Fiir den Funktionswert der linearen Abbildung f : R" —
R™ an der Stelle & gilt dann

1@ = <Z xjéj) =2_wif (@),

Er ist also durch die Funktionwerte f(é1),..., f(€,) der Einheitsvektoren vollstéindig
bestimmt. Verwenden wir diese Funktionswerte als Spaltenvektoren einer (m xn)-Matrix
A, d.h.,

A=[a @, ....@, @ :=f),

dann gilt
AT =AY wie; =Y @A =Y a@ =Y 2;f(&) = f(@).
j=1 j=1 j=1 Jj=1

Eine lineare Abbildung f kann also stets in der Matrixform f(#) = AZ geschrieben
werden. Die Matrix-Abbildungen geméfl Beispiel [6.3| umfassen also tatséchlich die Menge
aller linearen Abbildungen.
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6.5 Beispiel [~ [6.2]: Sei @ = [ai,...,a,)", dann ist (d,€;) = a;. Die Matrix A ist
also durch den Zeilenvektor

A= [f<€1)77f<€n)] = [alv"'aan] —=a’
gegeben, f(Z) =a’Z.
6.6 Summe und Verkettung:

e Sei A € R™"™ und B € R™™ sowie f(#) = AZ und ¢(y) = By die zugehorigen
linearen Abbildungen. Dann ist die Summenabbildung h := f +¢g : R — R™
gegeben durch

Wy) = (f +9)@) = f(i) + 9(§) = A+ By = (A+ B)y.

Die Matrizenaddition entspricht also der Summe der zugehorigen linearen Abbil-
dungen.

e Sei A € R™™ und B € R sowie f(¥) = A7 und ¢(%) = By. Dann ist die
verkettete Abbildung h := f o g : R¥ — R™ gegeben durch

Wy) = f(9(9)) = f(BY) = ABy.

Die Matrizenmultiplikation entspricht also der Verkettung der zugehorigen linearen

Abbildungen.

6.7 Fixpunkt: Sei A eine (n x n)-Matrix. Ein Punkt ¢ € R™ heifit Fizpunkt von A,
wenn Av = ¢. Die Menge aller Fixpunkte ist ein linearer Teilraum von R”. Er wird mit

fix A:={veR": AU =7}
bezeichnet. Zur Bestimmung von Fixpunkten schreibt man
AT=7 = AG=FE¢ = (A—E)7=0.

Es gilt also
fix A =ker(A — E).

6.8 Beispiel [— [5.24]: Es gilt

1 2 2 -1 1 -1 2 -1
A= 3 -1 2 2 = A-FE= 3 -1 -1 2
2 -1 2 2 -1 -1

und die Losung der Fixpunktgleichung (A — E)v = 0 ist die Fixpunktgerade

1
ixA=<{t| 1 ]:teR
1
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6.9 Spezielle lineare Abbildungen in R":

e Die Streckung f(Z) = AT mit Streckfaktor A € R ist gegeben durch A = \E.
Insbesondere erhélt man fiir A = 1 die identische Abbildung f(¥) = Z, fir A =0
die Nullabbildung f(Z) = 0 und fiir A = —1 die Punktspiegelung f(¥) = —Z.

e Eine lineare Abbildung f(Z) = RZ heiit Drehung, wenn R orthogonal ist und
det R =1 gilt. Drehungen sind normerhaltend, d.h., || RZ|| = ||Z||, denn

|RZ||* = (R¥)T - (RZ) = 2T (RTR)Z = T Ex = 7% = ||z°.

— In R? ist eine Drehung um den Ursprung um den Winkel ¢ gegeben durch
[— [5.23]

R.— | 08¢ —sing
T | sinp  cosp |

Abbildung 13: Eine Drehung um den (grau schattierten) Winkel ¢ in R?

— In R3 ist eine Drehung um die z-Achse um den Winkel ¢ gegeben durch
cosp —sinp 0
RZ = | sing cose 0
0 0 1

Fiir allgemeine Drehmatrizen in R? ist die Drehachse durch die Fixpunktge-
rade gegeben. Der Drehwinkel ¢ bestimmt sich geméafl der Formel

2cosp+ 1 =spurR,
wobei spur R := 711 + ro9 + 733 die Summe der Diagonalelemente von R ist.
e Eine lineare Abbildung f(Z) = PZ heifit Projektion, wenn

pP=p
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gilt. In diesem Fall ist jeder Bildpunkt v = P« ein Fixpunkt von P, denn
P# = P(PZ) = P*% = P¥ = .

Das heifit, jeder Punkt # wird durch einmalige Anwendung der Abbildung f auf
die Menge fix P abgebildet und bleibt bei weiteren Anwendungen der Abbildung
dann unverandert. Die Projektion heifit senkrecht, wenn

(P% — %, P%) =0

fiir alle ¥ € R”. Eine Projektion ist genau dann senkrecht, wenn P symmetrisch
ist.

— Die senkrechte Projektion auf die Ursprungsgerade ¢ : tv, t € R, ist durch

<
!

U
P, = —
e
gegeben. Insbesondere ist d(7,g) = || P, — Z|| der Abstand des Punktes &
von der Geraden g [— [2.12].

— Sei M : (¥,7) = 0 eine implizit gegebene Menge, also z.B. eine Gerade in R?
oder eine Ebene in R3. Die senkrechte Projektion auf M ist durch

iment

Py:=FE—~——
7]

gegeben. Insbesondere ist d(Z, M) = ||PyZ — || der Abstand des Punktes &
von der Menge M [— [2.15], [— [2.21].

Eine lineare Abbildung ¢(Z) = SZ heifit Spiegelung, wenn
S*=F

gilt. Zweimaliges Spiegeln fiihrt also auf den Ausgangspunkt zuriick. Wenn P eine
Projektion ist, dann ist

S:=2P—F
eine Spiegelung an der Menge fix P = fix .S, denn
S*= (2P —E)- (2P — E) =4P?> - 2PE —2EP+ E*=F

und
St=7v & 2PU—-v=v & Pu=7.

Umgekehrt ist fiir eine Spielgelung S die Matrix

P:==-(S+E)

DN | —

eine Projektion, denn

P2:i(S+E)'(S+E): (SQ+SE+ES+E2):2(25+2E):P.

S,
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— Die senkrechte Spiegelung an der Geraden g : tv, t € R, ist gegeben durch

S,=2P,—E=2""_ _F.

— Die senkrechte Spiegelung an der Menge M : (¥, i) = 0 ist gegeben durch

n-n

172]

Diese Abbildung wird auch Householder-Transformation genannt.

6.10 Beispiel [— [5.24]: Die Matrix

1 2 2 -1
2 —1 2

ist orthogonal und es gilt det R = 1. Also ist R eine Drehung. Gemé&f Beispiel ist
die Drehgerade gegeben durch g : t[1,1,1]7, ¢t € R, und fiir den Drehwinkel gilt

2c08p+1=2 = cosp=1/2 = ¢==7/3.

Das Vorzeichen des Drehwinkels héngt davon ab, aus welcher Richtung man auf die
Drechachse schaut.

6.11 Beispiel: Sei 7 = [3,1]7. Die senkrechte Projektion auf die Gerade g : tv,t € R,

1st )
9 3
Pg_l_o[s 1]

und die senkrechte Spiegelung an der Geraden ist

114 3
S F

6.12 Beispiel: Sei 7 = [1,2,—1]7. Die senkrechte Projektion auf die Ebene M :
(@, 1) =0 ist

Py =

5

1

5| 2
1

N NN

1
2
5
und die Spiegelung an der Ebene ist

1
SM:2PM—E:§ -2 -1 2
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6.13 Abbildungsmatrix beziiglich beliebiger Basis: Es sei v7,...,7, € R" eine
Basis von R". Mit #y = [ay,...,a,]T sei der V-Koordinatenvektor von ¥ bezeichnet,
d.h. [—[2.32]
f:a1171+---+04n17n.
Es sei f : R" — R" eine lineare Abbildung. Schreiben wir die V-Koordinatenvektoren
der Funktionswerte f(7;) als Spalten in eine Matrix, so erhalten wir
A=al,d,...,ay] e R™™ @, = f(7)v.
Die Matrix A heiit Abbildungsmatriz zu f beziiglich vy, . .., v,. Im Fall der Einheitsvek-
toren ¥; = €; ist A die Matrix A aus [ [6.4].
Die Abbildungsmatrix A und f stehen in folgendem Zusammenhang:
f(@)y = AZy.
Wenn also 7y der Koordinatenvektor von # beziiglich @, ..., %, ist, so ist A%y, der
Koordinatenvektor von f() beziiglich @,...,v,.
Ebenso wie die Matrix A beschreibt auch die Matrix A die Abbildung f eindeutig. Durch

geeignete Wahl der Basis 91, ..., v, kann man erreichen, dass die Matrix A sehr leicht
berechnet werden kann.

6.14 Beispiel: Die Abbildung f : R* — R? beschreibe die Drehung um ¢ = % um
die Achse td,t € R, wobei @ = [—1,1,1]). Die Matrix zu f beziiglich der Standardbasis
€1, €, 3 des R3 ist A = [f(€)), f(€2), f(€3)]. Allerdings sind die Vektoren f(&;) nicht
leicht zu berechnen.

Eine passendere Basis findet sich wie folgt: Wahle ¢ auf der Drehachse, wihle v, or-
thogonal zu v; und bestimme schlielich v3 also Kreuzprodukt von #; und ¢5. Normiert
man diese Vektoren, dann erhélt man die ONB V = [¢], U, U3]. Konkret liefert dieses
Vorgehen

1| ! 1| B 1| L

271:— 1 , /1.72:_ 0 U3:171X172:— 2 s

V3l V2114 Ve

wobei der Vektor v, natuerlich nicht eindeutig festgelegt ist. Es gilt f(v}) = v; und

[~ 9

f(U) = cos(p)Ts + sin(p)vs =

F (@) = — sin(p)th + cos(p)t; = —

o5

o
l
—_
{

Die Koordinaten von f(#;) beziiglich der Basis 0y, v, ¥i3 konnen hier abgelesen werden.
Sie ergeben die Spalten von A:

1
A=10
0

“’l&ww o
l\DIle% o

Fiir einen beliebigen Vektor # € R liisst sich f(Z) nun in folgenden Schritten berechnen:
Berechne zuerst die V-Koordianten @ von Z. Berechne dann den Bildvektor 7, = AZy .
Dies ist der V-Koordinatenvektor von i = f(Z), aus dem dann ¢ berechnet werden kann.
Dieses Vorgehen wollen wir im néchsten Abschnitt genauer untersuchen.
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6.15 Basiswechsel: Sei V = [v],...,,] eine Basis von R". Wir haben diese Schreib-
weise schon in verwendet, erkennen nun aber V' als die (n xn)-Matrix, deren Spalten
durch die Vektoren ¥; gegeben sind. Es gilt

051
f:alﬁl—i——i—anﬁn:‘/ :Vf\/
ay,
Die Matrix V rechnet also V-Koordinaten in Standardkoordinaten um. Da V' aufgrund
der Basiseigenschaft invertierbar ist, kann man diesen Prozess auch umkehren: Man
erhélt die V-Koordinaten aus den Standardkoordinaten durch Multiplikation mit der

Inversen,
T = va 54 l_"v = V_lfv.

Sei nun f : R™ — R" eine lineare Abbildung, die in Standardkoordinaten durch die Ma-
trix A gegeben ist, also ¥ = f(#) = AZ. Dann gilt fiir die V-Koordinaten des Bildpunkts

Gy =V =V AT = VAV Ty
In V-Koordinaten wird die Abbildung f deshalb beschrieben durch
gy = Ay, A=V'AV.

Kennt man umgekehrt die Matrix A, so erhélt man die Darstellung von f beziiglich der

Standardbasis geméaf )
j=Az, A=VAV .

Einfacher wird die Umrechnung im Fall einer Orthonormalbasis [— [5.22]: Bilden vy, ..., v,
eine ONB , dann ist die Matrix V orthogonal [— [5.22] und V! = V7. Es gilt dann

A=VAVT bzw. A=VTAV.

6.16 Beispiel [— [6.14]: Es gilt

<
|
Shsh-sh

El“ o El"
S-SS-

Da v, 5, U3 eine ON—Basis bilden, ist V' orthogonal. Also

-1 1 1 1 0 0 B e e
N 3 V2 b i V3B
A=VvVAVT = ) - 0 L _ 1 g L
v A 3 v, ¥
ivE v L0 s g VRV IV:
2 =21
1
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6.17 Beispiel [— [6.11]: Sei v; = [3,1]7 und @, = [1, 2], dann ist

[31 1 2 -1
V‘[1 2}’ |4 _Sl—1 3}

Die V-Koordinaten des Vektors ¥ = [9, 8]" sind gegeben durch

fV:V‘“:{g].

Man konnte auch schreiben [9, 8]% = [2, 3]7. Dieser Zusammenhang wird in Abbildung|[14]
veranschaulicht. Die Projektion P, und die Spiegelung S, haben in V-Koordinaten die

Abbildung 14: Das gestrichelte Raster gehort zur Standardbasis, das gepunktete Raster
zur Basis V. Den Punkt # = [9,8]7 kann man geometrisch erkennen, in dem man im
gepunkteten Raster zwei Schritte in Richtung ¢; und drei Schritte in Richtung v, geht.

Form
1

0 0

N

ﬁg:v—lpgvzl } Sg:v—lsgvz{l 1}.

0 -1
6.18 Beispiel [~ [6.10]: Die Matrix

1
V=—/|_~-

1 V2
7 L V2

-2 V2
ist orthogonal, VV'T = E. Die Drehmatrix R geht durch Basiswechsel iiber in
) 1/2 v/3/2 0

R=VTRV =1| —/3/2 1/2 0
0 0 1

\)

S

Mit ¢ = —7/3 ist dies gerade die in angegebene Form einer Drehung um die dritte
Koordinatenachse. Diese ist hier durch den dritten Basisvektor o3 = +/3/3[1,1,1]7
gegeben und stimmt also mit der zuvor bestimmten Drehachse {iberein.
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6.19 Beispiel [~ [6.18]: Sei V wie zuvor und
f(@) =& x[1,1,1]".

Die Matrixform von f ist

0 1 -1
[(Z) =[f(e1), f(&2), f(&3)]7 =A%, A=] -1 0 1
1 -1
und man erhélt
) 0 V3 0
A=VTAV=1| —/3 00
0 00
Diese Matrix lisst sich in der Form A = Aj - A, - A, in Faktoren zerlegen, wobei
) 1 00 } 010 )
A;:=101 0|, Ay:=1|-10 0], A;:=+3E.
000 0 01

Die Abbildung fll ist eine Projektion in die #;v>-Ebene, 1212 ist eine Drehung um die
U3-Achse um den Winkel —/2, und Ay ist eine Streckung um den Faktor /3. Die
Abbildung f ldsst sich also als Verkettung einer Projektion, einer Drehung und einer
Streckung deuten.
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7 Eigenwerte und -vektoren

7.1 Fixgeraden: Eine Ursprungsgerade g : tU,t € R, heifit Fizgerade der linearen
Abbildung f(Z) = AZ, wenn jeder Punkt auf g wieder auf einen Punkt auf g abgebildet
wird. Man beachtge, dass anders als bei einer Fixpunktgeraden hier Punkte auf der
Geraden nicht auf sich selbst abgebildet werden miissen. Betrachten wir das Bild f(v) =
Av des Richtungsvektors. Da es wieder auf der Geraden g liegt, muss es eine Zahl A € R

geben, sodass
AU = M.

Wenn dies der Fall ist, dann gilt natiirlich fiir jeden anderen Punkt auf der Geraden die
analoge Beziehung A(tv) = A\(tv). Der Faktor A gibt also das Streckverhéltnis zwischen
Bild und Urbild fiir Punkte auf der Fixgeraden an. Insbesondere handelt es sich um eine
Fixpunktgerade, wenn \ = 1.

7.2 Eigenwert und -vektor: Sei A eine (n x n)-Matrix. Ein Vektor @ # 0 heifit
FEigenvektor von A zum Figenwert A € R, wenn

AV = \U.

Wenn ¢ ein Eigenvektor von A ist, dann ist auch jedes Vielfache tv' ein Eigenvektor,
sofern ¢t # 0. Zur Bestimmung von Eigenwerten und Vektoren betrachtet man analog
zur Bestimmung von Fixpunkten [— die Gleichung

—

(A= AE)T=0. (7.1)
Die Losbarkeit dieses LGS hiangt von der Determinante
p(A) :=det(A — \E)

ab. Die Funktion p ist ein Polynom vom Grad n in der Variablen A und wird als das
charakteristische Polynom von A bezeichnet. Betrachten wir nun einen festen Wert .

e Falls p(\) # 0, dann ist das LGS ([7.1]) eindeutig 16sbar und es folgt 7 = 0. Folglich
ist U kein Eigenvektor und A\ auch kein Eigenwert.

e Falls p(\) = 0, dann besitzt (7.1I)) nichttriviale Losungen. Es gibt also einen Vektor
¥ # 0 mit (A= AE)U = 0 und dies ist gerade ein Eigenvektor zum Eigenwert .

Die Eigenwerte der Matrix A sind also die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
p(A) = det(A — AE). Die zugehorigen Eigenvektoren bestimmen sich aus dem LGS
(A= AE)T=0.

7.3 Beispiel: Fiir

5 -9 -3
A= 4 -9 —4
-6 15 8
ist das charakteristische Polynom
(5-2X) -9 -3
p(\) = det 4 (=9-)) —4 = A4\ -\ —6.

—6 15 (8—)\)
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Wenn es ganzzahlige Nullstellen gibt, so miissen sie Teiler des konstanten Terms —6
sein. Deshalb iiberpriift man zunéchst die Teiler von —6: Es ist A = 1 beispielsweise
keine Nullstelle, aber A\; := 2 liefert p(A;) = 0. Nun teilt man p durch den Linearfaktor
(2 — A) und erhélt

g\ i=p(A\) 1 (2—A) = A2 -2\ - 3.

Die beiden restlichen Eigenwerte von A sind Nullstellen von ¢,

q()\) =0 = A= 3, Az = —1.

Insgesamt erhélt man also die Faktorisierung

pP(A) =2 =AB = A)(=1-A).

Der Eigenvektor zu \; ergibt sich aus

3 -9 -3 0 1
(A — )\1E)171 = 4 —11 —4 | v = 0 = U= 0
-6 15 6 0 1
Analog erhélt man
0 1
Uy := 1 und Uz := 1
-3 -1

Natiirlich konnen auch beliebige Vielfache der angegebenen Eigenvektoren verwendet
werden, z.B. ¥, = [0, —1,3]T oder 3 = [7,7, =7] .

7.4 Regeln:

Es gibt hochstens n verschiedene reelle Eigenwerte einer n x n-Matrix A; mit
Vielfachheiten gezéhlt gibt es genau n komplexe Eigenwerte von A.

Wenn ¢ und v, Eigenvektoren von A zum selben Eigenwert A sind, dann ist auch
t1U1 + toUs ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A, sofern ¢,9; + o0y # 0. Die
Menge aller Eigenvektoren von A zum Eigenwert A zusammen mit dem Nullvektor
bildet einen linearen Teilraum von R™. Man nennt ihn Figenraum, kurz Eig(A, A).

Wenn ¢ ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A ist, dann ist ¥ ein Eigenvektor
von A¥ zum Eigenwert \*. Falls A invertierbar ist, darf dabei auch k = —1 gewéhlt
werden, d.h., die Eigenwerte der Inversen sind die Kehrwerte der Eigenwerte der
gegebenen Matrix.

Die Summe aller (auch der komplexen) Eigenwerte ist gleich der Summe der Dia-
gonalelemente von A,

spur A:=ayy + -+ apn = A + -+ + M.
Im Beispiel ist spurA=5—-9+8=4und A\y + s+ X3=2+3—-1=4.

Das Produkt aller Eigenwerte (auch der komplexen) ist gleich der Determinante
von A,
det A=A\,

Das heifit, eine Matrix ist genau dann invertierbar, wenn alle Eigenwerte von Null
verschieden sind. Im Beispiel ist det A = —6 und A\; - Ay - A3 =23 (—1) = —6.
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e Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhéngig.
e Die Eigenwerte (aber nicht die Eigenvektoren!) von A und A” stimmen iiberein.

7.5 Spezialfille:

e Wenn A eine obere oder untere Dreiecksmatrix ist [— [4.18], dann stimmen die
Eigenwerte mit den Diagonalelementen iiberein,

p()\) = (al,l — )\) <a2’2 — )\) cee (anm — )\), )\1 = CL171, )\2 = (1272, Ce 7)\n = an,n-
Insbesondere sind die Eigenwerte der Einheitsmatrix \y =--- =\, = 1.

e Wenn A symmetrisch ist, dann sind alle Eigenwerte reell und die zugehorigen
Eigenvektoren konnen durch geeignete Normierung so gewéhlt werden, dass sie
eine Orthonormalbasis bilden.

e Wenn ein Eigenwert eine k-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist,
dann gibt es hierzu mindestens einen und hochstens £ linear unabhéngige Eigen-
vektoren.

7.6 Beispiel:

3 2 =8
A=10 7 1| =pAN)=B=XNT=XN(=5=-X) = A\ =3, =7, \g=—5.
0 0 =5
7.7 Beispiel:
20 0
A= -1 2 =1 | = pN)=101-N2-X = =1, ha=X\3=2.
-1 0 1

Ein Eigenvektor zu \; = 1 ist @, = [0,1,1]7. Zu der doppelten Nullstelle Ay = A3 = 2
ergibt sich das Gleichungssystem

00 0 0
-1 0 -1 |v=1]0
-1 0 -1 0
Dieses hat zwei linear unabhiingige Losungen, z.B. @ = [~1,0,1]7 und @5 = [0,1,0] .

7.8 Beispiel:
0
1

o = A3 = 1 ergibt sich das Gleichungssystem

30 0
0 2|v=10
0 0 0
Dieses hat nur eine linear unabhiingige Losung, v = [1,0,0]7. In Fillen wie diesem

konnen anstelle der fehlenden Eigenvektoren sogenannte Hauptvektoren bestimmt wer-
den (in der Literatur zu finden unter dem Stichwort Jordan-Form).
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7.9 Diagonalisierung: Wenn es zu einer (n xn)-Matrix A genau n linear unabhéngige
Eigenvektoren v, ..., #, gibt, dann kann man diese zu einer (n x n)-Matrix V' zusam-
menfassen. Mit der Diagonalmatrix

D:dlag()‘lya)‘n): . . .

erhalt man dann
AV =VD bzw. D=V 'AV bzw. A=VDV~ L

Man sagt dann, dass A diagonalisierbar ist. Beziiglich der Basis aus Eigenvektoren
[— [6.15] ist A also éhnlich zu einer Diagonalmatrix, A = D.

Eine weitere Anwendung der Diagonalierung ergibt sich bei dem Problem, Potenzen von
Matrizen effizient zu berechnen. Man erhélt

A=A A= VDV YH...(VDV ) =VDV
wobei DF = diag(A\}, N5, ..., \F).

7.10 Beispiel [— [7.3]: Fiir

5 —9 -3
A= 4 -9 —4
-6 15 8
erhalt man
1 0 1 2 -3 —1 20 0
V=0 1 1|, Vvi= 1 =2 -1|, D=|03 0
1 -3 — -1 3 1 00 —1
Damit ist
1 0 1] 25 0 0 2 -3 -1
A=vDV't=l0 1 1]|-]10 3 0 : 1 -2 -1
|1 -3 —1 0 0 (=1 -1 3 1

65 —-99 =33
= 244 —489 244
| —666 1365 698

7.11 Quadratische Gleichungen in R": Wir wollen nun geometrische Figuren be-
schreiben wie z.B. Kreise, Kugeln, Ellipsen, Ellipsoide, Paraboloide, Hyperboloide, .. ..
Diese ergeben sich als Losungsmengen von quadratischen Gleichungen, wohingegen die
bisher betrachteten Geraden, Ebenen usw. Losungsmengen von [linearen Gleichungen
waren.

Die allgemeine quadratische Gleichung in n Variablen lautet

i A Frd T a=0, Q)

und hierbei haben wir die folgenden gegebenen Koeffizienten: eine symmetrische Matrix
A € R™" einen Spaltenvektor @ € R”, und eine reelle Zahl «. Gesucht sind alle Spal-
tenvektoren ¥ € R", die (Q) 16sen. Diese Losungsmenge nennt man dann Quadrik oder
im ebenen Fall n = 2 auch Kegelschnitt.
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7.12 Beispiel: Im R? betrachten wir
3
Q(z,y) = 22 — 2% + day + V5z + 2v/5y — =0,

Wir fithren die Schreibweise & = [] ein und kénnen dann die Gleichung Q(z,y) = 0
auf folgende Form bringen:

o 2] [ ]2

also bekommen wir die Gleichung (Q) mit

S BRI
2 2|’ 2V/5] 7 4
Die uns interessierende Frage ist jetzt: was beschreibt diese Gleichung geometrisch?
Um die geometrische Gestalt einer Quadrik besser verstehen zu konnen, werden wir zu
einem besser geeigneten Koordinatensystem iibergehen. Das Verfahren dazu besteht aus
mehreren Schritten und verldauft wie folgt:

7.13 Transformation auf Normalform:

Schritt 1: diagonalisiere A (Hauptachsentransformation). Nach Voraussetzung
ist die Matrix A symmetrisch. Geméf3 existiert eine ONB vy,..., v, aus Ei-
genvektoren von A. Stellt man diese zur Matrix V' = [#,...,7,] zusammen, so
ergibt dieses eine orthogonale Matrix und es gilt [—

A0 o0
VIAV = VAV = | | A:Q A
00 . A
wobei Ay, ..., A\, die Eigenwerte von A sind.

Schritt 2: substituiere in (Q). Wir fithren neue Koordinaten 7' ein gemafl ¥ = V.
Wenn wir dies in (Q) einsetzen, dann folgt
(V)T AVE +d" (Vi) +a =0
=  FVTAVZ + (VTa)"? +a=0
—  TAP+dTP +a=0,
wobei wir @ := V'@ gesetzt haben.

Der Nutzen dieses Schrittes besteht darin, dass in dieser quadratischen Gleichung
jetzt keine gemischten Produkte mehr enthalten sind, denn A’ ist eine Diagonal-
matrix.

Schritt 3: verschiebe den Ursprung. Durch quadratische Ergdnzung kann nun fiir
alle i € {1,...,n} mit A\; # 0 der Summand a/z; zum Verschwinden gebracht
werden. Das liefert einen erneuten Koordinatenwechsel von Z' zu Z”. Hierbei wird
der Ursprung des Koordinatensystems verschoben.

Das Ergebnis ist dann die Normalform

PTAT + @77+ =0, wobei af =0 wannimmer ) # 0.



70

7.14 Beispiel [— [7.12]: Wir setzen Beispiel fort und fithren die Transformation
auf Normalform durch. Die zu untersuchende Quadrik ist die Losungsmenge der Glei-

" et a8 2f] 2o

Schritt 1: Das charakteristische Polynom von A ist

1—-A 2
2 —2-A

’:>\2+)\—2—4:)\2+)\—6:()\—2)()\+3),

und es ergeben sich die Eigenwerte \; = 2 und Ay = —3. Die zugehorigen Eigen-
vektoren (auf Linge Eins normiert) sind dann

Zu A\ =2: U=
Zu A= —3: Up=

Es ist ¥, 05 eine ONB. Also ist

=l

und diese Matrix beschreibt eine Drehung um 26.56...° im Gegenuhrzeigersinn.
Mit dieser Matrix V' gilt

2 0

T —
VTAV = {o e

| =

Schritt 2: Es ist

-5 -1

und deshalb gilt: ein Koordinatenvektor [ ] 16st die Gleichung Q(x,y) = 0 genau

dann, wenn der neue Koordinatenvektor [Z;] .= VT[}] folgende Gleichung erfiillt:

Q(r'.y) = [ ¥]- {(2) _03] {ﬂ +[4 3] [ﬂ — 2 = 0.
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Schritt 3: Wir fithren die quadratische Ergénzung durch:

Q'(a,y) =0
3

— 2x’2—3y’2+4$'+3y'—120
3
= 2(x'+1)2—2—3(y'2—y')—120
12 1 11
e a((y- 3= o
— 2(2'+1) V-3 1 1
12 3 11
= 20123y —5) +5 -5 =0
(z'+1) v-3) 173
112
— 2(2'+1) 3(3/—5) -2 =
(y' —1/2)?
— (¢'+1 1=0
(@+1) 2/3
. y//2
= " -=-1=0,
YR
und dies ist die Normalform. Wir fassen die Umrechnungen zusammen:
" / " / 1
e’ =a +1, y=vy-3
2 1 , 1 2
r=—F=x+ ——=r+ —F

7.15 Normalformen fiir n = 2: Im Falle n = 2 haben wir folgende Normalformen:

Fall A: beide Eigenwerte von A sind # 0:

72
—2 Z— —-1=0 Ellipse (evtl. ein Kreis)
x?
—2 + " +1=0 leere Menge
22
il i 1=0 Hyperbel
22 +a*y? =0 ein Punkt
2 —a*y* =0 ein Geradenpaar

Fall B: ein Eigenwert von A ist Null:

22— 2py =0 Parabel
2 —a*=0 ein Paar paralleler Geraden
24 a*=0 leere Menge
=0 eine Gerade.

Unter Umsténden miissen zum FErreichen einer dieser Normalformen noch die z- und
y-Variable vertauscht werden.

Im Falle n = 3 gibt es bereits 17 verschiedene Normalformen, auf deren Auflistung wir
hier verzichten wollen.
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Abbildung 15: Eine Normalform—Ellipse mit Parametern a = 5 und b = 4.

Abbildung 16: Eine Normalform—Hyperbel mit Parametern a = 4 und b = 3.
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Abbildung 17: Ein Geradenpaar als Lésung der Gleichung 2? — a?y? = 1 mit a = 3.

Abbildung 18: Eine Normalform-Parabel als Losung der Gleichung 22 — 2py = 0 mit
p=2.
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7.16 Beispiel [— [7.14]: Wir vollenden Beispiel und [7.14] Die erhaltene Normal-

form ist
y//2
"2
T — T — 1 = 0,
3
also liegt eine Hyperbel vor. Fiir diese konnen wir weitere geometrische Informationen

angeben: die Halbachsenparameter a und b erfiillen o> = 1 und b* = 2, also ist a = 1

3
und b = \/g

Die Lage des Mittelpunkts der Hyperbel ergibt sich durch die Bedingung [gy”;f] = [3]. Wir

hatten die Umrechnungen 2" = 2/ + 1 und v’ = ¢/ — %, also gilt fiir den Mittelpunkt
[;ﬁ] = [f/12] Im z-y-System bekommen wir wegen V! = VT dann fiir die Koordinaten

des Zentrums:

-0 -0

Y Y VIl 2 % V5 |0 0 |’

Die Matrix V beschreibt eine Drehung um 26.56°, also ist die z”—Achse gegen die x—
Achse um 26.56° gedreht.



1)

Abbildung 19: Die Quadrik aus Beispiel und Beispiel (aus Papierformats-
griinden ist das Bild um 90° gedreht worden).
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8 Folgen

8.1 Erinnerung: Wir wollen kurz an einige Rechenregeln und Begriffe erinnern:

o Fiir reelle Zahlen z,y gilt die Dreiecksungleichung [—
oyl <lz[+ [yl |z —yl = llz] [yl

Es folgt, dass fiir endlich viele reelle Zahlen x1, xo, ..., x, gilt:
S
i=1

e Die Fukultdit einer Zahl n € Ny ist gegeben durch

n

= |z 4z 4+ an] < o]+ el 4o ] =) |
i=1

Im Fall n = 0 gibt es keine Faktoren, sodass das Produkt vereinbarungsgeméfl
[— [1.26] den Wert 1 hat, also 0! = 1. Anderenfalls ist n! = 1-2---n, also bei-
spielsweise 1! =1, 3! =3-2-1 =06, 5! = 120.

e Der Binomialkoeffizient der Zahlen n, k € Ny mit k < n ist gegeben durch

(4)

Es ist also beispielsweise (;1) = 6 oder (8) = 1. Insbesondere gilt die binomische
Formel

(a+b)" = Z (Z) a" Rk
k=0
Das Pascalsche Dreieck bietet eine effiziente Methode, Binomialkoeffizienten allein

durch Additionen zu berechnen. Hier ergibt sich jeder Eintrag im Inneren des
Dreiecks als Summe der beiden direkt iiber ihm stehenden Zahlen,

Es ist also (Z) immer eine natiirliche Zahl.

8.2 Folge: Wir beschéftigen uns nun mit unendlichen Abfolgen reeller Zahlen, also

beispielsweise
111 1 1

Man kann diese Zahlen als Funktionswerte einer Funktion a verstehen, die jeder natiirli-
chen Zahl n, dem sogenannten Indez, eine reelle Zahl zuweist, im Beispiel ist also
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a(l) = 1/2,a(2) = 1/4,a(5) = 1/32, usw. In anderen Fillen kann es zweckméBig
sein, den Bereich der Indizes nicht bei 1, sondern bei einer anderen ganzen Zahl k € Z
beginnen zu lassen. Das Definitionsgebiet der Funktion ist dann also nicht N, sondern
Zsr = {n € Z : n > k}. Dies fithrt auf die folgende Definition:

Eine Funktion a : Z>;, — R, die jeder ganzen Zahl n > k eine reelle Zahl zuweist, nennt
man reelle Zahlenfolge oder kurz Folge.

Abweichend von der iiblichen Notation bezeichnet man den Funktionswert von a an
der Stelle n meist nicht mit a(n) sondern mit a,. Man nennt a,, das n-te Folgenglied
oder das Folgenglied zum Index n. Ebenfalls abweichend von der Standardnotation fiir
Funktionen gibt es fiir die Angabe von Folgen verschiedene Schreibweisen: Ublich sind
Bezeichnungen wie (ay,)nen oder (ay,),>, oder a,,n € Zsj. Wenn es nicht relevant ist, wo
die Indizierung beginnt, schreibt man auch vereinfachend (a,), oder schlicht a,. Auch
die Folgenglieder konnen in verschiedener Form angegeben werden:

e Aufzidhlung: Durch Angabe einiger Folgenglieder wird das zugrunde liegende
Prinzip verdeutlicht, z.B. im Fall (a,,)nen:

17273,4,5,..., also Ay = N.
1,%,%,%%,..., also Can%.
1,1,-1,1,-1,..., also a,=(—-1)"
1, éulu_%m_lfw“’ also a, = (_1)n+12"1_1'
1,0,3,0,5,0,7,0,..., also a,= { n, wenn n ungerade
0, wenn n gerade

Dieses Vorgehen ist intuitiv und deshalb gelegentlich zweckmé&fig, aber dennoch
unprézise.

e Explizite Form: Hier wird eine Formel zur Berechnung von a,, angegeben, z.B.

anzw, n € N.

e Rekursion: Bei dieser Form sind einige Folgenglieder aq, as, . . ., a,, explizit gege-
ben. Alle weiteren Folgenglieder werden dann mittels einer Formel aus den vor-
hergehenden berechnet, z.B.

a1 =0, a=1, a,=an 1+ an_2, n>2.

Das Folgenglied zu einem gegebenen Index lédsst sich mittels der Rekursionsformel
meist einfach bestimmen (insbesonder mit Hilfe eines Computerprogramms), die
Herleitung allgemeingiiltiger Aussagen oder die Angabe einer expliziten Form kann
dagegen beliebig schwierig sein.

8.3 Eigenschaften: Eine Folge a,,n > k, heifit
e fkonstant, wenn alle Folgenglieder denselben Wert haben.
e positiv/negativ, wenn alle Folgenglieder positiv bzw. negativ sind.

e alternierend, wenn aufeinanderfolgende Folgenglieder verschiedenes Vorzeichen ha-
ben, d.h.,
api10, <0, nelN.
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e monoton wachsend/fallend, wenn

Api1 > ap bzw. apy <a,, néeN.

e streng monoton wachsend/fallend, wenn

Gpy1 > G bzw. api < a,, neN.

e beschrdnkt, wenn es eine Zahl ¢ € R gibt, sodass

la,| <¢, meN.

Alle Eigenschaften einer Folge konnen mit dem Zusatz ,fast iberall (f.i.)“ versehen wer-
den. Dies bedeutet, dass diese Eigenschaft erst ab einem gewissen Index ny durchgéngig
erfiillt ist und fiir die endlich vielen Indizes unterhalb von ng verletzt sein darf. Offen-
sichtlich spielt fiir Eigenschaften, die f.i. gelten, der Startindex k keine Rolle.

8.4 Beispiel:

e Die Folge (ay,), mit a, = n? — 15 ist streng monoton wachsend und f.ii. positiv.
e Die Folge (ay), mit a, = (—1)"/n? ist alternierend und beschrinkt, da |a,| < 1.
e Eine konstante Folge ist monoton wachsend, monoton fallend und beschrankt.

8.5 Nullfolge: Eine Folge (ay,)n> heiit Nullfolge, wenn fiir jedes beliebig vorgegebene
e > 0 gilt:
la,| < e fast tiberall.

Es darf also jeweils nur endlich viele Indizes geben, fiir die |a,| > € gilt. Die Eigenschalft,
eine Nullfolge zu sein, ist vom Startindex k& unabhéngig.

8.6 Beispiel:

e Gegeben sei die Folge (ay), mit a, = 1/n. Die Bedingung |a,| = = < e ist

dquivalent zu n > 1/e. Unabhéngig davon, wie klein man ¢ nun wéahlt, ist 1 /¢ eine
feste Zahl. Es gibt folglich immer nur endlich viele Werte von n, die kleiner sind.
Also ist (ay,), eine Nullfolge.

e Gegeben sei die Folge (by,), mit b, = cos(nm) + 1. Fiir gerades n ist hier b, =
2, wahrend sich fiir ungerades n der Wert b, = 0 ergibt. Wéhlen wir nun ¢ =
1/2, dann gibt es zwar unendlich viele Folgenglieder mit |b,| = 0 < 1/2, es gibt
aber auch unendlich viele Folgenglieder mit |b,| = 2 > 1/2. Also ist (b,), keine
Nullfolge.

8.7 Regeln: Sei (a,), eine Nullfolge, dann gilt:
(an)y, ist beschrénkt.

Sei (by,),, eine Nullfolge, dann ist auch (a,, £ b,),, eine Nullfolge.

Sei ¢ € R eine Konstante, dann ist (a, - ¢),, eine Nullfolge.

Sei (¢,), eine beschrinkte Folge, dann ist (ay, - ¢,), eine Nullfolge.

Sei (d,,), eine Folge mit |d,| < |a,| f.i., dann ist (d,), eine Nullfolge.
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8.8 Beispiel: Gegeben sei die Nullfolge (ay,), mit a, = 1/n.
e (6/n), ist eine Nullfolge.

e Die Folge (¢,), mit ¢, = sinn — 7 ist beschrankt durch |c,| < 5. Also ist

(sinn — 7T)
n n

(—1)"5n
n2—3"’

dann ist |d,| < |6/n| fiir n > 5. Also ist (d,,), eine Nulfolge.

eine Nullfolge.

e Seci

d, =

e Seien p und g zwei Polynome, dann ist die Folge (ay,), mit a, = p(n)/q(n) genau
dann eine Nullfolge, wenn grad(p) < grad(q).

8.9 Grenzwert: Fine Folge (a,), heifit konvergent mit Grenzwert (oder Limes) a,
wenn (a, — a), eine Nullfolge ist. Man schreibt dann

lim a, = a
n—oo

und liest: ,,Der Grenzwert von a,, fiir n gegen Unendlich ist a“. Man beachte, dass das
oo-Symbol hier nur eine Schreibweise ist. In der Definition des Grenzwerts kommen nur
endliche Werte von n vor. Eine Folge, die nicht konvergent ist, heiflt divergent.

8.10 Regeln: Seien (a,), und (b,), zwei konvergente Folgen mit Grenzwert a bzw. b,
dann gilt:

e Die Folge der Betrige (|a,|), konvergiert gegen |a|, also lim,,_, |a,| = |al.
e Die Folge (ay), ist beschrinkt, denn |a, — a| < ¢ [—8.7] und

|a,| = la, —a+al < la, —al + |a| < c+a.

e Die Folge (aa, + Bby), ist konvergent mit

lim («a, + Bb,) = aa+ b, «,f € R.

n—oo
e Die Folge (a, - b,), ist konvergent mit

nh—{go(a”'b”) =a-b.

e Die Folge (a,/b,), ist konvergent mit
lim (a,/b,) = a/b,
n—oo

sofern b # 0. Die Folge ist divergent, falls a # 0 und b = 0.
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8.11 Wichtige Grenzwerte:

. potpint-+pn® pg
m

li - T Qk#o
n—oo g+ qin + -+ qnt g
Inn
lim — =0, a>0
n—oo N

lim Yn=1
n—oo
. \"
lim (1 + —) =e~ 2.718
n—00 n
lim "o e

8.12 Konvergenzkriterien:

e Cauchy: Eine Folge (a,), reeller Zahlen ist genau dann konvergent, wenn es fiir
jedes beliebig vorgegebene ¢ > (0 eine Zahl ng gibt, sodass

lan, — ay| < e fur alle n,m > ng.

o Intervallschachtelung: Sei (a,), monoton wachsend, (b,), monoton fallend und
(bp, — ay,)n eine Nullfolge. Dann konvergieren beide Folgen gegen denselben Grenz-
wert und es gilt

lim a, = lim b, € [ax, bx], k€ N.
n—oo n—oo

e Finschachtelung: Seien (ay)n, (by), konvergente Folgen mit demselben Grenzwert
a und (c,), eine weitere Folge. Wenn a,, < ¢, < b, f.i. gilt, dann ist die Folge
(¢n)n ebenfalls konvergent gegen a.

e Sei (a,), beschrankt und monoton f.ii., dann ist (a,), konvergent.

8.13 Bestimmte Divergenz: Eine Folge (a,), heifit bestimmt divergent, wenn sie f.ii.
positiv oder f.ii. negativ ist und (1/a,), eine Nullfolge ist. Wir schreiben dann

lim a, = o0 bzw. lim a, = —o0.
n—oo n—oo
8.14 Beispiel:
o Es gilt
lim ¢"/n =00, lim In(1/n)= —oc.
n—oo n—oo

e Die Folge (1+n+(—1)"n), ist positiv und nicht beschrankt. Dennoch ist sie nicht
bestimmt divergent, da alle ungeraden Folgenglieder den Wert 1 haben.
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8.15 Vektorfolge: Eine Folge reeller Vektoren (kurz Vektorfolge) ist eine unendliche
Abfolge

a1, a2,0as3,...,0n, ...

von Vektoren im RY. Mathematisch priziser ist eine Vektorfolge eine Abbildung N — R,
wobei jeder natiirlichen Zahl (Index) ein Vektor zugeordnet wird.

Man schreibt dafiir (@, ),en oder auch kurz (d@,),. Die Komponenten a;,, von d@, bilden
die reellen Zahlenfolgen (a; )y,

al,n (al)n

a2,n 5 (a2)n
an = . ) (an)n - .

Ad.n (ad)n

Die Vektorfolge (@, ), heiBt konvergent mit Grenzwert @, wenn alle Komponentenfolgen
konvergieren,

ai

az

lim a, =a = , . a; = lim a;,.

Qq
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9 Reihen

9.1 Reihe: Sei (a,)nen eine Folge. Dann definiert man die zugehorige Folge (8,,)men
gemaf

S1 = aq

S9 = ay + as

S3:=aj + az + as
: m
Smi=a1tas+ -+ ay = E anp,
. n=1

Man bezeichnet die Folge (S;,)m als die Reihe und die Folgenglieder s, als die Partial-
summen zur Folge (a,),. Wenn die Reihe, also die Folge der Partialsummen, konvergiert,
dann schreibt man fiir den Grenzwert

[o.¢]

E a, = lim s,,.
m—0o0

n=1

Vollkommen analog definiert man zur Folge (a,)n>x die die Reihe (8,,)m>x durch die
Partialsummen

m
Sm = Qg+ Qg+ F Gy = E an, m >k,
n=~k

und schreibt im Falle der Konvergenz

[e.o]

E a, = lim s,,.
m—o0

n=~k

Geméf den Regeln fiir Grenzwerte von Folgen gilt

Z(aan—i-ﬂbn) :aZan—i-Ban, a, 3 €R,
n=1 n=1 n=1

sofern die Reihen zu den Folgen (a,), und (b,), konvergieren.

n

9.2 Beispiel: Fiir ein gegebenes ¢ # 1 sei die Folge (a,,)n>0 gegeben durch a, := ¢".
Die zugehorige Folge der Partialsummen

so=1, s1=1+4q, 52:1+q—|—q2,...

wird als geometrische Reihe bezeichnet. In diesem Fall lassen sich die Partialsummen

explizit angeben,
1 _ qm+1
1—q
Die geometrische Reihe konvergiert also genau dann mit Grenzwert

o L
nzzoq _1_q7

wenn |g| < 1. Anderenfalls ist die geometrische Reihe divergent.

Sm
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9.3 Notwendige Bedingung: Sei >~ | a, eine konvergente Reihe mit Grenzwert s.
Dann gilt

Ap = Sp — Sp1 = (Sn — 8) — (Sp_1 — $).
Beide Klammern auf der rechten Seite sind Nullfolgen, also muss auch (a,,),, eine Null-
folge sein [— [8.7]. Fiir die Konvergenz einer Reihe ist es also notwendig, dass (a,), eine
Nullfolge ist. Diese Bedingung ist aber keineswegs hinreichend, d.h., selbst wenn (a,,),
eine Nullfolge ist, kann die zugehorige Reihe divergent sein.

9.4 Beispiel:
e Sei a, := 1/n. Die zugehorige Folge der Partialsummen
s1=1, 8a=14+1/2, s3=1+1/24+1/3,...
wird als harmonische Reihe bezeichnet. Diese ist bestimmt divergent,

1
Slo
n=1 n

e Die Reihe zur Folge a, = 1/n® konvergiert genau dann, wenn o > 1. Es ist z.B.

T

— =
n
n=1 6

9.5 Leibniz-Kriterium: Sei (a,), eine alternierende Nullfolge [— mit der Eigen-
schaft, dass die Folge der Betrége (|a,|), monoton fillt, dann konvergiert die zugehorige
Reihe.

9.6 Beispiel: Sei a, := (—1)""!/n. Die zugehérige Folge der Partialsummen
si=1, s5=1-1/2 s3=1-1/2+1/3,...

wird als alternierende harmonische Reihe bezeichnet. Sie konvergiert nach dem Leibniz-
Kriterium und hat den Grenzwert

0 -1 n+1
ST
n

n=1
9.7 Sprachgebrauch: In der Praxis wird das Symbol >~ | a,, das eigentlich nur fir

den Grenzwert einer Reihe steht, hdufig auch fiir die Reihe selbst verwendet. Man sagt
also:

Die Rethe Y " a, ...
und meint damit eigentlich
Die Reihe zur Folge (ay)y,

Auflerdem wird der Grenzwert einer Reihe gelegentlich auch nur als Wert der Reihe
bezeichnet. Der Satz

Die Rethe Y " (—=1)"/(2n+ 1) hat den Wert m/4.
ist also zu interpretieren als

Die zur Folge (ay)n>0,an = (—1)"/(2n + 1) gehirende Reihe hat den Grenzwert w/4.
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9.8 Vergleichskriterien: Gegeben seien die Folgen (ay)n, (by)n-
e Konvergente Majorante: Wenn Y~ | a,, konvergiert und
b,| < a, fi.,
dann konvergiert auch )", b,.
e Divergente Minorante: Wenn )7 | a,, divergiert und
0<a,<b, fi.,
dann divergiert auch > 7 b,,.

9.9 Absolute Konvergenz: Die Reihe ) 7 a, heifit absolut konvergent, wenn die
Reihe )" | |a,| konvergiert. Eine absolut konvergente Reihe ist nach dem Majoranten-
kriterium konvergent. Eine Reihe, die konvergent, aber nicht absoulut konvergent ist,
heifit bedingt konvergent. Bei absoult konvergenten Reihen konnen die Folgenglieder a,,
beliebig umgeordnet werden, ohne dass sich der Wert der Reihe &ndert. Hier gilt also
in einem gewissen Sinne das Kommutativgesetz. Bei bedingt konvergenten Reihen be-
wirkt eine Umordnung der Folgenglieder a, hingegen in der Regel eine Anderung des
Reihenwertes oder sogar einen Verlust der Konvergenz.

9.10 Beispiel:
o [— Die Reihe Y >° (—1)"/n? ist absolut konvergent.
o [— Die Reihe Y07 (—1)"/n ist bedingt konvergent.

9.11 Quotientenkriterium: Sei

Ap+1
Qn

Gn : und, falls konvergent, ¢ := lim g¢,.
n—oo

Die Reihe Y~ | a, ist absolut konvergent, wenn ¢ < 1 und divergent, wenn ¢ > 1. Im

Fall ¢ = 1 ist keine Entscheidung moglich.
Wenn die Folge ¢, nicht konvergiert, dann gilt immer noch:

e Wenn es eine Zahl ¢ < 1 gibt, sodass ¢, < ¢ fast iiberall (d.h. fiir alle bis auf
endlich viele Werte von n), dann ist die Reihe absolut konvergent.

e Wenn ¢, > 1 fast iiberall, dann ist die Reihe divergent.

9.12 Wurzelkriterium: Sei

wy, := V/|a,| und, falls konvergent, w := lim w,,.
n—oo
Die Reihe Y7 | @, ist absolut konvergent, wenn w < 1 und divergent, wenn w > 1. Im
Fall w =1 ist keine Entscheidung moglich.
Wenn die Folge w,, nicht konvergiert, dann gilt immer noch:

e Wenn es eine Zahl w < 1 gibt, sodass w, < w fast iiberall, dann ist die Reihe
absolut konvergent.
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e Wenn w, > 1 fiir unendlich viele n, dann ist die Reihe divergent.

Das Wurzelkriterium ist im folgenden Sinne stérker als das Quotientenkriterium: Wenn
lim,, . ¢, existiert, dann existiert auch lim,, ., w, und es gilt

q = lim ¢, = lim w, = w.
n—oo n—oo

9.13 Beispiel: Sei a,, = (—1)"n?27". Das Quotientenkriterium liefert

1)32 -1 1+ 1/n)? 1
n39—n 2 n—00 2

Gp+1

dn =
anp

Genauso liefert das Wurzelkriterium

wn:{L/la,nl: Qn, w:hmwn=§

Die Reihe

ist also absolut konvergent.

9.14 Beispiel: Sei
2=n fiir n gerade
ap, =
277"+2  fiir n ungerade

Es ist also
ia T S S
A 42 16 8

Das Quotientenkriterium liefert die divergente Folge

)2 fiir n gerade
i 1/8 fiir n ungerade,

wahrend das Wurzelkriterium mit

1/2 fiir n gerade )
Wy, = = w= limw,=1/2
V/4/2  fiir n ungerade n—00

zeigt, dass die Reihe absolut konvergent ist.

9.15 Beispiel: Fiir a,, = n"/n! ist

1)"tin! \" "
n

n" (n + 1)!

Zum einen folgt aus lim,,_,+ ¢, = e die Divergenz der zugehorigen Reihe. Zum anderen
liefert die Gleichheit der Grenzwerte w = ¢ die Stirlingsche Formel [— |8.11]

n
= €.
n!

n—o0 /n!



9.16 Beispiel: Fiir a,, = 2"/n! ist

xn+1 7’L'

(n+1)lzn

|z _ _
= oTT ¢ = lim g, = 0.

qn =

Die zugehorige Reihe ist also fiir alle x € R konvergent und definiert die e-Funktion,

o0
e’ = g
n=0

n

P r e R.

S |8

86
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10 Funktionengrenzwert und Stetigkeit

10.1 Reelle Funktion: Erinnerung [— [1.6], [— [1.16]: Eine reelle Funktion f : Dy —
R ordnet jedem Element z € Dy der Menge Dy C R eine reelle Zahl y € R zu, und man
schreibt

y=f(z), xe€D.

e Die Menge Dy heifit Definitionsmenge von f.
e z heifit Urbild von y und y heifit Bild von x.
e Die Bildmenge von f ist die Menge aller Bilder,
Byi={y=f(2): v € Dy},
10.2 Haufungspunkt: z, € R heilit Hdufungspunkt der Menge D; C R, wenn es eine
Folge (x,,), gibt mit

lim z, = 2., x,€ Dy, x,#x, fi.
n—oo

10.3 Beispiel:
e 1z, = 1 ist ein Haufungspunkt der Menge (0, 1).
e 1z, = 1 ist kein Haufungspunkt der Menge N.
e 1, = 7 ist ein Haufungspunkt der Menge QQ der rationalen Zahlen.

10.4 Grenzwert: Sei f : Dy — R eine reelle Funktion. Man sagt, dass f an der Stelle
x, den Grenzwert f, hat, wenn z, ein Haufungspunkt von Dy ist und wenn fiir jede

gegen x, konvergente Folge (x,,), gemifl gilt

Man schreibt dann
lim f(z) = f..
T—>Tx

Wenn die Folge (f(z,)), stets bestimmt divergent ist, dann schreibt man

lim f(x) =00 bzw. lim f(z)= —oc.

T—>Tx T—>T 4
Wenn lim,, o, f(z,,) = f. fiir jede bestimmt divergente Folge (), mit lim,_, =, = oo,
dann schreibt man

lim f(x) = f..

Tr—00

Analog sind die Ausdriicke

lim f(z) = f,, ILm f(z) = %00, lim f(x)=+o0

T—r—00

erklart.
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10.5 Beispiel:

glvlg(l)xsm(l/x) =0, JUh_)IIOlo arctan(x) = 7/2, 3161_% In|z| = —o0.

e Die Funktion f(z) = sin(1/x),z € Ry, hat an der Stelle z, = 0 keinen Grenzwert.

e Die Funktion f(z) = z,x € N, hat an der Stelle z, = 1 keinen Grenzwert, da
x, = 1 kein Haufungspunkt von N ist [— [10.3].

e Die Heaviside-Funktion H : R — R ist definiert durch

i
H<x):{o urz <0

1 firz > 0.

Sie hat an der Stelle z, = 0 keinen Grenzwert. Sei f(z) := H(x) + H(—z), dann
gilt
lim f(z) =1,

z—0

aber f(0) = 2.

10.6 Einseitiger Grenzwert: Man sagt, dass f an der Stelle x, den rechtsseitigen
bzw. linksseitigen Grenzwert f, hat, wenn z, ein Haufungspunkt von Dy ist und wenn
fiir jede Folge (z,,), geméaf mit der zusétzlichen Eigenschaft

Tp > Ty bzw. x, <xy, neEN,

gilt
lim f(z,) = /..

n—oo

Man schreibt dann
lim f(z) = f. bzw. lim f(x)= f..

LT s x4

10.7 Beispiel: Fiir die Heaviside-Funktion [— [10.5] gilt

lgrolH(z’) =0, I;%H(x) = 1.

10.8 Stetigkeit: Eine Funktion f : Dy — R heifit stetig an der Stelle x, € Dy, wenn

lim f(z) = f(z.).

T—Tx

f heiBt stetig, wenn f an allen Stellen x € D stetig ist.

10.9 Regeln:

e Alle elementaren Funktionen (Polynome, exp, sin, cos, tan und deren Umkehr-
funktionen) sowie Betrag-, Potenz- und Wurzelfunktionen sind stetig auf ihrem
gesamten Definitionsgebiet.

e Summe, Differenz, Produkt, Quotient und Verkettung stetiger Funktionen sind
stetig auf ihrem gesamten Definitionsgebiet.
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e Die Umkehrfunktion einer stetigen Funktion ist stetig, sofern das Definitionsgebiet
ein Intervall ist.

o Zwischenwertsatz: Sei f := [a,b] — R stetig, dann ist By ein Intervall. Das heift
insbesondere, dass die Funktion alle Werte zwischen f(a) und f(b) annimmt.

e Satz von Weierstrafs: Sei f : [a,b] — R stetig, dann gibt es Stellen z, T € [a, b] mit

flz) < flz) < f(@), x€lab].

Eine derartige Aussage gilt in der Regel nicht, wenn das Definitionsgebiet kein
abgeschlossenes Intervall ist.

10.10 Bemerkungen:

e f ist stetig an der Stelle z, genau dann, wenn es fiir jedes € > 0 es ein § > 0 gibt,
sodass

|f(z) — f(z.)| <e falls |o— x| <0

e Bei einer stetigen Funktion bewirken kleine Anderungen des Arguments kleine
Anderungen des Funktionswerts.

e Das Schaubild einer stetigen Funktion besitzt keine Spriinge, sofern das Definiti-
onsgebiet ein Intervall ist.

Nur die erste Aussage ist streng mathematischer Natur. Die beiden anderen sind un-
prézise, aber gelegentlich hilfreich.
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11 Differenziation

11.1 Differenzierbarkeit: Im Folgenden sei f : I — R stets eine reelle Funktion,
deren Definitionsgebiet Dy = I ein offenes Intervall ist. Fiir zwei Stellen x # x, in [
definieren wir den Differenzenquotienten

f(@) — (o)

T —x9

Er gibt die Steigung der Sekante an, die durch die Punkte (z, f(z)) und (zo, f(z0)) ge-
geben ist. Die Funktion f heifit differenzierbar an der Stelle xoy € I, wenn der Grenzwert

oo 1@) = f(wo)

T—z0 T — o
existiert.

e Der Grenzwert heiit Ableitung von f an der Stelle zy und man schreibt dafiir

Andere gebriuchliche Bezeichnungen sind

f'(w0) = D f(wo) = @(wo)-

e Setzt man h := x — xy, dann erhélt man die dquivalente Darstellung

F(x0) = lim f(wg+h)— f(ifo)‘

h—0 h

e Die Funktion f heiflt differenzierbar, wenn sie an allen Stellen xq € I differenzier-
bar ist. Die Funktion f': I — R, die jedem Punkt 2y € I den Wert der Ableitung
zuweist, heifit Ableitungsfunktion.

e Ist f in z differenzierbar, so ist f in xq stetig. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen
nicht, wie das Beispiel der Betragsfunktion zeigt.

e Die Ableitung kann verwendet werden, um lokale Extremstellen, also Maxima oder
Minima, und Wendepunkte von f, zu bestimmen.

11.2 Beispiel:
e Fiir die lineare Funktion f(z) = azx + b ist

f(x) = f(xo) _ (ax +b) — (axo +b)

T — X Tr — 2o

Also ist f differenzierbar und es gilt f'(x¢) = a fiir alle z € R.
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e Fiir die quadratische Funktion f(z) = x? ist

_ 2 _ 2
fla) = fao) _a*=af_
T — X9 T — 2o

Der Grenzwert fiir = gegen 1z ist

lim M = lim x + g = 2xy.
T—T0 T — ,I‘O T—rT0

Also ist f differenzierbar und es gilt f'(x¢) = 2z, fur alle x5 € R.
e Fiir die Betragsfunktion f(z) = |z| und 2o = 0 ist

f@) = flxo) _Ja| _ {+1 fiir & > 0

T — o o —1 firxz <O0.

Es existiert also kein Grenzwert fiir x — 0 und die Betragsfunktion ist deshalb
nicht differenzierbar an der Stelle 2o = 0 (aber stetig).

11.3 Wichtige Ableitungen:

I |
" nz" ! |zeR, neN
" na™ 1 x#0, —n €N
x“ az®! x>0, aeR
e’ e relR
Inx 1/x x>0

sinx cosr |xr€R

cosx —ginz |x€R
arctanz | 1/(1+2%) |z €R

sinh x cosh x reR
cosh x sinh z relR
artanhx | 1/(1 —2?) | x € (—1,1)

11.4 Regeln: Seien f und g zwei differenzierbare Funktionen, dann gilt

o Linearitit: Fiir a,b € R ist die Funktion af + bg differenzierbar,
(af +bg) =af +bg.
e Produktregel: Die Funktion f - g ist differenzierbar,
(f-9)'=T1d+ /[

e Quotientenregel: Die Funktion f/g ist differenzierbar, sofern g # 0,

(i)' _f9-4df
g 9P
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o Kettenregel: Die Funktion f o g ist differenzierbar,
(feg) =(feg)-d.

o Umkehrfunktion: Wenn f" # 0, dann ist f streng monoton [— [11.§] und damit
injektiv. Es existiert also die Umkehrfunktion [— [1.11] ¢ := f~!, und es gilt

9'(y) = @) wobei f(x)=vy, g¢g(y) ==z.

11.5 Beispiel:

e Linearitét:
(3sinz — 22°) = 3cosz — 627

e Produktregel:
(z*Inz) =2rInz+2z, x>0

e Quotientenregel:

=1+tan’z, € (—7/2,7/2)

. ! .
sin ZU) cos® x + sin?

(tanx) = (

COS T cos? x

o Kettenregel:
(exp(z?))" = exp(a?) - (22)

, —1/2? -1
14+ (1/2)2 142

(arctan(1/x)) x#0

e Umkehrfunktion:

y = f(r) =tanz, f'(z)=1+tan’z >0
B 1 1
Cl+tan?z 142

r=g(y) = arctany, ¢'(y)

11.6 Tangente: Sei f an der Stelle x( differenzierbar. Die Funktion

t(x) = f(zo) + f'(xo)(x — o)

beschreibt eine Gerade, die man als Tangente von f an der Stelle xy bezeichnet. Sei
r(z) := f(z) — t(z) die Abweichung zwischen Funktion und Tangente, dann gilt

F(x) = flxzo) + f'(mo) (@ — zo) + r(x), lim r(z)

x—x0 L — I’O

=0,

vgl. Abbildung [20]

Ersetzt man die Ableitung f’(x¢) durch eine beliebige andere reelle Zahl, so ist der
Grenzwert des Quotienten r(x)/(z — z) von Null verschieden. In diesem Sinne liefert
die Ableitung f’(zo) die beste lineare Approximation der Funktion f in der Nihe des
Punktes zg.
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71 fz) = + f'(zo) - (& —x0) + r(x)

Abbildung 20: Die Tangente an f im Punkt zy und der Rest r

11.7 Mittelwertsatz: Sei f differenzierbar auf dem Intervall I, dann gibt eine Zahl
v € (0,1), sodass
f(.%‘() + h) = f(l’()) + hf/(.%‘() + 19]1),

sofern xg, xo + h € I. Setzt man a = zg, b = xg + h und £ = xg + vh fiir h > 0, dann

erhilt man ;
IO _ e, ee o)

Es gibt also an einer Zwischenstelle ¢ eine Tangente, die parallel zur Sekante durch die
Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) ist.

11.8 Folgerungen: Sei f : I — R eine differenzierbare Funktion.
e Wenn f'(x) =0 fiir alle x € I, dann gilt
f(@o+h) = f(xo) +h-0= f(xo)
fiir alle h. Die Funktion f ist also konstant.
e Wenn f’(z) > 0 fiir alle z € I, dann gilt
f(xo +h) = f(zo) + hf'(xo + ) > f(z0)

fiir alle h > 0. Die Funktion f ist also streng monoton wachsend. Genauso ist f
streng monoton fallend, wenn f'(x) < 0.

e Fiir die Aweichung r zwischen Funktion und Tangente [— [11.6] gilt

r(h) = h(f'(zo + Vh) — f'(x0)).
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11.9 Beispiel: Sei f(z) = sinz. Mit f'(x) = cosx erhdlt man im Punkt zq = 0 die
Tangente
t(h) =h und damit r(h)=sinh —h = h(cos(Vh) — 1).

Fiir |h| < 1/10 gilt dann die Abschétzung

h
|sinf — h| < [h[- (1 —cosh) < [h]- (1 —cos 5) < %

11.10 Regel von ’Hospital: Wenn f und g stetige Funktionen sind, dann gilt

f(x) _ f (o) alls -
g gy M0 ED

Im Fall f(zg) # 0, g(xo) = 0 existiert kein Grenzwert. Wenn aber f und g an der Stelle
xq differenzierbar sind, dann erhélt man fiir f(xo) = g(z9) = 0 gemés mit x = xo+h

und damit

im LJ]) — lim f’(I’o) +T1<h)/h _ f/(l’o) alls '
A ge) AR ) /R glay) )70

Allgemeiner gilt: Wenn f und ¢ differenzierbare Funktionen sind und

lim f(z) = lim g(z) =0

T—T0 T—rT0
oder
li = [i =
e, e) = Jlig, ole) = oo,
dann ist

lim J@) = lim J(@)

s glz) o g(z)

Diese Regeln gelten auch vollkommen analog fiir Grenzwerte der Form x — oo.

11.11 Beispiel:

[ ]
. sinz . cosx
lim = lim =1
z—0 T z—0 1
° 2
2x 2
lIlm — = lim — = lim — =0
z—oo et z—o00 €T z—oo ¥
* |
. . Inx . 1/x .
limzlnz =lim —— = lim / =lim(—z) =0
0 210 1/x zlo —1/2%  zlo
[ ]

Inx —z+1 i 1/z—1 ) —1/2? 1

lim = lim ———
e=>1co8(2 —2x) —1  2-12sin(2 —2z) 2-1 —4cos(2—2z) 4
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11.12 Stetige Differenzierbarkeit: Fine Funktion f : I — R heilit stetig differen-
zierbar, wenn sie differenzierbar ist und die Ableitungsfunktion f’ zudem stetig ist.

11.13 Beispiel:

e Die Funktion f(z) = /|z|3,x € R, ist stetig differenzierbar, denn die Ableitungs-

funktion
S/ firz >0
f(z) = 0 firx =0
%\/—x fir x <0

ist stetig.

e Die Funktion

~ Ja?sin(1l/z) fir z #0
9lo) = {O firz =0

ist differenzierbar mit

oy )2wsin(l/x) —cos(1/z) fiir v # 0
9(1:)_{0 fiir x = 0.

Sie ist aber nicht stetig differenzierbar, da der Grenzwert lim, .o ¢’(x) nicht exi-
stiert.

Das hier zu beobachtende Verhalten ist typisch. Ableitungsfunktionen differenzier-
barer Funktionen weisen niemals Sprungstellen auf. Unstetigkeiten sind vielmehr
stets durch ein oszillierendes Verhalten der Ableitungsfunktionen bedingt, das zu
einer Nichtexistienz von Grenzwerten fiihrt.

11.14 Hohere Ableitungen: Eine Funktion f : I — R heifit k-mal differenzierbar,
wenn die Ableitungen in der Rekursion

FO =
f(") — (f(n—l))’
fiir allen = 1,..., k existieren. Die Funktion f heifit unendlich oft differenzierbar, wenn

diese Ableitungen fiir alle n € N existieren. Man nennt f*) die k-te Ableitung von f
und schreibt auch

= f(1)7 "= f(2), "= f(3)

fiir Ableitungen niedriger Ordnung. Andere gebrauchliche Schreibweisen sind

d*f
®) — pkf— —=
Die Funktion f heiBt k-mal stetig differenzierbar, wenn die Funktion f®*) stetig ist.
Die Menge aller dieser Funktionen wird mit C*(I) bezeichnet. Insbesondere ist C°(1)
die Menge der stetigen Funktionen auf dem Intervall I. Die Menge aller unendlich oft
differenzierbaren Funktionen wird mit C*°(I) bezeichnet.
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11.15 Beispiel [ [I1.13]:

e Polynome und alle elementaren Funktionen (exp, sin, cos, In) sind auf ihrem Defi-
nitionsgebiet unendlich oft differenzierbar. Es gilt z.B.

—toanh fir0<k<n
_.n (k) _ ) (n—k)! X urvs ks
= = x) =
flo) =z fe) {O fir k >n
f(l‘) _ 62;1: s f(k) (.CC) _ 2k62:c

f(z)=sinz = f'(v)=cosz, ['(z)=—sinz, [f"(x)=—cosz

e Fiir die Stutzfunktion

H (2) = z" firxz >0
0 firz<O0
vom Grad n gilt H,, € C" }(R). Insbesondere erhiilt man fiir n = 0 die Heaviside-

Funktion [— [10.5]. Diese ist unstetig und man schreibt Hy € C~(R).

e Die Funktion f geméfl Beispiel [L1.13]ist stetig differenzierbar, aber nicht zweimal
differenzierbar, f € C'(R).

e Die Funktion g geméafl Beispiel [11.13] ist stetig, aber nicht stetig differenzierbar,
g € C°(R).
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12 Integration

12.1 Stammfunktion: Eine stetige Funktion F': I — R heifit Stammfunktion von f
auf dem Intervall I, wenn

F'(z) = f(z) fiir fast alle z € I.

Dabei heifit , fast alle, dass es endlich viele Stellen x4, ..., x, € I geben darf, an denen
F' nicht differenzierbar ist oder an denen F” nicht mit f iibereinstimmt. Insbesondere
muss die Funktion f an diesen Stellen noch nicht einmal definiert sein.

12.2 Beispiel:

f(z) =22, F(x)=2"
f(z) =2z, F(z)=(zx—-1)(x+1)
) 1 firz>0
f(z) = 7 firz=0, F(zx)=]|z
-1 firxz <O

fa) = Y @y =2l (12.)

Man beachte, dass die Funktion I’ auf ganz R definiert ist, wihrend f an der Stelle
x = 0 eine Definitionsliicke hat.

12.3 Mehrdeutigkeit: Wenn F eine Stammfunktion von f ist, dann ist auch F :=
F + ¢ eine Stammfunktion, wobei ¢ € R eine beliebige Konstante ist. Umgekehrt gilt:
Wenn F und F Stammfunktionen von f sind, dann ist F/ — F' = 0 und damit F' — F
nach dem Mittelwertsatz konstant.

12.4 Unbestimmtes Integral: Die Menge aller Stammfunktionen einer Funktion f
wird als das unbestimmte Integral von f bezeichnet,

/f = {F : F ist Stammfunktion von f}.
Wenn F' eine beliebige Stammfunktion von f ist, dann gilt gemaf
/f:{F—i-c:cER}.

Meist wird das unbestimmte Integral nicht als Menge, sondern in der Form

/f:F+c, celR
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geschrieben. Gelegentlich wird in Formelsammlungen oder in Computeralgebra-Syste-
men (z.B. Maple) auf die Angabe der Integrationskonstanten ¢ sogar ganz verzichtet.
Wenn die unabhéngige Verénderliche notiert werden soll, schreibt man

/f@szF@Hc,ceR.

Man bezeichnet dann x auch als Integrationsvariable und dx als Differenzial.
12.5 Beispiel:

[ ]
/e%dx:eQx/Z—i-c, ceR
/cos =sin4+¢, ceR

12.6 Regeln: Secien F' und G Stammfunktionen von f und g, und sei ¢ € R.

o Linearitit: Fiir reelle Zahlen o, 8 gilt
/(ozf—i—ﬂg):aF—i-ﬂG—Fc

e Partielle Integration: (vgl. Produktregel)

/}G:FG—/Fg

o Substitution: (vgl. Kettenregel)
/(fOG)g:FoG+c

12.7 Beispiel:

e Linearitét:
/(sinx+2/x) =—cosz+2lnz+c¢, x>0

e Partielle Integration: Mit f(z) = 1 und G(x) = Inz gilt fiir x > 0
/lnxda; = /1 ‘Inzdr =zlnx — /:C/xd:c =zlhr—z+ec
e Substitution: Mit G(z) = ax gilt

/f(ozx)ozdx = F(azx) +c
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12.8 Wichtige Stammfunktionen:

f F

" %Hx”“ reR, neN
@ %on‘“ x>0 a<—1
x® %Hx"‘“ x>0, a>—1

% Injz| |z >0oderz <0
e’ e’ reR

Inz |zlnz—2x2 | x>0

sinz | —cosz |z€eR

COS ¥ sinz |z €eR

1

T arctanz |z € R

12.9 Partialbruchzerlegung: Integrale der Form
/ p@)
q(x)

p(z) =po+px+ -+ pnz™, qr)=q +qr+ -+ @r", ¢, #0,

mit Polynomen

lassen sich durch Partialbruchzerlegung bestimmen. Wir betrachten zunéchst den Fall
m < n.

1. Man bestimmt alle Nullstellen x4, .. ., x,, von ¢ und erhélt damit die Faktorisierung
q(z) = gu(x — 1) -+ - (x — ).

2. Wenn alle Nullstellen verschieden sind, macht man den Ansatz

A A,
p@) _ A .
q(z) x—x T — T,

3. Man multipliziert den Ansatz mit ¢(z) und erhélt dann die unbekannten Koeffizi-
enten Aq,..., A, einfach durch Einsetzen der Nullstellen.

4. Fiir das Integral ergibt sich damit im Fall reeller Nullstellen

/Md:c—AllHM—xl]—i—---—i—Anln\x—xnl—i—c.
q(z)
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Das Verfahren besitzt die folgenden Modifikationen:

e Im Fall m > n liefert eine Polynomdivision

p(z) =r(x)+ p(x)

q() q(x)’

wobei 7 eine Polynom vom Grad m — n und der Grad m von p kleiner als n ist.

e Wenn z.B. z; = - -+ = 7, eine mehrfache Nullstelle ist, dann sind die zugehorigen
Summanden im Ansatz zu ersetzen durch
A A A
1 _|_ 2 + “ e —e
r—x1 (z—mx1)? (x — x1)*

In diesem Fall ist die Koeffizientenbestimmung durch Einsetzen der Nullstellen nur
fiir A, moglich. Die iibrigen Koeffizienten konnen beispielsweise durch Ausmulti-
plizieren und Koeffizientenvergleich bestimmt werden.

e Wenn es komplexe Nullstellen gibt, dann ist das Verfahren im Prinzip ebenfalls
anwendbar. Es ist dann lediglich bei der Bildung der Stammfunktion der Partial-
briiche der komplexe Logarithmus

Inc(z — zx) = In|z — zg| + iarg(x — zy)

zu verwenden. Da komplexe Nullstellen und damit auch die zugehorigen Parti-
albriiche immer in konjugiert komplexen Paaren auftreten, heben sich die Ima-
ginérteile stets weg. Alternativ zur Verwendung komplexer Logarithmen kann man
im Ansatz auch konjugiert komplexe Terme in der Form

Ay Ay By + Bsyx

+ —
rT—1r T —7T 2?2 — 2z Rexy + |x1)?

zu einem reellen Summanden mit quadratischem Nenner zusammenfassen. Dessen
Integral lésst sich dann mit Hilfe der reellen Logarithmus- und der Arcustangens-
Funktion angeben.

12.10 Beispiel:

e Fiir
p(z) 2°—x+3

q(x) 22—x-2

liefert Polynomdivision zunéchst

p(x) 20 +5
AR T
q(z) v +$2—x—2

Wir betrachten nun nur den letzen Summanden. Die Nullstellen des Nenners sind
7y =2und 7o = —1, also q(z) = 2* —x — 2 = (v — 2)(z + 1). Der Ansatz

2r+5 Ay Ay

@—2@+1) z-2 z+41
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liefert nach Multiplikation mit ¢(x) die Gleichung
2e+5=(z+ 1A + (v — 2)As.

Einsetzen der Nullstelle z; = 2 liefert A; = 3, und x5 = —1 liefert Ay = —1. Also

ist 5 .
R
q(z) r—2 x+1
und
3 _ 3 2
/idx:x—+x+31n|x—2|—1n|x+1|+c, ceR.
x?—x—2 2
o Fiir

plx) 2> +4
q(z) a3 — 22?2

erhiilt man die Nullstellen z; = 25 = 0 und x3 = 2, also ¢(z) = 23—22? = z*(z—2).
Der Ansatz
b

q(z
liefert nach Multiplikation mit

—~

JZ)iAl A2+ Ag

x 2 x—2

(x) die Gleichung

0

2? +4=x(r—2)A; + (v — 2) A + 2 43.

Einsetzen der Nullstellen z; = 0 und x5 = 2 liefert Ay = —2 und Az = 2. Damit
erhilt der z?-Term auf der rechten Seite den Koeffizienten A; + 2 und auf der
linken Seite den Koeffizienten 1. Also ist A; = —1. Wir erhalten

T 1 2 9
p(z) N

und 2,y )
/Ld:v:—ln|x|+——|—21n\:v—2|+c, ceR.
x3 — 272 T

12.11 Bestimmtes Integral: Sei F': [ — R eine Stammfunktion von f. Wenn [a, b] C
I, dann bezeichnet man

b

/ f(z)dx = F(x)’a = F(b) — F(a)

als das bestimmte Integral der Funktion f mit Integrationsgrenzen a,b. Sei F = F + ¢
eine andere Stammfunktion von f, dann erhélt man ebenfalls

b
[ #ta)ds = )~ Fa) = (FO) = ¢) = (Fla) = ) = F(8) = Fla).

Der Wert des bestimmten Integrals ist also nicht von der Wahl der Stammfunktion
abhéngig.



12.12 Regeln:

e Linearitit: Fiir reelle Zahlen «, 5 gilt

/ab(af(x) + Bg(x)) da :a/abf(x)dx+ﬁ/abg(x) dz

e Partielle Integration:
b ) b
/ f(2)G(z)dx = F(2)G(x)|, — / F(z)g(x)dx

o Substitution:
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b
/ F(G(@))g(x) dz = F(G(x))|"

Setzt man G(z) = u, dann gilt weiter

und damit

b G(b)

F(G())g(a) d = / £(u) du.

u=G(a)

Tr=a

Bei der Substititution G(z) = u wird also mit Hilfe der Ableitung G'(x) = g(z)
formal g(z) dz durch du ersetzt. Die Integrationsgrenzen transformieren sich durch
Einsetzen in die Funktion G, also z =a = u=G(a) und x =b = u = G(b).

Wenn H eine invertierbare Funktion ist, dann kann man G := H~! setzen und
erhélt die Regel

b H=L(b)
[ twds= [ ) du
r=a u=H~"1(a)
Bei der Substititution x = H(u) wird also mit Hilfe der Ableitung H'(u) = h(u)
formal dx durch h(u)du ersetzt. Bei der Transformation der Integrationsgrenzen

sind diejenigen u-Werte zu suchen, die den gegebenen x-Werten entsprechen, z =
a = u=H 'Y a)undz=b = u=H(b).

12.13 Beispiel:

e Linearitat:

/(sinaz‘—l—Q:c)d:c:/ sina:dx—i—Q/ IdiC:—COS(SC)‘g—l-I'Z‘g:Q—Fﬂ'z
0 0 0

e Partielle Integration:

1 1 2 2 2

T 1 e 1 e e

/ ermda::—eQI‘é——/ iy =— — ~e=l = T 4
0 2 2 0 4
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e Substitution G(z) = u: Zur Berechnung von f02 x cos(z?) dz setzt man
Gx)=2"=u, g(x)=2r 2xrdr=du
Die Integrationsgrenzen transformieren sich geméfl
=0 = u=0, =2 = u=4

Damit erhalt man

e Substitution # = H(u): Zur Berechnung von fol V1 — 22 dx setzt man
x = H(u) =sin(u), h(u)=cos(u), dr = cos(u)du.

Dabei verwendet man das Definitionsgebiet v € [0, 7/2], sodass die Funktion H
injektiv ist. Die Integrationsgrenzen transformieren sich geméf

r=0=u=0, z=1= u=mn/2

Damit erhalt man

1 /2 /2
/ V1—z2dr = / \/1 — sin*(u) cos(u) du = / cos?(u) du = 7 /4.
=0 u=0 U

=0

12.14 Variable obere Integrationsgrenze: Definiert man die Funktion F,, : I — R
geméf

F,(t) = /tf(x)dx, tel,

und ist F eine Stammfunktion von f, dann gilt F,(t) = F(t) — F(a). Folglich ist auch
F, eine Stammfunktion von f, die durch F,(a) = 0 charakterisiert ist. Achtung: Schreib-

weisen wie .
/ f(x) da,

bei denen die Integrationsvariable auch in den Grenzen auftaucht, sind nicht zuléssig.

12.15 Additivitat: Es gilt

/abf(x)dx+/bcf(x)dx:/acf(x)dx

/abf<5(7)dl‘+/baf(l‘)dl':/aaf(x)dx:()'

und insbesondere
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12.16 Monotonie: Sei a < b und
flz) < g(x) firalle z € la,b),

dann gilt aufgrund des Mittelwertsatzes

/abf(x) iz < /abg(x) da.

Ein wichtiger Spezialfall hiervon ist die Dreiecksungleichung

[ rwarl < [

12.17 Flacheninhalt: Sei f : I — R eine stetige Funktion. Wir betrachten die Punkt-
menge, die in z-Richtung durch die Abszissen a¢ und b und in y-Richtung durch die z-
Achse und den Graphen von f begrenzt ist. Wenn wir dieser Menge in sinnvoller Weise
einen (orientierten) Flicheninhalt S°f zuweisen wollen, dann muss dieser offensichtlich
folgende Eigenschaften haben:

o Additivitit: S*f + S¢f = SCf

e Monotonie: Aus f < g und a < b folgt S2f < Sbg.
o Konstante: Wenn f(x) = f, eine konstante Funktion ist, dann gilt S°f = fy(b—a).

Tatséchlich ist allein durch diese drei Vorgaben der Ausdruck S°f eindeutig bestimmt:
Sei F,(t) := St f, dann gilt aufgrund der Additivitét

Fy(t+h) — Fy(t) = Stthf — St f = Stthy,

Sei nun A > 0 beliebig gewihlt (fiir 2 < 0 verlaufen die Uberlegungen vollkommen ana-
log). Dann definieren wir die konstanten Funktionen f". und f”__ durch das Minimum
bzw. das Maximum der Funktion f auf dem Intervall [¢,¢ + h],

b =min{f(z):t<ax<t+h}, fh_=max{f(z):t<z<t+h}

min max

Es ist also
h < flx)< fh. firalle z €[t t+ A

min

und damit folgt aufgrund der Monotonie

ST fnin < Falt +h) — Fo(t) < S fy,

in ax:*
Da es sich auf der linken und rechten Seite der Ungleichung um konstante Funktionen
handelt, erhalten wir

hfh < F,(t+h)—F,(t) < hft .

min —

Wenn nun h gegen 0 geht, folgt aus der Stetigkeit von f
lim fl, = lim fl. = f(t
h]ir(]j fmln hl_l;ré fmaX f( )

und damit
F(t) = tim Dol A = Bl )

h—0 h
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F, muss also eine Stammfunktion von f sein. Da aulerdem Fj(a) = S¢f = 0 gilt, folgt

Sw:m@:/ﬂ@m

Diesen Zusammenhang nennt man auch den Hauptsatz der Differenzial- und Integral-
rechnung. Insbesondere ergibt sich fiir den Flédcheninhalt zwischen den Abszissen a und b

b
$f=/f@Mm

12.18 Andere Interpretationen des Integrals: In der vorangegangenen Herleitung
des Flacheninhalts als bestimmtes Integral wurden nur die Additivitéit und die Monoto-
nie sowie die Information iiber konstante Funktionen ausgenutzt. Diese drei Eigenschaf-
ten sind bei der Betrachtung des Flacheninhalts besonders offensichtlich, doch charak-
terisieren sie in vollkommen analoger Weise zahlreiche andere Phdnomene:

e Sei f(x) die Geschwindigkeit eines Teilchens zum Zeitpunkt = und S°f der zwi-
schen den Zeitpunkten a und b zuriickgelegte Weg, dann gilt:
— Additivitat, zuriickgelegte Wegstrecken addieren sich.
— Monotonie, wer schneller fahrt, kommt weiter.

— Konstante Geschwindigkeit f(x) = fo liefert S f = fo(b — a), das ist die
Definition der Geschwindigkeit einer gleichférmigen Bewegung.

e Sei f(x) die spezifische Dichte eines Drahtes mit Querschnitt 1 an der Stelle x und
SPf die Masse des Drahtstiicks zwischen den Punkten a und b, dann gilt:
— Additivitdt, Teilmassen addieren sich.
— Monotonie, was iiberall schwerer ist, ist auch insgesamt schwerer.
— Konstante Dichte f(x) = fo liefert S°f = fo(b—a), das ist die Definition der

Dichte eines homogenen Materials.

e Sei f(z) die Kraft, die auf ein Teilchen der Masse 1 an der Stelle z wirkt und S f
die Energie des Teilchens, nachdem es die Strecke von a nach b zuriickgelegt hat,
dann gilt:

— Additivitdt, Teilenergien addieren sich.
— Monotonie, groflere Kraft ergibt hohere Energie.
— Konstante Kraft f(x) = fo liefert Sbf = fo(b — a), das ist die Definition der

Energie bei konstanter Krafteinwirkung.

In allen drei Fallen ergibt sich der Zusammenhang

%f:/UmMm
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12.19 Existenz einer Stammfunktion: Wir wollen nun zeigen, dass jede stetige
Funktion tatséchlich eine Stammfunktion besitzt. Sei also f : [a,b] — R eine stetige
Funktion. Eine Funktion u, die stiickweise konstant und iiberall kleiner oder gleich f
ist, heiflt untere Treppenfunktion von f. Sind genauer die Abszissen a = ¢y < x; <

- < x, = b sowie die Funktionswerte uy,...,u, gegeben, dann hat die zugehorige
Treppenfunktion die Form

ulx) =u; < f(z) fir z; <z <z

Wir definieren nun in naheliegender Weise die Untersumme

n—1

Sgu = Zui($i+1 — l’l)

1=0

Die Menge aller unteren Treppenfunktionen bezeichnen wir mit Uy. Sei M das Maximum
von f auf dem Intervall [a, b], dann gilt sicher S?u < M (b — a) fiir alle u € U;. Also ist
die Menge aller Werte S%u mit v € Uy nach oben beschréinkt und damit ein Intervall
der Form

{SPu:u €U} =(—00,8) oder {Su:ucU;}=(-00,sl

Wenn f eine konstante Funktion f(z) = fy ist, dann erhalten wir den Wert s = St f =
fo(b—a). Wir bezeichnen nun ganz allgemein fiir eine stetige Funktion f die Obergrenze
der Intervalls des Untersummen mit

SPfi=s.

Man iiberzeugt sich leicht, dass S”f sowohl die Eigenschaft der Additivitit als auch
der Monotonie hat. Somit ist F,(t) := S!f eine Stammfunktion von f. Vollkommen
analoge Uberlegungen lassen sich fiir obere Treppenfunktionen und die daraus resultie-
renden Obersummen anstellen. Insbesondere sieht man leicht, dass die Obergrenze der
Untersummen mit der Untergrenze der Obersummen iibereinstimmt, da beide Grofien
auf dieselbe Stammfunktion von f fiihren.

12.20 Uneigentliche Integrale: Man bezeichnet Integrale als uneigentlich, wenn ent-
weder der Integrand oder das Integrationsgebiet unbeschriankt sind. Der Fall unbe-
schrinkter Integranden erfordert nach dem hier gewéhlten Zugang im Prinzip keine
gesonderte Behandlung. Beispielsweise ist geméfl

! dx 1
—_— 2 p— 2‘
[ =2

Dagegen existiert das Integral
Ld
x
0 T

nicht, da sich die Stammfunktion In z nicht stetig in den Ursprung fortsetzen lasst. Fiir

1/2 dr
/0 zln’z
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erhélt man zunéchst die Stammfunktion —1/1Inz, die an der Stelle = 0 nicht definiert
ist. Allerdings existiert der Grenzwert lim, o 1/Inz = 0, sodass die Funktion

—-1/1 fii
Flz) = /Inz ?rxi()
0 firz =0

stetig und damit eine Stammfunktion von f ist. Damit erhélt man

12 dx 1/2 1 1
/0 rln® (x)o In(1/2) In2

Die Grenzwertbildung kann auch direkt in die Integration einbezogen werden,

/1/2 dx =11 1 -1 1
—2:11m<— ):— —lim — = —.

o xln®z a«=0\lng'e In(1/2) e>0lna In2

Im Fall unbeschrankter Integrationsgebiete erklart man die zugehorigen uneigentlichen

Integrale mit Hilfe von Grenzwerten, sofern diese existieren:

e Sei F': (a,00) — R eine Stammfunktion von f, dann ist

/00 f(z)dx = F(m)‘zo := lim F(b) — F(a).

b—o0

e Sei F': (—00,b) — R eine Stammfunktion von f, dann ist

a—r—00

b
/ flz)dx = F(:v)}b_oo = F(b) — lim F(a).
e Sei F': (—00,00) — R eine Stammfunktion von f, dann ist

/00 f(z)dx = F(x)}iooo = lim F(b) — lim F(a).

NS b—oo a——00

12.21 Beispiel:

o Fira>1ist

/°° dx 1 o0 1 (1, 1 1) 1
_ e —_— fr 11m — == .
1oz (I—a)ze i 1 —a \boo b1 a—1

Fiir a <1 existiert das uneigentliche Integral nicht.

o Fir a <1 ist

Ld 1 1 1 1
/ v ‘: (1-0)=
0

(I—a)zeth 1-a 1—a

Fiir a > 1 existiert das uneigentliche Integral nicht.

*  dx 0o
= arctanx‘ = lim arctanb — lim arctana
— — 00

00 1+ 22 b—o0 a——o00

=n/2—(—7/2)=7
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12.22 Existenzkriterien: Anders als bei der Existenz von Grenzwerten von Reihen
konnen uneigentliche Integrale von Typ faoo f(z)dz selbst dann existieren, wenn der
Integrand unbeschriankt anwéchst. Es ist beispielsweise (ohne dass wir das hier nach-
rechnen konnten)

h ﬁ

ya H \MH “
\HH }
‘ HH ‘

i ‘M

H W

0 4

Vollkommen analog zur Untersuchung von Reihen sind aber die folgenden Vergleichs-
kriterien:

e Konvergente Majorante: Wenn faoo f(z) dx konvergiert und
lg(x)] < f(x) firalle x>z
fiir ein 2o € R, dann konvergiert auch [ g(z) dx.
e Divergente Minorante: Wenn faoo f(x) dx divergiert und
0< f(z) <g(x) firalle z>x
fiir ein 7o € R, dann divergiert auch [~ g(z) dz.

Vollkommen analoge Kriterien gelten auch fiir uneigentliche Integrale mit unbeschrank-
tem Integranden.

12.23 Beispiel:

existiert, da

und ffo i—;” nach Beispiel [12.21| existiert.

12.24 Integration und Reihenbildung: Integration und Reihenbildung weisen zahl-
reiche Analogien auf. Sei (a,), eine Folge und f eine stetige Funktion, dann ist

:/Otf(x)dm, Smi= > .

Der Differenziation der Stammfunktion entspricht eine Differenzenbildung der Partial-
summen,

Fé(t> = f(t)v Sm — Sm—1 = Qm.
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Das uneigentliche Integral und der Reihenwert entstehen durch Grenzwertbildung,
/0 f(z)dx = tliglo Fy(t), ;an = W{l_rgo Sm-

Definiert man die Funktion f als stiickweise konstant mit Werten
flz)=a, fir n<z<n+1,

dann gilt
m+1
sm:Zan:/ f(x)dr = Fo(m+1), m e N
0

Hieraus lasst sich das sogenannte Integralkriterium fiir die Konvergenz von Reihen ab-
leiten: Sei (ay), eine Folge und f eine monoton fallende Funktion mit f(n) = a,. Dann
konvergiert das uneigentliche Integral fooo f(z) dx genau dann, wenn die Reihe Y7 a,
konvergiert.
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13 Taylor-Reihen

Ein Taschenrechner wird gebaut. Er beherrscht bisher nur die Grundrechenarten +, —,
und : mit Gleitkommazahlen, d.h. reellen Zahlen. Nun soll sin(x) fiir ein z € R berechnet
werden. Wie soll der Taschnrechner das machen?

Die Funktion sin(z) ist ein Beispiel einer elementaren Funktion. Hier konnen die Funk-
tionswerte durch Potenzreihen beliebig genau berechnet werden. Im Fall von sin(z) ist
beispielsweise

sin(z) =2 — o+ — — —=%

Den Ausdruck rechts kann der Taschenrechner schrlttwelse berechnen: er beginnt mit
Yo := x, berechnet dann y; := yo — 3, , dann yo =y + 5 5, etc. Der Taschenrechner muss
wissen, wann er mit seinen Berechnungen aufhéren kann, weil der gesuchte Wert sin(x)
mit geniigender Genauigkeit (etwa fiir das Display) erreicht wurde.

In diesem Abschnitt geht es daher um Potenzreihen, das Aufstellen der Taylor-Reihe
T f zu einer gegebenen Funktionen f wie hier am Beispiel von sin(x), die Frage, ob die
Taylor-Reihe T'f (x) im Punkt « immer f(x) approximiert und wie man die Genauigkeit
mit dem Restglied messen kann.

13.1 Potenzreihen: Eine Reihe der Form

p(x):ao+a1($—x0)+a2(x—xo . Zan;p—xo

n=0

heifit Potenzreihe mit Entwicklungspunkt o und Koeffizienten a,,. Der zugehorige Kon-
vergenzradius ist die reelle Zahl R mit der Eigenschaft: Die Potenzreihe ist

e absolut konvergent fiir alle z mit |z — 2| < R,
o divergent fiir |z — zo| > R.

Sollte die Potenzreihe sogar fiir alle € R absolut konvergieren setzen wir formal R = oo.
Sollte sie fiir kein « # x¢ absolut konvergieren setzen wir R = 0. Aus dem Wurzel- bzw.
Quotientenkriterium fiir Reihen folgt: Wenn einer der beiden Grenzwerte

(hm \ an]> bzw. (lim |an+1|)
n—oo n—oo ’an’

existiert, so ist er gleich dem Konvergenzradius. Wenn der Grenzwert in der Klammer 0
ist, ist R = oo. Falls die Folge in der Klammer unbeschrénkt ist, ist R = 0. Das Verhalten
fir |x — 29| = R, also die Randpunkte = = 27 £ R, muss gesondert untersucht werden.
Die Menge aller z, fiir die die Potenzreihe p konvergiert, heifit Konvergenzbereich und
wird mit I, bezeichnet.

13.2 Beispiel:
e Fiir p(z) =e” =3 " ) L 2" erhillt man R=00 und I, = R (vgl.|9.15)).

n=0 n!

e Fiir Y- 2™ erhéilt man R =1 und I, = (—1,1) (vgl. 0.2).
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e Fiir p(z) = Y7 | £ (2—2)" kann man den Konvergenzradius nach beiden Formeln
berechnen,

—1
n . n+1 -1
R={1m ¢/Z) =(tm 22 ) -1

Fir 2 = 24+ R = 5/2 erhélt man eine divergente und fir xt = 2 — R = 3/2 eine
nach dem Leibniz-Kriterium konvergente Reihe. Die Potenzreihe konvergiert also
fir z€l,=1[3/2,5/2).

e Fiir p(z) =5 2 jnla™ erhélt man R = 0 und somit [, = {0}.

o Fiir p(z) =3 7, —2:903’“, also
3 6, S 9 12
p(x) = 22° + 2x —f—gx +4x 4,

kann man den Konvergenzradius nach keiner der beiden Formeln berechnen, denn
hier ist die Koeffizientenfolge nach Potenzen von x

0,0,2,0,0,2,0,0,2,0,0,4,0,0,35—2,0,0,...

und somit existiert keiner der beiden Grenzwerte. Man kann sich hier behelfen
indem man y = 2® subsituiert. Man erhélt .7, 2y* mit Koeffizientenfolge nach

Potenzen in y
8 2
2,2,—,4,3—,....
3 5
Wie im dritten Beispiel ergeben die Formeln, dass die Reihe in y Konvergenzradius

% besitzt. Wegen y = 22 ist der Konvergenzradius der Reihe in z damit R = {’/g .

13.3 Eigenschaften:

e Jede Potenzreihe konvergiert fiir z = xy gegen den Wert p(zy) = ag. In der Sum-
menschreibweise p(x) = Y 0o a,(x — xo)™ wird also formal 0° = 1 gesetzt.

e Fiir |z — zo| < R ist die Funktion p(z) beliebig oft stetig differenzierbar und die
Ableitungen kénnen durch gliedweises Differenzieren bestimmt werden,

()= nay (@ —w)""
n=1

n=k

n—k

Der Summationsbereich ist also immer so gewéhlt, dass keine negativen Exponen-
ten auftreten. Insbesondere gilt fiir alle k € Ny
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e Unbestimmte und bestimmte Integrale konnen durch gliedweise Integration be-
stimmt werden. Fiir a, b, x € I, gilt also

= a
dr = n - n+1
/p(:c) x c+nzz()n+1(x ) ,

b )
_ Qn n+1 n+1
/ap(a:)dx—;n+1(b —a"m).

e Die Konvergenzradien der integrierten oder differenzierten Potenzreihen stimmen
mit dem der urspriinglichen Potenzreihe iiberein, d.h., R, = Ry = Ry,. Die
Konvergenzbereiche kénnen verschieden sein.

e Abelscher Grenzwertsatz: Ist eine Potenzreihe in einem Randpunkt konvergent, so
ist sie auch dort (einseitig) stetig.

o Findeutigkeitssatz: Zwei Potenzreihen mit demselben Entwicklungspunkt und posi-
tiven Konvergenzradien haben genau dann iiberall dieselben Funktionswerte, wenn
alle Koeffizienten iibereinstimmen.

13.4 Beispiel:

e Fiir die Exponentialreihe gilt R = oo und daher

o 1 o n—1

() =2 m;!_ =2 (nx— o=

n=0 n=1

und
n+1 n+1

1 oz = w
/e T c+nzzon+1 o C+HZ:0(”+1)! c +e

o Fiir p(z) =) " 2" gilt R =1, also ist R = 1 auch fiir

/ — n—1 _ n+l _ i
P (x) ;m& , /p(yc) C+;n+1$ c—l—;n

13.5 Taylor-Reihe einer differenzierbaren Funktion: Sei f eine im Punkt xq be-
liebig oft differenzierbare Funktion. Wenn p(z) = 7, a,,(z —x¢)" eine Potenzreihe mit
positivem Konvergenzradius ist, die mit f auf I, ibereinstimmt, so muss geméaf ((13.1))
gelten

Die Potenzreihe

> £ (2,
Tf(z):=)_ ARG (2 — xo)" (13.2)

heifit Taylor-Reihe der Funktion f im Entwicklungspunkt . Wenn man nur endlich
viele Summanden beriicksichtigt, dann erhélt man das Taylor-Polynom

™) (g
Tof(z) = Z fn—(') (x — xo)"

vom Gradm von f im Entwicklungspunkt z,. Beachte: wir bezeichnen T, f(x) als Taylor-
Polynom vom Grad m, auch wenn im Fall ™ (z4) = 0 der Koeffizient vor #™ Null ist.
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13.6 Beispiel:
o f(x) = e”, Entwicklungspunkt xy = 0,

o0
x?  ad

Tyf(x) =1 4+
;. sf(2) =1+a+ 5+

o f(x) = e*, Entwicklungspunkt xy = 1,
L e(z—1)"
_ Z#, Tof(x) = e + ez — 1).
~
o f(x)= ﬁ, Entwicklungspunkt zy = 0,

ZJE Tif(r) =14z +2® +2° + 2%,

e Allgemein gilt: T3 f(x) ist die Tangente an den Graphen von f im Punkt z.

13.7 Regeln:
I(f+9)=Tf+Tyg
T(f-9)=Tf -Tg
T(f) = (TfY
)

13.8 Restglied: Fiir die Abweichung zwischen Funktionswert f(x) und dem Wert des
Taylor-Polynoms m—ten Grades T,,f(x) gilt: Es gibt eine Zahl £ zwischen zy und =z,
sodass

f(erl)(f) (x o l’o)erl.

f(m) = Tmf(x) + Rm+1f($>7 Rerlf(x) = (m T 1)!

Ry1f () heifit Restglied in Lagrange-Form. Fiir festes z gilt f(z) = T f(x) genau dann,
wenn (R, f(2))men eine Nullfolge ist.

13.9 Taylor-Reihe einer elementaren Funktion: Alle sogenannten elementaren
Funktionen f : Dy — R (dazu gehoren Polynome, rationale Funktionen, exp x,sin x,cos z,
sinhz, coshx, Inz, ... sowie deren Verkettungen oder Umkehrungen) haben folgende
Eigenschaft: Ist o € Dy ein innerer Punkt, d.h. es gibt ein € > 0, so dass (xg—¢, zo+€) C
Dy, dann hat die Taylor-Reihe von f mit Entwicklungspunkt z( einen positiven Kon-
vergenzradius und

flx)=Tf(x) firx e Iry.

Mit anderen Worten approximiert 7,,, f(x) den Funktionswert f(x), sofern z ~ x¢. Faust-
regel: Die Approximation ist umso besser, je ndher x bei z( liegt und je grofler m ist.



114

13.10 Beispiel:

e Sei x € Ry fest. Fiir f(x) = sin(z) und z¢ = 0 ist

und

(m+1)
Rpy1 f(z) = —]Em i S') g™

mit einem ¢ € (0,z), das von x und m abhiingt. Je nach Wahl von m ist f(™+1(¢)
einer der vier Werte 4 sin(¢) oder 4 cos(€), in jedem Fall aber ist | f™m+D(¢)] < 1.
Also

i
|Rps1f(z)] < CE

Da x fest ist, folgt lim,, o0 |Rmi1f(z)] = 0. Also

A

Sin(:p):x—a—i—a—ﬁi,

d.h. der Wert, gegen die Reihe rechts fiir ein festes x konvergiert, ist sin(x). Wollen
wir sin(z) auf 9 Nachkommastellen genau tiber die Taylor-Reihe berechnen, d.h.
das Ziel ist |sin(z) — Ty, sin(z)| < 107, dann miissen wir m so grofi wihlen, dass

|x‘m+1

(i < 1079, Je kleiner zx ist, umso kleiner wird m sein.
m+1)! )

e Bilder von Tof, T\ f, Tof, Tsf fiir f(x) = sin(z) im Punkt xy (griin):

Auch das Bild zeigt: Je ndher x an x liegt und je grofler m ist, desto besser approximiert
T f(z) den tatsdchlichen Wert sin(z).

13.11 Bemerkung:

e Es gibt nicht-elementare Funktionen, bei denen f(x) und T'f(x) nur fir x =
iibereinstimmt. Ein Beispiel ist

—1/22
ﬂ@:{g 27
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mit Entwicklungspunkt zy = 0. Man kann zeigen, dass f in xqg = 0 beliebig oft
differenzierbar ist mit f*)(0) = 0 fiir alle k. Also T'f(x) = 0 fiir alle , wihrend
f(z) = 0 nur fir 2 = 0. Hier wird f(z) nicht durch T,, f(z) approximiert.

e Mit der Substitution h := x — zy kann eine Taylor-Reihe ((13.2) in die Form

[ (o)
—h

n

Tf(zo+h)=>
n=0

gebracht werden. Analoges gilt fiir das Taylor-Polynom.
13.12 Beispiel: Nach [9.2) gilt

1 oo
:5 " fir |z] < 1.
-2 s

Aus dem Eindeutigkeitssatz folgt, dass die Potenzreihe auf der rechten Seite die Taylor-
Reihe von f(z) = == im Entwicklungspunkt o = 0 sein muss. Dann ist

f™M0) =n! fiir alle n,

was direkt aus f(z) = = nur mit Aufwand nachgerechnet werden kann. Reihe und

Funktion haben dieselben Werte genau auf I = (—1,1). Fir x € R\(—1, 1] kann f(x)
berechnet werden, die Reihe konvergiert aber nicht.

Multiplikation mit z liefert

o
. T Zx"ﬂ fur |z| < 1.
-
n=0

Differenziation der Ausgangsgleichung auf beiden Seiten liefert

1 Nt e
m:an 1 fur |$‘<1
n=1

Integration auf beiden Seiten liefert

oo

(1 —2) =3 fir fof < 1.
n

n=1

Der Eindeutigkeitssatz zeigt wieder, dass ei allen drei Gleichungen jeweils auf der rechten
Seite die Taylor-Reihe im Entwicklungspunkt xq = 0 der Funktion links steht. Bei der
letzten Zeile hat man zuerst noch eine Konstante ¢, aber Einsetzen von x = 0 zeigt
c=0.

Die Logarithmus-Reihe Y - % konvergiert fiir x = —1 nach dem Leibniz-Kriterium,
nicht aber fiir = 1. Hier ist also I = [—1,1). Da Funktion und Reihe auf I iiberein-
stimmen folgt
o= 30 0
n=1 n

wie in [9.6) behauptet.
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13.13 Beispiel: Taylorreihen mit Entwicklungspunkt 0 und Konvergenzbereich I:

> r2ntl
arctan x = E (—=1)" 1
n

n=0
sinz oo( 1y z*n
r (2n + 1)V’

n=0

o0 x?n—i—l
; (2n+ 1)V

e 2n

X
coshx = Z W’

n=0

sinhz =

(z —1)"=1—4x + 62° — 42° + 2%,

I=(-1,1)

I=(-1,1)

I=(-1,1)

13.14 Landau-Symbole: Wir schreiben das Landau Symbol O(m) um auszudriicken,
dass nur Terme der Ordnung > m folgen. Im Fall zy = 0 ist etwa

m—1 (n)
Ti@) = 3 L0 o 0m) = 11 () + O™,

n!

d.h. T'f(x) —T,,—1 f(x) ist eine Potenzreihe beginnend mit 2™. Fiir beliebiges x( schreibt

man entsprechend

(x —xo)" + O((a: — xo)m)
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oder besser

—_

3

f(")(xo)

n!

Tf(zo+ h) = K"+ O(h™).

i
[e=)

13.15 Verkettete Funktionen: Ausgehend von der Formel

f(@) = T fx) + O(2™)

und den bekannten Taylor-Reihen elementarer Funktionen lassen sich Taylor-Polynome
verketteter Funktionen ohne die Berechnung von Ableitungen bestimmen.

13.16 Beispiel:

o f(x)= e~** gesucht Ty f. Mit u = —z? erhiilt man
2

4
f(:zc):1—|—u—|—%+0(u3):1—x2+%+0(x6),

also Ty f(x) =1 — 22 + 21/2.

5

e f(x) =tanz, gesucht T5f. Mit sinx = x — %3 + &5+ O(2") und cosz =1 — % +
;”—i + O(2%) erhilt man zunéchst

: z? | 2® 7
sine  x— % + {55 + O(a")

cosr  1-Z 42 4 O25)

Die Substitution u = 2%/2 — x*/24 + O(2%) liefert mit der geometrischen Reihe
bzw. der Taylorreihe zu ﬁ

tanx = (:1:—‘%—%%—1—0(:63)&
= (a:—%%—%%—O(ﬂ))-(1+u+u2+0(u3)).

Riicksubstitution ergibt

P N 3 225
tane = (e— 24X 4oEn)) (145 L 48 ) = e+ T2 L 0(T),
an x (x 6+120+ (x )>(+ +—+0(x )) w+3+15+0(x)
AlsoistT5f(x):x+%3+%.

13.17 Bestimmung von Grenzwerten: Grenzwerte vom Typ

i M o) = g(xg) =
xlgglog@), f(xo) = g(0) =0,

lassen sich ohne die Regel von ’Hospital bestimmen, indem man die Taylor-Entwicklung
von f und g bis zum ersten von Null verschiedenen Term explizit bestimmt.
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13.18 Beispiel:
e f(z) =sin(z?) = 2>+ O(2?), g(x) =1 —cosz = 2*/2 + O(2?), also

sin(x?) . 2+ 0(?) . 14+ 0(2)
lim ———— =lim—— -2 =lim ——— =
=01 —cosx 2—-022/240(23) «=01/24O(x)

o f(z) =2 —1)=22"+0(z°), g(z) =In(1+2?) = 2% + O(z*), also

o ox3(e*—1) . 22 +0(2%) . 2x+O0(x?)
lim————= =lim— 2 = lim ———= = 0.
=0 In(1+23) 20 234+ 0O(2*) 2-0 14 O(x)

o f(z) =2 —sinz® =2%/6 +O(z"), g(z) = (1 —cosz)® = 25/8 + O(z7), also

. z® —sinz® . 2%/6+0((") . 1/6+0(x) 4
20 (1 —cosz)3  2-»026/84+0O(27)  2-01/8+0(x) 3

13.19 Minima/Maxima: Die Funktion f : I = (a,b) — R hat in zq € [ ein lokales
Minimum (bzw. Maximum), wenn es ein € > 0 gibt, s.d. f(z) > f(xo) (bzw. f(z) <
f(x0)) fiir alle x € T mit |z — 29| < e.

Sei f nun differenzierbar, f'(zo) = --- = f*Y(z9) = 0 und f*)(24) # 0, dann gilt

Tf(xo+h) = f(zo) + f(k;(f(’) h* + O(R*).

Fiir x nahe bei xg ist h klein, daher sieht der Graph von f dort aus wie der Graph von
k
fxo) + % h* bei h = 0. Daraus kann man folgendes ablesen:

e Wenn k gerade ist und f*)(xy) > 0, dann hat f im Punkt x, ein lokales Minimum.
e Wenn k gerade ist und f*)(zy) < 0, dann hat f im Punkt z, ein lokales Maximum.
13.20 Beispiel: Die Funktion
f(z) := cos(x) + cosh(z) = 2+ z*/12 + O(2°)

hat an der Stelle o5 = 0 ein lokales Minimum.
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14 Fourier-Reihen
14.1 Periodische Funktion: Eine Funktion f : R — R heif3t L-periodisch, wenn
flz+L)=f(x), z€R

fiir eine Zahl L > 0. Eine L-periodische Funktion ist auch kL-periodisch fiir alle k € N.
Die Periode einer Funktion ist definiert als die kleinste Zahl L > 0, fiir die die Funktion
L-periodisch ist. Eine L-periodische Funktion ist durch ihre Werte auf einem beliebigen
Intervall der Lange L vollstdndig bestimmt.

14.2 Trigonometrische Reihen: Eine Reihe der Form

t(x) = % + aq cos(x) + by sin(z) + ag cos(2z) + by sin(2x) + a; cos(3x) + b sin(3x) +
=57 ; a, cos(nz) + ; by, sin(nzx) (14.1)

heifit trigonometrische Reihe mit Koeffizienten a,,b,. Die Partialsumme bis m

:?04—%@”005 (nx —i—Zb sin(nx)

n=1 n=1
hei3t trigonometrisches Polynom vom Grad m.
14.3 Eigenschaften:

e ¢ konvergiert fiir alle z € R absolut, wenn es Konstanten a, 8 > 1 gibt, sodass

lim n%,, = lim n°b, = 0.
n—oo n—oo

Die Funktion ¢ ist dann stetig.

e ¢ ist k-mal stetig differenzierbar, wenn es Konstanten o, 8 > k + 1 gibt, sodass

lim n%, = lim n’b, = 0.

n—oo n—oo
Die Ableitungen sind wieder trigonometrische Reihen, deren Koeffizienten sich
durch gliedweises Differenzieren bestimmen lassen.

e Das Integral [ ¢,,(x)dz ist genau dann ein trigonometrischen Polynom, wenn ag =
0. Wenn bei der unendhchen Reihe t summandenweise integriert werden darf, dann
ist [ t(x) dx genau dann eine trigonometrische Reihe, wenn ag = 0.

e Die trigonometrischen Polynome sind 27-periodisch, d.h., t,,(z + 27) = t,,(z) fiir
x € R. Das Gleiche gilt fiir trigonometrische Reihen, d.h.: Wenn die Reihe ¢(z) fiir
einen Wert x kovergiert, dann konvergiert sie auch fiir  +27 und t(x) = t(x +27).

t bzw. t,,,(x) ist genau dann eine gerade Funktion, wenn alle b,, Null sind.

t bzw. t,,(z) ist genau dann eine ungerade Funktion, wenn alle a,, Null sind.
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14.4 Orthogonalititsrelationen: Fiir beliebige k,l € Ny gilt

27
/ cos(kx)sin(lz) dx =0
0

o 2r fallsk=1=0
/ cos(kx)cos(le)dr =< m fallsk=1>0
0

0  sonst
2 falls k =1>0
/ sin(kz) sin(lx) dr = {W A ~
0 0 sonst

Durch Anwendung der Orthogonalitdtsrelationen sieht man, dass zwischen einem trigo-
nometrischen Polynom und seinen Koeffizienten der folgende Zusammenhang besteht:

1 27 1 2m
ap = —/ tm(x> COS(k‘I) d:L‘, bk = —/ tm(l‘) sin(k‘m) dx. (14.2)
T Jo m™Jo
Insbesondere ist )
1 s
ag = %/0 tm () dx

Das Gleiche gilt fiir ¢(z), sobald klar ist, dass die Reihe summandenweise integriert
werden kann.

14.5 Fourier-Reihe periodischer Funktionen: Sei f : R — R eine 2m-periodische
Funktion, die integrierbar ist, also eine Stammfunktion besitzt. Wenn ¢ eine trigono-
metrische Reihe geméf ist, die mit f {ibereinstimmt und wenn summandenweise
integriert werden darf, dann muss wegen fiir die Koeffizienten gelten

= %/o 7rf(x) cos(kx)dxr, by = %/o 7rf(x) sin(kx) dz. (14.3)

Die trigonometrische Reihe

= §O+iancos (nx +Zb sin(nx)

n=1 n=1

mit Koeffizienten geméf (14.3) heifit Fourier-Reihe der Funktion f. Wenn man nur
endlich viele Summanden beriicksichtigt, so erhélt man das trigonometrische Fourier-
Polynom zu f

Fof(z :§+Zancosnx +Zb sin(nx)

n=1 n=1

vom Grad m.
14.6 Bemerkungen:
® ay/2 = 02” f(z) dx ist der Mittelwert der Funktion f.

e Wenn f gerade ist, bzw. f(z) = f(—=) fur alle x € [0, 27] mit hochstens endlich
vielen Ausnahmen, dann ist F'f eine reine Cosinus-Reihe, d.h., b, = 0,n € N.
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e Wenn f ungerade ist, bzw. f(z) = —f(—=z) fir alle z € [0,27] mit hochstens
endlich vielen Ausnahmen, dann ist F'f eine reine Sinus-Reihe, d.h., a,, = 0,n €
No.

e Das Integral fo% in der Definition der Koeffizienten kann durch ein beliebiges
anderes Integral iiber ein Intervall der Lange 27 ersetzt werden, z.B. durch fjﬂ

14.7 Fourier Reihe stiickweise glatter Funktionen: Es sei f : R — R eine 27-
periodische Funktion, die stickweise glatt ist. D.h. es gebe endlich viele z—Werte

O=xo <21 <Ta <<z, =27
so dass gilt:

e f ist auf jedem Teilintervall (z;_1,x;) stetig differenzierbar.

e In den Punkten zq,...,x, gibt es den linksseitigen Funktionsswert und die links-
seitige Tangentensteigung, d.h. es existieren die Grenzwerte
- flx) = flai—)
—) =lim und lim .
f(zi—) = lim f(z) fim = —
e In den Punkten zg,...,x, 1 gibt es den rechtsseitigen Funktionsswert und die

rechtsseitige Tangentensteigung, d.h. es existieren die Grenzwerte

f(z;+) =lim f(x) und lim flw) = f(xz—i-)

rlx; zlz; T — X;

Dann kovergiert F'f(z) fiir alle x € [0, 27| und es gilt

Ff(e) = f(z), =+,

und
1

Ff(x;) = §(f(517i—) + f(zi+)),

d.h. Ff(z;) ist der Mittelwert aus linksseitigem und rechtsseitigem Grenzwert von f im
Punkt z;.

14.8 Beispiel: f(x) = max(0,z) fir x € [—7, 7).

L e /2 firn =20
n = — f(x)cos(nx)de = ¢ —=2/(7n?) fiirn=1,3,5,...
0 0 fiir n = 2,4,6,...

= %/0 7rf(:L') sin(nz) dz = (—1)"*"/n

Damit ergibt sich die Fourier-Reihe

n

Ff(x)= % - %; o 1) 5 cos((2n — 1)z) — Z (=1" sin(nx)

n=1
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und das Fourier-Polynom der Ordnung 4
2 2 1 1
Fyf(z) = % - cos(x) — o cos(3x) + sin(z) — 5 sin(2x) + 3 sin(3x).

Setzt man speziell x = 0, so erhélt man

IO =0 =0=F 23 o

n=1
und damit
i LRSS w2
~@2n—-12 9 25 49 8’

Funktion f(t) Approximation ff(t)
T T 35 - .

1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

Approximation Ff(t) Approximation onf(t)

-0.5
0

1 2 3 4 5 6 5 6

14.9 Beliebige Periode: Hat die gegebene Funktion f die Periode L, dann kann man
diese durch die Transformation
2m

9(2) = flz/w), wi=—

auf eine 2m-periodische Funktion g transformieren. Durch Riicktransformation der Fourier-
Reihe von ¢ erhélt man fiir f die verallgemeinerte Fourier-Reihe

Ff(x) = % + Z a, cos(nwx) + i by, sin(nw)

n=1 n=1

mit Koeflizienten

a, = %/L f(z) cos(nwzx) dz
0

L
b, = %/0 f(z) sin(nwzx) dz.

Wieder kann statt von 0 bis L iiber jedes Intervall der Linge L integriert werden.



14.10 Fourier-Reihe in komplexer Form: Mit Hilfe der Eulerschen Formel

e™ = cosnx + isin nx

kann man die Fourier-Reihe ((14.1)) auch in der Form

Ff(x)= i '™

n=—oo

schreiben. Dabei sind die Koeffizienten gegeben durch

o %Cbo firmn=20
e, = %/ f(x)e—inx dr = % (an — @bn) firn >0
0 T (a_, +ib_y,) fiir n <O0.

Umgekehrt gilt
ap, =Cp+C_p, b, =1c, —1c_,.

123
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15 Funktionen mehrerer Verianderlicher

15.1 Erinnerung: Der Raum R™, Skalarprodukt, Norm und Folgen: Wie in
Abschnitt [2] ist im folgenden

R™ = {% = [x1,20,...,Zm)" : T1,...,2m € R}
und
Tty =[x Ly, $2iy2>---,i€miym]T
i = [cwy, cry, ... cxy]t, cER
(T,9) =2y :=my1 + 22y2 + - + T
2] == /(Z, ).
Dabei gilt
ezl = e[ - |IZ]l, ceR
12+ 71l < [[Z]] + [|4]
17 =gl = [lZ] = [17] |
(@,9) < ||Z] - [|7]
Eine Folge (Z1,)ken von Vektoren mit Koordinaten &y = [21 4, ..., Zm k)T in R™ heifit kon-
vergent, wenn die Zahlenfolge jeder Koordinate konvergiert, also die Zahlenfolge (x; k) ken
firi =1,...,m. Der Grenzwert ¥, ist dann gegeben als Vektor der Grenzwerte der ein-
zelnen Koordinaten,
lim X1,k
k—o00
_’0 - )
I
Jim o

und man schreibt
k—oo

Ein Folge, die nicht konvergent ist, heifit divergent.

e Die Folge 7, konvergiert genau dann gegen ¥, wenn ||}, — Zo|| eine Nullfolge ist.

e Seien Tj und g konvergente Folgen mit Grenzwert ¥y bzw. 7y. Dann gilt

lim (Z% + ¥x) = Zo + Yo, lim cZ) = cZy
k—o0 k—o0
Jim (Zy, gk) = (o, 50), lim [|Z]| = [|Zo]-
—00 k—o00

15.2 Beispiel:

e Die Folge (Z4)ren mit 7y, = [1/k, VE]T ist konvergent zum Grenzwert

klim 1/k 0
- . - —00 o
R A i [1] :

e Die Folge (T})keny mit T = [1/k,3,k]T ist divergent, da die dritte Koordinate
divergiert.
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15.5

15.6
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Topologische Begriffe: Es sei M C R™.

Die Menge
Uc(Zp) :={Z € R™: ||Z — Zy|| < &}

heifit e-Kugel um . Hier ist € > 0 ein fester Radius.

Ein Punkt #y heifit innerer Punkt von M, wenn es eine e-Kugel U.(Zy) gibt, die
vollstandig in M enthalten ist.

Die Menge M heifit offen, wenn alle ihre Punkte innere Punkte sind.

Ein Punkt Zy heiit Haufungspunkt von M, wenn es eine Folge (¥ )ren von Punkten
in M gibt, die gegen ¥y konvergiert, wobei ¥y # T fiir alle k.

Die Menge M heifit abgeschlossen, wenn sie alle ihre Haufungspunkte enthélt.

Die Menge M heifit beschrinkt, wenn es eine Konstante R gibt, sodass fiir alle ¥
in M gilt ||Z] < R.

Die Menge M heifit kompakt, wenn sie beschrankt und abgeschlossen ist.

Beispiel:

M = U.(%)) ist offen und beschréankt.

M = K. (Zy) :=={Z € R™: ||& — &y|| < e} ist kompakt.

M = R™ ist offen und abgeschlossen, aber nicht beschrankt.

M = K. (Zy)\{Zo} ist weder offen noch abgeschlossen, aber beschrénkt.

Bemerkungen:

Eine Menge M C R™ ist genau dann abgeschlossen, wenn ihr Komplement
M .= {ZecR™: ¢ M}

offen ist.

Seien M und M, offen. Dann sind auch M; U My und M; N M, offen.

Seien M; und M, abgeschlossen. Dann sind auch M; U My und M; N My abge-
schlossen.

Funktionen mehrerer Verinderlicher: Sei M C R™. Eine Vorschrift f : M —

R, die jedem Element ¥ € M eine reelle Zahl y = f(Z) = f(z1,...,x,) zuordnet,
heifit skalare (oder reelle) Funktion von m Verdnderlichen mit Definitionsgebiet M. Wir
verwenden synonym die Schreibweisen

f(@) = f(xr,...,zm).
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15.7 Spezielle Funktionen:
e Sei ¢ € R, dann ist f(Z) = c eine konstante Funktion.
e Sei @ € R™, dann ist f(7) = (@, Z) = a’ ¥ eine lineare Funktion.

e Sei A eine (m x m)-Matrix, dann ist f(Z) = (%, AT) = &7 AT eine quadratische
Funktion.

o f(¥) = || — P| ist die Abstands-Funktion zam Punkt P.
Dabei ist jeweils das Definitionsgebiet M = R™ moglich.

15.8 Stetigkeit: Sei f: M — R eine Funktion und ¥y € M ein Punkt im Definitions-
gebiet. Die Funktion f heifit stetig im Punkt Ty, wenn fiir jede Folge &) in M, die gegen
Zo konvergiert, gilt

lim f(Z) = f(lim &%) = f(Zo).

k—o0 k—o00
Anderenfalls heiflt f unstetig im Punkt Zy. Die Funktion f heifit stetig, wenn sie in allen
Punkten von M stetig ist.

15.9 Regeln: Wie im Fall m =1 (vgl. [10.9) hat man

e Alle Verkniipfungen der elementaren Funktionen mit mehreren Variablen sind auf
dem Definitionsgebiet stetig.

e Wenn f: M — Rund g : M — R stetig sind, dann sind auch f +£ g, fg sowie
max(f,g) und min(f, g) stetig. Der Quotient f/g ist stetig in &, falls g(7y) # 0.

e Wenn M kompakt ist und f : M — R stetig, dann nimmt f auf M sein Maximum
und sein Minimum an, d.h., es gibt Punkte Z;, und Z . in M mit

f(@min) < f(Z) < f(Zmax) fiir alle £ € M.

15.10 Beispiel:

e Konstante, lineare und quadratische Funktionen sowie Abstands-Funktionen sind
stetig auf R™.

o f(z,y) = x*sin(x — y3) + wy ist stetig auf R2.

e Die Funktion ,

L fur (z,y)

filw,y) = {82+y2 fiir (z,y) = (0,0)

RIS
—~
=

(e
~—

ist stetig auf R2.

e Die Funktion

— ac2m—£ly2 fiir ($, y) 7& (07 0)
fa(@,9) {o fiir (z,y) = (0,0)

ist stetig auf R?\{0} und unstetig in 0.
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Abbildung 21: Die Funktion f; ist stetig im Ursprung. Egal, wie man sich mit Punkten
(%, yn]T dem Ursprung nihert, die Funktionswerte fi(z,,y,) konvergieren gegen 0 =

fl(()?o)

=T
=

o
SSSsea

Ay,
A
.

iy

A

L7
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[T 7 7

L7
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‘-—--...
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Abbildung 22: Die Funktion f, ist unstetig im Ursprung. Egal welchen Wert ¢
[—0,5,0,5] man wihlt, man findet eine Folge ([z,, yn]" )nen mit lim,, soo[Tn, yn|T =

und lim,, o fo(Zn, yn) = c.

€
0
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15.11 Vektorfelder: Seien f1, ..., f, skalare Funktionen mit einem gemeinsamen De-
finitionsgebiet M C R™. Die daraus gebildete Funktion F': M — R" mit

fl(f) f1($1,...,$m)
F@)=| : |= :

L@ e o)

heifit vektorwertige Funktion von m Verénderlichen oder auch kurz Vektorfeld. Die Funk-
tionen fi,..., f, heilen Koordinatenfunktionen. F' ist genau dann stetig, wenn alle Ko-
ordinatenfunktionen stetig sind.

15.12 Spezielle Funktionen:
e Sei ¢ € R™, dann ist F'(¥) = € eine konstante Funktion.
e Sei A eine (n x m)-Matrix, dann ist F(¥) = AZ eine lineare Funktion.

o Id(Z) := & ist die identische Abbildung (oder kurz die Identitdt). Dies ist die
lineare Abbildung mit A = E. Wenn das Definitionsgebiet auf die Menge M C R™
eingeschréankt ist, dann schreibt man auch Id,,.

15.13 Verkettung: Seien G : R¥ — R™ und F : R™ — R" zwei Vektorfelder. Dann
ist die verkettete Funktion V := F o (G definiert durch

V:RF 5 R, V(Z):= F(G()).
Wenn F' und G stetig sind, dann ist auch V' = F o G stetig.
15.14 Umkehrfunktion: Sei F': M — R" ein Vektorfeld mit Bildbereich
B:={F(¥):2€ M} CR".
Wenn es eine Funktion G : B — M gibt mit
GoF =1dy, FoG=Idg,
dann heit G Umkehrfunktion von F und man schreibt G = F~1,

15.15 Beispiel: Sei M =R x (—7/2,7/2) und

ﬂn@z[ﬁww} G@w¢%=ﬁ+ﬂ,

ePsing Tz

dann ist
% In(r? + s?)
arctan(s/r)

Pl - | | Ve = |

e* 1Y cos xz]

e*TYsinxz

15.16 Graph und Bild: Es geht nun um bildliche Veranschaulichungen von Funktio-
nen. Dazu sei F': M — R"™ gegeben, M C R™. Die f; seien aus elementaren Funktionen
zusammen gesetzt.

Im Fall f: M — R mit M C R zeichnen wir seit der Schulzeit den Graphen im R?. Wir
markieren zu jedem z—Wert in M seinen y = f(z)-Wert, zeichnen also die Punktmenge

Gr={(z,f(x))|r€ M} CRx R =R>
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In direkter Verallgemeinerung ist der Graph von F' die Punktmenge
Gr={(Z,F(Z)) | 7€ M} CR" x R" = R™"",

Da wir nur Bilder bis Dimension 3 zeichnen kénnen, kann G’z nur fiir m+n < 3 bildlich
dargestellt werden, also in folgenden Féllen:

o [': M — R, M C R (kennen wir aus der Schule).

o [': M — R, M C R2 Wir erhalten G wieder, indem wir iiber jedem [x,y]T € M
den Punkt [z,y, F(z,y)]" markieren. Speziell im Fall

F:M=/lab] x[c,d =R

ist G ein “gekriimmtes Flidchenstiick” iiber dem Rechteck [a,b] x [¢,d] in der
(x,y)-Ebene (Bilder . Man kann G'» wie in den Bildern durch ein gekriimm-
tes Gitternetz darstellen. Einen Eindruck vermitteln auch die Héhenlinien in der
(x,y)-Ebene: Fiir festes ¢ € R sind das die Punkte

(feM|F& =c}.

o ': M — R2 M C R. Wir erhalten G, indem wir iiber jedem x € M den Punkt
[z, f1(x), f2(z)]T markieren. Speziell im Fall

F:la,b] - R?

ist G eine “sich um [a, b] windende Kurve”. Man zeichnet hier allerdings zumeist
B F statt GF.

Statt den Graphen zu betrachten kann man nédmlich auch die Bildmenge von F', also
Br={F(Z) |2 M} CR"

betrachten. Geometrisch erhalten wir Br aus G durch Projektion auf die Funktions-
werte. In den ersten beiden Punkten oben ist B C R die Menge der y— bzw. z—Werte
von F. Im dritten Punkt ist Bp eine Kurve in R? (Linkes Bild .

Manchmal kann Bp bildlich veranschaulicht werden, G aber nicht. Z.B. kann im Fall
F:M —R3 M CRoder M C R?, der Graph G nicht mehr gezeichnet werden, wohl
aber Br. Die interessanten Falle bekommen Namen:

o [ : [a,b] — R" ist eine Kurve (auch Kurvenstiick oder Weg). Man bezeichnet
manchmal auch das Bild Br als Kurve, parametrisierte Kurve oder Spur der Kurve

(Bilder [23).

e [ : [a,b] X [¢,d] — R® ist eine Fliche. Auch das Bild Bp heifit Fliche oder
Fléchenstiick (Bild [25).

Wir nennen F' (globale) Parametrisierung von Br. Wir werden die Begriffe Kurve, Fliache
spater allgemeiner definieren, benétigen dazu aber Begriffe wie Stetigkeit, Differenzier-
barkeit.
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—2F
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Z10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 : -0.5

Abbildung 23: Zwei Bilder By. Links fiir F' : [0,10] — R? F(t) = [t cost, tsint]T, rechts
fir F': [0,67] — R®, F(t) = [cost,sint,t/5]"

Graphen kann man parametrisieren: Der Graph der Funktion F' : [a,b] X [¢,d] — R
wird parametrisiert durch H = [a,b] x [c,d] — R3, [z, y]T — [z,y, f(x,y)]T, denn es gilt
Gr = Bpy. Es ist andererseits

F:[0,27] = R?,  F(t) = (cos(t),sin(t))"

eine Parametrisierung des Kreises, der Kreis selbst ist aber nicht Graph einer Funktion
f:M—R, MCR.

Abbildung 24: Graph Gp fiir F: [-1,1] x [0,2] = R, F(z,y) = x cos(z? + 9?).
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Abbildung 25: Bild Bp fiir F': [-1,1] x [-1,1] = R? F(u,v) = [uv, u,u® — v?]T.
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16 Differenziation in mehreren Verianderlichen

Die Einfiihrung der Differentialrechnung in mehreren Variablen birgt ein Problem:
Fir M C R™sei f: M — R eine Funktion, also f(Z) = f(z1, %2, ..., Zy). Diese Funktion
f soll abgeleitet werden.

Folgendes funktioniert nicht:

denn im Nenner steht der Vektor & — &y, und eine Division durch Vektoren gibt es nicht
(und wird es auch nie geben).

Der anschauliche Hintergrund ist: das Steigungsverhalten von f im Punkt &, kann nicht
durch eine einzelne Zahl beschrieben werden. Im R™ gibt es (unendlich) viele Richtun-
gen, und in jeder einzelnen Richtung hat die Funktion f ein gewisses Verhalten. All
diese (womoglich unterschiedlichen) Verhaltensweisen miissen sich im zu definierenden
Ableitungsbegriff widerspiegeln.

Ab jetzt entwickeln wir zwei Konzepte zur Losung dieses Problems:

1. totale Ableitung

e Diese entspricht der bekannten eindimensionalen Ableitung.
e Es ist ein starkes Konzept, welches eine schone Theorie erméglicht.

e Leider ist der Begriff der totalen Ableitung zum konkreten Rechnen nicht
direkt geeignet.

2. partielle Ableitung

e Dies ist ein schwaches Konzept, das nur eine héssliche Theorie gestattet.

e Aber die Berechnung verlauft recht einfach wie in Mathematik I.
Und entscheidend ist natiirlich
3. der Zusammenhang zwischen beiden Ableitungsbegriffen.
Wir beginnen mit der partiellen Ableitung und betrachten die totale Ableitung danach.

16.1 Richtungsableitung: Sei M C R™ eine offene Menge, f: M — R eine Funktion,
Ty € M ein Punkt, und sei v € R™ \ {0} eine Richtung. Wenn der Grenzwert

(05F)(To) 1= lim L0 1) = J(Fo)

h—0 h

existiert, dann heifit f im Punkt #y in Richtung U differenzierbar. Die Zahl (0 f)(Zo)
heilt Richtungsableitung von f im Punkt Ty in Richtung v.
Anschaulich bedeutet dies: in der Menge M befinden wir uns am Punkt Z,. Wir laufen

von dort in Richtung ¢, und der Anstieg von f, den wir bei diesem Weg spiiren, ist die
Richtungsableitung von f im Punkt Zy in Richtung ¢, sieche Abbildung [26]
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oben: die durch die Funktion z

Fliche. Wir wollen im Punkt [zg, yo]”
2,1]7 bestimmen. Rechts oben: die Gerade durch den roten Punkt

L
NG

Richtung v ist eine griine Gerade in der xy-Ebene. Der Vektor ¢ zeig

verschieben, entsteht eine blaue Ebene. Links unten: wir schneiden diese blaue Ebene

Geraden ,,in das Papier hinein“. Wenn wir diese Gerade entlang der z

Abbildung 26: Links

v

f(x,y) = 23 —y% Rechts unten: als Schnittfigur entsteht

eine blaue Kurve. Von dieser Kurve interessieren wir uns fiir das Steigungsverhalten am
roten Punkt [1,0.5,0.75]7. Beachte, dass der Vektor ¥ in der zy-Ebene nach ,links
hinten“ zeigt, also wird die Richtungsableitung positiv sein. Weil wir ¢ auf Lénge Eins

mit der Flache zur Funktion z

normiert haben, ist die Richtungsableitung von f gleich der schultypischen Ableitung,
wenn wir die blaue Ebene als Papier-Ebene wéhlen. Bei anderen Léngen von ¢ kdme

noch ein entsprechender Korrekturfaktor hinzu.
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16.2 Partielle Ableitung:

e Wenn €, és, ..., 6, die Standardbasis des R™ bezeichnet, dann nennen wir

ajf(fg) = (ngf)(fo), j = 1, 2, e,y

die partielle Ableitung von f in ¥y nach der j-ten Koordinate. Wenn alle m partiel-
len Ableitungen im Punkt &, existieren, dann nennt man f partiell differenzierbar
in Zy. Synonyme Schreibweisen sind

ajf(l"o) = 3a:jf(96’o) = a_(mo) = fa:j (7).
Ly
e Wenn f: M — R in jedem Punkt 7y € M partiell differenzierbar ist, und wenn
die m Funktionen @y — 0;f(Z) (wobei j = 1,...,m) stetig in M sind, so heifit
die Funktion f auf M stetig partiell differenzierbar.

16.3 Bestimmung der partiellen Ableitungen: Wir wihlen die Richtung v = €.
Dann ist

f(@+ héy) — f(2)

81f(w1ax27"'7$m) :}ILIE)I(l) h
h O T
:hmf(xl—i_ y L2, » L ) f(xl T T )
h—0 h
Das bedeutet: wir betrachten die restlichen Variablen x,, ..., x,, als festgefrorene Pa-

rameter, und lediglich z; ist beweglich. Wir leiten diese Funktion dann ,,wie gewohnt*
nach der Variablen z; ab.
Die Ableitungen nach den anderen Variablen xs, z3, ..., x,, werden entsprechend ge-

bildet.

16.4 Beispiel: Wir betrachten die Funktion f: R® — R mit f(z,y,2) = ze®* v’ Dann
rechnen wir wie folgt:

%(x’ y,2) = 0 f(z,y,2) = " 4 g™tV 2,

a 2

8_5(:6’ y,2) = Oof (2,9, 2) = ™" - 2y,

af zzty? 2 xz+y?
g(xvyvz):a?,f(x,y,Z):xe . = e '

16.5 Gradient: Sei die Funktion f im Punkt &, partiell differenzierbar. Dann heifit
Vf(Zo) == [01f(%o), 02 f (Zo), - - -, Om [ (T0)]

Gradient von f in Z.
Man beachte, dass der Gradient ein Zeilenvektor und kein Spaltenvektor ist.

Der Gradient besitzt folgende anschauliche Bedeutung: wenn wir innerhalb des R an
dem Punkt Zy den Vektor V (%) anheften, dann liegt dieser Vektor wie folgt:

e der Vektor V f(Zy) zeigt die Richtung an, in der der Graph von f am steilsten
ansteigt,

e die Linge von V f(Zy), also ||V f(Z)]], ist die Steigung dieses steilsten Anstiegs,
e der Vektor V f(7y) steht senkrecht auf der Hohenlinie durch den Punkt Z.



135

16.6 Beispiel: Wir wihlen im R? die offene Einheitskreisscheibe M mit
M = {[?ﬂ eR?: 2?4+ 9% < 1},

und dann betrachten wir die Funktion f: M — R, gegeben durch

flz,y) =1 —2? —y2

Anschaulich beschreibt der Graph dieser Funktion eine obere Halbkugel. Dann haben
wir den Gradienten

af of —2z —2y
Vi(r,y) = [%(x,y), a—y(:r,y)} = [ 1_$2_y2’ 9 1—x2—y2]

—1

Vi [z, y

Siehe Abbildung [27]

].

16.7 Partielle Ableitungen von Vektorfeldern: Sei M C R™ und ¥y € M. Ein
Vektorfeld F' = [f1, fa, ..., fo]T: M — R™ heiBt partiell differenzierbar in T, falls die

Komponenten fi, fo, ..., f, dies sind. Wir schreiben dann
V f1(%o) O fi(Zo) Oofi(To) ... Omfi(Zo)
L V f2(%o) O f2(Zo) Oafa(To) ... Omfa(Zo) xm
JF(xO) - : - : : .. : €R

und nennen diese Matrix Jacobi-Matriz von F in Ty.
Wir fithren auch partielle Ableitungen des Vektorfelds F ein:

9;f1(%o)
; f2(7o)

0;F(Zy) = . j=1,...,m.

9; fn (o)
SchlieBlich sind auch die Richtungsableitungen des Vektorfeldes F' durch jene der Kom-
ponentenfunktionen gegeben, d.h. es gilt fir ¥ € R™\ {0}

O5f1()

OsF(7y) = aﬁfg(fo)

i fn(Z0)
16.8 Beispiel: Wir betrachten die Funktion F', die von Polarkoordinaten zu den {ibli-
chen kartesischen Koordinaten umrechnet, vgl. [3.6] Dabei ist F': (0, 00) x (—m, ) — R?

mit ( )
_|rcose| | filr,e
Flre) = [rsinso] B [f2(7"7 w)} ‘
Die Jacobi-Matrix berechnen wir dann so:

O fi(ry ) Opfi(r, )| _ [cosp —rsing
e = (10D SR )= ine e )
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0.8

-1.2

Abbildung 27: Oben: die skalare Funktion f(z,y) = y/1 — 22 — y2. Die Héhenlinien sind
zweifach eingetragen worden: einmal auf der Halbkugelfliche, und ein weiteres mal im
Definitionsbereich M C R?. Unten sieht man die Hohenlinien in M und einige Gradi-
entenvektoren. Die Gradientenvektoren sind um den Faktor 6 verkiirzt eingezeichnet,
damit die Graphik nicht iiberquillt. In der Nihe des Aquators ist die Halbkugelfliiche
steil, und deshalb sind dort die Gradientenvektoren lang. In der Ndhe des Nordpols ist
die Halbkugelflache vergleichsweise ,,unsteil“, und deshalb sind dort die Gradientenvek-
toren kurz.
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16.9 Kettenregel: Seien F': R™ — R"” und G: R™ — RP stetig partiell differenzierbar.
Dann ist auch die zusammengesetzte Funktion

H=GoF:R" > R?
partiell differenzierbar, und es ist
Ju (%) = Jo(F(Zo)) - Jr(Zo).

Man beobachte, dass die Matrix-Matrix-Multiplikation auf der rechten Seite tatséchlich
durchfiithrbar ist, weil die Abmessungen der beiden Matrizen wirklich kompatibel sind!

16.10 Beispiel: Wir betrachten eine , duflere“ Funktion G': R? — R2, gegeben durch

G(p.q) = [ep COS(Q)] :

e? sin(q)

und eine ,innere Funktion F: R?* — R? gegeben durch

F(z,y,2) = {‘”;y} .

Dann ergibt sich die zusammengesetzte (,,verkettete“) Funktion

(G o F)(x,y,2) = G(F(2,y,2) = Glw + y,2) = [ cos@cz)]

e" TV sin(xz)

Die Jacobi-Matrizen der drei Funktionen GoF', G und F’ stehen zueinander in Beziehung
wie folgt:
JGOF<x7 Y, Z) = JG<F<':C7 Y, Z)) ’ JF(xv Y, Z)'

Wir rechnen die linke Seite aus, indem wir die beiden Faktoren auf der rechten Seite
ermitteln: Zunéchst ist

Ja(p,q) = [ep cos(q) —e” Sin(q)] .

ePsin(q)  eP cos(q)
Fiir (p, q) setzen wir jetzt F'(z,y, 2) ein:

Ja(F(x,y,2)) = Ja(x +y,22) = [

e*tYeos(rz) —e*tY Sin(xz)}

e“Vsin(zz) etV cos(xz)

ol Fovw B

Damit erhalten wir also, wie angekiindigt:

Jeor(ao2) = et [l e[
— e [onles) - i) onles) —rinte)]
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16.11 Partielle Ableitungen héherer Ordnung: Sei M C R™, und sei f: M — R
stetig partiell differenzierbar auf M. Sind die partiellen Ableitungen von f in ¥y € M
erneut partiell differenzierbare Funktionen, so setzen wir

Pf 0 (Of,,

Die folgenden alternativen Schreibweisen sind gebréuchlich:

aiajf<fo)a axzax]f(fo)v fwz‘frj (fo)

Analog fithrt man hohere Ableitungen (und deren Schreibweisenvarianten) ein, zum
Beispiel

83
81 83 81 f7 —f f:czy 3 f:c:(;a:xzya

Or1023’
Die Anzahl der Differenziationen bezeichnet man dabei als Ordnung der partiellen Ablei-
tung. Man sagt eine Funktion ist k-mal differenzierbar, falls alle partiellen Ableitungen
der Ordnung k existieren und sie ist k-mal stetig differenzierbar, wenn alle partiellen
Ableitungen der Ordnung k existieren und selbst wieder stetige Funktionen sind.

Die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung ordnen wir jetzt etwas systematischer an:

16.12 Hesse-Matrix: Wenn die Funktion f: R™ — R zweimal im Punkt 7, partiell
differenzierbar ist, dann nennen wir die Matrix

0’f (= 0%f (= 02 f =
Ox10x1 <x0) Ox10x2 (ZL’()) T 8$181m( 0)
= 2 = 02"
Hf<fO) — O0x20x1 0x20T2 0x20Tm
02 f ‘ — 02 f ' — 0% f . =
oo \Z0) gy (T0) - g (To)

Hesse-Matrixz von f in Zy.

16.13 Beispiel: Wir betrachten die Funktion f: R? — R, gegeben durch die Formel
f(z,y) = 2%y + xe¥. Die partiellen Ableitungen erster Ordnung bilden den Gradienten
von f:

Vi(z,y) =folz,y), [fylz,y)]=[32"y+e", a°+uae].

Die vier partiellen Ableitungen zweiter Ordnung stehen in der Hesse-Matrix:

N fae(y) fre(zy)| | 6zy 32 4e?
Hf(m,y) N fzy(l’,y) fyy(xay)} N {3%’24—63} xey ’

Und dann gibt es noch die Ableitungen dritter Ordnung (insgesamt 8 Stiick):

Jrae(,y) = 6y,
fuay(@,y) = 62, faye(2,y) = 62, fyae(2,y) = 62,
fyye (@, y) = €, Syay(z,y) = €, fuyy(z,y) = €,
Syyy(,y) = we?.

Wir beobachten, dass die Hesse-Matrix symmetrisch ist. Und wir beobachten auch, dass
einige der Ableitungen dritter Ordnung gleich sind. Das ist kein Zufall, wie sich aus der
néchsten Nummer ergibt.



139

16.14 Vertauschen von partiellen Ableitungen: Es gilt der Satz von Schwarz:

Sei M C R™ offen, und die Funktion f: M — R sei k mal stetig partiell differenzierbar,
d.h. alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnung k existieren und sind allesamt stetig.
Dann sind alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnung k vertauschbar (also 010,f =

8281f USW.).

In der Einleitung wurde bereits erwdhnt, dass die partiellen Ableitungen zwar recht
einfach ausgerechnet werden koénnen, aber nur eine héssliche Theorie zulassen. Jetzt
kommen wir zu diesen unangenehmen Eigenschaften der partiellen Ableitungen, wobei

wir die schreckliche Funktion aus Beispiel [15.10| noch einmal aufgreifen. Siehe Bild
fiir eine bildliche Darstellung dieser Funktion, die im Nullpunkt eben nicht stetig ist.

16.15 Beispiel:

e Wir betrachten die Funktion f: R? — R, die gegeben ist durch

_ @i ¢+ owemn (z,y) # (0,0),
fay) = {0 : : wenn (z,y) = (0,0).

Fiir jeden Punkt (x,y) # (0,0) gilt

g(x - y(z? +y?) — 22%y B Y3 — 22y g(m ) = (analog) — 3 — 21>
I T N O RN R
Im Ursprung gilt (geméf Definition der partiellen Ableitungen)

Of o ov _ o f(0,0) = f(0,0) =0 0f .0y = _
%(0,0) = flg% h = llllir(l] = 0, 8_y(0’0) = (analog) = 0.

Das bedeutet: diese Funktion f ist im Ursprung partiell differenzierbar (denn dort
existieren die partiellen Ableitungen tatséchlich), aber im Nullpunkt unstetig. Das
ist seltsam, denn eigentlich wiirde man erwarten, dass Differenzierbarkeit eine
starkere Eigenschaft ist als Stetigkeit.

e Noch wilder ist folgende Funktion f: R? — R:

0 : wenn 0 < 2® <y < a2

fla,y) =
1 : sonst.

Bei dieser Funktion existieren im Ursprung sdmtliche Richtungsableitungen, und

alle haben den Wert Null. Trotzdem ist die Funktion f nicht stetig im Ursprung.

Siehe Bild 28

Die Angelegenheit wird viel schoner, wenn wir zum Konzept der Totalen Differen-
zierbarkeit iibergehen.
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Abbildung 28: Die Funktion aus Beispiel [16.15| hat den Wert 0 im schraffierten Bereich,
und iiberall sonst (insbesondere im Nullpunkt) hat sie den Wert 1.

16.16 Erinnerung: In der Vorlesung Mathematik I haben wir gelernt, vgl. [11.6} eine
Funktion f: R — R ist genau dann differenzierbar im Punkt xy, wenn man die Werte
f(z) fir z aus einer Umgebung von x, wie folgt in drei Anteile zerlegen kann:

f(x) = f(zo) + f'(x0) - (x — 20) +1(2),
siehe auch Bild 20| wobei der Restsummand r(z) folgende Bedingung erfiillt:

lim M

T—x0 L — xo

= 0.

Dies bedeutet, dass r(x) fiir © — x¢ schneller als x — xy nach Null strebt. Wir kénnen
die angegebene Bedingung auch umformulieren zu

lim "))

T—XTQ |J,‘ — 1‘0| o

Im Nenner steht jetzt der Abstand der Zahlen x und xzy auf der Zahlengeraden. Der Ab-
stand ist eine reelle Zahl, und durch Zahlen (# 0) darf man dividieren. Daraus gewinnen
wir eine Idee, wie wir einen Differenzierbarkeitsbegriff im R™ definieren kénnten, sieche

16.17

16.17 Totale Differenzierbarkeit: Sei M C R™ eine offene Menge, ¥y € M. Eine
Funktion F': M — R" heif3t total differenzierbar in ¥y, wenn es eine Matrix A € R™*™
und eine Funktion R: M — R"™ gibt mit der Eigenschaft

F(Z)=F(Zy)+ A-(¥— %) + R(¥), Z€ M,
wobei der Summand R(Z) folgende Bedingung erfiillt:

lim R(7)

T—To ||f— f@”

= 0.

Die Matrix A heifit totale Ableitung von F in &y. Wir schreiben DF (%) := A.
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16.18 Differenzierbarkeit und Stetigkeit: Wir machen uns nun klar, dass der Be-
griff der totalen Differenzierbarkeit unsere Erwartungen erfiillt:

Wenn eine Funktion F'im Punkt 7 total differenzierbar ist, dann ist F' in diesem Punkt
stetig.

Um das einzusehen, zerlegen wir F'(Z) wie in[16.17]in die drei Anteile. Wir wollen zeigen,
dass die Funktion F' im Punkt # stetig ist, also dass limz_,z, F'(¥) = F(Z) gilt. Dazu
rechnen wir den Limes einfach aus:

lim F(Z) zerlege F(Z) in die drei Teile
T—T0
= lim (F(Zy) +A- (¥ —7p) + R(i")) ziehe den Limes auf jeden Summanden
T—To
= lim F(%)) + lim A (¥ — Zp) + lim R(Z) vereinfache ersten Summanden
(E’*)AO fﬁf@ f*}i"()
= F(Zp) + lim A-(Z —Zp) + lim R(Z) lineare Abbildungen sind stetig (s. [L5.10)
T—T0 T—x0o
= F(Z)) + A-0+ lim R(%) erweitere clever
T—I0
" : R(7) I : : :
= F(Zo) + lim [ ———=— - [|Z — & ziehe Limes auf jeden Faktor
I—o ||l’ — X ||
— . R(f) . — — . . —
= F(Z) 4+ | lim ———=— ] - lim ||Z — Z| nutze Wissen iiber R(Z)
i—io ||T— Zol| ) 7o
= F(Z) +0-0=F(&)

Das wollten wir haben.

16.19 Zusammenhang zwischen partiellen und totalen Ableitungen: Sei M C
R™ offen, Zy € M und F: M — R™.

e Wenn F total differenzierbar in &y ist, dann existieren alle Richtungsableitungen
Oz F(Zy) im Punkt 7y, fiir alle v € R™ \ {0}, und es gilt

81717(50) = DF(fo) . '17,

wobei rechts ein Produkt von Matrix und Vektor steht.
Zusétzlich gilt: die Ableitung DF (%)) ist gleich der Jacobi-Matrix Jr(Zy) (bzw.
gleich dem Gradienten von F', wenn n = 1).

Um das einzusehen, verwenden wir wieder, dass wir die in 7 total differenzierbare
Funktion F' in die drei Teile zerlegen kénnen. Damit kénnen wir dann 0zF (7))
auszurechnen. Sei dazu v # 0 eine beliebige Richtung. Dann haben wir:

(00F) () = lim 5 (F(7 + hi) — (7))

1y S
= lim > (EG5T + DF (i) - hit+ R(7o + hi?) — 4] )
~ im DF(Zy) - Kv +lim R(Zy + h)

h—0 ) h—0 h

B
—DF(:z’O)-mnm(H(R(IO+ % || -H17H>

h=0 \ || (o + ) — o
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=DF . 1 .
(%) -9+ <i“ 1o + ht) - fon) Il

= DF(Z,) -7+ 0- ||0|| = DF(,) - 0.

Das wollten wir zeigen.

Insbesondere gilt fiir j = 1,...,m, dass
8JF<fo) == 8@}F(f@) - DF(fo) . é}

GeméB Definition [16.7]steht links die j-te Spalte der Jacobi-Matrix Jz(Zp), und da
€; der j-te Standardbasisvektor ist, steht rechts die j-te Spalte der Matrix DF'(Z)).
Diese Argumentation klappt fiir jedes j = 1,...,m. Also ist DF(%y) = Jp(%),
wenn F' in I, total differenzierbar ist.

e Die Funktion f aus Beispiel [16.15] ist partiell differenzierbar im Nullpunkt, aber
sie kann dort nicht total differenzierbar sein, denn dann wire sie ja stetig (wegen

16.15).

Das zeigt uns: Wenn F' partiell differenzierbar ist, dann braucht F' nicht total
differenzierbar sein. Jedoch gilt: wenn die partiellen Ableitungen stetig sind (also
wenn die Funktion F' stetig partiell differenzierbar ist), dann ist die Funktion F
total differenzierbar.

Insgesamt bekommen wir folgendes Verfahren zur Bestimmung der totalen Ab-
leitung von F

e wir bestimmen die partiellen Ableitungen gTF;' mit den Rechenmethoden aus der

Mathematik I (bzw. der Schule), indem wir die anderen Variablen festhalten und
lediglich z; laufen lassen,

e all diese partiellen Ableitungen bilden die Eintridge der Jacobi-Matrix Jg (%),

oF;
ailfk

e wir priifen nach, ob diese partiellen Ableitungen stetig sind,

e wenn ja: dann ist die totale Ableitung gleich der Jacobi-Matrix Jg(Zy), bzw. dem
Gradienten, wenn die Funktion F' skalarwertig ist.

Die Glattheitseigenschaften von Funktionen stehen wie folgt in Beziehung zueinander:

stetig partiell differenzierbar — total differenzierbar = stetig
N8 |3
partiell differenzierbar <= alle Richtungsableitungen
existieren

Alle Umkehrungen sind falsch!
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16.20 Beispiel: Eine totale Ableitung nach einer einzelnen Variablen (z.B. nach einer
Zeitvariablen t) wird oft als % geschrieben. Wir miissen sorgfiltig unterscheiden:

% gibt uns die partielle Ableitung nach der Koordinate t,
% gibt uns die totale Ableitung nach der Variablen t.

Als Beispiel betrachten wir die Funktion f mit der Gleichung f(z,y) = 23y + xe¥, vgl.

16.13, und suchen & f(¢2,%).

Dann ist
f(t2,t3) _ (t2)3t3 + 2080 49 + t26t3’

also bekommen wir das Ergebnis

d
— F(E2,1%) = 985 + 2t + 12" - 362 = 0t° + € (2t + 3t).

dt
Alternativ bekommt man das selbe Ergebnis mit der Kettenregel, vgl. [16.9}
d 0 0
/1) = 8—f(t2,t3) L2t + a—f(tQ,t?’) 362 = (3(2)%° 4 €) - 2t + ((17)° + £2e7) - 3¢
T Y

— 6t° 4 2te’” + 3t° + 3te’” = 9t + ¥ (3t + 2t).
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17 Taylor-Reihen in mehreren Verinderlichen

Unser Ziel ist der Satz von Taylor fiir Funktionen von mehreren Variablen.
Wir erinnern an Abschnitt dazu betrachten wir eine Funktion f: R — R und eine
Entwicklungsstelle o € R. Dann haben wir die Zerlegung

f(z) =Ty f(z) + Ry f(z),
wobei T} f das Taylorpolynom vom Grade k ist, d.h.

PO (2 }
Tf(e) =3 fTﬂ)@: —a0),

j=0
und fiir das Restglied Ry f(x) gibt es die Formel
FE(E)
(k+1)!
wobei von der Zahl £ lediglich bekannt ist, dass sie irgendwo zwischen x und x liegt.

Jetzt gehen wir mit dem x vom R! in den R™ und betrachten zunichst die Taylorent-
wicklung mit quadratischem Restglied.

Rk(x) — )k+1

(x — xg

)

17.1 Taylorpolynom ersten Grades und Restglied: Sei f: R™ — R zweimal ste-
tig partiell differenzierbar und ¥, € R™. Dann gibt es fiir jedes © € R™ ein £ auf der
Verbindungsstrecke von & nach ¥ mit

F(&) = J(E0) + V() - (= o) + 5 (F — )" - Hy(@) - (— 7).

~
Taylorpolynom ersten Grades

~
Restglied

Beachte, dass V f(#y) ein Zeilenvektor ist und (Z — &) ein Spaltenvektor, sodass im
Produkt Vf(%) - (¥ — #y) die Abmessungen kompatibel sind. Entsprechendes gilt fiir
das Drei-Faktor-Produkt im Restglied.

6
5

4] Ty

Abbildung 29: Die Verbindungsstrecke zwischen ¥ und .

Die Verbindungsstrecke S zwischen 7 und 7y kann man wie folgt beschreiben:
Irgendwo auf der Strecke S liegt der Punkt & (mehr wissen wir iiber 3 nicht).
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17.2 Taylorpolynom zweiten Grades: Man kann auch quadratische Taylorpolyno-
me betrachten, die dann aussehen wie folgt:

F() + V(o) - (= o) + (7 — 7o) - (i) - (7 — 7o),

und das dazugehorige Restglied wére dann , kubisch in Bezug auf die Differenz & — 7y “.
Allerdings ist die Formel fiir das Restglied dann sehr kompliziert, weshalb wir darauf
verzichten, es hinzuschreiben.

Wir wollen exemplarisch fiir den Fall m = 2 (also fiir zwei Variablen z und y) das
Taylorpolynom zweiten Grades ermitteln. Wir haben also

T = ) To = )
Y Yo

und das Taylorpolynom ergibt sich dann zu

T — To i]cho o/ Ty T — To
s+ s o] -[[Z 0] 45 lo—s y‘%]'[agig((fo)) ?i%yé*o))]’{y—yo
= @) + L @) o = ) + S @) - (v - w)

L ] | B (= w0) + 5 () <y—yo>]
Falrm vowl [( o) (@ = 0) + 5EE) - (v = w0)

= f(Zo) + g—x(fo) (x —xo) + g—i(fo) “(y — o)
5 (Gl (o= a4 2 L) (o = au) - (0= ) + G ) (0= w)?)
- af 7 of
— f0(|0[|)) . (1‘ — :L‘O)O . (y _ yO)O + %0') . (I _ :L,O)l . (y o yo)o + 82651' ) (x ) (y B yo)l
o e i
5 @m0 =)+ F e @ a0t (= )
%(fo) 0 2
F I ) (g~ o)

Hierbei haben wir verwendet: 0! = 1, 1! = 1, 21 = 1-2 = 2 usw. sowie s° = 1 fiir alle
seR.

Nach diesem Bildungsprinzip werden dann auch Taylorpolynome noch héheren Grades
zusammengebaut.

17.3 Beispiel: Wir wollen fiir die Funktion f mit der Gleichung f(z,y) = (1 + 3y?)e®

im Punkt [zg,90]" = [0,0]” das Taylorpolynom zweiten Grades aufstellen. Die Ablei-
tungen und deren Werte sind:
f(z,y) = (L+3y°)e”, F(0,0)=1,
of 2 of
ZJ =(1 z 1
L) = arape Lo.0=1,
of of

a_y(x7y) - 6y€ ) 8 (0 O) 07
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9% f 02 f

I — 2\ T - J —
() = (14 3y2)er, 0.0 =1,
*f 0*f o*f
axay(x,y) ye”, axay( ,0) (93/(91:( ,0) =0,
0*f v o*f
a_yg(x7y)_66 ) (9_?/2(070)_6
Damit erhalten wir folgendes Taylorpolynom zweiten Grades:
of of
F(0.0) + 50.0)- (&= 0) + 5(0.0) - (v~ 0
19%f , | O 10°f )
+ 5@(070) (z—0)"+ 6x8y(0’0) (z—=0)-(y—0)+ 50_3;2(0’0) (y—0)
—1+1-x+0-y+%~1-x2+0-x-y+%-6-y2

_ L, 2
—1—1—:70—1—590 + 3y°.

Wir héatten auch anders rechnen kénnen, indem wir uns an die Reihe fiir e* aus dem
ersten Semester erinnern:

2
f(z,y) = (1 +3y*)e” = (1 + 3y?) - (1 +x+ % + O(m3)) ‘ ausmultiplizieren
22
:1+$+5+3y2+ .............. ..
N ~~ 7 alle Term;rab Grad 3

alle Terme bis Grad 2

Abbildung 30: Die Tangente an den Graph der Funktion y = f(x), genommen im Punkt
[zo, f(20)]T, hort auf die Gleichung y = f(xo) + f'(20) - (x — 2¢). Wir bekommen diese
Tangentengleichung, indem wir die Taylorentwicklung hinschreiben und alles ab dem
quadratischen Term wegwerfen. Die Tangente ist diejenige Gerade, die den Graphen der
Funktion f in der Nédhe von xg bestmoglich annédhert. Eine Funktion f ist genau dann
im Punkt z( differenzierbar, wenn es dort eine eindeutig bestimmte Tangente gibt.
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Abbildung 31: Die Tangentialebene an den Graph der Funktion y = f(Z), genommen
im Punkt [#L, f(%)]7, hort auf die Gleichung y = f(%) + V. f (%) - (£ — Zo). Wir bekom-
men diese Ebenengleichung, indem wir die Taylorentwicklung hinschreiben und alles ab
den quadratischen Termen wegwerfen. Die Tangentialebene ist diejenige Ebene, die den
Graphen der Funktion f in der Ndhe von ¥ bestmoglich annéhert. Eine Funktion f ist
genau dann im Punkt #, total differenzierbar, wenn es dort eine eindeutig bestimmte
Tangentialebene gibt.

Die sprachlichen Parallelen in den Bildunterschriften sind didaktische Absicht!
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18 Extrema

18.1 Extremwerte: Sei M C R™ eine (nicht unbedingt offene) Menge und f: M — R.
Ein Punkt #y € M heifit

e globales Maximum von f, wenn f(¥) < f(Zy) fiir jedes Z € M gilt,
e globales Minimum von f, wenn f(Z) > f(Z,) fiir jedes ¥ € M gilt,

e lokales Maximum von f, wenn es einen Radius § > 0 gibt mit f(Z) < f(a) fiir
jedes 7 € Us(Zy) N M,

e lokales Minimum von f, wenn es einen Radius 6 > 0 gibt mit f(Z) > f(7) fiir
jedes ¥ € Us(Zy) N M,

e globales Extremum von f, wenn Z; ein globales Maximum oder ein globales
Minimum von f ist,

e lokales Extremum von f, wenn 7y ein lokales Maximum oder ein lokales Mini-
mum von f ist.

Wir erinnern an den Schulstoff: fiir Funktionen f: R — R gilt:

f(xg) =0 und f"(xg) >0 = 0 ist lokales Minimum,
f'(xo) =0

18.2 Notwendige Bedingung fiir Extrema: Sei M C R™, %, ein innerer Punkt von
M, und sei f: M — R total differenzierbar in 7y mit lokalem Extremum in 7. Dann
gilt V f () = 07.

Wir fithren eine Sprechweise ein: wenn eine Funktion f in 7, total differenzierbar ist
und wenn dort V£ () = 07 gilt, dann nennen wir Z, einen kritischen Punkt.

Damit haben wir: jedes innere lokale Extremum einer total differenzierbaren Funktion
ist ein kritischer Punkt.

Warnung: Wie im Eindimensionalen gilt: nicht jeder kritische Punkt ist eine Extrem-
stelle! Man denke z.B. an die Funktion f mit der Gleichung f(z,y) = 2% — y* (siehe
Bild[26] links oben) oder an die ,, Affensattelfunktion* f(z,y) = 23—3zy? (siche Bild [32).
Kritische Punkte, die keine Extrema sind, nennt man Sattelpunkte.

To
To und  f"(zg) <0 = ¢ ist lokales Maximum.

18.3 Voriiberlegung fiir hinreichende Bedingungen: Sei M C R™ eine offene
Menge, f: M — R sei zweimal stetig partiell differenzierbar, und fiir £y, € M gelte
V f(Zy) = 0. Der Satz von Taylor, vgl. , sagt uns dann: fiir jedes 7' in der Ndhe von

Zo gibt es einen Punkt £ auf der Verbindungsstrecke von ¥ und 7y, sodass
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Abbildung 32: Links: die Affensattelfunktion f(x,y) = 2® — 3zy? Wir sehen drei Rich-
tungen, wo die Funktion ,runtergeht“, und drei Richtungen, wo die Funktion , raufgeht®.
Rechts der dazugehorige Hohenlinienplot.

Nach dem Satz von Schwarz ist die Hesse-Matrix H f(g) € R™" eine symmetrische
Matrix. Nach Voraussetzung der zweimaligen stetigen Differenzierbarkeit ist H¢ (E ) aber
auch eine stetige Matrix-Funktion in der Vektorvariablen 5 Das bedeutet also Hy (f) ~
H (%) fiir ¢ in der Nihe von .

Wenn die rechte Seite von (#) immer > 0 ist fiir alle 5 in der Nahe von Zj, dann ist
auch die linke Seite immer positiv und damit Z; ein lokales Minimum von f. Und wenn
die rechte Seite immer > 0 ist fiir alle E in der Néhe von ¥y, dann ist genauso ¥y ein
lokales Maximum von f.

Damit sind die folgenden Begriffe motiviert:

18.4 Definite Matrizen: Sei A € R™*™ eine symmetrische Matrix. Dann heif3t
e A positiv definit, wenn Z7 - A - Z > 0 fiir alle 7 # 0,
e A negativ definit, wenn 77 - A - Z < 0 fiir alle 7 # 0,

e A indefinit, wenn es zwei Vektoren ¥ und ¢ aus R™ gibt mit #7 - A-Z > 0 und
gl - A <0.

18.5 Hinreichende Bedingung fiir Extrema: Sei M C R™ offen, f: M — R sei
zweimal stetig partiell differenzierbar, und @y € M sei ein kritischer Punkt von f. Dann
gilt:

Wenn H;(%)) positiv definit ist, dann ist 7, ein lokales Minimum von f.
Wenn H (%)) negativ definit ist, dann ist Z; ein lokales Maximum von f.
Wenn H;(%)) indefinit ist, dann ist Z, ein Sattelpunkt von f.

Wie schon im Falle von n = 1 bekannt, gibt es auch kritische Punkte, die von die-
sem Kriterium nicht erfasst werden (,,unentscheidbare Fille“). Das kann zum Beispiel
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Esist 7 - Hy (%) - & >0 fiir alle &,
aber es gibt auch ein 4 # 0 mit 7 - Hy (%) - ¢ = 0.

In diesem Fall nennt man die Hesse-Matrix H(Zy) positiv semidefinit.

Eine analoge Begriffsbildung gibt es mit < 0: negativ semidefinit.

Das Affensattelbeispiel wird von unserem hinreichenden Kriterium {ibrigens auch nicht
erfasst, weil dann fiir 7y = [0,0]” die Hesse-Matrix H (%) gleich der 2 x 2-Nullmatrix

ist.

18.6 Praktischer Nachweis der Definitheit: Sei A € R™*™ symmetrisch. Dann

gilt:

A ist positiv definit

alle Eigenwerte von A sind strikt positiv
Die Unterdeterminanten
a11 Q12 as
) Qo1 Q22 A23|, ...
a31 a3z a3s3

ailr aig

‘all | )
A1 Q22

sind alle positiv.

Diese Unterdeterminanten nennt man Minoren.

(Bemerkung: Die Vorzeichenreihenfolge der Minoren kann man sich merken, indem
man an die Einheitsmatrix F,, fiir A denkt.)

A ist negativ definit

alle Eigenwerte von A sind strikt negativ

<= Die Minoren sind abwechselnd negativ, positiv, ne-

gativ, positiv usw.

(Bemerkung: Die Vorzeichenreihenfolge der Minoren kann man sich merken, indem
man an die Matrix —F,, fiir A denkt, denn —F,, ist negativ definit und hat die

Minoren —1, +1, —1, ...)

A ist indefinit

—

P

es gibt einen strikt positiven und einen strikt negativen
Eigenwert von A
die Minoren sind alle # 0 und passen in keines der beiden
obigen Schemata.

(Achtung: in der letzten Zeile gilt wirklich nur <=, nicht <=-.)

18.7 Beispiel:

Die Matrix A = |

det [3} =3>0, det {

3 =2
-2 4

| ist symmetrisch. Die Minoren sind

3 =2

e 4}:12—4:8>0,

also ist die Matrix A positiv definit.

Wir betrachten die Matrix

-1 -1 0
B=|-1 -3 1
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Diese ist symmetrisch, und die Minoren sind

-1 -1
det [-1] = -1 <0, det{_l _3}:3—1:2>0,
-1 -1 0 -1 -1 0 1
det |1 =3 1 | =det|—-1 =2 1 | =—det {_1 _2} =—-1<0.
0o 1 -1 0O 0 -1

Also ist B negativ definit.
e Wir betrachten die symmetrische Matrix C' = [} 3]. Die Minoren sind

1 3

det [1] =1>0, det [3 9

]:2—9:—7<O.

Also ist C indefinit.

18.8 Beispiel: Fiir die Funktion f: R* — R mit f(x,y) = (2% + 2y2)e_“’2_y2 wollen
wir alle Extrema finden. Zuerst suchen wir die kritischen Punkte; also alle diejenigen
[z, y]" mit Vf(z,y) = [0,0]. Dazu bestimmen wir den Gradienten von f:

Vi(z,y) = [2:56’12*?’2 F (22422 (—22), Ay Y 4 (2 + 2%)e Y (—2)
= [Qxe_’”Q_yQ(l —2? —2%), 2y "V (2 - 2 — 2y2)] = 0,0].
Weil 2¢~**~%" niemals Null werden kann, miissen kritische Punkte [z, y]” folgende beiden
Gleichungen erfiillen:
z(1— 2% —2y*) =0, (I)
y(2 — 2* — 2y%) = 0. (II)

Sei x = 0: dann ist (I) erfiillt, und aus (II) folgt y(2 — 2y*) = 0, also 0 = y(1 — y?) =
y(1 —y)(1+y), also y =0 oder y = 1 oder y = —1.

Sei z # 0: dann liefert (I) uns (1 — 2? — 2y?) = 0, und aus (IT) bekommen wir
O=y-2-2"=2y") =y -1+ (1-2?=2y°)) =y-(1+0) =y,

also y = 0. Damit gehen wir wieder zu (I) zuriick und bekommen (1 — z?) = 0,
also z = 1 oder z = —1.

Insgesamt finden wir die folgenden kritischen Stellen:

o B 1B B 1)

Jetzt ermitteln wir den ersten Eintrag der Hesse-Matrix:
*f —z?—y? 2 2 —z%—y? 2 2 —z?—y?
@(x,y):% VY(1—a®=2y°) +2ze™ 7Y - (=22) - (1 —2° = 2y°) 4+ 2xe™™ V" - (—2x)
= 2¢~ %Y. (1 -2 —2y° — 22%(1 — 2° — 2y°) — 227)
= 2e "V (1 — % — 2% — 227 + 22" + 42y — 2x2)

= 27"V (1 — 5a? — 2y + 20* + da%y?) .
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Auf dhnlichem Wege findet man

a2f —x2—y2 2 2

—8x8y(x’y) = —4zxye (3 — =2y ) ,
32f —x2—y? 2 2 2 2 4
a—yQ(x,y):% (2 — 2® — 10y* + 22%y* + 4y*)

und somit ist
22 |1 — 52 — 2y + 22t + 4a?y? —2xy(3 — 2% — 2y?)
_ T Yy
H(z,y) = 2e [ —2xy(3 — 2% — 2y?) 2 — 22 — 10y? + 22%y% + 49| -

Wir setzen darin die kritischen Stellen ein:

H(0,0) =2 {(1) g} mit Eigenwerten 2 und 4, also hat f lokales Minimum in {8} ,
211-2 0 21-1 0
Hf(o’l)_é{ 0 2-10+4}‘E{0 —4]
mit Eigenwerten — — und — —, also hat f lokales Maximum in {(ﬂ ,
e e

H(0,—1) = Hf(0,1), also ebenso lokales Maximum in {_OJ ;

C2[1-5+2 0] _2[-20
Hf“’f’)—g{ 0 2—1]—2[0 1]

i . .1
mit Eigenwerten — — und —, also einem Sattelpunkt in [0] ,
e e

Hp(—1,0) = Hf(1,0), also ebenso ein Sattelpunkt in [_01} .

18.9 Beispiel: (Extremwerte unter Nebenbedingungen)

e Wir suchen Extrema der Funktion f(z,y) = 23 — y? auf der Menge

N_{m eR2zx2+y2_1}.

Die Gleichung 22 + y? = 1 nennen wir Nebenbedingung. Siehe Bild [34]

Zunéchst beobachten wir: die Funktion f ist stetig und die Menge N ist kompakt.
Also, vgl. existieren tatsichlich Minima und Maxima der Funktion f auf N;
wir miissen diese Extrema ,,nur noch“ finden. Bei dieser Aufgabe kommen wir mit
Einsetzen zum Ziel: Fiir alle [z,y]7 € N ist y?> = 1 — 22, also ist dort

flx,y)=2° —y* =2° — 1+ 2% = (),
und jetzt suchen wir kritische Punkte von ¢:
0=y (z) =32+ 22 = r=0oder 3z +2=0

2
<= J;:Ooderx:—g.
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0.8

Abbildung 33: Achtung: diese Funktion f: R? — R, gegeben durch die Funktionsglei-
chung f(z,y) = 1.1e %% 4 0.9¢~@=39%/2-v*/3 hat zwei Maxima, aber dazwischen
kein Minimum (denn sie hat iiberhaupt kein Minimum auf dem R?). Funktionen im R?
kénnen sich also anders verhalten als Funktionen im R!.

Wir setzen diese Werte in ¢ ein: es ist ¢(0) = —1 und

2\ ([ 2\’ (2 8 L Ao m8-wa12 2
“\"3) 3 3) T ot o~ 271 o
Die Maxima und Minima miissen wegen unserer Beobachtung existieren, also liegt
das Maximum von f vor fiir z = —%; und das dazugehorige y ergibt sich dann aus
der Gleichung 2% + y2 = 1, also % +y?=1,dh y= i\/Tg. Es hat also f Maxima

in den Punkten ) )
[2} und [__ig] .
3 3
Die Minima gibt es dann fiir x = 0, und das dazugehorige y ist gegeben iiber die
Gleichung 2? +y? = 1, also 02 +y? = 1, d.h. y = &1. Es hat also f Minima in den

Punkten
0 nd 0
1] U 1|

e Jetzt suchen wir Extrema der Funktion f(z,y) = 2® — 3® auf derselben Menge
N wie oben. Wir kénnen die Nebenbedingung 22 + % = 1 in die Gestalt bringen
g(z,y) = 0, mit g(x,y) := 2? + y* — 1. Aber leider ist der Rechenweg von oben
jetzt nicht mehr so schon durchfiihrbar, wie man schnell bemerkt. Wir wollen uns
eine andere Herangehensweise iiberlegen.
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Abbildung 34: Links oben: die durch die Funktion z = f(z,y) = 2® — y? beschriebene
Fliche. Rechts oben: die Nebenbedingung z? + 3?> = 1 beschreibt in der zy-Ebene einen
Kreis (griin). Wenn wir diesen entlang der z-Achse parallel verschieben, entsteht ein
blauer Zylinder. Links unten: wir schneiden den blauen Zylinder mit der Fliche zur
Funktion z = f(z,y) = 2® — y°. Rechts unten: als Schnittfigur entsteht eine rote Kurve.
Von dieser Kurve suchen wir die lokal hochsten und tiefsten Punkte. Siehe Beispiel [18.9]
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18.10 Problemstellung: Optimierung unter Nebenbedingungen: Wir wollen
folgendes allgemeine Problem losen: Seien f: R™ — R und ¢g: R™ — R gegebene
Funktionen. Wir suchen Extrema von f auf der Menge N := {# € R™: g(¥) = 0}. Die
Gleichung ¢(Z) = 0 nennen wir Nebenbedingunyg.

Der Abbildung [35 und ihrem Begleittext entnehmen wir eine heuristische Uberlegung,
die uns hilft, die gesuchten Extrema zu finden. Wir machen uns plausibel, dass die
gesuchten Extrema von f auf N nur an denjenigen Stellen iiberhaupt liegen kénnen, an
denen

e die Hohenlinien von f und g einander beriihren, ohne einander zu schneiden,
e also die Tangenten an die Hohenlinien zueinander parallel sind.

Wir erinnern uns: es steht V f(#) senkrecht auf der Hohenlinie zu f durch den Punkt
Z, und entsprechendes gilt fiir die Funktion g.
Das bedeutet: Extrema von f auf N kann es nur an den Stellen geben, an denen V f (%)

—

und Vg(&) parallel zueinander sind. Es muss also ein A € R geben mit V f(Z) = AVg(Z).

Abbildung 35: Eine handgemalte Skizze zur Suche nach Maxima der Funktion f(Z)
fir © € R? unter der Nebenbedingung g(#) = 0. Die Menge aller derjenigen ¥ € R?
mit ¢g(Z) = 0 ist gerade die Menge N (blaue Kurve), und dies ist die Hohenlinie der
Funktion g zur Héhe Null. Die Hohenlinien der Funktion f sind schwarz skizziert, und
in diesem Beispiel soll f genau zwei lokale Maxima besitzen. Der hochste Punkt von f
auf der blauen Linie ist rot markiert. Diesen roten Punkt suchen wir. Am roten Punkt
gilt: wenn wir die blaue Kurve nach ,,rechts oben* entlanggehen, dann treffen wir dort
nur niedere Niveaulinien von f. Und wenn wir vom roten Punkt aus die blaue Kurve
nach ,links unten* entlanggehen, dann treffen wir ebenfalls nur niedere Niveaulinien von
f. Also beriihrt die durch den roten Punkt laufende f-Niveaulinie die blaue Kurve N
tangential.

18.11 Methode von Lagrange: Seien M C R™ offen, f: M — R und g: M — R
beide stetig partiell differenzierbar, und sei Vg(Z) # 07 fiir alle & € M.

Dann gilt: falls f in 7y € M ein Extremum unter der Nebenbedingung g = 0 hat, so
existiert ein A € R mit V f(Zy) = A\Vg(Zy).
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18.12 Beispiel [— [18.9]: Wir suchen Extrema von f(z,y) = z® — y* unter der Ne-
benbedingung g(x,y) = 2> +y* — 1 = 0.
Die Lagrange-Bedingung lautet: es gibt ein A € R mit

Vi(x,y) =AVg(z,y) <= [32° =3y°] =X [2z 2],

und das fiithrt uns zum Gleichungssystem

322 = 2z,
—3y* = 2\y,
P —1=0.

(Beachte: dies sind zwar drei Gleichungen fiir die drei Unbekannten x, y und A, aber
damit ist iiber die Losbarkeit dieses Gleichungssystems noch gar nichts gesagt.)
Dieses Gleichungssystem kann gelost werden, und wir finden die Losungen

i o o Y e A B
0 0 1 -1 -5 7
Dies sind alle Stellen, an denen es iiberhaupt Extrema geben koénnte.
Allerdings ist f stetig auf der Menge

N—{m eRZ:g(x,y)—o}—{m €R2:x2+y2—1},

und N ist die Einheitskreislinie im R2. Offenkundig ist N beschrénkt und abgeschlossen,
also kompakt. Nach besitzt f auf N tatsdchlich ein Maximum und ein Minimum.
Wir brauchen also blof§ noch die Werte von f an den extremwertverdédchtigen Stellen
ausrechnen und vergleichen:

f(l,()):l, f(—l,O):—l, f((),l):—l, f((),—l):l,

f(i_i)_1+1_2_1
\/5’\/§_\/§3 \/53_\/53 5

f(_i L)__ r_t__2 __1
und deshalb besitzt f auf der Menge N

Maxima in {é} , [_01] mit Funktionswert 1,

Minima in {_01} , {(ﬂ mit Funktionswert — 1.
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19 Parameterintegrale

19.1 Parameterintegral: Sei f: R? — R und a, b € R. Weiter sei fiir jedes x € R die
Abbildung y — f(z,y) stiickweise stetig. Dann definieren wir

b
g(r) = / f(z,y)dy

und nennen dies Parameterintegral. Die Schreibweise fab f(x,y) dy ist auch gebriauchlich.

19.2 Beispiel:

1. Wir setzen )
g9(x) 22/ ye™ dy, w€R,
y=1

und fragen uns nach fxd:c g(z) dz sowie ¢'(x).

2. Sei die Funktion ug: R — R stetig. Wir definieren die Gaufglockenfunktion
1 |2

G(t,z) = \/ﬁe—T

und betrachten das uneigentliche Parameterintegral

wt)i= [ G-y == [T wma. @

Hier haben wir sogar zwei Parameter, ndmlich ¢ und z.

Die physikalische Bedeutung ist: sei uy(z) die Temperatur zur Zeit t = 0 am
Ort x, dann ist u(t,z) die Temperatur zur Zeit ¢ am Ort z bei einem ortsun-
abhéngigen Wirmeleitungskoeffizienten. Das bedeutet, dass die Funktion u(t, )
folgende Warmeleitungsgleichung 16st:

ou 9%u
Git) = 55 t) (0, ) = ug(z). ©)

Man nennt die Funktion G auch Fundamentallésung der Warmeleitungsgleichung.
Um nachzupriifen, dass unser u tatséchlich die Wéarmeleitungsdifferentialgleichung
(V) 16st, muss das Parameterintegral in (#) einmal nach ¢ bzw. zweimal nach x
differenziert werden.

Wir haben also die Frage noch zu beantworten, wie man Parameterintegrale nach
dem Parameter differenziert.

19.3 Integration von Parameterintegralen: Seien a, b, ¢, d € R. Wenn sowohl fiir
jedes x € [c,d] die Funktionen y — f(x,y) als auch fiir jedes y € [a,b] die Funktionen
x +— f(x,y) stiickweise stetig sind, so gilt

d d b b d
/ g(r)dzr = / flz,y)dydx = / f(z,y)dzdy,
r=c r=c Jy=a y=a J z=c

was bedeutet, dass die beiden Integrale getauscht werden diirfen.
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Abbildung 36: Die Gaufiglockenfunktion G(t,z) als Funktion von x, fiir verschiedene
Werte von t. Der Flacheninhalt unter dem Graphen ist immer gleich Eins.

19.4 Beispiel: Wir greifen Beispiel noch mal auf.

1. Esist (zur Verdeutlichung setzen wir Extra-Klammern)
1 1 2
/ g(x)dx :/ (/ ye? dy) dx ‘ nutze (19.3)
=0 =0 y=0

2 1 2 1

:/ (/ ye™? dx) dy :/ R / e dx) dy
y=0 =0 y=0 =0
2 1 =1 2 =1 2

=/ Y- <—er ) dy:/ ™ dy:/ (' —1) dy
y=0 Yy =0 y=0 =0 y=0

= (¢! =) "

=e2—2—-1=¢>-3.

y=0

2. Wir betrachten die Funktion u(t, x), die gegeben ist durch

1 eyl
u(t,x):\/m/ e wuy(y)dy.
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Die Gesamt—Wiarmemenge zur Zeit ¢ berechnen wir dann wie folgt:

o e 1 o lz—y|?
u(t,r)dr = e A dy | dx ‘ nutze (|19.3
[ = [T (o [ e wma)

=—00 =—00

& o 1 |z —y/?
— e & dz ) d
/y:oo (/x:oo 47t O(y) ) Y

o) 00 1 oyl?
:/ uo(y) (/ T e_l s dx> dy ‘ subst. s =
y=—00 T=—00 7t

& * 1 e
[ ([T etas)
Yy=—00 §=—00 s g

=1 (GauB-Glocke, s.u.)

= / uo(y) dy,
y=—00

und das ist aber die Gesamtwéirmemenge zur Zeit 0. Auf diesem Wege haben wir
die Erhaltung der Energie durch Nachrechnen wiederentdeckt!

19.5 Differentiation von Parameterintegralen: Sei f €: R? — R und seien a,
b € R. AuBlerdem sei wieder fiir jedes € R die Funktion y — f(x,y) stiickweise stetig,
sodass das Parameterintegral

b
g(r) = /: f(z,y)dy

existiert. Wenn zusétzlich f nach x stetig partiell differenzierbar ist, dann ist auch die
Funktion ¢ differenzierbar, und es ist

b
g'(x) = g(m‘, y) dy,

y—a 0T

also diirfen Differentiation nach dem Parameter = und Integration beziiglich der Varia-
blen y vertauscht werden.

19.6 Beispiel:

1. Bereits im letzten Beispiel verwendet wurde das wichtige Integral

o0 §2
/ e 2ds =+2m.

o0

Z2 . . .
Da e~z keine elementare Stammfunktion (zusammengesetzt aus e, sin, cos ...) be-
sitzt, kann das Integral nicht elementar gelost werden. Man kann sich mit folgen-
dem Trick behelfen: Setze

T 2 2 1 6—%(1—&-52)
f(z) = (/0 e 2dt) . g(x) = —2/0 st.

Die Integranden sind stetig partiell differenzierbar. Wir erhalten als Ableitungen

nach der Kettenregel:
* t2 12
f(z)=2 </ e?dt) e 7,
0

r—y

V2t
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wobei (f; h(t)dt) = h(x) verwendet wird, und

1 x(1+82)6_§(1+32) P P
g (x) = 2/ ds =2 (/ e_2zvds) ez
0 0

1+ s2

und nach Substitution zs = ¢ im Integral

J(z) =2 (/O e—fdt) e = f(x).

Dann ist g(z) = f(z) + C mit einer Konstanten C'. Berechne C': Speziell fiir x = 0
ist £(0) = f)---=0und
m

1
ds T
9(0) = —2/0 Tr e —2arctans|!_, = —2(Z —0) = -3

Also C' = g(0) — f(0) = —Z. Fiir grofe a ist e* > a bzaw. e~ < L. Fiir grofie z also
! 2 1[4
<2 ———ds = — ————ds.
lg(z)| < /0 22(1 + 52)? 5= 2 o (1+s2)2 5

Das Integral ist eine Konstante, es folgt lim, ., g(z) = 0. Dann ist lim, ., f(z) =
lim, o g() = C =0 — C = 7. Wenn wir uns erinnern, wie f definiert war, folgt

0o
/ e dt =,/
0 2

und daraus (aus Symmetriegriinden)

o0 52 o0 32
/ e 2ds = 2/ e 2ds =+2m.
0

—00

2. Es sei

2 ety — v
g(x :—/ dy.
() i ;

=1
Da f(z,y) = # stetig partiell nach x differenzierbar ist (beachte, dass wir
wegen 1 < y < 2 keine Gefahr laufen, durch Null zu dividieren), gilt fiir x # 0,

dass
2 2 2
0 Y — Y 1

g (x) :/ — (e ¢ ) dy:/ —-y-e”ﬁydy:/ e dy benutze jetzt x # 0

y=1 ax Yy y=1 Yy y=1

1 y=2 1

— LTy _ 2r _ x .
€ 7 (e € )

19.7 Variable Integrationsgrenzen: Jetzt sei

y=2> jxy _ oy
g9(z) :/ dy, x>0,
y=z+1 y

und wir suchen ¢'(x). Wir beobachten, dass das Integral auf der rechten Seite an drei
Stellen vom Parameter x abhéngt:
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e im Integranden,
e in der oberen Grenze,
e in der unteren Grenze.

Zur Ableitung der Funktion g benutzen wir eine Hilfsfunktion h, gegeben durch

Yy=v Ty __ Yy
h(z,u,v) ::/ ¢ ¢ dy,
y y

=Uu

und dann ist g(x) = h(z,z + 1,2%). GemiB Kettenregel gilt dann

()’ 1
d(x)=Vh(z,z+ 1,23 [(x+1)"| = Vh(z,z +1,2%) - | 1
(x2) 2x

Hierbei bedeutet Vh(z,x + 1,2?%), dass wir zuerst V auf h(x,u,v) anwenden, also

oh  Oh Ok
Vh(z,u,v) =[5 5 9]
ermitteln, und danach setzen wir (z,x + 1,2?) ein fiir (z,u,v). Das machen wir jetzt.
Wegen Beispiel haben wir

oh Vo0 (e —eY vl v
—(w,u,v)Z/ —(—) dy:/ —-y-e”dyzf e dy
Ox y—u 0T y y=u Y y—u

1

= —exy
X

y=v evT _ pux

y=u T

Nach Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist

oh et — et oh v — e
T, u,0) = — T, u,v) =+ )

%( u %( v

Und jetzt setzen wir anstatt (x,u,v) wieder (z,z + 1,2?) ein:

1
g'(x) = Vh(z,x +1,2%) - | 1
2z
1
— |:ex2-m_e(a:+l)-ac eac»(ac+1)7_ea:+l ez-x2_ex2] X 1
T - z+1 x2
2z

xT

= (3623 — er(ew + 2)) — xj— . (e:’““2 — e) .

1 .1’3 3?233 1 1‘2]} X 2 1‘3 ac2
:—(e —e e)— (ee—ee>+—<e —e)

T r+1 T

1

T
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20 Kurvenintegrale

20.1 Motivation: Wenn ein Teilchen entlang einer geraden Strecke mit gleichférmi-
ger Geschwindigkeit gezogen wird und wenn dabei gegen eine konstante Reibungskraft
gearbeitet werden muss, dann ist bekanntlich die geleistete mechanische Arbeit gleich
dem Produkt aus Kraft und Wegléinge.

Jetzt wollen wir dies verallgemeinern, siehe Bild

e der Weg braucht nicht mehr eine gerade Strecke sein — auch eine geschwungene
Kurve ist jetzt erlaubt;

e die zu iiberwindende Kraft braucht nicht mehr konstant sein — jetzt wollen wir
auch eine variable Kraft zulassen.

Anschaulich bedeutet dies: wir werden die Kraftfunktion F' entlang einer Kurve inte-
grieren.

Anschaulich ist auch klar: eine Kurve entspricht einem verbogenen Stiick des R, das
man in den R? oder den R” hineingelegt hat.

Abbildung 37: Ein Teilchen soll entlang des roten Wegs gezogen werden, und dabei ist
die angegebene Kraft zu iiberwinden.

20.2 Kurven: Eine Funktion v: [a,b] — R", die stetig und stiickweise differenzierbar
ist, heiflit Kurve im R™.
Die Punktmenge

spur(y) :={y(t): a <t < b}

heifit Spur der Kurve (zuvor auch Bild der Kurve genannt), und v(a) € R™ heifit An-
fangspunkt der Kurve. Entsprechend heiit v(b) € R™ Endpunkt der Kurve.

Man erhilt eine gute Vorstellung, wenn man ¢ als die Zeitvariable liest und () als den
Ort innerhalb des R", an dem ein Teilchen zur Zeit t ist.

Was ist der Unterschied zwischen einer Kurve « und spur(vy)? Wir iiberlegen uns, dass
jedes mathematische Objekt einen Typ hat (wir kennen schon die Typen ,reelle Zahl“,
,komplexe Zahl“,  Vektor®, jMatrix“ usw.). Die Kurve v hat den Typ , Funktion von
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[a,b] in den R™“, und spur(y) hat den Typ ,Punktmenge des R"“. Wir stellen uns ein
Auto vor, dass mit nassen Reifen tiber eine Strafe féhrt. Dann ist [a, b] das Zeitintervall,
und v gibt an, wo das Auto wann ist. Im Gegensatz dazu ist spur(y) die Spur der nassen
Reifen auf dem Asphalt. Die Information, wann das Auto wo war, ist in spur(vy) nicht
mehr enthalten.

20.3 Beispiel:

1. Seien Z, § € R". Dann beschreibt die Funktion v: [0,1] — R"™, gegeben durch die

Gleichung
V(t) = (1 = )T + 1y,

die Verbindungsstrecke von ¥ nach y. Das Teilchen beginnt seine Fahrt zur Zeit 0
im Punkt & und erreicht den Punkt 7 zur Zeit 1.

¥

y(0)

Abbildung 38: Eine Verbindungsstrecke.

2. Die Funktion
T COS(t)}

v: [0,27] — R?, ~(t) = [7’ sin ()

beschreibt einen im Gegenuhrzeigersinn durchlaufenen Kreis vom Radius r. Wir
haben v(0) = [r, 0] = v(27).
Eine Kurve 7: [a,b] — R™ mit vy(a) = v(b) heiit geschlossene Kurve.

i
1/

Abbildung 39: Ein Kreis vom Radius r.

¥(0)=y(2n)

3. Die Funktion n
_ 2 __|cos(t
v: [0, 7] — R, v(t) = {sin(t)}

beschreibt den Einheitshalbkreis in der oberen Halbebene, denn es ist (cos(t))? +
(sin(t))?* = 1 und sin(¢) > 0 fiir ¢t € [0, 7).

Die Funktion

s0s LB 0= | ]
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beschreibt ebenfalls den Einheitshalbkreis in der oberen Halbebene, denn es ist
4+ (V1 —12)? =1 und v/1 — 2 > 0. Wir erkennen also

spur(y) = spur(¥),

aber die Kurven v und # sind sehr unterschiedlich.

Abbildung 40: Der Einheitshalbkreis in der oberen Halbebene.

. Die Funktion

r cos(t)
v: [0, 107] — R?, ~(t) := | rsin(t)
ct

beschreibt eine Schraubenlinie im R?, siehe Bild [41]

50
40
20

20

Abbildung 41: Eine Schraubenlinie mit » = 1 und ¢ = 2.
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20.4 Tangente an eine Kurve: Sei v: [a,b] — R"™ eine Kurve und ¢, € (a,b) ein
Zeitpunkt im Innneren des Intervalls [a, b].
Die lineare Approximation im Punkt 7(to) durch ein Taylorpolynom ist

Y(to) + Dy(to) - (t —to) = ~(to) + (t—to) -  Dy(to)
— ——
Aufpunkt Richtungsvektor

Hierbei ist D~ die totale Ableitung der Funktion ~. Anstatt D~(ty) schreiben wir iiber-
licherweise 7/(ty), und es ist

7 (to)

Die Anschauung dazu ist: fiir das Teilchen, das auf spur(y) entlang fliegt, ist zur
Zeit ty der Geschwindigkeitsvektor gleich +/(¢y), und der Betrag der Geschwindigkeit ist
|7/ (to)]]. Der Geschwindigkeitsvektor verlauft tangential an spur(~y).

y(a) v(b)

Abbildung 42: Die Spur einer Kurve mit einem Tangentenvektor 4/(¢) am Punkt ~(¢).
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20.5 Beispiel:

1. Fiir die Verbindungsstrecke von # und ¢ € R™ ist v(t) = (1 — t)Z + ty. Dann folgt
V()= —F =G F

Dieser Ausdruck hiangt von der Zeit ¢ gar nicht ab, es handelt sich also um eine
gleichformige lineare Bewegung. Innerhalb von einer Zeiteinheit wandert das Teil-
chen von 7 nach v, also ist der Betrag der Geschwindigkeit tatséchlich @ =
|7/ (t)]|, wie vorhergesagt (bei gleichférmigen linearen Bewegungen ergibt sich der
Geschwindigkeitsbetrag tatsédchlich durch Division von Gesamtweglénge durch Ge-

samtzeit).

2. Wir betrachten ein Teilchen auf dem Einheitskreis. Dann ist : [0, 27] — R? mit

cos(t)

=[5 e o= [5]

Die Lange des Tangentenvektors 4/(t) ist dann

I (@)l = y/sin(t) + cos?(#) = 1.

Es handelt sich um eine gleichméflige Kreisbewegung. Die Richtung, in die ~/(t)
zeigt, ist fiir jedes t eine andere.

N

Abbildung 43: Der Einheitskreis mit einem Tangentenvektor.

20.6 Liange einer Kurve: Sei 7v: [a,b] — R" eine Kurve. Die zuriickgelegte Strecke
ist das Integral des Geschwindigkeitsbetrags iiber der Zeit, also ist die Lénge der Spur
von 7 gleich

Lo)= [ V@l d.

Achtung: wenn man von der Geschwindigkeit redet, dann meint man im Allgemeinen
den Geschwindigkeitsvektor +/(t) € R". Hier jedoch integrieren wir tiber den Geschwin-
digkeitsbetrag, welcher eine Zahl (> 0) ist.
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20.7 Beispiel:

1. Fiir die Kreisbahn mit Radius r haben wir 7: [0, 27r] — R? mit

=[] o

Dann folgt

e —rsint °n 5 y o
L(v) = IV (@) dt = cost dt = \/r sin?(¢) + r2 cos?(t) dt

27r
/ \/ sin?(t) + cos2(t) dt = / rdt = 2.

Das entspricht unseren Erwartungen.

2. Wir betrachten die Schraubenlinie auf dem Zeitintervall [0, ¢]. Dann ist 7: [0, {] —

R? mit
rcos(t) —rsin(t)
() = |rsin(t) |, Y(t)= | reos(t) |,
ct c

wobei wir natiirlich ¢, r, ¢ > 0 haben. Es folgt dann

¢ ¢
= / 17/ (@) dt = / \/7‘2 sin?(t) + r2 cos?(t) + c2 dt
0 0

¢
:/ Vri4c2dt =0-vVr? 4 2.
0

Dies hétten wir auch herausfinden konnen, indem wir den Zylindermantel, auf dem
die Schraubenlinie aufgewickelt ist, verzerrungsfrei abwickeln.

20.8 Arbeitsintegral: Sei M C R”, F': M — R" ein stiickweise stetiges Vektorfeld,
und sei v: [a,b] = M eine Kurve. Dann heifit

[F@az= [ (r6).)

das Arbeitsintegral von F' ldngs spur(vy) oder auch Kurvenintegral von F' lings spur(7y).
Wir stellen uns f als Kraftfeld vor und spur(vy) als den Weg des Teilchens. Siehe auch
Bild B7

20.9 Bemerkungen:
1. Es ist auch die Notation

JRCIORICE!

gebrauchlich. Hierbei bezeichnet der Multiplikationspunkt - das Skalarprodukt
zweier Vektoren mit n Eintrdgen.
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2. Der Wert f7 F () d dndert sich nicht, wenn wir spur(y) mit anderer Beschleuni-
gung aber in derselben Richtung durchlaufen.

Mathematisch genau: ist ¢ : [c : d] — [a,b] stetig differenzierbar mit ¢ (c) = a,
(d) = bund ¢'(s) > 0 fiir s € (¢,d), dann ist ¥ =y o : [c: d] = R™ eine Kurve
mit spur(y) = spur(¥) und fw F(z)dz = fﬁ? F(Z)dZ. Konkret z.B. ~(t) und v(¢°),
wenn vy : [—1,1] — R™

3. Dagegen gilt [ F(7)di = — [, F(¥)d#, wenn spur(y) mit irgendeiner Beschleu-
nigung in anderer Richtung durchlaufen wird.

Mathematisch genau: ist ¢ : [¢ : d] — [a,b] stetig differenzierbar mit ¥ (c) = b,
(d) = a und ¥'(s) < 0 fir s € (¢,d), dann ist 5§ = yo ¢ : [c : d] — R" eine
Kurve mit spur(y) = spur(¥) und f7 F(z)dz = —f& F(7)dz. Konkret z.B. ()
und y(—t), wenn v : [—1,1] — R™.

Wir kommen zu einem neuen Gedanken.

20.10 Beispiel: Wir integrieren ein Vektorfeld F' entlang zweier unterschiedlicher Kur-
ven ~ und ¥, fiir die auch deren Spuren unterschiedlich sind. Siehe Bild

L. Sei Flo.y) [:Uff—ny} ;) = [?SJ?I?((;H e [0’ g} |

Dann haben wir mit cos?t 4 sin?t = 1
[Fi= | " Eem). ) a
=[] [ ) o

_ / " (212 cos?(1) sn) — 26 cos(t)sin?(1) + sin(t) + ¢ con(t)

3

= (man rechnet einige Zeit) = ;—4

2. Wir nehmen dieselbe Funktion F, jetzt allerdings die Kurve 4 mit 4(¢) := [0, ¢]”
fiir t € [0, %]. Wir beobachten 4(0) = [0,0]" = ~(0) und 4(5) = [0, 5]" = (5). Es
haben also spur(¥) und spur(y) dieselben Anfangs- und Endpunkte. Dann rechnen
wir wie folgt:

Die Gleichheit der Integrale ist kein Zufall.
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Abbildung 44: spur(y) ist der schwarze Bogen, spur(¥) die rote Strecke.
20.11 Potential: Sei M C R"™ und F': M — R"™ ein Vektorfeld. Dann heifit ein Ska-
larfeld ¢ : M — R Potential von f, falls gilt:
e ( ist stetig partiell differenzierbar,
o Vip(T) = F(£)T fiir jedes 7 € M.

In diesem Falle nennen wir F' ein Potentialfeld oder ein konservatives Feld oder ein

Gradientenfeld.

20.12 Kurvenintegrale von Potentialfeldern: Sei M C R” und F : M — R"” ein
Potentialfeld mit Potential ¢ : M — R, das heifit F7 = V. Dann gilt fiir jede Kurve
v : |a,b] = M, dass

(er(e) = T (1(0) - 7(1) = Fr(t)" - (1) = (F((1)), 7(1)

also ergibt sich dann

[P@ar= [ Eao o) a= [ (sho) a oo - o)

Das bedeutet: Wenn F' ein Potentialfeld ist, dann héngt der Wert des Kurvenintegrals
nur von der Lage der Anfangs— und Endpunkte der Kurve ab, aber nicht vom Verlauf
der Spur dazwischen!

Man sagt auch: das Potential ¢ ist die Stammfunktion des Potentialfelds F'.

Ein wichtiger Spezialfall: wenn F' ein Potentialfeld ist und ~ geschlossen, so ist

20.13 Beispiel:
1. Wir kehren zuriick zu Beispiel 20.10, Dort war

2x
F(:an) = |:]32 +yy2:| )
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und dies ist ein Potentialfeld, denn fiir die (im Moment noch erratene) Funktion
o(z,y) = x*y + 5y° gilt tatséichlich

Veo(r,y) = [2zy, 2 + %] = F(z,y)".
Dies erkléart, warum die beiden Integrale gleich waren.

2. Auf der Menge M := R?\ {0} betrachten wir die Funktion

F(z,y) = [ﬁ]

2 +y2

Wir haben bei der Wahl von M den Nullpunkt ausgeschlossen, weil wir ansonsten
durch Null dividiert hétten. Die Spur der Kurve sei der im Gegenuhrzeigersinn
durchlaufene Einheitskreis, also

cos(t)

() = [sin(t)] : t €[0,2n].

Es ist also 7 eine geschlossene Kurve. Trotzdem ist unser Kurvenintegral nicht
gleich Null, denn

2m
[F@az= [ Fae). ) a
~ 0
B 277[ in) cos(?) } — sin(t) a
0 cos2(t)+sin?(t)  cos2(t)+sin?(t) COS(t)

— /027r <Sin2(t) + COSQ<t)) dt =27 #0 |

Abbildung 45: Der Integrationsweg fiir Beispiel [20.13] (b).

20.14 Notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Potentials: Sei M C R"”
und F = [f1,..., fa]': M — R™ ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Wenn F ein
Potential ¢ besitzt, dann ist fiir jegliche i, 7 =1,...,n

Oy Oy
fl_axi’ fj_ 8xj'
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Der Satz von Schwarz liefert dann (falls i # j)

of;  Pp o Of;
al'j N &chﬁx] N (‘9%6@ N 6%

Eine Mindestvoraussetzung fiir die Existenz eines Potentials ist also die Integrabi-
litditsbedingung

ofi _ 9f;
al'j 8xi’

fiir alle ¢ # 7, bzw. die Jacobi-Matrix Jy ist symmetrisch.

Umgangssprachlich: ,,die Ableitungen iiber Kreuz miissen gleich sein“!
20.15 Beispiel:

1. Wir kehren zu Beispiel [20.10| zuriick. Da hatten wir
21y fi(z, y)]
F(x,y) = = :
(:9) LEQ + y2] {f2($a y)
Wir priifen die Integrabilitdtsbedingung nach:

Oft 2 Ofs

oy Oz’

und dies stimmt tatséchlich, denn es ist 2z = 2z. Also ergibt es Sinn, ein Potential
¢ zu suchen (von dem wir aber noch nicht wissen, ob es iiberhaupt existiert). Es

soll gelten % = 2xy, also folgt

p(z,y) = /2:631 dz +g(y) = 2%y + ¢+ g(y).

Hierbei sind ¢ eine wihlbare Konstante und ¢ eine (noch) wihlbare Funktion.
Dann haben wir tatséchlich g—i = 2xy, und wir wollen haben

21630

2 ! 2 /
P = 2 =2 10+ 4 (y)
Ay =g = 9'(y)
Also muss ¢'(y) = y? sein, d.h. g(y) = %y?’ + C'. Zusammengefasst bekommen wir
z.B. ]
pley) =2’y + 2y°,

wenn wir ¢ = C = 0 setzen.

2. Potentiale sind etwas Seltenes und Kostbares! Sei z.B.

F(a:,y):{ v }

r+y

Dann ist %—f; =0#1= %, also kann diese harmlos ausschauende Funktion gar

kein Potential besitzen.
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3. Wir setzen Beispiel 20.13| (b) fort. Es war

Fz,y) = [Tyy} _ [fl(x,y)} |

oy fa(z,y)
Wir testen, ob die Integrabilitdtsbedingung erfiillt ist:

ofr  —(2*4+y*) +2y> y* —a?
oy (@>+y?)? (242
Ofy 22 +y*— 22 y? — x2

9z (#2+12)? (22 +42)?

und dieser Test ist erfolgreich. Also suchen wir ein Potential ¢ auf &hnlichem
Rechenweg wie eben, und es ensteht

o(x,y) = arctan (%) fiir x # 0.

Wir haben jetzt ein Potential ¢, aber trotzdem haben wir fy F(Z)dZ # 0 ausge-
rechnet. Der Grund ist, dass der Einheitskreis, den wir beim Integrieren entlang ~y
ablaufen, zwei Punkte besitzt mit x = 0, und dort haben wir leider kein Potential.

Der Integrand F besitzt im Ursprung [0,0]7 eine Polstelle (auch Singularitit ge-
nannt), und diese Singularitat ,strahlt aus®.

Abbildung 46: Der Integrationsweg mit zwei Stellen ohne Potential.

Wir erkennen: die Integrabilitdtsbedingung ist zwar notwendig dafiir, dass das
Vektorfeld F' ein Potential besitzt iiberall auf spur(y), aber nicht hinreichend.
Eine Abhilfe geben wir im néchsten Satz.

20.16 Potential im Fall M sternférmig: Sei M C R™ und das Vektorfeld F': M —
R"™ erfiille die Integrabilitdtsbedingung. Wenn die Menge M offen ist und sternfirmig
ist, dann besitzt F' auf ganz M ein Potential.

Hierbei bedeutet ,sternformig”, dass es einen Punkt p' € M gibt, so dass die gerade
Verbindungsstrecke tp+ (1 — )@, t € [0, 1], zu jedem andere Punkt Z € M, vollstandig
in M verlauft.
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Abbildung 47: Sternférmig: Vom Punkt in der Mitte von M kann jeder andere Punkt in
M durch ein Geradenstiick erreicht werden, das vollstandig in M liegt Nicht sternformig
ist beispielsweise die offene Kreisscheibe K° = {(z,y) € R?*|z? + y* < 1}\(0,0) ohne
Mittelpunkt. Egal welchen Punkt p" € K° wir wéhlen, die Verbindungsstrecke zu —p
verlauft nicht in K°
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21 Integrale im R”

Unser Ziel ist die Integration von Funktionen in mehreren Variablen. Ein Problem
kann dabei darin liegen, dass die Integrationsgebiete (also diejenigen Mengen, in denen
die Integrationsvariable 7 lebt) relativ wild sein konnen.

21.1 Intervalle im R": Seien a, b € R" mit a; < b; fiir alle i = 1, ..., n. Dann heifit

-

I:=[a,b] :={ZeR": a; <z; <Y firallei=1,...,n}

abgeschlossenes Intervall im R™.
Dann ist I = [a1,b1] X [ag, bo] X ... X [an, by

o

]

Abbildung 48: Ein Intervall im R2.

—

21.2 Integrale iiber Intervalle: Sei I = [d@,b] ein Intervall im R™, und sei f: [ — R
stiickweise stetig. Dann legen wir fest

by pbs bn
/f(f)da_:'::/ / / flz1, 2, ..., x,) day, ... dzy da;.
I ail a2 Qan

Hierbei ist die Integrationsreihenfolge beliebig, also z.B. fiir n = 2:

[renie= [ [ o= [ [ e,

wenn I = [a,b] X [e,d].
21.3 Beispiel:

1. Wenn wir die Funktion f(Z) = 1 wihlen, dann liefert das Integral uns das Volumen
des Intervalls I:

b1 bn by n— 1
/1d:p—/ / ldz,, ... dz; = / / n) AT,y ... doy

b1 — Cll) (b2 — CLQ) b — (ln
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2. Ein schoner Spezialfall ergibt sich, wenn die Funktion f die Gestalt f(z,y) =
g(x) - h(y) hat. Dann entsteht

//fa:y dydx—// dyd;/abg(x) (/th(y)dy) dz
(e (o)

3. Sei f(z,y) = 2z cos(z? —y), und das Intervall sei I = [0, 1] x [—1, 1]. Dann kénnen
wir einerseits substituieren wie folgt (wobei wir darauf achten, die Integrations-
grenzen mitzusubstituieren):

d
/ / 2 cos(z? — y) dr dy ‘ substituiere u = 2, S 9
=—1Ja=0 dx
1 1 1 N
= / / cos(u —y)dudy = / sin(fu—y)| dy
y=—1 Ju=0 y=—1 u=0
1 y=1
= / (sin(l —y) — sin(—y)) dy = (cos(l —y) — Cos(—y))
y=-1 y=-1

= cos(0) — cos(2) — cos(—1) + cos(1) =1 — cos(2) — cos(1) + cos(1) =1 — cos(2).

Andererseits konnen wir aber auch die Integrale tauschen:

1
/ / 22 cos(x? —y) dy dz = / 2x (/ cos(z? — 1) dy) dx
=0 -1 =0 y=—1

.dhnliche Rechnung wie eben...) =1 — cos(2).

Wir wollen jetzt auch iiber unregelméflig berandeten Gebieten GG integrieren, nicht blof3
iiber rechteckigen Intervallen I.

21.4 Gebietsintegral: Sei G C R" kompakt mit stiickweise glattem Rand, und die
Funktion f: G — R sei stiickweise stetig. Wir nennen G das Integrationsgebiet.
Wir wahlen ein Intervall I C R™ mit G C I und setzen

(7) = f(@) : wenn Z € G,
"o : wenn T € G,

und diese Funktion f nennen wir Fortsetzung von f durch Null. Dann definieren wir

/Gf(f)df:—/lf(a?)da‘:‘

Das Integral auf der linken Seite nennen wir Gebietsintegral.

Dies ist erstmal nur eine Definition zum Zwecke der Begriffsfestlegung. Die tatséchliche
Berechnung eines solchen Integrals verlangt uns noch einige Arbeit ab, mit der wir jetzt
loslegen.

Im Folgenden betrachten wir nur den Fall n = 2; hohere Dimensionen kénnen analog
betrachtet werden.
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Abbildung 49: Ein beliebiges Integrationsgebiet G im R2.

21.5 Projizierbare Mengen: Sei G C R? eine gegebene Menge.

1. Wenn es stetige Funktionen ¢, d: [a,b] — R gibt mit ¢(z) < d(z) fiir jedes z € [a, ]
und der Eigenschaft

G:{B} eR*>:a<z<b und c(x)SySd(x)},

dann heifit G y—projizierbar.

In diesem Fall haben wir

/Gf(ar,y) d(z,y) :/:a /ydiz)f(x,y) dy dz.

ci{x)

b

e i i

Abbildung 50: Eine y—projizierbare Menge G.

2. Wenn es stetige Funktionen a,b: [¢,d] — R gibt mit a(y) < b(y) fiir jedes y € [c, d]
und der Eigenschaft

¢-{[f]extic<yza wa apy <o),
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dann heifit G x—projizierbar.

In diesem Fall haben wir

| 1w dan) - / dc / b(j:y)f(x,y) dz dy.

aly) G by)

Abbildung 51: Eine xz—projizierbare Menge G.

21.6 Beispiel:
a) Wir betrachten die obere Halbkreisscheibe mit Radius r > 0 (Abbildung [52):

G::{B] €R2:$2+y2§7"2 und yEO}:

:{[x} eR?: —r<z<r und Ogygvﬂ—xz}.

()
Also ist diese Menge GG y—projizierbar und wir haben

[ reiea= [ /ﬁ Fay) dyda

0

Zum Beispiel fiir f(z,y) = 22%y ergibt sich dann:

Y o .

/ 22%yd(z,y) = / / 2%y dy dz = / z2y?
G x=—r Jy=0 T=—r

= / 23 (r? — 2?)dz = / (7’21‘2 - x4> dz

1
S (e I 1x5
3 5

1, 1, 1. 1, (2 2\, 4,
=3 T3 Ty s T \3 ) T

y=vrZ_z2
dx

y=0

=T

rT=—T
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¢ s

T r

Abbildung 52: Eine Halbkreisscheibe.

b) Wir nehmen G als dasjenige gleichschenklige Dreieck in der Ebene, das begrenzt
wird von den Geraden y =z, y = 2 — z und y = 0 (Abbildung p3). Sei f(z,y) =
14%:;:' Diese Menge G ist x—projizierbar und y—projizierbar. Wir kénnen uns also
fiir die leichtere Rechnung entscheiden:

/Gf(:v,y)d(x,y):/ylo/:jylixdxdy:/yloln(l—i-:c)

= /1 <ln(3—y) —ln(l—i-y)) dy =---=31In(3) — 41In(2).

=0

r=2—y

=y

1 ~

Abbildung 53: Ein Dreieck.

¢) Wir betrachten einen Kreisring mit innerem Radius 1 und duflerem Radius 4 (Ab-

bildung:
G::{[ﬂ :1§x2+y2§4}.

Leider ist diese Menge weder x—projizierbar noch y—projizierbar. Es gibt aber
mindestens zwei Auswege:
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e Wir zerlegen GG in einen ,,oberen“ und einen , unteren“ Halbring:

G:(Gm{m eR?:yzo})u(Gm{{z] 6R2:y§0}):G1UG2,

und dann berechnen wir

[jmwaawzgf@wamw+ f(y) d(z, ).

G2

Beachte, dass Gy und G4 beide y—projizierbar sind.

-,

e Wir schreiben G als Differenzmenge zweier Kreisscheiben, also G = K4(0) \
K;(0), und dann berechnen wir

z,y)d(z,y) = x,y)d(z,y) — x,y)d(z,y).
/Gf( y) d(z,y) /mf( y)d(z,y) /mf( y)d(z,y)

Ein analoges Vorgehen ermoglicht fiir viele Mengen G die Riickfithrung auf proji-

N
A\

Abbildung 54: Wir zerlegen einen Kreisring in zwei Halbringe, oder wir interpretieren
ihn als Differenzmenge zweier Kreisscheiben.

Ab jetzt gehen wir vom R? wieder zuriick zum R™ mit beliebigem n.

21.7 Substitutionsregel: Es seien G, ACA? C R™ Integrationsgebiete, f: G — R sei
stiickweise stetig, und die Funktion H: G — G sei bijektiv und stetig differenzierbar.
Dann gilt

[ s@az= [ s e n@) o
Hierbei ist Jy die Jacobi-Matrix der Abbildung H.

Der Nutzen dieses Satzes wird fiir uns im wesentlichen darin liegen, ein schwierig zu
beschreibendes Integrationsgebiet G in ein leichter zu beschreibendes Gebiet G umzu-
rechnen.

21.8 Umrechnung in Polarkoordinaten: Wir erinnern daran, dass wir im R? Po-
larkoordinaten eingefiihrt hatten gemé&f

1] = [ree)].
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Dann ist H: [0,00) x [0,27) — R? mit

e 5o

die Substitutionsfunktion bei der Umrechnung in Polarkoordinaten, und es ergibt sich

/ny (,v) /f )) det Ju (r, 9)] d(r, ),

wobei
det i) = det |nl) "TE] — pco) 4 psint() =
was wir in folgende Merkregel gieflen:
drdy = rdrde.
21.9 Beispiel:

1. Sei G ein Kreis um den Ursprung mit Radius R, also

G = Kgz(0) = {m € R?: 2% + 42 SRQ}.
Dieser Menge G entspricht in Polarkoordinaten die Menge
G ={(r,¢) €[0,00) x [0,27): 0 < r < R} = [0, R] x [0, 27),

und dieses G ist erfreulicherweise ein Intervall, was das Verwalten der Integrati-
onsgrenzen deutlich vereinfacht. Also ist

/_j@@d%w:/ﬂmMWJmWWMmﬂ
KRr(0) G

i R
= /2 f(rcos(p), rsin(p))rdrde.
©=0 Jr=0

Zum Beispiel fiir f(x,y) = 1 sollte sich der Flicheninhalt des Kreises ergeben. Das
priifen wir nach:

/KR(O (2,9) Lolordrd@—(/ dgp)-(/j)rdr)

=27 - —R2 = TR

r=0

= 2m - —r
2
2. Wir greifen Beispiel (c) auf:

G:{B]ERzzlgxz—i—yzgél}, flz,y)=1+y.
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In Polarkoordinaten wird dies zu G = {(ryp): 1 <r <2 0< ¢ <271} und
f(rcos(p),rsin(¢)) = 1+ rsin(p), also
1

/(Hy)d(xy /M/ (14 rsin())r drdp
Lo/Tlerd¢+L O/HT sin(p)) dr dg
(o) (L) (L) (o)

=0 braucht man nicht berechnen
1 r=2
=27 =12
2 r=1
2 2 L 3
= 4Tl - — = | = o7
2

Abbildung 55: Der Winkel ¢ bei Zylinderkoordinaten.

21.10 Umrechnung in Zylinderkoordinaten: Dies sind Koordinaten, die zu einer
Zylindersymmetrie im R3 gut passen. Wir rechnen um

x r
y| = ¥
z z
geméaf der Vorschrift
x rcos(p)
y| = |rsin(p) | = H(r, ¢, 2).
z z

Fiir die Umrechnung der Differentiale benttigen wir den Betrag der Determinante der
Jacobi-Matrix:

cos(p) —rsin(p) 0 :
= |det |sin r cos cos(p) —rsin(e) =T
|det Jy (r, ¢, 2)| = |det é@) 0(@) ? ‘d t [sin(<p) r cos(p) } ‘ ’

analog zur Umrechnung in Polarkoordinaten. Wir erhalten also die Merkregel

drdydz =rdrdedz.
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21.11 Volumen eines Kegels: Wir bestimmen das Volumen eines Kegels. Dieser
steht auf der Spitze, hat die Hohe 1 und den Radius 1. Es ist also

In Zylinderkoordinaten wird daraus dann 0 < r < 2, 0 < ¢ < 27 und 0 < z < 1.
Das Volumen des Kegels bestimmt sich dann zu (hierbei miissen wir aufpassen, weil die
Grenzen fiir r von z abhéngen, weshalb das r—Integral nach Innen gehort):

/ldxy, / / / 1- rdrdgpdz-/ / 2
G z=0 <p 0 Jr=0 p=
1 2
—z 2depdz == -2 - z°dz
z= 0 p= 2 z=0

:—7T.

z=0 3

dgp dz

r=0

3

Das entspricht unseren Erwartungen (,, Grundflacheninhalt mal Héhe durch drei®).

A

Abbildung 56: Wir suchen das Volumen dieses Kegels.

21.12 Umrechnung in Kugelkoordinaten: Dies sind Koordinaten, die zu einer Ku-
gelsymmetrie im R? gut passen. Wir nehmen r > 0 als den Abstand von [z,y, z]" zum
Ursprung, ¢ € [0,27) als den Winkel von [z,y]" zur positiven z—Achse (auch als geo-
graphische Linge bezeichnet), und 6 € [0, 7] ist der Winkel von [z,y, 2] zur positiven
z—Achse. Fiir 6 = 0 ergibt sich der Nordpol, fiir § = 7 der Stidpol, und fiir = 7/2 der
Aquator. (Achtung: in manchen Biichern ist § € [~ /2, 7/2], wobei § = 0 den Aquator
beschreibt. Dann &ndern sich einige Formeln.)

Die Wortbeschreibung ergibt dann die Formeln

x 7 cos(p) sin(6)

y| = H(r,p,0) = | rsin(p)sin()
z r cos(6)
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Fiir die Umrechung der Differentiale benotigen wir die Determinante der Jacobi-Matrix:

cos(p) sin(f) —rsin(p)sin(0) rcos(p) cos(0)
det Jy (1, ¢,0) = |sin(p) sin(f)  rcos(p)sin(f)  rsin(yp) cos()
cos(6) 0 —rsin(0)

= (...einige Rechnungen ...) = —r*sin(f).

Die Substitutionsformel verlangt jetzt allerdings den Betrag der Determinante der Jacobi—
Matrix, also bekommen wir die Merkregel

dr dydz = r*sin(0) dr dp dé.

21.13 Beispiel: Wir bestimmen das Volumen der Einheitskugel im R?, also betrachten
wir
x
G=< |yl eR*: 2> +¢y*+22<1
z
In Kugelkoordinaten wird dies zu 0 <r <1, 0< ¢ <27, 0 <6 <m. Das Volumen
der Kugel berechnet sich dann so:

/1dxy, /00/0[01”111 ) dr de df
=([ma) ([ 0e) ([, )

r=1

r=0

Das ist das erwartete Ergebnis.
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22 Vektoranalysis

Unser Ziel ist es, Vektorfelder besser zu beschreiben. Wir denken dabei an elektrische
oder magnetische Felder, an das Gravitationsfeld, an Stromungen oder an elastische
Verformungen: sei z.B. ein Stahltrdger gegeben, der sich unter Last ein wenig verbiegt.
Das koénnen wir uns so vorstellen, dass wir den Trager im Ruhezustand hernehmen und
an jeden seiner Punkte einen Vektor anheften, der diesen Punkt im Ruhezustand mit
dem neuen Punkt unter Last verbindet. Auf diesem Wege entsteht ein Vektorfeld, das
Verschiebungsfeld genannt wird. Wie konnen wir dies mathematisch beschreiben ?

22.1 Divergenz: Sei M C R" offen, und F' = (fy,..., f,)T: M — R" sei ein stetig
differenzierbares Vektorfeld. Dann nennen wir

9] 0 Ofn .
div F () ::Z—(f):a—ﬁ(f)+a—£(f)+...+a£n(x), reM,

die Divergenz von F'. Beachte dabei: es ist F': M — R"™ ein Vektorfeld, aber div F': M —
R ein Skalarfeld.

22.2 Anschauliche Bedeutung: Die Funktion div /' misst den aus einer Volumen-
einheit austretenden Fluss:

e Punkte ¥ € M mit div F(Z) > 0 heiflen Quellen,
e Punkte ¥ € M mit div F(Z) < 0 heiflen Senken.

e Wenn div F(Z) = 0 fiir alle ¥ € M gilt, so nennt man das Vektorfeld F' quellenfrei.

Abbildung 57: Links ist eine Quelle mit div F' > 0, und rechts ist eine Senke mit div F' <
0.

22.3 Rotation: Sei M C R? offen, und sei F' = (f1, f2, f3)T: M — R3 ein stetig
differenzierbares Vektorfeld. Dann heifit

oy (1) = 5, (%
rot () := |2 (z) — 95(7)
z z

Rotation von F. Beachte dabei: F: M — R? und rot F: M — R3 sind beides Vektorfel-
der. Die Rotation gibt es nur im R3, aber nicht im R
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22.4 Bemerkung:

1. Mit dem n—komponentigen Nabla—Operator

dz1
V, = |
5o
haben wir formal
div F(Z) = VL - F(7), rot F(Z) = (V3 x F)(Z).
Skalarprodukt m

2. Wir erinnern an die Integrabilititsbedingung aus dem Abschnitt iiber Potenziale:

ofi ., 0f;

(Z) fir alle ¢ # j.

Diese Bedingung ist also erfiillt fiir F: R* — R? genau dann, wenn rot F(Z) = 0
fiir alle 7 € R3 gilt.

3. Es beschreibt rot F' die Wirbeldichte des Feldes.

* s
RN VU SN — _‘_‘-.
——= == /40
L e
\-....""':a-

Abbildung 58: Links ist ein Vektorfeld F' mit rot F' = 0, rechts ist ein Vektorfeld F' mit
rot F' # 0.

e Gradientenfelder F haben immer rot F' = 0, denn: sei p: R? — R ein zweimal
stetig differenzierbares Skalarfeld. Dann gilt

Pz Sozy - (Pyz o
I“Ot(V(p) = rot Py | = | Paz — Prz| = 0.
Yz Pyz — Pay

e Wenn rot F' # 0 ist, so kann F kein Gradientenfeld sein. Typische Beispiele
sind Magnetfelder.

Wir merken uns die anschauliche Interpretation: ,rot F' misst die Abweichung des
Vektorfeldes F' von einem Gradientenfeld®.
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Abbildung 59: Die Feldlinien zum Magnetfeld eines Stabmagneten (sehr schematisch).

22.5 Bemerkung: Wir kombinieren die Operatoren V, div und rot:
e Fiir p: R?* — R gilt rot(Vy) = 0.
e Fiir F: R? — R? gilt div(rot F) = 0.
o Fir ¢: R" — R gilt
A p = div(Vy) = div(grad ) = div [%% %’; (%%
N0 O
B ‘= Or;0x; s o3’

. 2
und wir nennen A := Z?:l % den Laplace—Operator.
J

22.6 Flichen im R3: Sei D C R? kompakt, G O D offen, und sei ®: G — R? injektiv
und stetig differenzierbar, sodass die Jacobi-Matrix von ®, das heifit

Gt (u,v) F(u,v)
Jo(u,v) = | %2 (u,v) Z2(u,v) |,
by 505

S (u,v) 52 (u,v)

fiir alle (u,v) € G vollen Rang hat, also rang Jg(u,v) = 2.
Dann heifit ® requldre Fliche (iber D), und

F = ®(D) = {(I)(u,v): m € D}
heif3t requlires Fldchenstiick.

22.7 Beispiel: Wir wollen von einer Kugel (deren Mittelpunkt im Ursprung liegt)
mit Radius R die obere und untere Halbkugelfliche beschreiben. Dazu wéahlen wir das

Parametergebiet
G = {{Z] e R?: v +0° <R2},

was eine offene Teilmenge des R? ist. Fiir die Halbkugelflichen wihlen wir zwei Funk-

tionen @, und ®_,
u
O (u,v) =
R2 — w2 — 12
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und diese sind stetig differenzierbar auf G. Wir haben die Jacobi-Matrizen

1 0
J’bi (U, U) = :'(:)u ZFlv 3

\/R2_u2_v2 \/RQ—UQ—UQ
was fiir alle [u,v]? € G immer den Rang zwei besitzt.
Auf dem Rand von G, also fiir u? + v? = R?, bekéimen wir aber in der letzten Zeile von
Jo, zwei Divisionen durch Null. Weil G eine offene Menge des R? ist, gehort der Rand
von (G aber sowieso nicht zu G. Wir wollen einen kleinen Sicherheitsabstand ¢ zum Rand
von G einhalten. Deshalb definieren wir

D:z{[z:|€R22u2+U2S<R—6)2}7 e > 0.

Die Funktionen &, sind reguldre Flachen iiber D, und die zugehoérigen Flachenstiicke
F = @, (D) sowie F_ := ®_(D) sind dann (abgesehen von einer sehr schmalen Bauch-
binde entlang des Aquators) die obere Halbkugelfliche und die untere Halbkugelfiiche.

Abbildung 60: Die Kugel mit Radius R.

Jetzt konnen wir Fléchenstiicke beschreiben, und als néchstes schauen wir uns deren
Tangententialebenen an.

22.8 Tangentialebene und Normalenvektor einer Fliche: Sei D C R? kompakt,
G D D offen, ®: G — R? eine reguliire Fliiche. Dann heift fiir [ug, v9]” € D die Ebene

0P 0P
T (ug,v) := {(I)(uo, vo) + )\%(uo,vo) + ,u%(uo,vg): A\ 1 E ]R}

Tangentialebene an die Fliche ® im Punkt ®(ug,vo).
Weiterhin heifit

S ‘Z—f(uO,vo) X %—f(uoavo)
Mi(uo, vo) = T3¢ 9%
} %(UO,UO) X g(UO,UO)H

Normalenvektor an die Fliche ® im Punkt ®(ug, vo).

Man beachte: bei der Beschreibung der Tangentialebene haben wir den Aufpunkt ®(ug, vg)
genommen, und dort haben wir die beiden Vektoren A\d,® und p0,® angehéngt. Diese
beiden Vektoren zeigen in unterschiedliche Richtungen des R?, denn sie sind Vielfache
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der beiden Spalten der Jacobi-Matrix Jg, und diese Spalten sind linear unabhéngig,
weil wir vorausgesetzt hatten, dass die Jacobi-Matrix Jg den Rang zwei hat (und der
Rang ist die Anzahl der linear unabhénigen Spalten). Also ist T'(ug, vg) tatséchlich die
Beschreibung einer Ebene.

Wenn wir das Kreuzprodukt 0,® x 9,® der beiden die Tangentialebene aufspannenden
Vektoren bilden, dann entsteht (gem#fl der Eigenschaften des Kreuzprodukts) ein Pro-
duktvektor, der auf jedem der beiden Faktoren 0,®(ug,vo) und 9,P(ug,v) senkrecht
steht. Also steht 7i(ug, vg) tatsdchlich auf der Tangentialebene T'(ug, vy) senkrecht. Das
rechtfertigt den Namen Normalenvektor.

22.9 Flicheninhalt: Sei G C R? offen, D C G kompakt, und ®: G — R3 sei eine
reguldre Flache tiber D. Dann ist der Flacheninhalt von ®(D) gegeben durch

J

Das probieren wir anhand einer Kugeloberfliche aus, siehe Beispiel

0P 0P

%(u,v) X %( d(u,v). (M)

u,v)

22.10 Beispiel: Wir haben

U 1 0
v ’ J*Pi (U, U) = 0 1 >
+v R? — u? — v? \/Rzz_ng_Uz \/Rzi’:;]z_vz

und das Kreuzprodukt der beiden Spalten von Jg berechnen wir so:

b (u,v) =

O O V% T +1 u

u,v)xa—(u,v): 0+ v -

_( v
ou v \1/3_2—612—1)2 VRZ — 02 _ 2 I~y s

Davon berechnen wir jetzt die Linge:

Wenn wir das Kreuzprodukt auf Lange Eins bringen, dann entsteht der Normalenvektor:

0o 0P

1
%(U, U) X %(U, U)

= = - 2\/u2+1)2+(32—u2—112):
—u2—v

R

R2—u2—U2

9% 2% U
“=(u,v) X 5 (u,v 1
) = V) X Blwe) !
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Wir berechnen jetzt den Flicheninhalt der Halbkugelfliche, wobei wir D := {[u,v]T €
R?: u? + v? < R?*} nehmen und in Polarkordinaten umrechnen:

/ g(i)(u v) X g—i)(u,v)
n R

L

=R R , dt

=27 —————rdr ‘ substituiere t := R* — 12,
r=0 R2 - 7"2
t

R
du,v) = /D N e G
rdrde

Die Gesamtkugeloberfliiche ist also 47 R?, wie zu erwarten.
Wir fiihren eine Schreibweise ein:

0P 0P

do := %(u,v) X %(u,v)

d(u,v).

Dann kénnen wir das Integral (#) auch als [, 1do schreiben. Das wollen wir jetzt etwas
verallgemeinern:

22.11 Oberflichenintegral: Sei ® eine reguldre Fliche iiber D und F := ®(D) das
zugehorige reguldre Flachenstiick. Sei f: F — R eine stetige skalare Funktion. Dann
definieren wir

/f ) do (7 /f u, v) H (uv)xg—(f(u,v)

und dieses Integral nennen wir Oberflichenintegral von f iiber der Fliche F. Beachte,
dass wir genau den Fldcheninhalt bekommen, falls f = 1.

d(u,v),

22.12 Beispiel: Wir nehmen f(z,y,z) =z und ®: D — R? mit
" u
D::{{]:uQ—l—ngRQ}, O (u,v) = v :
v RZ _ 2 — 2

wie eben. Dann berechnen wir

/fxy, da—/f RQ—UQ—’U)

R
= / R? —u? — 2. —— d(u,v) = R/ d(u,v) ‘ Polarkoordinaten
VR? —u?—v D

—R/ / rdrdp =27R - —r
P r=0 2

0o 0P
%(U,U) X %(uav)

d(u,v) siehe oben

r=R 3
=7mR°.

r=0
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Der néchste Satz ist ein berithmtes Theorem, das uns die Moglichkeit gibt, bestimmte
Integrale {iber dreidimensionale Mengen umzuwandeln in Oberflichenintegrale iiber den
Rand dieser Mengen.

Abbildung 61: Eine Menge K mit einigen Normalenvektoren 7(Z). Diese Normalenvek-
toren stehen immer senkrecht auf dem Rand 0K, und sie haben immer die Lénge Eins.

22.13 Gauflscher Integralsatz: Es sei K C R? eine offene beschrinkte Menge mit
,geniigend glattem“ Rand 0K (also insbesondere kein Fraktal oder dhnliches). Sei G D
K ecine offene Menge, und sei F': G — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Fiir
jeden Punkt ¥ € K bezeichne ¥(Z) den nach Auflen zeigenden Normalenvektor an die
Fliache 0K.

Dann ist

\/KdivF(f)df:/ (@), 5(3) do(d)

0K

& J/

vV NV
Gebietsintegral Oberfldchenintegral

22.14 Geometrische Interpretation: Wir interpretieren den Vektor F(Z) als die
vektorielle Flielgeschwindigkeit einer Fliissigkeit am Ortspunkt . Was bedeuten dann
die beiden Integrale?

Wir beginnen mit dem Oberflichenintegral auf der rechten Seite. Wir nehmen einen
Punkt # auf der Oberfliche 0K. Dann ist (F(¥), 7(Z)) das Skalarprodukt der beiden
Vektoren F'(Z) und 7(Z), also

(F(@), (7)) = |[F@)] - [7@)] - cos £ (F(Z), (7)) .

Wenn der Vektor F(¥) aus der Menge K herauszeigt, dann flieit dort die Fliissigkeit
aus K heraus, und der Winkel zwischen F(Z) und 7(Z) ist kleiner als 7/2, der Cosinus
also positiv. Um das Skalarprodukt besser zu verstehen, nehmen wir uns eine Menge
D C R? und eine reguliire Fliiche ®: D — R3, die in einer Umgebung von # den Rand
0K beschreibt. Dann gilt
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also folgt dann

(F(@). 912} do(2) = (@) 7 |G (0.0) x G )|
= <F(f),g—i(u,0) X g—(f(u,v)> d(u,v),

~
Spatprodukt

und dieses Spatprodukt ist gleich dem Volumen des von den drei Vektoren F(Z), 0, P (u, v)
und 0,P(u, v) aufgespannten Parallelepipeds (Spats), also gleich dem Fliissigkeitsvolu-
men, das durch das Oberflichenelement do(Z) stromt.

Das bedeutet insgesamt: das Oberflichenintegral im Gaufischen Satz entspricht dem
Gesamtfluss des Vektorfelds F' durch die Fliache K. Dabei zéhlt der Fluss von innen
nach auflen positiv, und der Fluss von auflen nach innen z#hlt negativ.

Abbildung 62: Links haben wir einen positiven Gesamtfluss {iber den Rand 0K, rechts
haben wir den Gesamtfluss gleich Null iiber 0K.
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Jetzt {iberlegen wir uns, was das Gebietsintegral auf der linken Seite des Integralsat-
zes von GauBl bedeutet. Wir erinnern daran, dass div F/(Z) angibt, ob die Fliissigkeits-
strémung im Punkt & eine Quelle oder eine Senke besitzt. Dann ist [, div F(Z) dZ also
die Gesamtsumme des in den Quellen entstehenden Flusses, vermindert um die Gesamt-
summe des in den Senken versickernden Flusses.

Der Integralsatz von Gaufl besagt damit: der Gesamtfluss iiber den Rand 0K ist gleich
der Gesamtmenge des im Innern erzeugten oder verschwundenen Flusses.

22.15 Beispiel: Gesucht ist [, (F(Z), (7)) do(Z) fiir

2

xy x
F(r,y,2) = |2%y und K ={|y| eR*:224+4<1, —-1<z2<1
Y z

Wir integrieren also iiber einen aufrecht stehenden Zylinder. Der Gau3—Satz liefert

éJmﬂm@ma@:AmummwzL(gw»ﬁﬁﬁﬂg£@>@

= / (y2 + 2% + 0) d(z,y, 2) ‘ Zylinderkoordinaten
K

1 o pl 1
= / / T2-rd7“dg0dz:2-27r-—r4
z=—1 Jp=0Jr=0 4

22.16 Integralsatz von Stokes: Sei D C R? kompakt, G O D offen und ®: G — R?
zweimal stetig differenzierbar und eine auf D regulére Fléache. Sei I das durch ¢ gegebene
reguldre Flachenstiick und R sein Rand. Weiter sei v eine Kurve, die einmal gegen den
Uhrzeigersinn entlang R lduft. SchlieBlich sei U C R3 offen mit F C U und F: U — R?
stetig differenzierbar. Dann gilt

r=1 1
=47 —
r=0

= T.

ﬁmﬁW@MW@=lﬂ@M.

Oberflachenintegral Wegintegral

Abbildung 63: Ein Flichenstiick & mit seinem Rand R (untere fette Linie).

22.17 Beispiel: Wir betrachten erneut F als obere Halbkugel mit Radius R. Wie

ublich sei also
G = {[ﬂ e R?: w? +0? <R2}7
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und die Flache dariiber sei

Wir nehmen als Vektorfeld

F(z,y,z)=| x |,

und darauf wenden wir den Satz von Stokes an. Es ist also

fs _ Of2

T 0-0 0
rot F/(%) = 2@7‘2&‘? =10-0] = |0
8_;_6_; 1+1 2

Wir rechnen jetzt das Oberflachenintegral aus:

L (rot F(#), 9(7)) do (&) = /G (rot F(®(u, v)), 7(®(u, v))) |0u®(u, v) x Dpb(, v)]| d(u, v)

0y ®(u,v) X 0,®(u,v)
10w P (u, v) x 3, P(u,v)||

> |0uP (1w, v) X 0yP(u,v)|| d(u,v)

u/VR? —u? —v?
:/G< , [v/VR? —u? —v? >d(u,v)
1

.
0
_2_.
o
0
_2_.

r=R 9
= 2nR*.
r=0

27 R
=/2d(u,v):/ / 2rdrdgp:2ﬂ-.r2
G =0 Jr=0

Und jetzt kommen wir zur Berechnung des Wegintegrals: Der Rand von J ist der Aquator
und demnach gegeben durch

R cos(t)
v(t) = | Rsin(t) | , t €10,2n],
0
und somit folgt dann
[F@ai= [ Faonra | Fes = el
or | | —Rsin(t) — Rsin(t)
:/ [Rcos(t) , | Rcos(t) > dt

=0 1 0

Das wollten wir haben.
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