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Wir haben in der Analysis-Vorlesung das Riemann-Integral für Funktionen einer

und mehrerer Veränderli
her kennengelernt. Damit können wir zwar bereits eine

ganze Reihe nützli
her Funktionen integrieren und praktis
he Probleme wie etwa

die Bere
hnung des Volumens und der Ober�ä
he einer Kugel lösen. Bei vers
hie-

denen Anwendungen in der Analysis stöÿt man aber s
hnell an die Grenzen des

Riemanns
hen Integralbegri�s. Hier sind zwei Beispiele:

• Mö
hte man den Grenzwert einer konvergenten Folge Riemann-integrierba-

rer Funktionen mit dem Riemann-Integral vertaus
hen, benötigt man die

glei
hmäÿige Konvergenz der Funktionenfolge.

• Wir wissen, dass unter allen Normen auf dem Rn
die Euklids
he Norm

‖x‖2 = (
∑n

i=1 x
2
i )

1/2
dadur
h ausgezei
hnet ist, dass sie dur
h ‖x‖2 = 〈x, x〉

mit dem Skalarprodukt 〈x, y〉 =∑n
i=1 xiyi und damit mit der (Euklids
hen)

Geometrie des Rn
verknüpft ist. Man mö
hte daher auf analoge Weise ein

Skalarprodukt und eine Norm von Funktionen, etwa auf [0, 1], dur
h

〈f, g〉 :=
∫ 1

0

f(x)g(x) dx und ‖f‖2 :=
(∫ 1

0

f(x)2 dx

)1/2

einführen. Nun wird hierdur
h z.B. auf dem Raum C([0, 1]) der stetigen
Funktionen f : [0, 1] → R tatsä
hli
h ein Skalarprodukt und eine Norm

de�niert; der Raum der stetigen Funktionen ist bzgl. dieser Norm aber ni
ht

vollständig, was es s
hwierig ma
ht, dort Analysis zu betreiben. (Es gibt

zwar ein abstraktes Verfahren der Vervollständigung metris
her Räume;

statt mit stetigen Funktionen hätte man dann mit Äquivalenzklassen von

Cau
hy-Folgen von stetigen Funktionen zu arbeiten, was au
h ni
ht sehr

bequem ist.)

Wir betra
hten daher in dieser Vorlesung einen Zugang zur Integration, der uns

über die Maÿtheorie zum Lebesgues
hen Integral führen wird. Die Vorteile des

Lebesgue-Integrals gegenüber dem Riemann-Integral werden dabei s
hnell deut-

li
h werden. Insbesondere werden wir z.B. sehen, dass unter geeigneten (re
ht

s
hwa
hen) Voraussetzungen bereits die punktweise Konvergenz einer Funktio-

nenfolge für das Vertaus
hen von Limes und Lebesgue-Integral ausrei
hend ist.

Au
h wird uns das Lebesgue-Integral einen re
ht komfortablen Weg zu Bana
h-

räumen von Funktionen, in denen die Norm dur
h ein Skalarprodukt generiert

wird, erö�nen (sogenannte Hilberträume).

Im ersten Kapitel sehen wir uns einige Grundbegri�e der Maÿtheorie an, die

für das Weitere unentbehrli
h sind. Im zweiten Kapitel werden wir allgemein

Integrale de�nieren und uns derer Eigens
haften ansehen. Im dritten Kapitel be-

s
häftigen wir uns mit der Konstruktion von Maÿen und führen ein spezielles Maÿ

auf dem Rn
ein, das sogenannte Lebesgue-Maÿ. Im vierten Kapitel erarbeiten wir

den Satz von Fubini und die Transformationsformel für Lebesgue-Integrale auf
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dem Rn
. Damit stehen uns Wege zur Bere
hnung zahlrei
her konkreter Integrale

o�en. Im fünften Kapitel untersu
hen wir die oben bereits kurz angespro
he-

nen Bana
hräume integrierbarer Funktionen, die in der modernen (Funktional-)

Analysis unentbehrli
h geworden sind. Zentrales Thema von Kapitel 6 ist die

Fouriertransformation. S
hlieÿli
h wenden wir uns in den beiden letzten Kapiteln

der Integration über Untermannigfaltigkeiten und den Integralsätzen von Gauÿ,

Green und Stokes zu.

I
h habe mi
h stark an den Skripten von Herrn Neeb und Herrn Farkas ori-

entiert und au
h kürzere Anleihen in den Skripten von Herrn Glö
kner und

Herrn Farwig genommen. Wertvolle Anregungen erhielt i
h von Herrn Haller-

Dintelmann, der mehrfa
h die Vorlesung na
h diesem Skript gehalten hat. Ihnen

allen sei an dieser Stelle herzli
h gedankt. Als ergänzende Literatur kann dienen:

Barner/Flohr: Analysis II,

Bauer: Wahrs
heinli
hkeitstheorie und Grundzüge der Maÿtheorie,

Brö
ker: Analysis II, Analysis III,

Elstrodt: Maÿ- und Integrationstheorie,

Floret: Maÿ- und Integrationstheorie,

Forster: Analysis 3,

Heuser: Lehrbu
h der Analysis, Teil 2,

Rudin: Prin
iples of Mathemati
al Analysis, Real and Complex Analysis.

Wir bezei
hnen die Potenzmenge einer Menge X , d.h. die Menge aller Teilmengen

von X , mit P(X) und verwenden gewöhnli
h Frakturbu
hstaben wie A, B, . . .
zur Bezei
hnung von Teilmengen von P(X).

1 Grundbegri�e der Maÿtheorie

1.1 Einstimmung

Wir mö
hten jeder Teilmenge A von Rn
ein Maÿ (oder Volumen) µ(A) zuweisen.

Folgende Eigens
haften sollten dabei natürli
herweise erfüllt sein:

(1) µ(∅) = 0 und µ(A) ≥ 0 für alle A ⊆ Rn
.

(2) Sind A, B ⊆ Rn
disjunkt, so gilt µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B).

(3) Sind A und B kongruent, d.h. entsteht B aus A dur
h Vers
hiebung, Dre-

hung oder Spiegelung, so ist µ(A) = µ(B).

(4) µ([0, 1)n) = 1 (d.h. Würfel haben das �ri
htige� Volumen).
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UmApproximationsargumente zu ermögli
hen (z.B. das Auss
höpfen einer Menge

dur
h eine Folge paarweise disjunkter Teilmengen), werden wir eine Version von

(2) mit abzählbar vielen Mengen benötigen:

(2)′ Für jede Folge (Ak) paarweise disjunkter Teilmengen von Rn
gilt

µ
(⋃

k∈N
Ak

)
=
∑

k∈N
µ(Ak).

Satz 1.1 Es gibt keine Funktion µ : P(Rn) → [0, ∞) mit den Eigens
haften (1),
(2)′, (3) und (4).

Beweis. Wir beweisen die Aussage nur für n = 1 (der allgemeine Fall ist ni
ht

s
hwieriger und folgt aus dem eindimensionalen Fall). Dazu de�nieren wir eine

Äquivalenzrelation auf R dur
h

x ∼ y ⇔ x− y ∈ Q

und betra
hten eine Menge A ⊆ [0, 1), die aus jeder Äquivalenzklasse bzgl. ∼
genau einen Repräsentanten enthält. Eine sol
he Menge heiÿt Vitali-Menge. Die

Existenz von Vitali-Mengen ist eine Konsequenz des Auswahlaxioms!

Für p ∈ [0, 1) ∩Q setzen wir

Ap := {x+ p : x ∈ A ∩ [0, 1− p)} ∪ {x+ p− 1 : x ∈ A ∩ [1− p, 1)}.

Wegen (A ∩ [0, 1− p)) ∪ (A ∩ [1− p, 1)) = A und Eigens
haft (2) ist dann

µ(A) = µ(A ∩ [0, 1− p)) + µ(A ∩ [1− p, 1)),

und Eigens
haft (3) ergibt weiter

µ(A) = µ((A+ p) ∩ [p, 1)) + µ((A+ p− 1) ∩ [0, p)) = µ(Ap).

Wir zeigen, dass Ap ∩ Aq = ∅ für p, q ∈ [0, 1) ∩ Q und p 6= q. Angenommen, es

ist z ∈ Ap ∩ Aq. Dann gibt es x, y ∈ A mit z = x + p oder z = x + p − 1 und

z = y + q oder z = y + q − 1. In jedem Fall folgt x− y ∈ Q. Na
h De�nition von

A ist dann aber bereits x = y und folgli
h p = q oder p− 1 = q oder p = q − 1.
Wegen p, q ∈ [0, 1) ist |p− q| < 1, und es verbleibt p = q als einzige Mögli
hkeit.

Dies war aber ausges
hlossen.

Als nä
hstes zeigen wir, dass

[0, 1) =
⋃

p∈Q∩[0,1)
Ap.

Die Inklusion ⊇ ist klar. Für die umgekehrte Inklusion sei x ∈ [0, 1). Dann gibt

es ein y ∈ A mit x ∼ y. Es ist also q := x− y ∈ Q. Sei p = q + 1 falls q < 0 und

p = q sonst. Dann ist p ∈ Q ∩ [0, 1) und x ∈ Ap.
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Wir verwenden nun (2)′ und erhalten

µ([0, 1)) = µ
( ⋃

p∈Q∩[0, 1)
Ap

)

=
∑

p∈Q∩[0, 1)
µ(Ap) =

∑

p∈Q∩[0,1)
µ(A)

=

{
0 falls µ(A) = 0,
∞ falls µ(A) > 0,

im Widerspru
h zu (4).

Es kommt no
h verblü�ender!

Satz 1.2 (Bana
h-Tarski Paradox) Sei n ≥ 3, und seien A und B zwei dis-

junkte abges
hlossene Kugeln vom Radius 1 in Rn
. Dann gibt es paarweise dis-

junkte Teilmengen A1, . . . , Ak von A und Kongruenzabbildungen T1, . . . , Tk :
Rn → Rn

so, dass

A1 ∪ . . . ∪Ak = A und T1(A1) ∪ . . . ∪ Tk(Ak) = A ∪ B.

Es ist also mögli
h, eine Kugel so in endli
h viele paarweise disjunkte Teile zu

zerlegen, dass si
h aus kongruenten Bildern dieser Teile zwei Kugeln der Gröÿe

des Originals zusammensetzen lassen! Es kann daher für n ≥ 3 keine Abbildung

µ : P(Rn) → [0, ∞) mit den Eigens
haften (1)− (4) geben! (Für n = 1, 2 gibt es
sol
he Abbildungen. Alle diese Aussagen ma
hen vom Auswahlaxiom Gebrau
h.)

1.2 Messbare Mengen und σ-Algebren

Die Überlegungen aus dem vorigen Abs
hnitt lassen uns davon Abstand nehmen,

ein Maÿ auf der gesamten Potenzmenge de�nieren zu wollen. Der abstrakte Rah-

men der Maÿtheorie sieht für uns daher wie folgt aus: Gegeben ist eine ni
htleere

Menge X , ein Mengensystem S ⊆ P(X) und eine Funktion µ : S → [0,∞]. Wir

betra
hten die Elemente von S gerade als diejenigen Teilmengen A von X , die

man messen kann, denen man also ein Maÿ µ(A) zuordnen kann.

Das Mengensystem S soll eine σ-Algebra im Sinne folgender De�nition sein.

De�nition 1.3 Sei X eine ni
htleere Menge. Ein Mengensystem S ⊆ P(X)
heiÿt σ-Algebra auf X, wenn

(a) ∅ ∈ S,

(b) für jedes E ∈ S ist X \ E ∈ S,

(c) für jede Folge (Ek)k≥1 von Mengen Ek ∈ S ist ∪k≥1Ek ∈ S.

Ist S eine σ-Algebra auf X, so heiÿt das Paar (X, S) ein messbarer Raum, und

die Elemente von S heiÿen messbare Mengen.
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σ-Algebren sind also abges
hlossen bzgl. Komplementbildung (b) und bzgl. ab-

zählbarer Vereinigungen (c). Wegen (b), (c) und der de Morgans
hen Identität

X \ (∩k≥1Ek) = ∪k≥1(X \ Ek)
sind σ-Algebren au
h abges
hlossen bzgl. abzählbarer Dur
hs
hnitte, und wegen

A \B = A ∩ (X \B) sind sie abges
hlossen bzgl. Di�erenzen.

Beispiel. {∅, X} ist die kleinste und P(X) die gröÿte σ-Algebra über X .

Lemma 1.4 (a) Ist A eine Familie von σ-Algebren über X, so ist ihr Dur
h-

s
hnitt ⋂
A := {E ∈ P(X) : E ∈ S für alle S ∈ A}

ebenfalls eine σ-Algebra über X.

(b) Ist S eine σ-Algebra über X und Y eine ni
htleere Teilmenge von X, so ist

S|Y := {E ∩ Y : E ∈ S}
eine σ-Algebra über Y , die sogenannte Spur von S.

Den Beweis sollen Sie in der Übung führen.

Sei E ⊆ P(X). Wir betra
hten die Menge A aller σ-Algebren über X , die E

umfassen. Da E in der σ-Algebra P(X) enthalten ist, ist A ni
ht leer. Der Dur
h-

s
hnitt aller σ-Algebren aus A ist na
h Lemma 1.4 (a) wieder eine σ-Algebra.
Diese enthält o�enbar E, und es ist die kleinste σ-Algebra über X , die E enthält.

Wir nennen sie die dur
h E erzeugte σ-Algebra und bezei
hnen sie mit σ(E). Die
Menge E heiÿt ein Erzeugersystem für σ(E).

Ist insbesondere (X, d) ein metris
her Raum und O das System der o�enen

Teilmengen von X , so heiÿt die dur
h O erzeugte σ-Algebra B(X) := σ(O) die
Borels
he σ-Algebra auf X , und die Elemente von B(X) heiÿen Borelmengen.

Es ist klar, dass alle o�enen und alle abges
hlossenen Mengen Borelmengen sind,

ebenso alle abzählbaren Dur
hs
hnitte o�ener Mengen (sogenannte Gδ-Mengen)

und alle abzählbaren Vereinigungen abges
hlossener Mengen (sogenannte Fσ-
Mengen).

Versehen wir den Rn
mit der Euklids
hen Metrik, so erhalten wir die σ-Algebra

B(Rn) der Borelmengen auf dem Rn
. Das werden - grob gesagt - später die

Mengen sein, die wir messen und über die wir integrieren wollen. Wir überlegen

uns daher äquivalente Bes
hreibungen von B(Rn).

Lemma 1.5 Jedes der folgenden Mengensysteme Ej erzeugt die σ-Algebra B(R):

E1 := {(a, b) : a, b ∈ Q},
E2 := {(a, b) : a, b ∈ R},
E3 := {[a, b) : a, b ∈ R},
E4 := {[a, b] : a, b ∈ R},
E5 := {(−∞, b] : b ∈ R}.
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Beweis. Sei Sj := σ(Ej). Wegen E1 ⊆ E2 ist S1 ⊆ S2. Aus

(a, b) =

∞⋃

k=1

[
a+

1

k
, b
)

folgt E2 ⊆ S3 und damit S2 ⊆ S3. Analog folgt aus

[a, b) =
∞⋃

k=1

[
a, b− 1

k

]
,

dass E3 ⊆ S4 und S3 ⊆ S4, und aus

[a, b] = (−∞, b] \
( ∞⋃

k=1

(
−∞, a− 1

k

])

folgt, dass E4 ⊆ S5 und S4 ⊆ S5. Es ist somit S1 ⊆ S2 ⊆ S3 ⊆ S4 ⊆ S5 ⊆
B(R), und wir müssen no
h B(R) ⊆ S1 zeigen. Da B(R) dur
h die o�enen

Mengen erzeugt wird, genügt es zu zeigen, dass S1 jede o�ene Menge enthält. Sei

also U ⊆ R o�en. Dann gibt es zu jedem x ∈ U ein ε > 0 mit (x− ε, x+ ε) ⊆ U .
Wir wählen a ∈ (x − ε, x) ∩ Q und b ∈ (x, x + ε) ∩ Q. Dann ist x ∈ (a, b) ⊆ U
und folgli
h

U =
⋃

(a, b)⊆U mit a, b∈Q
(a, b).

Da die re
hte Seite eine abzählbare Vereinigung ist, folgt U ∈ S1.

Ein analoges Resultat gilt im Rn
. Erklären wir beispielsweise für a = (a1, . . . , an)

und b = (b1, . . . , bn) mit aj ≤ bj das halbo�ene Intervall [a, b) dur
h

[a, b) := {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : aj ≤ xj < bj für alle j},

so erhalten wir wie in Lemma 1.5:

Lemma 1.6 Das System {[a, b) : a, b ∈ Rn} der halbo�enen Intervalle erzeugt

B(Rn). Au
h die (analog de�nierten) o�enen und abges
hlossenen Intervalle er-

zeugen jeweils B(Rn).

Wir betra
hten nun das Verhalten von σ-Algebren unter Abbildungen. Sei f :
X → Y eine Abbildung undS eine σ-Algebra über Y . Wegen der Operationstreue

der Abbildung f−1 : P(Y ) → P(X) ist dann f−1(S) := {f−1(E) : E ∈ S} eine

σ-Algebra über X (ր Übung).

Satz 1.7 Seien f : X → Y eine Abbildung und E ⊆ P(Y ) ein Erzeugersystem

einer σ-Algebra S über Y . Dann erzeugt f−1(E) die σ-Algebra f−1(S).
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Beweis. Da f−1(S) eine σ-Algebra ist, die f−1(E) umfasst, folgt σ(f−1(E)) ⊆
f−1(S). Für den Beweis der umgekehrten Inklusion verwenden wir eine S
hluÿ-

weise, die als Prinzip der guten Mengen bekannt ist: Wir betra
hten alle �guten�

Teilmengen von Y , d.h. alle Teilmengen von Y , deren Urbild zu σ(f−1(E)) ge-
hört. Die Menge C := {C ⊆ Y : f−1(C) ∈ σ(f−1(E))} der guten Mengen ist

eine σ-Algebra über Y (ր Übung), und o�enbar gilt E ⊆ C. Dann ist aber au
h

S ⊆ C, d.h. f−1(S) ⊆ σ(f−1(E)).

Die beiden folgenden Aussagen ergeben si
h als unmittelbare Folgerungen (man

wende Satz 1.7 auf die Inklusionsabbildung f : Y → X, x 7→ x an).

Folgerung 1.8 Sei E ein Erzeugersystem einer σ-Algebra S über X und Y ⊆ X.

Dann ist E|Y := {S ∩ Y : S ∈ E} ein Erzeugersystem für die σ-Algebra S|Y .

Folgerung 1.9 Seien X ein metris
her Raum, O das System der o�enen Teil-

mengen von X und Y eine Teilmenge von X. Dann erzeugt das System O|Y der

relativ o�enen Teilmengen von Y die σ-Algebra B(X)|Y , d.h. es ist B(X)|Y =
B(Y ), wobei B(Y ) die von O|Y erzeugte σ-Algebra der Borels
hen Teilmengen

von Y bezei
hnet.

Eng mit dem Begri� einer σ-Algebra ist der folgende verknüpft.

De�nition 1.10 Sei X eine ni
htleere Menge. Ein Mengensystem D ⊆ P(X)
heiÿt ein Dynkin-System auf X, wenn

(a) X ∈ D,

(b) für jedes A ∈ D ist X \ A ∈ D,

(c) für jede Folge (Ek)k≥1 paarweise disjunkter Mengen En ∈ D ist ∪k≥1Ek ∈ D.

Sei D ein Dynkin-System auf X . Sind A, B ∈ D und ist B ⊆ A, so sind Ac :=
X \ A und B disjunkt, und wegen

A \B = (Ac ∪B ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ . . .)c = (Ac ∪B ∪Xc ∪Xc ∪ . . .)c

folgt A \B ∈ D. Dynkin-Systeme sind also abges
hlossen bzgl. Di�erenzen.

Satz 1.11 Ein Dynkin-System ist genau dann eine σ-Algebra, wenn es abge-

s
hlossen bzgl. endli
her Dur
hs
hnitte ist.

Beweis. SeiS eine σ-Algebra. Dann ist ∅ ∈ S und folgli
hX = X\∅ ∈ S. Daher

ist S ein Dynkin-System. Da S na
h den de Morgans
hen Regeln abges
hlossen

bzgl. abzählbarer Dur
hs
hnitte ist, ist es wegen A1 ∩ . . . ∩Ak = A1 ∩ . . . ∩Ak ∩
X ∩X . . . au
h abges
hlossen bzgl. endli
her Dur
hs
hnitte.

Sei nun D ein dur
hs
hnittstabiles Dynkin-System. Dann ist X ∈ D und folg-

li
h ∅ = X \ X ∈ D. Weiter: sind A, B ∈ D, so ist wegen Eigens
haft (b) und
der Dur
hs
hnittsstabilität au
h A \ B = A ∩ (X \ B) ∈ D, d.h. das System D
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ist abges
hlossen bzgl. Di�erenzen und, wegen der de Morgans
hen Regeln, au
h

bzgl. endli
her Vereinigungen. Sei s
hlieÿli
h (Ek) eine Folge in D. Wir setzen

A1 := E1 und Ak := Ek \ (E1∪ . . .∪Ek−1) für k > 1. Mit vollständiger Induktion

folgt lei
ht, dass alle Ak in D liegen, dass A1 ∪ . . .∪Ak = E1 ∪ . . .∪Ek für alle k,
und dass die Ak paarweise disjunkt sind. Dann ist ∪k≥1Ek = ∪k≥1Ak ∈ D wegen

Eigens
haft (c) eines Dynkin-Systems, d.h. D ist eine σ-Algebra.

Man kann lei
ht sehen, dass für Dynkin-Systeme eine Aussage analog zu Lemma

1.4 gilt. Es gibt also für jedes Mengensystem E ⊆ P(X) ein kleinstes Dynkin-

System D, das E umfasst. Wir nennen D das dur
h E erzeugte Dynkin-System.

Die Bedeutung der Dynkin-Systeme in der Maÿtheorie beruht darauf, dass jedes

von einem dur
hs
hnittsstabilen Mengensystem erzeugte Dynkin-System auto-

matis
h eine σ-Algebra ist, wie folgender Satz zeigt.

Satz 1.12 Ist E ⊆ P(X) dur
hs
hnittsstabil, so ist das von E erzeugte Dynkin-

System glei
h der von E erzeugten σ-Algebra.

Beweis. Na
h Satz 1.11 genügt es zu zeigen, dass das dur
h E erzeugte Dynkin-

System D dur
hs
hnittsstabil ist. Für D ∈ D sei Q(D) := {M ⊆ X : M ∩ D ∈
D}. Dann ist Q(D) ein Dynkin-System über X . Für jedesM ∈ Q(D) ist nämli
h

(X \M) ∩D = D \ (M ∩D) ∈ D (siehe Anmerkung na
h De�nition 1.10), und

für jede Folge paarweise disjunkter Mengen Ak ∈ Q(D) ist

D ∩
(⋃

k≥1

Ak

)
=
⋃

k≥1

(Ak ∩D) ∈ D.

Weiter: für jedes E ∈ E ist E ⊆ Q(E), da ja E dur
hs
hnittsstabil ist. Dann ist

aber au
h D ⊆ Q(E) für jedes E ∈ E.

Sind nun E ∈ E und D ∈ D, so ist (wie soeben gesehen) D ∈ Q(E), also
au
h E ∈ Q(D). Daher ist E ⊆ Q(D) und, da Q(D) ein Dynkin-System ist, au
h

D ⊆ Q(D) für jedes D ∈ D. Folgli
h ist D dur
hs
hnittsstabil.

Dieser Satz ist oft in folgender Situation nützli
h: Wir wollen eine Eigens
haft ϕ
für die Elemente einer σ-Algebra σ(E) zeigen. Dazu zeigt man nur

1) Elemente von E haben die Eigens
haft ϕ, und E ist dur
hs
hnittsstabil.

2) D := {A ⊆ X : A hat Eigens
haft ϕ} ist ein Dynkin-System

(Prinzip der guten Mengen). Das dur
h E erzeugte Dynkin-System liegt dann in

D, also haben die Elements dieses Dynkin-Systems die Eigens
haft ϕ, und dieses

Dynkin-System stimmt wegen Satz 1.12 mit σ(E) überein.

1.3 Messbare Funktionen

Wir wenden uns nun den Funktionen zu, die wir später integrieren wollen.
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De�nition 1.13 Seien (X1, S1), (X2, S2) messbare Räume. Eine Funktion f :
X1 → X2 heiÿt messbar, wenn das Urbild jeder messbaren Menge messbar ist,

d.h. wenn f−1(E) ∈ S1 für jede Menge E ∈ S2.

Man bea
hte die formale Ähnli
hkeit zur Charakterisierung stetiger Funktionen

dur
h die Eigens
haft, dass Urbilder o�ener Mengen o�en sind.

Satz 1.14 Verknüpfungen messbarer Funktionen sind messbar. Genauer: sind

(X1, S1), (X2, S2) und (X3, S3) messbare Räume und f : X1 → X2 und g :
X2 → X3 messbare Funktionen, so ist au
h g ◦ f : X1 → X3 messbar.

Beweis. Für jedes E ∈ S3 ist

(g ◦ f)−1(E) = f−1(g−1(E)) ∈ f−1(S2) ⊆ S1,

also ist g ◦ f messbar.

Der folgende Satz zeigt, dass es für das Überprüfen der Messbarkeit einer Funktion

ni
ht erforderli
h ist, die Urbilder aller messbaren Mengen zu betra
hten.

Satz 1.15 Seien (X1, S1), (X2, S2) messbare Räume, wobei S2 = σ(E2) für

eine Teilmenge E2 ⊆ P(X2) ist, und sei f : X1 → X2. Ist f
−1(E) ∈ S1 für jedes

E ∈ E2, so ist f bereits messbar.

Beweis. Na
h Voraussetzung ist

E2 ⊆ {E ∈ P(X2) : f
−1(E) ∈ S1}.

Man überzeugt si
h lei
ht davon, dass die re
hte Seite eine σ-Algebra ist. Dann

muss aber au
h

S2 = σ(E2) ⊆ {E ∈ P(X2) : f
−1(E) ∈ S1}

sein, d.h. f ist messbar.

Ist also (X2, d) ein metris
her Raum, so ist f : (X1, S1) → (X2, B(X2)) genau
dann messbar, wenn das Urbild jeder o�enen Menge messbar ist. Da bei stetigen

Abbildungen Urbilder o�ener Mengen o�en sind, folgt sofort:

Folgerung 1.16 Sind X, Y metris
he Räume, so ist jede stetige Funktion f :
X → Y messbar bzgl. der σ-Algebren B(X) und B(Y ) der Borelmengen.

Folgerung 1.17 Sei (X, S) ein messbarer Raum und f : (X, S) → (R, B(R)).
Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(a) f ist messbar.

(b) Urbilder o�ener Intervalle sind messbar.

(c) Urbilder halbo�ener Intervalle sind messbar.

(d) Urbilder abges
hlossener Intervalle sind messbar.

(e) Für alle b ∈ R ist f−1((−∞, b]) messbar.
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Dies folgt sofort aus Satz 1.15 und Lemma 1.5. Mit Lemma 1.6 bekommt man

eine analoge Aussage für den Rn
. Insbesondere gilt

f : X → Rn
messbar ⇔ für alle a, b ∈ Rn

mit a ≤ b gilt f−1([a, b)) ∈ S. (1.1)

Darüberhinaus gilt:

Satz 1.18 Sei (X, S) ein messbarer Raum und f := (f1, . . . , fn) : X → Rn
.

Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(a) f : (X, S) → (Rn, B(Rn)) ist messbar.

(b) Jede der Koordinatenfunktionen fj : (X, S) → (R, B(R)) ist messbar.

Beweis. (a) → (b) : Die Projektionen pj : R
n → R, (x1, . . . , xn) 7→ xj sind ste-

tig und daher messbar (Folgerung 1.16). Na
h Satz 1.14 sind au
h die Funktionen

fj = pj ◦ f messbar.

(b) → (a) : Seien a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn) ∈ Rn
. Sind alle Koordinaten-

funktionen messbar, so sind alle Urbilder

f−1
(
[a, b)

)
=

n⋂

j=1

f−1
j

(
[aj , bj)

)

messbar. Die Aussage (1.1) liefert die Messbarkeit von f .

Es ist oft praktis
h und sinnvoll, statt mit reellwertigen Funktionen mit Funktio-

nen zu arbeiten, deren Werte in der erweiterten Zahlengeraden R := R ∪ {±∞}
liegen. Man kann lei
ht zeigen, dass die Menge

B(R) := {A ∈ P(R) : A ∩ R ∈ B(R)}

eine σ-Algebra auf R ist und dass man R mit einer Metrik versehen kann, so dass

die Elemente von B(R) gerade die Borelmengen von R sind (ր Übung). Wir

nennen daher B(R) die σ-Algebra der Borelmengen auf R. Weiter setzen wir die

Relation < auf R dur
h −∞ < x <∞ für alle x ∈ R auf ganz R fort.

Lemma 1.19 Sei (X, S) ein messbarer Raum und f : X → R. Dann sind

folgende Aussagen äquivalent:

(a) Die Funktion f : (X, S) → (R, B(R)) ist messbar.

(b) Die Funktion −f : (X, S) → (R, B(R)) ist messbar.

(c) Für jedes b ∈ R ist {x ∈ X : f(x) ≤ b} messbar.

(d) Für jedes a ∈ R ist {x ∈ X : f(x) > a} messbar.

(e) Für jedes a ∈ R ist {x ∈ X : f(x) ≥ a} messbar.

(f) Für jedes b ∈ R ist {x ∈ X : f(x) < b} messbar.
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Beweis. Die Äquivalenz (a) ⇔ (b) folgt aus −B(R) = B(R), die Implikation

(a) ⇒ (c) folgt aus [−∞, b] ∈ B(R), und (c) ⇒ (d) folgt dur
h Komplementbil-

dung

{x ∈ X : f(x) > a} = X \ {x ∈ X : f(x) ≤ a}.
(d) ⇒ (a): Na
h Satz 1.15 genügt es zu zeigen, dass die Intervalle (a, ∞] die σ-
Algebra B(R) erzeugen. Sei S′

die kleinste σ-Algebra über R, die alle Intervalle
(a, ∞] mit a ∈ R enthält. O�enbar ist S′ ⊆ B(R).

Seien a, b ∈ R mit a < b. Dann liegt (a, b] = (a, ∞] \ (b, ∞] in S′
, und wie in

Lemma 1.5 folgt B(R) ⊆ S′
. Weiter ist R \ (−∞, ∞] = {−∞} ∈ S′

und ebenso

{∞} = R \
(
{−∞} ∪

⋃

k∈N
(−∞, k]

)
∈ S′.

Da jede Borelmenge auf R die Vereinigung einer Menge aus B(R) mit einer der

Mengen ∅, {−∞}, {∞}, {−∞, ∞} ist, folgt B(R) ⊆ S′
und damit B(R) = S′

.

Die Implikationen (a) ⇒ (e) ⇒ (f) ⇒ (a) zeigt man analog.

Satz 1.20 Seien (X, S) ein messbarer Raum und f, g : (X, S) → (R, B(R))
messbare Funktionen. Dann sind au
h die Funktionen |f |, f + g, fg, max(f, g),
min(f, g) : X → R messbar.

Beweis. Die Messbarkeit von |f | folgt aus der Stetigkeit (und folgli
h Messbar-

keit) der Betragsfunktion mit Satz 1.14. Weiter wissen wir aus Satz 1.18, dass die

Funktion F = (f, g) : (X, S) → (R2, B(R2)) messbar ist. Aus der Stetigkeit der

Funktionen

R2 → R, (x, y) 7→ x+ y, xy, max(x, y), min(x, y)

und aus Satz 1.14 folgen die übrigen Behauptungen.

Da konstante Funktionen messbar sind (warum?), bildet na
h Satz 1.20 die Men-

ge aller messbaren Funktionen von X na
h R einen reellen Vektorraum. Die

folgenden Resultate zeigen, dass die Messbarkeit bemerkenswert stabil gegenüber

Grenzprozessen ist.

Satz 1.21 Für jedes k ∈ N sei fk : (X,S) → (R, B(R)) eine messbare Funktion.
Dann sind au
h die Funktionen

sup
k∈N

fk, inf
k∈N

fk, lim sup
k→∞

fk, lim inf
k→∞

fk

messbar.

Beweis. Sei g := supk∈N fk. Für alle a ∈ R ist dann

{x ∈ X : g(x) > a} =
⋃

k∈N
{x ∈ X : fk(x) > a}.
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Na
h Voraussetzung und Lemma 1.19 ist die re
hte Seite messbar. Also ist für

jedes a ∈ R die linke Seite messbar, und g ist messbar na
h Lemma 1.19. Genauso

folgt die Messbarkeit von inf fk. Aus

lim sup
k→∞

fk = inf
k∈N

sup
j≥k

fj

folgt nun die Messbarkeit von lim sup fk. Die von lim inf fk zeigt man analog.

Satz 1.22 Punktweise Grenzwerte messbarer Funktionen sind messbar, d.h. ist

(fk) eine Folge messbarer Funktionen fk : (X, S) → (R, B(R)) und existiert der

Grenzwert f(x) := limk→∞ fk(x) für jedes x ∈ X, so ist f : X → R messbar.

Dies folgt wegen f = lim sup fk sofort aus Satz 1.21.

1.4 Maÿe

Wir wenden uns nun dem Messen messbarer Mengen eines messbaren Raumes zu

und beginnen mit einer Axiomatisierung des Maÿbegri�es.

De�nition 1.23 Sei (X, S) ein messbarer Raum. Ein Maÿ auf (X, S) ist eine
Funktion µ : S → [0, ∞] mit folgenden Eigens
haften:

(a) µ(∅) = 0.

(b) µ ist σ-additiv, d.h. für jede Folge (Ek)k≥1 paarweise disjunkter Mengen

Ek ∈ S gilt

µ
(⋃

k≥1

Ek

)
=

∞∑

k=1

µ(Ek). (1.2)

Ist µ ein Maÿ auf (X, S), so heiÿt das Tripel (X, S, µ) ein Maÿraum. Das Maÿ

µ heiÿt endli
h, wenn µ(X) <∞.

Im Weiteren haben wir hin und wieder (z.B. in (1.2)) mit ±∞ zu re
hnen. Dazu

vereinbaren wir folgende Regeln:

0 · ∞ = ∞ · 0 = 0,
x · ∞ = ∞ · x = ∞ falls x > 0,
x · ∞ = ∞ · x = −∞ falls x < 0,
x+∞ = ∞+ x = ∞ für x ∈ R ∪ {∞}.

A
htung: ∞−∞ ist ni
ht erklärt.

Beispiele für Maÿe. (a) Ist S = {∅, X}, so kann µ(X) ∈ [0, ∞] beliebig
gewählt werden, und man erhält mit µ(∅) = 0 ein Maÿ auf (X, S).
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(b) Für jedes x ∈ X wird dur
h

δx(E) :=

{
1 wenn x ∈ E

0 wenn x 6∈ E

ein Maÿ auf (X, S) festgelegt, das sogenannte Punkt- oder Dira
maÿ in x.

(c) Dur
h

µ : P(X) → N ∪ {∞}, E 7→ Anzahl der Elemente von E

wird das Zählmaÿ auf (X, P(X)) de�niert.

(d) Ist (X, S, µ) ein Maÿraum und E ∈ S, so ist au
h (E, S|E, µ|S|E) ein

Maÿraum (vgl. Lemma 1.4b)).

Lemma 1.24 Sei (X,S, µ) ein Maÿraum. Dann gilt

(a) µ ist additiv, d.h. µ(A ∪ B) = µ(A) + µ(B) falls A, B ∈ S und A ∩ B = ∅.
(b) µ ist monoton, d.h. µ(A) ≤ µ(B) falls A, B ∈ S und A ⊆ B.

(c) ist (Ej)j≥1 ⊆ S monoton wa
hsend (d.h. Ej ⊆ Ej+1 für alle j), dann ist

µ
(⋃

j≥1

Ej

)
= lim

j→∞
µ(Ej).

(d) ist (Ej)j≥1 ⊆ S monoton fallend (d.h. Ej ⊇ Ej+1 für alle j) und µ(E1) <∞,

dann ist

µ
(⋂

j≥1

Ej

)
= lim

j→∞
µ(Ej).

(e) µ ist σ-subadditiv, d.h. für beliebige Folgen (Ej)j≥1 ⊆ S ist

µ
(⋃

j≥1

Ej

)
≤

∞∑

j=1

µ(Ej).

Beweis. (a) Man wende die σ-Additivität auf die Folge A, B, ∅, ∅, . . . an.
(b) Aus (a) folgt µ(B) = µ(A) + µ(B \ A) ≥ µ(A)

(c) Sei E :=
⋃
j≥1Ej , E0 := ∅ und Aj := Ej \ Ej−1 für j ≥ 1. Dann sind die

Mengen Aj paarweise disjunkt, und für jedes n ist En =
⋃n
j=1Aj sowie E =⋃

j≥1Aj . Aus der σ-Additivität und Eigens
haft (a) von µ folgt

µ(Ek) =

k∑

j=1

µ(Aj) sowie µ(E) =

∞∑

j=1

µ(Aj).

Hieraus folgt aber µ(Ek) → µ(E) für k → ∞.
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(d) Sei E :=
⋂
j≥1Ej und Cj := E1 \Ej für j ≥ 1. Die Folge (Cj)j≥1 ist monoton

wa
hsend, und aus (c) und den de Morgans
hen Identitäten folgt

lim
j→∞

µ(Cj) = µ
(⋃

j≥1

Cj

)
= µ

(⋃

j≥1

(E1 \ Ej)
)
= µ

(
E1 \

⋂

j≥1

Ej

)
= µ(E1 \ E).

Aus µ(E1) = µ(Ej) + µ(Cj) und µ(E1) = µ(E) + µ(E1 \ E) sowie µ(E1) < ∞
folgt

µ(E) = µ(E1)− µ(E1 \ E) = µ(E1)− lim
j→∞

µ(Cj)

= µ(E1)− lim
j→∞

(µ(E1)− µ(Ej)) = lim
j→∞

µ(Ej).

(e) Sei A1 := E1 und Ak := Ek \ (E1 ∪ . . .∪Ek−1) für k > 1. Die Mengen Ak sind
paarweise disjunkt, und es ist

⋃
k≥1Ak =

⋃
k≥1Ek sowie µ(An) ≤ µ(Ek) für alle

k wegen (b). Aus der σ-Additivität folgt

µ
(⋃

k≥1

Ek

)
= µ

(⋃

k≥1

Ak

)
=

∞∑

k=1

µ(Ak) ≤
∞∑

k=1

µ(Ek).

Satz 1.25 (Eindeutigkeitssatz für endli
he Maÿe) Sei (X,S) ein meÿba-

rer Raum und E ein dur
hs
hnittsstabiler Erzeuger von S mit X ∈ E. Sind µ, ν
endli
he Maÿe auf S mit µ(E) = ν(E) für alle E ∈ E, so gilt bereits µ(A) = ν(A)
für alle A ∈ S.

Beweis. Wir zeigen, dass D := {A ∈ S : µ(A) = ν(A)} ein Dynkin-System

ist. Da E dur
hs
hnittstabil ist, liefert dann Satz 1.12 für das von E erzeugte

Dynkin-System D(E)

S = σ(E) = D(E) ⊆ D ⊆ S.

Es ist also D = S, und wir sind fertig.

Zum Na
hweis, dass D ein Dynkin-System ist, beoba
hten wir zunä
hst, dass

na
h Voraussetzung X ∈ E ⊆ D ist. Wir zeigen weiter, dass X \ A ∈ D wenn

A ∈ D. Aus A∪(X \A) = X folgt µ(A)+µ(X \A) = µ(X) und ν(A)+ν(X \A) =
ν(X). Wegen µ(A) = ν(A) und µ(X) = ν(X) und der Endli
hkeit der Maÿe folgt

daraus µ(X \ A) = ν(X \ A), also X \ A ∈ D.

Sei no
h (Ek) eine Folge paarweise disjunkter Mengen aus D. Dann ist

µ
( ⋃

k∈N
Ek

)
=
∑

k∈N
µ(Ek) =

∑

k∈N
ν(Ek) = ν

( ⋃

k∈N
Ek

)
.

Also ist au
h ∪k∈NEk ∈ D, und D ist ein Dynkin-System.

De�nition 1.26 Sei (X, d) ein metris
her Raum. Ein Maÿ auf (X, B(X)) heiÿt
ein Borel-Maÿ.
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Der folgende Satz ist ein Spezialfall von Satz 1.25.

Satz 1.27 Sei (X, d) ein metris
her Raum und seien µ, ν endli
he Borel-Maÿe

auf X. Wenn µ(G) = ν(G) für alle o�enen Mengen G ⊆ X, dann ist µ(B) =
ν(B) für alle B ∈ B(X).

Satz 1.28 Sei (X, d) ein metris
her Raum und µ ein endli
hes Borel-Maÿ auf

X. Dann gilt für jedes B ∈ B(X)

µ(B) = inf {µ(G) : B ⊆ G, G o�en}, (1.3)

µ(B) = sup {µ(F ) : F ⊆ B, F abges
hlossen}. (1.4)

Insbesondere gibt es für jedes B ∈ B(X) eine Fσ-Menge A und eine Gδ-Menge

C mit A ⊆ B ⊆ C und µ(A) = µ(B) = µ(C).

Beweis. Wegen der Monotonie gilt ≤ in (1.3) und ≥ in (1.4). Wir zeigen, dass

D := {B ∈ B(X) : B erfüllt (1.3) und (1.4)}

ein Dynkin-System ist. O�enbar ist X ∈ D. Wir überlegen uns, dass X \ A ∈ D

für alle A ∈ D. Sei ε > 0 beliebig. Wir wählen eine abges
hlossene Menge F und

eine o�ene Menge G so, dass F ⊆ A ⊆ G und µ(G \ F ) < ε. Dann ist X \ F
o�en, X \G abges
hlossen, X \G ⊆ X \ A ⊆ X \ F , und

µ((X \ F ) \ (X \ A)) + µ((X \ A) \ (X \G)) = µ((X \ F ) \ (X \G))
= µ(G \ F ) < ε.

Also ist X \ A ∈ D.

Wir zeigen weiter: ∪k≥1Ak ∈ D für jede Folge paarweise disjunkter Mengen

Ak ∈ D. Sei ε > 0. Für jedes k ≥ 1 gibt es eine abges
hlossene Menge Fk und

eine o�ene Menge Gk mit

Fk ⊆ Ak ⊆ Gk und µ(Gk \ Fk) ≤ ε 2−k.

Sei G := ∪k∈NGk und B := ∪k∈N Fn. Dann ist G o�en. Da die Fk ebenfalls

paarweise disjunkt sind, folgt µ(B) = µ(∪k∈NFk) =
∑
µ(Fk). Es gibt daher ein

k0 ≥ 1 so, dass für die Menge F := ∪k0k=1Fk gilt µ(B \ F ) ≤ ε. O�enbar ist F
abges
hlossen, und es ist F ⊆ ∪k≥1Ak ⊆ G sowie

µ(G \ F ) = µ(G \B) + µ(B \ F )
≤ µ

(⋃

k≥1

(Gk \ Fk)
)
+ µ(B \ F )

≤
∑

k≥1

µ(Gk \ Fk) + µ(B \ F ) ≤ 2ε.
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Somit ist D ein Dynkin-System.

Wir zeigen s
hlieÿli
h: Jede abges
hlossene Menge F ⊆ X gehört zu D. Of-

fenbar gilt (1.4) für F . Um au
h (1.3) einzusehen, setzen wir

Gk := {x ∈ X : es gibt ein f ∈ F mit d(x, f) < 1/k} =
⋃

f∈F
U1/k(f).

Die Mengen Gk sind o�en, sie bilden eine monoton fallende Folge, und es ist

F =
⋂
k≥1Gk. Aus Lemma 1.24 (d) folgt dann

µ(F ) = lim
k→∞

µ(Gk).

Also ist au
h (1.3) erfüllt und F ∈ D. Dann enthält D aber au
h alle o�enen

Mengen, und wir erhalten B(X) ⊆ D mit Satz 1.12 (Prinzip der guten Mengen).

Die zweite Behauptung folgt unmittelbar aus der ersten.

Für ni
ht endli
he Maÿe gelten die o.g. Sätze im allgemeinen ni
ht. Man nennt

daher ein Borel-Maÿ regulär, falls für jede Borelmenge B (1.3) und (1.4) gelten.

Endli
he Borel-Maÿe auf metris
hen Räumen sind stets regulär.

1.5 Nullmengen und Vollständigkeit von Maÿräumen

Viele Begri�e und Aussagen der Maÿ- und Integrationstheorie werden einfa
her

und natürli
her, wenn der Maÿraum vollständig in folgendem Sinn ist.

De�nition 1.29 Sei (X, S, µ) ein Maÿraum. Eine Teilmenge N von X heiÿt

eine µ-Nullmenge, wenn sie Teilmenge einer Menge E ∈ S mit µ(E) = 0 ist.

Gehört jede µ-Nullmenge von X zu S, so heiÿt (X, S, µ) vollständig.

Liegt eine µ-Nullmenge N in S, so ist µ(N) = 0 na
h Lemma 1.24 (b). In voll-

ständigen Maÿräumen stimmen also die Begri�e µ-Nullmenge und Menge vom

Maÿ 0 überein.

Wir sehen uns zwei einfa
he Aussagen an, in denen die Vollständigkeit eine

Rolle spielt. Dazu vereinbaren wir: Ist (X, S, µ) ein Maÿraum und gilt eine

Eigens
haft P für alle Punkte von X mit Ausnahme von Punkten in einer µ-
Nullmenge, so sagen wir, dass P fast überall (oder genauer µ-fast überall) gilt.

Lemma 1.30 Sei (X, S, µ) ein vollständiger Maÿraum, (X ′, S′) ein messbarer

Raum und seien f, g : X → X ′
Funktionen, die fast überall übereinstimmen. Ist

f messbar, dann ist au
h g messbar.

Beweis. Sei N ⊆ X eine µ-Nullmenge so, dass f(x) = g(x) für alle x ∈ X \N ,

und sei E ∈ S′
. Dann ist

g−1(E) =
(
g−1(E) ∩ (X \N)

)
∪
(
g−1(E) ∩N

)

=
(
f−1(E) ∩ (X \N)

)
∪
(
g−1(E) ∩N

)
.
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Die Menge f−1(E)∩ (X \N) ist messbar na
h Voraussetzung, und g−1(E)∩N ist

Teilmenge der µ-Nullmenge N , also selbst eine µ-Nullmenge und damit messbar.

Also ist g−1(E) ∈ S für jedes E ∈ S′
, d.h. g ist messbar.

Lemma 1.31 Sei (X,S, µ) ein vollständiger Maÿraum, und die Funktionen fn :
(X, S, µ) → (R, B(R)) seien messbar und sollen fast überall gegen eine Funktion
f : X → R konvergieren. Dann ist f messbar.

Beweis. Sei N ⊆ X eine µ-Nullmenge so, dass fn(x) → f(x) für alle x ∈ X \N .

Aus Satz 1.22 folgt die Messbarkeit von f |X\N . Aus der Vollständigkeit folgt

weiter, dass au
h f |N messbar ist. Für jede Menge A ∈ B(R) ist ja (f |N)−1(A) =
f−1(A)∩N Teilmenge einer µ-Nullmenge, also messbar. Für beliebiges B ∈ B(R)
erhalten wir somit die Messbarkeit von

f−1(B) =
(
f−1(B) ∩ (X \N)

)
∪
(
f−1(B) ∩N

)

= (f |X\N)
−1(B) ∪ (f |N)−1(B).

Also ist f messbar.

Ni
htvollständige Maÿräume lassen si
h auf natürli
he Weise zu vollständigen

Maÿräumen erweitern. Sei dazu (X, S, µ) ein Maÿraum. Die Menge S̃ bestehe

aus allen Teilmengen von X , die Vereinigung einer Menge aus S und einer µ-
Nullmenge sind. Ist E ∈ S und N eine µ-Nullmenge, so setzen wir µ̃(E ∪N) :=
µ(E). Diese De�nition von µ̃ ist korrekt. Sind nämli
h E, F ∈ S und M ⊆
M̃ ∈ S, N ⊆ Ñ ∈ S mit µ(M̃) = µ(Ñ) = 0 und E ∪ M = F ∪ N , so ist

F ⊆ F ∪N = E ∪M ⊆ E ∪ M̃ und folgli
h

µ(F ) ≤ µ(E ∪ M̃) ≤ µ(E) + µ(M̃) = µ(E).

Analog zeigt man, dass µ(E) ≤ µ(F ) und somit µ(E) = µ(F ) ist. Der folgende
Satz soll in der Übung bewiesen werden.

Satz 1.32 (X, S̃, µ̃) ist ein vollständiger Maÿraum.
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2 Allgemeine Integrationstheorie

Sei (X, S, µ) ein Maÿraum. Ziel ist es, messbare Funktionen f : X → R zu inte-

grieren. Dabei gehen wir s
hrittweise vor. Das Maÿ µ wird uns vorgeben, was das

Integral der 
harakteristis
hen Funktion einer messbaren Menge sein soll. Davon

ausgehend de�nieren wir das Integral von ni
htnegativen messbaren Funktionen

mit nur endli
h vielen Werten (Stufenfunktionen) und dann für beliebige ni
htne-

gative messbare Funktionen, die wir von unten dur
h Stufenfunktionen annähern.

S
hlieÿli
h spalten wir allgemeine messbare Funktionen in ihren Positiv- und Ne-

gativteil auf, für die wir die Integrale bereits de�niert haben.

Wir werden sehen, dass das so erklärte Lebesgue-Integral wesentli
h allgemei-

ner und �exibler ist als das Riemann-Integral.

2.1 Stufenfunktionen

Sei (X, S, µ) ein Maÿraum. Eine messbare Funktion s : X → R heiÿt Stufen-

funktion (oder einfa
he Funktion), wenn ihr Werteberei
h s(X) endli
h ist. Jede

konstante Funktion ist eine Stufenfunktion. Wie sieht es mit Funktionen aus,

die zwei Werte annehmen? Dazu betra
hten wir für jede Menge A ⊆ X ihre


harakteristis
he Funktion

χA(x) :=

{
1 wenn x ∈ A
0 wenn x 6∈ A.

Diese Funktion ist genau dann messbar (und damit eine Stufenfunktion), wenn

A ∈ S. Beispielsweise ist χQ eine Stufenfunktion für (X, S) = (R, B(R)).

Lemma 2.1 Eine Funktion s : X → R ist genau dann eine Stufenfunktion, wenn

es Zahlen α1, . . . , αk ∈ R und paarweise disjunkte Mengen A1, . . . , Ak ∈ S so

gibt, dass s =
∑k

j=1 αjχAj
.

Beweis. Sind αj ∈ R und Aj ∈ S für j = 1, . . . , k, so ist

∑k
j=1 αjχAj

messbar

na
h Satz 1.20 und damit eine Stufenfunktion. Sei umgekehrt s eine Stufenfunk-
tion und s(X) = {α1, . . . , αk} mit paarweise vers
hiedenen Zahlen αj . Dann
sind die Mengen Aj := s−1({αj}) messbar und paarweise disjunkt, und es ist

s =
∑k

j=1 αjχAj
.

Der folgende Satz zeigt, dass messbare Funktionen dur
h Stufenfunktionen ap-

proximiert werden können.

Satz 2.2 Sei f : X → [0, ∞] eine messbare Funktion. Dann gibt es eine monoton
wa
hsende Folge von Stufenfunktionen sn : X → [0,∞) so, dass

lim
n→∞

sn(x) = f(x) für alle x ∈ X

und dass die Konvergenz auf jeder Menge {x ∈ X : f(x) ≤ c} mit c ∈ [0, ∞)
glei
hmäÿig ist.
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Beweis. Für n ≥ 1 sei

sn(x) :=





k

2n
falls f(x) ∈

[ k
2n
,
k + 1

2n

)
mit 0 ≤ k ≤ n · 2n − 1,

n falls f(x) ∈ [n, ∞].

Dann ist (sn)n≥1 eine monoton wa
hsende Folge von Stufenfunktionen, und für

alle c ∈ [0, ∞) und n > c ist

|f(x)− sn(x)| < 2−n für alle x mit f(x) ≤ c.

Hieraus folgt die glei
hmäÿige Konvergenz der Funktionen sn auf der Menge {x ∈
X : f(x) ≤ c} sowie die punktweise Konvergenz auf {x ∈ X : f(x) < ∞}. Die
punktweise Konvergenz auf {x ∈ X : f(x) = ∞} ist o�ensi
htli
h.

Folgerung 2.3 Eine Funktion f : X → R ist genau dann messbar, wenn sie

punktweiser Grenzwert einer Folge von Stufenfunktionen ist.

Beweis. Punktweise Grenzwerte messbarer Funktionen sind messbar na
h Satz

1.22. Ist umgekehrt f messbar, so sind die Funktionen f± := max (0, ±f) na
h
Satz 1.20 messbar und ni
htnegativ. Na
h Satz 2.2 sind beide Funktionen punkt-

weise Grenzwerte von Stufenfunktionen. Dann hat au
h f = f+ − f− diese Ei-

gens
haft.

2.2 Das Lebesgue-Integral

Sei (X, S, µ) ein Maÿraum, E ∈ S und f : X → R messbar. Wir de�nieren das

Integral von f über E bzgl. des Maÿes µ in mehreren S
hritten.

S
hritt A: Für f = χA mit A ∈ S de�nieren wir IE(f) := µ(A ∩ E).
S
hritt B: Sei f eine ni
htnegative Stufenfunktion. Mit Lemma 2.1 s
hreiben wir

f als

∑k
j=1 αjχAj

mit αj ∈ [0, ∞) und mit paarweise disjunkten Mengen Aj ∈ S

so dass

⋃k
j=1Aj = X und de�nieren

IE(f) :=

k∑

j=1

αjIE(χAj
) =

k∑

j=1

αjµ(Aj ∩ E).

S
hritt C: Ist f messbar und ni
htnegativ, so de�nieren wir

∫

E

f dµ := sup {IE(s) : s ist Stufenfunktion und 0 ≤ s ≤ f}.

Die Menge auf der re
hten Seite ist na
h Satz 2.2 ni
ht leer. Man bea
hte, dass∫
E
f dµ den Wert +∞ annehmen kann. Ist f selbst eine ni
htnegative Stufen-

funktion, so ist

∫
E
f dµ = IE(f). Für alle Stufenfunktionen 0 ≤ s ≤ f ist nämli
h
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IE(s) ≤ IE(f).

S
hritt D: S
hlieÿli
h sei f : X → R messbar. Na
h Satz 1.20 sind die Funktionen

f+ := max (0, f) und f− := max (0, −f) messbar, es ist f = f+ − f−, und die

Integrale ∫

E

f+ dµ,

∫

E

f− dµ (2.1)

sind wie in S
hritt C erklärt.

De�nition 2.4 Ist eines der Integrale (2.1) endli
h, so de�nieren wir

∫

E

f dµ :=

∫

E

f+ dµ−
∫

E

f− dµ ∈ R. (2.2)

Sind beide Integrale in (2.1) endli
h, so heiÿt f Lebesgue-integrierbar, und wir

s
hreiben f ∈ L1(µ, E) bzw. f ∈ L1(µ) falls E = X.

Man bea
hte, dass wir das Integral von f au
h dann de�niert haben, wenn f ni
ht

Lebesgue-integrierbar ist, aber eine der Funktionen f+, f− diese Eigens
haft hat.

Das ist in vielen Situationen bequem.

Für komplexwertige Funktionen f : X → C de�nieren wir naheliegend:

Die Funktion f heiÿt Lebesgue-integrierbar, wenn ihr Real- und Imaginärteil in

L1(µ, E) liegen. In diesem Fall setzen wir

∫

E

f dµ :=

∫

E

Re f dµ+ i

∫

E

Im f dµ.

Vereinbarung. Wir bes
hränken uns im Weiteren auf reellwertige Funktionen.

Viele der na
hstehenden Sätze lassen si
h ohne Mühe auf den Fall komplexwer-

tigen Funktionen übertragen.

Wir sehen uns einige elementare Eigens
haften des Lebesgue-Integrals an.

Lemma 2.5 (a) Ist f messbar und bes
hränkt auf E und µ(E) < ∞, so ist

f ∈ L1(µ, E).
(b) Seien f, g messbar auf E mit 0 ≤ f ≤ g auf E oder f, g ∈ L1(µ, E) mit

f ≤ g auf E. Dann gilt ∫

E

f dµ ≤
∫

E

g dµ.

(c) Ist f messbar und a, b ∈ R mit a ≤ f ≤ b auf E und ist µ(E) <∞, so ist

a · µ(E) ≤
∫

E

f dµ ≤ b · µ(E).

(d) Ist f ∈ L1(µ, E) und c ∈ R, so ist cf ∈ L1(µ, E) und
∫

E

cf dµ = c

∫

E

f dµ.

(e) Ist f messbar und µ(E) = 0, so ist

∫
E
f dµ = 0.

(f) Ist f ∈ L1(µ, E) und A ∈ S Teilmenge von E, so ist f ∈ L1(µ, A).
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Beweis. (a) Sei |f | ≤ M < ∞ auf E. Dann ist f± ≤ M auf E, und hieraus

folgt sofort

∫
E
f± dµ ≤ Mµ(E), denn diese Relation überträgt si
h o�enbar auf

die entspre
henden Stufenfunktionen.

(b) Aus f ≤ g folgt f+ ≤ g+ und g− ≤ f− auf E. Hieraus folgt

∫

E

f+ dµ ≤
∫

E

g+ dµ und

∫

E

g− dµ ≤
∫

E

f− dµ

(für jede Stufenfunktion s mit 0 ≤ s ≤ f+ ist ja erst re
ht 0 ≤ s ≤ g+) und daher

∫

E

f dµ =

∫

E

f+ dµ−
∫

E

f− dµ ≤
∫

E

g+ dµ−
∫

E

g− dµ =

∫

E

g dµ.

(c) Dies folgt sofort aus (b), wenn wir f mit den Konstanten a, b verglei
hen.

(d) Für Stufenfunktionen s ist o�enbar IE(cs) = cIE(s). Ist nun etwa c > 0 und

f ≥ 0, so folgt

∫

E

cf dµ = sup{IE(s) : 0 ≤ s ≤ cf} = sup
{
IE(s) : 0 ≤ 1

c
s ≤ f

}

= sup
{
cIE

(1
c
s
)
: 0 ≤ 1

c
s ≤ f

}

= c sup
{
IE(t) : 0 ≤ t ≤ f

}
= c

∫

E

f dµ.

Die übrigen Fälle behandelt man ähnli
h.

(e) Für jede Stufenfunktion s ist IE(s) = 0. Also ist
∫
E
f± dµ = 0 und

∫
E
f dµ = 0.

(f) Für alle Stufenfunktionen 0 ≤ s ≤ f+ ist IA(s) ≤ IE(s) und daher

∫

A

f+ dµ = sup{IA(s) : 0 ≤ s ≤ f+} ≤ sup{IE(s) : 0 ≤ s ≤ f+} =

∫

E

f+ dµ <∞.

Für f− argumentiert man analog.

Satz 2.6 (a) Sei f ≥ 0 messbar auf X. Für A ∈ S de�nieren wir

ϕ(A) :=

∫

A

f dµ. (2.3)

Dann ist ϕ ein Maÿ auf (X, S).
(b) Ist f ∈ L1(µ), so ist die Funktion ϕ σ-additiv.

Beweis. Aussage (b) folgt sofort, wenn wir (a) auf die Funktionen f± anwenden

und f = f+ − f− bea
hten. Wir zeigen (a). Da ϕ(∅) = 0 na
h Lemma 2.5 (e),
müssen wir no
h die σ-Additivität zeigen. Sei also A =

⋃
n≥1An mit paarweise

disjunkten messbaren Mengen An. Zu zeigen ist, dass ϕ(A) =
∑

n≥1 ϕ(An).
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Ist f = χC eine 
harakteristis
he Funktion, so ist

∫
A
f dµ = µ(A ∩ C), und

die Behauptung folgt aus der σ-Additivität von µ. Ist f =
∑k

j=1 ciχCi
eine Stu-

fenfunktion mit paarweise disjunkten Mengen Ci ∈ S, so ist

∫

A

f dµ =

k∑

j=1

cj µ(A ∩ Cj),

und die Behauptung folgt aus der σ-Additivität der einzelnen Summanden. Sei

nun f ≥ 0 messbar. Aus dem bereits Bewiesenen folgt für jede Stufenfunktion s
mit 0 ≤ s ≤ f , dass

∫

A

s dµ =
∑

n≥1

∫

An

s dµ ≤
∑

n≥1

∫

An

f dµ =
∑

n≥1

ϕ(An).

Bilden wir links das Supremum über alle Stufenfunktionen s mit 0 ≤ s ≤ f , folgt

ϕ(A) =

∫

A

f dµ ≤
∑

n≥1

ϕ(An),

und es verbleibt no
h

∑
n≥1 ϕ(An) ≤ ϕ(A) zu zeigen. Für ϕ(A) = ∞ ist dies klar.

Sei also ϕ(A) <∞ und damit au
h ϕ(An) <∞ für alle n. Mit der De�nition des

Integrals �nden wir für jedes ε > 0 eine Stufenfunktion s mit 0 ≤ s ≤ f und

∫

A1

s dµ ≥
∫

A1

f dµ− ε sowie

∫

A2

s dµ ≥
∫

A2

f dµ− ε.

Folgli
h ist

ϕ(A1 ∪A2) ≥
∫

A1∪A2

s dµ =

∫

A1

s dµ+

∫

A2

s dµ ≥ ϕ(A1) + ϕ(A2)− 2ε.

Da ε > 0 beliebig war, folgt ϕ(A1 ∪A2) ≥ ϕ(A1) + ϕ(A2). Induktiv erhalten wir

ϕ
( n⋃

j=1

Aj

)
≥

n∑

j=1

ϕ(Aj) für alle n ≥ 1.

Wegen

⋃n
j=1Aj ⊆ A führt dies auf

ϕ(A) ≥ lim
n→∞

ϕ
( n⋃

j=1

Aj

)
≥ lim

n→∞

n∑

j=1

ϕ(Aj) =
∞∑

j=1

ϕ(Aj).

Damit ist alles gezeigt.

Folgerung 2.7 Sind A ⊆ B messbare Mengen mit µ(B \ A) = 0 und ist f
Lebesgue-integrierbar, so ist

∫

A

f dµ =

∫

B

f dµ.
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Beweis. Die Funktion ϕ(E) :=
∫
E
f dµ ist additiv na
h Satz 2.6. Folgli
h ist

ϕ(B) = ϕ(A) + ϕ(B \ A). Na
h Lemma 2.5 (e) ist aber ϕ(B \ A) = 0.

Folgerung 2.8 Sei (X, S, µ) vollständig, die Funktionen f, g : X → R seien

fast überall glei
h, und sei f ∈ L1(µ, E) für E ∈ S. Dann ist au
h g ∈ L1(µ, E)
und ∫

E

f dµ =

∫

E

g dµ.

Beweis. Die Funktion g ist messbar na
h Lemma 1.30. Sei N eine µ-Nullmenge

so, dass f(x) = g(x) für alle x ∈ X \N . Dann ist f± = g± auf X \N und

∫

E

f+ dµ =

∫

E\N
f+ dµ (na
h Folgerung 2.7)

=

∫

E\N
g+ dµ (na
h Voraussetzung)

=

∫

E\N
g+ dµ+

∫

N∩E
g+ dµ (na
h Lemma 2.5 (e))

=

∫

E

g+ dµ.

Satz 2.9 Mit f ∈ L1(µ, E) ist au
h |f | ∈ L1(µ, E), und es gilt

∣∣∣
∫

E

f dµ
∣∣∣ ≤

∫

E

|f | dµ.

Beweis. Sei A := {x ∈ E : f(x) ≥ 0} und B := E \ A. Na
h Satz 2.6 (a) ist
∫

E

|f | dµ =

∫

A

|f | dµ+

∫

B

|f | dµ =

∫

A

f+ dµ+

∫

B

f− dµ <∞

und somit |f | ∈ L1(µ, E). Wegen f ≤ |f | und −f ≤ |f | ist na
h Lemma 2.5 (b),
(d) ∫

E

f dµ ≤
∫

E

|f | dµ und −
∫

E

f dµ ≤
∫

E

|f | dµ.

Hieraus folgt die Behauptung.

Satz 2.10 (a) Ist f messbar, |f | ≤ g und g ∈ L1(µ, E), so ist au
h f ∈
L1(µ, E).

(b) Ist (X, S, µ) vollständig, f messbar, |f | ≤ g fast überall und g ∈ L1(µ, E),
so ist f ∈ L1(µ, E).

Beweis. (a) Dies folgt sofort aus f+ ≤ g und f− ≤ g.

(b) Sei N eine µ-Nullmenge so, dass |f(x)| ≤ g(x) für alle x ∈ X \N , und sei

f̃(x) :=

{
f(x) falls x ∈ X \N,
g(x) falls x ∈ N.

Na
h Lemma 1.30 ist f̃ messbar, und es gilt |f̃ | ≤ g überall. Na
h Teil (a) ist
f̃ ∈ L1(µ, E), und mit Folgerung 2.8 �nden wir f ∈ L1(µ, E).
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2.3 Konvergenzsätze

Wir behandeln in diesem Abs
hnitt die wi
htigsten Konvergenzsätze für das

Lebesgue-Integral. Diese Sätze sind unentbehrli
he Werkzeuge der Analysis.

Satz 2.11 (Beppo Levi, Satz über monotone Konvergenz) Sei (X, S, µ)
vollständig, E ∈ S, und (fn)n≥1 eine Folge messbarer Funktionen mit

0 ≤ f1(x) ≤ f2(x) ≤ . . . ≤ ∞ für fast alle x ∈ X. (2.4)

Dann konvergiert (fn) fast überall punktweise gegen eine messbare Funktion f ,
und

∫
E
fn dµ→

∫
E
f dµ.

Ohne die Voraussetzung der Vollständigkeit gilt die Aussage immer no
h, wenn

man (2.4) für alle x ∈ X fordert.

Beweis. Sei N eine µ-Nullmenge so, dass (2.4) für alle x ∈ X \ N erfüllt ist.

Für jedes x ∈ X \N konvergiert dann die Folge (fn(x)) gegen einen Wert f̃(x) ∈
[0,∞]. Wir setzen

f(x) :=

{
f̃(x) für x ∈ X \N,
∞ für x ∈ N.

Na
h Lemma 1.31 ist f messbar. Sei αn :=
∫
E
fn dµ. Na
h Lemma 2.5 (b) und

Folgerung 2.7 ist die Folge (αn) monoton wa
hsend. Sei

α := sup{αn : n ≥ 1} = lim
n→∞

αn ∈ [0, ∞].

Dank der Monotonie des Integrals aus Lemma 2.5 (b) gilt αn ≤
∫
E
f dµ für alle

n ∈ N und damit au
h α ≤
∫
E
f dµ.

Wir zeigen no
h die umgekehrte Unglei
hung α ≥
∫
E
f dµ. Dabei rei
ht es den

Fall α < ∞ zu betra
hten, denn sonst ist ni
hts zu beweisen. Seien s eine Stu-

fenfunktion mit 0 ≤ s ≤ f , c ∈ (0, 1) und En := {x ∈ E \ N : fn(x) ≥ cs(x)}
für n ≥ 1. Dann ist En ⊆ En+1 für alle n (Monotonie der Folge (fn) auÿerhalb
von N) und

⋃
n≥1En = E \ N (wegen fn(x) → f(x) und cs(x) < f(x) für alle

x ∈ X \N).

Mit Satz 2.6 (a) und Lemma 2.5 (b) erhalten wir auÿerdem, dass

∫

E

fn dµ ≥
∫

En

fn dµ ≥ c

∫

En

s dµ. (2.5)

Für n→ ∞ ergibt si
h daher wieder mit Satz 2.6 (a), (2.5) und Lemma 1.24 (c)

α = lim
n→∞

∫

E

fn dµ ≥ c lim
n→∞

∫

En

s dµ = c

∫

E\N
s dµ = c

∫

E

s dµ.

Da c ∈ (0, 1) beliebig war, folgt α ≥
∫
E
s dµ für alle Stufenfunktionen s mit

0 ≤ s ≤ f . Dann ist aber α ≥
∫
E
f dµ.
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Satz 2.12 Sind f, g ∈ L1(µ, E) und ist f+g erklärt, so ist au
h f+g ∈ L1(µ, E)
und es gilt ∫

E

(f + g) dµ =

∫

E

f dµ+

∫

E

g dµ. (2.6)

Der Satz gilt au
h, wenn f, g ni
htnegative messbare Funktionen sind. Dies wird

im ersten Teil des folgenden Beweises gezeigt.

Beweis. Zuerst zeigen wir (2.6) für ni
htnegative Stufenfunktionen. Ist s =∑
j cjχEj

eine ni
htnegative Stufenfunktion (mit ni
ht notwendig paarweise dis-

junkten Mengen Ei), so kann man s s
hreiben als

∑
k dkχFk

mit paarweise dis-

junkten Mengen Fk und mit dk :=
∑

j:Fk⊆Ej
cj. Damit folgt

∫

E

s dµ =
∑

k

dkµ(Fk ∩ E) =
∑

k

∑

j:Fk⊆Ej

cjµ(Fk ∩ E)

=
∑

j

cj
∑

k:Fk⊆Ej

µ(Fk ∩ E) =
∑

j

cjµ(Ej ∩ E) =
∑

j

cj

∫

E

χEj
dµ.

Da man zwei Stufenfunktionen s, t immer als s =
∑

j cjχEj
und t =

∑
j djχEj

(also mit glei
henMengen Ej) s
hreiben kann, folgt hieraus (2.6) für ni
htnegative
Stufenfunktionen.

Seien nun f, g ni
htnegative messbare Funktionen. Na
h Satz 2.2 gibt es mo-

noton wa
hsende Folgen (sn) bzw. (tn) von Stufenfunktionen, die punktweise

gegen f bzw. g konvergieren. Dann ist (sn + tn) eine monoton wa
hsende Folge

von Stufenfunktionen, die punktweise gegen f + g konvergiert. Der Satz von der

monotonen Konvergenz liefert

∫

E

sn dµ→
∫

E

f dµ,

∫

E

tn dµ→
∫

E

g dµ,

∫

E

(sn + tn) dµ→
∫

E

(f + g) dµ.

Aus

∫
E
sn dµ+

∫
E
tn dµ =

∫
E
(sn + tn) dµ folgt (2.6) au
h in diesem Fall.

Seien s
hlieÿli
h f, g ∈ L1(µ, E). Dann sind na
h Satz 2.9 au
h |f | und |g|
integrabel und na
h dem s
hon gezeigten gilt dann dasselbe für |f |+ |g|. Wegen

|f1 + f2| ≤ |f1| + |f2| liefert Satz 2.10, dass f + g ∈ L1(µ, E) ist. Zum Na
hweis

von (2.6) zerlegen wir zunä
hst sowohl f + g als au
h f und g in Positiv- und

Negativteile. Das liefert

f+ − f− + g+ − g− = f + g = (f + g)+ − (f + g)−

bzw.

f+ + g+ + (f + g)− = (f + g)+ + f− + g−.

In dieser Glei
hung stehen nur no
h ni
htnegative Funktionen, die addiert werden.

Wir können also auf beiden Seiten der Glei
hung über E integrieren und dann die
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bereits gezeigte Linearität des Integrals für ni
htnegative messbare Funktionen

benutzen. Damit gilt

∫

E

f+ dµ+

∫

E

g+ dµ+

∫

E

(f + g)− dµ =

∫

E

(f + g)+ dµ+

∫

E

f− dµ+

∫

E

g− dµ.

S
hlieÿli
h gelangt man so zu

∫

E

(f + g) dµ =

∫

E

(f + g)+ dµ−
∫

E

(f + g)− dµ

=

∫

E

f+ dµ+

∫

E

g+ dµ−
∫

E

f− dµ−
∫

E

g− dµ

=

∫

E

f dµ+

∫

E

g dµ

und der Beweis ist beendet.

Wir haben hier nur die s
hwä
here Form von Satz 2.11 benutzt. Satz 2.12 gilt

also ohne Vollständigkeitsvoraussetzung. Für Reihen liefert Satz 2.11:

Folgerung 2.13 Sei (X, S, µ) vollständig, fj : X → [0, ∞] messbar, und f =∑∞
j=1 fj fast überall. Dann ist f messbar, und für jedes E ∈ S ist

∫

E

f dµ =

∞∑

j=1

∫

E

fj dµ.

Beweis. Sei gn :=
∑n

j=1 fj . Die Folge (gn) ist monoton wa
hsend und konvergiert

fast überall gegen f . Na
h Lemma 1.31 ist f messbar, und die Sätze 2.11 und

2.12 liefern

∫

E

f dµ
2.11
= lim

n→∞

∫

E

gn dµ = lim
n→∞

∫

E

n∑

j=1

fj dµ

2.12
= lim

n→∞

n∑

j=1

∫

E

fj dµ =
∞∑

j=1

∫

E

fj dµ.

Unser nä
hstes Ziel ist der Satz von der majorisierten Konvergenz, das wohl wi
h-

tigste Werkzeug, um die Vertaus
hbarkeit von Grenzübergang und Integration zu

zeigen. Vorbereitend überlegen wir uns ein Lemma.

Lemma 2.14 (Fatou) Seien fn : X → [0, ∞] messbare Funktionen und E ∈ S.

Dann ist ∫

E

lim inf
n→∞

fn dµ ≤ lim inf
n→∞

∫

E

fn dµ.
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Beweis. Für k ≥ 1 sei gk := infj≥k fj . Dann ist gk ≤ fk und somit

∫
E
gk dµ ≤∫

E
fk dµ. Weiter ist die Folge (gk) monoton wa
hsend, und sie konvergiert punkt-

weise gegen lim infn→∞ fn. Der Satz über montone Konvergenz (s
hwa
he Fas-

sung) liefert ∫

E

gk dµ→
∫

E

lim inf
n→∞

fn dµ

und damit

lim inf
k→∞

∫

E

fk dµ ≥ lim inf
k→∞

∫

E

gk dµ ≥
∫

E

lim inf
n→∞

fn dµ.

Satz 2.15 (Lebesgue, Satz über majorisierte Konvergenz) Sei (X, S, µ)
ein vollständiger Maÿraum, E ∈ S, und (fn) eine Folge messbarer Funktionen

fn : X → R, die fast überall gegen eine Funktion f konvergieren. Weiter sei g
eine messbare Funktion mit |fn| ≤ g für alle n fast überall. Ist g ∈ L1(µ, E), so
gehören au
h f und fn zu L1(µ, E), und es gilt

∫

E

fn dµ→
∫

E

f dµ.

Beweis. Sei N eine Nullmenge so, dass fn(x) → f(x) für n → ∞ und |fn(x)| ≤
g(x) für alle n und alle x ∈ X \N . Dann ist |f(x)| ≤ g(x) für alle x ∈ X \N , und

na
h Satz 2.10 (b) sind f, fn ∈ L1(µ, E). Weiter ist |f − fn| ≤ 2g auf X \N . Wir

wenden das Fatous
he Lemma auf die Folge der Funktionen (2g − |f − fn|)|X\N
an und erhalten

∫

E

2g dµ =

∫

E\N
2g dµ =

∫

E\N
lim inf
n→∞

(2g − |fn − f |) dµ

≤ lim inf
n→∞

∫

E\N
(2g − |fn − f |) dµ

=

∫

E\N
2g dµ+ lim inf

n→∞

∫

E\N
−|fn − f | dµ

=

∫

E

2g dµ− lim sup
n→∞

∫

E

|fn − f | dµ ≤
∫

E

2g dµ.

Da

∫
E
2g dµ = 2

∫
E
g dµ < ∞ ist, erhalten wir limn→∞

∫
E
|fn − f | dµ = 0. Dies

hat ∣∣∣
∫

E

fn dµ−
∫

E

f dµ
∣∣∣ ≤

∫

E

|fn − f | dµ→ 0

zur Folge (Satz 2.12 und Satz 2.9).

Ohne Vollständigkeitsvoraussetzung gilt Satz 2.15 no
h, wenn alle �fast� in seiner

Formulierung gestri
hen werden.

Ergänzend gehen wir no
h kurz auf parameterabhängige Integrale ein, für die wir

nun wesentli
h stärkere Aussagen als früher zeigen können.
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Satz 2.16 Sei (X, S, µ) ein Maÿraum und U ⊆ Rn
o�en. Weiter sei f : X ×

U → R eine Funktion mit der Eigens
haft, dass für jedes u ∈ U die Funktion

f̂u : X → R, x 7→ f(x, u)

zu L1(µ, X) gehört. S
hlieÿli
h sei g : U → R die Funktion

u 7→
∫

X

f̂u dµ =

∫

X

f(x, u) dµ(x).

(a) Sind alle Funktionen fx : U → R, u 7→ f(x, u) stetig in p ∈ U und existiert

eine Funktion h ∈ L1(µ, X) mit |f(x, u)| ≤ h(x) für alle (x, u) ∈ X × U , so ist

g in p stetig.

(b) Sei 1 ≤ j ≤ d. Haben alle Funktionen fx eine stetige partielle Ableitung

Djfx =
∂fx
∂uj

und gibt es eine Funktion h ∈ L1(µ, X) mit

|Djfx(u)| ≤ h(x) für alle (x, u) ∈ X × U,

so existiert au
h Djg, diese Funktion ist stetig, und für alle p ∈ U ist

(Djg)(p) =

∫

X

Djf(x, p) dµ(x).

Beweis. Aussage (a) folgt direkt aus dem Satz über majorisierte Konvergenz,

da man Stetigkeit dur
h konvergente Folgen testen kann. Zu (b): Mit dem Mit-

telwertsatz �nden wir für jedes t ∈ R mit p + µtej ∈ U für alle µ ∈ [0, 1] ein
θ ∈ [0, 1] so, dass

1

t
|f(x, p+ tej)− f(x, p)| = |(Djf)(x, p + θtej)| ≤ h(x).

Mit dem Satz über majorisierte Konvergenz erhalten wir für jede Folge (tn) mit

tn → 0 die Beziehung

lim
n→∞

g(p+ tnej)− g(p)

tn
= lim

n→∞

∫

X

f(x, p+ tnej)− f(x, p)

tn
dµ

=

∫

X

Djf(x, p) dµ.
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3 Konstruktion des Lebesgue-Maÿes

Im ersten Teil dieses Abs
hnittes werden wir Te
hniken zur Konstruktion von

Maÿen entwi
keln. Die wi
htigste Anwendung �nden diese Te
hniken im zweiten

Teil, wo wir ein Maÿ auf den Borelmengen des Rn
konstruieren, das sogenannte

Lebesgue-Maÿ.

3.1 Äuÿere Maÿe

In den folgenden Abs
hnitten 3.1 - 3.3 sei X eine ni
htleere Menge und E ⊆ P(X)
ein Mengensystem mit ∅ ∈ E.

De�nition 3.1 Eine Funktion ϕ : E → [0, ∞] heiÿt ein relativ äuÿeres Maÿ

über X, wenn ϕ(∅) = 0 und wenn für alle A, An ∈ E mit A ⊆ ⋃n≥1An gilt

ϕ(A) ≤
∞∑

n=1

ϕ(An).

Ist darüberhinaus E = P(X), so heiÿt ϕ ein äuÿeres Maÿ.

O�enbar ist jedes Maÿ auf einer σ-Algebra über X au
h ein relativ äuÿeres Maÿ.

Es ist klar, dass relativ äuÿere Maÿe monoton und σ-subadditiv sind, d.h. A, B ∈
E und A ⊆ B impliziert ϕ(A) ≤ ϕ(B), und aus A, An ∈ E und A =

⋃
n≥1An

folgt

ϕ(A) ≤
∞∑

n=1

ϕ(An).

Satz 3.2 Sei α : E → [0, ∞] eine Funktion mit α(∅) = 0. Für A ⊆ X setzen wir

ϕα(A) := ∞, falls es keine Mengen An ∈ E mit A ⊆ ⋃n≥1An gibt. Anderenfalls

sei

ϕα(A) := inf

{ ∞∑

n=1

α(An) : An ∈ E und A ⊆
⋃

n≥1

An

}
.

Dann gelten folgende Aussagen:

(a) ϕα ist ein äuÿeres Maÿ auf X.

(b) Ist ϕ ein (mindestens) auf E de�niertes relativ äuÿeres Maÿ mit ϕ ≤ α, dann
ist ϕ ≤ ϕα (diese Unglei
hungen gelten dort, wo beide Seiten de�niert sind).

(c) Es ist ϕα|E = α genau dann, wenn α ein relativ äuÿeres Maÿ ist.

Beweis. (a) Es ist klar, dass ϕα(∅) = 0. Sei A ⊆ ∪n≥1An für gewisse Teilmengen

A, An ⊆ X . Falls ϕα(An) = ∞ für ein n, so ist die zu beweisende Unglei
hung
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o�enbar wahr. Wie können daher annehmen, dass ϕα(An) < ∞ für alle n ≥ 1.
Sei ε > 0. Für jedes n ≥ 1 gibt es Mengen Bk

n ∈ E mit

An ⊆ ∪k≥1B
k
n und

∞∑

k=1

α(Bk
n) ≤ ϕα(An) +

ε

2n
.

Dann ist A ⊆ ⋃
n≥1An ⊆ ⋃

n≥1

⋃
k≥1B

k
n, und da ϕα o�enbar monoton ist, folgt

hieraus

ϕα(A) ≤ ϕα

(⋃

n≥1

An

)
≤

∞∑

n=1

∞∑

k=1

α(Bk
n) ≤

∞∑

n=1

(
ϕα(An) +

ε

2n

)
=

∞∑

n=1

ϕα(An) + ε.

Da dies für alle ε > 0 gilt, folgt die Behauptung.

(b) Sei A ⊆ X eine Menge, für die ϕ(A) de�niert ist. Falls ϕα(A) = ∞, dann ist

die Behauptung ϕ(A) ≤ ϕα(A) o�ensi
htli
h. Sei also A ⊆ ⋃n≥1An mit An ∈ E.

Dann ist

ϕ(A) ≤
∑

n≥1

ϕ(An) ≤
∑

n≥1

α(An).

Bilden wir re
hts das In�mum über alle Überde
kungen

⋃
An von A, erhalten

wir die Behauptung.

(c) Ist α ein relativ äuÿeres Maÿ, so gilt α ≤ ϕα auf E wegen (b). Da auf E stets

ϕα ≤ α gilt, ist ϕα = α auf E.

3.2 Messbarkeit na
h Carathéodory

De�nition 3.3 Sei ϕ ein äuÿeres Maÿ auf X. Eine Menge A ⊆ X heiÿt ϕ-
messbar oder messbar na
h Carathéodory, falls

ϕ(H) = ϕ(H ∩ A) + ϕ(H ∩Ac) für alle H ⊆ X.

Die Menge der ϕ-messbaren Teilmengen von X bezei
hnen wir mit Mϕ.

Wegen H = (H ∩ A) ∪ (H ∩ Ac) ist stets ϕ(H) ≤ ϕ(H ∩ A) + ϕ(H ∩ Ac). Eine
Menge A ⊆ X ist also genau dann ϕ-messbar, wenn ϕ(H) ≥ ϕ(H∩A)+ϕ(H∩Ac)
für alle H ⊆ X .

Satz 3.4 (Carathéodory) Ist ϕ ein äuÿeres Maÿ auf X, dann ist Mϕ eine σ-
Algebra und (X, Mϕ, ϕ|Mϕ) ein vollständiger Maÿraum. Auÿerdem wird für jede

Teilmenge H ⊆ X dur
h µH(A) := ϕ(A ∩H) ein Maÿ auf Mϕ de�niert.

Beweis. Wir zeigen zunä
hst, dass Mϕ eine σ-Algebra ist. O�enbar ist ∅ ∈ Mϕ,

und es ist ebenso klar, dass eine Menge A genau dann ϕ-messbar ist, wenn ihr

Komplement Ac ϕ-messbar ist. Mϕ ist also abges
hlossen bzgl. Komplementbil-

dung.
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Wir zeigen weiter, dass Mϕ abges
hlossen ist bzgl. endli
her Vereinigungen.

Für A, B ∈ Mϕ und H ⊆ X ist

ϕ(H) = ϕ(H ∩A) + ϕ(H ∩ Ac)
= ϕ(H ∩A ∩B) + ϕ(H ∩ A ∩Bc) + ϕ(H ∩Ac ∩ B) + ϕ(H ∩Ac ∩ Bc)

≥ ϕ(H ∩ (A ∪B)) + ϕ(H ∩ (A ∪B)c),

da ja A ∪ B = (A ∩B) ∪ (A ∩ Bc) ∪ (Ac ∩B) und ϕ subadditiv ist. Na
h obiger

Bemerkung ist A∪B ∈ Mϕ. Also ist Mϕ tatsä
hli
h abges
hlossen bzgl. endli
her

Vereinigungen und wegen A ∩ B = (Ac ∪ Bc)c und A \ B = A ∩ Bc
au
h bzgl.

endli
her Dur
hs
hnitte sowie bzgl. Di�erenzen.

Wir zeigen no
h, dass Mϕ au
h abges
hlossen ist bzgl. abzählbarer Vereini-

gungen. Mit der bereits mehrfa
h benutzten �Disjunktierungste
hnik� genügt es

zu zeigen, dass Mϕ abges
hlossen ist bzgl. abzählbarer und paarweise disjunkter

Vereinigungen, d.h. wir haben zu zeigen, dass für jede Folge paarweise disjunkter

Mengen Aj ∈ Mϕ gilt

⋃
j≥1Aj ∈ Mϕ.

Wir bemerken vorab, dass für zwei je disjunkte Mengen A, B ∈ Mϕ gilt

ϕ(H ∩ (A ∪ B)) = ϕ(H ∩ (A ∪ B) ∩A) + ϕ(H ∩ (A ∪B) ∩Ac)
= ϕ(H ∩ A) + ϕ(H ∩B).

Dies impliziert dur
h Induktion, dass µH (endli
h) additiv ist. Damit folgt nun

für alle n ∈ N

ϕ

(
H ∩

∞⋃

j=1

Aj

)
≥ ϕ

(
H ∩

n⋃

j=1

Aj

)
=

n∑

j=1

ϕ(H ∩ Aj),

woraus s
hlieÿli
h folgt, dass

ϕ

(
H ∩

∞⋃

j=1

Aj

)
≥

∞∑

j=1

ϕ(H ∩ Aj).

Da die Unglei
hung ≤ wegen der Subadditivität stets gilt, folgt die σ-Additivität
von µH . Wegen µX = ϕ|Mϕ ist au
h ϕ|Mϕ σ-additiv. Da Mϕ abges
hlossen bzgl.

endli
her Vereinigungen ist, gilt weiter

ϕ(H) = ϕ

(
H ∩

n⋃

j=1

Aj

)
+ ϕ

(
H \

n⋃

j=1

Aj

)
≥

n∑

j=1

ϕ(H ∩Aj) + ϕ

(
H \

∞⋃

j=1

Aj

)
.

Grenzübergang n→ ∞ liefert

ϕ(H) ≥
∞∑

j=1

ϕ(H ∩Aj) + ϕ

(
H \

∞⋃

j=1

Aj

)
= ϕ

(
H ∩

∞⋃

j=1

Aj

)
+ ϕ

(
H \

∞⋃

j=1

Aj

)
.
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Also ist

⋃
j≥1Aj ∈ Mϕ, und Mϕ ist eine σ-Algebra.

Zur Vollständigkeit: Sei N ⊆ X und N ⊆ C für ein C ∈ Mϕ mit ϕ(C) = 0. Für
jedes H ⊆ X ist dann

ϕ(H) ≤ ϕ(H ∩N) + ϕ(H ∩N c) ≤ ϕ(N) + ϕ(H) ≤ ϕ(C) + ϕ(H) = ϕ(H).

Wir haben daher überall Glei
hheit in dieser Unglei
hungskette. Insbesondere ist

ϕ(H) = ϕ(H ∩N) + ϕ(H ∩N c) und somit N ∈ Mϕ.

3.3 Fortsetzung von relativ äuÿeren Maÿen

Satz 3.5 (Fortsetzungssatz) Das Mengensystem E sei bzgl. der Di�erenz ab-

ges
hlossen, und α : E → [0, ∞] sei ein relativ äuÿeres Maÿ und auf E additiv.

Dann ist E ⊆ Mϕα und ϕα|E = α, d.h. ϕα ist die Fortsetzung von α.

Beweis. Aus Satz 3.2 (c) folgt sofort, dass ϕα|E = α ist. Wir zeigen no
h die

Inklusion E ⊆ Mϕα und bemerken vorab, dass wegen A ∩ B = A \ (A \ B) das
Mengensystem E au
h abges
hlossen bzgl. Dur
hs
hnitten ist.

Sei A ∈ E und H ⊆ X beliebig. Falls ϕα(H) = ∞, dann ist si
her

ϕα(H) ≥ ϕα(H ∩ A) + ϕα(H \ A). (3.1)

Sei also ϕα(H) <∞, und seien An ∈ E mit H ⊆ ⋃nAn. Wegen

H ∩A ⊆
⋃

n

(An ∩ A) und H \ A ⊆
⋃

n

(An \ A)

und mit der Additivität von α auf E erhalten wir die Abs
hätzungen

ϕα(H ∩ A) + ϕα(H \ A) ≤
∑

n

ϕα(An ∩A) +
∑

n

ϕα(An \A)

=
∑

n

α(An ∩ A) +
∑

n

α(An \ A) =
∑

n

α(An).

Wir bilden auf der re
hten Seite das In�mum über alle Überde
kungen von H
und erhalten (3.1) au
h in diesem Fall. Es ist also A ∈ Mϕα.

Satz 3.6 (Eindeutigkeitssatz I) Das Mengensystem E sei bzgl. der Di�erenz

abges
hlossen, und α : E → [0, ∞] sei ein relativ äuÿeres Maÿ und auf E additiv.

Weiter sei A eine σ-Algebra mit E ⊆ A ⊆ Mϕα und µ ein Maÿ auf A, wel
hes α
fortsetzt. Ist ϕα(X) < ∞, dann ist ϕα|A = µ. Insbesondere ist ϕα die eindeutige

Fortsetzung von α zu einem Maÿ auf Mϕα.

Beweis. O�enbar ist µ|E ein relativ äuÿeres Maÿ, das mit α übereinstimmt. Aus

Satz 3.2 (b) folgt daher µ ≤ ϕα auf A. Da na
h Voraussetzung ϕα(X) < ∞ ist,
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de�niert ν := ϕα−µ ein Maÿ auf A. Für dieses ist ν(A) = 0 für alle A ∈ E. Dann

ist aber au
h ν(X) = 0, denn es ist ja X ⊆ ⋃nAn mit geeigneten Mengen An ∈ E

(sonst hätten wir ϕα(X) = ∞ gesetzt; vgl. die De�nition von ϕα in Satz 3.2).

Dann ist aber ν(A) = 0 für alle A ∈ A, also stimmen ϕα und µ auf A überein.

Der obige Eindeutigkeitssatz gilt bereits, wenn X nur σ-endli
h bzgl. E ist, d.h.

wenn X dur
h hö
hstens abzählbar viele An ∈ E mit α(An) <∞ überde
kt wird.

Die Beweisidee ist, die An paarweise disjunkt zu wählen und den Eindeutigkeits-

satz 3.6 für jedes An separat zu benutzen. Im Beweis benötigen wir das folgende

Lemma.

Lemma 3.7 Das Mengensystem E sei bzgl. der Di�erenz abges
hlossen, und sei

α : E → [0, ∞] monoton (z.B. ein relativ äuÿeres Maÿ). Für C ∈ E mit α(C) <
∞ setzen wir E|C := {A ∩ C : A ∈ E} und γ := α|(E|C), und wir betra
hten das

äuÿere Maÿ ϕγ auf P(C). Dann gilt

Mϕα|C ⊆ Mϕγ und ϕα|P(C) = ϕγ. (3.2)

Ist C ∈ Mϕα, dann gilt sogar die Glei
hheit Mϕα|C = Mϕγ .

Beweis.Wir bemerken zuerst, dass mit E au
h E|C abges
hlossen bzgl. \ ist und
dass E|C ⊆ E, da E abges
hlossen bzgl. ∩ ist. Für H ⊆ C ist ϕα(H) ≤ ϕγ(H),
da links das In�mum über eine gröÿere Menge gebildet wird. Überde
ken wir

andererseits H dur
h

⋃
nAn mit An ∈ E, so wird H au
h dur
h

⋃
n(An ∩C) mit

An ∩ C ∈ E|C überde
kt, und es ist

ϕγ(H) ≤
∑

n

γ(An ∩ C) =
∑

n

α(An ∩ C) ≤
∑

n

α(An).

Bilden wir re
hts das In�mum über alle Überde
kungen, folgt ϕγ(H) ≤ ϕα(H)
und somit ϕγ(H) = ϕα(H) für alle H ⊆ C.

Seien nun A ∈ Mϕα und H ⊆ C. Dann ist, wie wir soeben gesehen haben,

ϕγ(H) = ϕα(H) = ϕα(H ∩A) + ϕα(H \ A)
= ϕα(H ∩ (A ∩ C)) + ϕα(H \ (A ∩ C))
= ϕγ(H ∩ (A ∩ C)) + ϕγ(H \ (A ∩ C))

und daher A ∩ C ∈ Mϕγ . Das zeigt (3.2).

Seien nun s
hlieÿli
h C ∈ Mϕα und A ∈ Mϕγ (also insbesondere A ⊆ C). Für
jedes H ⊆ X ist dann

ϕα(H) = ϕα(H \ C) + ϕα(H ∩ C)
= ϕα(H \ C) + ϕγ(H ∩ C)
= ϕα(H \ C) + ϕγ((H ∩ C) ∩A) + ϕγ((H ∩ C) \ A)
= ϕα(H \ C) + ϕα((H ∩ C) ∩A) + ϕα((H ∩ C) \ A)
≥ ϕα(H \ A) + ϕα(H ∩ A),

also A ∈ Mϕα.
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Satz 3.8 (Eindeutigkeitssatz II) Das Mengensystem E sei bzgl. der Di�erenz

abges
hlossen, und α : E → [0, ∞] sei ein relativ äuÿeres Maÿ und auf E additiv.

Weiter sei A eine σ-Algebra mit E ⊆ A ⊆ Mϕα und µ ein Maÿ auf A, wel
hes

α fortsetzt. Gilt auÿerdem X =
⋃
nAn mit An ∈ E und α(An) < ∞, so ist

ϕα|A = µ. Insbesondere ist ϕα die eindeutige Fortsetzung von α zu einem Maÿ

auf Mϕα.

Beweis. O.E.d.A. können wir annehmen, dass die An paarweise disjunkt sind

(andernfalls ersetzen wir A1, A2, A3, . . . dur
h A1, A2 \A1, A3 \ (A1 ∪A2), . . .).
Für γn := α|(E|An)

gilt na
h dem obigen Lemma

Mϕγn
= Mϕα|An und ϕγn(A) = ϕα(A) für A ⊆ An.

Wegen E|An ⊆ A|An ⊆ Mϕα|An = Mϕγn
können wir den Eindeutigkeitssatz I auf

µ|(A|An)
anwenden und erhalten

µ(A ∩An) = ϕγn(A ∩ An) = ϕα(A ∩An)

und somit

µ(A) =
∑

n

µ(A ∩ An) =
∑

n

ϕα(A ∩ An) = ϕα(A)

für alle A ∈ A.

3.4 Metris
he äuÿere Maÿe

⋄

Sei (X, d) ein metris
her Raum und ϕ ein äuÿeres Maÿ aufX . Den Abs
hluÿ einer

Menge A ⊆ X bezei
hnen wir mit A. Der folgende Satz klärt, wann Borelmengen

meÿbar na
h Carathéodory sind. Dazu führen wir folgenden Begri�e ein: Wir

bezei
hnen mit

dist (A, B) := inf
a∈A, b∈B

d(a, b) bzw. diam (A) := sup
x, y∈A

d(x, y)

den Abstand der Mengen A, B ⊆ X bzw. den Dur
hmesser der Menge A ⊆ X .

De�nition 3.9 Ein äuÿeres Maÿ ϕ auf X heiÿt metris
h, falls

ϕ(A ∪ B) = ϕ(A) + ϕ(B)

für alle A, B ⊆ X mit dist (A, B) > 0.

Satz 3.10 Sei ϕ ein äuÿeres Maÿ auf X. Dann ist B(X) ⊆ Mϕ genau dann,

wenn ϕ metris
h ist.
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Beweis. Sei zunä
hst B(X) ⊆ Mϕ, und seien A, B ⊆ X mit dist (A, B) > 0.
Dann ist A ∩ B = ∅. Da na
h Voraussetzung A ∈ Mϕ ist, folgt

ϕ(A ∪B) = ϕ((A ∪B) ∩ A) + ϕ((A ∪ B) \ A) = ϕ(A) + ϕ(B),

d.h. ϕ ist metris
h. Sei nun umgekehrt ϕ metris
h. Wir zeigen, dass jede o�ene

Menge G zu Mϕ gehört. Dazu de�nieren wir

Gk := {x ∈ G : dist (x, X \G) ≥ 1/k} und Uk := Gk \Gk−1.

Für alle H ⊆ X und m ∈ N ist dann

H ∩G = (H ∩Gm) ∪
∞⋃

k=m+1

(H ∩ Uk).

Wir s
hreiben der Kürze halber ak := ϕ(H ∩ Uk) und erhalten

ϕ(H ∩G) ≤ ϕ(H ∩Gm) +
∞∑

k=m+1

ak.

Falls

∑
k ak <∞, so folgt sofort

ϕ(H ∩G) ≤ lim
m→∞

ϕ(H ∩Gm) (3.3)

(man bea
hte, dass die Mengen Gm monoton wa
hsen und daher der Grenzwert

im eigentli
hen oder uneigentli
hen Sinn existiert).

Ist dagegen

∑
k ak = ∞, dann gilt

∑
k a2k = ∞ oder

∑
k a2k+1 = ∞. Wir

sehen uns nur den ersten Fall an; der zweite lässt si
h analog behandeln. Sei also∑
k a2k = ∞. Wegen dist (U2k, U2j) > 0 für j 6= k, und da ϕ na
h Voraussetzung

metris
h ist, folgt

N∑

k=1

a2k =

N∑

k=1

ϕ(H ∩ U2k) = ϕ

(
N⋃

k=1

(H ∩ U2k)

)
≤ ϕ(H ∩G2N).

Hieraus folgt limN→∞ ϕ(H∩G2N ) = ∞, und damit gilt natürli
h ebenfalls wieder

(3.3). Nun ist für jedes m

ϕ(H) ≥ ϕ ((H ∩Gm) ∪ (H \G)) = ϕ(H ∩Gm) + ϕ(H \G).

Da (3.3) in jedem der betra
hteten Fälle gilt, folgt s
hlieÿli
h

ϕ(H) ≥ lim
m→∞

ϕ(H ∩Gm) + ϕ(H \G) ≥ ϕ(H ∩G) + ϕ(H \G)

und damit die Behauptung.
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3.5 Konstruktion des Lebesgue-Maÿes

Für Vektoren a, b ∈ Rn
mit aj ≤ bj für j = 1, . . . , n setzen wir wie vorher

[a, b) := [a1, b1)× [a2, b2)× · · · × [an, bn).

Die Menge aller halbo�enen Intervalle bezei
hnen wir mit R. Für jedes Intervall

I = [a, b) de�nieren wir sein n-dimensionales Volumen dur
h

voln(I) :=

n∏

j=1

(bj − aj).

Weiter sei E die Menge aller endli
hen Vereinigungen von Intervallen aus R.

Lemma 3.11 (a) ∅ ∈ E, und E ist abges
hlossen bzgl. ∪, ∩ und \.
(b) Jedes A ∈ E kann als Vereinigung paarweise disjunkter Intervalle aus R

ges
hrieben werden. Ist A =
⋃N
j=1 Ij eine sol
he disjunkte Vereinigung, so ist die

Funktion

α(A) :=
N∑

j=1

voln(Ij)

wohlde�niert und additiv auf E. Für alle I ∈ R gilt α(I) = voln(I).

(c) α ist ein relativ äuÿeres Maÿ auf E.

Beweis. Man sieht lei
ht (Bild
hen malen!), dass Dur
hs
hnitt, Vereinigung und

Di�erenz zweier Intervalle aus R in E liegen. Hieraus folgt die Behauptung (a),
und au
h die erste Aussage von (b) ma
ht man si
h lei
ht an einer Skizze klar:

39



Als nä
hstes überlegt man si
h: Ist I ∈ R eine endli
he Vereinigung

⋃
j Ij paar-

weise disjunkter Intervalle aus R, so ist

voln(I) =
∑

j

voln(Ij). (3.4)

(Falls Sie diese ans
hauli
he Argumentation ni
ht mögen, �nden Sie ausführli-


he Beweise in Bauer, S. 26 - 28.) Die Wohlde�niertheit erhalten wir dann wie

folgt: Seien A =
⋃N
j=1 Ij =

⋃M
k=1 Jk zwei Darstellungen von A ∈ E als endli
he

Vereinigungen paarweise disjunkter Intervalle aus R, so ist

Ij = Ij ∩ A = Ij ∩
( M⋃

k=1

Jk

)
=

M⋃

k=1

(Ij ∩ Jk).

Wegen (3.4) ist dann

N∑

j=1

voln(Ij) =

N∑

j=1

voln

( M⋃

k=1

(Ij ∩ Jk)
)
=

N∑

j=1

M∑

k=1

voln(Ij ∩ Jk).

Eine analoge Re
hnung für die zweite Darstellung von A liefert den glei
hen

Ausdru
k. Au
h die Additivität von α ist nun lei
ht zu sehen.

(c) Wie zeigen zuerst, dass α subadditiv ist. Sei A ⊆ ⋃N
k=1Ak mit A, Ak ∈ E.

Dann sind I1 := A1, I2 := A2 \ I1, I3 := A3 \ (I1 ∪ I2) u.s.w. paarweise disjunkte
Mengen aus E mit

⋃N
k=1Ak =

⋃N
k=1 Ik. Wegen der Additivität von α ist dann

α(A) ≤ α
( N⋃

k=1

Ak

)
= α

( N⋃

k=1

Ik

)
=

N∑

k=1

α(Ik) ≤
N∑

k=1

α(Ak).

Sei nun A ⊆ ⋃
k≥1Ak eine abzählbare Überde
kung von A ∈ E dur
h Mengen

Ak ∈ E. Jedes Ak ist also eine endli
he Vereinigung von Intervallen, und wir

können annehmen, dass alle auftretenden Intervalle paarweise disjunkt sind (wir

de�nieren wie oben die Ik und zerlegen diese Mengen in paarweise disjunkte Inter-

valle). Diese nummerieren wir dur
h und erhalten eine Folge paarweise disjunkter

Intervalle Ji ∈ R mit A ⊆ ∪i≥1Ji.
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Sei δ > 1. Mit Jδi bezei
hnen wir das Intervall, das aus Ji dur
h zentris
he

Stre
kung mit dem Faktor δ hervorgeht, wobei der Mittelpunkt von Ji als Stre-

kungszentrum dient. O�enbar ist dann Ji ⊂ int(Jδi ). Wegen A ∈ E ist A eine

endli
he Vereinigung von Intervallen. Somit ist A kompakt, und A wird bereits

dur
h endli
h viele der Intervalle Jδi , etwa dur
h J
δ
1 , . . . J

δ
K , überde
kt. Na
h dem

oben Bewiesenen und Dank der Additivität von α auf E, die im Teil (b) bewiesen
wurde, ist dann

α(A) ≤
K∑

i=1

α(Jδi ) = δd
K∑

i=1

α(Ji) ≤ δd
∞∑

i=1

α(Ji) ≤ δd
∞∑

k=1

α(Ak).

Da dies für jedes δ > 1 gilt, folgt

α(A) ≤
∞∑

k=1

α(Ak),

und α ist ein relativ äuÿeres Maÿ.

De�nition 3.12 Seien E und α wie oben und ϕα das zugehörige äuÿere Maÿ

auf P(Rn). Dann heiÿt λ∗n := ϕα das n-dimensionale äuÿere Lebesgue-Maÿ. Wir

bezei
hnen die σ-Algebra Mϕα der λ∗n-messbaren Mengen mit L(Rn) und nen-

nen ihre Elemente Lebesgue-Mengen oder Lebesgue-messbare Mengen. Das Maÿ

λn := λ∗n|L(Rn) heiÿt das n-dimensionale Lebesgue-Maÿ, und (Rn, L(Rn), λn) ist
der Lebesgues
he Maÿraum.

Satz 3.13 Mit diesen De�nitionen gilt:

(a) λ∗n ist ein metris
hes äuÿeres Maÿ.

(b) Borelmengen sind Lebesgue-meÿbar, d.h. es ist B(Rn) ⊆ L(Rn).

(c) Der Lebesgues
he Maÿraum (Rn, L(Rn), λn) ist vollständig.

(d) Für alle A ∈ E ist λn(A) = α(A). Insbesondere ist λn(I) = voln(I) für alle
Intervalle I ∈ R.

(e) Ist K ⊂ Rn
kompakt, so ist λn(K) <∞.

(f) Der Lebesgues
he Maÿraum (Rn, L(Rn), λn) ist σ-endli
h. Es ist sogar Rn

eine abzählbare Vereinigung kompakter Mengen.

(g) Für a ≤ b (komponentenweise) ist λn([a, b)) = λn([a, b]) = λn((a, b)).

(h) Ist A eine σ-Algebra mit E ⊆ A ⊆ L(Rn) und ist µ ein Maÿ auf A mit

µ|E = α, so ist λn|A = µ.

Es gibt also genau ein Maÿ auf B(Rn), das allen Intervallen ihr (gewöhnli
hes)

n-dimensionales Volumen zuordnet.

Beweis. Aussage (a) zeigen wir separat am Ende dieses Abs
hnittes.
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(b) Dies folgt aus Aussage (a) und Satz 3.10; kann aber au
h lei
ht ohne Be-

nutzung von (a) eingesehen werden: Wegen des Fortsetzungssatzes 3.5 gilt E ⊆
L(Rn). Da aber R ⊆ E und da R die Borel-σ-Algebra B(Rn) erzeugt, folgt

B(Rn) = σ(R) ⊆ σ(E) ⊆ σ(L(Rn)) = L(Rn).

(c) Dies ergibt si
h unmittelbar aus unserer Konstruktion: der Satz von Cara-

théodory (Satz 3.4) liefert vollständige Maÿräume.

(d) λ∗n setzt α (wegen Satz 3.5) und voln (wegen Lemma 3.11) fort.

(e) Kompakte Mengen sind bes
hränkt. Für jedes kompakte K gibt es daher ein

Intervall I ∈ R mit K ⊆ I. Dann ist aber

λn(K) ≤ λn(I) = voln(I) <∞.

(f) O�enbar ist Rn
die Vereinigung über k ∈ N der abges
hlossenen (also kom-

pakten) Kugeln um 0 vom Radius k.

(g) Wir bezei
hnen mit 1 den Vektor (1, 1, . . . , 1) ∈ Rn
. Für a ≤ b ist dann

(a, b) =
⋃

k≥1

[a+ k−1
1, b) and [a, b] =

⋂

k≥1

[a, b+ k−1
1),

und die Behauptung folgt aus Lemma 1.24 (c), (d), angewandt auf das Lebesgue-
Maÿ λn.

(h) Das ist die Aussage des Eindeutigkeitssatzes 3.8 (bea
hte, dass der Lebesgue-
s
he Maÿraum na
h (f) σ-endli
h ist).

Führt man diese Konstruktion mit

EQ :=
{ N⋃

k=1

[ak, bk) : ak, bk ∈ Qd, N ∈ N
}

und αQ := α|EQ

statt mit E und α dur
h, gelangt man zum glei
hen Maÿraum (Rn, L(Rn), λn).

Satz 3.14 Das äuÿere Lebesgue-Maÿ ist translationsinvariant, d.h. für jedes A ⊆
Rn

und jedes a ∈ Rn
ist

λ∗n(a+ A) = λ∗n(A).

Da ferner gilt

A ∈ L(Rn) ⇔ a+ A ∈ L(Rn) sowie A ∈ B(Rn) ⇔ a + A ∈ B(Rn), (3.5)

sind au
h das Lebesgue-Maÿ λn auf L(Rn) sowie seine Eins
hränkung auf B(Rn)
translationsinvariant.
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Beweis. O�enbar ist voln translationsinvariant. Somit hat au
h λ∗n diese Eigen-

s
haft, und es folgt die erste Aussage in (3.5).
Für a ∈ Rn

sei fa : Rn → Rn
die Abbildung x 7→ x − a. Da fa stetig ist, ist

für jede o�ene Menge G ⊆ Rn
ihr Urbild f−1

a (G) = a +G o�en. Die Menge

A := {A ⊆ Rn : f−1
a (A) ∈ B(Rn)}

ist eine σ-Algebra, und sie enthält alle o�enen Mengen. Somit ist B(Rn) ⊆ A,

woraus die zweite Aussage in (3.5) folgt.

Satz 3.15 Das Lebesgue-Maÿ λn ist das einzige translationsinvariante Maÿ auf

B(Rn) mit λ([0, 1)n) = 1. Eine analoge Aussage gilt für L(Rn).

Beweis. Dass λd die angegebenen Eigens
haften hat, folgt aus Lemma 3.11 und

Satz 3.14. Sei nun umgekehrt µ ein translationsinvariantes Maÿ, das mindestens

auf R de�niert und dur
h µ([0, 1)n) = 1 normiert ist. Seien a, b ∈ Qd
mit a ≤ b.

Aus der Translationsinvarianz folgt

µ([a, b)) = µ([0, b− a) + a) = µ([0, b− a)).

Da b− a ∈ Qn
, können wir b− a s
hreiben als (m1

m
, . . . , mn

m
) mit m, mj ∈ Z und

m > 0. Somit ist [0, b−a) eine disjunkte Vereinigung von m1 · . . . ·mn Intervallen,

die dur
h Translation aus [0, 1
m
)n hervorgehen. Aus der Translationsinvarianz und

der Additivität folgt

µ([0, b− a)) = m1 · . . . ·mn µ([0, 1/m)n).

Wir bestimmen µ([0, 1
m
)n). Da [0, 1)n darstellbar ist als disjunkte Vereinigung

von mn
Intervallen, die dur
h Translation aus [0, 1

m
)n hervorgehen, ist

1 = µ([0, 1)n) = mnµ([0, 1/m)n), also µ([0, 1/m)n) = m−n.

Damit wird

µ([a, b)) = µ([0, b− a)) =
m1 · . . . ·mn

mn
= λn([0, b− a)) = λn([a, b)).

Es ist also µ = voln = λn auf der Menge der Intervalle mit rationalen Endpunk-

ten. Dann stimmen diese Funktionen au
h auf der Menge EQ überein (vgl. die

Anmerkung na
h Satz 3.13). Satz 3.13 (h) liefert s
hlieÿli
h λn = µ auf B(Rn)
und auf L(Rn).

Folgerung 3.16 Ist E ∈ B(Rn) und t > 0, so ist au
h tE ∈ B(Rn), und es gilt

λn(tE) = tnλn(E).
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Beweis. Man überprüft lei
ht, dass tB(Rn) = {tB : B ∈ B(Rn)} eine σ-Algebra
über Rn

ist, die alle o�enen Mengen enthält. Folgli
h ist B(Rn) in tB(Rn) ent-
halten. Eine Wiederholung dieser Überlegung liefert

B(Rn) ⊆ tB(Rn) ⊆ 1

t
tB(Rn) = B(Rn).

Insbesondere ist also tE ∈ B(Rn) für E ∈ B(Rn). Wir de�nieren

µ(E) :=
1

tn
λn(tE).

Man bestätigt lei
ht, dass µ ein Maÿ auf B(Rn) ist und dass

µ(J) =
1

tn
λn(tJ) =

1

tn

n∏

j=1

(tbj − taj) =

n∏

j=1

(bj − aj) = λn(J)

für jedes Intervall J = [a, b) ist. Mit Satz 3.13 folgt µ = λ auf ganz B(Rn).

Beweis von Satz 3.13 (a)⋄. Seien A, B ⊆ Rn
mit dist (A, B) =: δ > 0. Wir

mö
hten zeigen, dass λ∗n(A ∪ B) ≥ λ∗n(A) + λ∗n(B). Für λ∗n(A ∪B) = ∞ gilt dies

o�enbar. Sei also λ∗n(A ∪B) <∞.

Sei ε > 0 vorgegeben. Dann (vgl. Satz 3.2) gibt es Intervalle Jk ∈ R mit

A ∪ B ⊆ ⋃k Jk und

λ∗n(A ∪B) ≥
∑

k

voln(Jk)− ε. (3.6)

Da jedes Intervall Jk ges
hrieben werden kann als endli
he Vereinigung von Inter-

vallen vom Dur
hmesser ≤ δ/3 und da wir Intervalle Jk mit Jk ∩ (A ∪B) = ∅ in

(3.6) einfa
h weglassen können, nehmen wir in weiteren an, dass für die Intervalle

Jk in (3.6) gilt:

diam (Jk) ≤ δ/3 und Jk ∩ (A ∪ B) 6= ∅.

Hieraus folgt, dass jedes dieser Intervalle Jk entweder mit A oder mit B einen

Punkt gemeinsam hat: Sind I, J Intervalle mit diam (I) ≤ δ/3, diam (J) ≤ δ/3
sowie mit a ∈ I ∩A und b ∈ J ∩ B, so ist für alle x ∈ I und alle y ∈ J

0 < δ ≤ |a− b| ≤ |a− x|+ |x− y|+ |y − b|,

also

|x− y| ≥ |a− b| − |a− x| − |y − b| ≥ δ − δ/3− δ/3 = δ/3.

Somit ist dist (I, J) ≥ δ/3 und insbesondere I ∩ J = 0.
Wir erhalten daher aus (3.6)

λ∗n(A ∪ B) ≥
∑

Jk:Jk∩A 6=∅
voln(Jk) +

∑

Jk:Jk∩B 6=∅
voln(Jk)− ε.
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Da die Intervalle Jk mit Jk∩A 6= ∅ die Menge A überde
ken und die mit Jk∩B 6= ∅
die Menge B überde
ken, folgt mit der De�nition von λ∗n (vgl. wieder Satz 3.2),

dass

λ∗n(A ∪ B) ≥ λ∗n(A) + λ∗n(B)− ε.

Da dies für jedes ε > 0 gilt, folgt die Behauptung.

3.6 Regularität

Der folgende Satz zeigt insbesondere, dass das Lebesgue-Maÿ λn auf B(Rn) ein
reguläres Borelmaÿ ist.

Satz 3.17 Sei A ∈ L(Rn) und ε > 0. Dann gibt es eine abges
hlossene Menge

F ⊆ Rn
und eine o�ene Menge G ⊆ Rn

mit

F ⊆ A ⊆ G and λn(G \ F ) < ε.

Dabei kann F als abzählbare Vereinigung kompakter Mengen gewählt werden.

Beweis. Sei zunä
hst A bes
hränkt und somit λn(A) <∞. Für jedes ε > 0 gibt

es eine abzählbare Überde
kung A ⊆ ⋃k Jk dur
h Intervalle Jk ∈ R mit

∑

k

voln(Jk) < λn(A) + ε/4.

Für δ > 0 sei Jδk das Intervall, das aus Jk dur
h Stre
kung mit dem Faktor 1 + δ
und mit dem Mittelpunkt des Intervalls als Stre
kungszentrum hervorgeht. Dann

ist

∑

k

λn(J
δ
k) = (1 + δ)n

∑

k

λn(Jk) < (1 + δ)n(λn(A) + ε/4) < λn(A) + ε/2,

falls δ nur klein genug ist. Für ein sol
hes δ sei G :=
⋃
k int Jδk . Dann ist G o�en,

A ⊆ G, und wegen der Subadditivität ist

λn(G) ≤
∑

k

λn(J
δ
k) < λn(A) + ε/2.

Weiter: da A bes
hränkt ist, gibt es eine abges
hlossene Kugel B mit A ⊆ B.
Wie wir oben gesehen haben, gibt es dann eine o�ene Menge G′

so, dass

B \ A ⊆ G′
und λn(G

′) ≤ λn(B \ A) + ε/2.

Dann ist die Menge F := B \G′
kompakt, F ⊆ A, und

λn(F ) = λn(B \G′) ≥ λn(B)− λn(G
′) ≥ λn(B)− λn(B) + λn(A)− ε/2

= λn(A)− ε/2.
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Wegen

λn(G \ F ) = λn(G \ A) + λn(A \ F ) ≤ ε

haben wir die gewüns
hten Mengen gefunden.

Sei nun A unbes
hränkt. Wir bezei
hnen mit Bj die abges
hlossene Kugel um 0
mit Radius j und de�nieren

A1 := A ∩B1 und Aj := A ∩ (Bj \Bj−1) für j ≥ 2.

Die Mengen Aj sind bes
hränkt und paarweise disjunkt, und es ist A =
⋃
j Aj .

Sei ε > 0. Na
h dem oben Bewiesenen gibt es kompakte Mengen Fj und o�ene

Mengen Gj mit Fj ⊆ Aj ⊆ Gj und λd(Gj \ Fj) ≤ ε/2j. Wir setzen

G :=
⋃

j

Gj und F :=
⋃

j

Fj .

Dann ist G o�en (klar) und F abges
hlossen (jede kompakte Menge s
hneidet

nur endli
h viele der Fj), und es ist

λn(G \ F ) ≤
∑

j≥1

λn(Gj \ Fj) ≤
∑

j≥1

ε/2j = ε

da ja G \ F ⊆ ⋃j(Gj \ Fj).

Satz 3.18 (a) Der Lebesgues
he Maÿraum (Rn, L(Rn), λn) ist die Vervollstän-

digung von (Rn, B(Rn), λn).

(b) Für jedes A ∈ L(Rn) gibt es eine Fσ-Menge F und eine Gδ-Menge G mit

F ⊆ A ⊆ G und λn(F ) = λn(A) = λn(G).

(c) Für jedes A ∈ L(Rn) ist

λn(A) = inf{λn(G) : G o�en, A ⊆ G}
= sup{λn(K) : K kompakt, K ⊆ A}.

Beweis. Wir beginnen mit Aussage (b). Na
h Satz 3.17 gibt es für jedes k ∈ N
o�ene Mengen Gk und abges
hlossene Mengen Fk mit

Fk ⊆ Fk+1 ⊆ A ⊆ Gk+1 ⊆ Gk und λn(Gk \ Fk) ≤ 1/k.

Die Mengen G :=
⋂
Gk und F :=

⋃
Fk haben die gewüns
hten Eigens
haften.

Aussage (a) folgt hieraus lei
ht: Es ist ja F eine Borelmenge und A \ F eine

Menge vom Maÿ 0. Also liegt jede Menge A ∈ L(Rn) in der Vervollständigung

von (Rn, B(Rn), λn). S
hlieÿli
h folgt (c) unmittelbar aus Satz 3.17.
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Satz 3.19 Eine Menge A ⊆ Rn
ist genau dann Lebesgue-messbar, wenn sie als

A = F ∪N mit einer Lebesgues
hen Nullmenge N und einer abzählbaren Verei-

nigung kompakter Mengen F ges
hrieben werden kann.

Beweis. Haben F und N die angegebenen Eigens
haften, dann ist F ∈ B(Rn)
und N ∈ L(Rn), also A = F ∪N ∈ L(Rn).

Sei umgekehrt A ∈ L(Rn). Wir s
hreiben A als abzählbare Vereinigung A =⋃
k Ak bes
hränkter Mengen Ak ∈ L(Rn) (z.B. kann Ak als S
hnitt von A mit

einer Kugel um 0 vom Radius k gewählt werden). Dann ist λn(Ak) < ∞, und

na
h Satz 3.18 (b) gibt es Fσ-Mengen Fk mit Fk ⊆ Ak und λn(Fk) = λn(Ak).
Die Fk sind also abzählbare Vereinigungen abges
hlossener Mengen, die wegen

der Bes
hränktheit sogar kompakt sind. Dann ist aber au
h F :=
⋃
k Fk eine

abzählbare Vereinigung kompakter Mengen.

Die Mengen Nk := Ak \ Fk haben wegen λn(Fk) = λn(Ak) das Lebesgue-Maÿ

0. Dann ist aber au
h N :=
⋃
Nk eine Lebesgues
he Nullmenge. Aus

A =
⋃

k

Ak =
⋃

k

(Fk ∪Nk) =
(⋃

k

Fk

)
∪
(⋃

k

Nk

)
= F ∪N

folgt die Behauptung.

Der folgende Satz stellt eine enge Beziehung her zwis
hen Borel-Messbarkeit und

Stetigkeit.

Satz 3.20 (Luzin) Die Funktion f : Rn → R sei (L(Rn), B(R))-messbar, und
H ⊆ Rn

habe ein endli
hes Lebesgue-Maÿ. Dann gibt es für jedes ε > 0 eine

abges
hlossene Menge F ⊆ H mit

λn(H \ F ) < ε und f : F → R ist stetig.

Beweis.

⋄
Wir behandeln zunä
hst den Fall, dass f eine Stufenfunktion ist; sei

also

f =

k∑

j=1

ajχAj

mit paarweise disjunkten Mengen Aj ∈ L(Rn) so, dass
⋃k
j=1Aj = Rn

. Für jedes

ε > 0 �nden wir mit Satz 3.18 (c) abges
hlossene Mengen Fj mit Fj ⊆ Aj ∩ H
und λn((Aj ∩H) \ Fj) < ε/k. Dann ist F :=

⋃k
j=1 Fj abges
hlossen,

λn(H \ F ) = λn

((⋃

j

(Aj ∩H)
)
\ F
)
= λn

(⋃

j

((Aj ∩H) \ F )
)

=
∑

j

λn((Aj ∩H) \ Fj) < ε,

und f ist stetig auf F , da f auf jeder der paarweise disjunkten Mengen Fj konstant
ist.
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Sei nun f eine bes
hränkte (L(Rn), B(R))-messbare Funktion. Na
h Satz 2.2

kann f glei
hmäÿig dur
h eine Folge von Stufenfunktionen fk approximiert wer-

den (in Satz 2.2 ist f ≥ 0; dur
h Addition einer geeigneten Konstanten können

wir den allgemeinen Fall darauf zurü
kführen).

Wir wenden das bereits Bewiesene auf jede der Funktionen fk an. Genauer:

zu gegebenem ε > 0 sei F1 ⊆ H eine abges
hlossene Menge so, dass f1 : F1 → R
stetig und λn(H \ F1) < ε/2 ist. Ist Fk bereits de�niert, so sei Fk+1 ⊆ Fk eine

abges
hlossene Menge so, dass fk+1 : Fk+1 → R stetig und λn(Fk \ Fk+1) <
ε/2k+1

ist. Die Menge F :=
⋂
k Fk ist dann ebenfalls abges
hlossen, und es ist

λn(H \ F ) < ε. Auÿerdem ist jede der Funktionen fk auf F stetig. Da die fk auf
F glei
hmäÿig gegen f konvergieren, ist au
h f : F → R stetig.

S
hlieÿli
h sei no
h f eine beliebige (L(Rn), B(R))-messbare Funktion. Die

Mengen Hk := {x ∈ X : |f(x)| ≤ k} bilden eine wa
hsende Folge mit

⋃
kHk = H .

Na
h Lemma 1.24 (c) ist dann λn(Hk) → λn(H), und da λn(H) endli
h ist, folgt

λn(H \Hk) → 0. Zu gegebenem ε > 0 gibt es somit ein Hk mit λn(H \Hk) < ε/2.
AufHk ist f bes
hränkt. Na
h oben Bewiesenem gibt es daher eine abges
hlossene

Menge F ⊆ Hk mit λn(Hk \ F ) < ε/2 und so, dass f : F → R stetig ist. Wegen

λn(H \ F ) < ε ist dies die gesu
hte Menge.

3.7 Ni
ht Lebesgue-messbare Mengen

⋄

Die Vitali-Menge aus Abs
hnitt 1.1 ist ni
ht Lebesgue-messbar; es gibt also ni
ht

Lebesgue-messbare Mengen. In diesem Zusammenhang ist der folgende Satz be-

merkenswert.

Satz 3.21 Sei H ⊆ Rn
. Dann ist P(H) ⊆ L(Rn) genau dann, wenn λn(H) = 0.

Beweis. Sei λn(H) = 0. Dann sind die Teilmengen von H λn-Nullmengen. Da

der Lebesgues
he Maÿraum vollständig ist, ist jede λn-Nullmenge au
h Lebesgue-

messbar.

Wir zeigen die umgekehrte Implikation. Dazu de�nieren wir auf Rn
eine Äqui-

valenzrelation dur
h x ∼ y genau dann, wenn x− y ∈ Qn
. Sei A eine Menge, die

aus jeder Äquivalenzklasse genau ein Element enthält (Auswahlaxiom!). Dann ist

Rn =
⋃

p∈Qn

(A+ p) und H =
⋃

p∈Qn

(H ∩ (A+ p)).

Für ein festes p ∈ Qn
sei K ⊆ H ∩ (A + p) eine kompakte Menge. Diese ist

bes
hränkt, also in einer Kugel BR um 0 vom Radius R > 0 enthalten, und

wegen K ⊆ A+ p sind die Mengen K + q mit q ∈ Qn
paarweise disjunkt. Daher

ist

λn(BR+1) ≥ λn

( ⋃

q∈Qn, |q|<1

(K + q)
)
=

∑

q∈Qn, |q|<1

λn(K + q) =
∑

q∈Qn, |q|<1

λn(K).
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Da λn(BR+1) endli
h ist (später re
hnen wir dieses Volumen au
h aus), folgt

λn(K) = 0. Na
h Satz 3.18 (c) ist dann λn(H∩(A+p)) = 0 und somit λn(H) = 0.

Man kann explizite Beispiele dafür angeben, dass ni
ht alle Lebesgue-messbaren

Mengen Borels
h sind.

3.8 Lebesgue- und Riemann-Integral

Wir verglei
hen in diesem Abs
hnitt das Riemann-Integral über Intervallen in

R mit dem Lebesgue-Integral. Dabei legen wir den vervollständigten Maÿraum

(Rn, L(Rn), λn) zu Grunde, betra
hten also messbare Funktionen

f : (Rn, L(Rn), λn) → (R, B(R)).

Die Resultate hängen davon ab, ob die Intervalle bes
hränkt oder unbes
hränkt

sind. Statt λ1 s
hreiben wir im weiteren kurz λ.

Satz 3.22 Sei [a, b] ⊆ R ein bes
hränktes Intervall. Dann ist jede auf [a, b]
Riemann-integrierbare Funktion f au
h Lebesgue-integrierbar, und es ist

∫

[a, b]

f dλ =

∫ b

a

f(x) dx.

Beweis. Ist f auf [a, b] Riemann-integrierbar, so gibt es für jedes n ≥ 1 Trep-

penfunktionen ϕn ≤ f ≤ ψn mit

∫ b
a
(ψn(x)− ϕn(x)) dx < 1/n (Ana II, Folgerung

8.9). O.E.d.A. können wir die Folgen (ϕn) bzw. (ψn) als monoton wa
hsend bzw.

fallend voraussetzen (andernfalls ersetzen wir ϕn dur
h max (ϕ1, . . . , ϕn) und ψn
dur
h min (ψ1, . . . , ψn)). Na
h den Integralde�nitionen stimmen Riemann- und

Lebesgue-Integral für Treppenfunktionen überein. Es ist also au
h

∫

[a, b]

(ψn − ϕn) dλ < 1/n. (3.7)

Die monotonen Funktionenfolgen (ϕn) und (ψn) konvergieren punktweise auf

[a, b] gegen messbare Funktionen ϕ und ψ mit ϕ ≤ f ≤ ψ. Aus ϕ1 ≤ ϕn ≤
ψn ≤ ψ1 und der Lebesgue-Integrierbarkeit von ϕ1 und ψ1 folgt mit dem Satz

über die majorisierte Konvergenz, dass ϕ, ψ ∈ L1(λ, [a, b]) und dass

∫

[a, b]

ϕn dλ→
∫

[a, b]

ϕdλ sowie

∫

[a, b]

ψn dλ→
∫

[a, b]

ψ dλ.

Der glei
he Satz liefert mit (3.7), dass

∫
[a, b]

(ψ−ϕ) dλ = 0. Aus der Übung wissen

wir, dass dann ϕ = ψ fast überall, und wegen ϕ ≤ f ≤ ψ ist au
h ϕ = f fast

überall. Folgli
h ist au
h f ∈ L1(λ, [a, b]), und

49



∫

[a, b]

f dλ =

∫

[a, b]

ϕdλ = lim
n→∞

∫

[a, b]

ϕn dλ = lim
n→∞

∫ b

a

ϕn(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx.

In diesem Zusammenhang erinnern wir an das Lebesgues
he Integrabilitätskrite-

rium (Ana II, Abs
hnitt 8.4).

Satz 3.23 Eine bes
hränkte Funktion f : [a, b] → R ist genau dann Riemann-

integrierbar, wenn ihre Unstetigkeitsstellen eine λ-Nullmenge bilden.

Die Klasse der Lebesgue-integrierbaren Funktionen ist aber wesentli
h gröÿer als

die der Riemann-integrierbaren Funktionen. Ein einfa
hes Beispiel ist die 
ha-

rakteristis
he Funktion χQ der Menge der rationalen Zahlen, die ni
ht Riemann-

aber Lebesgue-integrierbar ist (bea
hte: Mengen, die nur aus einem Punkt beste-

hen, sind Borelmengen vom Maÿ 0, und Q ist eine abzählbare Vereinigung sol
her

Mengen). Es folgt ein Beispiel einer Lebesgue-integrierbaren Funktion, die si
h

im Gegensatz zu χQ ni
ht einmal dur
h Abändern auf einer Nullmenge zu einer

Riemann-integrierbaren Funktion ma
hen lässt.

Beispiel. Die Menge Q := Q∩(0, 1) ist abzählbar; wir s
hreiben sie als Q = {qn :
n ≥ 1}. Für vorgegebenes ε > 0 und jedes n sei Un ⊆ (0, 1) ein o�enes Intervall

einer Länge ≤ ε/2n, das qn enthält. Dann ist

Q ⊆ U :=
⋃

n≥1

Un ⊆ (0, 1) und λ(U) ≤
∞∑

n=1

λ(Un) =

∞∑

n=1

ε 2−n = ε.

Seien f := χU und fn := χU1∪...∪Un. Die Funktionen fn sind Riemann�integrierbar,

es gilt ∫

[0, 1]

fn dλ =

∫ 1

0

fn(x) dx ≤ ε,

und die Folge (fn) ist monoton wa
hsend und konvergiert punktweise gegen f .
Na
h dem Satz über monotone Konvergenz ist f Lebesgue-integrierbar, und es

ist ∫

[0, 1]

f dλ ≤ ε.

Zeigen Sie als Übung, dass f die behauptete Eigens
haft hat.

Bei uneigentli
hen Riemann�Integralen, die ni
ht absolut konvergieren, ist die

Situation subtiler. Da die Lebesgue-Integrabilität die absolute Konvergenz des

Integrals voraussetzt, können uneigentli
he Riemann-Integrale existieren, die man

ni
ht als Lebesgue-Integrale interpretieren kann. Bevor wir ein Beispiel geben,

fassen wir diesen Zusammenhang präziser. Dazu benötigen wir folgenden Satz.

Satz 3.24 (Auss
höpfungssatz) Sei (X, S, µ) ein Maÿraum, und sei (Mn)
eine wa
hsende Folge messbarer Teilmengen von X,M :=

⋃
n≥1Mn und f :M →
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R. Dann ist f genau dann in L1(µ, M), wenn f ∈ L1(µ, Mn) für jedes n und

wenn die Folge der Integrale

∫
Mn

|f | dµ (gegen eine endli
he Zahl) konvergiert.
Ist dies der Fall, so ist ∫

M

f dµ = lim
n→∞

∫

Mn

f dµ.

Beweis. Aus f ∈ L1(µ, M) folgt |f | ∈ L1(µ, M) (Satz 2.9) und damit |f | ∈
L1(µ, Mn), und es gilt

∫
Mn

|f | dµ ≤
∫
M
|f | dµ.

Der interessante Teil des Beweises betri�t die Umkehrung dieser Aussage.

Zunä
hst konvergiert die monoton wa
hsende Folge (χMn |f |) punktweise gegen

χM |f |, so dass χM |f | ∈ L1(µ, M) na
h dem Satz über die monotone Konvergenz.

Weiter ist |χMnf | ≤ χM |f |, und die Funktionen χMnf konvergieren punktweise

gegen χMf , so dass wir mit dem Satz über die majorisierte Konvergenz f ∈
L1(µ, M) sowie

lim
n→∞

∫

Mn

f dµ = lim
n→∞

∫

X

χMnf dµ =

∫

X

χMf dµ =

∫

M

f dµ

erhalten.

Folgerung 3.25 Seien a < b ∈ R. Ist f : (a, b) → R Riemann-integrierbar

auf jedem kompakten Teilintervall von (a, b), so ist f genau dann Lebesgue-

integrierbar, wenn das uneigentli
he Riemann-Integral

∫ b
a
|f(x)| dx konvergiert.

Beweis. Wir wählen eine monoton fallende Folge (xn) mit a < xn < b und

xn → a und eine monoton wa
hsende Folge (yn) mit xn < yn < b und yn → b,
und wir setzen Mn := [xn, yn]. Dann ist M :=

⋃
n≥1Mn = (a, b). Na
h dem

Auss
höpfungssatz ist f genau dann Lebesgue-integrierbar, wenn der Grenzwert

lim
n→∞

∫

Mn

|f | dλ = lim
n→∞

∫ yn

xn

|f(x)| dx

endli
h ist.

Beispiel. Auf [1, ∞) sei f(x) = sinx
x
. Wir wissen aus Ana II, Abs
hnitt 8.10.1,

dass das uneigentli
he Riemann-Integral

∫∞
1

sinx
x
dx konvergiert. Dieses Integral

konvergiert aber ni
ht absolut, denn für x ∈ [kπ, (k+1)π] ist |f(x)| ≥ | sinx|
(k+1)π

und

folgli
h

∫ (k+1)π

kπ

|f(x)| dx ≥ 1

(k + 1)π

∫ kπ+π

kπ

| sin x| dx

=
1

(k + 1)π

∫ π

0

sin x dx =
2

(k + 1)π
.

Wegen der Divergenz der harmonis
hen Reihe konvergiert

∫∞
1

|f(x)| dx ni
ht, und
na
h Folgerung 3.25 ist f ni
ht Lebesgue-integrierbar auf [1, ∞).
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Beispiel. Wir betra
hten eine Funktionenfolge, auf die si
h der Satz von der

majorisierten Konvergenz ni
ht anwenden lässt (�der gleitende Bu
kel�). Dazu

sei (X, S, µ) = (R, B(R), λ) und fn := χ[n,n+1] für n ∈ N. Die Funktionen fn
konvergieren punktweise gegen f ≡ 0, aber

0 =

∫

R

fd λ =

∫

R

lim
n→∞

fn dλ 6= lim
n→∞

∫

R

fn dλ = 1.
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4 Satz von Fubini und Transformationsformel

Na
hdem wir uns in den ersten Kapiteln mit re
ht abstrakten Konstruktionen

bes
häftigt haben, wenden wir uns nun der Bere
hnung konkreter Lebesgue�

Integrale zu. Mit dem Satz von Fubini lernen wir ein Werkzeug kennen, das es

erlaubt, Integrale über Rn
auf Integrale über R zurü
kzuführen. Dann sehen wir

uns das mehrdimensionale Analogon der Substitutionsregel � die Transformati-

onsformel � an. In der Praxis ist die Transformationsformel oft ni
ht unmittelbar

benutzbar, da die Transformationen Singularitäten aufweisen können (z.B. bei Po-

larkoordinaten). Andererseits liegen diese Singularitäten oft in Nullmengen und

beein�ussen daher das Ergebnis einer Integration ni
ht. Wir diskutieren daher im

dritten Abs
hnitt Methoden zum Na
hweis, dass eine Menge eine Nullmenge ist.

S
hlieÿli
h ist der vierte Abs
hnitt einigen konkreten Beispielen gewidmet.

4.1 Das Prinzip von Cavalieri und der Satz von Fubini

Der Satz von Fubini, dessen einfa
hste Versionen wir s
hon in der Analysis II

kennen gelernt haben, lässt si
h allgemein für sogenannte Produktmaÿe formu-

lieren und beweisen. Wir bes
hränken uns auf den einfa
heren Kontext von Bo-

relmengen. Messbarkeit einer Funktion f : Rn+m → R bedeutet daher in diesem

Abs
hnitt stets Messbarkeit bezügli
h der σ-Algebren B(Rn+m) bzw. B(R).
Wir zeigen den Satz von Fubini als eine Folgerung des Prinzips von Cava-

lieri. Dieses besagt, dass man das Volumen einer messbaren Teilmenge M des

Rn
bere
hnen kann, indem man (ans
hauli
h gespro
hen) M in unendli
h dün-

ne S
hi
hten niedrigerer Dimension zers
hneidet und die Volumina der S
hi
hten

au�ntegriert (�Salami-Taktik�).

Satz 4.1 (Prinzip von Cavalieri) Für jede Borelmenge M ⊆ Rn × Rm
gilt:

(a) Für jedes y ∈ Rm
ist

My := {x ∈ Rn : (x, y) ∈M} (4.1)

eine Borelmenge von Rn
.

(b) Die Funktion hM : Rm → [0, ∞], hM(y) := λn(My) ist messbar.

(c) Das Lebesgue-Maÿ von M kann wie folgt bere
hnet werden:

λn+m(M) =

∫

Rm

λn(My) dλm(y). (4.2)

Beweis. (a) Da die Inklusionsabbildung jy : Rn → Rn×Rm
, jy(x) := (x, y) stetig

und somit messbar ist, ist My = (jy)
−1(M) messbar als Urbild einer messbaren

Menge.

(b) Mit Mk :=M ∩ [−k, k)n+m ⊆ Rn+m
gilt M =

⋃
k∈NMk. Damit folgt

hM(y) = λn(My) = lim
k→∞

λn(Mk,y) = lim
k→∞

hMk
(y).
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Können wir zeigen, dass jede der Funktionen hMk
messbar ist, so ist na
h Satz

1.22 au
h hM messbar. Wir dürfen daher o.E.d.A. annehmen, dass

M ⊆ [−k, k)n+m =: Q für ein k ∈ N.

Wenn wir zeigen können, dass das Mengensystem

D := {N ∈ B(Q) = B(Rn+m)|Q : hN ist messbar}.

glei
h B(Q) ist, so ist M ∈ D und somit gilt die Behauptung.

Da B(Rn+m) na
h Lemma 1.5 von der Menge R aller halbo�enen Intervalle

in Rn+m
erzeugt wird, wird B(Q) = B(Rn × Rm)|Q na
h Folgerung 1.8 von F :=

{Q ∩ A : A ∈ R} erzeugt, was die Menge aller in Q enthaltenen halbo�enen

Intervalle ist. Um D = B(Q) na
hzuweisen, ist also nur zu zeigen: D ist eine

σ-Algebra auf Q mit F ⊆ D.

Wir zeigen F ⊆ D: Jedes halbo�ene Intervall I ⊆ Q ist von der Gestalt I = A×B
für gewisse halbo�ene Intervalle A ⊆ Rn

und B ⊆ Rm
. Dann ist Iy = A falls

y ∈ B, Iy = ∅ falls y ∈ Rm \B und somit

hI(y) = λn(A) · χB(y) für y ∈ Rm. (4.3)

Folgli
h ist hI : Rm → R messbar und somit I ∈ D.

Wir zeigen nun, dass D eine σ-Algebra auf Q ist. Da F o�ensi
htli
h ∩-stabil ist,
brau
hen wir wegen Satz 1.12 nur zu zeigen, dass D ein Dynkin-System ist.

Eigens
haft (a) eines Dynkin-Systems: Es ist h∅ = 0 messbar, somit ∅ ∈ D.

Eigens
haft (b) eines Dynkin-Systems: Ist A ∈ D, so ist hA : Rm → R messbar.

Für y ∈ Rm
gilt (Q \A)y = Qy \Ay, wobei Qy = [−k, k)n falls y ∈ [−k, k)m und

Qy = ∅ sonst. Folgli
h ist

hQ\A(y) = λn(Qy \ Ay) = λn(Qy)− λn(Ay) = (2k)nχ[−k, k)m(y)− hA(y).

Also ist hQ\A = (2k)nχ1[−k, k)m − hA messbar und damit Q \ A ∈ D.

Eigens
haft (c) eines Dynkin-Systems: Ist (Aj)j≥1 eine Folge paarweise disjunkter

Mengen Aj ∈ D und A :=
⋃
j≥1Aj, so sind für jedes y ∈ Rm

die Mengen (Aj)y
paarweise disjunkt, und es ist Ay =

⋃
j≥1(Aj)y. Daher ist

hA(y) = λn(Ay) =

∞∑

j=1

λn
(
(Aj)y

)
=

∞∑

j=1

hAj
(y). (4.4)

Na
h Satz 1.22 ist hA messbar und somit A ∈ D.

(c) Als Konsequenz von (b) de�niert die re
hte Seite von (4.2) eine Funktion

µ : B(Rn+m) → [0, ∞], µ(M) :=

∫

Rm

hM dλm =

∫

Rm

λn(My) dλm(y).
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Diese Funktion ist ein Maÿ. Wegen h∅ = 0 ist nämli
h µ(∅) = 0. Weiter: ist

(Aj)j≥1 eine Folge paarweise disjunkter Mengen Aj ∈ B(Rn+m) und A :=
⋃
j≥1Aj ,

so erhält man wie in (4.4), dass hA =
∑∞

j=1 hAj
und somit

µ(A) =

∫

Rm

∞∑

j=1

hAj
dλm =

∞∑

j=1

∫

Rm

hAj
dλm =

∞∑

j=1

µ(Aj).

Wir zeigen no
h, dass µ mit dem Lebesgue-Maÿ zusammenfällt. Für jedes halb-

o�ene Intervall I = A × B mit A = [a, b) ⊆ Rn
und B = [α, β) ⊆ Rm

erhalten

wir mit (4.3):

µ(I) =

∫

Rm

λn(A)χB(y) dλm(y) = λn(A)λm(B)

=
n∏

i=1

(bi − ai) ·
m∏

j=1

(βj − αj) = λn+m(I).

Die Eindeutigkeitsaussage in Satz 3.13 liefert µ = λn+m.

Mit dem Prinzip von Cavalieri können wir überprüfen, ob unsere naive Vorstel-

lung aus der Analysis I gere
htfertigt ist, dass das Integral einer ni
htnegativen

Funktion die Flä
he unter dem Funktionsgraphen bes
hreibt.

Folgerung 4.2 Für jede messbare Funktion f : Rn → [0,∞] ist die Menge

Mf := {(x, t) ∈ Rn × R = Rn+1 : 0 ≤ t < f(x)}

messbar und hat das Maÿ

λn+1(M
f ) =

∫

Rn

f dλn.

Beweis. Die Projektionen π1 : Rn × R → Rn, (x, t) 7→ x und π2 : Rn × R →
R, (x, t) 7→ t sind stetig und somit messbar. Folgli
h ist g := f ◦ π1 : Rn × R →
R, (x, t) 7→ f(x) messbar. Na
h Satz 1.20 ist H := g−π2 : Rn×R → R, (x, t) 7→
f(x)− t messbar; es ist also

Mf = {(x, t) ∈ Rn × R : t ≥ 0 und f(x)− t > 0}
= π−1

2

(
[0, ∞)

)
∩H−1

(
(0, ∞]

)

eine messbare Menge. Für x ∈ Rn
ist

Mf
x := {t ∈ R : (x, t) ∈Mf} = [0, f(x))

und daher λ1(M
f
x ) = f(x). Mit Satz 4.1 (wobei nun die Rollen von x und y

vertaus
ht sind) folgt

λn+1(M
f ) =

∫

Rn

λ1(M
f
x ) dλn(x) =

∫

Rn

f(x) dλn(x).
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Beispiel: Volumen der Einheitskugel. Als eine Anwendung wollen wir das

Volumen cn := λn(Bn) der n-dimensionalen Einheitskugel Bn := {x ∈ Rn :
‖x‖2 ≤ 1} bere
hnen. O�enbar ist c1 = λ1([−1, 1]) = 2, und vom S
hulwissen

ausgehend erwarten wir, dass c2 = π. Wir gehen na
h dem Cavalieris
hen Prinzip

vor und zers
hneiden für n > 1 die Kugel Bn in die S
heiben

Bn,s = {x′ ∈ Rn−1 : (x′, s) ∈ Bn}
= {x′ ∈ Rn−1 : ‖x′‖2 ≤

√
1− s2} =

√
1− s2Bn−1

für s ∈ [−1, 1] und Bn,s = ∅ sonst. Mit Folgerung 3.16 und Satz 4.1 erhalten wir

cn =

∫ 1

−1

λn−1(Bn,s) ds =

∫ 1

−1

(1− s2)
n−1
2 cn−1 ds = cn−1

∫ 1

−1

(1− s2)
n−1
2 ds.

De�nieren wir für n ≥ 1

In :=

∫ 1

−1

(1− s2)
n−1
2 ds,

so gilt also

cn = cn−1 In für n ≥ 2,

und wir können die cn mit Hilfe der Riemann-Integrale In rekursiv bere
hnen.

Man bea
hte, dass c1 = I1 = 2. Mit der Substitution s(t) = sin t, t ∈ [−π/2, π/2],
folgt

In =

∫ π/2

−π/2
(1− sin2 t)

n−1
2 cos t dt =

∫ π/2

−π/2
(cos t)n dt.

Diese Integrale bere
hnen wir rekursiv mit partieller Integration:

In =

∫ π/2

−π/2
(cos t)n−1 · cos t dt

= (sin t)(cos t)n−1
∣∣π/2
−π/2 −

∫ π/2

−π/2
(sin t)(n− 1)(cos t)n−2(− sin t) dt

= (n− 1)

∫ π/2

−π/2
(1− cos2 t)(cos t)n−2 dt = (n− 1)In−2 − (n− 1)In.

Damit erhalten wir für n > 1 die Rekursionsformel In = n−1
n
In−2, und mit den

bereits ermittelten Werten I0 = π und I1 = 2 �nden wir

I2n =
(2n− 1)(2n− 3) · . . . · 3 · 1
(2n)(2n− 2) · . . . · 4 · 2 π

und

I2n+1 =
(2n)(2n− 2) · . . . · 4 · 2

(2n+ 1)(2n− 1) · . . . · 5 · 3 · 2.
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Hieraus ergibt si
h

I2n+1I2n =
2π

2n+ 1
und I2nI2n−1 =

π

n
,

woraus wir mit der Rekursionsbeziehung cn = cn−1 In

c2n = I2nc2n−1 = I2nI2n−1c2n−2 =
π

n
c2n−2 =

πn−1

n(n− 1) · . . . · 2c2

=
πn−1

n!
I2c1 =

πn−1

n!
· π
2
· 2 =

πn

n!

und analog

c2n+1 = I2n+1I2nc2n−1 =
2π

2n+ 1
c2n−1

=
(2π)n

(2n+ 1)(2n− 1) · . . . · 3 c1 =
2n+1πn

(2n+ 1)(2n− 1) · . . . · 3

erhalten. Insbesondere ist (wie erwartet) tatsä
hli
h c2 = π und c3 = 4
3
π. Mit

Hilfe der Gammafunktion

Γ : (0, ∞) → R, x 7→
∫ ∞

0

tx−1 e−t dt

kann man die Formel für die Volumina cn einheitli
h als

cn =
πn/2

Γ(n
2
+ 1)

(4.5)

s
hreiben. Dazu benutzt man die Rekursionsformel Γ(x + 1) = xΓ(x) für x > 0
(vgl. Forster I, Abs
hnitt 20, Satz 2) und die Identität Γ(1/2) =

√
π, die wir

in Beispiel 2 in Abs
hnitt 4.4 beweisen werden. Mit diesen Hinweisen sollten Sie

(4.5) lei
ht bestätigen können.

Bevor wir den Satz von Fubini formulieren und beweisen, klären wir no
h, wann

ein �Käst
hen� in Rn × Rm
Borels
h ist.

Lemma 4.3 Für ni
htleere Teilmengen X ⊆ Rn
und Y ⊆ Rm

sind folgende

Bedingungen äquivalent:

(a) X ∈ B(Rn) und Y ∈ B(Rm);

(b) X × Y ∈ B(Rn × Rm).

Beweis. (a) ⇒ (b): Seien X, Y Borels
h. Da die Projektion π1 : Rn × Rm →
Rn, (x, y) 7→ x stetig und somit messbar ist, folgt

X × Rm = π−1
1 (X) ∈ B(Rn × Rm).
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Analog folgt Rn × Y ∈ B(Rn × Rm). Also ist

X × Y = (X × Rm) ∩ (Rn × Y ) ∈ B(Rn × Rm).

(b) ⇒ (a): Sei nun X × Y Borels
h. Wir wählen eín x ∈ X . Da die Inklusion

ix : Rm → Rn × Rm, y 7→ (x, y) stetig und somit messbar ist, folgt

Y = i−1
x (X × Y ) ∈ B(Rm).

Analog sehen wir, dass X ∈ B(Rn).

Satz 4.4 (Satz von Fubini für ni
ht-negative Funktionen) Seien X ⊆ Rn

und Y ⊆ Rm
Borelmengen und f : X × Y → [0, ∞] messbar. Dann gilt:

(a) Für jedes y ∈ Y ist die Funktion

fy := f(·, y) : X → [0,∞], x 7→ f(x, y)

messbar, und für jedes x ∈ X ist xf := f(x, ·) : Y → [0, ∞] messbar.

(b) Die Funktionen

F : Y → [0, ∞], F (y) :=

∫

X

fy dλn,

G : X → [0, ∞], G(x) :=

∫

Y
xf dλm

sind messbar, und es gilt

∫

X×Y
f dλn+m =

∫

Y

(∫

X

f(x, y) dλn(x)
)
dλm(y)

=

∫

X

(∫

Y

f(x, y) dλm(y)
)
dλn(x).

(4.6)

Beweis. Na
h Lemma 4.3 ist X × Y eine Borelmenge. Wenn wir f auÿerhalb

von X × Y dur
h 0 fortsetzen, erhalten wir eine messbare Funktion. Da deren

Integrale und die von f si
h ni
ht unters
heiden, dürfen wir o.B.d.A. X = Rn
und

Y = Rm
annehmen. Dem Beweisprinzip der Integrationstheorie folgend beweisen

wir die Behauptungen für Funktionen zunehmender Allgemeinheit.

Ist f = χM 
harakteristis
he Funktion einer Borelmenge M ⊆ X × Y , so gilt

fy(x) = (χM)y(x) = χMy(x) mitMy wie in (4.1). Na
h Satz 4.1 (a) ist fy messbar.

Wegen

∫
Rn fy dλn =

∫
Rn χMy dλn = λn(My) folgt mit Satz 4.1 (b) die Messbarkeit

von F : y 7→
∫
X
fy dλn und mit Satz 4.1 (
)

∫

Rn+m

f dλn+m=λn+m(M) =

∫

Rm

λn(My) dλm(y)=

∫

Rm

∫

Rn

fy dλn(x) dλm(y).
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Ist f =
∑k

j=1 αjχAj
ni
ht-negative Stufenfunktion, so ist fy =

∑k
j=1 αj(χAj

)y
messbar. Somit ist

F : Y → [0, ∞], y 7→
∫

Rn

fy dλn =

k∑

j=1

αj

∫

Rn

(χAj
)y dλn

messbar und

∫

Rn+m

f dλn+m =

k∑

j=1

αj

∫

Rn+m

χAj
dλn+m

=

k∑

j=1

αj

∫

Rm

∫

Rn

χAj
(x, y) dλn(x) dλm(y)

=

∫

Rm

∫

Rn

k∑

j=1

αjχAj
(x, y) dλn(x) dλm(y)

=

∫

Rm

∫

Rn

f(x, y) dλn(x) dλm(y).

Ist f beliebig messbar (und ni
ht-negativ), so �nden wir mit Satz 2.2 eine monoton

wa
hsende Folge (sk)k∈N ni
ht-negativer Stufenfunktionen sk : Rn+m → [0, ∞)
mit sk → f punktweise. Na
h dem Satz über monotone Konvergenz ist dann

∫

Rn+m

f dλn+m = lim
k→∞

∫

Rn+m

sk dλn+m. (4.7)

Für jedes y ∈ Y ist andererseits ((sk)y)k∈N eine monoton wa
hsende Folge von

Stufenfunktionen mit punktweisem Grenzwert fy = limk→∞(sk)y. Also ist fy
messbar und na
h dem Satz über monotone Konvergenz ist

∫

Rn

fy dλn = lim
k→∞

∫

Rn

(sk)y dλn.

Da jede der Funktionen Fk : Y → [0, ∞], y 7→
∫
Rn(sk)y dλn messbar ist, ist au
h

der punktweise Grenzwert F : Y → [0, ∞], y 7→
∫
Rn fy dλn messbar. Da die

Funktionenfolge Fk monoton wa
hsend in k ist, liefert der Satz über monotone

Konvergenz:

∫

Rm

∫

Rn

fy dλn dλm(y) = lim
k→∞

∫

Rm

∫

Rn

(sk)y dλn dλm(y). (4.8)

Wegen

∫
Rn+m sk dλn+m =

∫
Rm

∫
Rn(sk)y dλn dλm(y) folgt die erste Hälfte von (4.6)

dur
h Verglei
h der re
hten Seiten von (4.7) und (4.8). Die zweite Hälfte zeigt

man analog.
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Satz 4.5 (Satz von Fubini für integrierbare Funktionen) Seien X ⊆ Rn

und Y ⊆ Rm
Borelmengen und f : X×Y → R bzgl. λn+m über X×Y integrierbar.

Dann gilt:

(a) Die Mengen

X0 := {x ∈ X : xf ist bzgl. λm über Y integrierbar},
Y0 := {y ∈ Y : fy ist bzgl. λn über X integrierbar}

sind Borels
h mit λn(X \X0) = λm(Y \Y0) = 0; es ist also xf für fast alle x ∈ X
bzgl. λm über Y und fy für fast alle y ∈ Y bzgl. λn über X integrierbar.

(b) Die Funktionen

F : Y0 → R, F (y) :=

∫

X

fy dλn und G : X0 → R, G(x) :=

∫

Y
xf dλm

sind integrierbar, und es gilt

∫

X×Y
f dλn+m =

∫

Y0

F dλm =

∫

X0

Gdλn. (4.9)

Beweis. Mit dem bereits bewiesenen Satz von Fubini für ni
ht-negative Funk-

tionen erhalten wir na
h Aufspaltung in Positiv- und Negativteil:

∫

X×Y
f dλn+m =

∫

X×Y
f+ dλn+m −

∫

X×Y
f− dλn+m

=

∫

Y

(∫

X

(f+)y dλn

)

︸ ︷︷ ︸
=:g(y)

dλm(y)−
∫

Y

(∫

X

(f−)y dλn

)

︸ ︷︷ ︸
=:h(y)

dλm(y)

=

∫

Y

g dλm −
∫

Y

h dλm. (4.10)

Man bea
hte, dass wir die beiden Integrale in (4.10) ni
ht ohne weiteres zu einem

Integral zusammenfassen dürfen (es könnte ja g(y) = h(y) = ∞ sein, so dass

unde�nierte Ausdrü
ke der Form �∞ − ∞� auftreten würden). Dies ist jedo
h

ausges
hlossen, sobald y ∈ Y0. Um von Integralen über Y zu Integralen über Y0
übergehen zu können, zeigen wir, dass Y \ Y0 eine Borelmenge vom Maÿ 0 ist.

Aus der Integrierbarkeit von f folgt, dass

∫
Y
g dλm < ∞ und

∫
Y
h dλm < ∞;

daher sind die Funktionen g und h fast überall endli
h. Dann ist aber g−1({∞})∪
h−1({∞}) eine Borelmenge vom Maÿ 0, und diese Menge stimmt o�enbar mit

Y \ Y0 überein.
Da man Mengen vom Maÿ 0 beim Integrieren weglassen darf, können wir

(4.10) wie folgt umformen:

∫

X×Y
f dλn+m =

∫

Y0

g dλm −
∫

Y0

h dλm =

∫

Y0

(g − h) dλm

=

∫

Y0

(∫

X

fy dλn

)
dλm(y) =

∫

Y0

F dλm.
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Die übrigen Aussagen erhält man dur
h Vertaus
hen der Rollen von x und y.

Anmerkung. Setzt man die Funktion F dur
h F (y) := 0 für y ∈ Y \Y0 zu einer

Funktion F : Y → R fort,

1

so ist F messbar, und wir erhalten einfa
h

∫

X×Y
f dλn+m =

∫

Y

F dλm.

Das folgende Beispiel zeigt, dass Y0 eine e
hte Teilmenge von Y sein kann. Wir

betra
hten die Funktion

f : R2 → R, f(x, y) :=





1 falls y = 0 und x ≥ 0;

−1 falls y = 0 und x < 0;

0 sonst.

Da fy = χ[0,∞) − χ(−∞, 0) für y = 0 mit

∫
R
(f0)± dλ1 = ∞, ist

∫
R
f0 dλ1 ni
ht

de�niert. Es ist Y0 = R \ {0} und

∫

R2

f dλ2 =

∫

Y0

∫

R

fy dλ1 dλ1(y) = 0

da fy = 0 für y 6= 0.

4.2 Der Transformationssatz

In diesem Abs
hnitt lernen wir das Analogon der eindimensionalen Substitutions-

regel kennen, die wir uns zunä
hst no
h einmal ans
hauen. Ist ϕ : [a, b] → R eine

stetig di�erenzierbare und streng wa
hsende Funktion und ist f : ϕ([a, b]) → R
stetig, so ist ∫ b

a

(f ◦ ϕ)(t)ϕ′(t) dt =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f(x) dx.

Ist dagegen ϕ streng fallend, also orientierungsumkehrend, so ist

∫ b

a

(f ◦ ϕ)(t)ϕ′(t) dt =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f(x) dx = −
∫ ϕ(a)

ϕ(b)

f(x) dx.

Als Lebesgue-Integral ges
hrieben lassen si
h diese beiden Identitäten zu

∫

[a, b]

(f ◦ ϕ)(t)|ϕ′(t)| dt =
∫

ϕ([a, b])

f(x) dx (4.11)

zusammenfassen. Das ist die Transformationsformel, die wir auf höherdimen-

sionale Situationen verallgemeinern wollen. Wir werden dabei die S
hreibweise∫
B
f(x) dx statt

∫
B
f dλ verwenden. Auÿerdem erinnern wir daran, dass eine bi-

jektive Abbildung ϕ : U → V zwis
hen o�enen Mengen U und V ein Di�eomor-

phismus heiÿt, wenn ϕ und ϕ−1
stetig di�erenzierbar sind.

1

Statt dur
h 0 darf man F hier beliebig fortsetzen, solange die Fortsetzung nur messbar

bleibt.
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Satz 4.6 (Transformationssatz) Seien U, V ⊆ Rn
o�en und ϕ : U → V

ein Di�eomorphismus. Dann ist eine Funktion f : V → R genau dann über V
integrierbar, wenn die Funktion (f ◦ ϕ) |detϕ′| : U → R über U integrierbar ist.

In diesem Fall ist

∫

V

f(y) dy =

∫

U

f(ϕ(x)) |detϕ′(x)| dx. (4.12)

Insbesondere gilt für jede messbare Teilmenge A ⊆ U

λn(ϕ(A)) =

∫

A

|detϕ′(x)| dx. (4.13)

Hier steht ϕ′(x) ∈ L(Rn, Rn) für die Ableitung von ϕ : U → V in x ∈ U .
Vor dem Beweis von Satz 4.6 ma
hen wir uns klar, was Formel (4.13) bedeutet.

Diese Beziehung bes
hreibt, wie si
h das Volumen des Bildes einer messbaren

Menge A unter ϕ bere
hnet. Ist |detϕ′(x)| eine von x unabhängige Konstante

c, so reduziert si
h (4.13) auf λn(ϕ(A)) = cλn(A). Die Konstante c ist also ein

Verzerrungsfaktor, der angibt, wie si
h das Volumen einer Menge bei Anwendung

von ϕ ändert. Ist beispielsweise ϕ = T |U mit einer linearen Abbildung T , so ist

ϕ′(x) = T und somit λn(T (A)) = |det T | · λn(A). Für U = Rn
und A = [0, 1]n

(Einheitswürfel im Rn
) ergibt si
h mit

λn(T ([0, 1]
n)) = |det T |

eine ans
hauli
he Bedeutung der Determinante als Volumen des Bildes des Ein-

heitswürfels. Eine Menge der Gestalt T ([0, 1]n) heiÿt au
h Spat oder Parallelotop.
Man kann sie s
hreiben als

{
n∑

j=1

xjaj : xj ∈ [0, 1] für alle j

}
,

wobei die aj die Bilder der kanonis
hen Basisvektoren unter T sind.

Beweis der Transformationsformel. 1. S
hritt: Es genügt, (4.13) zu beweisen.
Aus (4.13) folgt (4.12) für die Funktion f := χϕ(A), denn es ist ja χϕ(A) ◦ϕ = χA.
Aus der Linearität des Integrals folgt damit (4.12) für alle ni
htnegativen Stu-

fenfunktionen f . Sei nun f ≥ 0 messbar. Na
h Satz 2.2 gibt es eine monoton

wa
hsende Folge ni
htnegativer Stufenfunktionen sk, die punktweise gegen f kon-

vergiert. Aus dem Satz über monotone Konvergenz (Satz 2.11) folgt

∫

V

f(y) dy = lim
k→∞

∫

V

sk(y) dy = lim
k→∞

∫

U

sk(ϕ(x)) |detϕ′(x)| dx

=

∫

U

f(ϕ(x)) |detϕ′(x)| dx,
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da au
h die Folge (sk ◦ ϕ) |detϕ′| monoton wa
hsend ist und punktweise gegen

(f ◦ ϕ) |detϕ′| konvergiert. Insbesondere sehen wir, dass (f ◦ ϕ)| detϕ′| genau
dann auf U integrierbar ist, wenn f auf V integrierbar ist. Hieraus folgt sofort die

Aussage für beliebige integrierbare Funktionen f . Es verbleibt, (4.13) zu zeigen.

2. S
hritt: Es genügt zu zeigen, dass jeder Punkt p ∈ U eine o�ene Umgebung

Wp ⊆ U hat, so dass (4.13) für Wp und ϕ|Wp anstelle von U und ϕ gilt. Für jeden

Punkt p ∈ U gibt es einen Punkt q ∈ Qn
und eine Kugel Ur(q) mit rationalem

Radius so, dass p ∈ Ur(q) ⊆Wp. Die Behauptung (4.13) gilt für jede der Mengen

Ur(q), und diese Mengen überde
ken U . Wir haben damit abzählbar viele Mengen

(Mk)k≥1 gefunden, für die (4.13) gilt und die U überde
ken. Ist nun A messbar,

so s
hreiben wir A als disjunkte Vereinigung der Mengen

A1 := A ∩M1 und Ak := (A ∩Mk) \ (M1 ∪ . . . ∪Mk−1) für k ≥ 2.

Aus der σ-Additivität von λn und aus Satz 2.6 folgt nun

λn(ϕ(A)) =

∞∑

k=1

λn(ϕ(Ak)) =

∞∑

k=1

∫

Ak

|detϕ′(x)| dx =

∫

A

|detϕ′(x)| dx.

3. S
hritt: (4.13) gilt, wenn ϕ eine Permutation der Koordinaten ist, d.h. wenn

ϕ(x) = (xσ(1), . . . , xσ(n)) mit einer Bijektion σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}.
In diesem Fall ist |detϕ′(x)| = 1, und (4.13) gilt o�enbar für alle Quader

in Rn
. Na
h dem Eindeutigkeitssatz für das Lebesgue-Maÿ (Satz 3.13 (h)) folgt

(4.13) für beliebiges messbares A.

4. S
hritt: Gilt (4.13) für die Di�eomorphismen ϕ1 : U1 → U2 und ϕ2 : U2 → U3,

so gilt (4.13) au
h für den Di�eomorphismus ϕ2 ◦ ϕ1 : U1 → U3. Aus S
hritt 1

wissen wir, dass (4.13) die Formel (4.12) na
h si
h zieht. Na
h der Kettenregel

ist nun

det ((ϕ2 ◦ ϕ1)
′(x)) = det (ϕ′

2(ϕ1(x))) · detϕ′
1(x). (4.14)

Wenden wir (4.13) auf ϕ2 und (4.12) auf ϕ1 an, erhalten wir

λn((ϕ2 ◦ ϕ1)(A)) =

∫

ϕ1(A)

|detϕ′
2(y)| dy (na
h (4.13))

=

∫

A

|detϕ′
2(ϕ1(x))| · |detϕ′

1(x)| dx (na
h (4.12))

=

∫

A

|det (ϕ2 ◦ ϕ1)
′(x)| dx (na
h (4.14)).

5. S
hritt: (4.13) gilt, falls n = 1 und U ein Intervall ist.Wir benutzen wieder den

Eindeutigkeitssatz (Satz 3.13 (h)). Ist B ⊆ V ein Intervall, so ist au
h ϕ−1(B) ⊆
U ein Intervall (da ϕ−1

stetig ist), und eine Anwendung der Substitutionsregel

(4.11) auf die Funktion f ≡ 1 liefert

λ(B) =

∫

ϕ−1(B)

|ϕ′(x)| dx.
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Da na
h Satz 2.6 die Abbildungen

B 7→ λ(B ∩ V ) und B 7→
∫

ϕ−1(B∩V )

|ϕ′(x)| dx

Maÿe auf B(R) de�nieren und diese auf allen bes
hränkten Intervallen überein-

stimmen, stimmen sie na
h Satz 3.13 überein.

6. S
hritt: Nun wird es ernst. Wir zeigen die lokale Aussage aus S
hritt 2 dur
h

vollständige Induktion na
h n.
Der Induktionsanfang n = 1 ist in S
hritt 5 abgehandelt. Für den Induktions-

s
hritt betra
hten wir ϕ in einer Umgebung von p ∈ U . Wegen detϕ′(p) 6= 0
gibt es ein j mit

∂ϕ1

∂xj
(p) 6= 0. Indem wir ϕ mit einer Koordinatenpermutation

verknüpfen, dürfen wir na
h S
hritt 3 und 4 o.E.d.A. annehmen, dass j = 1, d.h.
dass

∂ϕ1

∂x1
(p) 6= 0 ist. Wir betra
hten die Abbildung

ψ : U → Rn, x 7→ (ϕ1(x), x2, . . . , xn).

Die Jabo
imatrix von ψ im Punkt x hat die Blo
kstruktur




∂ϕ1

∂x1
(x) ∗

0 In−1


 ,

ist also insbesondere in x = p invertierbar. Na
h dem Satz über die Umkehrfunk-

tion (Analysis II, Satz 12.5) dürfen wir na
h einer gegebenenfalls erforderli
hen

Verkleinerung von U annehmen, dass ψ : U → ψ(U) ein Di�eomorphismus ist.

Wir haben damit eine Zerlegung

ϕ = ρ ◦ ψ : U → V mit ρ = ϕ ◦ ψ−1 : ψ(U) → V.

Die erste Komponente von ρ ist dabei gegeben dur
h

ρ1(y) = (ϕ1 ◦ ψ−1)(y) = (ψ1 ◦ ψ−1)(y) = y1.

Na
h S
hritt 4 genügt es, die Behauptung für die Abbildungen ψ und ρ zu zeigen.

Wegen der speziellen Struktur von ψ und ρ können wir annehmen, dass es ein j
so gibt, dass ϕj(x) = xj für alle x ∈ U . Indem wir wieder geeignet permutieren,

können wir na
h S
hritt 3 sogar ϕ1(x) = x1 für alle x ∈ U annehmen. Wir können

ϕ daher s
hreiben als

ϕ(t, x′) = (t, ϕt(x
′)) mit (t, x′) ∈ R× Rn−1,

wobei

ϕt : Ut := {x′ ∈ Rn−1 : (t, x′) ∈ U} → Vt := {x′ ∈ Rn−1 : (t, x′) ∈ V }
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ein Di�eomorphismus ist. Die Ja
obimatrix Jx(ϕ) von ϕ in x = (t, x′) hat die
Struktur (

1 0

∗ Jx′(ϕt)

)
,

so dass gilt

detϕ′(x) = det (ϕt)
′(x′). (4.15)

Für eine messbare Teilmenge A von U erhalten wir nun s
hrittweise

λn(ϕ(A)) =

∫

R

λn−1(ϕ(A)t) dt (Cavalieri)

=

∫

R

λn−1(ϕt(At)) dt (De�nition von ϕt)

=

∫

R

∫

At

|det (ϕt)′(x′)| dx′dt (Induktionsannahme)

=

∫

R

∫

Rn−1

χAt(x
′)|det (ϕt)′(x′)| dx′dt

=

∫

Rn

χA(x)|detϕ′(x)| dx (Fubini und (4.15))

=

∫

A

|detϕ′(x)| dx.

Wir halten no
h eine wi
htige Folgerung fest. Ist T ∈ L(Rn) eine Isometrie (d.h.

wird T dur
h eine orthogonale Matrix dargestellt), so heiÿt die Abbildung x 7→ Tx
eine Drehung des Rn

.

Folgerung 4.7 (Drehungsinvarianz von λn.) Für jede Drehung des Rn
und

jede Borelmenge A ⊆ Rn
gilt λn(T (A)) = λn(A).

Beweis. Aus TT T = I folgt (det T )2 = 1. Also ist |det T | = 1, und die Behaup-

tung folgt sofort aus (4.13).

Diese Drehungsinvarianz ist ni
ht von vorherein klar, da wir ja das Lebesgue-Maÿ

basisabhängig konstruiert haben (nämli
h zunä
hst auf a
hsenparallelen Qua-

dern). Weiter sei daran erinnert, dass wir die Translationsinvarianz des Lebesgue-

Maÿes bereits in der Übung gezeigt haben. Zusammenfassend können wir fest-

stellen, dass das Lebesgue-Maÿ unter Abbildungen der Gestalt x 7→ Tx + v mit

einer linearen Isometrie T ∈ L(Rn) und einem Vektor v ∈ Rn
invariant ist.

4.3 Nullmengen

⋄

Wir haben Nullmengen als Teilmengen von Borelmengen vom Lebesguemaÿ 0
de�niert. Die Nullmengen des Maÿraumes (Rn, B(Rn), λn) kann man mit Satz
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3.2 und der De�nition von λn lei
ht 
harakterisieren: eine Menge N ⊆ Rn
ist

genau dann eine λn-Nullmenge, wenn es zu jedem ε > 0 eine Folge halbo�ener

Intervalle Jm so gibt, dass

N ⊆ ∪m≥1Jm und

∑

m≥1

λn(Jm) < ε. (4.16)

Für n = 1 stimmt dies exakt mit dem Begri� einer Nullmenge überein, den wir

in Analysis II eingeführt haben.

Wir wollen nun einige Kriterien kennenlernen (bzw. aus Analysis II wieder-

holen), die es uns erlauben, gewisse Nullmengen s
hnell als sol
he zu erkennen.

Dies ist z.B. bei Anwendungen der Transformationsformel nützli
h, bei denen

man aus dem De�nitionsgebiet gewisse Nullmengen herauss
hneiden muss, um

die Transformation zu einem Di�eomorphismus zu ma
hen.

Wir beginnen mit einer Verfeinerung der oben gegebenen Bes
hreibung von

Nullmengen. Dazu nennen wir einen abges
hlossenen Quader [a, b] ⊆ Rn
einen

Würfel, wenn b1 − a1 = . . . = bn − an.

Lemma 4.8 N ⊆ Rn
ist genau dann eine λn-Nullmenge, wenn es zu jedem ε > 0

eine Folge (Wm)m≥1 von Würfeln gibt mit

N ⊆
⋃

m≥1

Wm und

∞∑

m=1

λn(Wm) < ε.

Beweis. N ist genau dann λn-Nullmenge, wenn es zu jedem ε > 0 halbo�e-

ne Quader Jm = [a(m), b(m)) gibt, so dass (4.16) gilt. Für jedes m sei c(m) =

(c
(m)
1 , . . . , c

(m)
n ) so, dass c

(m)
j > b

(m)
j für alle j, dass c(m) − a(m) ∈ Qn

, und dass

λn([a
(m), c(m))) < λn([a

(m), b(m))) + ε 2−m.

Da alle Seitenlängen von [a(m), c(m)) rational sind, gibt es endli
h viele Würfel

W
(m)
1 , . . . ,W

(m)
km

mit

km⋃

j=1

W
(m)
j = [a(m), c(m)] und

km∑

j=1

λn(W
(m)
j ) = λn([a

(m), c(m)]).

Dann ist N ⊆ ⋃j,mW
(m)
j , und wir erhalten

∑

m,j

λn(W
(m)
j ) =

∑

m

λn([a
(m), c(m))) ≤

∑

m

(λn(Qm) + ε 2−m) < 2ε.

Hieraus folgt die Behauptung.

Satz 4.9 Ist A ⊆ Rn
eine Nullmenge und f : A→ Rn

Lips
hitzstetig, so ist au
h

f(A) eine Nullmenge.
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Beweis. Sei ε > 0 und (Wk)k≥1 eine Folge von Würfeln mit A ⊆ ⋃
k≥1Wk

und

∑∞
k=1 λn(Wk) < ε. Wir dürfen annehmen, dass jeder WürfelWk einen Punkt

ak ∈ A enthält. Ist sk die Kantenlänge vonWk, so ist λn(Wk) = snk und ‖x−ak‖ ≤√
n sk für alle x ∈ Wk (warum?).

Da f Lips
hitzstetig ist, gibt es ein L > 0 so, dass

‖f(x)− f(y)‖ ≤ L‖x− y‖ für alle x, y ∈ A.

Insbesondere ist für alle x ∈ A ∩Wk

‖f(x)− f(ak)‖ ≤ L‖x− ak‖ ≤ L
√
n sk.

Also liegt f(A∩Wk) in einer Kugel vom Radius L
√
n sk und damit au
h in einem

Würfel W̃k mit der Kantenlänge 2L
√
n , sk. Es ist also

f(A) =
⋃

k≥1

f(A ∩Wk) ⊆
⋃

k≥1

W̃k

mit

∞∑

k=1

λn(W̃k) =

∞∑

k=1

(2L
√
n sk)

n = (2L
√
n)n

∞∑

k=1

λn(Wk) ≤ (2L
√
n )n · ε.

Da ε > 0 beliebig gewählt werden kann, ist f(A) eine Nullmenge.

Folgerung 4.10 Ist A Nullmenge in Rn, U ⊆ Rn
o�en, A ⊆ U und f : U → Rn

stetig di�erenzierbar, so ist f(A) eine Nullmenge in Rn
.

Beweis. Da U o�en ist, ist U eine abzählbare Vereinigung von Quadern der Ge-

stalt Qk = [ak, bk] mit ak, bk ∈ Qn
(vgl. den Beweis von Lemma 1.5). Als stetige

Funktion ist f ′ : U → L(Rn) auf jedem der kompakten Quader Qk bes
hränkt,

d.h. es gibt ein Lk > 0 mit ‖f ′(x)‖ ≤ Lk für alle x ∈ Qk. Na
h Satz 10.19 aus

Analysis II folgt

‖f(y)− f(z)‖ ≤ Lk‖y − z‖ für alle y, z ∈ Qk.

Also ist f |Qk
Lips
hitzstetig, und na
h Satz 4.9 ist f(A ∩ Qk) eine Nullmenge.

Dann ist au
h f(A) = ∪∞
k=1f(A∩Qk) eine Nullmenge (Lemma 8.13 aus Ana II).

Satz 4.9 und Folgerung 4.10 lassen si
h ni
ht auf beliebige stetige Funktionen f
verallgemeinern. Es gibt beispielsweise Kurven (sogenannte Peano-Kurven), die

ein ganzes Quadrat im R2
ausfüllen.

Lemma 4.11 Jeder e
hte a�ne Unterraum A ⊆ Rn
ist eine Nullmenge.
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Beweis. Wir vers
hieben A so, dass 0 ∈ A, und drehen dann A so, dass A ⊆
Rn−1 × {0}. Na
h Folgerung 4.7 und der Anmerkung dana
h dürfen wir also

o.E.d.A. A = Rn−1 × {0} annehmen. Wir können A dann s
hreiben als

A =

∞⋃

k=1

([−k, k]n−1 × {0}).

Aus λn([−k, k]n−1 × {0}) = 0 und der σ-Additivität folgt mit Lemma 1.24 (e),
dass λn(A) = 0.

Folgerung 4.12 Ist A ⊆ Rn
messbar und f : A→ R messbar, so ist der Graph

Γ(f) = {(x, f(x)) ∈ Rn × R : x ∈ A} (4.17)

eine Nullmenge in Rn+1
.

Beweis. Wir setzen f dur
h 0 auf Rn
fort. Diese Fortsetzung ist messbar, und

ihr Graph enthält den Graphen (4.17) als Teilmenge. Wir können daher A = Rn

annehmen. Dann ist der Graph Γ(f) = {(x, y) ∈ Rn × R : y − f(x) = 0} als

Nullstellenmenge einer messbaren Funktion messbar, und mit dem Prinzip von

Cavalieri erhalten wir

λn+1(Γ(f)) =

∫

Rn

λ1({f(x)}) dλn(x) =
∫

Rn

0 dλn = 0.

4.4 Koordinatentransformationen

Oft lassen si
h vorhandene Symmetrien dadur
h ausnutzen, dass man Integrati-

onsberei
he dur
h Koordinatentransformationen (d.h. dur
h geeignete Parame-

trisierung) in a
hsenparallele Quader überführt, auf denen Integrale iterativ be-

re
hnet werden können. Aus der Fülle der mögli
hen Koordinatensysteme sehen

wir uns hier nur Polarkoordinaten an. Zylinderkoordinaten haben wir bereits in

Ana II kennengelernt.

Polarkoordinaten in der Ebene. Der Übergang von Polar- zu kartesis
hen

Koordinaten in der Ebene wird bes
hrieben dur
h

P2 : [0, ∞)× [0, 2π] → R2, (r, ϕ) 7→ (r cosϕ, r sinϕ). (4.18)

Die Ja
obimatrix von P2 in (r, ϕ) ist gegeben dur
h

(
cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

)
,

und ihre Determinante ist glei
h r. Man bea
hte, dass nur die Eins
hränkung von

P2 auf die o�ene Menge (0, ∞)× (0, 2π) einen Di�eomorphismus auf die Menge
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R2 \ ([0, ∞)×{0}) liefert. Um einen Di�eomorphismus zu erhalten, mussten wir

also sowohl aus [0, ∞)× [0, 2π] als au
h aus R2
eine Nullmenge herausnehmen.

Daher ist eine Funktion f : R2 → R na
h dem Transformationssatz 4.6 genau

dann integrierbar, wenn die Funktion

(r, ϕ) 7→ f(P2(r, ϕ)) | detP ′
2(r, ϕ)| = f(r cosϕ, r sinϕ) · r

auf [0, ∞)× [0, 2π] integrierbar ist (Nullmengen dürfen wir unberü
ksi
htigt las-

sen), und es gilt in diesem Fall

∫

R2

f dλ2 =

∫

R2

f(x, y) dλ2(x, y) =

∫ ∞

0

∫ 2π

0

f(r cosϕ, r sinϕ)r dϕdr. (4.19)

Beispiel 1. Als Anwendung von (4.19) bere
hnen wir das Integral

∫
R e

−x2 dx.
Dazu betra
hten wir die Funktion

f : R2 → R, (x, y) 7→ e−x
2−y2 .

Diese ist rotationssymmetris
h, und mit Polarkoordinaten, (4.19) und der Sub-

stitution s := r2 erhalten wir

∫

R2

f(x, y) dxdy =

∫ ∞

0

∫ 2π

0

e−r
2

r dϕdr = 2π

∫ ∞

0

e−r
2

r dr = π

∫ ∞

0

e−s ds

= π lim
t→∞

−e−s|t0 = π lim
t→∞

(1− e−t) = π.

Insbesondere ist also f integrierbar. Mit Fubini erhalten wir andererseits

∫

R2

f(x, y) dxdy =

∫

R

∫

R

e−x
2

e−y
2

dxdy =

∫

R

(∫

R

e−x
2

dx
)
e−y

2

dy

=

∫

R

e−x
2

dx ·
∫

R

e−y
2

dy =
(∫

R

e−x
2

dx
)2
,

so dass s
hlieÿli
h folgt ∫

R

e−x
2

dx =
√
π. (4.20)

Dieses Integral spielt eine zentrale Rolle in der Wahrs
heinli
hkeitstheorie.

Beispiel 2: Die Beta-Funktion. Die Identität (4.20) erö�net uns einen weiteren

Weg, um Γ(1/2) zu bere
hnen. Mit der Substitution x =
√
t erhalten wir

Γ
(1
2

)
=

∫ ∞

0

e−t√
t
dt =

∫ ∞

0

e−x
2

x
2x dx = 2

∫ ∞

0

e−x
2

dx =

∫ ∞

−∞
e−x

2

dx =
√
π.

Wir s
hauen uns an, was dieser Tri
k für allgemeinere Werte der Γ-Funktion
liefert. Mit der Substitution t = x2/2 bekommen wir

Γ(u) =

∫ ∞

0

tu−1e−t dt = 21−u
∫ ∞

0

x2(u−1)e−x
2/2 x dx = 21−u

∫ ∞

0

x2u−1e−x
2/2 dx,
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woraus folgt, dass

Γ(u)Γ(v) = 22−u−v
∫ ∞

0

∫ ∞

0

x2u−1e−x
2/2y2v−1e−y

2/2 dxdy

= 22−u−v
∫ ∞

0

∫ ∞

0

x2u−1y2v−1e−(x2+y2)/2 dxdy

= 22−u−v
∫ ∞

0

∫ π/2

0

r2u+2v−2(cosϕ)2u−1(sinϕ)2v−1e−r
2/2r dϕdr

= 22−u−v
∫ ∞

0

r2u+2v−1e−r
2/2 dr

∫ π/2

0

(cosϕ)2u−1(sinϕ)2v−1 dϕ

= Γ(u+ v) · 2
∫ π/2

0

(cosϕ)2u−1(sinϕ)2v−1 dϕ.

Die Funktion

B : (0, ∞)× (0, ∞) → R, (u, v) 7→ 2

∫ π/2

0

(cosϕ)2u−1(sinϕ)2v−1 dϕ

heiÿt die Eulers
he Betafunktion; wir haben also soeben gesehen, dass

B(u, v) =
Γ(u)Γ(v)

Γ(u+ v)
. (4.21)

Für u = v = 1
2
erhalten wir insbesondere B(1

2
, 1

2
) = 2

∫ π/2
0

dϕ = π.
Für die Bere
hnung des Volumens cn der n-dimensionalen Einheitskugel hat-

ten wir mit dem Cavalieris
hen Prinzip die Rekursionsformel cn = cn−1In mit

In =

∫ π/2

−π/2
(cos t)n dt = 2

∫ π/2

0

(cos t)n dt = B
(n + 1

2
,
1

2

)

gefunden. Mit (4.21) ergibt si
h nun direkt

In = B
(n+ 1

2
,
1

2

)
=

Γ(n+1
2
)Γ(1

2
)

Γ(n+2
2
)

=
√
π
Γ(n+1

2
)

Γ(n+2
2
)

und damit

cn = cn−1In = cn−2InIn−1 = . . . = c1InIn−1 . . . I2

= 2
√
π
n−1Γ(

n+1
2
)

Γ(n+2
2
)

Γ(n
2
)

Γ(n+1
2
)
. . .

Γ(3
2
)

Γ(2)
= 2

√
π
n−1

1
2
Γ(1

2
)

Γ(n+2
2
)
=

√
π
n

Γ(n+2
2
)
.

Polarkoordinaten im Rn
, n > 2. Diese de�nieren wir rekursiv dur
h

Pn : (0, ∞)× [0, 2π]× [0, π]n−2 → Rn,
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wobei

Pn(r, ϕ, θ1, . . . , θn−2) = (sin θn−2Pn−1(r, ϕ, θ1, . . . , θn−3), r cos θn−2)

für n ≥ 3 und P2 wie in (4.18) festgelegt ist. Insbesondere erhalten wir für die

Kugelkoordinaten P3 : (0, ∞)× [0, 2π]× [0, π] → R3

P3(r, ϕ, θ) = (sin θP2(r, ϕ), r cos θ) = (r cosϕ sin θ, r sinϕ sin θ, r cos θ).

Dabei misst r den Abstand zum Ursprung, ϕ den Längengrad und θ den Brei-

tengrad.

Mit θ := (θ1, . . . , θn−2) und θ
′ := (θ1, . . . , θn−3) können wir die Ja
obimatrix

von Pn s
hreiben als

J(r, ϕ, θ)(Pn) =

(
sin θn−2 · J(r, ϕ, θ′)(Pn−1) cos θn−2Pn−1(r, ϕ, θ

′)

cos θn−2 0 . . . 0 −r sin θn−2

)
.

Um davon die Determinante bere
hnen zu können, bea
hten wir, dass

Pn−1(r, ϕ, θ
′) = rPn−1(1, ϕ, θ

′)

(was man lei
ht per vollständiger Induktion bestätigt). Damit ist

∂Pn−1

∂r
(r, ϕ, θ′) = Pn−1(1, ϕ, θ

′) = r−1Pn−1(r, ϕ, θ
′),

und folgli
h stimmt die erste Spalte der Ja
obimatrix von Pn−1 mit r−1Pn−1

überein. Also ist die Determinante der (n − 1) × (n − 1) Untermatrix, die man

aus J(r, ϕ, θ)(Pn) dur
h Strei
hen der ersten Spalte und letzten Zeile erhält, glei
h

r(cos θn−2)(sin θn−2)
n−2(−1)n−2 detP ′

n−1(r, ϕ, θ
′).

Dur
h Entwi
klung von detP ′
n(r, ϕ, θ) na
h der letzten Zeile erhalten wir

detP ′
n(r, ϕ, θ)

= −r(sin θn−2)
n detP ′

n−1(r, ϕ, θ
′)

+ (−1)n−1r(cos θn−2)
2(sin θn−2)

n−2(−1)n−2 detP ′
n−1(r, ϕ, θ

′)

= −r(sin θn−2)
n−2 detPn−1(r, ϕ, θ

′).

Induktiv folgt nun wegen detP ′
3(r, ϕ, θ) = −r2 sin θ, dass

detP ′
n(r, ϕ, θ) = (−1)nrn−1(sin θn−2)

n−2(sin θn−3)
n−3 · . . . · (sin θ1).

Diskutieren Sie als Übung zunä
hst für n = 3 und dann im allgemeinen Fall,

wel
he Nullmengen man aus [0, ∞) × [0, 2π] × [0, π]n−2
bzw. aus dem Rn

her-

auss
hneiden muss, damit die Eins
hränkung von Pn ein Di�eomophismus wird.

Als eine Anwendung bere
hnen wir Integrale über rotationssymmetris
he Funk-

tionen auf Kugels
halen.
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Satz 4.13 Sei I ⊆ [0, ∞) ein Intervall, K(I) := {x ∈ Rn : ‖x‖2 ∈ I} die zuge-

hörige Kugels
hale und h : I → R eine messbare Funktion. Dann ist die Funktion

H : K(I) → R, x 7→ h(‖x‖2) genau dann integrierbar, wenn die Funktion I → R,
r 7→ rn−1h(r) integrierbar ist. In diesem Fall gilt

∫

K(I)

H dλn = ncn

∫

I

h(r)rn−1 dr,

wobei cn für das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel steht.

Beweis. Wir benutzen sphäris
he Polarkoordinaten im Rn
und bea
hten, dass

K(I) = Pn(I × [0, 2π] × [0, π]n−2) ist. Da die Transformation Pn auÿerhalb ge-

wisser Nullmengen ein Di�eomorphismus ist, erhalten wir mit der Transformati-

onsformel

∫

K(I)

Hdλn

=

∫

I

∫ 2π

0

∫ π

0

. . .

∫ π

0

H(Pn(r, ϕ, θ)) |detP ′
n(r, ϕ, θ)| dθ1 . . . dθn−2dϕdr

=

∫

I

∫ 2π

0

∫ π

0

. . .

∫ π

0

h(r)rn−1(sin θn−2)
n−2(sin θn−3)

n−3 . . .

. . . (sin θ1)dθ1 . . . dθn−2dϕdr (4.22)

= 2π

∫

I

h(r)rn−1 dr

∫ π

0

(sin θn−2)
n−2 dθn−2 · . . . ·

∫ π

0

sin θ1 dθ1.

Um die Integrale über die θj ni
ht explizit bere
hnen zu müssen, erinnern wir

daran, dass das Integral

∫
K(I)

H dλn für I = [0, 1] und H ≡ 1 gerade das Volumen

der n-dimensionalen Einheitskugel liefert. Es ist also

cn = 2π

∫ 1

0

rn−1 dr

∫ π

0

(sin θn−2)
n−2 dθn−2 · . . . ·

∫ π

0

sin θ1 dθ1

=
2π

n

∫ π

0

(sin θn−2)
n−2 dθn−2 · . . . ·

∫ π

0

sin θ1 dθ1. (4.23)

Ein Verglei
h von (4.22) und (4.23) zeigt nun, dass

∫

K(I)

H dλn =

∫

K(I)

h(‖x‖) dλn(x) = ncn

∫

I

h(r)rn−1 dr,

wobei die Aussage über die Existenz der Integrale ebenfalls aus Satz 4.6 folgt.
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5 Lp-Räume

In diesem Abs
hnitt sei (X, S, µ) ein Maÿraum, und K steht für R oder C. Die
Menge der messbaren Funktionen von X na
h K bezei
hnen wir mit L0(X ; K)
oder kurz mit L0

. Integrale über komplexwertige Funktionen haben wir in Ab-

s
hnitt 2.2 erklärt.

5.1 Die Räume Lp
, p <∞

Für f ∈ L0(X ; K) und p ∈ (0,∞) sei

‖f‖p :=
(∫

X

|f |p dµ
)1/p

und

Lp := Lp(X ; K) := {f ∈ L0(X ; K) : ‖f‖p <∞}.
Funktionen in Lp heiÿen p-integrierbar. Man bea
hte, dass wir zwar die Norm-

s
hreibweise benutzen, ‖ · ‖p aber keine Norm auf Lp ist! Für f ∈ L0
und

p ∈ (0, ∞) ist nämli
h ‖f‖p = 0 genau dann, wenn f = 0 µ-fast überall, wie
die folgenden Äquivalenzen zeigen:

‖f‖p = 0 ⇔
∫

X

|f |p dµ = 0 ⇔ |f |p = 0 f.ü. ⇔ f = 0 f.ü.

O�enbar gilt aber für alle α ∈ K

‖αf‖p = |α| · ‖f‖p.

Für weitere Eigens
haften der Lp-Räume benötigen wir einige elementare Unglei-


hungen (Übung).

Lemma 5.1 Seien a, b ≥ 0.

(a) (Youngs
he Unglei
hung) Für alle p, q ∈ (1, ∞) mit p−1 + q−1 = 1 ist

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

(b) Für p ≥ 1 gilt (a + b)p ≤ 2p−1(ap + bp).

(c) Für p ∈ (0, 1) gilt (a+ b)p ≤ ap + bp.

Glei
hheit gilt in (a) genau dann, wenn ap = bq, in (b) genau dann, wenn p = 1
oder a = b, und in (c) genau dann, wenn a = 0 oder b = 0.

Satz 5.2 Für p ∈ [0, ∞) ist Lp(X ; K) ein Vektorraum.
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Beweis. Für p = 0 ist dies Satz 1.20. Für p ≥ 1 und f, g ∈ Lp erhalten wir mit

Lemma 5.1 (b)
∫

X

|f + g|p dµ ≤
∫

X

(|f |+ |g|)p dµ ≤
∫

X

2p−1|f |p dµ+

∫

X

2p−1|g|p dµ <∞,

also f + g ∈ Lp. S
hlieÿli
h ist für 0 < p < 1 und f, g ∈ Lp wegen Lemma 5.1 (c)
∫

X

|f + g|p dµ ≤
∫

X

(|f |+ |g|)p dµ ≤
∫

X

|f |p dµ+

∫

X

|g|p dµ <∞,

also ebenfalls f + g ∈ Lp.
Satz 5.3 (Hölder-Unglei
hung.) (a) Seien p, q, r ∈ (0, ∞) mit p−1 + q−1 =
r−1

. Dann gilt für alle f, g ∈ L0
die Unglei
hung

‖fg‖r ≤ ‖f‖p · ‖g‖q.
(b) Seien p, q ∈ (1, ∞) mit p−1 + q−1 = 1. Für f ∈ Lp und g ∈ Lq ist dann

fg ∈ L1
und ‖fg‖1 ≤ ‖f‖p‖g‖q.

Beweis. Aussage (b) ist ein Spezialfall von (a). Wir zeigen daher nur (a).
Na
h Satz 1.20 ist fg messbar, d.h. fg ∈ L0

. Gilt ‖f‖p = 0 oder ‖g‖q = 0, so
ist fg = 0 fast überall, und die Aussage (a) ist ri
htig. Sind ‖f‖p, ‖g‖q > 0 und

ist einer dieser Werte glei
h ∞, so ist die Aussage ebenfalls trivial (da re
hts ∞
steht). Seien also ‖f‖p, ‖g‖q ∈ (0, ∞). Wir setzen F := f/‖f‖p und G := g/‖g‖q.
Anwenden der Youngs
hen Unglei
hung in jedem Punkt x ∈ X und ans
hlieÿende

Integration ergeben

∫

X

|f(x)g(x)|r
‖f‖rp ‖g‖rq

dµ =

∫

X

|F (x)G(x)|r dµ

≤
∫

X

r

p
|F (x)|rp/r dµ+

∫

X

r

q
|G(x)|rq/r dµ =

r

p
+
r

q
= 1,

woraus die Behauptung lei
ht folgt.

Satz 5.4 (Minkowski-Unglei
hung.) Für p ∈ [1, ∞) und f, g ∈ Lp ist
‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.

Beweis. Es sei q der Hölger-konjugierte Index zu p, d. h. p−1 + q−1 = 1. Mit

Dreie
ks- und Hölder-Unglei
hung erhalten wir

‖f + g‖pp ≤
∫

X

|f | · |f + g|p−1 dµ+

∫

X

|g| · |f + g|p−1 dµ

≤ ‖f‖p · ‖(f + g)p−1‖q + ‖g‖p · ‖(f + g)p−1‖q
= (‖f‖p + ‖g‖p) · ‖f + g‖p/qp .

Wegen p − p/q = 1 folgt die Behauptung dur
h Division dur
h ‖f + g‖p/qp (für

‖f + g‖p = 0 ist die Behauptung o�ensi
htli
h ri
htig).
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Satz 5.5 Für p ∈ (0, 1) und f, g ∈ Lp ist

‖f + g‖pp ≤ ‖f‖pp + ‖g‖pp.

Dies folgt wie im Beweis von Theorem 5.2 sofort aus Lemma 5.1 (c).

Satz 5.6 (Ts
hebys
he�-Unglei
hung) Sei p ∈ [1,∞), f ∈ Lp und α > 0.
Dann gilt

µ
({
x ∈ X : |f(x)| > α

})
≤ 1

αp
‖f‖pp.

Beweis. Es ist

‖f‖pp =

∫

X

|f |p dµ ≥
∫

{x∈X:|f(x)|>α}
|f |p dµ ≥

∫

{x∈X:|f(x)|>α}
αp dµ

= αpµ
({
x ∈ X : |f(x)| > α

})
,

woraus die Behauptung folgt.

Eine Folge (fn) in Lp nennen wir eine Cau
hy-Folge, wenn für jedes ε > 0 ein N
existiert so, dass ‖fn − fm‖p < ε für alle m, n ≥ N (das ist insofern ni
ht die

übli
he De�nition, als ‖.‖p keine Norm ist).

Satz 5.7 Für jede Cau
hy-Folge (fn) in Lp gibt es eine Teilfolge (fnk
) und eine

Funktion f ∈ Lp so, dass

fnk
(x) → f(x) für µ-fast alle x ∈ X

und

‖fnk
− f‖p → 0 für k → ∞.

Beweis. Wir beweisen die Aussage nur für p ≥ 1; der Beweis für p ∈ (0, 1)
verläuft ähnli
h. Sei (fn) ⊆ Lp eine Cau
hyfolge. Zu εk := 2−k wählen wir nk ∈ N
so, dass ‖fn − fm‖p ≤ 2−k für n, m ≥ nk und nk+1 > nk. Die Teilfolge (fnk

) hat
dann die Eigens
haft

‖fnk+1
− fnk

‖p ≤ 2−k für alle k ∈ N.

Wir setzen gk := fnk+1
− fnk

, GN :=
∑N

j=1 |gj| und G :=
∑∞

j=1 |gj|. Dann ist

‖GN‖p ≤
N∑

j=1

‖gj‖p ≤
∞∑

j=1

‖gj‖p ≤ 1.

Da die Gp
N monoton wa
hsen und von unten punktweise gegen Gp

konvergieren,

folgt mit Satz 2.11 (Monotone Konvergenz) dass

∫

X

Gp dµ = lim
N→∞

∫

X

Gp
N dµ ≤ 1.
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Es ist also G ∈ Lp und somit

G(x) =

∞∑

j=1

|gj(x)| <∞ µ-fast überall.

Insbesondere konvergiert die Reihe

F (x) :=

∞∑

j=1

gj(x) für µ-fast alle x ∈ X.

Aus |F (x)| ≤ G(x) folgt weiter F ∈ Lp. Ferner ist

|F − fnk
+ fn1 |p =

∣∣∣∣∣F −
k−1∑

j=1

gj

∣∣∣∣∣

p

≤ (2G)p ∈ L1.

Mit Satz 2.15 (Majorisierte Konvergenz) erhalten wir hieraus

‖F − fnk
+ fn1‖pp =

∥∥∥∥∥F −
k−1∑

j=1

gj

∥∥∥∥∥

p

p

=

∫

X

∣∣∣∣∣F −
k−1∑

j=1

gj

∣∣∣∣∣

p

dµ→ 0

für k → ∞. Mit f(x) := F (x) + fn1(x) folgt die Behauptung.

Satz 5.8 (Riesz-Fis
her) Sei p ∈ (0, ∞) und fn ∈ Lp. Folgende Aussagen sind

äquivalent:

(a) (fn) ist eine Cau
hy-Folge in Lp.
(b) Es gibt ein f ∈ Lp mit ‖fn − f‖p → 0 für n→ ∞.

Beweis. (Wieder nur für p ≥ 1.) (b) ⇒ (a) ist die triviale Implikation: Es ist ja

‖fn − fm‖p ≤ ‖fn − f‖p + ‖f − fm‖p.

(a) ⇒ (b) Sei (fn) eine Cau
hyfolge in Lp. Na
h Satz 5.7 gibt es eine Teilfolge

(fnk
) und ein f ∈ Lp mit ‖fnk

− f‖p → 0. Zu gegebenem ε > 0 wählen wir n0 so,

dass ‖fn−fm‖p < ε/2 für m, n ≥ n0 und dann nk ≥ n0 so, dass ‖fnk
−f‖p < ε/2.

Dann ist

‖fn − f‖p ≤ ‖fn − fnk
‖p + ‖fnk

− f‖p < ε

für alle n ≥ n0.

5.2 Der Raum L∞

Eine messbare Funktion f : X → K heiÿt wesentli
h bes
hränkt, falls ein c ≥ 0
mit µ({x ∈ X : |f(x)| > c}) = 0 existiert, d.h., falls |f | ≤ c fast überall. Für jede
sol
he Funktion de�nieren wir

‖f‖∞ := inf{c ≥ 0 : µ({x ∈ X : |f(x)| > c}) = 0}.
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Ist f ni
ht wesentli
h bes
hränkt, so setzen wir ‖f‖∞ := ∞. Die Menge aller

wesentli
h bes
hränkten Funktionen bezei
hnen wir mit L∞(X ; K) oder kurz

L∞
. Der folgende Satz fasst wi
htige Eigens
haften von L∞

zusammen.

Satz 5.9 (a) Es ist |f | ≤ ‖f‖∞ µ-fast überall.

(b) Es ist |f | ≤ c fast überall genau dann, wenn ‖f‖∞ ≤ c. Insbesondere ist

‖f‖∞ = 0 genau dann, wenn f = 0 fast überall.

(c) L∞
ist ein Vektorraum, und ‖.‖∞ ist eine Halbnorm auf L∞

.

(d) Für Folgen (fn), (gm) in L∞
sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(d1) ‖fn − gm‖∞ → 0 für m, n→ ∞.

(d2) Es gibt eine µ-Nullmenge N ∈ S, so dass

|fn(x)− gm(x)| → 0 für m, n→ ∞ glei
hmäÿig für x ∈ X \N.

(e) Für Folgen (fn) in L∞
sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(e1) ‖fn − fm‖∞ → 0 für m, n→ ∞.

(e2) Es gibt ein f ∈ L∞
, so dass ‖fn − f‖∞ → 0 für n→ ∞.

Beweis. (a) Für

A := {x ∈ X : |f(x)| > ‖f‖∞} und An := {x ∈ X : |f(x)| > ‖f‖∞ + 1/n}

ist A = ∪nAn, An ⊆ An+1 und µ(An) = 0 für alle n. Somit ist µ(A) = 0 na
h

Lemma 1.24 (c), d.h. es ist |f | ≤ ‖f‖∞ fast überall.

(b) Ist |f | ≤ c fast überall, so ist ‖f‖∞ ≤ c na
h De�nition. Die umgekehrte

Implikation folgt aus Aussage (a), und die zweite Aussage von (b) folgt sofort aus
der ersten.

(c) Für beliebige f, g ∈ L∞
gilt wegen (a)

|f + g| ≤ |f |+ |g| ≤ ‖f‖∞ + ‖g‖∞ <∞

fast überall. Hieraus folgt f + g ∈ L∞
und ‖f + g‖∞ ≤ ‖f‖∞ + ‖g‖∞. Weiter sei

α ∈ K \ {0}. Wieder wegen (a) ist dann

|αf | = |α| · |f | ≤ |α| · ‖f‖∞ f.ü. und daher ‖αf‖∞ ≤ |α| ‖f‖∞,

was

‖f‖∞ = ‖α−1αf‖∞ ≤ |α−1| · ‖αf‖∞, also |α| ‖f‖∞ ≤ ‖αf‖∞
na
h si
h zieht. Somit ist ‖αf‖∞ = |α| ‖f‖∞ für alle α 6= 0. Für α = 0 ist dies

ebenfalls ri
htig.

(d) (d1) ⇒ (d2): Für jedes Paar m, n ∈ N gibt es eine µ-Nullmenge Nm,n so, dass

|fn(x)− gm(x)| ≤ ‖fn − gm‖∞ für alle x ∈ X \Nm,n.
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Dann ist N := ∪m,n∈NNn,m ebenfalls eine µ-Nullmenge, und es ist

|fn(x)− gm(x)| ≤ ‖fn − gm‖∞ für alle x ∈ X \N und alle m, n.

Sei nun ε > 0. Na
h Voraussetzung gibt es ein n0 so, dass ‖fn − gm‖∞ ≤ ε für

alle m, n ≥ n0. Dann ist aber au
h

|fn(x)− gm(x)| ≤ ‖fn − gm‖∞ ≤ ε für alle x ∈ X \N

und für alle m, n ≥ n0, d.h. (d2) ist erfüllt. Die umgekehrte Implikation ist klar.

(e) Die Implikation (e2) ⇒ (e1) folgt wie in Satz 5.8. Für (e1) ⇒ (e2) setzen wir

gm := fm und verwenden Aussage (d). Diese liefert eine Nullmenge N mit

|fn(x)− fm(x)| → 0 glei
hmäÿig auf X \N für m, n→ ∞.

Für jedes x ∈ X \ N ist also (fn(x)) eine Cau
hyfolge in K, deren Grenzwert

wir f(x) nennen. Für x ∈ N setzen wir f(x) := 0. Dann ist f als Grenzwert

messbarer Funktionen ebenfalls messbar. Es verbleibt zu zeigen, dass f wesentli
h

bes
hränkt ist. Für jedes ε > 0 gibt es ein n0 so, dass für x ∈ X \N

|fn(x)− fm(x)| ≤ ‖fn − fm‖∞ ≤ ε

falls m, n ≥ n0. Grenzübergang m→ ∞ liefert

|fn(x)− f(x)| ≤ ε für alle x ∈ X \N

und für n ≥ n0, d.h. es gilt ‖f − fn‖∞ → 0. Aus

|f | ≤ |f − fn0|+ |fn0| ≤ ε+ ‖fn0‖∞ <∞

folgt s
hlieÿli
h f ∈ L∞
.

Die folgende Abs
hätzung ergibt si
h unmittelbar aus Satz 5.9 (a).

Satz 5.10 Für f ∈ L1
und g ∈ L∞

gilt

‖f · g‖1 ≤ ‖f‖1 · ‖g‖∞.

5.3 Die Lp
-Räume

Wir haben bereits vermerkt, dass ‖ · ‖p keine Norm auf Lp ist: Für f ∈ Lp ist

‖f‖p = 0 genau dann, wenn f = 0 µ-fast überall (und ni
ht genau dann, wenn

f = 0). Um dieses Problem zu beheben, mö
hten wir Funktionen identi�zieren,

die fast überall glei
h sind. Dazu führen wir eine Relation ∼ auf L0
ein: es ist

f ∼ g genau dann, wenn f = g fast überall. Es ist lei
ht zu zeigen, dass ∼
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eine Äquivalenzrelation ist. Die Äquivalenzklasse von f ∈ L0
bezei
hnen wir

vorübergehend mit [f ], d.h. es ist

[f ] := {g ∈ L0 : f ∼ g},
und für p ∈ [0, ∞] setzen wir Lp := Lp/ ∼, d.h. die Elemente von

Lp := Lp(X ; K) := {[f ] : f ∈ Lp(X ;K)}
sind Äquivalenzklassen von Funktionen aus Lp.

Wir ma
hen Lp zu einem normierten Raum. Dazu erklären wir für f, g ∈
Lp(X ; K) und α ∈ K die Summe und skalare Multiplikation dur
h

[f ] + α[g] := [f + αg].

Es ist lei
ht zu sehen, dass diese Operationen wohlde�niert sind, d.h. [f ] + α[g]
hängt ni
ht von der Wahl der Repräsentanten f , g der Nebenklassen [f ] und [g]
ab. Das ma
ht Lp zu einem Vektorraum. Für [f ] ∈ Lp und p ∈ (0, ∞] setzen wir

weiter

‖[f ]‖p := ‖f‖p.
Da je zwei Repräsentanten von [f ] fast überall glei
h sind, ist ‖[f ]‖p nur von [f ]
und ni
ht von f abhängig.

Anmerkung 1. Mit dem Begri� des Quotientenraumes kann man obige De�ni-

tionen wie folgt interpretieren. Es ist

N (µ) := {f : f = 0 µ-fast überall}
ein Unterraum von allen Lp. Für p ∈ [0, ∞] ist Lp dann der Quotientenraum

Lp(X ; K) := Lp(X ; K)/N (µ), und es ist [f ] = f +N (µ).

Die Bedeutung dieser Begri�e liegt darin, dass die erhaltenen Räume vollständig

sind; insbesondere sind die Lp-Räume mit p ≥ 1 Bana
hräume. Der folgende Satz

präzisiert dies; sein Beweis folgt sofort aus den Resultaten der letzten beiden

Abs
hnitte.

Satz 5.11 (a) Für p ∈ [1, ∞] ist ‖.‖p eine Norm auf Lp, die Lp zu einem voll-

ständigen normierten Raum ma
ht.

(b) Für p ∈ (0, 1) ist d(f, g) := ‖f − g‖pp eine Metrik auf Lp, die Lp zu einem

vollständigen metris
hen Raum ma
ht.

Wi
htige Anmerkung 2. Ab sofort s
hreiben wir f statt [f ], behalten aber

im Kopf, dass f ∈ Lp für eine Äquivalenzklasse von Funktionen steht. Die No-

tation f ∈ Lp bedeutet dagegen, dass f wirkli
h eine Funktion ist, die au
h

p-integrierbar (oder wesentli
h bes
hränkt) ist.

Wir werden au
h (ni
ht ganz exakt) Ausdrü
ke wie �f ∈ Lp(R) ist stetig�

verwenden. Darunter verstehen wir Folgendes: �f ∈ Lp ist eine Äquivalenzklasse
von Funktionen (die alle in Lp liegen), und diese Äquivalenzklasse enthält eine

stetige Funktion�.
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5.4 Verglei
h von Lp
-Räumen

Wir wissen, dass ℓp ⊆ ℓr für 1 ≤ p < r ≤ ∞ und ‖x‖r ≤ ‖x‖p für x ∈ ℓp. Im
Allgemeinen gibt es aber für p < r keinen Zusammenhang zwis
hen Lp und Lr,
d.h. es ist weder Lp ⊆ Lr no
h Lp ⊇ Lr (Übung: belegen Sie das dur
h Beispiele).

Für endli
he Maÿräume lassen si
h sol
he Aussagen aber tre�en.

Satz 5.12 Sei (X, S, µ) ein endli
her Maÿraum und 0 ≤ p < r ≤ ∞. Dann ist

Lr(X ; K) ⊆ Lp(X ; K).

Beweis. Sei f ∈ Lr. Für r = ∞ folgt die Behauptung sofort aus

‖f‖pp =
∫

X

|f |p dµ ≤
∫

X

‖f‖p∞ dµ = ‖f‖p∞µ(X).

Ist r <∞ so wählen wir q so, dass 1/p = 1/r + 1/q gilt und wenden die Hölder-

Unglei
hung (Satz 5.3) auf f und g = χX an. Das ergibt ‖f‖p = ‖fχX‖p ≤
‖f‖r ‖χX‖q = ‖f‖r µ(X)1/q.

Satz 5.13 Sei (X, S, µ) ein endli
her Maÿraum. Für f ∈ L∞
ist

‖f‖∞ = lim
p→∞

‖f‖p.

Beweis. Die Aussage ist trivial, falls f = 0 fast überall oder wenn µ(X) = 0. Sei
also µ(X) > 0 und ‖f‖∞ > 0. Wegen f ∈ L∞

ist

∫

X

|f |p dµ ≤ ‖f‖p∞ µ(X), also ‖f‖p ≤ ‖f‖∞ µ(X)1/p.

Hieraus folgt

lim sup
p→∞

‖f‖p ≤ ‖f‖∞ lim
p→∞

µ(X)1/p = ‖f‖∞.

Andererseits gilt für alle 0 < α < ‖f‖∞
∫

X

|f |p dµ ≥ αpµ(x ∈ X : |f(x)| > α),

und somit wie oben lim infp→∞ ‖f‖p ≥ α. Da dies für alle α < ‖f‖∞ gilt, folgt

die Behauptung.

Satz 5.14 (Interpolationsunglei
hung) Seien p0, p1 ∈ (0, ∞], s ∈ (0, 1) und

1

ps
:=

1− s

p0
+

s

p1
.

Ist f ∈ Lp0 ∩ Lp1, so ist f ∈ Lps, und es gilt die Interpolationsunglei
hung

‖f‖ps ≤ ‖f‖1−sp0 ‖f‖sp1.
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Beweis. Für g := |f |(1−s)ps und h := |f |sps ist g ∈ L
p0

(1−s)ps
und h ∈ L

p1
sps

sowie

gh = |f |(1−s)ps+sps = |f |ps.

Hieraus folgt wegen

(1−s)ps
p0

+ sps
p1

= ps(
1−s
p0

+ s
p1
) = 1

‖f‖psps = ‖gh‖1 ≤ ‖g‖ p0
(1−s)ps

· ‖h‖ p1
sps

= ‖f‖(1−s)psp0
· ‖f‖spsp1

unter Verwendung der Hölder-Unglei
hung.

Satz 5.15 Sei p ∈ [1, ∞]. Dann lässt si
h jedes f ∈ Lp zerlegen in f = g + h
mit h ∈ L1

und g ∈ L∞
.

Beweis. Die Aussage ist trivial für p = ∞. Sei also p < ∞ und f ∈ Lp. Sei
A := {x ∈ X : |f | ≥ 1}. Dann ist o�enbar g := χX\Af ∈ L∞

, und für h := χAf
folgt aus ∫

X

|h| dµ =

∫

A

|f | dµ ≤
∫

A

|f |p dµ ≤
∫

X

|f |p dµ <∞,

dass h ∈ L1
. O�enbar ist f = g + h.

5.5 Bere
hnung der Lp
-Norm

Hier stellen wir einige Aussagen zur Lp-Norm zusammen.

Satz 5.16 Seien (X, S, µ) σ-endli
h, p ∈ [1, ∞] und p, q konjugierte Exponen-
ten, d.h. 1/p+ 1/q = 1. Für jedes f ∈ Lp ist dann

‖f‖p = sup

{∣∣∣∣
∫

X

fg dµ

∣∣∣∣ : g ∈ Lq, ‖g‖q ≤ 1

}

= sup

{∣∣∣∣
∫

X

fg dµ

∣∣∣∣ : g ∈ Lq, ‖g‖q ≤ 1

}

= sup

{∫

X

|fg| dµ : g ∈ Lq, ‖g‖q ≤ 1

}
.

Beweis. Für ‖f‖p = 0 ist die Behauptung trivial. Sei also ‖f‖p > 0. Wir bezei
h-

nen die drei Suprema der Reihe na
h mit S1, S2 und S3. O�enbar ist S1 = S2

und S1 ≤ S3 wegen der Dreie
ksunglei
hung. Ist g ∈ Lq und ‖g‖q ≤ 1, so liefert

die Hölder-Unglei
hung

∫

X

|fg| dµ = ‖fg‖1 ≤ ‖f‖p · ‖g‖q ≤ ‖f‖p.

Es ist also stets S3 ≤ ‖f‖p. Zum Beweis der no
h ausstehenden Unglei
hung

‖f‖p ≤ S1 unters
heiden wir drei Fälle.

81



Fall 1: Für p = 1 betra
hten wir die Funktion

g(x) :=

{
f(x)
|f |(x) falls f(x) 6= 0,

0 sonst.

Für diese ist ‖g‖∞ ≤ 1 und

∫

X

fg dµ =

∫

X

|f | dµ = ‖f‖1.

Hieraus folgt ‖f‖1 ≤ S1.

Fall 2: Für 1 < p <∞ und f ∈ Lp mit ‖f‖p = 1 setzen wir

g(x) :=

{
f(x)
|f |(x) |f(x)|p−1

falls f(x) 6= 0,

0 sonst.

Dann ist ∫

X

|g|q dµ =

∫

X

|f |(p−1)q dµ =

∫

X

|f |p dµ = 1,

also ‖g‖q = 1, und ∫

X

fg dµ =

∫

X

|f |p dµ = 1.

Somit ist für diese f wieder S1 ≥ ‖f‖p = 1. Für allgemeines f ∈ Lp kann man

dur
h Umskalieren mit ‖f‖p die gewüns
hte Unglei
hung beweisen.

Fall 3: S
hlieÿli
h betra
hten wir p = ∞. Sei 0 < α < ‖f‖∞. Wegen der σ-
Endli
hkeit gibt es ein A ∈ S mit 0 < µ(A) < ∞ und |f(x)| ≥ α für x ∈ A. Die
Funktion

g(x) :=

{
f(x)
|f |(x)

1
µ(A)

falls x ∈ A,

0 sonst

ist integrierbar, und es ist ‖g‖1 = 1. Ferner gilt

∫

X

fg dµ =
1

µ(A)

∫

A

|f | dµ ≥ α.

Dies zeigt, dass S1 ≥ α und folgli
h S1 ≥ ‖f‖∞.
Anmerkung.

⋄
Die Glei
hheit

(∫

X

|f |pdµ
)1/p

= sup

{∫

X

|fg| dµ : g ∈ Lq, ‖g‖q ≤ 1

}
=: S

gilt au
h, wenn die linke Seite +∞ ist.

82



Beweis. Sei r > 0. Wegen der σ-Endli
hkeit existiert ein A ∈ S mit µ(A) < ∞
und ∫

A

|f |p dµ > r + 1.

Für m ∈ N sei Bm := {x ∈ A : |f(x)| ≤ m}. Die Folge (Bm) wä
hst monoton,

und es ist ∪m∈NBm = A. Für das Maÿ

ϕ(C) :=

∫

C

|f |p dµ

gilt daher ϕ(Bm) ր ϕ(A). Insbesondere gibt es ein m ∈ N mit

∞ >

∫

Bm

|f |p dµ > r.

Wegen f ∈ Lp(Bm; K) gibt es (wie oben gezeigt) ein g ∈ Lq(Bm; K) mit

∫

Bm

fg dµ =

∫

Bm

|f |p dµ ≥ r.

Die Funktion

G(x) :=

{
g(x) falls x ∈ Bm,

0 sonst.

gehört dann zu Lq, und

∫

X

fg dµ =

∫

Bm

fg dµ ≥ r.

Dies zeigt S ≥ r, also S = ∞.

Satz 5.17 Sei f ∈ L0
und p ∈ [1,∞). Dann ist f ∈ Lp genau dann, wenn

p

∫

[0,∞]

tp−1µ({x ∈ X : |f(x)| > t}) dt <∞.

In diesem Fall ist der Term auf der linken Seite der Unglei
hung glei
h ‖f‖pp.

Beweisidee. Beide Aussagen implizieren, dass f auÿerhalb einer σ-endli
hen
Menge vers
hwindet. Wir bes
hränken uns daher von vornherein auf den Fall,

dass X σ-endli
h ist.

Sei zunä
hst p = 1 und f ∈ Lp. Wir betra
hten das Produktmaÿ µ⊗ λ1 und
die Menge

M := {(x, t) ∈ X × R : 0 ≤ t ≤ |f(x)|}.

83



Na
h dem Satz von Fubini ist

‖f‖1 =

∫

X

|f | dµ = (µ⊗ λ)(M) =

∫

X×R

χM d(µ⊗ λ)

=

∫

R

∫

X

χM(x, t) dµ(x)dλ(t)

=

∫

[0,∞]

µ({x ∈ X : |f(x)| ≥ t}) dt.

Wir zeigen, dass die Unglei
hung

µ({x ∈ X : |f(x)| = t}) > 0 (5.1)

nur für hö
hstens abzählbar viele t ∈ [0, ∞] gelten kann. Da jede abzählbare

Teilmenge von R eine Lebesgue-Nullmenge ist, erhalten wir hieraus

∫

[0,∞]

µ({x ∈ X : |f(x)| > t}) dt =
∫

[0,∞]

µ({x ∈ X : |f(x)| ≥ t}) dt = ‖f‖1,

also die Behauptung. Angenommen, (5.1) gelte für überabzählbar viele t. Dann
�ndet man n, k ∈ N derart, dass

µ({x ∈ X : |f(x)| = t}) > 1/n

für unendli
h viele t ≥ 1/k. Dies steht aber im Widerspru
h zu ‖f‖1 <∞.

Umgekehrt nehmen wir nun an, dass

∫
[0,∞]

µ({x ∈ X : |f(x)| > t}) dt <∞. Dann

ist µ({x ∈ X : |f(x)| > t}) <∞ für alle t > 0. Wir setzen

An := {x ∈ X : 1/n < |f(x)| ≤ n}.

Dann ist µ(An) <∞ und fn := fχAn bes
hränkt, also fn ∈ L1
. Na
h dem s
hon

bewiesenen Teil gilt somit

∫

X

|fn| dµ =

∫

[0,∞]

µ({x ∈ X : |fn(x)| > t}) dt

≤
∫

[0,∞]

µ({x ∈ X : |f(x)| > t}) dt <∞.

Wegen |fn| ր |f | liefert der Satz von der monotoner Konvergenz, dass

∫

X

|f | dµ = lim
n→∞

∫

X

|fn| dµ ≤
∫

[0,∞]

µ({x ∈ X : |f(x)| > t}) dt <∞.

Dies zeigt, dass f ∈ L1
.
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S
hlieÿli
h betra
hten wir den Fall p > 1. Aus dem bereits Gezeigten folgt

na
h Substitution t := sp

‖f‖pp =

∫

X

|f |p dµ =

∫

[0,∞]

µ({x ∈ X : |f(x)|p > t}) dt

=

∫

[0,∞]

psp−1

︸ ︷︷ ︸
Ja
obi-Det.

µ({x ∈ X : |f(x)|p > sp}) ds

=

∫

[0,∞]

psp−1µ({x ∈ X : |f(x)| > s}) ds.

5.6 Di
hte Teilmengen in Lp

Oft mö
hte man Lp-Funktionen dur
h einfa
here Funktionen approximieren. Die

folgenden Sätze liefern dafür die Grundlage.

Satz 5.18 Sei (X, S, µ) ein Maÿraum. Dann liegen für jedes p ∈ [1,∞] die Lp-
Stufenfunktionen di
ht in Lp, d.h. für jedes f ∈ Lp und für jedes ε > 0 gibt es

eine Stufenfunktion g ∈ Lp mit ‖f − g‖p ≤ ε.

Beweis. Die Behauptung ist trivial für die Nullfunktion, und für p = ∞ folgt

sie aus dem Approximationssatz 2.2: Jede bes
hränkte messbare Funktion kann

glei
hmäÿig dur
h Stufenfunktionen approximiert werden. Wir können daher an-

nehmen, dass p ∈ [1, ∞) und ‖f‖p > 0. Für n ∈ N sei

An := {x ∈ X : 1/n ≤ |f(x)|p ≤ n} (∈ S).

Die An bilden eine monoton wa
hsende Folge, und es ist

⋃

n∈N
An = {x ∈ X : 0 < |f(x)|p <∞} =: A.

Mit dem Satz von der monotoner Konvergenz bekommen wir

∫

An

|f |p dµ =

∫

X

|χAnf |p dµր
∫

X

|χAf |p dµ =

∫

A

|f |p dµ =

∫

X

|f |p dµ,

also

∫
X\An

|f |p dµ → 0. Sei nun ε > 0 beliebig vorgegeben. Für ein hinrei
hend

groÿes n ∈ N ist dann µ(An) > 0 und ‖f − fχAn‖p ≤ ε/2. Wegen f ∈ Lp ist

au
h µ(An) < ∞. Weiter: da die Funktion fχAn bes
hränkt ist, �nden wir eine

Stufenfunktion g : X → C mit

‖fχAn − gχAn‖∞ ≤ ε

2µ(An)1/p
.
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Wählen wir auÿerdem g = 0 auÿerhalb von An, so liegt wegen µ(An) < ∞ die

Funktion g in Lp. Aus der Abs
hätzung

‖f − g‖p ≤ ‖f − fχAn‖p + ‖fχAn − gχAn‖p ≤
ε

2
+

(∫

An

|f − g|p dµ
)1/p

≤ ε

2
+ µ(An)

1/p ‖fχAn − gχAn‖∞ ≤ ε

2
+
ε

2
= ε

folgt dann die Behauptung.

Für jede stetige Funktion f : Rn → C de�nieren wir ihren Träger dur
h

supp f := {x ∈ Rn : f(x) 6= 0},

und wir s
hreiben Cc(R
n; C) für die Menge aller stetigen Funktionen f : Rn → C

mit kompaktem Träger.

Für jede Funktion f ∈ L1
loc(R

n; C) (d.h. es ist f ∈ L0(Rn) und für jede

kompakte Menge K ⊆ Rn
gilt

∫
K
|f(x)| dx < ∞) de�nieren wir ihren Träger

dur
h

supp f := Rn \
(⋃

{G : G o�en und f = 0 fast überall in G}
)
,

O�enbar ist der Träger von f eine abges
hlossene Teilmenge von Rn
.

Satz 5.19 Wir betra
hten den Lebesgues
hen Maÿraum (Rn, L(Rn), λn). Für je-
des p ∈ [1, ∞) liegt Cc(Rn) di
ht in Lp(Rn), d.h. für jedes f ∈ Ln und für jedes

ε > 0 gibt es ein h ∈ Cc(Rn) mit ‖f − h‖p ≤ ε.

Beweis. Für die Nullfunktion ist die Behauptung wieder trivial. Sei also ‖f‖p > 0
und ε > 0. Wie nunmehr bereits gewohnt s
hneiden wir f ab und betra
hten die

Mengen Ak := {x ∈ Rn : ‖x‖2 < k und |f(x)| ≤ k}. Für ein hinrei
hend groÿes

k ∈ N ist dann

λn(Ak) > 0 und ‖f − fχAk
‖p < ε/2.

Der Vorteil ist, dass fχAk
bes
hränkt ist und einen kompakten Träger hat. Satz

3.20 (Luzin) liefert daher eine abges
hlossene Menge F ⊆ Ak derart, dass f |F :
F → C stetig ist und λn(Ak \ F ) ≤ εp(8k)−p.

Weiter: auf Grund der Regularität von Rn
�nden wir eine o�ene Menge G mit

Ak ⊆ G ⊆ B(0, k) und λn(G \ F ) < εp(4k)−p. Nun benötigen wir einen Import

aus der Topologie: Der Ausdehnungssatz von Tietze besagt, dass es eine stetige

Funktion h : Rn → C mit folgenden Eigens
haften gibt:

h(x) = f(x) für x ∈ F, h(x) = 0 für x ∈ Rn \G,

und

‖h‖∞ ≤ sup
x∈F

|f(x)| ≤ k.
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Wegen supp h ⊆ B(0, k) ist h ∈ Cc(Rn), und wegen

‖f − h‖p ≤ ‖f − fχAk
‖p + ‖fχAk

− h‖p ≤
ε

2
+

(∫

Rn

|fχAk
− h|p dλn

)1/p

=
ε

2
+

(∫

G\F
|fχAk

− h|p dλn +
∫

F

|fχAk
− h|p dλn

)1/p

=
ε

2
+

(∫

G\F
|fχAk

− h|p dλn
)1/p

≤ ε

2
+ λn(G \ F )1/p 2k

≤ ε

2
+
ε

2
= ε

ist h die gesu
hte Funktion.

5.7 Der Lebesgues
he Di�erentiationssatz

⋄

In diesem Abs
hnitt arbeiten wir im Lebesgues
hen Maÿraum (Rn, L(Rn), λn).
Für stetige Funktionen f : Rn → R gilt für jedes x ∈ Rn

lim
r→0

1

λn(B(x, r))

∫

B(x,r)

f dλn = f(x), (5.2)

d.h. die Mittelwerte der Funktion konvergieren bei s
hrumpfender Kugel, über

die gemittelt wird, gegen den Funktionswert im Kugelmittelpunkt. Dieser E�ekt

ist uns besonders im Eindimensionalen bekannt. Dort kennen Sie ihn als

f(x) = lim
h→0

1

h

∫ x+h

x

f(y) dy = lim
h→0

1

h

(∫ x+h

0

f(y) dy −
∫ x

0

f(y) dy
)

= lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h
= F ′(x), (5.3)

für eine Stammfunktion F einer stetigen Funktion f : R → R.

Das Ziel dieses Abs
hnitts ist, den folgenden Satz zu beweisen, der besagt, dass

für integrable Funktionen die Glei
hheit in (5.2) zumindest fast überall ri
htig

ist. Der Name des Satzes erklärt si
h über den Zusammenhang in (5.3).

Satz 5.20 (Lebesgues
her Di�erentiationssatz) Sei f ∈ L1(Rn). Dann gilt

für fast alle x ∈ Rn

lim
r→0

1

λn(B(x, r))

∫

B(x,r)

f dλn = f(x). (5.4)

Zum Beweis dieses Satzes benötigen wir einige Vorbereitungen.
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De�nition 5.21 Für x ∈ Rn
sei Bx die Menge aller o�enen Kugeln in Rn

, die

x enthalten. Für f ∈ L1(Rn) heiÿt

Mf(x) := sup
B∈Bx

1

λn(B)

∫

B

|f | dλn

die Hardy-Littlewood-Maximalfunktion (oder kurz die Maximalfunktion) von f .

Wir sammeln ein paar Eigens
haften dieser Maximalfunktion.

Satz 5.22 Sei f ∈ L1(Rn). Dann ist Mf : Rn → R messbar, es gilt Mf < ∞
fast überall, und für jedes α > 0 ist

λn
(
{x ∈ Rn :Mf(x) > α}

)
≤ 3n

α
‖f‖L1(Rn). (5.5)

Der Beweis dieses Satzes stützt si
h auf das folgende geometris
he Lemma, wel-


hes wir hier ohne Beweis verwenden wollen (bzw. dessen Beweis als Übungsauf-

gabe verbleibt).

Lemma 5.23 Es seien N ∈ N und B1, B2, . . . , BN Kugeln in Rn
. Dann existiert

ein k ∈ {1, 2, . . . , N} und eine Auswahl Bi1 , Bi2, . . . , Bik obiger Kugeln, so dass

diese paarweise disjunkt sind und

λn

( N⋃

ℓ=1

Bℓ

)
≤ 3n

k∑

j=1

λn(Bij )

gilt.

Beweis von Satz 5.22. Für den Na
hweis, dass Mf messbar ist, genügt es zu

zeigen, dass für jedes α > 0 die Menge

Eα := {x ∈ Rn :Mf(x) > α} = (Mf)−1((α,∞])

o�en ist (warum?). Dazu sei α > 0 und x0 ∈ Eα. Dann gilt Mf(x0) > α, d.h. es
gibt eine o�ene Kugel Bx0 ∈ Bx0 mit

1

λn(Bx0)

∫

Bx0

|f | dλn > α.

Für alle x ∈ Bx0 gilt dann ebenfalls

Mf(x) = sup
B∈Bx

1

λn(B)

∫

B

|f | dλn ≥
1

λn(Bx0)

∫

Bx0

|f | dλn > α.

Also ist Bx0 ⊆ Eα, und Eα ist o�en.

88



Wir zeigen nun die Abs
hätzung (5.5). Aus dieser folgt mit Hilfe eines Grenz-

übergangs α→ ∞ au
h, dass Mf fast überall endli
h ist.

Sei α > 0. Wie oben betra
hten wir die Mengen Eα und wählen wie dort für

jedes x ∈ Eα eine o�ene Kugel Bx ∈ Bx mit

1

λn(Bx)

∫

Bx

|f | dλn > α. (5.6)

Sei K ⊆ Eα eine kompakte Menge. Dann bildet {Bx : x ∈ K} eine o�ene Über-

de
kung von K, aus der man eine endli
he Teilüberde
kung {Bx1 , Bx2, . . . , BxN}
von K auswählen kann. Von dieser wiederum können wir na
h Lemma 5.23 eine

paarweise disjunkte Teilauswahl Bxi1
, Bxi2

, . . . , Bxik
so tre�en, dass

λn(K) ≤ λn

( N⋃

ℓ=1

Bxℓ

)
≤ 3n

k∑

j=1

λn(Bxij
)

gilt. Wir verwenden nun (5.6) und die paarweise Disjunktheit der zuletzt ausge-

wählten Kugeln. Das liefert

λn(K) ≤ 3n
k∑

j=1

1

α

∫

Bxij

|f | dλn =
3n

α

∫
⋃k

j=1Bxij

|f | dλn

≤ 3n

α

∫

Rn

|f | dλn =
3n

α
‖f‖L1(Rn).

Da K eine beliebige kompakte Teilmenge von Eα war, folgt die Behauptung aus

der Regularität des Lebesgue-Maÿes in Satz 3.17.

Wir können nun den Lebesgues
hen Di�erentiationssatz beweisen.

Beweis von Satz 5.20. Es sei f ∈ L1(Rn). Zunä
hst beoba
hten wir, dass (5.4)

genau dann gilt, wenn

lim sup
r→0

∣∣∣ 1

λn(B(x, r))

∫

B(x,r)

f dλn − f(x)
∣∣∣ = 0. (5.7)

Dazu zeigen wir: Für alle α > 0 hat die Menge

Fα :=
{
x ∈ Rn : lim sup

r→0

∣∣∣ 1

λn(B(x, r))

∫

B(x,r)

f dλn − f(x)
∣∣∣ > 2α

}

das Maÿ Null. Dann hat au
h die Menge

⋃∞
n=1 F1/n das Maÿ Null. Diese Menge

enthält gerade diejenigen Punkte in Rd
, für die (5.7) und damit au
h (5.4) ni
ht

gilt.
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Seien α > 0 und ε > 0. Mit Hilfe von Satz 5.19 bekommen wir eine Funktion

g ∈ Cc(Rn) mit ‖f − g‖L1(Rn) < ε. Nun gilt mit ein paar nahrhaften Nullen und

der De�nition der Hardy-Littlewood-Maximalfunktion

∣∣∣ 1

λn(B(x, r))

∫

B(x,r)

f dλn − f(x)
∣∣∣

≤
∣∣∣ 1

λn(B(x, r))

∫

B(x,r)

(f − g) dλn

∣∣∣+
∣∣∣ 1

λn(B(x, r))

∫

B(x,r)

g dλn − g(x)
∣∣∣

+|g(x)− f(x)|

≤
∣∣[M(f − g)](x)

∣∣+
∣∣∣ 1

λn(B(x, r))

∫

B(x,r)

g dλn − g(x)
∣∣∣+ |g(x)− f(x)|.

Werfen wir über diese Unglei
hung den Limes superior für r gegen Null, so geht

der zweite Summand gegen Null (g ist ja eine stetige Funktion), und wir erhalten

lim sup
r→0

∣∣∣ 1

λn(B(x, r))

∫

B(x,r)

f dλn − f(x)
∣∣∣ ≤ |[M(f − g)](x)|+ |g(x)− f(x)|.

Also haben wir

Fα ⊆
{
x ∈ Rn : |[M(f − g)](x)|+ |f(x)− g(x)| > 2α

}
.

Damit eine Summe von zwei Summanden gröÿer als 2α ist, muss zumindest einer

der Summanden gröÿer als α sein. Das bedeutet:

Fα ⊆
{
x ∈ Rn : |[M(f − g)](x)| > α

}
∪
{
x ∈ Rn : |f(x)− g(x)| > α

}
.

Nun gilt na
h Satz 5.22

λn
({
x ∈ Rn : |[M(f − g)](x)| > α

})
≤ 3n

α
‖f − g‖L1(Rn) ≤

3nε

α

und na
h der Ts
hebys
he�-Unglei
hung (Satz 5.6)

λn
({
x ∈ Rn : |f(x)− g(x)| > α

})
≤ 1

α
‖f − g‖L1(Rn) ≤

ε

α
.

Zusammen liefert das

λn(Fα) ≤
3n + 1

α
ε.

Da ε beliebig war, folgt λd(Fα) = 0.
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6 Faltung und Fouriertransformation auf Rn

6.1 Die Translation auf Lp

Viele Aussagen diese Kapitels sind verknüpft mit der Translationsinvarianz des

Lebesgues
hen Maÿes und des Integrals

∫

Rn

f(x− y) dx =

∫

Rn

f(x) dx

für f ∈ L0(Rn, L(Rn), λn) und y ∈ Rn
. Für a ∈ Rn

bezei
hnen wir mit

(τaf)(x) := f(x+ a) bzw. f̃(x) := f(−x)

die Translation von f um a bzw. die Inversion von f . Es ist klar, dass mit f au
h

τaf und f̃ in L0
liegen und dass f 7→ τaf und f 7→ f̃ lineare Abbildungen sind.

Satz 6.1 Sei p ∈ [1, ∞) und f ∈ Lp. Dann ist ‖f‖p = ‖f̃‖p = ‖τaf‖p für alle
a ∈ Rn

, und die Abbildung Rn → Lp(Rn), a 7→ τaf ist stetig.

Beweis. Die erste Behauptung folgt sofort aus der Translations- und Inversions-

invarianz von λn.

Wir zeigen die Stetigkeitsaussage zunä
hst für f ∈ Cc(Rn). Sei a0 ∈ Rn
. Für jedes

a ∈ Rn
ist supp τaf = supp τa0f + (a0 − a). Es gibt daher eine kompakte Menge

K mit λn(K) > 0, die die Träger von τaf für alle |a − a0| < 1 umfasst. Da f
glei
hmäÿig stetig ist, existiert für jedes ε > 0 ein 1 > δ > 0 derart, dass

sup
x∈Rn

|f(x+ a)− f(x+ a0)| <
ε

λn(K)1/p

für alle a mit |a− a0| < δ. Damit erhalten wir

‖τaf − τa0f‖pp =
∫

Rn

|f(x+ a)− f(x+ a0)|p dx ≤ εp

λn(K)
λn(K) = εp

für alle |a− a0| < δ. Dies zeigt die Stetigkeit für f ∈ Cc(Rn).
Sei nun f ∈ Lp(Rn) beliebig und ε > 0. Wegen Satz 5.19 �nden wir g ∈ Cc(Rn)

mit ‖f − g‖p < ε/3. Auf g können wir das oben Bewiesene anwenden, d.h. wir

�nden ein passendes δ so, dass

‖τaf − τa0f‖p ≤ ‖τaf − τag‖p + ‖τag − τa0g‖p + ‖τa0g − τa0f‖p
≤ ‖f − g‖p + ‖τag − τa0g‖p + ‖g − f‖p
≤ ε/3 + ε/3 + ε/3 = ε

für alle a mit |a− a0| < δ.
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6.2 Die Faltung

Existiert für gewisse Funktionen f, g ∈ L0(Rn) das Integral

(f ∗ g)(x) :=
∫

Rn

f(x− y)g(y) dy (6.1)

wenigstens für fast alle x ∈ Rn
, so heiÿt f ∗ g die Faltung von f und g. Dieser

Abs
hnitt bes
häftigt si
h mit Kriterien dafür, dass f ∗ g existiert und sogar in

einem Lp-Raum liegt.

Satz 6.2 Sind f, g ∈ L1(Rn), so existiert für fast alle x ∈ Rn
das Integral (6.1).

Ferner ist f ∗ g ∈ L1(Rn) und ‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1 · ‖g‖1.
Beweis. Der Satz von Fubini liefert

∫

Rn

∫

Rn

|f(x− y)| · |g(y)| dy dx =

∫

Rn

|g(y)|
∫

Rn

|f(x− y)| dx dy

=

∫

Rn

|g(y)| · ‖f‖1 dy = ‖f‖1 · ‖g‖1.

Hieraus folgen alle Behauptungen.

Satz 6.3 Der Raum L1(Rn) versehen mit der Multiplikation f ∗ g (Faltung) ist
eine kommutative Bana
halgebra. Genauer: L1

ist ein Bana
hraum, f ∗g = g ∗f ,
f ∗ (g ∗h) = (f ∗ g) ∗h, (f +αg) ∗h = f ∗h+α(g ∗h) und ‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1 · ‖g‖1.
Beweis. Seien f, g, h ∈ L1(Rn). Mit Fubini, dem Transformationssatz und der

Linearität des Integrals re
hnet man lei
ht na
h, dass (f+αg)∗h = f ∗h+α(g∗h),
f ∗(g ∗h) = (f ∗g)∗h und f ∗g = g ∗f . Die Submultiplikativität der Norm wurde

in Satz 6.2 bewiesen, und aus Satz 5.8 (Riesz-Fis
her) wissen wir, dass L1(Rn)
vollständig ist.

Satz 6.4 Für f, g ∈ Cc(Rn) gilt supp (f ∗ g) ⊆ supp f + supp g. Insbesondere ist
supp (f ∗ g) kompakt.
Beweis.Wir werden in Satz 6.5 unter allgemeineren Voraussetzungen sehen, dass

f ∗ g stetig ist. Sei also x ∈ Rn
so, dass (f ∗ g)(x) 6= 0. Dann ist au
h

(f ∗ g)(x) =
∫

Rn

f(x− y)g(y) dy =

∫

supp g∩(x−supp f)

f(x− y)g(y) dy 6= 0,

und folgli
h ist die Menge supp g ∩ (x − supp f) ni
ht leer. Es gibt also ein z ∈
supp g ∩ (x− supp f), d.h. es ist z ∈ supp g und z = x− y mit einem y ∈ supp f .
Somit ist x = y + z ∈ supp f + supp g und daher

supp (f ∗ g) = {x ∈ Rn : (f ∗ g)(x) 6= 0} ⊆ supp f + supp g = supp f + supp g.

Bei der letzten Glei
hheit haben wir benutzt, dass supp f + supp g bereits abge-

s
hlossen ist (ÜA).
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Satz 6.5 Seien p, q ∈ [1, ∞] mit 1/p + 1/q = 1, f ∈ Lp(Rn) und g ∈ Lq(Rn).
Dann existiert (f ∗ g)(x) für alle x ∈ Rn

, und es ist f ∗ g ∈ L∞(Rn),

‖f ∗ g‖∞ ≤ ‖f‖p‖g‖q
sowie f ∗ g = g ∗ f . Ferner ist die Funktion f ∗ g glei
hmäÿig stetig auf Rn

, und

für p, q > 1 gilt (f ∗ g)(x) → 0 für |x| → ∞.

Beweis. Mit der Hölder-Unglei
hung erhalten wir

∫

Rn

|f(x− y)| · |g(y)| dy ≤ ‖τ−xf̃‖p · ‖g‖q = ‖f‖p · ‖g‖q <∞.

Dies impliziert, dass (f ∗ g)(x) existiert und ‖f ∗ g‖∞ ≤ ‖f‖p · ‖g‖q ist. Die

Kommutativität f ∗ g = g ∗ f folgt dur
h Variablensubstitution.

Wir zeigen die glei
hmäÿige Stetigkeit. Eine der Zahlen p, q ist endli
h; sei dies

z.B. die Zahl p. Dann s
hätzen wir ab

|(f ∗ g)(z)− (f ∗ g)(x)| ≤
∫

Rn

|f(x− y)− f(z− y)| |g(y)| dy ≤ ‖τx−zf − f‖p · ‖g‖q.

Sei nun ε > 0 vorgegeben. Da die Translation in Lp(Rn) na
h Satz 6.1 stetig ist,

gibt es ein δ > 0 so, dass

‖τx−zf − f‖p ≤ ε falls |z − x| < δ.

Mit der zuvor gezeigten Abs
hätzung folgt die glei
hmäÿige Stetigkeit von f ∗ g.
Wir zeigen no
h, dass f ∗ g im Unendli
hen vers
hwindet, falls p und q endli
h

sind. Sei ε > 0 vorgegeben. Falls ‖f‖p = 0 oder ‖g‖q = 0, so ist f ∗ g = 0, und die

Behauptung ist trivial. Wir können also ‖f‖p > 0, ‖g‖q > 0 annehmen. Wegen

Satz 5.19 gibt es Funktionen f1, g1 ∈ Cc(Rn) mit

‖f − f1‖p ≤
ε

2‖g‖q
, ‖g − g1‖q ≤

ε

2‖f1‖p
.

Damit erhalten wir für alle x ∈ Rn

|(f ∗ g)(x)| ≤ |((f − f1) ∗ g)(x)|+ |(f1 ∗ (g − g1))(x)|+ |(f1 ∗ g1)(x)|
≤ ε

2‖g‖q
‖g‖q + ‖f1‖p

ε

2‖f1‖p
+ |(f1 ∗ g1)(x)|.

Da supp (f1 ∗g1) na
h Satz 6.4 kompakt ist, gibt es ein R > 0 mit (f1 ∗g1)(x) = 0
für |x| > R. Für alle |x| > R ist daher |(f ∗ g)(x)| ≤ ε.

Satz 6.6 (Youngs
he Unglei
hung) (a) Sei p ∈ [1, ∞], f ∈ Lp(Rn) und g ∈
L1(Rn). Dann ist f ∗ g ∈ Lp mit

‖f ∗ g‖p ≤ ‖f‖p ‖g‖1.
(b) Seien p, q, r ∈ [1, ∞] mit 1/p+ 1/q = 1/r + 1 (dies impliziert r ≥ p, q). Ist
f ∈ Lp(Rn) und g ∈ Lq(Rn), so existiert f ∗ g ∈ Lr(Rn) mit

‖f ∗ g‖r ≤ ‖f‖p ‖g‖q.
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Beweis. Wir zeigen nur Aussage (a). Der Beweis von (b) erfolgt mit ähnli
hen

Methoden (Siehe z.B. Grafakos: Classi
al Fourier Analysis, Theorem 1.2.12).

Seien f ∈ Lp(Rn), g ∈ L1(Rn) und h ∈ Lq(Rn) mit ‖h‖q ≤ 1 und 1/p+1/q =
1. Unter Benutzung von Fubini und Satz 6.5 s
hätzen wir ab:

∫

Rn

∫

Rn

|f(x− y)g(y)h(x)| dy dx =

∫

Rn

|g(y)|
∫

Rn

|f(x− y)h(x)| dxdy

≤
∫

Rn

|g(y)|
∥∥|f̃ | ∗ |h|

∥∥
∞ dy = ‖g‖1 ‖f̃‖p ‖h‖q

≤ ‖g‖1 ‖f‖p.

Mit Satz 5.16 erhalten wir f ∗ g ∈ Lp(Rn) und ‖f ∗ g‖p ≤ ‖f‖p ‖g‖1.
Anmerkung.

⋄
Die Youngs
he Unglei
hung ‖f ∗ g‖r ≤ ‖f‖p‖g‖q kann verbessert

werden zu

‖f ∗ g‖r ≤ Cd
p,q,r‖f‖p‖g‖q

mit der Konstanten

Cp,q,r = (ApAqAr′)
1/2

mit As :=
s1/s

s′1/s′
,

wobei s′ den zu s konjugierten Exponenten bezei
hnet. Die Konstante Cd
p,q,r ist

die bestmögli
he. Dies ist ein tie�iegendes Resultat von Be
kner. Man bemerke

aber, dass für r = 1 und r = ∞ die optimale Konstante glei
h 1 ist, also genau

diejenige, wel
he wir in Satz 6.2 und Satz 6.5 gefunden haben.

6.3 Approximative Einsen und Molli�er

Satz 6.7 Sei (ϕk) eine Folge in L
1(Rn) mit folgenden Eigens
haften:

(a) ϕk ≥ 0,

(b) ‖ϕk‖1 = 1,

(c) für alle r > 0 ist limk→∞
∫
B(0, r)

ϕk dx = 1.

Dann gilt ‖f ∗ ϕk − f‖p → 0 für alle f ∈ Lp(Rn) mit p ∈ [1, ∞).

Beweis. Die Aussage ist trivial für ‖f‖p = 0. Sei also ‖f‖p > 0. Na
h Satz 6.1

gibt es zu jedem ε > 0 ein δ > 0 so dass ‖f − τyf‖p ≤ ε/2 falls |y| ≤ δ. Wir

wählen k0 ∈ N so groÿ, dass für alle k ≥ k0 gilt

∫

B(0, δ)

ϕk(x) dx ≥ 1− ε

4‖f‖p

(bea
hte Eigens
haft (c)). Für k ≥ k0 und h ∈ Lq mit ‖h‖q ≤ 1 und 1/p+1/q = 1
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gilt dann

∫

Rn

∫

Rn

|f(x− y)− f(x)|ϕk(y) |h(x)| dy dx

=

∫

|y|≤δ

∫

Rn

|f(x− y)− f(x)| |h(x)| dxϕk(y) dy

+

∫

|y|>δ

∫

Rn

|f(x− y)− f(x)| |h(x)| dxϕk(y) dy

≤
∫

|y|≤δ
‖τ−yf − f‖p ‖h‖q ϕk(y) dy + 2‖f‖p ‖h‖q

∫

|y|>δ
ϕk(y) dy

≤ ε/2 + ε/2 = ε.

Mit Satz 5.16 erhalten wir ‖f ∗ ϕk − f‖p ≤ ε für alle k ≥ k0.

Anmerkung 1. Der obige Satz zeigt, dass jede Folge (ϕk) mit den genannten

Eigens
haften eine approximative Eins in der Bana
halgebra L1(Rn) ist.

Anmerkung 2. Folgen mit Eigens
haften (a) - (c) aus obigem Satz können wie

folgt konstruiert werden: Für ϕ ≥ 0 mit ‖ϕ‖1 = 1 setze

ϕk(x) := knϕ(kx).

Trivialerweise ist ϕk ≥ 0, und mit einer Variablensubstitution y = kx sieht man

au
h, dass ‖ϕk‖1 = 1. S
hlieÿli
h ist für jedes r > 0

∫

B(0, r)

ϕk(x) dx =

∫

B(0, r)

knϕ(kx) dx =

∫

B(0, rk)

ϕ(x) dx→ 1,

d.h. die Folge (ϕk) hat die gewüns
hten Eigens
haften. Beispielsweise erhalten

wir aus

ϕ :=
χB(0, 1)

λn(B(0, 1))
die Funktionen ϕk =

χB(0, 1/k)

λn(B(0, 1/k))
.

Ein weiteres wi
htiges Beispiel wird dur
h die Gauÿ-Funktion

g(x) :=
1

πn/2
e−|x|2

gegeben. Ein Vorteil dieser Funktion ist, dass sie glatt ist (andere Vorteile werden

wir später sehen). Mit einer einfa
hen Modi�kation obiger Konstruktion (

√
k statt

k) sieht man, dass die Folge

gk(x) =
kn/2

πn/2
e−k|x|

2

die gewüns
hten Eigens
haften (a) - (c) aus Satz 6.7 hat.
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Für k ∈ N0 bezei
hne Ck(Rn) die Menge aller Funktionen auf Rn
, für die die

partiellen Ableitungen ∂αf für jeden Multi-Index α ∈ Nn
0 mit |α| ≤ k existieren

und stetig sind. Weiter setzen wir

C∞(Rn) :=
⋂

k∈N
Ck(Rn).

S
hlieÿli
h bezei
hnen wir die Menge der Funktionen in C∞(Rn) mit kompaktem

Träger mit C∞
c (Rn).

Eine Folge glatter Funktionen mit kompaktem Träger, die die Eigens
haften

(a) - (c) aus Satz 6.7 hat, verdient einen eigenen Namen.

De�nition 6.8 Eine Folge (ρk)k≥1 in L
1(Rn) mit den Eigens
haften

(a) ρk ≥ 0,

(b) ‖ρk‖1 = 1,

(c) supp ρk ⊆ B(0, 1/k),

(d) ρk ∈ C∞
c (Rn)

heiÿt ein Molli�er (oder eine Molli�er-Folge).

Beispiel. Sei ρ ∈ C∞
c (Rn) eine Funktion mit

supp ρ ⊆ B(0, 1), ρ ≥ 0,

∫

Rn

ρ(x) dx = 1.

Dann de�niert

ρk(x) := knρ(kx)

eine Molli�er-Folge. Ein Beispiel für eine sol
he Funktion ist

ρ(x) :=

{
ce

1
|x|2−1

für |x| < 1,

0 für |x| ≥ 1,

wobei c so bestimmt wird, dass

∫
Rn ρ(x) dx = 1 gilt.

6.4 Faltung und Ableitung

Satz 6.9 Sei f ∈ Ck
c (R

n) und g ∈ Lp(Rn). Dann ist f ∗ g ∈ Ck(Rn), und

∂α(f ∗ g) = (∂αf) ∗ g für alle α mit |α| ≤ k.

Insbesondere folgt für f ∈ C∞
c (Rn) und g ∈ Lp(Rn), dass f ∗ g ∈ C∞(Rn).
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Beweis. Wie oben folgt, dass (f ∗ g)(x) für alle x ∈ Rn
existiert. Sei ej ∈ Rn

ein

Standardbasisvektor und h ∈ R mit |h| ≤ 1. Setze K := supp f + B(0, 1). Diese
Menge ist o�enbar kompakt, und es gilt

1

h

(
(f ∗ g)(x+ hej)− (f ∗ g)(x)

)

=

∫

Rn

1

h

(
f(x+ hej − y)− f(x− y)

)
g(y) dy

=

∫

x−K

1

h

(
f(x+ hej − y)− f(x− y)

)
g(y) dy,

wobei der Integrand für h→ 0 gegen ∂jf(x− y)g(y) konvergiert. Auÿerdem ist

∣∣∣1
h

(
f(x+ hej − y)g(y)− f(x− y)

)
g(y)

∣∣∣ ≤ ‖∂jf‖∞|g(y)|.

Mit dem Satz von Lebesgue erhalten wir ∂j(f ∗ g)(x) = ((∂jf) ∗ g)(x). Der allge-
meine Fall folgt nun lei
ht mit vollständiger Induktion.

Folgerung 6.10 Für 1 ≤ p <∞ ist C∞
c (Rn) di
ht in Lp(Rn).

Beweis. Sei f ∈ Lp(Rn) beliebig und ε > 0. Na
h Satz 5.19 gibt es ein g ∈ Cc(Rn)
mit ‖f − g‖p < ε/2. Wir wählen eine Molli�er-Folge (ρk) und glätten g dur
h

gk := g ∗ρk. Wegen Satz 6.4 und 6.9 ist gk ∈ C∞
c (Rn), und Satz 6.7 liefert gk → g

in Lp. Für hinrei
hend groÿe k ist also ‖gk − g‖p < ε/2. Dies ergibt

‖f − gk‖p ≤ ‖f − g‖p + ‖g − gk‖p ≤ ε.

Folgerung 6.11 (Urysohn-Lemma, C∞
-Version) Sei ∅ 6= Ω ⊆ Rn

o�en und

K ⊆ Ω kompakt. Dann gibt es ein f ∈ C∞
c (Rn) mit supp f ⊆ Ω, 0 ≤ f ≤ 1 und

f(x) = 1 für alle x ∈ K.

Beweis. Sei (ρk) eine Molli�er-Folge. Wir wählen k und ε so, dass 0 < 1/k <
ε < ε+ 1/k < dist (K, Ωc) und setzen

Uε := {y ∈ Ω : dist (y, K) < ε} und f := ρk ∗ χUε.

Dann ist f ∈ C∞(Rn) und supp (ρk ∗ χUε) ⊆ B(0, 1/k) + U ε ⊆ Ω. Also ist

supp f ⊆ Ω kompakt. Weiter: für x ∈ K ist

f(x) =

∫

|y|≤1/k

χUε(x− y)ρk(y) dy =

∫

|y|≤1/k

ρk(y) dy = 1.

Ferner gilt ‖f‖∞ ≤ ‖ρk‖1 ‖χUε‖∞ = 1. Da f ≥ 0 gilt, folgt 0 ≤ f ≤ 1.

97



6.5 Das Fourier-Integral: L1
-Theorie

Sei f ∈ L1(Rn). Dann heiÿt

f̂(ξ) :=
1

(2π)n/2

∫

Rn

f(x)e−i〈x, ξ〉 dx, ξ ∈ Rn,

die Fouriertransformierte von f . Hier ist 〈x, ξ〉 :=
∑n

i=1 xiξi. Wir führen no
h

die Notation

f̌(ξ) := f̂(−ξ) = 1

(2π)n/2

∫

Rn

f(x)ei〈x, ξ〉 dx

ein. Die Voraussetzung f ∈ L1(Rn) garantiert, dass die obigen Integrale existier-

ten.

Satz 6.12 Sei f ∈ L1(Rn). Dann ist f̂ ∈ L∞(Rn), f̂ ist stetig, und

‖f̂‖∞ ≤ 1

(2π)n/2
‖f‖1.

Beweis. Aus den De�nitionen folgt für ξ ∈ Rn

|f̂(ξ)| ≤ 1

(2π)n/2

∫

Rn

|f(x)| dx =
1

(2π)n/2
‖f‖1,

d.h. es ist f̂ ∈ L∞(Rn) mit der gewüns
hten Normabs
hätzung. Wie zeigen no
h

die Stetigkeit. Sei ξ ∈ Rn
und (ξk) ⊂ Rn

mit ξk → ξ. Dann ist

|f̂(ξk)− f̂(ξ)| ≤ 1

(2π)n/2

∫

Rn

|f(x)|
∣∣∣e−i〈x, ξk〉 − e−i〈x, ξ〉

∣∣∣ dx→ 0

na
h dem Satz von der majorisierten Konvergenz. Also ist f̂ stetig.

Wir nennen die Abbildung

F : L1(Rn) → L∞(Rn), f 7→ f̂

die Fouriertransformation. Der folgende Satz fasst einige Eigens
haften von F
zusammen.

Satz 6.13 (a) F : L1(Rn) → L∞(Rn) ist linear.

(b) Für f, g ∈ L1(Rn) gilt

∫

Rn

f̂(ξ)g(ξ) dξ =

∫

Rn

f(x)ĝ(x) dx.

(c) Für f, g ∈ L1(Rn) gilt f̂ ∗ g = (2π)n/2f̂ · ĝ.
(d) Für f ∈ L1(Rn) und a ∈ Rn

gilt (̂τaf)(ξ) = ei〈a, ξ〉f̂(ξ).
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Beweis. Aussage (a) folgt sofort aus der Linearität des Integrals.

(b) Mit Fubini erhalten wir

∫

Rn

f̂(ξ)g(ξ) dξ =
1

(2π)n/2

∫

Rn

∫

Rn

f(x)e−i〈x, ξ〉 dx g(ξ) dξ

=
1

(2π)n/2

∫

Rn

f(x)

∫

Rn

g(ξ)e−i〈x, ξ〉 dξ dx =

∫

Rn

f(x)ĝ(x) dx.

(c) Für ξ ∈ Rn
gilt wieder mit Fubini:

(̂f ∗ g)(ξ) =
1

(2π)n/2

∫

Rn

∫

Rn

f(x− y)g(y) dy e−i〈x, ξ〉 dx

=
1

(2π)n/2

∫

Rn

g(y)e−i〈y, ξ〉
∫

Rn

f(x− y)e−i〈x−y, ξ〉 dx dy

=

∫

Rn

g(y)e−i〈y, ξ〉f̂(ξ) dy = (2π)n/2ĝ(ξ)f̂(ξ).

(d) S
hlieÿli
h ist

(̂τaf)(ξ) =
1

(2π)n/2

∫

Rn

f(x+ a)e−i〈x, ξ〉 dx

=
1

(2π)n/2

∫

Rn

f(y)e−i〈y−a, ξ〉 dy = ei〈a, ξ〉f̂(ξ).

Satz 6.14 (Riemann-Lebesgue) Für f ∈ L1(Rn) gilt f̂ ∈ C0(R
n), d.h. es ist

f̂(ξ) → 0 für |ξ| → ∞.

Beweis. Aus Satz 6.13 (d) wissen wir, dass

(̂τaf)(ξ) = ei〈a, ξ〉f̂(ξ).

Für ξ ∈ Rn \ {0} sei a = a(ξ) := πξ
|ξ|2 . Dann ist

(̂τaf)(ξ) = ei〈a, ξ〉f̂(ξ) = −f̂(ξ),

woraus 2f̂(ξ) = f̂(ξ)− (̂τaf)(ξ) und somit na
h Satz 6.12

|2f̂(ξ)| ≤ ‖f̂ − (̂τaf)‖∞ ≤ 1

(2π)n/2
‖f − τaf‖1

folgt. Für |ξ| → ∞ ist o�enbar a(ξ) → 0. Aus der Stetigkeit der Translation auf

L1(Rn) (Satz 6.1) ergibt si
h daher, dass |f̂(ξ)| → 0 für |ξ| → ∞.

Wir sehen also, dass die Fouriertransformierte einer L1
-Funktion gegen 0 konver-

giert. Wenn man mehr �Glattheit� von f fordert, kann man dieses Abklingverhal-

ten au
h quantitativ 
harakterisieren und Konvergenzges
hwindigkeiten ableiten.

Das ist das Thema des nä
hsten Abs
hnitts.
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6.6 Fouriertransformation und Ableitung

Satz 6.15 Sei f ∈ L1(Rn) und xjf(x) ∈ L1(Rn) für ein 1 ≤ j ≤ n. Dann

existiert die partielle Ableitung ∂j f̂ , diese ist stetig und genügt

∂j f̂ = ̂(−ixjf).

Beweis. Es ist

∂j f̂(ξ) = ∂j
1

(2π)n/2

∫

Rn

f(x)e−i〈x, ξ〉 dx.

Zur Ableitung dieses Parameterintegrals verwenden wir Satz 2.16. Dazu brau-


hen wir eine integrable Majorante für die partielle Ableitung des Integranden.

Tatsä
hli
h gilt

∣∣∣∂ξj
(
f(x)e−i〈x, ξ〉

)∣∣∣ =
∣∣f(x)(−ixj)e−i〈x, ξ〉

∣∣ = |xjf(x)|,

und diese Funktion ist na
h Voraussetzung integrierbar. Also gilt

∂j f̂(ξ) =
1

(2π)n/2

∫

Rn

f(x)∂ξje
−i〈x, ξ〉 dx

=
1

(2π)n/2

∫

Rn

−ixjf(x)e−i〈x, ξ〉 dx = ̂(−ixjf)(ξ).

Mit Hilfe dieses Satzes beweist man das folgende Korollar induktiv. Zur Erinne-

rung: für jeden Multiindex α ∈ Nn
0 und für x ∈ Cn

ist

xα := xα1
1 x

α2
2 · · ·xαn

n .

Folgerung 6.16 Sei k ∈ N0 und f ∈ L1(Rn) derart, dass xαf(x) ∈ L1(Rn) für
alle α ∈ Nn

0 mit |α| ≤ k. Dann gilt f̂ ∈ Ck(Rn) und

∂αf̂ = F
(
(−ix)αf

)
für alle α ∈ Nn

0 mit |α| ≤ k.

Um wie angekündigt aus der �Glattheit� von f eine �Abfallrate� für f̂ zu folgern,

benötigen wir einige Vorbereitungen.

Lemma 6.17 Sei f ∈ L1(Rn) ∩ C(Rn) eine Funktion mit kompaktem Träger.

Falls ∂jf existiert und ∂jf ∈ L1(Rn) ist, so gilt

∫

Rn

∂jf(x) dx = 0.
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Dieses Lemma kann man lei
ht mit Fubini und dem klassis
hen Hauptsatz der

Di�erential- und Integralre
hnung zeigen, falls ∂jf eine stetige Funktion ist. Die-

selbe Beweisidee funktioniert au
h in der hier vorliegenden allgemeineren Situa-

tion. Die dafür benötigte Verallgemeinerung das Hauptsatzes werden wir nur

formulieren; einen Beweis �nden Sie in Kapitel 7, Abs
hnitt 4 des Bu
hes von

Elstrodt.

Wir beginnen mit einer De�nition. Eine Funktion F : [a, b] → K heiÿt absolut

stetig, wenn zu jedem ε > 0 ein δ > 0 existiert, so dass

m∑

k=1

|F (bk)− F (ak)| < ε

für alle m ∈ N und für alle a ≤ a1 < b1 ≤ a2 < b2 ≤ . . . ≤ am < bm ≤ b mit∑m
k=1(bk−ak) < δ. O�enbar ist jede auf [a, b] absolut stetige Funktion au
h stetig;

die Umkehrung gilt ni
ht. Eine wi
htige Eigens
haft absolut stetiger Funktionen

ist, dass sie fast überall di�erenzierbar sind. Auÿerdem ist jede absolut stetige

Funktion F : [a, b] → K mit F ′(x) = 0 fast überall eine konstante Funktion

(wogegen es stetige Funktionen gibt, die fast überall di�erenzierbar sind und die

Ableitung 0 haben, die jedo
h ni
ht konstant sind!).

Satz 6.18 (Hauptsatz für das Lebesgue-Integral) (a) Ist f : [a, b] → K
Lebesgue-integrierbar, so ist die Funktion

F (x) :=

∫ x

a

f(t) dt, a ≤ x ≤ b,

absolut stetig, und es gilt F ′ = f fast überall.

(b) Ist F : [a, b] → K absolut stetig, und setzt man F ′(x) = 0 in allen Punkten

x, in denen F ni
ht di�erenzierbar ist, so ist F ′
Lebesgue-integrierbar auf [a, b],

und es gilt

F (x)− F (a) =

∫ x

a

F ′(t) dt, a ≤ x ≤ b.

Mit diesem Hilfsmittel kann Lemma 6.17 wie im Fall stetiger Ableitungen gezeigt

werden.

Lemma 6.19 Sei f ∈ L1(Rn) ∩ C(Rn) so, dass ∂jf existiert und ∂jf ∈ L1(Rn)
gilt. Dann existieren Funktionen fk ∈ Cc(Rn) mit ∂jfk → ∂jf und fk → f in L1

.

Beweis. Der Beweis benutzt eine Abs
hneidete
hnik. Sei ρ ∈ C∞
c (Rn) derart,

dass ρ(x) = 1 auf B(0, 1) und ρ(x) = 0 für |x| > 2. Ansonsten sei 0 ≤ ρ ≤ 1. Wir

setzen ρk(x) := ρ(x/k). Dann gilt ρk(x) = 1 für x ∈ B(0, k) und ρk ∈ C∞
c (Rn).

Wir zeigen, dass fk := ρkf die gewüns
hten Eigens
haften hat. Zunä
hst ist

‖f − fk‖1 =
∫

Rn\B(0, k)

|f(x)− ρk(x)f(x)| dx ≤ 2

∫

Rn\B(0, k)

|f(x)| dx→ 0
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für k → ∞. Desweiteren gilt

‖∂jf − ∂jfk‖1
=

∫

Rn

|∂jf(x)− ∂j(ρk(x)f(x))| dx

≤
∫

Rn

|∂jf(x)− ρk(x)∂jf(x)| dx+
∫

Rn

|f(x)∂jρk(x)| dx

=

∫

Rn\B(0, k)

|∂jf(x)− ρk(x)∂jf(x)| dx+
∫

Rn\B(0, k)

|f(x)∂jρk(x)| dx

≤ 2

∫

Rn\B(0, k)

|∂jf(x)| dx+
1

k
sup
y∈Rn

|∂jρ(y)|
∫

Rn\B(0, k)

|f(x)| dx→ 0

für k → ∞.

Satz 6.20 Sei f ∈ L1(Rn)∩C(Rn) so, dass ∂jf existiert und ∂jf ∈ L1(Rn) gilt.
Dann ist

(̂∂jf)(ξ) = iξj f̂(ξ).

Beweis. Sei zunä
hst f eine Funktion mit kompaktem Träger. Dann gilt wegen

Lemma 6.17 und mit partieller Integration (vgl. Übung)

(̂∂jf)(ξ) =
1

(2π)n/2

∫

Rn

(∂jf)(x)e
−i〈x, ξ〉 dx

=
1

(2π)n/2

∫

Rn

f(x)(iξj)e
−i〈x, ξ〉 dx = iξj f̂(ξ)

für alle ξ ∈ Rn
, d.h. die Behauptung gilt. Für allgemeines f ∈ L1(Rn) nutzen wir

Lemma 6.19 und approximieren f dur
h Funktionen fk mit kompaktem Träger

so, dass fk → f in L1
und ∂jfk → ∂jf in L1

. Na
h Satz 6.12 gilt dann

∂̂jfk → ∂̂jf in L∞(Rn) sowie iξj f̂k(ξ) → iξj f̂(ξ) für ξ ∈ Rn.

Da na
h dem ersten Teil ∂̂jfk(ξ) = iξj f̂k(ξ) gilt, folgt die Behauptung au
h im

allgemeinen Fall.

Den folgenden Satz kann man nun wieder lei
ht mittels Induktion beweisen.

Folgerung 6.21 Sei k ∈ N0 und sei f ∈ Ck(Rn) derart, dass ∂αf ∈ L1(Rn) gilt
für alle α ∈ Nn

0 mit |α| ≤ k. Dann gilt

(̂∂αf)(ξ) = (iξ)αf̂(ξ).

Beispiel. Wir bere
hnen die Fouriertransformierten von Gauÿ-Funktionen. Sei

a > 0 und f(x) = e−a|x|
2
. Dann gilt:

f̂(ξ) = (2a)−n/2e−
|ξ|2

4a .
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Wir zeigen dies zunä
hst für n = 1. Dann ist

(f̂)′(ξ) = F
(
(−ix)e−a|x|2

)
(ξ) = F

( i

2a
(e−a|x|

2

)′
)
(ξ)

=
i

2a
(iξ)f̂(ξ) = − 1

2a
ξf̂(ξ)

für alle ξ ∈ Rn
. Mit der Produktregel re
hnet man nun lei
ht na
h, dass

d

dξ

(
e

|ξ|2

4a f̂(ξ)
)
= 0 für alle ξ ∈ Rn;

also ist ξ 7→ e|ξ|
2/4af̂(ξ) konstant. Die Konstante ergibt si
h aus

f̂(0) =
1√
2π

∫

R

e−a|x|
2

dx = (2a)−1/2.

Dies ist die Behauptung für d = 1. Der allgemeine Fall folgt mit Fubini:

f̂(ξ) =
1

(2π)n/2

n∏

j=1

∫

R

e−ax
2
j e−ixjξj dxj = (2a)−n/2e−

|ξ|2

4a .

6.7 Fourier-Inversion

Unser Ziel ist nun, zu gegebenem f̂ die Funktion f zu bestimmen. Dazu erinnern

wir an die Notation

f̌(ξ) := f̂(−ξ) = 1

(2π)n/2

∫

Rn

f(x)ei〈x, ξ〉 dx

für f ∈ L1(Rn).

Satz 6.22 (Inversionsformel der Fouriertransformation) Sei f ∈ L1(Rn)

derart, dass au
h f̂ ∈ L1(Rn) gilt. Dann ist

ˇ̂
f = ˆ̌f = f fast überall.

Beweis. Für x ∈ Rn
sei

gk(x) := (2π)−n/2 e
−|x|2

4k2 .

Wie wir im Beispiel am Ende des vorigen Abs
hnitts (mit a = 1
4k2

) gesehen haben,

gilt dann

ǧk(ξ) =
(2k2)n/2

(2π)n/2
e−k

2|ξ|2 =
kn

πn/2
e−k

2|ξ|2 = kng(kξ)

mit g(ξ) := π−n/2e−|ξ|2
. Dabei ist ‖g‖1 = 1 (vgl. Beispiel 1 in Abs
hnitt 4.4 und

Fubini) sowie g ≥ 0. Somit erfüllt die Folge (ǧk) die Voraussetzungen von Satz

6.7, ist also eine approximative Eins (siehe au
h Anmerkung 2 na
h Satz 6.7).
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Damit konvergiert ǧk∗f na
h Satz 6.7 in L1(Rn) gegen f , ist also insbesondere
eine Cau
hyfolge in L1(Rn). Na
h Theorem 5.7 gibt es dann eine Teilfolge ǧkm ∗f ,
die auÿerdem punktweise fast überall gegen f konvergiert. Damit gilt für fast alle

x ∈ Rn

f(x) = lim
m→∞

(ǧkm ∗ f)(x) = lim
m→∞

∫

Rn

f(y)ǧkm(x− y) dy

= lim
m→∞

∫

Rn

f(y)(τxǧkm)(−y) dy.

Ähnli
h zu Satz 6.13 (d) gilt für h ∈ L1(Rn) die Formel (na
hre
hnen!)

(τxȟ) = F−1
(
ei〈·, x〉h

)
.

Damit und s
hlieÿli
h mit Satz 6.13 (b) erhalten wir weiter

f(x) = lim
m→∞

∫

Rn

f(y)F−1
(
ei〈·, x〉gkm

)
(−y) dy

= lim
m→∞

∫

Rn

f(y)F
(
ei〈·, x〉gkm

)
(y) dy

= lim
m→∞

∫

Rn

f̂(y)ei〈y, x〉gkm(y) dy.

Da gk punktweise gegen (2π)−n/2 konvergiert, folgt mit dem Satz über die majo-

risierte Konvergenz (mit f̂ ∈ L1
als integrierbarer Majorante)

f(x) =

∫

Rn

f̂(y)ei〈y, x〉 lim
m→∞

gkm dy = (2π)−n/2
∫

Rn

f̂(y)ei〈y, x〉 dy =
ˇ̂
f(x).

Analog folgt au
h f = ˆ̌f .

Eine unmittelbare Folgerung aus diesem Satz ist

Folgerung 6.23 (a) Sei f ∈ L1(Rn) und f̂ = 0. Dann ist f = 0 fast überall.

(b) Für f, g ∈ L1(Rn) mit f̂ = ĝ ∈ L1(Rn) gilt f = g fast überall.

6.8 Der S
hwartz-Raum

Die Resultate aus Abs
hnitt 6.6 motivieren die folgende De�nition. Eine Funktion

f : Rn → C heiÿt s
hnellfallend, falls

pk(f) := sup
x∈Rn

|x|k |f(x)| <∞ für jedes k ∈ N0.

Dies ist trivialerweise äquivalent zu

sup
x∈Rn

|xα| |f(x)| <∞ für jedes α ∈ Nn
0 .
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Aus der De�nition folgt sofort, dass

|x|k|f(x)| → 0 für |x| → ∞

für jedes k und für jede s
hnellfallende Funktion f . Dies erklärt die Bezei
hnung
�s
hnellfallend�.

Eine Funktion f ∈ C∞(Rn) heiÿt eine S
hwartz-Funktion, falls alle ihre par-
tiellen Ableitungen s
hnellfallend sind, d.h., für beliebige α, β ∈ Nn

0 gilt

sup
x∈Rn

|xα| |∂βf(x)| <∞,

was äquivalent ist zu

pm,k(f) := sup
x∈Rn, |β|≤k

|x|m |∂βf(x)| <∞.

Die Menge aller S
hwartz-Funktionen bezei
hnen wir mit S(Rn). Der folgende

Satz fasst einige Eigens
haften von S
hwartz-Funktionen zusammen.

Satz 6.24 (a) S(Rn) ist ein Vektorraum, genauer ein Unterraum von C0(Rn).

(b) S(Rn) ist für p ∈ [1, ∞] in Lp(Rn) enthalten und liegt für p ∈ [1, ∞) di
ht in
Lp(Rn).

(c) Ist f ∈ S(Rn), so liegt für jedes β ∈ Nn
0 au
h die Funktion ∂βf in S(Rn).

(d) Für f ∈ S(Rn) und γ ∈ Nn
0 liegt die Funktion xγf(x) in S(Rn).

(e) Für f, g ∈ S(Rn) ist au
h das punktweise Produkt fg eine S
hwartz-Funktion.
Insbesondere ist S(Rn) mit punktweisem Produkt eine Algebra.

(f) Ist f ∈ S(Rn), so ist au
h f̂ ∈ S(Rn). Insbesondere ist

F : S(Rn) → S(Rn), F(f) = f̂

eine lineare Abbildung. Diese ist invertierbar, und

F−1 : S(Rn) → S(Rn), F−1(f) = f̌ .

(g) Für f, g ∈ S(Rn) ist die Faltung f ∗ g wieder eine S
hwartz-Funktion.

Beweis. Aussage (a) folgt sofort aus den De�nitionen.

(b) Der Fall p = ∞ ist klar: S
hwartz-Funktionen konvergieren im Unendli
hen

gegen 0 und sind stetig, sind also insbesondere bes
hränkt. Sei nun p < ∞. Wir

bemerken zunä
hst, dass (1 + |x|)−m für geeignet groÿes m ∈ N in Lp(Rn) liegt.
Für sol
he m erhalten wir

∫

Rn

|f(x)|p dx =

∫

Rn

|f(x)|p(1 + |x|)pm · 1

(1 + |x|)pm dx

≤ C

∫

Rn

1

(1 + |x|)pm dx <∞,
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mit einer Konstanten |f(x)|p(1 + |x|)pm ≤ C, denn f ist ja s
hnellfallend.

Da o�ensi
htli
h C∞
c (Rn) ⊆ S(Rn) und C∞

c (Rn) di
ht in Lp(Rn) ist (Folge-
rung 6.10), liegt S(Rn) di
ht in Lp(Rn).

(c) Dies folgt wieder unmittelbar aus den De�nitionen.

(d) Für den Beweis benötigen wir die folgende allgemeine Form der Produktre-

gel für partielle Ableitungen: Sind g und f genügend glatt und ist α ∈ Nn
0 ein

Multiindex, so gilt

∂α(fg) =
∑

β≤α

(
α
β

)
∂βf · ∂α−βg

mit den verallgemeinerten Binomialkoe�zienten

(
α
β

)
:=

(
α1

β1

)
·
(
α2

β2

)
· · ·
(
αn
βn

)
.

(Für uns ist nur wi
htig, dass es sol
he Konstanten gibt; ihre Werte sind für uns

uninteressant.) Eine Anwendung dieser Formel auf das Produkt xγf(x) zeigt,

dass ∂β(xγf(x)) eine Linearkombination von S
hwartz-Funktionen ist. Die Be-

hauptung folgt nun aus Teil (a) dieses Satzes.

(e) Dies folgt aus der allgemeinen Binomialformel im Beweis von (d).

(f) Die Linearität ist klar, sofern wir f̂ ∈ S(Rn) für f ∈ S(Rn) zeigen. Dies folgt
aber aus den Resultaten im Abs
hnitt 6.6 und aus den obigen Aussagen (a) - (d).
Die Invertierbarkeit folgt aus der Inversions-Formel, Satz 6.22.

(g) Dies folgt aus (e) und (f) sowie aus Satz 6.13 (c).

6.9 Das Fourier-Integral: L2
-Theorie

Vorbemerkung: Die Abbildung

(f, g) 7→ 〈f, g〉 :=
∫

Rn

f(x)g(x) dx

ist ein Skalarprodukt auf L2(Rn) (die Existenz des Integrals folgt aus der Hölder-
s
hen Unglei
hung). Da

‖f‖2 =
√
〈f, f〉

und L2(Rn) vollständig ist, ist L2(Rn) ein Hilbertraum (dies gilt ni
ht nur für den

Lebesgues
hen Maÿraum; L2
ist au
h für allgemeine Maÿräume ein Hilbertraum).

Satz 6.25 (Plan
herel) Für f, g ∈ S(Rn) gilt

〈f, g〉 = 〈f̂ , ĝ〉 = 〈f̌ , ǧ〉 und insbesondere ‖f‖2 = ‖f̂‖2 = ‖f̌‖2.
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Beweis. Seien f, g ∈ S(Rn). Dann ist f̂ , ĝ ∈ S(Rn), und man überlegt si
h lei
ht,

dass ĝ = ǧ. Satz 6.13 (b) und Satz 6.22 liefern dann wegen S(Rn) ⊆ L1(Rn)

〈f, g〉 =
∫

Rn

fg dλd =

∫

Rn

ˆ̌fg dλd =

∫

Rn

f̌ ĝ dλd =

∫

Rn

f̌ ǧ dλd = 〈f̌ , ǧ〉.

Hieraus folgen au
h alle übrigen Behauptungen.

Lemma 6.26 Für f ∈ L2(Rn)∩L1(Rn) existiert eine Folge (fk) in S(Rn) derart,
dass fk → f in L2(Rn) und au
h fk → f in L1(Rn).

Beweis. In Folgerung 6.10 haben wir die Di
htheit von C∞
c (Rn) in Lp(Rn) gezeigt.

Die dort konstruierte Folge (fk) hat die gewüns
hten Eigens
haften.

Satz 6.27 Sei f ∈ L2(Rn) und (fk) ⊆ S(Rn) mit fk → f in L2(Rn). Dann gelten

die folgenden Aussagen:

(a) Es gibt ein g ∈ L2(Rn) mit f̂k → g in L2(Rn).

(b) Ist (gk) ⊆ S(Rn) eine weitere Folge mit gk → f , so gilt au
h ĝk → g.

(c) Ist zusätzli
h f ∈ L1(Rn), so gilt g = f̂ fast überall.

Beweis. (a) und (b) Seien f ∈ L2(Rn) und fk, gk ∈ S(Rn) mit fk → f und

gk → f in L2(Rn). Wir zeigen, dass (f̂k) eine Cau
hyfolge ist. Na
h dem Satz von

Plan
herel 6.25 ist

‖f̂k − f̂m‖2 = ‖fk − fm‖2 ≤ ‖fk − f‖2 + ‖f − fm‖2 → 0 für k, m→ ∞.

Also ist (f̂k) eine Cau
hyfolge in L2(Rn). Sei g ihr Grenzwert. Dann ist g ∈
L2(Rn). Aus

‖f̂k − ĝk‖2 = ‖fk − gk‖2 ≤ ‖fk − f‖2 + ‖f − gk‖2 → 0 für k → ∞

folgt, dass au
h ĝk → g gilt.

(c) Sei f ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn) und fk ∈ S(Rn) mit fk → f bzgl. der L1
- und der

L2
-Norm (siehe Lemma 6.26). Dann gibt es na
h Teil (a) ein g ∈ L2(Rn) mit

f̂k → g bzgl. der L2
-Norm. Mit Satz 5.7 gibt es eine Teilfolge (km) ⊆ N mit

f̂km(x) → g(x) für fast alle x ∈ Rn
. Da aber

‖f̂k − f̂‖∞ ≤ (2π)−n/2 ‖fk − f‖1 → 0

wegen Satz 6.12, folgt g(x) = f̂(x) für fast alle x ∈ Rn
.

Wegen Aussage (b) ist der Grenzwert in (a) von der Wahl der Folge (fk) ⊆ S(Rn)
unabhängig. Dies erlaubt die folgende De�nition der Fouriertransformation in L2

.

Sei f ∈ L2(Rn). Wir wählen eine Folge (fk) ⊆ S(Rn) mit fk → f in L2(Rn).
Die na
h Satz 6.27 existierende und eindeutig bestimmte Funktion g ∈ L2(Rn)
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heiÿt die Fouriertransformierte der L2
-Funktion f . Wir behalten dafür die No-

tation F(f) = f̂ bei (was wegen Aussage (c) im genannten Satz mit unserer

L1
-Notation konsistent ist) und setzen au
h wieder

f̌(ξ) := f̂(−ξ) für ξ ∈ Rn.

Satz 6.28 Die Abbildung

F : L2(Rn) → L2(Rn), f 7→ F(f)

ist eine lineare und surjektive Isometrie. Insbesondere ist ‖F(f)‖2 = ‖f‖2, und
F ist injektiv. Weiterhin ist F−1(f) = f̌ und

〈F(f), F(g)〉 = 〈f, g〉 = 〈F−1(f), F−1(g)〉.

Beweis. Aus der De�nition ist klar, dass F den Raum L2(Rn) in si
h abbildet.

Au
h die Linearität folgt sofort, da F auf dem S
hwartz-Raum linear ist. Sei nun

f ∈ L2(Rn) und (fk) ⊆ S(Rn) eine Folge mit fk → f in L2(Rn). Dann ist

‖f‖2 = lim
k→∞

‖fk‖2 = lim
k→∞

‖f̂k‖2 = ‖f̂‖2.

Wir zeigen nun die Surjektivität von F . Sei f ∈ L2(Rn), und sei (fk) eine Folge
in S(Rn) mit fk → f in L2

. Wie in Satz 6.27 (a) sieht man, dass die f̌k gegen ein

g ∈ L2(Rn) konvergieren. Wegen Satz 6.22 gilt

ˆ̌fk = fk. Da f̌k ∈ S(Rn), gilt na
h
De�nition von ĝ au
h

fk =
ˆ̌fk → ĝ,

d.h. es ist F(g) = f . S
hlieÿli
h folgt aus f̌k(ξ) = f̂k(−ξ), dass g = f̌ , also
F−1(f) = f̌ . Die letzte Aussage folgt aus der De�nition und der Stetigkeit des

L2
-Skalarproduktes.

Anmerkung. Ist f ∈ L2(Rn), so ist fχB(0, R) ∈ L2(Rn)∩L1(Rn) für jedes R > 0.
Satz 6.27 (c) liefert dann

F(fχB(0, R))(ξ) =
1

(2π)n/2

∫

B(0, R)

f(x) e−i〈x, ξ〉 dx.

Da fχB(0,R) → f in L2
für R→ ∞, erhält man mit Satz 6.27

F(f) = lim
R→∞

1

(2π)n/2

∫

B(0, R)

f(x) e−i〈x, ·〉 dx,

wobei die Konvergenz in der L2
-Norm zu verstehen ist. Es ist ein tie�iegendes

Resultat, dass hier für d = 1 Konvergenz punktweise fast überall vorliegt. Ob dies

au
h für d > 1 gilt, ist eine o�ene Frage der Fourier-Analysis.
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6.10 Anwendungen

Die Poisson-Glei
hung. Der Lapla
e-Operator∆ ist für f ∈ C∞(Rn) de�niert
dur
h

∆f := ∂21f + ∂22f + · · ·+ ∂2nf.

Wir su
hen die Lösung der Poisson-Glei
hung f − ∆f = g, wobei g geeignet

gegeben ist, z.B. g ∈ S(Rn). Betra
hten wir die Fouriertransformierte dieser

Glei
hung f̂ − ∆̂f = ĝ und s
hreiben deren linke Seite mit Hilfe von Abs
hnitt

6.6 als

f̂(ξ)−
(
(iξ1)

2 + (iξ2)
2 + · · ·+ (iξn)

2
)
f̂(ξ) = (1 + |ξ|2)f̂(ξ),

so haben wir die Di�erentialglei
hung f −∆f = g auf die algebrais
he Glei
hung

(1 + |ξ|2)f̂(ξ) = ĝ(ξ)

zurü
kgeführt. Diese können wir lei
ht lösen: wir dividieren einfa
h dur
h 1+ |ξ|2

f̂(ξ) =
ĝ(ξ)

1 + |ξ|2 ,

und erhalten hieraus f mit der inversen Fouriertransformation:

f = F−1(f̂(ξ)) = F−1

(
ĝ(ξ)

1 + |ξ|2
)
.

Aus dem Produkt wird dabei eine Faltung (Satz 6.13 (c)), und wir bekommen

f =
1

(2π)n/2
g ∗ F−1

(
1

1 + |ξ|2
)
.

Mit einer etwas tri
krei
hen Re
hnerei erhalten wir s
hlieÿli
h die explizite Form

f =
1

(2π)n/2
g ∗Bn

der Lösung der Poisson-Glei
hung, wobei

Bn(x) :=
1

2n/2

∫ ∞

0

e−t−
|x|2

4t

tn/2
dt (x ∈ Rn)

eine sogenannte Bessel-Funktion ist.
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Die Wärmeleitungsglei
hung. Mit ähnli
hen Methoden kann man au
h die

Wärmeleitungsglei
hung

∂tu(t, x) = ∆u(t, x) für t ≥ 0, x ∈ Rn

mit der Anfangsbedingung u(0, x) = f(x) für x ∈ Rn
lösen. Die Funktion f ist

gegeben und heiÿt Anfangswert. Wir wollen z.B. f ∈ S(Rn) annehmen und su
hen

eine Funktion

u : [0, ∞)× Rn → C,

wel
he diese Di�erentialglei
hung löst und der Anfangsbedingung genügt. Dazu

betra
hten wir die Fouriertransformierte der Glei
hung bzgl. der Raumvariable

x ∈ Rn
und erhalten die folgende äquivalente Form:

∂tû(t, ξ) = −|ξ|2û(t, ξ) für t ≥ 0, ξ ∈ Rn,

û(0, ξ) = f̂(ξ) für x ∈ Rn.

(Hier muss man si
h no
h überlegen, dass man ∂t und F vertaus
hen kann.) Was

wir erhalten haben ist eine gewöhnli
he Di�erentialglei
hung für û. Diese können
wir für jedes ξ ∈ Rn

explizit lösen:

û(t, ξ) = e−t|ξ|
2

f̂(ξ).

Jetzt müssen wir zurü
ktransformieren, und bea
hten, dass eine Gauÿfunktion

auftau
ht. Da bei der inversen Fouriertransformation Produkte in Faltungen über-

gehen (Satz 6.13 (c)), erhalten wir mit dem Beispiel aus Abs
hnitt 6.6

u(t, x) = F−1(û(t, ξ)) = (2π)−n/2F−1(f̂) ∗ F−1(e−t|ξ|
2

) = (f ∗ gt)(x),

wobei

gt(x) = (4πt)−n/2e−
|x|2

4t

der sogenannte Gauÿ- oder Wärmeleitungskern ist.

6.11 Lp
-Theorie

⋄

Wir haben oben gesehen, dass die Fouriertransformation L1(Rn) in L∞(Rn) ab-
bildet, wobei

‖Ff‖∞ ≤ (2π)−n/2‖f‖1, (6.2)

und dass sie au
h L2(Rn) in L2(Rn) abbildet, wobei

‖Ff‖2 = ‖f‖2. (6.3)

Für f ∈ S(Rn) ⊆ L1(Rn)∩L2(Rn) gelten beide Abs
hätzungen, und die Interpo-

lationsunglei
hung (Satz 5.14 mit θ = 2/q) liefert für q ∈ [2, ∞]

‖F(f)‖q ≤ ‖F(f)‖2/q2 ‖F(f)‖1−2/q
∞ ≤ (2π)n(1/2−1/q) ‖f‖2/q2 ‖f‖1−2/q

1 .
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Wir mö
hten auf der re
hten Seite an Stelle des Produktes ‖f‖1 ‖f‖2 nur eine

Norm haben, also zeigen, dass für geeignetes p (für das mit 1/p+ 1/q = 1)

‖f̂‖q ≤ (2π)n(1/2−1/q)‖f‖p

gilt. Wenn die �umgekehrte Interpolationsglei
hung� ‖f‖2/q2 ‖f‖1−2/q
1 ≤ ‖f‖p kor-

rekt wäre, wären wir damit fertig. Diese Unglei
hung stimmt aber leider

ni
ht!

Dur
h geeignetes �Mis
hen� beider Abs
hätzungen (6.2) und (6.3) können wir

au
h auf der re
hten Seite zwis
hen p = 1 und p = 2 interpolieren und so das

folgende Resultat erzielen.

Satz 6.29 Für 1 ≤ p ≤ 2 und q ∈ [2, ∞] mit 1/p+1/q = 1 gibt es eine Konstante
Cp so dass

‖f̂‖q ≤ Cp‖f‖p für alle f ∈ S(Rn).

Der folgende Beweis folgt Ideen von Mar
inkiewi
z und dient au
h als Grundlage

des Beweises des Interpolationssatzes von Mar
inkiewi
z.

Beweis. Die Fälle p = 2 und p = 1 haben wir bereits diskutiert. Sei also p ∈
(1, 2), und sei q der zu p konjugierte Exponent. Weiter können wir ‖f‖p = 1
annehmen, denn für ‖f‖p = 0 ist die Unglei
hung mit beliebiger Konstante Cp
wahr. Aus Satz 5.17 wissen wir, dass

‖f̂‖qq = q

∫ ∞

0

sq−1λn(A(s)) ds,

wobei A(s) = {ξ ∈ Rn : |f̂(ξ)| > s}. Mit der Substitution s = 2t wird hieraus

‖f̂‖q = q2q
∫ ∞

0

tq−1λn(A(2t)) ds.

Um die Lq-Norm von f̂ mögli
hst s
harf abs
hätzen zu können, benötigen wir

gute Abs
hätzungen für das Lebesgue-Maÿ von A(2t). Die Idee ist, die Funktion
f (und damit au
h f̂) so in f = f1 + f2 zu zerlegen, dass wir auf f1 die L1

-L∞

Abs
hätzung (6.2) anwenden können. Dies liefert eine Abs
hätzung na
h oben

für |f̂1(ξ)| und somit für ξ ∈ A(2t) eine Abs
hätzung na
h unten für |f̂2(ξ)|. So
erhalten wir eine geeignete Abs
hätzung für λn(A(2t)) dur
h die L2

-Norm von

f̂2. Mit der L2
-L2

Abs
hätzung (6.3) können wir dann λn(A(2t)) dur
h die Norm

von f2 kontrollieren. Hier sind die Details:

Sei M > 0 eine Konstante, die wir später genau wählen. Wir setzen

B := {x ∈ Rn : |f(x)| > M}, f1 := fχB, f2 := fχBc .
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Dann ist o�enbar f = f1 + f2 und, da F linear ist, f̂ = f̂1 + f̂2. Da f1 ∈ L1(Rn),
können wir für jedes M abs
hätzen

|f̂1(ξ)| ≤ 1

(2π)n/2

∫

Rn

|f1(x)| dx =
1

(2π)n/2

∫

B

|f1(x)|p|f1(x)|1−p dx

≤ 1

(2π)n/2
1

Mp−1

∫

B

|f1(x)|p dx ≤ 1

(2π)n/2
1

Mp−1

∫

Rn

|f(x)|p dx

=
1

(2π)n/2
1

Mp−1
.

Für t > 0 wählen wir nun M so, dass

1
(2π)n/2

1
Mp−1 = t, d.h.

M = ((2π)n/2t)−
1

p−1 .

Für t > 0mö
hten wir λn(A(2t)) abs
hätzen. Um deutli
h zu ma
hen, dass unsere

Zerlegung und insbesondere die Menge B von M und damit von t abhängen,
s
hreiben wir Bt an Stelle von B. Wir wir oben gesehen haben, ist |f̂1(ξ)| ≤ t für
alle ξ ∈ Rn

. Für ξ ∈ A(2t) muss daher |f̂2(ξ)| > t gelten. Unter Bea
htung von

‖f2‖2 = ‖f̂2‖2 na
h (6.3) erlaubt dies die Abs
hätzung

t2λn(A(2t)) ≤
∫

A(2t)

|f̂2(ξ)|2 dξ ≤
∫

Rn

|f̂2(ξ)|2 dξ =
∫

Rn

|f2(x)|2 dx

=

∫

Bc
t

|f(x)|2 dx.

Na
h diesen Überlegungen können wir ‖f̂‖q wie folgt abs
hätzen:

‖f̂‖qq = q2q
∫ ∞

0

tq−1λn(A(2t)) dt ≤ q2q
∫ ∞

0

tq−3

∫

Bc
t

|f(x)|2 dx dt

Fubini
= q2q

∫

Rn

|f(x)|2
∫ |f(x)|1−p(2π)−n/2

0

tq−3 dt dx

=
q2q

q − 2

∫

Rn

|f(x)|2tq−2|t=|f(x)|1−p(2π)−n/2

t=0 dx

=
q2q

q − 2

1

(2π)(q−2)n/2

∫

Rn

|f(x)|2|f(x)|(1−p)(q−2) dx.

Wegen 2 + (1− p)(q − 2) = q − pq − 2− 2p = p ist dies glei
h

q2q

q − 2

1

(2π)(q−2)n/2

∫

Rn

|f(x)|p dx =
q2q

q − 2

1

(2π)(q−2)n/2
.

Wir haben somit gezeigt, dass

‖f̂‖q ≤ 2

(
q

q − 2

)1/q

(2π)n(1/q−1/2) ‖f‖p.
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Anmerkungen. Mit etwas mehr Mühe und anderen Te
hniken lässt si
h die

Abs
hätzung

‖f̂‖q ≤ (2π)n(1/q−1/2) ‖f‖p
zeigen. Diese ist die bekannte Hausdor�-Young-Unglei
hung. Die präzise Kon-

stante Cp hat Be
kner ausgere
hnet:

‖f̂‖q ≤ Ap(2π)
n(1/q−1/2)‖f‖p

mit Ap =
√
p1/pq−1/q

. Wir sehen, dass für p = 1 und p = 2 die optimalen

Konstanten (2π)n/2 bzw. 1 genau diejenigen sind, die wir aus (6.2) und (6.3)

kennen.

Für p > 2 gibt es keine Konstante Cp mit der Eigens
haft, dass ‖f̂‖q ≤ Cp‖f‖p
für alle f ∈ S(Rn). Ebenso gibt es für p, q ∈ [1, ∞] mit 1/p + 1/q 6= 1 keine

Konstante Cp derart, dass ‖f̂‖q ≤ Cp‖f‖p für alle f ∈ S(Rn).

6.12 Komplexe Theorie

⋄

Wir haben oben gesehen, dass �Abklingen� von f �Glattheit� von f̂ impliziert.

Im Extremfall, wenn f einen kompakten Träger hat (also �sehr s
hnell� gegen

0 konvergiert), ist seine Fouriertransformierte sogar holomorph (unendli
h oft

C-di�erenzierbar). Dies und eine Umkehrung mö
hten wir jetzt zeigen. Dazu

benötigen wir einige Vorbemerkungen.

Für ξ, x ∈ Cn
sei

〈ξ, x〉 :=
n∑

j=1

ξjxj .

Man bea
hte, dass dies NICHT das komplexe Skalarprodukt auf Cn
ist, denn hier

steht keine Konjugation der Komponenten xj .
Eine Funktion f : Cn → C nennen wir holomorph, falls alle komplexen par-

tiellen Ableitungen ∂zif mit i = 1, . . . , n existieren, d.h. falls f bezügli
h jeder

Variablen holomorph ist. Man kann zeigen, dass in diesem Fall die (totale) kom-

plexe Ableitung von f existiert und dass f unendli
h oft komplex di�erenzierbar

ist. Dies ist wieder ein enormer Unters
hied zum Reellen.

Satz 6.30 (Paley-Wiener) (a) Sei f ∈ C∞
c (Rn) mit supp f ⊆ B(0, a) für ein

a ≥ 0. Dann hat f̂ : Rn → C eine holomorphe Fortsetzung g auf Cn
, und für

jedes m ∈ N existiert ein cm ≥ 0, so dass

|g(z)| ≤ cm(1 + |z|)−mea|Im z|
für alle z ∈ Cn. (6.4)

(b) Sei g : Cn → C eine holomorphe Funktion derart, dass ein a ≥ 0 existiert, so

dass es für jedes m ∈ N ein cm ≥ 0 gibt mit (6.4). Dann gibt es ein f ∈ C∞
c (Rn)

mit supp f ⊆ B(0, a) so, dass f̂(ξ) = g(ξ) für alle ξ ∈ Rn
.
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Beweis. (a) Hat f ∈ Cc(Rn) einen kompakten Träger innerhalb B(0, a), so exis-
tiert das Fourier-Integral ni
ht nur für reelles ξ ∈ Rn

, sondern au
h für ξ ∈ Cn
.

Wir können daher setzen

g(z) := (2π)−n/2
∫

B(0, a)

f(x)e−i〈x, z〉 dx = (2π)−n/2
∫

Rn

f(x)e−i〈x, z〉 dx.

O�enbar ist g(ξ) = f̂(ξ) für ξ ∈ Rn
. Die Holomorphie von g folgt lei
ht dur
h

Na
hre
hnen der Cau
hy-Riemanns
hen Di�erentialglei
hungen bezügli
h jeder

komplexen Variablen. Weiter: für z ∈ Cn
und k ∈ N0 gilt

|zkj g(z)| = (2π)−n/2
∣∣∣∣
∫

B(0, a)

f(x)ik∂kj e
−i〈x, z〉 dx

∣∣∣∣

Part.Int.
= (2π)−n/2

∣∣∣∣
∫

B(0, a)

∂kj f(x)i
ke−i〈x, z〉 dx

∣∣∣∣

≤ (2π)−n/2
∫

B(0, a)

|∂jf(x)|e−Im 〈x, z〉 dx

≤ (2π)−n/2ea|Im z|
∫

B(0, a)

|∂kj f(x)| dx =: C(k)ea|Im z|.

Sei nun m ∈ N0. Dann ist

(1 + |z|)m =
m∑

k=0

(
m
k

)
|z|k,

und mit

cm :=
m∑

k=0

(
m
k

)
C(k)

folgt sofort

(1 + |z|)m|g(z)| ≤ cme
a|Im z|.

Das ist aber die Behauptung.

(b) Wir beweisen die Aussage nur für n = 1. Für den Beweis des allgemeinen

Falles kann man dies koordinatenweise verwenden.

Sei g : C → C eine Funktion mit den angegebenen Eigens
haften. Ihre Ein-

s
hränkung g|R bezei
hnen wir ebenfalls mit g. Zunä
hst bemerken wir, dass

xαg(x) ∈ L1(R) für alle α ∈ N0. Für ξ ∈ R und k ∈ N0 gilt nämli
h na
h

Voraussetzung

|ξαg(ξ)| ≤ cm|ξ|k
(1 + |ξ|)m

mit geeigneten Konstanten cm. Die Funktion auf der re
hten Seite liegt in L1
, falls

m geeignet groÿ ist. Insbesondere können wir also f := ǧ de�nieren. Wegen Satz

6.16 gilt dann f ∈ C∞(R), und wir müssen nur no
h supp f ⊆ B(0, a) zeigen.
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Wir nutzen die komplexe Veränderli
he aus, indem wir über geeignete Wege

in der komplexen Ebene integrieren. Sei γ1 die Kurve (−∞, ∞) und γ2 die Kurve
(−∞+ iδ, ∞+ iδ) mit einem Parameter δ ∈ R. O�enbar ist

f(x) = (2π)−1/2

∫

R

g(ξ)eixξ dξ = (2π)−1/2

∫

γ1

g(z)eixz dz,

und wir werden glei
h zeigen, dass

(2π)−1/2

∫

γ1

g(z)eixz dz = (2π)−1/2

∫

γ2

g(z)eixz dz. (6.5)

Na
hdem dies gezeigt ist, können wir wie folgt argumentieren: Für x ∈ R ist

|f(x)| = (2π)−1/2

∣∣∣∣
∫

R

g(ξ + iδ)eix(ξ+iδ) dξ

∣∣∣∣ ≤
e−xδ

(2π)1/2

∫

R

|g(ξ + iδ)| dξ

≤ c2e
−xδ

(2π)1/2

∫

R

(1 + |x|)−2ea|δ| dξ = Ce−xδ+a|δ|,

wobei wir in der letzten Zeile die exponentielle Abs
hätzung ausgenutzt haben.

Wählen wir speziell δ := t sgn (x) mit t > 0, so erhalten wir

|f(x)| ≤ Cet(a−|x|).

Lassen wir nun t gegen ∞ streben, bekommen wir |f(x)| = 0 für |x| > a, d.h. es
ist supp f ⊆ B(0, a).

Wir haben no
h (6.5) zu zeigen. Seien γR1 und γR2 die Kurven [−R, R] und
[−R + iδ, R + iδ]. Für R → ∞ gilt o�ensi
htli
h

∫

γR1

g(z)eixz dz →
∫

γ1

g(z)eixz dz und

∫

γR2

g(z)eixz dz →
∫

γ2

g(z)eixz dz.

Weiter bezei
hnen wir mit γR3 und γR4 die Kurven, wel
he zwis
hen R und R+ iδ
bzw. zwis
hen −R + iδ und −R vertikal verlaufen. Dann ist Γ := γR1 + γR3 −
γR2 + γR4 ein ges
hlossener (und stü
kweise stetig di�erenzierbarer) Weg, und der

Cau
hys
he Integralsatz liefert

∫

Γ

g(z)eixz dz = 0.

Die Integrale entlang γR3 und γR4 lassen si
h lei
ht abs
hätzen: für k = 3, 4 gilt

wegen (6.4) mit m = 1
∣∣∣∣∣

∫

γRk

g(z)eixz dz

∣∣∣∣∣ ≤ C|δ|(1 +R)−1 → 0 für R→ ∞,

wobei δ die Länge des Integrationsweges ist. Somit gilt (6.5), und der Beweis ist

beendet.
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7 Integration über Untermannigfaltigkeiten

Im vorigen Kapitel haben wir uns mit der Bere
hnung von Integralen über meÿ-

baren Mengen im Rn
befasst, wobei das zugrundeliegende Maÿ stets das n-

dimensionale Lebensgue-Maÿ war. Betra
htet man nun Flä
henstü
ke im R3
oder

Kurven in der Ebene, so vers
hwinden die Integrale über sol
hen Mengen, da die

Integrationsberei
he Nullmengen sind. Andererseits ist es für viele Zwe
ke erfor-

derli
h, Integralen über niedriger-dimensionalen Gebilden einen Sinn zu geben.

Beispielsweise haben wir bereits einer Kurve im Rn
eine Länge zugeordnet (also

ein �eindimensionales� Volumen), und wir haben Funktionen über Kurven inte-

griert. Im glei
hen Sinn würden wir gern die Gröÿe von Ober�ä
hen von Körpern

im R3
(wie der Ober�ä
he der Einheitskugel) bere
hnen oder Integrale über Funk-

tionen auf sol
hen Flä
hen betra
hten.

7.1 Untermannigfaltigkeiten

Wir haben Untermannigfaltigkeiten des Rn
bereits in der Analysis II kennenge-

lernt, wobei der S
hwerpunkt auf der Bes
hreibung von Untermannigfaltigkeiten

als Nullstellenmengen von Funktionen lag. In diesem Abs
hnitt wird der S
hwer-

punkt auf der Parametrisierung von Untermannigfaltigkeiten liegen. Beide Si
ht-

weisen sind uns aus der linearen Algebra vertraut, wo man Untervektorräume

zum einen als Lösungsmengen linearer homogener Glei
hungssysteme und zum

anderen dur
h eine Parameterdarstellung mittels einer Basis bes
hreibt.

Rufen wir uns zunä
hst in Erinnerung, was wir aus der Analysis II wissen.

Wir betra
hten einen stü
kweise di�erenzierbaren Weg γ : [a, b] → Rn
. Ist γ in t

di�erenzierbar (was in allen bis auf endli
h vielen Punkten der Fall ist), so deuten

wir die Ableitung γ̇(t) ∈ Rn
von γ in t als den Ges
hwindigkeitsvektor und seine

Länge

‖γ̇(t)‖2 =
(

n∑

j=1

|γ′j(t)|2
)1/2

als die Ges
hwindigkeit, mit der ein Punkt den Weg γ zum Zeitpunkt t dur
hläuft.
Für die Länge des Weges γ haben wir die Beziehung

s(γ) =

∫ b

a

‖γ̇(t)‖2 dt (7.1)

gefunden. (Wir hatten die Länge für beliebige rekti�zierbare Wege erklärt und

(7.1) als Spezialfall erhalten. Man kann aber (7.1) au
h als De�nition der Länge

eines stü
kweise stetig di�erenzierbaren Wegs γ benutzen.) S
hlieÿli
h haben wir

für stetige Funktionen f : Rn → R das Kurvenintegral (1. Art) über γ de�niert

dur
h ∫

γ

f :=

∫ b

a

f(γ(t)) ‖γ̇(t)‖2 dt. (7.2)
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Wir haben uns au
h überlegt (Analysis II, Satz 11.6), dass das Integral in (7.1) nur

von der dur
h γ de�nierten Kurve Γ = γ([a, b]) abhängt, dass es si
h also ni
ht

ändert, wenn man die Kurve Γ umparametrisiert, indem man γ dur
h γ◦ϕ ersetzt,

wobei ϕ : [α, β] → [a, b] eine stetig di�erenzierbare Bijektion mit ϕ′(t) > 0 für

alle t ∈ (α, β) ist. Glei
hes gilt für das Integral (7.2).
Wir wollen diese Konzepte verallgemeinern auf höherdimensionale Flä
hen-

stü
ke. Diese denken wir uns als gegeben dur
h di�erenzierbare Abbildungen

ϕ : U → Rn
, wobei U ⊆ Rk

o�en ist. Für k = 1 erhalten wir gerade Kurven.

De�nition 7.1 Sei U ⊆ Rk
o�en. Eine stetig di�erenzierbare Abbildung ϕ :

U → Rn
heiÿt eine Immersion, wenn die lineare Abbildung ϕ′(x) ∈ L(Rk, Rn) für

jedes x ∈ U injektiv ist, d.h. wenn rangϕ′(x) = k für alle x ∈ U ist.

Ist ϕ : Rk ⊇ U → Rn
eine Immersion, muss insbesondere k ≤ n sein.

Wir betra
hten wieder ϕ als eine Parametrisierung der Menge ϕ(U). Mit sol-


hen Parametrisierungen werden wir später Integrale über ϕ(U) de�nieren, indem
wir sie auf �gewöhnli
he� Lebesgue-Integrale über U ⊆ Rk

zurü
kführen. Im Fall

k = 1 ist ϕ(U) eine Kurve, und ϕ ist genau dann eine Immersion, wenn ϕ′(x) für
kein x die Nullabbildung ist.

Beispiel 1. Die Neils
he Parabel ϕ : R → R2
, x 7→ (x2, x3) ist wegen ϕ′(0) =

(0, 0) keine Immersion. Die Singularität im Nullpunkt verhindert die Injektivität.

Beispiel 2. Ist U ⊆ Rk
o�en und f : U → R stetig di�erenzierbar, so ist

ϕ : U → Rk+1, x 7→ (x, f(x))

eine Immersion. Tatsä
hli
h erhalten wir für die Ja
obimatrix Jx(ϕ) der Ableitung
ϕ′(x) ∈ L(Rk, Rk+1)

Jx(ϕ) =

(
Ik×k

Jx(f)

)
=




1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . 1
∂f

∂x1
(x)

∂f

∂x2
(x) . . .

∂f

∂xk
(x)



,

und diese Matrix hat o�enbar für jedes x ∈ U den Rang k.

Beispiel 3. Für die Funktion

Φ : R2 → R3, (r, ϕ) 7→




r2 cosϕ
r2 sinϕ
r3




ist die Matrixdarstellung der linearen Abbildung ϕ′(r, ϕ) glei
h

J(r, ϕ)(Φ) =




2r cosϕ −r2 sinϕ
2r sinϕ r2 cosϕ
3r2 0


 .
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Man ma
ht si
h lei
ht klar, dass der Rang dieser Matrix genau dann glei
h 2 ist,
wenn r 6= 0. Die Eins
hränkung von Φ auf R2 \ ({0}×R) ist also eine Immersion.

(Die Abbildung Φ selbst ist aber o�enbar ni
ht injektiv.) Die Menge Φ(R2) ent-
steht dur
h Rotation der Kurve {(r2, 0, r3) : r ∈ R} (die man si
h als Neils
he

Parabel in der xz-Ebene vorstellen kann) um die z-A
hse (vgl. au
h das folgende

Beispiel). Die �obere S
hale� dieser Flä
he berührt die untere (ihr Spiegelbild an

der xy-Ebene) im Nullpunkt. Derartige Singularitäten werden dur
h die Forde-

rung der Injektivität von ϕ′(x) in jedem Punkt vermieden.

Beispiel 4. Wir sehen uns nun allgemeine Rotations�ä
hen an. Sei I ⊆ R ein

o�enes Intervall und

γ : I → R3, t 7→




r(t)
0
z(t)




eine stetig di�erenzierbare Funktion (deren Bild in der xz-Ebene liegt). Wir neh-

men weiter an, dass r(t) > 0 für alle t ∈ I ist (so dass das Bild von γ in der

re
hten Halbebene der xz-Ebene liegt). Nun betra
hten wir die stetig di�eren-

zierbare Abbildung

Φ : I × R → R3, (t, ϕ) 7→




r(t) cosϕ
r(t) sinϕ
z(t)




mit dem Bild

Φ(I × R) = {(x, y, z(t)) : x2 + y2 = r(t)2, t ∈ I}.

Das Bild von Φ entsteht also dur
h Rotation des Bildes von γ um die z-A
hse.
Die Ja
obi-Matrix von Φ in (t, ϕ) ist

J(t,ϕ)(Φ) =




r′(t) cosϕ −r(t) sinϕ
r′(t) sinϕ r(t) cosϕ
z′(t) 0


 .

Da wir r(t) > 0 für alle t ∈ I angenommen haben, hat diese Matrix genau dann

den Rang 2, wenn r′(t) 6= 0 oder z′(t) 6= 0, d.h. wenn γ′(t) 6= 0. Ist also γ eine

Immersion, so ist au
h Φ eine Immersion.

Beispiel 5. S
hlieÿli
h sehen wir uns no
h eine Parametrisierung der zweidimen-

sionalen Sphäre an. Wir betra
hten die Abbildung

P : R2 → R3, (ϕ, θ) 7→




cosϕ cos θ
sinϕ cos θ

sin θ



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mit der Ja
obimatrix

J(ϕ, θ)(P ) =




− sinϕ cos θ − cosϕ sin θ
cosϕ cos θ − sinϕ sin θ

0 cos θ


 .

Diese Matrix hat genau dann den Rang 2, wenn cos θ 6= 0. Die Eins
hränkung

von P auf die o�ene Menge R × (−π/2, π/2) ist also eine Immersion, und ihr

Bild

P (R× (−π/2, π/2)) = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1, |z| 6= 1}

ist die Einheitsphäre ohne Nord- und Südpol.

Wir diskutieren nun, wie der Begri� der Immersion zum Begri� der k-dimensio-

nalen Untermannigfaltigkeit des Rn
steht. Hier ist no
h einmal die De�nition.

De�nition 7.2 Eine Teilmenge M ⊆ Rn
heiÿt k-dimensionale Untermannigfal-

tigkeit, wenn für jeden Punkt p ∈ M eine o�ene Umgebung V ⊆ Rn
von p, eine

o�ene Menge W ⊆ Rn
und ein Di�eomorphismus Φ : V →W so existieren, dass

Φ(V ∩M) =W ∩ (Rk × {0})

(wobei wir Rn = Rk × Rn−k
s
hreiben).

Die Menge M sieht also lokal aus wie Rk × {0} in Rn
. Weiter benötigen wir den

folgenden Begri�.

De�nition 7.3 SeienX, Y metris
he Räume. Eine stetige Abbildung ϕ : X → Y
heiÿt Einbettung, wenn sie injektiv ist und wenn die Umkehrabbildung ϕ−1 :
ϕ(X) → X (bzgl. der von Y auf ϕ(X) induzierten Metrik) ebenfalls stetig ist.

Beispiel 6. Die Abbildung γ : [0, 2π) → R2
, t 7→ (cos t, sin t) ist stetig und

injektiv, und ihr Bild ist die Einheitskreislinie S1
. Die Umkehrabbildung η : S1 →

[0, 2π), γ(t) 7→ t ist jedo
h ni
ht stetig, denn es ist zwar γ(2π − 1
n
) → γ(0), aber

2π − 1
n
= η(γ(2π − 1

n
)) konvergiert ni
ht gegen 0 = η(γ(0)). Die Abbildung γ ist

also keine Einbettung.

Satz 7.4 (Parametrisierungssatz) Eine Teilmenge M ⊆ Rn
ist genau dann

eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, wenn es für jeden Punkt p ∈M eine

o�ene Umgebung V ⊆ Rn
, eine o�ene Menge U ⊆ Rk

und eine Immersion

ϕ : U → Rn
mit ϕ(U) = V ∩M gibt, die eine Einbettung ist.

Beweis. Sei zunä
hst M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und p ∈M .

Dann gibt es o�ene Mengen V, W ⊆ Rn
mit p ∈ V und einen Di�eomorphismus

Φ : V →W so, dass

Φ(V ∩M) = W ∩ (Rk × {0}).
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Sei U := {x ∈ Rk : (x, 0) ∈ W} und ϕ : U → Rn
, x 7→ Φ−1(η(x)), wobei η :

Rk → Rn
die lineare Abbildung x 7→ (x, 0) ist. Dann ist U o�en, ϕ(U) = V ∩M ,

und

ϕ′(x) = (Φ−1)′(η(x)) ◦ η.
Als Produkt injektiver Abbildungen ist ϕ′(x) für jedes x ∈ U injektiv, d.h. ϕ ist

eine Immersion. S
hlieÿli
h ist die inverse Abbildung zu ϕ : U → ϕ(U) dur
h

ϕ−1 = π ◦ Φ|ϕ(U) gegeben, wobei π : Rn → Rk
die Projektion (x, y) 7→ x ist. Aus

der Stetigkeit von Φ und π folgt, dass ϕ eine Einbettung ist.

Wir zeigen die umgekehrte Ri
htung. Sei p ∈M . Dann gibt es eine o�ene Umge-

bung V ⊆ Rn
von p, eine o�ene Menge U ⊆ Rk

und eine Immersion ϕ : U → Rn

mit ϕ(U) = V ∩ M , die eine Einbettung ist. Sei w := ϕ−1(p). Wir s
hreiben

ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn). Wegen rangϕ′(w) = k können wir na
h Umnummerierung der

Koordinaten annehmen, dass die Matrix

(
∂ϕi
∂xj

(w)

)k

i,j=1

invertierbar ist (das ist gerade der obere k × k-Blo
k der Ja
obimatrix von ϕ in

w). Sei ϕ̃ := (ϕ1, . . . , ϕk) : U → Rk
. Dann ist also ϕ̃′(w) invertierbar, und mit

dem Satz über die Umkehrfunktion �nden wir eine o�ene Umgebung W ⊆ U von

w so, dass ϕ̃|W ein Di�eomorphismus ist. Wir de�nieren

Φ :W × Rn−k → Rn, (u, x) = (u1, . . . , uk, xk+1, . . . , xn)

7→ ϕ(u) + (0, x) = (ϕ1(u), . . . , ϕk(u), ϕk+1(u) + xk+1, . . . , ϕn(u) + xn).

Dann ist Φ ein Di�eomorphismus von W × Rn−k
auf ϕ̃(W )× Rn−k

, denn Φ und

Φ−1(v, y) =
(
ϕ̃−1(v), yk+1 − ϕk+1(ϕ̃

−1(v)), . . . , yn − ϕn(ϕ̃
−1(v))

)

sind stetig di�erenzierbar. Weiter ist Φ−1(ϕ(u)) = (u, 0) für u ∈ W und somit

Φ−1(ϕ(W )) =W × {0} ⊆ Rk × Rn−k = Rn.

Da ϕ eine Einbettung ist, ist ϕ(W ) o�en in M ∩ V . Es gibt also eine o�ene

Teilmenge Vp ⊆ Rn
so, dass ϕ(W ) = M ∩ Vp, und wegen ϕ(W ) ⊆ ϕ̃(W )× Rn−k

kann Vp in ϕ̃(W )×Rn−k
gefunden werden (gegebenenfalls ersetzen wir Vp dur
h

Vp ∩ (ϕ̃(W ) × Rn−k)). Wir haben somit für jeden Punkt p ∈ M eine o�ene

Umgebung Vp ⊆ Rn
und einen Di�eomorphismus Φ−1

von Vp in Rn
gefunden, so

dass

Φ−1(M ∩ Vp) = Φ−1(ϕ(W )) =W × {0} ⊆ Rk × Rn−k.

Also ist M eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Die Immersionen ϕ : U → M , deren Existenz wir soeben gezeigt haben, nennen

wir Parametrisierungen oder Karten der Menge ϕ(U) ⊆ M . Oft s
hreibt man
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au
h (ϕ, U) für eine Karte ϕ : U → M . Die Funktionen (ϕ−1)j : ϕ(U) → R,
j = 1, . . . , k, stellt man si
h als Koordinaten eines Punktes p ∈ ϕ(U) vor. Für
p = ϕ(x1, . . . , xk) sind also x1, . . . , xk die Koordinaten bezügli
h der Karte

(ϕ, U). O�enbar kann ein Punkt für vers
hiedene Karten vers
hiedene Koordi-

naten besitzen. Man hat si
h daher zu überlegen, was beim We
hsel von Koordi-

natensystemen passiert.

Satz 7.5 (Parameter-Transformation) Es sei M ⊆ Rn
eine k-dimensionale

Untermannigfaltigkeit, und

ϕj : Uj → Vj = ϕj(Uj) ⊆M, j = 1, 2,

seien Karten mit V1 ∩ V2 =: V 6= ∅. Dann sind Wj := ϕ−1
j (V ) o�ene Teilmengen

von Uj, und
ψ := ϕ−1

2 ◦ ϕ1|W1 : W1 → W2

ist ein Di�eomorphismus.

Beweis. Da V eine o�ene Teilmenge von Vj und ϕj stetig ist, ist Wj als Urbild

einer o�enen Teilmenge von Vj o�en. Aus den De�nitionen ist au
h klar, dass ψ
bijektiv und stetig ist und eine stetige Umkehrfunktion besitzt. Wir zeigen, dass

ψ stetig di�erenzierbar ist.

Sei x0 ∈ W1. Na
h De�nition einer k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit

gibt es eine Umgebung U ⊆ Rn
von ϕ1(x0) mit M ∩ U ⊆ V (das dürfen wir

zusätzli
h annehmen) und einen Di�eomorphismus Φ : U → Φ(U) ⊆ Rn
mit

Φ(M ∩ U) = Φ(U) ∩ (Rk × {0}).

Dann ist

Φ ◦ ϕ1 = (g1, . . . , gk, 0, . . . , 0) und Φ ◦ ϕ2 = (h1, . . . , hk, 0, . . . , 0)

mit gewissen stetig di�erenzierbaren Funktionen gi : ϕ−1
1 (M ∩ U) → R und

hj : ϕ
−1
2 (M ∩ U) → R. Folgli
h sind au
h die Funktionen

G := (g1, . . . , gk) : ϕ
−1
1 (M ∩ U) → Rk, H := (h1, . . . , hk) : ϕ

−1
2 (M ∩ U) → Rk

stetig di�erenzierbar. Bezei
hnet π wieder die im Beweis von Satz 7.4 eingeführte

Projektion, so erhalten wir mit der Kettenregel für alle x ∈ ϕ−1
1 (M ∩ U)

G′(x) = (π ◦ Φ ◦ ϕ1)
′(x) = π′(Φ(ϕ1(x))) ◦ Φ′(ϕ1(x)) ◦ ϕ′

1(x)

= π ◦ Φ′(ϕ1(x)) ◦ ϕ′
1(x).

Als Produkt injektiver Abbildungen ist G′(x) injektiv (bea
hte: ϕ′
1 ist injektiv,

da ϕ1 eine Immersion ist, Φ′(ϕ1(x)) ist sogar invertierbar, und die Projektion π
wirkt hier nur auf Vektoren der Gestalt (y1, . . . , yk, 0, . . . , 0) und ist auf dieser

Menge injektiv) und folgli
h invertierbar (da G′(x) ∈ L(Rk, Rk)).
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Na
h Folgerung 12.6 aus Analysis II ist G : ϕ−1
1 (M ∩ U) → π(Φ(M ∩ U)) ein

Di�eomorphismus. Ebenso ist H : ϕ−1
2 (M ∩ U) → π(Φ(M ∩ U)) ein Di�eomor-

phismus. Auf der Umgebung ϕ−1
1 (M ∩ U) von x0 haben wir nun

ψ = ϕ−1
2 ◦ϕ1 = ϕ−1

2 ◦Φ−1 ◦ η ◦π ◦Φ◦ϕ1 = (π ◦Φ◦ϕ2)
−1 ◦ (π ◦Φ◦ϕ1) = H−1 ◦G,

d.h. ψ ist auf dieser Umgebung stetig di�erenzierbar. Da x0 ∈ W1 beliebig war,

ist ψ auf W1 stetig di�erenzierbar. Entspre
hend erhält man die stetige Di�eren-

zierbarkeit von ψ−1 : W2 → W1.

7.2 Integration über Untermannigfaltigkeiten, Teil 1

Wir wollen nun das Integral von Funktionen über k-dimensionalen Untermannig-

faltigkeitenM von Rn
de�nieren und beginnen mit dem einfa
hsten Fall, wennM

dur
h eine einzige injektive Immersion bes
hrieben werden kann. Zur Motivation

betra
hten wir zunä
hst wieder eine lineare Version.

Sei k < n, A : Rk → Rn
linear und W := [0, 1]k der k-dimensionale Ein-

heitswürfel. Dann ist das n-dimensionale Volumen von AW glei
h Null na
h

Folgerung 4.12 (und wenig interessant). Wir wollen ein �k-dimensionales Volu-

men� von AW de�nieren. Dieses soll si
h ni
ht ändern, wenn eine orthogonale

Abbildung (= Drehung) B auf AW angewendet wird. Wie aus der linearen Al-

gebra bekannt ist, kann B so gewählt werden, dass ImBA ⊆ Rk × {0} ⊆ Rn
. Ist

P : Rk × Rn−k = Rn → Rk
, (x, y) 7→ x, so ist es weiter vernünftig anzunehmen,

dass BAW und PBAW glei
he k-dimensionale Volumina besitzen. Nun ist aber

PBA eine lineare Abbildung von Rk
na
h Rk

und daher

λk(PBAW ) = | det(PBA)|

(vgl. Abs
hnitt 4.2). Diese Formel ist no
h ni
ht sehr hilfrei
h, da sie die Matrix

B enthält (die wir irgendwie wählen mussten). Nun ist aber

| det(PBA)|2 = det(ATBTP T ) det(PBA) = det(ATBTP TPBA)

= det(ATBTBA) = det(ATA)

(bea
hte: P TP ist der Orthoprojektor von Rk × Rn−k
auf Rk × {0}, und wegen

ImBA ⊆ Rk×{0} ist P TPBA = BA). Damit haben wir eine brau
hbare Formel

für das k-dimensionale Volumen von AW gefunden:

volk(AW ) =
√

det(ATA).

(Die Matrix ATA ist positiv semide�nit und hat daher eine ni
htnegative Deter-

minante.) Damit ist der Weg zur De�nition des k-dimensionalen Volumens von

parametrisierten Untermannigfaltigkeiten vorgezei
hnet.
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Sei U ⊆ Rk
o�en, ϕ : U → Rn

eine Immersion und Jx(ϕ) ihre Ja
obimatrix im

Punkt x ∈ U . Die k × k-Matrix

G(x) := Jx(ϕ)
TJx(ϕ)

heiÿt der Maÿtensor von ϕ, und die dur
h g(x) := detG(x) de�nierte Funktion
heiÿt die Grams
he Determinante von ϕ. Diese Bezei
hnung rührt daher, dass

G(x) = (gij(x))
k
i,j=1 mit gij(x) =

〈
∂ϕ

∂xi
(x),

∂ϕ

∂xj
(x)

〉

ist, wobei

∂ϕ
∂xi

= (∂ϕ1

∂xi
, . . . , ∂ϕn

∂xi
). Es ist G(x) also die Grams
he Matrix der Vekto-

ren

∂ϕ
∂x1

(x), . . . , ∂ϕ
∂xk

(x), d.h. der Spalten von Jx(ϕ). Wegen rangJx(ϕ) = k sind

diese Spalten linear unabhängig, d.h. G(x) ist positiv de�nit. Insbesondere ist

g(x) > 0 für alle x ∈ U .

De�nition 7.6 Sei M ⊆ Rn
Untermannigfaltigkeit, U ⊆ Rk

o�en und (ϕ, U)
eine Karte von M mit ϕ(U) = M . Eine Teilmenge E ⊆ M heiÿt messbar (bzgl.

ϕ), wenn ihr Urbild ϕ−1(E) messbar ist. Ist E ⊆M messbar, so heiÿt

SM(E) :=

∫

ϕ−1(E)

√
g(x) dλk(x) (7.3)

das k-dimensionale Volumen von E (bzgl. ϕ). Eine Funktion f : M → R heiÿt

integrierbar (bzgl. ϕ), wenn die Funktion

U → R, x 7→ f(ϕ(x))
√
g(x)

Lebesgue-integrierbar auf U ist. In diesem Fall heiÿt

∫

M

f dSM :=

∫

U

f(ϕ(x))
√
g(x) dλk(x) (7.4)

das Integral von f über M .

Wir erklären also das Integral

∫
M
f dSM einfa
h dur
h (7.4). Man kann au
h auf

anderem Weg zu diesem Integral gelangen. Na
h Satz 2.6 ist nämli
h

µ : A 7→
∫

A

√
g(x) dλk(x)

ein Maÿ auf der σ-Algebra L(Rk) der erweiterten Borelmengen. Hiermit kann

man zeigen, dass die Menge der messbaren Teilmengen von M ebenfalls eine σ-
Algebra bildet und dass SM ein vollständiges Maÿ auf dieser σ-Algebra ist, das

sogenannte Ober�ä
henmaÿ vonM . Das bezügli
h dieses Maÿes erklärte Integral

stimmt mit (7.4) überein (was wir uns viellei
ht in der Übung ansehen werden).
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Man bea
hte, dass aus Folgerung 1.16 und der Stetigkeit von ϕ folgt, dass je-

de Borelmenge des metris
hen Raumes M messbar ist. Weiter nennen wir eine

messbare Menge E ⊆M eine Nullmenge, wenn SM(E) = 0 ist. Wie in Abs
hnitt

2.2 zeigt man: wird eine integrierbare Funktion f : M → R auf einer Nullmenge

abgeändert, so bleibt sie integrierbar mit dem glei
hen Integral.

Wir zeigen nun, dass die in De�nition 7.6 erklärten Volumina bzw. Integra-

le ni
ht von der Parametrisierung ϕ abhängen. Bemerkungen wie �bzgl. ϕ� in

De�nition 7.6 dürfen also weggelassen werden.

Lemma 7.7 Seien U, V ⊆ Rk
o�en, τ : V → U ein Di�eomorphismus, ϕ : U →

Rn
eine stetig di�erenzierbare Funktion und f : ϕ(U) → R. Weiter seien

gϕ(x) := det(Jx(ϕ)
TJx(ϕ)) bzw. gϕ◦τ (x) := det(Jx(ϕ ◦ τ)TJx(ϕ ◦ τ))

die Grams
hen Determinanten von ϕ bzw. ϕ ◦ τ . Ist eine der Funktionen

x 7→ f(ϕ(x))
√
gϕ(x) bzw. y 7→ f ((ϕ ◦ τ)(y))

√
gϕ◦τ (y)

auf U bzw. V Lebesgue-integrierbar, so ist es au
h die andere, und es gilt

∫

U

f(ϕ(x))
√
gϕ(x) dλk(x) =

∫

V

f ((ϕ ◦ τ)(y))
√
gϕ◦τ (y) dλk(y).

Beweis. Mit der Kettenregel (ϕ ◦ τ)′(y) = ϕ′(τ(y)) ◦ τ ′(y) folgt

Jy(ϕ ◦ τ)TJy(ϕ ◦ τ) = Jy(τ)
TJτ(y)(ϕ)

TJτ(y)(ϕ)Jy(τ)

und damit gϕ◦τ (y) = (det τ ′(y))2gϕ(τ(y)). Mit der Transformationsformel erhal-

ten wir weiter

∫

V

f ((ϕ ◦ τ)(y))
√
gϕ◦τ (y) dλk(y)

=

∫

V

f (ϕ(τ(y)))
√
gϕ(τ(y))| det τ ′(y)| dλk(y)

=

∫

U

f(ϕ(x))
√
gϕ(x) dλk(x).

Der Transformationssatz liefert au
h die Aussage über die Integrierbarkeit.

Beispiel. Wir betra
hten den Fall k = 1. Sei U ⊆ R1
ein o�enes Intervall und

ϕ : U → Rn
eine injektive Immersion. Dann ist M := ϕ(U) eine Kurve in Rn

.

Aus

G(x) = Jx(ϕ)
TJx(ϕ) = 〈ϕ′(x), ϕ′(x)〉 = ‖ϕ′(x)‖22

erhalten wir g(x) = ‖ϕ′(x)‖22 und damit

SM(M) =

∫

U

‖ϕ′(t)‖2 dλ1(t).
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Das ist exakt die Formel, die wir in Satz 11.5 (Ana II) für die Länge der Kurve

M gefunden haben. Das Integral von f :M → R ist gegeben dur
h

∫

M

f dSM =

∫

U

f(ϕ(t))‖ϕ′(t)‖2 dλ1(t),

und das ist genau die De�nition des Kurvenintegrals (1. Art) aus Abs
hnitt 11.2

(Ana II).

7.3 Integration über Untermannigfaltigkeiten, Teil 2

Wir s
hauen uns nun Untermannigfaltigkeiten an, die ni
ht mehr dur
h eine einzi-

ge Karte bes
hrieben werden können. Zuerst überlegen wir uns, dass man für jede

Untermannigfaltigkeit M ⊆ Rn
eine abzählbare Familie (ϕj , Uj)j≥1 von Karten

so �ndet, dass

M =
⋃

j≥1

ϕj(Uj). (7.5)

Na
h dem Parametrisierungssatz gibt es nämli
h zu jedem p ∈ M eine o�ene

Umgebung Vp ⊆ Rn
so, dass Vp ∩M = ϕp(Up) für eine Karte (ϕp, Up) von M .

Dur
h Verkleinern von Vp kann man errei
hen, dass

Vp = {x ∈ Rn : ‖x− q‖2 < rq}

mit q ∈ Qn
und rq ∈ Q. Da es nur abzählbar viele sol
her Mengen gibt und da

jeder Punkt p ∈M in einer sol
hen Menge liegt, erhalten wir (7.5). In praktis
hen

Anwendungen genügen oft bereits endli
h viele Karten, um M zu überde
ken.

Lemma 7.8 Sei M ⊆ Rn
eine Untermannigfaltigkeit, und seien (ϕj, Uj)j≥1 und

(ϕ̃i, Ũi)i≥1 abzählbare Familien von Karten von M mit

M =
⋃

j≥1

ϕj(Uj) =
⋃

i≥1

ϕ̃i(Ũi).

Wir setzen Mj := ϕj(Uj), M̃i := ϕ̃i(Ũi) sowie N1 :=M1, Ñ1 := M̃1 und

Nj :=Mj \ (M1 ∪ . . . ∪Mj−1), Ñi := M̃i \ (M̃1 ∪ . . . ∪ M̃i−1)

für i, j > 1 und erhalten so zwei jeweils paarweise disjunkte und abzählbare Fa-

milien (Nj)j≥1, (Ñi)i≥1 von Borelmengen, die M überde
ken. Ist E ⊆ M eine

Menge, für die jeder Dur
hs
hnitt E ∩Nj (bzgl. ϕj) messbar ist, so ist au
h jeder

Dur
hs
hnitt E ∩ Ñi (bzgl. ϕ̃i) messbar, und es gilt

∞∑

j=1

SMj
(E ∩Nj) =

∞∑

i=1

SM̃i
(E ∩ Ñi).
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Beweis. Wir s
hreiben

E ∩Nj =
⋃

i≥1

(E ∩Nj ∩ Ñi).

Die Menge E ∩ Nj ist bzgl. SMj
messbar, und da Ñi Borelmenge ist, ist au
h

E ∩Nj ∩ Ñi bzgl. SMj
messbar. Na
h Satz 7.5 (Parameter-Transformation), den

wir auf die o�ene Menge Mj ∩ M̃i anwenden, erhalten wir mit Lemma 7.7

SMj
(E ∩Nj ∩ Ñi) = SM̃i

(E ∩Nj ∩ Ñi).

S
hlieÿli
h folgt mit dem Doppelreihensatz (Satz 9.19, Ana II), den wir hier nur

in einer einfa
hen Version benötigen, da alle Summanden ni
htnegativ sind,

∞∑

j=1

SMj
(E ∩Nj) =

∞∑

j=1

∞∑

i=1

SMj
(E ∩Nj ∩ Ñi) =

∞∑

j=1

∞∑

i=1

SM̃i
(E ∩Nj ∩ Ñi)

=
∞∑

i=1

∞∑

j=1

SM̃i
(E ∩Nj ∩ Ñi) =

∞∑

i=1

SM̃i
(E ∩ Ñi).

De�nition 7.9 Sei M ⊆ Rn
eine Untermannigfaltigkeit und (ϕj, Uj)j≥1 eine

Familie von Karten von M mit M =
⋃
j≥1 ϕj(Uj). Weiter seien Mj und Nj

wie in Lemma 7.8 erklärt. Eine Teilmenge E von M heiÿt messbar, wenn jeder

Dur
hs
hnitt E ∩ Nj (bzgl. ϕj) messbar ist. Für jede messbare Menge E ⊆ M
de�nieren wir

SM(E) :=
∞∑

j=1

SMj
(E ∩Nj). (7.6)

Lemma 7.8 garantiert, dass diese De�nitionen ni
ht von den gewählten Karten

abhängen. Man kann zeigen, dass dur
h (7.6) ein Maÿ SM auf der σ-Algebra
der messbaren Teilmengen von M de�niert wird und dass das zugehörige Integral

einer integrierbaren Funktion f :M → R gegeben ist dur
h

∫

M

f dSM =
∞∑

j=1

∫

ϕ−1
j (Nj)

f(ϕj(x))
√
gϕj

(x) dλk(x). (7.7)

Das Maÿ SM heiÿt das Ober�ä
henmaÿ auf M .

Einige der in dieser De�nition formulierten Aussagen werden Sie si
h in der Übung

ansehen.

Mit der De�nition des Ober�ä
henmaÿes haben wir Integralen über Unterman-

nigfaltigkeiten einen präzisen Sinn gegeben. Wir betra
hten einige Beispiele.

Beispiel 1. Hier betra
hten wir die Rotations�ä
hen aus Beispiel 4 in Abs
hnitt
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7.1. Die Parametrisierung Φ : I × R → R3
(mit einem o�enen Intervall I ⊆ R)

und ihre Ja
obimatrix in (t, ϕ) sind also gegeben dur
h

Φ(t, ϕ) =




r(t) cosϕ
r(t) sinϕ
z(t)




und J(t, ϕ)(Φ) =




r′(t) cosϕ −r(t) sinϕ
r′(t) sinϕ r(t) cosϕ
z′(t) 0


 ,

und für den Maÿtensor und die Grams
he Determinante �ndet man

G(t, ϕ) =

(
r′(t)2 + z′(t)2 0

0 r2(t)

)
und g(t, ϕ) = r(t)2 ‖γ′(t)‖22

mit γ(t) = (r(t), 0, z(t)) (wir hatten r(t) > 0 in Beispiel 4 vorausgesetzt). Für

M := Φ(I × (0, 2π)) erhält daher das Ober�ä
henintegral die Form
∫

M

f dSM =

∫

I

∫ 2π

0

f(Φ(t, ϕ))r(t)‖γ′(t)‖2 dϕdt.

Für f ≡ 1 ergibt si
h insbesondere für das 2-dimensionale Volumen von M

SM(M) =

∫

I

∫ 2π

0

r(t)‖γ′(t)‖2 dϕdt = 2π

∫

I

r(t)‖γ′(t)‖2 dt.

Für die zweidimensionale Sphäre S2 ⊆ R3
ist I = (−π

2
, π

2
), r(t) = cos t, z(t) =

sin t und damit ‖γ′(t)‖2 = 1 sowie

SS2(S
2) = 2π

∫ π/2

−π/2
cos t dt = 4π.

Beispiel 2. Hier sehen wir uns Funktionsgraphen an (vgl. Beispiel 2 aus Ab-

s
hnitt 7.1). Sei U ⊆ Rk
o�en und f : U → R stetig di�erenzierbar. Dann ist

ϕ : U → Rk+1
, x 7→ (x, f(x)) eine injektive Immersion, und die Umkehrfunktion

ϕ(U) → U , (x, f(x)) 7→ x ist o�enbar stetig (Projektion auf die erste Kompo-

nente). Also ist M := ϕ(U) eine Untermannigfaltigkeit des Rk+1
. Weiter haben

wir

Jx(ϕ) =

(
I

Jx(f)

)

und

G(x) =
(
IJx(f)

T
)(

I
Jx(f)

)
= I + Jx(f)

TJx(f),

wobei I die k × k-Einheitsmatrix ist. Wir bestimmen zunä
hst die Eigenwerte

der symmetris
hen Matrix G(x). Ist v ∈ ker f ′(x), so ist Jx(f)v = 0 und somit

G(x)v = v. Alle Vektoren 6= 0 aus dem (mindestens k − 1-dimensionalen) Kern

von f ′(x) : Rk → R1
sind also Eigenvektoren zum Eigenwert 1. Auÿerdem ist für

den Vektor (grad f)(x) ∈ Rk
, den wir uns als Zeilenvektor denken,

G(x)(grad f)(x)T = (grad f)(x)T + (grad f)(x)T (grad f)(x)(grad f)(x)T

= (1 + ‖(grad f)(x)‖22) (grad f)T (x),
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sodass (für f ′(x) 6= 0) (grad f)T (x) Eigenvektor zum Eigenwert 1+‖(grad f)(x)‖22
ist. Da (grad f)T (x) senkre
ht auf ker(f ′(x)) steht, haben wir (egal, ob f ′(x) 6=
0 oder ni
ht) damit k paarweise orthogonale Eigenvektoren gefunden. Da die

Determinante von G(x) das Produkt der Eigenwerte dieser Matrix ist, folgt:

g(x) = 1 + ‖(grad f)(x)‖22. (7.8)

Für M = ϕ(U) ist also das k-dimensionale Volumen glei
h

SM(M) =

∫

U

√
1 + ‖(grad f)(x)‖22 dλk(x).

Insbesondere ist für n > 1 die obere Halbsphäre vom Radius r > 0, d.h.

M := {x ∈ Rn : ‖x‖2 = r, xn > 0},

der Graph der Funktion F : {x ∈ Rn−1 : ‖x‖2 < r} → R, die gegeben ist dur
h

x 7→
√
r2 − ‖x‖22 =

√
r2 − x21 − x22 − · · · − x2n−1.

Aus

∂F
∂xj

(x) = − xj
F (x)

folgt mit (7.8)

g(x) = 1 + ‖(gradF )(x)‖22 = 1 +
‖x‖22
F (x)2

=
F (x)2 + ‖x‖22

F (x)2
=

r2

r2 − ‖x‖22
und damit

∫

M

f dSM =

∫

‖x‖2<r
f

(
x,
√
r2 − ‖x‖22

)
r√

r2 − ‖x‖22
dλn−1(x)

=

∫

‖y‖2<1

f

(
ry, r

√
1− ‖y‖22

)
rn−1

√
1− ‖y‖22

dλn−1(y), (7.9)

wobei wir x = ry substituiert haben.

Beispiel 3. Sei M ⊆ Rn
eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und r > 0.

Ist ϕ : U → M eine Karte von M , so ist rϕ : U → rM eine Karte von rM .

Hieraus folgt, dass rM ebenfalls eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von

Rn
ist. Weiter folgt aus (rϕ)′(x) = rϕ′(x) für die Grams
hen Determinanten von

ϕ bzw. rϕ, dass grϕ(x) = r2kgϕ(x), d.h.
√
grϕ(x) = rk

√
gϕ(x). Folgli
h gilt

SrM(rE) = rkSM(E)

für jede messbare Teilmenge E ⊆M und

∫

rM

f(x)dSrM(x) = rk
∫

M

f(rx) dSM(x) (7.10)

für jede integrierbare Funktion f : rM → R
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Satz 7.10 Sei n > 1 und f : Rn → R Lebesgue-integrierbar. Dann ist für fast je-

des r > 0 die Funktion f über der Sphäre Sr := {x ∈ Rn : ‖x‖2 = r} integrierbar,
und es gilt

∫

Rn

f dλn =

∫ ∞

0

∫

Sr

f(x) dSSr(x) dr =

∫ ∞

0

∫

S1

f(ry) dSS1(y)r
n−1dr. (7.11)

Beweis. Sei H± := {x ∈ Rn : ±xn > 0}. Dann ist f = fχH+ + fχH− fast

überall, denn {x ∈ Rn : xn = 0} ist eine Nullmenge. Da Sr ∩ {x ∈ Rn : xn = 0}
eine (n− 1)-dimensionale Nullmenge ist, genügt es, die Behauptung für jede der

Funktionen fχ± zu zeigen. Wir tun dies für fχ+ und nehmen glei
h an, dass f
auÿerhalb von H+ vers
hwindet.

Sei U := {x ∈ Rn−1 : ‖x‖ < 1}. Die Abbildung

Φ : U × (0, ∞) → H+ ⊆ Rn−1 × R, (x, r) 7→
(
rx, r

√
1− ‖x‖22

)

ist bijektiv und hat die stetige Umkehrabbildung

Φ−1(y) =

(
y1

‖y‖2
, . . . ,

yn−1

‖y‖2
, ‖y‖2

)

(Na
hre
hnen!). Also ist Φ ein Di�eomorphismus.

Sei F (x) :=
√
1− ‖x‖22. Dann ist (gradF )(x) = − x

F (x)
(als Zeilenvektor)

sowie Φ(x, r) = (rx, rF (x)) = r(x, F (x)). Folgli
h ist

J(x,r)(Φ) =




r 0 . . . 0
0 r . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . r

x1
x2
.

.

.

xn−1

r(gradF )(x) F (x)



.

Ausklammern von r und Subtraktion des xj-fa
hen der j-ten Spalte von der

letzten Spalte liefern

det J(x,r)(Φ) = rn−1det




1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . 1

x1
x2

xn−1

(gradF )(x) F (x)




= rn−1det




1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 1

0
0
.

.

.

0
(gradF )(x) F (x)− 〈(gradF )(x), x〉



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= rn−1 (F (x)− 〈(gradF )(x), x〉) = rn−1
(
F (x) +

‖x‖22
F (x)

)

=
rn−1

F (x)
(F (x)2 + ‖x‖22) =

rn−1

√
1− ‖x‖22

.

Mit dem Transformationssatz und dem Satz von Fubini ergibt si
h daher

∫

H+

f dλn =

∫

U×(0,∞)

f

(
rx, r

√
1− ‖x‖22

)
rn−1

√
1− ‖x‖22

dλn−1(x) dr

=

∫ ∞

0

∫

U

f(rx, r
√

1− ‖x‖22)√
1− ‖x‖22

rn−1dλn−1(x) dr.

Na
h (7.9) ist das innere Integral glei
h

∫
Sr
f dSSr . Hieraus folgt die erste Glei
h-

heit in (7.11), und die zweite bekommt man mit (7.10).

Beispiel 4. Sei Bn := {x ∈ Rn : ‖x‖2 ≤ 1} und Sn−1 = ∂Bn. Wir wollen

das (n− 1)-dimensionale Volumen wn := voln−1(Sn−1) der (n− 1)-dimensionalen

Einheitsphäre Sn−1
bere
hnen. Es sei daran erinnert, dass das (�gewöhnli
he�)

n-dimensionale Volumen von Bn dur
h cn = voln(Bn) = πn/2/Γ(n
2
+ 1) gegeben

ist. Wir wenden nun Satz 7.10 auf die 
harakteristis
he Funktion von Bn an und

�nden

cn =

∫

‖x‖2≤1

dλn(x) =

∫ 1

0

∫

‖x‖=1

dSSn−1(y)rn−1dr = wn

∫ 1

0

rn−1 dr =
wn
n
.

Somit ist

wn = ncn = n
πn/2

Γ(n
2
+ 1)

= 2
πn/2

Γ(n
2
)
.

Insbesondere erhalten wir

• w2 = 2π (Länge des Einheitskreisbogens),

• w3 = 4π (Ober�ä
he der zweidimensionalen Einheitssphäre),

• w4 = 2π2
(dreidimensionales Volumen von S3 ⊆ R4

).
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8 Integralsätze

Das zentrale Resultat der Di�erential- und Integralre
hnung für Funktionen einer

Variablen ist der Hauptsatz, wona
h

F (b)− F (a) =

∫ b

a

F ′(t) dt

für jede stetig di�erenzierbare Funktion F : [a, b] → R. Wir können diesen Satz

betra
hten als eine Beziehung zwis
hen den Werten von F auf dem Rand ∂[a, b] =
{a, b} von [a, b] und den Werten von F ′

im Inneren von [a, b]. Thema dieses

Kapitels sind Verallgemeinerungen dieser Beziehung. Die allgemeine Stokess
he

Formel ∫

∂M

w =

∫

M

dw

(die wir hier ni
ht behandeln) liefert eine weitrei
hende und elegante Verallgemei-

nerung des Hauptsatzes. Wir betra
hten ledigli
h Spezialfälle dieser Formel: den

Gauÿs
hen Integralsatz, den Stokess
hen Integralsatz im Raum und die Green-

s
he Formel in der Ebene.

8.1 Kompakta mit glattem Rand

Der Gauÿs
he Integralsatz ist wohl das wi
htigste Resultat der Integralre
hnung

im Rn
. Er bes
hreibt den Zusammenhang zwis
hen dem Integral der Divergenz

eines Vektorfeldes über einen Berei
h im Rn
und einem Ober�ä
henintegral über

dem Rand des Berei
hes. Wir beweisen ihn nur für spezielle Berei
he: Kompakta

mit glattem Rand.

De�nition 8.1 Sei A ⊆ Rn
eine kompakte Teilmenge (ein Kompaktum). Das

Kompaktum A hat einen glatten Rand, wenn es zu jedem Randpunkt p ∈ ∂A eine

o�ene Umgebung U ⊆ Rn
und eine stetig di�erenzierbare Funktion ψ : U → R

so gibt, dass

(a) A ∩ U = {x ∈ U : ψ(x) ≤ 0},
(b) ψ′(x) 6= 0 für alle x ∈ U .

Lemma 8.2 Im Kontext von De�nition 8.1 gilt

∂A ∩ U = {x ∈ U : ψ(x) = 0}.

Beweis. Sei zunä
hst x ∈ ∂A∩U . Da A kompakt ist, ist A abges
hlossen. Damit

ist x ∈ A und ψ(x) ≤ 0. Wäre ψ(x) < 0, so wäre {y ∈ U : ψ(y) < 0} eine o�ene

Teilmenge von Rn
, die in A liegt und x enthält. Das steht im Widerspru
h zu

x ∈ ∂A. Also ist ψ(x) = 0.
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Sei nun x ∈ U und ψ(x) = 0. Dann ist x ∈ A, und wir zeigen, dass x ein

Randpunkt von A ist. Wegen ψ′(x) 6= 0 ist die lineare Abbildung ψ′(x) : Rn → R
surjektiv. Es gibt also ein v ∈ Rn

mit ‖v‖2 = 1 und ψ′(x)v > 0. Nun ist

0 < ψ′(x)v = lim
t→0

ψ(x+ tv)− ψ(x)

t
= lim

t→0

ψ(x+ tv)

t
.

Es gibt also ein ε > 0 so, dass ψ(x+ tv) > 0 für alle t ∈ (0, ε). Folgli
h liegen für

hinrei
hend groÿe n die Punkte x+ 1
n
v ni
ht in A. Es gilt aber x+ 1

n
v → x und

daher x ∈ ∂A.

Folgerung 8.3 Der Rand eines Kompaktums mit glattem Rand ist eine (n− 1)-
dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rn

.

Beweis. Na
h Lemma 8.2 ist ∂A lokal die Nullstellenmenge der Funktion ψ, und
0 ist ein regulärer Wert von ψ. Die Behauptung folgt also aus dem Rangsatz (Satz

12.10 in Ana II).

Für den Gauÿs
hen Integralsatz benötigen wir das Normalenfeld von ∂A. Dazu
de�nieren wir zunä
hst allgemein Tangential- und Normalvektoren.

De�nition 8.4 Sei M ⊆ Rn
eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und p ∈

M .

(a) Ein Vektor v ∈ Rn
heiÿt Tangentialvektor an M in p, wenn ein ε > 0 und

ein stetig di�erenzierbarer Weg γ : (−ε, ε) → M mit γ(0) = p und γ′(0) = v
existieren. Die Menge aller Tangentialvektoren an M in p bezei
hnen wir

mit Tp(M).

(b) Ein Vektor v ∈ Rn
heiÿt Normalenvektor an M in p, wenn er auf Tp(M)

senkre
ht steht (d.h. wenn 〈v, w〉 = 0 für alle w ∈ Tp(M)). Die Menge aller

Normalenvektoren an M in p bezei
hnen wir mit Np(M).

Für den Tangentialraum hat man die folgende Bes
hreibung.

Lemma 8.5 Sei U ⊆ Rk
o�en und ϕ : U →M eine Karte von M . Dann ist

Tϕ(x)(M) = Imϕ′(x) für alle x ∈ U.

Beweis. Sei x ∈ U und v ∈ Rk
. Dann gibt es ein ε > 0 so, dass x + tv ∈ U für

alle t aus (−ε, ε). Wir betra
hten den Weg

γ : (−ε, ε) → M, t 7→ ϕ(x+ tv).

Für diesen ist γ(0) = ϕ(x) und γ′(0) = ϕ′(x)v. Also ist Imϕ′(x) ⊆ Tϕ(x)(M).
Für die umgekehrte Inklusion wählen wir wie im Beweis von Satz 7.4 eine o�ene
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Umgebung W ⊆ U von x und einen Di�eomorphismus Φ auf W × Rn−k
so, dass

Φ−1(ϕ(w)) = (w, 0) für alle w ∈ W . Mit der Projektion

π : Rk × Rn−k → Rk, (x, y) 7→ x,

haben wir dann π(Φ−1(ϕ(w))) = w und ϕ(π(Φ−1(ϕ(w)))) = ϕ(w) für alle w ∈ W .

Sei nun γ : (−ε, ε) → M ein stetig di�erenzierbarer Weg mit γ(0) = ϕ(x). Ist ε
hinrei
hend klein, so ist γ(t) ∈ ϕ(W ) für alle t ∈ (−ε, ε) und folgli
h

ϕ(π(Φ−1(γ(t)))) = γ(t) für alle t ∈ (−ε, ε).

Di�erentiation na
h t an der Stelle t = 0 liefert ϕ′(x)v = γ′(0) mit einem Vektor

v ∈ Rk
. Also ist γ′(0) ∈ Imϕ′(x) und damit Tϕ(x)(M) ⊆ Imϕ′(x).

Insbesondere stellen wir fest, dass Tp(M) ein k-dimensionaler und Np(M) ein

(n− k)-dimensionaler Untervektorraum von Rn
ist und dass

Tp(M)⊕Np(M) = Rn.

Ist M = ∂A der Rand eines Kompaktums mit glattem Rand, so ist Np(∂A) für
jeden Punkt p ∈ M ein eindimensionaler Vektorraum. Es gibt also genau zwei

Normalenvektoren der Länge 1. Wir wollen denjenigen auszei
hnen, der �na
h

auÿen� zeigt.

Satz 8.6 Sei A ein Kompaktum mit glattem Rand ∂A. Dann gilt

(a) Für jedes p ∈ ∂A gibt es genau einen Vektor ν(p) ∈ Np(∂A) der Länge 1 mit

folgender Eigens
haft: Es gibt ein ε > 0 so, dass p+ tν(p) /∈ A für alle t ∈ (0, ε).

(b) Die Abbildung ν : ∂A → Rn
ist stetig.

Der Vektor ν(p) heiÿt der äuÿere Normalenvektor an ∂A in p, und ν heiÿt das

äuÿere Normalenfeld von A.

Beweis. Existenz eines äuÿeren Normalenvektors: Sei U ⊆ Rn
eine o�ene Um-

gebung von p und ψ : U → R eine stetig di�erenzierbare Funktion mit ψ′(p) 6= 0
und U ∩ A = {x ∈ U : ψ(x) ≤ 0}. Auÿerdem wollen wir ψ′(q) 6= 0 für alle q ∈ U
annehmen (anderenfalls verkleinern wir U entspre
hend).

Wir zeigen, dass für jedes q ∈ U (insbesondere für q = p)

ν(q) :=
1

‖(gradψ)(q)‖2
(gradψ)(q) (8.1)

ein äuÿerer Normalenvektor an ∂A in q ist. Ist γ : (−ε, ε) → ∂A ein Weg mit

γ(0) = q und ist ε so klein, dass γ(t) ∈ U für alle t ∈ (−ε, ε), so ist na
h Lemma

8.2

ψ(γ(t)) = 0 für alle t ∈ (−ε, ε).
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Di�erentiation na
h t an der Stelle t = 0 liefert ψ′(q)γ′(0) = 0. Folgli
h steht der

Vektor (gradψ)(q) und damit au
h ν(q) senkre
ht auf Tq(∂A). Klar ist au
h, dass
‖ν(q)‖2 = 1. Die auÿerdem geforderte Eigens
haft folgt wegen

ψ′(q)(ν(q)) =
〈(gradψ)(q), (gradψ)(q)〉

‖(gradψ)(q)‖2
= ‖(gradψ)(q)‖2 > 0

wie im Beweis von Lemma 8.2.

Eindeutigkeit des äuÿeren Normalenvektors: Wir haben bereits bemerkt, dass

es genau zwei Normalenvektoren der Länge 1 gibt und dass einer davon der

Vektor ν(p) aus (8.1) ist. Wie im Beweis von Lemma 8.2 sieht man nun, dass

ψ(p− tν(p)) < 0 für t > 0 hinrei
hend klein. Für sol
he t ist also p− tν(p) ∈ A,
d.h. der Vektor −ν(p) erfüllt ni
ht die zusätzli
he Bedingung aus (a).

Stetigkeit von ν: Diese folgt sofort aus Darstellung (8.1).

Beispiel 1. Sei r > 0. Die Kugel A := {x ∈ Rn : ‖x‖2 ≤ r} ist ein Kompaktum

mit glattem Rand, denn die Funktion ψ : Rn \ {0} → R, x 7→ ‖x‖22 − r2, hat die
geforderten Eigens
haften. Für p ∈ ∂A ist (gradψ)(p) = 2p, und wegen (8.1) ist

ν(p) = 2
‖2p‖p =

1
r
p der zugehörige Normalenvektor.

Beispiel 2. Sei U ⊆ R2
o�en und ϕ : U → R3

eine injektive Immersion. Wir inter-

essieren uns für die Normalenvektoren an die Flä
he ϕ(U). Für x ∈ U haben wir

Tϕ(x)(ϕ(U)) = Imϕ′(x), und da ϕ eine Immersion ist, ist dies ein zweidimensio-

naler Unterraum von R3
. Es gibt im Punkt ϕ(x) also genau 2 Normalenvektoren

der Länge 1. Wir legen einen Normalenvektor ν(ϕ(x)) fest, indem wir

det
( ∂ϕ
∂x1

(x),
∂ϕ

∂x2
(x), ν(ϕ(x))

)
> 0

verlangen, d.h. die Vektoren

X1(p) :=
∂ϕ

∂x1
(x), X2(p) :=

∂ϕ

∂x2
(x) und ν(ϕ(x))

sollen in dieser Reihenfolge ein Re
htssystem bilden. Mit dieser Information kön-

nen wir ν(ϕ(x)) direkt bere
hnen:

ν(ϕ(x)) =
X1(p)×X2(p)

‖X1(p)×X2(p)‖
,

wobei v × w für das Vektorprodukt der Vektoren v, w ∈ R3
steht, d.h.

v × w =




v2w3 − v3w2

v3w1 − v1w3

v1w2 − v2w1


 .
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Ist speziell ϕ(x) = (x, f(x)) mit einer Funktion f : U → R, so ist

X1(p) =




1
0

∂f
∂x1

(x)


 , X2(p) =




0
1

∂f
∂x2

(x)


 ,

also

X1(p)×X2(p) =




− ∂f
∂x1

(x)

− ∂f
∂x2

(x)

1


 ,

und daher

ν(p) = ν(ϕ(x)) =
1√

1 + ( ∂f
∂x1

(x))2 + ( ∂f
∂x2

(x))2




− ∂f
∂x1

(x)

− ∂f
∂x2

(x)

1


 .

In diesem Fall ist ν(ϕ(x)) der obere Normalenvektor an den Graphen von f .

Beispiel 3. In diesem Beispiel geht es darum, den Rand eines Kompaktums mit

glattem Rand lokal als Graphen einer Funktion g darzustellen und den äuÿeren

Normalenvektor mit Hilfe von g zu bes
hreiben. Die Details s
hauen wir uns bei

ausrei
hend Zeit in der Übung an.

Sei A ⊆ Rn
ein Kompaktum mit glattem Rand und p ∈ ∂A. Wir wählen

eine o�ene Umgebung U ⊆ Rn
von p und eine stetig di�erenzierbare Funktion

ψ : U → R mit A ∩ U = {x ∈ U : ψ(x) ≤ 0} und ψ′(x) 6= 0 für alle x ∈ U . Na
h
Lemma 8.2 ist dann

∂A ∩ U = {x ∈ U : ψ(x) = 0}.
Wegen ψ′(p) 6= 0 dürfen wir o.E.d.A. annehmen, dass

∂ψ
∂xn

(p) 6= 0 ist. Mit dem

Satz über implizite Funktionen �nden wir dann eine o�ene Menge U1 ⊆ Rn−1
,

eine stetig di�erenzierbare Funktion g : U1 → R und ein Intervall (b, c) mit

V := U1 × (b, c) ⊆ U so, dass

∂A ∩ V = ∂A ∩ (U1 × (b, c)) = {(x′, g(x′)) ∈ Rn : x′ ∈ U1},

d.h. ∂A ∩ V ist der Graph von g. Ist ∂ψ
∂xn

(p) > 0, so ist

A ∩ (U1 × (b, c)) = {x ∈ V : xn ≤ g(x′)},

wobei wir x = (x′, xn) ∈ Rn−1 × R ges
hrieben haben. Weiter ist

ν(p) =
(−(grad g)(p′), 1)√
1 + ‖(grad g)(p′)‖22

(8.2)

mit p = (p′, pn).
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S
hlieÿli
h vermerken wir eine weitere Eigens
haft kompakter Mengen. Zur Er-

innerung: Der Dur
hmesser einer Teilmenge M eines metris
hen Raumes (X, d)
ist erklärt dur
h

diamM := sup{d(x, y) : x, y ∈M}.

Satz 8.7 (Lebesgues
hes Überde
kungslemma) Sei K eine kompakte Teil-

menge eines metris
hen Raumes (X, d) und (Ui)i∈I eine o�ene Überde
kung von
K. Dann gibt es ein λ > 0 (eine sogenannte Lebesgues
he Zahl der Überde
kung)
derart, dass jede Teilmenge M von X mit diamM ≤ λ und M ∩K 6= ∅ in einer

der Mengen Ui enthalten ist.

Beweis. Zu jedem Punkt k ∈ K gibt es ein i ∈ I mit k ∈ Ui. Da Ui o�en ist,

�ndet man ein ε(k) > 0 mit U2ε(k)(k) ⊆ Ui. Nun bildet die Familie (Uε(k)(k))k∈K
eine o�ene Überde
kung vonK. DaK kompakt ist, lässt si
h hieraus eine endli
he

Teilüberde
kung auswählen, d.h. es gibt Punkte k1, . . . , km ∈ K mit

K ⊆ ∪mj=1Uε(kj)(kj).

Wir setzen λ := min(ε(k1), . . . , ε(km)). O�enbar ist λ > 0.
Sei nun M ⊆ X eine Teilmenge mit M ∩K 6= ∅ und diamM ≤ λ. Dann gibt

es ein x ∈ K mit x ∈M ∩K und ein j mit d(x, kj) < ε(kj). Für jedes y ∈M ist

d(y, kj) ≤ d(y, x) + d(x, kj) < λ+ ε(kj) ≤ 2ε(kj),

d.h. M ⊆ U2ε(kj)(kj). Na
h Konstruktion ist aber jede der Kugeln U2ε(k)(k) (und
damit au
h die Menge M) in einer der Mengen Ui enthalten.

8.2 Der Gauÿs
he Integralsatz

Zur Erinnerung: Ist U ⊆ Rn
o�en und F : U → Rn

stetig di�erenzierbar, so heiÿt

divF : U → R, x 7→
n∑

j=1

∂Fj
∂xj

(x)

die Divergenz desVektorfeldes F .

Satz 8.8 (Gauÿs
her Integralsatz) Sei A ⊆ Rn
ein Kompaktum mit glattem

Rand, ν : ∂A → Rn
das äuÿere Normalenfeld und U ⊆ Rn

eine o�ene Menge,

die A umfasst. Dann gilt für jedes stetig di�erenzierbare Vektorfeld F : U → Rn

∫

A

divF dλn =

∫

∂A

〈F (x), ν(x)〉 dS∂A(x). (8.3)
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Der Gauÿs
he Integralsatz gilt au
h no
h für Kompakta, deren Rand niedrigdi-

mensionale Singularitäten wie E
ken und Kanten aufweist. Au
h die Vorausset-

zung, dass F auf einer ganzen Umgebung von A de�niert ist, lässt si
h abs
hwä-


hen.

Da ν(x) ein Einheitsvektor ist, haben wir 〈F (x), ν(x)〉 = ‖F (x)‖ · cos(α(x)),
wobei α(x) ∈ [0, π] den Winkel zwis
hen F (x) und ν(x) bezei
hnet. Es ist also
〈F (x), ν(x)〉 die Länge der orthogonalen Projektion von F (x) auf ν(x). Ein Phy-

siker stellt si
h 〈F (x), ν(x)〉dS(x) als den dur
h das Ober�ä
henelement dS(x)
austretenden Fluss des Vektorfeldes F vor. Demzufolge wird das Integral

∫

∂A

〈F (x), ν(x)〉 dS(x)

als Gesamt�uss dur
h die Ober�ä
he von A interpretiert. Ist das Vektorfeld F
divergenzfrei (au
h quellenfrei genannt), d.h. ist divF = 0, so ergibt si
h

∫

∂A

〈F (x), ν(x)〉 dS(x) = 0,

d.h. der Gesamt�uss dur
h den Rand des Kompaktums vers
hwindet. Diese Situa-

tion tritt z.B. auf, wenn F den Fluss einer inkompressiblen Flüssigkeit bes
hreibt.

Die Inkompressibilität entspri
ht der Bedingung divF = 0. Das Vers
hwinden des
Gesamt�usses dur
h ∂A kann man si
h in diesem Fall so verans
hauli
hen, dass

die Flüssigkeitsmenge, die si
h innerhalb von A be�ndet, wegen der Inkompres-

sibilät dem Volumen von A entspri
ht, also konstant ist. Daher ist die Flüssig-

keitsbilanz in A ausgewogen: zu jedem Zeitpunkt �ieÿt glei
hviel rein wie raus.

Wir bereiten den Beweis des Gauÿs
hen Integralsatzes vor, indem wir einige weite-

re Werkzeuge bereitstellen und zwei Lemmas beweisen, die Spezialfälle behandeln

und die Teile des eigentli
hen Beweises vorwegnehmen.

Zunä
hst erinnnern wir an einige Begri�e. Sei M ein metris
her Raum und

f :M → R stetig. Dann gilt für den Träger von f

supp f = {x ∈M : f(x) 6= 0}.

Wir s
hreiben C(M) für den Raum der stetigen reellwertigen Funktionen auf M
und Cc(M) für den Raum der Funktionen aus C(M), deren Träger kompakt ist.

Ist U ⊆ Rn
o�en, so bezei
hne Ck

c (U) den Raum der k-mal stetig di�enzierbaren

Funktionen mit kompaktem Träger in U . Bea
hten Sie: f ∈ C(Rn) liegt genau
dann in Cc(Rn), wenn supp f bes
hränkt ist (da Träger per De�nition abges
hlos-

sen sind), und f ∈ C((a, b)) liegt genau dann in Cc((a, b)), wenn es ein ε > 0
gibt, für das supp f ⊆ (a+ ε, b− ε) gilt.

Ist U ⊆ Rn
o�en und f ∈ Ck

c (U), so liegt die dur
h

F (x) :=

{
f(x) für x ∈ U
0 für x 6= U
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de�nierte Fortsetzung von f dur
h 0 in Ck
c (R

n). Ist nämli
h x ∈ U , so stimmen

f und F in einer Umgebung von x überein. Ist dagegen x 6∈ U , so ist x 6∈ supp f ,
und da supp f abges
hlossen ist, ist das Komplement dieser Menge o�en, und F
vers
hwindet auf einer Umgebung von x.

Wir betra
hten die Funktion

g : R → R, t 7→
{

exp
(
− 1

1−t2
)

für |t| < 1

0 für |t| ≥ 1.

Diese ist beliebig oft di�erenzierbar (Warum?), und ihr Träger ist [−1, 1] (so dass
g ∈ C∞

c (R)). Da g einen kompakten Träger hat, ist die Funktion

G : R → R, t 7→
∑

k∈Z
g(t− k)

wohlde�niert (für jedes t hat die Reihe nur endli
h viele Summanden unglei
h

Null). Nun ist klar, dass G positiv, 1-periodis
h und beliebig oft di�erenzierbar

ist. Also wird au
h dur
h h(t) := g(t)/G(t) eine Funktion aus C∞
c (R) de�niert.

Für diese ist supp h = [−1, 1] und

∑

k∈Z
h(t− k) =

∑

k∈Z

g(t− k)

G(t− k)
=

1

G(t)

∑

k∈Z
g(t− k) =

G(t)

G(t)
= 1.

Für p = (p1, . . . , pn) ∈ Zn und ε > 0 de�nieren wir nun ap,ε ∈ C∞
c (Rn) dur
h

ap,ε(x) :=

n∏

j=1

h(xj/ε− pj).

Dann ist supp ap,ε = {x ∈ Rn : ‖x− εp‖∞ ≤ ε}, und man hat

∑

p∈Zn

ap,ε(x) = 1 für x ∈ Rn.

Die Familie (ap,ε)p∈Zn
heiÿt eine glatte Zerlegung der Eins. Nun zu den angekün-

digten Lemmas.

Lemma 8.9 Sei U ⊆ Rn
o�en und 1 ≤ j ≤ n. Dann ist

(a)
∫
U

∂ϕ
∂xj

dλn = 0 für alle ϕ ∈ C1
c (U).

(b)
∫
U

∂ϕ
∂xj
ψ dλn = −

∫
U
ϕ ∂ψ
∂xj

dλn für alle ϕ ∈ C1
c (U) und ψ ∈ C1(U).

Beweis. (a) O.E.d.A. dürfen wir U = Rn
annehmen, da ϕ dur
h 0 zu einer

Funktion in C1
c (R

n) fortgesetzt werden kann.

Da suppϕ kompakt ist, gibt es ein R > 0 mit suppϕ ⊆ [−R, R]n. Insbeson-
dere vers
hwindet ϕ auf dem Rand des Würfels [−R, R]n. Sei nun z.B. j = 1 (für
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die übrigen j verläuft der Beweis analog). Für jedes x = (x1, . . . , xn) ∈ U ist

dann

∫ R

−R

∂ϕ

∂x1
(x) dx1 = ϕ(R, x2, . . . , xn)− ϕ(−R, x2, . . . , xn) = 0.

Mit dem Satz von Fubini erhalten wir daher

∫

U

∂ϕ

∂x1
(x) dλn(x) =

∫

[−R,R]n

∂ϕ

∂x1
(x) dλn(x)

=

∫

[−R,R]n−1

∫ R

−R

∂ϕ

∂x1
(x) dx1 dλn−1(x2, . . . , xn) = 0.

Das liefert Aussage (a). Für (b) wenden wir (a) auf die Funktion ϕψ ∈ C1
c (R

n)
an. Die Behauptung folgt dann aus der Produktregel

∂(ϕψ)

∂xj
=

∂ϕ

∂xj
ψ + ϕ

∂ψ

∂xj
.

Lemma 8.10 Sei U ′ ⊆ Rn−1
o�en, I = (α, β) ⊂ R und g : U ′ → I stetig

di�erenzierbar. Wir setzen

A := {(x′, xn) ∈ U ′ × I : xn ≤ g(x′)} undM := {(x′, xn) ∈ U ′ × I : xn = g(x′)}.

Dann gilt für jede Funktion f ∈ C1
c (U

′ × I) und jedes j ∈ {1, . . . , n}
∫

A

∂f

∂xj
(x) dλn(x) =

∫

M

f(x)νj(x) dSM(x),

wobei νj(x) die j-te Komponente des Normalenvektors

ν(x) :=
(−(grad g)(x′), 1)√
1 + ‖(grad g)(x′)‖22

mit x = (x′, xn) ∈M (8.4)

ist (bea
hte Beispiel 2 in Abs
hnitt 8.1).

Beweis. Sei f ∈ C1
c (U

′ × I). Wir erinnern zunä
hst daran, dass für das Ober�ä-


henmaÿ von M bezügli
h der Parametrisierung x′ 7→ (x′, g(x′)) gilt

∫

M

f(x) dSM(x) =

∫

U ′

f
(
x′, g(x′)

)√
1 + ‖(grad g)(x′)‖22 dλn−1(x

′) (8.5)

(vgl. Beispiel 2 aus Abs
hnitt 7.3). Wir unters
heiden nun zwei Fälle.

Fall 1: Sei 1 ≤ j < n. Für die Funktion

F : U ′ × I → R, (x′, z) 7→
∫ z

α

f(x′, xn) dxn
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gilt na
h Satz 2.16

∂F

∂z
(x′, z) = f(x′, z) und

∂F

∂xj
(x′, z) =

∫ z

α

∂f

∂xj
(x′, xn) dxn.

Hieraus folgt mit der Kettenregel

∂

∂xj

∫ g(x′)

α

f(x′, xn) dxn =
∂

∂xj
F (x′, g(x′))

=
∂F

∂z
(x′, g(x′))

∂g

∂xj
(x′) +

∂F

∂xj
(x′, g(x′))

= f(x′, g(x′))
∂g

∂xj
(x′) +

∫ g(x′)

α

∂f

∂xj
(x′, xn) dxn.

Da die Funktion x′ 7→
∫ g(x′)
α

f(x′, xn) dxn einen kompakten Träger hat (Warum?),

folgt aus Lemma 8.9 (a)

∫

U ′

∂

∂xj

∫ g(x′)

α

f(x′, xn) dxn dλn−1(x
′) = 0.

Damit ergibt si
h

∫

A

∂f

∂xj
(x) dλn(x) =

∫

U ′

∫ g(x′)

α

∂f

∂xj
(x′, xn) dxn dλn−1(x

′)

=

∫

U ′

∂

∂xj

∫ g(x′)

α

f(x′, xn)dxn dλn−1(x
′)−

∫

U ′

f(x′, g(x′))
∂g

∂xj
(x′) dλn−1(x

′)

=

∫

M

f(x)νj(x) dSM(x)

wegen (8.4), (8.5) und der De�nition des Ober�ä
henintegrals.

Fall 2: Sei j = n. Da für jedes x′ ∈ U ′
die Funktion xn 7→ f(x′, xn) einen kompak-

ten Träger hat, folgt mit dem Hauptsatz der Di�erential� und Integralre
hnung

∫ g(x′)

α

∂f

∂xn
(x′, xn) dxn = f(x′, g(x′)),

also wieder

∫

A

∂f

∂xn
(x) dλn(x) =

∫

U ′

∫ g(x′)

α

∂f

∂xn
(x′, xn) dxn dλn−1(x

′)

=

∫

U ′

f(x′, g(x′)) dλn−1(x
′) =

∫

M

f(x)νn(x) dSM(x).

Damit ist der Beweis des Lemmas komplett.
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Beweis des Gauÿs
hen Integralsatzes.Wir haben in Beispiel 3 aus Abs
hnitt

8.1 gesehen, dass jeder Punkt a ∈ ∂A eine Umgebung U ⊆ Rn
hat, in der si
h ∂A

als Graph einer Funktion darstellen lässt sowie A∩U als die Menge der Punkte,

die unter diesem Graphen liegen. Es existiert daher eine Familie (Uj)j∈J o�ener

Teilmengen des Rn
mit A ⊆ ∪j∈JUj , so dass jedes Uj genau eine der folgenden

Bedingungen erfüllt:

(i) Uj ⊆ A \ ∂A = intA.

(ii) Na
h eventueller Umnummerierung der Koordinaten hat Uj die Gestalt

Uj = U ′ × (a, b), wobei U ′ ⊆ Rn−1
o�en ist und eine stetig di�erenzierbare

Funktion g : U ′ → R existiert mit

Uj ∩ A = {(x′, xn) ∈ U ′ × (a, b) : xn ≤ g(x′)}.

Sei λ eine Lebesgues
he Zahl der Überde
kung (Uj)j∈J des Kompaktums A (vgl.

Satz 8.7) und ε := λ
2
√
n
. Zu diesem ε betra
hten wir die oben konstruierte glatte

Zerlegung der Eins (ap, ε)p∈Zn
. Der Träger jeder Funktion ap, ε ist ein Würfel der

Seitenlänge 2ε und hat somit den Dur
hmesser 2ε
√
n = λ. Jeder Träger supp ap, ε,

der mit A wenigstens einen Punkt gemeinsam hat, ist also in einer der Mengen

Uj enthalten (Satz 8.7). Sei

P := {p ∈ Zn : supp ap, ε ∩ A 6= ∅}.

Da A bes
hränkt ist, ist P eine endli
he Menge. Wir benutzen nun die Zerlegung

der Eins, um den Gauÿs
hen Integralsatz auf die Fälle zurü
kzuführen, in denen

si
h alles in einer der Mengen Uj abspielt. Nun ist

∫

A

divF dλn =

∫

A

div
(∑

p∈P
ap, εF

)
dλn =

∑

p∈P

∫

A

div(ap, εF ) dλn

und analog

∫

∂A

〈F (x), ν(x)〉 dS∂A(x) =
∑

p∈P

∫

∂A

〈(ap, εF )(x), ν〉 dS∂A(x).

Wir müssen daher den Satz für jede der Funktionen ap, εF zeigen. Gemäÿ unserer

Konstruktion ist für jedes p ∈ Zn der Träger von ap, ε in einer der Mengen Uj
enthalten. Ist Uj ⊆ intA, so ist

∫

∂A

〈(ap, εF )(x), ν(x)〉 dS∂A(x) = 0,

da ap, ε auf ∂A vers
hwindet. Die Behauptung folgt in diesem Fall aus

∫

A

div (ap, εF ) dλn =

∫

Uj

div (ap, εF ) dλn =
n∑

i=1

∫

Uj

∂(ap, εFi)

∂xi
dλn = 0
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na
h Lemma 8.9 (a). Genügt dagegen Uj der Bedingung (ii), so folgt die Be-

hauptung dur
h Anwendung von Lemma 8.10 auf die Komponentenfunktionen

fi := ap, εFi, i = 1, . . . , n, von ap, εF und dur
h Summation.

Anwendung 1: Ober�ä
he der Einheitssphäre. Für das Vektorfeld F :
Rn → Rn

, x 7→ x ist (divF )(x) = n. Aus dem Gauÿs
hen Integralsatz folgt

daher für jedes Kompaktum A mit glattem Rand

n voln(A) =

∫

A

divF dλn =

∫

∂A

〈x, ν(x)〉 dS∂A(x),

also

voln(A) =
1

n

∫

∂A

〈x, ν(x)〉 dS∂A(x).

Ist speziellA die n-dimensionale EinheitskugelBn, so ist ∂Bn die (n−1)-dimensio-

nale Einheitssphäre Sn−1
. Weiter ist ν(x) = x für alle x ∈ Sn−1

und daher

cn = voln(Bn) =
1

n

∫

∂A

‖x‖2 dS∂A(x) =
1

n

∫

∂A

dS∂A(x) = wn/n.

Wir erhalten also erneut die Beziehung wn = ncn, die wir bereits früher abgeleitet
hatten.

Anwendung 2: Die Greens
he Formel. Sei U ⊆ Rn
o�en, A ⊆ U ein Kom-

paktum mit glattem Rand und ν das äuÿere Normalenfeld von A. Für eine stetig
di�erenzierbare Funktion f : U → R de�nieren wir ihre Ableitung in Normalen-

ri
htung im Punkt a ∈ ∂A dur
h

∂f

∂ν
(a) := 〈(grad f)(a), ν(a)〉 =

n∑

j=1

∂f

∂xj
(a)νj(a).

Weiter de�nieren wir für f ∈ C2(U) den Lapla
e-Operator ∆ dur
h

∆f :=
n∑

j=1

∂2f

∂x2j
.

Lemma 8.11 Für f ∈ C1(U, R), g ∈ C2(U, R) und F ∈ C1(U, Rn) gilt

(a) div (fF ) = fdivF + 〈grad f, F 〉.
(b) div (grad g) = ∆g.

Der Beweis erfolgt dur
h Na
hre
hnen.

Satz 8.12 (Greens
he Formel) Für f, g ∈ C2(U) und A wie oben gilt

∫

A

(f∆g − g∆f) dλn =

∫

∂A

(
f
∂g

∂ν
− g

∂f

∂ν

)
dS∂A.
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Beweis. Wir wenden den Gauÿs
hen Satz auf das Vektorfeld F := fgrad g −
g grad f an und erhalten mit Lemma 8.11

divF = div (fgrad g)− div (ggrad f)

= fdiv (grad g) + 〈grad f, grad g〉 − g div (grad f)

−〈grad g, grad f〉 = f∆g − g∆f.

Auf ∂A ergibt si
h

〈F, ν〉 = f〈grad g, ν〉 − g〈grad f, ν〉 = f
∂g

∂ν
− g

∂f

∂ν
,

und die Behauptung folgt aus dem Gauÿs
hen Integralsatz.

8.3 Der Greens
he Integralsatz in der Ebene

Wir sehen uns nun den Gauÿs
hen Integralsatz für n = 2 genauer an. Da der

Rand eines Kompaktums mit glattem Rand im R2
eine Kurve ist, versu
hen wir,

das Randintegral aus dem Gauÿs
hen Satz als ein Wegintegral zu interpretieren.

Sei also A ⊆ R2
ein Kompaktummit glattem Rand. Dann ist ∂A eine kompak-

te 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R2
. Wir können ∂A also in endli
h

viele Stü
ke zerlegen, die wir jeweils dur
h Karten (= injektive Wege, die Im-

mersionen sind) γj : (aj, bj) → ∂A parametrisieren können (Parametrisierungs-

satz). Dabei wollen wir nur sol
he Wege γj betra
hten, für die A links der Kurve

γj((aj , bj)) liegt. Letzteres bedeutet für einen Weg γ : (a, b) → ∂A, dass der

Normalenvektor ν(γ(t)) im Randpunkt γ(t) dur
h

ν(γ(t)) :=
1

‖γ̇(t)‖2

(
γ′2(t)

−γ′1(t)

)
(8.6)

gegeben ist. Dann ist nämli
h

det(ν(γ(t)), γ̇(t)) =
‖γ̇(t)‖22
‖γ̇(t)‖2

= ‖γ̇(t)‖2 > 0,

d.h. die Normale ν(γ(t)) und die Tangente γ̇(t) bilden ein Re
htssystem.

Sind alle Wege γj so orientiert und überlappen si
h zwei Berei
he γi((ai, bi))
und γj((aj , bj)), so ist die zugehörige Parametertransformation

ϕij : Uij := γ−1
j (γi((ai, bi))) → γ−1

i (γj((aj , bj))) =: Uji

streng monoton wa
hsend. Wegen γj ◦ ϕij = γi ist nämli
h

γ′i(t) = (γj ◦ ϕij)′(t) = γ′j(ϕij(t))ϕ
′
ij(t),
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und da γ′i und γ
′
j wegen (8.6) in die glei
he Ri
htung zeigen, ist ϕ′

ij(t) > 0. Für
jedes auf einer o�enen Umgebung von A stetige Vektorfeld w ist daher

∫

γj◦ϕij

w =

∫

γi

w.

Wir de�nieren nun wie in Kapitel 7

∫

∂A

w :=
k∑

j=1

∫

Ij

〈w(γj(t)), γ′j(t)〉 dt,

wobei die Intervalle Ij ⊆ (aj , bj) so gewählt sind, dass ∂A = ∪kj=1γj(Ij) und

dass die Kurven γj(Ij), j = 1, . . . , k, paarweise disjunkt sind. Ähnli
h wie in

Lemma 7.8 sieht man, dass dieses Integral ni
ht von den gewählten Wegen γj
bzw. Mengen Ij abhängt.

Satz 8.13 Sei U ⊆ R2
o�en und A ⊆ U ein Kompaktum mit glattem Rand. Für

jedes stetig di�erenzierbare Vektorfeld F : U → R2
gilt dann

∫

A

divF dλ2 =

∫

∂A

F1 dx2 − F2 dx1.

Beweis. Wegen des Gauÿs
hen Integralsatzes ist no
h zu zeigen, dass

∫

∂A

F1 dx2 − F2 dx1 =

∫

∂A

〈F (x), ν(x)〉 dS∂A(x). (8.7)

Dazu verwenden wir eine Karte γ : (a, b) → ∂A, wie wir sie oben diskutiert

haben, und bere
hnen die beiden Integrale. Zunä
hst ist

∫

γ

F1 dx2 − F2 dx1 =

∫ b

a

(F1(γ(t))γ
′
2(t)− F2(γ(t))γ

′
1(t)) dt

das Integral auf der linken Seite. Wegen (8.6) ist der Integrand des zugehörigen

Teiles des re
hten Integrals

∫

γ((a, b))

〈F (x), ν(x)〉 dS∂A(x) =
∫ b

a

〈F (γ(t)), ν(γ(t))〉‖γ̇(t)‖2 dt

gegeben dur
h

〈F (γ(t)), ν(γ(t))〉‖γ̇(t)‖2 =

〈
F (γ(t)),

(
γ′2(t)

−γ′1(t)

)〉

= F1(γ(t))γ
′
2(t)− F2(γ(t))γ

′
1(t).

Da beide Integranden übereinstimmen, folgt (8.7) und die Behauptung.
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8.4 Der Stokess
he Integralsatz im Raum

Im letzten Abs
hnitt betra
hten wir einen einfa
hen Spezialfall des allgemeinen

Stokes
hen Satzes. In vielen Anwendungen tritt das Problem auf, den Fluss eines

Vektorfeldes dur
h eine ges
hlossene Kurve im Raum zu bere
hnen. Wir wollen

zunä
hst diese Begri�e präzisieren. Sei U ⊆ R2
o�en und ϕ : U → R3

eine injekti-

ve Immersion, die eine Einbettung ist. Dann istM := ϕ(U) eine zweidimensionale

Untermannigfaltigkeit des R3
. Sei nun A ⊆ U ein Kompaktum mit glattem Rand.

Dann ist G := ϕ(A) ⊆M eine kompakte Menge, die von der Kurve ∂G = ϕ(∂A)
berandet wird. Wir de�nieren den Fluss eines stetigen Vektorfeldes F dur
h die

Kurve ∂G als das Integral

∫

G

〈F (x), ν(x)〉 dSM(x), (8.8)

wobei wir die Ri
htung des Normalenvektors so festlegen, dass

det

(
∂ϕ

∂x1
(p),

∂ϕ

∂x2
(p), ν(ϕ(p))

)
> 0.

Man bea
hte, dass wir dem ans
hauli
hen Konzept des Flusses eines Vektorfeldes

dur
h eine ges
hlossene Kurve im Raum einen mathematis
hen Sinn gegeben

haben, indem wir �in diese Kurve eine Flä
he G = ϕ(A) eingespannt� haben und

den Fluss dur
h (8.8), also als �Fluss dur
h eine Flä
he� de�niert haben.

Wir zeigen nun, dass für spezielle Felder (Rotationsfelder) das Integral (8.8)

tatsä
hli
h nur von der Randkurve ∂G abhängt, und stellen das Integral (8.8)

als Kurvenintegral über diesem Rand dar. Zur Erinnerung: Ist U ⊆ R3
o�en

und F : U → R3
ein stetig di�erenzierbares Vektorfeld, so ist das Vektorfeld

rotF : U → R3
, die Rotation von F , de�niert dur
h

rotF = det




e1
∂
∂x1

F1

e2
∂
∂x2

F2

e3
∂
∂x3

F3


 =




∂F3

∂x2
− ∂F2

∂x3
∂F1

∂x3
− ∂F3

∂x1
∂F2

∂x1
− ∂F1

∂x2




(wobei die Determinantens
hreibweise nur symbolis
h zu verstehen ist).

Satz 8.14 Sei U ⊆ R2
o�en und ϕ ∈ C2(U, R3) eine injektive Immersion, die

eine Einbettung ist. Weiter sei G ⊆ ϕ(U) ein Kompaktum mit glattem Rand. Ist

F ein stetig di�erenzierbares Vektorfeld auf einer o�enen Umgebung V ⊆ R3
von

G, so gilt mit M := ϕ(U)
∫

G

〈rotF, ν〉 dSM =

∫

∂G

F1 dx1 + F2 dx2 + F3 dx3.

Beweis. Wir bezei
hnen die Koordinaten in U mit u = (u1, u2). In Beispiel 2 in

Abs
hnitt 8.1 haben wir gesehen, dass

ν(ϕ(u)) =
X1(u)×X2(u)

‖X1(u)×X2(u)‖2
,
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wobei

X1(u) =
∂ϕ

∂u1
=




∂ϕ1

∂u1
∂ϕ2

∂u1
∂ϕ3

∂u1


 und X2(u) =

∂ϕ

∂u2
=




∂ϕ1

∂u2
∂ϕ2

∂u2
∂ϕ3

∂u2


 .

Die Flä
he des von den Vektoren X1(u) und X2(u) aufgespannten Parallelo-

gramms ist glei
h ‖X1(u) × X2(u)‖, so dass wir für das Ober�ä
henmaÿ SM
auf M = ϕ(U) die Beziehung

dSM(u) = ‖X1(u)×X2(u)‖ dλ2(u)

erhalten. Hiermit ergibt si
h für das Ober�ä
henintegral (mit A := ϕ−1(G))

∫

G

〈(rotF )(x), ν(x)〉 dSM(x) =

∫

A

〈(rotF )(ϕ(u)), X1(u)×X2(u)〉 dλ2(u).

Bevor wir weiterre
hnen, bea
hten wir, dass beide Seiten der Stokess
hen Inte-

gralformel linear von F abhängen. Wir können daher die Fälle, in denen F nur

eine von Null vers
hiedene Komponente hat, getrennt betra
hten und nehmen

o.E.d.A. F2 = F3 = 0 an. Dann ist

rotF =




0
∂F1

∂x3

−∂F1

∂x2


 .

Mit den Bezei
hnungen ∂jϕk := ∂ϕk

∂uj
vereinfa
ht si
h der Integrand des Ober�ä-


henintegrals, ges
hrieben als Integral über A, zu

〈rotF, X1 ×X2〉

=
∂F1

∂x3
(∂1ϕ3 ∂2ϕ1 − ∂1ϕ1 ∂2ϕ3)−

∂F1

∂x2
(∂1ϕ1 ∂2ϕ2 − ∂1ϕ2 ∂2ϕ1)

=

(
∂F1

∂x3
∂1ϕ3 +

∂F1

∂x2
∂1ϕ2

)
∂2ϕ1 −

(
∂F1

∂x3
∂2ϕ3 +

∂F1

∂x2
∂2ϕ2

)
∂1ϕ1

=

(
∂F1

∂x3
∂1ϕ3 +

∂F1

∂x2
∂1ϕ2 +

∂F1

∂x1
∂1ϕ1

)
∂2ϕ1

−
(
∂F1

∂x1
∂2ϕ1 +

∂F1

∂x3
∂2ϕ3 +

∂F1

∂x2
∂2ϕ2

)
∂1ϕ1

=
∂(F1 ◦ ϕ)
∂u1

∂ϕ1

∂u2
− ∂(F1 ◦ ϕ)

∂u2

∂ϕ1

∂u1
.
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Für das Kurvenintegral auf der re
hten Seite der Stokess
hen Formel erhalten wir

mit einer geeigneten Parametrisierung γ : [a, b] → ∂A des Randes von A

∫

ϕ◦γ
F1 dx1 =

∫ b

a

F1((ϕ ◦ γ)(t))(ϕ1 ◦ γ)′(t) dt

=

∫ b

a

F1((ϕ ◦ γ)(t))
(
∂ϕ1(γ(t))

∂u1
γ′1(t) +

∂ϕ1(γ(t))

∂u2
γ′2(t)

)
dt

=

∫

γ

(F1 ◦ ϕ)
∂ϕ1

∂u1
du1 + (F1 ◦ ϕ)

∂ϕ1

∂u2
du2.

Wir wollen den Greens
hen Satz benutzen und betra
hten dazu die beiden Inte-

granten dieses Wegintegrals als Komponenten eines Vektorfeldes H = (H1, H2):

H1 := (F1 ◦ ϕ)
∂ϕ1

∂u2
, H2 := −(F1 ◦ ϕ)

∂ϕ1

∂u1
.

Dann ist

divH =
∂(F1 ◦ ϕ)
∂u1

∂ϕ1

∂u2
+ (F1 ◦ ϕ)

∂2ϕ1

∂u1∂u2
− ∂(F1 ◦ ϕ)

∂u2

∂ϕ1

∂u1
− (F1 ◦ ϕ)

∂2ϕ1

∂u1∂u2

=
∂(F1 ◦ ϕ)
∂u1

∂ϕ1

∂u2
− ∂(F1 ◦ ϕ)

∂u2

∂ϕ1

∂u1
,

also

〈(rotF ) ◦ ϕ, X1 ×X2〉 = divH.

Der Greens
he Integralsatz liefert nun

∫

∂A

H1 du2 −H2 du1 =

∫

A

divH dλ2.

Setzen wir hier obige Formeln ein, erhalten wir den Stokess
hen Satz.
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