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1 Matrixrechnung und
Eigenwerttheorie

Dieses Kapitel schlief8t sich dem Kapitel ,,Elemente der linearen Algebra* der Vorle-
sung Hohere Mathematik I an. Es beginnt mit einer Zusammenfassung der dortigen
Erkenntnisse {iber Matrizen, lineare Gleichungssysteme und Determinanten.

1.1 Wiederholung: Matrizen, GauBverfahren und
Determinanten

1.1.1 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

Definition 1.1 (Matrix). Sind a;; fiiri = 1,2,...,nund j = 1,2,...,m reelle Zahlen,
so nennt man das Schema mit n Zeilen und m Spalten

ay ap ap ... dip
a axp ax ... ap
aszy a4z d4asz3z ... d3p
apl A4p2 AQp3 ... dpm

eine n X m-Matrix. Mit M, ,,,(R) oder R"™™ bezeichnen wir die Menge aller n X m-
Matrizen.

Beispiel 1.2.

1 2 3 1 2 3
2 X 3-Matrix: 3 X 3-Matrix: 4 5 6
456 7 8 9

Definition 1.3 (Koeffizientenmatrix). Die Koeffizienten des linearen Gleichungssys-
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tems (LGS)

apx) +ajpxy +
an1xX1 +anxnxs +
an1 X1+ apgxy +
bilden die Koeffizientenmatrix
ail an

az) a
A:=14d31 az

anl Aap2

des Systems.

Fiihren wir die (Spalten-)Vektoren b := (b, ..

oot aymxm = by

...+a2mxm:b2

.t aymxm = by,

a3
ans
ass

an3

Aim
azm
asm

Anm

b)) und x = (x1,.

(1.1)

.., x,)T ein, so

konnen wir mit der Koeffizientenmatrix das Gleichungssystem in (1.1) als Ax = b
mit der Unbekannten x € R™ schreiben. Das Gleichungssystem wird dann durch die

erweiterte Koeffizientenmatrix

ap an
az an
(A|b):=| a31 azx

anl Aap2

aim | b
ayn | by
azm | b3

Anm | by

dargestellt. Diese kann mit dem weiter unten erkliarten Gauf3-Vefahren immer so weit

vereinfacht werden, dass die Matrix in sogenannter Zeilenstufenform vorliegt.

Definition 1.4. Eine Matrix ist in Zeilenstufenform, wenn jede Zeile entweder

* mehr aufeinanderfolgende Nullen am Zeilenanfang hat als die direkt dariiber

stehende Zeile oder

e eine Nullzeile ist.

Der erste von O verschiedene Eintrag einer Zeile wird auch als Pivotelement bezeichnet.

Eine Matrix in Zeilenstufenform hat damit die folgende Form, in der Sterne beliebige
reelle Eintrige und die Eintrdge X reelle Zahlen ungleich Null darstellen. Letztere sind
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genau die Pivotelemente.

0 ... 0 X = * ok % % %, *
0O ... 00O 0 X = * x . *
0O ... 00O 0 0 O X * *
0O ... 00O 0 0 O 0 X . *
0O ... 00O 0 0 O 0 0 . 0
0 0 0 O 0 0 O 0 0 0

Beispiel 1.5. Die in den folgenden Matrizen eingerahmten Zahlen sind jeweils die
Pivotelemente.

02 3 45
1 2 3 45 Keine Zeilenstufenform
00 0 4 5

o)}

Zeilenstufenform

o o[—]
SIS
o W w

NEES
@)1

01345

01 3 45 Keine Zeilenstufenform
01045

0 34 5

0 0 00 Zeilenstufenform
00 00 O

Wir erinnern uns, dass es fiir eine Matrix in Zeilenstufenform besonders einfach ist,
das zugehorige Gleichungssystem zu 1osen.

Satz 1.6 (Losbarkeit LGS). Sei A die Koeffizientenmatrix und (A | b) die erweiterte
Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems. Ist A in Zeilenstufenform, so
gilt:

(a) Das Gleichungssystem hat keine Losung, wenn fiir mindestens ein i die i-te Zeile
von A eine Nullzeile und b; + 0 ist.

(b) Hat das Gleichungssystem eine Losung (siehe (a)), und gibt es in jeder Spalte
von A ein Pivotelement, dann besitzt das Gleichungssystem genau eine Losung.

(¢c) Hat das Gleichungssystem eine Losung (siehe (a)), und existiert eine Spalte ohne
Pivotelement, dann besitzt das Gleichungssystem unendlich viele Losungen.
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Beispiel 1.7. (a) Das LGS

2
(A|b)=| 0
0

0

S B~ W

= -

WD W W
(S I \S)

hat unendlich viele Losungen, denn in der dritten und fiinften Spalte von A gibt
es kein Pivotelement.

(b) Das LGS

(A|b) =

oo o~
oonw
co ww
O D D D
—_— ) = N

o[s]s »

hat keine Losung, denn die vierte Zeile von A ist eine Nullzeile und b4 = 1 # 0.

(c) Das LGS

1] 2 3 4 5|2
0 [2] 3 4 51
(Alby= 0 0 [3] 4 5|1
0 0 0 [4] 51
0 0 0 0 [5]]1

hat eine eindeutige Losung, denn in allen Spalten von A gibt es Pivotelemente.

Methode 1.8 (Losen eines LGS in Zeilenstufenform). Sei A die Koeffizientenmatrix
und (A | b) die erweiterte Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems Ax =
b mit unbekanntem x. Ist A in Zeilenstufenform, so konnen wir die Losungsmenge L
des Gleichungssystems durch folgende Schritte bestimmen:

(a) Ist fiir ein i die i-te Zeile von A eine Nullzeile und gleichzeitig b; # 0, dann gilt
[L=0]

(b) Fiir jede Spalte von A ohne Pivotelement fiihren wir einen freien Parameter ¢;
ein. Bezeichnet k die Anzahl solcher Spalten, erhalten wir also freie Parameter
I, ., tg.

(c) Fiir jede von einer Nullzeile verschiedene Zeile von (A | b) schreiben wir die
zugehorige lineare Gleichung auf und ersetzen dabei fiir jeden freien Parameter
die Unbekannte x; durch z;. Fiir die i-te Zeile und im Fall von einem freien
Parameter ¢; ergibt das also beispielsweise

aipx1+...+ajj-1xj-1 +a;it; + a1 Xje1 + ..o+ QimXm = b;. (1.2)
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(d) Fangen wir von unten an, so konnen wir in den Gleichungen (1.2) durch iterative
Riicksubstitutionen die Unbekannten x;, die nicht durch freie Parameter ersetzt
wurden, der Reihe nach mittels der freien Parameter ausdriicken.

Beispiel 1.9. Beipsielhaft fiir das Ablesen der Losungsmenge beim vorliegen von freien
Parametern schauen wir uns das LGS aus Beispiel 1.7 (a) an:

(1] 2 3
(Alb)=| 0 [2] 4
0 0 0

4
1

Es gibt dort die beiden freien Parameter x3 = s und x5 = ¢. Die dritte Zeile liefert dann
x4 + 5t = 3, also x4 = 3 — 5¢. Geht man damit in die zweite Zeile, bekommt man

WD W W
W == N

1 =2xp+4x3+x4+5x5 =2xp+45+ (3 -5t)+5t =2xp +45+3
— 2xp=-2-4s — xp=-1-2s.

In gleicher Weise liefert dann die erste Zeile

2=x1+2x2+3x3+4x4+5x5 =x1 +2(—1 —25) + 35 +4(3 = 5¢) + 5¢
=x1—-85—-15t+10 < x; =-8+s+15¢.

Zusammen ergibt sich damit die Losungsmenge als

X1 -8+ s+ 15¢
X2 -1-2s
L=<sx=|x3||Ax=b} = S s,t € R

X4 3—5¢
X5 t

-8 1 15

-1 -2 0

= O |+s| 1 |+2] 0 ]|s,teR
3 0 -5
0 0 1

Wir betrachten nun ein beliebiges lineares Gleichungssystem mit erweiterter Koeffizi-
entenmatrix (A | ) und beantworten die Frage, wie man dieses auf Zeilenstufenform
bringt, damit Methode 1.8 angewendet werden kann. Dazu erinnern wir uns an den
Gauf3-Algorithmus. Dieser verwendet die folgenden Umformungen

Definition 1.10 (Elementare Matrixumformungen). Sei A € M,,,,(R) eine Matrix. Wir
bezeichnen die folgenden Umformungen von A als elementar:

(G1) Zwei Zeilen von A werden vertauscht: |Z; < Zj |
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(G2) Multiplikation einer Zeile von A mit einer Zahl ¢ # 0:|cZ; — Z; |

(G3) Zu einer Zeile von A wird das Vielfache einer anderen Zeile addiert:
Zj+CZk —>ij1'4'rj k|

Tatséachlich lasst sich durch mehrfaches Ausfiihren der elementaren Umformungen
(G1)—(G3) jede Matrix A € M,,,,(R) auf Zeilenstufenform bringen.

Methode 1.11 (GauB3-Algorithmus). Sei A € M,,,,(R). Um A auf Zeilenstufenform zu
bringen, fiihrt man die folgenden Schritte nacheinander fiir i = 1 (erste Zeile), dann fiir
i =2 (zweite Zeile) usw. aus:

(a) Falls ab der i-ten Zeile nur noch Nullzeilen auftreten, beende die Durchfiihrung.

(b) Tausche sofern notig die i-te Zeile mit einer der darunter stehenden Zeilen, so
dass die Anzahl der fiihrenden Nullen in der (neuen) i-ten Zeile kleinstmoglich
wird.

(c) Hatdie (i+1)-te Zeile ein Pivotelement d, das unter dem Pivotelement ¢ der i-ten
Zeile steht, so addiere das 'T,d—fache der i-ten Zeile zur (i + 1)-ten Zeile, sodass
die Zahl unter dem Pivotelement der i-ten Zeile nachher gleich 0 ist; verfahre
genauso nicht nur fiir die (i + 1)-te Zeile, sondern auch fiir die (i +2)-te Zeile, die
(i + 3)-te Zeile und so weiter. (Es wird sich jedoch immer auf das Pivotelement
der i-ten Zeile bezogen!)

Der entscheidende Punkt ist, dass elementare (Zeilen-)Umformungen der erweiterten
Koeffizientenmatrix die Losungsmenge des Gleichungssystems unverdndert lassen.
Man kann also den GauB3-Algorithmus auf die erweiterte Koeffizientenmatrix (A | b)
eines LGS anwenden, um die Matrix A auf Zeilenstufenform zu bringen und dann die
Losungsmenge des LGS anhand Methode 1.8 bestimmen.

Methode 1.12 (Losen eines LGS mit dem Gauf3—Algorithmus). Sei A die Koeffizien-
tenmatrix und (A | b) die erweiterte Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungs-
systems Ax = b mit unbekanntem x.

(a) Bringe mit dem GauB3—Algorithmus aus Methode 1.11 die Matrix (A | b) auf
Zeilenstufenform.

(b) Bestimme die Losungsmenge L dieses Systems mit Methode 1.8.

1.1.2 Inverse Matrix und Determinanten

Als entscheidende Eigenschaft von Matrizen hatten wir erkannt, dass man mit ihnen
(fast) wie mit Zahlen rechnen kann. Wir konnen Matrizen gleicher Grofle addieren
und, wenn die Ausmafe der Matrizen richtig zusammenpassen auch zwei Matrizen
multiplizieren. Fiir quadratische Matrizen A € M,,,(R), d. h. gleich viele Zeilen und
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Spalten, kann man manchmal auch die sogenannte inverse Matrix A~! bilden und damit
auch durch Matrizen ,,teilen*. Dazu gibt es die folgenden Begriffe.

Definition 1.13 (Einheitsmatrix und Inverse). (a) Die Matrix

1 0 0 ... 0

01 0 ...0
I, =

0 0 1 0

0 0 0 1

heifst Einheitsmatrix.

(b) Eine Matrix A € M,,,(R) heift invertierbar oder regulér, wenn es eine Matrix
C € M,,,(R) gibt mit der Eigenschaft

AC=CA=1,.

Die Matrix C heifst dann inverse Matrix von A und wird mit A~ bezeichnet. Ist
eine Matrix A € M,, ,(R) nicht invertierbar, so heift sie singuldr.

Methode 1.14 (Berechnung von A™!).  (a) Betrachte das LGS AX = I, mit unbe-
kannter Matrix X und der Einheitsmatrix [, als rechter Seite, d. h. die erweiterte
Koeffizientenmatrix (A | [,),

(b) Wende die elementaren Umformungen (G1)—(G3) des GauBB—Verfahrens aus De-
finition 1.10 an, bis das resultierende LGS die erweiterte Koeffizientenmatrix
(I, | C) mit einer Matrix C hat. Dann ist C die inverse Matrix A~! von A.

Einige wichtige Eigenschaften einer Matrix lassen sich bereits an einer einzigen Zahl
ablesen — ihrer Determinante. Sie haben in der Hoheren Mathematik I bereits gesehen
wie man diese fiir 2 X 2- und 3 X 3-Matrtizen bestimmt. Fiir 2 X 2-Matrizen nach

a ap
det =ajjax —azdp
az axn

und im Fall von 3 x 3-Matrizen nach der Regel von Sarrus

ar by c1 | ar by

a; by < \ >€ >< /

det|lay by cr|=| a by ¢ | ar bs

az b3 c3 X XN\

a3 by c3 | az b3

=ZN-2 /)

= a1b203 + b102a3 + C1a2b3 - a3b201 — b302a1 - C3a2b1.
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Wir schauen uns jetzt weitere Berechnungsmoglichkeiten fiir die Determinante an, die
insbesondere auch Matrizen mit mehr als drei Zeilen und Spalten zuginglich machen.
Der Schliissel dazu ist die folgende Entwicklungsformel, die die Berechnung einer
n X n-Determinante auf die Berechnung von bis zu n kleineren Determinanten der
GroBe (n — 1) X (n — 1) zuriickfiihrt.

Definition 1.15 (Entwicklung von Determinanten). (a) Sei A € M,, ,(R). Streichen

wir aus A die i-te Zeile und j-te Spalte, so erhalten wir die Streichungsmatrix
A,/-j € Mn—l,n—l (R)

all arj-1 ap; agj+1 Aln

any e azj_l a Jj a2j+1 e anzy
ai-11 ... 4i-15-1 4ait1j  4di-1j+1 -.. di-1n

[

Aij — arl -1 1 W] rj+1 Uin
aiv11 ... Qiglj-1 Ay Aiglj+1l - .. Qigln
An-11 ... dp-1j-1 An}lj An-1j+1 ... dp-1In

anl . apj—1 ag; Apj+1 . Ann

(b) Ist A € M,,,(R), so ist

n

detA = Z(— D a; ; det A; ; (Entwicklungsformel fiir die i-te Zeile)

j=1
fiir jedesi =1,2,...,n.

Obige Formel sieht wahrscheinlich unverstindlich und abschreckend aus. Die Ausfiih-

rung ist vielleicht ein wenig mithsam aber doch recht einpragsam. Man sucht sich eine

Zeile Nummer i der Matrix aus (sinnvollerweise die mit den meisten Nullen) geht diese
Zeile durch und schreibt fiir jeden Eintrag a;; dieser Zeile hin:

» Ein wechselndes Vorzeichen (—1)*/, das beim ersten Eintrag in ungeraden Zeilen
mit Plus und sonst mit Minus startet (Schachbrettmuster) und dann bei jedem
weiteren Eintrag wechselt mal

¢ Den gerade betrachteten Eintrag a;; mal

¢ Die Determinante der Streichungsmatrix A’ o also der Matrix die durch Streichen
der Zeile und Spalte entsteht, die sich im gerade betrachteten Eintrag schneiden.

Dann summiert man alle diese Produkte auf.

Beispiel 1.16.  (a) Durch Entwicklung jeweils nach der ersten Zeile bekommt man
leicht fiir jedes n € N

det(I,) = (-1)?- 1 -det(l,_1) +0 =det(l,_;) =---=det([L) =1-1-0-0 = 1.
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(b) Tatsdchlich liefert die Regel von Sarrus

1 2 0|1 2

120 N XX S
det[4 5 6|=|4 5 6|4 5 =15-12-24=-21

023 X XN

0 2 3]0 2

dasselbe Ergebnis wie die Entwicklung nach der ersten Zeile

120
det|4 5 6|=(=D)"".1-det > 6 + (=2 .2 det 46,0
0 2 3 2 3 0 3

=15-12-2-12=-21.

Die folgenden beiden Rechenregeln fiir Determinanten sind oft praktisch und in keiner
Weise offensichtlich.

Rechenregel 1.17 (fiir Determinanten). Es seien A, B € M,,,(R). Dann gilt

(a) det(AT) = det(A),

(b) det(AB) =det(A) - det(B).
Bemerkung 1.18. Die Rechenregel det(A”) = det(A) bedeutet, dass man in einer
Matrix die Spalten zu Zeilen machen kann und umgekehrt ohne die Determinante zu
dndern. Insbesondere kann man damit jede Rechnung, die man in den Zeilen macht,

genauso auch in den Spalten machen. Das ist oft sehr praktisch. Beispielsweise gilt die
Entwicklungsformel automatisch auch fiir ein Entwickeln nach den Spalten der Matrix:

n
detA:= ) (=1)* a;; detA’, (Entwicklungsformel fiir die j-te Spalte)
J ij g J p
i=1

firj=1,2,...,n.

Beispiel 1.19. Tatsidchlich bekommen wir fiir die Matrix aus Beispiel 1.16 (b) zum
dritten Mal dasselbe Ergebnis heraus, wenn wir die Determinante beispielsweise nach
der dritten Spalte entwickeln:

120 1 2 1 2
det[4 5 6|=0+(-1)>?.6-det + (=133 .3 det
0 2 3 0 2 4 5

=-12-9=-21.

Das Verfahren zum Entwickeln bleibt genau wie nach Definition 1.15 beschrieben und
auch die Vorzeichen gehen nach demselben Schachbrettmuster.
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Die zweite Rechenregel in 1.17 (b) liefert fiir jede invertierbare Matrix sofort
1 = det(I,) = det(AA™") = det(A) - det(47}).

Also kann fiir eine invertierbare Matrix A die Determinante nicht Null sein und es gilt
dann det(A™") = 1/det(a). Tatséchlich gilt der folgende Satz, der insbesondere besagt,
dass man die Determinante nutzen kann, um zu iiberpriifen, ob eine gegebene Matrix
invertierbar ist, ohne gleich die Inverse ausrechnen zu miissen.

Satz 1.20. Eine Matrix A € M,, ,(R) ist genau dann invertierbar, wenn det(A) # 0 ist.
In diesem Fall gilt

det(A™") = = det(A)~".

det(A)

Rechenregel 1.21 (Elementarumformungen bei Determinanten). Die Elementarum-
formungen (G1)—(G3) des GauB3-Verfahrens aus Definition 1.10 kdnnen auch benutzt
werden, um die Berechnung von Determinanten zu vereinfachen, denn sie dndern den
Wert der Determinante gar nicht bis wenig. Im Einzlnen gelten die folgenden Regeln
fiir die Determinante einer Matrix A € M,, ,(R):

(a) Vertauscht man nach (G1) zwei Zeilen von A, so wird die Determinante mit (—1)
multipliziert.

(b) Mulitpliziert man nach (G2) eine Zeile von A mit einer Zahl ¢ # 0 € R, so dndert
sich auch die Determinante um den Faktor c.

(c) Addiert man nach (G3) das Vielfache einer Zeile zu einer anderen Zeile, so dndert
sich die Determinante nicht.

(d) Alle drei bisherigen Regeln gelten genauso auch fiir Spalten statt Zeilen.

(e) Istc € R, so gilt
det(cA) = ¢ det(A).

Die Begriindung der ersten drei Regeln ergibt sich jeweils aus der Entwicklungsformel.
Hier folgen kurz die Ideen fiir die Begriindungen aller Regeln:

(a) Der Entwicklungsformel kann man entnehmen, dass das Vertauschen zweier
benachbarter Zeilen, die Determinante um den Faktor (—1) verdandert, denn nach
der Vertauschung werden beim Entwickeln Summanden addiert, die sich nach
dem Schachbrettmuster genau im Vorzeichen unterscheiden: Vertauscht man
Zeile i mit Zeile i + 1, so erhélt man fiir die Determinante durch eine Entwicklung

10
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nach Zeile i + 1:

- _
a n
_ i+l — | _ i+1+j ’
det o = > () a;A7
E— i E— =)
- a, —

n
== > (-1)"a; A} = — det A.
j=1

Fiir den allgemeinen Fall {iberlegt man sich dann, dass man die Vertauschung
von zwei beliebigen Zeilen immer durch eine ungerade Anzahl von Vertauschen
von benachbarten Zeilen erreicht. Also bleibt immer ein Faktor (—1) iibrig.

(b) Eine Entwicklung nach der i-ten Zeile, die mit ¢ multipliziert wurde, ergibt direkt

- ay
det ca; = Z(—I)HjcaijAl'.j = Z(—l)”fa,-jAl’.j = cdet A.
: j=1 j=1
- a,

(c) Wir ersetzen die Zeile a; durch die neue Zeile a; + cay. Dann ergibt eine Ent-
wicklung nach der i-ten Zeile

- al -
[ a;—1 [ n
det| _— a;+car, —__|= Z(—l)”’ (aij + caik)Al’.j
a7
an -

n n
= > (=)™ a;Al +¢ Y (=1 ay Ay

j:l ]:1
=detA + cdetC,

wobei man die Matrix C € M, ,(R) erhilt, indem man in A die i-te Zeile durch
a; ersetzt. Damit sind zwei verschiedene Zeilen von C identisch und, indem
wir diese beiden Zeilen vertauschen, bekommen wir aus der Regel in (a), dass
det(C) = —det(C) ist, was nichts anderes bedeutet als det(C) = 0. Also bleibt in
der Rechnung det(A) iibrig.

11
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(d) Das liegt wieder an det(A) = det(AT), vgl. Bemerkung 1.18.

(e) Die Matrix cA entsteht aus A, indem jede Zeile von A mit dem Faktor ¢ multipli-
ziert wird. Nach der Regel in (b) bekommt man also fiir jede Zeile einen Faktor
c.

Bemerkung 1.22 (Determinantenberechnung durch Gauf—Algorithmus). Fiir n > 3
ist fiir die Berechnung der Determinante meist eine Kombination aus Elementarumfor-
mungen nach den Regeln 1.21 und Entwicklung, vgl. Definition 1.15, sinnvoll. Das Ziel
ist es dabei, die Matrix A durch die Elementarumformungen aus dem Gauf3—Verfahren
auf Zeilenstufenform (siehe Definition 1.4) zu bringen.

Fiir eine Matrix B in Zeilenstufenform

bi1 brn -+ by
_ 0 b22 bnn
0 -« 0 by,

gilt ndmlich
detB=b11 by by,

indem man nacheinander immer wieder nach der erten Zeile entwickelt. So eine Matrix,
die nur auf und oberhalb der Diagonalen von Null verschiedene Eintrdge hat, nennt
man auch obere Dreiecksmatrix

Beispiel 1.23. Wir bestimmen auf diese Weise die Determinante von A fiir

1 3 -2
A=12 5 =3].
-3 2 -4
Es gilt
1 3 2\z%22z (1 3 =2 1 3 =2
Z3+3Z) Z3+112,
2 5 3] — |0 -1 1 0 -1 1 |=8B.
-3 2 4 0 11 -10 0 0 1

Wir haben somit die Matrix A durch drei Ausfiihrungen vom GaufBschritt (G3) in B
umgeformt. Da (G3) nach Regel 1.21 (c) die Determinante nicht dndert, folgt

detA=detB=1-(-1)-1=-1.

1.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

Die Determinante einer Matrix ist wichtig fiir eine Vielzahl von Berechnungen, kann
aber offensichtlich nur einen kleinen Teil der Information wiedergeben, die in der

12
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Matrix enthalten ist. Weitere wichtige Eigenschaften einer Matrix lassen sich an ihren
Eigenwerten ablesen.

Definition 1.24 (Eigenwert und Eigenvektor). Sei A € M,,,(R) eine Matrix. Eine Zahl
A € R heifst Eigenwert von A, wenn es einen Vektor v € R" \ {0} gibt, sodass gilt

Av = Av.

Der Vektor v heifsit dann Eigenvektor zum Eigenwert A von A.

Eigenvektoren beschreiben solche Richtungen in R", die durch Multiplikation mit der
Matrix erhalten bleiben. In diese Richtungen wirkt die Matrix in der einfachst moglichen
Weise, indem sie den Vektor um den Faktor A streckt/staucht (bzw. bei negativem A
auch umklappt).

Beispiel 1.25.

0 2\(1 2 1 1) o .
(2 0) (1) = (2) =2- (1), also ist (1) Eigenvektor zum Eigenwert 2.

0 2\(1 0 _ 1 o
(2 O) (0) - (2) , alsoist (O) kein Eigenvektor.

Bemerkung 1.26. Es sei A € M,, ,(R) eine Matrix und A € R eine Zahl.

(a) Fir den Nullvektor v = 0 gilt immer Av = AQ = 0 = A0 = Av. Das liefert also
tiberhaupt keine Information tiber A. Deshalb wird der Nullvektor als Eigenvektor
grundsitzlich ausgeschlossen.

(b) Ist v € R" ein Eigenvektor von A (also insbesondere v # 0), so gilt fiir jedes
ceR
A(cv) = c(Av) = c(Av) = A(cv).

Das bedeutet, dass auch der Vektor cv fiir jedes ¢ # O ein Eigenvektor von A
zum selben Eigenwert A ist. Eigenvektoren sind also nicht eindeutig.

Wie bestimmt man nun die Eigenwerte und Eigenvektoren einer gegebenen Matrix
A € M, ,(R)? Wenn v # 0 ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A ist, so gilt Av = Av,
d.h.

0=Av—-Av=Av—-Al,v = (A - Al,)v.

Das lineare Gleichungssystem (A — Al,)v = 0 hat dann also mit v und 0 zwei definitiv
verschiedene Losungen. Fiir die Matrix A — A1, bedeutet das, dass sie nicht invertierbar
sein kann. Umgekehrt wissen wir, wenn die Matrix A — Al, nicht invertierbar ist,
dass das LGS auch nicht eindeutig 19sbar ist. Da es 16sbar ist (Der Nullvektor ist eine
Losung.), muss es mehrere Losungen geben und damit auch eine Losung v, die nicht
Null ist. Fiir diese gilt dann, indem man obige Rechnung riickwirts macht, Av = Av,
wir haben also einen Eigenvektor.

13



1 Matrixrechnung und Eigenwerttheorie

Die Eigenwerte sind damit genau die Zahlen, fiir die die Matrix A—A1, nichtinvertierbar
ist. Nach Satz 1.20 ist das genau dann der Fall, wenn die Determinante dieser Matrix
Null ist. Dieses Ergebnis halten wir fest.

Satz 1.27. Ist A € M,,,(R), so ist A € R genau dann ein Eigenwert von A, wenn
det(A — AI,) = 0 ist.

Berechnet man die Determinante von A — A1, so stellt man fest, dass diese immer
ein Polynom vom Grad 7 ist. Wir haben damit also das Problem der Bestimmung von
Eigenwerten auf das Finden der Nullstellen eines Polynoms reduziert. Als néchstes
bekommt dieses Polynom seine iibliche Bezeichnung.

Definition 1.28 (Charakteristisches Polynom). Sei A € M,, ,(R). Dann heift
p:R—->R, p(1)=det(A-2al,)
charakteristisches Polynom der Matrix A.

Definition 1.29 (Eigenraum). Sei A € M,, ,(R) eine Matrix und A € R ein Eigenwert
von A. Der Vektorraum

E, :=ker(A—-Al,) ={veR": Av = Av}
heif3t Eigenraum von A zum Eigenwert A.

Methode 1.30 (Bestimmung von Eigenwerten und Eigenvektoren). Gegeben sei eine
Matrix A € M,, ,(R) und gesucht sind alle Eigenwerte und die dazugehorigen Eigen-
vektoren in Form der Eigenrdume.

(a) Man bestimmt das charakteristische Polynom p(A1) = det(A — Al,) der Matrix
A. Dabei entsteht ein Polynom vom Grad n. Bei der Bestimmung lohnt es sich so
zu entwickeln, dass Linearfaktoren der Form (4 — 1) abgespalten werden. Denn
diese liefern im néchsten Schritt ohne weitere Berechnungen Informationen zu
Nullstellen.

(b) Man bestimmt alle Nullstellen von p. Das sind die Eigenwerte.

(c) Fiir jeden Eigenwert A 16st man das lineare Gleichungssystem (A — Al,)x = 0.
Alle Losungen x bilden zusammen den Eigenraum E, und alle Losungen aufler
dem Nullvektor sind die Eigenvektoren zum Eigenwert A.

Man beachte: Kommt in diesem Schritt nur der Nullvektor als Losung des Systems
heraus, ist irgendwo ein Fehler passiert. Entweder ist dann A gar kein Eigenwert
oder beim Losen des Gleichungssystems stimmt etwas nicht. Nutzen Sie diesen
eingebauten Kontrollmechanismus!

Beispiel 1.31. Wir bestimmen alle Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix

2 10
A=|-1 0 1 €M3,3(R).
I 31

14



1.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

(a) Charakteristisches Polynom p berechnen:

2-2 1 0 2-2 1 0
p(l) =det(A—-Alz) =det| -1 0-2 1 [|=det| -1 -1 1
1 3 1-2 1 3 1-2

Addieren der dritten Spalte zur ersten dndert die Determinante nicht und liefert

2-1 1 0
=det|] 0 -4 1 |.
2-1 3 1-2

Nun verwenden wir Rechenregel 1.21 (b), die es erlaubt, den Faktor 2 — A aus
der ersten Spalte herauszuziehen:

1 1 0
=(2-2)det|]0 -4 1
1 3 1-2

Als néchstes wird die erste Zeile von der dritten abgezogen. Auch das idndert die
Determinante nicht:

1 1 0
=(2-A)det|/0 -2 1 |.
0 2 1-2

Dann konnen wir schlieBlich nach der ersten Spalte entwickeln und die restliche
2 x 2-Determinante leicht ausrechnen:

:(2—/l)det(_2/1 111) =2-D)((-)(1-21)-2-1)

=2-D)A%>=-1-2).

Man beachte, dass der Vorfaktor 2 — A dabei ganz bewusst nicht angefasst wird.
Insbesondere wire es sehr ungeschickt diesen auszumultiplizieren, denn man
kann hier direkt die erste Nullstelle ablesen!

(b) Nullstellen von p bestimmen: Es ist

pD)=0 &= (2-)(1*-1-2)=0
&= 2-1)=0 Vv A2-1-2=0
e 1=2 Vv 1=-1 v a=2.

Wir haben also die zwei Eigenwerte 4; =2 und 4, = —1.

15



1 Matrixrechnung und Eigenwerttheorie

(c) Zur Bestimmung der Eigenvektoren miissen zwei lineare Gleichungssysteme
gelost werden. Wir beginen mit (A — 2/3)x = 0:

0 1 00 J1673 1 3 =110

(A-20;10)=| -1 =2 10 |2 -1 22 1o
1 3 =110 0 1 010

72+71 13 -170 71-3-22 10 -170

— | 0 1 0 — 0 1 00

01 010 00 010

Mit dem Parameter x3 = ¢ folgt x; = 0 und x; = x3 = t. Also gilt fiir den
Eigenraum zum Eigenwert 1| = 2:

t 1
E,=4]0]:teR;=41]10]:t€eR
t 1

Wir wenden uns dem zweiten Eigenwert 1, = —1 zuund 16sen (A—(—1)/3)x = 0:

31010 J1673 1 3 210
A+L10)=| =1 1 10”2 -1 1 10
1 3 210 31 0|0

s b3 20 23-222(1 3210

- 0O 4 3|0 — 0 4 3|0

0 -8 6|0 0 0 00

Mit dem Parameter x3 = ¢ folgt 4x, = —3t, also x, = —3/4 - t und mit der ersten
Zeile:

9 1 1
O=x1+3x+2x3=x1—=t+2t=x1—-t, d.h. = —1.
X1 X2 X3 = X1 4 X1 4 X1 4

Zusammen ist damit

1/4-; 1
E1=3|-34-t]:teRpy=<s-|-3]|:s€eR},
t 4

wobei wir s = 1/4 gesetzt haben, damit das Ergebnis schoner aussieht.

Definition 1.32. Seien vy,...,v,, € R Der Unterraum
span{vl, ... ,vm} = {t1v1 +tovo -+t | .ty € R} CR"
heifst Spann oder lineare Hiille von vy, ..., v,,.

16



1.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

Bemerkung 1.33. Eigenrdume werden typischerweise als Spann von Eigenvektoren
angegeben. Zum Beispiel die Eigenrdume aus Beispiel 1.31:

1 1
Er) =4¢[0]|:teR;y=span4[O0]¢,
1 1
| 1
E.i=4{s-|-3]:s€R} =span{| -3
4 4

1.2.1 Diagonalisierung von Matrizen

Als eine Anwendung der Eigenwerte wollen wir uns zum Abschluss dieses Kapitels
die Diagonalisierung von Matrizen anschauen, die beispielsweise niitzlich ist bei der
Berechnung von Potenzen einer Matrix.

Definition 1.34 (Diagonalisierbare Matrizen). (a) Eine Matrix D € M, ,(R) der

Gestalt
ur 0 0 0
0 o O 0
D=0 0 pu3 0
0O 0 0 ... u,

mit iy, ..., M, € R heifst Diagonalmatrix.

(b) Eine Matrix A € M, ,(R) heifit diagonalisierbar, falls es eine invertierbare
Matrix S € M, ,(R) und eine Diagonalmatrix D € M,, ,(R) gibt mit A = SDS™".

Bevor es um die Frage geht, wie und ob man Matrizen diagonalisieren kann, d. h. wie
man zu geeignetem vorgegebenem A die invertierbare Matrix S und die Diagonalmatrix
D aus obiger Definition findet, schauen wir uns an, was Diagonalsierung mit der
Bildung von Potenzen A* einer Matrix A zu tun hat.

Bemerkung 1.35 (Potenzieren von diagonalisierbaren Matrizen). Sei A eine diagona-
lisierbare Matrix mit entsprechende invertierbarer Matrix S und Diagonalmatrix D, fiir
die A = SDS™! gilt. Dann erhalten wir fiir k € N und die Potenz A* von A:

A¥ = (SDS™HWF = sDS7'sDS'spS™! ... sDSTISDS™! = sDFs!

Was ist damit gewonnen? Die Potenzen einer Diagonalmatrix sind sehr leicht zu be-

17



1 Matrixrechnung und Eigenwerttheorie

stimmen, denn fiir

ur 0 0 ... 0 pk 00 .00
0 up 0 ... 0 0 wh 0 ... 0
D=[0 0 wus ... Of gt pc=[0 0 4w ... 0
0 0 0 ... u 0 0 0 ... u

Zur Berechnung der Potenz A¥ muss man dann also nicht Unmengen Matrixmultipli-
kationen ausfiihren, sondern man muss nur alle Eintrdge von D als Zahlen potenzieren
und dann noch zwei Matrixmulitplikationen machen um A* = SD¥S~! auszurechnen.

Satz 1.36. Sei A € M,,,(R). Sind vy, ...,v, Eigenvektoren von A mit zugehorigen

Eigenwerten Ay, ..., A, und gilt span{vy,va,...,v,} = R", 50 ist A diagonalisierbar
mit
4 0 0 0
| | | 0 42 0 ... O
S:=lvy vo ... v, und pD=(0 0 43 ... O], (1.3)
0 0 O Ay
Wir glauben an dieser Stelle, dass aus der Bedingung span{vy,...,v,} = R”" folgt,

dass S invertierbar ist, und rechnen nach, dass mit den so gewihlten Matrizen S und D
tatsichlich A = SDS™! gilt:

AS=|Avy Avy ... Av,|=1A41vi Ava ... Auva,
| | I |
A1 0 0 ... O
| | | 0O 4o 0 ... O
=|lvy va ... v, 0 0 43 0=sD.
| s s
0O 0 0 ... 4,

Multipliziert man diese Gleichheit von rechts mit S~! folgt A = SDS!.
Damit ergibt sich folgende Methode zur Diagonalisierung von Matrizen.

Methode 1.37 (Diagonalisierung einer Matrix). Sei A € M,,,(R) gegeben. Um fest-
zustellen, ob A diagonalisierbar ist und S und D auszurechnen, kann man nach dem

folgendem Schema vorgehen.

(a) (Eigenwerte und Eigenvektoren) Bestimme alle Eigenwerte A;,...,4, von A
und die zugehdrigen Eigenrdume E, , ..., E,;,, von A, vgl. Methode 1.30.

18



1.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

(b) (Uberpriifung Diagonalisierbarkeit) Hat man in (a) n verschiedene Eigenwer-
te (also genauso viele wie die Groe der Matrix) gefunden, ist A in jedem
Fall diagonalisierbar und man kann gleich nach (c) springen. Hat man weniger
als n verschiedene Eigenwerte, d. h. das charakteristische Polynom von A hatte
mehrfache Nullstellen, so iiberpriife man fiir jede mehrfache Nullstelle, ob die
Vielfachheit der Nullstelle und die Anzahl der freien Parameter beim Losen des
LGS in der Bestimmung des zugehorigen Eigenraums iibereinstimmen. Wenn
das auch nur einmal schiefgeht, ist die Matrix nicht diagonalisierbar.

(c) (Bestimmung S und D) Wenn Sie hier angekommen sind, haben sie n Vektoren,
die zusammen alle Eigenrdume aufspannen. Diese bilden wie in (1.3) die Spalten
der Matrix S und als D nehmen Sie die Diagonalmatrix, deren Eintrag in jeder
Spalte genau der Eigenwert von A ist, der zum Eigenvektor in der entsprechenden
Spalte von § gehort.

110
Beispiel 1.38. Wir diagonalisieren die Matrix A :=|1 2 1}|.
011

(a) Zur Bestimmung der Eigenwerte benotigen wir zuerst das charakteristische Po-
lynom von A:

1-1 1 0
p(A) =det(A-AL,) =det| 1 2-2 1
0 1 1-2a

-2 0 —(1-2) 10 -1
AP Gl 1 22 1 |=(-=det|1 2-2 1
0 1 1-2 0 1 1-2

1 0 0

SV Zdet|1 2-a4 2

0 1 1-2

Wir entwickeln nach der ersten Zeile und bekommen

:(l—ﬂ)det(zIﬂ 13):(1—4)((2-1)(1—@—2)

=(1-DA=-31+2-2)=(1 =) =3D) =A(1 = ) (1 -3).

Die Nullstellen, und damit die Eigenwerte von A, kann man nun sofort zu 4; = 0,
A> = 1 und A3 = 3 ablesen.

Als nichstes kommen die Eigenrdume. Dazu losen wir zunichst das lineare
Gleichungssystem (A — 0 - [3)x = 0:

11002”1110023221100
1 21001 1|/0]|™="l0o1T1]0
01 1]/0 0110 0000
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1 Matrixrechnung und Eigenwerttheorie

Mit dem Parameter ¢ = x3 folgt x = —x3 = —t und x| = —xp = —(—t) =1, also

t 1
Eo=4|-t|:t€R}; =spani|-1
t 1

Fiir A, = 1 erhalten wir fiir das LGS (A -1 - I3)x = 0:

0100y (11 1/0\zaz(l010
11 1o =fo1ol0o|Z&]l0100]
0100 010|0 0000

Mit x3 =t folgt hier x; = 0 und x| = —x3 = —¢, also
—t -1
E;=4]0|:teR};=spany| O
t 1

SchlieBlich ist fiir A3 = 3 mit dem LGS (A -3 -I3)x =0

=2 1 ofoy [ 1 -l
1 -1 1]0 | =57 =2 1
0 1 =210 0 1 -

Mit x3 = ¢t folgt hier x, = 2x3 = 2f und x| = x3 = ¢, also ist

t 1
E; = (2t) :t € R} =span (2)
t 1

(b) Wir haben drei verschiedene Eigenwerte, also ist A diagonalisierbar.

(¢) Nehmen wir die drei Eigenvektoren zusammen, so erhalten wir

und mit der richtigen Zuordnung der Eigenwerte ist

000
D=|0 1 0].

0 0 3

20



1.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

Wir haben also

1 -1 1 -1 !

1\/O 0 0 1\~
A=SDS'=[-1 0 2|0 1 o||-1 0 2
1 1 1J\o o 3/\1 1 1

Berechnet man noch die Inverse von §, vgl. Methode 1.14, so findet man

1 2 -2 2
s = a3 0 3
1 2 1
Damit konnen wir jetzt beispielsweise A% oder A!%% mit ertriglichem Aufwand

ausrechnen, denn es gilt nach unserer Uberlegung in Bemerkung 1.35 fiir alle
keN

1 =1 1\ (0¥ 0 0 2 -2 2

Ak =spkst=[-1 0 2|-]0 1% 0 2 -3 0 3

I 1 1 0 0 3k 1 2 1
2

0 -1 3% -2 2 3k43 2.3k 3k_3

1 k 1 k k k
:80 0 2-3k|.1-3 0 3|==[2-3* 4.3tk 2.3

0o 1 3k 1 2 1 3k_3 2.3k 3k43

Bemerkung 1.39. Nicht jede Matrix A € M,,,(R) ist diagonalisierbar. Zum Beispiel

ist fir
I 0 2%2
( 1 1) eR

das charakteristische Polynom

p(A) =det(A - A) = det(1 I/l | 9/1) = (1-2)2,

so dass 41 = 1 eine doppelte Nullstelle ist. In der Losung des linearen Gleichungssys-
tems (A — I>)x = 0 ergibt sich aber nach

0110
0 00
nur ein freier Parameter, so dass der Eigenraum E; nur von einem Eigenvektor auf-

gespannt wird. Das Diagonaliserbarkeitskriterium in Methode 1.37 (b) ist damit nicht
erfiillt. Man hat schlicht nicht genug Eigenvektoren, um die Matrix S aufzustellen.

Das folgende Kriterium fiir Diagonalisierbarkeit ist sehr praktisch und in keiner Weise
offensichtlich.
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1 Matrixrechnung und Eigenwerttheorie

Satz 1.40 (Symmetrische Matrizen sind diagonalisierbar). Ist A € M, ,(R) so, dass
AT = A gilt, dann ist A immer diagonalisierbar.

Matrizen, fiir die AT = A gilt, heilen symmetrisch

Beispiel 1.41. Als Anwendung der Diagonalisierungs-Technik bestimmen wir zum
Schluss die 2025-te Fibonacci-Zahl. Die Fibonacci-Zahlen beginnenmit 1, 1,2, 3,5, . ..
und die nédchste Zahl dieser Folge ergibt sich immer als die Summe der beiden vorhe-
rigen. Es geht also los mit

1, 1, 2, 3, 5, 8 13, 21, 34, 55, &9, ...

und wir wollen jetzt herausbekommen, welche Zahl an der 2025. Stelle in dieser Liste
steht, natiirlich ohne alle 2024 anderen Zahlen davor ausrechnen zu miissen.

Wir betrachten also die Folge (Fy) mit F; = 1, F, = 1, die der Rekursion Fy.; =
Fj + Fy_ fiir alle k > 2 geniigt. Ferner setzen Fp := 0 und fiir k > 1

Dann gilt fiir alle £ > 1

. _ Fiq _ Fir+ Fr_4 _ 1 1 Fy _ 1 1 .
LA W 04 Fy 1 0)\Fy) ~\1 0) 7%

und damit

I A O L S B A R S B L'
Vet =0 o) T of YT T 1 o) P o) o)

Um Fyp25 als zweite Komponente von v,g6 Zu berechnen, brauchen wir also A2025 fiir

die Matrix A = (

i (1)) Dazu diagonalisieren wir A nach dem Verfahren in Metho-

de 1.37.

(a) Das charakteristische Polynom von A berechnet sich zu

22

p(1) = det(A — Al,) = det (1 Il _lﬁ) (=D (=)—1=2-1-1
und die Nullstellen, d. h. die Eigenwerte von A sind nach der p-g-Formel

11 1 5 1+v5 1+5 1-+5
/ll’z_ii Z+ —Ei\/;— 2 s alSO/h— 3 und/lz_ 2 .

Die Eigenriume findet man wieder durch Losen der LGSe (A — 1:V5)/21,)x = 0.
Wir fiihren das erste vor:

-5 0)_ 15 0 | z2nndpzt (V5 g
1 -5 T 0 o]0/




1.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

Mit x, = ¢t folgt x; = _1—2_\/§xz = %t und damit

o[ ol )

Genauso findet man
-2
E., = span {(\/3_‘_ 1)} .

(b) Wir haben zwei verschiedene Eigenwerte, also ist A diagonalisierbar.

(c) Mit

S:(\/g_1 \/§+1) und D = 0 #

gilt nun A = SDS~! und A?%?° = §D?0255-! Wir benétigen als nichstes also
S~1. Es gilt

2 -2 1 0\ z2-vs-1pz1 ( 2 =2 1 0
V5-1 V5+1[0 1 0 2v5| % g
Z1
s -1| 1 0 \zisa[ 1 O \f;gl #
1 BAVE-d S U B 0 1 _¥5-1 2
W5 2s 45 45
und somit
-1 V5+1 2
R I 7)
5-1 V5+1 _¥5-1 2 T
M5 45
Es folgt

Vael 2
A= 2 —2 1+2\/§ 0 45 4V
Vs—-1 V5+1 0 L=V5f|_¥5-1 2

2 45 4V5
15" Vsl 2
Ak = 2 —2 2 ) 0 45 a5
V5-1 V5+1 s \F s 2
0 (T) 45 45
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1 Matrixrechnung und Eigenwerttheorie

Wir kénnen nun v, = A%v; berechnen:

1+\/§k V5+1

0/ " \V5-1 V5+1 0 (1—v§)k ¥l

2 445
1+\/§k\/§+1
_( 2 —2 T) 435
V5-1 V5+1 (1—\/§)k1—5
45

=~

()

2 2

SchlieBlich folgt:

Fo006 2025
=V =A V1 = 2025
(F 2025 2026 ! (—1“/5)

und somit

24

. 1+\/_ 1_\/52025
2025—\/5 ) D)

= 7087392816114092863104543288308926461944946038998920616
72242360826040996582038473104532100347525076635712512
787887657147133880917647897624697727571194993510261758
622303698434275625929244269110857095599152999421410208
683245194925859326192653926929554791755473493205020144
894397011380434047669094673687672145460415348890314231
571156071926528489328749070735630792667485835932036147
913012910501318548192446375610424016293967650

~ 7,0874 - 10%?2.



2 Mehrdimensionale
Differentialrechnung

2.1 Einleitung

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit den Eigenschaften von Abbildungen
f:R" - R"

Insbesondere geht es uns darum, die in der Hoheren Mathematik I betrachteten Me-
thoden zur Bestimmung von Extremwerten auf hohere Dimensionen zu verallgemei-
nern.

Beispiel 2.1.  (a) Die Abbildung 7 : R* — R, die einem Punkt (x, y, z)” € R? (in
gegebenem Koordinatensystem) die Temperatur zuordnet. Typische Frage: wo ist
die Temperatur minimal/maximal? Wie lésst sich ein Extremum bestimmen?

(b) Die Abbildung W : R?> — R? die jedem Punkt die Windgeschwindigkeit oder
eine elektrische Feldstarke zuordnet. Typische Frage: Wo sind Quellen des Felds?

(c) Als abstrakteres Beispiel betrachten wir f : R> — R mit f(x,y) = x> + y°.
Diese Funktion beschreibt das Quadrat des Abstands eines Punktes (x, y) zum
Ursprung (0, 0). Ein weiteres Beispiel: g(x, y) = sin(x) cos(y). Die Graphen sol-
cher Funktionen lassen sich als Flichen im R? visualisieren, vgl. Abbildung 2.1.

(d) Fiir jede Matrix A € M, ,(R) definiert f(v) = Av mit v € R” eine Abbildung
f:R" - R™

(e) Die Funktionen f : R> — R? gegeben durch f(x,y) = (-x,—y)” und g :
R> — R? gegeben durch g(x,y) = (y,—x)T sind Beispiele fiir sog. Vektorfel-
der. Zwei- und dreidimensionale Vektorfelder kann man durch Pfeile in einem
Koordinatensystem darstellen, vgl. Abbildung 2.2.

(f) Der Druck eines Gases ist ndherungsweise gegeben durch die van-der-Waals-
Gleichung
RT an’®

p(T.V) = Vb V2
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2 Mehrdimensionale Differentialrechnung

Abbildung 2.1: Die Graphen der Funktionen f(x,y) = x> + y* und g(x,y) =
sin(x) cos(y)
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SR NN e v A b il S s
SNNNNANNNN VLSS LSS
SEhOAEN NN NN T B gt e
T T I S R S i e e
MmN NN ANNAT s
- - JR P S
/‘/)/////I_j_|\\\\‘\\\'\‘\
FEELETEFE T U AN AR A
PTG E R LR N NN NG, ROy
A7 70 0T TV VNN NN
A AL FE T FEEY A NN NN
LA T TN NRUARNSN
77777011 HE VYV AVANNANNANN

Abbildung 2.2: Visualisierung des Vektorfeldes f(x,y) = (=x, —y)

wobei

T = Temperatur in Kelvin,

R ~8,314

, universelle Gaskonstante,
mo
3

V = Volumen in m”,
n = Stoffmenge, d h. Anzahl Mol, 1 Mol entspricht 6,022 - 10** Gasteilchen,

a, b = Konstanten die vom Gas abhingen.

Definition 2.2. Sei D C R"™. Eine Abbildung f : D — R heifst Skalarfeld. Abbildungen
f : D — R™ (gleiche Dimension des Zielraums wie die Definitionsmenge!) heifsen
Vektorfelder.
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2.2 Folgen und Stetigkeit

Jede Funktion f : D — R" ldsst sich als Vektor von Funktionen mit Werten in R als

N
=l

Ja
schreiben. Die Funktion f; : D — R, die die j-te Zeile von f angibt, heifit dann j-te
Koordinatenfunktion von f.

2.2 Folgen und Stetigkeit

In diesem Abschnitt wiederholen und verallgemeinern wir wichtige Grundlagen der
reellen Analysis aus der Hoheren Mathematik I.

Erinnerung 2.3. Eine Funktion f : R — R ist stetig in xo € R, falls
jli_{glo f(xj) = f(xo)
gilt fiir alle Folgen (x;)jen = (x1,x2,x3,...), die gegen xo konvergieren oder kiirzer

mit dem Funktionsgrenzwert ausgedriickt, wenn lim,_,,, f(x) = f(xo) ist.

Wie ldsst sich die Stetigkeit fiir f : R™ — R definieren? Wir gehen dhnlich vor,
benotigen aber Folgen von Vektoren, da die Argumente von f Vektoren sind.

Definition 2.4. Eine Folge in R™ ist eine Abbildung von N nach R™. Konkret schreiben

wir (v(j))_/eN fiir eine Folge, wobei v\/) = (vgj), . ..,v,(,{))T € R™ fiir jedes j € N
Vektoren sind. Fiir k = 1, ..., m heifit die reellwertige Folge (V]((J))jGN die k-te Koordi-

natenfolge von (v{/)) JjEN-

Bemerkung 2.5. Beachten Sie die Anderung der Notation! Der Folgegliedindex steht
nun oben, um unten Platz fiir den Koordinatenindex zu machen.

Beispiel 2.6. (a) Fiir m = 2 definiert

. 1/-
() J ;
v _(l—l/j)’ J EN,

eine Folge in R%. Beide Koordinatenfolgen (vgj)) jen = (1/j)jery und (v;j )) jeN =
(1 = 1/j)jen konvergieren in R und ihre Grenzwerte sind 0 bzw. 1.

v = ((1_/131) , JjEeEN.

(b) Jetzt betrachten wir
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2 Mehrdimensionale Differentialrechnung

Hier konvergiert die zweite Koordinatenfolge (véj )) jen = (1//2) jen gegen Null.

Die erste Koordinatenfolge (vgj )) jen = ((=1)7)en konvergiert nicht, sondern
divergiert. Aber beide Koordinatenfolgen sind beschrénkt.

(c) SchlieBlich betrachten wir die Folge
V(]) = (sz) . ] e N.

Beide Koordinatenfolgen (vgj )) jen = (j)jenund (vgj )) jen = (J 2) jen divergieren
und sind unbeschrinkt.

Definition 2.7. Sei (v(/)) jen eine Folge im R™.

(a) Die Folge (v\))) jen heift beschrinkt, falls alle m Koordinatenfolgen (vl(cj )) jeN

fiirk =1,...,m beschrdnkt sind.

(b) Die Folge (v\V)) jen heifst konvergent, falls alle m Koordinatenfolgen (vl(cj )) jeN
fiirk =1,...,m gegen reelle Zahlen vy, . . ., v,, konvergieren. Dann nennen wir
den Vektorv = (vi,...,vm)! € R™ Grenzwert der Folge (v(j))jeN und schreiben

v=1lim;_ v,

Schauen wir noch einmal die Folgen in Beispiel 2.6 an, so stellen wir fest, dass die
Folge in (a) beschrinkt und konvergent, die in (b) beschrinkt aber nicht konvergent
und die in (c) weder beschrinkt noch konvergent ist. Die vierte theoretisch mogliche
Situation, nicht beschrinkt und konvergent, kann es nicht geben, weil genauso wie bei
reellen Folgen jede konvergente Folge in R” automatisch beschrinkt sein muss.

Wir konnen nun genauso wie in R Stetigkeit mittels konvergenter Folgen definie-
ren.

Definition 2.8. Sei D C R™.
(a) Eine Funktion f : D — R heifit stetiginv € D, falls fiir jede konvergente Folge
(v(j))jeN mit v € D fiir alle j € N und lim; v =y gilt
lim f(v9) = £(v).
Jj—oo
Man nennt f stetig auf D oder auch schlicht stetig, wenn f in jedem v € D stetig
ist.

(b) Eine Funktion f : D — R" heift stetig in v bzw. auf D, falls jede Koordinaten-
funktion fi, ..., f, stetig in v bzw. auf D ist.

Beim Lesen der Stetigkeitsdefinition sollte eine besondere Betonung auf dem Wort
»jede “in ,jede Folge* liegen. Es reicht hier nicht einzelne Beispielfolgen zu betrachten,
sondern die Bedingung muss wirklich fiir jede denkbare Folge gelten. Umgekehrt ladsst
sich Unstetigkeit durch die Angabe einer einzigen ganz konkreten Spielverderberfolge
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2.2 Folgen und Stetigkeit

nachweisen. Denn wenn die Bedingung nur fiir eine einzige Folge verletzt ist, ist es mit
Stetigkeit schon vorbei.

Beispiel 2.9. Wir betrachten das Skalarfeld f : R> — R, welches durch

%, fiir (x,y) # (0,0),

CR2 — ] xZ+
fiR" SR, f(x,) {O’y fiir (x, y) = (0,0),

definiert wird und weisen zum Einen nach, dass diesen in jedem Punktv = (x, y) € R?
mit v # O stetig ist und in v = O unstetig ist. Sei zuerst v = (x, y)7 € R? mit (x, y)” # 0.
Fiir den Nachweis, dass f in v stetig ist, sei (v(/)) jen = ((xj,7)7) jen eine Folge, die
gegen v = (x,y)! konvergiert. Es gilt

= f(x,y).

1
Iim f(x;,y;) = lim = =
j—00 f( J y]) j—oo x2. +y2 hm]_)oo(xz +y2) X2+y2
Jrl Jl
Hieraus folgt die Stetigkeit in allen Punkten (x,y) # (0,0). Dabei haben wir nur
Rechenregeln fiir konvergente reelle Folgen benutzt.

SchlieBlich zeigen wir, dass f im Ursprung nicht stetig ist. Dazu wihlen wir die Folge
(V)i = ((1/7,0)7) jer in R?, die gegen (0,0)7 konvergiert. Fiir jedes j € N gilt

1 ,

M =
V) =
0=

und diese Folge divergiert. Also geht (f(v/))) insbesondere nicht gegen f(0,0) = 0
und damit ist f nicht stetig in (0, 0)”.

Wie im eindimensionalen konnen wir aus stetigen Funktionen durch Addition, Subtrak-
tion und Multiplikation neue stetige Funktionen generieren. Bei der Division muss man
wie im eindimensionalen Fall vorsichtig sein und Division durch 0 ausschlieB3en.

Satz 2.10. Seien D C R™ und f,g : D — R Funktionen, die stetig in v € D sind.
Dann gelten:

(a) Die Funktionen f + g, f — g und fg sind stetig in v.
(b) Gilt g(v) #0, so ist auch f/g stetig in v.
(¢c) Sei h:R — R stetig in f(v). Dann ist auch ho f : D — R stetig in v.

Mit der Hilfe dieser Regeln konnen wir Stetigkeit leichter {iberpriifen, denn wir konnen
nun kompliziertere Funktionen aus einfacheren Bausteinen zusammensetzen.

Beispiel 2.11.  (a) Der Ausdruck in der van-der-Waals-Gleichung aus Beispiel 2.1 (f)
fiir den Druck p eines Gases in Funktion von Temperatur 7 und Volumen V

RT an?

p(T.V) = Vb V2

2.1)
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2 Mehrdimensionale Differentialrechnung

(b)

(©)

(d)

30

ist stetig auf der Menge
D = (0,00) x (bn,00) = {(T,V)" € R*: T >0und V > bn}.

Dabei schlieBen wir den Wert V' = bn aus, um sicherzustellen, dass in (2.1) nicht
durch Null dividiert wird.

Das Vektorfeld f : R2 — R2, welches durch
_[sin(x) cos(y)
f(x’ y) - ( xyz

gegeben ist, ist auf R? stetig. Um dies nachzuweisen, miissen wir die Stetigkeit
beider Koordinatenfunktionen von f einsehen. Diese sind (x, y) + sin(x) cos(y)
und (x, y) — xy?. DaPolynome und die trigonometrischen Funktionen Sinus und
Cosinus stetig sind, sind beide Koordinatenfunktionen wegen der Rechenregeln
aus Satz 2.10 stetig.

Die Funktion f : R? — R mit

Fory) = %’ falls (x, y) # (0,0),
’ 0 falls (x, y) = (0,0),

ist Quotient zweier Funktionen f,(x,y) = xy und f,(x,y) = x> + y%. Beide
Funktionen sind Polynome und daher stetig. Weiterhin gilt f,(x, y) # 0, fiir alle
(x,y) # (0,0). Also ist f = fs/s, in jedem Punkt von R? \ {0} stetig.

Wie in Beispiel 2.9 gibt es hochstens fiir v = (0,0)” Schwierigkeiten. Wir
betrachten die Folge (v(/)) jen = ((Y/5,Y ) jen. Diese konvergiert gegen v =
(0,0)7 und es gilt fiir jedes j € N

i j 12 1

Dy = = =
N PR ORI Ry

Zwar konvergiert diese Bildfolge (f(v(!)) jen damit, aber nicht gegen den Funk-
tionswert 0 = f(v) = £(0,0). Also ist f nicht stetig in (0,0)”. Das sieht man
auch am Graph der Funktion, der in Abbildung 2.3 links dargestellt ist.

Die Funktion g : R — R mit

2
2(x.y) = ;;T; falls (x,y) # (0,0),
’ 0 falls (x, y) = (0,0),

dhnelt auf den ersten Blick f aus Teil (c), aber sie verbirgt eine Uberraschung.
Wie oben begriindet man, dass g in allen v € R? \ {0} stetig ist.
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Abbildung 2.3: Graphen von f(x,y) = x2x+yy2 links und g(x, y) = - 7

(0,0)7 stetig ist. Dazu betrach-

Wir werden nun zeigen, dass g auch in v
ten wir eine beliebige Folge ((x1,y1)”, (x2,y2)7,...) in R?, die gegen (0,0)”

konvergiert. Dann gilt fiir alle j € N

W3yl vl Xy,
0 <|g(xj.y))| = T e = |yl
YT j

Da unsere Folge gegen den Ursprung (0,0)” konvergiert, muss lim oy =0
gelten und mit dem ,,Sandwich-Theorem* schlieBen wir lim; ., g(x;,y;) =0 =
2(0,0). Also ist g stetig in (0, 0). Vergleichen Sie hierzu auch die Visualisierung

des Graphen in Abbildung 2.3.
Wir kénnen nun ohne Anderungen die Definition des Funktionsgrenzwertes auf Funk-

tionen in mehreren Variablen iibertragen.
Definition 2.12. Sei D C R", f : D — R" eine Funktion und vy € R™. Wenn fiir jede

Folge ((v(j))jeN mit
« vU) € D fiir alle j € N und
o vU) % v fiir alle j € N und

. (v(j))jeN konvergiert gegen v
der Grenzwert lim;_,« f (v)) existiert, so bezeichnen wir diesen Grenzwert mit
lim,_,,, f(v). (Der Grenzwert ist dann automatisch unabhiingig von der Wahl der

Folge (v\7) ext.)
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2 Mehrdimensionale Differentialrechnung

Bemerkung 2.13. (a) Wie beim Begriff der Stetigkeit in Definition 2.8, sollte auch
beim Lesen dieser Definition eine besondere Betonung auf dem Lesen von , jede
Folge* liegen. Man beachte auch, dass obige Definition nur Sinn ergibt, wenn es
auch Folgen im Definitionsbereich D gibt, die wie angegeben gegen v konver-
gieren. Wenn v mehrere Meilen vom Definitionsbereich wegliegt, wird man aber
wohl auch keinen entsprechenden Grenzwert betrachten wollen.

(b) Mit diesem Funktionsgrenzwert konnen wir jetzt auch in der Definition von
Stetigkeit, vgl. Definition 2.8, wieder kiirzer formulieren: Eine Funtion f : D —
R™ ist stetig in vo € D, wenn lim,_,,, f(v) = f(vo) gilt.

In der reellen Analysis einer Dimension spielte das Suchen nach Maxima und Minima
eine wichtige Rolle. Ahnliche Methoden existieren fiir Skalarfelder. Wir werden im
nichsten Abschnitt die dafiir wichtigen Begriff der partiellen Ableitung behandeln.
Zuerst halten wir aber fest, dass Maxima und Minima in vielen Situationen sicher
existieren. Dazu bendtigen wir einige Begriffe, die besondere Arten von Teilmengen
des Raumes R auszeichnen.

Es sei an dieser Stelle an die Norm ||v|| = \/v% +vZ+ -+ v, erinnert, die fiir jeden

Punkt v € R™ seinen Abstand vom Ursprung angibt.
Definition 2.14. Sei D C R™.
(a) Wir nennen D beschrinkt, falls ein C > 0 existiert mit

VIl < C fiiralle v € D.

(b) Wir nennen D abgeschlossen, falls fiir jede konvergente Folge (v\))) ey, die in
g J 8 8 j
D liegt, auch der Grenzwert lim;_,q, v in D ist.

Beschrinktheit ist genau das, was Sie sich anschaulich vorstellen: Die Menge hat nur
eine begrenzte Ausdehnung. Abgeschlossenheit bedeutet anschaulich, dass jeder Punkt
»am Rand* auch zur Menge dazugehort. Wir definieren hier nicht was ein Rand ist und
Sie diirfen sich bei den einfachen Mengen, die wir hier betrachten werden, auf Ihre
Intuition verlassen. (,,Rand* ist ein typisches Beispiel von etwas intuitiv sehr einfachem,
das, je genauer man dariiber nachdenkt, immer unklarer wird.)

Beispiel 2.15.  (a) Das Rechteck mit Rand [0, 1] x [0, 2] ist abgeschlossen in R.

(b) Das Quadrat mit teilweisem Rand (0, 1) x[0, 1] ist nicht abgeschlossen: Die Folge
((1/7,1/))T) jew liegt in dieser Menge, konvergiert jedoch gegen den Ursprung
(0,0)” und der liegt nicht in (0, 1) x [0, 1].

(c) Beide Mengen [0, 1] x [0,2] und (0, 1) x [0, 1] sind aber beschrinkt, beispiels-
weise mit C = 10.

Die beiden Begriffe beschrinkt und abgeschlossen, sind u.a. wegen des folgenden
Resultats wichtig, dass auch unter der Bezeichnung Satz von Weierstraf3 firmiert.
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2.3 Ableiten von reellwertigen Funktionen

Satz 2.16 (WeierstraB3). Sei D C R™ eine beschrdnkte und abgeschlossene Menge und
f : D — R stetig. Dann nimmt f auf D sein Maximum und Minimum an, d. h. es
existieren viax € D und vmin € D mit

Fmin) < f(V) < f(vmax)  fiirallev € D.

Dieser Satz ist ein oft unverzichtbares Hilfsmittel um die Existenz von Extremstellen
abzusichern, auch wenn man sie nicht konkret ausrechnen kann.

2.3 Ableiten von reellwertigen Funktionen

Wir wollen nun den Begriff der Differenzierbarkeit und der Ableitung auf Funktionen
von (Teilmengen von) R™ nach R” erweitern und uns in einem ersten Schritt auf den
Fall n = 1 konzentrieren. Dazu erinnern wir wieder zuerst an die eindimensionale
Situation aus der Hoheren Mathematik 1.

Erinnerung 2.17. Ist f : R — R eine differenzierbare Funktion, dann ist die Ableitung
in xg € R durch den Grenzwert des Differenzenquotienten

#(x0) = lim SO~ flxo) . SGo+h) — flxo) 22)
X—X0 X — X0 h—0 h

gegeben.

Fiir Funktionen mit m Variablen und m > 2 sind die Argumente x und x¢ Vektoren
und dann ergibt leider der Differenzenquotient auf der rechten Seite keinen Sinn mehr,
denn es gibt keine sinnvolle Moglichkeit, durch einen Vektor, hier x — xq, zu dividieren.
Dieses Problem werden wir spiter 16sen.

Zunichst gilt es, ein eigentlich kleineres, eher technisches Problem zu 16sen: Um
tiberheupt irgendeinen Grenzwert der (2.2) ersetzen soll, zu definieren, braucht es um
den Basispunkt xo herum geniigend Platz im Definitionsbereich von f. Schlielich muss
man sich dem Punkt x( irgendwie innerhalb des Definitionsbereichs nidhern konnen.
Um diesen Platz sicherzustellen, fiihren wir die folgenden Konzepte ein.

Definition 2.18. (a) Sei xo € R" und r > 0, dann heifst
K(xo,7) = {x e R™ :|lx — x| < r}

Kugel vom Radius r um den Mittelpunktx.

(b) Eine Teilmenge D C R™ heifst offen, falls fiir jedes xo € D ein Radius r > 0
existiert, so dass K (xo,r) C D gilt.
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Bemerkung 2.19. (a) Zum Verstindnis der Definition der Kugel sei daran erinnert,

(b)

(c)

dass der Term ||a — b|| den Abstand von @ und b angibt. Da steht also die Menge
aller x € R™ deren Abstand von xg kleiner als 7 ist. Im Dreidimensionalen ist das
genau eine Kugel.

Offenheit bedeutet, dass jeder Punkt der Menge noch eine ganze Kugel innerhalb
der Menge um sich herum hat, die auch zur Menge gehort. Jeder Punkt der Menge
liegt also kuschelig im Innern derselben. Damit ist die richtige Anschauung von
Offenheit, dass kein Punkt des Randes zur Menge dazugehort.

In Definition 2.14 haben wir abgeschlossene Teilmengen des R™ als solche Men-
gen kennengelernt, bei denen der gesamte Rand zur Menge gehort. Damist sind
offene und abgeschlossene Mengen in gewisser Weise zwei diametral entge-
gengesetzte Extremfille, bei denen einmal nichts und einmal alles vom Rand
dazugehort. Leider werden die beiden oft als ein entweder-oder-Péarchen im Kopf
behalten, im Sinne von ,,Wenn die Menge nicht offen ist, dann muss sie ja abge-
schlossen sein®. Das ist ungefdhr so wie ,,Wenn sie nicht pleite ist, dann muss sie
ja Milliardérin sein.* Beides ist weit vorbei an der Realitéit. Beachten Sie bitte:
Mengen sind keine Tiiren. Es gibt Mengen wie [0, 1), die weder offen noch abge-
schlossen sind und es gibt sogar solche, die gleichzeitig offen und abgeschlossen
sind. Ein Beispiel hierfiir ist R™ selbst.

Beispiel 2.20. (a) Fir m = 1, xg € Rund r > 0 ist K(xg,7) = (xo — r,xo + 7).

(b)

(c)

(d)

Eine Kugel im R! ist also ein offenes Intervall. In Verallgemeinerung dessen
ist jede Kugel K(xo,r) fiir beliebiges xo € R” und r > 0 offen. Der im R"”
neu eingefiihrte Begriff ,,offen* verallgemeinert also das Konzept eines offenen
Intervalls.

Das Quadrat
0,1)x (0,1) = {(x, )" €eR*:0<x<1und0 <y < 1}

ist ebenfalls offen.
Allgemeiner seien a = (ay,...,au)’, b = (b1,...,by)T € R™ mit a; < by fiir
alle k = 1,2,...,m. Dann ist der m-dimensionale Quader

{(xl,...,xm)TeRm:ak <xp < by firalle 1 < kSm}

offen.

Das Intervall [0,1) = {x € R : 0 < x < 1} ist nicht offen. Das Problem ist
der linke Randpunkt, d.h. 0 € [0, 1). Keine Kugel K(0,r) mit 0 € [0, 1) als
Mittelpunkt liegt ganz in [0, 1).

Nun kehren wir zuriick zum eigentlichen Problem. Wie konnen wir Funktionen mit
Vektoren als Argumenten ableiten? Dazu schauen wir zuerst ein Beispiel an.
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Beispiel 2.21. Sei f : R? — R die durch f(x,y) = xe” definierte Funktion.

(a) Sei yp € R beliebig. Wir betrachten g(x) = f(x,yo) als Funktion, indem wir
die zweite Variable als festen Parameter verstehen. Es handelt sich dann um eine
Funktion g : R — R und somit ist das Differenzieren fiir uns kein Problem. Wir
leiten g an der Stelle x mit den iiblichen Methoden ab und profitieren davon, dass
e”0 jetzt einfach eine Konstante ist:

’ . f(x+h,yo) = f(x,¥0)
=)0 =] .
gx)=¢e"= lim h

(b) Umgekehrt kdnnen wir auch die x-Koordinate festhalten. Wir fixieren also ein
beliebiges x¢ € R und betrachten 2(y) = f(x¢, y). Die Funktion /4 geht nun auch
von R nach R und wir leiten wieder ,,wie gewohnt* ab, indem wir uns daran
erinnern, dass die Ableitung der Exponentialfunktion die Exponentialfunktion
ist. Beachten Sie, dass wir nun nach dem Buchstaben y differenzieren miissen
und x( eine Konstante ist. Wir bekommen

S (x0,y+h) = f(x0,y)
- .

h'(y) = xpe* = lim
() = xoe” = lim
Fazit: fiir eine Funktion f in zwei Variablen gibt es mehrere Ableitungen. Wir nennen

g’ bzw. K’ partielle Ableitungen von f nach x bzw. y.

Wir iibertragen das allgemein auf Skalarfelder mit Variablen in beliebiger Dimensi-
on.

Definition 2.22. Sei D C R eine offene Menge, f : D — R ein Skalarfeld und x € D.

Weiter verwenden wir fiir k = 1,2, ..., m die Schreibweise
ex = (0,...,0, 1 ,0,...,07
——

k-te Komponente
fiir den Nur-eine-Eins-an-der-k-ten-Stelle-Vektor.

(a) Existiert der Grenzwert

5 f(x+hey) - f(x)
im ,
h—0 h

so heif3t f in x partiell nach x; differenzierbar. Der Grenzwert heif3t partielle
Ableitung nach x; von f in x und wird mit

ng(x) oder O f (x) oder O, f(x) oder f, (x)
k

bezeichnet.!

! An der Stelle von x; werden wir stillschweigend andere iibliche Koordinatenbezeichnungen benutzen.
of

Ist z.B. f(x,y) = xe” so schreiben wir 7= und %
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(b) Ist f in x nach allen Koordinaten x1, x2, . . ., x,, partiell differenzierbar, so heifst
f partiell differenzierbar in x. Ist f weiter in jedem Punkt von D partiell diffe-
renzierbar, so nennen wir f partiell differenzierbar auf D oder schlicht partiell
differenzierbar. Trifft dies zu und sind auf3erdem alle partiellen Ableitungsfunk-

tionen
of of of
Ox1 Oxy” 77 Oxyy
stetige Funktionen auf D, so nennt man f stetig partiell differenzierbar.

Bemerkung 2.23. (a) Partiell differenzieren nach x; bedeutet, dass man alle an-
deren Variablen als feste Parameter betrachtet. In diesem Sinne kann man wie
aus der Hoheren Mathematik I gewohnt ableiten und wir miissen keine neuen
Ableitungsregeln formulieren.

(b) Anschaulich bezeichnet

aof
a_xk(x)

die Anderungsrate von f wenn die Variable x; variiert wird und alle anderen
Variablen festgehalten werden.

Beispiel 2.24.  (a) Wir betrachten f : R — R mit f(x, y) = x3y — 2x%y2. Es gilt

0 0

—f(X, y) = 3x?y — 4xy? und —f(x,y) = x> — 4x?y.

ox 8y

(b) Es gibt keinen Grund, sich auf den R? zu beschrinken. Sei also g : R — R mit
g(x,,2) = xe**" gegeben. Dann gilt

0

a_g(x’ y, Z) — exz+y2 + xexz+y2 = (1 + xz)exz+y2’
X

0

H_g(x, y,2) = x5 2y = 2xyex2+y2,
y

ag xz+y? 2 xz+y?

6—(x,y,z) =xe . x =x"eY .
Z

(c) Wir betrachten die Gleichung von van der Waals, vgl. Beispiel 2.1 (f),

RT an’®
Vin—b V2
auf dem Definitionsbereich D = (0, o) X (bn, ).

p(T,V) =

Die partielle Ableitung g—’; beschreibt die Anderung des Drucks, die durch Ver-
dnderung der Temperatur bei konstantem Volumen entsteht (isochore Zustands-
dnderung). Es ist

op R

AT  Vin—b"
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2.3 Ableiten von reellwertigen Funktionen

Die partielle Ableitung g—"j beschreibt die Druckinderung, die durch Verdanderung
des Volumens bei konstanter Temperatur entsteht (isotherme Zustandsinderung).
Es gilt

op ____RT _ ,an’

ov (V/n—b)*n V3

Die reine Existenz der partiellen Ableitungen ermoglicht es leider nicht, daraus hilfrei-
che Schlussfolgerungen iiber die Funktion zu ziehen. Das wird das folgende Beispiel
vor Augen fiihren.

Beispiel 2.25. Wir kniipfen an Beispiel 2.11 (c) an. Wie wir dort gesehen haben, ist
die Funktion f : R> — R mit

Fory) = )ﬁyyz, falls (x,y) # (0,0),
’ 0, falls (x, y) = (0,0),

nicht stetig im Ursprung (0,0)7 aber stetig in allen anderen Punkten des R?, vgl.
Abbildung 2.3.

Wie sieht es mit den partiellen Ableitungen im Koordinatenursprung aus? Naiv betrach-
ten sollte die Funktion f dort in keiner Weise differenzierbar sein, denn sie ist dort nicht
einmal stetig und wir wissen aus der Hoheren Mathematik I, dass Differenzierbarkeit
ein stirkerer Begriff als Stetigkeit ist. Allerdings gilt
h,0) - £(0,0 o 02 =0 0
o PO = £(0.0)

= 1 — = U.
h—0 h -0 h hl—r% 0

Also existiert die partielle Ableitung g—f: bei (0,0)” mit Wert 0. Da die Funktion in x
und y symmetrisch ist, findet man genauso
f(0,h) - f(0,0) 0

h = Jim 2 =0

oh

—(0,0) = lim

ay h—0
und auch die partielle Ableitung von f nach y existiert im Ursprung und hat den Wert
0.

AuBerhalb des Ursprungs gilt nach der Quotientenregel

af
ox

) Y4y —xy 20y —xPy
X, = =

g (2 +?)? (2 +y?)?
fiir (x,y) # (0,0). Setzt man x = 0 ein, findet man wegen

of y-0-y ¥y 1
OV =T T TS
X

b

Y04y Yy

dass die partielle Ableitungsfunktion g—f im Ursprung nicht stetig ist. Also ist f nicht
stetig partiell differenzierbar.
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2 Mehrdimensionale Differentialrechnung

Was sagt uns das nun? Alleine die partielle Ableitbarkeit einer Funktion sagt nicht
wirklich etwas aus. Insbesondere kann man in einem Fall wie hier betrachtet, die
Ableitungen in keiner Weise als Steigungen o.4. interpretieren. Gliicklicherweise sind
solche Pathologien nur moglich, wenn die partiellen Ableitungen wie hier im Beipsiel
nicht stetig sind. Wir werden uns im Weiteren daher auf die Behandlung stetig partiell
differenzierbarer Funktionen beschréinken.

Fiir stetig partiell differenzierbare Funktionen mit Werten in R fassen wir zunichst
mal alle partiellen Ableitungen in einem Vektor zusammen und geben diesem einen
Namen.

Definition 2.26. Sei D C R™ offen und f : D — R stetig partiell differenzierbar auf
D. Fiirx = (x1,...,xm)! € D heif3t dann der Vektor
af af

(x),...,—(x)

Vf(x) = (9_x1 O

Gradient von f in x.

Da wir nun lber stetig partiell differenzierbare Funktionen reden, hat der Gradient
durchaus eine anschauliche Bedeutung und sogar eine sehr wichtige, die, vielleicht
nicht ganz unerwartet, wieder etwas mit Steigungen zu tun hat.

Bemerkung 2.27. Sei f : D — R stetig partiell differenzierbar. Anschaulich ist der
Gradient V f(x) von f in x dann ein Vektor in R™, der in die Richtung zeigt, in der die
Werte von f am stirksten anwachsen. Seine Norm ist das Ausmal} dieser Steigung.

Da der Gradient immer in die Richtung des steilsten Anstiegs zeigt, steht er aulerdem
in jedem Punkt genau senkrecht auf der durch diesen Punkt gehenden Hohenlinie der
Funktion.

Beispiel 2.28. Die durch
[l y) =v1-x2—y?

definierte Funktion f : K(0,1) — R beschreibt die Hohe einer Halbkugel, denn ihr
Graph ist genau die obere Halbsphire, vgl. Abbildung 2.4. Wir berechnen

Vi, y) = - (=2x), - (=2y)

1 1
24/1 — x2 — y2 2\/1-)62—)12
1

= —(—X,—Y).
e (=x,-y)
Dieser Gradient ist direkt neben der Funktion ebenfalls in Abbildung 2.4 illustriert. Man
sieht hier schon, dass er immer in die Richtung des steilsten Anstiegs zum Ursprung
hin zeigt und seine GroB3e zum Ursprung hin zusammen mit der Steigung des Graphen
abnimmt. Die Hohenlinie dieser Funktion sind konzentrische Kreise um den Ursprung.
Auf diesen steht der Gradient jeweils senkrecht.
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Abbildung 2.4: Der Graph der Funktion f(x,y) = /1 —x% — y2 und eine Visualisie-
rung ihres Gradienten

2.4 Ableiten von Vektor-wertigen Funktionen

Wir wenden uns nun dem allgemeinen Fall zu, dass die betrachtete Funktion von (einer
Teilmenge des) R™ in den R” abbildet. Wie schon zuvor spielen wir den Begriff der
Ableitungen dann auf die einzelnen Koordinatenfunktionen fi, f>, ..., f, zuriick und
sind dann wieder im Fall von reellwertigen Funktionen, vgl. Definition 2.22, so dass
wir grofle Teile der folgenden Definition schlicht von dort abschreiben kdnnen:

Definition 2.29. Sei D C R™ und f : D — R" eine Funktion mit Koordinatenfunktio-
nen fi, fa,..., fn: D = R

(a) Seix e Dundk € {1,2,...,m}. Dann ist f in x partiell nach x; differenzierbar,

wenn jede Koordinatenfunktion fi, fa, ..., fm dies ist. Wir schreiben dann mit
der gleichen Vielfalt der Notationen wie schon in Definition 2.22
Ok f1(x)
of Ok f2(x)
L) = 0 f) = 00 f ) = fu () = |
Xk :
Ok fn (x)
fiir den (Spalten-)Vektor der entsprechenden partiellen Ableitungen der Koordi-
natenfunktionen.
(b) Ist f inx nach allen Koordinaten x1, x2, . . . , X, partiell differenzierbar, so heifit f

partiell differenzierbar in x. Ist f weiter in jedem x € D partiell differenzierbar, so
nennen wir f partiell differenzierbar auf D oder schlicht partiell differenzierbar.
Trifft dies zu und sind auf3erdem alle partiellen Ableitungsfunktionen

of 95 9

Ox1 Oxy” 77 Oxyy
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2 Mehrdimensionale Differentialrechnung

stetige Funktionen auf D, so nennt man f stetig partiell differenzierbar auf D.

Auch fiir vektorwertige Funktionen beschrianken wir uns in den weiteren Betrachtungen
zur Differenzialrechnung darauf, ausschlieBlich stetig partiell differenzierbare Funktio-
nen zu betrachten. Die Berechnung der partiellen Ableitungen einer solchen Funktion ist
nicht schwierig, es konnen nur sehr viele werden. Deshalb ist es sehr sinnvoll, ein wenig
Ordnung zu schaffen und alle Ableitungen zu einer Matrix zusammenzufassen.

Definition 2.30. Sei D C R"™ offenund f : D — R" eine stetig partiell differenzierbare
Funktion. Die Matrix

of af
an ﬁ — VA —
Jr(x) =] =] : | € M (R)
9 fn 49fn
= e g2 — Vfilx) —

heif3t Jacobi-Matrix von f in x.

Beispiel 2.31. Fiir das Vektorfeld f : R — R3 mit
zsin(xy)

[y =[xy
X—y+z

gilt fi(x,y,z) = zsin(xy), fo(x,v,z) =x*y3zund f3(x,y,z) =x — y + z und damit ist

b(x y,2) = yzcos(xy), a];l (x,y,2) = xzcos(xy), %(x, y,z) = sin(xy),
0f2(x y’Z) 2)Cy3Z, fz(x y’ Z) yZZ’ afz(-x y’ ) —)C y s

] ]

Deya=1, ﬁu»n ﬁ@%)—l

bzw. als Vektoren geschrieben

yz cos(xy) xz cos(xy) sin(xy)
Z—f = 2wz |, of 3x%y?*z |, 9 _| 2y
X

1 9y 7 0z 1

oder noch kompakter als Jacobi-Matrix
yzcos(xy) xzcos(xy) sin(xy)

Jr(x) = 2xy3z 3x2y%z x2y3
1 -1 1

Uns hindert nichts daran, hohere partielle Ableitungen zu betrachten.
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2.4 Ableiten von Vektor-wertigen Funktionen

Definition 2.32. Sei D C R™ offen und f : D — R" stetig partiell differenzierbar auf
D. Ist 0f/ox; : D — R" auf D erneut stetig partiell differenzierbar, so heif3t
?f 0 of
8xl<9xk B (9)61 6xk

partielle Ableitung 2. Ordnung von f nach x; und xi. Analog definiert man Ableitungen
3,4,5, .. .ter Ordnung.

Beispiel 2.33. Sei f : R? — R definiert durch f(x, y) = x>y + xe”. Dann gilt

U () =30y e ) = e

TS e =6, afgy (r.3) =3+ ¢,
aayza]; (x,y) =3x*+ ¢, ZLyJZC(X, y) =xe’,
%(x, y) = 6y, %(x, y) = 6x,
%u, ) = 6, 8;’; Lt =e
(’)xa;){(')x( ,y) = 6x, %(X’ =e

Betrachtet man die Ergebnisse in obigem Beispiel genauer, dann féllt auf, dass es nicht
auf die Reihenfolge der Differentiation ankommt. So gilt beispielsweise
3 f 3 f 3 f ¢
= = = 0x.
Oxdydx  0x29y  0yox?

Dies ist kein Zufall. Tatsdchlich ist die Differentiationsreihenfolge fiir stetig partiell
differenzierbare Funktionen egal. Diese Aussage wird als Satz von Schwarz bezeich-
net.

Satz 2.34 (Schwarz). Sei D C R™ cine offene Teilmenge und f : D — R" eine p-mal
stetig partiell differenzierbare Funktion. Dann kommt es bei der Bildung der partiellen
Ableitungen bis zur p-ten Ordnung nicht auf die Reihenfolge der Differentiation an.

Fiir Vektorfelder, also Funktionen von (Teilmengen von) R™ in den Raum R mit der
gleichen Dimension, ist die Jacobi-Matrix eine quadratische Matrix. In diesem Fall
gibt es weitere aus den partiellen Ableitungen, also den Eintridgen der Jacobi-Matrix,
abgeleitete Ableitungsgrof3en, die eine Bedeutung haben und daher relevant sind. Wir
wollen hier exemplarisch die sogenannte Divergenz behandeln.
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2 Mehrdimensionale Differentialrechnung

Definition 2.35. Sei D C R" offenund f = (fi, ..., fu)! : D — R™ ein stetig partiell
differenzierbares Vektorfeld. Dann heifit divf : D — R mit

Divergenz von f.

Bemerkung 2.36. Bei der Berechnung der Divergenz werden jeweils die partiellen
Ableitungen der Koordinatenfunktionen von f nach genau der Variablen, die den
gleichen Index hat, addiert. Damit ist das Ergebnis der Rechnung eine Zahl, so dass die
aus dem Vektorfeld f bestimmte Funktion div f ein Skalarfeld ist.

Fiir die Veranschaulichung der Divergenz von f stelle man sich das Vektorfeld f am
besten als ein Magnetfeld oder ein Geschwindigkeitsfeld einer flieBenden Fliissigkeit
vor. In jedem Punkt x ist f(x) also die Feldstiarke bzw. der Geschwindigkeitsvektor
der Stromung an dieser Stelle. Dann beschreibt die Divergenz divf die sogenannte
Quelldichte des Feldes, d. h. ein positiver Wert von div f (x) deutet auf eine Quelle des
Feldes, ein negativer auf eine Senke.

Beispiel 2.37. (a) Die Divergenz des Felds f : R> — R? mit f(x,y) = (x, )T ist

_afi,0f

divf = ox 0Oy

Anschaulich entsteht Feldstdrke in jedem Punkt der Ebene.

(b) Wir betrachten g = —f mit dem Vektorfeld f aus Teil (a), also g(x,y) =
(—x,—y)T, vgl. Abbildung 2.2. Dann zeigen die Feldpfeile zum Koordinatenur-
sprung und es ist divg = —divf = —2 immer negativ. Dieses Feld hat in jedem
Punkt eine Senke.

(c) Das Feld h(x,y) = (y, —x) hat als Divergenz

0hy 0hy
— " —

divh = — + —
v ox 0y

0+0=0.

Es ist sogenannt divergenzfrei und hat keine Quellen oder Senken.

2.5 Rechnen mit Ableitungen

Um Ableitungen wie die Jacobi-Matrix bzw. den Gradienten einer Funktion auszu-
rechnen, berechnet man ihre verschiedenen partiellen Ableitungen, die am Ende immer
Ableitungen einer skalaren Komponentenfunktion nach einer einzigen Variablen sind.
Uber die Techniken hinaus, die sie zur Berechnung solcher ,.eindimensionalen‘* Ablei-
tungen schon aus der Hoheren Mathematik I kennen, brauchen wir also keine neuen
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2.5 Rechnen mit Ableitungen

Methoden oder Rechenregeln. Trotzdem wollen wir die wichtigsten Ableitungsregeln
noch mal im Matrixkontext aufschreiben, da insbesondere die Kettenregel gut aufzeigt,
welche Bedeutung die Matrixmultiplikation fiir die mehrdimensionale Differential-
rechnung hat.

Rechenregel 2.38. Sei D C R offen.

(a) (Linearitat) Seien a,b € Rund f,g : D — R” stetig partiell differenzierbar.
Dann ist auch af + bg : D — R" stetig partiell differenzierbar und es gilt fiir
jedesx € D

Jafsbg(x) = alp(x) + bJg(x).

Ist n = 1, d. h. die Funktionen f und g sind reellwertig, so schreibt man statt der
Jacobi-Matrix iiblicherweise den Gradienten. Mit diesem sieht die Formel dann
SO aus:

V(af +bg)(x) =aVf(x)+bVg(x).

(b) (Produktregel) Wir schreiben diese nur fiir den reellwertigen Fall hin. Sind
f,g : D — R stetig partiell differenzierbar, dann ist das Produkt fg : D — R
auch stetig partiell differenzierbar und es gilt fiir jedes x € D

V(fe)(x) = f(x)Vg(x) + g(x)Vf(x).

(c) (Kettenregel) Seien f : D — R”" stetig partiell differenzierbar, E C R”" offen
mit f(D) € E und g : E — R? stetig particll differenzierbar. Dann ist die
Verkettung g o f : D — RP ebenfalls stetig partiell differenzierbar und es gilt

Jgor (x) = Jo(f(x)) - Jy(x). (2.3)
fir alle x € D.

Bemerkung 2.39. Die Gleichung (2.3) sieht vielleicht erst einmal ungewohnt aus,
deshalb ist es wichtig zu sehen, dass sie genau die gleiche Form hat wie die Kettenregel
in einer Dimension: Ableitung (=Jacobi-Matrix) der duBeren Funktion mit der inneren
Funktion eingesetzt und dann mal die Ableitung der inneren Funktion. Eigentlich
passiert hier also nichts neues.

Der Unterschied ist, dass die mehrdimensionale Kettenregel nun eine Gleichung von
Matrizen ist. Links vom Gleichheitszeichen steht die p x m-Matrix Jg. ¢ (x). Die Matrix
Jo(f(x)) ist eine p X n-Matrix und J¢(x) ist vom Format n X m. Das Matrixprodukt
Jo(f(x)) - J¢(x) ist also ebenfalls eine p X m-Matrix und alles passt zusammen.

Beispiel 2.40. Wir betrachten die Funktionen f : R — R? und g : R> — R mitf(¢) =
(#2,£%) und g(x,y) = x>y + xe”. Beide Funktionen sind stetig partiell differenzierbar
und die Verkettung g o f : R — Riist

(g0 )(1) =g(f(1) = g(% 1) = ()P + 12" = + 12" .
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2 Mehrdimensionale Differentialrechnung

Durch direktes Ausrechnen erhalten wir
d(gof) _
dt

Diese Ableitung konnen wir auch mit der mehrdimensionalen Kettenregel bestimmen.
Dazu halten wir

(g0 f) (1) =98 +2te” + 12" - 312 = 98 + 2re” + 3r%e" .

2
Jp(t) = (3;2) und  Jg(x,y) =Vg(x,y) = (3x2y +e¥,x° +xe”)

fest. Um die Kettenregel anzuwenden setzen wir f(¢) in J, ein und multiplizieren die
entsprechende Matrix mit J¢. Das liefert

Jo(F(0) - (1) = (B2 + e, (1)} +1%e") - (3’2;2) = (37 + ", 0+ 12" (3’2;2)
=68 + 21" + 368 +3t%” = 98 421" + 34"
genau wie oben.

Erinnern wir uns an die Hohere Mathematik I: Geometrisch beschreibt die Ableitung
f’(x0) einer differenzierbaren Funktion die Steigung der Tangente an den Graphen von
f im Punkt mit der x-Koordinate xo. In Formeln ausgedruckt gilt

Jx)= flxo)+ f(x0)(x =x0) +  r(x),
——
lineare Néherung durch Tangente ~ Fehler der Nidherung

wobei r(x) den Nidherungsfehler (also den Abstand zwischen dem Graphen von f und
der approximierenden Tangente) bezeichnet. Fiir diesen Fehler gilt

rl _

x—xo |X — X0 B

0,

d. h. er geht schneller gegen Null als der Abstand von x zu xo schrumpft. Gleiches gilt
auch in mehreren Dimensionen.

Satz 2.41 (Ableitung als beste lineare Naherung). Es sei D C R" offenund f : D — R"
stetig partiell differenzierbar, sowie xo € D. Dann ist Jy(xo) die einzige Matrix in
M, (R), fiir die gilt

J(x) = f(x0) +Jp(x0) - (x —x0) + r(x)
——
lineare Niiherung Fehler der Niherung

mit einem Fehlerr : D — R", der

@l
m ——-
=5 Tl =xol

erfiillt.
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2.6 Bestimmen von Extrema in mehreren
Variablen

Wieder besinnen wir uns auf ein schon bekanntes eindimensionales Resultat:
Erinnerung 2.42. Sei f : R — R zweimal differenzierbar. Dann gilt

(a) Besitzt f in xo € R ein lokales Extremum (d. h. ein lokales Minimum oder ein
lokales Maximum), so gilt f”(xg) = 0.

(b) Gilt f'(x9) = 0und f”(x9) # 0, so besitzt f ein lokales Extremum in xq. Fiir
f"(xg) < 0 ist xg ein lokales Maximum und fiir f”(xg) > 0 ist xo ein lokales
Minimum von f.

Lokale Extrema von Funktionen lassen sich also durch die Ableitungen charakterisie-
ren. Wie iibertragen wir dies nun auf mehrere Dimensionen?

Zunichst ist festzuhalten, dass die Frage nach besonders groflen oder kleinen Werten
einer Funktion nur Sinn ergibt, wenn die Werte der Funktion Zahlen in R sind. Da
man die GroBe von Vektoren nicht unbedingt vergleichen kann (ist (1, 0)” oder (0, 1)”
groBer?), ist fiir eine Funktion f : R” — R" mit n > 2 schon die Frage nach einem
Extremwert sinnfrei. Wir beschrinken uns in diesem Abschnitt also auf Funktionen
f D — Rmit D € R™. Im gesamten Kapitel sei D € R™ eine offene Menge.

Definition 2.43. Sei E C R™ und f : E — R eine Funktion. Dann hat f in xo € E ein
(a) globales Minimum, falls f(x) > f(xo) fiir alle x € E gilt.
(b) globales Maximum, falls f(x) < f(xo) fiir alle x € E gilt.

(c) lokales Minimum, falls es ein r > 0 gibt mit f(x) > f(xo) fiir alle x € E N
K (xo, 7).

(d) lokales Maximum, falls es ein r > 0 gibt mit f(x) < f(xo) fiir alle x € E N
K(xo,7).

(e) lokales bzw. globales Extremum, falls f in xq ein lokales bzw. globales Minimum
oder Maximum besitzt.

Wie kann man nun die Extremstellen und Extremwerte eines Skalarfelds, beispielswei-
se

Fny) = (2 +2yH)e™ 7,

vgl. Abbildung 2.5, bestimmen? Die Antwort ist erfreulich: die Situation ist im Prinzip
genauso wie in Erinnerung 2.42 dargestellt, mann muss die beteiligten Ableitungen
nur durch die richtigen mehrdimensionalen Dinge ersetzen. Das wollen wir nun her-
ausarbeiten. Zuerst vermerken wir wieder, dass in jeder Extremstelle im Inneren des
Definitionsbereichs die Ableitung verschwindet.
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0.7
D.ﬁ-:
D.S—-
0.4—_
D.3-:
D.2—-

0.1+

Abbildung 2.5: Der Graph der Funktion f(x,y) = (x> + 2)72)e_x2_y2

Satz 2.44. Sei f : D — R stetig partiell differenzierbar. Ist xo € D eine lokale
Extremstelle von f, so gilt V f (xg) = 0.

Warnung 2.45. Genau wie in einer Dimension ist die Umkehrung dieser Aussage
falsch! Gilt V f(xg) = 0, so ist xo nicht notwendigerweise eine lokale Extremstelle von
f. Ein Beispiel sehen Sie anhand der Abbildung f : R> — R mit f(x,y) = x> — y?
in Abbildung 2.6. Fiir diese Funktion gilt im Ursprung V £(0,0) = 0, aber der Graph
hat kein lokales Extremum, sondern einen Sattelpunkt. (Sollte Thnen bisher unklar
gewesen sein, warum man solche Punkte Sattelpunkte nennt, wird es vielleicht bei der
Betrachtung dieses Bildes klarer.)

Abbildung 2.6: Der Graph der Funktion f(x, y) = x> — y?

Trotzdem ist obiger Satz hilfreich, denn damit ist sichergestellt, dass an allen Punkten,
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an denen der Gradient nicht Null ist, auf keinen Fall ein Extremum vorliegen kann.
Durch dieses Kriterium kann man die Untersuchung also meistens auf einige wenige
Kandidaten reduzieren. Diese bekommen nun den iiblichen Namen.

Definition 2.46. Sei f : D — R ein stetig partiell differenzierbares Skalarfeld. Jedes
x € D mit Vf(x) = 0 heifst kritischer Punkt von f.

Beispiel 2.47. Sei f(x,y) = x> +2y*> — x*y. Der Gradient ist
Vfi(x,y) = (2x —2xy,4y — xz) = (2x(1 -y),4y — xz).

Die kritischen Punkte von f ergeben sich als die Losungen des Gleichungssystems
Vf(x,y)=1(0,0),d.h.

4y —x2=0 -
Zur Losung betrachtet man zuerst den Fall x = 0. Dann ist die erste Gleichung erfiillt
und die zweite liefert 4y = 0, also auch y = 0. Das liefert schon mal den kritischen
Punkt (0,0)7. Ist x # 0, so kénnen wir in der ersten Gleichung durch x dividieren und
erhalten 1 —y = 0, d. h. y = 1. Die zweite Gleichung liefert dann x> = 4 und wir haben
zusammen drei kritischte Punkte gefunden:

ol () e (7)

Wie sieht man nun, ob und welche Extremstellen hier vorliegen? Um in der Analogie
zum eindimensionalen Resultat zu bleiben, miissten wir wie in Teil (b) von Erinne-
rung 2.42 etwas liber das positive oder negative Vorzeichen der zweiten Ableitungen
aussagen. Diese schauen wir uns jetzt genauer an.

{2x(1 -y)=0

Wie wir im letzten Abschnitt festgestellt haben, gibt es viele Moglichkeiten, partielle
Ableitungen zweiter Ordnung zu bilden. Welche zweiten Ableitung muss man also
anschauen?

Ist D € R™ offen und f : D — R eine Funktion, so ist die erste Ableitung von f
der Zeilenvektor Vf : D — R™ und damit ein Vektorfeld mit m Komponenten. Es
gibt damit m? partielle Ableitungen zweiter Ordnung, denn jede der m Komponenten
des Gradienten kann wieder nach jeder der m Variablen abgeleitet werden. All diese
Ableitungen fassen wir erst einmal zusammen.

Definition 2.48. Sei f : D — R zweimal stetig partiell differenzierbar. Die Matrix

9% f 92 92
6x1({x1 (x) ox ({xz (x) t (9x16{v (x)
2 f 5 f 2f"
Hy() = | 7o) aan ™) man Wy
92 f. 9?2 f. 92 f.
00X 0x1 (x) 0xm0x2 ()C) T 00X 0xXm (x)

heif3t Hesse-Matrix von f an der Stelle x.
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2 Mehrdimensionale Differentialrechnung

Man beachte, dass die Hesse-Matrix auch insofern eine sinnvolle Betrachtung der
zweiten Ableitung von f ist, weil sie die Jacobimatrix des Gradienten von f ist:
Hy = Jyy. Sie ist damit die Ableitung der Ableitung von f.

Beispiel 2.49. Wir betrachten weiter die Funktion f(x,y) = x> + 2y> — x”y aus Bei-
spiel 2.47. Deren Hesse-Matrix H s ergibt sich aus dem dort bestimmten Gradienten
Vf(x,y) = (2x - 2xy,4y - x*) zu

2-2y —2x
Hy(x,) =( S0 )

Es gilt also an den kritischen Stellen:

Hf(o,o):((z) 2), Hf(2,1):(_04 —44) und Hf(—2,1)=(2 j).

Nun ist aber in keiner Weise offensichtlich, was hier ,,positiv* oder ,,negativ* bedeuten
soll. Dafiir miissen wir noch ein wenig weiter ausholen.

Nach dem Satz von Schwarz, vgl. Satz 2.34, hat die Hesse-Matrix die fiir das Weitere
entscheidende Eigenschaft, dass jeweils der Eintrag an der (j, k)-ten und an der (k, j)-
2 2
ten Stelle iibereinstimmen: 6}?}_ aka = 8;1 'af 7 Sie ist also immer eine symmetrische
Matrix und damit diagonalisierbar, vgl. Satz 1.40. Damit beschreiben die Eigenwerte
und Eigenvektoren die Matrix vollstindig und wir konnen anhand der Eigenwerte ein

Konzept fiir diese Matrizen einfiihren, dass als Ersatz fiir positiv/negativ taugt.

Definition 2.50. Eine symmetrische Matrix A = (a;;) € My, (R), d.h. a;j = aj; fiir
i,j=1,...,m, heifit

(a) positiv definit, falls alle ihre Eigenwerte positiv (d. h. > 0) sind.
(b) negativ definit, falls alle ihre Eigenwerte negativ (d. h. < 0) sind.
(¢) indefinit, falls A positive und negative Eigenwerte besitzt.

Warnung 2.51. Hat die Hesse-Matrix den Eigenwert Null und alle anderen Eigen-
werte ein identisches Vorzeichen, passt sie in keines dieser Schemata, es gibt also
symmetrische Matrizen, die weder positiv definit, noch negativ definit noch indefinit
sind!

Nun konnen wir den Satz formulieren, der Teil (b) von Erinnerung 2.42 ins mehrdimen-
sionale hebt. Das Schone ist, dass er nun (bis auf das Wortchen ,,definit*) im Prinzip
genauso aussieht wie im eindimensionalen.

Satz 2.52. Sei f : D — R zweimal stetig partiell differenzierbar und xo € D ein
kritischer Punkt von f, d. h. es ist V f (xg) = 0. Dann gelten die folgenden Kriterien:

(a) Ist Hy(xo) negativ definit, so liegt in xo ein lokales Maximum von f vor.

48



2.6 Bestimmen von Extrema in mehreren Variablen

(b) Ist Hy(xo) positiv definit, so liegt in xq ein lokales Minimum von f vor.

(c) IstH(xo) indefinit, so liegt in x kein lokales Extremum (sondern ein Sattelpunkt)
vor.

Schaut man den Satz noch mal genauer an, stellt man sogar fest, dass er ein bisschen
mehr kann als sein eindimensionales Pendant. Dort gab es nur die Fille zweite Ableitung
positiv, also Minimum, zweite Ableitung negativ, also Maximum und zweite Ableitung
Null, also keine Ahnung. Der keine-Ahnung-Fall splittet sich hier weiter auf: Ist die
Matrix indefinit, hat also sowohl einen positiven als auch einen negativen Eigenwert,
so kann man sicher sagen, dass es ein Sattelpunkt ist. Wirklich keine Aussage trifft
der Satz nur noch in dem Fall, dass die Hesse-Matrix Null als Eigenwert hat und alle
anderen Eigenwerte entweder alle positiv oder alle negativ sind.

Um diesen Satz gut anwenden zu konnen, sind natiirlich Kriterien fiir die Definitheit
von Matrizen, fiir die man nicht miihsam alle Eigenwerte ausrechnen muss, praktisch.
Tatsdchlich kann man, ob eine Matrix positiv oder negativ definit ist, an bestimmten
Determinanten ablesen. Das ist ein Teil der Aussage des folgenden Satzes.

Satz 2.53. Sei A = (Cl,‘j),‘,jzl

Aussagen dquivalent:

m € Mpym(R) symmetrisch. Dann sind die folgenden

.....

(a) Die Matrix A ist positiv (resp. negativ) definit.
(b) Es gilt vl - Av > 0 (resp. < 0) fiir alle v € R™ \ {0}.

(c) Es gilt
an - dik
det| : D | >0 fiirallel <k <m
g1 - Qkk
(resp.
ap - dik
(-D¥ det| : : |>0 firallel <k <m
A1 -+ Akk

im negativ definiten Fall.)

Beispiel 2.54. Wir untersuchen die Funktion f(x,y) = (x> + 2y2)e‘x2‘y2, deren Graph
in Abbildung 2.5 abgebildet ist, auf lokale Extrema.

Zuerst suchen wir die kritischen Punkte. Dazu berechnen wir den Gradienten
Vfx) = (2xe_"2_y2 +(x%+ 2)/2)6_"2_y2 - (—2x),
4ye_xz_y2 +(x%+ 2yz)e_xz_y2 - (=2y))
=Y (2x — 2x% — dxy?, 4y — 2x%y — 4y°)
=Y (2x(1 - x2=2y%),2y(2 - x> - 2y2)).
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2 Mehrdimensionale Differentialrechnung

Der Faktor e =" ist niemals Null. Es gilt also, alle (xg, yo) € R? zu finden, die
2x0(1 —x§ = 2y3) =0 und 2yo(2—x3 —2y%) =0 (2.4)
erfiillen. Wir untersuchen dazu zwei Fille.

Fall 1: xo = 0. Dann ist die erste Gleichung in (2.4) erfiillt. Die Zweite vereinfacht sich
zu 2yo(2 — 2y(2)) = 0, oder yo(1 — y(%) = (. Nun gilt entweder yy = 0 oder y% =1.1In
anderen Worten, es gilt

Yo € {—1, 0, 1}

Fall 2: x; # 0. Die erste Gleichung oben impliziert x3 + 2y5 = 1, also x5 = 1 — 2y{.
Wir ersetzen den Term x(z) in der zweiten Gleichung (2.4) durch diesen Ausdruck und
erhalten

0 =y0(2 = (1=2y3) = 2y3) = yo(1 +2y5 — 2y5) = yo.
Kurzum, es muss yg = 0 gelten. Wir nutzen diese Erkenntnis, und erhalten aus der
ersten Gleichung in (2.4), dass xo(1 — xg) = 0 gelten muss. Wie im ersten Fall folgt

X0 € {—1, 1}.

AbschlieBend halten wir fest, dass die kritischen Punkt von f genau
0 0\ [0\ (-1 1
[9)-60)-6)-(0)- o) e

Um zu entscheiden, ob es sich bei einem dieser Punkte um ein lokales Extremum
handelt, miissen wir die Hesse-Matrix berechnen. Zunichst berechnen wir die zweiten
Ableitungen und erhalten

92 0
(?_xJ; == ((Zx —2x3 - 4xy2)e_x2_y2)
=(2-6x% - 4)12)6_"2_y2 + (20 —2x% - 4xyz)e_"2_y2 - (—2x)
= (2-6x* —4y? —dx? +4x* + 8x2y2)e_"2_yz

= (2 - 10x% — 4y* +4x* + 8x2y2)e_x2_y2,

sind.

sowie

0’f 9 3 S
(9y(9x_5((2x_2x —4xy”)e )

= (—8xy)e_"2_y2 +(2x —2x% - 4xyz)e_"2_y2 - (-2y)

= (—8xy)e_xz_y2 + (~4xy + 43y + 8)6))3)6_"2_y2
2

= (—12xy +4xy + 8xy?)e ™ (2.6)
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2.6 Bestimmen von Extrema in mehreren Variablen

und

O*f 0 22
B = ay (=20 =) )

= (4-2x* - 12)12)6_)62_y2 + (4y — 2x%y - 4))3)6_)62_y2 - (=2y)

= (4 - 2x% - 12y* — 8y +4x?y* + 8)14)6_’62_)’2

= (4 = 2x% = 20y% + 4x?y* + 8y4)e_x2_y2.
Die Berechnung von ;;_aj; konnen wir uns wegen des Satzes von Schwarz ersparen.
Diese partielle Ableitung ist gleich (2.6).

SchlieBlich werten wir die Hesse-Matrix
62
S (x,y)

2L (x.y)
0x0y (X, y) B_yZ(x’ )’)

Loy (2= 10x% — 4y? + 4x* + 8x%y?
e
—12xy +4x3y + 8xy3

—12xy +4x3y + 8xy3
4 —2x% = 20y? + 4x?y” + 8y*

an den fiinf Punkten aus (2.5) aus. Wir erhalten nach einer kurzer Rechnung

H0.-1 =" —(s)/e)’
H0.0 = (5 4),

0.0 =" —(s)/e)’
H(~1,0) = _g/e 2(/)6),
H(1,0) = —g/e 2(/)6).

Diese fiinf Matrizen sind in Diagonalform, deshalb sind die Diagonaleintrige genau die
Eigenwerte. An den Vorzeichen der Eigenwerte kann man die Definitheit der Matrix
ablesen. Wir fassen das Resultat in einer Tabelle zusammen.

(x0, yo) | Eigenwerte | H¢(xo, yo) ist. .. | Der Punkt (xo, yo) ist eine.. . .

(0,—=1) | —=2/e, —8/e | negativ definit lokale Maximalstelle
(0,0) 2.4 positiv definit lokale Minimalstelle
(0,1) | =2/e, —8/e | negativ definit lokale Maximalstelle

(-1,0) | —%/e, 2/e indefinit keine lokale Extremalstelle
(1,0) —4/e, 2/e indefinit keine lokale Extremalstelle
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2 Mehrdimensionale Differentialrechnung

Wir fassen alles noch einmal in einem Kochrezept zusammen.

Methode 2.55. Gegeben ist D € R offen und eine zweimal stetig differenzierbare
Funktion f : D — R. Gesucht sind die alle lokalen Extremstellen von f in D.

(a) Bestimme den Gradienten V f und die Hesse-Matrix Hy von f.

(b) Lose das Gleichungssystem V f(x) = 0. Alle Losungen sind kritische Punkte von
I

(c) Fiir jeden kritischen Punkt xo € D von f:
(i) Bilde Hz(xo).

(ii) Stelle fest, ob H(xp) positiv definit, negativ definit, indefinit oder gar
nichts davon ist, beispielsweise durch Bestimmung aller Eigenwerte (vgl.
Definition 2.50) oder Berechnung der Teildeterminanten aus Satz 2.53.
Dann gilt:

* Hy(xo) positiv definit: f hat in xo lokale Minimalstelle,
* Hy(xo) negativ definit: f hat in xo lokale Maximalstelle,
* Hp(xo) indefinit: f hat in xo keine Extremstelle (Sattelpunkt),

* H(xo) ist gar nichts davon: Methode liefert keine Erkenntnis.

2.7 Extremwertprobleme mit Nebenbedingung

Oft werden Extremwerte einer Funktion gesucht, aber die moglichen Belegungen der
Variablen sind nicht unabhiingig voneinander, sondern geniigen weiteren Bedingungen,
den sogenannten Nebenbedingungen. Besonders hiufig tritt das in wirtschaftstheore-
tischen Fragestellungen auf, wo es meist solche zusitzlichen Restriktionen fiir die
Losungen eines Optimierungsproblems gibt. Wir betrachten ein einfaches, zweidimen-
sionales Beispiel.

Beispiel 2.56. Wir suchen die Extremstellen und -werte der Funktion f : R> — R mit
flxy) =x" =y,
deren Graph schon in Abbildung 2.6 dargestellt war, eingeschrinkt auf den Einheitskreis
K = {(x,y)T eR?: x? +y2 = 1},

d. h. mit der Nebenbedingung x? + y> = 1. Anschaulich suchen wir damit den hochsten
und tiefsten Punkt auf der roten Linie in Abbildung 2.7.
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Abbildung 2.7: Maximiere/Minimiere f(x,y) = x> — y? auf dem Einheitskreis

In diesem Spezialfall konnen wir wie folgt vorgehen: Der Einheitskreis kann durch

k={(Ste)) s e 0.2

beschrieben werden. Fiir jedes ¢ hat der Vektor (cos(t),sin(¢))? immer Norm Eins,
liegt also auf dem Einheitskreis und ldasst man ¢ durch das Intervall [0, 27] gehen, so
kommt man einmal um den Kreis herum. Die Abbildung

w: [0,27] - R%,  w(r) = (zfrf((:)))

beschreibt also den Einheitskreis. Man nennt das eine Parametrisierung des Einheits-
kreises.

Man kann sich w als Weg vorstellen, der den Kreis im Gegenuhrzeigersinn durchliuft,
wenn ¢ von 0 nach 27 geht. Die Maxima/Minima von f(x,y) = x> — y?> auf dem
Einheitskreis entsprechen damit den Maxima/Minima der Verkettung

h(t) = (f o w)(r) = cos(t)? — sin(r)>.

Es handelt sich um eine zweimal stetig differenzierbare Funktion 4 : [0,27] — R, so
dass wir im eindimensionalen Fall sind und lediglich ableiten miissen, um die lokalen
Maxima oder Minima zu finden.

Es gilt
K (t) = =2 cos(¢) sin(z) — 2 sin(7) cos(t) = —4 cos(¢) sin(7).

Die Nullstellen der Ableitung im Intervall [0, 27| liegen bei den Nullstellen von Cosinus
und Sinus also in 0, 7/2, &, 37/2, 27r. Diese Werte von ¢ entsprechen den Punkten

w(0) =w(2n) = ((1)) , w(m/2) = ((1)) , w(m) = (_01) , und w(37/2) = (_01) 2.7
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4

Abbildung 2.8: Das Hohenlinienprofil einer Funktion f (schwarz) und die Linie (dick,
blau), die durch die Nebenbedingung g(x, y) = 0 beschrieben wird.

mit Werten

f(1,00=1, £(0,1)=-1, f(-1,00=1, und f£(0,-1) =—1.

Man kann nun noch die zweite Ableitung hinzuziehen oder folgende Uberlegung ma-
chen: Die Kreislinie K ist eine beschrinkte und abgeschlossene Teilmenge von R? und
die Funktion f ist stetig. Also muss diese nach unserem theoretischen Extremstellen-
Existenzresultat im Satz von Weierstral} 2.16 mindestens eine Minimal- und eine Ma-
ximalstelle auf K haben. Diese konnen nach der obigen Uberlegung nur an den vier
kritischen Punkten liegen, also sind (1,0)” und (-1,0)” globale (und damit auch
lokale) Maximalstellen sowie (0,1)” und (0,—1)” globale (und damit auch lokale)
Minimalstellen von f.

Unser ad hoc-Ansatz hat so gut funktioniert, weil wir den Einheitskreis explizit parame-
trisieren konnten. Das geht nicht fiir jede Nebenbedingung so direkt und daher suchen
wir ein anderes Kriterium, um die kritischen Stellen fiir Extrema mit Nebenbedingung
zu bestimmen. Wir gehen dabei davon aus, dass die Nebenbedingung in Form einer
Gleichung gegeben ist, sich also mit einer geeigneten Funktion g schreiben lisst als
g(x,y) = 0. Da man so ziemlich jede Bedingung in eine Gleichung umschreiben kann,
ist das eine sehr schwache Annahme, insbesondere viel weniger, als die Anforderung,
dass man die Bedingung parametrisieren kann. In obigem Beispiel wire diese Funktion
g als g(x,y) = x> + y> — 1 wihlbar gewesen.

Wir betrachten das Problem anschaulich anhand von Abbildung 2.8. Dort ist in Schwarz
das Hohenlinienprofil einer Funktion eingezeichnet und die dickere blaue Linie markiert
die Punkte, die die Nebenbedingung erfiillen, also alle Punkte mit g(x, y) = 0. Gesucht
ist der hochste Punkt auf dem blauen Wanderweg durch das Gebirge, das durch die
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Hohenlinien der Funktion gegeben ist. Der Weg geht von unten kommend erst bergauf
und schneidet dabei verschiedene Hohenlinien, bis er eine Hohenlinie erreicht ohne
sie zu schneiden, ab dann geht es wieder abwirts und der Weg schneidet dieselben
Hohenlinien in der entgegengesetzten Richtung. Der hochste Punkt auf dem Weg ist
offensichtlich genau an der Stelle erreicht, an dem dieser die Hohenlinie erreicht ohne
sie zu schneiden.

An dieser Stelle muss der durch die Nebenbedingung gegebene Weg sich genau tan-
gential an die Hohenlinie anschmiegen. Unser gesuchter Punkt ist also dadurch ge-
kennzeichnet, dass die Hohenlinie von f und der Wanderweg, der eine Hohenlinie von
g darstellt, genau in dieselbe Richtung zeigen. Nun miissen wir uns nur noch daran
erinnern, dass der Gradient einer Funktion in jedem Punkt immer genau senkrecht
auf der Hohenlinie der Funktion steht, vgl. Bemerkung 2.27. An unserem gesuchten
Punkt, miissen also die Gradienten von f und von g entweder in dieselbe oder genau
entgegengesetzte Richtungen schauen. Egal wie, sie miissen auf einer Geraden liegen,
d. h. einer muss ein (positives oder negatives) Vielfaches des anderen sein!

Diese Uberlgegung ist schon die ganze Magie hinter dem folgenden Satz, der die
tibliche Methode zur Bestimmung von Extremstellen unter Nebenbedingungen be-
griindet.

Satz 2.57 (Methode von Lagrange). Seien D € R" eine offene Menge und f,g : D —
R stetig differenzierbar. Hat f unter der Nebenbedingung g(x) = 0 ein Extremum im
Punkt xg € D und gilt Vg(xo) # 0, so existiert ein A1 € R mit

V f(x0) = AVg(xo).

Der Wert A in obigem Satz heit dann Lagrange-Multiplikator.

Methode 2.58 (Extrema unter Nebenbedingungen mit Lagrange). Gegeben ist eine
Funktion f : R — R und eine Funktion g : R — R und gesucht sind die Extrem-
stellen von f unter der Nebenbedingung g(x) = 0. Dazu geht man wie folgt vor:

(a) Bestimme die Gradienten V f und Vg.

(b) Uberpriife die Voraussetzung des Satzes 2.57 von Lagrange: Fiir alle x € R™, die
die Nebenbedingung erfiillen, d. h. fiir die g(x) = 0 gilt, ist Vg(x) # 0.

(c) Lose das Gleichungssystem mit m + 1 Gleichungen und m + 1 Variablen, dass
sich aus den Gleichungen V f(x) = AVg(x) und der Nebenbedingung g(x) = 0
ergibt.

(d) Dann kann man sicher sagen, dass die Funktion hochstens an den Stellen, die
sich in (c) ergeben, eine Extremstelle haben kann.

Das tatsdchliche Vorliegen einer Extremstelle ist im Allgemeinen schwerer zu begriin-
den. Ein einfacher Weg eroffnet sich, wenn die von der Nebenbedingung beschriebene
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2 Mehrdimensionale Differentialrechnung

Teilmenge des R™ abgeschlossen und beschrinkt ist. Dann wei3 man nach Satz 2.16,
dass auf jeden Fall ein Maximum und Minimum existieren muss. Da es jeweils nur
in einer der Losungen aus (c) liegen kann, ist dann die Losung mit dem kleinsten
Funktionswert Minimalstelle und die mit dem groten Funktionswert Maximalstelle.

Beispiel 2.59. (a) Sei x,y,z > 0. Wir betrachten einen Quader Q im Raum R?, der
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auf der x-y-Ebene liegt und Eckpunkte bei (+x, +y, z) und (+x, +y, 0) besitzt.
Das Volumen von Q ist dann 4xyz. Gesucht st ein solcher Quader mit maximalem
Volumen, welcher in der Einheitskugel liegt. Klar ist, dass fiir ein maximales
Volumen, die Ecken auf der Einheitssphire, also dem Rand der Einheitskugel
liegen miissen, d. h. wir wollen die Funktion

f(x,y,2) =4xyz

unter allen Argumenten x, y, z minimieren, fiir die x> + y? + z> = 1 gilt. Die
Nebenbedingung ist also g(x, y, z) = 0 mit

g, y,2) =x*+y*+72 - 1.

Die Funktion f ist stetig und die Einheitssphire, die durch die Nebenbedingung
beschrieben wird, ist abgeschlossen und beschriankt. Wegen Satz 2.16 muss also
ein solches Maximum existieren, wir miissen es nur noch finden. Dazu verwenden
wir die Lagrange-Methode.

Zunichst ist
Vf(x,y,z2) = (4yz,4xz,4xy) und Vg(x,y,z) = (2x,2y,27).

Weiter gilt Vg(x,y,z) = (0,0,0) nur wenn (x,y,z) = (0,0,0) ist, und dieser
Punkt liegt nicht auf der Einheitssphére. Wir diirfen die Lagrange-Methode also
anwenden. Dazu miissen wir das Gleichungssystem aus

Vf(x,y,2) =AVg(x,y,z) und g(x,y,z)=0

16sen. Konkret haben wir also die Losungen von

4yz =2Ax
4xz =2y
4xy =24z

x?+yr+2=1

zu bestimmen. Wir diirfen dafiir voraussetzen, dass alle drei Werte x, y, z ungleich
Null sind, denn sonst hat unser Quader Volumen Null und das ist sicher nicht
maximal. Dann liefern die ersten drei Gleichungen

=22 =% oY
X y F4



(b)

2.7 Extremwertprobleme mit Nebenbedingung

Durch Multiplikation mit xy bekommen wir hier aus dem zweiten Gleichheits-

zeichen y%z = x?z und damit y?> = x? und wegen x, y > 0 auch x = y. Damit liest
sich das dritte Gleichheitszeichen als

xz xz xy Xx°

Z == ——=" = —

X y Z Z

b

also folgt auch x? = z> und wieder wegen x,z > O auch x = y = z.

Aus der Nebenbedingung x? + y? + z2 = 1 folgt dann 3x? = 1 also x = 1/v3 und
wir haben den gesuchten Eckpunkt

S LK W L S
VB T\ T T

gefunden.

SchlieBlich behandeln wir das Beispiel vom Beginn dieses Abschnitts auch noch

einmal mit der Methode von Lagrange. D. h. wir suchen die Extremstellen von
f(x,y) = x*> — y* unter der Nebenbedingung g(x,y) =x>+y>—1=0.

Wieder miissen nach Satz 2.16 beide Extremwerte existieren, denn die Nebenbe-
dingung beschreibt die Kreislinie des Einheitskreises, die beschriankt und abge-
schlossen ist, und die Funktion f ist stetig. Hier ist

Vfi(x,y)=(2x,-2y) und Vg(x)=(2x,2y)

und die Methode von Lagrange ist anwendbar, denn die einzige Nullstelle von Vg
liegt in (0, 0) und erfiillt damit nicht die Nebenbedingung. Das Gleichunsgsystem
aus Vf(x) = AVg(x) und g(x) = 0 lautet hier

2x = A2x

-2y = A2y

¥ +y?=1.
Zur Losung unterscheiden wir zwei Fille:

1. Fall: x = 0. Dann ist die erste Gleichung automatisch erfiillt, die dritte liefert
y = =1 und die zweite lautet dann F2 = +24, also A = —1. Damit haben wir zwei
kritische Punkte in (0, 1)7 und (0, -1)7.

2.Fall: x # 0. Dann konnen wir die erste Gleichung durch x teilen und bekommen
A = 1. Damit liest sich die zweite Gleichung als 2y = -2y, was sofort zu y = 0
fiihrt. Die dritte Gleichung sagt dann x = +1 und wir haben mit (1,0)” und
(—1,0)7 zwei weitere kritische Punkte.

Da Maximum und Minimum nach der Voriiberlegung existieren miissen, ergibt
ein Vergleich der Funktionswerte

F(1,0)= f(=1,0)=1 und f(0,1) = f(0,~1) = -1,
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2 Mehrdimensionale Differentialrechnung

dass (0, 1)7 und (0, —1)” die Minimalstellen und (1,0)” und (-1, 0)” die Maxi-
malstellen von f unter der Nebenbedingung g = 0 sind. Dies stimmt mit unserer
ersten Rechnung tiberein.
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3 Mehrdimensionale Integration

In der Hoheren Mathematik I wurde gezeigt, wie man eine Funktion f : [a,b] — R
integriert. Das bestimme Integral
b
[ rwa
a

lasst sich als Fldche unter dem Graphen von f interpretieren. In diesem Kapitel mochten
wir den Integrationsbegriff auf Skalarfelder ausweiten. Dabei beschrinken wir uns auf
Funktionen, die auf Teilmengen des R2 und R3 definiert sind.

3.1 Zweidimensionale Integration

Sei D C R?und f : D — R eine stetige Funktion. Wir mochten das Integral

/D £ d(x,y)

so definieren, dass es sich fiir Funktionen f mit positiven Werten als Volumen unter
dem Graphen, also dem Volumen der Menge

{(x,y,z)TGDXR:OSZSf(x,y)}

interpretieren ldsst. Der Hauptunterschied zum eindimensionalen Fall zeigt sich schnell:
Die Menge D, tiber die wir integrieren mochten, kann viel komplizierter sein. Wir
beschrinken uns daher im Folgenden auf gutartige Mengen, die es erlauben das zwei-
dimensionale Integral in zwei eindimensionale Integrale zu zerlegen.

Definition 3.1. Sei D C R2.

(a) Wir nennen D y-projizierbar, falls ein Intervall [a,b] in R und Funktionen
v,y : |a,b] — R existieren mit

D = {(x, W eR?:x € [a,b] und y(x) <y < y(x)}. (3.1

(b) Umgekehrt nennen wir D x-projizierbar, falls ein Intervall [c, d] in R und Funk-
tionen x,X : [c,d] — R existieren mit

D={(x,y)" €eR*:ye€[c,d]und x(y) < x <X(y)}. (3.2)
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3 Mehrdimensionale Integration

(c) Wirnennen D eine Standardmenge, falls D sowohl x- als auch y-projizierbar ist.
Beispiel 3.2. (a) Die Menge
D = {(x,y)T eR’>:xe[2,4]undx?<y< x3}

ist y-projizierbar mit [a, b] = [2,4], y(x) = x% und y(x) = x>. Diese Menge ist
in Abbildung 3.1 abgebildet.

120
1004

80

40

204 D

0 1 2 3 4 5

f{x) = X2 =——g(x) = x"-3|

Abbildung 3.1: Die y-projizierbare Menge D aus Beispiel 3.2 (a)

(b) Nicht jede Menge ist irgendwie projizierbar. Beispielsweise ist die Menge
E = {(x,y)T eRZ:1<x?+)? 34},

vgl. Abbildung 3.2, weder x- noch y-projizierbar. In diesem Fall kann man das
Problem allerdings leicht umgehen. Beispielsweise kann man E in den Teil
oberhalb und den Teil unterhalb der x-Achse zerlegen. Die beiden Hilften von
E sind dann y-projizierbar und man bekommt das Integral iiber £ als Summe
dieser beiden Integrale.

(c) Die Kreisscheibe
F={xy eR:x*+y* <1}
ist eine Standardmenge. Sie ldsst sich durch
F = {(x,y)T eR?>:xe[-1,1]und —V1-x2<y < V1 —x2}
[ — ~—
=y(x) =y(x)
und

F= {(x,y)T eR?:ye[-1,1]und VT —y2 <x <+l —y2}
—_——— —_———

=x(y) =x(y)
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3.1 Zweidimensionale Integration

b ",
\ |/

Abbildung 3.2: Eine Menge, die weder x- noch y-projizierbar ist.

beschreiben.

Definition 3.3. Ist D C R? wie in (3.1) eine y-projizierbare Menge und f : D — R
eine stetige Funktion, dann integrieren wir ,,scheibchenweise “:

[raey=["( X(T)ﬂx,y) ay) ax.

Ist D eine x-projizierbare Menge wie in (3.2), so integrieren wir stattdessen zuerst iiber
die x-Koordinate und dann iiber die y-Koordinate:

[rawn=["( )_C;y) Fx.) dx) dy.

Der folgende Satz von Fubini besagt, dass fiir Standardmengen die Integrationsreihen-
folge nicht relevant ist.

Satz 3.4 (Satz von Fubini). Sei D C R? eine Standardmenge und f : D — R ein
stetiges Skalarfeld. Dann héingt das Integral nicht von der Reihenfolge der Integration
ab. Konkret: Fiir

D = {(x, W eR?:x € [a,b] und y(x) <y < ?(x)}
= {(x, WeR?:yee,dlundx(y) <x < x(v)}

gilt
b pyx) d pXx(y)
,y)d(x,y) = ,y)dy dx = ,y) dx dy.
/Df(x ¥ d(x. y) / /X(x) Fx.y) dy / /M Fx.y) dr dy
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3 Mehrdimensionale Integration

Beispiel 3.5. (a) DasQuadrat D = [0, 1] X [0, 1] ist eine Standardmenge. Wir moch-
ten f(x,y) = x> — y3 —x%y + 2 auf D integrieren. Es gilt

1 1
/Df<x,y>d<x,y>:/0 /0 (= y* — 2%y +2) dy dx

1 _
1 1 y=1
3 4 2.2
- oyt +z)\ dx
/O(Xy 4y 2xy y 4=0

1
11
3 2
- +2)dx
/O(X 172"

4 3

x=1

(b) Die Menge
D = {(x,y)T eR?:x€[0,2]undx?* <y < 4}

steht schon in y-projizierter Form da. Wir integrieren die Funktion f(x,y) =
x% + y? iiber D:

[renaen= [ [ aa
2 3

_ 2., ‘y=4
= X + — dx
/0 ( Y 3)y:xz

2 6
64
:/ (4x2+——x4—x—)dx
0 3 3

_(43+64 1 s x7)x=2
AR S T | N
4288
T 105

Als néchstes wollen wir die von Integralen in einer Dimension bekannte Substituti-
onsregel iibertragen und erinnern uns: Ist f : [a,b] — R eine stetige Funktion und
g : [a,b] — [c,d] bijektiv, so gilt

b g7 (b)
/ f(x) dx = / f(g(u))g’ (u) du.
a 8

“!(a)

Eine analoge Regel gilt in zwei Dimensionen. Dazu betrachten wir zwei Mengen
D, E C R?, die x- oder y-projizierbar sind und eine bijektive Abbildung ® : E — D.
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3.1 Zweidimensionale Integration

Wie vorher die Funktion g rechnet also @ die Koordinaten von Punkten (u,v) € E,
eins-zu-eins in Koordinaten von Punkten

(I)(M,V) = (q)l(u’ V)a (DZ(M,V)) = (X, y)

in D um. Ist ® hinreichend gutartig,' so kénnen wir wieder eine Substitutionsregel
formulieren:

Rechenregel 3.6 (Substitutionsregel). Seien D, E, ® wie oben und f : D — R eine
stetige Funktion, dann ist

/ Fry) d(xy) = / F(®(u,v))|det Jo (1, )] d(u ),
D E

wobei J¢ die Jacobi-Matrix von @ ist.

Dabei muss man es am Rand des Integrationsgebiets mit der Bijetivitidt von @ nicht
ganz genau nehmen, denn Integrale iiber einzelne Punkte oder Linien sind Null. Wir
werden das gleich im folgenden Beispiel sehen.

Beispiel 3.7. (a) Wir mochten die Funktion f(x,y) = ¢~ auf der Kreisscheibe
D:={(x, ) eR?: x> +y> < 1}

integrieren. Diese Aufgabe weist eine Kreissymmetrie auf und in solchen Fillen
ist es oft zweckmiBig die folgende Substitution in sogenannte Polarkoordinaten
zu machen. Dabei werden die Punkte der Ebene nicht durch x- und y-Koordinaten
beschrieben, sondern durch ihren Abstand r > 0 vom Ursprung und den Win-
kel ¢ € [0,2x], den der Vektor (x,y)” mit der positiven x-Achse bildet, vgl.
Abbildung 3.3. Die Umrechnung erfolgt mit

X =rcosg
y =rsing.
Damit ist die Substitutionsfunktion ® gegeben durch
- (522)
Mit
E ={(r,¢) € [0,00) X [0,27] : 7 € [0,1] und ¢ € [0,27]} = [0, 1] x [0, 2x].

gilt ®(E) = D, denn E beschreibt alle Punkte mit beliebigem Winkel und
Abstand zum Ursprung zwischen Null und Eins und das entspricht genau dem
Einheitskreis.

'Das Vektorfeld ® muss stetig differenzierbar auf einer offenen Umgebung von E sein
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3 Mehrdimensionale Integration

Abbildung 3.3: Die Polarkoordinaten (7, ¢) eines Punktes (x, y)” in der Ebene

Fiir die Anwendung der Substitutionsregel benotigen wir noch die Jacobi-Matrix
von ®. Diese ist
_ [cos(p) —rsin(yp)
Jo(r, ) = (sin(go) rcos(p)

und damit gilt
det Jo(r, @) = r cos*(p) + rsin®(p) = r(cos*(¢) +sin’(¢)) = r. (3.3)
Wegen x2 + y2 = r2 cos2(¢) + r? sin’(¢) = r? liefert die Substitutionsregel

D E

Die Menge E ist nun schlicht ein Rechteck, was zu einfachen Integrationsgrenzen

fithrt:
2r 1 ) 2r 1 )
:/ /e_rrdrdQO:/ 1d<p/ e rdr
0 0 0 0
1 2
= 27r/ e "rdr.
0
2

Jetzt wenden wir die eindimensionale Substitutionsregel mit s = r* an:

1
1 1 s
= Zﬂ./o Ee_s ds = Zﬂ(—ie_s B

b )=sfr )

Eine Bemerkung zur formalen Korrektheit: Die Voraussetzung fiir die Substi-
tutionsregel, wie wir sie oben formuliert haben, ist in diesem Beispiel nicht
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3.1 Zweidimensionale Integration

erfiillt. Die Funktion @ ist nicht injektiv auf [0, 1] X [0, 2], denn die Punkte
mit ¢ = 0 und ¢ = 27 werden jeweils auf denselben Punkt auf der x-Achse ab-
gebildet. Trotzdem kann man die Argumentation mit leichtem Aufwand korrekt
begriinden und das Resultat ist richtig.

(b) Hier berechnen wir das Integral von f(x,y) = xy auf dem Viertel-Kreisring

1
D:{(x,y)TeRz:x,y20und§S\/x2+yzs 1},

vgl. Abbildung 3.4.

<

172 1

Y

Abbildung 3.4: Die Menge D aus Beispiel 3.7 (b)

Wie im ersten Beispiel benutzen wir Polarkoordinaten (r, ¢). In diesen Koordi-
naten schreibt sich D als

E= {(r,(p) € [0, 00) x [0,27] : % <r<lund0<g< g} - [%,1] x [o,%].

Wir erhalten

/ xy d(x,y) = / rcos(y) - rsin(g) |det Jo(r, (,0)| dr do
D E

—_————

=r
nf2 1
= / / 3 cos() sin(e) dr dy
0 1/2
n/2 1

:/ cos(¢) sin(¢p) d(,o/ r3dr
0 1/2
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3 Mehrdimensionale Integration

Eine Stammfunktion von cos(¢) sin(¢) ist 1/2 - sin?(¢). Damit konnen wir wei-
terrechnen:

1 =nf2 p4

——sinz()“” r
B P

_Eg.

=300 (g

=—(1- .
r=1/2 2( O)

3.2 Dreidimensionale Integration

Mit drei Dimensionen haben wir im Alltag am hiufigsten zu tun, insofern ist es kein
Wunder, dass auch das Integrieren in drei Dimensionen eine besondere Relevanz hat.
Bezeichnet beispielsweise fiir eine verniinftige Teilmenge K des R, wie einen Quader,
eine Kugel, einen Zylinder 0.4, p(x, y, z) in jedem Punkt (x, y, z)T € K die Dichte von
K, so berechnet sich die Masse von K zu

m:/p(x,y,z) d(x,y,2),
K

das Volumen ist

V:/ 1d(x,y,z)
K

und ist die Masse m > 0, so bekommt man den Schwerpunkt (x,, ys, z5)! von K durch
die Berechnung der Integrale

1

xsz_/xp(X,y,Z) d(X,y’Z)»
mJg
1

ys=—/yp(X,y,Z) d(x,y,z),
mJk

1
ZS:_/Zp(x’y’Z) d(x,y,Z)-
mJg

Analog zum zweidimensionalen Fall integriert man iiber projizierbare Mengen, um die
GroBen oben prizise zu berechnen, es wird alles nur um eine weitere Variable aufge-
pumpt. Projizierbare Mengen lassen sich nun also beispielsweise so beschreiben

K={(x.y,9)' eR’:a<z<bh, y(z)<y<¥(), x(.2) <x<X(y2)}

wobel y,y,x,x geeignete Funktionen sind. Alternativ kann man die Reihenfolge der
Variablen natiirlich auch wieder dndern, also etwa

K= {(x,y,z)T eR¥ :a<x<b, X(x) <y<yx), z(x,y)<z< Z(x,y)}.

mit geeigneten Funktionen y, y, z, Z betrachten. Essentiell ist dabei nur, dass die Rand-
vorgaben jeder einzelnen Variable immer nur von den schon vorher erwihnten Va-
riablen abhingig sein darf und nicht von denen, die noch spéiter kommen. Anstatt
eine komplizierte allgemeine Definition hinzuschreiben, verdeutlichen wir das an zwei
Beispielen.
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3.2 Dreidimensionale Integration

Beispiel 3.8. (a) Der Quader
0:={xy2"eR:0<z<1, 0<y<2, 0=<x<3}

ist einfach zu handhaben, da alle Integrationsgrenzen konstant sind. Nehmen wir
als Dichte

p(x,y,2) = xyz,

dann ist beispielsweise die Masse gegeben durch

1 2 3
/p(xayaz)d(x,y,Z):/ / / xyZdXdde
0
/ zdz/ ydy/ x dx
12 2

22:1 y
_E z=0 Zy‘yo 2

1 36 9
:—1— 4— —_ = — = -,
S(1-0)(4-0)(9-0) = =

(b) Der Tetraeder T mit den Eckpunkten (0,0, 0)7, (1,0,0)7, (0,1,0)" und (0,0, 1)"
lasst sich beschreiben durch

T:{(x,y,z)T€R3:O£x§1, 0<y<1-x, OSZSI—x—y}.

Sein Volumen ergibt sich also zu

/ld(xy,z) //_X/IXyldzdydx //_x(l—x y) dy dx
< [ o3 e

Auch die Substitutionsregel (Rechenregel 3.6) gilt genauso in drei Dimensionen. Wir
behandeln das im folgenden Beispiel anhand der haufig verwendeten Koordinaten-
wechsel in Zylinder- und Kugelkoordinaten.

Beispiel 3.9. (a) Wir mochten die Dichtefunktion

p(x,y,2) = x*2
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3 Mehrdimensionale Integration

68

iber den Zylinder

integrieren. Diese Menge lésst sich mit einiger Miihe als projizierbar erkennen,
denn mit dem Ergebnis aus Beispiel 3.2 (¢) gilt:

Z={(xy,2)" eR:=4<z<4, 0<y<l, —1-y2 <x<+1-y2},

die Berechnung der Masse von Z wird in dieser Darstellung wegen der Wurzeln
aber sehr beschwerlich. Wir verwenden deshalb Zylinderkoordinaten, was bedeu-
tet, dass wir analog zu Beispiel 3.7 die Variablen x und y durch die zugehorigen
Polarkoordinaten » und ¢ substituieren und die Variable z unveridndert lassen.
Insgesamt ersetzen wir also die Koordinaten (x, y, z) durch (r, ¢, 7). Das ergibt
einen Koordinatenwechsel durch die Abbildung

rcos(p)
=®O(r,¢,z) =| rsin(yp) |.
z

N2 =

Auch hier muss man die Determinante der Jacobi-Matrix Jg bestimmen. Wegen
cos(p) —rsin(¢) 0O

Jo(r,¢,z) =|sin(¢) rcos(p) O
0 0 1

bekommt man mit Entwicklung nach der letzten Spalte und derselben Rechnung
wie in (3.3) diese Determinante als det Jo (7, ¢, z) = 7.

In Zylinderkoordinaten bekommt die Menge Z die Form
S={(r,¢,2) € [0,00)x[0,2n]xR: -4 <z<4, 0<r<1, 0<¢p<2n}.

Also gilt
/p(x,y,z) d(x,y,2) = /x2z2 d(x,y,z2)
V4 Z
- / (cos(¢))22 - [det(Ja(r, ¢, 2))| d(r. . 2)
S

_ / P cos?()2r d(r, ¢,2)

S
4 pl pon
= / / 2 cosz(go) de dr dz
-4 Jo Jo

4 1 2r
:/ 22 dz/ r dr/ cos?(¢) dg
-4 0 0



3.2 Dreidimensionale Integration

Hier brauchen wir eine Stammfunktion von cos”(¢). Diese ist gegeben durch
1/2 - (¢ + cos(¢) sin(¢)) und wir erhalten

r=1 p=2m

) %(Sp + cos(¢) Sin(‘ﬁ))‘

r=0

=0

1 32
53(64=(=64)) - (1-0)- 21 +0-0) = Zx.

(b) Nun wenden wir uns der Integration iiber Kugeln zu. Sei also
K:{(x,y,z)T€R3:x2+y2+z2§1} (3.4)

die Kugel um den Nullpunkt mit Radius 1. Wir méchten

/ p(x,y,2) d(x,y,z2)
K

mit der Dichtefuntion

(X2+y2+22)3/2

p(x,y,2) = e

bestimmen. Wie wir aus der Geographie wissen, beschreibt man Punkte auf einer
Kugeloberfliche am besten durch zwei Winkel, die dann Langen- und Breitengrad
genannt werden. Um alle Punkte in der Kugel zu bekommen, miissen wir neben
den beiden Winkeln noch den Abstand vom Ursprung angeben. Wir bekommen
also die Kugelkoordinaten (r, ¢, 6) mit

r € [0, 00) Radius,
p € |[-n, 7] geographische Linge,
0 € [0, x] geographische Breite.

Die Transformation in Kugelkoordinaten lautet dann

r sin(0) cos(¢)
=®(r,¢,0) =| rsin(0) sin(yp) |.
rcos(0)

N =

Die Jacobi-Matrix J¢ und ihre Determinante lassen sich wie iiblich berechnen.?
Man findet
det Jo = r? sin(6).

Die Kugel K transformiert in Kugelkoordinaten zu

L={(r,¢,0) € [0,00) X [-7r, 7] x [0,7] : r € [0,1], ¢ € [-7,7],0 € [0, ]}
= [0,1] X [-m, 7] x [0, x].

?Das ist eine feige Formulierung des Skript-Autors: Die Rechnung ist nicht besonders tiefsinnig, aber
sie ist aufwindig, lang und nervig. Das ist der wahre Grund, warum sie hier nicht steht. Es ist sinnvoll
sich diese Determinante als Blackbox zu merken oder irgendwo aufzuschreiben.
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3 Mehrdimensionale Integration

Weiter ist r = y/x2 + y2 + z2, also konnen wir
2 2 2N\3/2 2 2 23 3
(X“+y +z2) " =Nx*+y*+2* =1

schreiben. Damit gilt

()cz+y2+z2)3/2 — er3

p(x,y,z)=e

Also ist die Masse hier gegeben durch

/ p(x,y,2)d(x,y,2) = / e r? sin(0) d(r, ¢, 0)
K L

Fis n 1
= / / / r2e” sin(6) dr de d6
0 A
n n 1 3
= / sin(0) dé / 1 dg / r¥e” dr.
0 - 0

Wir beobachten (e’a)’ = 3r2e" wegen der Kettenregel, also ist 1/3 - e eine
Stammfunktion von r2e". Es folgt

cos(@)‘g:7r 2 L
= — 2T —e
=0 3

:(1+1)-27r-%(e—1)=4?ﬂ(e—1).

r=0

(c) Das Volumen der Kugel mit Radius R

Kr={(x,y,2)" €eR?: yx2+y2+ 72 < R}

lasst sich ebenfalls mit Kugelkoordinaten berechnen. Hier ist die transformierte
Version Lg = [0, R] X [—x, ] X [0, 7] und es gilt

V= /KR 1d(x,y,z) = / r?sin(9) d(r, ¢, 0)

Lgr
n T R
= / / / r*sin(6) dr de do
0 -t JO
R T T
:/ r? dr/ 1d¢/ sin(0) dé
0 - 0

r=R b=r  2m 4
3 3 3
21 (- 0 ‘ =—R(1+1)=—R".

T ( cos(6)) oo 3 ( ) 3

1
=—r
3

=

Das ist genau die bekannte Formel fiir das Volumen einer Kugel.
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3.3 Kurvenintegrale

3.3 Kurvenintegrale

Im diesem Abschnitt untersuchen wir die zwei folgenden Fragestellungen:
(1) Gegeben sei eine Kurve, z. B. ein Kreis, wie konnen wir ihre Linge bestimmen?

(i) Liegt diese Kurve in einem Kraftfeld, z. B. dem Gravitationsfeld eines Planeten,
welche Arbeit wird beim Transport einer Masse entlang des Weges verrichtet?

Definition 3.10. Sei [a, b] C R ein Intervall. Ein Weg ist eine stetig differenzierbare
Funktion y : |a,b] — R™. Die Bildmenge von vy heifit Kurve.

Beispiel 3.11. Der Einheitskreis wird durch den Weg

v:[0,27] — R2, v(t) = (COS(I))

sin(t)
beschrieben.

Beim Integrieren einer Funktion entlang eines Weges ist zu unterscheiden, ob die
Funktion ein Skalarfeld oder ein Vektorfeld ist. Wir beginnen mit dem Fall von Skalar-
feldern.

Definition 3.12 (Wegintegral fiir Skalarfelder). Sei y : [a,b] — R" ein Weg und
[ R™ — R eine stetige Funktion. Das Wegintegral von f entlang vy ist

b
/f(x) ds ::/ F)lly @l dr.
Y a

Das Wegintegral wird auch Kurvenintegral genannt.

Beispiel 3.13. Wir berechnen das Wegintegral der konstanten Funktion f(x) = 1
entlang des Weges y : [0, 271] — R? mit

¥(6) = R (cos(t)) .

sin(t)

Dieser Weg beschreibt einen Kreis mit Radius R > 0 um den Ursprung, vgl. mit
Beispiel 3.11. Dann gilt

—sin(t)
cos(1)

2r 2n
/l ds = / Ly ()| dt = / R dt = 2nR.
Y 0 0

Es handelt sich um den Umfang des von vy beschriebenen Kreises mit Radius R.

Y (t) =R ( ) sowie ||y (1)]l = RV (=sin(7))? + cos(r)? = R.

Also ist
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3 Mehrdimensionale Integration

Dieses Ergebnis ist kein Zufall, sondern ein Spezialfall des folgenden allgemeinen
Zusammenhangs.

Satz 3.14 (Weg-/Kurvenlidnge). Die Liinge eines Weges v : [a,b] — R™ ist gegeben

durch )
/1ds:/ ly'(0)]| dt.
b% a

Beispiel 3.15. Ist f : [a,b] — R eine differenzierbare Funktion, so kdnnen wir
daraus eine Formel fiir die Lange des zugehorigen Funktionsgraphen gewinnen. Dazu
parametrisieren wir die Kurve des Graphen durch

t
: [a,b] — R?, mit t) =
v : la.b] (1) ( f(t))
und berechnen die Wegldnge durch

b b
/ 1 ds = / ly ()] dr = / VI+ (P02 dr.
Y a a

Fiir die Funktion f(7) = ¢/ auf dem Intervall [0, 1] ergibt das mit f’(r) = 3/2- vt

beispielsweise
s 4 2 u=13s 8 r/13\%2
/‘\’“"dt‘/ Vi gan=go T M= Sl(F) -]
[13\/_ 1]_13\/_—8
27178 27

wobei die Substitution u = 1 + 9/4 - t verwendet wurde.

Wir betrachten noch ein weiteres Beispiel eines Kurvenintegrals iiber ein anderes
Skalarfeld als die konstante-Eins-Funktion.

Beispiel 3.16. Gegeben sei der Weg
t
Y- [0’ 1] - R’ ’Y(l.) = ([2)

und die Funktion f : R* — R mit f(x,y) = 6x +2+/y. Dann gilt y'(r) = (1,2¢)” und
mit der Substitution u = 1 + 4¢2 ergibt sich

1 1
_ ’ _ 2 2
/7 Fx,y)ds = /0 FOOIY Ol df = /0 £ OV +42 di

1 5 _

2 u=>5 2

:/ 8t 1+4l2dl':/ \/ﬁdu:—[/ﬁ/z e
0 1 3 =1 3

u=1

(5V5-1).
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Nun schauen wir uns Kurvenintegrale {iber Vektorfelder an.

Definition 3.17. Sei y : [a,b] — R™ ein Weg und F : R" — R™ ein stetiges
Vektorfeld. Dann setzt man

b b
F(x)dx := F v dr = F -y (1) d
/y ) / (Fiy(0).y'(1)) di / (r(B) - (1) dr

a

mit dem Skalarprodukt (-, -) bzw -. Dieses Integral heif3st Wegintegral oder Kurvenin-
tegral des Vektorfelds F entlang von .

Bemerkung 3.18. Interpretiert man F' als ein Kraftfeld, so beschreibt obiges Weginte-

gral die Arbeit, die vom Feld verrichtet wird, wenn eine Einheitsmasse entlang y von

v(a) nach y(b) transportiert wird. Die Ableitung y’(¢) entspricht der Geschwindigkeit

des Weges y. Die Arbeit ist betragsmalig am grofiten, wenn das Kraftfeld parallel zur

Geschwindigkeit des Weges wirkt.

Beispiel 3.19. (a) Sei F : R> — R? gegegben durch F(x,y) = (y,—x)T. Wir be-
rechnen das Kurvenintegral A F(x) dx fiir den Weg

y:10.27] > B2 (1) = (COS(”),

sin(7)

der einmal den Einheitskreis umléuft. Es gilt

_ 2 , 3 2 ( sin(f) —sin(t)
[rwe= [Frooymya= [0 )0 @
2n 2n
= / (= sin®(7) — cos?(1)) dt = —/ 1 dr = -27.
0 0

(b) Sei M > 0 die Masse eines Planeten im Koordinatenursprung und m > 0 die
Masse eines Punktes bei x € R\ {0}. Dann wirkt das Gravitationsfeld von M
auf m durch das Kraftfeld

F(x) = —GMm%,
[lxl

wobei G die Gravitationskonstante bezeichnet.

Isty : [0,1] — R3\ {0} ein Weg, so ist

1
/ F(x) dv = ~GMm / O (0.7 (1)) di

b% 0

die Arbeit, die das Gravitationsfeld an m verrichtet, wenn es den Weg vy entlang
transportiert wird.
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3 Mehrdimensionale Integration

Definition 3.20 (Stammfunktion). Sei D C R"™ offen und F : D — R ein stetiges
Vektorfeld. Eine stetig differenzierbare Funktion ® : D — R heif3t Stammfunktion
oder Potenzial von F, falls VO = F.

Stammfunktionen sind in hoheren Dimensionen leider ziemlich selten, aber unglaublich
wertvoll, denn mit ihrer Hilfe lassen sich Kurvenintegrale iiber Vektorfelder sehr leicht
auswerten. Ist ndmlich @ eine Stammfunktion von F und y : [a, b] — D ein Weg, so
gilt nach der Kettenregel ,,riickwarts*

b b bd
[ﬂ@M=Amerﬂ0wiéVMﬂMvUNﬁZ:E@Wmnw

Nun konnen wir den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung anwenden und
finden

= ®(y(b)) — @(y(a)).

Dieses Ergebnis ist in mehrfacher Hinsicht bemerkenswert. Zum Einen ist das Integral
verschwunden und man bekommt seinen Wert schlicht daraus das Potenzial an zwei
Punkten auszuwerten. Zum Anderen bedeutet das, dass der Wert des Kurvenintegrals
nur vom Anfangs- und Endpunkt der Kurve abhingt und nicht vom Verlauf des Weges
dazwischen. Ist das Vektorfeld F' also durch ein Potenzial gegeben, so ist die Arbeit,
die beim Durchqueren des zugehorigen Kraftfeldes entsteht, bzw. bendétigt wird, nur
davon abhéngig wo man startet und wo man endet und nicht vom Weg dazwischen.
Man nennt ein solches Integral wegunabhdingig und in der Phsyik heif3t ein solches
Kraftfeld konservativ. Wir halten dieses Ergebnis fest.

Satz 3.21. Sei D C R™ offen. Besitzt ein Vektorfeld F : D — R™ eine Stammfunktion
@ : D — R, so gilt fiir jeden Weg y : [a,b] — D

/Funn=¢ww»—®ww»
Y

Das Wegintegral hiingt in diesem Fall also nur vom Anfangs- und Endpunkt des Weges
ab. Ist der Weg geschlossen (Anfangspunkt=Endpunkt), so ist das Wegintegral 0.

Beispiel 3.22. (a) Das Gravitationsfeld

F(x) = —GMmLB,
x|

aus Beispiel 3.19 (b) besitzt ein Potenzial, denn fiir die Funktion

GM GM .
d(x) = m_ m = GMm(x% +x§ +x§) &
el ez
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3.3 Kurvenintegrale
gilt
Vd(x) = GM [ 272 5 1 o 2 22 5
(x) =GMm _5( DXy +x3) xl,—i(x1+x2+x3) - 2x7,

1 _
g ed) o)

1
=-GMm (x1,x2,x3) = —GMmL3 = F(x).
( x% +x§ +x§)3 Il

® ist das Gravitations- oder Coulomb-Potenzial, durch das wir uns alltdglich
bewegen und das Gravitations-Kraftfeld ist konservativ. Wenn Sie auf einen
Berg steigen, verrichten Sie eine Arbeit, die nur von lhrer Masse und dem
Hohenunterschied abhéngt, auf welchem Weg Sie ans Ziel gelangen, ist dabei
vollig irrelevant. (Auch wenn sich das meist nicht so anfiihlt. . . ).

(b) Nachdem im vorigen Beispiel das Potenzial einfach angegeben war und nur
nachgerechnet wurde, dass es eines ist, schauen wir uns noch in einem Beispiel an,
wie eine solche Stammfunktion wirklich berechnet werden kann. Dazu betrachten
wir das Vektorfeld f : R? — R? mit

Fley) = ( sin(y) + 2xy ) .

xcos(y) +x2+1

Fiir eine Stammfunktion @ : R> — R von f muss gelten 0,®(x,y) = fi(x,y) =
sin(y) + xy. Integrieren wir nach x, liefert das

®(x,y) = /(sin(y) +2xy) dx = xsin(y) +x%y +c(y)

mit einer Integrationskonstante, die noch von y abhingen kann. Leiten wir die-
sen Ansatz wiederum nach y ab, so muss die zweite Komponente f, von f
herauskommen. Es muss also gelten

Oy ®(x,y) = xcos(y) +x%+c'(y) = xcos(y) +x% + 1.

Damit ist ¢’(y) = 1, wir konnen also beispielsweise c(y) = y nehmen. Das ergibt
die Stammfunktion
@ (x,y) = xsin(y) +x%y + y.
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4 Gewohnliche
Differentialgleichungen

4.1 Erste Beispiele und Begriffe

Beispiel 4.1 (Natiirliches Wachstum). Eine Population bestehe zur Zeit ¢ aus N(t)
Individuen und wir nehmen an, dass die Population eine iiber die Zeit konstante Ge-
burtenrate und Sterberate hat. Das heif3t es gibt die zwei Konstanten

B = Anzahl Geburten pro Individuum und Zeiteinheit

¢ = Anzahl Todesfille pro Individuum und Zeiteinheit.
Damit ist in einem Zeitintervall [z, t + Af]

die Anzahl der Geburten = 8 N(t) At,

die Anzahl der Todesfille = 6 N(r) At.

Fiir die GroBe der Population zur Zeit ¢ + At folgt
N(t+At) =N(t) + BN(t) At — 6 N(1) At,

bzw. nach umstellen N+ A N

PN - gy v
4

Diese Gleichung ist nur niherungsweise giiltig, weil bei der Berechnung der Anzahl von

Geburten bzw. Todesfillen im Zeitintervall [z, ¢ + A¢] fiir die Anzahl N der Individuen

der konstante Wert N(¢) verwendet wurde. Tatsdchlich wird N im Intervall [z, + At]

variieren. Die Naherung wird umso genauer, je kleiner Ar ist. Wir lassen deshalb Az

gegen Null gehen und erhalten

, . N(t+At) - N(1)
=1
N'(1) AzILnO At

=(B-06)N().

Um den Grenzprozess At — 0 durchfiihren zu konnen, muss die Funktion N (¢) diffe-
renzierbar, also insbesondere stetig sein. Dies erscheint zundchst unrealistisch, da N ()
nur diskrete Werte aus Ny annimmt. Dennoch ist diese Idealisierung sinnvoll, wenn
die Population aus sehr vielen Individuen besteht. In diesem Fall entspricht eine Ande-
rung der Anzahl um Eins einer sehr kleinen relativen Anderung von N(¢). Betrachtet
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4 Gewohnliche Differentialgleichungen

man z.B. die Population einer gewissen chemischen Spezies (Molekiilsorte), so wird
N typischerweise im Bereich 1020 bis 10?* liegen.

Fiir groe Populationen kann die Anzahl der Individuen also mit kleinem (relativem)
Fehler durch eine stetige Funktion N(¢) beschrieben werden. Unter der zusitzlichen
Annahme, dass N (¢) auch differenzierbar ist, ergibt sich das mathematische Modell

N'(t) = (B-06)N(1) 4.1
zur Beschreibung des Wachstums dieser Population.

Gleichungen dieser Form, deren unbekannte GroB3e eine Funktion ist, die zusammen
mit ihren Ableitungen auftritt, heien Differentialgleichungen (kurz DGL). In diesem
einfachen Beispiel ist das nur die Funktion und die erste Ableitung, im Allgemeinen
diirfen natiirlich auch hohere Ableitungen der gesuchten Funktion auftreten. Den Grad
der hochsten auftretenden Ableitung nennt man die Ordnung der Differentialgleichung.
Die Differentialgleichung in (4.1) ist also eine von erster Ordnung. Ein Beispiel einer
Differentialgleichung von 3. Ordnung wire etwa

Y (1) =2y (1) +y(1)* = €.

Die naturwissenschaftliche Beschreibung der Natur ist voll von Differentialgleichun-
gen, denn wann immer ein Prozess oder eine Groe beschrieben werden soll, bei der die
Anderungsrate der GroB3e, also die Ableitung, vom Zustand der GroB3e selbst abhéngt,
entsteht ganz natiirlich eine Differentialgleichung. Die kurze Einfiihrung in das Thema
hier soll aufzeigen, wie typischerweise Losungen von Differentialgleichungen aussehen
und wie diese in einigen wichtigen Spezialfillen auch berechnet werden konnen.

Bemerkung 4.2 (Diskussion der natiirlichen Wachstumsgleichung). Die natiirliche
Wachstumsgleichung aus (4.1) ist von der Form

y'(1) =k y(1) (4.2)

mit k := f — 6 € R konstant. Man rechnet leicht nach, dass jede Funktion der Form
y(t) = Cek’ eine Losung ist, wobei C € R eine beliebige Konstante ist und die folgende
Uberlegung zeigt, dass das auch alle Losungen sind: Fiir jede Losung u von (4.2) ist

d

a(u(t)e—kf) =u'(O)e™™ = ku(t)e™ = ku()e™™ = ku(r)e ™ = 0.

Also ist die Funktion u(f)e™* konstant, und es gibt ein C € R mit u(f)e ¥ = C. Das
bedeutet aber gerade, dass u(¢) = CeX’ ist.

Die Losung der natiirlichen Wachstumsgleichung ist also nur bis auf eine Konstante
bestimmt und das ist auch ein ganz typisches Verhalten von Differentialgleichungen.
Man spricht deshalb von der allgemeinen Losung der Differentialgleichung. Denkt man
dariiber nach, ist es auch nicht verbliiffend, denn nur durch die Wachstumsbedingung
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4.1 Erste Beispiele und Begriffe

(,,Der Zuwachs der Population ist proportional zu ihrer GréBe*) ist das System nicht
eindeutig festgelegt. Damit festliegt wie grof3 die Population zu einem Zeitpunkt ist,
muss man auch noch wissen, wie grof3 sie zum Beginn der Beobachtung war. Tatsédchlich
ist genau das die Bedeutung der obigen Konstante C, denn nach der Rechnung

u(0)=cef’=c-1=c
gibt der Wert C genau die Population zum Zeitpunkt # = 0 an.

Schreibt man also zusétzlich den Wert der Losung zu einem bestimmten (Zeit-)Punkt
to durch Vorgabe eines Anfangswertes y vor, so ist die Losung eindeutig bestimmt und
y(1) = yo X710 ist die einzige Losung des sogenannten Anfangswertproblems (kurz
AWP)

V(1) = ky(t),
y(to) = yo.

Hier sind ein paar weitere wichtige Beispiele von elementaren Differentialgleichun-
gen.

Beispiel 4.3. (a) Eine Kriftebilanzrechnung am Federpendel (wobei x die Position,
t die Zeit bezeichne), vgl. Abbildung 4.1, liefert:

Federkonstante ¢
Dimpfung d

******** Ruhelage
l Auslenkung x

Masse m

Abbildung 4.1: Das Federpendel aus Beispiel 4.3 (a)

mx"(t) = —cx(t)
mit zur Geschw. prop. Dampfung mx”(t) = —c x(t) — d x'(¢t)
mit zusétzl. duBerer Kraft mx”(t) = —cx(t) —dx'(t) + Fox (1)

Man erhilt hier damit eine Differentialgleichung vom Typ

V@) +ay (1) +by(t) = f(1),

wobei a, b € R und die Funktion f gegeben ist, wihrend y die gesuchte Funktion
bezeichnet. Diese Differentialgleichung ist von 2. Ordnung und linear, d.h. y
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4 Gewohnliche Differentialgleichungen

(b)

und seine Ableitungen, hier y’ und y”, treten ausschlieflich linear auf (also keine
Terme wie y(¢)2, y(2)y'(¢), sin(y(t)), etc.).

Analog zu linearen Gleichungssystemen nennt man eine solche lineare Differen-
tialgleichung homogen, falls f = 0 gilt, und sonst inhomogen.

Fiir das Fadenpendel in Abbildung 4.2 bezeichnen wir mit ¢ die Auslenkung und
t die Zeit.

y

Abbildung 4.2: Das Fadenpendel aus Beispiel 4.3 (b)

Hier liefert eine physikalische Betrachtung der Krifte die Differentialgleichung
4 g .
¢ (1) +Lsin(e(1) = 0,

wobei [ die Linge des Pendels und g die Gravitationskraft ist. Dies ist eine nichtli-
neare Differentialgleichung 2. Ordnung. Man kann zeigen, dass die zugehorigen
Anfangswertprobleme (mit Vorgaben ¢(0) = ¢g, ¢’ (0) = ¢;) eine eindeutige
Losung besitzen — eine formelmiBige Berechnung der Losung ist hier aber i. A.
nicht moglich.

4.2 Differentialgleichungen mit getrennten

Variablen

In diesem Abschnitt betrachten wir eine erste spezielle Klasse von Differentialglei-
chungen erster Ordnung, fiir die es ein allgemeines Losungsverfahren gibt. Dazu muss
sich die Gleichung in einer speziellen Form schreiben lassen, der wir zunéchst ihren
Namen geben.

Definition 4.4. Eine Differentialgleichung erster Ordnung der Form

() =g@) -h(y(®)  (kurzy =g(t)h(y))

mit zwei Funktionen g und h heif3t Differentialgleichung mit getrennten Variablen.
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4.2 Differentialgleichungen mit getrennten Variablen

Man ldsst in der Schreibung auch oft die #-Abhingigkeit von y weg und schreibt dann
kurz y* = g(t)h(y). Das sollte man aber nur machen, wenn man sicher ist, dass das
nicht spéter in der Rechnung zu Verwirrungen fiihrt.

Beispiel 4.5. (a) Sei k € R. Die Differentialgleichung

Y (1) = —ky(1)?
ist von getrennten Variablen mit konstantem g(¢) = —k und A(y) = y°.

(b) Die Differentialgleichung
Y (t) = W sin(r)

ist ebenfalls von getrennten Variablen mit g(z) = sin(¢) und A(y) = ¢”.
(c) Auch die Differentialgleichung
y'(t) — ey(t)+sin(t)

ist von getrennten Variablen, selbst wenn man es ihr nicht sofort ansieht. Wegen
eY(DFsin(t) = o¥(1) . osin() Jrgst sie sich namlich in eine Form mit getrennten
Variablen umschreiben. Es ist hier g(7) = ¢8"® und h(y) = ¢”.

(d) SchlieBlich ist y’() = y(¢)?> + ¢ nicht von getrennten Variablen.

Zur Losung solcher Gleichungen kann man folgende Rechnung machen: Man trennt
die Variablen auf die rechte und linke Seite der Gleichung:

’

y
h(y)

und integriert dann iiber die Variable . Eine Anwendung der Substitutionsregel spéter

findet man: 0 d
_ M _ ay
Jewa= [ 55 0= ]

Eine Berechnung dieser unbestimmten Integrale (mit Integrationskonstante!) und Auf-
16sen nach y ergibt alle Losungen y(t), fiir die h(y(¢)) # O gilt. Der Spezialfall
h(y(t)) = 0 muss gesondert behandelt werden.

=g(1) (falls h(y) # 0)

Beispiel 4.6. (a) Wir beobachten zunichst, dass unsere Gleichung des natiirlichen
Wachstums y’(t) = k y(¢) aus (4.1) mit g(¢) = k und h(y) = y von getrennten
Variablen ist und berechnen noch mal nach dem oben beschriebenen Verfahren
die Losung. Fiir y(¢) # 0 ist

d
/Yy:/kdt, also  In(|y|) = kt +¢

mit einer Integrationskonstanten ¢ (Eigentlich entsteht natiirlich sowohl beim In-
tegral iiber y als auch beim Integral iiber ¢ eine Konstante, aber die beiden lassen
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4 Gewohnliche Differentialgleichungen

sich immer zu einer zusammenfassen.) Nun miissen wir nach y auflosen. Dazu
wenden wir die Exponentialfunktion an und machen dann eine Fallunterschei-
dung fiir den Betrag. Das liefert

kt+c c kt

ly| = e¥*¢ = e€e!,  also  y(¢) = e oder y(z) = —eCeX’.
y y y

Dann lassen sich beide Fille zusammenfassen zu y(¢) = ée*’ mit ¢ # 0. Schlief-
lich ist auch die konstante Nullfunktion y(¢) = 0 eine Losung, die dem Fall ¢ = 0
entspricht. Damit haben alle Losungen die Form y(f) = CeX’ mit C € R beliebig.

(b) Fiir k € R gegeben, betrachten wir das Anfangswertproblem

Y (1) = -k y(1)*
y(0) = yo

mit einem Anfangswert yo > 0. Fiir y(¢#) # O trennen wir die Variablen und
integrieren. Das liefert

d 1
/%:—/kdr, also — — =~k +c
y y

mit einem ¢ € R. Auflésen nach y liefert

1 —

Ol

SchlieBlich konnen wir noch die Konstante ¢ anhand der Anfangsbedingung
bestimmen. Es muss gelten

kt —c, d.h y(@)=

kt —c

1 1
yo=y(0) = —, alsoist ¢=-—
—¢ Yo
Zusammen ist
L Yo

kt+L  yokt+1
Yo

y(t) =

die Losung des AWPs.

Ist nicht nur eine Differentialgleichung mit getrennten Verdderlichen, sondern auch ein
Anfgangwert gegeben, hat man also ein Anfangswertproblem

y'(t) = g()h(y(2))
y(to) = yo

zu 10sen, so kann bei obiger Methodik der Anfangswert sofort mit eingerechnet werden.
Dazu integriert man bestimmt von #g bis ¢:

YO dx Y0y /
/yoo) h(x) /y ) / g(s)ds 4.3)

Auch hier liefert das Ausrechnen der Integrale mit nachfolgendem Auflosen nach y(¢)
die Losung.
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4.3 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Beispiel 4.7. Wir I6sen das Anfangswertproblem

y(t)=1-y(t)
y(0) = 1.

Dann ist g(z) = ¢ und h(y) = y. Wir rechnen also entsprechend (4.3) fiir y(¢) > 0

Y dy t y(t)
/ —=/sds = In(x) 2
1 X 0
2

==5
2
= y() =€

t

= In(y(r)) —In(1) = %tz

x=1 s=0

Das dass tatsichlich eine Losung ist, verifiziert man leicht durch eine Probe: Tatsédchlich
ist y(0) = ¢ =1 und

t 1 t
V() =e 2/25 =t =1 y(p).

4.3 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung hat die allgemeine Form

Y1) +a(@)y@) = f (1) (4.4)

mit gegebenen Funktionen a und f und gesuchter Funktion y. Damit die Losung
eindeutig wird, muss auch eine solche Gleichung wieder mit einer Anfangsbedingung
kombiniert werden.

Fiir lineare Differentialgleichungen gibt es eine bemerkenswerte Parallele zur Losung
von linearen Gleichungssystemen. Wir hatten dort gesehen, dass man alle Losungen
eines inhomogenen linearen Gleichungssystems Ax = b bekommt, indem man eine Lo-
sung des Systems, genannt spezielle Losung oder Partikuldrlosung, zu allen Losungen
des zugehorigen homogenen LGS Ax = 0 addiert.

Dasselbe passiert hier auch. Die zugehorige homogone Differentialgleichung ist gege-
ben durch

Y (1) +a(t)y(t) = 0. 4.5)
Ist nun y, eine Losung von (4.4) und y, eine Losung der zugehorigen homogenen
Gleichung (4.5), so ist deren Summe y; + y;, wegen
s +y0) (1) + a(t) (ys (1) + ya(®)) = y5 (1) + a(@®)ys (1) + (1) + a(t)yn ()
=f(®)+0=71()
ebenfalls ein Losung von (4.4) und man kann auch zeigen, dass alle Losungen auf diese

Weise erzeugt werden. Auch in diesem Zusammenhang nennt man daher y; spezielle
Losung oder Partikuldrlosung

83



4 Gewohnliche Differentialgleichungen

Die Aufgabe zur Bestimmung der allgemeinen Losung von (4.4) ldsst sich also in zwei
Teilschritte zerlegen. Wir brauchen erstens alle Losungen der zugehorigen homogenen
Gleichung (4.5) und zweitens irgendeine Losung von (4.4).

Der erste Schritt ist im Wesentlichen schon erledigt, denn die homogene Differen-
tialgleichung y’(¢) = —a(t)y(¢) ist eine mit getrennten Variablen. Bezeichnen wir
mit A(¢) eine Stammfunktion von a(7), so erhalten wir mit dem Verfahren aus dem
vorhergehenden Abschnitt die allgemeine Losung der homogenen Gleichung als

yu(t) = ce™®  mit ¢ € R beliebig. (4.6)

Wir brauchen also nur noch eine Losung von (4.4). Dazu verwenden wir den Ansatz
der Variation der Konstanten:

ys(t) = c(t)e ™),

wir machen also aus der Konstanten ¢ in der allgmeinen homogenen Losung eine
Funktion c¢(7). Setzen wir diesen Ansatz in (4.4) ein, so erhalten wir

V() +a(®)ys(t) = /(e D + c(t)e 2D (A (1)) + a(t)c(t)e 4V
= (1)e ™A —yi(a(r) +a(t)ys(t) = ¢ (1)e 4 = f().

Das liefert ¢’ (1) = eA) f(¢) und eine Integration spiter bekommen wir

c(t) = / ADF@) dr, also  y,(t) = e A0 / A £(r) dr

r=t

Dabei bedeutet die Notation mit em senkrechten Strich hinter der Formel, dass erst
das unbestimmte Integral zu bestimmen ist, und dann im entstehenden Ausdruck die
Variable r durch ¢ zu ersetzen ist.

Methode 4.8 (Lineare DGL 1. Ordnung). Gesucht sind alle Losungen der linearen
Differentialgleichung erster Ordnung

Y1) +a()y@) = f(1)
oder die Losung eines zugehorigen Anfangswertproblems
(1) +a(0)y(0) = £ (1),
y(to) = yo.
Diese findet man mit den folgenden Schritten:

(a) Bestimme eine Stammfunktion A von a. Ist die Losung des Anfangswertproblems
gesucht, vereinfacht sich spéter die Rechnung, wenn man hier schon vorausschau-
end die Stammfunktion nimmt, die A(#y) = O erfiillt. In diesem Fall geht es direkt
weiter im zweiten Satz von Schritt (e).

84



4.3 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

(b) Alle Losungen der homogenen Gleichung sind dann schon gegeben als

—A(1)

yu(t) = ce mit ¢ € R beliebig.

(c) Bestimme eine spezielle Losung durch

yo(1) = A0 / AV f(r) dr

r=t

Die auftretende Integrationskonstante kann hier ignoriert, bzw. irgendwie gesetzt
werden, es wird ja nur irgendeine spezielle Losung benotigt.

(d) Alle Losungen der Differentialgleichung sind dann gegeben durch die Variation-
der-Konstanten-Formel.:

mit ¢ € R beliebig.
t

r=

V(1) = yr(0) + ys (1) = ce™AO 4 ¢ AD / A0 F(r) dr

(e) Istauch ein Anfangswert gegeben, kann man durch Einsetzen von ¢ und Einstel-
len der Konstanten c, die Losung des AWP erhalten. Hat man in ersten Schritt A
so gewihlt, dass A(tg) = 0 ist, so liefert das direkt die Losungsformel

t
y(1) = yoe AW 4 7AW / AV £(r) dr.

fo
Beispiel 4.9. (a) Wir betrachten das Anfangswertproblem

y'(1) + y(2) = sin(2),
y(0) =1.

Hier ist also a(z) = 1, f(t) = sin(z), tp = 0 und yo = 1. Eine Stammfunktion A
von a mit A(0) = 0ist A(¢) = ¢. Als Losung ergibt sich also

t t

y(t) =140 4 740 / AV sin(r) dr=e™ + e_t/ e’ sin(r) dr.
0 0

Mit der Stammfunktion / e"sin(r) ds =1/2 - e"(sin(r) — cos(r)) folgt

1 t 1
y(t)=e+ e"(ier(sin(r) -~ cos(r)))‘r=0 =3 e+ 3 (sin ¢ — cos 1).

(b) Wir bestimmen alle Losungen der linearen Differentialgleichung

Y@+ 1y =+
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4 Gewohnliche Differentialgleichungen

fiir r > 0. Hier ist also a(¢) = 1/ und fiir ¢+ > 0 ist eine Stammfunktion davon
A(t) = In(¢). Das ergibt fiir die allgemeine Losung des zugehorigen homogenen
Systems

1
yu(t) = ce 0 = ¢ = ¢ - mit ¢ € R beliebig.

Fiir die spezielle Losung setzen wir den Ansatz der Variation der Konstanten an:
ys(t) = c@)/t. Dann soll gelten

c'(1) B c(1) N 1c(t) _ (1)
t 2ttt

L, 1
t+1=y(t) - ;ys(t) =

also ist
(1) =1 +1.
Eine mogliche Wahl von ¢ ist damit ¢(¢) = /3 + °/2 und wir bekommen alle
Losungen als
1,

1
§t + Et mit ¢ € R beliebig.

v =yt + S = €

4.4 Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung

In Anwendungen treten besonders hiaufig Differentialgleichungen von 2. Ordnung auf.
Wir wollen uns auch davon die linearen Gleichungen anschauen. Lineare Differential-
gleichugnen 2. Ordnung haben die allgemeine Form

Y1) +a@®)y (1) + b()y(1) = f(1)
mit gegebenen Funktionen a, b und f und gesuchtem y. Auch hier gilt

allg. Lsg. der inhom. DGL = spez. Lsg. der inh. DGL + allg. Lsg. der hom. DGL.

Da die Gleichung 2. Ordnung ist, benotigt man nun zur Angabe der Menge aller
Losungen zwei Konstanten und dementsprechend zur eindeutigen Festlegung einer
Losung auch zwei Anfangsbedingungen, meistens in der form y(#y) = yo und y’(zg) =

yi-

Allerdings gibt es kein allgemeines Verfahren zur Berechnung der Losungen mehr. Ein
solches ldsst sich nur fiir den wichtigen Spezialfall konstanter Koeffizienten angeben,
d.h. wenn a(t) = a und b(t) = b konstant sind. Daher werden wir uns auf diesen Fall
beschridnken. Es seien also im Folgenden a, b € R.

Auch hier 16st man zunichst das zugehorige homogene Problem mit f = 0:

¥ (1) +ay' (1) + by(r) = 0.
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4.4 Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung

Damit bei der Summe auf der linken Seite Null herauskommen kann, miissen die
Funktionen y”, y’ und y alle ,,vom selben Typ sein“. Das ist die Motivation den Ansatz
y(t) = e mit A € C zu versuchen. Setzt man diesen ein, so erhilt man

eV +alet +he =0 & |A+al+b=0 4.7)

Diese quadratische Gleichung hat die beiden Losungen
a a ) a’
/11:—54'\/5, /12:—5—\/5 mit D:Z—b.

Das Vorzeichen der Diskriminante D entscheidet iiber den Typ der allgemeinen Losung.

1. Fall D > 0: Dann sind beide Nullstellen A; und A, reell und verschieden. Man
bekommt die allgemeine Losung

y(t) = cre + e mit ey, c; € R beliebig.

2. Fall D = 0: Dann gibt es eine doppelte reelle Nullstelle 4 := A; = A,. Die
allgemeine Losung ist in diesem Fall

A

y(t) = c1e™ + cote™ mit ¢y, ¢ € R beliebig.

3. Fall D < 0: Dann gibt es zwei konjugiert komplexe Nullstellen
A = —%+iw, Ay = —% —lwmitw = V-D.

—af2+iw)t —af2—iw)t

Die entsprechenden komplexen Losungen e und e der Differential-
gleichung lassen sich mit der Eulerschen Formel umschreiben und man bekommt dann
fiir die allgemeine Losung heraus:

y(t) = e="(cy cos(wr) + ¢z sin(wr)) mit ¢, ¢, € R beliebig.

Bemerkung 4.10. Die Funktionen y; und y; spannen jeweils alle Losungen der Dif-
ferentialgleichung durch die Bildung y(7) = c1y(#) + c2y2(t) mit ¢y, cr € R auf. Sie
heiBen Fundamentallosungen der linearen Differentialgleichung 2. Ordnung.

Beispiel 4.11. Die Differentialgleichung zum in Beispiel 4.3 (a) beschriebenen unge-
diampften Federpendel ist linear von 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten:

my”(t) = —ey(1), also y'(1)+0-y'(£) + %y(z‘) - 0.
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4 Gewohnliche Differentialgleichungen

Hier ist also @ = 0 und b = ¢/m. Das Polynom aus (4.7) lautet entsprechend A% + ==0

mit den konjugiert komplexen Nullstellen +i+/¢/m. Wir sind also in Fall 3 und die
allgemeine Losung lautet

y(t) = e‘“/Z'f(c1 cos(wt) + ¢z sin(wt)) = ¢ cos(\/%t) +co sin(\/%t),

Wie zu erwarten entsteht eine periodische Schwingung. Die GroBle w = 4/¢/m ist deren
Kreisfrequenz.

Methode 4.12. Fiir gegebene a,b € Rund f : R — R ist die allgmeine Losung y der
linearen Differentialgleichung 2. Ordnung

Y’ (@) +ay' (1) + by (1) = f(1)
gesucht. Dazu geht man folgndermallen vor:

(a) Bestimme die Nullstellen A; = —/2+ VD und A, = —4/2 — VD mit D = ¢*/a — b
des Polynoms 1% + al + b = 0.

(b) Jenach Vorzeichen von D ist die allgemeine L.osung der homogenen(!) Gleichung
y’(t) + ay’'(t) + by(t) = 0 dann gegeben durch

y(t) = c1y1(t) + c2y2(t) mit ¢y, ¢ € R beliebig.

Dabei ist
yi(1) = e, ya(t) = et fir D > 0
yi(t) = e, ya(t) = te! fir D=0
yi(t) = e 2'cos wt, y,(tf)=e 2'sinwr fiirD <0,

mit der Abkiirzung w = V-D.

(c) Bestimme irgendwie eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung, wenn
es nicht anders geht mit Variation der Konstanten. d. h. dem Ansatz

y(t) = c1(D)y1(1) + c2(2)y2(2).

Eine oft einfachere Methode ist der sogenannte ,,Ansatz vom Typ der rechten
Seite*: Versuche fiir

eine rechte Seite f der Form | den Ansatz y,(¢) =

e (ay cos kt + a; sin kt) e (b cos kt + by sin kt)

apt" +---+ait+ap but" + -+ b1t + by

Beispiel 4.13. Wir setzen Beispiel 4.11 fort und betrachten wieder das ungedampfte
Federpendel mit Kreisfrequenz w = +/7/c, das mit einer periodischen externen Kraft
mit einer u. U. anderen Frequenz w( angeregt wird:

v (1) + %y(t) = sin(wo?). (4.8)
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4.4 Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung

Wir kennen schon alle Losungen des zugehdrigen homogenen Systems als
yiu(t) = ¢ cos(wt) + c; sin(wt)

und brauchen noch irgendeine spezielle Losung, um alle Losungen zu kennen.

Die Inhomogenitit f ist hier gegeben durch f(7) = sin(wpt) und der Ansatz vom Typ
der rechten Seite ist demnach

vs(t) = by cos(wot) + by sin(wot).
Einsetzen in die Gleichung (4.8) liefert (man beachte ¢/m = w?):
sin(wot) = y7(t) + wy, (1)
= —b 1w} cos(wot) — brw} sin(wot) + w? (b} cos(wot) + by sin(wot))
= (w* — w})b cos(wot) + (w? — w§)by sin(wot).
Diese Gleichheit ist im Fall wqg # w erfiillt fiir

1

2_ 2
Wy

b1=0 und b2=
w

und wir haben eine spezielle Losung gefunden als

1 .
ys(1) = ——— sin(won).
w* — (1)0

Man beachte, dass deren Amplitude 1/w?-o} fiir wo in der Nidhe von w sehr grof wird.
Dieser Effekt wird auch gerne mit ,,Resonanzkatastrophe‘ bezeichnet. Im Fall w = wy
funktioniert dieser Ansatz nicht.

SchlieBlich konnen wir damit alle Losungen von (4.8) hinschreiben:

1
y(t) = ys(t) + yu(t) = 5 5 sin(wot) + ¢ cos(wt) + ¢ sin(wt) mit ¢y, ¢y € R.
w?—w
0
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