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1 Hilbertraume

Hilbertraume sind die normierten Vektorrdume mit der reichsten Struktur und damit
auch der ergiebigsten Theorie. Wir erkunden zunichst diese besonders schonen Riume
und werden dann in Kapitel 3 schnell sehen, dass man aus diesen abstrakten Betrach-
tungen auch ganz handfeste Folgerungen ziehen kann.

1.1 Grundbegriffe

Zu Beginn sollten wir uns an alles erinneren, was wir {iber Hilbertraume schon aus
der Analysis II und der Linearen Algebra wissen. Wir betrachten dazu normierte
Vektorrdume iiber R oder C und verwenden wieder die Notation K als Kurzschreibweise,
wenn eine Aussage sowohl im reellen wie auch im komplexen Fall gilt.

Erinnerung 1.1. (a) Einen normierten Vektorraum, dessen Norm durch ein Skalar-
produkt als || - || = 4/(:, -) induziert wird, nennt man einen Prdhilbertraum. Ist
ein Prahilbertraum zusitzlich vollstiandig, d. h. jede Cauchyfolge ist konvergent,
so bezeichnet man ihn als Hilbertraum.

(b) Ein normierter Raum (X, ||-||) ist genau dann ein Prahilbertraum, wenn die Norm
die Parallelogrammgleichung erfiillt, d. h. wenn fiir alle u, v € X gilt

2 2 2 2
[l + VI + llu = vll= = 2( 1l + [1v]I17).

(c) Zwei Vektoren u, v aus einem Prihilbertraum X mit Skalarprodukt (-, -) heilen
orthogonal oder senkrecht zueinander (Notation: # L v), wenn {(u,v) = 0 ist.
sind M und N zwei Teilmengen von X mit (u,v) = O fiir alle u € M und
v € N, so nennt man auch M und N zueinander orthogonal oder senkrecht und
schreibt M L N.Ist M = {ug} einelementig, so schreiben wir kurz uy L N statt
{up} L N.

Ist schlieBlich M C X so bezeichnet man mit
M*={ueX:(uv)y=0firalleve M} ={ueX:ul M}

das orthogonale Komplement von M.
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(d) In jedem Prihilbertraum X mit Skalarprodukt (-,-) und Norm || - || gilt die
Cauchy-Schwarz-Ungleichung

[ )| < llull - VI w,v € X,

und der Satz von Pythagoras:

n n
2
HZ u]H = Z ||uj||2 fir uy,u, . ..,u, € X paarweise orthogonal.
j=1 j=1

(e) Fiir jeden Prihilbertraum X sind die Normabbildung || - || : X — R und das
Skalarprodukt (-, -) : X X X — K stetige Abbildungen.

Beispiel 1.2. Bekannte Beispiele von Hilbertraumen sollten sein:

(a) Der Standardvektorraum K¢ mit dem Euklidischen Skalarprodukt

d
(x,y) = any_n, X,y € K4,

n=1

(b) Der Folgenraum £2 mit dem Skalarprodukt

[e9)

((an), (ba)der = ) anbu,  (an), (by) € €.

n=1

(c) Der Lebesgueraum L?(u, Q) = L?(Q) auf einem MaBraum (&, A, 1) mit dem
Skalarprodukt

(o= [ fFan fgel@.
Wir sammeln ein paar grundlegende analytische Eigenschaften von Prahilbertraumen
und Hilbertraumen, die immer wieder hilfreich sein werden.

Lemma 1.3. Es sei X ein Prdhilbertraum. Dann gilt fiir alle u € X

lull = sup [(u,v)| = sup [{u,v)|.
veX veX
vll=1 Ivil<1

Beweis. Die Behauptung gilt offensichtlich fiir u = 0, sei also ab jetzt u € X \ {0}
gegeben. Dann gilt nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir alle v € X mit ||v|| < 1
[, )] < Nluell VIl < el

und fiir v := «/|ju| ist ||v]| = 1 und

0| = [ )| = o ) =

Zusammen zeigt das die Behauptung. O



1.1 Grundbegriffe

Satz 1.4. Es sei H ein Hilbertraum und V ein linearer Teilraum von H. Dann ist
V, ausgestattet mit der Einschrinkung des Skalarprodukts aus H, genau dann ein
Hilbertraum, wenn V abgeschlossen in H ist.

Beweis. Ist V ein Hilbertraum, so ist dieser bzgl. seiner Norm, also hier der Norm
aus H abgeschlossen. Ist umgekehrt V ein abgeschlossener Teilraum von H, so ist die
Einschrinkung des Skalarprodukts von H nach V dort ein Skalarprodukt. Ist auBerdem
(v,) eine Cauchyfolge in V, so ist diese auch eine Cauchyfolge in H. Dort existiert also
ein Grenzelement und wegen der Abgeschlossenheit von V ist dieses auch in V. O
Wir sammeln ein paar einfache Eigenschaften des orthogonalen Komplements.
Satz 1.5. Es seien X ein Prdhilbertraum und M, N C X. Dann gilt:

(a) NC M= M+ CN-*.

(b) M+ ist ein abgeschlossener Teilraum von X.

(c) M+ = (span(M))*.

(d) span(M) € (M*)*.
Beweis.  (a) Istu € M*, so gilt (u,v) = 0 fiir alle v € M. Insbesondere gilt das fiir

allev € N, alsoistu € N*.
(b) Sind u,v € M+ und a, B € K, dann gilt fiir alle w € M
{au + Bv,w) = a{u,w) + B{v,w) =0,

also ist auch au + v € M*. Ist weiter (u,) eine Folge in M*, die in X gegen
u € X konvergiert, so gilt dank der Stetigkeit des Skalarprodukts fiir alle w € M

(u,w) = lim (u,,w) = lim 0 = 0.
n—>oo n—>0oo

Also ist M+ abgeschlossen.

(c) Wegen M C span(M) folgt (span(M))* € M~ direkt aus (a). Wir zeigen also
noch die umgekehrte Inklusion. Sei dazu u € M*, v € span(M) und (v,)
eine Folge in span(M), die in X gegen v konvergiert. Dann kann jedes v, mit

(n) (n) (n)
N, € K und Elementen mp, .., my € M

geschrieben werden und es gilt wieder mit der Stetigkeit

geeigneten Koeffizienten e,

(n)

als v, = Y0, a,(cn)mk

des Skalarprodukts

Ny Nn
— i — 1 (n) . (n) — 1 (n) [ (n) -
<v’“>—n1520<vfw“>—,}5a<2% " ’">—,}5& o ) =0
k:] k:1 Nt

Das liefert u € (span(M))=* und der Beweis ist fertig.
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(d) Ubungsaufgabe O

1.2 Der Projektionssatz und Orthogonalprojektionen

Wir kommen zum ersten wichtigen Satz {iber Hilbertraume, der sagt, dass es in einer
gegebenen konvexen und abgeschlossenen Teilmenge eines Hilbertraums zu jedem
Punkt u#y des Raumes einen eindeutigen Punkt der Bestapproximation gibt, also einen
Punkt in der Menge mit minimalem Abstand zu uy.

Theorem 1.6 (Projektionssatz). Sei H ein Hilbertraum, K C H eine konvexe, abge-
schlossene und nicht-leere Menge und ug € H. Dann existiert ein eindeutiges v, € K
mit
o = vl = min [fug — v]|.
veK
Beweis. Wir setzen ¢ := inf g ||ug — v||.

Um zunichst die Eindeutigkeit zu zeigen, seien v, und v.. zwei bestapproximierende
Punkte in K mit v, # v... Dann gilt

lluo = vull = [luo = vl = 6.

Da v, — v.. # 0 1st, erhalten wir zusammen mit der Parallelogrammgleichung

" Vi +V** 2 <lu Vi +V*>(< 2 Vi = Vi 2
0~ (i
2 2 2
1[ V*+V** +V*_V** 2+ V*+V** Vi = Vi 2]
2 2 2 2 2

1
= E[Iluo — Vel # Nl = v ] = 6.

Wegen der Konvexitdt von K liegt v«+v«/2 ebenfalls in K und obige Ungleichung
bedeutet, dass v-+v«/2 echt ndher an u liegt als v, und v.... Das ist ein Widerspruch.

Fiir den Nachweis der Existenz wihlen wir eine Folge (v,,) in K mit lim,,_,« ||ug—v,|| =
¢. Fiir alle n,m € N gilt mit derselben Rechnung wie oben dank der Paralellogramm-
gleichung

vy, +va2 ‘

Vi —vaZ 1
2

2 2
2" = S [0 = vl + llw = vl

o~

also ist wegen vatvm/2 € K

Vi + Vi (12
||Vn—vm||2=2||u0—vn||2+2||uo—vm||2—4Hu0— 2 '"H

< 2[lug = vall* +2lluo — v |* — 462
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Sei & > 0 gegeben. Dann gibt es ob der Konvergenz von ||ug — v,|| gegen § ein N € N
mit |[ug — vu||> — 6% < #/4 fiir alle n > N und damit gilt fiir alle n,m > N

g &
”Vn - vm”2 < 2(“”0 - Vn”2 - 52) + 2(”140 - Vm”2 - 52) < 5 + 5 =é&.

Also ist (v,) eine Cauchyfolge in H und dank der Vollstindigkeit von H existiert

Vi = lim,— 0 v,. Da K abgeschlossen ist, gilt v, in K und die Stetigkeit der Norm

liefert uns

luo = vill = lim [lug — vl = 6 = inf [[ug — v|| = min [[uo — v|. O
n—o0 veK vekK

Besonders wichtig ist der Spezialfall, dass K ein abgeschlossener Teilraum von H ist.
Man beachte, dass dieser dann schon von selbst konvex ist, der Projektionssatz ist also
anwendbar. Es stellt sich in diesem Fall heraus, dass der Punkt der Bestapproximation
immer durch eine orthogonale Projektion auf den Teilraum gefunden werden kann. Das
wollen wir als néchstes herausarbeiten.

Satz 1.7. Es sei H ein Hilbertraum, V C H ein abgeschlossener Teilraum von H und
uog € H. Ist v, € V der Punkt der Bestapproximation in V an ug, so gilt ug — v, L V.

Beweis. Wir nehmen an die Aussage sei falsch, d. h. es gibt einen Ausreiler vi € V
mit (ug — v, v1) = B # 0. Dann muss insbesondere v; # 0 sein und fiir w := ug — v
und 1 € K gilt

W = Avi]|? = (w = v, w = Avg) = (w,w) = Lw,vi) = A, w) + A2 (vi,vy)
= wl* =28 = A(B = A 11%).

Setzt man speziell Ay := B/|v|? fiir A ein, so verschwindet genau die hintere Klammer
und es bleibt

2
”2 _ |ﬁ|
[[vil?

Das kann aber nicht sein, denn wegen der Voraussetzung, dass V ein linearer Teilraum
ist, gilt v, + Agv; € V und dieser Punkt kann keinen echt kleineren Abstand von u
als die Bestapproximation haben. Also war unsere Annahme falsch und uy — v, steht
senkrecht auf V. m|

lug = v = Agvil* = fluo — v. < lluo = v.I®.

Das liefert uns den folgenden Satz.

Satz 1.8. Ist H ein Hilbertraum und V ein abgeschlossener Teilraum von H, so ist
H =V ®V* eine orthogonale, direkte Zerlegung, d. h. H =V +V+, VNVt = {0} und
V L V*+. Weiteristdie Abbildung P : H — V, die jedemu € H seine Bestapproximation
v« € V zuordnet, eine lineare Projektion, die sogenannte Orthogonalprojektion auf'V.
Fiir diese gilt ker(P) = V* und ran(P) = V.
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Beweis. Seiu € H und v, die Bestapproximation an u in V nach dem Projektionssatz.
Dann haben wir in Satz 1.7 gesehen, dass # = v, + u — v, mitv, € Vundu — v, € V*
gilt. Also ist H = V + V= und die Zerlegung ist auch direkt, denn fiir u € V N V+ gilt
llull> = (u,u) = 0, also ist dann u = 0. Das zeigt H = V @ V*.

Zum Beweis der Aussagen iiber P beobachten wir zuerst, dass fiir jedes v € V die
Bestapproximation von v in V natiirlich durch v selbst gegeben ist, also ist ran(P) = V
und fiir alle u € H gilt wegen Pu € V auch P>u = P(Pu) = Pu,d.h. esist P> = P und
P ist eine Projektion. Zum Nachweis der Linearitit von P seien u1,u> € Hund A € K.
Dann gilt

Aup +uy = /l(Pl/ll + (M] - Pul)) + Puy + (uz - Puz)
= APuy + Puy + A(uy — Puy) + up — Puy .

ev eVt

Da die Zerlegung des Elements Au; + up in die Rdume V und V+ nach dem oben
gezeigten eindeutig ist und wir hier eine solche haben, gilt P(Au; + up) = APu; + Puy
und wir haben Linearitdt von P gezeigt.

Sei u € ker(P). Dann gilt nach Satz 1.7 sofort u = u — Pu 1 V, also u € V*. Ist
umgekehrt u € V*, so ist u = 0 + u eine Zerlegung von u in Elemente in V und
V+ und da diese nach dem oben gezeigten eindeutig ist, bekommen wir Pu = 0, also
u € ker(P). Zusammen ist ker(P) = V+ und alle Behauptungen sind gezeigt. O

Als direkte Schlussfolgerung aus diesem Satz konnen wir festhalten, dass in Satz 1.5 (d)
tatsdchlich sogar Gleichheit gilt.

Satz 1.9. Ist H ein Hilbertraum und M C H. Dann gilt (M*)* = span(M). Fiir einen
Teilraum U C H gilt also insbesondere (U*)* = U und ist U sogar ein abgeschlossener
Teilraum von H, so ist (U+)*+ = U.

Warnung 1.10. Man beachte, dass fiir einen Untervektorraum U eines Prihilbertraums
damit im Allgemeinen nicht wie aus dem endlichdimensionalen gewohnt (U+)* = U,
sondern (U+)* = U gilt! Merke: Ein doppeltes orthogonales Komplement produziert
einen Abschluss. In endlichdimensionalen Raumen fillt das nicht auf, denn dort ist
jeder Teilraum automatisch eine abgeschlossene Menge.

Diesen Effekt werden Sie in der Funktionalanalysis oder allgemeiner bei der Beschif-
tigung mit im Allgemeinen unendlich-dimensionalen Vektorrdumen immer wieder
erleben: Immer wenn man denkt, dass das doch gerade alles genauso ist wie im R,
kommt ein kleiner aber biestiger Effekt um die Ecke, in dem die unendliche Dimen-
sion dann doch eine unerwartete Auswirkung hat. Und hier ist der Unterschied unter
Umstiinden gewaltig! So gilt beispielsweise im Hilbertraum L?(R?) die Gleichheit
(CX(RY)L)* = L2(RY) (warum?), bei der das doppelte orthogonale Komplement den
Raum wirklich dramatisch vergrofert.
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Es wird eines der immer wiederkehrenden Themen dieser Vorlesung werden, dass
Sie ein gutes Gespiir dafiir entwickeln wie sich unendlich-dimensionale Hilbert- und
Banachridume anfiihlen und wo die Fuangeln im Vergleich zum endlich-dimensionalen
Fall liegen.

Beweis. Wir wenden Satz 1.8 auf den abgeschlossenen Teilraum V := span(M) und
auf den nach Satz 1.5 (b) ebenfalls abgeschlossenen Teilraum V+ = (span(M))* an
und erhalten

VeVt=H=(VHte V'

Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung ist dann V = (V+)*. Also gilt mit zweimaliger
Anwendung von Satz 1.5 (a)

(MH)* C ((span(M))*)" = (VH)* = V = span(M)

und zusammen mit der Inklusion aus Satz 1.5 (d) sind wir fertig. O

Wir konnen damit schnell das folgende Dichtheitskriterium beweisen.

Lemma 1.11. Sei H ein Hilbertraum. Ein Teilraum D C H ist genau dann dicht in H,
wenn D+ = {0} gilt.

Beweis. Essei D ein dichter Teilraum von H. Dannist D+ ein abgeschlossener Teilraum
von H, mit den Sétzen 1.8 und 1.9 gilt also

H=D'e (DYH)*=D*eD=D"oH,

und das liefert D+ = {0}. Ist umgekehrt D+ = {0}, so gilt (D)* = D+ = {0} nach
Satz 1.5 (c¢) und Satz 1.8 liefert

H=D& (D) =D o {0} = D,

d.h. D istdichtin H. O

Bemerkung 1.12. Die Aussage des vorstehenden Satzes beinhaltet insbesondere H+ =
{0} und das liefert sofort die folgende oft niitzliche Aussage: Ist u € H so, dass
(u,v) = 0 fiir alle v € H ist, so ist u = 0. Besonders hdufig braucht man das in
folgender Version: Sind u1,u; € H so, dass (uy,v) = (up, v) fiir alle v € H gilt, so ist
uip = uj.

Die Erkenntnis ist hier also, dass die Auswertung der Skalarprodukte mit allen Ele-
menten des Hilbertraums genug Informationen enthélt, um jeden Punkt in H zu iden-
tifizieren.
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1.3 Orthonormalbasen

Jeder Hilbertraum hat natiirlich als Vektorraum eine Basis im Sinne der Linearen
Algebra, d. h. jeder Vektor des Hilbertraums lasst sich als Linearkombination, also als
endliche Summe von Vielfachen der Basisvektoren, darstellen. Im Hilbertraum haben
wir aber zusitzlich einen Konvergenzbegriff und konnen insofern auch ,,abzédhlbare
Linearkombinationen®, d. h. Reihenentwicklungen aus Vielfachen von Basisvektoren
zulassen. Dadurch kann man die GréBe der bendtigten Basen massiv reduzieren und
bekommt ein deutlich handlicheres Konzept, das wir uns in diesem Abschnitt anschauen
wollen.

Definition 1.13. Es sei X ein normierter Raum und H ein Hilbertraum.
(a) Eine Basis von X im Sinne der Linearen Algebra wird auch Hamelbasis genannt.

(b) Eine héchstens abzdhlbare Teilmenge (e ;) e; von X heifit Schauderbasis von X,
wenn es fiir jedes u € X eindeutige Koeffizienten (a;) e in K gibt mit

Zajej =U.

jel

(Das beinhaltet im Falle das I unendlich ist insbesondere, dass die entstehende
Reihe in H gegen u konvergieren muss.)

(c) Ein Teilmenge S C H heifst Orthogonalsystem, falls (e, e2) = 0 fiir alle ey, e; €
S mit ey # e gilt, d. h. wenn alle Elemente paarweise orthogonal stehen.

(d) Ein Orthogonalsystem S in H heif3t Orthonormalsystem, falls auch ||e|| = 1 fiir
jedes e € S gilt.

(e) Ist S ein Orthonormalsystem von H, dass auflerdem eine Schauderbasis von H
ist, so nennt man S eine Orthonormalbasis von H.

Beispiel 1.14.  (a) Im Hilbertraum £2 bilden die Folgen e, = (eﬁ.")) jen mit e;") =0jn

fiir n € N eine Orthonormalbasis, denn zum Einen bilden diese Elemente von £2
ein Orthonormalsystem wegen

(o8]

(€n, ) = Z 5J'n5]_'k =0kn, N,k €N,

j=1
Zum anderen gilt fiir jedes a = (a,) € £?

N
lim Ha - Z a,e,
N—oo

n=

B Jim [[(0,0,...., 0, anv1, ans2,- )2

1l
f:
53
—_—

|M
N
S
o
N —

Il

=
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denn das ist (die Wurzel) eines Reihenrestes einer konvergenten Reihe. Damit
konvergiert ZnNzl aye, fir N — oo in £? gegen a und es bleibt nur noch zu zeigen,
dass die Folge (a,) die einzig mogliche Koeffizientenfolge ist, fiir die das gilt.
Ist also (b,) eine andere Koeffizientenfolge mit b,, # an,, so gilt fiir N > ny

N N 00 12
Ha - Z bnen P = (Z |an - bn|2 + Z |an|2) 2 |ano - bnol,
n=1 n=1

n=N+1

und der Ausdruck kann damit fiir N — oo nicht nach Null konvergieren.

(b) Eine weitere Orthonormalbasis in diesem Sinne haben wir schon in Analysis II
kennengelernt, auch wenn wir es dort nicht so genannt haben. Im Hilbertraum
L?([-7, w]) mit Skalarprodukt (f,g) = % /_7; f(x)g(x) dx haben wir dort in
den Betrachtungen zu Fourierreihen gezeigt, dass fiir die Funktionen e, (x) := e~
fiir n € Z folgende Resultate gelten:

* Sie bilden ein Orthonormalsystem (Satz I1.1.3)

* Fiir jede sprungstetige Funktion f : [-x, 1] — C gibt es eindeutige Zahlen
f(n) mit f(x) = limy_e0 ZnN:_ ~ f(n)e,(x), wobei der Grenzwert beziig-
lich der Norm in L?([ -7, ]), die sich aus obigem Skalarprodukt ergibt, zu
verstehen ist. (Parsevalsche Gleichung, Satz 11.3.9)

Wenn Sie sich den Beweis des zweiten Punktes jetzt noch einmal anschauen,
werden Sie feststellen, dass das Argument genauso fiir jedes f € L?([-n, 7])
durchgeht. Zusammen bilden also die Basisfunktionen der Fourierreihen eine

abzdhlbare Orthonormalbasis dieses Lebesgue-Raums.

Satz 1.15. Sei {ej,e2,...,e,} ein Orthonormalsystem eines Hilbertraums H. Dann
gilt fiir jedes u € H

n n 2
llull® - Z|<u,ek)|2 = Hu - Z (u, er) ekH = dist(u, span({ey, . . ., e,,}))2 > 0.
k=1 k=1

Insbesondere gilt die Besselsche Ungleichung

n
> e < full.
k=1



1 Hilbertrdume

Beweis. Fiir jede Wahl von ay, ay, ..., a, € K gilt

n 2 n n
o= Sy = - Syovenn- Yo
k=1 k=1 k=1
n n n
= llull? = > @ wex) = ) Cew,u) + ) laxl?
k=1 k=1 k=1

n n

2 2 2 — T 2

= ull? = 3w e + 3 [ e = G ex) = anlus en) + o
k=1 k:l

P = e+ 3 (G - ) (o en) -
k=1 k=1

n n
= flel® = D [, e + > [, ex) = e’
k=1 k=1

Setzt man hier speziell oy = (u,er), k = 1,...,n, ein, so folgt die erste behautptete
Gleichheit. AuBerdem wird am letzten Term dieser Gleichungskette ersichtlich, dass der
betrachtete Ausdruck genau dann minimal wird, wenn ay = (u,ex) firk = 1,...,n
gilt. Das liefert die zweite behautptete Gleichheit. SchlieBlich ist die Distanz eines
Punktes von einer Menge natiirlich positiv und die Besselsche Ungleichung entsteht
einfach durch Umstellen der damit bewiesenen Ungleichung. O

Beim Nachweis, dass eine gegebene Menge eine Orthonormalbasis ist, liegt die Schwie-
rigkeit meist darin, zu zeigen, dass wirklich der gesamte Raum aufgespannt wird. Wir
sammeln einige Charakterisierungen dafiir.

Satz 1.16. Sei (e,) ein Orthonormalsystem in einem Hilbertraum H. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent.

(a) (ey) ist eine Orthonormalbasis von H.

(b) span({e, : n € N}) ist dicht in H.

(c) Fiiralleu € H giltu = 3", (u, en) en.

(d) Fiiralleu,v € H gilt (u,v) = 3> (u, ep) (v,en) (Parsevalsche Gleichung).
(e) Fiir alle u € H gilt ||u||* = Z;o:1|(u, en>|2.

Beweis. Die Implikation (a)=(b) folgt direkt aus der Definition einer Orthonormalba-

sis. Fiir den Beweis von (b)=(c) seiu € H, u, = Z?’;’l cy;.")ej, n € N, eine Folge in

span({e, : n € N}), die in H gegen u konvergiert und &£ > 0. Dann existiert ein ny € N
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1.3 Orthonormalbasen

mit ||u — u,,|| < . Fiir jedes N > N, gilt dann nach Satz 1.15

N
u-— Z (u, er) ek
=1

= dist(u, span({ey, ..., ex})) < dist(u, span({ey, . .., eNno}))

< lu—up,ll < e.
Damit gilt u = 3777, (u, ex) ex.

Fiir den Beweis von (¢)=(d) nutzen wir die Stetigkeit des Skalarprodukts: Fiir alle
u,v € H gilt damit nach (c)

N N
(u,v) = 1\}1_r)noo <Z_; {u,e,) ey, v> = 1\}1_r)1‘1>0 Z_; (u,e,) {e,,v)

N [o¢]
= lim 3 (u.en) (voen) = ) (. en) (vien).
n=1 n=1

Um von (d) nach (e) zu gelangen, setzt man einfach # = v und die Implikation (e)=(c)
folgt mit der Hilfe von Satz 1.15 aus

N
H” - Z <u, en> €n
n=1

Damit bleibt noch (c)=(a) zu zeigen und da (e,) schon ein Ortnonormalsystem ist
und wir (c) voraussetzen, bleibt nur noch zu zeigen, dass die Koeffizienten in der
Basisdarstellung eindeutig sind. Seien dazu u € H und a,, n € N, gegeben mit
u =", ae,. Dann gilt fiir alle n € N wieder dank der Stetigkeit des Skalarprodukts
und Orthogonalitit

0= <Z (u, ex) ex = ) axer, en> = > (s ex) — i) (exs ea) = G, e) = i,
k=1 k=1

N
ol = Y enf 0 (11— o).
n=1

k=1

also ist @, = (u, e,) fiir jedes n € N und wir sind fertig. O

Als offensichtliche Frage bleibt, welche Hilbertrdume eine Orthonormalbasis besitzen.
Eine offensichtlich notwendige Voraussetzung ist, dass der Raum so ,,klein* sein muss,
dass es eine abzihlbare Schauderbasis gibt. Das erheben wir zu einer Definition.

Definition 1.17. Ein normierter Raum heifst separabel, wenn er eine abzdhlbare Teil-
menge besitzt, deren lineare Hiille dicht in ihm liegt.

Bemerkung 1.18. (a) Ist H ein separabler Hilbertraum, so gibt es sogar eine ab-
zahlbare Teilmenge von H, die selbst schon dicht in H liegt. Das sieht man,
indem man fiir eine Teilmenge D von H, die span(D) = H erfiillt, alle rationalen
Linearkombinationen aus ihren Elementen betrachtet. Das ist immer noch eine
abzidhlbare Menge und liegt nun selbst dicht in H.

11



1 Hilbertrdume

(b) Wir haben bereits nicht-triviale Beispiele von separablen Hilbertraumen gesehen:
Nach Beispiel 1.14 haben £? und L2 ([ -, 7r]) abzihlbare Orthonormalbasen, sind
also insbesondere separabel.

Tatsédchlich besitzt jeder separable Hilbertraum eine abzédhlbare Orthonormalbasis. Das
wollen wir jetzt nachweisen. Dazu nutzen wir den folgenden Import aus der Linearen
Algebra.

Satz 1.19 (Orthogonalisierungsverfahren von Gram-Schmidt). Es sei H ein Hilbert-
raum, I eine abzihlbare Indexmenge und {e, : n € I} eine linear unabhdingige
Teilmenge von H. Dann existiert ein abzdhlbares Orthonormalsystem S in H mit
span(S) = span({e,, : n € I}).

Theorem 1.20. (a) Jeder separable Hilbertraum besitzt eine Orthonormalbasis.

(b) Jeder unendlich-dimensionale, separable Hilbertraum ist isometrisch isomorph
u 62,

Beweis. (a) Es sei H ein separabler Hilbertraum und (v,) eine Folge in H, deren
lineare Hiille in H dicht liegt. Durch Weglassen von Folgengliedern konnen
wir eine Menge D von Elementen von H mit span(D) = span({v, : n € N})
erreichen, deren Elemente alle linear unabhingig sind. Wendet man auf diese
Elemente das Gram-Schmidt-Verfahren an, erhilt man ein Orthonormalsystem S
von H mit span(S) = span(D) = span((v,)) = H, also eine Orthonormalbasis
von H.

(b) Es sei H ein unendlich-dimensionaler, separabler Hilbertraum. Dann existiert
nach dem eben bewiesenen eine abzéhlbar unendliche Orthonormalbasis (b;,)
von H. Damit definieren wir die Abbildung

|H — £2
Nu— (. b)) ey

Wegen Satz 1.16 (e) ist die Folge ((u, b)) tatsichlich in £2 mit ||({u, b)) |2 =
|lullg, so dass T verniinftig definiert ist und wir schon ||Tu||,2 = ||u||g, d. h. die
Isometrie-Eigenschaft, auf der Haben-Seite verbuchen konnen. Damit folgt auch
Injektivitit und da T offensichtlich linear ist, bleibt nur noch die Surjektivitit zu
zeigen.

Gibt man eine Folge a = (a,) € €* vor, so ist die offensichtliche Idee u =
Yoy Anby zusetzenum Tu = a zu erreichen. Zuerst miissen wir aber kléren, dass
diese Reihe in H konvergiert. Sei dazu uy := Z,,N: | anbn, N € N, die Folge der
Partialsummen. Dann gilt mit dem Satz von Pythagoras, vgl. Erinnerung 1.1 (d),
firalle NNM e Nmit N < M

) M M
= D laPleall = ) laal’.
N+1

M
”uM - uN”%—] = H Z anbn
n=N+1

12



1.3 Orthonormalbasen

Daa € £?ist, konvergiert die Reihe iiber |a, |2, also ist nach dem Cauchykriterium
fiir Reihen die Folge (ux)yen eine Cauchyfolge in H und damit konvergent. Fiir
den Grenzwert u = 37", a,b, € H gilt dann

Tu = (<Z anb,, bk>H)keN =(aj,ar,as,...)=a

n=1
und wir sind fertig. O
Bemerkung 1.21. Tatsédchlich kann man zeigen, dass es zu jedem beliebigen Hilbert-
raum H einen geeigneten MaBraum (Q, A, ) gibt, so dass H zu L?(Q) isomorph ist.

Dieses Resultat werden wir hier aber nicht beweisen und uns mit obigem Ergebnis
zufrieden geben.
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2 Lineare Operatoren auf

2.1

Hilbertraumen

Grundlagen

Wir beginnen wieder mit ein paar Erkenntnissen aus der Analysis II zu stetigen linaren
Abbildungen auf normierten Vektorrdumen.

Erinnerung 2.1. (a) Sind (X, || - ||x) und (Y, || - ||y) zwei normierte Vektorrdume,

(b)

(©)

so schreiben wir
L(X,Y) :={T: X - Y : T linear und stetig}

fiir den Vektorraum aller stetigen und linearen Abbildungen (oft auch Operatoren
genannt) von X nach Y. Im hiufigen Spezialfall, dass X = Y ist, schreiben wir
kurz £ (X) statt L(X, X).

Weiter bezeichnen
ker(T) :={u € X : Tu =0} den Kern und
ran(T) := T(X) das Bild
von T.
Auf dem Raum £(X,Y) gibt es mit der Operatornorm
ITllx—y := sup [[Tully = sup |[[Tully
ueX ueX
llullx=1 flullx<1

eine natiirliche Norm, die auch diesen wieder zu einem normierten Vektorraum
macht. Weiter gilt fiir jedes 7 € L(X,Y) und alle u € X die Abschitzung
ITul|ly < |IT|lx—yllullx und die Operatornorm ist submultiplikativ, d. h. fiir zwei
Operatoren T € L(X,Y) und S € L(Y,Z) mit einem weiteren normierten
Vektorraum Z gilt [|ST [|x—z < [|Slly—>z - IT [l x—y-

Dass die Operatornorm wohldefiniert ist, liegt an einem wichtigen Satz aus der
Analysis II (Satz I1.8.12), den wir sehr oft brauchen werden: Ist 7 : X — Y eine
lineare Abbildung so sind dquivalent:
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2 Lineare Operatoren auf Hilbertriumen

(i) T ist stetig im Nullpunkt.
(i1) T ist stetig auf X.
(iii) T ist Lipschitz-stetig auf X.
(iv) T ist beschriinkt, d. h. es gibt ein C > 0 mit ||Tu|ly < Cllu||x firalle u € X.

Darauf fuflt auch die iibliche Methode, um Stetigkeit eines linearen Operators
T nachzuweisen und die Operatornorm zu bestimmen: Man zeigt zunéchst Be-
schrénktheit, d. h. man schitzt || Tu||y < C||lu||x fiir alle # € X mit einer geeigne-
ten Konstante C ab. Dann weill man schon, dass der Operator stetig ist und dass
IT||x—y < C gilt. Um ||T||x—y = C zu zeigen, kann man dann im besten Fall
ein spezielles ug € X finden mit ||Tug|ly = C||lugl|x oder Elemente, fiir die die
Konstante C in der Abschitzung beliebig gut approximiert wird.

Beispiel 2.2. Die bekannten linearen Abbildungen in C¢ aus der Linearen Algebra sind
natiirlich Beispiele von linearen Operatoren auf Hilbertraumen. Dariiber hinaus sam-
melt dieses Beispiel ein paar weitere Beispiele in unendlicher Dimension. Es handelt
sich dabei um sehr wichtige Standardbeispiele, die man kennen und immer zur Hand
haben sollte, um sich Zusammenhinge zu veranschaulichen oder Gegenbeispiele zu
konstruieren.

(a) (Multiplikationsoperator auf £?)

16

Ist m = (m,) eine beschrinkte Folge in K, so ist fiir jedes (a,) € £ auch die
Folge (myay,) in £, denn mit ||m|| g~ = sup.” , |m,| gilt

b 1/2 ha 1/2
Nomanlle = (D Imaanl) < (3 ImiBelanl?) ™ = Imlle=li(an)lle-
n=1 n=1

Die lineare Abbildung

2 52
M,, :
(an) + (mgpay) = (miay, maaz, msas,...),

heilit Multiplikationsoperator mit Multiplikatorfolge m. Nach obiger Rechnung
istdieser stetig mit ||M,, || 2,2 < ||m]|¢~. Um zu zeigen, dass sogar ||M,, || 2,2 =
|Im||e gilt, geben wir € > 0 beliebig vor. Dann gibt es ein n, € N mit 0 <
lm||¢= — |my, | < & und fiir die Folge (e,,) € 2, die nur an der n,-ten Stelle eine
Eins und sonst nur Nullen als Folgenglieder hat, gilt

o

1/2
:) (2
IMyenllie = (D Imael )" = | = limlles =& = (Imlles =€) e, e

n=1

Da ¢ beliebig war, folgt daraus die behauptete Gleichheit.



2.1 Grundlagen

(b) (Shiftoperatoren auf £2)

Die Abbildungen
e e
L: - (Linksshift)
(an) > (ans1) = (az,as3,aq,...)

02 — 2 )
R: (Rechtsshift)
(an) = (0,(an-1)n>2) = (0,a1,az2,a3,aa,...)

sind linear und stetig mit ||L||,2_,,2 = ||R||;2_,2 = 1. Der Linksshift ist surjektiv,
aber nicht injektiv und der Rechsshift ist umgekehrt injektiv aber nicht surjektiv.

(c) (Fouriertransformation in L?(R%))

Wir haben bereits in der Vorlesung Integrationstheorie bewiesen, dass die Fou-
riertransformation ¥ ein stetiger, isometrischer und stetig invertiertbarer linearer
Operator auf L?(R¢) ist. Damit ist insbesondere ||F || 2_,;2 = 1.

(d) (Multiplikationsoperator auf L?)
Es sei (Q, A, u) ein MaBiraum und m € L*(Q). Dann ist

M. L2(Q) —L*X(Q)
BV > mf
ein stetiger linearer Operator mit ||M,,||; 2,12 = ||m||L~. Auch dieser heilit Mul-
tiplikationsoperator mit Multiplikator m.

(e) (Shiftoperator auf L?(R9))

Ist b € RY, so ist der Shiftoperator S;, gegeben durch (S, f)(x) = f(x + b) fiir
f € L2(RY) und x € R?. Auch dieser ist stetig mit ||Sp /{22 = 1.

(f) (Faltungsoperator auf L%(RY))

Fiir k € L1(RY) definieren wir den Faltungsoperator Ky : L*(RY) — L?(RY)
durch K f = k = f, f € L>(RY). Dieser ist ebenfalls ein stetiger Operator mit
1Kkl 2—r2 = 1F kL.

(g) (Orthogonalprojektionen)

Es sei H ein Hilbertraum und V # {0} ein abgeschlossener Teilraum von H.
Dann ist die Orthogonalprojektion P auf V aus Satz 1.8 ein stetiger Operator mit
I1Pll—n = 1.

Ubungsaufgabe 2.3. Begriinden Sie alle unbewiesenen Behauptungen in Beispiel 2.2
und rechnen Sie insbesondere alle angegebenen Operatornormen nach.
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2 Lineare Operatoren auf Hilbertriumen

Es gibt viele Dinge iiber lineare Abbildungen vor allem aus der Linearen Algebra, die
wir wieder aufgreifen werden, ohne sie hier alle im Detail zu wiederholen. Stattdessen
sammeln wir ein paar eher analytische Eigenschaften, die fiir das weitere wichtig
werden.

Lemma 2.4. Sind X und Y normierte Riume und T € L(X,Y), so ist ker(T) ein
abgeschlossener Teilraum von X.

Beweis. Ist (u,) eine Folge in ker(7'), die in X konvergiert, so gilt wegen der Stetigkeit
von T sofort
Tu=T(lim u,) = lim Tu, = lim 0 =0,
n—00 n—oo n—00
d.h. u € ker(T). O
Satz 2.5 (Dichtheitsargument: Fortsetzung von Operatoren). Es seien X ein normierter
Raum, H ein Hilbertraum und D C X ein dichter Teilraum von X, der ebenfalls mit

der X-Norm ausgestattet sei. Wenn T : D — H ein beschrinkter Operator ist, dann
gibt es ein eindeutiges T € L(X,H) mit T =T auf D und ||T||x—z = |T||p—H-

Beweis. Die behauptete Eindeutigkeit folgt aus der Dichtheit von D in X und der
behaupteten Stetigkeit von 7: Sind T, 7> € L(X,Y) zwei Fortsetzungen von T, so gilt
fiir jedes u € X mit einer Folge (u,) in D, die in X gegen u konvergiert

Tiu = lim Tyu, = lim Tu, = lim Tu, = Thu.
n—oo

n—oo n—oo

Wir wenden uns also der Existenz von T zu. Sei dazu u € X und (u,) eine Folge in D,
die in X gegen u konvergiert. Dann ist mit Hilfe von

I Tun = Tumllg = 1T (un — um)ller < Tl p—bllun — wmllx

wegen der Konvergenz von (u,) in X auch (Tu,) eine Cauchyfolge in H. Da H
vollstandig ist, existiert also v := lim,_,o Tu,. Bevor wir jetzt voreilig Tu = v setzen,
sollten wir kldren, dass dieser Grenzwert v nicht von der Wahl der approximierenden
Folge (u,) abhingt. Ist also (u,,) eine weitere Folge in D, die in X gegen u konvergiert
und setzen wir dank desselben Arguments wie eben v := lim,,_,o, Tit,,, s0 gilt

||{}\_ V”H = || lim (Tﬁn - Tun)”H = lim ”T(ﬁn - un)”H < lim ||T||D—>H||’:t\n - unllX
n—oo n—oo n—oo

< lim [Tl p—u (@, = ullx + llun - ullx) = 0.
n—oo

Also ist 9 = v und wir kénnen wirklich gefahrlos Tu = v definieren.

Dann gilt offensichtlich Tu = Tu fiir alle u € D, denn man kann schlicht die konstante
Folge u,, = u, n € N, wihlen. Fiir u,u, € X und A € K wihlen wir Approximationen

18



2.1 Grundlagen
(u1,,) von uy und (u,) von uy aus Elementen von D. Dann konvergiert (Au; , + u )
in X gegen Au; + up und wir erhalten
f(/lul + u2) = lim T(/lul,” + uz,n) = lim (/lTuL” + Tuz’n) = /ﬁ:ul + Tuz,
n—>0oo n—oo
also ist auch T linear.
Der Nachweis der Beschrinktheit gelingt dank

ITully = lim [[Tu,l|g < lim Tlpallunllx = 1T lp-ullullx,  u € X,
n—0oo n—oo

und das liefert auch gleich ITlx>n < |Tllp—y. Die umgekehrte Ungleichung folgt

aber sofort wegen der Fortsetzerei aus

ITllx—u = sup |[Tullg > sup [[Tullp = sup [[Tullg = |ITllp-n- O
ueX ueD ueD
[luellx=1 llullx=1 [luellx=1

Satz 2.6 (Dichtheitsargument: Fortsetzung von Operatorenfolgen). Es sei X ein nor-
mierter Raum, H ein Hilbertraum und D ein dichter Teilraum von X. Weiter sei (T,) eine
Folgein L(X, H) mit C := sup,cy || Tul| x—H < co. Wenn fiir jedes u € D der Grenzwert
lim,,—,o T,u in H existiert, dann existiert Tu := lim,_,« T,u sogar fiir jedes u € X, der
Operator T : X — H ist linear und beschrdnkt und ||T || x—g < liminf, e [|T,||x—H-

Dieser Beweis ist ein typisches Beispiel eines 3e-Arguments.
Beweis. Sei u € X und € > 0. Wegen der Dichtheit von D konnen wir ein u, € D
wihlen mit ||u — u.||x < £/c. Dann existiert nach Voraussetzung der Grenzwert von

(Tyue), dies ist also eine Cauchyfolge in H. Also gibt es ein ny € N mit ||T,u, —
Thugllg < € fiir alle n, m > ny. Fiir all diese n,m > ng gilt dann auch

”Tnu - Tmu”H < ||Tnu - Tn”s”H + ”Tnus - Tm”s”H + ”Tmus - TmM”H
<N Tullx—nllu —ugllx + &+ 1 Tullx—mllu — ugllx

SC%+8+C%:38.

Damit ist gezeigt, dass auch fiir jedes u € X die Folge (T,u) eine Cauchyfolge in H
ist. Da H ein Hilbertraum ist, hat diese einen Grenzwert und dieser definiert uns nun
unseren Grenzoperator T durch Tu := lim,_,. T,,u, u € X. Dieser ist wegen

T(Auy +up) = lim T,,(Au; + up) = lim (/lTnul + Tnuz) =ATuy + Tu,
n—oo n—oo
linear und fiir die Beschrinktheit schitzen wir fiir alle u € X ab:
Tl = lim |Toullsy = lim inf | Zoull < Timinf |7, -l

Das liefert auch gleich die behauptete Abschitzung fiir die Operatornorm von 7. O
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2 Lineare Operatoren auf Hilbertriumen
2.2 Funktionale auf Hilbertraumen

Wir kommen nun zum namensgebenden Konzept der Funktionalanalysis, den Funk-
tionalen. Funktionale sind stetige lineare Abbildungen vom betrachteten normierten
Vektorraum in den Skalarkdrper und wenn man die Philosophie der Funktionalanalysis
in einem Satz zusammenfassen soll, dann beschiftigt diese sich mit Methoden wie
man durch das Studium der Funktionale Erkenntnisse iiber den Raum selbst gewinnen
kann.

In diesem ganzen Abschnitt sei H ein Hilbertraum iiber K mit Skalarprodukt (-, -) und
Norm || - ||.

Definition 2.7. Jede lineare und stetige Abbildung von H nach K wird (lineares)
Funktional genannt und

H' :={¢: H— K : ¢ linear und stetig} = L(H,K)
heif3t Dualraum von H.

Der Dualraum ist ebenfalls ein Vektorraum, der mit der Operatornorm |||z == || [|z—x
zu einem normierten Raum wird. Wie wir feststellen werden, gilt sogar noch mehr und
wir werden in der Lage sein, H” sehr genau zu beschreiben. Dazu schauen wir uns die
Funktionale auf H genauer an.

Beispiel 2.8. Ist v € H fix, so ist die Bildung ¢, : H — K mit ¢,(u) = (u,v),
u € H, ein lineares Funktional auf H mit ||¢,||zr = ||v||. Tatsachlich gilt mit der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung

v )] = [ )| < llulllivll,  u € H,

also ist ¢, stetig mit ||¢,||zr < ||v]| und wegen ¢,(v) = (v,v) = ||v|* gilt auch
llevllar = [Iv]l und damit [|g, ||z = [[v]].

Bemerkung 2.9. Bemerkung 1.12 hat festgestellt, dass die Kenntnis der Skalarpro-
dukte mit allen Elementen des Hilbertraums ausreicht, um einen Punkt eindeutig zu
identifizieren. Dieses Beispiel zeigt damit, dass es in H’ in jedem Fall genug Funktio-
nale gibt, um jede Ecke des Raumes punktgenau auszuleuchten. Die oben beschriebene
Grundidee der Funktionalanalysis kann hier also gut funktionieren.

Obiges Beispiel sieht nach dem klassischen erst-mal-ein-Trivialbeispiel-hinschreiben-
Vorlesungs-Move aus, aber das ist weit gefehlt. Der folgende Darstellungssatz von
Riesz-Fréchet besagt ndmlich, dass wir damit schon alle Elemente von H’ beschrieben
haben! Wir formalisieren ein wenig das Beispiel: Demnach ist die Abbildung ® :
H — H’ mit ®(v) = ¢, eine isometrische Abbildung, insbesondere also auch injektiv.
AuBerdem gilt fiir alle v,w € H und alle 1 € K

OV +w) = +w) =A26,0) + (,w) = AD(V) + D(w),
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2.2 Funktionale auf Hilbertriumen

d.h. @ ist anti-linear, bzw. linear fiir K = R. Die entscheidende Eigenschaft von ®
kommt aber nun.

Theorem 2.10 (Darstellungssatz von Riesz-Fréchet). Fiir jedes ¢ € H’ existiert ein
eindeutiges v € H mit

o(u) = gy (u) = [@(V) | (W) = (u,v),  ueH.

Anders formuliert: @ ist eine anti-lineare (bzw. lineare fiir K = R) und isometrische
Bijektion.

Bemerkung 2.11. Die Abbildung ® wird auch oft Riesz-Isomorphismus genannt. Man
beachte aber, dass sie im Fall K = C ganz streng genommen kein Isomorphismus ist,
da sie anti-linear und nicht linear ist. Das macht aber nicht viel kaputt, man sollte
sich trotzdem den Dualraum eines Hilbertraums immer als isomorph zum Hilbertraum
vorstellen. Zuweilen kann es auch sinnvoll sein, den Dualraum H’ als die Menge aller
anti-linearen Funktionale zu definieren, dann wird der Riesz-Isomorphismus linear.
Irgendwo muss der Querstrich halt hin.

Beweis von Theorem 2.10. Es ist nur noch die Existenz von v zu zeigen. Sei dazu
¢ € H'.Ist ¢ = 0, setzen wir v = 0 und sind fertig. Fiir ¢ # 0 ist ker(¢) # H
und nach Lemma 2.4 ist dieser Teilraum von H abgeschlossen. Nach Satz 1.8 ist
H = ker(y) @ ker(¢p)=, also gibt es ein vy € ker(¢)* mit ||vo|| = 1. Wir zeigen, dass

v = ¢@(vo)vo
das gewiinschte tut. Zunichst beobachten wir, dass fiir alle u € H gilt
e(e()vo = e(vo)u) = p(u)p(vo) — ¢(vo)p(u) = 0,
d.h. ¢(u)vy — @(vo)u € ker(¢). Da vg auf diesem Kern senkrecht steht, ist also weiter
0 = ((u)vo — @(vo)u, vo) = @(u) (vo, vo) = {@(vo)u, vo) = ¢(u) — (vo) (u,vo)
und das liefert fiir alleu € H
@(vo) (u,vo) = ¢(u).

Also ist immer noch fir alle u € H

(w,v) = (i, @(vo)vo) = ¢(v0) ut, v0) = 9(w). :

Eine machtvolle ziemlich direkte Folgerung aus dem Rieszschen Darstellungssatz ist
das nun folgende Lemma von Lax-Milgram. Fiir dieses miissen wir aber zunichst ein
paar Begriffe einfiihren.
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2 Lineare Operatoren auf Hilbertriumen

Definition 2.12. (a) Fiir K = R heifit eine Abbildung a : H X H — R, die in
beiden Argumenten linear ist, Bilinearform. Fiir K = C heifst eine Abbildung
a: HxH — C, die im ersten Argument linear und im zweiten Argument
anti-linear ist, Sesquilinearform.

(b) Eine Bilinear- bzw. Sesquilinearform a ist stetig, wenn es ein C > 0 gibt, so dass
fiir alle u,v € H gilt
la(u, )| < Cllulll[v]].

(c) Eine Bilinear- bzw. Sesquilinearform a ist koerziv, wenn es ein k > 0 gibt, so
dass fiir alle u € H gilt
Re(a(u,u)) > «|lull®.

In der Linearen Algebra wird gezeigt, dass jede Bilinearform a : RY x R — R mit
Hilfe einer darstellenden Matrix A geschrieben werden kann als a(u, v) = (u, Av). Ein
analoges und sogar ein wenig weitergehendes Resultat wollen wir nun mit dem Lemma
von Lax-Milgram beweisen. Wir beweisen es hier fiir den komplexen Fall, also fiir
Sesquilinearformen. Fiir K = R sind einfach alle Querstriche zu ignorieren.

Satz 2.13 (Lemma von Lax-Milgram). Sei a : H X H — K eine stetige Bi-/Sesquili-
nearform. Dann gibt es genau ein A € L(H), so dass gilt

a(u,v) ={u, Av), u,v € H,

und es ist ||Al|p—u < C. Ist a zusditzlich koerziv, so ist A bijektiv und A~" ist ebenfalls
stetig mit ||A~Y||g—u < V/x. Hierbei sind C und « die Konstanten aus Definition 2.12.

Beweis. Wir zeigen zunichst Eindeutigkeit. Sind A, B € L(H) mita(u,v) = (u, Av) =
(u, Bv) fiir alle u,v € H, so folgt (u, Av — Bv) = 0 fiir alle u € H. Nach Bemer-
kung 1.12 gilt Av = By fiir jedes v € H, also ist A = B.

Fiir ein fixes v € H ist ¥, := a(-,v), eine lineare Abbildung von H nach K, die dank
der Stetigkeit von a wegen

lov ()| = |a(u,v)| < Clvilllull,  ueH, 2.1)

stetig und damit ein Element von H’ ist. Nach dem Darstellungssatz von Riesz-
Fréchet 2.10 gibt es ein eindeutig bestimmtes Element w = ® !(y,) € H mit
a(u,v) =y, (u) = (u,w) fiir alle u € H. Wir definieren die Abbildung A : H — H
damit durch Av :=w = ®~!(y,), d. h. es gilt

a(u,v) ={u, Av), u,v e H.

Fiir den Nachweis, dass A linear ist, seien v,w € H und 4 € K. Dann gilt mit der
Anti-Linearitit des Riesz-Isomorphismus

Ay +w) = @ (Yapew) = @ a(, v +w)) =@ (Aa(,v) +a(-, w))
=107 (y,) + D () = 1AV + Aw.
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2.2 Funktionale auf Hilbertriumen

Da ®@~! eine Isometrie ist und dank (2.1) erhalten wir
[AV]| = 1D~ (W)l = s llar < ClIvIl, veH.

Also gilt tatsichlich ||A||g—g < C.

Sei ab nun a zusétzlich koerziv. Dann gilt fiir alle # € H mit der Definition von A und
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

kllull® < Re(a(u, u)) < |a(u,u)| = |(u, Au)| < ||ull|Aull, 2.2)
bzw. nach dem Kiirzen eines ||u||:
kllul| < ||Au]l, ucecH. (2.3)

Das impliziert sofort, dass A injektiv ist, wir wenden uns also der Surjektivitit zu.

Diese erledigen wir in zwei Schritten, indem wir zeigen, dass das Bild ran(A) von A
sowohl abgeschlossen als auch dicht in H ist, denn dann gilt ran(A) = ran(A) = H.
Fiir die Abgeschlossenheit sei (v,) = (Au,) eine Folge in ran(A), die in H gegen ein
v € H konvergiert. Dann gilt nach (2.3) fiir alle n,m € N

1 1
len — |l < =1|Auy — Aupll = =[vie = Vinlls
K K

also ist mit (v,) auch (u,) eine Cauchyfolge in H. Wir nennen deren Grenzwert u. Da
A stetig ist, gilt
v = lim v, = lim Au, = Au € ran(A).

n—oo n—oo

Zum Nachweis, dass ran(A) dicht in H ist, sei v € ran(A)*. Dann gilt wie in (2.2) die
Ungleichung «||v||> < [{v, Av)| und da Av € ran(A) und v € ran(A)? ist, ist dieses
Skalarprodukt Null. Also ist v = 0 und das liefert ran(A)* = {0}, was nach Satz 1.11
bedeutet, dass ran(A) dicht in H liegt.

Damit ist A~! : H — H wohldefiniert und nach (2.3) bekommen wir fiir alle u € H
_ 1 _ 1
IA™ |l < —[|AA™ u]l = = |lull,
K K
also ist schlieBlich ||A~!||z—# < !/« wie behauptet. O

Haufig wird der Satz von Lax-Milgram in der folgenden Form verwendet.

Korollar 2.14. Es sei a : H X H — K eine stetige und koerzive Bi-/Sesquilinearform
und ¢ € H'. Dann gibt es genau ein v € H mit a(u,v) = ¢(u) fiir alle u € H und es

gilt |[vll < Vellella.

23



2 Lineare Operatoren auf Hilbertriumen

Beweis. Nach dem Darstellungssatz von Riesz-Fréchet gibt es genau ein w = @~ ()
mit ¢(u) = (u, w) fiiralle u € H und nach Lax-Milgram gibt es genau ein invertierbares
A € L(H) mit a(u, ) = (u, Ai) fiir alle u,# € H. Setzen wir also v := A7 lw =
A~1®7!(¢) so ist das ein eindeutiges Element von H mit

a(u,v) = (u, Av) = <u,CI)_1(¢,0)> = (u,w) = ¢(u), ueH,

und die Normabschitzung folgt aus unserer Abschitzung fiir A~' aus dem Lax-
Milgram-Lemma und der Isometrie-Eigenschaft des Riesz-Isomorphismus’ ®. O

2.3 Hilbertraum-Adjungierte

Aus der Linearen Algebra kennen Sie die adjungierte A* einer Matrix mit der definie-
renden Gleichung (Ax,y) = (x, A*y). Ein entsprechendes Konzept fiir Hilbertrdume
schauen wir uns jetzt genauer an. Dazu seien in diesem Abschnitt stets H und K

zwei Hilbertrdume mit Skalarprodukten (-, ) und (:,-)x, bzw. Normen || - ||z und
-k
Satz 2.15. Zu jedem T € L(H, K) gibt es einen eindeutigen Operator T* € L(K, H)
mit

(Tu,vyg = u, TV, ueH,vek.

Weiterhin gilt |T||lg—x = |[T*||lk—n = HT*T”;/I:H'

Beweis. Wir zeigen wieder zuerst Eindeutigkeit. Sind 77, T, € L(K, H) stetige Ope-
ratoren mit

(Tu,v)K:<u,T1*v>H:<u,T2*v>H, ueH,vek,
so ist nach Bemerkung 1.12 sofort 7{'v = T} v fiir alle v € K, und die beiden Operatoren
sind damit gleich.

Wir konstruieren einen solchen Operator 7. Dazu betrachten wir fiir gegebenes v € K
die lineare Abbildung ¢, : H — K mit ¢, (u) = (Tu,v)g, u € H. Wegen

v ()] = [(Tu, vyg| < ITullklvlix < ITla—kllviklullm, weH, veK,

ist diese stetig, also ein Funktional in H” dessen Norm hochstens ||T'|| g—x||v|| x ist. Also
liefert der Darstellungssatz von Riesz-Fréchet 2.10 ein eindeutiges Element 7*v € H
mit
(Tu,vYg =,(u) = (u, T*v)y, ueH,vek,
und
IT*vIl = IYoller < ITNla-klvik. (2.4)
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2.3 Hilbertraum-Adjungierte

Das ergibt eine Abbildung 7* : K — H, von der wir jetzt zeigen miissen, dass sie
linear ist. Seien dazu v,w € K und A € K. Dann gilt fiir alle u € H
U, T*(Av+w))yg = Tu, v+ w)g = A{Tu, Wg + (Tu, w)g
= A, TV g+ u, T*W)y = (u, AT*V + T*w)

und Bemerkung 1.12 liefert 7* (Av+w) = AT*v+T*w. Die Ungleichung in (2.4) ergédnzt
das sofort um die Information, dass 7* auch stetig ist mit |7*||x—g < [|T||g—k-

Fiir die umgekehrte Ungleichung bilden wir T** := (T*)* € L(H,K). Fiir diesen
Operator gilt

(T™u,vyg = vV, T*u)g = (T*v,u)yy = u, T*v)y = (Tu,v)g, uecH,vek,

also sagt wiederum Bemerkung 1.12, dass 7** = T gilt. Die obigen Erkenntnisse, nun
angewendet auf 7, fiihren also auf die umgekehrte Ungleichung

ITl—k = IT" |~k < T k-,

sodass wir zusammen nun ||7*||x >z = ||T||z—k haben.

Als letztes bleibt die Gleichheit ||T*T||g—y = ||T||> zu zeigen. Dank der Submultipli-
kativitét der Operatornorm gilt sofort

I Tt < T k-l Tk = T k-
Umgekehrt gilt mit Hilfe von Lemma 1.3

IT*T\g—p = sup ||[T*Tullg = sup sup |(T*Tu,v>H|
ueH ueH veH
llell =1 lellz=1 lIvlla=1

= sup sup |(Tu, TV>K|
ueH veH
lulla=1[Iv]lm=1

2 2
> sup |(Tu,Tu)g|= sup ||Tullz =TI} k- |
ueH ueH
lull =1 llull =1

Definition 2.16. Es sei T € L(H, K). Der Operator T* aus Satz 2.15 heifst Hilbert-
raum-Adjungierte von T.

Offensichtlich gilt fiir die Adjungierte der Identitdt /* = I. Wir sammeln weitere ein-
fache Eigenschaften und Rechenregeln fiir die Hilbertraum-Adjungierte im folgenden
Satz, dessen Beweis als Ubungsaufgabe verbleibt.

Satz 2.17. Es seien L ein weiterer Hilbertraum, S,T € L(H,K), U € L(K,L) und
a, B € K. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(@ (I")" =T.
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2 Lineare Operatoren auf Hilbertriumen

(b) (aS + BT)* =aS* + BT
(c) (UT)* =T*U".

Beispiel 2.18. Es ist sehr sinnvoll fiir alle Operatoren in Beispiel 2.2 die Hilbertraum-
Adjungierten zu bestimmen. Beispielhaft wird das hier fiir die Faltungsoperatoren aus
Beispiel 2.2 (f) gemacht. Sei also k € L' (R¢) und wie dort K; : L*>(R¢) — L2(R%)
gegeben durch Ky f = k = f fiir f € L2(R?). Dann gilt fiir alle f, g € L(R%)

(Kif g = [ s gt de= [ ] ke=30f0) ayzo a
= [ [ k=g ax dy
R4 JR4

= [ 10 [ Fe=ew axay
R4 R4
- /R FOE D0 dv = (£ Kigysqa

mit k*(z) = k(-z), z € R%.

Also ist die Hilbertraum-Adjungierte von K wieder ein Faltungsoperator mit dem oben
angegebenen Faltungskern k*, d. h. (Kj)* = K.

Ubungsaufgabe 2.19. Zeigen Sie fiir die anderen Operatoren aus Beispiel 2.2, dass
mit der dortigen Notation (M;;)* = Mgz, L* = R, R* = L, ¥* = F 'und S} = S_,
gilt.

Hat man einen Operator 7" in der Hand, kann das Studium der Adjungierten durchaus
auch Erkenntnisse iiber 7" bringen. Hier ist ein erstes solches Resultat.

Satz 2.20. Sei T € L(H, K). Dann gilt
(a) ran(T*)* = ker(T).
(b) H =ker(T) ® ran(T*) und K = ker(T*) & ran(T).
(¢) T ist genau dann injektiv, wenn das Bild von T* dicht ist.

(d) T hat genau dann ein dichtes Bild, wenn T* injektiv ist.

Beweis.  (a) Seiu € ran(T*)*. Dann gilt fiir alle v € K
(Tu,v)g = w, T"v)y =0,
denn T*v € ran(T*). Das bedeutet aber, dass Tu = 0 ist, also u € ker(T).
Ist umgekehrt u € ker(T), so gilt fiiralle v € K
u, T*vyy = (Tu,v)g = (0,v)g =0,

also haben wir u € ran(7T*)*.
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2.3 Hilbertraum-Adjungierte

(b) Der Teilraum ran(7*) ist offensichtlich abgeschlossen in H und nach Satz 1.5 (¢)
und (a) gilt
ran(T*)l = ran(T*)* = ker(T).

Das liefert die erste Zerlegung und die zweite folgt dann sofort dank 7°* = T
durch Anwendung der ersten auf 7™:

K =ker(T") & ran(T**) = ker(T") & ran(T).

Die beiden Aussagen in (c) und (d) kann man dann direkt aus den Zerlegungen in (b)
ablesen. O
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3 Variationelle Methoden — ein
Anwendungsbeispiel

3.1 Das Problem

Ein wichtiger Anwendungsbereich der Funktionalanalysis innerhalb der Analysis liegt
in der Theorie partieller Differentialgleichungen und diese gab auch umgekehrt immer
wieder Impulse, die erst zur Entwicklung der Funktionalanalysis gefiihrt haben. Ein
sehr erfolgreiches Kapitel dieses Zusammenspiels ist die Variationsrechnung, in die wir
hier einen winzig kleinen Einblick nehmen wollen, damit sichtbar wird, welche Kraft
schon hinter dem kleinen bisschen Funktionalanalysis steckt, das wir bisher entwickelt
haben.

Wir betrachten dazu eine Differentialgleichung, die als Poissongleichung bekannt ist
und in weiten Teilen der Physik und Mechanik immer wieder vorkommt. Damit die
Darstellung einfach bleibt, beschrinken wir uns auf den eindimensionalen Fall, was
den Vorteil hat, dass wir im Bereich gewohnlicher Differentialgleichungen bleiben, den
Sie aus fritheren Vorlesungen kennen.

In diesem ganzen Kapitel seien a,b € R mita < b und I := (a, b). Fir eine gegebene
Funktion f : I — R suchen wir ein u : I — R mit

{—u” =f auf /
(PP)
u(a) =u(b) = 0.

Es handelt sich hier um ein Randwertproblem und nicht um ein in der Vorlesung ge-
wohnliche Differentialgleichungen vor allem behandeltes Anfangswertproblem. Trotz-
dem kann man dieses, zumindest fiir stetiges f, brute force durch zweimaliges Aufin-
tegrieren und Einstellen der Integrationskonstanten 16sen. Wir wollen aber einen vollig
neuen Weg gehen, der den klassischen Losungsbegriff fiir solche Differentialgleichun-
gen erweitert und damit auch in deutlich komplizierteren Situationen einen Ansatz
liefert, der sehr erfolgreich ist. Eine ausfiihrlichere Darstellung der gleichen Methode
fiir partielle Differentialgleichungen und in groerer Allgemeinheit bleibt dann spiteren
Master-Vorlesungen vorbehalten.

Eine Losung dieser Gleichung im Sinne der Vorlesung gewohnliche Differential-
gleichungen wird auch klassische Losung genannt und besteht in einer Funktion
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3 Variationelle Methoden — ein Anwendungsbeispiel

u € C(I) N C2(I), die (PP) erfiillt.

Lemma 3.1 (Variationelle Formulierung von (PP)). Es sei u eine klassische Losung
von (PP). Dann gilt fiir jede Funktion ¢ € C°(I)

Juwe= [ 1o

Beweis. Sei u eine klassische Losung von (PP) und ¢ € C° (/). Dann gilt mit partieller
Integration und wegen ¢(a) = ¢(b) =0

i "W =l (0)8(6) ~ (@) (a) - i "We=0-0+ / (e - / "fo. o

a a

Die variationelle Formulierung ist eine fiir eine Losung von (PP) notwendige Bedin-
gung, die besagt, dass fiir jede Testfunktion ¢ eine Integralgleichung erfiillt sein muss.
Wenn wir irgendeine Chance haben wollen, von dieser Formulierung wieder zur Dif-
ferentialgleichung zuriickzukommen, miissen wir die Integrale wieder loswerden. Das
ist das Thema des folgenden fiir diese Theorie fundamentalen Satzes.

Lemma 3.2 (Fundamentallemma der Variationsrechnung). Es sei u € LIIOC(I ). Dann
ist u = 0 genau dann, wenn gilt

/uqb:O, ¢ € C(I). 3.1)
1

Beweis. Zu beweisen ist nur, dass aus der Integralbedingung schon u = 0 fast tiberall
folgt. Sei also u € Llloc(l ) eine Funktion, die (3.1) erfiillt. Fiir jedes m € N betrachten
wir I, :== [a + 1/m, b — 1/m] und zeigen im Folgenden, dass u = 0 fast iiberall auf 7, fiir
jedes m € N gilt. Durch Vereinigen von abzéhlbar vielen Nullmengen gilt dann auch
u = 0 fast iiberall auf /.

Wir fixieren also ein m € N und betrachten die Funktion u|;, . Da 1,1 kompakt ist,
ist diese in L' (,,+1) und wir setzen diese Einschrankung von u durch Null zu einer
Funktion # € L'(R) fort. Weiter wihlen wir einen Mollifier (¢,) mit supp(¢,) C
Uy, (0) fiir jedes n € N. Wir wollen ausnutzen, dass it * ¢, fiirn — oo in L!(R) gegen i
konvergiert und daher die Voraussetzung (3.1) auf ¢ = ¢, (x — -) fiir x € I,,, und groB3e
n anwenden.

Sei x € I,,. Dann ist die Funktion ¢,(x — -) beliebig oft differenzierbar und es ist
supp(¢n(x—-)) € Uy, (x). Wihlt man nun n > m(m+1), soist 1/m+1+1/n < 1/m, sodass
supp(¢,(x —-)) € Uy, (x) € L4 gilt. Insbesondere ist ¢, (x —-) € CZ°(/) und wir
konnen (3.1) anwenden. Das liefert fiir jedes n > m(m + 1) mit der Voraussetzung (3.1),
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3.2 Schwache Ableitungen und der Sobolew-Raum H' (I)

den Trigereigenschaften von ¢,(x — -) und u und der Definition der Faltung

0= /Iu(y)qﬁn(x —y)dy = /1,,,+, u(y)pn(x —y) dy = /1m+. u(y)dn(x —y) dy

_ /Rﬁ(y)(ﬁn(x —y) dy = T+ gu(x)

fir jedes x € I,,. Bilden wir nun den Grenzwert n — oo, so bekommen wir mit
Konvergenz in L!(R)
u=limuxg¢,=1lim0=0.

n—oo n—oo

Also ist u = u = 0 fast tiberall auf 7, und der Beweis ist vollbracht. O

3.2 Schwache Ableitungen und der Sobolew-Raum
H'(1)

Die Erkenntnis aus Lemma 3.1 sieht reichlich banal aus, aber darin steckt der Keim
fiir alles folgende. Der Punkt ist, dass die in diesem Lemma gefundene notwendige
Bedingung dafiir, dass u eine Losung von (PP) ist, fiir viel allgemeinere Funktionen
Sinn ergibt als nur fiir zwei Mal stetig differenzierbares u. Offensichtlich reicht schon
mal nur eine Differenzierbarkeitsordnung, denn zweite Ableitungen tauchen keine mehr
auf. Da die Funktion auBerdem nur im Integral ausgewertet wird, kdnnen wir noch
viel weiter gehen. Dazu werden wir jetzt unseren Differenzierbarkeitsbegriff aus der
Analysis I deutlich aufweichen.

Ahnlich wie im Beweis von Lemma 3.1 gilt fiir u € C'(I), mit partieller Integration
fiir alle ¢ € CZ(1)

/ "t = u(B)9(b) - u(@)(@) - / ’ oo /ab”'q’

Diese Gleichheit erheben wir jetzt umgekehrt zur Definition.

Definition 3.3. (a) Einu € LIIOC(I ) heifst schwach differenzierbar, wenn es ein v €

L (I) gibt mit
Jus == [vo.  veczm.
1 1

loc
Die Funktion v heifit dann schwache Ableitung von u und wir schreiben dafiir
weiter u’ = v.

(b) Der Vektorraum
H!(]) := {u e L2(I) : u schwach differenzierbar mit u’ € LZ(I)}

heift Sobolew-Raum (erster Ordnung iiber L?(1)).
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3 Variationelle Methoden — ein Anwendungsbeispiel

Wir haben oben bereits gesehen, dass jede klassisch differenzierbare Funktion auch
schwach differenzierbar ist und dass in diesem Fall die klassische Ableitung auch eine
schwache Ableitung ist. Damit das alles sauber definiert ist, sollten wir noch schnell
klaren, dass die schwache Ableitung eindeutig ist.

Satz 3.4. Die schwache Ableitung ist, wenn sie existiert, eindeutig bestimmt.

Beweis. Es seien vi,v, € Llloc(l) zwei schwache Ableitungen einer Funktion u €
L! (I). Dann gilt fiir alle ¢ € CZ(1)

loc
/I(V1 —Vv2)¢ = /I(V1¢ — V) = — /I(Wﬁ/ —u¢’) =0,

also ist mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung 3.2 sofort vi — vy = 0,
d.h.vi =vs. m|

Beispiel 3.5. (a) Die Betragsfunktion |- | : (-1, 1) — R ist schwach differenzierbar
mit der Signumfunktion sign, die fiir negative Argumente —1 und fiir positive
Argumente 1 ist, als schwache Ableitung, denn fiir alle ¢ € CZ((—1, 1)) ist

1 0 1
[1 lt|@" () dt:[1 (—tg'(1)) dt+/O tg'(t) dt

und mit partieller Integration gilt

0 0 ) 1

__ d - d

t<z>(t)|_1+/_1 ¢(1) dt +1¢(1)], /0 (1) dr
=0 =0

1
= —/ sign(t)¢p(t) dr.

1

(b) Dagegen ist die Signumfunktion selbst nicht wieder schwach differenzierbar.
Dazu nehmen wir an, das wére doch der Fall mit einer hypothetischen schwachen
Ableitung sign’. Dann gilt fiir alle ¢ € CZ° (/) mit dem Hauptsatz

1 1 0 1
[1 sign’-gb:—[] sign-gb’:[l ¢’—/0 ¢ =2¢(0).

Insbesondere gilt fiir alle ¢ € CZ°((—1,0)) die Gleichheit /_ 01 sign” - ¢ = 0 und
nach dem Fundamentallemma der Variationsrechnung 3.2 folgt sign” = 0 fast
tiberall auf (—1,0). Analog kann man auf (0, 1) vorgehen und es folgt sign” = 0
fast tiberall auf (-1, 1).

Nehmen wir nun ein ¢ € CZ°() mit ¢(0) = 1 her, so fiihrt das auf den Wider-

spruch
1 1
2:2¢(0):/ sign’-¢:/ 0-¢=0.
-1 -1
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3.2 Schwache Ableitungen und der Sobolew-Raum H' (I)

Erfreulicherweise fiihlt sich die schwache Ableitung in vielen Belangen sehr dhnlich an,
wie die, die Sie schon ldnger kennen. Wir sammeln ein paar der iiblichen Rechenregeln
fiir die Ableitung. Der Beweis bleibt als Ubungsaufgabe stehen.

Satz 3.6 (Rechenregeln schwache Ableitung). Es seien u,v € Llloc(l ) schwach diffe-
renzierbar und A € K. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(@) Au + v ist schwach differenzierbar mit (Au +v)" = Au’ +V'.
(b) Istu’ =0, so ist u konstant.
(c) u ist schwach differenzierbar mit (1)’ = u’.

Nun kommt die Funktionalanalysis ins Spiel. Dazu versehen wir den Sobolew-Raum
H'(I) mit einem passenden Skalarprodukt.

Satz 3.7. Versehen mit dem Skalarprodukt
U, vy = (u, V)2 + U vy = /(uV+ u'v’), u,v € H'(I),
1

ist H'(I) ein Hilbertraum.

Beweis. Eslisst sich ohne Uberraschungen nachrechnen, dass (-, -)y1 ein Skalarprodukt
auf H! (1) ist, so dass die eigentliche Substanz darin liegt, die Vollstindigkeit beziiglich
der durch dieses Skalarprodukt gegebenen Norm

1
el = (lal®, + 112,) ", w e HY(D),

nachzuweisen. Sei dazu (u,,) eine Cauchyfolge in H' (1), dann gilt fiir alle n, m € N

)"

2 2
= tmlliz < (llun = wnllE> + Ny, = wp 152) ™ = lltn = il

und genauso ||u), —u),||;2 < || — tm]|f1 - Also sind sowohl (u,) als auch (u],) Cauchy-
folgen in L?(). Da dieser Raum wiederum vollstindig ist, existieren u, v € L2(I) mit
u, — uund u!, — v (n — oo) in L2(1).

Als nichstes zeigen wir, dass u schwach differenzierbar ist mit #” = v. Tatsdchlich gilt
fiir alle ¢ € C(7) mit der Stetigkeit des L2-Skalarprodukts als Abbildung von L?([)
nach C

’ _ Y 1 Y 1 A T ’ - _
[t = 0.2 = Jim G Py = fim, [t == tim [u0=— [vo
Damit ist nun # € H'(7) mit ' = v und es gilt
2 2 \1/2 2 2\ 12
lun—ullgr = (=l o+l = lI72) " = (g =ullD+luy=vII2) ™ =0 (n — ),

was den Beweis beendet. O

33



3 Variationelle Methoden — ein Anwendungsbeispiel

Wir haben H!(I) damit als einen Hilbertraum identifiziert, der in L?>(I) enthalten
ist, aber mit einer groBeren Norm versehen ist: Fiir alle u € H'(1) gilt |lu|l;> <
|||l - Funktionalanalytisch formuliert bedeutet das, dass die Einbettungsabbildung
j:H'(I) = L?(I) mit j(u) = u eine stetige lineare Abbildung ist. In diesem Fall sogar
mit Operatornorm Eins.

Diese Situation taucht oft auf und wird daher jetzt formal gefasst.

Definition 3.8. Sind (X, ||-||x) und (Y, ||-||y) normierte Rdume mitY C X und existiert
eine Konstante mit ||u||x < Cl|ul|y fiir alle u € Y, dann sagt man, dass Y stetig nach X
einbettet und schreibt dafiir Y — X.

3.3 Der Hauptsatz und stetige Reprasentanten

In Lemma 3.1 haben wir unser Differentialgleichungsproblem (PP) in die variationelle

Formulierung
Jwo=[ro. secrm.
I 1

umgeschrieben und stellen nun fest, dass wir die Frage, ob diese Gleichheit erfiillt ist
oder nicht, an jedes u € H! () stellen konnen. Wenn wir allerdings ein « in H! (1) haben,
das diese Gleichheit erfiillt, so ist in keiner Weise offensichtlich, dass dieses das Rand-
wertproblem (PP) 16sen sollte. Das fingt schon auf der ganz banalen Ebene an, dass die
Punktauswertungen in a und b, die in der Randwertvorgabe vorkommen, fiir Elemente
von H!(I), die ja immer noch L2-Restklassen sind, iiberhaupt keinen Sinn ergeben!
Darum wollen wir uns nun kiimmern, denn auch dieses scheinbar uniiberwindliche
Hindernis lisst sich aus dem Weg raumen.

Satz 3.9 (Hauptsatz fiir Sobolew-Funktionen). Sei u € L*(I). Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(a) u € H' ().
(b) Es gibt ein v € L>(I) und ein ¢ € K mit

t
u(t) =c+ / v(s) ds fiir fast alle t € 1.
a

In diesem Falle gilt u’ = v, die rechte Seite in (b) ist ein (eindeutiger) Reprisentant u
von u, der in C(I) liegt, und es ist ¢ = u(a)

Beweis. Wir zeigen zuerst (b)=(a). Da I ein beschrinktes Intervall ist, ist v zlls L2-
Funktion insbesondere integrabel auf I, also stellt u(¢) = ¢ + /a ! v(s) ds, t € I nach
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3.3 Der Hauptsatz und stetige Reprdsentanten

dem Satz von Lebesgue eine stetige Funktion auf I dar. Weiter gilt fiir jedes ¢ € C([)
mit dem Satz von Fubini

/abu(t)¢/(t) dr = c/abtﬁ’(t) dt+/ab‘/:v(s) ds¢' (1) di

b b b
:O+/ v(s)/ &' (1) dtds:—/ v(s)p(s) ds

und das bedeutet nichts anderes, als u” = (u)” = v im schwachen Sinne. Insbesondere
ist u’ € L*>(I) und damit u € H'(I). AuBerdem gilt z1(a) = ¢ + 0 = c.

Sei umgekehrt ¥ € H'(I). Dann ist v := ' € L?>(I) € LY(I) und fiir f(r) :=
fa ! u'(s) ds, t € I, gilt mit einer analogen Rechnung wie oben v’ = f’. Also gibt es
nach Satz 3.6 (b) eine Konstante ¢ € K mit u = ¢ + f und wir sind fertig. m|

Eine wichtige Konsequenz dieses Resultats ist, dass man jede Sobolew-Funktion auf
einem Intervall ohne Einschrinkung der Allgemeinheit als stetig annehmen darf. Tat-
sichlich kann man, indem man jedes u € H' (1) auf seinen nach diesem Satz existenten
stetigen Reprisentanten abbildet, den Raum H' (1) als Teilraum von C(7) auffassen und
redet damit wieder iiber Funktionen und nicht mehr wie in L?(I) eigentlich iiber Rest-
klassen von Funktionen. Das werden wir im Weiteren auch jeweils tun und notationell
nicht mehr zwischen u und # unterscheiden. Auf diese Weise konnen wir fiir u € H! (1)
beispielsweise den Hauptsatz direkt wie gewohnt als

t

u(t) = u(ty) + / u'(s) ds, to,t €1, (3.2)

hinschreiben.

Tatsdchlich sind Sobolew-Funktionen in einer Dimension sogar noch ein wenig schoner.
Falls Sie diesen noch nicht gesehen haben, sei hier der Begriff der Holder-Stetigkeit
eingefiihrt:

Definition 3.10. f : I — K heifir Holder-stetig vom Exponent « € (0, 1), wenn es ein
C > 0 gibt mit B
|f(s) = f(0)| < Cls —1]%, s,tel.

Der normierte Raum aller Holder-stetigen Funktionen vom Exponent « auf I wird mit
C%(I;K) oder kurz C*(I) bezeichnet. Die Norm ist gegeben durch

() = FO1

a (= + su
I len = 11+ sup LIS

sitel
S#L

Der Fall @ = 1 ist hier auch interessant, und diesen sollten Sie in jedem Fall kennen.
Das sind ndmlich genau die Lipschitz-stetigen Funktionen. Er ist in dieser Definition
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3 Variationelle Methoden — ein Anwendungsbeispiel

ausgespart, da dann erstens iiblicherweise von ,,Lipschitz-stetig* und nicht von ,,Holder-
stetig vom Exponent 1 die Rede ist und zweitens, weil man auf keinen Fall die Notation
C% mit @ = 1 fiir die Lipschitz-stetigen Funktionen verwenden sollte. Zwischen stetig
differenzierbar und Lipschitz ist dann doch noch eine deutliche Liicke.

Wir konnen jetzt die Glattheit der Sobolew-Funktionen genau quantifizieren.

Satz 3.11. Jedes u € H! (1) ist Holder-stetig vom Exponenten /2 auf I und es gilt
H! (1) — C'2(I), d. h. es existiert ein C > 0 mit

lullcip < Cllullg, — u € H'(I).

Beweis. Seiu € H'(I) gegeben. Dann gilt nach dem Hauptsatz fiir Sobolew-Funktio-
nen, vgl. (3.2) und mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir alle 5,7 € 1
1

t t h L i
[rwmal<| el [ o] <ts- i,
S S S

qap 15 =] _

|u(s) - u(t)l =

<

Damit ist schon mal

’
> = S
WA
3s;&t

und der zweite Teil der Holder-Norm erledigt. Wir brauchen noch eine entsprechende
Abschitzung fiir ||u|| .

Auch diese steckt in obiger Rechnung, wenn man es geschickt anstellt. Fiir alle s, 7 € I
gilt wieder mit dem Hauptsatz

t
O] =[uts) + [0 0) ar| < W) +1s =112z < )]+ (6 = @)l
N
Wir mitteln nun diese Ungleichung iiber alle s € I und bekommen fiir alle ¢ € 1

(0] = 5 [0l ds < = 1) ds+ (b= )Pl

b—-a

Auch den folgenden Trick, wie wir mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung aus dem
Integral iiber |u| nun eine 2-Norm von u bekommen, hatten wir gerade schon:

1
< (b=a)"|lullz + (b= a)?|lu||2
b—a
Zusammen ist damit
lu(s) —u(1)|
lullgre = llulleo + SUp ———77=
sitel |s — 1]
S#t
1 ) ,
< m”MHLZ +(1+(b-a) /2)||M Iz < Cllullg
mit einem geeignet gewihlten C. O
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3.4 Losung der variationellen Formulierung

Zum Abschluss dieses Abschnitts folgt noch die Produktregel und eine Partielle-
Integration-Formel fiir Sobolew-Funktionen. Der Beweis verbleibt als Ubungsaufga-
be.

Korollar 3.12 (Partielle Integration). Seien u,v € H'(I). Dann gilt uv € H'(I) mit
(uv) = u'v + uv’ und es ist

/tu'v =u(t)v(t) —u(s)v(s) - /tuv', s,tel.

3.4 Losung der variationellen Formulierung

Unsere Erkenntnis, dass jede Sobolew-Funktion einen stetigen Reprisentanten hat, be-
deutet auch, dass die Punktauswertungen in a und b, die in der Randbedingung von (PP)
auftauchen, fiir Funktionen in H!(7) Sinn ergeben! Damit kénnen wir nun, aufbauend
auf Lemma 3.1, einen schwicheren Losungsbegriff fiir unser Randwertproblem (PP)
definieren.

Definition 3.13.  (a) Der Sobolew-Raum mit Nullrandbedingung ist

Hy (1) := {u € H'(I) : u(a) = u(b) = 0}.
(b) Eine Funktion u € H(l)(l ; R) heifst schwache Losung von (PP), wenn gilt

/u’gb’ = /f¢, ¢ € CZ(). (schwachPP)
1 I

Bemerkung 3.14. (a) Der Raum H(l)(l ) ist ein abgeschlossener Teilraum von H! (1),
was sich folgendermallen ergibt. Fiir eine Folge (u;,) in H(')(I ), die in H! (1) gegen
ein u € H!(I) konvergiert, gilt nach Satz 3.11 wegen u,,(a) = O fiir alle n € N

lu(a)] = lim fu(a) —un(a)| < lim flu = unllo < lim Cllu = unllr(s) = 0.

Also ist u(a) = 0 und genauso u(b) =0,d.h. u € H(l)(I).

Insbesondere ist also nach Satz 1.4 auch der Raum H(l)(I), versehen mit dem
Hl-Skalarprodukt aus Satz 3.7, ein Hilbertraum.

(b) Man beachte beim Begriff der schwachen Losung, dass die Randbedingung
aus (PP) in die Definition des Raums Hé(l ) eingebaut wurde. Sie taucht dadurch
nicht mehr als Bedingung in der Gleichung auf und ergibt sich von selbst, wenn
wir eine Losung in Hy (1) gefunden haben.
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3 Variationelle Methoden — ein Anwendungsbeispiel

Nun konnen wir zeigen, dass sich dieses Problem mit unseren funktionalanalytischen
Mitteln sehr elegant 16sen ldsst. Dazu brauchen wir nur noch eine beriihmte Unglei-
chung.

Satz 3.15 (Poincaré-Ungleichung). Es existiert ein C > 0 mit
lullz < Cllu'll2s u € Hy(I).

Beweis. Seiu € H(l)(l). Dann gilt fiir alle ¢ € I dank des Hauptsatzes (3.2), u(a) = 0
und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

) t 2 t 2 b 2
|u(t)| = ‘u(a) +/ u'(s) ds‘ < (/ [’ ()| ds) < (/ lu'(s)] - 1 ds)
’ 2 ’
< (0 =)™ 1i2) = (b - D12
Durch Integration iiber ¢ erhélt man
2 2 2 2 ’
fullz = ( [lof &)< ([ -al) " = G-l o
Satz 3.16 (Schwache Losung von (PP)). Fiir jedes f € L?(I) gibt es genau ein u €
H)(I), das (schwachPP) erfiillt und es gilt
lullp < 2max{1, C*}||f .2
mit der Konstanten C aus der Poincaré-Ungleichung in Satz 3.15.

Beweis. Wir definieren

a: H(l)(l) X H(l,(l) — R, mita(u,v) = /lu’v’ =W, V2, u,ve H(l)(l).

Dann ist a eine Bilinearform auf dem reellen Hilbertraum H(l)(l ), die wegen
1
e, v)| = [ v e] < ezl < Dl vl v € HY(D)

stetig ist.

AuBerdem ist a auch koerziv, denn fiir alle u € H(l) (1) gilt mit der Poincaré-Ungleichung
aus Satz 3.15

’ ’ 1 ’ 1 ’ 1 1 ’
) = [P = I = S0+ 51 > sl + 51l
I
1 2 712 1 2
> + - _
ez Ul + 18 1E2) = 5o iy

38



3.5 Regularitdt der schwachen Losung

Wir wenden uns der rechten Seite der Gleichung zu. Dazu betrachten wir fiir die
gegebene Funktion f € L?(I) die Abbildung Qr H(l)(l) — Rmit ¢r(v) = flfv,
XS H(l)(l ). Diese ist offensichtlich linear und sogar ein Funktional auf H(l)(l ), denn fiir
allev € H(l)(l ) gilt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

o/ =| [ 1+

so dass ”()Of”(H(‘))/ < || fllL2 ist.

< W lhalvllee < [/ ez vl

Nach dem Satz von Lax-Milgram in der Form von Korollar 2.14 gibt es also genau ein
ue H(l)(l ) mit

/u'¢’ =a(p,u) = pr(¢) = /f¢, ¢ € Hy(I),
1 1

insbesondere gilt diese Gleichheit also fiir alle ¢ € C° (1) C H(l)(l ), so dass u wirklich
eine schwache Losung von (PP) ist. SchlieBlich sagt Korollar 2.14 auch, dass

1
lello iy < sy < 2max{1, Y1l

gilt und wir sind fertig. O

3.5 Regularitat der schwachen Losung

Was haben wir erreicht? Wir konnen das Randwertproblem (PP) fiir jede rechte Seite
f € L2(I) eindeutig schwach losen. Diese Losung ist aber erst einmal nur in H(l)(l ) und
damit nicht einmal im schwachen Sinne zwei Mal differenzierbar. Das ist einigermallen
unbefriedigend und wir schauen uns in diesem Abschnitt an, wie gut die gefundene
schwache Losung tatsdchlich ist. Dazu definieren wir erst einmal hohere schwache
Ableitungen. Das birgt keine weiteren Uberraschungen.

Definition 3.17.  (a) Es sei k € N mit k > 2. Ein u € L| _(I) ist k-mal schwach
differenzierbar auf I, wenn u schon (k — 1)-mal schwach differenzierbar ist und
die (k — 1)-te Ableitung u'*"V noch einmal schwach differenzierbar ist. Dann
heift u® = (u*=D)’ die k-te schwache Ableitung von u.

(b) Fiir k € N mit k > 2 heif’t der Vektorraum
HY (1) == {u e H' (1) : o/ e HF 1 (1)}

Sobolew-Raum (k-ter Ordnung iiber L? (1))
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3 Variationelle Methoden — ein Anwendungsbeispiel

Tatsdchlich stellt sich heraus, dass unsere schwache Losung im schwachen Sinne
auch zweimal differenzierbar ist. Das folgt aus der folgenden Charakterisierung von
H'(1).

Lemma 3.18. Es sei u € L2(I). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) u e H(D).
(b) Es gibt eine Konstante C > 0, so dass fiir alle ¢ € CZ°(I) gilt

o

Beweis. Der Beweis von (a) nach (b) ergibt sich durch eine Anwendung der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung:
= ‘ / u/¢
I

o

Wir wenden uns also der umgekehrten Implikation zu. Dazu betrachten wir die Abbil-
dung

< Cllglla -

<Nl lgllieys ¢ € CE ().

WiC() >R, ‘”("’)::/,”"’" b € C2().

Diese ist offensichtlich linear und es gilt nach Voraussetzung

wio)| = | [uo

d.h. ¢ ist von (CZ(I), || - [[r2(s)) nach R stetig. Nach Satz 2.5 hat ¢ also eine stetige
Fortsetzung ¢ zu einem Funktional auf L2(7). Nach dem Darstellungssatz von Riesz-
Fréchet 2.10 gibt es also ein v € L2(I) mit (w,v) = ¢(w) fiir alle w € L2(1).
Insbesondere gilt fiir alle ¢ € C°(1)

< ClI#ll2

[t =00 =50 = 0) = [
und das bedeutet gerade, dass u € H' (1) ist mit u’ = —v. O

Satz 3.19. Essei f € L>(I) undu € H(l)(l ) die zugehorige eindeutige schwache Losung
von (PP). Dann gilt u € H>(I).

Beweis. Fiir alle ¢ € C°(I) gilt, da u die schwache Losung zu f ist und mit der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung

o

Damit folgt aus Lemma 3.18 dass «’ € H' (1) und damit u € H>(I) ist. O

- |/,f¢‘ < 1Azl -
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3.5 Regularitdt der schwachen Losung

Nun konnen wir auch zeigen, dass wir fiir stetige rechte Seiten f die klassische Losung
wiedergefunden haben.

Satz 3.20. Es sei f € C(I) undu € H(l)(l ) die zugehdrige eindeutige schwache Losung
von (PP). Dann gilt u € C(I) N C2(1), d. h. u ist eine klassische Losung von (PP).

Beweis. Zunichst wissen wir nach Satz 3.9 bzw. Satz 3.11, dass u € C([) ist und es gilt
u(a) = u(b) = 0. Es bleibt also sicherzustellen, dass u zweimal stetig differenzierbar
ist. Wir wissen nach dem eben gezeigten, dass u € H2(I ) ist, also gilt fiir jede Funktion
¢ € CZ°(I) nach der Definition der schwachen Ableitung und wegen (schwachPP)

/I(u”+f)¢=/1(u’)’¢+/lf¢=—/Iu’¢’+/1f¢=—/If¢+/1f¢=0-

Nach dem Fundamentallemma der Variationsrechnung 3.2 gilt also u” + f = 0, d. h.
—u" = f fast iiberall. Da f stetig ist, hat auch u” einen stetigen Reprédsentanten, also
liegt u € C?(I). Damit muss —u” = f sogar iiberall auf I gelten und u ist eine klassische
Losung von (PP). O
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4 Lineare Operatoren auf
Banachraumen

Wir haben in den bisherigen Kapiteln gesehen, dass die Untersuchung von Funktio-
nalen, Dualraumen und Adjungierten uns einiges iiber die Eigenschaften von Hilbert-
raumen verraten kann und dass mit den daraus entwickelten Werkzeugen auch ganz
handfeste und schwierige Probleme sehr elegant und allgemein gelost werden konnen.
Wenn Sie beispielsweise an die L”-Skala denken, sind Hilbertraume aber ein zwar sehr
schoner aber doch eher seltener Spezialfall. Eine naheliegende Frage ist es daher, wie
viele der bisher hier entwickelten Konzepte und Methoden wirklich die Hilbertraum-
Struktur brauchen und wie viel davon sich auch allgemeiner in Banachriumen umsetzen
lasst. Das wollen wir in diesem Kapitel genauer untersuchen.

4.1 Grundlagen

Erinnerung 4.1. Ein vollstindiger normierter Vektorraum wird Banachraum genannt.
Jeder Hilbertraum ist auch ein Banachraum.

Ubungsaufgabe 4.2. Es seien X, Y zwei normierte Riume. Zeigen Sie die folgenden
Aussagen:

(a) Der Vektorraum X X Y ist mit der Norm

”(l/l,V)”XXy = ”u”X + ”V”Y’ (M’V) € X X Ya

ebenfalls ein normierter Raum.
(b) Sind X und Y Banachrdume, so ist auch X X Y ein Banachraum.
Beispiel 4.3. Bekannte Beispiele von Banachraumen sollten sein:

(a) Der Standardvektorraum K¢ mit irgendeiner Norm, beispielsweise einer p-Norm

n=1

d /p d
Ielly = (D beal?) ™ fiir 1< p < o0, bzw. xles = sip .
n=1
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4 Lineare Operatoren auf Banachrdumen

(b) Der Raum C(K) aller stetigen Funktionen f : K — R auf einer kompakten
Menge K mit der Supremumsnorm

1flleo = sup | f(x)] = max | f(x)].
xekK xXe

(c) Die Lebesgue-Raume L7 (Q) fiir einen MaBraum (Q, A, u) und p € [1, co] mit
der p-Norm

p
170 = ([ 1917 ) " i 1 < p <o, bl = esssupicq (01

Dariiber hinaus sind hier noch ein paar interessante Banachriume, die Sie vielleicht
noch nicht kennen.

(d) Der in Definition 3.10 eingefiihrte Raum C® (/) der Holder-stetigen Funktionen
zum Exponenten « € (0, 1) auf einem Intervall [ ist auch ein Banachraum.

(e) Analog zu £? gibt es eine p-Version der Folgenriume. So ist

> 1/!’ .. (o)
lan)lier = (D lanl?) " fir 1 < p < oo, bzw l|(an)lle= = sip |ay|
n=1

n=1

und der Raum
¢ := {(ay) Folge in K : [|(ay)llcr < oo}

ist fiir jedes 1 < p < co ein Banachraum.

(f) Die Folgenrdume
c:= {(a,,) Folge in K : (a,) konvergent} und ¢p := {(a,,) ec: lima, = O}

sind mit der £*-Norm ausgestattet jeweils Banachrdaume. Das kann man bei-
spielsweise sehen, indem man zeigt, dass £ ein Banachraum ist, dass ¢ und c
abgeschlossene Teilrdaume von ¢ sind und dass Satz 1.4 genauso fiir Banachriu-
me gilt.

Ubungsaufgabe 4.4. Schauen Sie sich die Operatoren in Beispiel 2.2 auf £? bzw. L? an
und versuchen Sie sie jeweils auch auf €7, ¢, ¢y bzw. L? zu definieren und bestimmen
Sie gegebenenfalls dort die Operatornormen.

Bevor wir in das in der Einleitung dieses Kapitels skizzierte Programm einsteigen,
wiederholen wir zwei wesentliche Techniken, die wir in Satz 2.5 und Satz 2.6 schon
fiir Hilbertriume gezeigt haben. Es ist eine gute Ubung, wenn Sie die Beweise noch
einmal durchgehen und sicherstellen, dass sie auch fiir Banachrdume genauso funktio-
nieren.
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4.1 Grundlagen

Satz 4.5 (Dichtheitsargument: Fortsetzung von Operatoren). Es seien X ein normierter
Raum, Y ein Banachraum und D C X ein dichter Teilraum von X, der ebenfalls mit der
X-Norm ausgestattet sei. WennT : D — Y ein beschrinkter Operator ist, dann gibt es
ein eindeutiges T € L(X,Y) mitT =T auf D und ||T||x—y = |IT|p—y-

Satz 4.6 (Dichtheitsargument: Fortsetzung von Operatorenfolgen). Es sei X ein nor-
mierter Raum, Y ein Banachraum und D ein dichter Teilraum von X. Weiter sei (T,,) eine
Folge in L(X,Y) mit C := sup,cy | T,||x—y < co. Wenn fiir jedes u € D der Grenzwert
lim,, o T,u in Y existiert, dann existiert Tu := lim,_, T,u sogar fiir jedes u € X, der
Operator T : X — Y ist linear und beschrinkt und ||T||x—y < liminf,_ ||T:||x—y-

SchlieBlich zeigen wir noch, dass fiir vollstandigen Zielraum auch der Raum der linearen
Operatoren wieder ein Banachraum ist.

Satz 4.7. Es seien X ein normierter Raum und Y ein Banachraum. Dann ist der
normierte Raum L(X,Y) auch ein Banachraum.

Beweis. Sei (T,) eine Cauchyfolge in £(X,Y). Dann gilt fiir jedes u € X wegen
| Tou — Tully = [[(Tn — T)ully < T — Tinllx—vy [lullx,

dass auch (7,,u) eine Cauchyfolge in Y ist. Da Y vollstindig ist, existiert deren Grenzwert
v € Y und wir konnen als Kandidaten fiir den Grenzoperator das T : X — Y definieren
mit Tu := v = lim,_,, T,u. Diese Abbildung ist wieder linear, denn fiir alle u1,u> € X
und A € K gilt

T(/lu1 + uz) = nll_)rl()lo Tn(/lul + uz) = nli_)n‘}o(/lTnul + Tnuz) =ATu; + Tu,.

Fiir die Stetigkeit von T beobachten wir, dass (7},) als Cauchyfolge in jedem Fall be-
schrinktin £(X,Y) istund setzen C := sup,,oy ||7,||x—y. Dann gilt dank der Stetigkeit
der Normabbildung || - ||y : Y = R

ITully = || lim Thully = lim ||Tully < lim Cllullx = Cllullx.
n—oo n—oo n—oo

Alsoist T € L(X,Y) und wir miissen nur noch 7, —» T (n — o0) in L(X,Y) zeigen.
Sei dazu € > O und N € N so groB, dass fiir alle n,m > N gilt ||T,, — Tyl x—y < &.
Dann gilt fiir alle u € X und alle n,m > N

Tt = Tully = ||(Tu = T)ully, < 1T = Tullx—yllullx < ellullx
und mit dem Grenziibergang m — oo in dieser Ungleichung erhalten wir
1T = Tully = [Ty = tim Tully = tim [T = Tally < lim sllully = #lullx
fiir alle u € X. Das bedeutet aber gerade, dass fiir alle n > N gilt
1T, —Tllx-y <&

und damit haben wir Konvergenz von (7},) gegen T in L(X,Y). O
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4 Lineare Operatoren auf Banachrdumen
4.2 Funktionale auf Banachraumen und Dualraum

Die Definition von Funktionalen und des Dualraums lédsst sich schon mal problemlos
vom Hilbertraum verallgemeinern.

Definition 4.8. Sei X ein normierter Raum. Jedes ¢ € L(X,K) heifit (lineares) Funk-
tional auf X und X’ := L(X,K) heifst Dualraum von X.

Auch der Dualraum eines normierten Raums ist mit der Operatornorm immer ein
normierter Raum, aber es gilt noch mehr: Da K vollstindig ist, ist der Dualraum nach
Satz 4.7 immer ein Banachraum. Das ist so wichtig, dass wir es in einem eigenen Satz
festhalten.

Satz 4.9. Der Dualraum jedes normierten Raumes ist ein Banachraum.
Wir schauen uns ein paar Beispiele von Funktionalen an.

Beispiel 4.10. (a) Auf dem Raum c der konvergenten Folgen in K gibt es ein Funk-
tional, mit dem Sie schon viel zu tun hatten, ndmlich den Grenzwert lim : ¢ — K.
Dieser ist bekanntermallen linear und wegen

[lim((a,))| = | lim a,| = lim |a,| < supla,| = [|(an)lle
n—oo n—oo }’LEN

auch stetig.

(b) Ein anderes mathematisches ,,Alltags-Funktional* ist das bestimmte Integral,
also beispielsweise fiir a, b € R mit a < b die Abbildung ¢ : C([a, b]) — K mit

w(f) = fa b f(¢) dr. Diese ist bekanntermalen linear und sie ist stetig wegen

b
enl=|[ 10 al< G-l

Schauen Sie dieses Funktional auf anderen Rdumen an! Fiir welche p € [1, oo
ist es beispielsweise stetig auf L” ([a, b])? Was ist jeweils die Operatornorm?

(c) Geben Sie Beispiele von Banachrdumen von Funktionen auf [0, 2] an, in denen
die Punktauswertung f +— f(1) ein stetiges Funktional ist und welche, wo es
das nicht ist.

Etwas genauer anschauen wollen wir uns nun Funktionale auf den Lebesgue-Ridumen
L7 (Q).

Satz 4.11. Es seien (Q, A, u) ein o-endlicher Mafraum und p, p’ € [1, co| mit 1/p +
1/p» = 1 mit der iiblichen Konvention, dass 1’ = oo und o’ = 1 ist. Weiter sei fiir
g € L”(Q) die Abbildung ¢g : LP () — K mit

oe(f) = /Q fodu  fell(Q).

definiert. Dann gilt
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4.2 Funktionale auf Banachrdumen und Dualraum

(a) Fiir jedes g € LP' (Q) ist @ ein stetiges Funktional auf LP (Q).
(b) Fiir jedes f € LP(Q) gilt

I£lIr = sup{leg ()] : g € L7 (Q), ligllpr = 1}

= supf| [ fe du: g <L (@, gl = 1}

(c) Fiir jedes g € LP'(Q) gilt lggllLr @y = llgllLy-

Bemerkung 4.12. Man beachte, dass wegen 7 = L (N, £ (N), ) mit dem Zahlmal
¢ all dies auch fiir £ und ¢”’ richtig ist.

Beweis. Der Nachweis von (a) beruht auf einer einfachen Anwendung der Holder-
Ungleichung:

e = | [ 7e aul < [ 1761 au= 75l < el f

und diese Rechnung zeigt auch gleich, dass das in Teil (b) gegebene Supremum immer
kleiner gleich || f||L» ist.

Wir zeigen als nichstes die umgekehrte Ungleichung. Im Fall f = O ist die Aussage
wabhr, so dass wir ab jetzt || f||L» > O voraussetzen. Auerdem behandeln wir zuerst nur
den Fall 1 < p < co. Dazu betrachten wir die Funktion

’

7@ (1Ll
g(x) = |.f<x)|(||f||Lp) falls f(x) # 0,
0

sonst,

wobei fiir p = 1 der Exponent »/p’ als Null zu betrachten ist. Dann ist

, 1
gl du = / P du= 1,
/g 17 Ja

bzw. ||g||lL~ = 1fiir p = 1. Also haben wir ||g||; ,» = 1,unddank1+§ = 1+p(1—]%)

pund p — 1% = 1 finden wir

1 , 1
Fodu= —— / A1 dg = —— 112 = 11
/sz A2 Ja L1

Damit ist das Supremum sogar ein Maximum und wird fiir diese Funktion g angenom-
men.

Es bleibt noch der Fall p = oo iibrig. Sei 0 < @ < || f]|L~ gegeben. Dann gibt es eine
Menge A € A mit u(A) > 0, so dass |f(x)| > « fiir alle x € A gilt und dank der
o -Endlichkeit von Q, konnen wir diese Menge auch so wihlen, dass pu(A) < oo gilt.
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4 Lineare Operatoren auf Banachrdumen

Damit definieren wir wieder eine Funktion g durch

1f ()] u(A)

O 1 s x € A,
g(x) :=
0 sonst.

Im gleichen Fahrwasser wie oben finden wir ||g||{1 = 1 und

1
/Qfgdu—m/Alfld/JZm

Damit ist das untersuchte Supremum groer oder gleich @. Da wir das fiir jedes
a < ||fllL~ gezeigt haben, ist es auch groBer oder gleich || f||L~ und wir haben (b)
gezeigt.

Zum Nachweis von (c) beobachten wir, dass mit der Definition der Operatornorm und
durch umgekehrte Betrachtung des Ergebnisses aus (b) folgt

lelir@y = supflgg(Hl: £ €L, I1fllr = 1}
—supl| [ fodu]: f L@, Il =1} = Nell.

Zum Abschluss dieses einfiihrenden Abschnitts iiber Dualriume wollen wir uns noch
damit beschiftigen, wie die Separabilitit, vgl. Definition 1.17, von Raum und Dualraum
zusammenhingt.

Satz 4.13. Sei X ein normierter Raum und X' separabel. Dann ist auch X separabel.

Beweis. Da X’ separabel ist, finden wir eine abzdhlbare dichte Teilmenge {¢, : n € N}
von X’. Das steht in Bemerkung 1.18 (a), die problemlos auch in Banachrdaumen statt
nur in Hilbertrdumen funktioniert. Weiterhin finden wir nach der Definition der Norm
auf X’ zu jedem ¢, ein normiertes u,, € X mit |¢, (u,)| > 1/2||l¢,||x-. Wir zeigen nun,
dass U := span({u, : n € N}) dicht in X ist, was die Separabilitidt von X liefert.

Dazu nehmen wir an, dass U ein echter Teilraum von X ist und wihlen dementsprechend
ein vo € X \ U. Aus der Babyversion des geometrischen Hahn-Banach in Ubungsauf-
gabe 4.25 bekommen wir dann ein Funktional ¢ € X’ mit ¢|y = 0 und ¢(vg) # 0.
Dank der Dichtheit aller ¢,,, konnen Wir eine Teilfolge (¢n, )renw von (¢,) wihlen, die
gegen ¢ in X’ konvergiert. Dann folgt fiir alle k € N

lonllx < 2|‘Pnk(unk)| = 2|‘10nk(unk) _Qp(unk)| < 2/l n = @llx Nlunllx = 2llen, —@llx

Da die rechte Seite dieser Ungleichungskette gegen Null geht, muss die Folge (¢, )ken
gegen Null konvergieren, aber das liefert den Widerspruch

0# ¢(vo) = kh_r& @n, (vo) = 0. o
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4.3 Das Hahn-Banach-Theorem: Algebraische Version

Bemerkung 4.14. Die Umkehrung der Aussage des letzten Satzes stimmt im Allge-
meinen nicht. Man kann zum Beispiel X = ¢! wihlen. Dann ist die (Q + iQ)-lineare
Hiille von {e, : n € N} mit den Folgen e,, n € N, aus Beispiel 1.14 (a), die nur an der
n-ten Stelle eine Eins enthalten, eine abzédhlbare und dichte Teilmenge von ¢ I also ist
¢! separabel.

Andererseits werden wir in Satz 5.1 (d) sehen, dass (£!)” isomorph zu £ ist und dieser
Raum ist nicht separabel. Um das einzusehen, kann man beispielsweise die Menge
{a € €= : a, € {0, 1} fiir alle n € N} betrachten. Diese ist offenbar {iberabzihlbar und
es gilt fiir zwei verschiedene Folgen a, b aus dieser Menge stets ||a — b||;~ = 1. Damit
lasst sich zeigen, dass ¢ nicht separabel ist.

4.3 Das Hahn-Banach-Theorem: Algebraische
Version

Wenn die Grundphilosophie der Funktionalanalysis (Erkunde den Raum, indem Du die
Funktionale auf dem Raum studierst) weiter Bestand haben soll, muss der Dualraum den
Raum selbst moglichst genau beschreiben, d. h. wir haben ein Interesse daran, dass der
Dualraum einigermafBen grof3 ist. Eine Mindestanforderung ist es, dass die Funktionale
jeden einzelnen Punkt des Raums von den anderen unterscheiden kdnnen, wie es nach
Bemerkung 2.9 im Hilbertraum der Fall ist. Dort war das einfach einzusehen, da man
mit Hilfe des Skalarproduktes eine grole Menge von Funktionalen direkt hinschreiben
konnte: fiir jedes v € H bekommt man mit # +— (u,v) ein solches geschenkt. Fiir
einen beliebigen Banachraum gibt es auBer dem Nullfunktional erst mal kein weiteres,
dass einem ins Auge springen wiirde. Im Moment konnen wir also noch nicht mal
ausschlieBen, dass es einen Banachraum X gibt, fiir den X’ = {0} gilt. Abhilfe schafft
hier das Hahn-Banach-Theorem, dass wir in diesem und dem folgenden Abschnitt in
verschiedenen Formulierungen kennenlernen werden.

Die erste Instanz des Hahn-Banach-Theorems, die wir anschauen, hat den Vorteil,
dass Sie sehr allgemein ist. Es wird nicht einmal vorausgesetzt, dass der betrachtete
Vektorraum normiert ist. Wir behandeln zuerst nur den reellen Fall K = R.

Definition 4.15. Sei X ein reeller Vektorraum. Man nennt eine Abbildung p : X — R
sublinear, wenn gilt

(@) p(Au) = Ap(u), ue X,A e [0,o00) und
(b) p(u+v) <p(u)+p), u,v e X.

Typische Beispiele fiir sublineare Abbildungen sind Normen, bzw. sogar Halbnor-
men.
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4 Lineare Operatoren auf Banachrdumen

Theorem 4.16 (Hahn-Banach, algebraische Version). Es sei X ein reeller Vektorraum,
U ein Untervektorraum von X, p : X — R sublinear und ¢ : U — R eine lineare
Abbildung mit ¢(u) < p(u) fiir alle u € U. Dann gibt es eine lineare Abbildung
¢ : X - Rmit ¢y = ¢ und ¢(u) < p(u) fiir alle u € X.

Beweis. Wir betrachten die Menge aller linearen Fortsetzungen von ¢ auf Unterrdume
von X, die die Dominierung durch p erfiillen:

M := {(V,w):VUVRvonX, UCV,y:V — Rlinear, |y = ¢, ;[/Spaus}.

Man beachte, dass (U, ¢) € M gilt und damit M nicht leer ist.

Nun werden wir zum Einen zeigen, dass diese Menge die Voraussetzungen des Lemmas
von Zorn erfiillt, d. h. sie besitzt ein maximales Element und zum Anderen, dass wann
immer (V,y) € M ist mit V # X, wir noch eine echte Fortsetzung von ¢ auf einen
groBeren Teilraum von X finden, die sich auch fiir M qualifiziert. Damit kann das
maximale Element nur auf ganz X definiert sein und wir sind fertig.

Schritt 1: Jedes (V,y¥) € M mitV # X lasst sich echt zu (V},y) € M fortsetzen

Sei also (V,¥) € M mit V # X. Wir fixieren ein w € X \ V und betrachten u,v € V.
Dann gilt wegen der Eigenschaften von ¢ und p

yw)+y(v)=yu+v)<pu+v)=plu—-w+w+v)<pu-w)+pw+v).
Umstellen dieser Ungleichung zeigt
() —plu—w)<pw+v)—uy(v), u,veV,we X\V. 4.1)
Damit existiert @y, := sup,y (¥ (u) — p(u —w)) und wir haben
W) = Y = (W) —pr—w) = pv=w),  veV,weX\V. 42)
AuBerdem folgt durch Bildung des Supremums iiber u in (4.1)
(V) +a, < plv+w), veV,we X \V. 4.3)
Es sei nun V| := V @ span({w}) und ¢ : V| — R sei gegeben durch
Ui(v+tw) =y (v) +ta,, vevV,teR.

Dann ist V; ein Teilraum von X, der echt groBer als V ist, wir miissen also nur noch
zeigen, dass (v, 1) wirklich in M liegt. Offensichtlich ist ¢| linear und es gilt /|y =
¥, so dass nur die Dominierung durch p einer genaueren Betrachtung bedarf.
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4.3 Das Hahn-Banach-Theorem: Algebraische Version

Sei also v + tw € V; mit einem v € V und einem ¢ € R. Wir unterscheiden die drei
Fillet < 0,¢ = Ound ¢ > 0. Fiir ¢t = 0 ist nichts zu zeigen, denn dann sind wir in V,
und es ist 1 (v) = ¥ (v) < p(v). Istt > 0, so gilt mit der Linearitdt von ¢ und (4.3)

Yi(v+iw) =g (v) +tay, =ty (V) + @) <tp(/i+w) = p(v +iw).

Fiir ¢ < 0 betrachten wir s := —¢ > 0 und finden in dhnlicher Weise mit (4.2)

Yi1(v +tw) =y (v) = saw = s (7/s) —aw) <sp(Yfs—w) = p(v —sw) = p(v +1tw).

Schritt 2: Verifiziere Voraussetzungen fiir das Zornsche Lemma

Wir miissen zeigen, dass M eine partiell geordnete Menge ist, in der jede total geordnete
Teilmenge eine obere Schranke besitzt. Als Ordnungsrelation auf M betrachten wir
sinnvollerweise

(Vi,¥1) £ (Vo,y2) &= Vi S Vound yaly, = 1.

Sei also K € M eine totalgeordnete Teilmenge von M. Dann setzen wir

V, = U V.

(V)ekK

Ist nun u € V,, so existiert ein (V,¢) € K mit u € V und fiir alle anderen (\7, W) e K
mitu € V gilt wegen der Totalordnung von K entweder V C V oder V C V. In beiden
Fillen gilt dann aber (1) = g;(u). Also konnen wir fiir u € V, in der Wahl von V
willkiirlich definieren:

Ui(u) := ¢ (u) firein (V,y) € Kmitu € V.

Das Ziel ist nun (Vi,¢,) € M zu zeigen. Zunidchst ist U C V fiir jedes (V,y¢) € K,
also ist auch U C V.. Genauso offensichtlich ist fiir jedes (V,¢) € K die Funktion ¢
eine Fortsetzung von ¢, die durch p beschrinkt ist, also ist .|y = ¢ und ¢, ist durch
p beschrénkt.

Als nichstes vergewissern wir uns, dass V. auch wirklich ein UVR von X ist. Seien
dazu vi,vy € Vi, und A2 € R. Dann gibt es (V1,¢1), (Va,¥2) € K mit v € V| und
vo € V;. Da K total geordnet ist, gilt entweder V| C V, oder V, C V;. Dann ist entweder
Avi +vo in V] oder in V5, in jedem Fall landet die Linearkombination in V..

Mit exakt demselben Trick konnen wir schlieBlich die Linearitidt von i, nachweisen.
Sind vi,v, € Vi, und A € R, so gibt es dank der Totalordnung ein (V,y) € K mit
V1, Vv2,Av] + vy € V und die Linearitit von i, folgt aus der von ¢ durch

Yu(Avy +v2) = (Avy +v2) = W (vy) + ¥ (v2) = W (vy) + P (v2). m
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4 Lineare Operatoren auf Banachrdumen

Um auch Funktionale auf komplexen Raumen behandeln zu konnen, komplexifizie-
ren wir das reelle Resultat. Dazu fassen wir den komplexen Vektorraum X als reellen
Vekorraum auf. Es stellt sich heraus, dass es einen engen Zusammenhang zwischen
R-linearen Funktionalen und C-linearen Funktionalen auf X gibt, den wir zuerst her-
ausarbeiten.

Lemma 4.17. Es sei X ein C-Vektorraum.

(a) Ist ¢: X — R eine R-lineare Abbildung, d. h.
e(Au+v) =p() +¢(v), uveX ek,

dann ist c : X — C mit

oc(u) = @(u) —ip(iu), uelX,
C-linear auf X mit ¢ = Re(pc).

Ist zusdtzlich X ein normierter Raum und ¢ stetig, so ist oc € X' und es gilt
lellx = llecllx.

(b) Isty : X — C eine C-lineare Abbildung, so ist Re(y) eine R-lineare Abbildung
und es gilt fiir die Konstruktion aus Teil (a) die Identitdit [Re(y)]c = ¢.

Beweis.  (a) Zunichst ist nach Konstruktion sofort

[Re(¢c)](u) = Re(p(u) —ip(in)) = ¢(u),  u€X.

Weiter ist die Abbildung u — iu, u € X, ebenfalls R-linear, deshalb ist ¢c als
Hintereinanderausfiihrung von R-linearen Abbildungen R-linear. Um sicherzu-
stellen, dass sie auch C-linear ist, muss also nur noch ¢c(iu) = i@pc(u) gezeigt
werden. Das lasst sich aber direkt nachrechnen, denn fiir alle u € X gilt

pc(in) = ¢(iu) —ip(i*u) = =i(p(-u) +ip(in)) = i(¢(u) - ip(in)) = ipc(u).

Es bleibt der Zusatz fiir normierte Riume zu bewisen. Sei dazu u € X und re'?
die Polardarstellung der komplexen Zahl ¢c(u). Dann gilt

r=egc(u) = po(eu) = [Re(pe(e )| = |p(e )

—16
lellx lle™ullx = llellxllullx-

|loc(u))|

IA

Die umgekehrte Ungleichung folgt direkt wegen

lgllx = sup |p(u)| = sup [Re(pc(u))|< sup |pc(u)| = llpclx
ueX ueX ueX

llullx=1 [Jullx=1 [Jullx=1

52
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(b) Fiir alle z € C ist Im(z) = —Re(iz). Diese Identitit liefert zusammen mit der
C-Linearitdt von

[Re(y)] () = [Re(¥)] () = i[Re(¥)] (iu) = Re(¥ (u)) —iRe (v (iu))
= Re(y(u)) - iRe(iy (1)) = Re(y(u)) +iIm(y () = y(u). O

Das liefert mit nicht mehr allzu viel Aufwand die folgende komplexe Version von
Theorem 4.16, deren Beweis als Ubungsaufgabe verbleibt.

Theorem 4.18 (Hahn-Banach, algebraische Version in C). Sei X ein C-Vektorraum
und U ein Teilraum von X. Ist p : X — R sublinear und ¢ : U — C linear mit
Re(p(u)) < p(u) fiir alle u € U, so gibt es eine lineare Abbildung ¢ : X — C mit
olu = ¢ und Re(@(u)) < p(u) fiir alle u € X.

4.4 Das Hahn-Banach-Theorem: Analytische Version

Nun kommen Normen ins Spiel und wir wenden uns der analytischen Version von
Hahn-Banach zu, die besagt, dass man jedes auf einem Teilraum gegebene stetige
Funktional normgleich auf den ganzen Raum fortsetzen kann.

Theorem 4.19 (Hahn-Banach, analytische Version). Sei X ein normierter K-Vektor-
raum und U ein Untervektorraum von X. Dann existiert zu jedem Funktional ¢ : U — K
eine Fortsetzung ¢ € X' mit ¢y = ¢ und ||¢||x = ||l¢|lv-

Bemerkung 4.20. (a) Beachten Sie, dass es keinen Grund gibt, warum das durch den
Satz von Hahn-Banach erzeugte Funktional im Allgemeinen eindeutig bestimmt
sein sollte. Der Satz ist ein reines Existenzresultat. Wenn Sie eine eindeutige
Fortsetzung eines Funktionals bendtigen, sollten Sie dringend sicherstellen, dass
es auf einem dichten Teilraum definiert ist, und dann Satz 4.5 verwenden.

(b) Die grof3e Stirke dieses Satzes ist es, dass an den Untervektorraum U iiberhaupt
keine weiteren Bedingungen gestellt werden. Er ist damit ein sehr vielseitiger
und talentierter MaBschneider fiir Funktionale aller Art. Wenn man auf einem
normierten Raum ein Funktional mit einer gewissen wiinschenswerten Eigen-
schaft sucht, und diese ldsst sich irgendwie auf einem Unterraum realisieren,
dann bekommt man mit Hahn-Banach sofort ein maBgeschneidertes Funktional
auf ganz X geschenkt. Das ist oft ein beweisentscheidender Vorteil.

(c) Wie wertvoll das ist, merkt man wie so oft in der Mathematik so richtig erst,
wenn man ein entsprechendes Resultat nicht hat. Deshalb sei hier gleich gewarnt:
Ein entsprechendes Resultat fiir stetige lineare Operatoren ist im Allgemeinen
falsch, sogar wenn diese zwischen zwei Banachrdumen definiert sind. So gibt es
beispielsweise keinen stetigen linearen Operator von £*° nach ¢, der die Identitét
auf c( fortsetzt. Hahn-Banach braucht wirklich den Korper K als Zielraum.
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4 Lineare Operatoren auf Banachrdumen

Beweis von Satz 4.19. Wir unterscheiden wieder die Fille K = Rund K = C.IstK = R
und ¢ : U — R ein gegebenes Funktional auf U, so definieren wir zur Anwendung der
algebraischen Version von Hahn-Banach aus Theorem 4.16 die Funktion p : X — R
durch

p(u) = llellvllullx, — ueX.

Dann ist p als (Vielfaches einer) Norm eine sublineare Abbildung und es gilt fiir alle
uelU

o) < e < llgllorllullx = p(u).

Damit sind alle Voraussetzungen der algebraischen Version von Hahn-Banach erfiillt
und es existiert eine lineare Fortsetzung ¢: X — R von ¢ mit ¢(u) < p(u) fiir alle
u € X. Das liefert

|2(w)] = £@(u) = §(xu) < p(xu) = llellollzullx = llellollullx,

und wir haben genau die Stetigkeit von ¢ dastehen. Es gilt also ¢ € X’ und aulerdem
haben wir schon ||¢]|xs < ||¢||lyr bewiesen. Die umgekehrte Abschitzung ergibt sich
analog zum Beweis von Theorem 2.5 wieder direkt aus der Fortsetzung:

1@llx- = sup |@(u)| = sup |g(u)| = sup |e(u)| = [l
ueX uelU uelU
llull x=1 lluel[x=1 [lullx=1

Im Fall K = C gilt fiir das R-lineare Funktional Re(¢) die Abschitzung

[Re(¢)] () = Re(p(u)) < |p()| < llpllvrllullx = p(u), ueU.

Dieses hat also wieder nach der algebraischen Version von Hahn-Banach aus 4.16
eine R-lineare, stetige Fortsetzung Re(¢) : X — R und wir setzen ¢ := (Re(¢))c
mit der Komplexifizierung aus Lemma 4.17 (a). Damit gilt mit den Ergebnissen aus
Lemma 4.17 und dem ersten Teil dieses Beweises fiir K = R

I@llx = [|[Re(¢)] |

und der Beweis ist beendet. O

v = IRe(@)llx = IRe(P)llor = ||[Re(@)] Ml = llgllor

Hier sind einige fundamentale Folgerungen aus dieser Version von Hahn-Banach.

Korollar 4.21. Es sei X ein normierter Vektorraum und u € X. Dann gelten die
folgenden Aussagen fiir alle u € X:

(a) Istu # 0, so existiert ein Funktional ¢, € X' mit ||¢,||x = 1 und ¢, (u) = ||u||x.

(b) [lullx =sup pexr [e(u)].
lellx=1

(¢) Ist p(u) = 0 fiir alle ¢ € X', so folgt u = 0.
(d) Istv € X so, dass ¢(u) = @ (v) fiir alle ¢ € X’ gilt, so istu = v.
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Beweis.  (a) Man wendet Theorem 4.19 auf den eindimensionalen Unterraum U :=
span({u}) und das Funktional ¢ : U — K mit

Y (Au) = Afullx, 1€k,

an. Fiir dieses gilt ¢y (u) = ¢(1 -u) =1 - ||u||x = ||u||x und
Il = sup [y (v)| = sup
velU

u
A€k ||| x A€k
[Iv]lx=1 |]=1 =1

Jullx| = 1.
fullx

Eine Fortsetzung ¢ := J von ¥ nach Theorem 4.19 tut dann das gewiinschte.

(b) Fiir jedes ¢ € X’ mit ||¢||x» = 1 gilt sofort

o) < llpllx llullx = llullx

und damit gilt diese Ungleichung auch fiir das Supremum iiber all diese Funk-
tionale. Die umgekehrte Ungleichung gilt fiir # = 0 banalerweise und folgt fiir
u # 0 mit dem Funktional ¢, aus Teil (a) durch

lullx = |eu(@)| < sup |e(u)|.
peX’

llellx =1

(c) Das folgt sofort aus (b).

(d) Anwendung von (c) auf u — v liefert auch hier sofort die Behauptung. |

Bemerkung 4.22. (a) Die Aussage in Teil (d) des obigen Korollars gibt uns auch in
normierten Rdumen die Gewissheit, dass es immer genug Funktionale gibt, um
alle Punkte voreinander unterscheiden zu konnen, so wie im Hilbertraumfall, vgl.
Bemerkung 2.9. Wir haben damit das zu Beginn dieses Abschnitts formulierte
Ziel erreicht.

(b) Die Aussage in Teil (b) sieht aus wie die Definition der Operatornorm, ist aber
genau die umgekehrte Aussage. Wihrend dort die Norm des Funktionals durch
die Betrédge aller dessen Bilder ausgedriickt wird, steht hier, dass man die Norm
eines Banachraumelements bestimmen kann, indem man alle Funktionale auf es
anwendet. Man vergleiche genau:

llellx = sup |90(u)| und
ueX
[lullx=1

lullx = sup |p(u)|.

peX’
llllx =1
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4 Lineare Operatoren auf Banachrdumen

In vielen Féllen braucht man gar nicht alle Funktionale des Dualraums, um die Norm zu
rekonstruieren, z.B. stellt sich heraus, dass in separablen Rdumen schon eine geeignet
gewihlte Folge von Funktionalen ausreicht. Das wollen wir jetzt zeigen.

Satz 4.23. Sei X ein separabler normierter Raum. Dann existiert eine Folge (¢,) in
X' mit ||@n||x =1 fiir alle n € N und ||u||x = sup,,cp; |¢n(u)| fiir alle u € X.

Beweis. Zuerst bemerken wir, dass wegen der Normierung von ¢, direkt die Un-
gleichung sup, cy [@n(u)| < sup,en ll@nllx |lullx = |lullx gilt, so dass wir nur die
umgekehrte Abschitzung sicherstellen miissen.

Dank der Separabilitit von X konnen wir eine dichte Folge (u,) in X wihlen. Zu
jedem dieser u, verschaffen wir uns mit dem Satz von Hahn-Banach in Form von
Korollar 4.21 (a) ein ¢, € X’ mit ||¢,||lx» = 1 und ¢, (u,) = ||u,llx. Ist dann ein
beliebiges u € X gegeben und & > 0, so finden wir dank der Dichtheit der Folge (u,)
ein np € N mit ||u — u,,||x < ¢/2. Damit gilt dank der Eigenschaften von ¢,,

E E
”u”X < ”u - unollX + ”unO”X < 5 + (Pno(uno) <5+ |90n0(un0 - u)l + |90n0(u)|

E
<5+ ll@nollx:[tny — ullx + sup |@n(u)| < sup @, (u)] + &.
neN neN

Da £ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O

Eine Folge (¢,) wie in Satz 4.23 nennt man auch normierend fiir X. Allgemeiner
verwendet man den folgenden Begriff.

Definition 4.24. Sei X ein normierter Raum. Ein M C X’ heifit normierend fiir X,
wenn gilt:

e Fiir alle ¢ € M gilt ||¢||lx» = 1 und
 Fiiralleu € X gilt ||lu||x = sup{|e(u)| : ¢ € M}.

4.5 Das Hahn-Banach-Theorem: Trennungsversion

Die Existenz von punktetrennenden Funktionalen nach Hahn-Banach kann man noch
weiter treiben und auch ganze Mengen trennen. Wir wollen im Folgenden zeigen, dass
wenn K| und K, disjunkte und konvexe Teilmengen von X sind, von denen eine offen
ist, es immer ein Funktional in X’ gibt, dessen Werte auf K strikt kleiner als auf K,
sind. Eine ,,Babyversion* dieses Satzes konnen Sie schon jetzt zeigen:

Ubungsaufgabe 4.25. Zeigen Sie als Folgerung aus der analytischen Version von Hahn-
Banach das folgende Korollar: Es sei X ein normierter Raum und U ein abgeschlossener
Teilraum von X mit U # X. Dann gibt es fiir jedes vo € X \ U ein Funktional ¢ € X’
mit U C ker(¢) und ¢(vg) # 0.
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4.5 Das Hahn-Banach-Theorem: Trennungsversion

Definition 4.26. Es sei X ein normierter Raum und K C X.
(a) Die Abbildung pg : X — [0, o] mit
o0, falls {1>0:u/ae K} =0,
px(u) = .
inf{1>0:4/1€e K}, sonst.
heifst Minkowski-Funktional von K.
(b) Die Menge K heifst absorbierend, wenn pg(u) < oo fiir alle u € X gilt.

Man beachte unbedingt, dass die Bezeichnung als ,,Funktional* fiir px schlecht und
irrefiihrend ist, denn pg ist keine lineare Abbildung! Der Begriff ist aber leider zu
etabliert, um hier eine Extrawurst zu braten.

Beispiel 4.27. Nimmt man als K die Einheitskugel in X, so ist fiir u € X

u

o) = inf{/l >0 HEHX < 1} =inf{d>0: [lullx <A} = |jullx.

Man bekommt in diesem Fall als Minkowski-Funktional also einfach die Normabbil-
dung.
Der folgende Satz sammelt ein paar Eigenschaften des Minkowski-Funktionals.

Satz 4.28. Es sei X ein normierter Raum und K C X konvex mit 0 € K°. Dann gelten
die folgenden Aussagen:

(a) Ist € > 0 so, dass Ug(0) C K gilt, so ist px(u) < llulx/e fiir alle u € X.
Insbesondere ist K absorbierend.

(b) Die Abbildung pg ist sublinear.
(c) Wenn K offen ist, so gilt K = plzl([O, 1)).

Beweis.  (a) Fiir jedes u € X und jedes A > llullx/s gilt

= Dl < il
- = —||U||x —|U||xX = &
2k = 2 lallx ’

X

also ist dann #/2 € K und das liefert pg (u) < llullx/e.

(b) Firalleu € X und u > 0 gilt
pr(uu) =inf{1 >0 : nu/a e K} = ,uinf{K >0:u/ce K} = upg(u).

Fiir die Dreiecksungleichung seien u, v € X und 4, 4, > 0 so, dass #/4,,v/1, € K
gilt. Dann ist dank der Konvexitit von K auch

utv Ay u+
A+, A+, A,+4,4
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4 Lineare Operatoren auf Banachrdumen

Also gilt pg(u +v) < A, + 4, und damit

pr(u+v) < inf{/l >0: % € K} +inf{/l >0: % € K} = px(u) + pg(v).

(c) Essei K offen. Fiir u € K gibt es dann ein 4 < 1, so dass immer noch 4 - u € K
gilt, alsoist px(u) < 1 und damitu € p;l([O, 1)). Ist umgekehrt px (u) € [0, 1),
so existiert ein A € (0, 1) mit #/a € K. Wegen der Konvexitidt von K und 0 € K
gilt dann

u:/l/%+(1—/l)-O€K. O

Wir konnen nun das entscheidende Lemma angehen.

Lemma 4.29. Es sei X ein normierter Vektorraum und K C X eine konvexe und offene
Menge mit O ¢ K. Dann exstiert ein ¢ € X' mit Re(¢(u)) < 0 fiir alle u € K.

Beweis. Wir beginnen mit dem Fall K = R. Ist K = 0 so ist nichts zu zeigen, wir gehen
also von K # 0 aus, wihlen ein u, € K fixund setzen M := {u—u, : u € K} = K — u,.
Dann ist auch M offen und konvex und es gilt —u, ¢ M. Nach den Ergebnissen von
Lemma 4.28 ist das Minkowski-Funktional p,; von M also sublinear, es hat seine Werte
in [0, o0) und es gilt py(—u,) > 1.

Auf U := span({u.}) definieren wir ¢ : U — R durch ¢ (Au,) = -Apy(—u.), 1 € R.
Dann ist ¢ linear und wir zeigen ¢ () < py(u) fiir alle u = Au, € U. Ist 1 < 0, so ist
dank der Sublinearitidt von pj; sogar

'70(/1”*) = _APM(—M*) = PM(/W*)
und fiir 4 > 0 gilt schlicht
Y(Au.) = —Apm(—u.) <0 < py(Auy).

Zusammen erfiillen also ¥ und py, auf U die Voraussetzungen der algebraischen
Version von Hahn-Banach aus Theorem 4.16 und wir konnen ¢ zu einer linearen
Abbildung ¢ = ¢ : X — R fortsetzen mit ¢(u) < py(u) fir alle u € X. Diese ist
sogar stetig, d. h. in X’. Dazu sei € > 0 so gewihlt, dass U.(0) € M gilt. Dann ist nach
Satz 4.28 (a) fiiralleu € X

()] = () = g(22) < pas(0) < ~zully = =l
SchlieBlich wissen wir auch was ¢ mit u, macht, denn es gilt
@(us) = Y (us) = —pu(-us) < -1
Das liefert uns am Ende fiir alle u € K mit Hilfe von Satz 4.28 (c)

ou) = ou—u) +ou,) <pyu-u,)-1<1-1=0.
——
eM
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4.6 Adjungierte Operatoren

Ist K = C, so setzt man analog zum Beweis der analytischen Version von Hahn-Banach
im Theorem 4.19 das Funktional Re(y) fort und setzt wie dort ¢(u) := Re(y)(u) —
iRe(y)(iu). Die Details bleiben als Ubung. O

Damit konnen wir nun unsere letzte Hahn-Banach-Version beweisen.

Theorem 4.30 (Hahn-Banach, Trennungsversion oder geometrische Version). Es seien
X ein normierter Raum, K1, K, C X konvex mit K1 N Ky = 0 und K, sei offen. Dann
existiert ein ¢ € X' mit

Re(p(u1)) < Re(p(u2)), ur € K, up € Ks.
Beweis. Setze K := K; — K». Dann ist

K={uy—uy:uy € Kj,up € Kr} = U{ul—M21M1€K1}= U(Kl—uz)

urekr urek,

als Vereinigung von offenen Mengen selbst eine offene Menge. AuBlerdem ist mit K
und K> auch K konvex, denn nimmt man sich zwei Elemente u = u;—usundv = vi—vp
aus K mit u;,v; € Ky und uy, v, € K, her, so gilt fiir alle 4 € [0, 1]

Au+(1=ADv=Au; —Aup+ (1 = D)vy = (1 =)vy
= (/lbt] + (1 —/1)\/1) - (/lu2+ (1 —/1)\/2) e K| -K, =K.

SchlieBlich ist wegen der Disjunktheit von K und K> der Ursprung nicht in K enthalten,
so dass K alle Voraussetzungen von Lemma 4.29 erfiillt. Wir schnappen uns also das
dortige ¢ € X’ mit Re(¢(u)) < O fiir alle u € K. Fiir dieses ist ndmlich fiir alle u; € K;
und uy € Kp

Re(p(u1)) —Re(p(uz)) = Re(p(u; —uz)) <0, d.h. Re(p(u1)) <Re(p(uz)). O

4.6 Adjungierte Operatoren

Wir hatten in Definition 2.16 die Hilbertraum-Adjungierte 7" eines beschrinkten li-
nearen Operators T zwischen zwei Hilbertraumen kennengelernt. Auf den ersten Blick
sieht es hoffnungslos aus, dieses Konzept auf allgemeine normierte Rdume verallgemei-
nern zu wollen, denn es ist ja schon in der definierenden Gleichung (Tu, v) = (u, T*v)
engst mit dem Skalarprodukt verwoben. Andererseits haben wir iiber den Rieszschen
Darstellungssatz einen Zusammenhang zwischen Skalarprodukten und Funktionalen
festgestellt und das Konzept eines Funktionals haben wir dank des Satzes von Hahn-
Banach sehr erfolgreich auch in normierten Riumen etabliert. Wir versuchen deshalb
die Adjungierte zu definieren, indem wir die Skalarprodukte konsequent als Anwen-
dungen von Funktionalen auffassen.
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4 Lineare Operatoren auf Banachrdumen

Seien also H, K zwei Hilbertrdume und 7 € L(H, K). Wir wollen H und K nur als
Banachraume begreifen und die definierende Gleichung der Adjungierten (Tu,v)g =
(u, T*v)y fiir alle u € H und alle v € K dementsprechend in der Sprache von Funktio-
nalen und ohne Skalarprodukt schreiben. Dazu miissen wir zunéchst die Identifikation
des Dualraums eines Hilbertraums mit sich selbst aufheben: Wihrend die Hilbertrau-
madjungierte 7" von T als Operator von K nach H definiert ist, miissen wir demnach
allgemein die Adjungierte 7”7 von T als Operator von K’ nach H" auffassen. Mit dem
Riesz-Isomorphismus @ : K — K’ schreiben wir entsprechend um

(Tu,v)g = [@x(W](Tu) und (U, Tv)y = [T'(@x(v))] ().

Mit dem Allquantor iiber alle v € K lduft ®(v) iiber alle Funktionale in K’. Wir
bekommen also die Gleichheit

o(Tu) = [T'(p)| (), ¢ €K' ueH,
die uns folgende Definition diktiert:
Definition 4.31. Es seien X,Y normierte Riaume und T € L(X,Y). Dann ist der zu T
adjungierte Operator 77 : Y’ — X' definiert durchT'¢ .= ¢ o T, ¢ €Y', d. h.

(T"¢)(u) = p(Tu), ueX,peY. 4.4)

Sinnvollerweise iiberlegen wir uns schnell, dass 77 € L(Y’, X’) gilt, d. h. dass dieser
Operator linear und stetig ist. Beides geht geradeaus, denn fiir alle ¢,y € Y’ und alle
A eKgilt

T'" Ao+ ¢) = (Ap+y)oT =dpoT +yoT =T o+ Ty

und
IT ollx = llgoTllx < ITllx=y - llelly

Wir sammeln ein paar weitere elementare Eigenschaften der Adjungierten-Bildung.
Satz 4.32. Es seien X,Y, Z normierte Riume. Dann gilt

(@) (aTy + BTL) = o] + BT, fiiralle Ty, T, € L(X,Y) und o, B € K.

(b) () =TT fiiralle Ty € L(X,Y) und T, € L(Z, X).

©) IT"lly'—x = ITllx—y fiir alle T € L(X,Y).

(d) T{ =T, => T =T fiiralle T\, T> € L(X,Y).

Damit ist insbesondere gezeigt, dass die Adjungierten-Bildung 7 +— 7" als Abbildung
von L(X,Y) nach L(Y’, X’) linear und isometrisch ist. Beachten Sie aber, dass sie im
Allgemeinen nicht surjektiv ist!
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4.6 Adjungierte Operatoren

Beweis. Fiir den Beweis von (a) schreiben wir fiir alle ¢ € Y’ schlicht nach Definition
und wegen Linearitédt von ¢

(aTy +BT2) ¢ = o (aTi +fT2) = apoTi + oo Ty = al{p + T = (aT| + BT,)¢.
Teil (b) folgt genauso schnell, denn fiir alle ¢ € Y’ ist
(MiTy)'¢ = o (iTy) =(poTi) o Ty =Th(poTh) =T 1.

Fiir den Nachweis von (c¢) rechnen wir mit der Definition der Operatornorm, Korol-
lar 4.21 (b) und der Definition der Adjungierten

ITllx—y = sup ITully = sup sup |@(Tu)|= sup sup |(T"¢)u|
ueX ueX ! peY’  ueX
llullx=1 el x=1 o1y =1 lelly =1 llullx=1

= sup [T"¢llx = IT"[ly-x
peY’
lelly =1

und die in (d) behauptete Injektivitit folgt dann sofort aus dieser Isometrie-Eigenschaft.
m]

Warnung 4.33. Im Spezialfall von Hilbertrdumen birgt diese Definition eine gefahr-
liche Subtilitét, denn die hier definierte Adjungierte stimmt nicht mit der in Definiti-
on 2.16 eingefiihrten Hilbertraum-Adjungierten iiberein! Das liegt daran, dass wir fiir
die Hilbertraum-Adjungierte den Dualraum mit dem Raum selbst identifiziert haben.
Da jeder Hilbertraum natiirlich auch ein Banachraum ist, haben wir fiir zwei Hilbertrau-
me H,K und ein T € L(H, K) zum Einen die Hilbertraumadjungierte 7* € £L(K, H)
und zum anderen die Adjungierte 77 € L(K’, H’) und diese hingen iiber die Riesz-
Isomorphismen @y und ®g als

T = @' T' ok
zusammen.

Diese Unterscheidung spielt nicht sehr oft eine Rolle, wenn man sie nicht auf Rechnung
hat, konnen dadurch allerdings bose Fehler passieren. (Vergleichen sie beispielsweise
die Rechenregeln in Satz 4.32 (a) und Satz 2.17 (b)!) In dieser Veranstaltung werden wir
daher auch strikt zwischen der Notation mit dem Stern fiir die Hilbertraum-Adjungierte
und dem einfachen Adjungierten-Strich unterscheiden.

Diesen Unterschied kennen Sie iibrigens schon aus der Linearen Algebra. Fiir eine
lineare Abbildung auf K¢, also eine Matrix A € K9%?, entspricht die Adjungierte der
transponierten Matrix AT und die Hilbertraum-Adjungierte der konjugierten Matrix
Af = AT,
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4 Lineare Operatoren auf Banachrdumen

Mit Beipielen fiir adjungierte Operatoren tun wir uns abseits von der Banalitit id}, =
idx» im Moment noch schwer, weil wir von keinem interessanten nicht-Hilbertraum
den Dualraum kennen. Das werden wir im nichsten Kapitel dndern und dann auch
Beispiele fiir adjungierte Operatoren betrachten. Ein weiteres allgemeines ,,Beispiel*
und eine schone Eigenschaft der Adjungiertenbildung finden Sie im folgenden Satz,
dessen Beweis als Ubungsaufgabe verbleibt.

Satz 4.34. (a) Es seien X,Y Banachrdume und T € L(X,Y) sei ein (isometrischer)
Isomorphismus. Dann istT' : Y' — X' ebenfalls ein (isometrischer) Isomorphis-
mus und es gilt (T")~' = (T~1Y".

(b) Es sei X ein Banachraum, U C X ein abgeschlossener Teilraum von X und
i : U — X die Einbettungsabbildung, d. h. i = idx|y. Dann ist i’ die Einschrdn-
kungsabbildung, also i’ p = ¢|y fiir jedes ¢ € X'.

Bemerkung 4.35. Zum Abschluss dieses Abschnitts sind noch ein paar Kommentare
zur Notation angebracht. Wir haben hier Funktionale mit kleinen griechischen Buch-
staben wie ¢, ¥ notiert, um ihr Wesen als Abbildungen zu betonen. Andererseits sind
Funktionale auf X auch einfach wieder Elemente des Banachraums X’. Je nach Sicht-
weise kann es daher auch sinnvoll sein, diese genauso zu notieren. Meistens schreibt
man dann zur Unterscheidung ebenfalls einen Strich an den Buchstaben, also u” € X’
oder x’ € X’. Zum Beispiel schreibt sich dann die definierende Gleichung (4.4) der
Adjungierten eines Operators 7 € L(X,Y) als

(TV)(u) =v'(Tu), ueX,v ey

Es gibt noch eine weitere Notations-Konvention fiir Funktionale und Adjungierte, die
ebenfalls weitverbreitet ist. Die Idee dahinter ist es, die Aquivalenz von Funktiona-
len und Skalarprodukten im Hilbertraum zumindest notationell in die Banachrdume
zu holen, indem Funktionale mit einer Skalarprodukt-dhnlichen Notation geschrieben
werden. Fiir ¢ € X’ oder x” € X’ schreibt man dann statt ¢(u) oder x’(u) beispiels-
weise (¢|u) oder (x'|u). Ist in diesem Zusammenhang unklar, in welchem Raum man
sich gerade befindet, kann man das analog zum Skalarprodukt in den Index packen,
d.h. beispielsweise (¢|u)x- x oder (x’|u)x’ x schreiben. In dieser Notation wire die
Gleichung (4.4) dann gegeben als

(T'olu)x x = (¢|Tu)yy bzw. (TV'|u)x x = V|Tu)yy, ueX,Vv,pev,

mit dem offensichtlichen Vorteil, dass die Adjungierte sich jetzt zumindest notationell
wie im Hilbertraum anfiihlt.
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Einen Darstellungssatz von Riesz-Fréchet gibt es fiir Banachraume im Allgemeinen
nicht und das ist auch nicht zu erwarten, da dieser Satz ja tief von der Struktur des
Skalarprodukts lebt. Der Raum X’ ist durch X festgelegt, aber im Allgemeinen eben
nicht zu X isomorph. Es kann bisweilen eine ganz schon verzwickte Aufgabe sein, den
Dualraum eines gegebenen Banachraums zu bestimmen. Wir werden einige wichtige
Beispiele dafiir in diesem Kapitel sehen.

5.1 Dualraume von Folgenraumen

Wir beginnen mit den konzeptionell leichteren Folgenrdumen ¢7 fiir p € [1, o), bevor
wir dann in den nédchsten Abschnitten zu L”-Rdumen kommen. Im Prinzip sind erstere
in zweiteren natiirlich iiber den Mafiraum (N, £ (N), ) mit dem Zahlmal}  enthalten,
aber es ist durchaus instruktiv zunichst den einfacherern Beweis fiir die Folgenrdume
zu sehen, bevor wir uns in die mafBtheoretischen Hohen schwingen werden, die zur
Bestimmung des Dualraums von L? (Q) fiir allgemeinere MaBraume Q nétig sind.

Satz 5.1. Es sei 1 < p < oo und p’ € (1,00] der Holder-konjugierte Index zu p, d. h.
es gilt 1/p + 1/p’ = 1. Dann gilt
(a) Fiir jedes a = (ay) € € ist die Abbildung ¢, : €7 — K mit

oo

wa(u) = Zanun, u=(u,) €,

n=1

ein Funktional auf (7.

(b) Die Abbildung T : €7 — (£P) mit Ta := ¢, a € €7, ist ein isometrischer
Isomorphismus.

(c) Mitder gleichen ZuordnungsvorschriftistT : £' — ¢, ebenfalls ein isometrischer
Isomorphismus.

(d) Fiiralle1 < p < oo ist (€P)" = €7 und es ist = £' im Sinne von isometrischer
Isomorphie von Banachrdumen.

Man beachte, dass der Satz keine Aussage zum Dualraum von ¢ macht. Dieser ist
deutlich komplizierter und nicht Thema dieser Vorlesung.
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5 Bestimmung wichtiger Dualrdume

Beweis. (a) Esseia € {7 und ¢, wie im Satz definiert. Dann ist ¢, offensichtlich

(b)
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linear und es gilt fiir jedes u € P nach der Holder-Ungleichung

|¢a(“)| = ‘Z Anln
n=1

womit ¢, auch stetig von £ nach K abbildet. Also gilt tatsidchlich ¢, € (¢7)’.

< llall g lluller < oo,

Dass T tatsichlich £7" nach (£7)’ abbildet, haben wir bereits in Teil (a) gesehen.
Weiter ist 7" auch linear, denn fiir alle a = (a,,), b = (b,) € €7 und A € K ist

[T(Aa+ b)) (u) = > (Aay + bty = A )" att + ) bty
n=1 n=1 n=1
=A(Ta)(u) + (Tb)(u), u= (u,) € L?,

und damit liefert uns die Abschitzung im Beweis von Teil (a) auch die Stetigkeit
von T, denn fiir alle a € ¢7 gilt

ITallery = sup |ea(w)] < sup llallp lluller = Nlallpr.  (5.1)
uetP uefP
llullep =1 llullep=1

Weiterhin kann man sich schnell klar machen, dass 7" injektiv ist. Dazu nehmen
wir ein a € £7" mit Ta = 0. Dann gilt fiir alle u € £7

i antt, = (Ta)(u) = 0.

n=1

Wir setzen fiir u speziell die Folgen e; = (eﬁk)) jen = (0jx)jen aus Bei-
spiel 1.14 (a) ein, die nur an der k-ten Stelle eine Eins haben und sonst nur
Nullen. Da diese fiir alle k € N in ¢” liegen, liefert das a; = O fiir jedes k£ und
damit a = 0.

Wir wenden uns dem Herz der Sache zu und beweisen, dass 7" surjektiv ist. Dazu
sei ¢ € (¢P)" gegeben und wir betrachten die Folge a, = (a,) = (¢(e,)). Wir
werden gleich zeigen, dass diese in €7 liegt, Ta, = gistund ||layll,r < llell(ery
gilt. Diese drei Dinge liefern dann neben der gewlinschten Surjektivitdt auch noch
die Isometrie-Eigenschaft von 7', denn fiir jedes a € €7 gilt dann mit ¢ = Ta
zum Einen a = ay wegen der Injektivitit von 7' und zum Anderen

(5.1)
ITallery = Tayllery < llagller < W llery = ITallery

so dass die Ungleichung hier tatsichlich eine Gleichheit ist und ||Ta||ry =
layllr = llall g folgt.



5.1 Dualrdume von Folgenrdumen

Also, frisch ans Werk. Wir bauen uns aus der Folge (a,) nochmals eine weitere
als

|anl?"
bn — Ta, falls a, * 0,
0, sonst.

Damit gilt fiir alle N € Ndank p(p’ = 1) =r'/p'-1- (p" = 1) = p’

N N N
Z |bn|p = Z |an|p(p D= Z |an|p . (52)
n=1 n=1 n=1

Wegen der Definition von (b,) und mit der Linearitit von ¢ folgt weiter

N

> lanl”" = i bnay = ﬁ: bup(en) = QO(i bnen) = ‘¢(i bnen)
n=1 n=1 n=1 n=1

n=1

und wegen ¢ € (£P)’ ist

N 1/p
_ , p
= lelleny (D 10al7)

n=1

< llellery

N
> e
n=1

Hier setzen wir wiederum (5.2) ein und erhalten

N

’ 1/.17
= liglery (D lanl”)

n=1

Indem wir nun die p-te Wurzel der Summe von der rechten Seite auf die linke
riiberdividieren, liefert das

1

ul N N Y
o= lim (3 lanl”) = tim (3 al”)
lagller = 1im | ) lan Jim (> la|
n=1 n=1

und wir haben a, € 7" und die gesuchte Normungleichung gezeigt. Damit bleibt
nur noch Ta, = ¢ auf der to-do-Liste. Fiir jeden Basisvektor e, € £7 gilt nach
Konstruktion von T

P
< llellery

(o) (o)

(Tag)(en) = Y axel” = ) axou = an = p(en)

k=1 k=1

und damit die behauptete Gleichheit. Da T'a, und ¢ beides stetige lineare Abbil-
dungen sind, haben wir damit aber auch die Gleichheit auf ganz £7, denn fiir alle
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5 Bestimmung wichtiger Dualrdume

(c)
(d)

b = (by) € €7 gilt

N N
(Tap)(b) = (Tag)( lim 3" bre,) = lim (Ta,)(D buen)
N n=1 N n=1
= lim ;bﬂ%)(en) = lim ;bnw(em
N

= lim 90(; bues) = ¢ (b).
Ubungsaufgabe
Das folgt direkt aus (b) und (c). O

Nun haben wir einen ersten interessanten Dualraum identifiziert, so dass wir auch
anfangen konnen, Beispiele von adjungierten Operatoren anzuschauen.

Beispiel 5.2. (a) In{? fiir 1 < p < oo betrachten wir den Linksshift L : ¢ — €7, der

(b)
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gegeben ist durch L((a,)) = (an+1)nen = (a2,as, aq, . ..), vgl. Beispiel 2.2 (b)
fiir den Fall p = 2. Nach Definition muss fiir den Adjungierten L’ : (£7)" — (£7)’
gelten

(L'¢)(a) = ¢(La) = ¢((ans1)nen), ¢ € (€)', a = (ay) € (7.

Nach Satz 5.1 identifizieren wir (¢7)’ mit £7" fiir 1/p + 1/p’ = 1 und bekommen
fir L’ : €7 — ¢P', dass fiir gegebenes b = (b,) € € gelten muss

i(l‘/b)nan = i bpays1 =0-a; + i bp_1a,, a= (an) e (P,
n=1 n=1 n=2

Setzt man fiir a speziell die iiblichen Elemente e, = (d,,) jenw € {7 ein, so liefert
dieser ,,Koeffizientenvergleich“ (L’b); = O und (L’b),, = b, fiir n > 2 und fiir
diese Setzung gilt obige Gleichheit tatsichlich fiir alle a € 7. Der Adjungierte
des Linksshifts in £ ist also wie in £2, vgl. Ubungsaufgabe 2.19, der Rechtsshift
R: (P —¢r, R((a,)) = (0,ay,as,as,...). Man beachte aber, dass dieser nun
auf einem anderen Raum operiert!

Genauso kann man zeigen, dass der Adjungierte des Rechtsshifts auf ¢7 der
Linksshift auf £7" ist.

Es sei wieder 1 < p < 0o, m € £ und M,,, : ¥ — ¢ der Multiplikationsope-
rator mit M,,a = (mya,) fir a = (a,) € ¢P. Die Definition des adjungierten
Operators liefert dann fiir M/, : (£P)" — (£P)

M, 0)(a) = o(Mpa), ¢ € (tF) aet’.



5.2 Signierte Mafle

Nach der Identifizierung von (£,)" mit 7" steht da fiir gegebenes b = (b)) € £

Z(M:nb)nan = Z bp(Mpma)n = Z bymua,, a = (ay) € ’.
n=1 n=1 n=1

Hier liefert der Koefizientenvergleich M/, b = (m,b,) = M,,b. Die Adjungierte
von M,,, auf €7 ist also der Multiplikationsoperator mit derselben Multiplikator-
folge m, aber nun auf £7. Man beachte hier fiir p = 2 auch den Unterschied zur
Hilbertraumadjungierten M?, = My, vgl. Ubungsaufgabe 2.19.

5.2 Signierte MaBe

Unser ndchstes Projekt sind die Dualrdaume der Lebesgue-Riume. Wir wissen schon
L%(Q)" = L?(Q), denn das ist ein Hilbertraum. Fiir die restlichen p ist die Frage nicht
so leicht zu beantworten und wir miissen erst eine ganze Menge Theorie entwickeln.
Als ersten Schritt verallgemeinern wir in diesem Abschnitt den MaBbegriff aus der
Integrationstheorie, indem wir auch zulassen, dass Mengen ein negatives Maf} haben.
Damit wir keine Probleme mit co — co bekommen, lassen wir nur Werte in R zu.

Im gesamten Abschnitt sei (€2, A) ein messbarer Raum.

Definition 5.3. Eine Abbildung v : A — R heifit signiertes MaB3, wenn v(0) = 0
ist und wenn fiir jede Folge (A,) C A von paarweise disjunkten Mengen die Reihe
2oy V(Ay) unbedingt konvergiert mit

V(U An) - i V(A).

neN n=1

Bemerkung 5.4. Ein direkter Vergleich mit der Integrationstheorie offenbart: Ein Maf}
v ist genau dann ein signiertes MaB3, wenn v endlich ist.

Vorsicht ist nun beim Begriff einer Nullmenge geboten, denn wann man zwei disjunkte
Mengen mit MaB3 1 und Mal} —1 vereinigt, kommt dabei zwar zufillig eine Menge
mit Maf} Null heraus, aber diese ist nicht maf3theoretisch ,.,klein““ und vernachlissigbar,
sondern hat nur zuféllig Mafl Null. Wir geben daher folgende Definition.

Definition 5.5. Ist v ein signiertes Maf3 auf (Q, A), so ist N € A eine Nullmenge, oder
genauer v-Nullmenge, wenn fiir alle A € A mit A C N gilt v(A) = 0.

Die Differenz von zwei endlichen MaBien auf (Q, A) ist ein signiertes Mal}. Bemer-
kenswerterweise liefert diese Konstruktion auch schon alle signierten Malle — dies
ist die Aussage des folgenden Zerlegungssatzes von Hahn-Jordan, der thematisch ganz
eindeutig der Maftheorie zuzuordnen ist und daher hier nicht bewiesen werden soll.
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5 Bestimmung wichtiger Dualrdume

Die Hauptschwierigkeit im Beweis ist gewissermallen technischer Natur: Man muss,
nur mit Hilfe des signierten MaBies v, den maximalen Teil von (Q, A) ‘ertasten’, der
fiir die negativen Werte von v verantwortlich ist, vgl. mit [VN22, Theorem 2.45].

Satz 5.6 (Hahn-Jordan-Zerlegung). Ist v ein signiertes Maf3 auf (Q, A), so existieren
Q. e Amit Q. UQ_ = QundQ,NQ_ =0, sodass die Abbildungen v, : A — [0, c0)
mitv.(A) = +v(ANQ.) endliche Mafle auf (Q, A) sind, die v alsv = v, —v_ zerlegen.
Weiterhin ist die Zerlegung von v als Differenz zweier endlicher Mafje eindeutig und
in obiger Zerlegung ist v, (Q_) =0 = v_(Q,).

Wir bezeichnen in obiger Situation v, und v_ auch als Positiv- und Negativteil von v.
Daraus ergibt sich natiirlicherweise auch ein Betrag von v:

Definition 5.7. Sei v ein signiertes Maf3 auf (Q, A) und v, wie in der Hahn-Jordan-
Zerlegung. Dann heifst das Maf |v| := v; + v_ Totalvariation(smaB) von v.

Viele Sitze der Malitheorie lassen sich nun durch separates Anwenden auf Positiv- und
Negativteil auf signierte Mal3e iibertragen.

Definition 5.8. Sei v ein signiertes Maf3 auf (Q, A) und v, wie in der Hahn-Jordan-
Zerlegung. Eine Funktion f : Q — K heiflt v-integrierbar falls sie beziiglich v, und v_
integrierbar ist. In diesem Fall setzen wir

/Qfdv::/Qfva,—/Qfdv_.

Als einfaches aber wichtiges Beispiel, wie nun Sétze aus der Integrationstheorie ihr
Analogon in der signierten MaBtheorie finden, verallgemeinern wir die Dreiecksun-
gleichung fiir Integrale.

Lemma 5.9 (Dreiecksungleichung fiir signierte Malle). Sei v ein signiertes Maf3 auf
(Q, A) und f beziiglich v integrierbar. Dann ist | f| beziiglich |v| integrierbar und es

gilt
/Qfdv S/glfl vl

Beweis. Es ist nach Definition und Dreiecksungleichung aus der Integrationstheorie

/Qfdv /Qfdm—/gde— S/QlfldV++/Q|f|dv—=/Q|f|dIVI,

wobei die letzte Gleichheit fiir charakteristische Funktionen aus der Definition des
Totalvariationsmafles folgt und sich dann auf die bekannte Weise fortpflanzt. O

Aus Sicht der Funktionalanalysis dridngen sich signierte Maf3e schon allein deswegen
auf, weil sie die aus der Integrationstheorie bekannten Male in eine Vektorraumstruktur
einbetten. Machen Sie sich folgenden Satz anhand der Definitionen klar:
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5.3 Der Satz von Radon-Nikodym

Satz 5.10. Die Menge M(Q) der signierten Mafse auf (2, A) wird mit der von den
Abbildungen A — R geerbten Struktur und der Totalvariationsnorm

IVlim@) = V() v eM(Q),

Zu einem normierten Raum.

Bemerkung 5.11. Ist X ein metrischer Raum, so schreibt man oft ohne weitere Angabe
der Sigma-Algebra M(X) fiir den entsprechenden Raum der signierten Borel-Maf3e auf
X. Als solcher wird beispielsweise in Abschnitt 5.5 der Raum M([a, b]) fiir ein Intervall
[a, b] auftauchen.

5.3 Der Satz von Radon-Nikodym

Der grofite Brocken auf dem Weg zur Bestimmung des Dualraums von L” () ist der
in diesem Abschnitt vorgestellte Satz von Radon-Nikodym, der vom Inhalt her in die
Integrationstheorie gehort, sich aber, einer Idee von John v. Neumann folgend, schon
mit Hilfe des Darstellungssatzes von Riesz-Fréchet beweisen ldsst. Von daher passt er
sehr gut in diese Vorlesung.

Auch in diesem gesamten Abschnitt sei (Q, A) ein messbarer Raum.

Definition 5.12. Es seien y und v jeweils ein Maf3 oder ein signiertes Maf3 auf (Q, A).
Dann heifst v absolut-stetig beziiglich u und wir schreiben v < u, wenn jede u-
Nullmenge auch eine v-Nullmenge ist.

Theorem 5.13 (Satz von Radon-Nikodym). Es seien u ein o-endliches und v ein o -
endliches Maf} oder ein signiertes Maf; auf Q. Dann gilt v < u genau dann, wenn es
eine A-B(R)-messbare Funktion g :  — R gibt mit

V(A):/gd,u, AeA.
A

Die Funktion g wird in diesem Zusammenhang dann oft als Integraldichte oder einfach
Dichte von v beziiglich des Malles u bezeichnet und dieses Konzept spielt vor allem
in der Stochastik eine wichtige Rolle. In diesem Sinne kann man den Satz von Radon-
Nikodym kurz so im Kopf behalten: v ist genau dann absolut-stetig beziiglich u, wenn
v beziiglich u eine Dichte hat.

Das wesentliche Argument zum Beweis des Satzes von Radon-Nikodym steckt in dem
folgenden Resultat, das eine getrennte Erwdhnung aber mehr als verdient hat.

Theorem 5.14 (Lebesguescher MaB-Zerlegungs-Satz). Es seien u und v zwei o -
endliche Mafie auf (Q, A). Dann existiert eine u-Nullmenge N € A und eine A-
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5 Bestimmung wichtiger Dualrdume
B(R)-messbare Funktion h : Q — [0, c0) mit

v(A) :/hd,u+v(AﬂN)
A
fiir alle A € A.

Beweis. Wir iiberlegen uns zunichst, dass es ausreicht, den Satz fiir endliche Malle zu
beweisen, bevor wir das dann in vier weiteren Schritten tun werden.

1. Schritt: Wenn der Satz fiir endliche MaBe gilt, dann auch fir o-endliche.
Seien also u,v zwei o-endliche Malle und wir setzen voraus, dass die Aussage des
Satzes fiir endliche Maf3e gilt. Mit u und v ist auch das Summenmal} o := u + v ein
o-endliches Maf} und wir konnen eine Folge (B,) in A wihlen, die aus paarweise
disjunkten Mengen mit o-(B,,) < co fiir alle n € N besteht und die | ,,c;y B, = Q erfiillt.
Man beachte, dass mit o-(B,,) auch u(B,) und v(B,) fiir alle n € N endlich sind.

Also existieren fiir jedes n € N eine p-Nullmenge N, € A|p, und eine A|p, -B(R)-
messbare Funktion 4, : B, — [0, c0) mit

v(A) = ‘/Ahn du+v(ANN,), (A e Alg,).

Wir setzen N := J,exy Ny und £ := hy, jeweils auf B,,. Dann ist N immer noch eine u-
Nullmenge und £ ist nicht-negativ und als abschnittsweise messbar definierte Funktion
A-B(R)-messbar. AuBerdem gilt fiir jedes A € A auch A N B,, € A|p, und damit ist

oo (o8]

v(4)= > v(ANB,) = Z(/

hy du +v(AN B, N N,,)).
n=1 n=1 YANBy

Da alle &, nicht-negativ sind, folgt
:/ hdu+v(U(AﬂBnﬂNn)):/hdu+v(AﬂN)
ANUpext Bn =t A
und dieser Schritt ist fertig.

Ab nun gehen wir also davon aus, dass unsere MaBle ¢ und v endlich sind. Weiter
schreiben wir o := u + v und betrachten den Raum L?(o, Q) aller reellwertigen und
bzgl. o quadratintegrablen Funktionen.

2. Schritt: Es ex. u € L*(o-, Q) mit [, f(1-u) dv = [, fu dufiiralle f € L*(c, Q).
Wir nutzen die lineare Abbildung ¢ : L?(o, Q) — R mit ¢(f) := fQ f dv. Dann gilt
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5.3 Der Satz von Radon-Nikodym

fiir jedes f € L?(o, Q) mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

onl=| [ £ ar]< [1n1av<vars( [ 17 a)"
< (@) /Q P dv+ /Q 17 40) P o

d. h. ¢ ist ein stetiges Funktional auf dem Hilbertraum L? (o, Q). Nach dem Rieszschen
Darstellungssatz 2.10 gibt es also eine Funktion u € L?(o, Q) mit

[ o= =G = [ fudo= [ fuaus [ fuar 53

fiir alle f € L?(o, Q). Daraus ergibt sich sofort durch Umstellen

/ f(l—u)dv= / fudy, feL*o,Q). (5.4)
Q Q

Bevor wir weitergehen, bemerken wir fiir das weitere noch, dass u insbesondere eine
A-B(R)-messbare Funktion ist und da alle beteiligten Maf3e endlich sind und u beziig-

lich des Summenmales o quadratintegrabel und damit auch integrabel ist, ist # auch
beziiglich x und v sowohl quadratintegrabel als auch integrabel.

3. Schritt: Es gilt y-fast Gberall 0 < u < 1.

Zuerst bekommen wir dank (5.3)

v{u < 0}) = / 1{u<0} dv = / 1{u<0}u do = / udo <0
Q Q {u<0}

und es ergibt sich v({u < 0}) = 0.

Nehmen wir an, dass u({u# < 0}) > 0 ist, so bekommen wir den Widerspruch

0zv({u<0}):/ udO':/ udu+/ udv:/ udu <0,
{u<0} {u<0} {u<0} {u<0}

und wir haben schon mal y-fast iiberall u > 0.

Als niichstes zeigt die wiederum auf (5.3) fuBende Uberlegung

v{uz1}) +u({u>1}) < / u dv +/ udu = / 1>nu do
{ux1} {u=1} Q
= [ ey v = vtz 1),
Q

dass u({u > 1}) < 0ist. Also gilt tatsachlich u-fast iiberall auch u < 1.
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4. Schritt: Definition von N und A.

Wir setzen N := {u ¢ [0, 1)}. Das ist nach den Erkentnissen des vorherigen Schrittes
eine pu-Nullmenge. AuBlerdem gilt auerhalb von N immer u # 1, so dass wir

. 2 auf Q\N=Qn{uel0, 1)}
o, aufN.

setzen konnen. Mit u ist auch 4 eine A-B(R)-messbare Funktion und nach Konstruktion
ist & nicht-negativ.

5. Schritt: Nachweis, dass / die gewlinschte Gleichheit erfiilit.

Fiir jedes A € A gilt nach Definition von N
v(A) =v(An{ue[0,1)}) +v(ANN),

es bleibt also zu zeigen, dass v(A N {u € [0,1)}) = fA h du gilt. Dazu betrachten
wir die Mengen M,, := {u € [0,1 —1/n)}, n € N, und erhalten mit dem Satz von der
monotonen Konvergenz

1
v(An{ue[0,1)}) = / Lucony dv = lim [ 1y, dv = lim [ =221 ) dv.
A n—oo

A n—)ooQ]—u

Dafiirjedes n € N die Funktion 1anam,/1-u beschriankt und damit beziiglich des endlichen
Males v quadratintegrabel ist, folgt mit (5.4)

1
:lim/Mudu.
n—oo Q]—u

Wegen M, C Q\ N ist hier #/1-u = h und es gilt wieder mit monotoner Konvergenz
wie gewlinscht

= lim 1,k du :/1{%[071)}}1 du = /hd,u.
A A A

n—oo

Mit diesem Resultat ausgestattet konnen wir jetzt den Radon-Nikodym angehen.
Beweis von Satz 5.13. Zunichst stellen wir fest, dass die Beweisrichtung von der Exis-

tenz der Funktion g zur Absolut-Stetigkeit von v bzgl. u der einfache Teil ist. Gibt es
nidmlich eine Funktion g wie im Theorem und ist M eine u-Nullmenge, so gilt sofort

v(M):/Mgd/J:O,

also ist dann v < pu.
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Die ,,interessante* Beweisrichtung gehen wir zunéchst in dem Fall an, dass auch v
ein o-endliches Maf ist. Da nach Voraussetzung v < u ist, konnen wir dann den
Lebesgueschen MaB-Zerlegungssatz 5.14 auf v und u anwenden und erhalten eine
p-Nullmenge N und eine Funktion /4 mit den dortigen Eigenschaften. Wegen der
absoluten Stetigkeit von v beziiglich y ist N dann auch eine v-Nullmenge und es gilt
firalle A e A

v(A) :/hdu+v(AﬂN) =/hdu.
A A
Wir konnen also g := h setzen und sind fertig.

Ist v ein signiertes Mal3, so konnen wir den Mafraum € nach dem Zerlegungssatz von
Hahn-Jordan 5.6 als €, U Q_ zerlegen und das Mal} v als v, — v_ schreiben. Dann ist
(Q4, Alq,, v+) ein o-endlicher MaBiraum und fiir jedes A € Alq, mit u(A) = 0 gilt
nach der Voraussetzung v(A) = 0 und damit auch

vi(A)=v(ANQ,) =v(A) =0.

Also gilt v, < u|g, und nach dem eben bewiesenen gibt es ein g : Q, — R mit

V+(A)=/g+ dula, =/g+ du, A€ Aq,.
A A

Genauso konstruiert man ein g_ : Q_ — Rmitv_(A) = fA g_ du fiir alle A € Alq._.
Definiert man nun die Funktion g : Q — R durch g := g, auf Q, und g = —g_ auf
Q_, so ergibt sich fiir alle A € A

V(A) = vo(A) —v-(A) = v(ANQ,) — (AN Q) =/m g du—/m g du

:/ gd,u+/ gdu:/gd,u. |
ANQ, ANQ_ A

5.4 Der Dualraum von L?

Wir konnen nun die Erkenntnisse der letzten beiden Abschnitte zusammennehmen
und endlich die Dualrdume der Lebesgue-Raume L7 (Q) fiir o--endliche MafBraume
(Q, A, u) bestimmen. Dazu lohnt es sich einen Blick zuriick auf Satz 4.11 zu werfen.
Dort haben wir gesehen, dass fiir p, p’ € [1, 00] mit 1/p + 1/ = 1 und g € L?' (Q) die
Abbildung ¢, : L?(Q) — K mit

@e([f) 1=/Qfg du, feLl(Q),
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ein Element von L” ()" mit ||¢gllLr @) = llgllLr (q) ist. Damit induziert jedes Element
von L?'(Q) ein Funktional auf L” () und die Abbildung
LY (Q L7 (Q),
R i R (5.5)
8 = Qg

ist eine Isometrie. Wir werden jetzt zeigen, dass T im Fall p < oo sogar surjektiv und
damit ein Isomorphismus ist.

Theorem 5.15. Es sei (Q, A, u) ein o-endlicher Mafiraum, 1 < p < cound p’ € (1, 0]
so gegeben, dass 1/p + 1/p’ = 1 ist. Dann ist der Operator T aus (5.5) ein isometrischer
Isomorphismus, d. h. es ist LP (Q)" = L' (Q).

Der folgende Beweis ist fiir den Fall K = R formuliert. Das Resultat ldsst sich dann bei
Bedarf mit ertriglichem Aufwand mit Hilfe von Lemma 4.17 komplexifizieren, was
wir hier jedoch nicht ausfiihren werden.

Beweis. Einsetzen einer Linearkombination zeigt sofort, dass T eine lineare Abbildung
ist: Fiir alle g1, g» € L' (Q) und A € K ist

751 + 8] (/) = Prgrsea(f) = /Q F(Ag + g2) du = A /Q o1 f du+ /Q orf du
_ ATe)(f) + Ten (), fel’ (@),

Weiterhin haben wir in Satz 4.11 schon gesehen, dass 7 eine Isometrie ist. Es bleibt also
nur noch die Surjektivitit zu zeigen. Das werden wir zuerst im Falle endlicher MaRriu-
me tun und dann daraus den allgmeinen Fall mit Hilfe der o--Additivitit ableiten. Auf
dem Weg werden wir uns durch viele Resultate aus der Vorlesung Integrationstheorie
wiihlen.

1. Schritt: Im Fall u(Q) < oo ist T surjektiv.

Sei ¢ € LP(Q)” gegeben. Da Q als endlicher Maliraum vorausgesetzt ist, gilt fiir jedes
A € A, dass die charakteristische Funktion 14 in L? (Q) liegt. Deshalb kdnnen wir die
Abbildung v : A — R mit v(A) = ¢(1,) fiir A € A betrachten. Im Hinblick auf den
Satz von Radon-Nikodym wollen wir diese im Weiteren als signiertes Maf3 auf (Q, A)
enttarnen, das absolut-stetig beziiglich u ist.

Es ist sofort v(0) = ¢(0) = 0. Fiir die o--Additivitidt wihlen wir eine Folge (A,) € A
von paarweise disjunkten Mengen. Dann gilt 1\; _ 4, = X.,en 14, und fiir jedes N € N
gilt (ZnNzl 14,)? < 17 =1 auf Q. Da die konstante 1-Funktion dank der Endlichkeit
des MafBraums iiber Q integrierbar ist, ist sie eine zulidssige Lebesgue-Majorante und
wir schlussfolgern, dass die Reihe 37| 14, in L7 (€2) konvergiert. Damit folgt aus der
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5.4 Der Dualraum von LP

Stetigkeit von ¢

V(U An) = o1y, . 4,) = 90(2 1An) = Z ©(14,) = Z v(Ay).
neN neN

neN neN

SchlieBlich ist v tatsdchlich absolut-stetig beziiglich u, denn fiir jede p-Nullmenge
N € A gilt 1y = 0 im p-fast-liberall-Sinne und damit

v(N) = ¢(1y) = ¢(0) = 0.

Damit sind alle Voraussetzungen des Satzes von Radon-Nikodym 5.13 erfiillt und
dieser schenkt uns ein A-B(R)-messbares g : Q — R mit

¢(1A):V(A):/gdﬂ:[21Agdﬂ, AeA.
A

Wegen der Linearitit von sowohl ¢ als auch des Integrals beziiglich ¢ bekommen wir
aus dieser Gleichheit fiir die charakteristischen Funktionen sofort die gleiche Identitét
fiir alle einfachen Funktionen:

o(s) = / sg du, s einfache Funktion auf Q. (5.6)
Q

Die Hoffnung ist nun natiirlich, dass zum Einen g € L” (Q) gilt und wir zum Anderen
die Gleichung (5.6) fiir alle f € L”(Q) an Stelle der einfachen Funktionen s zeigen
konnen, denn dann ist ¢ = Tg und wir sind fertig. Letzteres scheint nicht hoffnungs-
los, denn die einfachen Funktionen liegen dicht in L? (Q), vgl. Satz IV.17.12 aus der
Integrationstheorie.

Wenden wir uns also dem Nachweis von g € L? (Q) zu. Dazu betrachten wir die
abgeschnittenen Versionen g, := gljg<s}, 7 € N, von g. Dann ist jedes g, € L*(Q)
und damit, dank der Endlichkeit des MaRes, auch in L?’ (Q). Fiir die Norm erhalten wir
mit Satz 4.11 (b), dass

ey = sup| [ Fondi: 7 < L2(@). sl = 1} 5.7)
Fiir alle einfachen Funktionen s auf Q gilt wegen (5.6)

/ngn du = /931{|glsn}g dp = | (s1jg1<n)))|

< llell@wey llsgg<nyllLe < llell@ey llsllLe.

Ist nun f € L?(Q) mit || f||[L» = 1 und (s,,) eine Folge von einfachen Funktionen, die
in L”(Q) gegen f konvergiert, so ist damit wegen der Stetigkeit des Funktionals T'g,
auf L? (Q)

}/ f8n dll‘ =|Tg.()| = lim |Tgu(s,)| = lim |/ Sm&n dﬂ‘

< lim llgliweyllsmlie = ll@llwey LflLe = liellwey -
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5 Bestimmung wichtiger Dualrdume

Somit liefert (5.7) die Abschitzung ||g,ll;»» < [|¢|l(Lr) fiiralle n € N. Mit dem Lemma
von Fatou, Lemma IV.10.2, bekommen wir also

p _ . P’ .. P’ T p’ p’
gy, = /Q’}gg |gnl” du Sllgrlgf/9|gn| dp = liminf [lgall,, < llell )

und wir haben tatséchlich g € L? (Q) erreicht.

Es bleibt noch (5.6) fiir beliebiges f € L”(L) anstelle der einfachen Funktion s zu
zeigen. Seidazu f € L?(Q) und (s,) eine Folge von einfachen Funktionen, die in L” (Q)
gegen f konvergiert. Durch Auswahl einer geeigneten Teilfolge konnen wir zudem
sicherstellen, dass (s,) auch punktweise fast iiberall konvergiert. Deshalb verhilft uns
hier der Satz von der majorisierten Konvergenz zu

@(f) = lim ¢(s,) = lim /sng du =/fg dp.

2. Schritt: Verallgemeinerung auf u(Q) = .

Dieser Schritt gelingt mit einem typischen Ausschopfungsargument der Integrations-
theorie, dass daher hier nur skizziert werden soll. Eingedenk der o--Additivitit von Q
wihlt man eine Folge (Q,) von wachsenden Teilmengen mit jeweils endlichem Maf3
und J,,ep @, = Q. Durch Einschrinkung auf die Funktionen in L”(Q), deren Trager
in Q, liegt, ldsst sich jedes ¢ € L”(Q)" auch als Funktional ¢, auf L”(€,) auffassen

und es gilt ||, llLr @, < llellLe @y -

Nach Schritt 1 gibt es fiir jedes n ein eindeutiges g, € L” (Q,), dass ¢, entsprechend
darstellt und es gilt [[gnll.r"(q,) = ll¢nllLr(@,) < ll@llLr (@ fiir alle n € N. Sind weiter
m,n € N mitm > n, so gilt dank der Eindeutigkeit und Q, C Q,,, dass gn|q, = gn ist.
Die Setzung g := g, auf Q, fiir jedes n € N ist also wohldefiniert und es gilt

||g||Lp’(Q) = sup ”gnHLP'(Qn) < llellLr @y -
neN

SchlieBlich ist fiir jedes f € LP(Q) mit der Stetigkeit von ¢ und dem Satz von der
majorisierten Konvergenz

o(f) = lim g(ta,7) = lim [ fo,du=lim [ fedu= [ feau o

Bemerkung 5.16. Im Fall 1 < p < co kann man das Theorem abschwichen und die
Bedingung, dass der MafBiraum o -endlich sein muss, weglassen. Im Fall p = 1 geht das
aber nicht.
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5.5 Der Dualraum von C([a, b))

In diesem Abschnitt wollen wir die vorangegangenen Betrachtungen zu den Dualriu-
men der L”-Ridume durch ein ‘Endpunktresultat’ fiir einen Funktionenraum mit ‘co-
Norm’ vervollstindigen. Die schonsten Strukturen findet man fiir die Dualrdume von
Réumen stetiger Funktionen. Wir werden sehr bald sehen wie und warum . . . .

Um den maBtheoretischen Uberbau auf ein Minimum zu beschrinken, wollen wir
exemplarisch den Dualraum des Banachraums C([a, b]) der stetigen, reellwertigen
Funktionen auf einem kompakten und im gesamten Abschnitt fixierten Intervall [a, b]
bestimmen. Wir arbeiten also erneut iiber dem Korper K = R.

Im ersten Schritt wollen wir einige stetige Funktionale auf C([a, b]) konstruieren.

Lemma 5.17. Sei v ein signiertes Borelmaf3 auf [a, b]. Dann ist durch

b
¢v: C([a.b]) — R, f|—>/ £ dv

ein beschrdnktes lineares Funktional gegeben. Ferner gilt ||, ||c((a.p)y = [vI([a, b]).

Beweis. Linearitit ist klar und aus der Dreiecksungleichung fiir Integrale (Lemma 5.9)
folgt

b
lov ()] S/ |1 dvl < | fllelvI([a, 1), f € C([a,b]).

Somit ist ¢, beschrinkt und es gilt ||¢, |lc([a,51) < [VI([a, b]).

Um Gleichheit in der Normabschitzung zu erzwingen, nutzen wir die Hahn-Jordan-
Zerlegung und schreiben v = v, — v_ mit v = v(A N Q.) fiir alle Borelmengen
A C [a,b].

Sei nun € > 0. Da |v| als endliches Borelmal3 regulir ist (Satz IV.7.2), finden wir in
[a, b] kompakte Mengen K. und (relativ) offene Mengen U derart, dass K. C Q. C
U: mit |v|(U: \ K+) < & gilt. Dank des Urysohn-Lemmas (Lemma IV.18.4) kdnnen
wir stetige Funktionen f. € C([a, b]) wihlen, die den punktweisen Abschitzungen
1k, < fi <1y, geniigen. (D.h. esist fy = 1 auf K, und f; = 0 auBerhalb von U.,.)
Aus dieser Konstruktion folgt

b
oy (£fx) :/ +f: dv
= fi dvi + / ift dV
U:\K+

K.

2/ 1d|v|—/ 1djv|
K. U:\K.
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5 Bestimmung wichtiger Dualrdume

und somit nach Wahl der beteiligten Mengen

oy(£f) 2 [v|(Ks) = [v[(Us \ K+)
= V[(Q1) = V[(Qx \ Kx) — [v[(Ux \ Kx)
> [v[(Qs) = 2|v[(Us \ Kv)
> |v[(Qy) — 2e.

Damit erfiillt die Funktion f = f; — f_ die Abschitzung

ov(f) = v (f1) + oy (=) 2 V[(Q4) = 2 + [V[(Q-) - 2& = |v[([a, b]) - 4e.

AuBerdem nehmen die Funktionen f. jeweils nur Werte zwischen O und 1 an, so dass
die Differenz f + — f_ nur Werte zwischen —1 und 1 annimmt. Das bedeutet || f||co < 1
und wir erhalten ||¢,||c([a,)y = |vI([a,b]) — 4e. Da & > 0 beliebig war, folgt die
Behauptung. O

In der Sprache der Funktionalanalysis bedeutet Lemma 5.17, dass die lineare Abbil-
dung

T: M([a,b]) — (C([a,b]))’, v ¢, (5.8)

isometrisch und daher insbesondere injektiv ist. Wir wollen im Folgenden beweisen,
dass T auch surjektiv ist und in diesem Sinne der Dualraum von C([a, b]) isometrisch
isomorph mit M([a, b]) identifiziert werden kann.

Auf dem jetzigen Stand wiirde jeder Beweisversuch schlichtweg daran scheitern, dass
wir gar nicht genug signierte Borelmaf3e auf [a, b] kennen, abgesehen von denjenigen,
die absolut-stetig beziiglich des Lebesgue-Malles sind (vgl. Satz 5.13) und wenigen
exotischeren Beispielen wie dem Dirac-MaB ¢, fiir beliebiges ¢ € [a, b]. Das néchste
Resultat stellt eine Moglichkeit vor, wie wir aus monoton wachsenden Funktionen
g: [a, b] — R endliche Borelmal3e konstruieren konnen.

Aus technischen Griinden ist es einfacher, die MaBe zunichst nur auf dem halboffe-
nen Intervall [a, b) zu konstruieren. Die Konstruktion ist eine Verallgemeinerung der
Konstruktion des eindimensionalen Lebesgue-MaBes aus Kapitel IV.6 der Integrati-
onstheorie, die zur speziellen Funktion g(¢) = ¢ korrespondiert.

Lemma 5.18. Sei g: [a, b] — R monoton wachsend. Dann wird durch
v([e,d)) = g(d-) — g(c—) (a<c<d<b) (5.9

ein eindeutiges endliches Borelmaf3 auf [a, b) festgelegt. (Im Fall ¢ = a ist g(a—) als
g(a) zu lesen.)

Beweis. Sei & = {[c,d) : a < ¢ < d < b} und R das System aller endlichen Verei-
nigungen von Intervallen aus €. Die Behauptung ergibt sich aus dem Fortsetzungssatz
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von Carathéodory-Fréchet-Hahn (Theorem 1V.5.12), sofern wir sicherstellen konnen,
dass R ein Ring ist, der die o-Algebra B([a, b)) erzeugt, und dass v auf R eine
wohldefinierte, o--additive und o -endliche Mengenfunktion mit v(0) = 0 ist.

Vielen dieser Dinge gehen genauso oder analaog zur Konstruktion des Lebesgue-Malies
im Kapitel IV.6 der Integrationstheorie: Dort ist schon gezeigt, dass R ein Ring ist, der
die Borel-o-Algebra erzeugt und die Beweise fiir v wohldefiniert und v additiv (Schritte
1 bis 3 im Beweis von Lemma [V.6.2), sowie die erste Ungleichung der o-Additivitat
(vgl. Schritt 4 im Beweis desselben Lemmas), gehen genauso oder analog. Au3erdem
ist v endlich und damit erst recht o-endlich. Es bleibt nur die o-Subadditivitit von v
auf R zu zeigen, vgl. dort den zweiten Teil von Schritt 4.

Da sich jede Menge aus R als endliche Vereinigung von Intervallen aus & schrei-
ben lasst, reicht es dazu aus, fiir ein gegebenes Intervall [c¢,d) € & und nicht-leere,
paarweise disjunkte Intervalle [c;,d;), j € N, mit [c,d) = U;’;l [c;,d;), zu folgern
dass

(o)

v([e,d)) < D v([e;,d)). (5.10)

j=1
gilt.

Dazu sei € > 0. Da g als monoton wachsende, und damit sprungstetige Funktion, vgl.
Lemma 1.29.3, in jedem Punkt einen linksseitigen Grenzwert hat, finden wir Zahlen
0,7y, > 0 fiir die gilt:

v([e.d) <5 +v([e.d=9))
£ :
V([Cj_Yjadj))SW"‘V([Cj’dj))a JeN.
Wegen [c,d — 6] C U;’;](cj — vj,d;) konnen wir via Kompaktheit ein N € N mit

[c,d-0) C Uj\’:l [c; —vj,d;) finden, woraufhin die Additivitit von v auf R uns

v([e,d)) < g +v([e,d - 6))

N
+ > vllej=vj.d))

Jj=

N

E E

= Z‘[_Z’“ +v([c.d)))
J=

IA
| ™

IA

IA

e+ v(lej.d))
j=1

liefert. Da € > 0 beliebig war, folgt (5.10). O
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Bemerkung 5.19. Durch (5.9) ist kein eindeutiges Borelmal auf [a, b] festgelegt. In
der Tat ist fiir jedes 4 > 0 auch v + 19, ein solches MaB.

Implizit beinhaltet Lemma 5.18 auch schon eine Konstruktion von allgemeineren end-
lichen signierten Borelmafen: wir konnen einfach die Differenz zweier monoton wach-
sender Funktionen betrachten. Uberraschenderweise, lisst sich diese Klasse von Funk-
tionen sehr explizit beschreiben und bekommt ihren eigenen Namen.

Definition 5.20. Sei i : [a, b] — R eine Funktion. Die Variation von h auf [a, b] ist
definiert als

Var, p)(h) = sup{z |h(t;)) = h(tj-)|ta=tg<t; <...<t, = b}.
j=1

Die Funktion h heifit von beschrinkter Variation, wenn Var, ) (h) endlich ist. Der
Raum aller Funktionen von beschrinkter Variation auf [a,b] wird mit BV([a, b])
bezeichnet.

Ubungsaufgabe 5.21. Uberzeugen Sie sich, dass BV([a, b]) ein Banachraum ist.

Satz 5.22 (Struktursatz fiir BV([a, b])). Eine Funktion h: [a,b] — R ist genau dann
von beschrdnkter Variation, wenn Sie die Differenz von zwei monoton wachsenden
Funktionen ist.

Beweis. Ist g monoton wachsend auf [a, b], so ist Var[,;)(g) = g(b) — g(a), denn
per Teleskopsumme liefern alle Partitionen den gleichen Summenwert. Damit ist die
Differenz zweier monoton wachsender Funktionen in BV ([a, b]).

Umgekehrt sei & € BV([a, b]). Die durch g(t) = Var[,,(h), t € [a,b], definierte
Funktion ist offenbar monoton wachsend auf [a, b]. Wir probieren unser Gliick mit der
Zerlegung h = g — (g — h) und zeigen, dass auch g — 4 monoton wichst. Seien dazu
s,t € [a,b] mit s < . Durch Einfiigen des Punktes s in eine beliebige Partition von
[a, t] machen wir uns klar, dass

Var(, 1 (h) = Var(, g (h) + Var[s,,](h)
gilt. Folglich ist
g(t) — g(s) = Var[s,(h) = h(t) — h(s),

wobei wir im zweiten Schritt die triviale Partition von [s, ] genutzt haben. Umstellen
liefert g(¢) — h(r) > g(s) — h(s) wie gewiinscht. O

Aus dem Struktursatz und Lemma 5.18 erhalten wir das nachfolgende Korollar.

Korollar 5.23. Fiir g € BV([a, b]) gilt die Aussage von Lemma 5.18 im Kontext von
signierten Maflen.
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Bemerkung 5.24. Das zu g assoziierte Mall in Lemma 5.18 und Korollar 5.23 heif3t
auch Lebesgue-Stieltjes-May3.

Damit kdnnen wir den Dualraum von C([a, b]) wie angekiindigt bestimmen.

Theorem 5.25 (Riesz’scher Darstellungssatz fiir MaBle). Es gilt C([a, b])’ = M([a, b])
vermoge des isometrischen Isomorphismus (5.8).

Beweis. Im Vorgang zu (5.8) haben wir uns bereits klar gemacht, dass die Abbildung
isometrisch ist. Zu zeigen bleibt, dass sie auch surjektiv ist.

Sei ¢ € C([a, b])’ gegeben. Unsere Erfahrung aus MaB- und Integrationstheorie lehrt
uns, dass der Kandidat fiir das zu findende Maf3 formal durch A — ¢(14) gegeben sein
sollte. Da charakteristische Funktionen i.A. aber nicht stetig sind, miissen wir einen
kleinen funktionalanalytischen Umweg gehen.

1. Schritt: Fortsetzung von ¢.

Es sei B([a, b]) der Raum der beschriankten Funktionen auf [a, b] mit Supremums-
norm. Dieser enthidlt C([a, b]) als abgeschlossenen Unterraum. Aus dem Satz von
Hahn-Banach erhalten wir eine Fortsetzung ¢ € B([a, b])’ von ¢. Wir definieren nun
nicht direkt ein MaB} sondern eine zugehorige Funktion

h:la,b] >R, h(t)= (Z(l[a,l))'

2. Schritt: Konstruktion eines Lebesgue-Stieltjes-MaB.

Wir wollen zeigen, dass & von beschrinkter Variation ist. Seia =) < ... <t, = b
eine beliebige Partition und &; das Vorzeichen der Zahl h(t;) — h(t;_1). Dann folgt

DA =kt )l = ) 8 (E(jas) = F(Mjas,_ ) = a(Z & l[t,.l,m)
j=1

J=1 J=1

n

Z g l[fj—l:tj)

J=1

= |@lIB([a,b]) >

(o)

< llellB([a.b]y

wobei wir im letzten Schritt genutzt haben, dass die Intervalle [#;_,;) paarweise
disjunkt sind. Dies zeigt Var(,;(h) < [|@llB([a,p]y- Sei nun v das zu h assoziierte
Lebesgue-Stieltjes Mal3 auf [a, b), vgl. mit Korollar 5.23.

3. Schritt: Darstellung von ¢ auf Funktionen, die in b verschwinden.
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Sei f € C([a,b]) mit f(b) = 0. Wir behaupten, dass wir f auf [a, b) gleichmiBig
durch einfache Funktionen vom Typ

n—1
§ = Zl (@) A

J

mita =ty <t <...<ty_1 <t, = b und der zusitzlichen Eigenschaft, dass % in
allen ¢; fiir j = 1,2,...,n — 1 stetig ist, approximieren konnen. Dann finden wir nach
Konstruktion von v, dass

b n—1
/ sdv = Zf(fj)V([tj—l’tj))

a j=1
n—1

- Zf(t,-)(h(tj—) = h(tj1-))
=1
o

= > Fap)(h(t)) = k(1))

=

n—1

= Zf(tj)(;g(l[tj_l,lj))
=1

= ¢(s)

und da beide Seiten stetig von s beziiglich der unendlich-Norm abhéngen, folgt wie
gewiinscht

b
/ £ dv=3(f) = o(f).

Hierbei interpretieren wir v kanonisch als MaB auf [a, b].

Wir miissen noch die behauptete Approximationseigenschaft begriinden. Sei also € > 0.
Da f auf [a, b] gleichmiBig stetig ist, gibt es ein 6 > 0, so dass ||s — f]|« < € allein
daraus folgt, dass [t;_1 —t;| < ¢ fiir alle j gilt. Da h nach Satz 5.22 eine Differenz von
zwei monotonen Funktionen ist, hat 4 nach Satz 1.29.7 aus der Analysis I nur abzdhlbar
viele Unstetigkeitsstellen. Unterteilen wir [a, b] in gleichgrole Intervalle der Linge
hochstens 9/2, konnen wir in jedem Intervall ein ¢ ; wihlen, in dem /£ stetig ist.

Es bleibt noch das Intervall von #,_1 bis ¢, = b librig, auf dem s den Wert Null hat.
Doch dieses Intervall ist kiirzer als /2 und es gilt f(b) = 0 Damit ist auch dort der
maximale Abstand von f zu s kleiner als &£ und wir haben wirklich eine auf ganz [a, b]
gleichmifige Approximation.
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4. Schritt: Darstellung von .

Um nun eine Darstellung durch ein signiertes Borelmal} zu erhalten, die fiir alle f €
C([a, b]) gilt, zerlegen wir f = (f — f(b)) + f(b). Schreiben wir 1 fiir die konstante
Eins-Funktion, so liefert uns Schritt 3

b b
o(f) = / f - f(b) dv + o(1) £ (b) = / £ dv + £(0)(e(1) - v([a. b])

b
= / fd(v+cdyp),
wobei wir ¢ == ¢(1) —v([a, b)) gesetzt haben. Damit ist v + cd, das gesuchte signierte
MaB, vgl. mit Bemerkung 5.19. O

Bemerkung 5.26. (a) Theorem 5.25 gilt viel allgemeiner auf kompakten Haus-
dorffriumen anstelle von [a, b]. Verloren geht aber der Bezug zu Funktionen
von beschriankter Variation und der Beweis wird mafitheoretisch involvierter,
vgl. [VN22, Theorem 4.2].

(b) Sobald man diese Identifikation von C’(€) mit M(Q) bewiesen hat, bekommt
man aus Satz 4.7 sofort auch, dass der Raum M(Q) als Dualraum eines Banach-
raums selbst vollst dndig ist. Insbesondere haben wir jetzt gezeigt, dass M([a, b])
ein Banachraum ist.

5.6 Das Hausdorff’'sche Momentenproblem

Ein vieluntersuchtes offenes Problem zu Ende des 19. Jahrhunderts, das auch zur
Entwicklung der Funktionalanalysis beigetragen hat, war das sogenannte ,,Momenten-
problem®, das sich in moderner Sprache kurz wie folgt erkldren lasst. Ist u ein Maf3
auf einer Menge Q C R, so nennt man fiir jedes j € N die Zahl fg t/ du(t) das j-te
Moment von u. Diese GroBen spielen in der Mechanik und heute auch besonders in der
Stochastik eine wesentliche Rolle (beispielsweise als Erwartungswert, Varianz,...).
Das damals untersuchte Problem interessiert sich fiir die inverse Frage: Fiir welche re-
ellen Folgen (a;) kann man ein MaB u finden, so dass a; genau mit dem j-ten Moment
ibereinstimmt.

Fiir den Fall, dass Q ein kompaktes Intervall, hier 0.B.d.A. [0, 1], ist, hat Felix Haus-
dorff im Jahr 1921 erste Resultate veroffentlicht, weshalb diese Frage heute als Haus-
dorff’sches Momentenproblem bekannt ist. Exakt formuliert lautet es: Gegeben eine
reelle Folge (a;);»0, gibt es ein signiertes Borelmal v auf [0, 1] mit der Eigenschaft,
dass

1
/ t/ dv(t) = a; (5.11)
0
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fiir alle j > 0 gilt? Da wir die signierten BorelmafB3e in Theorem 5.25 als Dualraum von
C([0, 1]) identifiziert haben, ist diese Frage ein Spezialfall des folgenden, abstrakten
Problems.

Abstraktes Momentenproblem: Sei X ein normierter Raum iiber R, (u;);>0 eine
Folge in X und (a;),>0 eine reelle Folge. Gibt es ein ¢ € X’ mit ¢(u;) = a; fiir alle
Jj=0?

Satz 5.27 (Helly). Das abstrakte Momentenproblem ist genau dann losbar, wenn es
eine Konstante C > 0 gibt, so dass
n
Z Aju;
J=0

n
2,
J=0

fiir alle n € N und alle reellen Folgen (A;) > gilt.

<C (5.12)

X

Beweis. “=": Angenommen ¢ € X’ ist eine Losung des abstrakten Momentenpro-

blems. Dann gilt
3 s = Ytsetnn = o Sy
Jj=0 Jj=0 Jj=0

woraus (5.12) mit C := ||¢||x- folgt.

“e=":EsseiY = span{u; : j > 0}. Auf dem Unterraum Y von X definieren wir ein
lineares Funktional ¢ durch ¢ (u;) = a;. Wir beachten, dass  wohldefiniert ist, denn
angenommen Z’}:O Aju; = 0 gilt fiir gewisse Koeffizienten A, so folgt aus (5.12), dass

auch
n n
0= Z/ljaj = lﬁ(Z/ljuj).
Jj=0 j=0

Weiterhin ist ¢ beschriankt auf Y, dennist u = Z;f:o Ajuj, sofolgt [y (u)| < Cllul|x wie-
derum aus (5.12). Nach dem Satz von Hahn-Banach hat s eine normgleiche Fortsetzung
¢ € X'. Diese 16st nach Konstruktion das abstrakte Momentenproblem. O

Korollar 5.28 (Losung des Hausdorff’schen Momentenproblems). Sei (a;);>o eine
reelle Folge. Es gibt ein signiertes Borelmaf3 v auf [0, 1] fiir das (5.11) fiir alle j > 0
gilt, genau dann, wenn es eine Konstante C > 0 gibt, so dass

n n

0 )
> | <€ |32
Jj=0 Jj=0

fiir alle n € N und alle reellen Folgen (A;) > gilt.

< C max
te[0,1]

Ubungsaufgabe 5.29. Finden Sie eine Folge (a ;), fiir die das Hausdorf’sche Mo-
mentenproblem unldsbar ist. Hinweis: Suchen Sie nach Monotonie; nutzen Sie nicht
Korollar 5.28.
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6 Die Hauptsatze der
Funktionalanalysis

Dieses Kapitel prisentiert mehrere gro3e Theoreme, die als die klassischen Hauptsitze
der Funktionalanalysis iiber Operatoren auf Banachrdumen gelten. Sie basieren alle auf
einem allgemeinen topologischen Prinzip, dem Satz von Baire. Diesen wollen wir im
ersten Abschnitt kennenlernen.

6.1 Der Satz von Baire

Wie schon angekiindigt hat der Satz von Baire selbst nicht viel mit Funktionalanalysis
zu tun, sondern beschiftigt sich mit metrischen Raumen.

Definition 6.1. Es sei (X, d) ein metrischer Raum und M C X. Dann heifst M
(a) nirgends dicht in X, falls (M)° = 0 gilt.

(b) von 1. Kategorie oder mager in X, falls es nirgends dichte Mengen M, C X,
n €N, gibt mit M C ey M.

(c) von 2. Kategorie oder fett in X, falls M nicht mager ist.

Satz 6.2 (Satz von Baire). Jeder vollstindige metrische Raum X # O ist fett in sich.

Beweis. Wir nehmen an, dass X mager in sich ist. Dann gibt es eine Folge (M,) von
nirgends dichten Mengen in X mit X = |,y M,,. Fiir jedes n € N setzen wir A,, :== M,
und beobachten, dass dann immer A, = 0 gilt.

Da A‘l’ = (, aber X° = X # 0 ist, kann X \ A; nicht leer sein und diese Menge ist
auBerdem offen, da A; abgeschlossen ist. Also gibt es eine geeignete offene Kugel
Ug (x1) € X\ A; mit 1 < 1/2. Nun ist Ugj(x1) N (X \ A2) # 0, denn sonst wire
U:,(x1) € Az und das passt nicht zum leeren Inneren dieser Menge. AuBlerdem ist
dieser Schnitt eine offene Menge, so dass es wieder eine geeignete Kugel U,,(x2) €
Usp(x1) N (X \ A2) mit &, < 1/4 gibt.

Durch Iteration dieses Verfahrens, bekommen wir eine Folge von offenen Kugeln
U, (x,), so dass fiir alle n € N gilt:
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(a) U8n+l (xn+1) c Ub‘n/z(xn) c Us,, (xn)’

(b) Ug,(xn) N A, =0 und

(©) &y < 3x.
Wir zeigen, dass die Folge (x,) eine Cauchyfolge in X ist. Fiir alle j,£ € N mit j < ¢

gilt dank (a) die Inklusion x; € Ug,(x¢) C Ug;(x;) und mit (c) ist

d(xj,x7) <& < 5

Ist also &€ > 0 vorgegeben und N € N so, dass 27V < g ist, so gilt fiiralle £ > j > N
demnach d(x;,x;) <27/ <27V < &. Da X vollstindig ist, konvergiert (x,) also gegen
einx € X.

Nun fixieren wir ein n € N. Dann liegt wegen (a) das Folgen-Endstiick (xg)gsn+1 in
Usg,., (xp+1) und es folgt

X € Usn+1(xn+1) c USn/z(xn) c Usn (xn)

Das bedeutet nach (b) aber, dass x ¢ A, giltund dan € N in dieser Uberlegung beliebig

war, bekommen wir
ve | Jan= Ui 2| M= x,

n=1 n=1 n=1

womit wir bei einem Widerspruch wiren. O

Hier ist eine einfache Umformulierung des Satzes von Baire in der Form, in der er
meistens eingesetzt wird.

Korollar 6.3. Es sei X # 0 ein vollstindiger metrischer Raum und (F,) C X eine Folge
von abgeschlossenen Teilmengen von X mit X = \J,eny Fy- Dann enthdilt mindestens ein
F, eine offene Kugel.

Beweis. Wir nehmen an, dass keins der F, eine offene Kugel enthilt. Dann ist F; = 0
fiir jedes n € N, d. h. alle F}, sind nirgends dicht und aus der Voraussetzung folgt, dass
X mager in sich ist. Das steht aber im Widerspruch zum Satz von Baire. O

Bemerkung 6.4. Wendet man den Satz von Baire auf den Abschluss einer Teilmenge
von X an, die einen inneren Punkt besitzt, so sieht man, dass jede solche Teilmenge
schon fett in X ist. Eine magere Menge kann also keinen inneren Punkt enthalten. Das
zeigt, dass magere Mengen in einem gewissen Sinne ,,klein* in einem metrischen Raum
sind, so wie Nullmengen kleine Mengen in Mafrdumen sind.

Hier ist eine erste vielleicht iiberraschende Folgerung aus dem Satz von Baire.
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Satz 6.5. Die Teilmenge W von C([0, 1]) aller stetigen Funktionen, die in mindestens
einem Punkt differenzierabar sind, ist mager in C([0, 1]). Insbesondere gibt es eine
Funktion f € C([0,1]), die nirgends differenzierbar ist (sogar ausgesprochen viele
davon).

Beweis. Wir miissen die Menge W mit abzédhlbar vielen nirgends dichten Mengen
iberdecken. Dazu iiberlegen wir uns folgendes: Wenn f € C([0, 1]) in einem Punkt

€ [0, 1] differenzierbar ist, dann gibt es ein £ > 0, so dass fiir alle s € [0, 1] mit
0<|s—t] <egilt

J(0) = f(s)

—f’(t)‘ <1, also
t—s

f(@) - f(s) ,
s RG]

tr—s
Um diese Erkenntnis in abzédhlbar viele Teilmengen von C([0, 1]) umzusetzen, be-
trachten wir fiir n, m € N die Mengen

INEOESCIPN)
m

Fn,m::{feC([o,l]):ate[0,1]v0<|s—z|< —

Nach obiger Uberlegung gehort dann jedes f € W zu einem F,,, indem man m >
I/eund n > 1 + |f’(¢)| fiir eine Differenzierbarkeitsstelle ¢ von f setzt. Es ist also
W C U, men Fum und es bleibt nachzuweisen, dass jedes Fj, », nirgends dicht ist. Dazu
werden wir zeigen, dass diese Mengen alle abgeschlossen sind und keinen inneren
Punkt haben. Dann ist (F,,)° = = (. Seien also n,m € N fest gewihlt.

Fiir den Nachweis der Abgeschlossenheit sei (fx) € F,m eine Folge, die gleichmifig
gegen f € C([0, 1]) konvergiert. Dann gibt es nach der Definition von F,,,, fiir jedes
k € Nein 1 € [0, 1], so dass fiir alle s € [0, 1] mit O < |s — 15| < 1/m gilt

Se(te) = fi(s) <

th — 8

Die so entstandene Folge (z;) in [0, 1] hat nach dem guten alten Bolzano-Weierstraf3
aus der Analysis I eine konvergente Teilfolge (7;,) mit Grenzwert ¢ € [0, 1].

Seis € [0,1] mit0 < |s—¢| < 1/m. Dann gibtes ein jo € N, sodass [t —t] < I/m—|s—1]
fir alle j > jj ist, und das bedeutet, dass fir alle diese j > jo auch gilt

1 1
ls =t | < |s—t[+ [t —tg;| <[s—t|+ = —|s—1] = —.
m m

Damit gilt im Grenziibergang j — oo dank der gleichmifBigen Konvergenz

‘f(t) f(s) hm‘fkj(tkj)—fk,»(S) -

1
<n, O<|s—tl<—.
t—s j—o0 m

tkj—S

Demnach ist f € F, .
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6 Die Hauptsditze der Funktionalanalysis

Es bleibt noch zu zeigen, dass Fj,,, keinen inneren Punkt hat. Dazu konstruieren wir
fiir jedes f € F,,, und jedes 6 > O ein g € Uxs(f) \ Fm. Da f gleichmidBig stetig ist,
finden wir eine stetige und stiickweise affine Funktion p mit || f — p||c < 8. Offenbar ist
p bis auf endlich viele Ausnahmen differenzierbar in [0, 1] und wir finden ein M > 0
mit |p’(t)| < M fiir alle anderen ¢ € [0, 1].

Diese Funktion p ist jetzt libersichtlich und nahe bei f, aber auch sehr brav. Wir wollen
diese Funktion so modifizieren, dass die absolute Anderung in den Funktionswerten
gering bleibt, aber die Ableitungswerte groer als n werden, damit die modifizierte
Funktion nicht mehr in F}, ,, liegt.

Dazu wihlen wir ein k € N mit 6k > 2n + M, zerlegen das Intervall [0, 1] in k gleich
lange Intervalle und bezeichnen mit 4 : [0, 1] — [0, 1] die stetige Funktion, die auf
jedem Intervall [J/k,j+1/k], j =0,1,...,k — 1 affin ist mit £(j/k) = 0, wenn j gerade
und A(J/k) = 1, wenn j ungerade ist. Der Haupteffekt dieser Funktion ist, dass ihre
Ableitung, da wo sie existiert, Betrag k hat, wihrend die Funktion selbst durch Eins
beschrinkt bleibt.

h(x)

Lx

Abbildung 6.1: Die Funktion / aus dem Beweis von Satz 6.5 fiir k = 4.
Nun setzen wir g := p + 0 - h. Dann ist g zusammen mit p und 4 ebenfalls stetig und
stiickweise affin und es gilt
1f = 8lleo < [If = Plloo + 6lAllec <6+ 61 =26.
Es folgt g € Ups(f).

Es bleibt noch zu zeigen, dass g nicht in F,,, ist. Ist ¢ € [0, 1] eine Differenzierbar-
keitsstelle von g, so gilt direkt

g’ (1) = |p’ (1) + 6K (1)| = |p’(t) + 6k| > 6k — M > 2n.

In allen diesen Punkten kann also der Differenzenquotient in der Nihe von ¢ nicht
kleiner als n werden.

Ist  genau eine ,,Knickstelle* von g, so ist g sowohl links von ¢ als auch rechts von ¢
affin mit einer Steigung, die genau wie oben mindestens 2n betrigt. Also ist auch hier
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6.2 Der Satz von der offenen Abbildung

der Differenzenquotient in keiner Umgebung kleiner als n zu bekommen. Zusammen
bedeutet das, dass g ¢ F), , gilt und wir haben gezeigt, dass W mager ist.

Da C([0,1]) als Banachraum insbesondere ein vollstindiger metrischer Raum ist,
kann nach nach dem Satz von Baire W nicht der ganze Raum sein. Insbesondere muss
es (sehr viele) Funktionen in C([0, 1]) geben, die nicht in W liegen, d.h. nirgends
differenzierbar sind. |

6.2 Der Satz von der offenen Abbildung

Als erste Anwendung des Satzes von Baire wollen wir in diesem Abschnitt beweisen,
dass Umkehrabbildungen von bijektiven beschrinkten linearen Abbildungen zwischen
Banachraumen automatisch ebenfalls beschréankt sind.

Satz 6.6 (Stetigkeit der Inversen). Seien X,Y Banachrdume und T € L(X,Y) bijektiv.
Dann ist T~ beschrinkt.

Dass die Vollstindigkeit der beiden Rdume dabei eine entscheidende Rolle spielt, zeigt
das folgende Gegenbeispiel, in dem Y nicht vollstindig ist.

Beispiel 6.7. Wir betrachten die normierten Riume X := (¢1, || ||p1), Y == (€1, || - |l¢=)
und die identische Abbildung 7 : X — Y. Natiirlich ist 7 bijektiv und 7 ist auch
beschrinkt, denn fiir jede Folge (a,) € X gilt

l(@x)|ly = supla,| < Z lan| = [|(an)llx-
neN =1
Allerdings ist T-! unbeschrinkt, denn eine Folge (a,) = (1,...,1,0,...) mit N vielen

Einsen zu Beginn erfiillt ||(a,)|ly = 1 und |7 (a,)|lx = l|(ax)llx = N.

Wir arbeiten nun heraus, wie die reichhaltige Topologie von Banachriumen solch
einfache Gegenbeispiele verhindert, und beginnen mit einer Charakterisierung von
approximativ invertierbaren Abbildungen.

Lemma 6.8. Seien X,Y normierte Riume und T € L(X,Y). Die folgenden Aussagen
sind dquivalent.

(a) Fiireinr > 0 hat T(U,(0)) einen inneren Punkt.
(b) Fiir ein r > 0 enthdlt T(U,(0)) eine offene Kugel um 0.

(c) Es existiert eine Konstante C > 0, so dass fiir alle v € Y die Gleichung Tu = v
eine kontrollierte approximative Losung im folgenden Sinne hat: Fiir jedes € > 0
gibt es einu € X mit ||v —Tully < € und ||ul|x < C||v]|y.
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6 Die Hauptsditze der Funktionalanalysis

Beweis. Wir beweisen die behauptete Aquivalenz per Ringschluss. Die dabei auftre-
tenden offenen Kugeln der Form U, (u) sind alle in X gebildet, sofern sie nicht explizit
durch die Notation UY (v) als Kugeln in Y ausgezeichnet werden.

Von (a) nach (b): Nach Voraussetzung finden wir eine offene Kugel U C Y mit
U C T(U,(0)). Da T linear ist, gilt 0 = T0 € T(U,(0)) und wir miissen aus dem
Gegebenen nun eine ganze Kugel um 0 in dieser Teilmenge konstruieren.

Wir benutzen dazu die Schreibweise A — B = {a — b : a € A, b € B} fiir die
Vektorraumdifferenz von Mengen und beachten, dass aus Linearitdt und Stetigkeit von
T folgt, dass

U-Uc T(Ur(o)) - T(Ur(o)) c T(Ur(o)) - T(Ur(o))
=T(U:(0) = U:(0)) € T(U2(0))

gilt. Nun reicht es festzustellen, dass U — U = |J,,cyy({u} — U) als Vereinigung offener
Mengen selbst offen ist und O enthilt. Somit gibt es ein s > 0 mit

UY(0) C U -U C T(U(0)).

Von (b) nach (c): Nach Voraussetzung finden wir r, s > 0 mit UY (0) € T(U,(0)). Fiir
v = 0 wihlen wir selbstverstindlich u = 0 als kontrollierte exakte Losung. Seien nun
alsov € Y \ {0} und € > 0 gegeben. Wir normieren die Daten geeignet, indem wir
¢ = s/2|vly und y = c¢v € UY(0) einfiihren. Damit ist y im Abschluss von T(U,(0)),
d.h. wir finden x € U,(0) mit ||y — Tx||x < ce. Unsere approximative Losung wird
dann nach riicknormieren u := ¢~'x, denn wie gewiinscht gilt

v =Tully = llc”'y =Tc lxlly = ¢y - Tx[ < &

und

1

_ B 2r
lullx < c Mixllx <7 'r = ?HV”Y-

Von (¢) nach (a): Wir zeigen, dass U 1Y (0) € T(Uc(0)) gilt, denn dann ist O der gesuchte
innere Punkt. Sei also v € Y mit ||v|ly < 1. Nach Voraussetzung (c) gibt es fiir jedes
n € Nein u, € X mit |[u,||x < C||v|ly < Cund ||[v = Tu,|ly < 1/n. Also ist (u,) eine
Folge in Uc(0), fiir die (Tu,) in Y gegen v konvergiert. Das zeigt v € T(Uc(0)). O

Der Beweis von Satz 6.6 beruht nun auf zwei Beobachtungen: Einerseits sorgt der
Satz von Baire, angewandt im vollstindigen Raum Y dafiir, dass Eigenschaft (a) aus
Lemma 6.8 immer erfiillt ist und andererseits erlaubt uns die Vollstindigkeit von X, das
exakte Inverse als Grenzwert von immer besseren aber kontrollierten approximativen
Inversen zu erhalten.

Beweis von Satz 6.6. Wir nutzen zunichst die Surjektivitit von 7 und schreiben

Y=T(X) = T(U U,,(O)) = U T(U,(0)).

neN neN
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6.2 Der Satz von der offenen Abbildung

Also wird Y durch die abgeschlossenen Mengen T (U, (0)), n € N, {iberdeckt und nach
dem Satz von Baire in Form von Korollar 6.3 findet sich ein n € N, fiir das T'(U,,(0))
einen inneren Punkt enthélt. Wir haben damit alle drei dquivalenten Aussagen von
Lemma 6.8 zur Verfiigung und wihlen C > 0 wie in Teil (c).

Sei nun v € Y. Die Gleichung Tu = v hat dank der Bijektivitit die eindeutige Losung
u = T~'v, aber die nutzt uns so nichts, da wir keine Kontrolle iiber ihre Norm haben
und es ja genau darum geht, diese Kontrolle der Norm zu beweisen. Also nutzen wir
die Norm-kontrollierten approximativen Losungen aus Lemma 6.8 (c).

Zunichst finden wir fiir £ = IIvllv/2 eine approximative Losung u; € X von Tu = v mit
1
v =Tully < 5llvlly und flurllx < Clvlly.

Wir verfeinern nun die Konstruktion, indem wir erst Tu = v — Tuy mit & = lIvlly/2?
approximativ durch u, 16sen und dann die Eigenschaften von u; benutzen. Dies fiihrt
uns auf

1
v —Tu; — Tus|ly < §||V||Y und
C
luzllx < Cllv = Tuq|ly < §||V||Y~

Iterieren liefert eine Folge (uy) in X mit

n
1
Hv — TZ ukHY < 2—n||v||)m neN, und (6.1)
k=1

C
leillx < S lIvlly. k€N (6.2)

Aus der unteren Zeile folgt, dass die Reihe ;7 , u absolut konvergiert. Da X voll-
stindig ist, konvergiert sie auch in X (vgl. Ubungsaufgabe 11.9.6) und ihr Reihenwert
w = Yo ug erfillt |wllx < X7, llukllx < 2C|[v]ly. Andererseits folgt durch Grenz-
iibergang n — oo in der ersten Zeile, dass v — Tw = 0 ist. Somitist w = T~!'v = y und
wir haben ||T~!v||x = |lw|lx < 2C||v||y fiir beliebiges v € Y gezeigt. o

Riickblickend stellen wir fest, dass wir die Injektivitdt von 7 nur an einer einzigen
Stelle im Beweis von Satz 6.6 benutzt haben. Nachdem wir ein beliebiges v € Y als
v = Tw mit ||w||x < 2C||v|ly dargestellt hatten, haben wir in der vorletzten Zeile per
Injektivitit auf w = T~'v geschlossen. Eigentlich haben wir also eine stirkere Aussage
tiber surjektive Abbildungen zwischen Banachrdaumen bewiesen, die wir als néchstes
ausformulieren. Wir benotigen dafiir das folgende Konzept.

Definition 6.9. Seien X,Y zwei metrische Rdume. Eine Abbildung f : X — Y heift
offen, falls Bilder offener Mengen unter f immer offen sind.
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Eine Abbildung ist stetig, wenn Urbilder offener Mengen offen sind. Bijektive Abbil-
dungen mit stetiger Umkehrabbildung liefern damit Beispiele fiir offene Abbildungen.
Fiir beschrinkte lineare Abbildungen zwischen Banachrdumen findet sich die folgende
Charakterisierung.

Satz 6.10 (Satz von der offenen Abbildung). Seien X,Y Banachrdume. Ein Operator
aus L(X,Y) ist genau dann surjektiv, wenn er offen ist.

Beweis. Sei T € L(X,Y) surjektiv. Wie bereits diskutiert, liefert der Beweis von
Satz 6.6 ein C > 0 mit der Eigenschaft, dass jedes v € Y als v = Tw mit [|w]|x <
C||v|ly dargestellt werden kann. Folglich gilt fiir jedes o > 0 die Inklusion Ug(O) -

T(U,(0)).

Sei nun G C X eine offene Menge und Tu € T(G) gegeben. Dann wihlen wir ein
geeignetes 7 > 0 mit UX (1) € G. Wegen der Linearitit von T gilt dann

U o(Tu) = Tu+ U} (0) € Tu+ T (U (0)) = T(u+ U (0)) =T (U (w) < T(G).

Damit ist Tu ein innerer Punkt von 7'(G) und das bedeutet, dass T offene Mengen auf
offene Mengen abbildet.

Sei umgekehrt T € L(X,Y) offen. Dann ist 7(X) = ran(7) offen und damit ein
Untervektorraum, der eine offene Kugel um 0O enthilt. Dies kann nur fiir ran(7) = Y
passieren (Vektoren normieren!) und wir haben gezeigt, dass T surjektiv ist. m|

Als Anwendung von Satz 6.10 zeigen wir, dass algebraische Summenzerlegungen
von Banachrdumen in abgeschlossene Teilraume automatisch topologisch sind. Um zu
erkldren, was damit gemeint ist, braucht es einen kleinen Exkurs:

Wir haben in den Kapiteln 1 und 2 gesehen, dass fiir jeden abgeschlossenen Teil-
raum U eines Hilbertraums H das orthogonale Komplement U+ abgeschlossen ist mit
H = U & U+ und dass die zugehorige Orthogonalprojektionen auf U und U+ stetige
lineare Abbildungen sind. Ein entsprechendes Resultat fiir Banachrdume gibt es nicht,
so ist beispielsweise cg ein abgeschlossener Teilraum von ¢, auf den es keine stetige
Projektion gibt, vgl. [Whi66]. Die Lage ist sogar richtig bose: Nach einem tiefliegenden
Theorem von Lindenstrauss und Tzafriri [LT71] ist jeder unendlich-dimensionale Ba-
nachraum, in dem es auf jeden abgeschlossenen Teilraum eine stetige Projektion gibt,
schon ein Hilbertraum.

Die Frage welche abgeschlossenen Teilrdume eines gegebenen Banachraums eine ste-
tige, surjektive Projektion zulassen (man nennt einen solchen Teilraum dann komple-
mentiert) liegt im Herzen der Strukturtheorie fiir Banachraume und ist im Allgemeinen
hochst knifflig. Wir konnen mit unserem Satz von der offenen Abbildung bzw. dem
Satz von der stetigen Inversen jetzt einsehen, dass die Problematik dabei nicht in der
fehlenden Stetigkeit der Projektion, sondern im Fehlen eines geeigneten komplementa-
ren Raums liegt. D. h. wenn man einen Banachraum X als direkte Summe X =V & W
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mit abgeschlossenen Teilrdumen V und W von X schreiben kann, dann existieren auch
stetige Projektionen von X auf V und W.

Korollar 6.11. Seien X ein Banachraum und V,W C X abgeschlossene Teilrdume mit
X =V & W. Dann findet sich eine Konstante C > 0, so dass fiir jedes u € X fiir die
eindeutigenv € Vundw € W mitu = v+w gilt ||v|x + [[wl|lx < Cllu||x. Insbesondere
sind die Projektionen Py : X — V, x = vund Py : X —» W, x — w stetige lineare
Abbildungen.

Beweis. Da 'V und W Banachriume sind, ist nach Ubungsaufgabe 4.2 auch V x W ein
Banachraum. Wir betrachten die lineare Abbildung

T:VXW-—->X, (v,w)bv+w,

die wegen ||T (v, w)||x = |[v+wl|lx < |Ivlx+]wllx = ||(v, w)|lvxw beschrédnkt ist. Nach
Voraussetzung ist T bijektiv und somit ist 7~ nach Satz 6.6 stetig. Seiu = v +w € X
mitv € V und w € W. Dann gilt

-1
Ivilx + [wllx = 1, wllvxw = 1T ullvxw < Cllullx
mit C = ||T7Y|x—vxw. Weiter ist damit fiiralleu = v+ w € X
1Pvully = [|Pvullx = IVilx < [Ivllx + [Iwllx < Cllullx,
was die Stetigkeit von Py zeigt. Die Stetigkeit von Py erhilt man analog. O
Wir iiberlegen uns noch, dass wenigstens jeder endlichdimensionale Teilraum komple-
mentiert ist.

Beispiel 6.12. Sei X ein Banachraum und V ein endlichdimensionaler Teilraum von
X. Dann ist V abgeschlossen und da V endlichdimensional ist, konnen wir eine Basis
{b1, by, ...,b,} vonV wihlen und wir konnen davon ausgehen, dass jeder Basisvektor
normiert ist. Dann hat jedes u € V eine eindeutige Basisdarstellung u = 37 _, ax (1) bk
mit Koeffizienten ay (1) € K.

Fiir jedes k € {1,2,...,n} definieren wir nun die linearen Abbildungen ¢; : V — K
durch ¢ (u) := ai(u). Diese sind stetig und damit Funktionale, denn

.....

mit einer geeigneten, von u unabhéngigen, Konstanten C, die sich daraus ergibt, dass
auf V alle Normen dquivalent sind.

Wir konnen nun nach dem Satz von Hahn-Banach jedes der ¢; normgleich zu einem
Funktional ¢} € X’ fortsetzen und setzen dann

W= ﬂ ker(&y).
k=1
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Da Kerne von Funktionalen nach Lemma 2.4 immer abgeschlossenene Teilrdume sind,
ist W als Schnitt von ebensolchen auch ein abgeschlossener Teilraum. Um nachzu-
weisen, dass V komplementiert ist, reicht es nach Korollar 6.11 also einzusehen, dass
algebraisch X =V & W gilt.

Dazu beobachten wir zunichst, dass wegen der eindeutigen Basisdarstellung by =
27:1 kb fiir jede Kombination von j, k € {1,2,...,n} gilt ¢;(by) = Jj¢.

Wir zeigen VNW = {0}: Fiiru € VNW gibtes wegenu € V Koeflizienten A, ..., 4, €
Kmitu = 377 _, Axbr. Dau € Wist, gilt andererseits u € ker(g;) fiir jedes j und damit

n n
0= Jj(u) = aj(z/lkbk) = Z/lngj(bk) = /lj.
k=1 k=1

Alsoistu = 0.

Es bleibt noch X =V + W zu zeigen. Sei dazu u € X gegeben uns setze

vi= ) by
k=1

Dann ist v € V und wir wollen zeigen, dass w := u — v in W liegt. Fiir jedes j €
{1,2,...,n}ist

510 =5 B wbe) = 3 Gl (bo) = .
k=1 k=1

Alsoist ¢;(w) = ¢;(u —v) = 0fiir jedes j = 1,...,n, wir haben w € W erreicht und
sind damit fertig.

6.3 Der Satz vom abgeschlossenen Graphen

Wir wollen uns anschauen, was die Stetigkeit einer linearen Abbildung 7 : X — Y
zwischen zwei normierten Raumen fiir ihren Graphen

G(T) = {(u,Tu) :u e X} C X xY

bedeutet. Der Graph ist dank der Linearitdt von 7" ein Untervektorraum des Produk-
traums X X Y aus Ubungsaufgabe 4.2.

IstT € L(X,Y)und (u,) eine konvergente Folge in X mit Grenzwert u, so konvergiert
wegen der Stetigkeit von 7" auch (7'u,) gegen Tu und damit strebt die Folge ((u,, Tuy))
in X XY gegen (u,Tu). Der Graph einer stetigen linearen Abbildung ist in X X Y
also notwendigerweise abgeschlossen. In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass
fiir lineare Abbildungen zwischen Banachraumen diese Bedingung auch hinreichend
1st.
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Definition 6.13. Seien X,Y normierte Riume und T : X — Y linear. Dann heifst T
abgeschlossen, falls G(T) ein abgeschlossener Unterraum von X X Y ist.

Lemma 6.14. Seien X,Y normierte Ridume und T : X — Y linear. Dann sind die
folgenden Bedingungen dquivalent.

(a) T ist abgeschlossen.

(b) Ist (uy) eine in X konvergente Folge mit Grenzwert u € X, fiir die (Tu,) in'Y
gegen ein v € Y konvergiert, so gilt Tu = v.

Beweis. Zunichst sei T eine abgeschlossene lineare Abbildung und (u,) eine Folge
wie in (b). Dann konvergiert die Folge ((u,,Tu,)) in X XY gegen (u,v) und wegen
der Abgeschlossenheit des Graphen von 7" muss damit (u, v) ein Element des Graphen
sein. Das bedeutet aber gerade Tu = v.

Gilt umgkehrt (b) und ist (u,, Tu,) eine in X X Y konvergente Folge in G(7) mit
Grenzwert (u,v) € X XY, so konvergiert (u,) in X gegen u und (Tu,) in Y gegen
v. Nach (b) ist Tu = v, d. h. lim, o (up, Tu,) = (u,v) = (u,Tu) € G(T) und das
bedeutet, dass der Graph abgeschlossen ist. O

Wir kommen direkt zum oben angekiindigten Satz vom abgeschlossenen Graphen, der
sich im Wesentlichen aus dem im vorigen Abschnitt vorgestellten Satz von der stetigen
Inversen ergibt. Er ermdglicht es unter Anderem, die Stetigkeit einer lineare Abbildung
T zwischen zwei Banachrdumen auch ohne die iibliche Abschitzung ||Tu|| < C||u||
nachweisen zu konnen.

Satz 6.15 (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Seien X und Y Banachriume. Jede
abgeschlossene lineare Abbildung T : X — Y ist stetig.

Beweis. DaT abgeschlossen ist, ist G(T) C X xY als abgeschlossener Unterraum eines
Banachraums selbst wieder ein Banachraum. Wir betrachten nun die lineare Abbildung

P:G(T) > X, Pu,Tu)=u.

Diese ist offenbar stetig und bijektiv. Insbesondere folgt aus Satz 6.6 die Stetigkeit der
Inversen und somit

ITully < 1|, Tu) | xxv = 1P utllxxy < 1P Ix—gorllullx, uekX.

Das zeigt die Stetigkeit von 7. O

Eine schone erste Anwendung dieses Resultats ist der folgende Satz.
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6 Die Hauptsditze der Funktionalanalysis

Satz 6.16 (Hellinger-Toeplitz). Seien H,K Hilbertriume und T : H — K sei ein
linearer Operator, der eine Hilbertraum-Adjungierte besitzt, d. h. es existiere eine
lineare Abbildung S : K — H mit

(Tu,v)g = u,Sv)y, ueH,vek.

Dann ist T stetig.

Beweis. Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen genligt es zu zeigen, dass T
abgeschlossen ist. Seien dazu u € H, v € K und (u,) € H mit u, — u in H und
Tu, — v in K. Nach der Voraussetzung gilt fiir alle w € K

v, w)g = lim (Tu,, w)g = lim (u,,, Sw)yg = (u, Sw)y = (Tu, w)g,
n—oo n—0oo
also v = Tu, womit 7 nach Lemma 6.14 abgeschlossen ist. m]

Bemerkung 6.17. Oft findet man den Satz von Hellinger-Toeplitz in der folgenden
deutlich spezielleren Formulierung, in der er aber fiir die Theorie der selbstadjungierten,
unbeschriankten Operatoren, z. B. in der Quantenmechanik, einige Bedeutung hat:

Ist H ein Hilbertraum und 7 : H — H ein linearer Operator, der sym-
metrisch ist, d. h. fiir alle u,v € H gilt (Tu,v)y = (u,Tv)y, so ist T
stetig.

Eine weitere hilfreiche Konsequenz aus dem Satz vom abgeschlossenen Graphen ist die
folgende Aussage, die den Aufwand zum Nachweis der Augivalenz von zwei Normen
halbieren kann.

ﬁbungsaufgabe 6.18. Sei X ein Vektorraum und || - ||, || - || seien zwei Normen auf X,
mit denen X vollstindig ist. Angenommen es gibt ein C > 0 mit ||u|| < C||u|| fiir alle
u € X. Dann gibt es auch ein C’ > 0 mit [Jul| < C’||u|| fiir alle u € X.

6.4 Das Prinzip der gleichmaBigen Beschranktheit

Die zweite groBe Anwendung des Satzes von Baire ist das Prinzip der gleichmifBigen
Beschrinktheit.

Satz 6.19 (Prinzip der gleichméBigen Beschrinktheit). Sei X ein Banachraum und Y
ein normierter Raum. Weiterhin sei I eine Indexmenge und {T; : i € I} C L(X,Y) eine
Familie von Operatoren, die punktweise beschriinkt ist, d. h. es gilt sup;; ||Tiu|ly < oo
fiir jedes u € X. Dann sind die Operatoren T;, i € I, gleichmdf3sig (norm-)beschrdnkt,
d. h. es gilt sup;¢; || Ti|| x>y < o0.
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Wenn man die Aussage des Satzes auf die kurze Formel

sup ||Tiu|lx < oo Vu € X = sup sup ||Tiul|lx < o

iel iel ueX
llullx<1

bringt, sieht man, dass dieses Resultat keineswegs selbstverstandlich ist und das Poten-
zial hat, unerwartete Dinge zu beweisen.

Beweis. Fiir jedes i € I betrachten wir die Funktionen f; : X — [0, c0) mit f;(u) :=
||Tiully, u € X, und fiir jedes n € N setzen wir

F, = Ofl.'l([(),n]).

Da jede der Funktionen f; stetig ist, ist jedes F}, als Schnitt von abgeschlossenen Mengen
selbst auch abgeschlossen und wir zeigen nun, dass X = (J,en Fi gilt.

Sei dazu u € X gewihlt. Dann ist nach Voraussetzung
0 < sup fi(u) = sup|fi(u)| = sup | Tiully < co.
iel iel iel

Es existiert also ein n, € N mit f;(u) € [0, n,] fiir alle i € I. Das bedeutet gerade
u € f71([0,n,]) fiir jedes i € I und damit

we (V£ (0] = Fo € | F
iel neN

Wir haben also X als eine abzdhlbare Vereinigung von abgeschlossenen Mengen ge-
schrieben und der Satz von Baire in der Version von Korollar 6.3 sagt uns, dass es ein
np € N, ein up € X und ein ro > 0 gibt mit Uz, (110) C F,.

Sei nun u € X mit |lul|x < 1. Dann gilt ug + rou € Ua,(uo) und es folgt fiir alle i € 1

1 | 1
ITully = —IT;(row)lly = —||Ti (uo + rou — uo)||, < —(IITi (uo + row)lly + I Tiuolly)
ro ro ro
1
= %(fi(uo + rou) + fi(uo)).
Da ug + rou und ug beide in Us,,(ug) C Fy, liegen, sind f;(uo + rou) und f;(uo) fiir
jedes i € I in [0, ng] und das liefert

2n
< “o

ro

Damit ist sup;¢; ||7;||x—y < 270/ry < oo und wir sind fertig. ]
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6 Die Hauptsditze der Funktionalanalysis

Satz 6.20 (Satz von Banach-Steinhaus). Seien X ein Banachraum, Y ein normierter
Raum und (T,) eine Folge in L(X,Y), fiir die Tu := lim,_ T,u fiir jedes u € X
existiert. Dann ist T € L(X,Y).

Beweis. Dank der Linearitit der Operatoren 7,,, n € N und des Grenzwertes, ist die
Abbildung T ebenfalls linear. Es bleibt zu zeigen, dass diese beschrénkt ist.

Als konvergente Folge ist (||T,u|ly)qen fiir jedes u € X beschridnkt, d.h. es gilt
sup,.ex [|ITwtt]ly < co. Nach dem Prinzip der gleichmifigen Beschrinktheit in Satz 6.19
gilt also M := sup, o [|Th || x—y < oo. Damit gilt fiir alle u € X

| Tully = || im T,ul|ly = lim ||Tully < im M|lul|lx = M|ul|x
n—oo n—oo n—oo
und 7 ist beschriankt. O

Ubungsaufgabe 6.21. Seien X ein Banachraum, Y ein normierter Raum und (7},) eine
Folge in L(X,Y) mit sup, .y ||7,|lx—y = oo. Zeigen Sie: Es existiert ein ¥ € X mit
sup,en | Tnt|ly = 0.

Um die Starke des Prinzips der gleichmiBigen Beschrinktheit zu préisentieren, zei-
gen wir, dass es eine stetige 2r-periodische Funktion gibt, die eine in Null divergente
Fourierreihe besitzt. Damit ist dann die zu Beginn von Kapitel 11.2 aufgestellte Be-
hauptung untermauert und das zeigt, dass die Voraussetzung ,,stiickweise glatt” im
Satz 11.2.9 zur punktweisen Konvergenz von Fourierreihen nicht einfach weggelassen
werden kann.

Beispiel 6.22. Zuerst erinnern wir uns: Ist f : R — C eine 2x-periodische Funktion,
soistfiirk € Z

~ 1 [~ .
=50 [ roetar
2 J_x
der k-te Fourierkoeffizient von f,
SF(x)= ) flhes
k=—o00

die Fourierreihe von f und fiirn € N
Suf(x) = > flk)er
k=-n

das n-te Fourierpolynom von f. Letzteres lasst sich nach Satz I1.2.4 aus der Analysis II
mit dem Dirichlet-Kern

n

D,(x) = Z elkr = M, x € (—m,m), (6.3)

Pt sin(x/2)
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6.4 Das Prinzip der gleichmdfligen Beschrinktheit

schreiben als
1 T
$,£(0) = (D, ) = 3= [ 7Dy ar.
Wir notieren mit C,, den Banachraum aller stetigen und 2z-periodischen Funktionen

von R nach C mit der Supremums-Norm und betrachten im Folgenden die Fourierreihe
von f an der Stelle Null. Dazu definieren wir fiir n € N die linearen Operatoren

T:Cox = C, Tf = ) f(k) = (Suf)(0),
k=-n

die gerade das n-te Fourierpolynom von f ausgewertet an der Stelle Null zurtickliefern.

Wir iiberlegen uns, dass die Operatornorm von 7;, durch

1 T
ITallco = 52 [ 1DuO] @
-

gegeben ist. Sei f € Cyp, gegeben. Dann gilt, da D,, eine gerade Funktion ist,

11 = 18,50 = 5| [ r0Du-0 8 <l [ D201 .

Um zu zeigen, dass tatsdchlich Gleichheit gilt, definieren wir die Funktionen

D, (1)
LAGIES

Dann ist jedes f; € Cor mit || fj]lco

fi(t) = teR,jeN.

< 1, womit gilt

LT Do
|mmmzmm=—/ "

—— dr.
21 Jx [Dn(0)] + 1/

Dieser Integrand geht fiir j — oo punktweise und monoton wachsend gegen |D, (1),
also gilt mit dem Satz von der monotonen Konvergenz nach dem Grenziibergang j — oo

l T
7, ||c,r/2—/ |D,(2)] dr.
nll(Cayr) o0 r n

Nutzen wir nun die Darstellung des Dirichlet-Kerns aus (6.3), dessen Paritit und die
Abschitzung | sin(x)| < |x| so folgt daraus
sin((n + 1/2)t)

1 [ L[
T, y= — Dy(r)| dr = —
Il n”(Czn) o [7{ IDa(0)] ﬂ/() sin(7/2)
. %/n | sin((n + 1/2)1)] o z/(%ﬂ)n | sin(x)] d
0 0

T X

t /e
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6 Die Hauptsditze der Funktionalanalysis

Da das Integral /000 Isin()l/x dx divergiert, gilt sup,,c |71l (c,,) = oo.

Bis hierhin hitten wir die Rechnung auch schon in der Analysis II machen konnen. Wir
hitten daraus aber nichts spannendes folgern konnen, denn nur daraus, dass dieses Su-
premum unendlich ist, folgt noch nicht, dass die Fourierreihe einer speziellen Funktion
f divergiert. Das bisherige Ergebnis bedeutet ja nur, dass es fiir jedes C > Oeinn € N
und ein f € Cy, gibt mit (S, f)(0) = |T,f| = C. Aber dieses f konnte immer wieder
ein anderes sein.

An dieser Stelle kommt das Prinzip der gleichméfigen Beschrinktheit in Gestalt von
Ubungsaufgabe 6.21 ins Spiel, die genau das liefert: Es gibt ein spezielles f € Cyy, fiir
das die Folge ((S,f)(0)) nicht beschrinkt und damit auch nicht konvergent ist.
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7 Reflexive Raume

7.1 Reflexivitat

Wir haben in Satz 4.9 gesehen, dass der Dualraum X’ = £(X,K) eines normierten
Raums X selbst ein Banachraum ist, d. h. es ist naheliegend auch davon wiederum den
Dualraum (X’)” zu betrachten.

Definition 7.1. Sei X ein normierter Raum. Dann heifst X" := (X’)" der Bidualraum
von X.

Wihrend wir im Hilbertraum-Fall den Raum selbst mit seinem Dualraum identifizieren
konnten und fiir die Hilbetraum-Adjungierte eines stetigen linearen Operators T zwi-
schen Hilbertraumen die Identitit 7** = T gefunden haben, haben wir im Banachraum-
Fall noch keinen Zusammenhang zwischen X und X’ erkennen konnen. Auch {iiber
den doppelt adjungierten Operator haben wir keine Informationen, tatsdchlich kannn
man aber manchmal etwas iiber diesen sagen. Denn es stellt sich heraus, dass es einen
Zusammenhang zwischen einem normierten Raum selbst und seinem Bidualraum gibt.
Das wollen wir nun herausarbeiten.

Dazu betrachten wir fiir einen gegebenen normierten Raum X die Abbildung jx : X —
X" mit

lixul(e) =),  peX. (7.1)
Diese Abbildung hat in jedem Fall die folgenden Eigenschaften.

Satz 7.2. Ist X ein normierter Raum, so gilt jx € L(X, X"”) und jx ist eine Isometrie.

Beweis. Firu,v € X und A € K ist

lix(u+ )] () = p(Au +v) = Ap(u) + ¢(v) = [djxu +jxv]|(p), ¢ X,

also ist jx linear. Weiter ist die Abbildung isometrisch und damit stetig und injektiv,
denn fiir alle # € X gilt dank Korollar 4.21 (b)

lixullxs = sup [[xul()| = sup |p(u)] = llullx. O
peX’ peX’

llllx =1 llllx =1
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7 Reflexive Riume

Als Dualraum ist X” in jedem Fall ein Banachraum, also l4sst sich damit jeder normierte
Raum isometrisch isomorph als Teilraum jx(X) des Banachraums X” identifizieren.
Da der in X” gebildete Abschluss jy(X) als abgeschlossener Teilraum von X” ein
Banachraum ist, erhalten wir aus Satz 7.2 die folgende Erkenntnis.

Korollar 7.3. Jeder normierte Raum ist isometrisch isomorph zu einem dichten Teil-
raum eines Banachraums.

Es ist nun naheliegend zu fragen, ob jx auch immer surjektiv ist. Diese Frage ist zu
verneinen, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 7.4. Aus den Betrachtungen in Satz 5.1 folgt ¢ = (€'Y = ¢* und die
Abbildung j., : co — ¢ = ¢ ergibt sich in diesem Fall fiir @ = (a,) € ¢o und den
Isomorphismen 7} : ¢! — cound T : £ — (€'Y aus Satz 5.1 zu

o

liewa] (T1b) = [T1b](a) = ) anby = [Twal (b), b et

n=1

Identifiziert man also c; mit £°, so ergibt sich, dass j¢, gerade die Identitét von ¢y nach
¢ ist und diese ist offensichtlich nicht surjektiv.

Das fiihrt zur nédchsten Definition, welche die Basis fiir den Rest des Kapitels bil-
det.

Definition 7.5. Es sei X ein normierter Raum.
(a) Die Abbildung jx : X — X" aus (7.1) heifit kanonische Einbettung von X nach
X",
(b) Der Raum X heift reflexiv, falls seine kanonische Einbettung jx surjektiv ist.
Bemerkung 7.6. (a) Ist ein normierter Raum X reflexiv, so ist er vermoge des Iso-
morphismus jy zu seinem Bidualraum X” isomorph und da letzterer als Dual-

raum ein Banachraum ist, folgt sofort, dass auch X vollstindig ist. Jeder reflexive
normierte Raum ist also automatisch ein Banachraum.

(b) Sind X, Y normierte Riumeund 7 € L(X,Y),soist7” € L(X”,Y”) und es gilt
fiir jedesu € X und v’ € Y’

[T (Gx)] (V) = Gxu) (TV) = (TV)(u) = V' (Tu) = (yTu)(v).

Also ist dann 7”jx = jyT. Sind also X und Y reflexiv, so stimmen 7" und 7" bis
auf die Identifikation von X mit X” und Y mit Y” tiberein.

(c) Oft wird die Eigenschaft ,reflexiv mit ,,X ist isometrisch isomorph zu X”*
gleichgesetzt, das ist aber falsch und geféahrlich. Es gibt durchaus Banachraume
X, fiir die die Abbildung jx nicht surjektiv ist, die aber dennoch isometrisch
isomorph zu ihrem Bidual sind, indem man einen anderen Isomorphismus nimmt.
Das erste und beriihmte Beispiel dazu stammt von Robert C. James, vgl. [Jam51].
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Die Uberlegung in Punkt (b) zeigt auch, warum man reflexiv so definiert. Man
will eben nicht nur, dass die Rdume X und X” ismorph sind, sondern auch, dass
der Isomorphismus zur Adjungiertenbildung passt und auch die Operatoren T’
und 7" aufeinander abbildet.

Merke: Reflexiv bedeutet, dass X und X” genau iiber die vorgegebene Isometrie
Jjx isomorph sind, nicht nur irgendwie isomorph.

Beispiel 7.7. (a) Wir haben oben bereits gesehen, dass c( nicht reflexiv ist und wir
werden daraus in Kiirze folgern konnen, dasss auch ¢! diese Eigenschaft nicht
hat.

(b) Paradebeispiele fiir reflexive Rdume sind dagegen die L”-Réaume fiir 1 < p < oo
und damit auch ¢? fiir p in diesem Bereich. Das wollen wir kurz nachweisen. Man
beachte, dass ein einfacher Verweis auf (L?)” = (L?")’ = L? nach Theorem 5.15
nicht ausreicht, denn es muss ja nicht nur Isomorphie sondern die Surjektivitit
von jr» nachgewiesen werden.

Sei also (Q, A, u) ein o-endlicher Mallraum und p € (1, o). Wir bezeichnen
mit7), : L? () — LP(Q)’ den isometrischen Isomorphismus aus Theorem 5.15
und wihlen u € L”(Q) und ¢ € L?(Q)’. Dann gilt mit v := Tp_l(cp) e L7 (Q)

(uru)(@) = @(u) = (Tpv)(u) = / uv = (Tpru)(v)

Q
= (Tyu) (T, @) = (T, 1) Tpu) ().

Da u und ¢ beliebig gewihlt waren, bedeutet das die Operatorgleichheit jp» =
(T, o T,,. Wir wissen aus Theorem 5.15, dass T,y und T, Isomorphismen
sind und nach Satz 4.34 (a) gilt das selbe fiir (7, 1Y, also ist mit diesen beiden
Operatoren auch j; » surjektiv und wir folgern Reflexivitidt von L? (Q).

Hier sind ein paar erste wichtige Eigenschaften des Reflexivitits-Begriffs.

Satz 7.8. (a) Sind X,Y Banachrdume und existiert ein Isomorphismus in L(X,Y),
so ist X genau dann reflexiv, wenn Y reflexiv ist.

(b) Jeder abgeschlossene Teilraum eines reflexiven Banachraums ist ein reflexiver
Banachraum.

(c) Ein Banachraum ist genau dann reflexiv, wenn sein Dualraum reflexiv ist.

Beweis. Die Aussagen in (a) und (c) bleiben als Ubungsaufgabe und wir beweisen
hier (b).

Sei U ein abgeschlossener Teilraum eines Banachraums X. Wir wollen zeigen, dass
die Abbildung jy : U — U” surjektiv ist. Sei dazu u” € U” \ {0}. Wir definieren nun
v” € X” durch

V(@) = u"(¢lu), peX.
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Wegen der Reflexivitit von X finden wir ein v € X mit jx(v) = v”, also v’/(¢) = ¢(v)
fiir alle ¢ € X’. Wir nehmen an, dass v nicht in U liegt. Nach der geometrischen
Version des Satzes von Hahn-Banach in der Babyversion aus Ubungsaufgabe 4.25 gibt
es dann ein ¢ € X’ mit |y = 0, das in v nicht verschwindet. Damit bekommen wir
den Widerspruch

0+ y(v)=v'(y)=u"Wly) =u"(0) =0.
Also muss v in U liegen.

Es bleibt noch zu zeigen, dass jy(v) = u” gilt. Sei dazu ¢ € U’ und ¢ € X’ eine
Hahn-Banach Fortsetzung von ¢ auf ganz X. Aus v € U folgt dann

Guv)(e) = e(v) = ¢(v) =v"(@) = u"(@lv) = u"(¢)

und somit jy(v) = u”. O

Beispiel 7.9. Nach Beispiel 7.4 ist ¢y nicht reflexiv und wegen ¢, = ¢! und (£')" = €%
folgt aus obigem Satz sofort, dass auch ¢! und £ keine reflexiven Ridume sind.

7.2 Schwache Konvergenz

Erinnern Sie sich an die Aussage des Satzes von Bolzano-Weierstral, dass jede be-
schriinkte Folge des K¢ eine konvergente Teilfolge besitzt. Wir werden in Satz 8.3 im
nichsten Kapitel sehen, dass diese Aussage in unendlich-dimensionalen normierten
Réumen tatsdchlich immer falsch ist. (Anders formuliert: Die abgeschlossene Einheits-
kugel ist in unendlich-dimensionalen normierten Raumen nie kompakt.) Unser Ziel in
diesem Abschnitt ist, in reflexiven Rdumen einen zumindest schwachen Ersatz dafiir
zu bekommen. Dazu miissen wir den Konvergenzbegriff geeignet abschwichen.

Definition 7.10. Sei X ein normierter Raum.

(a) Eine Folge (u,) C X heif3t schwach konvergent gegen u € X, falls fiir alle ¢ € X’
die Folge (¢(uy)) in K gegen ¢(u) konvergiert. In diesem Fall schreiben wir
u, — uin X.

(b) Eine Folge (¢,) € X’ heifit schwach-+ konvergent gegen ¢ € X', falls fiir alle
u € X die Folge (¢, (un)) in K gegen ¢(u) konvergiert. In diesem Fall schreiben
wir ¢, SN pinX'.

Bemerkung 7.11. Wir iiberlegen uns, dass der schwache Grenzwert, wenn er existiert,
eindeutig ist. Sind u, v € X schwache Grenzwerte einer Folge (u,) C X, so gilt fiir alle
peX

p(u) = $(v) = Tim (¢ (ts) = ¢(u)) = lim 0= 0.

Also gilt u = v nach dem Satz von Hahn-Banach in Form von Korollar 4.21 (d).
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Ubungsaufgabe 7.12. Sei X ein reflexiver Banachraum. Zeigen Sie, dass die schwache
und die schwach-* Konvergenz in X’ iibereinstimmen.

Als nichstes wollen wir sicherstellen, dass auch jede schwach konvergente Folge be-
schrinkt ist, so wie wir es von konvergenten Folgen gewohnt sind. Wir zeigen sogar
allgemeiner, dass Beschrinktheit und ,,schwache Beschrinktheit* dasselbe ist.

Satz 7.13. Sei X ein normierter Raum.

(a) Eine Menge M C X ist genau dann in X beschriinkt, wenn sie schwach beschrdankt
ist, d. h., wenn fiir jedes Funktional ¢ € X’ die Menge ¢ (M) in K beschrdnkt ist.

(b) Jede schwach konvergente Folge in X ist beschrdinkt. Ist X sogar ein Banachraum,
so ist jede schwach-+ konvergente Folge in X' beschrdnkt.

Tatsdchlich gilt die Beschrinktheit von schwach-* konvergenten Folgen auch unter
schwicheren Voraussetzungen an den Raum, das libersteigt aber die Mdoglichkeiten
dieser Vorlesung.

Beweis. (a) Da stetige lineare Abbildungen beschrinkte Mengen auf beschrinkte
Mengen abbilden, folgt aus der Beschrianktheit von M sofort die schwache Be-
schrinktheit.

Wir beweisen also die interessantere umgekehrte Implikation. Die vorausgesetzte
schwache Beschrinktheit von M bedeutet genau, dass fiir jedes ¢ € X’ gilt

sup|[jxu] (¢)| = sup|p(u)| < co.
ueM ueM

Wir konnen also das Prinzip der gleichméfBigen Beschréanktheit aus Satz 6.19 im
Banachraum X” = £(X’,K) auf die Operatorfamilie {jxu : u € M} anwenden
und erhalten mit der Isometrieeigenschaft von jx aus Satz 7.2

sup |[ul|x = sup [[jxullx~ < oo,
ueM ueM

d. h. die Menge M ist beschrankt in X.

(b) Ist (u,) eine schwach konvergente Folge in X, so ist die Folge ¢(u,) in K
konvergent und damit insbesondere beschriankt. Also ist die Menge {u, : n € N}
schwach beschrinkt und damit nach Teil (a) auch in Norm beschrinkt.

Ist (¢,) eine schwach-* konvergente Folge in X’, so ist fiir jedes u € X die Folge
(¢n(u)) konvergent und damit beschrinkt in K. Es ist also sup,cy ¢ (u)| <
oo fiir jedes u € X und es folgt direkt aus dem Prinzip der gleichmifBigen
Beschrinktheit, Satz 6.19, dass sup,,¢ ||¢n || x7 < oo ist. |

Das ndchste Lemma zeigt unter anderem, dass die Begriffe der schwachen bzw.
schwach-* Konvergenz auch wirklich ihren Namen verdienen und von der Norm-
Konvergenz impliziert werden.
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7 Reflexive Riume

Lemma 7.14. Sei X ein normierter Raum. Dann gilt:

(a) Normkonvergenz in X bzw. X’ impliziert die schwache bzw. schwach-* Konver-
genz.

(b) Ist (u,) C X eine schwach konvergente Folge mit u, — u € X, so gilt

lullx < liminf [[u,[|x.
n—oo

(¢c) Ist (¢,) C X’ eine schwach-+ konvergente Folge mit ¢, SN p € X', so gilt

lellx < liminf [|¢,||x.
n—oo

Beweis.  (a) Ist (u,) eine Folge in X, die in X gegen u € X konvergiert, so gilt fiir
alle ¢ € X’ wegen der Stetigkeit von ¢ sofort lim, . ¢(u,) = ¢(u), d.h. (u,)
konvergiert schwach geggen u.

Die Aussage tiber die schwach-* Konvergenz folgt aus der Abschitzung

|n () = o()| = |(@n = @) (W)] < llgn = @llxllullx
fiir beliebige u € X und ¢,, ¢ € X’.
(b) Sei (u,) € X eine schwach gegen u € X konvergente Folge. Nach Korol-
lar 4.21 (a) finden wir ein normiertes ¢, € X’ mit ¢, (1) = ||ul|x. Es folgt
lullx = @u(u) = nh_)ngo ou(uy) = ligr_l)iogf Pu(Un)

< liminf || @y || x- [lun|lx = lim inf [lu,||x.
n—oo n—oo

(c) Ubungsaufgabe O

Tatséchlich ist die schwache und die schwach-+ Konvergenz im Allgemeinen wirklich
schwicher als die Normkonvergenz. Das zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel 7.15. In ¢ betrachten wir die Folge der Einheitsvektoren (e,) C ¢> aus
Beispiel 1.14 (a). Diese besitzt wegen ||e, — e,z = V2 fiir m # n nicht einmal eine
Norm-konvergente Teilfolge, konvergiert aber tatsdchlich schwach gegen Null. Dazu
erinnern wir uns, dass jedes Funktional auf (¢£?)’ sich nach dem Darstellungssatz von
Riesz-Fréchet als Skalarprodukt mit einem £2-Element schreiben lisst. Es gilt aber fiir
jedesu = (u;) € £?

(o)

n—oo n—oo

’}1_)1210 (en,u)y = lim eﬁ.")u_j = lim u, =0,
j=1

denn (u;) muss als quadratsummierbare Folge eine Nullfolge sein.
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7.2 Schwache Konvergenz

Damit gilt aber nicht nur e, — 0 in £2, sondern auch e, L 0in £%, denn dieser Raum
ist ja auch der Dualraum von £2, vgl. Ubungsaufgabe 7.12.

Dass Elemente aus der Einheitssphire gegen den Nullpunkt (im schwachen Sinne) kon-
vergieren, sieht auf den ersten Blick seltsam aus, heilit aber nur, dass die Einheitssphire
beziiglich der schwachen Konvergenz keine abgeschlossene Menge ist. Man muss hier
also ein wenig aufpassen. Zum Gliick kann ein solcher Effekt fiir konvexe Mengen,
also insbesondere fiir Teilrdume, nicht auftreten. Fiir diese stimmt namlich der schwa-
che Abschluss mit dem gewohnten Abschluss der Norm-Konvergenz iiberein, wie der
folgende Satz von Mazur zeigt.

Satz 7.16 (Mazur). Sei X ein normierter Raum und K C X konvex. Falls (u,) eine
Folge in K ist, welche schwach gegen u € X konvergiert, so gilt u € K.

Beweis. Ohne Einschrinkung konnen wir annehmen, dass K # X ist. Wir nehmen an
die Aussage wire falsch, also u € X \ K. Da X \ K offen ist, gibt es ein & > 0 mit
Use(u) C X \ K. Dann gibt es nach dem Trennungssatz von Hahn-Banach (Satz 4.30)
angewandt auf die beiden Mengen K und Uj.(u) ein ¢ € X’ mit

Re(¢(v)) < Re(p(w)), veK,weUy(u). (7.2)

Da ¢ # 0 ist, finden wir ein x € X mit [|x[[x = 1 und ¢(x) # 0. Wir setzen @ =
—e71a2(¢W) fijr K = C bzw. @ = —sign(¢(x)) fir K = R mit der Idee, dass dann in
beiden Fillen a¢(x) = —|@(x)] ist.

Setzen wir nun in (7.2) speziell v = u, € Kund w = u + eax € Uy (u) ein, so erhalten
wir fiir allen € N

Re(p(un)) <Re(p(w)) = Re(p(u)) + £Re(ap(x)) = Re(p(u)) - &lo(x)].

Das liefert im Grenzwert n — oo dank der schwachen Konvergenz von (u,) gegen u
den Widersrpuch

0 < elp(x)| < Re(p(u)) — Re(p(un)) = Re(p(u) - ¢(u)) — 0.

Alsoistu € K. O

Wir wollen einen Satz beweisen, der die schwache Konvergenz in L”-Rdumen rela-
tiv zur punktweisen Konvergenz einordnet. Dazu brauchen wir aber noch ein wenig
maBtheoretische Unterstiitzung in Form des folgenden Resultats.

Satz 7.17 (Egorov). Es sei (Q, A, u) ein endlicher Mafiraum und f,, f : Q — K,
n € N, seien messbare Funktionen, so dass ( f,) punktweise u-fast tiberall gegen f
konvergiert. Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein A, € A mit u(Q\ A;) < &, so dass (f,)
auf A gleichmdpfig gegen f konvergiert.

Ein Beweis des Satzes von Egorov findet sich beispielsweise in [SS05, Theorem 4.4].
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7 Reflexive Riume

Satz 7.18. Es sei (Q, A, u) ein o-endlicher Mafiraum, 1 < p < oo und (u,) C LP(Q)
eine beschrinkte Folge. Falls (u,) u-fast iiberall gegen ein u : Q — K konvergiert,
dann konvergiert (u,) auch schwach gegen u in L? (Q).

Beweis. Wir machen zunichst eine maftheoretische Fingeriibung und beweisen die
folgende Hilfsaussage: Ist 1 < ¢ < oo und v € L9(Q), dann existiert fiir jedes £ > 0 ein
6 > 0, so dass fiir jedes E € A mit u(E) < 6 gilt [|v]|lLe(g) < €. Zum Beweis sei & > 0
gegeben und es sei g € L™ (Q) NL7(Q) gewihlt mit [|v — g|La(q) < #/2. (Ein solches g
bekommt man beispielsweise dank der Dichtheit der einfachen Funktionen in L9, vgl.
Satz IV.17.12). Mit diesem g gilt

&
VllLacey < M1y = gllisc@) + lIgllLee) < 5 + gl u(E)".
Die Wahl von 6 := (&/2]gll.~q))? tut also das gewiinschte.

Zum Beginn des eigentlichen Beweises setzen wir C = sup,,cy ||u||Lr (). Dann folgt
aus Fatous Lemma

Il = [ lol” au < timint [l e < 7.

Insbesondere ist u € L7 (L) mit ||ul|prq) < C.

Seiv € L” (Q) und & > 0 gegeben. Dank der o-Endlichkeit des MaBraums, finden wir
eine disjunkte Folge (A,) € A von Mengen mit endlichem Maf3 und mit Q = |J,,cjy An-
Fiir diese gilt

o0
Il @) = D IVl ga,)-
n=1

Damitist limy o ||v||Lp/(Uoo7N 4,) = 0,d.h. wir finden fiir groBes N ein A := UnN:1 A, €
A mit endlichem MaB, fiir das [[v[l; (4, < &/6C gilt.

Fiir £ := ¢/6c und der Funktion v bestimmen wir jetzt ein § > 0, dessen Existenz uns
die obige Hilfsaussage garantiert. Dann wenden wir den Satz von Egorov 7.17 auf dem
endlichen MaBraum (A, A|4, 1|4) an und erhalten eine messbare Menge A, C A mit
H(A\ Ag) < 6, sodass (u,) auf A, gleichmiBig gegen u konvergiert. Unsere Wahl von
€ bedeutet dann, dass [|[v||p»(a\4,) < #/6C gilt.

Nun konnen wir daran gehen, die schwache Konvergenz von (u,,) gegen u nachzuweisen.
Dank der Identifizierung von (L?(€))’ mit L?' () miissen wir dazu zeigen, dass fiir
jedes v € LP (Q) das Integral /Qunv du gegen /Q uv du konvergiert. Tatsachlich
gilt fiir alle n € N dank der disjunkten Zerlegung Q = A° U (A \ A;) U A, und der
Holder-Ungleichung

‘/uvd,u—/unvd,u‘ﬁ/lu—un||v|d,u
Q Q Q

. m—uMWdu+/' m—umwdu+/'w—uNWdu
Ac A\Ag Ag
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7.3 Der Satz von Banach-Alaoglu

< Nt = tallir@ IVl caey + i = ttallir@ VIl ava,y + 1 = tnlliran Il @)

< 2C||V||Lp’(Ac) + 2C||v||L,,/(A\A8) + [lu — un”Ll’(Ag)”v”LP'(Q)

e ¢
< 3 + 3 + [l —unllLean) VI ()

Die gleichmiBige Konvergenz von (u,) gegen u auf A, bedeutet, dass wir ein ng € N
finden, so dass fiir alle n > ng gilt

E
e = tallrcan IVl oy < e = tallim a1 (A IVl ) < 5

Insgesamt erhalten wir fiir alle n > ng die Abschitzung

’/uvd,u—/unvd,u’<8,
Q Q

was die gewlinschte schwache Konvergenz beweist. O

7.3 Der Satz von Banach-Alaoglu

Beispiel 7.15 zeigt erfreulicherweise, dass es die schwache Konvergenz tatsichlich
vermag aus einer Kompaktheits-Spielverderberfolge, die beschrinkt ist, aber keine
konvergente Teilfolge besitzt, etwas konvergentes zu machen. Das gibt uns Hoffnung
in unserem Unterfangen, einen schwachen Bolzano-Weierstra-Ersatz zu finden. Dazu
fiihren wir jetzt den schwachen Kompaktheitsbegriff ein, der uns dann den Bolzano-
Weierstra3-Ersatz erlauben wird.

Definition 7.19. Sei X ein normierter Raum.

(a) Eine Menge M C X heifit schwach folgenkompakt, wenn jede Folge in M eine
schwach konvergente Teilfolge mit Grenzwert in M besitzt.

(b) Eine Menge M C X’ heifst schwach-x folgenkompakt, wenn jede Folge in M eine
schwach-* konvergente Teilfolge mit Grenzwert in M besitzt.

Nun konnen wir das erste Hauptresultat dieses Abschnitts formulieren, das uns unserem
Ziel sehr nahe bringt.

Satz 7.20 (Banach-Alaoglu). Sei X ein separabler normierter Raum. Dann ist K1 (0) =
U,(0) € X’ schwach-x folgenkompakt. Insbesondere hat jede beschrinkte Folge in X’
eine in X’ schwach-+ konvergente Teilfolge.

Beweis. Da X separabel ist, gibt es eine abzdhlbare dichte Teilmenge {u,, : n € N} von
X. Sei nun (¢ ) eine Folge in K;(0) € X’. Dann gilt fiir alle n, k € N die Abschitzung

lor (un)| < llellx llunllx < llunllx, (7.3)
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7 Reflexive Riume

womit (@i (u,))ren fir jedes n € N eine beschrinkte Folge in K ist. Mit dem
Cantorschen Diagonalfolgen-Argument konnen wir eine Teilfolge (¢x;)jen von (¢x)
extrahieren, fiir welche der Grenzwert lim; o ¢x; (1) fiir jedes n € N existiert.
Wir zeigen nun, dass die Folge (¢k;)jen schwach-+ konvergiert. Dazu setzen wir
U := span({u, : n € N}) und definieren auf U das lineare Funktional

Y(u) == lim ¢, (u), uel.
Jj—o
Wie in der Abschétzung (7.3) folgt, da ||y, [|x- < 1 fiir jedes j € N gilt,
()| = lim ey, ()] < ullx, e U.

und da U dicht in X liegt, besitzt ¢ nach Satz 4.5 eine eindeutige stetige Fortsetzung
p e X' mit|g|lx <1.

Damit ist (¢k;)jen S X’ eine gleichmidBig beschriinkte Operatorfolge und es gilt
lim; e @k, (1) = @(u) firalleu € U. Satz 4.6 liefert dann, dass lim; 0 ¢ ; (u) = ¢(u)
sogar fiir alle u € X gilt. Das bedeutet aber gerade, dass die Folge (¢x;) jen schwach-x«
gegen ¢ € K;(0) € X’ konvergiert.

Wir beweisen noch den Zusatz. Ist (¢,) eine beschrinkte Folge in X’ mit ||¢,||x: < C
fiir ein C > O und alle n € N, so ist ¢, := ¢»/c, n € N, eine Folge in K;(0) € X'.
Nach dem eben gezeigten gibt es also eine schwach-* konvergente Teilfolge (¢, )ken
mit einem Grenzelement ¢y € X’. Die entsprechende Teilfolge (¢, )ken von (¢,)
konvergiert dann schwach-* gegen C . m|

Dieser Satz hat noch zwei Nachteile. Erstens sagt er nur etwas iiber den Dualraum
X’ aus und nicht iiber X selbst. (Und bevor jemand es laut denkt: Nein, nicht jeder
Banachraum ist Dualraum von irgendwas.) Zweitens haben wir die unschone Separabi-
litdtsbedingung. Das 16sen wir jetzt und bezahlen dafiir den Preis der Reflexivitit.

Theorem 7.21. Sei X ein reflexiver Banachraum. Dann ist K{(0) = U;(0) € X
schwach folgenkompakt. Insbesondere hat jede beschriinkte Folge in X eine schwach
konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei (u,) C K{(0) C X. Wir definieren den abgeschlossenen Unterraum

U := span({u, : n € N}),

von X, welcher nach Satz 7.8 (b) auch reflexiv ist. Damit ist U zu U” isomorph und da
U nach Konstruktion separabel ist, sind damit U und U” separabel. Nach Satz 4.13 ist
somit auch U’ separabel, womit wir in der Lage sind Satz 7.20 auf U’ anzuwenden.

Dazu betrachten wir die Folge (jyu,) € U”. Da jy eine Isometrie ist, liegt diese in
der abgeschlossenen Einheitskugel von U” = (U’)’. Nach Satz 7.20 gibt es also eine
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Teilfolge (jyun, )ken von (juu,) und ein u” € U” mitjyuy,, S inU”. Dajy surjektiv
ist, konnen wir u” = jyu fiir ein geeignetes u € U schreiben und erhalten fiir alle ¢ € U’

Tim () = Jim (o) () = u”(9) = (uu)(¢) = ¢(w).
Da aber alle u,, u € U liegen, folgt sogar fiir alle ¢ € X’
Tim @) = lim ¢l (un,) = ¢lu () = p(u).

Also konvergiert (up, )xen schwach gegen u in X und wir haben gezeigt, dass K;(0)
schwach folgenkompakt ist. Der Nachweis der zweiten Aussage geht nun wie im Beweis
des Satzes von Banach-Alaoglu 7.20. O

Dieser Satz ist in vielen Anwendungen der Funktionalanalysis von groer Bedeutung,
daer einen Grenzwert-Kandidaten liefert. Kann man beispielsweise einem numerischen
Verfahren zur Approximation der Losung einer Differentialgleichung nachweisen, dass
die Normen der Approximanten in H' beschrinkt bleiben, so gibt es zumindest mal
einen schwachen Grenzwert in H!, den man dann in der Hand hat, um vielleicht in
einem zweiten Schritt doch starke Konvergenz beispielsweise in L? zu zeigen.

Hier soll die Stirke des Satzes an einer fiir die Funktionalanalysis wichtigen Folgerung
demonstriert werden, indem wir zeigen, dass die Reflexivitit eines normierten Raums es
erlaubt, eine Version des Projektionssatzes 1.6 fiir normierte Riume zu beweisen.

Satz 7.22. Sei X ein reflexiver Banachraum und K C X nicht-leer, abgeschlossen und
konvex. Dann gibt es fiir jedes u € X einv € K mit ||u — v||x = dist(u, K).

Man beachte, dass, im Gegensatz zum Hilbertraum-Resultat, der Punkt der Bestap-
proximation v hier im Allgemeinen nicht eindeutig ist. Das gilt nur unter weiteren
geometrische Annahmen.

Beweis. Wir setzen d := dist(u, K). Per Definition der Distanz finden wir eine Folge
(vp) € Kmitd < |lu—v,||x < d+1/nfiirjedes n € N. Somit gilt ||v,||x < ||ullx +d+1
fiir alle n € N und (v,) ist eine beschriankte Folge in X. Aufgrund der Reflexivitit
von X gibt es dank Theorem 7.21 ein v € X und eine Teilfolge (v, )ken von (v,)
mit v,, — v in X fiir k — oo. Da K abgeschlossen und konvex ist, folgt aus dem
Satz von Mazur 7.16 auch v € K. AuBerdem gilt auch u —v,, — u — v, so dass mit
Lemma 7.14 (b) folgt

d < |lu—v|lx <liminf ||u — vy, ||x < liminf(d + /) = d.
k—o0 k—o0
Damit ist ||u — v||x = d, womit v die gewiinschten Eigenschaften hat. O

Eine natiirliche Frage ist es, ob es brauchbare Kriterien fiir die Reflexivitdt von Ba-
nachriumen gibt, die es einem ersparen den Dualraum und den Bidualraum komplett
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7 Reflexive Riume

auszuixen. Davon gibt es einige, aber die meisten haben sehr tiefliegende Beweise.
Deshalb prisentieren wir hier mit dem Satz von Milman-Pettis eines der schonsten
Kfriterien, dafiir aber ohne Beweis. Dafiir bendtigen wir das geometrische Konzept der
gleichméBigen Konvexitit.

Definition 7.23. Ein normierter Raum heifst gleichmifBig konvex, falls es zu jedem
£ € (0,2) ein 6 > 0 gibt, sodass fiir alle u,v € X mit ||ul|x, |[vllx < 1und |lu—v||x > &
stets [|[(v)f2||x <1 -6 gilt.

Satz 7.24 (Milman-Pettis). Jeder gleichmdif3ig konvexe Banachraum ist reflexiv.

Der Beweis benotigt tief liegende Aussagen iiber schwache Topologien, welche nicht
in dieser Vorlesung behandelt werden konnen. Wir verweisen auf [Yos80, Seiten 126—
127].
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8 Kompakte Operatoren

In der Analysis II haben wir gesehen, dass jede beschriankte und abgeschlossene
Teilmenge des K¢ kompakt ist, insbesondere also die abgeschlossene Einheitskugel
Ki(0) = U;(0). Die Frage ist nun, ob die Kompaktheit der abgeschlossenen Ein-
heitskugel eines beliebigen normierten Raums sogar impliziert, dass dieser endlich-
dimensional sein muss. Die Antwort auf diese Frage ist ,,Ja!* und der entsprechende
Satz ist die erste Hauptaussage dieses Kapitels. Wir benodtigen dazu folgendes Hilfsre-
sultat.

Lemma 8.1 (Riesz). Sei X ein normierter Raum und U ein echter abgeschlossener
Teilraum von X. Dann gibt es zu jedem n € (0,1) ein v € X \ U mit ||v||x = 1 und
lu — v||x = n fiiralle u € U.

Bemerkung 8.2. Das Lemma von Riesz wird oftmals ,,Lemma von der Fast-Senkrech-
ten* genannt. Diese Bezeichnung ist durch den Hilbertraum-Fall motiviert, in welchem
sogar fiir jedes normierte v € U+ und alle u € U gilt:

llu = VI = llullf = 2Re(u, vyg) + VIl = lullf +0+1 2 1.

Beweis von Lemma 8.1. Sei n € (0, 1) gegeben. Wir wihlen zunichst ein beliebiges
v € X\ U.DaU abgeschlossen ist, ist X \ U offen und insbesondere ist dist(v, U) > 0.
Per Definition der Distanz finden wir nun ein w € U mit 0 < |[v — w||x < dist(.U)/y.

Wir setzen _
V—w
V= —.
v —wllx

Dann gilt offenbar ||v||x = 1 und fiir alle u € U ist

dist(Tf U)
v —ullx = V- V= wllxul, > —= > 7.
eU
Damit hat v die gewiinschte Eigenschaft und wir sind fertig. O

Fiir die weiteren Betrachtungen lohnt es sich ins Gedachtnis zuriickzurufen, dasss nach
Satz I1.7.6 aus der Analysis II eine Menge K C Y genau dann kompakt ist, wenn
jede Folge in K eine in K konvergente Teilfolge bes1tzt. Das werden wir im folgenden
mehrfach verwenden.

113



8 Kompakte Operatoren

Satz 8.3. Sei X ein normierter Raum. Dann ist K| (0) C X genau dann kompakt, wenn
X endlich-dimensional ist.

Beweis. Falls dim(X) = d < oo gilt, so ist X isomorph zu K¢ und wir wissen bereits
aus der Analysis II, dass K;(0) kompakt ist.

Sei also X unendlich-dimensional. Entsprechend der Erinnerung direkt vor diesem
Satz ist es unser Ziel eine Folge (u,) € K;(0) zu konstruieren, welche keine in X
konvergente Teilfolge besitzt.

Wir wihlen ein u; € X mit ||u;||x = 1 und setzen U; := span({u;}). Dann ist U; ein
echter abgeschlossener Teilraum von X. Nach dem Lemma von Riesz 8.1 finden wir
einup € X \ Uy mit |luz||x = 1 und ||us — v|[x > /2 fiir alle v € U;. Insbesondere gilt
|lug — u1||x = 1/2. Fiir n > 2 setzen wir induktiv U,, := span({u1,...,u,}) und finden
ein normiertes u,+; € X \ U, mit |lu,+1 — v||x > 1/2 fiir alle v € U,. Auf diese Weise
wird (u,) ein Folge in K (0) mit ||u;,, — u,;,||x = 1/2 fiir alle n,m € N mit n # m. Damit
kann (u,) keine in X konvergente Teilfolge haben. ]

Kompaktheit ist eine tolle Eigenschaft. Dass sie in unendlich-dimensionalen Rdumen
nicht mehr so billig iiber Beschrinktheit zu bekommen ist, ist miihsam, aber macht sie
eigentlich nur noch wertvoller. Wir wollen uns in diesem Abschnitt mit einer besonders
schonen Klasse von Operatoren beschiftigen, die uns Kompaktheit schenken, in dem
Sinne, dass sie beschrinkte Mengen nicht nur auf beschriankte Mengen abbilden, wie
das jede beschrinkte lineare Abbildung tut, sondern sogar in eine kompakte Menge. Es
stellt sich heraus, dass diese Operatoren einige schone Eigenschaften haben. Deshalb
bekommen sie zunichst einen Namen.

Definition 8.4. Seien X,Y zwei normierte Riume. Ein Operator T € L(X,Y) heifit
kompakt, falls T(U;(0)) in Y kompakt ist. Mit K(X,Y) bezeichnen wir die Menge aller
kompakten Operatoren von X nach Y mit der iiblichen Abkiirzung K(X) = K(X, X).

Wir geben ein paar elementare Charakterisierungen fiir Kompaktheit an.

Satz 8.5. Es seien X ein normierter Raum, Y ein Banachraum und T € L(X,Y). Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) T ist kompakt.

(b) Fiir jede beschrdnkte Teilmenge B von X ist T (B) kompakt.

(c) Fiir jede beschrinkte Folge (uy) in X hat (Tu,) eine in Y konvergente Teilfolge.
Beweis. Von (¢) nach (b): Sei B C X beschrinkt und (v,,) € T(B) eine Folge. Dann
gibt es fiir alle n,m € N ein u,, , € B mit ||v, — Tuy, »|ly < 1/m. Wir betrachten nun die
Diagonalfolge (w,) := (u,,). Diese liegt in B, ist also eine beschrinkte Folge in X.

Nach (c) hat also (Tw,) eine in Y konvergente Teilfolge (Twp, )ren. Wir zeigen nun,
dass die entsprechende Teilfolge (v, )ren in Y konvergiert und geben dafiir ein & > 0
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vor. Wegen der Konvergenz von (Twy, )ren gibtesein N € Nmit || Twy,, —Twy,[ly < #/3
fiir alle k, j > N. AuBlerdem konnen wir N auch gleich so grof3 wihlen, dass 1/v < ¢/3
gilt. Damit ist fiir alle k, j > N

”Vnk - Vn'”Y < ”Vnk - TWnk”Y + ”TWnk - TWn'”Y + ”TWn- - Vn<||Y
J J J J

Da Y vollstindig ist, konvergiert damit (v, )xen in Y und 7'(B) ist kompakt.
Von (b) nach (a): Es geniigt B := U;(0) zu wihlen.

Von (a) nach (c¢): Sei (u,) C X eine beschrinkte Folge und wihle C > 0 mit
sup,.ex llnllx < C.Dannist (v,,) := (4s/2c¢) € U;(0) und nach Voraussetzung existiert
eine Teilfolge (v, )kenw von (v,), so dass (Tvy, )ken in Y konvergiert. Dann konvergiert

aber auch (Tu,, )ken = (2CTv,, )ken in Y, also gilt (c). O

Ubungsaufgabe 8.6. Seien X, Y normierte Riume. Zeigen Sie:
(a) K(X,Y) ist ein Untervektorraum von L(X,Y).
(b) IstT € L(X,Y) mit dim(ran(7")) < oo, so ist T kompakt.
Satz 8.7. Es seien X,Y, Z normierte Riume. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) WennY ein Banachraum ist, dann ist K(X,Y) ein abgeschlossener Teilraum von
L(X,Y), also auch ein Banachraum.

(b) SeienT € L(X,Y)und S € L(Y,Z). Falls T oder S kompakt ist, dann ist auch
ST kompakt.

Diese Resultate sind vor allem praktisch, weil sie zeigen wie Kompaktheit an andere
Operatoren ,,weitergegeben* wird: Konvergiert eine Folge von kompakten Operatoren
in L(X,Y), so ist der Grenzoperator ebenfalls kompakt und bei der Hintereinander-
ausfiihrung von stetigen Operatoren reicht es, wenn einer der verketteten Operatoren
kompakt ist, um das ganze Ding kompakt zu machen. Die letztere Eigenschaft kann
man fiir Freunde von algebraischen Formulierungen im Fall X = Y = Z auch so
formulieren: K'(X) ist ein abgeschlossenes zweiseitiges Ideal der Algebra £ (X).

Beweis.  (a) Nach Ubungsaufgabe 8.6 (a) bleibt die Abgeschlossenheit zu zeigen.
Sei dazu (7,,) € K(X,Y) eine Folge, die gegen T in L (X, Y) konvergiert. Um zu
zeigen, dass T kompakt ist, benutzen wir die Charakterisierung aus Satz 8.5 (c).
Sei (uy) C X eine beschrinkte Folge und C > 0o, dass ||uy||x < C fiiralle k € N
gilt. Da T} kompakt ist, besitzt (Tuy )ren eine konvergente Teilfolge (Tuﬁ.l)). Da
auch (uﬁ.l)) als Teilfolge von (u;) beschrinkt und 7, kompakt ist, kann man

wiederum eine Teilfolge (uj.z) ) von (uﬁ.l) ) finden, so dass (Tzuﬁ.z) ) konvergiert.
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8 Kompakte Operatoren

Iterativ findet man so fiir jedes n € N eine Teilfolge (uﬁ.")) jen und mit dem

liblichen Diagonalfolgentrick finden wir die Teilfolge (uy,) jen = (uﬁ.j) )jen von
(ug), fiir die (Tu;)jen fiir jedes n € N in Y konvergiert.

Sei nun € > 0. Da (7},) gegen T in L(X,Y) konvergiert, finden wir ein n € N
mit ||T =T, £(xy) < #/3¢. Fiir dieses n konvergiert die Folge (T,uy,); in Y, also
gibtes ein N € N mit ||Tug; — Thug,|ly < ¢/3 firalle j,£ > N. Es folgt fiir alle
Jj, =N

WTur, — Tug,|ly < |Tug; — Toug,|ly + |Tour; — Tk, |ly + 1 Tarek, — Tk, |ly

<2C|T - Tall zx.y) + Tk, — Touk,lly
e &
<20—=+>=¢.
3¢ 737 °
Alsoist (Tu,) jen eine Cauchy-Folge in Y. Da Y vollstéindig ist, konvergiert diese
Folge auch in Y. Also ist T kompakt.

(b) Sei (u,) eine beschrinkte Folge in X. Wir betrachten zunédchst den Fall, dass T
kompakt ist. Dann besitzt nach Satz 8.5 die Folge (Tu,) eine in Y konvergente
Teilfolge (Tuy,, )ren und dank der Stetigkeit von S konvergiert dann auch die
Folge (STup, )ken in Z. Also hat (STu,) eine konvergente Teilfolge und nach
Satz 8.5 ist ST kompakt.

Ist dagegen S kompakt, so ist dank der Beschrénktheit von 7' die Folge (Tu,)
eine beschrinkte Folge in Y, woraus dank der Kompaktheit von § folgt, dass
(STu,) = (S(Tu,)) eine konvergente Teilfolge in Z hat. Das liefert genauso
wieder die Kompaktheit von ST. O

Korollar 8.8. Sind X ein normierter Raum, Y ein Banachraum, T, € L(X,Y) mit
dim(ran(7,)) < oo fiirallen e Nund T € L(X,Y), so dass (T,) in L(X,Y) gegen T
konvergiert, so ist T kompakt.

Beweis. Nach Ubungsaufgabe 8.6 (b) sind alle 7,, kompakte Operatoren, so dass die
Kompaktheit von T sofort aus der Abgeschlossenheit von K (X, Y) folgt. O

Bemerkung 8.9. In Hilbertrdumen gilt auch die Umkehrung von Korollar 8.8: Ist
T ein kompakter Operator zwischen zwei Hilbertraumen, so existiert eine Folge von
Operatoren mit endlichdimensionalem Bild, die gegen 7" konvergieren und das konnen
Sie auch mit den Mitteln dieser Vorlesung zeigen.

Ob das auch fiir Banachraume gilt, war lange Zeit eine offene Frage, die erst 1973
von Per Enflo beantwortet werden konnte: Nein, es gibt kompakte Operatoren auf
Banachrdumen, die keine Grenzwerte von Operatoren mit endlichdimensionalem Bild
sind. (Letzteres sei hingegen eher nicht als Ubungsaufgabe empfohlen. . .)
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Beispiel 8.10. Zusitzlich zu den schon benannten Operatoren mit endlich-dimensio-
nalem Bild, betrachten wir hier weitere Beispiele von kompakten Operatoren.

(a)

(b)

Sei k € C([0, 1]?). Der Fredholmsche Integraloperator

1
(Tu) (x) = /0 ko) dy. w0, 1]),x € [0, 1],

ist kompakt als Operator von C([0, 1]) nach C([0, 1]). Zum Nachweis dieser
Aussage zeigen wir die relative Kompaktheit von 7'(U;(0)) mit Hilfe des Satzes
von Arzela-Ascoli, d. h. wir weisen Beschrinktheit und gleichgradige Stetigkeit
nach.

Sei dazu u € C([0, 1]) mit ||u||co < 1. Dann gilt fiir alle x € [0, 1]

1 1
[ruco] =| [ ket asf < [ ke llul dy < lelolluls < Kl

Also ist || Tu||e < ||k|| fiir alle u € U;(0) und das bedeutet, dass 7 (U;(0)) eine

in C([0, 1]) beschrinkte Menge ist.

Fiir die gleichgradige Stetigkeit geben wir ein & > 0 vor und stellen zunichst fest,
dass die stetige Funktion k auf der kompakten Menge [0, 1]? sogar gleichmiBig
stetig ist. D. h. es gibtein 6 > 0, so dass fiiralle x, y,z € [0, 1] mit |[x—z| < ¢ gilt
lk(x,y) — k(z,y)| < &. Seien nun u € C([0, 1]) mit ||u||lco < 1 und x,z € [0, 1]
mit |x — z| < ¢. Dann gilt

1
|Tu(x) - Tu(z)| = ‘/0 (k(x,y) = k(z,3))u(y) dy’

1
< ”””""/o k(x.y) - k(z.y)| dy <&

und da die obige Wahl von 6 weder von der Wahl von x, z noch von u abhéngt,
haben wir gleichgradige Stetigkeit von 7' (U;(0)) gezeigt. Der Satz von Arzela-
Ascoli sagt nun, dass 7(U;(0)) relativ kompakt ist, d. h. 77(0)) ist kompakt und
damit ist die Kompaktheit dieses Integraloperators gezeigt.

Seil C R einbeschrinktes Intervall. Wir haben in Kapitel 3 die stetige Einbettung
H!(I) < L?(I) des Sobolew-Raums H' (1) nach L?(I) gefunden, von der wir nun
zeigen wollen, dass sie sogar kompakt ist ist, d. h., dass die Inklusionsabbildung
j : H'(I) — L2(I) kompakt ist. Dazu zeigen wir, dass sogar die im Folgenden
durch j, notierte Einbettung H' (1) < C(I) kompakt ist. Die Kompaktheit von j
folgt dann aus der Verkettung von j, mit der stetigen Einbettung C() < L2()
(I ist beschrinkt!) und Satz 8.7 (b).

Der Satz 3.11 beinhaltet genau die Stetigkeit der Einbettung H! (1) — C'2(I),
die uns ein C > 0 liefert, so dass fiir jedes u € H' (1) gilt

li-tlloo < leullcngsy < Cllullin .
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8 Kompakte Operatoren

Das liefert sofort, dass j, (U} (0)) eine in C(I) beschrinkte Menge ist. Um sicher-
zustellen, dass j, (U, (0)) sogar kompakt in C(7) ist, reicht es wegen Arzela-Ascoli
wieder aus die gleichgradige Stetigkeit nachzweisen. Seien dazu u € H! (1) mit
lullg () <1undx,y € 1. Dann gilt mit der Holder-Stetigkeit von u

(utt) (x) = Gut) ()] = Ju(x) = u(y)] < Clx =y,

Setzt man fiir vorgegebenes & > 0 also § := ¢°/c? unabhiingig von x, y und u, so
gilt fiir alle x, y € I mit |x — y| < & auch |(jou) (x) — (jxu)(¥)| < & und wir haben
gleichgradige Stetigkeit gezeigt. Damit sind die Einbettungen H! (1) — C(I)
und H' (1) < L2(I) kompakt.

(¢) Fiir 0 < @ < B < 1 ist die Einbettung C#(I) < C%(I) kompakt (Ubung).

Zum Abschluss zeigen wir ein wichtiges Resultat, das u. a. zeigt, dass Kompaktheit bei
der Adjungierten-Bildung erhalten bleibt.

Satz 8.11 (Schauder). Seien X,Y zwei Banachriume und T € L(X,Y). Dann ist T
genau dann kompakt, wenn T" kompakt ist.

Auch der Beweis dieses Satzes fullt zentral auf dem Satz von Arzeld-Ascoli. Allerdings
benotigen wir ihn hier fiir stetige Funktionen auf einer kompakten Teilmenge von Y.
Damit entsteht eine kleine Liicke, denn sein Beweis als Theomrem II1.4.5 im Skript
zur Vorlesung iiber gewohnliche Differentialgleichungen ist fiir den Spezialfall eines
kompakten Intervalls in R aufgeschrieben. Dieser lésst sich aber ohne gro3ere Schwie-
rigkeiten auf den hier bendtigten Fall verallgemeinern, wenn man sich klarmacht, dass
jede kompakte Teilmenge eines metrischen Raums separabel ist.

Beweis. Sei zundchst T kompakt. Per Definition ist dann K := T(U;(0)) C Y kompakt.
Wir miissen zeigen, dass das Bild der offenen Einheitskugel von Y’ unter 7" relativ
kompakt in X’ ist. Dazu nehmen wir uns eine Folge (¢,) C Y’ mit ||¢,||y- < 1 fiir alle
n € N und betrachten die Einschriankungen von ¢,, auf K. Wegen

lon () = @nW)] = lon(u =v)[ < ll@ully llu =vily < llu=vly,  uvek,

ist (¢,|x) eine Folge gleichgradig stetiger und punktweise beschriankter Funktionen auf
der kompakten Menge K. Nach dem Satz von Arzela-Ascoli hat (¢,|x) eine in C(K)
konvergente Teilfolge (¢, |x)ken. Unser Ziel ist es nun zu zeigen, dass (77¢,,) in X’
konvergiert, woraus dann die Kompaktheit von 7” folgt. Da X’ vollstindig ist, geniigt
es dafiir zu zeigen, dass eine Cauchyfolge vorliegt. Dazu berechnen wir fiir k, £ € N

||T,Q0nk - T,(Png”X’ = Ssup |(T,90nk - T/‘Pn(»)(u)| = Ssup |T,(‘;0nk - (lon()(u)|
ueX ueX

[Jullx=1 llullx=1

Tuek
= Sup |(‘Pnk - ‘Pn[)(Tu)| = Sup|(‘10nk - ‘Pn[)(v)|
ripe ek
<=

= ”Qpnk - Qpng”C(K)
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und schliefen aus der Konvergenz von (¢,,) in C(K) auf die Cauchy-Eigenschaft der
Folge (T"¢n,) € X'.

Seinun 7”7 : Y' — X’ kompakt. Dann wissen wir aus dem ersten Teil des Beweises,
dass auch 7”7 : X” — Y” kompakt ist. Folglich ist nach Satz 8.7 (b) auch 7” o jx als
Verkettung eines kompakten Operators mit einem stetigen Operator kompakt und da
dieser Operator nach Bemerkung 7.6 (b) mit jy o T {ibereinstimmt, ist wiederum dieser
kompakt.

Sei nun (u,) eine beschrinkte Folge in X. Dann hat (jyTu,) eine in Y” konvergente
Teilfolge (jyTu,, )ken. Da jy eine Isometrie ist, gilt fiir alle k, £ € N

| Tun, — Tup,|ly = ”jYTunk —jyTuy, Yy

also ist mit der Konvergenz von (jyTu,, )ken in Y” auch (Tuy, )ren eine Cauchyfolge
in Y und wegen der Vollstindgkeit von Y haben wir damit eine konvergente Teilfolge
von (Tu,) gefunden. Also ist T kompakt. O
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9 Das Bochner-Integral

In der Integrationstheorie haben wir uns bei der Entwicklung des Integrals vor allem
auf moglichst allgemeine Definitionsbereiche der betrachteten Funktionen fokussiert,
der Zielbereich war eigentlich immer R oder C. Jetzt drehen wir das um und wol-
len uns anschauen, wie wir unser Lebesgue-Integral so erweitern konnen, dass eine
verniinftige Integration von Funktionen f : RY — X mit einem beliebigen Banach-
raum X moglich wird. Der Fokus liegt also darauf, den Zielbereich der Funktion zu
verallgemeinern.

Im ganzen Kapitel seien X und Y Banachridume iiber K.

9.1 Messbare Funktionen

Als erstes definieren wir einfache Funktionen und ein erstes Konzept von Messbarkeit
fiir X-wertige Funktionen.

Definition 9.1. (a) Ein f: RY — X heift einfache Funktion, wenn es ein N € N,
endlich viele disjunkte Lebesgue-messbare Mengen E|,E;,...,Ey C R4 mit
endlichem Lebesgue-Maf} und Vektoren uy,us, . ..,uy € X gibt mit

f=

Uy - 1En-

M=

n=1
(b) Eine Funktion f: R? — X ist stark messbar, wenn es eine Folge von einfachen
Funktionen gibt, die fast iiberall gegen f konvergiert.

Wir sammeln Klassen von stark messbaren Funktionen und Operationen unter denen
die starke Messbarkeit erhalten bleibt.

Satz 9.2. (a) Jede stetige Funktion von R? nach X ist stark messbar.
(b) Istu € X festund g : R — K messbar, so ist f = u - g stark messbar.

(c) Ist f : RY — X stark messbar und G : X — Y stetig, so istauchGo f :R? =Y
stark messbar. Insbesondere ist || f||x : R? — R (Lebesgue-)messbar.

(d) Sind f,g : RY — X stark messbar und A € K, so ist auch Af + g stark messbar.

121



9 Das Bochner-Integral

Beweis.  (a) Sei f : R? — X stetig. Auf jeder kompakten Teilmenge von R¢ kann f
gleichméaBig durch einfache Funktionen approximiert werden, vgl. das Argument
im dritten Schritt vom Beweis des Darstellungssatzes von Riesz 5.25. Also kann
f auf ganz R? zumindest punktweise durch einfache Funktionen angenihert
werden und ist damit stark messbar.

(b) Man approximiert g durch skalare einfache Funktionen s,, n € N. Dann sind die
Funktionen u - s, einfache Funktionen mit Werten in X, die f anndhern.

(c) Ist (s,) eine Folge von X-wertigen einfachen Funktionen, die punktweise fast
tiberall gegen f konvergiert, so ist (G o s,) eine Folge von Y-wertigen einfachen
Funktionen, die punktweise fast iiberall gegen G o f konvergiert. Also ist auch
diese Funktion stark messbar.

Nimmt man als G speziell die stetige Normabbildung || - ||x : X — R, so folgt,
dass || f]|x als Funktion von R nach R stark messbar und damit auch (Lebesgue-
)messbar ist.

(d) Sind (s,) bzw. (¢,) Folgen von X-wertigen einfachen Funktionen, die gegen f
bzw. g konvergieren, so konvergieren die einfachen Funktionen As, + f,, gegen
Af +g. |

Bemerkung 9.3. Im Fall X = K fallen starke Messbarkeit und Lebesgue-Messbarkeit
zusammen, so dass sich die Frage stellt, warum man nicht die ,,iibliche* Definition
tiber Urbilder von Borel-Mengen verallgemeinert. Das liegt daran, dass ein allgemei-
ner Banachraum und seine Borel-o-Algebra zu ,,gro3* werden konnen. Die folgende
Beobachtung kann ein Gefiihl fiir dieses Problem vermitteln.

Sei f : RY — X stark messbar und (f,) eine Folge von einfachen Funktionen, die
auBerhalb einer geeigneten Nullmenge N C R? punktweise gegen f konvergiert. Dann
gilt

FRI\ N) C span{f,(RY) :n e N} = V,

wobei per Konstruktion V ein separabler Teilraum von X ist. Das zeigt, dass eine stark
messbare Funktion, zumindest fast iiberall, nur Werte in einem hochstens separablen
Teilraum von X annehmen kann. Ist nun X selbst nicht separabel, ist damit starke
Messbarkeit eine stirkere Einschrankung als nur die Bedingung iiber die Urbilder.
Andersherum formuliert: Wiirde man Messbarkeit iiber die Urbilder definieren, so
gibt es keine Hoffnung, dass man im Allgmeinen daraus eine Approximierbarkeit
durch einfache Funktionen folgern kann. Diese ist aber fiir den Aufbau des Integrals
von fundamentaler Bedeutung. Deshalb ist die hier eingefiihrte starke Messbarkeit
der ,richtige* Messbarkeitsbegrift fiir die Einfiilhrung des Bochner-Integrals. Nicht-
separable Banachraume gibt es, wie wir schon gesehen haben durchaus, beispielsweise
£, L= (R¥) oder L(H) fiir jeden unendlich-dimensionalen Hilbertraum H.

122



9.1 Messbare Funktionen

Wir geben unserer so gefundenen notwendigen Bedingung fiir starke Messbarkeit erst
einmal ihren Namen und schauen dann, was wir damit anfangen konnen.

Definition 9.4. Eine Funktion f: RY — X ist fast separabel-wertig, wenn es eine
Nullmenge N C R? gibt, so dass f(R?\ N) in einem abgeschlossenen separablen
Teilraum von X enthalten ist.

Satz 9.2 (c) zeigt, dass stark messbare Funktionen auch die folgende Eigenschaft
haben.

Definition 9.5. Eine Funktion f: R? — X heifit schwach messbar, wenn fiir jedes
¢ € X’ die Funktion ¢ o f: R? — K Lebesgue-messbar ist.

Dieser Begriff ist hilfreich, da er liber die Anwendung des Funktionals die Messbar-
keitsfragen wieder auf die gewohnte Lebesgue-Messbarkeit zuriickspielt. Das folgende
Theorem verbindet alle diese Begriffe in einer sehr angenehmen Weise.

Theorem 9.6 (Pettis). Eine Funktion f: RY — X ist genau dann stark messbar,
wenn sie schwach messbar und fast separabel-wertig ist. Insbesondere sind starke und
schwache Messbarkeit in separablen Banachrdumen dquivalent.

Beweis. Nach den obigen Betrachtungen ist nur noch eine Beweisrichtung zu zeigen,
nimlich dass schwache Messbarkeit zusammen mit der Eigenschaft fast separabel-
wertig die starke Messbarkeit impliziert. Sei also f eine schwach messbare und fast
separabel-wertige Funktion und seien N € R? und V C X eine passende Nullmenge
und ein abgeschlossener, separabler Teilraum von X, so dass f(R? \ N) C V gilt.
SchlieBlich sei (v,) € V eine dichte Folge.

Zu Beginn iiberlegen wir uns, dass fiir jedes v € V die Funktion || f — v||x : R = R
messbar ist: Nach Lemma 4.23 existiert eine normierende Folge (¢,,) fiir V, insbeson-
dere gilt also fiir allex € RY \ N

1f (%) =vllx = su§|¢n(f(X) -)|.

Da f schwach messbar ist, ist fiir jedes n € N die Funktion |¢,(f—Vv)| = |@no f —¢n (V)|
eine Lebesgue-messbare Funktion und || f — v||x ist als Supremum von messbaren
Funktionen messbar.

Jetzt definieren wir fiir jedes n € N die ,,optimale Wahl‘-Funktion
D,: V- {v,...,vy,} CV,

indem wir @, (v) als das Element in {vy,...,v,} mit dem kleinsten Index wihlen,
sodass

v = ®,(v)llx = min [[v —vgllx
1<k<n
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9 Das Bochner-Integral

gilt. Die Dichtheit der Folge (v,,) impliziert
lim ®,(v) = v, veV.
n—oo

Folglich konvergieren die Funktionen f, = 1y, (0) - (®, o f), n € N, punktweise auf
R4\ N gegen f. Es bleibt noch zu zeigen, dass jedes f,, eine einfache Funktion ist.

Dazu schreiben wir f,, um als

fn = Z Vi * lEk,,,

1<k<n

mit Mengen
Eini= {1 € Up(0) : (£(1)) = .
Dank der Definition der Funktionen ®,, gilt

Ex = {1 € Un(0) £ I17(0) = vidllx = min [L£(1) = vellx}

N () {re U@ 17O = vallx > min 17() = vellx}.

1<m<k-1

Die Mengen Ej, sind offenbar alle beschrinkt, so dass wir nur noch sicherstellen
miissen, dass sie messbare Teilmengen von R sind. Dabei hilft uns, dass wir zu Beginn
des Beweises sichergestellt haben, dass die Funktionen 7 + || f () —v||x fiirjedesv € V
messbar sind. Damit sind auch die Funktionen ¢ — minj</<, || f(#) — v¢||x messbar
und alle Bausteine von Ey , lassen sich damit als Urbilder von Einpunktmengen oder
Intervallen unter skalarwertigen messbaren Funktionen schreiben. O

Das néchste Resultat ist bekannt fiir skalarwertige Funktionen und der iibliche Beweis
beruht auf der Ordnungsstruktur der reellen Zahlen. Im Vektor-wertigen Fall ist der
Beweis eine aufschlussreiche Anwendung des Satzes von Pettis.

Korollar 9.7. Falls eine Folge stark messbarer Funktionen fast iiberall konvergiert, so
ist die Grenzfunktion stark messbar.

Beweis. Sei (f,) eine Folge von stark messbaren Funktionen von R nach X, die fast
tiberall gegen eine Funktion f konvergiert. Nach dem Satz von Pettis 9.6 in der einen
Richtung ist damit jedes f, fast separabel-wertig und schwach messbar. Wir werden uns
gleich iiberlegen, dass diese beiden Eigenschaften durch den punktweisen Grenzwert
auf f iibertragen werden. Dann liefert die umgekehrte Richtung des Satzes von Pettis,
dass f stark messbar ist.

Dass jedes f, schwach messbar ist, bedeutet, dass fiir jedes ¢ € X’ die Funktion
¢ o f, : RY - K Lebesgue-messbar ist. AuBerdem konvergiert (¢ o f,) fast iiberall
gegen ¢ o f in K, so dass auch ¢ o f Lebesgue-messbar ist. Das liefert uns aber genau
die schwache Messbarkeit von f.
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Da jedes f, fast separabel-wertig ist, gibt es fiir jedes n € N Nullmengen N, und
separable, abgeschlossene Teilrdume V,, von X mit f,(R?\N,) C V,. Mitder Nullmenge

N = U N, U {x e RY : (f,(x)) konvergiert nicht gegen f (x)}
neN

und dem abgeschlossenen Teilraum V := span({U,,c Vy,) gilt f,(R? \ N) C V fiir jedes
n € N und wegen der Abgeschlossenheit von V auch f(R? \ N) C V. Es bleibt noch
sicherzustellen, dass V separabel ist. Nimmt man aber in jedem V), eine abzédhlbare und
dichte Teilmenge, so ist deren Vereinigung auch wieder abzdhlbar und zumindest in
Upen Vi dicht. Mit dem schon mehrfach bemiihten Argument der rationalen Linear-
kombinationen gibt es dann aber auch eine abzihlbare, dichte Teilmenge im Abschluss
des Aufspanns dieser Menge, alsoin V. O

9.2 Das Bochner-Integral

Mit dem ,.korrekten* Messbarkeitsbegriff ausgestattet, konnen wir nun der Konstruktion
des skalaren Lebesgue-Integrals folgen: Fiir eine einfache Funktion f = ZnNzl up - 1g,
auf R? mit u, € X und paarweise disjunkten messbaren Mengen E, C R ist das
Bochner-Integral definiert als

N

/Rdfdt::Zun-|En|.

n=1

Wie im skalaren zeigt eine simple Rechnung die Linearitét, d. h. fiir einfache Funktionen
f,g:RY - Xund o € K gilt

/Rd(af+g)dt:a//Rdfdt+/Rdgdt.

Dariiberhinaus gilt dank der Disjunktheit der Mengen E,, fiir die einfache Funktion
f= ZnNzl uplg,, dass || fllx = 2111\121 |lun||x1E, ist. Also folgt mit der Dreiecksunglei-
chung

N
< allx|En| = . N
(2l = [ e o

N
= nlEn
1 ol =[5

Dies fiihrt uns zu folgender Definition.

Definition 9.8. Eine stark messbare Funktion f: RY — X ist Bochner-integrierbar,
falls es eine Folge von einfachen Funktionen f, : R¢ — X, n € N, gibt, so dass gilt

lim / 1o = Fllx dt = 0.
n—oo Jpa
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Diese Definition ergibt Sinn, denn jedes || f,, — f||x ist nach Satz 9.2 (c¢) Lebesgue-
messbar. Des Weiteren zeigt die fiir alle j, k € N giiltige Abschétzung

H/Rdff dt‘/Rd Sk dtHX < /Rd 1 = ficllx dt

< / 1f; = fllx di + / If = fillx di, 92)
Rd R?

dass die Integrale /Rd fu dt, n € N, ein Cauchyfolge in X bilden. Da X vollstiandig
ist, besitzt diese Folge einen Grenzwert in X. Mit einer Rechnung dhnlich zu (9.2)
erhalten wir auerdem, dass der Grenzwert unabhingig von der approximierenden
Folge ist.

Definition 9.9. In der Situation von Definition 9.8 ist das Bochner-Integral von f
definiert durch

/ fdt=1lim [ f,dr
Rd n—o Jpd

Wie im Fall der starken Messbarkeit gibt es auch ein besonders niitzliches Kriterium,
um die Bochner-Integrierbarkeit nachzuweisen, indem man sich auf den skalarwertigen
Fall zuriickzieht.

Theorem 9.10 (Bochner). Eine stark messbare Funktion f: R? — X ist genau dann
Bochner-integrierbar, wenn || f||x : R¢ — R (Lebesgue)-integrierbar ist. In diesem Fall

gilt
H/ f s/ 111 .
R4 X R4

Beweis. Sei zunidchst f Bochner integrierbar und ( f;;) eine Folge wie in Definition 9.8.
Dann gilt fiir jedes n € N

/IlfllxdtS/ ||f—fnllxdt+/ I fullx dr < co.
R4 R4 R4

Sei nun umgekehrt || f||x integrierbar. Da f stark messbar ist, gibt es eine Folge
von einfachen Funktionen (f;), die fast iiberall gegen f konvergiert. Die einfachen
Funktionen

_ (o), falls [ L0 lx < 211 f(@)]lx,
gn(t) =

0, sonst,

haben die selbe Eigenschaft und erfiillen zusétzlich die Abschitzung ||g, — fllx <
3||f|lx. Der (skalare!) Satz von der dominierten Konvergenz gibt nun

lim / lgn = flix dt = 0,
n—oo Jpa
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9.3 Eigenschaften des Bochner-Integrals

womit f Bochner integrierbar ist. SchlieBlich gilt die Dreiecksungleichung (9.1) fiir
die einfachen Funktionen f,, und folglich auch fiir f im Grenzwert n — oo. i

In vielen Situationen integriert man nicht iiber den ganzen Raum R¢, sondern nur iiber
eine messbare Teilmenge. In diesem Fall sind Messbarkeit und Integrierbarkeit durch
die jeweilige Eigenschaft der Nullfortsetzung definiert.

Definition 9.11. Sei E C R? messbar und f: E — X. Weiterhin sei f: RY — X die
Nullfortsetzung von f. Dann heifit f

(a) stark messbar, falls fstark messbar ist,

(b) Bochner-integrierbar auf E, falls fBochner—integrierbar ist und in diesem Fall

definieren wir
/ fde= / fdr.
E Rd

Beispiel 9.12. Jede stetige Funktion f: I — X auf einem kompakten Intervall /
ist Bochner-integrierbar. Das folgt aus dem Satz von Bochner 9.10, denn f ist stark
messbar nach Beispiel 9.2 (a) und || f||x ist beschrinkt, also integrierbar auf /.

9.3 Eigenschaften des Bochner-Integrals

Eine der fundamentalsten Eigenschaften des Bochner-Integrals ist die Vertraglichkeit
mit beschrdnkten linearen Operatoren.

Satz 9.13. Sei E C R? messbar und f: E — X Bochner-integrierbar. Falls T ein
beschrdnkter linearer (oder anti-linearer) Operator von X nachY ist, dannistTf: E —
Y Bochner-integrierbar und es gilt

T/Ef(t) dt:/ETf(t) dr.

Beweis. Wir betrachten zunichst den Fall E = R¢. Dank der starken Messbarkeit von
f, gibtes eine Folge ( f,,) von X-wertigen einfachen Funktionen, die fast iiberall gegen f
konvergiert, vgl. Definition 9.1 (b). Dann ist (7 f;,) eine Folge von Y-wertigen einfachen
Funktionen, die dank der Stetigkeit von 7 fast iiberall gegen T f konvergiert. Also ist
auch T f stark messbar.

Die Bochner-Integrierbarkeit von f liefert dann eine u. U. andere Folge (f,) von X-
wertigen einfachen Funktionen, fiir die lim,_,« ./Rd Il fn — fllx df = 0 gilt, vgl. Defi-
nition 9.8. Wieder ist (T f,) eine Folge von Y-wertigen einfachen Funktionen und es
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9 Das Bochner-Integral

gilt
im [ |ITfy=Tflly dt < ||IT|lx—y lim / Ifo = fllx di =0,
n—oo Jpd n—oo Jpd

also ist auch 7' f Bochner-integrabel. Da das Bochner-Integral einer einfachen Funktion
durch eine endliche Summe gegeben ist, iiberlegt man sich leicht, dass fiir jedes n € N
gilt ./Rd Tf,dt=T ./Rd fn dt. Damit folgt mit der Definition 9.9 des Bochner-Integrals
und der Stetigkeit von T

/ Tfdr=lim [ Tf,dr= limT/ fndt:Tlim/ fndt:T/ £ dt.
Rd n—0oo Rd n—oo Rd n—0o0 Rd Rd

Fiir allgmeines messbares E C R folgt jetzt dank 70 = 0

T/Ef(t)dt:T/Rdf(t)dt:/Rde(t)dt:/Rdﬂf(t)dr:/ETf(t)dt. O

Eine Situation, welcher wir spiter 6fter begegnen werden, ist die, dass der betrachtete
Banachraum X ein Raum von Funktionen ist, welche von einer Variablen x abhingen.
Folglich ist auch das Bochner-Integral eine Funktion von x und wir wiirden gerne die
»auBere” Variable x in das Integral hineinziehen. Hier ist ein Setting, in dem das ohne
Probleme moglich ist.

Korollar 9.14. Sei E C RY messbar, K eine kompakte Teilmenge eines normierten
Raums und f: R? — C(K) Bochner-integrierbar. Dann ist fiir jedes x € K die
Funktion t — f(t)(x) : R? — K Lebesgue-integrierbar mit

([0 )= [ roe . ©3)
E E

Beweis. Die Punktauswertung 6,: C(K) — K, d,u = u(x) ist ein stetiger linearer
Operator, also konnen wir Satz 9.13 anwenden und bekommen die Behauptung. O

Fiir Bochner-integrierbare Funktionen f: E — L?(K) ist es plausibel zu erwarten, dass
(9.3) fiir fast jedes x gilt. Das Argument kann aber nicht das gleiche sein, da die Punkt-
auswertung nicht einmal auf X definiert ist. In diesem Fall kann sogar schon die Mess-
barkeit der skalarwertigen Funktion f(¢)(x) zum Problem werden, siche [HYNVW 16,
Prop. 1.2.25] fiir eine ausfiihrliche Diskussion.

In dieser Vorlesung werden wir dieses Problem umgehen, indem wir nur mit solchen
stark messbaren Funktionen f: E — L2(K) arbeiten, die ausschlieBlich Werte in dem
kleineren Raum C(K) annehmen und Bochner-integrierbar beziiglich dieser feineren
Topologie sind. Das folgende weitere Korollar aus Satz 9.13 erlaubt uns dann zu
entscheiden, in welchem Raum wir das Bochner-Integral betrachten. Insbesondere
konnen wir X = C(K) wihlen, sodass (9.3) gilt.
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9.3 Eigenschaften des Bochner-Integrals

Korollar 9.15. Sei E C RY messbar und f: E — X Bochner-integrierbar. Falls X
stetig in Y eingebettet ist, dann ist f: E — Y Bochner-integrierbar und die Bochner-
Integrale in X und Y stimmen tiberein.

Beweis. Dieses Mal wendet man Satz 9.13 auf die stetige Inklusionsabbildung X — Y
an. ]

Eine sehr dhnliche Eigenschaft fiir Integrale von Operator-wertigen Funktionen sieht
folgendermalfien aus.

Korollar 9.16. Sei E C R? messbar und L: E — L(X,Y) Bochner-integrierbar.
Dann ist t — L(t)u fiir jedes u € X Bochner-integrierbar und

(/ L(1) dt)u:/L(t)u dr.
E E

Beweis. Das folgt aus Proposition 9.13 angewendet auf die Punktauswertung
ev,: L(X,Y)—>Y, ev,L=Lu,

deren Stetigkeit sofort aus || ev, L|ly = ||Lu|ly < ||lullx||L|lx-y, L € L(X,Y), folgt.
o

Viele Eigenschaften des Lebesgue-Integrals basieren nicht auf Ordnungseigenschaften
wie Positivitdt oder Monotonie. Fiir diese konnen wir also auch ein entsprechendes Re-
sultat fiir das Bochner-Integral erhoffen. Wir préisentieren nun die wichtigsten Beispiele
fiir diese Vorlesung.

Theorem 9.17 (Dominierte Konvergenz). Seien E C R? messbar und fui E > X,
n € N, Bochner-integrierbare Funktionen. Falls es eine Funktion f: E — X und eine
nicht-negative integrierbare Funktion g: E — R gibt, so dass lim,_,« f, = f und
| fnllx < gfiir jedes n € N punktweise fast tiberall gilt, dann ist f Bochner-integrierbar
und es gilt

lim / 1f = fullx d =0.
n—oo E
Insbesondere ist
lim fudt = /f dr.
n—>oo E E

Beweis. Nach Voraussetzung ist f fast liberall ein punktweiser Grenzwert von stark
messbaren Funktionen, also liefert Korollar 9.7 die starke Messbarkeit von f. Weiter
ist wegen || f||x < g fast liberall die Funktion || f||x Lebesgue-integrierbar, was uns
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9 Das Bochner-Integral

mit dem Satz von Bochner in Theorem 9.10 die Bochner-Integrierbarkeit von f* si-
chert. SchlieBlich gilt fast iiberall die Abschitzung || f, — fllx < 2g, so dass mit dem
skalarwertigen Satz der dominierten Konvergenz folgt

lim / 1fo = fllx di = / lim [1f, — fllx dt = / 0dr =0,
n—o Jp E o E

Die zweite Gleichheit ergibt sich dann direkt aus der Definition des Bochner-Integrals.
O
Theorem 9.18 (Fubini). Sei f: R x R¥ — X Bochner-integrierbar. Dann gilt:
(a) Fiir fast jedes s € R? ist die Funktion f (s, ) Bochner-integrierbar.
(b) Fiir fast jedes t € R¥ ist die Funktion f(-,t) Bochner-integrierbar.

(¢c) Die Funktionen ka f (-, 1) dt und /Rd f(s,+) ds sind Bochner integrierbar und
es gilt

/R ( [ s dr) ds = /]R o () (s = /R ( [ 60 ds) d.

Beweis. Die Hauptbeobachtung ist, dass der skalarwertige Satz von Fubini zusammen
mit Satz 9.2 (b) die Behauptung fiir den Fall f = u -1z mitu € X und E € R? x R* mit
endlichem Lebesgue Mal} impliziert. Fiir einfache Funktionen folgt die Behauptung
dann aus der Linearitit des Integrals.

Fiir den allgemeinen Fall sei ( f;,) eine Folge von einfachen Funktionen, die punktweise
fast tiberall gegen f konvergiert und || f,||x < 2||f||x fast iiberall fiir jedes n € N
erfiillt. (Eine solche Folge wurde beispielsweise im Beweis von Bochners Theorem
konstruiert). Damit gilt fiir fast jedes s € R4, dass

* alle Funktionen f; (s, +) messbar sind,
o es gilt f,(s,+) — f(s,-) fast iiberall auf R

o und || £, (s, )llx < 2|l £(s,+)|lx fast iiberall auf R¥, wobei die skalarwertige Ver-
sion von Fubini impliziert, dass || f (s, +)||x integrierbar ist.

Fiir solche s konnen wir aus Korollar 9.7 folgern, dass f (s, ) messbar ist. Die Bochner-
Integrierbarkeit folgt dann aus Bochners Theorem. Das zeigt (a). Dariiberhinaus liefert
der Satz von der dominierten Konvergenz

lim fu(s, 1) dt:/ f(s,t) dt.
n—0o0 Rk Rk

Da letzteres fiir fast jedes s € R? gilt, ist /Rk f (-, 1) df messbar. Diese Funktion ist auch
beschriankt durch 2 ka Il f(-,t)|lx df und nach der skalarwertigen Version von Fubini

130



9.3 Eigenschaften des Bochner-Integrals

integrierbar. Dominierte Konvergenz liefert nun

/ ( f(s,1) dt) ds = lim (/ fn(s, 1) dz) ds
Rd Rk n—oo Jpd Rk
= lim fu(s, 1) d(s, 1) =/

=0 JRdxRK RIx

f(s,t) d(s,1).
Rk

Das zeigt die erste Hilfte von (c). Die zweite Hélfte von (c) und (b) folgen, indem man
die Rollen von s und ¢ vertauscht. |
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10 Banachraum-wertige
Funktionentheorie

Wir wollen den Holomorphie-Begriff auf Funktionen von C in einen komplexen Ba-
nachraum X erweitern und sehen, dass sich sehr viele ihrer bemerkenswerten Eigen-
schaften auf den Vektor-wertigen Fall ausweiten lassen. Schon dabei werden wir wieder
erleben, dass holomorphe Funktionen sehr pflegeleicht sind. Die Beweise werden mehr
oder weniger direkt aus dem skalaren Fall folgen und Wir werden dazu eine starke
Ubertragungsmaschinerie finden, die fiir sich ggnommen schon magisch ist.

In diesem ganzen Abschnitt sei X ein Banachraum iiber C und D eine offene und
nicht-leere Teilmenge von C.

10.1 Holomorphie und schwache Holomorphie

Definition 10.1. Eine Funktion f: D — X ist
(a) holomorph, falls

f(z0) = lim %ﬁ;“) (10.1)

fiir jedes zo € D existiert.
(b) schwach holomorph, falls ¢ o f: D — C fiir jedes ¢ € X' holomorph ist.

Bemerkung 10.2. (a) Wieder ergibt die Namensgebung als ,,schwach holomorph*
Sinn, denn fiir jede holomorphe Funktion f : D — X, jedes ¢ € X’ und jedes
zo € D existiert der Grenzwert

o P =) _
= ¥

720 Z—20 =20
= Qo(f,(z()))’
d.h. ¢ o f ist holomorph und damit f schwach holomorph.

li
/20 Z— 20

(f(Z)_f(ZO)) :90(

Z—20

m £ G))

(b) Man beachte, dass genau wie im skalaren Fall jede holomorphe Funktion au-
tomatisch stetig und damit auf kompakten Teilmengen von D auch beschrinkt
ist.
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10 Banachraum-wertige Funktionentheorie

Ubungsaufgabe 10.3. Sei zo € C und (u,,) C X. Betrachten Sie die Potenzreihe
F@) =) (2= 20)"uy
n=0

mit Konvergenzradius p := (limsup,,_,.. ¥|lu.|lx)~!. Zeigen Sie, dass f holomorph in
U,(zo) ist und dass £ (z¢) = nlu, fiir alle n € N gilt.

Wir kommen jetzt zum zentralen Ergebnis dieses Abschnittes, mit dessen Hilfe sich
die schonen Eigenschaften holomorpher Funktionen aus dem skalaren in die X-wertige
Welt libertragen lassen. Es stellt sich heraus, dass es im Gegensatz zur starken und
schwachen Messbarkeit, Differenzierbarkeit oder Konvergenz keinen so grofSen Unter-
schied zwischen starker und schwacher Holomorphie gibt.

Theorem 10.4. Eine Funktion von D nach X ist genau dann holomorph, wenn sie
schwach holomorph ist.

Beweis. Dass aus Holomorphie immer schwache Holomorphie folgt, haben wir oben
bereits diskutiert. Wir setzen also jetzt voraus, dass f : D — X eine schwach holo-
morphe Funktion ist und fixieren ein zg € D. Da D offen ist, gibt es ein r > 0 mit
U 3V(ZO) cD.

Nach Voraussetzung ist ¢ o f fiir jedes ¢ € X’ eine holomorphe Funktion und damit
auf Uy, (z0) beschrinkt, d. h. f(U,,(z0)) ist eine schwach beschrinkte Teilmenge von
X. Da schwach beschriankte Mengen auch Norm-beschrinkt sind (siehe Satz 7.13 (a)),
ist damit C := SUD_ i) | £ (z)|lx endlich. Fiir z, z" € U,(zo) \ {z0} setzen wir

f(@) = fz0) _ f(&) = f(z0)

F(z,7) = ;
Z—20 Z =20

Die Hauptarbeit des Beweises wird es sein, die Abschétzung

, Clz—7 ,
1FG e < BT 22 e o o, (102)

zu zeigen. Wenn wir diese haben, gilt fiir beliebiges £ > 0 und fiir alle z, 7" € U,(zp) \
{z0} mit |z - 2’| < &’/c

‘ f(@) - fz0) [f(Z)- f(zO)” | 7|
7 =20 X

Clz -
p—— = |F(Z,Z,)||Xﬁr—2<8

Nach dem Cauchykriterium existiert dann also der Grenzwert in (10.1) und f ist
tatsdchlich holomorph.

Zum Nachweis von (10.2) seien z,7" € U,(z0) \ {z0} und ¢ € X’ mit ||¢||x» = 1.
Dann ist ¢ o f nach Voraussetzung holomorph, so dass mit der skalarwertigen Cauchy-
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Integral-Formel fiir jedes w € U, (z9) \ {zo} folgt

(LT - L (o) - £ (20))
W — 20

W =20
ot el ()
= WiZO = o V) — o ¥
= ﬁ e e(f(0) = w)l( o %

Fiir den gesamten Ausdruck F(z,z’) bedeutet das

f(z) - f(ZO)) B SD(f(Z’> - f(ZO))

¢(F(z,2)) = 90(

Z-20 7 =20
1 1

- d

2mi dUa,(20) (P(f({)) ({=2)(¢ - z20) ¢

1 1

"5 o VO T ¥
_ 1 (£(0)) 2-7 d¢

27 Jovmay T D C - —20)

Wegen z, 7" € U,(z) gilt

, 1 lz-2|  Clz-7|
¢(F(z,2))| < 5-4nrllellx: sup |l f(w)llx < :
| ( )| 2 wedUar(z0) 2}"3 7'2
Da ¢ ein beliebiges normiertes Funktional war, impliziert Korollar 4.21 (b) die ge-
wiinschte Abschitzung in (10.2) und wir sind fertig. O

Bemerkung 10.5. Wie so oft lohnt sich ein Blick zuriick auf den gerade gefiihrten
Beweis. Haben wir wirklich alle Voraussetzungen in Génze genutzt oder lisst sich eine
Abschwichung mit feiner ausdifferenzierten Annahmen formulieren? Die schwache
Holomorphie von f haben wir zunéchst benutzt, um zu folgern, dass f lokal beschrinkt
ist. Setzen wir aber lokale Beschrinkheit voraus, so gelingt der Rest des Beweises unter
der viel schwicheren Annahme, dass ¢ o f gar nicht fiir alle ¢ € X’ holomorph ist
sondern nur entlang einer normierenden Teilmenge von X’, vgl. Definition 4.24.

10.2 Ubertragung der zentralen Sitze

In der Funktionentheorie dreht sich viel um Wegintegrale. Wir haben alles Riistzeug
zusammen, um diese auch Banachraum-wertig zu betrachten. Sei dazu f: D — X
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10 Banachraum-wertige Funktionentheorie

holomorph, / C R ein kompaktes Intervall und y: I — D eine stetig differenzierbare
Funktion. Im Weiteren nennen wir ein solches y einen kompakten C'-Weg in D. Wir
definieren das Weg-Integral

/ £(2) dz = / FO ) -y (1) dr
Y 1

als Bochner Integral in X, wobei wir uns an Beispiel 9.12 erinnern, das uns die Bochner-
Integrierbarkeit fiir stetige Funktionen auf einem kompakten Intervall garantiert.

Unser nédchstes Ziel ist nun, die aus der skalaren Funktionentheorie bekannten Identita-
ten fiir Weg-Integrale auf den Banachraum-wertigen Fall zu libertragen. Der Satz von
Hahn-Banach erlaubt das im Zusammenspiel mit Theorem 10.4 geradezu miihelos. Die
im folgenden Beispiel angewendete Strategie sollten Sie sich merken!

Beispiel 10.6 (Cauchy-Integral-Theorem). Sei v ein kompakter C!-Weg in D. Wenn
die geometrische Konstellation so ist, dass das Cauchy-Integral-Theorem in der Form

/yf(z) dz=0

fiir alle skalarwertigen holomorphen Funktionen f auf D giiltig ist, so gilt die Aussage
auch im Vektor-wertigen Fall. Um das einzusehen, sei f: D — X holomorph und
¢ € X’. Dann ist ¢ o f holomorph und die skalare Theorie zusammen mit Satz 9.13,
der es uns erlaubt das stetige Funktional ¢ aus dem Integral zu ziehen, liefert

0= [etrenaz=y( [ 1))

Da diese Gleichheit fiir jedes Funktional gilt, bekommen wir ﬁy f(2) dz = 0 aus dem
Satz von Hahn-Banach in der Form von Korollar 4.21 (¢).

Hier sind zwei prominente Beispiele, bei denen Sie die Strategie selbst anwenden
konnen.

Ubungsaufgabe 10.7 (Cauchy-Integral-Formel). Wie im letzten Beispiel nehmen wir
unsere Lieblings-Konstellation fiir die Geometrie von D an, so dass der Satz in der
Form

0 (z0) = / _JS@ g,
Y

(Z _ ZO)n+1

fiir alle zgp € D und alle holomorphen Funktionen f: D — C gilt. Zeigen Sie, dass die
Aussage dann auch im Banachraum-wertigen Fall richtig ist.

Ubungsaufgabe 10.8 (Satz von Liouville). Ubertragen Sie den Satz von Liouville auf
Banachraum-wertige Funktionen, beweisen Sie also: Ist f : C — X holomorph und
beschrinkt, so ist f konstant.
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Zuweilen ermoglicht die Banachraum-wertige Funktionentheorie sogar hochst elegan-
te Beweise fiir Aussagen, deren Beweise in der skalaren Funktionentheorie deutlich
schwerfilliger sind und ermoglicht damit dort u. U. sogar neue Erkenntnisse. Hier ist
ein besonders schones Beispiel. Den Beweis davon werden Sie als angeleitete Aufgabe
auf dem Ubungsblatt finden.

Theorem 10.9 (Vitali). Sei D zusdtzlich zusammenhdngend und seien f, : D — C,
n € N, holomorphe Funktionen, fiir die es ein C > 0 gibt mit | f,(z)| < C fiirallen € N
und z € D. Falls die Menge

M :={z e D : lim f,(z) existiert}

einen Hdufungspunkt in D besitzt, so konvergiert ( f,,) lokal gleichmdflig gegen eine
holomorphe Funktion f : D — C.
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11 Spektraltheorie

Viele Einsichten iiber lineare Operatoren auf endlich-dimensionalen Rdumen zieht man
in der Linearen Algebra aus der Betrachtung ihrer Eigenwerte. Das wollen wir jetzt
auch fiir lineare Operatoren auf unendlich-dimensionalen Rdumen tun. Dabei wird die
Theorie ein bisschen komplizierter bzw. interessanter, was vor allem daran liegt, dass
im Allgemeinen nicht mehr injektiv = surjektiv = bijektiv gilt, vgl. den Links- und
Rechtsshift in Beispiel 2.2 (b).

Wie immer im Zusammenhang mit Spektraltheorie hat man ein grofes Interesse daran,
als Skalarkorper die komplexen Zahlen zu wihlen. Im gesamten Kapitel ist X stets ein
Banachraum iiber C mit X # {0} und T € L(X).

11.1 Spektrum und Resolvente

Definition 11.1. (a) Die Menge
p(T) :={A € C:A-idx — T ist bijektiv und (A -idx - T)"" € L(X)}
heift Resolventenmenge von T und fiir A € p(T) ist R(A,T) := (A -idx — T)~!
die Resolvente von T in A.

(b) Das Komplement der Resolventenmenge

o(T) :==C\ p(T)
ist das Spektrum von T.

(¢c) Ein A € C heifst Eigenwert von T, wenn es ein u € X \ {0} gibt mit Tu = Au.
In diesem Fall heifst u ein Eigenvektor von T. Die Menge aller Eigenwerte wird
Punktspektrum genannt und mit o, (T') bezeichnet.

Bemerkung 11.2. (a) Wir werden im Weiteren die verbreitete schlampige Schreib-
weise A — T statt A - idy — 7 verwenden.

(b) Jeder Eigenwert A von T ist ein Element des Spektrums, denn aus (4 —T)u =0
fiir u # O folgt sofort, dass A — T nicht injektiv ist. Es ist also o, (T) € o (T).
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(c) Dank des Satzes 6.6 von der stetigen Inversen folgt aus der Bijektivitdt von 1 — T

schon, dass die Inverse auch stetig ist, es gilt also

o(T) = {1 € C: A - T bijektiv}.

(d) Fiir jedes Ap € Cist wegen A — (19 + T) = (1 — Ag) — T ein A genau dann in

o(dg+T),wenn A — Ay in o (T) liegt. Es gilt also o(1g + T) = Ao + o (T). Das
ist oft praktisch, um Betrachtungen zu Spektren und Resolventenmengen in der
komplexen Ebene an einen angenehmeren Ort zu schieben.

Beispiel 11.3.  (a) Ist X endlich-dimensional, so ist o(T') = 0 (T') genau die Menge

der Eigenwerte.

(b) Im Allgemeinen ist das Spektrum aber groBer als die Menge der Eigenwerte.

Als Beispiel mag der Rechtsshift auf £> aus Beispiel 2.2 (b) dienen, d.h. der
Operator R € L(£?) mit R(a,) = (0,a1,a»,as,...). Die Eigenwertgleichung
R(ay,) = A(ay,) schreibt sich dann als

(0,611,612,613, .. ) = (/lal,/laz,/lag, . )

Im Fall A = 0 ist die rechte Seite die konstante Nullfolge und wir konnen sofort
ablesen, dass die einzige Losung (a,) = 0 ist. Fiir 4 # 0 liefert der erste Eintrag
a; = 0 und dann bekommen wir induktiv weiter a,, = O fiir alle n € N. Wir
stellen also fest, dass R iiberhaupt keine Eigenwerte hat.

Andererseits gilt c(R) = {z € C : |z| < 1}, was deutlich groBer als die leere
Menge ist. Das kann man entweder direkt nachrechnen (Ubungsaufgabe!) oder
mit den im Weiteren eingefiihrten Mitteln der Vorlesung elegant argumentieren,
vgl. Beispiel 11.15.

Ist p(T) # 0, so definiert die Resolvente R(-,T) von T eine Funktion von p(7') nach
L(X). Wir wollen im Folgenden zeigen, dass diese sogar holomorph ist und verallge-
meinern dazu die Neummann-Reihe aus Lemma I1.18.7 aus der Analysis II.

Satz 11.4 (Neumann-Reihe). Ist ||T||x—x < 1, so ist 1 — T stetig invertierbar mit

R(1,T)=(1-T7)"'= iT",
n=0

wobei die Reihe in L(X) konvergiert, und es gilt ||R(1,T)|lx—x < (1 = ||T||x=x)""

Beweis. Wegen der Submultiplikativitit der Operatornorm und ||7||x—x < 1 ist
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11.1 Spektrum und Resolvente

Also ist die Reihe };° ;7" in L(X) absolut konvergent und folglich auch konvergent,
denn L(X) ist vollstidndig. Es gilt

0 N N N
1-T T"= lim (1-T T" = lim " — Y 7" = lim (1 = TN*),
N N N
n=0 - n=0 - n=0 n=0 e

Wegen [|[TV*!|Ixox < TR — 0 (N — o) gilt limy_eo T¥*' = 0, d.h. (1 -
T) 3o T" = idx. Eine analoge Rechnung fiir 3;° (7" (1 —T) = idy liefert, dass 1 =T

bijektiv ist mit R(1,7) = 3, 7" und es gilt dank der Konvergenz der Reihe in £(X)

N
1
< dim DTy Ly = ————. O
N £ V=X = T

N

— 1 n

IR(LT) x—x = Jim | T
n=

Bemerkung 11.5. Ist 4 € C mit |2 > ||T||x—x, so gilt A = T = A(1 — 7/a) mit
I7/al|x=x < 1. Also liefert die Neumann-Reihe A € p(T') und

an= =D A5

n= n=

Insbesondere gilt o (T) € {z € C: |z] < ||IT|lx>x}-

Das folgende auf der Neumann-Reihe basierende Argument wird Thnen, wenn Sie sich
weiter mit Operatortheorie beschiftigen, immer wieder unterkommen. Es lduft meistens
unter der Bezeichnung ,,Storungsargument®, da eine Eigenschaft, die fiir einen Operator
bekannt ist, auf alle nahebei liegenden, d. h. leicht ,,gestorten*, Operatoren libertragen
wird.

Korollar 11.6. Sei T stetig invertierbarund S € L(X) erfiille ||T—S||x—x < V/IT " lx-x-
Dann ist auch S stetig invertierbar und es gilt S™' = [1 = T~Y(T = §)]7'7-1.

Beweis. Es gilt mit Hilfe der Invertierbarkeit von T
S=T-T+S=T(1-T"(T-5)),

so dass wir S mit der angegebenen Inversen invertieren konnen, wenn 1 — T~'(T - S)
eine stetige Inverse hat. Das folgt aber gerade aus der Voraussetzung und mit Hilfe der
Neumann-Reihe, denn es ist

1771 = )|y < IT  lx—xlIT = Slix—x < 1. O

Wir kommen jetzt zum Hauptsatz zur Struktur der Resolvente und der Resolventen-
menge.

Theorem 11.7. (a) Die Resolventenmenge p(T) ist offen und das Spektrum o (T) ist
kompakt.
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(b)
(c)

Die Resolventenabbildung R(-,T) : p(T) — L(X) ist holomorph.

Das Spektrum o (T) ist nicht-leer.

Beweis. (a) Sei Ay € p(T) gegeben und A € C mit |19 — A| < 1/|R(10,T)|Ix—x. Dann

(b)

(©)
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ist Ao — T ein invertierbarer Operator und wegen

1
IR(0, T)|lx-x

konnen wir Korollar 11.6 auf § = A—T anwenden. Das liefert die Invertierbarkeit
von A —T,d.h. A € p(T) und wir haben gezeigt, dass p(T') offen ist.

40 =T = (A=T)|y_ 5 = (20 = Didx|lx—x = |20 - 4| <

Damit ist o (7T") abgeschlossen und Bemerkung 11.5 impliziert, dass o (7) im
Kreis mit Radius ||7'||x— x um den Ursprung enthalten ist. Also ist o (7") kompakt.

Korollar 11.6 liefert zusétzlich, dass in der Situation von Teil (a) fiir jedes A in
einer offenen Kugel um A gilt

R(4,T) = [1=R(10, T) (Ao - 1) 'R(A0, T).

Verwendet man die Darstellung der Inversen durch die Neumann-Reihe ergibt
sich

= D[R, ) (2 = V] "R(20,T) = D (=1)"R(A0, T)"*' (1 = 20)"
n=0 n=0

mit absoluter Konvergenz in £(X). Damit haben wir in einer Umgebung von
Ao eine Potenzreihendarstellung von R(-, T) gefunden und Ubungsaufgabe 10.3
sagt uns, dass die Resolventenabbildung in einer Umgebung von 4¢ holomorph
ist. Da Ay € p(T) beliebig war, folgt die Holomorphie auf dieser ganzen Menge.

Wir nehmen an, das Spektrum von 7 wire leer. Dann ist nach Teil (b) die
Resolvente eine holomorphe Funktion von C nach X. Auflerdem gilt fiir alle
A € Cmit |4]| > 2||T||x—x wegen Bemerkung 11.5

T ITlxoxy  LSh 12
||R(/1’T)||X—>X_|/1|H;)(/l) Yo X |/1|Z( (1] ) |/l|nzz;)2”_|/l|

Da die stetige Abbildung R(-,7) auf der kompakten Menge {z € C : |z| <
2||IT||x—x} beschrankt ist, ist sie damit auf ganz C beschrinkt und es gilt
linqﬂr_nnl{(ﬂ,Yj =0

Der Satz von Liouville, vgl. Ubungsaufgabe 10.8, liefert also, dass R(-, T) kon-
stant ist. Wegen des Nullgrenzwertes im Unendlichen muss R(A, T) = O fiir alle
A € C gelten und das funktioniert nur, wenn X = {0} und 7' = 0 ist. Wir haben
also einen Widerspruch. O
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Wir sammeln ein paar weitere, wenn auch weniger aufregende, Eigenschaften der
Resolvente.

Satz 11.8. (a) Fiir jedes A € p(T) gilt

1

(b) Fiir alle A, u € p(T) gilt die Resolventengleichung

R(A,T) =R(u,T) = (u = YR, T)R(, T).

(¢) Fiiralle A, u € p(T) gilt R(A, T)R(u, T) = R(u, T)R(A, T).

Beweis. (a) Seid € p(T). Wie wir im Beweis von Theorem 11.7 (a) gesehen haben,
gilt dann fiir alle u € C mit |u — A| < 1/|R(A.T)||x-x, dass auch u € p(T) ist. Also
ist fiir alle v € o (T') die Ungleichung |v — A| > 1/||R(A,T)||x—x erfiillt. Das liefert

dist(, o (7)) = inf{}y =2 : v € 0(T)} 2 jmrs——

und Umstellen der Ungleichung liefert die Behauptung.
(b) Esist u — A = (u—T) — (4 —T). Multipliziert man diese Gleichung von links
mit R(A, T) und von rechts mit R(u, T'), erhédlt man

(H=DR(AL,T)R(u, T) = R(A,T)((u=T)=(21-T))R(1, T) = R(4,T) Ry, T).

(¢) Im Fall A = p ist nichts zu zeigen. Fiir 4 # u folgt aus der zweimaligen Anwen-
dung der Resolventengleichung

RUTIR(T) = = (ROLT) = R(a.T)) = 12— (R(e.T) ~R(AT)

u—-21
=R(u, T)R(L,T). O

11.2 Unterteilung des Spektrums

Wir haben bereits das Punktspektrum als Teilmenge des Spektrums kennengelernt und
wollen nun weitere wichtige Teilmengen des Spektrums benennen.

Definition 11.9. Die folgenden Teilmengen des Spektrums bekommen Namen:

(@) 0p(T) :== {4 € C: AT nicht injektiv} (Punktspektrum)
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(b) 0a(T) == 0p(T) U{A € C: ran(A —T) nicht abgeschlossen in X} (Approximati-
ves Spektrum)

(¢) 0vx(T) :={2 € C:ran(d —T) # X} (Residualspektrum)

Bemerkung 11.10. (a) Man beachte, dass hier keine disjunkte Zerlegung des Spek-
trums angegeben ist. Beispielsweise ist offensichtlich 0, (T) € 0, (T). Machen
Sie sich auBBerdem klar, dass das hier angegebene Punktspektrum und die friither
gegebene Definition als die Menge aller Eigenwerte iibereinstimmen.

(b) Zumindest gilt aber 0 (T) U 0(T) = o(T). Denn fiir A ¢ o(T) Vo (T) istA—-T
injektiv, hat abgeschlossenes Bild und es gilt ran(1 — 7)) = ran(1 —T) = X, so
dass A — T bijekitv ist. Nach Bemerkung 11.2 (c¢) ist dann A € p(T).

(c) In der Literatur gibt es je nach Zielsetzung zur Unterteilung des Spektrums
mehrere iibliche Methoden mit zum Teil uneinheitlichen Bezeichnungen. Wenn
Sie also diese oder d@hnliche Begriffe in einem Buch oder woanders finden, seien
Sie vorsichtig und betrachten Sie genau die Definitionen.

Das folgende kurze Lemma bietet ein manchmal praktisches Kriterium dafiir, dass das
Bild eines stetigen Operators abgeschlossen ist.

Lemma 11.11. Sind V, X Banachrdume und T € L(V, X), so dass es ein ¢ > 0 gibt
mit c||v|ly < ||Tv||x fiir alle v € V. Dann ist ran(T) abgeschlossen in X.

Beweis. Sei (u,) eine Folge in ran(7'), die in X gegen ein u € X konvergiert. Dann
finden wir fiir jedes n € N ein v, € V mit u,, = Tv,. Nach Voraussetzung gilt fiir alle
n,meN

1 1
Vi = villv < E”T(Vn - Vm)”X = Z”un — Up|lx.
Mit (u,) ist also auch (v,) eine Cauchyfolge und wir setzen v := lim,,_,» v,,. Dann gilt

u= lim u, = lim Tv, = T(lim v,) =Tv € ran(T). O
n—oo n—0o0

n—oo

Wir charakterisieren die Elemente des approximativen Spektrums noch einmal an-
ders.

Lemma 11.12. Ein A € C liegt genau dann in 0,(T), wenn es eine Folge (u,) € X
gibt mit ||u,||x = 1 fiir alle n € N und lim,,—,, ||Au, — Tu,||x = 0.

Damit verhalten sich die Elemente des approximativen Spektrums ,,fast wie Eigen-
werte”. Man nennt ein A € 0,(T) daher auch approximativer Eigenwert und eine
zugehorige Folge (u,) mit der Eigenschaft aus obigem Lemma heilit approximativer
Eigenvektor von T.
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Beweis. ,,=* Sei A € 0,(T). Wenn A ein Eigenwert von T ist, so schnappen wir uns

einen zugehorigen normierten Eigenvektor # und stellen fest, dass die konstante
Folge (u) das Gewiinschte tut.

Es sei also ab jetzt A — T injektiv und ran(Ad — T) nicht abgeschlossen. Dann
existiert eine algebraisch inverse lineare Abbildung R : ran(d — T) — X mit
R(A-T) = idy und (4 — T)R = idpan(a-1). Nehmen wir an, diese Abbildung
wire beschrinkt, 80 konnen wir sie nach dem Fortsetzungssatz 4.5 zu einem
stetigen Operator R auf ran(A — T') fortsetzen. Dann gilt fiir alle v € ran(A —T)
V= idmv = (A1-T)Rv eran(1 -T).
Alsoistran(d — T) C ran(Ad—T) und damit ran(d —T7') = ran(Ad — T') abgeschlos-
sen. Das ist ein Widerspruch.

Da demzufolge R nicht beschrinkt ist, gibt es eine Folge (v,) C ran(d — T') mit

lvillx = 1 fiir jedes n € N und lim,,_, ||Rv,||x = co. Damit definieren wir die
Folge u,, := Rvn/||Rv,|x. Diese ist dann ebenfalls normiert und es gilt

I, =1 [A=DRvallx _ . lvallx _ .. 1
X noe |[Rvyllx n—eo ||Rvyllx e ||Rvyllx

lim ||(A = T)u,
n—00

Fiir die Riickrichtung nehmen wir an, A sei kein Eigenwert und Y := ran(4d — T)
sei abgeschlossen. Dann ist A — 7 : X — Y ein bijektiver Operator zwischen
zwei Banachrdumen. Nach dem Satz 6.6 von der stetigen Inversen ist dann R :=
(1-T)"!':Y — X stetig und es folgt fiir jede normierte Folge (u,) C X

L= lunllx = IR(A = T)uullx < IR|ly=xII(A = T)uylly.
Also gilt
1
|[Auy — Tuyl|lx > ————
m T Rl Sx

und diese Folge kann nicht gegen Null gehen. Die Behauptung ist damit per
Kontraposition bewiesen. m|

Wir zeigen, dass der Rand des Spektrums immer zum approximativen Spektrum ge-
hort.

Satz 11.13. Es gilt 00 (T) C o, (T).

Beweis. Sei u € do(T). Dann gilt wegen der Abgeschlossenheit des Spektrums u €
o (T) und es gibt eine Folge (1,) € p(T) mit 1, — u (n — o). Damit geht der
Abstand von A, zu o (T) gegen Null und mit der Abschétzung aus Satz 11.8 (a) folgt

. i 1
Jim R Dl 2 Jim, Gy = o
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Das Prinzip der gleichmiBigen Beschrinktheit in Form von Ubungsaufgabe 6.21 ver-
sorgt uns mit einem u € X, fiir das die Folge (R(A,,, T)u) unbeschrinkt ist. Wir finden
also eine Teilfolge (A, )ken mit limg_,e0 ||R(Ay,, T)u||x = oo. Setzen wir damit

R(A,,,T)u
Uy -

= —_— k €N,
IR (A, Tullx

so ist (uy) eine normierte Folge in X mit

[lullx

|| paoare = Tuk”X <||(u - /lnk)uk”X + [ (A, - T)Mk”X = |p = A, | + IR Dt

Da beide Summanden auf der rechten Seite fiir k — oo gegen Null gehen, ist damit
(uy) ein approximativer Eigenvektor zu y und wir haben dank Lemma 11.12 unser Ziel
u € 0,(T) erreicht. O

11.3 Das Spektrum der Adjungierten

Fiir Matrizen wissen wir, dass sich die Eigenwerte beim Transponieren nicht dndern.
Diirfen wir also auch darauf hoffen, dass das Spektrum beim Adjungieren gleich
bleibt?

Satz 11.14. Es ist o(T) = o(T’") und fiir alle A € p(T) = p(T’) gilt R(A,T") =
R(A,T).

Beweis. Da A € o(T) dquivalent zu 0 € o (A — T) ist, nach Bemerkung 11.2 (d) gilt
0(A1—-T) =2 -0 (T) und beide Aussagen auch analog fiir die Adjungierte 7" gelten,
geniigt es wenn wir zeigen, dass 0 € p(T) dquivalent zu O € p(7”) ist und dass im Falle
0 € p(T) gilt (T")~! = (T,

Sei 0 € p(T), d.h. T ist stetig invertierbar in £(X). Dann gilt nach Satz 4.34 (a),
dass auch 77 in L(X’) stetig invertierbar ist mit (77)~' = (T~')’. Wir kennen die
Implikation 0 € p(T) = 0 € p(T’) und die Gleichheit der beiden Operatoren also
schon und miissen nur zeigen, dass man auch einen Strich wegbekommt, dass also
0e€p(T') = 0¢€ p(T) gilt.

Seidazu 0 € p(T”), d. h. T’ stetig invertierbar in £(X”). Dann ist einen Strich dazuma-
chen erlaubt und es gilt 0 € p(7”). Um wieder zuriick nach X zu kommen, betrachten
wir (T”)~'jx und werden gleich zeigen, dass dieser Operator X in jx(X) abbildet. Dann
konnen wir j!'(T”)~jx bilden und es gilt mit Hilfe von Bemerkung 7.6 (b)

j)_(l (T//)—leT — J;(l (T//)—IT//J-X — idX,

sowie analog
T (1) e = 5/ T7(T") jx = idx.
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Also ist 0 € p(T) und wir sind fertig.

Es bleibt zu zeigen, dass ran((7”) 'jx) in jx(X) enthalten ist. Fiir jedes u € X gilt
wieder mit Hilfe von Bemerkung 7.6 (b)

qu — (T//)—IT//J-X” — (T”)_lijbt,
also bildet (T")~!jx zumindest den Teilraum ran(7T) von X in jx(X) ab.

Das konnen wir noch verbessern. Da X ein Banachraum ist, ist jx (X) ein abgeschlos-
sener Teilraum von X” und dank der Stetigkeit von (7”)~!jx : X — X” bekommen
wir sogar, dass (7”)~'jx den Abschluss ran(7T) nach jx(X) abbildet.

Es bleibt ran(7") = X zu zeigen. Sei dazu ¢ € X’ so, dass ¢(v) = O fiir alle v € ran(7T)
ist. Dann gilt fiir alle u € X wegen Tu € ran(7T) sofort [T"¢](u) = ¢(Tu) = 0. Also ist
T'¢ = O und da 7’ invertierbar vorausgesetzt ist, folgt ¢ = 0. Das bedeutet ran(7') = X,
denn anderenfalls miisste nach Hahn-Banach ein ¢ € X’ \ {0} existieren, dass auf
ran(T") verschwindet. O

Damit kdnnen wir nun das Versprechen aus Beispiel 11.3 (b) einlosen.

Beispiel 11.15. Wir zeigen, dass fiir den Rechtsshift R auf ¢2 gilt o(R) = K := {z €
C:lz| £ 1}.

Zunichst wissen wir seit Beispiel 2.2 (b), dass ||R||,2_,,2 = 1 ist, also muss dank Be-
merkung 11.5 schon mal o (R) C K gelten. Desweiteren gilt nach dem eben gezeigten
o (R) = o(R’) und Beispiel 5.2 (a) verrit uns, dass der Adjungierte von R auf £2 der
Linksshift L auf ¢ ist.

Sei 4 € C mit |4] < 1. Dann ist die Folge (1"),>0 dank der geometrischen Reihe in
£% und da der erste Eintrag 1 ist, ist dies auch nie das Nullelement. Wendet man den
Linkshift an, findet man

LAY =L(LAA8, . ) =208, ) =21, 4,25208,...).

Also ist jedes A € C mit |1] < 1 ein Eigenwert von L und damit auch in o-(R). Da das
Spektrum nach Theorem 11.7 (a) abgeschlossen ist, muss sogar jedes A mit |1| < 1 in
o (R) liegen und damit haben wir schon K C o (R) gezeigt.
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12 Der Spektralsatz fur kompakte,
selbstadjungierte Operatoren

Aus der Linearen Algebra kennen wir den Satz, dass man jede symmetrische Ma-
trix beziiglich einer Orthonormalbasis diagonalisieren kann. Ein Aquivalent zu dieser
Aussage wollen wir in diesem Abschnitt in allgemeinen Hilbertraumen formulieren.
Dazu werden wir aber noch ein paar Schleifen drehen und tiefer in die Theorie von
Operatoren auf Hilbertriumen eintauchen.

In diesem gesamten Abschnitt sei H ein komplexer Hilbertraum.

12.1 Der numerische Wertebereich

Wir lernen in diesem kurzen Abschnitt ein sehr praktisches Hilfsmittel im Hilbertraum
kennen, das eine weitere Abschitzung liefert, wie gro3 das Spektrum hochstens sein
kann.

Definition 12.1. Sei T € L(H). Der numerische Wertebereich von T ist

W(T) := {(Tu,u) :u € H, ||ully = 1}.

Bemerkung 12.2. Fiir den Adjungierten 7 von T gilt wegen (T"u,u) = (u,Tu) =
(Tu,u)

W(T) = {(T"u,u) - w € H, ully = 1} = {(Tu,uy : u € H, |lully = 1}
={7:2e W(T)}.
Der numerische Wertebereich wird also beim Adjungieren des Operators nur komplex
konjugiert.

Nicht nur der numerische Wertebereich konjugiert sich beim Adjungieren, auch das
Spektrum, wie der folgende Satz zeigt. Man beachte hier wieder den Unterschied zwi-
schen der Adjungierten, fiirdie 0 (7”) = o (T) giltund der Hilbertraum-Adjungierten.

Satz 12.3. Ist T € L(H), so gilt o(T*) = {z : z € o(T)} und fiir alle A € p(T) gilt
R(4,T)* = R(A, T%).
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Beweis. Der Beweis folgt demselben Drehbuch wie der von Satz 11.14, ist aber dank
des Riesz-Isomorphismus’ deutlich kiirzer.

Sei zundchst A € p(T). Dann gilt

A-THRAT)" = (A -T)'RA,T)" = (R(A,T)(A-T))" =id, = idy
und analog zeigt man R(1,7)*(A — T*) = idy. Also ist 1 € p(T*) mit R(1,T*) =
R(A,T)*.

Ist umgekehrt 4 € p(T™) haben wir jetzt kein Problem mit dem Riickweg von 7" =T
nach T, sondern erhalten einfach aus dem eben gezeigten 4 € p(T™) = p(T) und
R(A4,T) =R(A,T*) = (R(A,TY))". O

Wir kommen jetzt zum Hauptresultat iiber den numerischen Wertebereich.

Satz 12.4. Fiir T € L(H) gilt o(T) € W(T).

Beweis. Sei A € C\ W(T). Wir wollen zeigen, dass 4 € p(T) ist und beobachten
zunichst, dass d := dist(4, W(T')) > 0 ist. Es folgt fiir jedes u € H mit ||u||g = 1 dank
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

d < |4 = (Tu,u)| = |Au, u) = (Tu,u)| = [{(A = T)u,u)| < (A = T)ulln.

Fiir beliebiges u € H bedeutet das

1A= Thallr = Nl (2 = T "= = dlullr (2.1

u
llulle

Damit gilt fiir jedes u € ker(d —T) wegen |lu||g < 1/d||(A = T)ul||g = 0 sofort u = 0
und wir wissen schon mal, dass A — T injektiv ist.

Wir zeigen noch, dass A4 — T surjektiv ist. Ausgangspunkt ist dazu ebenfalls die Unglei-
chung (12.1), denn diese liefert dank Lemma 11.11, dass ran(1—T) ein abgeschlossener
Teilraum von H ist. Fiir diesen gilt mit Satz 2.20 (a) aulerdem

ran(A —T)* = ran((1 = T)*™)* = ker((A = T)*) = ker(1 — T%).

YVir bekommen also das gewiinschte ran(d — 7)) = H, sobald wir zeigen konnen, dass
A — T* injektiv ist.

Dazu beobachten wir, dass aus A ¢ W mit Bemerkung 12.2 folgt, dass 1 ¢ W (T*)
gilt. Also gilt mit der Begriindung, die zu (12.1) gefiihrt hat, auch hier, dass es ein
d* > 0 gibt mit || (A — T*)ullg > d*||u||g fiir alle ¥ € H, woraus ebenfalls wie oben
wieder die Injektivitit von A — T* folgt. O
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12.2 Selbstadjungierte Operatoren

Eine in Hilbertriumen extrem bedeutsame Klasse von Operatoren enthilt jene, die mit
ihrer Adjungierten iibereinstimmen. Diese selbstadjungierten Operatoren wollen wir
jetzt untersuchen.

Definition 12.5. Ein T € L(H) heifst
(a) unitdr, wenn TT* = T*T = idy gilt.
(b) selbstadjungiert, wenn T = T™ gilt.
(¢c) normal, wenn TT* = T*T gilt.

Bemerkung 12.6. (a) Offensichtlich folgt sowohl aus unitér als auch aus selbstad-
jungiert normal.

(b) Ist T unitir, so gilt fiir alle u,v € H

(Tu,Tv) = (u, T*Tv) = {(u,v).

(c) Ist T selbstadjungiert, so gilt fiir alle u,v € H

(Tu,vy = (u, T*v) = (u,Tv).

(d) Ist T normal, so gilt fiir alle u,v € H

(Tu,Tv) = u, T*Tv) = (u, TT*v) = (T*u,T*v) .

Beispiel 12.7. Wir betrachten wieder die Beispiele aus 2.2. Die Ergebnisse der Ubungs-
aufgabe 2.19 und von Beispiel 2.18 zeigen dann das folgende:

(a) Der Multiplikationsoperator M,, ist wegen
MM, = MMz = My = MM, = M, M,

immer normal und er ist genau dann selbstadjungiert, wenn der Multiplikator m
reellwertig ist. SchlieBlich ist er genau dann unitdr, wenn mm = |m|2 = 1 ist,
also wenn die Werte von m alle auf dem komplexen Einheitskreis liegen.

(b) Fiir den Rechtsshift gilt zwar R*R = LR = id,2, aber umgekehrt ist RR* = RL
der Operator der eine Folge (a,) auf (0, as, as, aq, ...) schickt und das ist nicht
die Identitat. Rechts- und Linksshift sind also nicht normal.

(c) Die Fouriertransformation ist wegen #* = ¥ ~! unitir und damit auch normal.

(d) Der Shiftoperator S; auf L%(RY) ist wegen SpSp = SpS—p = Sp_p = So = idy2
und S;Sp = S_p4p = id;2 unitidr und damit auch normal.
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(e) Der Faltungsoperator K ist genau dann selbstadjungiert, wenn k(z) = k*(z) =
k(=7) gilt.

Selbstadjungierte Operatoren konnen nur reelle Eigenwerte haben, wie die folgende
einfache Rechnung fiir einen selbstadjungierten Operator 7 € L(H) mit Eigenwert A
und zugehorigem normierten Eigenvektor u zeigt:

A=A, u) = Qu,u) = (Tu,u) = (u, Tu) = (u, ) = A {u,u) = A.

Wir wollen jetzt zeigen, dass sogar das gesamte Spektrum auf der reellen Achse liegen
muss und sogar das kleinstmogliche Intervall angeben, das das Spektrum umfasst.

Satz 12.8. Sei T € L(H). Dann gelten die folgenden Aussagen.
(a) Wenn fiir alle u € H gilt (Tu,u) =0, soist T = 0.
(b) T ist genau dann selbstadjungiert, wenn fiir alle u € H gilt (Tu,u) € R.

Sei ab jetzt T selbstadjungiert und

m = inf (Tu,u), M = sup (Tu,u).
ueH ueH
llullm=1 llull =1

Dann gilt weiter:
©) ITlz—n = supyy, =1 [{Tu, u)| = max{|M|, |m[},
(d) o(T) € [m, M],
(e) m,M e o(T).

Beweis.  (a) Nach Voraussetzung gilt fiir alle u,v € H
0=T(u+v),u+v)=Tu,u)+{Tu,v)+{Tv,uy+{Tv,v) = (Tu,v)+{Tv,u),
also ist (Tu,v) = —(Tv,u).

Macht man dieselbe Rechnung mit iv an Stelle von v bekommt man
0=(T(u+iv),u +iv) = (Tu,iv) + (Tiv,u) = =i {Tu,v) +i{Tv,u),

also (Tu,v) = (T'v,u). Addition dieser beiden Gleichungen erzwingt (Tu,v) = 0
fiir alle u, v € H, also ist Tu = O fiir alle u € H und das bedeutet T = 0.

(b) Wenn T selbstadjungiert ist, so ist wegen (Tu,u) = (u,Tu) = (Tu,u) fiir alle
u € H der Ausdruck (Tu, u) immer eine reelle Zahl. Ist umgekehrt (Tu, u) immer
reell so gilt fiir alle u € H

(T*u,uy = {u, T*u) = (Tu,u) = (Tu,u) .

Damit ist ((7 — T*)u,u) = O fiir alle u € H und Teil (a) liefert T = T*.
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(c) Fiir alle u € H mit |u]|ly = 1 gilt [{Tu,u)| < ||[Tullg|lullg < ||T||H—>H||M||%I _
T || r—p- Damit gilt

IT|H—n = sup |<Tu,u>|:max{ sup <Tu,u>,( inf <Tu,u>}
ueH ueH ucH
llull p=1 llull =1 llullz=1
= max{|M|, |m|}.

Es bleibt also nur noch die Ungleichung C = max{|M|, |m|} > ||T||g—g zu
zeigen.

Seien u € H mit ||lu||gz = 1 und g > 0. Dann gilt mit viel Aufpusten und der
Selbstadjungiertheit von T

ANTull, = 4(Tu, Tu)
= (,uTu,u_lTu> + <,u_1T2u,,uu> - <uTu, —,u_lTu> - <—u_1T2u,,uu>
= <,uTu + 0 Tu, 7 Tu + uu) —(uTu, uu) — (u_szu,,u_lTu>
- (,uTu, —,u_lTu> - <—,u_1T2u,uu>
= <,uTu + ,u_szu,,u_lTu + ;m) - <,uTu — ,u_szu,,uu - ,u_lTu>
= <T(/m + uTw), pu + ,u_lTu> - (T(,uu — 1 Tu), pu — ,u_lTu> .

Beide Skalarprodukte sind jetzt von der Form (7T'v, v) und lassen sich daher im
Betrag kontrollieren durch

1% 1%
(v, v)| = \<Tmrm>( < sup [KTwonIvIG; = CIVIG
WIllgH=

Das liefert
4ITull?y < Cllpue + " Tl + Cllpau — ™' Tull

und die Paralallelogrammgleichung macht daraus
_ 1
= 20 (|lpully + ™' Tullfy) = 2C (442 + ;nrunz).

Setzt man nun speziell u? = ||Tu||y so ergibt sich
4| Tullf; < 2C(ITullm + ITully) = 4C||Tully

und kiirzen wir die Norm von Tu einmal heraus bleibt genau das gewiinschte
C > ||Tu||g fir alle u € H mit ||u||g = 1 stehen.

(d) Mit Satz 12.4 gilt sofort

o(T) cW(T) = {(Tu,u) ‘u € H,|u|lg = 1} C [m,M].
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(e) Es gilt

sup (T —m)u,u) = sup ((Tu,uy—m(u,u)) = sup (Tu,uy—m=M-m
ucH ucH ueH
lullz=1 llull =1 llull =1
und genauso inf =1 ((T — m)u,u) = m—m = 0. Weiter gilt eingedenk Bemer-
kung 11.2 (d) auch o-(T — m) = o-(T) — m. Wir konnen also durch Betrachtung
von T — m ohne Beschrinkung der Allgemeinheit davon ausgehen, dass m = 0

gilt. Dann ist M > m = 0 und wir haben (Tu, u) > 0 fiir alle u € H. Nach Teil (c)
gilt auBBerdem

M= sup (Tu,u)= sup [(Tu,u)|=|T|ln-n-
ucH ucH
llullm=1 llull =1

Seinun (u,) eine Folge in H mit ||u, ||y = 1fiirallen € Nund lim,—,o (Tu,, u,) =
M. Dann gilt
(M = T)uyll3 = (Muy, = Tity, Muty, = Tu,)
= M2||unl|y = M S, Tutn) = M (Tuty, ) + | Tuanl|Fy
= M? = 2M (Tun, un) + | Tus 13,
< M? = 2M (Tup, un) + M?|uy |3,
=2M? = 2M (Tun, u,) — 2M?* =2M?* =0 (n — ).

Also ist (u,) ein approximativer Eigenvektor zum approximativen Eigenwert M
und damit gilt M € o (T).

Zum Nachweis, dass m € o (T) ist, betrachtet man den Operator —7. Dann drehen
sich m und M um und obiger Beweis liefert —-m € o(-T),d.h.m € o(T). O

12.3 Der Spektralsatz

Jetzt konnen wir uns langsam unserem Ziel ndhern, geeignete selbstadjungierte Ope-
ratoren beziiglich einer Orthonormalbasis zu diagonalisieren. Dazu kombinieren wir
ihre schonen Eigenschaften mit denen von kompakten Operatoren. Die dafiir relevan-
ten Spektral-Features von kompakten Operatoren sammeln wir in einem praktischen
Lemma.

Lemma 12.9. Sei X ein Banachraum und T € L(X) kompakt. Dann gelten die folgen-
den Aussagen:

(a) Wenn X unendlich-dimensional ist, dann gilt 0 € o (T).

(b) Fiir alle A # 0 ist ker(A — T) endlich-dimensional.
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12.3 Der Spektralsatz

Fiir alle A # 0 ist ran(A — T') abgeschlossen.

Beweis.  (a) Nehmen wir an, dass 0 € p(T) gilt, so ist 7! ein stetiger Operator

(b)

(©)

und damit ist idy = 77! als Verkettung eines kompakten Operators mit einem
stetigen nach Satz 8.7 (b) auch kompakt. Nach Satz 8.3 ist X dann endlich-
dimensional.

Sei K := {u € ker(1 —T) : ||lul]lx < 1} der Schnitt der Einheitskugel mit dem
Kern. Dann ist K als Schnitt zweier abgeschlossener Mengen abgeschlossen. Sei
(u,) eine Folge in K. Dann ist (u,) beschrinkt und da 7 kompakt ist, hat (Tu,)
eine konvergente Teilfolge (Tu,, ). Da die Folge im Kern von A — T liegt, gilt fiir
jedes k € N aulerdem (A — T)u,,, = 0 und damit u,, = 1/aTu,,. Damit ist (u,, )
eine konvergente Teilfolge von (u,).

Wir haben bewiesen, dass jede Folge in K eine konvergente Teilfolge besitzt, d. h.
K ist kompakt. Das ist wiederum nach Satz 8.3 nur moglich, wenn ker(A — 7))
endlich-dimensional ist.

Da ker(A — T) nach Teil (b) endlich-dimensional ist, gibt es dank Beispiel 6.12
eine stetige, surjektive Projektion P : X — ker(1—T). Wir setzen V := ker(P) =
ran(1 — P) und betrachten den Operator Ty = (1 —T)|y € L(V, X). Da dieser
eine Einschriankung von A-T ist, gilt direkt ran(7; y) C ran(A—T7') und tatsidchlich
gilt auch die umgekehrte Inklusion, denn fiir jedes v € ran(A — T) gilt mit einem
passenden u € X, das (4 — T)u = v erfiillt, wegen Pu € ker(d —T)

v=@A-Tu=QA-T)Pu+ (A-T)1-Pu=A-T) (1 - P)u ecran(Tyy).
(S ——
eV

Also ist ran(4 — T) = ran(7,y) und wir machen uns daran zu zeigen, dass
letzterer abgeschlossen ist. Dazu weisen wir nach, dass 7y die Voraussetzungen
von Lemma 11.11 erfiillt, d. h. wir wollen zeigen, dass es ein ¢ > 0 gibt mit

cllullx < ||Tavullx firalleu e V.

Wir nehmen an, die Ungleichung wire falsch, d.h. fiir jedes n € N gibt es
(mit ¢ = 1/n) ein u, € V mit |lu,|lx = 1 und ||Tvu,|lx < 1/n. Insbesondere
gilt also lim,_,o Ty yu, = 0. Weiterhin ist die Folge (u,) beschrinkt, dank
der Kompaktheit von 7 gibt es also eine Teilfolge (u,,) und ein v € X mit
limy 00 Tup, = v. Zusammengenommen folgt

klim Auy, = klim (A =Ty, + Tuy,) = klim (Tayin, + Tup,) =0+v =v.

Damit ist v als Grenzwert von Elementen Au,, des abgeschlossenen Teilraums V
selbst ein Element von V und es gilt auBerdem v € ker(d — T'), denn

(A-T)yv = klim (A=T)Au,, =2 klim Tyyup, =0.
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Da die Zerlegung von X in ker(d — T) und V aber direkt ist, muss damit v = 0
sein und das steht im Widerspruch zu [|v||x = limg— e [|Auy, || = || # 0. O

Wir kdnnen nun das Spektrum kompakter selbstadjungierter Operatoren charakterisie-

ren.

Satz 12.10. Sei T € L(H) kompakt und selbstadjungiert. Dann gelten die folgenden
Aussagen:

(a)

(b)

(c)

Ist A € o (T)\ {0}, dann ist A ein Eigenwert von T und der zugehorige Eigenraum
ist endlich-dimensional.

Fiir jedes C > 0 ist die Anzahl der Eigenwerte von T, die grofler als C sind,
endlich. Insbesondere hat T hochstens abzdhlbar viele Eigenwerte.

Hat T unendlich viele Eigenwerte A,, n € N, so gilt lim,_,. 1, = 0.

Beweis.  (a) Fir jedes 4 € R gilt mit Hilfe der Selbstadjungiertheit von 4 — T und

(b)
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Satz 2.20 (a)
ran(1 = T)* =ran((1 = T)*)* = ker(1 - T).

Seinun A € o(T) \ {0} und wir nehmen an, 1 wire kein Eigenwert von T, d. h.
ker(1 —T) = {0} und A — T ist injektiv. Dann folgt sofort, dass ran(1 — T)*
ebenfalls nur die Null enthilt und das bedeutet mit Lemma 1.11, dass ran(A —T')
dicht in H liegt. Nach Lemma 12.9 (c) ist diese Menge zusitzlich abgeschlossen,
so dass ran(d — T') = H folgt, d.h. A — T ist auch surjektiv und damit bijektiv.
Das bedeutet aber A € p(T') und das kann nicht sein. Also muss A ein Eigenwert
von T sein. Dass der Eigenraum endlich-dimensional ist, folgt schlieBlich direkt
aus Lemma 12.9 (b).

Sei C > 0. Angenommen es gidbe eine Folge von paarweise verschiedenen
Eigenwerten (A,,) mit |4,| > C fiir alle n € N. Fiir jedes n € N wihlen wir einen
normierten Eigenvektor u,, von T zum Eigenwert A,, und setzen Uy := {0} sowie
U, :=span({uy,...,u,}) fiir jedes n € N.

Diese Rdaume haben zwei fiir das weitere relevante Eigenschaften. Zum Einen
sind sie alle 7-invariant, denn fiir jedes v = Z’}: yaju; € Uy gilt

n n n
Tv = TZa/juj = Za/jTuj = Zaj/ljuj e U,.
]:1 J:l _]:1

Da Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten linear unabhingig sind, ist zum
Anderen U, jeweils ein n-dimensionaler Unterraum von H und fiir jedes n € N
gilt Uy,—1 & U,.



(c)

12.3 Der Spektralsatz

Wir konnen also fiir jedes n € N ein normiertes v, = Z?:I a;.”)u jeU,NU ;_ ]
wihlen. Dann gilt

n-1 n-1
(Ay=T)vp = (1,=T) Zaj(.n)u j+al” (A, =Tu, = Z a\" (1y=2,)u;+0 € Uy_1.
Jj=1 J=1

Fiir alle m,n € N mit m < n liefert das

| |
Ty, = Tvy = =Ayvy + (Ay = T)vy = Ty = —/l,,(vn - (= T)v, + A—Tvm).
n

n

=weU,_

Daw € U,_1 und v, ein normiertes Element von U | ist, gilt [[v, — w(lz > 1,
vgl. die Rechnung in Bemerkung 8.2. Damit finden wir

WTv, =Tvulla = [Aalllve = wllg 2 |2, 2 C

fiir alle m,n € N mit m < n. Das bedeutet, dass die Folge (Tv,) keine konver-
gente Teilfolge haben kann, was aber im Widerspruch zur Kompaktheit von T
steht, denn die Folge (v;,) ist als Folge von normierten Vektoren offensichtlich
beschriankt. Es kann also nur endlich viele Eigenwerte mit groBerem Betrag als
C geben.

Damit ist
1
o(T) \ {0} = U{/l e o (T): 11| —}
n
neN
als abzihlbare Vereinigung von endlichen Mengen abzéhlbar.
Angenommen die Aussage ist falsch. Dann gibt es ein C > 0 und eine Teilfolge

(An)ken von (A,) mit |2, | > C fir alle k € N. Das ist ein Widerspruch zu
Teil (b). m]

Jetzt konnen wir das zentrale Resultat dieses Kapitels formulieren.

Theorem 12.11 (Spektralsatz fiir kompakte, selbstadjungierte Operatoren). Sei T €
L(H) kompakt und selbstadjungiert. Es bezeichne A,, € R fiir n € I C N alle (endlich
oder unendlich vielen) paarweise verschiedenen Eigenwerte von T, die nicht Null
sind, und N, := dim(ker(A, — T)) fiir n € 1. Dann gibt es ein Orthonormalsystem
{enj€H:nel, 1<j<N,}, wobeie,y,...,e,n, jeweils Eigenvektoren von T zum
Eigenwert A,, sind und es gilt fiir alle u € H

Ny

Tu = Z A, (u, en,j> €n,j-
1

nel j=
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Beweis. Nach Satz 12.10 ist fiir jedes n € I der Raum ker(4,,—T') endlich-dimensional,
so dass wir jeweils eine Orthonormalbasis e, 1, . . ., e, y, dieses Raums wihlen konnen.
Wir stecken alle diese zu B .= {¢,; :n€l, j=1,...,N,} zusammen und iiberlegen
uns, dass das ein Orthonormalsystem ist. Dazu ist nur zu zeigen, dass Vektoren aus
Eigenrdaumen zu verschiedenen Eigenwerten senkrecht aufeinander stehen. Seien also
m,n € I mitm #nundu € ker(4,, —T), v € ker(4,, — T). Dann gilt

(A — Ap) {u, v) = (Auu, v) — {u, 4,v) = (Tu,v) — (u,Tv) =0

und wegen A, # 4, folgt (u,v) = 0. Das selbe Argument mit 4,, = 0 liefert auch, dass
ker(T') auf jedem der Eigenrdume senkrecht steht.

Wir betrachten den Teilraum U := ker(7T') @ span(B) von H, der jetzt als orthogonale
direkte Summe von abgeschlossenen Teilrdumen von H abgeschlossen und folglich
auch selbst ein Hilbertraum ist. Da B ein Orthonormalsystem ist, ldsst sich jedes u € U

schreiben als
u—Pu+ZZ<u en] en,j, (12.2)
nel j=

wobei P die Orthogonalprojektion auf ker(7') ist. Die Hauptarbeit ist es nun, nachzu-
weisen, dass tatsidchlich schon U = H ist. Das machen wir, indem wir in mehreren
Schritten zeigen, dass U+ = {0} ist.

1. Schritt: U+ ist T-invariant. Seiu € U*. Dann gilt insbesondere (u, e, ;) = O fiir
jedes e, ; € B und fiir jedes v € U folgt mit der Darstellung aus (12.2)

(Tu,v) = u,Tv) = <u,TPv+TZ%<v,en,j>en,j> <u 0+ZZ<V e,”)Te,,J

nel j=1 nel j=

< ZZ@ en) dn e,,,> ZZ@ en;) A (it €0 ) = 0,

nel j= nel j=

also Tu € U+. Das bedeutet, dass 7 den Raum U+ in sich selbst abbildet und wir
konnen daher T+ := Ty als Operator aus £ (U~) anschauen.

2. Schritt: T+ ist selbstadjungiert und kompakt. Da fiir alle u,v € U™ gilt
(THu,v)yr = (Tu,v)y = u,Tvyy = (u,T+v)y., ist T+ als Operator in U+ eben-
falls selbstadjungiert. AuBerdem bleibt die Einschriankung auch kompakt, denn 7+ ist
als Hintereinanderausfiihrung der stetigen identischen Abbildung von U+ nach H und
dem kompakten Operator 7" wieder kompakt, vgl. Satz 8.7 (b).
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3. Schritt: 7+ = 0. Wir nehmen an, es wire 7+ # 0. Dann ist nach Satz 12.8 (c)
und (e) der Wert u := ||T*||yr_y+ # 0 im Spektrum von T+ und dank Satz 12.10 (a)
ist u sogar ein Eigenwert von T+. Es gibt also ein u € U~* \ {0} mit T u = uu. Da
T+ aber einfach nur eine Einschrinkung von T ist, gilt dann auch Tu = uu, also ist
u ebenso ein Eigenwert von 7', stimmt also mit einem unserer A, tiberein. Damit ist
u € span(B) C U und in U* und das liefert u = 0 und wir haben einen Widerspruch.

4. Schritt: Wir sind fertig. Sei u € U*. Dann ist Tu = T*u = 0, also ist U+ C
ker(T) € U und das geht nur, wenn U+ = {0} ist. Damit gilt H = U, d.h. die
Darstellung in (12.2) gilt fiir jedes u € H. Das liefert die behauptete Formel

Ny Ny
Tu =TPu + Z Z (u, en,j> Te; = Z Z/ln <u, en3j> en,j- m|

nel j=1 nel j=1

12.4 Ruckkehr zum schwachen Poisson-Problem

Der Spektralsatz hat viele, zum Teil sehr weitreichende Verallgemeinerungen, auf
die hier nicht eingegangen werden kann und mindestens genauso viele tiefliegende
Anwendungen. Um wenigstens einen klitzekleinen Eindruck zu geben, wollen wir
die Erkenntnisse kurz anwenden, um unsere Behandlung des schwachen Dirichlet-
Problemes aus Kapitel 3 fortzusetzen.

Im gesamten Abschnitt bezeichnet I = [a, b] wieder ein kompaktes Intervall in R und
wir erinnern uns kurz, dass es darum ging, das Randwertproblem zum Poissonpro-
blem

u(a) =u(b) =0
zu 10sen, also fiir jedes vorgegebene f aus einem geeigneten Funktionenraum ein
eindeutiges u als Losung zu finden. Wir fassen kurz die Erkenntnisse aus Kapitel 3

in einem Satz zusammen und iibersetzen sie dabei gleich in funktionalanalytische
Operatorensprache.

Satz 12.12. Es gibt einen stetigen Operator So € L(L>(I), H(l)(l)) mitran(Sy) € H2(I),

so dass fiir jedes f € L*(I) im schwachen Sinne gilt —(Sof)” = f und fiir jedes
u € Hy(I) "H2(1) ist =So(u”) = u.

{—u” =f auf /

Wir liberlegen uns im Folgenden, wie wir dieses Resultat und unsere Erkenntnisse iiber
kompakte, selbstadjungierte Operatoren aus dem vorhergehenden Abschnitt nutzen
konnen, um fiir fast alle u € C das allgemeinere Poisson-Resolventen-Problem

{,uu -u"=f auf /

u(a) =u(b) =0 FFu)
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zu 16sen und beweisen das folgende Resultat.

Satz 12.13. Es gibt eine Folge (u,) C C\ {0} mit lim,_, |u,| = oo, so dass fiir
alle f € C\ {u, : n € N} und alle f € L*(I) das Randwertproblem (PP,) eine
eindeutige Losung u € H(l)(l Y N H2(I) hat und der entsprechende Losungsoperator
Su: L%*(]) — H(l)(l) mit S, f = u stetig ist.

Bevor wir in den Beweis einsteigen, machen wir die folgende Uberlegung: Ist u eine
Losung von (PP,), so gilt
” ” 1 1
uu —u" = f = uSou — So(u”) = Sof = Sou+ —u = —Sof
R
1 1
— (—— - So)u = ——Sof.
H H

Der Kandidat fiir unsere Losung ist also u = —R(—1/u, S9)1/uSof. Ganz so kann es
nicht stimmen, denn beispielsweise ist Sy gar kein Operator auf einem Hilbertraum in
sich selbst (hat also gar keine Resolvente), aber es ist trotzdem gut, diese Idee im Kopf
zu behalten, denn diese setzen wir jetzt sauber um.

Beweis. Nach Beispiel 8.10 (b) ist die Einbettung j : H(l)(l) < L?(I) kompakt, so
dass der Operator Sy = j oSy e L(L*(I)) als Verkettung eines kompakten mit
einem stetigen Operator kompakt ist. Aulerdem ist So selbstadjungiert, denn fiir alle
f.g € L*(I) gilt wegen Sof, Sog € H*(I) N H{(1) und der partiellen Integration aus
Korollar 3.12

(507.8) = (Sof. 8 = (Sof. ~(S08)") = ((Sof’ (Sog))
= = ((Sof)"s Sog) = (1. Sug).

Damit erfiillt Sy die Voraussetzungen des Spektralsatzes und es gilt O'(S:)) ={0}u{A, :
n € N} mit 4, # 0 alle verschiedenen Eigenwerte von Sy und es ist lim,, o 4,, = 0.

Setzen wir nun u, = —1/a,, n € N, so gilt lim,, . |4,| = oo und fiir alle u € C, die kein
solches u;, sind, gilt —1/u € p(Sp).

Wir zeigen zunichst, dass es fiir jedes solche u hochstens eine Losung von (PP,) geben
kann. Sind u, v beides Losungen, so gilt mit der Voriiberlegung vor dem Beweis

| 1 1 1 1
(—— - So)(u —v) = (—— - So)u - (—— - So)v = ——Sof + ~Sof =0,
u 7 7 p u
und da =1/ — So injektiv ist, folgt u = v.
Fiir vorgegebenes f € L?(I) kénnen wir nun

= —R(—%,%)I%S?)f
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setzen und werden dann nachrechnen, dass das die gesuchte Losung ist.

Zunichst gilt durch Anwendung von 1/u + So = —(=Yu - §0) auf die Definition von u

1 ~ 1~
—u+ Sou = —Sof.
7 7

Das liefert uns
u=Sof = pSou = So(f — pu) € ran(So) < Hy(1) N H)(1).
Wir diirfen also u zwei Mal schwach ableiten und bekommen tatsichlich
pu —u” = pu = [So(f — pu)|” = pu + f — pu = f.

Weiter erfiillt u als Element von H(l)(l ) auch die Randbedingungen und es bleibt noch die

behauptete Stetigkeit zu zeigen. Dazu beobachten wir zunichst, dass fiir alle A € p(go)
gilt

R(4, S50)S0 = R(4, S0) (S0 — 4) + AR(A, Sp) = —idy2(;) + AR(A, So)
= (S0 — DR(A, Sp) + AR(A, o) = SoR (4, So).

der Operator So kommutiert also mit seiner Resolvente. Damit gilt fiir alle f € L?(I)
dank der Stetigkeit von Sy als Operator von L?(7) nach H! (1)

1 =\1~ 1~ 1 ~
SR NEIE R YA
1S f ey ( . o)# of w Tl ( - o)f

HI(])

1 H 1 ~

-l 51
TIL i le(I)

< -l IR (. %) 171

< —119oll12(p-H! ——,90 27
TRttt AR ET T R

woran ersichtlich wird, dass S, stetig von L?(7) nach H! (1) abbildet. O
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13 Dunford-Kalkul

Im gesamten Kapitel sei X ein Banachraum und 7" € £(X).

In vielen Zusammenhingen betrachten man Funktionen von Operatoren, so kann man
T* — T3 + T interpretieren als T eingesetzt in das Polynom z* — 7> + z oder R(4, T) als
T eingesetzt in die Funktion z — 1/1-z.

Wir wollen jetzt einen Kalkiil kennenlernen, der es systematischer erlaubt Operatoren
in gewisse Funktionen einzusetzen, also beispielsweise auch Ausdriicken einen Sinn zu
geben wie e’ (zum Interesse daran vgl. die Vorlesung zu gewdhnlichen Differentialglei-
chungen), \NT, T, cos(T), In(1 +T), ... Dabei soll natiirlich eine sinnvolle Setzung
entstehen, die beispielsweise kompatibel mit den obigen Beispielen zu Polynomen
und Resolventen ist und Linearitit (f + g)(T) = f(T) + g(T) sowie Multiplikati-
vitat (fg)(T) = f(T)g(T) u.a. gewihrleistet. Solche sogenannten Funktionalkalkiile
gibt es einige und wir wollen hier exemplarisch einen kennenlernen, der auf unse-
ren Erkenntnissen zur Spektraltheorie in Kapitel 11 und aus der Banachraum-wertigen
Funktionentheorie in Kapitel 10 und dort insbesondere auf der Cauchy-Integral-Formel
beruht.

13.1 Der Kalkl

Betrachtet man die Cauchy-Integral-Formel

f() 1 _
f(z )—2 1/—d/1——1/yf(/l)(/l—z) Lda,

so ist daran immer wieder das besondere, dass die Abhingigkeit von der Variablen z,
die auf der linken Seite im f steht, auf der rechten Seite aus dem f herauswandert und
dort sehr einfach in einer rationalen Funktion auftaucht. Es ist kein gro3es Problem auf
der rechten Seite der Formel, das z durch ein T zu ersetzen und das liefert uns die Idee,
den Operator f(T') durch

_ -l L
Fr) = 5 /y FOA-T)" a1 =5 /y FODR(ALT) dA

zu definieren. Das wollen wir jetzt exakt tun. Dazu betrachten wir holomorphe Funk-
tionen f : Dy — C, wobei D ; immer den offenen Definitionsbereich von f bezeichne.
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13 Dunford-Kalkiil

Fiir die Konstruktion ist es entscheidend, dass D y zumindest das Spektrum o (7) von
T enthidlt. Man beachte, dass dank der Kompaktheit von o-(7) dann ein echt positiver
Sicherheitsabstand zwischen o (T) und 0D s besteht.

Definition 13.1. (a) Wir setzen

(b)

H(T) = {f : Dy — C| f holomorph mit Dy C C offen und o-(T) < Df}.

Sei f € H(T) mit Definitionsbereich Dy C C. Ein geschlossener C'-Zyklus in
Dy, der o(T) genau einmal positiv umrundet und nullhomolog in D y ist, heif3t
fiir f geeignet. Ist y ein geeigneter Zyklus fiir f, so definieren wir f(T) € L(X)
als

1
£(T) .:2—7Ti/yf(/l)R(/l,T) da. (13.1)

Die Abbildung ©7 : H(T) — L(X) mit ®p(f) = f(T) heifst Dunford-Kalkiil
vonT.

Bemerkung 13.2. (a) Fiir jeden geeigneten Zyklus vy ist das Integral in (13.1) als

(b)

Bochner-Integral in £(X) definiert, denn der Integrand ist eine stetige Funktion
in A entlang eines kompakten Weges, es kommt also tatsdchlich ein Operator in
L(X) heraus.

Desweiteren ist die Definition in dem Sinne sinnvoll, dass sie nicht vom konkret
gewihlten geeigneten Weg abhingt. Das folgt aus dem Cauchy-Integral-Theorem,
denn ist y ein weiterer geeigneter Weg, so ist y — y ein geschlossener, nullho-
mologer Zyklus in D, fiir den die Umlaufzahl fiir jedes z € o-(T') Null ist. Also
ist er sogar nullhomolog in D \ o (T) und auf dieser Menge ist der Integrand
in (13.1) holomorph. Das Cauchy-Integral-Theorem, vgl. Beispiel 10.6, liefert
also

/ FOR(A,T) dA — /~ F(OR(A,T) dA = / _F(DR(A,T) dA =0.
Y Y Y=Y

Die Sammlung von Funktionen in H (T') hat eine algebraisch schone Struktur. So
istnicht nur fiir f, g € H(T) und @ € Cauchdie Funktionaf+g: DyNDy — C
wieder in H(T), was H(T') zu einem Vektorraum macht. Gleiches gilt sogar fiir
das Produkt fg : Dy N Dy — C, so dass H(T) sogar die Struktur einer Algebra
hat.

Damit ist unser f(T) fiir jedes f € H(T) wohldefiniert, und wir konnen anfangen
nachzupriifen, ob dabei auch ein verniinftiger Kalkiil herauskommt, dh. unsere zu
Beginn des Abschnitts formulierten Wiinsche erfiillt werden.

Im Folgenden schreiben wir fettgedrucktes z fiir die Funktion z — z, auch in dem
Sinne, dass beispielsweise 1/1-z fiir die Funktion z +— 1/1-z steht. Genauso notiert 1 die
konstante Eins-Funktion.
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13.1 Der Kalkiil

Satz 13.3. Sei f € H(T). Dann gilt:

(a) Die Abbildung ®7 : H(T) — L(X), f — f(T) ist ein Algebrahomomorphis-
mus, d. h. fiir alle f,g € H(T) und alle a € C gilt

(i) (af +g)(T) =af(T)+g(T),
(i) (fg)(T) = f(T)g(T) und
(iii) 1(T) = idy.

(b) Fiiralle f,g € H(T) gilt

J(M)g(T) = g(T) f(T).

(¢) Fiirjedes Polynom p(z) = 2} _, X mitay,...,a, € Cgiltp(T) = 10 a T

(d) Ist f(z) # Ofiiralle z € o(T), soist1/f € H(T), f(T) invertierbar in L(X) und
es gilt f(T)~" = (1/£)(T). Insbesondere gilt fiir alle A € p(T), dass /a-2(T) =
R(A,T) ist.

Beweis.  (a) Die Linearitit von @7 in (1) folgt aus der Linearitét des Integrals. Dazu
wihlen wir uns einen Weg v, der fiir f und g gleichzeitig geeignet ist. Das geht,
indem wir einen solchen in D y N D, withlen. Damit gilt dann

(@f +9)1) = 5= [ (@f + HWRALT) 2
Y

@ 1
= %/yf(/l)R(/l,T) d/l+%/7g(/l)R(/l,T) da

=af(T) +g(T).

Wir zeigen nun, dass @7 auch multiplikativ ist. Seien dazu f,g € H(T) mit
Definitionsbereichen D ¢, D. Wir withlen nun in D N D, ein fiir f geeignetes
Y und ein fiir g geeignetes y,, so dass y s ganz im Inneren von y, liegt. (Machen
Sie sich an an einer Skizze klar, dass das geht!) Dann gilt

2mi ¥y

f(T)g(T) = (L f(DRA,T) d/l)

1
2—m/ g()R(u,T) dﬂ)
Ve

L rw
Yr

- 2mi

1
- /7 SOR(TR(T) du) aa.
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13 Dunford-Kalkiil

Mit Hilfe der Resolventengleichung und dem Satz von Fubini erhalten wir

1 1
" 2ri f( ) 27r1/ g(ﬂ)m(R(ﬂ’ T) —R(u,T)) d,u) da
_ ! g(w)
= 5m |, fOORG T)( i | gmdﬂ) a
"4 g(ﬂ)R(u, )(g ﬂf—(ﬂ)ﬂ d/l) du
Yf

Da die Kurve y; im Inneren der Kurve y, liegt und fiir jedes u auf y, die
Funktion A + f(/(u-2) im Inneren von 7y, holomorph ist, verschwindet nach
dem Cauchy-Integral-Theorem der zweite Summand. Umgekehrt folgt aus der
Cauchy-Integral-Formel, dass das innere Integral im ersten Summand genau g (A1)

ist. Das liefert

e = 5 [ Far@De wt=- [ (@R @

vy 21 Jy,

= (f-8)D).

SchlieBlich betrachten wir die Einsfunktion 1. Dazu wihlen wirein R > ||T||x—x
und beobachten, dass wegen o (T) C Ug(0), vgl. Bemerkung 11.5, der durch
0Ug(0) beschriebene Weg fiir diese Funktion geeignet ist. Mit Hilfe der Potenz-
reihenentwicklung der Resolvente aus derselben Bemerkung und einem altbe-

kannten Integral aus der Funktionentheorie folgt dann

1
1(T):—,/ R(/lT)d/l——/
2mi AUR(0) 2mi AUR(0) 7, Z /l”“

[e9)

1 1 1
=) — dAT" =Y —27i6,0T" =T° =idy. (13.2
HZ:(:) o /6UR(0) FIs nZ:O o 10,0 idy. ( )

(b) Seien f, g € H(T). Fiir diese gilt fg = gf, also ist mit der Multiplikativitét des

Kalkiils aus Teil (a) sofort £(T)g(T) = (fe)(T) = (¢f)(T) = g(T) f(T).

(c) Sei wieder R > ||T||x—x- Dann ist auch fiir die Funktion z = idc der entlang
0Ug(0) gegebene Weg geeignet und mit einer zu (13.2) analogen Rechnung folgt

1
2(T) = —/ AR(A,T) dA = / —dAT"=T'=T.
2mi AUR(0) Z 2ri AUR(0) A

Da jedes Polynom eine Linearkombination von 1 und Produkten von z ist, folgt

die Behauptung damit aus Teil (a).
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13.2 Spektraler Abbidlungssatz und Spektralradius

(d) DieMenge Dy, = {z € Dy : f(z) # 0} = f~1(C\{0}) ist offen und enthélt nach
Voraussetzung o (7). Damit ist die auf dieser Menge definierte und holomorphe
Funktion /7 in H(T) und es gilt nach Teil (a)

1 1 .
FDFT) = (7)) = 17) = iax

und genauso f(T)1/#(T) = idy. Also ist £(T) invertierbar mit f(T)~! = 1/#(T).
O

Warnung 13.4. Die Schreibweise f(T) fiir @7 ( f) ist sehr intuitiv und angenehm und
wird deshalb auch hier durchgehend verwendet. Sie hat aber eine unglaubliche Tiicke
und diese sollte einem beim Umgang mit Funktionalkalkiilen immer bewusst sein. In
unseren gesamten Betrachtungen hier ist der Operator 7 fixiert und wir setzen diesen
in verschiedene Funktionen ein. Die Variable des Dunford-Kalkiils ist also das f und
nicht das T, wie es in der Schreibweise des Algebra-Homomorphismus ®7( f) auch
richtig zum Ausdruck kommt.

Andert man das T, indert sich auch das Spektrum und man bekommt eine véllig neue
Algebra H(T) und einen komplett neuen Dunford-Kalkiil, der mit dem alten nicht
kompatibel ist.

Man darf also beim Hinschreiben des Ausdrucks f(7) nie das T als eine Variable
denken, obwohl die Schreibweise genau das suggeriert. Die Verhiltnisse sind hier
genau anders herum: Das T ist fix, das f variiert!

13.2 Spektraler Abbidlungssatz und Spektralradius

Der Dunford-Kalkiil er6ffnet zum Einen die Moglichkeit Operatoren in Funktionen ein-
zusezten, zum Anderen und fast noch wichtiger, kann man mit ihm Berechnungen aus
der Welt der Operatoren in die Welt der Funktionen holen, dort (meist leichter) ausfiih-
ren und dann wieder in der Welt der Operatoren interpretieren. Das ist die Hauptstérke
aller Funktionalkalkiile. Ein sehr wichtiges Resultat, das beispielhaft fiir diesen Sach-
verhalt steht, ist der folgende spektrale Abbildungssatz, der es ermoglicht das Spektrum
von f(T) nur durch Rechnungen in der komplexen Ebene zu bestimmen.

Theorem 13.5 (Spektraler Abbildungssatz). Fiir jedes f € H(T) gilt o(f(T)) =
f(o(T)).

Beweis. Zum Nachweis der Inklusion o (f(T)) € f(o(T))seid € C\ f(o(T)). Dann
istA—f =Al—f € H(T) mit - f(z) # Ofiiralle z € o-(T). Nach Satz 13.3 (d) ist also
(A= f)(T) =2A1(T) - f(T) = A— f(T) invertierbar,d.h. 1 € p(f(T)) = C\ o (f(T)).
Das zeigt durch Komplementbildung die erste Inklusion.
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13 Dunford-Kalkiil

Seinun A € f(o(T)), also A = f(w) fiir ein w € o (T). Auf dem Definitionsbereich
Dy von f betrachten wir die Funktion g : Dy — C mit

g(z) = f(WJ—If(Z)’ TEW,
|, z=w.

Dank der Holomorphie von f ist diese in H (T) und die Gleichheit g(z)(w — z) =
f(w) = f(z) gilt fiir alle z € D . Damit folgt dank des Dunford-Kalkiils

g (w—=T)=w-T)g(T) = f(w) - f(T) == f(T).

Wir nehmen nun an, es wire 4 ¢ o(f (7)), d.h. 2 € p(f(T)). Dann gilt dank der
Injektivitdt von A — f(7T)

ker(w —T) C ker(g(T)(w —T)) = ker(d - f(T)) = {0}.

Also ist auch der Operator w — T injektiv. Wegen der Surjektivitidt von A — f(T) folgt
aullerdem
X =ran(d — f(T)) =ran((w - T)g(T)) C ran(w —T)

und das bedeutet, dass w — T" auch surjektiv ist. Zusammen ist w — T bijektiv, d h. es
gilt w € p(T), was im Widerspruch zu w € o (T) steht, also muss doch A € o (f(T))
sein und wir sind fertig. O

Wir haben in Bemerkung 11.5 gesehen, dass auBerhalb des Kreises {z € C : |z] <
IT||x—x} kein Spektrum liegen kann. Das ist manchmal eine gute Abschitzung dafiir
wie grofl das Spektrum sein kann, so haben wir beispielsweise fiir selbstadjungierte
Operatoren T in Satz 12.8 (e) gesehen, dass ||T||g—p selbst immer zum Spektrum
gehort. Im Allgemeinen ist das aber eine ziemlich schlechte Abschitzung, wie schon
die einfache Dreiecksmatrix ( 8 (1) ), die nur Null als Eigenwert hat, zeigt. Wir wollen uns
genauer anschauen, in welchen Kreisen um den Ursprung wir das Spektrum einfangen
konnen.

Definition 13.6. Die Zahl
t(T) ==sup{|1]| : A e o(T)}

heif3t Spektralradius von T.

Satz 13.7. Es gilt v(T) = lim, ||T”||]X/,"_)X (Die Existenz des Grenzwertes ist Teil der
Behauptung.)

Beweis. Wir werden uns durch die folgende Ungleichheitskette argumentieren:

X-X — X-X —

n—o0o

1. 2.
o(T) < liminf |77)|7" ., < limsup ||T")|1". . < 1(T),
n—oo
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13.3 Spektraler Zerlegungssatz

wobei wir die beiden Stellen 1. und 2. begriinden miissen. Dann muss iiberall Gleichheit
gelten und wir haben sowohl die Existenz des Grenzwertes als auch die behauptete
Identitit gezeigt.

Wir starten mit der ersten Abschédtzung. Aus Bemerkung 11.5 wissen wir fiir jedes
n € N, dass r(T") < ||T"||x—x ist. Mit Hilfe des Spektralen Abbildungssatzes 13.5 gilt
weiter die Identitdt o-(7") = o (T)" und damit ist

r(T") = sup{l/ll tA € O'(T”)} = sup{l,u”l T U E o'(T)} = sup{|,u|” T U E O'(T)}
= (sup{lul : u € o(T)})" = r(T)".

Das bedeutet r(7) = r(T")"" < ||T”||1/ " . fiir alle n € N und damit ist insbsondere

: X—-X
r(T) < liminf, e T3 -

Fiir den Beweis der zweiten Abschitzung, wihlen wir ein R > r(7’). Dann liegt der
Weg dUg(0) ganz in p(T') und ist damit fiir die Funktion z" geeignet. Es folgt mit dem
Dunford-Kalkiil |

Tn -
2mi AUR(0)

A'R(A,T) da,

und wir erhalten mit der Standardabschétzung

1
17"l < o~ - 27R - R sup [IR(A,T)]| = R™" sup [IR(A,T)llx—x
d AI=R =R

=C

Da R(-,T) stetig und dUg(0) kompakt ist, ist C ein endlicher Wert. Ziehen der n-ten
Wurzel und bilden des Limes Superior liefert

limsup||T”||% < lim YRRYC = R.

n—oo

Fiir R — r(T) folgt die zweite Abschitzung. O

13.3 Spektraler Zerlegungssatz

Wir wollen beispielhaft noch eine weitere Anwendung des Dunford-Kalkiils anschauen,
bei der es darum geht, einen gegebenen Operator anhand seiner Spektraleigenschaften
in einfachere Bauteile zu zerlegen. Dazu betrachten wir den Fall, dass das Spektrum
von T in zwei abgeschlossene, disjunkte Teile zerfillt, dass es also abgeschlossene
Mengen o, 05 C C gibt mit o(T) = 0 U 0 und o] N o = (. Dann gibt es dank der
Kompaktheit von o und o» auch zwei offene Mengen U;,U; € Cmit Uy NU; = 0
sowie oy € U; und o C U;.
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13 Dunford-Kalkiil

Die beiden Funktionen fi, f> : U; U U, — C mit

1, Z€U1,
0, ZGUZ,

0, Z€U1,

d =
un f(2) {1, _—

f1(2) 3={

sind dann holomrph auf U; U U, und das bedeutet, dass f;, f> € H(T) gilt. Wir konnen
daher iiber den Dunford-Kalkiil P; := f;(T) € L(X), j = 1,2, definieren. Ganz
heuristisch gesprochen ist P; = fi(7T) die Identitit auf oy und Null auf o» und P,
umgekehrt die Identitit auf o und Null auf 7. So ticken natiirlich Operatoren nicht,
aber tatsdchlich ist das gar nicht so weit von der Wahrheit weg. Es stellt sich heraus,
dass P; und P, dem Operator 7" angepasste Projektionen sind, die den Raum X und
den Operator T in die jeweiligen Anteile zerlegen, die zu den Spektrumteilen o und
o5 gehoren. Das machen wir im folgenden Satz rigoros.

Satz 13.8 (Spektraler Zerlegungssatz). Fiir die gerade definierten Operatoren Py, P
gelten die folgenden Aussagen.

(a) Pi, Py sind Projektionen mit P{P, = PP = 0 und Py + P, = idy.

(b) Es gilt X = ran(P;) @ ran(P;) = X; & X».

(¢) Xy und X, sind T-invariant, d. h. T; := T|x; € L(X;) fiir j = 1,2.

(d) Esist o(T)) = oy und o (T) = 0.
Beweis. Die Aussagen in (a) folgen alle aus den entsprechenden Identitédten f12 = f1,
f22 = f2, fifo = fofi = 0und f; + f>» = 1 liber den Funktionalkalkiil und aus diesen
werden wir nun im Wesentlichen alles ziehen. Als erstes bestidtigen wir, dass fiir alle

Projektionen gilt Piu = u fiir alle u € X; = ran(P;). Das sieht man mit einem v € X,
das u = P;v erfiillt, durch

Pll/t = Pl(Plv) = P%V = P1V =Uu.

Damit wirkt Py auf X, als Identitit und genauso gilt Pou = u fiir alle u € X».

Das und die anderen Rechenregeln aus Teil (a) konnen wir im nichsten Schritt nutzen
um X; = ker(P)) zu zeigen. Ist u € X3, so folgt wegen

Pou=u=Piu+ Pu—=— Piu=0,
auch u € ker(P). Andererseits gilt fiir u € ker(P;) sofort
u=Piu+ Pu=Pouce ran(Pz) = Xs.

Analog zeigt man X; = ker(P;). Das zeigt zum Einen, dass X; und X, als Kerne
von stetigen linearen Operatoren immer abgeschlossene Teilrdume von X sind, vgl.
Lemma 2.4. Zum Anderen liefert das fiir u € X; N X, = ker(P,) N ker(P;) gleich
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13.3 Spektraler Zerlegungssatz

u = Piu+ Pu=0+0=0.Zusammen mit X = X; + X,, was wir aus P; + P, = idy
bekommen, liefert das dann X = X; & Xo.

SchlieBlich ergibt sich die behauptete Invarianz in (c) nun fiir j € {1,2} und u € X
direkt aus

Tu=TPju=Tf;(T)u= fj(T)Tu = P;Tu € ran(P;) = X;.
Es bleibt also nur noch (d) zu zeigen.

Wir zeigen zunichst o (7T7) € o, indem wir die Komplemente anschauen. Sei dazu
u ¢ o. Dann wihlen wir offene Mengen V,V, C Cmit oy C Vi, 0o U {u} C V5 und
Vi NV, = 0. (Wenn u nicht in Uy ist, kann man einfach V; = U; nehmen, sonst muss
man U, ausreichend verkleinern.) Betrachtet man nun die Funktionen g : ViUV, — C
und /& : C — C mit

1
PP ZEVI’
7) = M7 und h(z) = u-z,
g(2) {0’ Lev, (2) =p

so gilt g, h € H(T) mit gh = fi, also ist
Pi = fi(T) = (gh)(T) = g(T)(T) = g(T)(u~T) = (u ~ Tg(T).
Nun ist es entscheidend zu beobachten, dass fiir alle u € X; gilt
g(T)u = g(T)P1u = P1g(T)u € ran(Py) = X,
also ist fiir alle u € X die Bildung (u — T1)g(T)u sinnvoll und es ist
(u=T)g(Mu =g(T)(u—T)u = Piu=u.
Der Operaotr g(7T) ist damit invers zu (u — 77) auf X; und das bedeutet u € p(T}).

Damit ist o (7T7) C o gezeigt und analog gilt auch o (73) C 0. Wenn wir nun noch
zeigen, dass o (T) = o(Ty) U o (Ty) ist, sind wir fertig, denn wegen o (7;) N o C
or N oy = 0, ist dann auch o (7T2) N o = 0 und es folgt die umgekehrte Inklusion
o1 C o (Ty) tiber

=0T no=(c(T)Vo(T)Noy = (o(Th) Nop) U (0(Tr) Noy) = o (Th).

Dazu zeigen wir nun p(T) = p(T1) N p(T3), indem wir beide Inklusionen zeigen. Sei
zunichst A € p(T). Dann gilt fiir j € {1,2} und fiir alle u € X;

Pi(A-T)"'u=@QA-T)"Pju=1-7)"u,
also ist (1 — T7)71(X;) C X; und das liefert fiir alle u € X

A-T)A-T)'u=QA-T)A-T)'u=u und
A-T)'A-Tpu=QA-T)"'A-T)u =u,
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13 Dunford-Kalkiil

womit A — 7 auf X; bijektiv und A € p(T}) ist.
Fiir die umgekehrte Inklusion sei A € p(T7) N p(T>). Dann gilt fiir alle u € X

A=-D[A-T)"'P1+ (A -T)"'Po]u
=A=-T)A=T)""Piu+(A=T) (1 =Tr) "' Pou

N—— N—
eXi Xy

=A-T)A-T)"'"Piu+ (A -T)A-T) " Pu
=Piu+Pu=u

und genauso umgekehrt

[(A=-T)'"Pi+ (A=) 'P2] (A - T)u
=A-T)'A=-T)Piu+ A -1)""A=T)Pu
=A-T)'"A=-T)Piu+A=T2)""(A=T)Pou = Pyu+ Pu = u

fiir alle u € X. Damit ist A — T bijektiv und A € p(T).
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