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KAPITEL 1

Einfiihrung in die Problematik

1. Physikalische Motivation

Betrachte einen Stab aus Metall mit gegebener Temperaturverteilung. Nun
wollen wir untersuchen wie die Warme geleitet wird.
Annahmen:

e Stab (isoliert) wird parametrisiert durch das Intervall [0, 1], u(t, z) =
Temperatur in z zum Zeitpunkt ¢.
Konstanten: p Dichte, ¢ spezifische Warme
f:]0,1] - R Warmequelle
Energie in Segment [z1, 23]: F(x2,x1,t) = cp(xe — x1)u(t, 1)
Wirmeleitungsregel von Fourier: Sei Q(t,z) = die Wérme durch
Punkt x zum Zeitpunkt ¢

t — Q¢ 0
@ 2’":) ?( L) R~ —Koa—u(tl,m) Ky Thermale Konduktivitét
2 — 11 T

e Energieerhaltung:

cp(xe — x1)(u(te, z1) — u(ty, 1))

0 0
= (tQ — tl)(m'g — xl)f(xl) — Ko(tg — t1)<%u(t1,x1) — %u(tl,@)) .
Daraus folgt

u(ty, x1) —ulti,z1)  flo) L Ko Seulti, o) — Lulty, x1)
to — cp cp T2 —T1

und damit

0 9?
(1) Eu(t,x) = % + nwu(t,x),

wobel k = f—;}’ die thermische Diffusivitit (eine Konstante) ist.

Stationidre Temperaturverteilung (Gleichgewicht, steady state):

0— %u(t,x) u(t,ac)::>U($) 0 — f(.%') + A?}(.%') = Av(z) = —f(z).

2. Mathematische Problemstellung
Es sei  C R? offen und beschrinkt.
Gegeben: Stetige Funktion f auf Q.
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Gesucht: Stetige Funktion u : Q — R, in € zweimal differenzierbar mit

2) { Au(@) =1, D) = fla)  VreQ

i

u(z) = 0(z) Va € 0f.
Anwendung: Potential eines Ladungsfreies elektrisches Feldes.
u stationére Temperaturverteilung
BEMERKUNG 2.1. A ist ein linearer Operator A(u+ v) = Au+ Av.

Idee: Definiere den Laplace-Operator in geeigneten Rédumen und untersuche
Abbildungsvorschriften.
Sei zB. X := {h: h € C*(Q), hogg = 0} und Y := C(92) und betrachte
AXY X =Y.
Typische Fragestellungen:
(a) Ist Axy injektiv (d.h. die Losung der Gleichung 2 ist eindeutig,
falls sie existiert)
(b) Ist Axy surjektiv (d.h. es existiert eine Losung der Gleichung 2 fiir
alle f€Y).
(c¢) Finde moglichst einen grofien Raum Y so dass Axy surjektiv ist
(d.h. die Gleichung ist fiir viele f losbar).
(d) Da X typischerweise nicht explizit gegeben ist, finde moglichst viele
Eigenschaften von X (d.h. Eigenschaften der Losung).

BEMERKUNG 2.2. (a) Der Laplace-Operator besitzt keine guten Eigen-

schaften in C (). Suche nach geeigneten Rdumen fihrt auf Sobolev-
Réume (reflexive Banachriume bzw. Hilbertriumen).
Idee (Lo-Theorie):
(a) Die Existenz einer schwachen Losung lésst sich im Hilbertraumfall

(La-Theorie) sehr einfach iiber Lax-Milgram zeigen.
(b) Regularitéitstheorie liefert dann eine starke bzw. klassische Losung.

BEMERKUNG 2.3. Fine wichtige Rolle bei der Regularititstheorie spielt die
sogenannte Lokalisierung.

Idee (L,-Theorie):
(a) Betrachte zunéchst
(A= Au(z) = f(z), zeR?

(b) Benutze die sog. Fouriertransformation. Die zentrale Eigenschaft
dieser Abbildung ist, dass sie Differentialausdriicke in algebraische
umwandelt. Im Fall (A — A) erhélt man

A+ |€]2) Fu = Ff.

Damit ist die formale Inverse von (A — A) durch v = F~Y(\ +
|€12)"LF f gegeben.
Typische Fragestellungen:
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(a) Wie kann man dem formalen Ausdruck F~1(\ + [£]?)~LF als Ope-
rator: Y — X einen Sinn zu geben?

(b) Finde hinreichende Bedinungen, so dass F~1(\ + |£]?)"1F ein be-
schriankter Operator in L, ist.

BEMERKUNG 2.4. Auf diesem Weg werden wir auch erkennen, dass sich T =
F YN+ |€)?)7LF auch als Integraloperator, d.h. Tf(z) = [k(z,y)f(y)dy,
darstellen ldsst.

Im letzten Abschnitt betrachten wir die Wéarmeleitungsgleichung (1).
Idee:
(a) Betrachte u als Funktion t — u(t,-) € X, X ein Funktionenraum
(Sobolevraum)
(b) Sei A der Laplaceoperator und betrachte

u'(t) — Au(t) =0, t>0
u(0) = wp.
Dies ist eine gew6hnliche DGL im Banachraum!
(c) Ana IIT: Losung ist e®fug
Typische Fragestellungen
(a) Verniiftige Definition fiir e fiir groBe Klassen von (Differential-

)Joperatoren.
(b) Suche Bedingungen an A, so dass e*4 wohldefiniert ist

BEMERKUNG 2.5. Fliir spezielle (in Physik und Ingenieurwissenschaften sehr
relevante) Klassen von Differentialoperatoren, sog. Divergenzoperatoren, ldsst
sich zeigen, dass €' wieder ein Integraloperator ist (2.B. Laplace auf belie-
bigen offenen Mengen).



KAPITEL 2

Sobolevraume

1. L, Rdume (Erinnerung)
In diesem Abschnitt sei (M, 3, u) stets ein Mafiraum.

DEFINITION 1.1.
1/
(a) Sei 1l <p < oco. Setze || fl|, := (/\f\pd,u> "
M

(b) Sei f: M — K messbar. Dann heifit f wesentlich beschrinkt, falls
ein o > 0 ezistiert mit u({x € X : |f(z)| > a}) = 0. Ferner heifit

[flloo = inf{a>0: p({x € X : [f(z)] > a} = 0)}
das wesentliche Supremum von f.
(c) Sei 1 <p < oo. Definiere
LP = LP(M, S, 1, K) :={f: f: M = K messbar und || f|, < oo}.
BEMERKUNG 1.2.

(a) || - |lp ist eine Halbnorm auf LP.
(b) Sei f € LP. Dann ist || f||, = 0 genau dann wenn

feN ={f: f messbar und f =0 p-fast iberall}.

(c) LP ist ein Vektorraum.

(d) N ist ein Unterraum von M, dem Vektorraum der messbaren Funk-
tionen (auch von LP), und

fog 25 p_geN

definiert eine Aquivalenzrelation
DEFINITION 1.3. Der Raum L ist definiert durch:
L¥(M, p) = LM, 5, 1, K) /N, (]l = [ flloes  VIf] € L.
SATZ 1.4.

(a) |f] < Iflloo p-fast diberall.
() || - |loo ist ein Norm.

(c) |fn — flloo = 0 = es emistiert ein A € ¥ mit u(A°) = 0 und
fn — [ gleichmdssig auf A.
(d) (L®(M,p),| - |loo) ist ein Banachraum.

3
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DEFINITION 1.5. Seil <p < o0
LP(M, p) o= (M2 0, KYINS (Ul = 1l YIf] € L7
SaTz 1.6 (Holdersche Ungleichung). Es sei 1 < p,q < oo mit 1/p+1/qg=1
(interpretiere 1/00 = 0). Desweiteren seien f € LP(M, ) und g € LY(M, p).
Dann ist f - g € LY (M, p) und
1fglle < [ f1lp - llgllq-

BEwEIs. Die Fille p = 1,00 sind trivial. Seien a,b € Ry und f,g # 0.
Dann gilt
ab < %p + % (Youngsche Ungleichung).

(Der Beweis dieser Ungleichung ist elementar.) Natiirlich ist fg messbar. Sei-
en G := g/||gllq und F := f/| f|l,- Anwendung der Youngsche Ungleichung
in jedem Punkt x € M ergibt nach Integration

[ir@c@iane) < [ au)+ [ gy <2422,
M M M

und die Behauptung folgt. O

SATZ 1.7 (Minkowskische Ungleichung). Seil < p < oo und f,g € LP(M, ).
Dann gilt

1+ glly < [1fllp + [lgllp-
SATz 1.8 (Riesz—Fischer). Sei 1l < p < oco. Dann ist LP(M, p) vollstindig.

SATZ 1.9. Nehmen wir an, dass f, € LP(M,u) gegen f € LP(M, ) konver-
giert, dann existiert eine Teilfolge fy, , so dass fn, (x) p-fast iberall konver-
giert.

SATz 1.10 (Dualitét). Sei 1 < p < oo, und (M, X, ) o-endlicher Mafraum.
Sei 1/p+1/q = 1 (so genannte konjugierte Exponente). Dann definiert
LI(M, i) — LP(M, )’

J(9)f = / fogdu, g€ LM, ), f € IP(M, p).,
M

einen isometrischen Isomorphismus.

BEWEIS. J ist wohldefiniert nach der Holderschen Ungleichung. Natiirlich
ist J linear. J ist isometrisch, denn sei g € LY(M, 1) und setze

_ 9 lg| \a/p
r=1 (e

71\” Jg"
T =/<— di =1
»= ) \gll) Tl
M

und [,, fgdu = ||g|ly. Es bleibt die Surjektivitéit von J zu zeigen.

Dann
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1. Fall p(M) < oo: Sei ¢ € LP(M, u)'. Betrachte v : ¥ — K, v(A) := p(xa)
(xa € LP(M, p)). v ist ein signiertes (komplexes) Mafl. Ferner ist v absolut
stetig beziiglich p, denn A € ¥ und p(A) = 0 impliziert x4 = 0 p-fast
iiberall, d.h. x4 = 0in LP(M, u), also v(A) = ¢(xa) = 0. Satz von Radony—
Nikodym ergibt g € L'(M, 1) mit

v(A) = /gdu: /XAgd,u VA e X.
A M
Also wegen Linearitéit

(3) o(f) = /fg dp  V Treppenfunktionen f.
M

Ferner |p(f)] < C'||fl|oo- Die Treppenfunktionen sind dicht in L>°(M, u) also
gilt (3) fiir f € L*°(M,u). Wir zeigen nun g € LY(M, u). Sei erst g < oo.
Setze

lg ()| 0
(4) fw) = { s 90 7

0 sonst.

f ist messbar und |g|? = fg = |f|P. Fiir n € Nsei A, :={z € M :|f(z)| <
n}. Dann ist x4, f € L>®(M, 1) und

Jlaltan= [ xafoan = otea, 1) < Iolla, Sl =
An M

1/p 1/p
= lell ([ 157 a)" = 1ol [ 1ol an)
An An
1
q
— (A/ o) <ligl vneN.

Satz von Beppo Levi(monotone Konvergenz) gibt g € LY(M, ).

Jetzt betrachten wir der Fall ¢ = co. Dann |g| < ||¢]|, dennsei A := {z € M :
lg(x)] > ll¢ll}. Setze f := xalgl/g, f € L®(M, ). Nehmen wir u(A) > 0
an.

p@lel < [lold = [ Foan=o(5) < el 1],
A M

und nach Annahme = p(A4) < || f|l1, Widerspruch mit p(A) = || f|1. Also
g € L>=(M, p).

Die Treppenfunktionen sind dicht in LP(M, u) also ¢ = Jg.

2. Fall, p(M) = oo: Es sei M = |Jo2 | M, mit pu(M,) < oo, und M,
paarweise disjunkt. Sei p € LP(M,u)". Setze ¢, (f) = o(xum, f), fiiv f €
LP(M,,, i), wobei p,(A) := u(M, N A). Dann ||¢,| < ||¢||, insbesondere
on € LP(M,, puy,)'. Verwende jetzt den ersten Fall um g, € LY(M,, pu,) zu
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bekommen. Setze g := > | g, (in jedem Punkt nur ein Summand, g,, wird
durch 0 fortgesetzt auf MS). Es ist g € LY(M, ) und ¢ = Jg zu zeigen. Sei
n = Uj—; Mj und f wie in (4)

/ g9 dp =" / fgdu=">" / xar f95 dp =Y o (xas, f)
i =13, =1, =1

— @(Z o f) < Z el £l

= gl - Z / ar £ i) = gl / ol dp)’

]1M

Daraus folgt (‘[An lg|? du)E < |l¢ll, und nach Beppo Levi Theorem g €
L9(M, i). Es gilt:

p(f) = ¢ lim xa,f) = lim o(xa,[) Z,}ggo/fg

n—oo
. Lebesgue
= lim /xAnfg = /fg-
n—oo
M M

SAaTz 1.11 (LP Interpolation Ungleichung). Seien po,p1 € [1,00], 6 € (0,1)

L ._ 10,0 g -
und - = =+ . Sind f € LPO(M, p) N LP (M, ), dann ist f € LPe(M, )

und es gilt

An

O

—0 [%
1 1lpe < 1F 15 £ 11, -

BEWEIS. Setzeg = | f|*=9Po und h := ]f]epe Dann ist gh = | f|(1=0)pe+0re —
|f|P?, ferner g € LU-970 g (M, p) und h € L9Pe (M, ) und

£33 = llghll < Al 2 = = /15 "% - I1F 2

p1
mit der Verwendung der Hélderschen Unglelchung.

O

SATz 1.12 (Verallgemeinerte Holder-Ungleichung). Sein € N und 1 < pZ
oo, fi € LP firi=1,...,m. Sei ferner 1 < p < oo so, dass——z

Dann gilt
n n n
Hfl'ELp und HHfZ pSHHfZHPZ
i=1 i=1 i=1

BewErs. UA. O

DEFINITION UND SATZ 1.13. (a) L'NL>®(M, p) := LY (M, p)NL>® (M, p1)
versehen mit der Norm || fllineo := || fll1 + ||flloc ist ein Banach-
raum.

lel
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(b) Definiere
LY+ L®(M,pu) = {f: M =K mb.: 3g € L*(M, ), h € L>®(M, 1)
mit f =g+ h}.
Die Abbildung
£ ll1+00 := E{||All + lgllo : f=g+h:ge L (M, p), h€ LM, p)}.
ist eine Norm, mit der L' + L™ ein Banachraum ist.
Satz 1.14. Sei 1l < p < oco. Dann gilt L,(M, ) C L1 + Loo(M, p).

BEWEIS. Der Fall p = oo ist trivial. Sei f € LP(M, u). Setze A := {z €
M : |f(x)] > 1} und h := xaf, g = Xamaf- Dann g € L*(M,p) und
h € LY(M, 1), denn

[mau= [1nau< [15rans 1P au
M A A M

THEOREM 1.15 (Riesz-Thorin Konvexitétstheorem). Sei T' : Ly + Loo —
L1 + Ly linear, ferner seien pg,p1,70,71 € [1,00] mit pg < p1 und ro < r1.
Sei a € (0,1) und setze

O

1 . lfa_{_

: &£ und L i=1=2 4 o
Po po pP1 Ta 70 1

Dann gilt
1T\l #(rpa,rra) < HTH_lg_&po,Lro)HTH%(Lm,Lﬁ)-
Zur Beweis bendttigen wir folgenden Satz und folgendes Lemma.
SATz 1.16 (Hadamard, 3-Linien Satz). Seia < b und f : {z € C:a <
Re z < b} — C analytisch und beschrinkt. Weiter sei

M, = sup|f(a+it)|, und My =sup|f(b+ it)|.
teR teR
Dann gilt:

b=z  z—a
|f(x+iy)| < My~ "My, x+4+iye{zeC:a<Rez<b}.
. z+iy—b a—(z+1iy)
BeWwEIS. Wir betrachten f.(z-+iy) = €@+ f(z4iy) M, *=* M, *=°
fiir e > 0. Dann gilt |fe(a + iy)| < ¢ und |f.(b+ iy)| < ¢ (Beachte:
|a®| =1 fiir a > 0, y € R). AuBlerdem gilt

lim su x +iy)| = 0.
Jim s £G4 i)

Mit dem Maximumprinzip fiir analytische Funktionen und ein hinreichend
groBes Rechteck folgt |f-(2)] < max{e®®” e}, Aus ¢ — 0T folgt die Be-
hauptung. O
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LEMMA 1.17. Seipy < p < p1 und f = Y ajajxg, eine Treppenfunktion
mit oj € C, |aj| =1, aj > 0 und {E;} paarweise, disjunkte, mb. Mengen
mit (jeweils) endlichem Map. Weiter sei || f||, =1 und

P
f2 =) ajar xg;,
wobei p,
1 1-=2 z
= +

Dz Po p1

gendigt. Dann gilt:
Ifzllzrre- =1, 0<Rez<1.

BEwEIs. Es gilt

/ @ =d V2 S 0 uEy) = £ = 1.

O

BEWEIS V. THEOREM 1.15. Sei p = p, mit 0 < a < 1 und betrachte
Treppenfunktion f und f’ auf M, welche | f||, = || f'll;y = 1 erfiillen. Sei f,
und f, wie in Lemma 1.17, wobei f, mit pg und p; und f, mit ro und rq
konstruiert werden. Nach Voraussetzung ist

B(z) = / ST o) dp(x)
M

analytisch in z. Mit der Holder-Ungleichung und Lemma 1.17 folgt nun:
|25 +iy)| < ||f;||p’Mj||fz||p <Mj;, j=01yeR
d.h.

sup |[®(j +1y)| < M;, j=0,1.
yeR

Damit folgt mit dem 3-Linien Satz, dass
| [ < ageary

Da Treppenfunktionen dicht in LP" sind, erhalten wir | Tf||, < M}~ “M{.
Die Behauptung folgt nun, da Treppenfunktionen auch in LP dicht sind. [

2. L, Raume II

Im Folgenden sei p stets das Lebesgue-Mafl und 3 die o-Algebra der Lebes-
gue-messbaren Mengen.

Sarz 2.1 (Faltung, Youngsche Ungleichung). Sei f € L*(R%), g € LP(RY),
1 <p<o0. Dann gilt
(a) Fiir fast alle x € R ist y — f(z —y)g(y) € L' (RY)
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= /f(w —y)g(y) d
Rd

s0 ist fx g € LP(R?) und es gilt
1f = gllp < Iflle-llgll, 1< p<oo.
BEWEIS. Sei p = 1. Dann gilt:

[ [ 1 =gl dy da T"“‘ﬂh/\ !/\fx— )l de dy < |1 llglh.

Rd R4

(b) Setzt man

Fiir p = oo liefert die Holder—Unglelchung

|/f z—)g() dy| < 11 l1glloor

insbesondere existiert [pq f(z — y)g(y) dy fiir alle z € R%.
Betrachte nun die Abbildung Ttg := f * g. Dann folgt aus dem Riesz—
Thorin Konvexitéts‘cheorem dass Ty € Z(LP, LP) und || T¢ || 2 (v, 0y < |1 f111
fir 1 <p < oo, d.h. (b) gilt. Ferner erhalten wir mit Beppo-Levi

P

/({R/f o)l dy | da

R4
p

:rhi?o/ ({R/f(wy)xf;(o,r)g(y)dy dz
R4 d

< tim [Ifllixsonglls < 17119l

d.h.
P

[15 =l dy| < oo, farere

BEISPIEL 2.2.
(a) Betrachte die partielle Differentialgleichung
(1—A)u(z) = f(z), zecR

Dann existiert fiir jedes f € LP eine eindeutige Lisung u. Deswei-
teren besitzt u die Darstellung

u(x) = (k* f)(x), x¢€ R?,

mit einem Kern k € L',
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(b) Betrachte
ou(t,z) — Au(t,z) =0, t>0, zeR?
u(0,z) = up(z), =R

Dann existiert fiir jedes ug € LP eine eindeutige Lisung u. Deswei-
teren besitzt u die Darstellung

u(t,z) = (ke xuo)(z), ¢>0, z €RY,
mit ky € L fiir t > 0.

Im Folgenden benétigen wir den Raum der lokal integrierbaren Funktionen
LL (R?). Genauer,

loc

LL (RY) = {f :R? = Cmb. : || || 1 (k) < oo fiir alle kp. K C Rd} .

KOROLLAR 2.3. Sei f € LY (RY), dann definiert die Abbildung Tf := f x g
einen stetigen linearen Operator auf LP(RY) mit ||T|| < || f|l1.
SATZ 2.4. Sei f € C.(RY), g € L} _(RY). Dann f x g € C(RY).

loc

BEwEILS. Wegen

(F9)@)] = [ £ =) dy < |7 hlgl
R4

existiert (f x g)(x) = [ f(z — y)g(y) dy fiir alle z € R%.
Sei x,, — x. Wir zeigen (f * g)(x,) — (f *x g)(x). Setze

Fo(y) = f(on —y)g(y) und F(y) = f(z —y)g(y),

dann gilt F,,(y) — F(y) fiir fast alle y € R?. Anderseits, sei K kompakt so,
dass x, —supp f C K fiir alle n € N. Dann z,, —y & supp f falls y ¢ K,

dh. f(zp —y) = 0 fiir y ¢ K. Daher ist [F,(y)| < [[flloxx (y)|g(y)]| eine
integrierbare Majorante. Nach dem Lebesgueschen Satz folgt [ F, dy —

[ F dy. O
DEFINITION 2.5. Sei Q C R?, f: Q — C messbar und setze
Of = {x € Q: 3V C Q offene Umgebung von x
mit f(x) =0 fir fa. x € V}
Dann heifst supp f := Q\ Oy der Tréger von f.

SATZ 2.6. Sei f € C.(RY), g € L} _(RY). Dann gilt

loc

(5) supp(f * g) Csupp f +suppy
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BewEs. Wegen |(f * g)(x)| < [|f[l1]lglleo existiert (f * g)(z) = [ f(z —
y)g(y) dy fiir alle = € R, Also

(f*g)(x) = / f(z — y)g(y) dy = / f(z - 1)9(y) dy.
Rd

(z—supp f)Nsupp g

Falls x ¢ supp f+supp g, gilt (x—supp f)Nsuppg = O und (f*g)(z) =0. O

BEMERKUNG 2.7. Im Satz 2.6 gilt supp f + suppg = supp f + suppg.

BEMERKUNG 2.8. Die obige Aussage (5) gilt auch fir f € L'(RY), g €
LP(RY), 1 < p < oo.

SATz 2.9. Seien f € CF(R?), g € L} (RY). Dann ist f x g € C*(RY), und

loc

D%(fxg) = D*fxg. Insbesondere f € C°, g € L} (R?) = fxg € C®(RY).

loc

BEWEIS. Wie immer existiert (f * g)(z) fiir alle z. Sei e; € R? ein Stan-
dardbasisvektor, h € R, |h| < 1. Setze K := supp f + B(0, 1), dies ist auch
kompakt. Dann gilt (Differenzenquotient):

L(f*g) (@ + hej) — (f * 9)(x))

- / L(F(a+he; = y)g(y) — Flo —y))g(y) dy =
R4

- / (@ +hej —y)g(y) — fz —y))g(y) dy,
K—x

wobei der Integrand gegen D; f(z —y)g(y) fiir alle y konvergiert. Aulerdem
gilt

|+(f (@ + he; —y)g(y) — f(z—v)g@)| < ID; flloclg)xx (v)-

Nach dem Satz von Lebesgue (Beachte: g € Li (R?) bekommen wir D;(f *
9)(z) = ((D; f) * g)(z), und so die Behauptung. O

DEFINITION 2.10. Eine Folge (ppn)n>1 von Funktionen mit den Eigenschaften

(a) po € C(RY) (¢) supp pn € B(0,1/n)
(b) pu >0 (d) fapn =1

heifit Mollifier.

BEISPIEL 2.11. Betrachte p € C°(R%), supp(p) € B(0,1), p >0, [p=1,
und definiere p,(x) := 1/n%p(nzx).

LEMMA 2.12. Sei f € C(RY) und (pp)n>1 ein Mollifier. Dann konvergiert
on * f — f gleichmiflig auf kompakten Teilmengen von RY.
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BEWEIS. Sei K C R? kompakt. Dann existiert fiir alle € > 0 ein 6 > 0
mit |f(x —y) — f(x)| <e firx € K und |y| < 4. Also

<%*fmw—fuwa/uu—yw—ﬂmMMMdy

R4
= [ G- - 1@ .
B(0.1/n)
so fiir n > 1/8 gilt |(pn * f)(z) — f(z)] < e [pn =€ fir z € K. O

LEMMA 2.13 (Urysohn, C™-Version). Sei } # Q C R? offen, K C Q, K
kompakt. Dann existiert ein ¢ € C°(Q2) mit 0 < ¢ < 1 und p(z) =1 fir
r e K.

BEWEIS. Sei 0 < 1/n < e < e+ 1/n < dist(K,Q°). Setze U, := {y €
Q : dist(y, K) < e} € Q und v = p.. Dann gilt ¢ := p, *u € C®(R?)
und suppp C B(0,1/n) + U, C €, also suppp C € ist kompakt. Sei x €
K, dann ¢(z) = [y ul@ — y)pn(y) dy = [ 21 pu(y) dy = 1. Ferner
lolloo < llonll1 - [|#]]oo = 1. Da ¢ > 0 folgt auch 0 < ¢ < 1. O

BEMERKUNG 2.14. Sei () # Q C R? offen und K C Q kompakt. Dann
ezistiert V.C R% offen mit V kompakt und

KcVcVco.

BEWEIS. Sei ¢ € C2°(Q2) wie in Lemma 2.13 und setze

Vi={z e Qo) > %}

SATz 2.15. Sei 1 < p < 0o. Dann ist C°(R?) dicht in LP(RY).

BEWEIS. Sei f € LP(RY).
Beh.:Ve > 03 Treppenfunktion T = Z@]\L L @ixa; mit A; C RY beschrinkt
und ||T" — f||, < e, bekannt aus der Maftheorie.
Beh.:Ve > 0 Ju € C(R?) :[lu — xa,ll, < e.
Wihle eine offene Menge O und eine kompakte Menge K mit K C 4; C O
und |O \ K| < ¢ (Existenz: Mafitheorie). Dann existiert nach Lemma 2.13
ein ¢ € CX(0) mit ¢ =1 auf K. Es gilt:

/\XAZ- — P = / Ixa, — ¢l <2P|0\ K| < 2Pe.
o O\K

SATZ 2.16. Sei (pp)n>1 ein Mollifier.
(a) Seil <p< oo und f € LP(RY). Dann ||p, * f — fll, — 0.
(b) Sei f € BUC(RY). Dann ||pn * f — flloo = 0
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BEWEIS. (a) Nach Satz 2.15 existiert fiir ¢ > 0 ein g € C.(R?) mit
|lf —g|l <e. Satz 2.6 liefert
supp(pn * g) € B(0,1/n) 4+ suppg C K, wobei K kompakt.
Da nach Lemma 2.12 p,, * g gleichméssig auf K gegen g konvergiert, existiert

ein ng € N mit

low g =gy = [ 1o v - <K,
K

Daraus folgt mit der Youngschen Ungleichung
lon = Fllp < llon+ (F = 9o+ llonx 9 = gllp + llg = fllp

1
< W =9gllp +llon*g = 9glly + lg = fllp < & +elK]7 +e.

(b) Wiederhole den Beweis von Lemma 2.12. O
KOROLLAR 2.17. Sei ) # Q C R? offen und 1 < p < co. Dann ist C°(Q)
dicht in LP($2).
BEWEIS. Setze Q, := {x € Q : dist(z, Q) > %} und
_ [ f@)  zey
fnlz) = { 0 , sonst

Dann gilt nach dem Satz von Lebesgue lim,, oo || fn — fllzr() = 0, d.h fiir
e > 0 existiert ein ng mit || f, — fllzr) < e
Setze g := pm * frn, wobel p,, ein Mollifier ist. Dann existiert nach Satz 2.16
ein mo > no mit [|gm — foollpre < €, m > mg. Des Weiteren gilt

SUPP gm = SUPP pm + SUpp fny C 2,  m > my.

Damit erhalten wir

lgm — fllzr@) < 9m — Faollir@) + I fno — fllor) < 26, m > mq.

SATZ 2.18 (Zerlegung der Eins). Seien Q, Q; C R? offen. Seien ferner
K, CcQ,CQ CQ, i €N,
mit K;, Q; kompakt und
U=«

€N

so, dass fir alle x € Q eine Umgebung U(x) existiert, welche nur endlich
viele Q; trifft (diese Uberdeckung heifit lokal endlich). Nehmen wir ferner
an, dass K; N K; =0, falls i # j.
Dann exzistieren @; € C°(2), i € N mit

(a) p;i >0

(b) > ienwilx) =1, falls x € Q

(c) supp p; C Q;
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(d) 0< 3 enpi < 1.
Auferdem gilt pj(x) =1 fir xz € K;.

BEWEIS. 1. Schritt: Nehmen wir an dass wir die folgende Situation ha-

ben
KjCV;cV;cU; <y

wobei Vj kompakt, U; N K; = @ falls i # j und Vj,U; sind lokal endliche
Uberdeckungen von €. Wihle cp;- nach Lemma 2.13 zu U; und Vj. Dann gilt
(x) == > ey () > 0, wobei lokal in © nur endlich viele Summanden von
0 verschieden sind. Setze ¢;(z) := ¢}(z)/p(x). Nach Konstruktion haben
die ¢; die gewiinschte Eigenschaften.

2. Schritt, Disjunktisierung von ; und Kj: U; := Q; \ U, ,; K;. Natiirlich
gilt K; € U; C Q;. Wir behaupten, dass U; offen ist. Sei z € U; und
U(z) C Q; eine Umgebung von z so, dass J := {i : Q; NU(x) # 0} endlich
ist. Fir j # k € J existiert eine Umgebung Wy (z) € U(x) von x mit
Wi(z) N K = 0. Setze W(x) := NgegWi(z), die ist eine Umgebung von x
mit W(z) C U; und W(z) N K; = 0 fiir alle i € N, ¢ # j, also U; ist offen.
Sei jetzt o € (1, liegt dann x € ); fiir ein j, dann liegt es entweder in U;
oder in K; fiir ein i # j. Die Uberdeckung U; ist lokal endlich, da €); lokal
endlich ist.

3. Schritt, Konstruktion von Vj: Sei Vi := U;. Angenommen Vj, j < n
konstruiert ist mit der Eigenschaft

n—1 [e'e)
Uvulu =«
j=1 j=n

sei I, eine abgeschlossene Umgebung von 90U, die erfiillt

n—1 o0
ou, cF,. c|Jvu | U;
j=1 j=n+1

Solche eine Umgebung existiert nach Bemerkung 2.14. Falls U,, # 0, kénnen
wir eine kleinere Umgebung 0U,, C F), C F,, finden damit U, \ F}, nichtleer
wird. Setze V,, :== U, \ F},. Dann

n o
U.CcVauF,clJviu | U
j=1 j=n+1

Also Vj ist eine offene Uberdeckung, die natiirlich lokal endlich bleibt. [

SATZ 2.19 (Zerlegung der Eins). Sei K C R? kompakt und K C Ui Q,
mit Q; C R? offen. Dann existiert ¢; € C(Q) mit

(a) p;i >0

(b) Yo pi(x) =1, fallsx € K

() 0< iy <1
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(d) supp ¢; C Q;
BEwEIS. Wihle V mit V kompakt und
n
KcvcveclJw
i=1
nach Bemerkung 2.14. Setze U;; = V N €); und verwende Satz 2.18 U

BEMERKUNG 2.20. Das System (p;)ien heifft der Uberdeckung untergeord-
nete Zerlegung der Eins zu K.

3. Sobolev Riaume 1.

In diesem Abschnitt es sei ) # Q C R? offen und beschriinkt.

DEFINITION 3.1 (Distributionelle Ableitung). Sei f,g € L}, .(Q). Fulls die
Identitdt

/fDOQp = (=1)l /g(p fiir alle ¢ € C°(Q)
Q Q

gilt, heifST G die distributionelle Ableitung von f, und wir schreiben D*f =
g, {1 =g oder f = 0%.
BEMERKUNG 3.2.

(a) Die distributionelle Ableitung ist eindeutig, insbesondere ist die obi-
ge Definition sinnvoll, denn

/(f —g9)p =0 firallepeCX() = f—g=0 fast iberall.
Q
(b) Falls f € C™(Q2). Dann fiir jede |a| < m ist D*f die klassische
partielle Ableitung von f.
DEFINITION 3.3. Seim € N und 1 < p < 0o. Definiere
WmP(Q):={f € LP(Q): V|o| <m ID*f € LP(Q)}
Iflwmey = > IDFllzo).
la|<m

SATz 3.4. W™P(Q) ist ein Banachraum.

BeEweis. Klar: normierter Vektorraum. Um die Vollstandigkeit zu zei-
gen, nehme (f,) € W™P(Q) eine Cauchyfolge, d.h. die Folgen (D*f,) C
LP(Q) sind alle Cauchyfolgen. Daher konvergieren die auch, bezeichne die
Grenzwerten mit f,. Wir zeigen nun D f = f,:

/wa /D“fmp: (—1)0"/an%—> (—1)'a/fD“<p-
Q Q Q Q

Die Behauptung folgt. (]
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SATZ 3.5. Seil < p < co. Dann ist W™P(Q) separabel und reflexiv. W™1(€2)
1st separabel.

BEWEIS. Definiere die stetige Abbildung
J:W™P(Q) = LP(Q) x -+ x LP(Q) =: X
M
wobei M = die Anzahl der Multiindizes o mit || < m ist, durch (Jf)(x) :=
(Df)aj<m- Dann ist J stetig invertierbar, bildet also auf einen abgeschlos-

senen Unterraum von X ab. Falls 1 < p < oo ist, ist X separabel, ist
zusétzlich p > 1, folgt die Reflexivitdt von X. O

LEMMA 3.6 (Lokale Approximation). Sei 1 < p < oo, f € W™P(Q) und
D C Q offen mit D C Q. Betrachte 6 = dist(D,98) > 0 und den Mollifier
Ne, € < 8. Setze fo:=n. * (xaf). Dann f. — f in W™P(D).

BEWEIS.

D“ﬁiw)=17”k*(XQfﬂw):L/lfﬂnxw-—yﬁfﬁﬁdy
Q

@ @ Tréger! @
= (0 [ D= s ) dy " [ w07 (0) ay
Q Q
= (D%f)c(z), =ze€D.
Also f. € W™P(D) und nach Satz 2.16 D f. = (D*f). — D*f. O
SATZ 3.7. Fir 1 <p < oo ist W™P(Q)NC>®(Q) dicht in W™P(Q).

BEWEIS. Betrachte eine lokal endliche Uberdeckung €, von Q, Q;, C
kompakt (siehe Satz 2.18). Sei ¢y Zerlegung der Eins, ¢ > 0 und ¢, > 0
spiter noch zu bestimmen. Fiir ¢ > 0 existiert nach Lemma 3.6 f;. €

C=(Q) N W™P(Qg) mit [|f — frellwmrq, < cre. Setze

fer= @ufre also fo— fi=> p(fre—f)

keN keN

(lokal nur endlich viele Summanden). Die Produktregel gilt, denn fiir ¢ €
()

/%fDﬂb = /(Di(%w) — (Dipp)) f = — /((@kw)Dz‘f + Y fDipy).
) ) )
Dabher ist o f € WHP(Q),

Di(¢rf) = Digr - |+ euDif.
Ferner gilt induktiv auch ¢ f € W™P(Q), und fur || < m

D*(prf) =Y <Z>DO‘_B% -DPf.
JEANY
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Wir erhalten

U%—Dwz§j<>§ywﬁ (D% i — DP).

BLa keN

1D fo = D*flle(@) < C Y lekllom@y 1P’ fre = D fllr (@)
ke

< CEZQs“PkHQm(ﬁ) <e
keN

falls ¢ < 27 ([lgxllgm @) +1)7/C. -

Sarz 3.8 (Produktregel). Sei 1 < p < oo, %Jr =1 und f € W™P(Q),
g € W™4(Q). Dann fg € W™YQ) und D;(fg) = Dif - g+ fDsg.
@n

C*(2) mit fr — f. Wir

Q=

BEWEIS. Sei p < co. Nehme fi, € W™
haben gesehen D;(frg) = Difk - g + fxDig.

/Dz“P fg= klgrgo/Diw - frg = —klggo/tpDi(fkg)
Q Q Q

—— tim [ @(Difi-g+ fiDig) = - [ @Dif -9+ £ Dig).
Q Q

Der Rest folgt mit Induktion. O

Sarz 3.9 (Kettenregel). Seien ,Q C R? offen, und ® : Q' — Q ein C!-
Diffeomorphismus mit beschrinkten Ableitungen D®, D&, Seil < p < oo.
Dann gilt fir f € WP(Q):

(a) fo® e Whr(QY).

(b) O(fo®)=0fo®- 0.

Bewers. UA. O

Sei Q € R? offen, 1 < p < 0o und m € N. Wir setzen

m AW @)
WP () = C2(Q) ;

Wo P(Q)y = {ue Wy :u>01ii.},
CE( )4+ ={p e CZ(Q) : ¢ 2 0}.
und
fr= xrsof, = =xs<0f, [feLP().
LEMMA 3.10. Sei Q C R™ offen.

(a) Djf* =140D;f, Djf~ = ~1<oD;f fuer f € WH3(9)

(b) e DA A W”( ) = WH2(Q) stetig.

(¢) C(Q), dicht in Wy*(Q),.

(d) Seiu € WH2(Q), supp(u) CC Q, d.h. es existiert ein offenes D C Q
mit suppu C D C D C Q. Dann ist u € WOI’Q(Q).
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BEwErs. U.A. O

SATZ 3.11. Sei I # () ein offenes Interval und f € WHL(I). Dann existiert
eine Nullmenge N so, dass fir x,y € I\ N

(6) )~ fla) = / f'(2) da

gilt.

BEWEIS. Sei f € WYH(Q) und f, € C°() N WH(I) mit f — f in
WHL(I). Dann gilt

Fely) — fulx) = / fi(z) dz — / f() de

Da f; in L'(I) konvergiert, besitzt sie eine punktweis fast iiberall konver-

gente Teilfolge, also lim;_, fi,(2) = f(2) fur fast alle z € I. O
SATZ 3.12. Sei I # 0 ein offenes Interval und f,g € L*(I) mit
y

fw) — fl@) = / g(z)dz firae,yeI\N,

xT

fiir eine Nullmenge N. Dann ist f € WHL(I) und f' = g.
BEWEIS Sei 1/) € C*(I), und ¢,d € I so, dass suppy € [c,d| und

fly = [V g(z) d= fiir fast alle y € I. Dann
/w’(y)(f( dy—//w 7) dz dy :/d/dw’ ) dyg(z
- / b(@)g(x) da

O

SATZ 3.13. Sei f € WHL(I). Dann existiert ein g € C(I) so, dass f = g fast
tberall.

BEWEIS. Sei I = (a,b). Definiere h(y) := [? f'(z) dz. Die Funktion h
ist stetig auf I, denn f’ € Ll( ) Auﬁerdem existiert hmx_,a ph(x), also h €
C(I). Seien z, z so, dass f(z) = [7 f'(z)dz. Sei ¢ := f(2) — h(z) und

setze g(y) = h( ) + ¢. Nach Deﬁmtlon f(z) =g(x) fir fast allex € I. O

BEMERKUNG 3.14. Die obige Integralgleichung impliziert nicht nur Stetig-
keit, sondern auch Absolutstetigkeit. Genauer ist Absolutstetigkeit dquivalent

u (6) (vgl. Maftheorie).
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Sarz 3.15. Es sei 1 < p < oo und I = (a,b). Dann sind die Einbettun-
gen WmP(I) — WHP(I) — WhHY(I) — C(I) stetig. Falls p > 1, ist die
Einbettung WP (I) < C(I) kompakt.

BEWEIS. Es ist klar, dass die Einbettungen
W™P(I) — WP(I) — Wh(I)

stetig sind. B
Es bleibt zu zeigen, dass WH1(I) — C(I) stetig ist. Sei f € WH1(I). Nach
Satz 3.11 existiert eine Nullmenge N mit

)
fw) — fl@) = / f(t)dt, zyeI\N.

Dann gilt

Y Y
I =|r@+ [ £lir@l+ (1712 18@1+ 17 1.

Integration bzgl. x iiber I liefert

(b—a)lf(y)] < / F@)dz < Il + 0 —a)l . weI\N,
I

d.h || fllpeery < Cllfllwragry. Da C(I)NWhH(I) dicht in W) ist, folgt
die Behauptung (Beachte: fiir f € C(I) gilt [[ull o) = [[ulso)-
Nun sei p > 1 und z,y € I mit > y. Dann gilt mit 1/p+1/p' =1

/ Holder - T
1w - s@p < ([1) 7L o 1P <@g 177

<(z- y)p/p HfH];Vl,p([)?
d.h.
1
[f(@) = FW)I < (@ = o)7 (| flwrey, feWHPD).
Also ist Byip(p),1(0) C C(I) gleichmiBig gleichgradig stetig. Die Behaup-

tung folgt nun aus dem Satz von Arzela—Ascoli. O

4. Sobolev Riume II. — Einbettungssitze

SATZ 4.1. Fiir 1 < p < 0o ist der Raum C°(RY) dicht in W™P(R?).

BEWEIS. Seien ¢ > 0, f € W™P(RY) und ¢ € C*(R%) mit suppr) C

B(0,2) und ¢(z) =1 fir z € B(0,1). Setze ¥;(x) := ¢(x/j).
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Beh. ¢;f — f in W™P(R?),
Die Produktregel (Satz 3.8) liefert
|IDY(5f — f)l < CZ \DA(p; — 1)| - | D> B g,
B<a
also
/’Da vif =) ‘p<C//Z\DB ;= 1P| D> P fp
R4 BLla

P<oga\B(0,5)

v [ D - p- 0t

F=epo,j)

—'S [t np ey

P<oga\B(0,5)

<y [ s
P=ora\B(0,5)

falls j grofl genug ist.

Nun betrachten wir einen Mollifier (p,,). Dann hat p,*1; f kompakten Tréger

und ist glatt. Nach Satz 2.9 und 2.16 gilt D*(pp, * (jf)) = pn * D*(; f) —

D%p; f fiir n — oo. Sei also erst j groff und dann n geniigend grof3, so dass

1= ot (05 ) sy < 1= Fllomosty + 1803 — (063 ) sy <
O

SATZ 4.2. Sei 1 < p < oo. Dann gilt
WP(R) — L™(R)
mit stetiger Einbettung, d.h. fir eine Konstante C,,
ull ooy < Copllullwiom), Yue€ WHP(R).

BEWEIS. Sei p € C°(R) und 1 < p < oo. Setze G(s) := |s[P~s. Dann
gilt ¥ := G(¢) € CYR) und ¢’ = G'(p)¢’ = p|e/P~1¢'. Also erhalten wir
fir z € R

T

Glp(x)) = / plo()P~1 (t) dt.

—00

Nach der Holderschen Ungleichung folgt

1G(o(x))] = ()P < pllelE 1€ Il
und
lo(z)] < Cllel| P77 | 2/7.
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Die Youngsche Ungleichung liefert

(7) le(@)] < CE el + C3lle lp < Cllelwram

Sei nun u € W1P(R). Nach Satz 4.1 existiert u, € C°(R) mit u, — u in
WHP(R). Mit (7) ist dann u,, eine Cauchyfolge in L°°(R) und die Behauptung
folgt. O

LEMMA 4.3. Sei d > 2 und fi,...,fq € LYY R, Fir 2 € R? und
1 <13 <d setze

Ti o= (21,20, .., Ti1, Tip1, ... Tq) € RE!
und sei

f(z) = fi(@1) fa(Z2) - -~ fu(Ta) firz e R4,
Dann f € L'(R?) und

d
£l 1 (ay < H | fill a1 (ma-1y-
i—1

BewErs. U.A. O

THEOREM 4.4 (Sobolev). Sei 1 < p < d. Dann ist die Einbettung

x 1 1 1
WhP(RY) < LP"(RY), mit — = — — ~
(RY) > 17" (RY) =g
stetig und es existiert C' = Cp g mit
Ifll < CIVflle Y € WHP(RY).
BEWEIS. 1. Schritt: u € CL(RY).
Sei 1 <1i<d.

ou
]u(xl,xg,...,md)\ = ‘/ %(1'1,1'2,...,xi_l,t,xi+1,...,xd) dt‘
7

< 7 guz(
1:_;(@)-

Also || fill 1 (ra—1) < ||g£||L1(Rd)-
Es gilt [u(z)|? < TI, | £i(Z)|. Mit Lemma 4.3 folgt:

/|u dldx</H|fl 7 dldx<HH% ot

Rdzl

Loy ... ,xi,l,t,xiﬂ,... ,,Id)‘ dt
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Das heifit

(®) R HHM

Wir wenden (8) auf |uf, ¢ > 1 anstatt auf u an. Also, mit 1/p+1/p’ =1

L1(Rd)"

td d
ol g = ([ 11 @) )’ <HHtru\f g1

]Rd

= tHH!uV i

Wéihlenuntsodassd——p( 1), d.h. t—dl*(dannt>1) Jetzt

durch dividieren durch ||ul®” Lp (-1 () bekommen wir

Ll(Rd <tHu”Lp ! (t— 1) (R4) HH@J:,

ull Lo+ gy < tHHaml

die Behauptung fiir u € C} (]Rd).

2. Schritt: Sei u € WIP(RY). Nach Satz 4.1 wihle up € C®(R?) mit
up — u in WHP(R?). Dann [kl po* ey < Cl|Vug||Lp(ga). Dies zeigt auch

[_,p(Rd < CHVU’HLP(Rd)a

dass uy eine Cauchyfolge in LP (RY) ist, deshalb ist sie konvergent. Ei-
ne Teilfolge konvergiert dann fast iiberall, benutzen wir die selbe Bezeich-
nung uy(z) — u(x) fir fast alle 2 € R% Also up — u in LP (RY), und
[l £ (Rd) = CHVUHLP(Rd)- O
BEMERKUNG 4.5. Es geniigt Cpq = (ddilzzp. Die optimale Konstante ist
bekannt aber kompliziert.

SATZ 4.6. Sei 1 < p < d. Dann ist die Finbettung
WHP(RTY) — L'(RY),  r € [p,p"]
stetig.

BEWEIS. Sei p < r < p*. Fiir ein 0 gilt % = g + 1;—*9. Verwende dann die
Interpolationsungleichung, die Youngsche Ungleichung und Theorem 4.4

ol sy < ol ey a2 gy < Ol oy + (1 = O) [l o e
< lull o gty + el o gty < ll oty + ClI Vel ogae

< C'lullwrewe-

THEOREM 4.7 (Morrey). Es sei p > d. Dann ist die Einbettung
WP(RY) — L(RY)
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stetig. Ferner existiert ein C := Cy,, so, dass fiir alle f € WhP(RY) gilt

[F(@) = fW) < Clo = yl*IVflle fir fast alle z € R,
Sy d
wobei 6 =1 — 2.
BEWEIS. 1. Schritt: Sei u € C}(R?). Sei @ ein abgeschlossener Wiirfel
0 € @ mit Seitenléinge 7. Sei z € @, dann u(x)—u(0) = fol %u(tm)dt. Daraus

La
u(z) — u(0)| g/z 2 (1) ym,ydt<r2/\ (ta)] dt.
0

=1 = 10

Sei u = |Q| ™! fQ u(z) dz. Dann |7 — u(0)| < |Q|~* fQ |u(z) — u(0)[, und

wewos g [ [$enlavns=z [ |
2 0 Q

=1

(tx) ‘ dx dt

d
‘ aml
i=1

0
1
— = [ 1w
0 =l
rd 1/p
S,,dll/z< 2u(y)|P d ) QY- L dt
0 =1 Q

da/ Fl—d/
S%WWWWM/%@—HMWM@-

Natiirlich konnen wir das ganze fiir « anstatt fiir 0 wiederholen und auch @
verschieben, also

_ ri=d/p 3
(9) |t — u(x)| < T d/p||VuHLp(Q) fiir x € Q.
Daraus
o 2ri=d/p )
[u(z) —u(y)] < fu(z) —al+|a—uly)| < T d/pHquLP(Q) fir z,y € Q.

Sei nun z,y € R%. Es existiert ein Wiirfel  der Seitenlinge r = 2|z — y/| mit
x,y € Q.

Clz —yl?
uta) = )] < TVl

2. Schritt: Sei u € WIP(R?). Approximiere mit u, € C®(R?), d.h. up, — u
in WHP(R?). Wie im Beweis von Theorem 4.4 folgt

Clz —y|
1—d/p HVUHLP(Rd)-

u(z) —u(y)| <
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3. Schritt: Wir zeigen WHP(R?) — L®(R9). Sei u € CH(R?), z € R? und
@ > z der Einheitswiirfel. Aus (9) folgt
lu(@)| < [ul + ClVull o) < llullrr@) + ClIVUllLe@) < Capllullwiswa)-
Schlieflich approximiere u € WP(R?) mit uy € CL(R?). O
SATZ 4.8 (Der Fall p = d). Die Finbettung
WH(RY) — LYR?), ¢ € [d,o0)

15t stetig.
BEWEIS. Ohne Beweis. O
KOROLLAR 4.9. Seim € N (m >1) und 1 < p < co. Dann gilt
(a) 3 =% >0= WmP(R) < L"(R?) mit t = — &
(b) % -2 =0= WmP(RY) «— L"(RY) fiir alle r € [p, 00) % = % -
(c) 3 =% <0 = W™P(R?) — L®(R?)
jJeweils mit stetiger Finbettung.
(a) Sei % — %<0, m—d/p&N. Setze
k::[m—%] und 9::m—%—k:,0<9<1
— fiir jede f € W™P(R?) es existiert C' mit
1D fllLee < Clf l[wme Vla| <k
D% f(x) = D f(y)| < CIf |wmrle —y|’ fast alle z,y € RY, |a| = k.
Insbesondere gilt
WP (RY) — CF(RY)
mit stetiger Finbettung.
Beweis. UA. O

5. Sobolev Riume III. - Gebiete

NOTATION 5.1. Sei # € R%. Dann x = (2/,24) mit ' € R 2/ =
(x1,...,24-1). Wir setzen

]R‘j_ ={z = (2',2q) : g >0}

Q:={x=(2",2q): |2'| <1 und |z4] < 1}

Ry =N Ri

Qo :={z=(2',29): |2'| <1 und zq4 =0}
DEFINITION 5.2. Sei © C R? offen. Dann heift Q von der Klasse C™, falls
eine lokal endliche Uberdeckung {U;};cn des Randes 02 und bijektive Abbil-
dungen ®; : Q — Uj existieren, so dass ®;, @;1 m-fach stetig differenzierbar
mit gleichméBig beschrinkten Ableitungen sind und ®;(Q4) = U; N Q und
®;(Qo) = U; N0 gelten.
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Satz 5.3 (Fortsetzungsoperator). Sei Q C R? beschrinkt und von der Klasse
C™ oder Q = Ri. Dann existiert fir 1 < p < oo ein linearer Operator
F:LP(Q) — LP(RY), so dass fiir alle u € WFP(Q) mit k < m gilt

(a) Fulq = u,

(0) 1 Fullwrs@ey < Callullwrrq)-

BEWEISIDEE FUR m = 1 UND {2 BESCHRANKT: Nach Voraussetzung kann
man 2 mit Uy = € und endlich vielen U; {iberdecken. Die zugehorigen bi-
jektiven Abbildungen bezeichnen wir wieder mit ®;. Betrachte eine dieser

Uberdeckung untergeordnete Zerlegung der Eins (). Die Funktionen ¢ f
(eingeschrinkt auf Q N U;) liegen in W1P(Q N U;). Sei einfach

o v Jgo(z) xzel
fo(x) :== {O 2 U

Fiir [ > 0 definiere g; := (¢ f) o ®;. Dann gehért g zu W1P(Q.) nach
Satz 3.9. Setze g;, | > 0 auf @ so fort:

o )y e d 9@ za)) (@ 2a) € Qy
ez {gz«m',—xd» (', 24) € Q= UQo.

Es gilt g; € WH(Q) und [|gillwreq) < Cllgillwir(g,) (dies ist noch zu
beweisen!). Jetzt sei f; :== g o <I>;1. Dann gilt fl‘ onU, = (gplf)‘ ony, und fi
ist null auBerhalb von @;1(62) Betrachte jedes f; als eine Funktion definiert
auf R? (0 auBerhalb U;). Dann f; € WhP(RY), also liegt die Funktion

~ N ~
F=>"h
=0

auch in WHP(R?) und sie ist eine Fortsetzung von f (nach Konstruktion).
Die folgenden Abschitzungen gelten fiir [ > 0:

lgllwiry) < Cllenf lwir@nu) lallr@yy < Clleuf lr@nuy
lgllwre@) < Clladllwir@.) Gl r@) < Cllalle(q.)
| fillwre@y < Cllallwie o), I filler ) < Cllaillze (@),

wobei die Konstante C' nur von €2, von der Uberdeckung und von den zu-
gehorigen Funktionen ®; abhingt. Also

N N N
1 lwro@ey <D I filwiomsy = > I fillwre@y < C - leifllwre@na)
1=0 1=0 1=0

<" fllwrw)-
Analog folgt die Abschétzung im Fall k = 0. O
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Satz 5.4 (Dichtheit). Sei ) # Q C R? beschrinkt und von der Klasse C™.
Sei u € W™P(Q) wobei 1 < p < oo. Dann existiert eine Folge (u,) C
C(R?) mit up| o — w in W™P(Q), d.h. die Menge

{u‘g D€ C’SO(IR{d)}
ist ein dichter Unterraum von WP ().

BEWEIS. Sei v € W™P(Q) und betrachte Fu. Satz 4.1 liefert eine Folge
(v) € CX(RY) mit

nl;rrgo v — Fullympgay = 0.
Die Folge u,, := vn‘g hat die gewiinschten Eigenschaften. O

KOROLLAR 5.5. Seim € N (m > 1), ) # Q C R? beschrinkt von der Klasse
C™ oder Q) = Ri und 1 < p < co. Dann gelten die folgende Aussagen

(@) 1 —m >0 = Wmr(Q) < L'(Q) mit L=1 - m

(b) 5 =% =0= W™P(Q) < L"(Q) fir alle r € [d,o0),
(¢c) 3 =5 <0 = WmP(Q) = L>(Q)
jJeweils mit stetiger Finbettung.
(a) Sei % — %<0, m—d/p&N. Setze
k::[m—%] und 9::m—%—k:,0<9<1
= fiir jede f € W"™P(Q). Dann existiert C' mit
D% fllLoe (@) < Cllfllwmnp)  fiir alle |of <k
D2 f (&) = D°F()| < Ol lwmaeyle —yl  fiir fast alle 2,y € 2, |a] = k.
Insbesondere gilt
W™P(Q) — C*(Q)
mit stetiger Finbettung.

BewErs. U.A. O

SATZ 5.6 (Charakterisierungen von Sobolev Funktionen). Es sei f € LP(Q)
mit 1 < p < oco. Aquivalent sind

(a) f € WHP(Q)
(b) Es existiert C' >0

Iy
Q
(c) Es egistiert ein C > 0, so dass fiir jedes Q' C Q mit ' C Q und
fiir alle h € RY mit |h| < dist(Q,Q°) gilt
ITnf — fllzery < Clh|.

BEMERKUNG 5.7. Es kann C = ||V f|| () gewdhlt werden.

SC’H(pHLp/(Q), fiir alle p € C°(Q), i =1,...,d.
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Falls p=1, so gilt () = (b) <= (c)
BewEis. UA. O

SATZ 5.8. Sei Q C R offen, 1 < p < oo und M C LP(Q) beschrinkt. Es
gelte

(a) fiir alle e > 0 und ' C Q' C Q ewistiert ein 0 < § < dist(Y,Q°)
mit

Imnf — fllrry <& fir alle h € R? mit |h| < § und fiir alle f € M,

wobei (thf)(x) = f(x 4+ h). o
(b) fiir alle e > 0 existiert ein Q' C Q mit Q' kompakt in , so dass

1 fllzr\0y <€ fir alle f € M.
Dann ist M relativ kompakt in LP(Q).

BEWEIS. (Skizze). Wir betrachten zunichst den Fall Q = R¢. Nach Vor-
aussetzung (b) kénnen wir ' C  mit Q" kompakt in € wihlen, so dass ein
C > 0 mit

(10) I fllzr@oy < Ce,  f € M.

existiert. Sei 7, ein Mollifier und ® € C,(R?). Dann gilt

(11) [ % @ = @[ pp(ray < sup [|Th® — @] 1p(ray -
heB(0

,€

Da C.(R?) dicht in LP(R?) ist, existiert fiir f € LP(R?) eine Folge (®;)jen C
C.(RY) mit limj o ®; = f in LP(RY). Es gilt

lim 7, * ®; = 1, * f in LP(RY),
n—oo
lim 7,®; = 7, f in LP(R?).
J—00
Damit folgt aus (11) und (a), dass
lim (|9, * f — fllry =0
n—o0
gleichméBig fiir alle f € M, d.h. es existiert ein C' > 0 und ein n € N mit

(12) [0 % f = fllor@y < Ce,  f€M.

Wegen 7, * f € C®(R?) gilt insbesondere 1, * f € C (). Mit Arzela-Ascoli
folgt nun, dass

M'={n,*f:feM}
relativ kompakt ist.

Somit existieren nach (Adams, Sobolev Spaces) Theorem 1.19 (Total be-
schrinkt) eine endliche Menge von Funktionen {41, ..., ¢} C C(Q') mit

M c LnJ B(T,Z)Z,6)
i=1
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Daher existiert ein C' > 0, so dass fiir f € M ein j € {1,...,m} mit
(13) [¥j(x) = (i * f)(@)] < Ce, €

existiert. Bezeichne die Erweiterung mit 0 auf R% von ¢ mit . Dann folgt
aus (10), (11), (12) und (13), dass

If - TZJJ'HLP(Rd) <e
fiir ein j € {1,...,m} gilt, d.h.

m
M c | B(i,e).
i=1
Daher ist M relativ kompakt.
Der allgemeine Fall folgt aus dem Spezialfall, wenn man die Menge M = { f :
f € M}, wobei f die Erweiterung mit 0 auf R? von f bezeichnet, betrachtet.
(s. Adams, Sobolev Spaces, Theorem 2.32) O

THEOREM 5.9 (Rellich). Sei 0 # Q C R? beschrinkt der Klasse C'. Sei
1 <p < o0. Dann gilt
(a) p<d= WP (Q) — L"(Q), r € [1,p*), wobei 1% =
1st;
(b) p=d = WP(Q) = L"(Q), r € [1,00);
(c) p>d= WP(Q) = C(Q)

jJeweils mit kompakter Finbettung.

1—1) — é erfillt

BEWEIS. (a) Sei B die Einheitskugel in W1P(2). Wir verwenden Satz

5.8. Sei 1 < r < p*. Dann existiert ein # € (0,1] mit % = g—}— 1};9. Sei

Q' C O CQund |h| < dist(€, Q). Die Interpolationsungleichung 1.11 und
5.6 liefern

I =l ey < llmnu = ull§o o) Il = ull 7

<RIV ullFr gy Cllull o )
< Ol IVl oyl ) < CIAI",
falls u € B. Ferner gilt fiir solche u

r 1/r —r/p*
oy = ([ W@l @)™ <l @nani2\ 21777
o\
<A\ <,
falls ' geeignet gewihlt ist.
(b) Analog.
(c) Sei p > d. Sei B die Einheitskugel in WP(2). Es ist zu zeigen, dass B

relativ kompakt in C(€2) ist. Korollar 5.5 liefert
[f(z) = fW)l < Cle —y|*  VfeB,
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mit a > 0, d.h. B ist gleichméBig gleichgradig stetig. Der Satz von Arzela—
Ascoli liefert die Behauptung.
O

SATZ 5.10 (Poincaré Ungleichung). Sei () # Q C R? offen und beschrinkt.
Dann existiert Cq > 0 mit

1 fllzr) < CallVfllr) fir alle f € WP (Q).

BEWEIS. Sei f € C°(Q2) und Q C [aq,b1] X -+ X [ag,bg], und definiere
f=0auf R\ Q. Dann gilt firi=1,...,d

]f(xl,...,xi,...xd)\p: ]f(xl,...,xi,...xd)—f(xl,...,ai,...xd)\p

= ‘73zf($1,---,yi,---$d)‘p dy;

Tq bi
< (bi — ai)p/q/\aif!p < (bi — az‘)p/q/ 0; P

Daher
1y < (b= @7 (b = a0 2y = (b — a5 £ -

Da (Zizl 0; f[P)/P < M|V f]|, so erhalten wir die gewiinschte Ungleichung.
U

SATZ 5.11 (Einbettungssitze fiir Wol’p(Q)). Die obigen Einbettungssitze gel-
ten auch fiir Wol’p—Rc’iume.

Bewes. Klar, da W,?() € WhP(Q). a

BEMERKUNG 5.12 (Vektorwertige Sobolev-Réume). Sei m € N, k € Ny,
1 <p<ooundQCR? offen. Wir definieren

WEPQR™) :={f = (f1,.., fm) : [ €WFP(Q), i =1,...,m}.
Dann gelten die Sitze fiir WoP(Q) auch fiir vektorwertige Sobolev-Riume.

BEWEIS. Sitze komponentenweise anwenden. O

6. Sobolev Ridume IV. Spuroperatoren
SATZ 6.1 (Spursatz (Halbraum)). Sei 1 < p < oo. Dann ezistiert eine ein-
deutige stetige Abbildung o : WhP(RL) — LP(RI1) mit
FRiu = u‘aRi7 u € CS"(RTi)
Bewels. U.A. O
SATZ 6.2. Sei 1 < p < oo. Dann gilt:
ue WyP(RY) & Ppau=0, ueW(Q).
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BEWEIS. Die Richtung von links nach rechts ist klar. Sei nun u € WP (Ri)
mit F]Riu = 0 und (u,) C CX(RY) mit u,, — uin WHP(RZL). Wir bezeichnen

die Fortsetzung von u mit 0 auf R? mit @ und zeigen, dass @ € W1HP(R?)
liegt, wobei D@ die Fortsetzung von D®u mit 0 auf R ist. Es gilt

/Do‘ucp /Do‘ucp = hm D%uynp

TR
= lim —/unDago—l— / UpP
n—o0
R¢ OR%
= lim [ u,D% = /uDo‘cp: /ﬁDo‘cp,
n—o0
R4 R% Rd

o <1, p € C(RY),
da

/ Unp| < ”FRiun”Lp(Rdfl)H(PHLPI(Rd,I) — 0 fiir n — oc.
Ry
Daher liegt v € WHP(RY). Da h Tru (vgl. 1. Ubungsblatt) fiir h =

(0,0,0,...,h) eine stetige Abbildung mit Werten in W1P(R?) ist, folgt die
Behauptung nach Lemma 3.10 (d). O

SATZ 6.3 (Spursatz). Sei 1 < p < oo und ) # Q C R%L beschrinkt und

von der Klasse C'. Dann existiert eine eindeutige stetige Abbildung T'q :
WLP(Q) — LP(0S2) mit

Tou = ulpn, u € CX(Q).

BewEIS. Nach Voraussetzung existiert eine Uberdeckung U ; des Randes
von 2. Wir bezeichnen wieder die zugehérigen Diffeomorphismen mit ®;.
Weiter sei ¢; eine der Uberdeckung U; untergeordnete Zerlegung der Eins
und ¢; € C°(R?) mit 0 < 1p; < 1 und supp p; CC {tb; = 1}. Wir definieren

PQU = Z(pj(FRi (Tﬂ]u) e} (IDJ) (e} @;1

Dann gilt:
(Cau)(x) = Y 05(2) (T (1) 0 B5) 0 B5 ()

:ngj () ((1hju) o ®;) o jl(x)ZZSDj(fU)(%U)(fﬂ)

=u(z), =€ aQ, u e CP(RY).
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SATZ 6.4. Sei 1 < p < oo, B # Q C R? und von der Klasse C'. Dann gilt:
ue WyP(Q) & Tou=0,u € WHP(Q).

BewErs. U.A. Lokalisierung unter Verwendung von Satz 6.2. U

BEMERKUNG 6.5. Es stellt sich die Frage, ob die Abbildung I'q : W1P(Q) —
LP(Q) surjektiv ist, d.h. kann jede LP-Funktion auf dem Rand ins Innere

fortgesetzt werden?

1
Antwort: Nein, man kann aber zeigen, dass I'q : WHP(Q) — Wl_ﬁ’p(aﬁ)
fir 1 < p < oo surjektiv ist. Hier:

u(z) — u(y)”

o — gt dedy <oop, se(0,1).

WP(9Q) := S u € LP(0Q) : /
00 00



KAPITEL 3

Elliptische Randwertproblem in >

1. Elliptische Randwertprobleme

NOTATION 1.1. Die Sobolevriume werden im Falle p = 2 mit H™(Q) =
W™2(Q) bzw. mit HY*(Q) = W(;n’Z(Q) bezeichnet.

BEMERKUNG 1.2. Die Rdume H™ und H§" sind Hilbertrdume mit dem Ska-
larprodukt

<f,g> = Z /DafDag-
la]<m
Insbesondere sind sie reflexiv. Die Norm ist hier gegeben durch das Skalar-
produkt

Ilniey = 502 = (X [1ParP)"

la|<m g
welches zu der W™2-Norm dquivalent ist.

Im Folgenden nehmen wir stillschweigend K = R an, aber natiirlich gelten
die Resultate auch im Falle K = C.

LEMMA 1.3. Sei ) # Q C R? offen, beschrinkt und von der Klasse C'.
Sei (u,) C HY(Q)) schwach konvergent gegen ein u. Dann konvergiert u, in
L?(Q) gegen u.

BEWEIS. Die Einbettung H*(Q) < L?(Q) ist kompakt (siche Theorem
5.9). Nehmen wir an, dass eine Teilfolge u,, existiert mit [|u,, — ullz2@q) >
e fiir ein festes ¢ > 0 und fiir alle ng. Diese Teilfolge wird auch mit wu,
bezeichnet. Da (uy,,) beschrinkt in H!(€2) ist, hat es eine L?({2)-konvergente
Teilfolge up, — u'. Aber u,, — u schwach in H1() also auch schwach in
L?(€2), was zu dem Widerspruch u’' = v fiihrt. O

BEMERKUNG 1.4. Natiirlich gilt das obige Resultat fir WP Riumei, so
lange 1 < p < oo ist.

1.1. Elliptische Gleichungen 2. Ordnung mit Dirichlet Randbe-
dingungen. Sei () # Q C R? offen und beschrinkt. Seien a;; = a;; € C1(€),
1<i,j <dund ap € C(Q), ap(x) > 0 fiir jedes x € Q. Wir setzen im Fol-
genden die sogenannte FElliptizitdtsbedingung voraus:

d
D a(@)&s > alg?, Ve, vEeRY,
ij=1

32



1. ELLIPTISCHE RANDWERTPROBLEME 33

fiir ein a > 0, d.h. die Matrix mit den Eintréigen (a;;) ist positiv definit.

PROBLEM 1.5 (Dirichlet-Randbedingung). Finde u: Q — R mit

L8, bu
(P) _ig:laTj(aija—%)+aou =f nQ

u =0 aufdf

Klassische Losung: Eine Funktion u € C?(Q), welche (P) erfiillt.
Schwache Lésung: Eine Funktion v € H}(2) mit

ou v
(SP) +/ a;j /aouv = /fv Vo € Hi(Q).
]Z I da; ij 0

Schritt 1: Klassische Losungen sind auch schwache Lésungen
Falls u € C*(Q) gilt auch v € H'(Q2) N C(Q). Da /g = 0, liegt u in Hj(Q2)
. Multiplikation mit v € CZ°(€Q2) und partielle Integration liefern (SP) fiir
v € C(Q). Der Dichtesatz 3.7 gibt (P) fiir alle v € H} ().

Schritt 2: Existenz von schwachen Lésungen

Seien nun a;; € L>(Q), f € L*(Q). Dann existiert eine eindeutige Losung
u € H}(Q) des schwachen Problems (SP), mit

lullza ) < Cllfllz2@)

mit einer von f unabhéngigen Konstanten C.

BEWEIS. Setze
d ou Ov
a(u,v) := / Z jn 5 —i—/aouv,
i O
Q

1,j=1

/fv v E HYQ).

Dann ist a eine stetige Bilinearform auf H}(f2), denn

la(u, v)| < CHVUHL?(Q)HVUHLQ(Q) + CHUHL2(Q)HUHL2(Q)
< C'llull @ 1ol o)
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Genauso sieht man, dass das lineare Funktional b stetig ist. Die Bilinearform
a ist auch koerziv, denn

) = (30 a2 2 u) "2 [ ol o [l
a(u,u) = aji——=— + agu > /a U —|—a0/u
P ]8£Cl' axj
Q  bJ Q Q

> af|VullF2(q) = allVullfzq) + ellullfzq) — ellulfzg

= ellullF (o) + (@ = &) Vull72q) — ellullZzq)

Poincaré B

> ellulling + G2l o) — elulfa

2 1 2
= eluli o)+ (& — (1 + Z) Iullf (-
Fiir geniigend kleines ¢ > 0 folgt die Koerzivitdt von a, d.h a(u,u) >
6””‘&”(9)’ u € H}(Q). Verwendung vom Lax-Milgram Lemma liefert die
Existenz und die Eindeutigkeit der Losung (vgl. UA).

Die schwache Losung v erfiillt

1 1
Julfy < Zatww) = Zbw) = [ Fu< 17l o
Q

Dies zeigt [ull; < leHLQ(Q), also die gewiinschte Normabschétzung. O

Schritt 3: Regularitidt der Losung
Seien a;j(x) = d;; fiir alle z €  und Q offen, beschrénkt, von der Klasse
C2. Sei f € L), u € H}(2) schwache Losung von (P). Dann gilt

(a) u e H*(Q) und [lull g2) < cllfllr2@)-

(b) Ist f € H™(Q) und 99 der Klasse C""? = v € H™"2(Q) und
|ul| rmt2 () < Cll fllam(e)-

BEWwEIS. Siehe Kapitel 2. O

KOROLLAR 1.6. Sei f € H™(Q) und u € H™2(Q) die schwache Lisung
von (P). Die Sobolevschen FEinbettungsitze 4.9 geben WHP(Q) — C?*(Q),
falls | > 2 +d/p. Fiir p=2 und m > d/2 gilt u € H™2(Q) — C%(Q).

Schritt 4: Riickkehr zur klassischen L&sung

Sei f € H™(2) mit m > d/2. Dann existiert eine schwache Losung u €
H} ()N C%(Q). Ferner partielle Integration und Dichtheitsargument liefern
die Existenz klassischer Lésungen.

2. L?-Regularititstheorie
Sei () # Q C R? offen und beschrinkt. Seien aji = ajj € CclQ),1<4,j5<d

und b;, ag € C(Q), 1 < i < d. Wir setzen die Elliptizitidtsbedingung vor-
aus. Wir untersuchen zunéchst die Regularitdt von Losungen der folgenden
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Gleichung fiir f € L?().

d d
(14) - Z 9; (aijaiu) + Zbiaiu +apu = f in Q.

ij=1 i=1

THEOREM 2.1 (Innere Regularitit). Sei f € L?(Q) und u € H'(Q) eine

schwache Lésung von (14). Dann ist u € HZQOC(Q) und fiir V.CC Q gilt:

lull g2y < C (120 + llull2))
wobei C' nur von Q, V und a;;, b; und ag abhdngt.

Beweis. Wir betrachten nur den Fall a;; = d;5, b; =ap =0. Zu 'V C Q
wahle W7 C Q und Wy C Q offen mit

VcWicW,CcWyC Wy CQ

und € € CP(RY) mit € = 1 auf V, & = 0 auf R\ W; und 0 < ¢ < 1.
Betrachte

(15) / (Vi)(Vur) = / of. e HAQ
Q Q
Setze ¢ = —Dk_h(§2D,’;u), wobei

u(z + hey) — u(z)
5 ;

Dhu(z) = h # 0.

Dann gilt

/ of = / VVu = / v (D,;h(52D,’;u)) Vu = / v ((52D2u)) D'vu
Q Q Q Q

= / 26(VE) DDV + / 2D (Vu)DIVu
Q Q
> —C|| Diul 2w 1EDEV ull 2wy ) + HSDZVUH%%Q)

1
> S [lEDEVul Ty — ClIVullZ2ry)-
Weiter
lel72() < CIIV(E2DRu)lli20y < C(I126VEDRulF2(q) + €2V DyullZ2(q))
< C (IDkulBaqun) + 1€2DEV Ul 2y )

< C (IVull 2wy + 1€ DEVulZarny)
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und damit

| / of] < Cll el llzz
Q

< Clfll e (IVull 2wy + 1€2 DRV L2 wry))
1
< (1B + Il + 0PIVl ).
Also,
1 1
Z||DZVU||%2(V) < ZHgDZVUH%Q(Q) < C(IF 72y + Il o))
fiir h klein genug, d.h. Vu € H*(V) und

lull vy < CULf 2@ + llullr o))

Wihle n € C°(R?) mit n = 1 auf Wy, n = 0 auf R4\ W5 und 0 < 5 < 1.
Mit ¢ = n?u in (15) erhalten wir

[te=[@ovu= [ @00+ |20
Q Q Q Q

> [[nVullZ2 ) = Cllull 2wy IV ull 2w

1
> §H77VU||%2(W2) - CHUH%Q(Q)

und
| [l <€ (Wl o)
Q
< O (Ifl2@) + Iulaqey )
d.h.
19ull 2wy < (990l 20y < (17120 + lul32(0y)
Also

1wl gy < CUIfll2) + ull2@)-
U
THEOREM 2.2 (Hohere innere Regularitéit). Sei a;j, ao,b; € C™T1(Q), m €

N, f € H™(Q) und u € HY(Q) eine schwache Lisung von (14). Dann ist
u € H"(Q) und fir Vcc Q gilt:

loc
ull g2y < C (1f lam @) + lullz2@)

wobei C' nur von Q, V und a;j, b;, ag abhdngt.
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BEwEIS. Der Fall m = 0 ist klar. Wir betrachten nur den Fall b; = ag =
0. Sei nun m € N und das Theorem gelte fiir m. Insbesondere gilt dann
u € H2T™(Q) und fiir alle V CC Q existiert C' > 0 mit

loc
(16) [ull zzm vy < CUfllam@) + llullz2@),  f € H™Q).

Wir zeigen, dass das Theorem dann auch fiir m + 1 gilt.
Sei WCQmitVCWcWCQund|a|=m+1. Wihle p € C°(W) und
@ = (=1)l*1D*p. Mit partieller Integration erhalten wir

d
(17) Z /aijai(ﬁajﬁ = /(ﬁf
Li=lg Q
mit @ = D% € H' (W) und

d
f = Daf — Z — Z Bi(DO‘_ﬁaijDﬁaju)

BLa,BFa 1,j=1
Insbesondere folgt aus (16) f € L*(W) und
[ lez2wy < CUflm+r@) + lull2@)-
Daher folgt mit Theorem 2.1
il 2y < C(Hf”LQ(W) + all 2owy) < CUfllmr) + llullz2@),
d.h. HUHHm+3(V) < C(HfHHmH(Q) + HUHL2(Q))- U

Im néchsten Schritt betrachten wir das Problem
d

d
(18) - Z 9; (aijaiu) + Zbiaiu + apu = f in Q2

ij=1 i=1
u = 0 auf 09.

THEOREM 2.3. Sei Q2 C RY beschrinkt von der Klasse C?, f € L*(Q) und
u € HE(Q) eine schwache Lisung von (18). Dann ist u € H?(Q) und es gilt:
lull g2y < C (1 f ez + llullr2@)) »

wobei C' nur von ) und a;;, b;, ag abhingt.

Beweis. Wir betrachten wieder nur den Fall a;; = 6;5, b; = ag = 0.
Schritt 1:
Sei Q@ = B(0,1) NRY und setze V = B(0, 1) NRL. Wihle ¢ € C°(R?) mit
¢=1auf B(0,3), ¢ =0auf R?\ B(0,1) und 0 < £ < 1. Sei u € H(£2) mit
ulponore = 0 und

[@awn = [or. vemim)

Q Q
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Firk=1,...,d — 1 setze ¢ := —Dkfh(£2D’k?u). Da

pl) =~ Dy () [ula + her) — u(z)
= 5 (€@~ hey)lu(x) — u(z — he)] ~ €@)ulz + hex) — u(z)])
x €,

folgt ¢ € HE(Q). Wie im Beweis von Theorem 2.1 erhalten wir

IDEVul 2y < C (1 20y + Nl 0 )
d.h. Opu € HY(V) fir k=1,...,d — 1 und

d

(19) Z [OkO1ull L2y < C (I fl2e) + llullm o) -
kl=1k11<2d

Desweiteren gilt:

d—1 d—1
—u=>Y 0fu—Au=> dfu+f.

i=1 i=1
Damit (i. A. aus der Elliptizitét)
(20) 107ull 20y < C (1l p2) + Il ) -

Aulerdem gilt:

@) afulfg) < /(VU)(VU) = /Uf < 72 + 2@
Q Q
Aus (19), (20) und (21) folgt nun

lullzzvy < C (12 + lullz@)) -
Schritt 2:
Sei nun 2 beliebig und wihle zu x € 9
D, : Q= B(z,r) ﬂRi — U(z),
V' := B(z,r/2) NRY fiir ein r > 0 (vgl. Definition 5.2. Setze V := ®,(V").
und v’ = u o ®,. Dann gilt u' € H(), u‘aﬂ’ﬁRi = 0 und (dies ist noch zu
Zeigen)

d d
> [ayosons = [ Yoviou'+ [ayou+ [ 1
iJZlg Q =1 Q Q
mit f' = f o @, und geeigneten a;;, b} und ap. AuBerdem gilt (auch dies ist
noch zu Zeigen)
d
D ajgg > g, € eRY

1,j=1
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Nach dem ersten Schritt ist v’ € H?(V’) und es gilt
'l g2 vy < CUF N2y + 1] L2r))s
wobei C' > 0 unabhiingig von f’ ist. Also ist u € H?(V) und es gilt
HUHH2(V) < C(HfHL2(Q) + HUHL2(Q))
mit einer von f unabhéingigen Konstante C.
Da 092 kompakt ist, konnen wir 02 mit endlich vielen Vi, ..., Vv iiberdecken.

Dies liefert zusammen mit der inneren Regularitit die gewiinschte Abschitzung.
O

Analog zu Theorem 2.2 erhalten wir

THEOREM 2.4. Sei a;j,bi,ap € C™HQ), m € N, f € H™(Q) und u €
H}(Q) eine schwache Losung von (18). Dann ist u € H™2(Q) und es gilt:

[ull gmt2) < C ([ flame) + llull2@) »
wobei C' nur von 0 und a;;, b;, ag abhdingt.

BEWEIS. Ohne Beweis. O

KOROLLAR 2.5. Sei Q@ C R? won der Klasse C?, b; = 0, ag(z) > 0 fir
T €Q, feL*Q) undu € H}(Q) eine schwache Lésung von (18). Dann ist
u € H%(Q) und es gilt:

lullz20) < Cllfll2)s
wobei C' nur von Q und a;;, ag abhingt.

BEWEIS. Lax-Milgram liefert [|ul g1 (2) < C||f[|12(q)- (Die Einschrénkung
an die Koeffizienten liefert die Koerzivitét). O



KAPITEL 4

Temperierte Distributionen und die
Fouriertransformation

In diesem Kapitel entwickeln wir die wesentlichen Eigenschaften der Fou-
riertransformation. Fiir unsere Zwecke notwendig ist dabei eine Einfiihrung
in die Theorie der Distributionen, die wir voranstellen wollen. Wir werden
uns hier jedoch auf temperierte Distributionen beschrianken.

1. Temperierte Distributionen

DEFINITION 1.1 (Schnell fallende Funktionen). Eine Funktion ¢ € C*°(R"™)
heifit schnell fallend, falls fiir alle Multiindizes o, f € N™

dap() = setlﬂgl{lw“DBso(:v)l} < 00.

Wir bezeichnen die Menge aller schnell fallenden Funktionen mit S.
Weiter versehen wir S mit der Topologie, die von der Menge der Halbnormen
{dop : @, B € N4} induziert wird.

BEMERKUNG 1.2. (a) Nach Definition konvergiert eine Folge (¢n)nen C
S gegen ¢ € S, wenn dy g(pn — @) — 0 fiir alle o, B € N gilt.
(b) Der Raum der schnell fallenden Funktionen ist ein Fréchet-Raum.
Denn eine abzihlbare Familie von Halbnormen ist gegeben durch

dj () := sup sup {(1 + |z[*)/|D¢ ()]}, j € N.

lo]=j z€R™
und
N 27di(e — )

definiert eine Metrik auf S mit der dieser Raum vollstindig ist.

DEFINITION 1.3. Der Dualraum von S (versehen mit der schwach-* To-
pologie) heifit der Raum der temperierten Distributionen und wird mit S’
bezeichnet. D.h.:

S :={f:8 — C: f ist linear und stetig}.
Wir schreiben (f, ) fiir die duale Paarung zwischen 8" und S.

BEMERKUNG 1.4. (a) Fine Folge (T),)nen C 8" konvergiert gegen T €
S, falls (T,, — T, p) — 0 fiir alle Testfunktionen ¢ € S.

40
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(b) Die Definition der Ableitung stimmt fiir stetig differenzierbare Funk-
tionen mit der iblichen Definition der Ableitung tiberein.

BEISPIELE 1.5. (a) Es sei f : R™ — C messbar mit [(14|x|*)™" f(z)dz <
oo fir ein v > 0. Dann definiert

Ty(p) = /fwdx

eine temperierte Distribution. Insbesondere ist also in diesem Sinne

LP(R™) C &' firl <p < oo.
(b) Das Auswertfunktional 6(p) := ¢(0) definiert ebenfalls eine tempe-

rierte Distribution die sogenannte Diracsche §-Distribution.
(¢) Cauchy Hauptwert:

Durch
1

ch — E(cp) = ?_}n% w(m)% dz
|z|>e
wird eine Distribution in S'(R) definiert.
BeweEls. Einfach, bzw. in den Ubungen. (]
DEFINITION UND SATZ 1.6. Es seien T € §', 1 € S und p ein Polynom.
(a) Die Ableitung D; in Richtungi=1,...,d ist definiert durch
(DT, @) := —(T', Dip).
(b) Die Multiplikation von T mit v bzw. p ist definiert durch
(WT,p) :=(T,hp) ©€8
(T ) :=(T.pp) w€S
Diese Definitionen sind wohldefiniert, d.h. fir o € N gilt DT, pT, YT €
S’
BewErs. Ubung O

Mit Hilfe der Notation 7,9(y) := g(x — y) iibertragen wir die Faltung auf
Distributionen.

DEFINITION 1.7 (Faltung von Distributionen mit Funktionen). Es seien T €
S', ¢ € CX(R?Y). Dann definieren wir die Faltung T * ¢ durch

(Tx o) (x) = (T, Tp)-
SATZ 1.8. Es seien T € 8’ und ¢ € C°(RY), dann gilt T * ¢ € C®(RY) mit
Dj(T x¢) = (D;jT) x o = T'* (Djp).

BEWEIS. 1. T x  ist stetig:

Es gilt 7.(y) — T2 (y) = p(2—y) —p(z—y) und damit folgt 7,0 (y) — Tz (y)
in S, falls z —  (MWS). Also (T, 7,¢) — (T, 7,p) und damit lim,_,, (7" *

©)(z) = (T * p)(x).
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2. Differenzierbarkeit: Es sei h € R\ {0} und e; der i-te Einheitsvektor. Dann
gilt
1

7 Tothesp = Tap) () = 7 (02 + hes —y) — p(z —y)).

S

Wie oben folgt daher % (Tathe, p — Top) h30 T:(0;p) in S. Also folgt

.1 - -
ai(T * (p)(.%') = }llli)% E <T7 To+he; P — T$(P>

. 1, -
= }{%(T7 7 (Tathe; — Tzp))

T st:etig <T, %malso>
Def

= (T xdip) (x)
und damit existiert die partielle Ableitung von T'x ¢ mit 0;(T x @) = T * ;.
Insbesondere ist damit 0;(T * ¢) eine stetige Funktion. Mit Induktion folgt
schlieBlich (T * ¢) € C®(R%).
3. 0i(T = @) = (O;T) * ¢:
Es gilt (9ip)(x —y) = —(0ip(z — -))(y), also ist auch 0;(Top) = —T2(0ip)
damit rechnen wir unter Verwendung von Obigem

(T x @) (x) = (T * Qip)(w) = (T, 72 (Dip))

= (T, =0i(Tzp)) = (0T, Tup) = ((OT) * ) ().

2. Die Fouriertransformation

DEFINITION 2.1. Fir f € LY(R?) ist die Fouriertransformation von f defi-
niert durch

ey L o1 £( 1) da.
FIO = 1(©)= / f(z)d

[SIioH

R4

LEMMA 2.2. Es sei f € L*(R%). Dann ist f € BC(R?) und es gilt

A 1
oo < .
[ £l poe (may < (%)%HfHLl(Rd)

BEWEIS. Es sei £ € R? und (&) € R? mit &, — £. Dann gilt

lim (&) - F©) < Jim —— [ 17(z)
Rd

i) _ g—ileg)| Lebessue

)

T k—oo (27)
d.h. f ist stetig. Desweiteren gilt:

f == 1 1 d d
) < R[u(wn = gl €<k

[SIioH

1
(2m)
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SATZ 2.3. Es seien f,g € L'(RY), k € Ng. Dann gilt

(0) Jyo F9= fes £
(b) fxg=@m)2f-g.
(c) Es sei x+— x®f(z) € LY(R?) fiir alle o € N¢. Dann gilt

0°f = (“ix)f.
(d) Es sei f € WFY(RY). Dann gilt
(€)= (i) [ (). ¢er?
fiir alle o € N& mit || < k
(e) Es gilt F (Ll(Rd)) C Co(RY) (Riemann-Lebesgue)

) Wir erhalten mit Fubini:

BEWEIS.
JEGIGE ¥ / / F(@)e 9 dag(e) de
R4
L / 1) [ 9@ agda = [ f@)(o) do
? d R4 R4
(b) Es gilt:
f p flz— y) dye @8 q
o
_ e~ y:8) e~ M=) 41 d
(zw)‘é/ / fle S
= [ v f© ay = 2mig©fe), Rt
Rd
(c) Da 8?e_i<x’5> = (—iz)¥e~"®E) gilt, folgt fiir ¢ € C°(RY)
o 1 '
9:5(€) = — —i(z,€) q
](P(g) ¢, (QW)%R/d(p(x)e T
. 1 efi<x7£+h€j> — efi<x7£>
= %ILI%) (QW)(;R/dcp(m) . dx
Lebe:sgue 1 i —i(z,£) d
(2r)2 R/d (p(x)aﬁje ’
_ L et g
(271)%R/ ixjo(x)e x
,d.

Sin)p(€), CeRY j=1,...
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Approximiere f mit (¢,) C C2(RY).
(d) Sei ¢ € C®(R?). Dann gilt:

o) — 1 DV ()l dp = V(i Ve T8 gy
GO = R/ @) o=~ R/ (o) (i )e 09 d

= (i)%¢(¢), €eR% j=1,....d

Approximiere f € WEI(R?) mit (¢,) € C°(RY).
(e) Sei ¢ € CX(R?). Dann gilt 0% € LY'(R?) fiir alle o € N&. Ins-
besondere folgt aus (d), dass limg| o $(§) = 0, d.h. ¢ € Co(R%).

Approximiere f € L'(R%) mit (p,) € C2(RY).
U

BEISPIEL 2.4. Seia > 0 und f(z) = ¢~ ***. Dann gilt:

o= (5)

BEWEIS. Sei d = 1. Dann gilt

(FY(€) = (—im)eale (&) = (2%(6”2)/>
T,z 1 .
= 5, (&) = —5-¢f(&).

Damit folgt:

d (e, |
< ( < f(£)> o,

also ist c/¢I’/4a f(¢) konstant. Die Konstante ergibt sich aus

f0) = L e 4z = <2—1a> ©

Ver

Somit erhalten wir die Behauptung fiir d = 1. Der allgemeine Fall folgt nun

mit Fubini:

NOTATION 2.5. Fiir f € LY(R?) definieren wir

. o 1 .
f(&) = f(-¢) = '@ f(2) da.
(2r) R/

Nl
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THEOREM 2.6 (Inversionsformel der Fouriertransformation). Seien f, f €
LY(RY). Dann gilt:

H=F=f fi

BeEweErs. Fiir t > 0, € R? setze

Opt(2) = ot (@) o —t2[21?
Dann gilt:
Pz t(§) = (271)% /ei<5"“§vz>(3‘52|2|2 dz = 2%—1tdez4t§2
Rd
= (2m)? (47‘[‘)%tdez4t§2 = (21) 2 gy (2 — €),
wobei g(z) = (4:)% e—lz1?/4 ynd gt(x) = 1/tdg(x/t). Somit gilt:

(22) /@m@#@nmz/f@wm@nm
R4

R4
d
2

:(%ﬂg/f@ﬁmm—ﬁﬁk=%%ﬂ(f*m%@-
]Rd

Man zeigt (vgl. Mollifier)
%i_{% |f * gt — f”Ll(Rd) = 0.

Desweiteren gilt:

m %&#@%=/ﬂ“WO%=®O
]Rd

().

[MJIoW

2 li
(23)  Jm
]Rd

o ~
N <

Aus (22) und (23) folgt f = (f). Analog zeigt man f = f. O
KOROLLAR 2.7. Sei f € L'(RY) und f =0. Dann gilt f = 0.

BEwEIs. Klar. O
THEOREM 2.8 (Plancherel). Sei f € L'(R?) N L3(RY). Dann ist f € L*(R%)
und die Abbildung .F]L1(Rd)mLz(Rd) kann eindeutig zu einem unitdrem Iso-
morphismus Fy auf L?(RY) fortgesetzt werden.

BEWEIS. Sei X := {f € L'(RY) : f € L'(R%)}. Dann ist insbesondere
f € L®RY), dh. X C L2(R?). Ferner ist X dicht in L?(R?), da C(R%)

X.
Seien f,g € X und h := §. Dann gilt:

h(¢) = 1 e "o83(2) do = 1 ei(:€) g(2) do = g(€)
e = [ 9w <%ﬁ¥ i(a) dx = 4(6)

R4
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[ta=[si=[in=] 7
R4 R4 R4 R4

Insbesondere folgt mit g = f, dass || f|| 2re) = HfHL2(Rd) gilt. Da FX =X
kann F|x zu einem unitédren Isomorphismus F» fortgesetzt werden.
Es bleibt zu Zeigen, dass

(F2f) (&) = f(&), feL'RY)NL*RY.
Sei (pj) € C°(RY) mit

d.h.

lim ||f — ; —

Jim, 1f —¢jllLimay =0

im If = @jllL2 ey = 0.
Einerseits gilt lim; o, || f — Pjll oo (ray = 0, d.h.

Jim [ 16 — f©Oldg =0, R>0.
B(0,R)

Andererseits folgt mit Plancherel

lim [|@; = Fofllp2re) = Hm [lo; — fll2@e) =0,
j—o0 J—o0

d.h.
Jim, 6;(€) = F2f(§)|d§ =0, R >0.
B(0,R)
Damit folgt Fof(€) = f(€) fiir alle f € LY(R%) N L2(RY). O

SaTz 2.9 (Hausdorff-Young-Ungleichung). Sei % + % =0 mit p € [1,2].
Der Operator F kann zu einem stetigen Operator F,, : LP(RY) — LI(R?)
fortgesetzt werden. Es gilt:

1

(2m)7

BEwWEIS. Wir wissen bereits, dass F : L'(RY) — L*®(R%) und F; :
L?*(R%) — L%(R?) stetig sind. Daher folgt die Behauptung aus dem Riesz—
Thorin Konvexitdtstheorem (man ersetze oo durch 2). O

| Fp.all (e @y, Lagayy <

vl

BEMERKUNG 2.10. Fiir p > 2 und f € LP(R?) ist f i. A. keine Funktion
mehr (vgl. Distributionen-Theorie).

BEWEIS. Ohne Beweis. O

SATZ 2.11. Sei k € Ng. Dann gilt:
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(a) Sei x — zf(x) € L2(RY) fiir alle o« € Nd mit |a| < k. Dann gilt
0°f = (“ix)f.
(b) Sei f € H¥(RY). Dann gilt
01f() = (i€)*f(§). EeR
fiir alle o € N& mit |a| < k.

BEWEIS. Nach Satz 2.3 gilt die Behauptung fiir ¢ € C>°(R%). Approxi-
miere f € L2(RY) mit (p,) C C°(RY) und nutze Plancherel. O

SATzZ 2.12. Die Fouriertransformation ist ein topologischer Isomorphismus
von S nach S.

BEWEIS. Wegen einfacherer Notation setzen wir zunichst D = (—i)l*l9~
fir o € N Wir verwenden Satz 2.3 und erhalten fiir ¢ € S und «, § € N¢

€2 D2 ()| = € (1)1 F (280)|
= |F(D*(~2)")|

< W / D% (@B ip(x))] da
R4

= m /(1 + 122" (1 4 |2*)™ | Da(zP p(z))| dz.
Rd

Wiihlen wir m so, dass [(1 + [z[*)™" dz = M < oo gilt, so folgt

(24) €2 DP(¢)| < sup (1+ [2?)" [ De(a® ()| M

z€eR
Da ¢ € S gilt, folgt somit auch Fp € S. F ist linear und mit (24) folgt
auch, dass F, — 0, falls ¢, — 0, also ist F stetig.
Mit Theorem 2.6 folgt schlieflich die Bijektivitéit und die Stetigkeit von F~1,
da F~lo(z) = Fo(—x). O

Setzt man die Fouriertransformation in natiirlicher Weise auf komplexe Va-
riablen fort, so erhalten wir die folgende Verbindung zwischen holomorphen
Funktionen und Funktionen mit kompaktem Triager. Wir bemerken hierzu
noch, dass eine Funktion F : C¢ — C holomorph ist, wenn sie in jeder
Koordinate holomorph ist.

SATZ 2.13 (Paley-Wiener). Eine ganze holomorphe Funktion F(¢) : C¢ — C
st genau dann die Fouriertransformierte einer Funktion f € CgO(JRd) mit

supp(f) € B(0,R), d.h.

F(¢) = (2n) 8 / ) £ () da,

R4
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wenn es fir jedes N € N eine Konstante Cy gibt, so dass
(25) [F(Q) < On(1+[¢)Nefimel,

BEWEIS. Es sei f € C°(RY) mit supp f C B(0, R). Dann folgt mit
partieller Integration fiir jedes 3 € N¢ mit |8| = N

Q)P F(C)] = |(2m)~ /2 / 0 £ () da]
B(0,R)
< olim IR ()2 / 07 f(2)] dz
B(0,R)

Fiir die Riickrichtung definieren wir zunéchst

(20 f@) = 2m) 2 [ e pg)
Rd
Die Inversionsformel liefert nun, dass f(£) = F(£) und f € C®(RY) gilt, da
aus der Glattheit von F folgt, dass F' € L'(R?) gilt.
Zur Eingrenzung des Trégers von f differenzieren wir zunéchst (26) unterm

Integralzeichen. Dies ist durch die Voraussetzung (25) gerechtfertigt. Es folgt
somit

(1) 0°fa) = (2m) 2 [ &) (ig) (¢ do

R4
Wir setzen nun fiir ein o« > 0 n = a‘—i‘ und wenden Cauchys Integralsatz
sukzessive auf (26) an und erhalten

f(z) = (2m) 2 / SR (e 4 i) de
]Rd

wobei die Integrale tiber die Wege in imaginérer Richtung wegen (25) im
Grenzfall verschwinden.
Fiir N = d+1 erhalten wir nun wieder mit der Voraussetzung die Abschéitzung

£@)] < Cemm-t) [ (14 gt de
R4
Da dies fiir beliebige a > 0 gilt, folgt (mit @ — oo) fiir |z| > R, dass
f(x) =0. Also folgt supp f C B(0, R). O

DEFINITION UND SATZ 2.14. Sei m € L®(R%). Dann ist Ty, : L*(R?) —
L*(RY), Tpuf := ]—"{1 (mFaf) ein stetiger Operator mit

1Tl 22 ey = Ml Lo may-
Die Funktion m heifst Fourier—Multiplikator.
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BEWEIS. Plancherel liefert
HTmeL2(Rd) = H-Fz_l (mFaf) HL2(Rd) = HmJ:Qf”LQ(]Rd)
< Hm”Loo(Rd)”f2fHL2(Rd)
= [lml oo gy | fll p2(rey,  f € L*(RY),

b (Tl 2z2ray) < Il poe ey
Zu e > 0 wihle Q C R? mit 0 < |Q| < 1 mit inf,eq |[m(z)| > [l oo (ray — €
Dann gilt fiir ¢ = xq

||Tm(f§190)||L2(Rd) = \|mf2f§190\|L2(Rd) = ||m80||L2(Rd)
> (il @) — ) Il z2re),
d.h. (Tl 2z2ray) = Il poe mey- O
BEMERKUNG 2.15. Man kann zeigen, dass m € L®(R?) eine notwendige
Bedingung ist.

DEFINITION 2.16. Die Fouriertransformation fiir temperierte Distributionen
ist definiert durch (Ff,¢) = (f,Fe¢), f€S', ¢ €S.

SAaTz 2.17. Die Fouriertransformation F : 8" — S’ ist stetig. Ist 1) € S und

ist Ty, € 8" die von ¢ erzeugte Distribution (via (Ty, o) = [1g), so gilt

Ty =T

BEWwWEIS. FT € &' folgt aus der Stetigkeit von F auf S, da fiir ¢ — ¢
(FT, ) = (T, For) = (T, Fo) = (FT', )

gilt.
Die Stetigkeit von F auf &’ folgt dhnlich, denn fiir T, — T in S’ folgt

<Tk7 <P> = <Tk7 ¢> - <T7 ¢> = <T7 <P>
U

SAaTz 2.18. Die Fouriertransformation ist ein Isomorphismus auf S’ mit
Inverser (F~'T, ) = (T, F~Ly).

BEWEIS. Essei T € 8’ und ¢ € S. Dann gilt
(FF'T,0) = (F'T,.F ) = (T, FF ') = (T, )
also folgt FF~! = Ids und analog F~'F = Idg. U



KAPITEL 5

Singulire Integraloperatoren

1. Interpolation von Operatoren

Wir werden uns in diesem Abschnitt einen Spezialfall des Interpolationssat-
zes von Marcinkiewicz beweisen. Fiir diesen Satz definieren wir zunéchst die
folgenden Begriffe. Im folgenden sei (M, 3, ) ein o-endlicher Mafiraum.

DEFINITION 1.1. Es sei T eine Abbildung, die messbare Funktionen auf M
auf messbare Funktionen auf M schickt. Weiter sei 1 < g < oo und1 <p <
oo. Dann ist T vom schwachen (p, q)-Typ, falls es eine Konstante A gibt,
so dass fiir alle f € LP(M) und alle A > 0

u(fe  [TF(@)] > A)) < (%)

Die Abbildung ist vom schwachen (p,00)-Typ, falls es eine Konstante A gibt
mit

ITflloe < Allfllp

Schlieflich sagen wir, dass T vom starken (p,q)-Typ ist, falls fir ein A

1T fllg < Allfllp
gilt.

DEFINITION 1.2. Es sei T wie in Definition 1.1. Die Abbildung T heifit
sublinear, falls

T(f +9)(@)| < [Tf(x)] +[Tg(x)].

Wesentlich fiir den Beweis des MArcinkiewicz-Satzes ist die folgende Dar-
stellungsformel fiir die LP-Norm

LEMMA 1.3. Es seien 1 < p < oo und f: M — K eine messbare Funktion.
Dann gilt fiir alle f € LP(M)

o0

1£115 :p/u({x | f(@)] > ADAPTLAN

0

50
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BEWEIS. Fiir eine einfache Funktion axa gilt offensichtlich die Glei-
chung || f||b = aPu(A). Weiter gilt

p/m{m F(@)] > AALdA = p/u AN d
0 0
(AW

Aufgrund der Linearitdt des Integrals folgt damit die Aussagen auch fiir
Treppenfunktionen. Fiir eine beliebige messbare Funktion f wéihlen wir eine
monotone Folge von Treppenfunktionen 7}, mit 7;, — |f| (punktweise). Mit
dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt dann ||T,,||, — || fl|,. AuBer-
dem ist A,, wobei A, () := {z : |T,(z)| > A} eine wachsende Folge von
messbaren Mengen mit A, (A\) = A(\) = {z : |f(x)| > A}, d.h. UA, = A.
Eine weitere Anwendung des Satzes von Beppo-Levi ergibt

o0 oo

p [ a0 = p [ uaetan
0 0
womit die Behauptung bewiesen ist. O

Fiir einen Mafiraum M bezeichnen wir im Folgenden mit M (M) die Men-
ge aller messbaren Funktionen von M nach C. Weiter definieren wir die
Zerlegung einer Funktion f : M — C durch f = f\ + f* wobei

L f, falls |f] <A
@) = { 0, sonst

und f* = f— f\. Nun kénnen wir zum Beweis des Satzes von Marcinkiewicz
kommen.

THEOREM 1.4 (Marcinkiewicz Interpolationssatz). Es seien 1 < py < p1 <
oo und (M, %, u) bzw. (N,II,v) o-endliche Mafridume. Weiter sei D(T) C
M(M) und T : D(T) — M(N) eine sublineare Abbildung. Auferdem sei
D(T) abgeschlossen unter Zerlegung, d.h. f\ € D(T), falls f € D(T).

Ist T vom schwachen (p;,p;)-Typ fir j = 0,1, dann ist T vom starken
(p,p)-Typ fiir jedes p € (po,p1). Ist p1 < 0o so gilt

1/p

pApO p1z4p1

quupéz( Ao ANy,
P — Do pP1—0p

Im Fall p1 = oo gilt

pApO 1/p
\Tfl, < <1+A1>< _°> £,
P — Do

BEWEIS. Wir betrachten zuerst den Fall p; < oo. Fiir f € D(T) sei
fr + fA = f die Zerlegung zu A > 0. Aus der Sublinearitiit von T folgt
{z:|Tf(z)| >2\} C {z: [TfHi(2)] + |Tfz)| > 27} C {z: |Tfa(z)] > AtU
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{z:|Tf*z)| > A}, da fiir ein z aus der linken Menge |Tfy(z)| > A oder
|TfAz)| > A gilt. Da T vom schwachen (p;,p;)-Typ ist gilt weiter

v({o: 1Tf@) > 220 < v ({a: TP @)] > A) +v (o THE) > A

< (Aol llpo p°+ x|l £l ™
= ) )

Mit Hilfe von Lemma 1.3 und der Substitution 2z — A folgt

o0

27Tflp =27 vl [17() > )2 e

0
00

_ /V({m T (z) > 201 AL dA

<o [ (A0l o) AP ah e [ (Al APy
0 0

= Agoppo//,u )] > T}) TPl drap—ro—l g
0 0

oo A
w4l [ [ue: @] > ) tdne i,
0 0

da [fa] < A gilt. Zur weiteren Abschéitzung betrachten wir zunéchst den
zweiten Term der rechten Seite. Mit

pz [ fa@)] > 7)) < p({z: [f(2)] > 7})

und dem Satz von Tonelli folgt

oo A
Ppl//u {z:|fr(x)] > 7)) P L draP~P1=t d)
0 0

:ppl/ﬂ({l’ : ‘f(.%')‘ > T})/)\ppll d)\Tpl*l dr
O T
pp1 ) ) -1 g
S(pl_p)o/u({w-\f(w)b Pt
D1
= P11},
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Fiir die Abschitzung des ersten Terms von oben bemerken wir zunéchst,
dass

,u({m:\fA(x)]>T}):u({x:]f(x)]>7'}), falls 7 > A und
,u({:v:|f>‘(x)|>7'}):,u({x:|f(x)|>)\}), falls 7 < .

Daher folgt
ppo//,u |f>‘ )| > T}) 7Po=L qr\P—Po—1 g\
0 0

Ppo//u {z:|f(x)| >7}) TP~ Larap—po—1 g\
0 A

+p/lm@u|<m|>ADA%*dA

0
Po
= + 1> b
<p_m) 171t

Insgesamt folgt also

pAR° plA
HTﬂ@szp(_ﬁ n T
P — Do pP1—

Fiir den Fall p; = oo bemerken wir zunéchst, dass falls |Tf(z)| > (1+ A1)
auch die Ungleichung

(1+ ADA < |THir(@)] + T @)| < A+ [T ()]

gilt, da T vom schwachen (0o, 00)-Typ ist. Damit folgt dann |Tf*(z)| > A.
Das heifit, es gilt die Beziehung

{2:|Tf(x) > (1+ AN} C {x TN z) > )\} .
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Wir kénnen nun wie folgt abschéitzen

o0

(L+ A) PITSIE = (14 A1) 7p / v ({a: |Tf(x) > A}) A1 d
0
—p [v({a: [17@) > 1+ A 2y
0
< p/u <{x TN z) > 1)\}> AL
0
[ (AP N et g
] (b1r1e)

= pApo 719 7’“‘ <{x P @) > T}> 70~ 1 qr\P=Po=1 )
0 0

Ap()
S —— || AP < ||f||”

2. Calderén-Zygmund-Theorie

Wir wollen nun Abbildungen T : & — &’ betrachten, die sich iiber einen
Integralkern definieren lassen. Eine Funktion K : R? x R? — C heifit Inte-
gralkern von T, falls K auf R? x R?\ {(x,y) : z = y} lokal integrierbar ist
(d.h. integrierbar auf kompakten Teilmengen) und fiir f,g € C°(R?) mit
supp f Nsupp g = 0 die Gleichung

/Kwy )g(z) dz dy

gilt.
DEFINITION 2.1. (a) Ein Integralkern K heifit Calderon-Zygmund-Kern,
falls K stetig diﬁemnzz’erbar in R x RO\ {(z,y) : . =y} ist und
(i) |K(z,9)] < =S
(ii) |VeK(z,y)| + [V K(z,y)] <
gilt.
(b) Es sei T ein Operator mit Calderdon-Zygmund-Kern. Ist T stetig

auf L*(RY) — L2(RY) fortsetzbar, so heifit T Calderdn-Zygmund-
Operator.

< _C
[z—y|n+1

Das Ziel dieses Abschnitts ist es zu beweisen, dass sich Calderén-Zygmund-
Operatoren beschriinkt auf LP(R?) fiir 1 < p < oo fortsetzen lassen. Dies
ist eines der zentralen Themen der Harmonischen Analysis. Wir werden
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spéter sehen, dass sich mit Hilfe dieser Theorie Existenzresultate fiir partielle
Differentialgleichungen von L? nach LP fiir p # 2 iibertragen lassen. Das
Hauptresultat dieses Abschnitts lautet also

THEOREM 2.2. FEs sei T ein Calderdn-Zygmund-Operator. Dann gibt es fiir
p € (1,00) eine Konstante C' > 0, so dass |Tfll, < C| fll, fir alle f €
LP(RY) N L2(RY).

Wir werden den Beweis fithtren indem wir mit Hilfe einer Zerlegung fiir
integrierbare Funktionen zeigen, dass Calderén-Zygmund-Operatoren vom
schwachen (1, 1)-Typ sind und anschlieflend den Interpolationssatz von Mar-
cinkiewicz anwenden.

Wir kommen also nun zur angesprochenen Zerlegung und legen zunéchst ein
paar Bezeichnungen fest, die uns das (Notations-)Leben etwas erleichtern.

NOTATION 2.3. Wir beginnen mit der Menge aller achsenparalleler Wiirfel
mit Seitenldnge 1 und ganzzahligen Ecken. Diese Menge nennen wir Dy.
Fiir eine ganze Zahl k entsteht die Menge Dy, von Wiirfeln indem wir die
Skalierung * — 2%z auf jedes Element in Dy anwenden. Das heifit, die
Wiirfel in Dj, haben Seitenlinge 28 und entstehen, wenn man die Seiten
der Wiirfel in Dy_1 halbiert. Eine wichtige Figenschaft der Menge aller so
entstehenden Wiirfel D = Ugez Dy, die dyadischen Wiirfel, ist die folgende:
Fiir zwer Wiirfel W und W' gilt entweder, dass einer im anderen enthalten
st oder, dass sie disjunktes Inneres haben.

LEMMA 2.4 (Calderén-Zygmund-Zeregung). Es seien f € LY(R?) und \ >
0. Dann gibt es eine Familie von dyadischen Wiirfeln Wi mit paarweise
disjunktem Inneren, so dass |f(x)] < X\ f.ii. in R\ Upez Wy und

1
)\<—/ T dx§2d)\.
i @
Wy

Insbesondere lisst sich f zerlegen in f = g+ b, wobei |g(x)| < 29\ fii.,
lglls < Ifllx und b=, cpbr. Fir die Funktionen by, gilt weiter supp by C

Wk, fRd bk =0 und ku”l S wak ]f(x)] dx.

BEWEIS. Es sei £ die Menge aller dyadischen Wiirfel W € D, die die
Bedingung

1
(28) Wvllf(m)] dz > A

erfiillen. Da f € LY(R?), folgt, dass ein Wiirfel W mit || f|l1 < A\|W/| nicht in
& enthalten ist. Die Seitenléingen der Wiirfel in £ ist also beschrinkt. Damit
gibt es zu jedem Wiirfel W € & einen grofiten Wiirfel W € &, der W/
enthélt. Die Menge aller dieser maximalen Wiirfel nennen wir W := {Wj}.
Ist W} ein groBerer dyadischer Wiirfel, der W, enthilt, dann ist W) nicht
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in £ und daher kann fiir diesen Wiirfel die Ungleichung (28) nicht gelten.
Damit folgt

(29) Ju@ids< [17@]de < Wi = 2w
Wi W

Die geforderten Bedingungen fiir die Familie von Wiirfel gilt also.

Die Funktionen by werden definiert durch by, := f — |Wy| ‘[Wk f(z)dz auf Wy
und 0 sonst. Mit b = ), by, stzen wir g = f — b. Die Eigenschaft € b, =0
folgt unmittelbar aus der Definition. Die Dreiecksungleichung liefert weiter

[ @<z [ |f@)|do
Rd W,

Weiter gilt ||g|l1 < || f]l1, dain Wy g = |I/Vk|_1 fWk f(x)dx.

Es bleibt noch |g(x)| < 2¢ zu zeigen. Auf jedem Wiirfel W}, folgt diese
Ungleichung mit (29). Fiir x € (UpWj)¢ gibt es eine Folge von dyadischen
Wiirfeln, so dass die Seitenldngen gegen Null konvergieren, x enthalten und
die Ungleichung (28) nicht gilt. Da g € L'(R%) und damit fast alle Punkte
Lebesgue-Punkte von g sind, folgt daher |g(z)| < A fast iiberall. O

LEMMA 2.5. Es sei K ein Calderén-Zygmund-Kern und r > 0. Dann gibt
es eine Konstante C > 0, so dass fir alle x,y € R? mit |z — y| < r die
Ungleichung

|K(z,2) — K(z,y)|dz < C.
R4\ B, (z)
BEwEIs. Mit dem Mittelwertsatz und den Eigenschaften von Calderén-
Zygmund-Kernen folgt fiir y € B,.(x) und z € R?\ By,(z), dass
[K(z,2) = K(z,9)| < |z -yl sup [VuK(z,w)|
(30) wEBr(:v)
< 2" Ck|x — yl|lz — 2|7 L
Hier benutzten wir aulerdem die Dreiecksungleichung fiir |w — z| > |z —
z| = |w — x| > |z — z|/2, wobei die letzte Ungleichung fiir |z — y| < r und
|x — z| > 2r giiltig ist. Schliefllich folgt die Behauptung durch Integration
von (30), denn mit Kugelkoordinaten folgt
oo
|K(2,2) — K(2,9)| dz < Cx2" w, 4 /r"lrnl dr
R\ Bay(z) 2r
== CKannfl.

Nun konnen wir Theorem 2.2 beweisen.
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BEWEIS. Wir zeigen zunéchst die schwache (1,1) Abschétzung fiir Cal-
deréon-Zygmund-Kerne. Hierzu werden wir gelegentlich die Ungleichung

1 Ifp= [ If@Pdez el > <)
{f(z)>e}

benutzen. Es sei nun f € LY(RY) N L?(RY) und A > 0. Die Calderén-
Zygmund-Zerlegung auf f angewendet liefert Funktionen b und g mit f =
g+ b und den in Lemma 2.4 genannten Eigenschaften. Es gilt offensichtlich

{x:|Tf(x)] >} C{x:|Tg(x)] > A/2} U{x: |Th(x)| > \/2}.

Mit der L? Beschrinktheit folgt damit

o [Tg(@)] > A2} < 5 [ [Tyta) do
Rd
< [ls@P ds
R4
<5 [lote)? as,
R4

da |g(z)| < CA gilt. SchlieBlich folgt wegen ||g|[1 < ||f]1

o+ [To(a)| > M2} < Sl

Wir kénnen uns also nun der Abschétzung von T'b zuwenden.

Es sei Oy = UpByg, wobei B Kugeln um die Mittelpunkte z; der Wiirfel
W}, mit Radius y/n- Seitenlinge von Wj. Das heifit aber, dass fiir y € Wy
der Abstand |z — y| zu zx hochstens die Hilfte des Radius von By, betrigt.
Dies benotigen wir fiir die Anwendung von Lemma 2.5. Fiir das Volumen
von Oy gilt.

1 C
0 <0310 <3 3 [ Irlar < Sl
Qk

Als néchstes schotzen wir Thy ab. Fiir x € Qy, gilt, da die by Mittelwert 0
haben, dass Tb(z) = [ K(2,y)br(y) dy = [(K(z,y) — K(z,23))b(y) dy.

Anwendung des Satzes von Fubini und Lemma 2.5 liefert

/ Ty (2)] dz < / () / K (2,y) - K (z,23)] dz dy

R\ By, Qk R\ By,

gc/wk(y)myg C/If(y)ldy
Qk Qrk
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Summation iiber k ergibt schliellich

(32) / Thy)| dy <3 / Tou(y)] dy < C|1f |-
RO * ra\B,

Damit folgt also unter Verwendung von (31) und (32)

o Th(x) > 2} <10l + Iz € B\ Oy : ITh(x)| > 2]

2
< |0zl + X / |Tb(x)| dz
RO,

C
< =
< SIflh

Insgesamt ist damit die schwach (1,1) Bedingung fiir T'f erfiillt.

Die LP-Beschranktheit von 7T fiir 1 < p < 2 folgt nun mit der L?-Beschrinktheit
und dem Interpolationssatz von Marcinkiewicz.

Fiir 2 < p < oo folgt die Aussage durch Dualisieren, indem man erkennt,
dass die Adjungierte von T also T™ ein Calderén-Zygmund-Operator ist,
falls T ein solcher ist. T* ist daher nach dem ersten Teil Lp/—Beschriinkt,
wobei p’ der zu p konjugierte Holder-Exponent ist. Damit ist dann T LP-
Beschrénkt. O

3. Fouriermultiplikationsoperatoren

In der Theorie partieller Differentialgleichungen ist es oftmals niitzlich fiir
die Losbarkeit die zu untersuchenden Operatoren als Calderén-Zygmund-
Operatoren zu erkennen und so geeignete Abschétzungen zu erhalten. Ins-
besondere LP-Abschitzungen fiir die Losung zu linearen Problemen kann
dazu dienen nichtlineare Gleichungen zu behandeln.

Haufig erhélt man aber durch Anwenden der Fouriertransformation nur ex-
plizite Losungsformeln in Form von sogenannten Symbolen. Wendet man
etwa die Fouriertransformation auf die Gleichung (A — A)u = f an so erhélt
man (A + [¢]?)d = f. Eine Losung dieser Gleichung wiire also formal durch
u=F Y (A\+[£]?) "L F f gegeben. In dieser Formel ist nicht so schnell ersicht-
lich, ob dies ein Calderén-Zygmund-Operator ist oder nicht. Deshalb wollen
wir im Folgenden Operatoren obiger Form untersuchen und als Hauptziel
eine hinreichende Bedingung angeben, die die LP-Beschrénktheit des Ope-
rators sichert.

DEFINITION 3.1. Eine Funktion m : R%\ {0} — K heifit Symbol der Ordnung
k, falls m beliebig oft differenzierbar ist und fir jedes o € N¢ eine Konstante
C,, existiert, so dass

(33)

0%m
o0&~

Wir geben zunéchst ein paar niitzliche Rechenregeln fiir Symbole an.

<§)‘ < Colg7loF,
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LEMMA 3.2. (a) Ist m; fir j = 1,2 ein Symbol der Ordnung k;, dann
ist myme ein Symbol der Ordnung ki + ko und mq +mo ein Symbol
der Ordnung k. Jede der Konstanten in der Abschdtzung (33) fir
mime (bzw. my+ms) hingt nur von endlich vielen der Konstanten
fiir my und ms abd.

(b) Ist n € S, dann ist n ein Symbol der Ordnung k fiir jedes k < 0.

(c) Ist m ein Symbol der Ordnung k, dann ist e~*m(e€) ein Symbol der
Ordnung k und die Konstanten in (33) kénnen unabhingig von &
gewdhlt werden.

Den Beweis iiberlassen wir dem Leser.

LEMMA 3.3. Es seim € S und k > —d. Dann gibt es eine Konstante C, die
nur von endlich vielen der Konstanten fir m in (33) abhdngt mit

| F~tm(z)| < Clz|~47F.

BewEIs. Wir wihlen eine Abschneidefunktion 7y € C*°(R%) mit kom-
paktem Triger, so dass np(§) = 1 fiir [¢] < 1 und ny(€) = 0 fiir [£] > 2 gilt.
Wir setzen 1, = 1 — 19. Damit definieren wir

Kj(w) = (2m)* [ ey (€lalm(©) de,
wobei j = 0,00. Wir schiitzen K jeweils getrennt ab. Fiir Ky gilt
Kolo)| < Cm [ € dg = Claf
€1<2/Jal

Fiir den j = oo Teil schreiben wir zunichst (iz)®e™ = gg—aaemf und inte-
grieren partiell. Dies ergibt

(1K) = [ () msl€lalm(€) ae
= (1)l [0 (nelalm(€)) e

Mit (33), Lemma 3.2 und da 7o, Null in der N#he von 0 ist, folgt fiir k—|a| >
—d
) K@ <C [ JgF el dg = Claf ok
§1>1/]|
Damit folgt die Ungleichung |K (z)| < Clz|~%* O
Damit konnen wir nun das zentrale Resultat dieses Abschnitts beweisen.

THEOREM 3.4. Ist m ein Symbol der Ordnung 0, dann ist T,, = F ‘*mJF
ein Calderon-Zygmund-Operator.
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BEWEIS. Die L2-Beschrinktheit des Operators T}, folgt aus m € L>°(R?)
nach Definition und Satz 2.14. Wir zeigen nun noch, dass der Kern von T,
von der Form K (x — y) ist und K Abschétzungen der Form

804
- < —n—|o
(34) |8xaK(x)| < C|z|

erfiillt. Da die inverse Fouriertransformation von m nicht notwendigerweise
durch eine Funktion gegeben ist, approximieren wir m zunéchst durch schnell
fallende Funktionen. Hierzu nehmen wir ¢ € C(R%) mit ¢(x) = 1 fiir |2| <
1 und ¢(x) = 0 fiir |x| > 2. Wir setzen dann m.(§) = ¢(c€)(1—p(&/e))m(§).
Wegen Lemma 3.2 ist m, ein Symbol der Ordnung 0 mit von € unabhéngigen
Konstanten. Auflerdem gilt m. € S und damit gelten wegen Lemma 3.3 die
Abschiitzungen (34) fiir K. := F~!'m,.. Dies folgt aus den Eigenschaften
der Fouriertransformation, da die a-te Ableitung von K. die inverse Fou-
riertransformation von (—i€)*mg(§) ist und (—i€)*m.(§) ein Symbol der
Ordnung |« ist.

Da die Konstanten nicht von ¢ abhéngen, kénnen wir den Satz von Arzela-
Ascoli zusammen mit einem Diagonalfolgenargument anwenden. Arzela-Ascoli
liefert fiir eine Kugel um 0 und ein a € N? eine Folge a-ter Ableitungen von
K., die auf der abgeschlossenen Kugelschale B(0,r) \ B(0,1/r), fir r > 1
gleichméflig konvergiert. Nun ldsst sich mit Hilfe des Diagonalfolgenargu-
ments eine Teilfolge von K. konstruieren, so dass fiir eine Funktion K die
Teilfolge K.; — K und alle ihre Ableitungen gleichméfig gegen K, bzw.
die entsprechende Ableitung von K konvergiert. Der Kern K erfiillt dann
natiirlich auch die Abschétzungen (34).

Es bleibt also noch zu zeigen, dass T,,, durch den Kern K dargestellt werden
kann. Es sei f € §. Mit dem Satz von Lebesgue und dem Satz von Plancherel
folgt Trn. f — Tpnf in L2(R?) fiir ¢ — 0. Nach Definition von K. und den
Eigenschaften der Fouriertransformation, Satz 2.3 gilt T,,,_ f = K.* f. Haben
f und ¢ disjunkten und jeweils kompakten Triger, so gilt

/Tmf(x)g(x) dz = lim [ Ty, f(x)g(x) dx (L* — Konv.)

j—o0

R4

R
N jlggo//Kaj (@ — ) f(y)g(w) dy dz
R4 R4

= / / K(z —y)f(y)g(z) dydz (glm. Konv.)
Rd R4
und damit folgt, dass T, durch den Kern K dargestellt werden kann. [

Ein Dichteschluss zusammen mit Theorem 2.2 und Theorem 3.4 liefert nun
abschliefSend

KOROLLAR 3.5. Ist m ein Symbol der Ordnung 0, dann ist Ty, : LP(R?) —
LP(RY) fiir 1 < p < oo ein stetiger Operator.
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Als erste Anwendung des Multiplikatorensatzes wollen wir uns nun mit
Besselpotentialrdumen und ihrem Zusammenhang zu den Sobolevrdumen
beschiftigen. Die Besselpotentialriume liefern eine Moglichkeit gebrochene
Ableitungen zu definieren und so eine kontinuierliche Skala verschiedener
Glattheit zu erhalten.

DEFINITION 3.6. Fiir s >0 und 1 < p < oo heifft
H*P(R?) = {f € IP(RY) : F (1 + [¢])*Ff € IP(RY)}
der Besselpotenzialraum der Ordnung s. Eine Norm auf H*P(R?) wird durch
1 Fllrsw = 1F 11+ [EP)2F [ definiert.
LEMMA 3.7. H*P(R?) ist ein Banachraum.
BewErs. Ubung O

Dass die Besselpotenzialrdume wirklich eine Skala bzgl. der Glattheit liefert
zeigt der folgende Satz.

Sarz 3.8. Ist s € N, dann gilt W*P(R?) = H5P(R?).

BEWEIS. Wir zeigen die Aussage nur fiir gerade s. Fiir ungerade ist
der Beweis schwieriger und technisch aufwéindiger. Ist s gerade, so ist (1 +
1€]2)%/2 = Py(€) ein Polynom vom Grad s. Da fiir f € W%P(R%) auch
0 f € LP(RY) fiir alle |a| < s gilt, folgt mit der Eigenschaft der Fouriertrans-
formation, dass P(—i0)f = F1Py(¢)Ff € LP(R?) und somit W*P(RY) C

H*P(RY).

Umgekehrt ist (Héﬁ ein Mikhlin Symbol fiir jedes || < s und daher folgt
IF A F = |F s (L 622 F fl, < [ F 1+ €2 2F ], =
[ fllzzs0- O

Auf Gebieten lassen sich analog zu den Sobolevraumen auch Besselpotenzi-
alrdume definieren.

DEFINITION 3.9. Fiir s > 0 und Q C R? definieren wir
H*P(Q) = {flo : f € H*P(R?)}.



KAPITEL 6

LP-Theorie Elliptischer Randwertprobleme

Wir wollen im Folgenden elliptische Differentialoperatoren der Form

d

d
(35) Au(z) = ai(x)d05u(x) + Zbi(:ﬂ)u(az) + ()

i,j=1

auf Gebieten in R? betrachten. Ein Differentialoperator A heifit elliptisch,
falls a;j(z) € R fiir jedes x € R? und es eine Konstante § > 0 gibt, so dass

d
=) ai(@)§€5 = 01¢)
ij=1
fiir alle z, & € R? gilt. In den Beweisen werden wir uns im Wesentlichen auf
den technisch einfachsten Fall (a;;) = (6;5), also A = A, beschrénken. Wir
werden fiir beschrinkte Gebiete ) ein Lokalisierungsargument anwenden.
Daher behandeln wir zunéichst den Fall Q = R? und Q = R% := {(2/,z,) €
Re: 24 >0, 2/ € R}

1. Lésungstheorie in R?

Wir assoziieren zu einem Differentialoperator A von der Form (35) einen
stetigen Operator durch D(A,) = W2P(R?), A,u := Au. Der nichste Satz
zeigt, dass die Wahl des Definitionsbereichs giinstig ist, denn A, : W2P(RY) —
LP(R?) ist Surjektiv.

SATZ 1.1. Es sei A ein elliptischer Differentialoperator mit konstanten Ko-
effizienten a;; und b; = 0,c = 0. Weiter sei A € C mit Re A > 0 und

f € LP(RY). Dann ezistiert eine eindeutige Losung u € W2P(R?) der Glei-
chung

(36) (A= Au = f in R
Desweiteren gilt fiir a € Nd mit |a| < 2.

o C
(37) [D%ull 1o (ray < WHJCHLP(HW)-

BewEis. Wir fiihren den Beweis fiir den Fall A = A. Anwenden der
Fouriertransformation auf (36) liefert (A + |¢|>)4 = f und somit ist u =

62
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F YA+ [€2)71Ff € LP(RY) eine Losung, falls my(€) := (A + [¢]?)7! ein
Symbol der Ordnung 0 ist. Zunichst bemerken wir

A+ =vVRe A+ €2+ Im A2 > /|Re A2+ [Im A2 = |)], ¢eR%

und damit
o]
£ VAl 1 v
< = <
‘)\+£2 — |>\| |>\|17%7 ’5‘ = ‘ ‘7
£ &1 1 1
< = < o El = .
pen= BN R

Um zu zeigen, dass m) ein Symbol der Ordnung 0 ist, bemerken wir noch,
dass sich £€#DPm,(€) als endliche Summe mit Summanden der Form

(D EPYmy - &0 (DP(€]*)my

mit § =Y, B; schreiben lésst. (Induktion)
Damit folgt mit obigen Abschétzungen, dass my, {my und §;&;my Symbole
der Ordnung 0 sind. Nach Korollar 3.5 gentigt 7}, damit den Abschétzungen

. 1
1D Tuslle oty < i

Die Eindeutigkeit der Losung folgt mit der Injektivitat der Fouriertransfor-
mation. U

Fiir die Lokalisierung bendtigen wir noch die Losbarkeit, falls a;j,b;, ¢ €
L®(RY). Es sei A = Zf j—1i;0;; ein elliptischer Differentialoperator mit
konstanten Koeffizienten ;. Wir definieren

d d
Bu(z) = Z (a;j(x) — 04j)Oiu(zx) + Z bi(z)ou(z) + c(z)u(z).
ij=1 i=1

Wir assoziieren hierzu wieder den Operator Byu = Bumit D(B,) = W2P(R%).
Dann gilt

THEOREM 1.2. Es seien A und B wie oben gegeben. Dann gibt es Konstanten
g, o, C, so dass fiir A mit Re A\ > 0 und |\| > Ao die Gleichung

(38) A=A, - B)u=f inR?

fiir jedes f € LP(R?) eine eindeutig bestimmte Losung u € W2P(R?) besitzt,
falls ||a;; — aujllec < € gilt. Desweiteren gilt fir u die Abschdtzung (37).

BEWEIS. Es ist klar, dass (A — A, — B,) : W2P(RY) — LP(R?) stetig ist.
Wir zeigen, dass (A — A, — B,) ! : LP(RY) — LP(R?) existiert und stetig ist.
Dazu schreiben wir zunéchst fiir u € W2P(R9)

(A=A, — By)u = (Id — By(A — A,)"H (A — A))u.
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Also existiert (A\—A,—B,)~! € L(LP(R?)), falls || By(A—Ap) I £ (rp(ray < 1
gilt. In diesem Fall erhilt man (A — A, — B,) ™t = (A — A,) "} (Id — B,(\ —
Ap)~1)~1, wobei der zweite Operator wegen der Neumann Reihe existiert
und stetig ist. Die geforderte Abschitzung [|By(A — Ap) ' orrmay < 1
folgt mit Hilfe von (37) fiir € klein genug und A gro§ genug, denn

d
IBp(A = Ap) ™ fllp <> Mlai(x) — i) (A = Ap) " flp
ij=1

d
1D bidi(A = Ap) 7 fllp + lleh = Ap) 7 fllp

i=1

< el 05\ = Ap) " fllp + d_mmax [Iblloedi(X — 4)7 S

+ llellooll(X = 4p) 7 1l

1 1

< Cellfllp+ C—=Ifllp + Crx=
RV Y

Die Abschétzung (37) folgt schlieBlich mit (37) fiir A, und der Darstellung
(A_AP_BP)_l = (>‘_Ap)_l(fd_Bp()‘_Ap)_l)_l- O

1/ 1lp-

.0 . . d
2. Loésungstheorie in RS

Da fiir Q = R% der Rand 002 = {z € R? : 25 = 0} # () gilt, miissen wir
noch Bedingungen fiir u auf 9 fordern, um die eindeutige Losbarkeit der
Gleichung (A — A)u = f zu sichern. Wir werden zwei verschiedene Randbe-
dingungen untersuchen.

e Dirichlet-Randbedingung: u|go = 0

e Neumann-Randbedingung: 9, u|sq = 0
Hierbei bezeichnet 9,, die Richtungsableitung in Richtung der dufleren Nor-
malen an 0f2.
Es sei nun zunichst A ein elliptischer Differentialoperator mit konstanten
Koeffizienten. Zur Losung der Gleichung (A — A)u = f mit Dirichlet oder
Neumann Randbedingungen wollen wir das zuvor gezeigte Ergebnis in R?
mit Hilfe von Reflexion an der Hyperebene {x4y = 0} zeigen. Hierzu bemer-
ken wir zunichst, dass (A — A)~! durch einen Calderén-Zygmund-Kern K
gegeben ist, da das zugehorige Symbol (A — a(£))™! ein Symbol der Ord-
nung 0 ist. Das heiit (A — A)~'f = K, * f und diese Darstellung liefert
unmittelbar, dass u = (A — A)~!1f € C™ gilt, falls f € C*°.
Es sei nun f € C2°(RY) Wir definieren
—f(2,—zq) fir x4<0,
f@ zq) fir x4>0.

o' zq) = {

Damit ist fp ungerade in der letzten Variable. Nun definieren wir up €
C>®(R%) N LP(RY) als Losung von (A — A)u = fp in R% Damit ist up
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ebenfalls ungerade, denn es gilt
A=A (up (., = )a=(z za) = (A = Aup)(@’, —za)
= fp(@', —=4)
= —fp(a’, zq)
— (0= A)(—up) (@, za).
Also 16st sowohl up(.,—.) als auch —up die Gleichung (A — A)u = —fp.
Die Funktionen up(., —.) und —up miissen damit iibereinstimmen. Da up €

C>(R?) gilt folgt insbesondere up(z’,0) = 0 fiir alle 2’ € R4~!. Die Funktion
up geniigt daher der Dirichlet Randbedingung und uD|RfIF 16st

A—Au=f inRL
u=20 auf(?]Ri

Insbesondere folgen die Normabschétzungen (37) da

o o C C
[ID%upl|ppgay < I1Duplle@a) < W\\fDHLP(Rd) < WQWHLP(M)-

Da C2°(R4) dicht in LP(RZ) liegt, ldsst sich (A — A)~! auf ganz LP(R%)
eindeutig fortsetzen.

Fiir Neumann-Randbedingungen setzt man f gerade nach R? fort und erhilt
analoge Abschétzungen. Auflerdem erhélt man durch exakt gleiche Argu-
mentation des Beweises von Theorem 1.2 auch die Aussagen dieses Satzes
flir Ri statt R? und wir haben das folgende Theorem entsprechend zu Theo-
rem 1.2 gezeigt.

THEOREM 2.1. Es seien A und B wie im letzten Abschnitt gegeben. Dann
gibt es Konstanten e, Ao, C, so dass fir X mit Re A\ > 0 und |A\| > Ao die
Gleichung

A—A-Bu=finRe
Ru =0 auf ORY,
wobei R = Id (Dirichlet-RB) oder R = 0,, (Neumann-RB), fir jedes f €

LP(R) eine eindeutig bestimmte Losung u € WP(RL) besitzt, falls |la;j —
Qijllee < € gilt. Desweiteren gilt fiir u die Abschétzung

o C
(40) |D uHLP(Ri) < W“fHLP(Ri)'

(39)

BEMERKUNG 2.2. Mit Hilfe dieses Theorems lisst sich ein der Differential-
gleichung (A — A)u = f zugeordneter Operator wie folgt definieren
(a) Fiir Dirichlet-Randbedingungen: D(Ap) = W2P(R%) N Wol’p(Ri)
mit Apu = Au.
(b) Fiir Neumann-Randbedingungen: D(An) = {u € W?P(R) : qu €
Ly md
Wy (R}
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3. Losungstheorie in beschrédnkten Gebieten

Wir betrachten nun die Gleichung
A=—Au=finQ

(41) Ru = 0 auf 992

wobei A wieder ein elliptischer Differentialoperator und Q C R? ein be-
schrinktes Gebiet von der Klasse C? ist. Das Hauptresultat fiir beschrinkte
Gebiete ist

THEOREM 3.1. Es seien A und B wie im letzten Abschnitt gegeben. Dann
gibt es Konstanten e, \g,C, so dass fir X mit Re A > 0 und |[A\| > Ao
die Gleichung (41), wobei wie vorher R = Id (Dirichlet-RB) oder R =
On (Neumann-RB), fiir jedes f € LP(Q) eine eindeutig bestimmte Lisung
u € WP(Q) besitzt, falls ||a; — aijllo < € gilt. Desweiteren erfillt u die
Abschitzung

o C
(42) [D%ullLr (o) < W\\f“m(n)-

BEMERKUNG 3.2. Analog zum Fall Q = Ri konnen wir die folgenden Dif-
ferentialoperatoren definieren
(a) Fiir Dirichlet-Randbedingungen: D(Ap) = W2P(RL) N Wol’p(Ri)
mit Apu = Au.
(b) Fiir Newumann-Randbedingungen: D(Ay) = {u € W2P(R%) : Vu|sq-
n =0 im Spursinne}.

Bevor wir das Theorem beweisen, wollen wir noch ein einfaches Korollar
formulieren.

KOROLLAR 3.3. Die Operatoren (A — Ap)~%, (A — Ay)~1: LP(Q) — LP(Q)
sind kompakt, fir alle X fir die sie existieren.

BEWEIS. Ist Re A > 0 und |A\| > Ap so ist nach Obigem und nach
dem Satz von Rellich Id, : W*P(Q) — LP(Q) ein kompakter Operator
und (A — Ap)~! bzw. (A — Ay) ! stetig von LP(2) nach W?2P(Q). Also ist
(A= Ap)~t = Idy(A— Ap)~' : LP(Q) — LP() kompakt. Fiir die iibrigen
A fiir die die Resolvente existiert verwende die Resolventenidentitit aus der
Funktionalanalysis. (]

BEWEIS. (von Theorem 3.1, Beweisskizze) Es sei {U;,j =1,...,n} eine
endliche Uberdeckung von 052, wobei fiir die Mengen U; diamU; < e gilt.
Geméf Definition 5.2 aus Kapitel 2 gibt es zugehorige Abbildungen ¢; :
@ — Uj. Aus der stetigen Differenzierbarkeit der ¢; folgt, dass sich die
Jakobi-Matrix nur um §(¢) von Id unterscheidet und d(e) — 0 fiir ¢ — 0
gilt.

Weiter wiihlen wir aus der offenen Uberdeckung {B(z,¢;) : # € Q\U, U, &5 <
dist(z, 0€2)} von Q\ {J; U; endlich viele aus, etwa {O; : j =n+1,..., N}
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Wir definieren nun lokale Operatoren. Sei hierzu ¢; eine quadratische Zer-
legung der Eins (d.h. >, gp? =1) zu {U;} U{O,}. Damit setzen wir:
(a) Fall j < n: Wir definieren u; als Lésung von
()\ - Aj)u]' = QDJ‘f = fj in Rd.

(b) Fall n < j < N: Wir definieren u; = 4; oqﬁj_l, wobei 4 eine Losung
von

(A= 4))i; = (pjo6;)(foe;) nRE
Ruj; =0 auf BRZ{

Hierbei miissen wir die Koeffizienten von flj so wahlen, dass Aju; =
(Auj) o ¢j = fj = p; f gilt. Das bedeutet (wir vernachldssigen hier
den Index j)

Au= Aiio¢™1)

d
= aydid(iiog ")

U+ O - 9,0, (d 1)k

Il
[~]=
2

i [M=
[S))
3
=
=g
iSH
s
3
)]
s

—: Aa.
Da fiir ¢ klein jede der Funktionen ¢; bis auf Rotation fast die
identische Abbildung ist, ergibt sich, dass der Differentialoperator
A eine kleine Stérung eines elliptischen Operators ist (da 9;¢;,} ~
0im). Klein meint hier im Sinne von Theorem 2.1. Daher ist ;
wohldefiniert.
Damit definieren wir den ersten Kandidaten fiir die Losung auf dem be-
schrankten Gebiet durch v(f) := Zjvzl @;u;, dann gilt

N
A=A =Av— Z pjAu; + A(p;v) — 5 Au;
j=1
N
= Z SDJAUJ [A, SDJ']UJ
N
f T\f
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Aus der Produktregel folgt, dass der Operator [A, ¢;] nur Ableitungen er-
ster Ordnung in v und als Koeffizienten erste und zweite Ableitungen von
¢ enthélt. Daher ist der Operator Ty : LP(2) — LP(Q) stetig mit der

Abschétzung
C
1T fllp < —== 11 1lp-

VIA

Fiir A grof genug existiert also (Id —T))~! und wir erhalten schlieflich eine
Losung der Gleichung durch u = v((Id — Ty) ! f). Die Normabschitzungen
fiir u folgen aus der Beschrinktheit von (Id — Ty)~! und der Konstruktion
von v. (]

4. Ausblick: Eine weitere Anwendung der Fouriertransformation

Wir betrachten die Wirmeleitungsgleichung in R?
ur— Au =0 in (0,00) x R?
) : (0.50)

u(0) = o,

mit einer Anfangstemperaturverteilung ug € S. Wir suchen also eine Funk-
tion u : (0,00) x R? — C, die diese Gleichung im Distributionensinne erfiillt.
Anwenden der Fouriertransformation ergibt

U+ €70 =0  in (0,00) x RY
a(0,€) = tp(€)  in RY

Also ist fiir festes £ € R? die Losung a(t, &) gegeben durch die Losung dieser
gewOhnlichen DGI., ndmlich

i(t,€) = e~ Faig (€).
Anwenden von F~! und Beispiel 2.4 aus Kapitel 4 liefert, da F~!f(z) =
Ff(=z)

u(t,z) = F (e_t|§|2ﬁ0)
= <]:71€7t‘5‘2) * UQ

= <.7-"e_t|§|2) * U

(3) %
= = e At x
2t

= Gt * UQ.

Die Funktion G; wird auch Gauss-Kern genannt. Es gilt ||G¢|[; = 1 und
daher folgt mit der Ungleichung von Young fiir die Faltung, dass der durch
u(t) = Gy * ug definierte Operator stetig auf LP(R?) fiir alle t > 0 ist.
Desweiteren ist Gy analytisch in dem Parameter t. Da auch 9fG; € L'(R?)
fir £ € N, folgt, dass damit u(t,x) = Gy * ug(z) sogar analytisch in ¢ fiir
t > 0 ist.



KAPITEL 7

Evolutionsgleichungen — Das abstrakte Cauchy-
Problem

Im verbleibenden Teil der Vorlesung wollen wir uns mit linearen, paraboli-
schen Evolutionsgleichungen beschéiftigen, d.h. mit lineare partiellen Diffe-
rentialgleichungen, die eine Zeit- und Ortsvariablen enthalten, in denen ein
Mal nach der Zeit differenziert wird und die Ortsableitungen durch einen
elliptischen Differentialoperator beschrieben werden kénnen. Die Modellglei-
chung in diesem Zusammenhang ist die Wéirmeleitungsgleichung, die in ihrer
einfachsten Form so aussieht:

duu(t,z) = Au(t,z), t>0, xR
u(0, ) = up(z), T € Rda

mit einer gegebenen Anfangsbedingung uyg.

Unser Ansatz zur Losung solcher Gleichungen besteht darin, die Gleichung
als gewohnliche Differentialgleichung in einem Banachraum aufzufassen. Be-
zeichnet in obigem Beispiel Ay den Laplace-Operator auf L?(R?), so kénnen
wir obige Gleichung umschreiben zu

u'(t) = Agqu(t), t>0,

u(0) = wo,

wobei das Gleichheitszeichen nun im Sinne von ,gleich in L?“ zu verste-
hen ist. Wir haben nun ein leichteres Problem, ndmlich eine gewohnliche
Differentialgleichung, in einem komplizierteren Gebilde, ndmlich dem Ba-
nachraum L?, zu betrachten. Ein solches Problem in der abstrakten Form

u'(t) = Au(t), t>0,

u(0) = uo,

wobei A ein linearer Operator in einem Banachraum X und w : [0,00) — X
ist, nennt man abstraktes Cauchy-Problem.

Rein formal handelt es sich nun um eine gewdhnliche Differentialgleichung,
deren Lésung naiv aus der Sicht der Analysis ITI betrachtet u = e*4u sein
sollte, auch wenn im Moment natiirlich e*2? keinen Sinn ergibt. So naiv der
Ansatz auch scheint, er trigt sehr, sehr weit. . .

69
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1. Stark-stetige Operatorhalbgruppen

Wir nihern uns behutsam einer Antwort auf die Frage was e fiir einen
unbeschriankten Operator A auf einem Banachraum X sein soll. In den fol-
genden Abschnitten entwickeln wir diese Theorie im abstrakten Rahmen.
Dabei miissen wir hiufig Funktionen u : [a,b] — X integrieren, wozu wir
eine Vorbemerkung machen.

1.1. Das Vektor-wertige Riemann-Integral. Sei X ein Banach-
raum, —o0 < a < b < oo und f € C([a,b];X). Ist 7 = {to,t1,...,tn}
mit a = tg < t; < ... < t, = b eine Zerlegung von [a,b] mit Feinheitsmaf}
|| = max?zl(tj —tj_1), sowie 7; € [tj_1,t;], 7 = 1,...,n, Zwischenstellen,
so konvergieren die Riemann-Summen

Zf(Tj)(tj —tj-1)

fiir || — 0 gegen das X -wertige Riemann-Integral

/b £(t) dt.

Das funktioniert genauso wie in der Analysis I, wobei man natiirlich alle
Betrdage im Bildbereich durch die Norm in X ersetzen muss. Ebenfalls wie
in Analysis I definieren wir uneigentliche Integrale wie

7f(t) dt := lim /bf(t) dt,

b—oo

falls dieser Grenzert existiert und verwenden munter andere Eigenschaften
des Integrals wie Linearitédt, die Dreiecksungleichung, partielle Integration
und den Hauptsatz.

Neu hinzu kommen die folgenden Eigenschaften.

LEMMA 1.2. Sei X ein Banachraum und u € C([a,b]; X). Dann gilt
b b

(a) B € £(X) — B/u(t) dt = /Bu(t) .

(b) Ist A : X O D(A) — X abgeschlossen und u € C([a,b]; D(A))
(d.h. u € C([a,b]; X), Au(t) € D(A) fir alle t € [a,b] und Au €
b

C([a,b]; X)), so ist fabu(t) dt € D(A) und es gilt A/u(t) dt =

/b Au(t) dt.

a
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Beweis. Ubung. O

DEFINITION 1.3. Sei X ein Banachraum, —oo < a < b < oo und T : [a,b] —
L(X). Dann heifst

(a) T normstetig <= T stetig, d.h. || T(t) —T(to)|zx) — 0 (t = to).
(b) T stark-stetig <= || T(t)x—T(to)z||x — 0 (t — to) fir allex € X.

BEMERKUNG 1.4. (a) T normstetig = T stark-stetig.
(b) Ist T stark-stetig, so definieren wir

Jroeec mi ([ro0)e= [

a a

DEFINITION 1.5 (Laplace-Transformation).

(a) Eine Funktion u € C(]0,00); X) heifit exponentiell beschrinkt, falls
Konstanten M > 0 und w € R ezistieren mit ||u(t)||x < Me“t fir
alle t > 0.

(b) Istu exponentiell beschrinkt, so existiert fir alle \ € C mit Re (\) >
w das uneigentliche Integral fooo e Mu(t) dt und die Funktion

G:{AeC:Re(N\) >w} =X mit a(A):= /eAtu(t) dt
0

heif$t Laplace-Transformierte von u.

Die folgende fundamentale Eigenschaft der Laplace-Transformation wollen
wir hier nur zitieren.

SATZ 1.6 (Eindeutigkeit der Laplace-Transformation). Seiu € C([0,00); X)
und t — fg u(s) ds, t > 0, exponentiell beschrinkt mit Konstanten M und
w. Existiert dann ein w' > w, so dass 4(\) = 0 fir alle A > W' gilt, so ist
u = 0.

Was hat das alles nun mit unserem abstrakten Cauchy-Problem zu tun? Wir
formulieren dieses zunéchst einmal exakt:

1.7. Abstraktes Cauchy-Problem (ACP). Sei X ein Banachraum
und (A, D(A)) ein abgeschlossener, linearer Operator in X. Zu gegebenem
up € X finde ein u € C1((0,00); X) N C([0,00); X) N C((0,00); D(A)) mit

{ u'(t) = Au(t), t>0,
u(0) = up.
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Sei nun u eine exponentiell beschrénkte Losung von (ACP). Dann gilt dank
Lemma 1.2 (b) fiir die Laplace-Transformierte 4 € D(A) und

Au(N) = A/e)‘tu(t) dt = /eMAu(t) dt = /e)‘tu'(t) dt
0 0 0

= e Mu(t)

- / e Mu(t) dt = —ug + A(N)
0
0

fiir alle Re(\) > w, wobei w die Konstante aus der exponentiellen Be-
schriankheit von w ist.
Damit gilt (A — A)a(\) = up, d.h. im Falle, dass A € p(A) gilt, haben wir

Ist die Resolventenmenge von A also ,,ausreichend grof3“, so kénnen wir hof-
fen, dass wir Losungen von (ACP) bekommen, wenn wir die Resolvente von
A in irgendeiner Weise Laplace-riicktransformieren kénnen. Das ist unser
néchstes Ziel.

NOTATION 1.8. Es sei T : [0,00) — L(X) stark-stetig und exponentiell
beschrinkt mit Konstanten M und w. Dann definieren wir T(\) € L(X) fir
Re(\) > w durch

T\ = / e M (e dt = (T()z)(\), € X.
0

DEFINITION 1.9. Sei w € R. Eine Familie {R(\) : A > w} C L(X) heifst
Pseudoresolvente, falls fiir alle A\, > w die Resolventengleichung

R(A) = R(p) = (= M) R(u)R(N)
gilt.

SATZ 1.10. Es sei {R(\) : A > w} eine Pseudoresolvente. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent.

(a) Es existiert ein abgeschlossener linearer Operator A in X mit (w,00) C
0(A) und R(N\) = R(\, A) fiir alle A > w.

(b) R(N) ist injektiv fir ein X > w.

(c) R(X) ist injektiv fir alle A > w.

BEWEIS. Ist R(A) = R(A, A) fiir alle A > w, so ist R(A) natiirlich fiir all

diese A auch injektiv. Somit folgt (c) sofort aus (a), genauso wie (b) direkt
aus (c) folgt. Wir beweisen also ,,(b) = (a)“.
Es sei A\g > w und R(\g) injektiv. Fiir alle z € R(\g)(X) setzen wir dann
A= Xy — R(X\o) 7}, was dank der Injektivitiit von R(\g) moglich ist. Dann
ist A offensichtlich linear mit D(A) = R(X\p)(X). AuBerdem gilt dann (Ao —
A)R()\o) = idX und R()\o)()\o — A) = idD(A).
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Sei nun A > w beliebig. Dann gilt mit zweimaliger Anwendung der Resol-
ventengleichung
(A= AR = (A = A)[R(No) + R(N) — R(N\o)]

(A = A)[R(20) + (Ao = M R(A)R(N)]

[(A = X0) + (Ao — A)]R(Ao) [1 + (Mo — M R(N)]
(A= 2X0)R(No) [I + (Ao — )\)R(A)] + 14+ (MNo—AR(N)
=TI+ (Mo —A)[R(\) = R(Xo) — (Ao — M) R(Xo)R(N)] = I.

Genauso zeigt man R(\)(A—A) = I auf D(A). Schliefllich ist damit o(A) # 0
und damit A in jedem Fall abgeschlossen. O

Mit diesem Kriterium, wann eine Pseudoresolvente tatséchlich Resolvente
eines Operators ist, kénnen wir nun zeigen, welche Operatorenfamilien die
Urbilder der Resolventen unter der Laplace-Transformation sind.

THEOREM 1.11. Sei T : [0,00) — L(X) stark-stetig und exponentiell be-
schrinkt mit Konstanten M und w. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent.

(a) Es existiert ein abgeschlossener linearer Operator (A, D(A)) mit
(w,00) C (A) und T'(A\) = R(\, A) fiir alle A > w.
(b) T(0) =1 und T(t +s)=T(t)T(s) fir alle s,t > 0.

Damit sind die Abbildungen 7" : [0, 00) — £(X), die im obigen Theorem die
Bedingung (b) erfiillen, die Kandidaten fiir die Laplace-Riicktransformation
der Resolvente. In der Einfiihrung zu diesem Kapitel hatten wir gesehen, dass
diese Losungen unserer abstrakten Cauchyprobleme moralisch von der Form
ety sein miissten. Tatsichlich finden wir nun Abbildungen die die Funk-
tionalgleichung der Exponentialfunktion e = 1 und e!** = e’e® erfiillen.

Wir geben diesen Abbildungen T zunéchst ihren Namen.

DEFINITION 1.12. Fine Abbildung T : [0,00) — L(X) heifit Cy-Halbgruppe,
falls

o T stark-stetig,

e T(0)=1

o T'(t+s)=T()T(s) fur alle s,t >0 (Halbgruppen-Eigenschaft).

BEWEIS VON THEOREM 1.11. Es sei ¢ > A > w. Dann gilt fiir alle
zeX

TNz - Twe 1 ol L
= e TNz — —— [ e T (t)xdt
:/e(’\“)tT()\)xdt——/ A=t o= () dt.

0
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Integrieren wir nun im zweiten Integral partiell, so erhalten wir

o] 00 t
:/ t/ 7>‘TT ) dr dt — / 7>‘TT )z dr eA—mt
H= p=A t=0
0 0 0

o

t
/)\ e “)t/ e M T (r)z dr dt
0 0

:/e(A_“) / AP (r)a dr dt — /e t/ e T (r)z dr dt
0

0 0
= /eo‘_“)t/e_MT(r)x dr dt.
0 t

Mit der Substitution r = s + ¢ liefert das

w _ / Ot / e NIt 4 8)x ds dt
=
0 0

= /e_“t /e_)‘ST(t + s)x ds dt.

0 0

Auflerdem gilt natiirlich nach der Definition der Laplace-Transfomierten T
fiir jedes x € X

T(w)T Nz = /e“t/e)‘sT(t)T(s)x ds dt.
0 0

»(a) = (b)“ Gilt T(\) = R(\, A) fiir alle A > w, so gilt dank der Resolventen-
gleichung (1 — N)T(u)T(\) = T(\) — T(p) fiir alle X\, 1 > w. Also
ist mit obiger Rechung

/ e / e NT(t+ s)a ds dt = / e i / ™M (t + s)a ds dt

und der Eindeutigkeitssatz 1.6 fiir die Laplace-Transformierte liefert
T(t+s)=T(t)T(s) fiir alle s,t > 0.

Wegen T'(0) = T(0+0) = T'(0)7°(0) ist dann T'(0) eine Projekti-
on. Wir zeigen nun, dass 7'(0) injektiv ist, denn dann muss 7'(0) = 1
gelten. Sei also x € X mit T(0)z = 0 gegeben. Dann gilt fiir alle
t>0

T(t)x = T(t + 0)x = T(H)T(0)x = T(t)0 = 0,
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also ist fiir ein beliebiges A > w

R\ Az =T(\)zx = /eAtT(t)x dt=0
0

und da die Resolvente injektiv ist, haben wir z = 0.

»(a) < (b)* Aus obiger Rechnung folgt mit der Voraussetzung 7'(t+s) = T'(t)T'(s)

nun (u — N7 ()TN = T(\) = T(w), dh. {T(X) : A > w} ist eine
Pseudoresolvente. Es bleibt wegen Satz 1.10 noch zu zeigen, dass
T()\) fiir ein A > w injektiv ist. Sei also A > w und € X mit
T()\)x = 0 gegeben. Dann gilt mit der Resolventengleichung fiir
jedes p > w

T(p)z = TNz — (= NT ()TN = 0.

Also ist wieder mit Satz 1.6 T'(¢)z = 0 fiir alle ¢ > 0. Insbesondere
gilt also x = T'(0)z = 0. O

Wir haben in der Definition einer Cy-Halbgruppe nicht vorausgesetzt, dass T'
exponentiell beschrankt ist. Tatséchlich folgt das schon aus obiger Definition.

Sarz 1.13. Ist T eine Cy-Halbgruppe auf X, so gibt es Konstanten M > 0
und w € R mit || T(t)|zx) < Me*" fiir alle t > 0.

BEWEIS. Sei z € X. Dann ist die Abbildung &, : [0,1] — X mit &,(¢) :=
T(t)x stetig, d.h. die Menge {T'(t)x : t € [0,1]} C X ist kompakt und
damit beschréinkt fiir jedes x € X. Nach dem Satz von der gleichméBigen
Beschrinktheit ist damit auch {T'(¢) : ¢ € [0,1]} in £(X) beschrénkt. Also
ist M := supyejo 1) |70l £x) < 0.

Seinun ¢t > 0 und t = n+ s mit n € Ny und s € [0,1). Dann gilt fir
w = log(M)

1T cx) = IT(S)T (M)l zx) = ITSHTQ) | oxy < MM™ = Me®™ < Me*".
(]
Die Halbgruppeneigenschaft T'(t 4+ s) = T'(t)T'(s), die hier die exponentielle

Beschriinktheit gratis mitliefert, hat noch weitere angenehme Folgen. Als
Beispiel geben wir den folgenden Satz an.

SATz 1.14. Gelten fir T : [0,00) — L(X) die Beziehungen T(0) = I und
T(t+s)=T(t)T(s) fir allet,s >0, so ist T genau dann stark-stetig, wenn
dies in Null gilt, d.h. wenn limp o T (t)x = x fir alle v € X gilt.

DEFINITION 1.15. Sei T eine Cy-Halbgruppe auf X. Der nach Satz 1.10
existierende abgeschlossene lineare Operator (A, D(A)) heifst Erzeuger oder
Generator von T'.

Wir sammeln einige wichtige Beziehungen zwischen Halbgruppe und Gene-
rator.
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SATZ 1.16 (Allerweltsformel). Sei T eine Cy-Halbgruppe auf einem Banach-
raum X mit Generator (A, D(A)). Dann gelten die folgenden Aussagen.
(a) T(t)R(u, A) = R(p, A)T'(¢t) fiir alle t > 0 und alle p € o(A).
(b) Ist . € D(A), so gilt T(t)x € D(A) und AT (t)x = T(t)Ax fir alle
t>0.
(c) Es ist v € D(A) und Ax = y genau dann, wenn fg T(s)yds =
T(t)x — x gilt.
(d) Fiir jedes x € X und jedes t > 0 gilt fg T(s)x ds € D(A) und
A[iT(s)xds = T(t)x — .

(e) A ist dicht definiert, d.h. D(A) = X.

T(t)r —
(f) Esist genau dann x € D(A), wenn der Grenzwert y := }{% %
existiert. In diesem Fall gilt Ax = y.
BEWEIS. Zu (a): Sei z € X und A > w, wobei w die Konstante aus der
exponentiellen Beschréanktheit von T ist (vgl. Satz 1.13). Dann gilt

/e)‘tT(t)R(,u, A)x dt = RN\, A)R(u, A)x = R(p, A)R(\, A)x
0

:R(,u,A)/eMT(t)x dt = /e)‘tR(,u,A)T(t)x dt
0 0

und mit Satz 1.6 folgt die Behauptung.
Zu (b): Sei x € D(A) und A > w. Dann ist mit Hilfe von (a)

Tt)x =Tt)RN\, A)(AN—A)xz = R\, A)T(t)(\— A)xz € D(A)
und wir erhalten durch Anwendung von A\ — A auf diese Gleichung
A=A)T(t)x =T(t)\x — T(t)Ax,
d.h. AT(t)x = T'(t)Ax.
Zu (c): Fiir alle y € X und alle A > max{0,w} gilt mit partieller Integration

(e 9]

RN A)y = /e)‘tT(t)y dt
0
¢

=M /T(S)y ds
0
Der erste Summand ist nun Null, da

¢
e)‘t/T(s)y ds
0

00 t
—|—)\/e)‘t/T(s)y ds dt.
0
0 0

t

< Me M /ews dsl|y||x
X 0

M _ M
= e Mt = Dllyllx < e ylx -0
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fiir ¢t — oo gilt.

Damit ist
o0

t
RN A)y = )\/e_M /T(s)y ds dt.
0 0

Andererseits gilt fiir jedes x € X
ARM\, A)x —x =\ / e MT () dt — A / e Mdtx =\ / e M(T(t)x — ) dt.
0 0 0

Mit Hilfe dieser Betrachtungen beweisen wir nun zunéchst ,=“. Ist x €
D(A) und y = Az, so gilt

R\, A)y = RO\, A) Az = —R(\, A)(\ — A)z + AR(\, A)z = AR(\, A)z — .

Also gilt
A/ (T dt—A/ _”/T Yy ds dt

und Satz 1.6 hefert wieder die Behauptung.

Zum Beweis von ,,<=“ beobachten wir, dass aus der Voraussetzung und
obigen Betrachtungen AR\, A)x — x = R(XA, A)y folgt. Damit ist x =
R\, A)(Ax —y) € D(A) und es gilt \x — Az = Az —y, also Az =y.

Zu (d): Sei x € X und A > max{0,w}. Setzen wir y = R(X, A)z, so ist
y € D(A) und es gilt mit (c)

t

T(s)\y ds — /T(S)Ay ds = )\/T(s)y ds —T(t)y +v.
0 0

T(s)xds =

o _
o

Nun ist T'(-)y € C((0,00); D(A)), also gilt nach Satz 1.2 (b) und der Aussage
in (b), dass fo T(s)x ds € D(A) ist und

(©

¢
A/T xds = )\/ s)Ayds —T(t) Ay + Ay = NT'(t)y —y) — T(t)Ay + Ay
0

W AN-—Ay—A—-Ay=T{t)xr—=

gilt.

Zu (e): Sei € X. Nach (d) gilt 2. := % 1 [ T(s)zds € D(A) fiir jedes e > 0
und dank der Stetigkeit von s +— T'(s )x in X 1st limooz. =T(0)x = 2.
Zu (f): Zum Beweis von ,= sei x € D(A). Dann gilt mit (c)

t

Tt -z 1

f_z/T(s)Axds—LAx (t\(0).
0
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Es bleibt also ,,<=* zu beweisen. Sei dazu x € X gegeben, so dass der Grenz-
wert y := limp o +(T(t)z — ) in X existiert. Wir setzen

1/n
Ty =N / T(s)xds, mneN.
0

Dann ist z, € D(A) fiir alle n € N dank (d) und wie in (e) sieht man
limy, 00 z, = x in X. Weiter gilt mit (d) und nach Voraussetzung

Az, =nA / T(s)zds=n(T(1/n)xz —x) =y (n— o0).
0

Die Abgeschlossenheit von A liefert nun sofort © € D(A) und Ax = y, also
die Behauptung. O

Fiihren wir die gedankliche Analogie zur Exponentialfunktion fort und set-
zen im Geiste T'(t) = et so sind eigentlich alle Formeln im obigen Satz
ganz natiirlich. Als Beispiel schreiben wir uns (c¢) um:

t ¢
t

/T(s)y ds = /eSAAx ds = e*z| =ee —z=T(t)z — .
0

0 0

Man wiederhole selbiges zur Ubung mit (f)!

Ist also A der Generator einer Cy-Halbgruppe T', so kann man mit einiger
Berechtigung statt T'(t) auch e¢*4 schreiben (was auch oft gemacht wird).
Zum Abschluss wollen wir natiirlich noch zeigen, dass unsere Halbgruppen
wirklich eine Losung des abstrakten Cauchy-Problems (ACP) liefern.

THEOREM 1.17. Ist A der Generator einer Cy-Halbgruppe T auf einem Ba-
nachraum X und uy € D(A), so ist u(t) := T(t)ug, t > 0, die eindeutige
Lésung von (ACP).

BeEWwEIS. Da T stark-stetig ist, gilt zundchst u € C([0,00); X). Weiter
ist mit ug € D(A) nach Satz 1.16 (b) auch u(t) € D(A) fiir alle ¢t > 0 und
Au(t) =T(t)Aug € C([0,00); X), d.h. wir haben sogar u € C([0,00); D(A)).
AuBerdem gilt mit (c)

—

u(t) =T (t)up = up + [ T'(s)Aug ds,

etig nach t differenzierbare Funk-
und wir haben

was eine nach dem Hauptsatz auf (0, 00) s
tion ist. Damit ist auch u € C*((0,00); X

~— &4 O

—u(t) = %/T(S)Auo ds =T(t)Aug = AT (t)ug
0
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mit Hilfe von (b). Da schliefllich auch «(0) = T'(0)ug = wg gilt, ist also u
eine Losung von (ACP).

Es bleibt noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Sei dazu u irgendeine Losung von
(ACP), die den Regularitétsanforderungen aus 1.7 geniigt. Fiir ein beliebig
vorgegebenes 7 > () setzen wir nun

w(t) :=T(r — t)u(t), tel0,7]
Dann gilt mit der gleichen Begriindung wie oben und Satz 1.16 (b)

%w(t) = —AT(7 — t)u(t) + T(r — t)u/(t) = T(r — t) (' (t) — Au(t)) =0,

da u eine Losung von (ACP) ist. Das bedeutet aber, dass w auf [0, 7] konstant
ist, d.h. wir haben

u(t) =w(t) =w(0) =T (1)uy fiir alle 7 >0
und sind fertig. O

Natiirlich ist dieses Ergebnis bis jetzt nur von eingeschrinktem Nutzen, so-
lange wir nicht wissen, welche Operatoren denn iiberhaupt Erzeuger von
Cy-Halbgruppen sind. Ja, es konnte sogar sein, dass es aufler beschrinkten
Operatoren, fiir die man mit Hilfe der Exponentialreihe sogar eine norm-
stetige Halbgruppe erhélt, gar keine Erzeuger gibt. Wir werden daher in
den néichsten Abschnitten Kriterien beweisen, wann ein (unbeschrénkter)
Operator ein Erzeuger ist.

2. Der Satz von Hille-Yosida

Wenden wir uns also der Frage zu, fiir welche unbeschrinkten Operatoren
A wir eine Cop-Halbgruppe T(= (e!4);>0) finden konnen. Der Ansatz diese
iiber die Exponentialreihe zu definieren, féllt aus Konvergenzgriinden ebenso
flach wie die Verwendung von et = lim,, o0 (1 +tA/n)". Um diese Proble-
matik zu umgehen, werden wir A durch geeignete beschrinkte Operatoren
A, n € N, approximieren und dann e*4 durch Approximation mittels e!4»
erhalten. Das liefert die folgende Charakterisierung, die das Hauptresultat
dieses Abschnitts ist.

THEOREM 2.1 (Hille, Yosida, 1948). Es sei (A, D(A)) ein linearer Operator

in einem Banachraum X mit D(A) = X. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent.

(a) A erzeugt eine Cy-Halbgruppe T wvon Kontraktionen auf X, d.h.
1T ()]l zx) <1 fiir alle t > 0.

(b) (0,00) C o(A) und [[R(N, A)||zx) < 1/ fiir alle A > 0.

(¢) {A € C:Re(\) > 0} C o(A) und [[R(A, A)l|z(x) < 1/Re(N) fir alle
diese A.

Zum Beweis dieses Theorems bendtigen wir noch einige Vorarbeiten. Wir
beginnen mit einer in vielen Zusammenhéngen niitzlichen Methode, dem
sogenanneten Rescaling.
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LEMMA 2.2 (Rescaling). Sei (A, D(A)) Erzeuger einer Cy-Halbgruppe T auf
einem Banachraum X und X\ € C. Dann erzeugt der Operator B := A+ A
mit D(B) = D(A) die Co-Halbgruppe S(t) := eMNT(t), t > 0.

Beweis. Ubung O
Wir verwenden dieses beispielhaft um folgenden Satz zu zeigen.

SATZ 2.3. Es sei (A, D(A)) Erzeuger einer Cy-Halbgruppe T auf einem Ba-
nachraum X . Fxistiert fiir ein A € C das Integral I := fooo e MT(t)x dt fiir
alle x € X, so ist A € o(A) und R(\, A)x = I fiir alle x € X.

BEWEIS. Wir beweisen zunichst den Spezialfall A = 0. Dann gilt nach
Satz 1.16 (f)

[e. 9] o0 oo

1
A/T(s)xds:lim—</ s—l—hxds—/T xds)
r\O h
0 0

() 00 h
1 1
= lim 7 </ T(s)xds— /T(s)x ds) = — lim 7 T(s)x ds
0 0

o

IAN)

Mit der Abgeschlossenheit von A (vgl. Theorem 1.11), Satz 1.2 und Satz 1.16 (b)
gilt fiir x € D(A) auch

Y SR S
0 0

Also ist 0 € p(A) und R(0, A)x = .

Sei nun A € C beliebig und B := A — X mit D(B) = D(A). Dann erzeugt B
nach Lemma 2.2 die Co-Halbgruppe S(t) := e MT(t), t > 0. Die Vorausset-
zung besagt dann, dass fooo S(s)x ds fﬁr alle reX existiert Also gilt nach
obigen Betrachtungen 0 € o(B) und ( Lz = [(¥ S(s)zds. Das bedeutet
aber gerade, dass A € go(A) mit R(), A foo e MT(s ds gilt. O

BEWEIS VON (a) = (c¢) IN THEOREM 2.1. Sei A € C mit Re(A) > 0.
Dann existiert dank ||T(¢)]|z(x) < 1 fiir alle £ > 0 das Integral [ e NT(t)dt
und somit ist A € p(A) nach Satz 2.3. AuBerdem gilt

T 1
S / e—Re()\)t dt — .
cx) Re(})

1RO Al = | / NI (1) di

O

Somit bleibt uns in Theorem 2.1 ,nur“ noch die Implikation ,,(b)=-(a)* zu
zeigen. Dazu betrachten wir die sogenannten Yosida-Approzimanten von A,
d.h. die Operatoren

A, :=nAR(n, A) = n*R(n, A) — nl
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fiir alle n € N. Diese sind offensichtlich fiir jedes n € N auf X beschriankte
Operatoren. Aulerdem gilt noch folgendes.

LEMMA 2.4. A erfille die Voraussetzungen von Thereom 2.1 (b) und A,
n € N, seien die Yosida-Approximanten von A. Dann gilt

(a) Fiir jedes n € N erzeugt A,, eine normstetige Halbgruppe T, (t) =

etAn £ >0, auf X mit ||T,(t)||z(x) < 1 fiir alle t > 0.
(b) Fiir alle x € X und alle n,m € N gilt
1T () — T (t)z||x < t|Apz — Azl x.
(c¢) Fiir jedes x € D(A) gilt lim,_, o Apz = Ax.
BEWEIS. Zu (a): Da A,, € L(X) gilt, ist A,, Erzeuger einer normste-

tigen Halbgruppe (vgl. Ubung). Deren Kontraktivitit ergibt sich mit der
Voraussetzung aus Theorem 2.1 (b) durch

T (8)z]|x = [len]| = ||t RO 5| ¢ = o=tn ot ROnA) g
S e—tnetn2||R(n7A)”HxHX = e_tnethxHX _ HxHX

Zu (b): Da die Resolventen von A mit verschiedenen A untereinander kom-
mutieren, kommutieren auch A,, A, 4" und e!4m. Damit erhalten wir
fir alle x € X und alle n,m € N

1

Hem”m - etAm.%'HX _ /di(estAnet(l—s)Amx) ds
S

X

0
1
_ /(tAneStA”et(l_s)Amx o eStA”tAmet(l_s)Amx) ds
0 X
1

testAngt(1=5)Am (A, — Az ds

X

I
- St~

< t/ T ()] ) 1T (81 = ) [l 2x) dsll (A — Am)z|lx
0

< U(An — Am)z| x.-

Zu (c): Fiir x € D(A) gilt

nR(n,A)r =x + AR(n,A)x =z + R(n,A)Ax — z (n — o0),

denn ||R(n, A)Az|x < ||Az|x/n — 0 (n — oo) nach Voraussetzung. Nun

ist D(A) dicht in X. Also gibt es fiir jedes z € X und € > 0 ein z. € D(A)

mit ||z. — z||x <e. Damit gilt fir jedes z € X

[nR(n, Az —z|x < |[nR(n, A)(z - z)|x + [[nR(n, A)ze — zellx + [loe — z([x
< |lnR(n, Azl — zellx + [nR(n, A)ze —2c|x + ¢
<ed+e+e=3¢



2. DER SATZ VON HILLE-YOSIDA 82

fiir hinreichend grofles n € N. Also gilt sogar
lim nR(n,A)z =z fir alle x € X.
n—o0

Damit folgt schlieBllich fiir alle x € D(A)
lim A,z = hm nAR(n, A)x = hm nR(n A)Ax = Ax.

n—o0

O

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir uns nun dem Beweis des Satzes von
Hille-Yosida zuwenden.

BEWEIS VON ,,(b)=(a)* IN THEOREM 2.1. Es sei wieder A,, n € N,

die Yosida-Approximation von A und T),(t) = e, t > 0, jeweils die von
A, erzeugte normstetige Halbgruppe auf X.
Sei # € D(A). Dann ist nach Lemma 2.4 (c) die Folge (A,z)nen eine
Cauchyfolge in X und wegen (b) des selben Lemmas konvergiert die Folge
(T (t)x)pen fiir jedes € D(A) gleichméBig fiir ¢ in kompakten Intervallen.
Sei nun € X und € > 0. Dann gibt es wegen der Dichtheit von D(A) in X
wieder ein 2. € D(A) mit ||z — z.||x < € und wir haben fiir alle ¢ > 0 und
n,m € N hinreichend gro§ dank Lemma 2.4 (a)

[Tn(t) — T ()] x < | Tn()(x = 22) = Tn(t)(x — 22)||x + [Tn )2z — T ()2 x
<L2|x — ze||x + e < 3e.

Also konvergiert die Folge (7),(t)x)nen sogar fiir jedes z € X gleichmifig
fiir ¢t in kompakten Intervallen. Wir setzen also fiir jedes x € X

T(t)x = lim T,(t)x = hm etAng
n—o0

Dann ist ¢ — T'(t)z als (lokal) gleichméfBiger Limes stetiger Funktionen ste-
tig, also ist T stark-stetig. Weiter iibertragen sich die Eigenschaften T'(0) =
I, T(t+s) = T(t)T'(s) fiir alle s, > 0 und || T'(t)||z(x) < 1 offensichtlich
direkt von den Halbgruppen 7T;,, n € N. Also ist T eine Cy-Halbgruppe von
Kontraktionen.

Es bleibt uns zu zeigen, dass A der Erzeuger von T ist. Sei dazu (B, D(B))
der Erzeuger von T' und x € D(A). Dann gilt mit Hilfe von (c) aus Satz 1.16
und den oben gezeigten Konvergenzaussagen

¢ t

T(t)x —z= lim T,(t)r —z = lim [ T,(s)A,zds= /T )Azx ds.

n—oo n—oo
0 0
Also folgt
t
T — 1
lim )z -z =lim- [ T(s)Azxds = Az
t\0 t tN\O t

und nach Satz 1.16 (f) ist damit € D(B) mit Bz = Az. Wir haben also
ACB.
Zum Nachweis der umgekehrten Inklusion verwenden wir die folgende
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Zwischenbehauptung: Sind (A, D(A)) und (B, D(B)) lineare Operatoren
auf einem Banachraum X mit A C B und sind sowohl A : D(A) — X als
auch B : D(B) — X bijektiv, so gilt A = B.

Dies lisst sich sehr schnell einsehen: Fiir alle z € D(A) gilt wegen
A C B und der Bijektivitit von B sofort = B~!Az. Damit gilt fiir
jedes € D(B) wegen A~!Bx € D(A) die Bezichung

x =B 'AAT'Bx = A7'Bx € D(A).
Alsoist BC A, d.h. A= B.

Wihlen wir in unserem Beweis des Satzes von Hille-Yosida nun ein A >
0 fest, so ist nach dem schon Gezeigten A — A C A — B. Auflerdem ist
A— A : D(A) — X nach Voraussetzung bijektiv. Weiter ist B Erzeuger
einer Cp-Halbgruppe von Kontraktionen. Also ist A € o(B) (vgl. die umge-
kehrte Richtung dieses Beweises), d.h. A — B : D(B) — X bijektiv. Obige
Zwischenbehauptung liefert nun A = B. O

Wendet man das Rescaling (vgl. Satz 2.2) auf den Satz von Hille-Yosida an,
so erhélt man

KOROLLAR 2.5. Es sei (A,D(A)) ein linearer, dicht definierter Operator
in einem Banachraum X und w € R. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent.

(a) A erzeugt eine Co-Halbgruppe T auf X mit || T(t)|zx) < et fiir
alle t > 0.

(b) (w,00) C o(A) und [|[R(A, A zex) < 2 fir alle A > w.

(c) {» € C:Re(A) > w} C o(A) und |[R(N, A)|lz(x) < m fiir alle
diese .

Man beachte, dass hier in der exponentiellen Abschiatzung der Halbgruppe
M =1 sein muss. Tatséchlich sind die Halbgruppen fiir die M > 1 gewahlt
werden muss die ,kompliziertesten“. Fiir diese gibt es (bisher?) nur die fol-
gende, deutlich schwerfilligere Charakterisierung.

THEOREM 2.6 (Hille-Yosida, allgemeine Form (Feller, Miyadera, Phillips,
1952)). Es sei (A, D(A)) ein linearer, dicht definierter Operator in einem
Banachraum X, M > 1 und w € R. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent.

(a) A erzeugt eine Co-Halbgruppe T auf X mit || T(t)| z(x) < Me*" fiir

alle t > 0.
(b) (w,00) € o(A) und |R(\, A)"|lzx) < # fir alle X > w und
alle n € N.

(¢) {A € C:Re(N) > w} C o(A) und [[R(A, A)"|zix) < W fiir
alle diese A\ und alle n € N.
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Der im obigen vorgestellte Beweis des Hille-Yosida-Theorems geht auf die
Beweisidee von Yosida zuriick. Hilles Ansatz war die Umformung

t —n
el = (e7' )7l = lim <1 — _a) .

n—oo n

Das fiihrt tatséichlich zu folgendem Zusammenhang.

SATZ 2.7. Es sei (A, D(A)) Erzeuger einer Cy-Halbgruppe T auf einem Ba-
nachraum X. Dann gilt fir jedes v € X

T(t)zr = lim, s [I — %A]fnx = lim,, oo [%R(%,A)]nx
gleichmdfig fir t in kompakten Intervallen.

Die Starke des Satzes von Hille-Yosida ist, dass er die Frage, ob das parabo-
lische Problem aus (ACP) lgsbar ist, auf die einfachere Frage zuriickspielt,
ob das elliptische Eigenwert-Problem Au — Au = f fiir alle f € X und aus-
reichend viele A gut l6sbar ist. Wobei ,,gut l6sbar“ eben genau bedeutet,
dass die Resolventenabschéitzung aus dem Theorem von Hille-Yosida erfiillt
ist.

3. Der Satz von Lumer-Phillips

Wir stellen in diesem kurzen Abschnitt einen weiteren oft verwendeten Cha-
rakterisierungssatz fiir kontraktive Cy-Halbgruppen vor.

DEFINITION 3.1. Es sei (A, D(A)) ein linearer Operator auf einem Banach-
raum X . Dann heifit A dissipativ, genau dann wenn

|(A = A)z||x > A|z|lx fir alle A\ > 0 und x € D(A).
Wir sammeln einige Eigenschaften dissipativer Operatoren.

LEMMA 3.2. Es sei (A, D(A)) ein dissipativer Operator auf einem Banach-
raum X. Dann gilt
(a) X\ — A ist injektiv fiir alle X > 0 und ||(A — A)"Yy||x < +|yllx fir
alle y € Im(A — A).
(b) X — A ist genau dann fir ein X > 0 surjektiv, wenn das fiir alle
A >0 gilt. In diesem Fall ist (0,00) C o(A) und |R(A, A)||z(x) < 3
fir alle X > 0.
(c) A ist genau dann abgeschlossen, wenn Im(A — A) fir ein (bzw.
dquivalent alle) A > 0 abgeschlossen in X ist.

(d) Gilt Tm(A) C D(A), so ist A abschliefibar, A dissipativ und Tm(\ —

A) =Im(A — A).

BEWEIS. Die Aussagen in (a), (c) und (d) behandeln wir in der Ubung
und beweisen hier (b). Dazu erinnern wir an die Neumannsche Reihe, mit
der man in der Funktionalanlysis die Offenheit der Resolventenmenge eines
abgeschlossenen Operators zeigt: Ist p € o(A), so gilt auch A\ € p(A) fiir alle
A€ C mit A — 4l < | Rl Al 7y,
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Sein nun A\g— A surjektiv fiir ein A9 > 0. Dann gilt wegen (a) sofort A\g € o(A)
und

1
R(Xg, A < —.
1700, A)llecx) < 1

Mit obiger Vorbemerkung gilt also (0,2Xg) C o(A) und mit (a) haben wir
wieder ||R(A, A)|lzx) < 1/A fiir alle diese A. Insbesondere ist 3Xo € 0(4)
mit | R(2 Ao, D) < %. Daraus folgt nun wieder (0,3X) € o(A) und wir
koénnen immer so weiter machen. Da die Intervalle, die wir dazu bekommen,
sogar mit grofem A immer grofier werden, bekommen wir so (0, 00) C o(A)
und die behauptete Abschétzung folgt dann aus (a). O

THEOREM 3.3 (Lumer-Phillips, 1961). Es sei (A, D(A)) ein dicht definier-
ter, dissipativer Operator auf einem Banachraum X. Dann sind die folgen-
den Aussagen dquivalent.

(a) A erzeugt eine Co-Halbgruppe von Kontraktionen auf X .

(b) Es gibt ein Ao > 0 mit Im(\g — A) = X.

BEWEIS. Sei A Erzeuger einer Kontraktionshalbgruppe auf X. Dann ist
nach dem Satz von Hille-Yosida Im(A — A) = X fiir jedes A > 0. Also
folgt mit Lemma 3.2 (d) die Aussage in (b) (Man beachte, dass dank der
vorausgesetzten Dichtheit von D(A) in X, die Voraussetzung Im(A) C D(A)
auf jeden Fall erfiillt ist).

Setzen wir nun umgekehrt (b) voraus, so folgt wieder aus Lemma 3.2 (d)
die Beziehung Im(\g — A) = Im(\g — A) = X. Damit ist \g — A surjektiv
und da A nach Lemma 3.2 (d) auch dissipativ ist folgt aus (b) desselben
Lemmas (0,00) C o(A) mit |R(X, A)||z(x) < 1/A fiir alle A > 0. Damit folgt
die Aussage in (a) aus dem Theorem von Hille-Yosida. O

Meist verwendet man folgende Verscharfung obigen Satzes um ein Erzeuger-
Resultat fiir den Operator selbst und nicht nur fiir den Abschluss zu bekom-
men.

KOROLLAR 3.4. Fin Operator (A, D(A)) auf einem Banachraum X erzeugt
dort genau dann eine Cy-Halbgruppe von Kontraktionen, wenn er dicht de-
finiert, sowie dissipativ ist und A — A fir ein A > 0 surjektiv ist.

Wir betrachten zum Abschluss noch die spezielle Situation eines Hilber-
traums.

SATZ 3.5. Ist (A, D(A)) ein linearer Operator auf einem Hilbertraum H, so
ist A genau dann dissipativ, wenn Re(Au | u) <0 fir alle w € D(A) gilt.

Bewers. Fiir alle u € D(A) und alle A > 0 gilt
(44) INu — Aul[fr = N[ulf — 2ARe(Au | w) + || AulF;.
Ist nun Re(Au | u) <0, so folgt daraus sofort
I3 = Aullzy = Xull

und damit die Dissipativitit von A.
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Ist umgekehrt A dissipativ so haben wir mit (44)

1 1
~2Re(Au | u) = £ (Il = Aullyy = Nllul) -] Aulz

>0

1
> —XHAUH%{ fiir alle A > 0.

Lé&sst man nun A nach Unendlich streben, so erhélt man die Behauptung. [J

4. Holomorphe Cy-Halbgruppen

Eine wichtige Klasse von besonders schonen Halbgruppen, d.h. solchen die
besonders regulidre Losungen von (ACP) liefern, sind die holomorphen Halb-
gruppen, die wir in diesem Abschnitt einfiihren wollen. Dazu brauchen wir
erst einen Holomorphie-Begriff fiir Banachraum-wertige Funktionen.

DEFINITION 4.1. Es sei 2 C C ein Gebiet, X ein Banachraum und f : Q —
X eine Funktion. f ist holomorph in G, falls

i £ = f(0)
z2—20 Z— 20

fir alle zg € G existiert.

BEMERKUNG 4.2. Es gibt noch eine Reihe dquivalenter Definitionen fiir Ho-
lomorphie:

f holomorph in Q <= @o f:Q — C holomorph fiir alle ¢ € X'
(schwache Holomorphie)
< f ist um jedes zg € () in Potenzreihe entwickelbar.

DEFINITION 4.3. (a) Fiir 6 € (0, 7] notieren wir
Y9 :={z€C\ {0} :|arg(z)| < 6}.

(b) Sei 6 € (0,7/2]. Fine Abbildung T : X9 U {0} — L(X) heifit holo-
morphe Cyp-Halbgruppe vom Winkel 0, falls
o T :3%yp— L(X) holomorph.
e T(0) =1 und T(z1 + 2z2) = T(21)T (22) fiir alle z1, 29 € Xy.
e lim T(z)x =z fir alle x € X und alle ¥ € (0,0).

z2—0
z€Xy

(¢) Eine holomorphe Halbgruppe vom Winkel 6 heifst beschrénkt, falls

die Abbildung T'|s,, : ¥y — L(X) fir jedes O € (0,0) beschrinkt ist.

Offensichtlich ist fiir jede holomorphe Cy-Halbgruppe 17" vom Winkel 8 die

Abbildung Tjpo) : [0,00) — L(X) eine Cp-Halbgruppe, genauso wie die

Abbildung T, : [0,00) — L£(X) mit T, (t) := T(e'%) fiir jedes a € (—0,0).
Wir bestimmen deren Erzeuger.

LEMMA 4.4. Es sei (A, D(A)) Erzeuger einer holomorphen Cy-Halbgruppe
vom Winkel 0 und o € (—6,0). Dann ist * A der Erzeuger der Cy-Halbgruppe
T,.
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BEWEIS. Wir bezeichnen den Erzeuger von T, mit B. Dann gilt fiir
x € D(B) und s > 0 dank der Holomorphie von 7" in 3

T.(5)Bx = lim %Ta(s)(Ta(t):c - o) = lim % [Ta(s + t)x — T(c®s)a]

. 1 . . . . .
= €' lim [T(es +e“t)x — T(e'¥s)x] = T (e'"s)x

N0 elot
i1 1 ited i
= e %]\I‘Ié Z [T(e S —|— t)l‘ - T(e S)l‘]
e 1 i iy,
=l 2 [T(OTa(s)r = Ta(s)a] = & lim 2 [T()a — 2] Ta(s)a.

Da damit dieser letzte Grenzwert existiert, gilt T, (s)z € D(A) und T, (s) Bx =
el® AT, (s)z fiir alle x € D(B) und alle s > 0. Fiir s — 0 konvergiert T, (s)z
gegen z und AT, (s)z = e '*T,(s)Bx gegen e ' Bx. Wegen der Abgeschlos-
senheit von A ist damit z € D(A) und es gilt Ar = e~ Buz.
Zusammengenommen haben wir damit D(B) C D(A) mit Bx = ¢'“Ax fiir
alle # € D(B). Genauso zeigt man D(A) C D(B) mit Bz = e!®Ax fiir alle
x € D(A) und erhiilt B = e'“A. O

Spannend ist die umgekehrte Frage: Wann kann eine gegebene Cy-Halbgrup-
pe holomorph fortgesetzt werden??

LEMMA 4.5. Es sei 0 € (0,7/2], T : Xg — L(X) holomorph und T'jy ) eine
Cy-Halbgruppe. Dann gilt
(a) T(z 4+ w) =T(2)T(w) fir alle w,z € ¥y.
(b) Fir alle 9 € (0,0) gibt es Konstanten M > 0 und w > 0 mit
1T ()]l zx) < Me<Re) fiir alle z € Ty.
(c) T ist eine holomorphe Cy-Halbgruppe.

BEWEIS. Zu (a): Sei t € (0,00) fest. Dann sind die Abbildungen 7'(- +
t): 39— L(X)und T(-)T'(t) : 9 — L(X) holomorph und es gilt T'(s)T'(t) =
T(s + t) fiir alle s,t € [0,00). Nach dem Identitétssatz fiir holomorphe
Funktionen sind die beiden Funktionen also auf ganz Yy gleich, d.h. es gilt
T(z+t) =T(2)T(t) fiir alle z € Xy und alle ¢ > 0.
Macht man nun das gleiche Spielchen noch einmal fiir festgehaltenes z €
Y9 mit den Funktionen T'(z + -) und T'(2)T'(-), so erhélt man T'(z + w) =
T(2)T(w) fiir alle w, z € %y.
Zu (b): Sei ¥ € (0,0) vorgegeben und

M = sup{||T(2)|lzx) : 2 € Xy, [2] <1} sowie @ :=max{log(M),0}.
Sei nun z € Ly und z = te'’. Dann gilt (vgl. den Beweis von Satz 1.13)
1T 2x) = 1T cex) < MelBMD" = pelosEL,
IDer folgende Satz ist verdichtig (Einwurf von Moritz). Vor Wiederverwendung ver-

suchen rauszubekommen woher und genaue Betrachtung. Problem in (b): Warum ist M
endlich?
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Wegen z € 3y gilt |z| < Re(z)/ cos(19), also folgt fiir log(M) > 0

log(M)
1T o) < Mecosto) Re(2).

Insgesamt folgt also die Behauptung mit w := @/ cos(¥).

Zu (c): Es ist nur noch die Starkstetigkeit (dritter Punkt von Definiti-
on 4.3 (b)) nachzuweisen. Sei also ¥ € (0, 6). Dann gibt es nach (b) M,w >0
mit [[e”*T'(2)|[z(x) < M fiir alle 2 € Xy. Die Behauptung folgt dann aus
dem folgenden funktionentheoretischen Satz:

Sei X ein Banachraum, o € (0, 7] und f : ¥, — X holomorph mit
sup.es, [|f(2)[x < oo fiir alle 0 < 8 < a. Ist dann limy\o f(t) = =
fiir ein x € X, so gilt auch fiir jedes 8 € (0, a).

lim f(z) ==.

z2—0
zEZB

O

Die exponentielle Beschréinktheit holomorpher Halbgruppen nach Lemma 4.5 (b)
bietet nun wieder die Mdoglichkeit zum Rescaling. Das liefert das folgende
Ergebnis.

SATZ 4.6. Ein Operator A in einem Banachraum X erzeugt genau dann
eine holomorphe Halbgruppe, wenn es ein w > 0 gibt, so dass A — w eine
beschrinkte holomorphe Halbgruppe erzeugt.

Der Charkaterisierungssatz fiir Erzeuger holomorpher Halbgruppen ist wie
folgt.

THEOREM 4.7. Es sei (A, D(A)) ein dicht definierter und abgeschlossener
Operator in einem Banachraum X und 6 € (0,7/2]. Dann erzeugt A ge-
nau dann eine beschrdnkte holomorphe Cy-Halbgruppe vom Winkel 8, wenn
Y240 C 0(A) gilt und fiir jedes ¥ € (0,0) ein My > 0 existiert mit

My
HR()‘aA)HL(X) < W
Wir wollen diesen hier nicht beweisen. Nachlesen kann man ihn zum Beispiel
im Buch von Engel/Nagel?, Abschnitt I1.4.a.
Braucht man keine Information iiber den Winkel 6, so geniigt es die abge-
schlossene rechte Halbebene zu betrachten.

fiir alle A € X7 /519.

KOROLLAR 4.8. Es sei (A, D(A)) ein dicht definierter und abgeschlossener
Operator in einem Banachraum X. Dann erzeugt A genau dann eine be-
schrinkte holomorphe Co-Halbgruppe, wenn X5 C o(A) ist und

sup AR A ) < o0
Re(X)>0

gilt.

2K .-J. Engel und R. Nagel: One-Parameter Semigroups for Linear Evolution Equati-
ons, Bd. 194 von Graduate Texts in Mathematics, Springer, 2000.
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Beweis. Ubung O

Den allgemeinen Fall nicht unbedingt beschriankter Halbgruppen kénnen wir
wieder mittels Rescaling erledigen.

KOROLLAR 4.9. Es sei (A, D(A)) ein dicht definierter und abgeschlossener
Operator in einem Banachraum X. Dann erzeugt A genau dann eine ho-
lomorphe Cy-Halbgruppe, wenn es ein v > 0 mit X5\ Br(0) C o(A) gibt
und

sup{[AR(A, A)|lz(x) : Re(A) > 0 und [A| > 7} =1 M < o0
gilt.

BEWEIS. Es sei w > r. Dann gilt fiir alle A € C mit Re(\) > 0 auch
Re(A +w) > 0 und |\ + w| > r. Damit haben wir nach Voraussetzung

AR A =)l = AR+ w, Al x) < M.

Also erzeugt der Operator A — w nach Korollar 4.8 eine beschrinkte ho-
lomorphe Cy-Halbgruppe und damit nach Satz 4.6 der Operator A eine
holomorphe Cy-Halbgruppe. U

Ist T eine holomorphe Cy-Halbgruppe auf einem Banachraum X, so existiert
nach Definition fiir jedes zy € ¥y der Grenzwert lim,_, ., (7(z) —T(20))/(z —
20) in £(X). Insbesondere existiert damit fiir jedes x € X und jedes t > 0
der Grenzwert lim\ o 3 (T(t + h)z — T(t)z) in X. Nun gilt aber

lim T(h)T(t)x —T(t)x — lim T(t+ h)x —T(t)x
RN\ h RN\ h
d.h. mit Satz 1.16 (f) gilt fiir eine holomorphe Cy-Halbgruppe T'(t)z € D(A)
fir alle t > 0 und alle z € X. Das Besondere ist dabei, dass dieses nicht

nur fiir Elemente des Definitionsbereiches von A gilt. Daraus lisst sich sogar
noch mehr Regularitidt gewinnen, wie der folgende Satz zeigt.

)

SATZ 4.10. Sei T eine holomorphe Cy-Halbgruppe auf einem Banachraum
X mit Erzeuger (A, D(A)). Dann gilt
(a) T(t)(X) € D(A™) und AT (t)x = (AT (L))" fir allex € X, t >0
und alle n € N.
(b) T ist eine differenzierbare Halbgruppe, d.h. die Abbildung t +—
T(t)x ist fir jedes x € X beliebig oft differenzierbar auf (0, 00).

BEWEIS. Zu (a): Wir fithren eine Induktion nach n und bemerken,
dass der Fall n = 1 in der Vorbemerkung zu diesem Satz abgearbeitet ist.
Es bleibt also der Induktionsschluss. Sei dazu x € X. Dann gilt nach Induk-
tionsvoraussetzung T'(s)xz € D(A™) fir jedes s > 0. Damit folgt fiir jedes
t>0

AT (t)x = AT (7 t) T (At = T (1) AT (G5 t).



4. HOLOMORPHE Cy-HALBGRUPPEN 90

Nun ist natiirlich auch A"T'(;f5t)z € X, also ist mit Hilfe des Induktions-
anfangs A"T(t)x € D(A), was z € D(A™*!) bedeutet und es gilt mit der
obigen Rechnung

AT () = AT(G0) AT (2 1)r = AT(4) A™(T(54)) "

= AT(nJrl)(AT(nJrl)) (AT(nH))nHmv

da Halbgruppe und Erzeuger kommutieren, solange das Argument in D(A)
liegt (vgl. Satz 1.16).
Zu (b): Seiz € X, t>0und € € (0,t). Dann gilt

AT (t)z = AT(t — &) A"V 1T (e)x = %(T(t —e)A" T (e)x)

d n—2 — d? n—2
& (AT(t — ) A" T (e)x) = v (T(t —e)A"*T(e)x)
o dr

O

Ist A Erzeuger einer holomorphen Halbgruppe, so folgt hieraus zweierlei fiir
die Losbarkeit von (ACP) aus 1.7. Erstens werden unsere Losungen deutlich
glatter und zweitens kénnen wir die Gleichung dann fiir alle Anfangswerte
uop € X (und nicht nur in D(A)) 16sen. Wir fassen das im folgenden Korollar
zusammen.

KOROLLAR 4.11. Ist (A, D(A)) Erzeuger einer holomorphen Cy-Halbgruppe
T auf einem Banachraum X und ug € X, so ist
u(t) :=T(t)up € C*((0,00); X) N C([0,00); X) N C((0,00); D(A))

die eindeutige Losung von (ACP).

Das Erzeugerresultat fiir holomorphe Halbgruppen in Satz 4.7 erlaubt es,
ebenso wie der Satz von Hille-Yosida, die Frage nach der Losbarkeit des
abstrakten Cauchy-Problems auf Losbarkeitsaussagen fiir das (nicht mehr
zeitabhéngige!) elliptische Problem zuriickzuspielen. Damit bekommen wir
aus den Ergebnissen des Kapitels 6 sofort Aussagen iiber unsere Evolutions-

gleichungen.
Wir betrachten also wieder einen Differentialoperator

d
Au(x) = Z (0 + aj k()0 0pu(x) + Z bi( + c(x)u(x)
k=1
mit a;p,b;,c € L>(N2), der die Elhpt1z1tatsbed1ngung

d
— 3 aagig > 0lE?,  £eRY

J.k=1
fiir ein § > 0 erfiillt.
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Ist Q der ganze Raum R?, der Halbraum Ri oder ein beschrinktes C?-Gebiet
so setzen wir fiir jedes 1 < p < oo (vgl. Bemerkung 6.3.2)

DAy p) = W2P(@) 1 WEH(5), A pu— Au.
D(Ap, N) ={ue€ Wz’p(Q) : Vulgg - n =0}, Ap nu = Au

und betrachten damit A als Differentialoperator auf LP(£2) einmal mit Dirichlet-
und einmal mit Neumann-Randbedingungen. Fiir diese erhalten wir das fol-
gende Resultat.

THEOREM 4.12. Es sei Q@ = R?, Q = Ri oder Q C R? ein beschrinktes
C?-Gebiet. Dann existiert ein € > 0, so dass Ap p und Ap n Erzeuger holo-
morpher Cy-Halbgruppen sind, wann immer ||a;jillcc < € gilt. Insbesondere
gilt die Lésbarkeitsaussage fir (ACP) aus Korollar 4.11 fiir diese Operato-
Ten.

BeEwEIs. Da C2°(Q) C D(A, n/p) dicht in LP(€2) ist, sind beide Ope-
ratoren offensichtlich dicht definiert. Nach Theorem 1.2, Theorem 2.1, bzw.
Theorem 3.1 in Kapitel 6 ist X5 \ By, (0) € o(4, p/n) fiir ein geeignetes
Ao > 0 und es gilt die Abschétzung (betrachte den Fall a = 0 in (42))

C
IR, A) flloe o) < WHfHLP(Qy feLl(Q), N€Xy)s\ By(0).

Damit sind zum Einen A, p und A, x abgeschlossen und erfiillen zum An-

deren die Resolventenabschéitzung aus Korollar 4.9, woraus die Behauptung
folgt. (]

5. Das inhomogene Cauchy-Problem

Bisher haben wir fiir einen gegebenen Operator (A, D(A)) in einem Banach-
raum X das abstrakte Cauchy-Problem
u(t) — Au(t) =0, t>0,
u(0) = wug
betrachtet. Dieses wird als homogenes ACP bezeichnet, da die rechte Seite

Null ist. Wir wollen uns nun dem inhomogenen abstrakten Cauchy-Problem
zuwenden, d.h. dem Problem

u(t) — Au(t) = f(t), t>0,
(IACP) { w(0) = uo,

mit einer gegebenen Funktion f : [0,00) — X.

Gesucht sind Bedingungen an A, f und ug, die eine ,,verniinftige“ Losbarkeit
dieses Problems sichern. Dazu definieren wir zunéchst, was wir unter einer
Losung von (IACP) verstehen.

DEFINITION 5.1. Eine Funktion u : [0,00) — X heifst klassische Losung von
(IACP), falls

e u(t) € D(A) fiir allet > 0,
e u € C([0,00); X) N CH(0,0); X) und
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o u lost (IACP).

Wir fassen zunéichst unsere bisherigen Ergebnisse iiber (ACP) in dieser neu-
en Sprechweise zusammen.

SATZ 5.2. Ist (A, D(A)) Erzeuger einer Co-Halbgruppe T auf einem Banach-
raum X, so gilt

(a) Fir jedes ug € D(A) ist u(t) := T(t)ug die eindeutige klassische
Lésung von (ACP).

(b) Ist T zusdtzlich holomorph, so ist obeiges u sogar fiir jedes ug € X
die eindeutige klassische Losung von (ACP).

Da wir es bei (IACP) mit einer linearen Differentialgleichung zu tun haben,
koénnen wir die Losung bekommen, indem wir (IACP) mit ug = 0 losen und
diese Losung dann zur Losung von (ACP) addieren. Wir betrachten also im
Folgenden das Problem

(IACPy) { u'(t) - Ag((ég ié@’ t>0,

Um die Losung von (IACPy) zu erraten, verwenden wir wieder dreist unsere
Parallele zur Analysis III. Ein solches inhomogenes System gewohnlicher
Differentialgleichungen (d.h. A ist eine Matrix) haben wir dort mit Hilfe der
Variation-der-Konstanten-Formel durch

u(t) == [ e® 4 1(s) ds

—

Q) o

gelost. Also versuchen wir unser Gliick mit dem Ansatz

u(t) := /T(t —s)f(s)ds,
0

wobei T die von A erzeugte Halbgruppe ist.

SaTz 5.3. Sei (A, D(A)) Erzeuger einer Co-Halbgruppe T auf X und ent-
weder

(a) f € C([0,00); D(A)) oder
(b) f € CH([0,00); X).

Dann existiert genau eine klassische Lisung u von (IACPy) und es gilt

t

u(t) = /T(t —s)f(s) ds.

0

Zum Beweis verwenden wir das folgende Lemma.
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LEMMA 5.4. Ist (A, D(A)) ein abgeschlossener Operator in einem Banach-
raum X, f: [a,b] — X integrabel mit f(t) € D(A) fir fast alle t € [a,b] und
ist Af : [a,b] = X ebenfalls integrabel, so gilt

b

/bf(s) ds € D(A) und A/bf(s) ds:/Af(s) ds

a

BEWEIS VON SATZ 5.3. Eindeutigkeit: Sind v und v klassische Losun-
gen von (IACPy), so ist w := u — v eine klassische Losung von (ACP) mit
uog = 0. Dieses hat aber (s. Satz 5.2) nur eine klassische Losung und die ist
Null. Also ist u = v.

Existenz: Wir setzen

u(t) := /T(t —s)f(s) ds.
0

Befinden wir uns in Fall (a), so gilt nach Satz 1.16 (b) sofort T'(t —s) f(s) €
D(A) fiir jedes s € [0,t] und damit ist u(¢) mit Hilfe von Lemma 5.4 in D(A)

fiir jedes t > 0 und es gilt
¢
/AT (t—s)f(s)ds.

0
AuBlerdem ist s — T'(t — s)f(s) eine stetige Funktion, also ist nach dem
Hauptsatz die Funktion u € C([0,00); X) N C*((0, co); X)

Schliellich gilt offensichtlich «(0) = 0 und wir erhalten fiir alle ¢ > 0

t

T(t—s)f(s)ds = f(t)—i—/ AT (t—s)f(s)ds = f(t)+Au(t).

0

&~

W (t) = T(0) f(t)+ /
0

Also ist u eine klassische Losung von (IACPy).

Wir wenden uns dem Fall (b) zu. Dieser ist delikater, da nun der Integrand
i.A. nicht in D(A) liegen muss. Wir konnen deshalb nur den Beweis der
Aussage u € C([0,00); X)NC((0,0); X) von oben iibernehmen und zeigen
zunéchst, dass u(t) € D(A) fiir alle ¢t > 0 gilt. Da f stetig differenzierbar
vorausgesetzt ist, gilt mit dem Hauptsatz

T(t—s) (f(O) +jf’(r) dr) ds
0

¢t
T(t—s)f(O)ds+//Tt—s r)dsdr.
0

T

u(t) =

O O~
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Nun substituieren wir 7 := ¢t — s und erhalten
t t—r

t

(45) u(t) = /T(T)f(O) dr + / / T(7)f'(r)dr dr € D(A)
0 0 0

nach Satz 1.16 (d) und Lemma 5.4.

Es bleibt zu zeigen, dass u (IACPy) 1ost. Dabei ist wieder u(0) = 0 offen-

sichtlich, wir betrachten also «'(¢). Um zu sehen, dass wir unter dem Integral
differenzieren kénnen, substituieren wir wieder 7 = ¢ — s und erhalten

g\
Py
=
I
=l a
o\“

T(F)f(t — 1) dr = T(H)F(0) + / T (- 1) dr
0

t
=T(t)f(0) + /T(t —s)f'(s) ds.
0
Wenden wir nun A auf die Gleichung (45) an, so erhalten wir mit Satz 1.16 (d)

Also gilt «/(t) — Au(t) = f(¢) fiir alle t > 0 und der Beweis ist beendet. [

Ein entsprechendes Losbarkeitsresultat, falls A sogar eine holomorphe Cy-
Halbgruppe erzeugt, geben wir im Folgenden nur an. Ein Beweis findet sich
z.B. im Buch von Pazy?® in Kapitel 4, Korollar 3.3. Wie zu erwarten ist, kann
man in diesem Fall die Voraussetzungen an f weiter abschwichen.

THEOREM 5.5. Sei X ein Banachraum und (A, D(A)) Erzeuger einer ho-
lomorphen Cy-Halbgruppe T auf X. Ist f : [0,00) — X lokal Hélder-stetig,
d.h. fir jedes T € (0,00) gibt es ein C > 0 und ein o € (0, 1] mit

1F(t) = f(s)llx < Clt=s|%  fir alle s, t € [0,7],
so hat (IACPy) die eindeutige klassische Lisung u(t) = fg T(t—s)f(s)ds.

3A. Pazy: Semigroups fo Linear Operators and Applications to Partial Differential
Equations. Springer, 1983.
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Zum Abschluss dieses Kapitels bemerken wir noch, dass der formale Aus-
druck fiir die Lésung von (IACP), also

u(t) =T (t)up + /T(t —s)f(s)ds, t>0,
0

schon unter deutlich geringeren Voraussetzungen an f als in den obigen
Theoremen sinnvoll zu definieren ist.

DEFINITION 5.6. Ist X ein Banachraum, (A, D(A)) Erzeuger einer Cy-
Halbgruppe T auf X und f € L'((0,00); X), so heifst die Funktion

u(t) :==T(t)up + /T(t —s)f(s)ds
0

die milde Losung von (IACP).

Die oben angefiihrten Theoreme kénnen also auch als Kriterien aufgefasst
werden, unter welchen Voraussetzungen die milde Losung sogar eine klassi-
sche ist.

Zusammenfassend haben wir folgendes gezeigt:

THEOREM 5.7. Sei (A, D(A)) Erzeuger einer Cy-Halbgruppe auf einem Ba-
nachraum X, ug € X und f € L'((0,00); X). Dann ist die milde Lisung u
von (IACP) die eindeutige klassische Ldsung, falls

(a) up € D(A) und entweder f € C([0,00); D(A)) oder f € C*([0,0); X)
oder
(b) A erzeugt eine holomorphe Halbgruppe und f ist lokal Hélder-stetig.



KAPITEL 8

Gauf3-Abschétzungen fiir
Divergenzform-Operatoren

1. Das Dunford-Pettis-Theorem

DEFINITION 1.1. Es sei Q C R4 offen und 1 < p < oo. Wir bezeichnen mit
LP(Q)y :={f € LP(Q) : f >0 fast diberall}

den Kegel der positiven LP-Funktionen.

Weiter heifit ein Operator B € L(LP(Q)) positiv, falls Bf > 0 fir alle
fe LP(Q)y gilt. Wir schreiben dann B > 0.

Gilt fir zwei Operatoren A, B € L(LP(Q))) die Beziehung B — A > 0, so
schretben wir auch A < B.

Man beachte, dass A < B genau dann gilt, wenn f > 0 die Ungleichung
Af < Bf impliziert.

Wir untersuchen wieder Kernoperatoren, erneut mit einem etwas anderen
Schwerpunkt. Wir betrachten brave L°°-Kerne, geben dafiir allerdings die
Faltungsstruktur auf. Das hingt damit zusammen, dass wir im Folgenden
auf offenen Teilmengen Q des R? arbeiten wollen und Kernoperatoren dort
offensichtlich keine Faltungsstruktur haben koénnen, da fir z,y € € der
Vektor x — y nicht in {2 zu liegen braucht.

LEMMA 1.2. Es sei Q C R? offen. Fiir k € L=(2 x Q) betrachten wir den
Operator mit

(46) (Buf)(x) = / k) i) dy,  f e LNQ).

Q
Dann gilt By, € L(L(2), L>=(%2)).

BEWwEIS. Nach der Holderschen Ungleichung mit p = 1 und ¢ = oo gilt

|Br.f(x)] = '/k(x,y)f(y) dy‘ < k@, Mre@lflzye — firalez € Q.
0

Also ist || Br.f|le() < kllLe@xa)llfllz1 (@) und die Behauptung bewiesen.
(]

Interessant ist, dass auch die Umkehrung gilt.

96
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THEOREM 1.3 (Dunford-Pettis). Es sei Q C R? offen. Die Abbildung

. L®(Q x Q) — L(LY(Q),L>®(Q))
Tk — Bk,
wobei By mit Hilfe von k wie in (46) definiert ist, ist ein isometrischer

Isomorphismus.
Weiter gilt B, > 0 < k > 0 fast tberall.

BeweEss. Fiir f,g € L'(Q), betrachten wir die Funktion f®g: Qx Q —
R mit (f ® g)(z,y) := f(z)g(y) (Tensor-Schreibweise). Dann gilt offensicht-
lich

1f @ gllLraxe) = 1 flloiellgllo -
AuBlerdem ist die Menge der Treppenfunktionen

N
F = {chlEj®1Fj

Jj=1

N EN. ¢ € R, By F © messbar, B} 5] < oo )

dicht in L}(Q x Q).

In Lemma 1.2 haben wir bereits gesehen, dass ® ein stetiger, linearer Ope-
rator mit Operatornorm hochstens eins ist. Es bleibt also zu zeigen, dass ®
surjektiv und isometrisch ist. Sei dazu B € L£(L(Q2), L=(2)) gegeben. Wir
definieren dann fiir u = z;vzl ¢jlp, ® 1p; € F das Funktional ¢ : F — R
durch

N
o) ==Y c; [ (BLE))1s, () .

Jj=1 QO

Diese Definition ist unabhéngig von der spezifischen Wahl der Représentation
der Funktion w.

Sei nun v € F. Dann kénnen wir eine Darstellung von u = Zj\le ¢jlp, ®@1p,
insbesondere so wéhlen, dass

(B x Fj)N(Ep x Fp) =0 firalle j #Fk

gilt, denn sollte das nicht der Fall sein, konnen wir alle Schnittmengen als
separate Blocks in die Zerlegung mit aufnehmen.
Nun gilt dank dieser Wahl

N
e = [ 'chlEj@)le(y)\ da dy
axq J=1

N N
_ / S el ()15, () dedy = 3 e 155 | F .
axq J=1 j=1
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Das liefert mit Lemma 1.2

N
\<Z!c]\ / (BL,) 0015,0) o] < 3 I l1B15, o 15 v

J=1

< Z 1B 2ot @), zo0 ) 115 | @) 11 E | 2 @)
j=1

= [|Bllc(z1 @),z @) Z|Cg||E 15| = 1Bl czr (9,20 @) lull L1 @x)-
7j=1

Also existiert eine stetige Fortsetzung ¢ € (L1(Q x Q))" von ¢. Da (L' (2 x
2)) = L>®(Q x Q) gilt, gibt es ein k € L>®(Q x Q) mit
1kl xo) = 18l @xay) < 1Blle@@),r=@)

und

o(u) = / u(y, z)k(z,y) dy dz fiir alle u € F.
Qx0

Damit haben wir einen Kandidaten fiir k. Wir zeigen, dass dieses der rich-
tige ist. Seien dazu f,g € L'(f2) Treppenfunktionen. Dann gilt nach der
Definition von ¢

JED@9@) do=olf 99) - // 2,9)f)9(x) d dy

Q
— /(ka)(m)g(x) dr = /[@(k)f} (z)g(z) dz.
@ Q

Da g eine beliebige Treppenfunktion war, haben wir damit ®(k)f = Bf fiir
alle Treppenfunktionen f. Damit gilt selbiges nach einem Dichteschluss fiir
alle f € LY(Q) und wir haben B = By, = ®(k), d.h. ® ist surjektiv.
Auflerdem gilt

1871 (Bl (a0 = Ikl (oxe) < IBllei,r=@)):

d.h. es gilt auch ||®~!|| < 1.
Damit bleibt nur noch die Behauptung By > 0 <= k > 0 zu beweisen. Ist
k>0, so gilt fiir jedes f € L'(Q), offensichtlich

Bif(x) = / Kz, y)f(y) dy > 0,

Q

also ist By > 0. Sei also nun By > 0. Nehmen wir an es gibe eine messbare
Menge E C Q x Q mit |[E|] > 0 und k£ < 0 auf E, so gibt es messbare
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Mengen Ey, Es C Q, |Eq],|E2| > 0, |E1] < oo und E; x Ey C E. Dann ist
1g, € LY(Q), und wie oben erhalten wir

(Butp)() = [ ko) dy <0
Ey
und damit einen Widerspruch. O
KOROLLAR 1.4. Es sei 1 < p < co und B € L(LP(2)) mit [|Bf| o) <

C\lfllx fiir alle f € LY(Q)NLP(QY) gegeben. Dann gibt es ein k € L>®(Q x ),
s0 dass fiir alle f € LY(Q) N LP(Q) gilt

(Bf)(x) = /k:(x,y)f(y) dy fir fast alle x € Q.

Q

Erfiillt ein Operator die Voraussetzungen von Korollar 1.4, so sagt man, er
ist durch einen L*°-Kern gegeben oder er hat einen L*°-Kern.

Fin weiteres erstaunliches und sehr niitzliches Resultat folgt aus dem Dunford-
Pettis-Theorem, ndmlich die folgende Dominationseigenschaft.

KOROLLAR 1.5. Es sei 1 < p < oo und Q C R offen. Weiter seien By, By €
L(LP(2)) mit 0 < By < By gegeben. Hat nun By einen L>°-Kern ko, so hat
auch By einen L°-Kern ki und es gilt 0 < k1 < ko fast iberall.

2. Die Wirmeleitungsgleichung in L2(Q)

Wir betrachten im folgenden auf einer beliebigen offenen Teilmenge €2 des R?
den Laplace-Operator mit Dirichlet-Randbedinungen Ag und mit Neumann-
Randbedingungen Ag . Diese definieren wir iiber

D(AE) = {f € HY(Q) | Af € L*(Q) im schwachen Sinne}, ASf=Af

und

D(AY) = {f e H'(Q)

es gibt g € L*(Q) mit — /Vwa = /g<p
Q Q

fiir alle ¢ € Hl(Q)}, ANf=Af.

Fiir diese Operatoren gilt der folgende Satz, der im Falle von Dirichlet-
Randbedingungen in Ubung 11 bewiesen wurde. Der Beweis fiir Neumann-
Randbedingungen verlduft analog.

SATZ 2.1. Es sei Q C R offen. Dann erzeugen Ag und Ag Co-Halbgruppen
von Kontraktionen auf L*(Q).

Man beachte, dass wir aufler der Offenheit in diesem Satz keinerlei Voraus-
setzungen an () gestellt haben, Q kann also beispielsweise das Innere der
Kochschen Schneeflocke sein. Fiir diese Allgemeinheit miissen wir natiirlich
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einen Preis zahlen. Dieser besteht darin, dass wir den Definitionsbereich un-
serer Operatoren nicht mehr gut kennen, insbesondere gilt im Allgemeinen
nicht D(AL), D(AY) € H2(Q)!

Wir wollen im Weiteren zeigen, dass die von Ag und Ag erzeugten Halb-
gruppen durch L>®-Kerne gegeben sind und diese monoton mit dem Gebiet
wachsen.

NOTATION 2.2. Sind Q7 C Qy C RY offen und 1 < p < oo, so betrachten wir
im Folgenden LP(21) als Unterraum von LP(Qs), indem wir jede Funktion
f € LP(Q) mit ihrer Fortsetzung durch Null f € LP(Qy) identifizieren.

Ist B € L(LP(Q)), so fassen wir diesen Operator durch

Bf:=B(flay), [ €LP(Q),

auch als Element von L(LP(Q2)) auf. Wenn keine Verwechslungsgefahr be-
steht, lassen wir die Tilden weg.

Wir verwenden das folgende Lemma, vgl. Ubung 2 (G3).

LEMMA 2.3. Es sei Q C R? offen. Dann gilt

(o) fe H(Q)=|f,f*,f~ € H(Q) wnd || || |z = | fllm(0)-

(b) fe HI(Q) - l)j‘fJr = ].f>0Djf und Djfi = —1f<0Djf fir alle
i=1,....d.

(c) Die Abbildungen f — |f|, f — f* und f — f~ sind stetig von
HY(Q) nach H(Q).

(d) C=(Q) 4 ist dicht in HE(Q)4.

(e) Ist u € HY(Q) mit supp(u) CC , so ist u € HE(Q).

LEMMA 2.4. Seien Q C R offen, A > 0, u € HY(Q) und 0 < v € HY(Q). Ist
dann

(47) /)\ugo+/Vqu0 < /)\vgp+/VvVgp fir alle p € C°(Q) 4,
Q Q Q Q

so gilt u < v.

BEWEIS. Da C2°(Q) dicht in H}(Q); ist (vgl. Lemma 2.3 (d)), gilt
(47) mit einem Dichteschluss sogar fiir alle ¢ € H}(Q);. Wir zeigen nun,
dass die spezielle Funktion (u —v)* € H}(Q)4 ist.

Sei dazu (uy)nen eine Folge in C°(Q), die in H'(£2) gegen u konvergiert.
Eine solche Folge konnen wir wiihlen, da u € Hg(Q) ist. Dann gilt

supp((un — v)+) C supp(un),

da v > 0 ist. Damit ist auch supp((u, — v)") kompakt in . Nach Lem-
ma 2.3 (e) ist damit (u, —v)™ € H}() fiir jedes n € N. Weiter ist nach
Lemma 2.3 (c)

)T = lim (u, —v)" in H(Q).

(u v n—oo

Da HE(Q) in H(Q) abgeschlossen ist, haben wir damit (u —v)™ € H}(Q).
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Wir diirfen also in ( = (u—v)" setzen. Damit erhalten wir

)\/u(u—v /VuVu—v+<)\/ u—v) —|—/VvV(u—v)+
Q Q

und es gilt mit Lemma 2.3 (b)

Al =0 ey —A/(u—v)*(u—v)*ﬂ/u—v)(u—v)*

/Vv—u (u — ) :—Q/V(u—v)V((u—v)ﬂ
Q

__ /(V((u —wh)? <o
Q

Also muss fast iiberall (u —v)™ = 0 sein, d.h. u — v <0, womit u < v f. ii.
ist. U

SATz 2.5. Fiir alle A > 0 und alle f € L*(Q)y gilt
RIMNARDYF >0 und RO\ AN)f > 0.

BEWEIS. Im Falle des Dirichlet-Laplace folgt das sofort aus Lemma 2.4
mit v =0 und u := —R(\, AD) f, denn dann ist fiir p € C°(Q);

/)\ugp—i—/Vquo /)\ugp /Augo / /fso
SO:/)\vw—i-fl/Vva

Q

und damit u < 0.
Wir betrachten also noch den Neumann-Laplace. Ist u := R(A, Ag ) f, so gilt

“Allu™[F2(@) = =Au™ [ w7) = Q| u”) = (u— Aju | u™) + (Aqu | u7)
=(flu) +(AJu|u™) = (AJu|u),

da v~ und f positive Funktionen sind. Nach der Definition des Neumann-
Laplace-Operators haben wir weiter

—)\Hufué(g) 2 —/VUV(U) = /V(U)V(U) = /(V(u))2 >0,
Q Q

Q
Damit muss [|u~|z2(o = 0 sein, d.h. u= = 0 fast {iberall, was wiederum
u > 0 fast iiberall bedeutet. O
THEOREM 2.6. (a) Es sei Q C R offen. Dann gilt fiir alle X > 0 und
allet >0

0 < R\ AR) < RN AY) und 0 < 28 < 20
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(b) Sind Q1,0 C R? offen mit Qy C Qy, dann gilt fir alle X\ > 0 und
allet >0

0 < R(\AF) < R(AAR) und  0< A8 <e
BEWEIS. Zu (a): Es sei A > 0 und f € L?(Q),. Wir setzen u :=
RO\ AR)f und v := R(A\, AY)f. Dann gilt u € H}(Q) und 0 < v € H(Q)

nach Definition der Operatoren AD und AY, sowie Satz 2.5. AuBlerdem gilt
dann fiir alle ¢ € C2°(2) 4 die Glelchhelt

/)\ug0+/Vquo /fv:/)\vgp+/VvVgp.
Q Q

Insbesondere gllt hier also auch ,,g“, d.h. wir bekommen mit Lemma 2.4
u < v und damit die Behauptung fiir die Resolventen.

Die entsprechende Ungleichung fiir die Halbgruppen folgt nun mit Hilfe von
Satz 7.2.7. Demnach ist fiir jedes f € L?()

A8 f = limy, 00 LR(L, AD)" f.

Nun ist nach Satz 2.5 die Funktion R(%7 Ag ) f fiir jedes k € N positiv, also
gilt

D
tag,

R(5,AG)Mf < R(5,AGR(EAG) 1 <+ S R(L,AQ)"f.
Das fiihrt auf
A8 f < limpy o0 LR(L, AN f = A0 f
und damit auf die Behauptung. R
Zu (b): Essei A > 0, f € L?(Q1)4 und f die Fortsetzung von f mit Null
nach Q9. Dann setzen wir dieses Mal u := R(A, Agl)f und v := R(A, A&)f.
Dann ist u € H} (1) und v € H}(Q3) mit v > 0. Insbesondere ist die Ein-

schrinkung von v auf Q1 in H'(£;) und es gilt auch dort v > 0. Schlieflich
gilt fiir alle ¢ € C°(Q1)4 die Gleichung

/)\wp—l—/Vchp:/fv:/)\v<p+/VvV<p.
Q

Q Q Q Q
Insbesondere gilt hier also auch ,,<“, d.h. wir bekommen wieder mit Lem-
ma 2.4 v < v und damit die Behauptung fiir die Resolventen.
Die Halbgruppen kann man nun analog zum Beweis in (a) behandeln. [

Setzen wir in Teil (b) dieses Theorems speziell Qy = RY, so erhalten wir die
folgende Abschétzung durch den Gauflkern.

KOROLLAR 2.7. Es sei Q C R? offen. Dann gilt fiir jedes t > 0 und alle
fer*(Q).
D
0< e f<e'®eaf =G xf,

wobes
G(uv)—i1 e_% z e R?
t - (47Tt)d/2 ’ 9
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der Gaufkern ist.

Diese hat weitreichende Konsequenzen, die wir im néchsten Abschnitt weiter
beleuchten wollen. Wir bemerken zunéchst nur das folgende Geschenk, das
uns nun das Dunford-Pettis-Theorem, vgl. Korollar 1.5, macht.

KOROLLAR 2.8. Ist Q C R? offen, so sind die Operatoren der Cy-Halbgruppe
etAg, t >0, firt >0 durch L>*-Kerne k; : Q x  — R gegeben, fir die die
Abschitzung

0 < ki(z,y) < Gi(x —y) fiir fast alle x,y € §)

gilt.
Insbesondere gilt fir alle f € L?(Q) und alle t > 0

o248 | < Gy x|
BEWEIS. Es bleibt nur die letzte Abschitzung zu beweisen. Sei also t > 0
und f € L?(2). Dann gilt

€08 f(a)] = ' [ s ] < [reairo)a
Q

Q

< / Gl — )| f ()| dy = / Gulx — )| ()| dy = (G * | ) (@).
Q R4

O

3. Gauflabschitzungen
Wir machen aus dem Ergebnis des vorigen Abschnitts eine Definition.

DEFINITION 3.1. Es sei Q C R? offen und T eine Cy-Halbgruppe auf L*(2).
Dann erfillt T (obere) GauBabschétzungen, falls es Konstanten M,b > 0
und w € R gibt mit

IT(t)f| < Me“ Gy« |f|  fiir alle t > 0 und alle f € L*(Q).

Explizit bedeutet das, dass die Halbgruppe T fiir jedes t > 0 durch einen
Kern k; gegeben ist, der der Abschétzung

le—yl|?

ke (@,y)] < Cett= 2™ = fiir fast alle z,y € Q

mit Konstanten ¢,C' > 0 und w € R geniigt.

THEOREM 3.2. Es sei Q C R? offen und T eine Cy-Halbgruppe auf L*(Q),
die Gaufabschitzungen mit Konstanten M, b und w erfillt. Dann existiert
fir jedes 1 < p < oo eine Co-Halbgruppe T, auf LP(S2), die mit T konsistent
ist, d.h. es gilt
T, f =T@)f  firallet>0, fe L*(Q)NLP(Q).
Weiter gilt
(a) | Tp(t)l 2r (o)) < Me®* fir allet >0 und 1 < p < occ.
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(b) Ist T(t) positiv, so ist auch Tp(t) positiv.

BEWEIS. Es sei 1 < p < oo und g € LP(Q) N L?(2). Dann gilt fiir jedes
t > 0 dank der GauBabschétzungen

700l /UW%WWﬂ%WD
Rd
— Mpewpt/{th % |§HP _ MpewptHth * |§|Hip(u§d)
R4
Mit der Youngschen Ungleichung bekommen wir nun

(48)  [IT(t)gllLr) < Me“ |Gl 1wy 9]l o (rey = Me |9l Lo (e)-

Also bildet T'(t) den Raum L2(Q) N LP(Q) auf sich selbst ab und ist dort
beziiglich der LP-Norm beschrinkt. Weiter ist fir 1 < p < oo der Raum
L2(Q) N LP(Q) in LP(Y) dicht. Wir definieren also Tp(t) fiir diese p als die
(eindeutige) stetige Erweiterung von 7'(¢) nach LP((2).

Nach dieser Konstruktion ist die Konsistenz von T}, mit 7" = T, offensicht-
lich. Es bleibt zu zeigen, dass T}, wieder eine Cp-Halbgruppe auf LP(2) ist,
die (a) und (b) erfiillt.

Sei f € LP(Q) und (fn)nen € L?(Q2) N LP(R) eine Folge, die beziiglich der
LP-Norm gegen f konvergiert. Dann gilt

T,(0)f = T(O)[ lim_fo] = lim T,(0)f, = lim T(0)f = lim fo = f
und
T(t+8)f = lim Tt +8)fy = lim T(t + 5)f = lim T()T(s) .
= lm T,(0)Ty(3) fn = Ty(t)Ty(s) .

Der Nachweis der Starkstetigkeit ist der schwierigste Teil, denn diese folgt
nicht aus der Konsistenz alleine, sondern man muss die Domination durch
den GauBkern mit einbeziehen.! Sei ¢ty € [0,00) und ¢ aus einer kleinen
Umgebung von tg in [0, 00), sowie f € C°(1).

Wir betrachten zunéchst den Fall 1 < p < 2 und wahlen 6 € (0,1) so, dass
1/p=(1-6)/1+6/2. Dann gilt mit Hilfe der Holderschen Ungleichung fiir
g€ L2(Q)NLY Q)N LP(N)

gl e () = lg*~? GHLP(Q <|lg"” 9”

Hg I,3 = ll9l7 oy 19172 -
Also gilt
(T (1) = Tp(t0))f Nl o) < (T () = T(t0)) FII72(0) I (T3 (1) = Ti(to)) fll (g
< |[(T'(t) - T(to))fH%Q(Q)(HTl(t)fHLl(Q) + ||T1(t0)f||L1(Q))1_6

< (2Me f o) T () = T(t0)) 11520

LAn dieser Stelle ist auch der Fall p = 1 extra zu behandeln und wurde hier ausgespart
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Geht nun ¢ gegen o, so strebt ||(T'(t) — T'(t0))f|2() gegen Null nach Vor-
aussetzung und mit obiger Abschétzung gilt dann auch T,(t)f — T,(to)f
fiir t — to. Fiir beliebiges f € LP(£2) erhilt man die Konvergenz wieder mit
einem Dichteschluss (3-e-Argument).

Ist 2 < p < oo so schétzt man in gleicher Weise mit 1/p = (1 —6)/oo +6/2
ab und erhélt

(T (1) = Tp(to) f o) < I(T() = T(20)) FI| %20 I(T() = T(t0)) £l 150

Dann argumentiert man genau wie im Falle 1 < p < 2. Man beachte dazu,
dass wir in (48) auch die Beschrénktheit von 75 in der L*°-Norm gezeigt
haben.

Die Abschitzung in (a) ergibt sich direkt aus (48). Zum Nachweis von (b)
verwenden wir, dass L2(Q)y N LP(Q), dicht in LP(Q), ist, nihern also ein
gegebenes f € LP(Q); durch eine Folge von positiven Funktionen f,, €
L3(Q)+ N LP(Q),4 und erhalten

T, f = le Tp(t) fn = le T(t)fn,> lim 0=0

n— oo

dank der vorausgesetzten Positivitdt von T'. U

Bezeichnet man nun fiir jedes 1 < p < oo den Erzeuger von 7;, mit A, so
erhalten wir auch die Konsistenz der Resolventen. Dazu benétigen wir noch
nicht einmal die Gauflabschétzungen.

SATZ 3.3. Ist T,,, 1 < p < o0, eine konsistente Familie von beschrinkten
Co-Halbgruppen auf LP(Q2), 1 < p < oo, und A, der Erzeuger von T, so gilt

R()‘a Ap)f - R()‘7 Aq)f
fir alle Re(X) > 0, alle 1 < p,q < oo und alle f € LP(Q2) N LI(N).

BEWEIS. Ist Re(\) > 0, so existieren dank der Beschranktheit von T,
und 7, die Laplace-Transformierten und wir erhalten fiir alle f € LP(2) N
L1(Q) dank der Konsistenz der Halbgruppen

ROVA)f = / e MT () f dt = / e MT, () f dt = R(\ Ay)f.
0 0
O

Wir kehren nun zu unserem Spezialfall Ay = Ag zuriick. Dieser Operator
hat, wie wir in Korollar 2.7 gesehen haben, Gaulabschitzungen mit M =
b=1und w = 0. Also gelten die Aussagen aus Theorem 3.2 fiir AL.

Bezeichnen wir den Generator der zu 25 konsistenten Halbgruppen auf
LP(Q) fiir 1 < p < oo mit Ag’p, so haben wir folgendes Resultat.

SATZ 3.4. (a) {ue LP(Q)ND(AF) : Afu e LP(Q)} € D(AE,).
(b) Fir jedes f € D(Agp) gilt Agpf = Af im schwachen Sinne.
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BEWEIS. Zu (a): Sei u € LP(Q) N D(AE) mit ABu € LP(Q2). Dann gilt
(1 - ARYyu e LP(Q) N L2(2) und mit Hilfe von Satz 3.3 folgt

u=R(1L,AF)(1 - Af)u=R(1,AF,)(1 - Af)u € D(A],).

Zu (b): Essei f € D(Ag,p) und g := (1—A£7p)f. Wir wahlen nun eine Folge
(gn)nen C L2(Q)NLP(R), die in LP(2) gegen g konvergiert und setzen f,, :=
R(1, Ag’p)gn. Da R(1, Agp) ein stetiger Operator auf LP(£) ist, konvergiert
dann (fy,)nen in LP(Q) gegen f. Also gilt fiir jedes p € C2°(Q)

- [ 1= [10-8¢- [so=m [f0-2)0- [ 1o
Q Q Q Q Q

Nun ist f,, = R(1, Agp)gn = R(1,AL)gn nach Satz 3.3. Also gilt nach der
Definition von A im schwachen Sinne (1 — A)f,, = g,,. Das ergibt

/wa— lim /gntp /ftp / e = —/Ag,pﬂp
Q

und damit Ag,p f = Af im schwachen Sinne. (]

Zum Abschluss dieses Abschnittes fithren wir zur Information noch zwei wei-
tere Konsequenzen von Gauflabschitzungen an, die diese zu einem starken
Hilfsmittel machen. Es sei also (A, D(A)) Erzeuger einer Cy-Halbgruppe T
auf L%(12), die eine GauBabschétzung erfiillt, und A, und 7}, wie oben. Dann
gilt
e Ist 7" sogar holomorph vom Winkel 6, so ist auch 7}, holomorph fiir
alle 1 < p < oo mit dem selben Winkel 6 (M. Hieber, 1996).
e Das Spektrum von A, ist p-unabhéngig, d.h. fiir jedes 1 < p < oo
gilt 0(A,) = o(A) (W. Arendt, 1994 und P.-C. Kunstmann, 1999).

4. Davies’ Trick — Ein Kriterium zum Nachweis von
Gauflabschétzungen

Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, dass Gauflabschéitzungen fiir eine Cy-
Halbgruppe dquivalent zu L'-L>°-Abschitzungen fiir gewisse gestorte Halb-
gruppen sind. Dazu definieren wir uns zunichst eine neue Metrik auf R<.

Sei

W= {¢p € C®°(RY) N L®RY) : | D] < 1 fiir alle o € {1,2}}.
Dann setzen wir fiir z,y € R?

d(z,y) = sup{t(z) — v(y) : & € W} = sup{lu(@) — v(y)] : ¥ € W
LEMMA 4.1. d ist eine Metrik auf R% und es gibt Konstanten c,, ¢* > 0 mit

clo—yl <d@,y) < le—y|  firallez,y € RY
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BEWEIS. 1. Positivitét: Ist = # y, so withle ¢y € C®(R%) N L®(RY)
mit zﬁ(m) =1lundy & supp(l/;), sowie ein A > 0 mit )\HD,@HOO < 1 und
M|D; D] oo < 1. Damit ist ¢ := Ay € W und somit d(z, y) > ()~ (y) =
A>0.

Fiir x = y gilt trivialerweise d(x,y) = 0.
2. Symmetrie: Mit ¢ € W gilt auch —¢ € W. Daher ist

d(z,y) = 52&&#(%) —(y)} = 5%{1&@) — ()} = d(y, ).

3. Dreiecksungleichung: Seien z,,z € R%. Dann gilt

d(z,y) = 52& {¥(x) —(y)} = 53& {¥(@) —(2) +9(2) —¥(y)}
< sup {9(z) —P(2)} + sup {¥(2) —¥(y)} = d(z,2) +d(z,y).
YeW YEW

4. Aquivalenz zur Euklid-Metrik: Zu z,y € R? wihle ¢ € C=(R%) N
L>®(RY) mit (z) = é:y' -z in einer Kugel K (0, R) um den Nullpunkt und
mit einem Radius R so groB, dass z,y € K(0, R). Desweiteren setzen wir

auflerhalb dieser Kugel so fort, dass ¢ € W gilt. Dann gilt
x—y x—y
o) —vly) = Lo - Ly
) = Gy ey
z—y |z —yl?
= -\ — = = |\r — y .
oyl Y T ey Y

Es gilt somit
[z —y| =P(x) = ¥(y) < sup {Y(2) —Y(y)} = d(=,y).
peWw
Andererseits gilt nach dem Mittelwertsatz und der Cauchy-Schwarz-Un-
gleichung fiir jedes ¥ € W
(@) —v(y) < (@) =Py < [VeE)| - |z —yl < d- |z —y]
fiir ein £ zwischen z und y. Damit folgt das Behauptete. O

Sei nun 7T eine Cp-Halbgruppe auf L?(2), p € R und ¢ € W. Dann definieren
wir
Ty(t)f == e PPT(t) (e’ f),  feL*Q), t>0.

LEMMA 4.2. Fiir jedes p € R und ¢ € W ist T,, eine Cy-Halbgruppe auf
L3(9).
BEWEIS. Es gilt fiir jedes f € L3(Q)
Tp(0)f = e T (0) (¥ f) =e e f = f
und fiir alle s, ¢ > 0 gilt
Ty(s+1)f =e PVT(s+1)(e”Vf) = e PVT(s) (epwe_pr(t)(epwf))
=Tp(s)Tp(t)f-
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Schliellich ist T, auch stark-stetig, denn die Multiplikation mit eP? ist ein
stetiger Operator auf L?(2), was

lim T,(¢)f = lim e PYT(t)(PVf) = e PV lim T(t)(e™ f)

t—to
= e T (to) (e f) = Tp(to) f
impliziert. O

THEOREM 4.3 (Davies’ Trick, 1987). Es sei Q C RY offen und T eine Cp-
Halbgruppe auf L?(Q). Dann erfillt T genau dann eine Gaufabschitzung,
wenn Konstanten C' > 0 und w € R existieren, so dass

w 2 —
1T, (8) |21 ), poo ) < Ce® TP ¢d/2
fir alle t > 0, alley € W und alle p € R gilt.
Zum Beweis benotigen wir das folgende Lemma.

LEMMA 4.4. Es sei G C R? offen und F C C(G), sowie fo(z) := infsep f(x),
x € G, und fy € C(G). Gilt dann fiir eine messbare Funktion h die Unglei-
chung h < f fast tberall fiir alle f € F, so ist h < fy fast tberall.

BEWEIS. Wir bemerken zunichst, dass wir OBdA den Fall fo = 0 be-

trachten konnen, indem wir F' durch F — fo und h durch h — f; ersetzen.
AuBlerdem stellen wir fest, dass die Aussage (sogar ohne Stetigkeitsvoraus-
setzungen) richtig ist, falls F' = {fi, f2,... } nur abzihlbar viele Elemente
hat: Sind E; € G Nullmengen so, dass h < f; auf G\ Ej fiir jedes j € N
gilt, so gilt h < 0 = inf;ey f; auf G U UjeN E; und damit fast {iberall.
Sei nun also h messbar mit h(x) < f(z) fast iiberall fiir alle f € F. Weiter
sei K C G kompakt und n € N. Dann gibt es dank inf;cr f = 0 fiir jedes
z € K eine Funktion f,, , € F mit f, ,(x) < 1/n. Dank der Stetigkeit von
fnz ist die Menge U, == {y € K : fn.(y) < 1/n} fir jedes z € K eine
offene Umgebung von x, so dass wir wegen der Kompaktheit von K endlich
viele Punkte x,, 1, ..., Ty m, auswéhlen kénnen mit K = U;nznl Un.z, ;- Damit
gilt

mn 1 ..
]lgfl Tz (y) < - fir alle y € K.

Nun ist Fy := {fnz, :n €N, j=1,...,m,} eine abzéhlbare Teilmenge von
F mit infrepy f(y) = infrep f(y) = 0 fiir alle y € K. Damit gilt nach obiger
Uberlegung h(y) < 0 fiir fast alle y € K.

Schliefflich kénnen wir G durch eine abzihlbare Folge von kompakten Teil-
mengen ausschopfen, was uns wiederum nur eine abzihlbare Vereinigung
von Ausnahme-Nullmengen beschert. Insgesamt ist also h < 0 fast iiberall

in G. O

BEWEIS VON THEOREM 4.3. Zu ,,<="**: Das Dunford-Pettis-Theorem
impliziert mit Hilfe der Voraussetzung, dass T)(¢) fiir jedes t > 0, p € R und
¢ € W durch einen Kern k,(t,-,-) € L>(2 x §) gegeben ist. Insbesondere
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gilt das mit der Wahl p = 0 auch fiir T'. Den entsprechenden Kern bezeichnen
wir mit k(t,-,-). Nun gilt fiir jedes f € L%(Q)

T,(t)f(x) = e P"D[T(t)(e” f))(2) = e ) /k(t,x,y)epw(y)f(y) dy
Q
(49) = [ )@ £y ay.
Q
Also gilt k,(t,z,y) = k(t, z, 1)er®)=%()) und das Dunford-Pettis-Theorem
zusammen mit der Voraussetzung ergeben
W 2 —
kp(t, s M @xay = ITo )l e(ri () o)) < Ce? I ¢=d2 ¢ 50,
Das liefert uns fiir den Kern & die Abschitzung
k(t, z,y)| < CePW(@)=0(Y)) gwtqwtp? | y=d/2 _ y—d/2wt wtp+p(W(z) =1 (y))
fiir fast alle x,y € €. Man beachte, dass diese Abschitzung punktweise

fiir jede Wahl von p € R und ¢ € W gilt. Insbesondere haben wir durch
geeignete Wahl des Vorzeichens von p

(50) k(t, 2, y)| < Ot~ 2ewtewte” = pli(@) ()

fiir fast alle x,y € 2, alle ¢ € W und alle p > 0.
Nun ist fiir jedes p > 0 und alle z,y € 2

e M@V — exp(—p sup [ih(x) — (y)|) = inf exp(—pl(z) — b))
e vew

Wir wenden nun Lemma 4.4 an mit G = QxQ, F' = {(z,y) — exp(—p|¢(z)—
V()| € WY und h(z,y) = |k(t, 2, y)|C 1142~ “te=*?* Dann ist nach
obiger Rechnung fo(x,y) = infrep f(z,y) = e~P4=Y) und diese Funktion ist
stetig auf © x Q dank Lemma 4.1. Weiter ist nach (50) auch h(z,y) < f(z,y)
fiir alle f € F. Also liefert uns Lemma 4.4 die Abschéitzung

(51) V{?(t, , y)‘ < thd/2ewtewtp2 fO _ Cewttfd/2ewtp2€fpd(:v,y)

fir fast alle z,y € © und alle p > 0. Wir betrachten zunéchst den Fall
w > 0 und minimieren die obige rechte Seite iiber p > 0. Dazu betrachten
wir fiir gegebene z,y €  die Funktion ¢(p) := wtp? — pd(z,y). Dann gilt
¢ (p) = 2wtp—d(x,y) und ¢”(p) = 2wt > 0. Also hat ¢ in pg = d(x,y)/(2wt)
eine Minimalstelle mit ¢(pg) = —d(z,y)?/(4wt). Setzen wir in der letzten
Abschétzung speziell pg ein, so erhalten wir

(t, 2, )| < Cotii2alw)? /(@)

fir fast alle z,y € Q. Die Aquivalenz der Metrik d mit der euklidischen
Metrik (vgl. Lemma 4.1) liefert dann

k(t,2,y)| < Ce¥tt= U2 Clo—yl?/(4wt)

woraus die GauBabschitzungen mit ¢ = 4w/c? folgen.
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Ist w < 0, ist die Lage viel einfacher, denn dann folgt aus (51) direkt
k(t, z,y)| < Cett—2e—Pd@y)

fiir fast alle x,y € Q und alle p > 0 und wir bekommen die Gaulabschétz-
ungen durch die Wahl von p = d(x,y)/t und erneut der Hilfe von Lemma 4.1.

Zu ,,—*: Da die Halbgruppe T' Gauflabschétzungen hat, sind die Operato-
ren T'(t) fiir t > 0 durch Kerne k(¢, -, ) € L*°(2x ) mit den entsprechenden
Abschitzungen gegeben. Wir haben bereits in (49) gesehen, dass dann auch
T), fiir jedes p € R und ¢ € W durch Kerne k, gegeben ist, fiir die

ko(tsz,y) = k(t,2,y)e/ VWV gy e, 150
gilt.
Dann ist fiir jedes t > 0 mit dem Dunford-Pettis-Theorem 1.3, den voraus-
gesetzten GauBabschétzungen und der Definition der Metrik d

T (8l £t (), 100 () = €sssup |k, (¢, 2, y)| < esssup |[k(t, z, y)lel?lv (=)~ W)l
z,yeN z,yeN

lz—y|?
z,yeN

Wirft man wieder Lemma 4.1 in die Waagschale bedeutet das

— |$ B y|2 *
I Tp( 2L (), L0 @) < Ce't=4/2 eXP(—T +|plc*|lz —yl).
Nun gilt
2
— 1
I et~y =~ (12— o — etlple’la — )
1 ( | ct\p\c*)g 1 282 |p|2c*?
= — — 1‘ —_ —_ _—
ct 4 2 ct 4
- ctp2c*2
- 4

Die beiden letzten Abschitzungen zusammen genommen ergeben nun

*2
_ CcC
1T (0] 21 (), 100 () < Cet =2 eXP(TPQf)

und somit die Abschiitzung aus dem Theorem mit max{w,cc*?/4} statt
w. (]

5. Gauflabschitzungen fiir elliptische Operatoren

Wir wollen Davies’ Trick verwenden, um Gauflabschitzungen fiir eine grofie
Klasse von elliptischen Differentialoperatoren zu beweisen.

Sei © C R? eine offene Menge und fiir alle j,k = 1,...,d seien Funktionen
aji € L>(2) gegeben, die die Elliptizitétsbedingung
d

T A(x)E = Z a; 1 (2)€& > aléf?,  fiir alle € € RY und fast alle = € Q
jk=1
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mit einer Konstanten o > 0 erfiillen. Hierbei ist A die Matrix A = (aj,k);l et
Weiter seien by, ..., bg,c1,...,cq € WH®(Q) und ¢o € L>(Q).
Damit betrachten wir den Differentialoperator

d
Z 0ja;1(x)Opu(x) + Y _ (b ) + 9j(c;(x)u(x))) + co(z)u(z)

J,k=1 j=1
= (divA - Vu)(x) + b(x) - Vu(z) + div(cu)(x) + co(x)u(x)

mit Dirichlet-Randbedinungen. Diesen definieren wir wieder auf dem schwa-
chen Wege mit Hilfe der Bi-Linearform a : H}(Q) x H} () — R mit

/Zd:am )Opu(z /Zb )du(z)v(x)

7,k=1

d
_/ch(:n)u(:c)ﬁjv(ﬂ:) +/CO(~"3)U($)U($)
j=1

Q Q
—/AVu-Vv—i—/Vu-bv—/cu-Vv—l—/couv,
Q Q Q Q
wobei A = (ajﬁ);l,k:l wie oben, sowie b = (by,...,bg)T und ¢ = (cy,...,cq)’.

Damit setzen wir
D(Ay) := {UEHO( )'EIfEL2( ) : a(u,v) /fv VUEHO(Q)}

AQU = f

SATZ 5.1. Es existiert ein v € R, so dass der Operator Ay — v dissipativ ist
und die Bi-Linearform a(u,v) == (v + a) [quv — a(u,v), u,v € H{(Q) ist
stetig und koerziv auf H} (). Insbesondere erzeugt As—v eine Co-Halbgruppe
von Kontraktionen auf L*(9).

BeEwers. Es gilt fiir alle u € D(A2) nach Definition von As

((A2 = v)u | u>L2(Q) = a(u,u) — y/u2

Q

—/AVu-Vu+/Vu-bu—/cu-Vu+/(co—V)u2
Q Q Q

Q

Dank der Elliptizitdtsvoraussetzung an As erhalten wir

§—a/|Vu|2+/(b—c)-Vuu+/(co—1/)u2.
Q Q

Q
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Nun gilt
d 14
/(b—c :Z/ Duu—2 /b—cj u?).
Q i=lqg i=lq

Integrieren wir den letzten Ausdruck partiell, so erhalten wir dank u €

Hy(9)

/(b—c Vuu———Z/ — Dj¢j)u —;/(divc—divb)uQ

=1q Q

Da divb, dive und ¢p nach Voraussetzung Funktionen in L*°(2) sind, kénnen
wir nun v so wihlen, dass ¢ + (dive — divd) /2 — v < 0 fast iiberall ist. Dann
gilt nach unseren obigen Berechnungen

((A2 = v)u | u>L2(Q) < —a/\Vu]z + /(co + (dive — divb) /2 — v)u?
Q Q

< —a/|Vu|2 <0.

Damit ist As — v nach Satz 7.3.5 dissipativ. Auflerdem haben wir so auch
gezeigt, dass fiir alle u € H{ gilt

d(u,u):(u+a)/u2—a(u,u) :V/uQ—a(u,u)—i-a/uQ

Q Q Q

>a [1VuP+a [ =l
Q

Q

ist, womit die Bi-Linearform a koerziv ist.
Wir zeigen also noch, dass a stetig ist. Seien dazu u,v € H&(Q) Dann gilt

—|—'/qu-1} —i—‘/cqu —{—‘/(V—FCM—CQ)UU
Q Q Q

< Al [ 19170+ 8 [ 190l + el [ full Vol
Q Q Q

la(u,v)| < ‘/AVU -V

+uu+a—cO||oo/|u||v|.
(9]
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Wir verwenden nun in jedem Integral den alten Young-Trick ab = (ga)(b/e) <
$(e2a® +1/2 - b%). Das liefert fiir jedes £ > 0

1 1
]d(u,v)] S C</(52‘Vu’2 + a—zlva) + /(gQIVu‘Q + 5_2’1)’2)
Q Q

1 1
+ @+ Vo) + [ @+ 1))
Q Q

1
< C(EQHUHHl(Q) + E_QHUHHl(Q))

Setzen wir nun speziell ¢ = v g1(q)/[|ull g1(q), so erhalten wir

|a(u, v)] < Cllvllayollula e

und damit die Stetigkeit der Bi-Linearform.

Mit dem Lemma von Lax-Milgram folgt nun, dass fiir jedes f € L%(Q)
genau ein u € D(Ay) existiert mit a(u,v) = [, fv fiir alle v € H (), d.h.
mit (v +a)u— Au = f. Damit ist (v +«a) — Ay = a — (A2 — v) surjektiv und
nach dem Satz von Lumer-Phillips erzeugt As — v eine Cy-Halbgruppe von
Kontraktionen auf L?(12). O

Man kann nun mit Hilfe von Davies’ Trick aus dem letzten Abschnitt zeigen,
dass die von Ay auf L?(€) erzeugte Halbgruppe GauBabschitzungen erfiillt.
Dazu miissen wir uns fiir jedes p € R und alle v € W (Zur Notation vgl.
Abschnitt 4) die gestérten Halbgruppen 7}, betrachten und Abschétzungen
der Form

| Tl 21 (@), L)) < Celltr)wty=d/2, t>0,

beweisen. Das dazu nétige Vorgehen kénnen wir hier nur noch skizzieren.

LEMMA 5.2. Sei p € R und p € W. Dann ist der Erzeuger von T, der Ope-
rator A, mit D(A,) = {u € L*() : e®Yu € D(A)} und Ayu = e PV Aer?.
Dieser ist wieder ein Differentialoperator und man bekommt als schwache
Formulierung A,u = f genau dann, wenn

ap(u,v) = /fv fiir alle v € H}(Q)
Q

gilt, wobei

ap(u,v):—/AVu-Vv—i—/bp-Vuv—/cpu-Vv%—/co,puv
Q

Q Q Q
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1st mit

d
(bp)j =bj —p>_ a;k0kth,
k=1

d
(co)j =¢j+p Y ar;Ok,
k=1

d d d
Cop=co—p> Y, kOO +p Y bkt —p Yy crdpi.

k=1 k=1 k=1

Die genaue Form der Koeffizienten ist dabei in obigem Lemma nicht ent-
scheidend. Es geht nur darum, dass A, wieder in dieser Form geschrieben
werden kann. Der Beweis ist ,,einfaches” nachrechnen.

Nun verwendet man das folgende Kriterium.

SATZ 5.3. Ist A ein dissipativer Differentialoperator auf L(Q), der zu einer
stetigen koerziven Bi-Linearform b: H}(Q) x H} () — R gehort und gilt

e b(inf(u,1), (u —1)*) > 0 und

e b((u—1)T,inf(u, 1)) >0,
so gilt fiir die von A auf L*(Q) erzeugte Co-Halbgruppe T

1T () 221 (), 1)) < Ct Y2,

Man wendet diesen Satz nun auf den Operator B, := A, —w(1+ p?) fiir eine
grof} genug gewihlte Konstante w an. Zu diesem Operator gehort die Form

bo(u,) = apl0) ~ w1+ ) [uv, o € HY(@).
Q
Kann man fiir b, die Voraussetzungen von Satz 5.3 nachweisen, so gilt nach
dem Rescaling fiir die von A, erzeugte Halbgruppe T},

w 2 w 2N
I Tyll 221 0. poo()) = 1€ Sl pipr () poo ) < Ce P42,

wobei S,, die von B, erzeugte Halbgruppe ist. Da diese Abschétzung fiir
jedes p € R und alle ¢ € W gilt, liefert schlielich Theorem 4.3 (Davies’
Trick) die GauBabschétzungen fiir die von Ay erzeugte Halbgruppe. Es bleibt
also folgendes Lemma zu zeigen.

LEMMA 5.4. Die Bi-Linearform by(u,v) = a,(u,v) —w(1+ p?) [quv, u,v €
H(Q), ist stetig und koerziv und es gilt

o by(inf(u,1), (u— 1)) > 0 und

e b,((u—1)*,inf(u, 1)) >0,
fiir jedes p € R und ¢p € W gleichmdjig in p und 1.
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