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Vorbemerkungen

Partielle Differentialgleichungen dienen als Werkzeug zur mathematischen
Beschreibung vieler relevanter physikalischer Phdnomene. Typische Bei-
spiele sind etwa Masse- und Stofftransport, Stromungsmechanik, Elasti-
zitdtstheorie oder Eletkromagnetismus.

In dieser Vorlesung werden elementare mathematische Methoden zur Be-
handlung von linearen partiellen Differentialgleichungen anhand von Mo-
dellproblemen vorgestellt. Dabei werden qualitative Eigenschaften von Lo-
sungen diskutiert und Losungsdarstellungen fiir spezielle Probleme behan-
delt. Dariiber hinaus wird die Wahl geeigneter Anfangs- und Randbedin-
gungen besprochen und die Wohlgestelltheit der resultierenden Anfangs-
und Randwertprobleme untersucht. Grundprinzipien der mathematischen
Modellierung mit partiellen Differentialgleichungen werden anhand von
Beispielen erlautert; fiir eine tiefergehende Untersuchung von Modellie-
rungsaspekten sei jedoch auf die entsprechenden Fachvorlesungen verwie-
sen.

Als wesentliche Grundlage zur Vorbereitung der Vorlesung diente
e Walter A. Strauss: Partielle Differentialgleichungen. Vieweg 1995.

Weiterfithrende Informationen zu einzelnen Themen sind dariiber hinaus
in folgenden Biichern zu finden:
e L. C. Evans: Partial Differential Equations. AMS 2010.

A. Friedman: Partial Differential Equations of Parabolic Type. Dover
2008.

D. Gilbarg & N. S. Trudinger: Elliptic Partial Differential Equations
of Second Order. Springer 2001.

J. Spurk & A. Nuri: Stromungslehre. Springer 2010.
W. Walter: Gewohnliche Differentialgleichungen. Springer 2000.
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e D. Werner: Funktionalanalysis. Springer 2007.

Neben dem Studium des Skriptums, das eine Zusammenfassung der Lehrin-
halte der gleichnamigen Vorlesung darstellt, ist auch der Besuch der Vorle-
sung empfohlen. Dort werden weitere Erklarungen gegeben und Beispiele
gerechnet. Fiir das Erlernen der Inhalte ist dariiber hinaus die aktive Aus-
einandersetzung mit den Themen im Selbsstudium sowie die eigensténdige
Bearbeitung der Ubungsaufgaben unumggnglich. Ein gelegentliches Nach-
blattern in den angegebenen Literaturreferenzen wird ebenso empfohlen.



Inhaltsverzeichnis

Vorbemerkungen|

1

Grundlagen und Motivation|

(1.1 Allgemeine Begrifte, . . . . .. .. .. ... ... .
(1.2 Lineare Differentialgleichungen| . . . . ... ..
(1.3 Bemerkungen zur Wohlgestelltheit|. . . . . . .
(1.4 Aufgaben| . ... ... ... .. ... .. ... ...

|Gleichungen in einer Raumdimension

2 Transportgleichung]
2.1 Modellierung . . . . ... ... ... ... ... ..
2.2 Charakteristikenmethodel . . . .. ... ... ..
2.3 Anfangs- und Randbedingungen| . . . ... ..
2.4 Aufgaben| .. ... ... .. .. .. .. ... ..
I3 Wellengleichung]
3.1 Modellierung| . . ... ... ... .. .. .. ..
3.2  Allgemeine Losung| . . .. ... .. ... ... ..
.3 Formel von d’Alembert] . . ... ... ... ...
3.4 Aufgaben| ... ... ... ...
4 Trennung der Variablen|
4.1 Modellierungl . . . ... ... ... ... ... ...
4.2 Produktansatz . ... .......... ... ...
1.3 Superposition|. . . . .. ...
4.4 Losung des Anfangs-Randwertproblems| . . .

4.5  Sturm-Liouville Probleme und Fourierreihen™|

11
13

15
15
16
18
19



M.6 Autgaben| . ... ... ...
6 Wairmeleitung und Diffusion|
.1 Modellierungl . . . ... ... ...
0.2  Fundamentallosung| . . . .. ... ... ... ... ... .. ... ...
0.3  Duhamel Prinzip| . ... ... .. ... .. ... .. ... . ... ...
.4 Eindeutigkeit der Losung . . . . .. ... ... ... ... ... ...
0.0  Aufgaben| . . ... ...
06 Rund um das Maximumsprinzip|
6.1 Maximumprinzip| . ... ... ... ... ... .. ...
6.2 Eindeutigkeit und Stabilitat| . . ... .. .. ... ... ...
6.3 Konstruktion der Losungl . . . .. ... ... ... ... ... .. ..
6.4 Aufgaben| . . ... ...
[Partielle Differentialgleichungen in hoherer Dimension
[ Grundgleichungen der Fluiddynamik|
7.1 Grundlagen| . . . ... ... ... ... ...
(7.2 Bilanzgleichungen| . . . . .. ... ... .. ... .. ... .. .. ...
[7.3 Zustandsgleichungen und Materialgesetze| . . . . .. . ... ...
(7.4 Modelle der Stromungsmechanik| . . .. ... ... ... .. .. .
[(.o Aufgaben| . .. ... ... ...
8__Harmonische Funktionen
8.1 Losung auf dem Einheitskreis| . . ... ... ... ... .. .. ...
8.2 Poisson-Formeln und Mittelwertsatzl. . . ... ... ... ...
8.3 Dreidimensionaler Falll . . . . ... .. ... ... ... .. ...
8.4 Das Dirichlet’sche Prinzip| . . ... ... ... .. ... ... ...
8.5 Aufgaben| . .. ... ...
0 Fundamentallésung und Green’sche Funktion|
9.1 Fundamentallosung| . . . .. ... ... ... ... ... . ... ...
9.2  Darstellungssatzel . . . ... ... ... ... .
0.3 Green’sche Funktion| . . . ... ... ... . ... o 0.

9.4 Autgaben| . ... ... .. ...

33
33
34
37
39
40

43
43
44
46
48

50

51
51
23
25
57
99

63
63
65
67
68
69



10 Warmeleitung revisited|
(10.1 Maximumprinzip| . . ... ... ... .. ... ... ... . ... ...

(10.2 'Trennung der Variablen . . . .. ... ... ... ... .. .. ...
(10.3 Fundamentallosung| . . . . ... ... ... ... .. ... . ... ...
(10.4 Autgaben| . . ... ... ... ...

(11 Die Poissongleichung
(11.1 Beispiele| . . . . .. ... ...
(11.2 Maximumprinzip| . . ... ... ... ... ... .. ... . ... ..

[11.3 Nichteindeutigkeit beim Neumannproblem|. . . . ... .. .. ..
(11.4 Trennung der Variablenl . . . .. .. ... ... .. ... .. .. ...
(11.5 Aufgaben| . . . .. ... ... ... ...

(12.4 Emergieerhaltung| . . ... ... ... ... ... .. ... .. .. ...
(12.5 Aufgaben| . . . ... ... ... ...

(13 Distributionen|
(13.1 Definitionen und Beispiele| . . . . ... ... .. ... .. .. ...
(13.2 Ableitung von Distributionen| . . . .. ... .. ... .. ... ...
(13.3 Faltung von Distributionen|. . . . . ... ... ... ... ... ...
(13.4 Fundamentallosungen| . . . ... ... ... .. .. ... ... ...
[13.5 Weiterfithrende Themen™ . . . .. ... ... ... ... ... ....
(13.6 Aufgaben| . .. .. ... ... ...

(14 Klassitikation von linearen Differentialgleichungen|
(14.1 Typeneinteilung| . . . . ... ... ... .. ... .. ... ... . ...
(14.2 Diskussion der unterschiedlichen Typen| . . ... ... ... .. .
(14.3 Aufgaben| . . . .. ... ... ...

81
81
82
85
86

89
89
90
92
93
96

99
99
101
102
104
105

109
109
112
113
115
117
119






1 Grundlagen und Motivation

1.1 Allgemeine Begriffe

Definition 1.1. Eine partielle Differentialgleichung ist eine Gleichung,
in der eine Funktion mehrerer Variablen samt ihren partiellen Ableitun-
gen vorkommt. Die hochste vorkommende Ableitungsordnung bestimmt
die Ordnung der Differentialgleichung.

Beispiel 1.2. Eine allgemeine partielle Differentialgleichung erster Ord-
nung in zwei Variablen besitzt die Form

F(x,y,u, uz, uy) = 0. (1.1)

Dabei sei F': R — R eine vorgegebene stetige Funktion. Weiters miissen
die Funktion v = u(x,y) sowie ihre partiellen Ableitungen u, = O,u(z,y)
und uy, = Jyu(x,y) jeweils an der Stelle (x,y) ausgewertet werden.

Definition 1.3. Eine Funktion u, welche stetig differenzierbar ist und die
Gleichung fiir alle (z,y) € Q C R? erfiillt, heifit klassische Losung
der Differentialgleichung auf () oder einfach nur Losung. Fiir Systeme
von Differentialgleichungen, Differentialgleichungen hoherer Ordnung und
in mehreren Variablen wird der Begriff entsprechend erweitert.

Beispiel 1.4. Zur Veranschaulichung erwidhnen wir einige partielle Diffe-
rentialgleichungen in zwei Variablen und ihre physikalische Bedeutung.

1) Ut + cuy = mstationarer lransport in

. 0 . onirer T 01D
(i) ug +uy=0 stationdrer Transport in 2D
i) up + uuy, = urgers Gleichung, Schockwelle
0 B Gleich Schockwell
v) up — diug, = iffusion, Warmeleitun
(iv) J 0 Diffusion, Warmeleitung
(V) ug — Ugy =0 schwingende Saite, Wellengleichung
(Vi) Upy +uyy =0 Laplace-, Potentialgleichung



1 Grundlagen und Motivation

(vil) ug + du? — Ugpyr = 0 Schwingung mit Reibung
(Viii) ws + utly + Uggr =0 Dispersionswelle
(iX) Uy + Upzgr =0 schwingender Stab

Alle Beispiele sind Gleichungen in zwei Variablen. Drei der obigen Glei-
chungen haben Ordnung eins, vier besitzen Ordnung zwei und je ein Bei-
spiel hat Ordnung drei bzw. vier. Die Herleitung der Gleichungen aus phy-
sikalischen Grundprinzipien wird zum Teil spater noch diskutiert.

Bemerkung 1.5. Alle obigen Beispiele lassen sich in der Form L(u) = 0
schreiben, wobei L(u) einen Differentialausdruck ist, in dem Funktio-
nen und ihre Ableitungen vorkommen. Eine Abbildung L : u — L(u),
welche eine Funktion u auf einen Differentialausdruck L(u) abbildet, wird
ein Differentialoperator genannt, oder allgemeiner ein Operator.

Fiir Beispiel [1.4.(i) lautet der Differentialoperator etwa L = d; + cd; und
der entsprechende Differentialausdruck L(u) = Oyu + cOypu.

1.2 Lineare Differentialgleichungen

Im Rahmen der Vorlesung werden wir uns vor allem mit linearen Differen-
tialgleichungen beschéftigen. Hierzu benotigen wir folgenden Begriffe.

Definition 1.6. Ein Operator L : v+ L(u) heifit linear, falls
L(u+v) = L(u) + L(v) und  L(cu) = cL(u) (1.2)
fiir alle geeigneten Funktionen u, v und Konstanten c gilt.

Mit diesem Begriff kénnen wir nun Differentialgleichungen klassifizieren.

Definition 1.7. (a) Die Differentialgleichung L(u) = f heifit linear, falls
der Differentialoperator L linear ist, andernfalls heif3t sie nichtlinear.

(b) Eine lineare Differentialgleichung L(u) = 0 heifit homogen, eine Glei-
chung der Form L(u) = f mit f # 0 entsprechend inhomogen.

Sechs der Differentialgleichung in Beispiel sind linear, alle davon sind
auch homogen; siche Ubung. Fiir nichtlineare Differentialgleichungen macht
die Unterscheidung in homogen bzw. inhomogen dagegen keinen Sinn.



1.2 Lineare Differentialgleichungen

Bemerkung 1.8. Die Struktur der Losungsmenge von linearen Differen-
tialgleichungen L(u) = f ist vollig analog zu der bei linearen Gleichungs-
systemen. Insbesondere gelten folgende Sachverhalte:

(i) Sind w; und ug Losungen zur linearen Gleichung L(u) = f, dann ist
u = uj — ug Losung zur homogenen Gleichung L(u) = 0.

(ii) Sei w, spezielle Losung zur inhomogenen Gleichung L(u) = f, dann
lasst sich jede weitere Losung darstellen als v = w, +uy,, wobei uy, eine
Losung zur homogenen Gleichung L(u) = 0 ist.

(iii) Sind wy, u9, ..., u, Losungen zur homogenen Gleichung L(u) = 0,
dann ist auch jede Linearkombination u = Zzzl cpug eine Losung
der homogenen Gleichung.

Die dritte Eigenschaft wird Superpositionsprinzip genannt. Von ihm
werden wir im Laufe der Vorlesung noch héaufig Gebrauch machen.

Im Folgenden veranschaulichen wir die Struktur der Menge von Lésungen
zu linearen Differentialgleichungen sowie das Superpositionsprinzip anhand
von einigen konkreten Beispielen.

Beispiel 1.9. (i) Sei ¢ stetig differenzierbar. Dann ist jede Funktion der
Form u(x,t) = ¢(x — ct) Losung zur Differentialgleichung 1.4.(i). Es
gibt also unendlich viele Losungen: mindestens eine fiir jedes ¢.

(ii) Seien ¢, ¥ zweimal und n einmal stetig differenzierbar. Dann ist u(z,t) =
dlx—t)+Y(r+1t)+ fo s)ds Losung zu Beispiel 1.4.(v). Jeder der
Summanden fiir sich ist ebenfalls eine Losung.

(i) Fiir k € Z ist ug(z, t) = e~ %t sin(ka) Losung der Diffusionsgleichung
in Beispiel [1.4[iv). Des weiteren ist auch jede endliche Linearkom-
bination w(z,t) = Y, cpug(z,t) mit ¢ € R wieder Losung. Unter
geeigneten Bedingungen an die Koeffizienten ist sogar die unendliche
Reihe wieder eine L(')'sung; siehe spéter.

(iv) Die Funktion ¢(x,t) = \/ﬂ e~ /4 igt fiir t > 0 ebenfalls eine Losung
Zur lefusmnsglelchung 1.4. (1V) und ebenso ¢(x —y, t) fir jedes y € R.
Auch u(z,t) fR y,t)g(y)dy ist fiir stetige und beschriankte

Funktion ¢ eine Losung der Diffusionsgleichung 1.4.(iv) fiir ¢ > 0; es
handelt sich im Prinzip wieder um eine Superposition von Losungen.
Der Nachweis der Behauptungen erfolgt durch Nachrechnen; siche Ubung.
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Bemerkung 1.10. Wie obige Beispiele belegen, haben (lineare) Differen-
tialgleichungen oftmals viele, sogar unendlich viele, Lésungen. Lassen sich
diese in einer einheitlichen Form angeben, so sprechen wir von allgemei-
ner Losung der Differentialgleichung. Um die Losung eindeutig festzu-
legen sind typischerweise noch weitere Anfangs- oder Randbedingungen
notig; vergleiche mit Aussagen zu gewohnlichen Differentialgleichungen.

Bemerkung 1.11. Fiir nichtlineare Differentialgleichungen ist die Frage
der Losbarkeit im Allgemeinen viel schwieriger zu behandeln; vgl mit der
Losung von nichtlinearen Gleichungen bzw. Gleichungssystemen. Dies lasst
sich schon an einfachen Beispielen sehen. Die Gleichung u% + ug +1=0
kann zum Beispiel offensichtlich keine reelle Losung besitzen.

1.3 Bemerkungen zur Wohlgestelltheit

Im Rahmen der Vorlesung werden wir uns fast ausschliellich mit linearen
Differentialgleichungen erster und zweiter Ordnung beschéftigen, welche in
der Praxis haufig auftreten. Vorweg einige Uberlegungen:

(i) Um sinnvoll {iber Losungen sprechen zu kénnen, muss noch festgelegt
werden, auf welchem Bereich der Variablen (z,y,...) die Differential-
gleichung eigentlich gelten soll. Das ergibt sich in der Praxis meist aus
dem Anwendungskontext und ist Bestandteil des Modells.

(ii) Ahnlich wie bei gewohnlichen Differentialgleichungen sind bei par-
tiellen Differentialgleichungen wieder zusétzliche Anfangs- und/oder
Randbedingungen nétig, um die Losung u eindeutig zu beschreiben.
Auch diese sind wesentlicher Bestandteil des mathematischen Modells.

(iii) Analytische Formeln fiir die Losung werden sich nur in Spezialféllen
angeben lassen. Allderdings kann man oft qualitative Eigenschaften
der Losung herleiten, zum Beispiel, ob sie positiv ist, eindeutig, u.s.w.
Fiir praktische Probleme werden Losungen fast ausschliellich nédhe-
rungsweise mit numerischen Verfahren bestimmt.

Weitere Gesichtspunkte werden im Laufe der Vorlesung vorgestellt.

Bei der Untersuchung einer Differentialgleichung sollte man weiters beden-
ken, dass sie meist als mathematisches Modell fiir ein reales physikalisches
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System dient. Ein “sinnvolles” Modell fiir einen physikalischen Zusammen-
hang sollte daher meistens die folgenden Eigenschaften besitzen.

Definition 1.12. Ein mathematisches Problem (z.B. eine partielle Diffe-
rentialgleichung L(u) = f auf entsprechendem Gebiet samt Anfangs- und
Randbedingungen) heifit wohlgestellt, falls folgende Eigenschaften gelten:

(i) Fiir jede (sinnvolle) Wahl von Daten f existiert eine Losung u.
(ii) Die Losung u bei vorgegebenen Daten f ist eindeutig.

(iii) Die Losung u hiangt stabil von den Daten f ab, d.h., kleine Anderungen
in den Daten fithren zu kleinen Anderungen in der Losung.

Wir werden auf diese Gesichtspunkte anhand von Beispielen im Verlauf
der Vorlesung noch des Ofteren genauer eingehen.

1.4 Aufgaben

Aufgabe 1.1. Zu den Differentialgleichungen aus Beispiel bestimme
man die Ordnung und gebe jeweils an, ob es sich um lineare oder nichtli-
neare Gleichungen handelt.

Aufgabe 1.2. Fiir welche der Differentialgleichungen aus Beispiel sind
die Funktionen (a) 1; (b) z; (¢) x +t; (d) z —y; (e) sin(z)sinh(y)
Losungen. Dabei sind Variablen, die in der Gleichung nicht vorkommen,
als Parameter zu verstehen.

Aufgabe 1.3. Zeigen Sie, dass die folgenden Operatoren linear sind.
(a) L:u— fol u(z)dx; (b) L:uw— Oyu; (c) L:uw— bu(l).
Hierbei sei u jeweils eine hinreichend glatte Funktion auf [0, 1].

Aufgabe 1.4. Uberfiihren Sie die Gleichung dyu(z, t)+0,u(z,t) = 0 durch
Substitution x = a + ¢, ¢(t) = u(a + ¢, t) in eine gewohnliche Differential-
gleichung fiir  und berechnen Sie deren allgemeine Losung.

Aufgabe 1.5. Finden Sie alle Losungen u(z,y) zur Differentialgleichung
Uzz (T, y)+u(z,y) = 0. Man beachte, dass hier ist y als Parameter zu verste-
hen ist. Es handelt sich also genau genommen um eine lineare gewohnliche
Differentialgleichung mit konstanten Kofeffizienten und einem zusétzlichem
Parameter.
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Aufgabe 1.6. Finden Sie alle Losungen u(z,y) zur homogenen Differen-
tialgleichung u;, = 0. Tipp: zweimal integrieren.

Aufgabe 1.7. Beweisen Sie die drei Aussagen aus Bemerkung [I.§ Benut-
zen Sie hierzu die Eigenschaften linearer Operatoren.

Aufgabe 1.8. Uberpriifen Sie die Aussagen aus Beispiel [L.9]

Aufgabe 1.9. Begriinden Sie mit Beispiel [I.9] dass Differentialgleichungen
ohne Angabe weiterer Bedingungen im Allgemeinen nicht wohlgestellt im
Sinne von Definition [1.12] sind.



2 Transportgleichung

Eine allgemeine lineare Differentialgleichung erster Ordnung in zwei Varia-
blen hat die Form

a(z,y)0yu(z,y) + b(z,y)Oyu(z,y) + c(z, y)u(z,y) = f(z,y).  (2.1)

Man kann die Differentialgleichung dabei als stationéres, d.h., zeitunab-
héngiges Problem in zwei Raumdimensionen verstehen, oder eine der Va-
riablen mit der Zeit indentifizieren, was zu einem instationédren Problem
in einer Raumdimension fiihrt. Wir diskutieren kurz den Ursprung sol-
cher Gleichungen, leiten dann Darstellungen fiir die (allgemeine) Losung
unter recht allgemeinen Voraussetzungen an die Koeffizienten a, b, ¢, f her
und diskutieren zum Abschluss geeignete Anfangs- bzw. Randbedingungen,
welche zu einem wohlgestellten mathematischen Problem fiihren.

2.1 Modellierung

Beispiel 2.1. Wir betrachten ein Rohr mit konstantem Querschnitt A,
durch welches Wasser mit konstanter Geschwindigkeit ¢ flieit. Im Wasser
sei ein Schadstoff gelost, dessen Konzentration u(x, t) iber den Querschnitt
als konstant angenommen wird. Die Anderung der gesamten Schadstoff-
menge im Rohrstiick [a,b] durch Zu- bzw. Abfluss iiber den Rand {a, b}
lasst sich beschreiben durch die Stoffbilanzgleichung

b
%/ Au(z, t)dx i Acu(a,t) — Acu(b, t).

Mit Hineinziehen der Ableitung im linken Term und dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung fiir den rechten erhélt man hieraus

A / b Opu(z, t)de = — A / b Oy [culz, t)dx.
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Durch Umordnen der Terme und Kiirzen durch A folgt die Integralbilanz

b
/ Owu + Oy (cu)dx = 0. (2.2)

Diese Beziehung gilt fiir beliebige Wahl von a und b. Mit Hilfe einer Skizze
iiberzeugt man sicht leicht davon, dass fiir stetiges f aus f; f(x)dx =0
fiir alle a, b sofort f(z) = 0 fiir alle x folgt; siche Aufgabe [2.3] Mit dieser
Uberlegung erhilt man aus die Erhaltungsgleichung

Oru + Oz (cu) = 0, (2.3)

welche fiir alle relevanten x und ¢ gilt. Diese Differentialgleichung beschreibt
also die Erhaltung der gesamten Stoffmenge im Rohr. Nimmt man weiters
an, dass ¢ = const, also 0,c = 0 gilt, dann lésst sich die Gleichung
umschreiben in die Transportgleichung

O + cOzu = 0 (2.4)

Diese Differentialgleichung beschreibt den Transport eines Stoffes mit Kon-
zentration v in einer Rohrstrémung mit Geschwindigkeit c.

Bemerkung 2.2. Alle Schadstoffpartikel, welche sich zum Zeitpunkt ¢t = 0
im Intervall [a, b] befinden, bewegen sich mit Geschwindigkeit ¢ und befin-
den sich daher zu einem spéteren Zeitpunkt ¢ im Intervall [a(t), b(¢)] mit
a(t) = a+ ct, b(t) = b+ ct. Aus dem Erhaltungsprinzip fiir den Stoff folgt

b(t) b(s)
A/ u(x,t)dr = A/ u(x, s)dx fiir alle t, s,
a(t) a(s)

woraus man durch Differenzen- und Grenzwertbildung auf die Integralfor-
mel % C?((f))u(ac,t)dx = 0. kommt; siche Ubung. Anwenden der Differen-
tiationsregeln fiir parameterabhéngige Integrale und des Hauptsatzes der

Differential- und Integralrechnung liefert weiters
d b(t)

0= —

u(z, t)dx
b(t)
- / o Ol i+ V' ()u(b(t), 1) = a'(yula(t), )]

b(t)
= / Oru(x,t) + Oy (cu(z, t))dx.
a(t)



2.2 Charakteristikenmethode

Dies entspricht gerade wieder der Integralbilanz (2.2)). Wir kénnen also
dieselbe Integralbilanz, und folglich auch die entsprechenden Differential-
gleichungen, auf zwei verschiedene Arten erhalten:

(i) durch Betrachten eines ortsfesten Intervalls [a,b] und der Zu- und
Abfliisse iiber den Rand (=Euler’sche Beschreibung);

(ii) durch Verfolgung eines Teilchenpaketes im Volumen |a(t),b(t)], das
sich im Stromungsfeld bewegt (=Lagrange’sche Beschreibung).

Beide Betrachtungsweisen werden in der Modellierung physikalischer Phéno-
mene haufig eingesetzt und bieten je nach Aufgabe gewisse Vorteile.

2.2 Charakteristikenmethode

Die folgenden Uberlegungen erlauben es, recht allgemeine Transport- und
Erhaltungsgleichungen formal auf gewohnliche Differentialgleichungen zu
iiberfithren und dann mit bekannten Methoden zu 16sen.

Beispiel 2.3. Wir betrachten die lineare Differentialgleichung
Owu(z,t) + c(x, t)0pu(x, t) + d(z, )u(z, t) = f(x,t) (2.5)
mit vorgegebenen stetigen Funktionen ¢, d und f. Mit

¢(t) = u(x(t),t) (2.6)

bezeichnen wir den Wert der Losung entlang einer Raum-Zeit Kurve (z(t), ).
Fiir die zeitliche Anderung von ¢(t) erhilt man mit der Kettenregel

i(ﬁ(t) = iu(az(t), t) = Opu(x(t), t)a'(t) + Owu(x(t), t).

Wihlt man die Kurve (z(t),t) so, dass 2/(t) = ¢(x(t),t) gilt, dann folgt
mit Hilfe der Differentialgleichung (2.5 die Beziehung

(1) = 56(0) = elalt), DDl (1), ) + Opu(a(?). )
= —d(a(t), ula(t), )+ Sxlt),6) = ~DWS{) + F(1)

mit D(t) = d(z(t),t) und F(t) = f(x(t),t). Es handelt sich dabei um eine
lineare gewohnliche Differentialgleichung, die durch Trennung der Varia-
blen und Variation der Konstanten gelost werden kann.
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Bemerkung 2.4. Die Kurven (z(t),t) mit 2'(¢t) = ¢(z(t),t) haben offen-
sichtlich eine besondere Bedeutung und werden charakteristische Grund-
kurven fiir die Differentialgleichung (2.5)) genannt.

Aus obigen Uberlegungen und dem Wissen iiber gewohnliche Differential-
gleichungen erhélt man unmittelbar die folgende Aussage.

Satz 2.5. (i) Entlang von charakteristischen Grundkurven (x(t),t) sind
die Losungen u(z(t), t) der partiellen Differentialgleichung durch eine
gewohnliche Differentialgleichung bestimmt.

(ii) Ist der Funktionswert u(x(t),t) an einem Punkt (zg, t9) bekannt, dann
entlang der ganzen Kurve (z(t),t) mit z(tg) = 0.

Aus diesen Sachverhalten ergibt sich sogleich eine konstruktive Methode
zur Bestimmung der allgemeinen Losung zur Differentialgleichung ([2.5)),
die sogenannte Charakteristikenmethode.

Beispiel 2.6. Wir betrachten die Differentialgleichung
Oru + cOpu = Au,
fir € R und ¢t > 0 mit konstanten Parametern ¢, A € R.

Schritt 1. Die Gleichung fiir die charakteristischen Grundkurven lautet
hier 2/(t) = ¢, also x(t) = a + ct. Die charakteristischen Grundkurven sind
also Geraden im Raum-Zeit-Diagramm mit Steigung 1/c; siehe Skizze!

Schritt 2. Fiir ¢(t) = u(x(t),t) = u(a + ct, t) folgt

¢ (t) = %W} = %u(a + ct, )

= Oyu(a + ct, t)c+ Owul(a + ct,t) = Mu(a + ct, t) = \o(t).

A

Die allgemeine Losung hierzu lautet ¢(t) = ¢(0)e und durch Einsetzen

erhilt man weiters u(a + ct,t) = u(a,0)eM.

Schritt 3. Mit der Wahl a = « — ¢t und ug(a) := u(a, 0) erhdlt man sofort
die Losungsdarstellung

u(x,t) = u(z — ct,0)eM = ug(x — ct)e.
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2.3 Anfangs- und Randbedingungen

Durch Vorgabe von Anfangswerten u(x,0) = ug(x) ist die Losung der obi-
gen Differentialgleichung also eindeutig bestimmt.

Bemerkung. Fiir A\ = 0 erhélt man die Transportgleichung d;u+c0,u = 0.
Fiir diese sind die Losungen u(z,t) gegeben durch

u(z,t) = up(x — ct,0),

Die Losungen sind dann also konstant entlang von Charakteristiken.

2.3 Anfangs- und Randbedingungen

Anhand des obigen Beispiels sieht man sofot, dass zur eindeutigen Be-
stimmung der Losung weitere Anfangs- bzw. Randbedingungen notig sind.
Diese sind so zu wéhlen, dass fiir jede charakteristische Grundkurve genau
ein Anfangs- bzw Randwert vorgegeben wird.

Beispiel 2.7. Fiir die Transportgleichung d;u + cO,u = 0 mit ¢ # 0 fithren
folgende Anfangs- bzw. Randbedingungen jeweils auf eindeutige Losungen

(i) w(z,0) =up(z) fir alle x € R;
(ii) u(0,t) = g(t) fiir alle t € R;
(iii) u(x,0) = up(x) fiir x > 0 und w(0,t) = g(¢t) fir ¢t > 0.

Jede dieser Wahlen definiert genau einen geeigneten Anfangswert fiir jede
charakteristische Grundkurve; man iiberzeuge sich durch eine Skizze! Zu
beachten ist weiters, dass auch vom betrachteten Gebiet abhéngt, welche
Anfangs- bzw. Randbedingungen sinnvoll sind.

Bemerkung 2.8. Mit Hilfe der Charakteristikenmethode lasst sich auch
die Wohlgestelltheit von linearen partiellen Differentialgleichungen erster
Ordnung bei Vorgabe geeigneter Anfangs- bzw. Randbedingungen zeigen.
Insbesondere ist die lineare Transportgleichung dyu + cod,u = 0 fiir An-
fangswerte u(w,0) = up(z) mit ug € C1(R) wohlgestellt, d.h., es existiert
eine eindeutige Losung und diese hangt stabil von den Daten ug ab.

Zum Abschluss noch ein Beispiel, welches zeigt, dass die Charakteristiken-
methode im Prinzip auch auf nichtlineare Differentialgleichungen erster
Ordnung erweitert werden kann. Das Beispiel zeigt aber auch, dass weitere
Schwierigkeiten bei nichtlinearen Differentialgleichungen auftreten kénnen.

11



2 Transportgleichung

Beispiel 2.9 (Burgers Gleichung). Die nichtlineare Transportgleichung
Oy + u0zu = 0 (2.7)

dient als einfaches Modell zur Beschreibung von Verkehrsfliissen entlang
von Strafien. In diesem Kontext ist u(z,t) die Dichte von Fahrzeugen und
die Geschwindigkeit c¢(u) = u der Fahrzeuge hiangt von der Verkehrsdichte
ab. Wie im linearen Fall sieht man, dass eine glatte Losung u entlang cha-
rakteristischer Kurven konstant sein muss. Um diese Kurven zu bestimmen,
miissen wir hier Anfangswerte wahlen, etwa

0, =<0,
w(z,0) = z, x>0

Hiermit erhalten wir die charakteristischen Grundkurven

) = 0, zo <0,
zo(l+1t), x> 0.
Die Charakteristiken sind also wieder Geraden und die Losung ist auf ihnen
konstant und lautet entsprechend

0 <0
uwﬁf—{’ <0,

z/(1+1t), z>0.

Wahlt man fiir die Anfangswerte alternativ als

u(, 0) = {_“’” =0, (2.8)

0, x >0,

dann sind die charakteristischen Grundkurven Geraden der Form

x(t) _ {5130(1 — t), xo < 0,

o, xo > 0.

Hier schneiden sich allerdings die Geraden, siehe Skizze, was der Tatsache
widerspricht, dass glatte Losungen entlang der charakteristischen Kurven
konstant sein miissen. Die Differentialgleichung besitzt also bei Vor-
gabe von Anfangswerten keine klassische Losung. Selbst fiir glatt
gewihlte Anfangswerte kann die Existenz einer glatten Losung nur fiir
kleine Zeiten garantiert werden. Mehr dazu findet man z.B. im Buch von
Evans: Partial Differential Equations.
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2.4 Aufgaben

2.4 Aufgaben

Aufgabe 2.1. Uberfiihren Sie durch Substitution z(y) = a(t)+y[b(t)—a(t)]
das Integral f;(<tt)) u(x,t)dx auf ein Integral fol dy.

Aufgabe 2.2. Zeigen Sie mit Hilfe von Aufabe 2.1], dass gilt
d [ b(t)
— u(z,t)de = / Opu(z, t)dx + V' (t)u(b(t),t) — a’ (t)ula(t),t).
dt Jou) a(?)

Bemerkung: In mehreren Raumdimensionen ist das entsprechende Resultat
als Reynolds’sches Transporttheorem bekannt; siche Kapitel [7]

Aufgabe 2.3. Sei f : R — R stetig und es gelte f;f(x)dx = 0 fiir alle
a,b € R. Zeigen Sie, dass dann f(z) = 0 fiir alle z € R gilt.
Hinweis: Annahme f(x) > 0 fiir ein x € R und Widerspruch; sieche Skizze!

Aufgabe 2.4. Seien A und F stetige Funktionen auf R. Bestimmen Sie
die allgemeine Losung zur linearen Differentialgleichung

¢ (t) + AWe(t) = F(t).

Begriinden Sie weiters, dass die Losung durch zusétzliche Vorgabe eines
Anfangswertes ¢(tg) = ¢g eindeutig bestimmt wird.

Aufgabe 2.5. Wir betrachten die eindimensionale Transportgleichung
Owu(x,t) + x0yu(z,t) =0, O<ax<l1, tg<t<ty.

(i) Berechnen und skizzieren Sie die charakteristischen Grundkurven.

(ii) An welchem Teil des Randes von @) = (zg,z1) X (to,t1) miissen Rand-
bedingungen vorgegeben werden, um die Losung u(x,t) der Differential-
gleichung eindeutig zu bestimmen? Machen Sie eine Skizze.

(iii) Teilen Sie den Rand des Gebietes @ sinnvoll in Ein- und Ausflussrand.
Aufgabe 2.6. In einem Rohr der Lange L befindet sich gefdrbtes Wasser.
Zum Zeitpunkt ¢ = 0 wird der Wasserhahn aufgedreht, und frisches Wasser

stromt von links mit konstanter Geschwindigkeit ¢ ins Rohr und driickt das
gefarbte Wasser am rechten Rand aus dem Rohr.
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2 Transportgleichung

(i) Nach welcher Zeit ¢ ist das gefarbte Wasser aus dem Rohr abgeflossen?

(ii)) Formulieren Sie eine Transportgleichung und geeignete Anfangs- und
Randbedingungen, die das “Entfdrben” des Wassers im Rohr modellieren.

(iii) Berechnen und skizzieren Sie die charakteristischen Grundkurven.

(iv) Berechnen Sie die Losung ihres Modells und vergleichen Sie mit (i).
Aufgabe 2.7. Berechnen Sie die Lésung von
Owu(z,t) + Opu(z, t) + u(z, t) =1, reR, t>0,
zu vorgegebenen Anfangswerten u(z,0) = 1 fiir alle x.
Aufgabe 2.8. Bestimmen Sie die allgemeine Losung zur Gleichung
Oru(x,t) + 2txdyu(z,t) =0, t>0.

Schlagen Sie geeignete Anfangs- bzw. Randbedingungen vor, mit deren
Hilfe die Losung eindeutig festgelegt werden kann.
Hinweis: Skizzieren Sie die charakteristischen Grundkurven.

Aufgabe 2.9. Berechnen Sie die Lésung von

Oru(z,t) + Ox(zu(z,t)) =0, O0<z <1, t>0,
mit Anfangs- und Randbedingungen

u(z,0) =z, x>0, u(0,t) =0, t>0.
Hinweis: Skizzieren Sie die charakteristischen Grundkurven.

Aufgabe 2.10. Formulieren Sie Transportgleichungen fiir u(z,t) welche
Losungen der folgenden Form besitzen:

(i) w(z,t) = g(z — 2t);
(ii) u(x,t) = g(x + t);
(iii) u(z,t) = gz — t?);
(iv) u(z,t) = g(z — t)e .

Skizzieren sie jeweils die charakteristischen Grundkurven und geben Sie die
entsprechende Ausbreitungsgeschwindigkeit an.
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3 Wellengleichung

Wir betrachten in diesem Abschnitt die Ausbreitung von Wellen in einer
Raumdimension. Die Differentialgleichungen lassen sich unter Symmetrie-
annahmen auch als Spezialfille aus den entsprechenden dreidimensionalen
Modellen herleiten, die spater noch eingehend behandelt werden.

3.1 Modellierung

Beispiel 3.1 (Schallausbreitung). Die Ausbreitung von akustischem Schall
in einem langen, mit Luft gefiillten Rohr lasst sich ndherungsweise beschrei-
ben durch die linearen Differentialgleichungen

Oip + po0zv =0 und 00V + Oxp = 0.

Hierbei sind p und p die Abweichungen der Dichte und des Drucks von den
konstanten Werten pg und pg eines ruhenden Mediums und v die Geschwin-
digkeit des durch die Schallwelle bewegten Luftvolumens. Zwischen Druck-
und Dichteschwankungen wird ein linearer Zusammenhang angenommen,
also p = ¢%p, wobei die Konstante ¢ der Schallgeschwindigkeit im Medium
entspricht. Eine Herleitung der obigen Gleichung aus den Grundgleichun-
gen der Stromungsmechanik wird in Kapitel [7| noch genauer erldutert.

Bemerkung 3.2. Die Schallausbreitung wird durch ein System von parti-
ellen Differentialgleichungen erster Ordnung beschrieben. Differenziert man
die erste Gleichung nach ¢, die zweite nach z und setzt den Zusammenhang
zwischen Druck und Dichte ein, so erhélt man eine einzelne lineare Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung

Oup = 02837372%

die eindimensionale Wellengleichung. Oft wird der Einfachheit halber
¢ = 1 gesetzt, was sich durch Variablentransformation begriinden lasst.
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3 Wellengleichung

Bemerkung 3.3. Die gesamte Energie in einer eindimensionalen akusti-
schen Welle zum Zeitpunkt ¢ im Intervall [a, b] ist gegeben durch

b 2 2
t 1 t
Eqi(t) :/ pov(aj’ S L) dz,
a

2 poc? 2

bestehend aus einem kinetischen und einem potentiellen Anteil. Hierbei
sind pg und c als konstant in Zeit und Ort angenommen. Differenziert man
diesen Ausdruck nach der Zeit, so erhélt man

d

b

1

EEak(t) = / pove(z, t)v(z,t) + Wpt(a:,t)p(a:,t)dx
a

Nach Einsetzen der Differentialgleichungen aus Beispiel ergibt sich

d b b
—Eqi(t) = — PV — Vppdr = — Oz (vp)dx = —vp‘b_ :
dt a a r=a

Da sich der Schall in endlicher Zeit nur endlich weit ausbreiten kann, siehe
Abschnitt 3.3, kann man annehmen, dass p(z,t) = v(x,t) = 0 fiir |z| > R
und ¢ < T gilt. Fiir hinreichend grofles Intervall [a, b] verschwinden somit
die Randterme und wir erhalten

d
E ak(t) — O

Die Wellengleichung beschreibt also das Phdnomen der Energieerhaltung.
Etwas allgemeiner gilt

d

E ak
d.h., die Energieéinderung im Gebiet [a, b] kommt durch Energiefluss iiber

(t)=—wp|_.

den Rand des Gebietes zustande. Dieser Zusammenhang ist als Poynting
Theorem bekannt; man verlgeiche mit den Erlduterungen in Kapitel [12]

3.2 Allgemeine Losung

Wir betrachten im Folgenden die eindimensionale Wellengleichung
Ot — Oz = 0, x,teR, (3.1)

mit konstanter Schallgeschwindigkeit ¢ = 1. Mit Hilfe der Resultate aus
Kapitel [2 14sst sich die allgemeine Losung wie folgt darstellen.
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3.2 Allgemeine Lésung

Satz 3.4. Die allgemeine Losung zur Wellengleichung (3.1)) hat die Form
u(z,t) = f(z +1) + gz —1) (3.2)

mit frei withlbaren Funktionen f und g. Falls f, g € C?, also zweimal stetig
differenzierbar sind, ist u € C? eine klassiche Lésung von (3.1)).

BEWEIS. Mittels formaler Rechnung sieht man, dass
0 = Opu — Opgu = (O + 02) (0 — Oz)u.
Somit léasst sich die Wellengleichung formal umschreiben in
O+ 00 =0 und Oy — O = 0.

Dieses System von zwei gekoppelten Transportgleichungen ist dquivalent
zur Wellengleichung und kann jetzt in zwei Schritten mit den Techniken
des vorigen Kapitels gelost werden. Nach Beispiel lautet die allgemeine
Losung zur ersten Gleichung

v(z,t) =h(x —1)

mit freier Funktion h. Bemerkung[1.8] entsprechend, lasst sich die allgemei-
ne Losung zur zweiten Gleichung dann darstellen als

u(z,t) = up(x,t) + up(z, t),

wobei uy, allgemeine Losung zur homogenen Gleichung oyuy, — Oyup, = 0 ist
und u, eine spezielle Losung zur inhomogenen Gleichung 0wy, — 0,4, = v.
Mit Beispiel [2.6] erhalten wir fiir den homogenen Anteil

up(z,t) = f(x +1t)

mit noch frei wahlbarer Funktion f. Fiir die spezielle Losung der inhomo-
genen Gleichung machen wir den Ansatz

up(z,t) = g(x —1).
Einsetzen in die inhomogene Differentialgleichung fir v = u; + u, und
Verwendung der Losungsdarstellung fiir v liefert

h(z —t) = v(x,t) = Owu(z,t) — Opu(z,t) = =24 (x — t).

Durch Integration erhilt man g(s) = —3 fos h(s)ds + ¢ mit ¢ € R und
fiir ¢ = 0 folgt die gesuchte Losungsdarstellung. Man iiberzeugt sich leicht
davon, dass jede Wahl von ¢ zur selben Losungsformel fiihrt. ]
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3 Wellengleichung

3.3 Formel von d’Alembert

Bemerkung 3.5. Um die Losung der Wellengleichung (3.1]) festzulegen,
sind noch zwei Zusatzbedingungen noétig. Wie bei gewohnlichen Differen-
tialgleichungen zweiter Ordnung wéhlen wir zwei Anfangsbedingungen

u(z,0) = up(z), Oru(z,0) = uy(x). (3.3)
Mit einfacher Rechnung erhélt man nun folgende Aussage.

Satz 3.6 (d’Alembert). Fiir jede Vorgabe uy € C*(R) und u; € C'(R)
von Anfangswerten in (3.3)) existiert eine eindeutige klassische Losung zur
Wellengleichung ((3.1)) auf R x R. Diese ist gegeben durch die Formel

! /xH ui(s)ds. (3.4)

1
u(z,t) = 3 [up(x +t) +ug(z — t)] + 3 y

BEWEIS. Erfolgt durch Einsetzen der allgemeine Losungsformel aus Satz
in die Anfangsbedingungen bzw. durch Ausdifferenzieren; siche Ubung. [

Bemerkung 3.7 (Wohlgestelltheit). Aus der expliziten Losungsdarstellung

von d’Alembert sieht man sofort, dass die Wellengleichung (3.1)) mit An-
fangsbedingungen (3.3 fiir regulire Anfangswerte wohlgestellt ist. Man
beachte, dass die Welle vorwérts und riickwérts in der Zeit laufen darf.

Bemerkung 3.8 (Kausalitidt). Wie man aus der Darstellung der allgemei-
nen Losung bzw. aus der d’Alembert Formel sieht, hangt der Wert u(x, t)
der Losung zur Wellengleichung (3.1)) nur von den Werten u(y, s) mit

(y,s) e V(z,t) ={(y,s) ix—t+s<y<axz+t—s, s<t}

ab. Die Menge V' (x,t) heifit Vergangenheitskegel oder auch Abhéngigkeits-
bereich. Dies entspricht der physikalischen Beobachtung, dass sich Infor-
mation héchstens mit Schallgeschwindigkeit ¢, hier ¢ = 1, ausbreiten kann.
Umgekehrt hatder Wert u(x,t) der Losung an der Stelle (x,t) nur Einfluss
auf die Losung u(y, s) fir (y, s) im Zukunftskegel

Z(x,t) ={(y,s) ;e —s+t<y<azx+s—t, s>t}
hat. Die Vereinigung K(z,t) = V(z,t) U Z(z,t) wird charakteristischer

Kegel genannt. Man veranschauliche sich die Begriffe anhand einer Skizze!
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3.4 Aufgaben

Bemerkung 3.9. Eine Funktion v(z) besitzt beschrinkten Trager, falls
v(x) =0  fir alle |z] > R.

Aus der d’Alembertformel und Bemerkung sieht man nun, dass die
Losung u(-,t) der Wellengleichung fiir alle ¢ > 0 beschréankten Tréger be-
sitzt, falls die Anfangswerte ug und u; beschrinkten Trager haben. Dieser
kann sich natiirlihc mit der Zeit verdndern. Der Sachverhalt reprisentiert
das physikalische Prinzip, dass sich Information nur mit endlicher Ge-
schwindigkeit ausbreiten kann.

3.4 Aufgaben

Aufgabe 3.1. Seien f,g € C?(R). Zeigen Sie, dass u(x,t) = f(x +1t) +
g(x —t) eine klassische Losung zur Wellengleichung Oyu = Oppu ist.

Aufgabe 3.2. Sei u eine klassiche Losung zur Wellengleichung 0pu = 0pu.
Zeigen Sie, dass dann auch

(a) jede Streckung u(az,at), a € R;

(b) jede Translation u(x + b,t), b € R;

(c) jede Ableitung (0 )7 (9;)*u(x,t) mit 4,5 > 0

eine Losung zur Wellengleichung ist. Im letzten Fall ist natiirlich hinrei-
chende Differenzierbarkeit von u vorauszusetzen.

Aufgabe 3.3. Beweisen Sie mit Satz 3.4 die Aussage von Satz [3.6]

Aufgabe 3.4. Sei up(x) = max(1 — |z|,0) und ui(x) = 0. Skizzieren Sie
die Losung der Wellengleichung u(z, t), welche durch die d’Alembertformel
gegeben ist, fiir die Zeitpunkte ¢t = 0,1/2,1,2. Was zeigt dieses Beispiel?

Aufgabe 3.5. Ermitteln Sie eine Losungsformel fiir die Wellengleichung
Oy = Oygu fiir vorgegebene Randwerte u(0,t) = g(t) und 0u(0,t) = h(t).

Aufgabe 3.6. Bestimmen Sie die allgemeine Losung zu Oyu — ¢?0ppu = 0.
Hinweis: (a) Durch Substitution y = z/c auf die Form 0yv — 9yyv = 0
transformieren; oder (b) den Beweis von Satz geeignet abéndern.

19



3 Wellengleichung

Aufgabe 3.7. Berechnen Sie die Losung zur Gleichung Oyu — 20ppu = 0
mit Anfangswerten u(z,0) = ug(z) und dyu(x,0) = uy(x); vgl. d’Alembert.

Aufgabe 3.8. Das Schwingen eine Metallsaite l4sst sich beschreiben durch
poOiu = kO u.

Hierbei ist u die Auslenkung, py die Dichte und £ die Steifigkeit der Saite.
Zeigen Sie, dass fiir Losungen mit beschréinktem Trager die Energie

2 2
E(t) = /R pow + kwd@ (3.5)

bestehend aus kinetischem und potentiellem Anteil, stets erhalten bleibt.

Aufgabe 3.9. Zeigen Sie mit Hilfe von Aufgabe [3.8, dass die inhomoge-
ne Wellengleichung dyu — 0pu = f mit Anfangswerten u(z,0) = wug(z)
und u¢(z,0) = ui(z) bei vorgegebenen Funktionen f,ug, u; hochstens eine
Loésung mit beschrianktem Tréger besitzen kann.

Hinweis: Nehmen Sie an, es giibe zwei Losungen u!' und u?, betrachten Sie

1

die Differenz w = u! — 2, und benutzen Sie die Energieerhaltung.

Aufgabe 3.10. Die Gleichungen fiir die Ausbreitung einer ebenen (eindi-
mensionalen) Schallwelle in einem viskosen Medium lauten

Orp + poOzv =0 und P00V + Opp = VO3z¥

mit p = ¢?p und Konstanten ¢, pg > 0. Zeigen Sie, dass fiir Viskositit
v > 0 die akustische Energie F,;(t) von Losungen (p,v) mit beschréinktem
Tréger stets abnimmt; vgl. Bemerkung [3.3]
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4 Trennung der Variablen

Wir betrachten nun die eindimensionale Wellengleichung auf beschrankten
Gebieten und mit zusétzlichen Randbedingungen. Wie wir sehen werden,
kann in diesem Fall die Losung explizit mit Hilfe der Methode der “Tren-
nung der Variablen” konstruiert werden. Die Technik lédsst sich beinahme
wortlich auch zum Losen anderer linearer Differentialgleichungen mit kon-
stanten Koeffizienten und auf speziellen Gebieten anwenden.

4.1 Modellierung

Beispiel 4.1. Wir betrachten eine Saite, die bei x = 0 und x = L fest ein-
gespannt ist. Ihr Schwingen, d.h., die Auslenkung u(z,t) aus der Ruhelage,
wird beschrieben durch

poOuu(z,t) — kOppu(z,t) =0 fir0<ax <L, t >0,
uw(0,t) =u(L,t) =0 fir ¢ > 0.

Dabei ist py die Massendichte der Saite und k ihre Steifigkeit. Der lin-
ke der Gleichung beschreibt die Trégheit der Masse und der rechte die
Riickstellkraft der Saite. Die Gleichung entspricht somit dem zweiten New-
ton’schen Gesetz, das die Beschleunigung eines Kérpers mit den auf ihn
wirkenden Kréften in Verbindung stellt. Zur Vereinfachung wéahlen wir im
Folgenden L = 1, p = 1 und £ = 1 und erhalten somit das folgende Mo-
dellproblem

8ttU($, t) - aa?a:u(xa t)
t

0, O<ax<l1, t>0, (4.1)
u(0,t) = u(l,t) =0,

t>0. (4.2)

Es handelt sich dabei um ein lineares homogenes Randwertproblem. Wiw
wir gleich sehen werden, ist zur eindeutigen Bestimmung noch die Vorgabe
von geeigneten Anfangswerten notig.
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4 'Trennung der Variablen

Bemerkung 4.2. Zum Lésen des Modellproblems gehen wir wie folgt vor:

(i) Finden von Grundlésungen in Produktform w,(z,t) = X, (x)T,(¢).
(ii) Ansatz u(z,t) = ) cpup(z,t) fir die allgemeine Losung als Super-
position (=Linearkombination) von Grundlésungen u,,.

(iii) Bestimmung der Koeffizienten ¢, durch Vorgabe und Erfiillung von
zusétzlichen Anfangsbedingungen.

Das Vorgehen ist unter dem Namen “Trennung der Variablen” bekannt.
Die Schritte (i)—(iii) lassen sich relativ einfach formal durchfithren. Wir
werden auch iiberpriifen, dass man alle Schritte wirklich machen darf.

4.2 Produktansatz

Beispiel 4.3. Wir suchen nach Losungen von (4.1)—(4.2)) in der Form
u(z,t) = X (x)T'(t). (4.3)

Man spricht vom Bernoulli’schen Produkt- oder auch Separationsansatz.
Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

0 = Opu(z,t) — Oppul(z,t) = X (2)T"(t) — X" (2)T(t).

Durch Umstellen der Terme erhalt man
T//(t) B X”(I’)
T(t)  X(x)

fir alle 0 <z <1 und ¢ > 0,

wobei wir formal annehmen miissen, dass die Nenner nicht verschwinden.
Die linke Seite héngt nur von ¢ und die rechte Seite nur von x ab; beide Ter-
me miissen also konstant sein. Aus der Randbedingung u(0,¢) = u(1,¢) =0
fiir alle t kann man weiters ableiten, dass

andernfalls miisste T'(t) = 0 sein, was zur trivialen Losung u(x,t) = 0
fithren wiirde. Man erhélt also zwei gewohnliche Differentialgleichungen

X"z)=MX(z), O<xz<1 mit X(0)=X(1)=0,
T'(t) = AT(t),  t>0,
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4.3 Superposition

die iiber den gemeinsamen Parameter \ gekoppelt sind. Die erste Gleichung
ist ein Randwertproblem und besitzt nur fiir

Ap = —n’w2, n e N,
nichttriviale Losungen. Diese sind gegeben durch
Xn(x) = ¢ sin(nrz), cn €R, neN;
siche Ubung. Die zugehérigen Losungen der zweiten Gleichung lauten dann
T,(t) = ay cos(nmt) + by, sin(nnt), an, by, € R.
Die Losungen zu (4.1)—(4.2)) in Produktform lauten also
up(z,t) = |ay cos(nmt) + by, sin(nrt)] sin(nrx), n e N,

mit noch frei wahlbaren Parametern a,, b, € R.

4.3 Superposition

Wir zeigen im Folgenden, dass sich die jede klassische Losung von (4.1])—
(4.2)) einfach durch Linearkombination von Grundlésungen konstruieren
lasst.

Beispiel 4.4. Als Ansatz fiir die Losung u(z, t) von (4.1)—-(4.2)) verwenden
wir eine Superposition der Grundlésungen, also

Mg

[ay, cos(nmt) + by, sin(nnt)] sin(nrx). (4.4)

n=1

Falls die Reihe geeignet konvergiert, folgt durch gliedweises Differenzieren,
dass u(z,t) eine Losung zum Problem (4.1)—(4.2); vgl Bemerkung[1.8 Wie
wir spater noch sehen werden, gibt es auch keine weiteren Losungen.

Satz 4.5. Seien ay, b, fiir n € N vorgegeben mit ZZO:1 n?la,| < oo und
> > n?|bp| < oo. Dann ist ({.4) eine klassische Lésung zu (4.1))-(4.2).
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4 'Trennung der Variablen

BewEIS. Wir setzen uy(z,t) = [aycos(nnt) + by, sin(nwt)]sin(nrx) und
bezeichnen mit uy(z,t) = ZnNzl up(z,t) die endliche Summe. Dann gilt

lu(z,t) —un(z,t)] < Z |ay, cos(nmt) + by sin(nnt)||sin(nt))

n=N+1
00

< ) (lan]+1bal) >0 mit N = oo,
n=N+1

Die Funkionenreihe uy konvergiert also gleichméflig in x und ¢ gegen die
folglich stetige Grenzfuktion u; vgl. VL. Mathematik MB. Nach gliedwei-
sem Differenzieren sieht man, dass auch die Ableitungen (9,)7(9;)*uy fiir
0 < j+4 k <2 gleichméfig gegen eine stetige Grenzfunktion konvergieren.
Insbsondere sind Differenzieren und Summation hier vertauschbar und der
Grenzwert lautet daher (9,)7(9;)Fu. Somit ist u zweimal stetig differen-
zierbar. Weiters ist jedes Reihenglied nach Konstruktion eine Losung der
Wellengleichung und der Randbedingungen. Daher gilt

Opu(x,t) — Ogpu(x,t) = lim Oyun(z,t) — Oppun(z,t) = 0.

N—o0

Somit ist u Losung von (4.1)). Weiters ist u(r, t) = imy_oc un(r,t) = 0 fir
r =0 und r = 1. Somit sind auch die Randbedingungen (4.2)) erfiillt. [

Bemerkung. Der Satz belegt, dass unter recht allgemeinen allgemeinen
Annahmen auch unendliche Linearkombinationen von Lésungen zu linea-
ren homogenen Differentialgleichungen wieder eine Losung ergeben; ver-

gleiche hierzu auch Bemerkung [1.8|
4.4 Losung des Anfangs-Randwertproblems

Beispiel 4.6. Zur Bestimmung der Koeffizienten a,, b, in der Reihendar-
stellung (4.4)) sind wieder zusitzliche Bedingungen nétig. Zur Festlegung
der zwei Parameterfolgen verwenden wir zwei Anfangsbedingungen

u(z,0) = g(z) und Owu(z,0) = h(x), 0<x<l. (4.5)
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4.4 Losung des Anfangs-Randwertproblems

Durch formales Einsetzen in die Reihendarstellung (4.4)) erhélt man hier

g(x) = u(x,0) = Zzo_l ap sin(nmx)
h(z) = Owu(x,0) = Zzozl nmhy, sin(nrz).

Die Koeffizienten a,, und b,, in diesen Fourierreihen lassen sich mit Hilfe
des folgenden Satzes bestimmen; vgl. VL. Mathematik MB.

Satz 4.7. Die Funktionen {u,(z) := sin(nnzx), n € N} bilden ein vollstéindiges
Orthogonalsystem fiir die Menge Cpy,[0, 1] der stiickweise stetigen und be-
schrankten Funktionen auf [0, 1] Genauer

(i) Es gilt (up,um) : fo Un(x r)dr = 15nm, d.h., die Funktionen
up(x) = sm(mra:) sind paarwelse orthogonal im Skalarprodukt (-, ).

(ii) Jede stetige und stiickweise stetig differenzierbare Funktion u € C'[0, 1]
mit Oyu € Cpyl0, 1] und u(0) = u(1) = 0 lsst sich darstellen als

u(z) = Zzozl Cptin ().

Die Fourierreihe konvergiert hier sogar gleichméflig und die Fourier-
koeffizienten sind gegeben durch

1
cn = 2(u, up) = 2/0 u(z) sin(nrz)de.

(iii) Die Fourierkoeflizienten lassen sich auch fiir u € C,[0, 1] berechnen.
Die Reihe konvergiert dann zumindest im quadratischen Mittel.

Fiir einen detaillierten Beweis der Aussagen verweisen wir auf die Biicher
von Straufl: Partielle Differentialgleichungen und von Walter: Gewohnliche
Differentialgleichungen.

Bemerkung 4.8. Wir werden weiter unten noch sehen, dass es viele Moglichkeiten
gibt, vollstindige Orthogonalsysteme {u, : n € N} und entsprechen-

de Fourierreihen zu definieren. Zum Beispiel bilden auch die Funktionen

{1, cos(2mnx),sin(2nwz) : n € N} ein vollstindiges Orthogonalsystem

von Cpy[0,1]; vgl. hierzu die Resultate aus der VL Mathematik MB. Die
Grundlésungen, und im Falle gleichmé&figer Konvergenz auch entsprechend
Reihen, erfiillen hier periodische Randbedingungen.
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4 'Trennung der Variablen

Beispiel 4.9. Wir betrachten die Funktion u(z) = 1 auf [0, 1]. Diese ist
stetig und lasst sich somit darstellen als Fourierreihe

1= Z:;l Cntin (T), up(x) = sin(nmx),

wobei hier die Fourierkoeffizienten gegeben sind durch

1
Cp = 2/ 1 -sin(nrz)dz
0

2 1 2
_ = —[(=1)"* 4 1].
— cos(mr:c)‘xzo mr[( )T+
Also erhélt man die Fourierreihenentwicklung 1 =75 o, % sin(nmz).

Achtung: Gleichheit kann fiir x = 0 und = 1 hier sicher nicht gelten!
Es liegt also keine gleichméflige Konvergenz sondern nur Konvergenz im
quadratischen Mittel vor.

Beispiel 4.10. Die Funktion u(z) = x(1 — z) ldsst sich als Fourierreihe

z(l—x) = Zzozl Cntn (), up(x) = sin(nmx)

schreiben mit Fourierkoeflizienten

1
: 4
Cp = 2/0 (1 —z) - sin(nrz)dr = m[(—l)”le +1].

Da die Koeffizienten schnell fallen, konvergiert die Reihe hier gleichméfig.
Zusammenfassend lésst sich nun folgende Aussage zeigen.

Satz 4.11. Sei g € C%2[0, 1] mit g(0) = g(1) = 0 und h € C**[a,b]. Dann

hat das Anfangs-Randwertproblem (4.1)—(4.2) und (4.5)) eine eindeutige
klassische Losung, die sich in Form der Fourierreihe (4.4)) darstellen l&sst.

Man beachte die zusétzlichen Kompatibilitdtsbedingungen an die An-
fangswerte ¢, die notwendig sind, um eine klassische Losung erhalten zu
kénnen. Zum Abschluss machen wir noch zwei allgemeine Bemerkungen.

Bemerkung 4.12 (Wohlgestelltheit). Jede klassische Losung der Glei-
chungen (4.1)—(4.2) und (4.5)) erfiillt automatisch die Kompatibilitdatsbe-

dingungen an die Anfangswerte g. Diese sind also notwendig fiir die Exis-
tenz einer Losung, welche mit der Methode der “Trennung der Variablen”
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4.5 Sturm-Liouville Probleme und Fourierreihen®*

gezeigt wurde. Die Eindeutigkeit der Losung und die stetige Abhéngigkeit
von den Daten kann mit Energieabschétzungen nachgewiesen werden; sie-

he Aufgabe [4.11] Unter den Voraussetzungen des Satzes ist das Anfangs-
Randwertproblem fiir die Wellengleichung also wohlgestellt.

Bemerkung 4.13. Die Darstellung iiber Fourierreihen erlaubt es, Losun-
gen zur Wellengleichung auch unter geringeren Regularitdtsannahmen an
die Anfangswerte zu konstruieren. Sind z.B. ug und wu; stiickweise ste-
tig, dann konvergiert die Fourierreihe immer noch im quadratischen
Mittel. Die so erhaltene eindeutige Funktion v kann als verallgemeinerte
Losung zum Anfangsrandwertproblem fiir die Wellengleichung betrachtet
werden; vergleiche hierzu auch die Uberlegungen in Abschnitt .

4.5 Sturm-Liouville Probleme und Fourierreihen®

Wir skizzieren kurz, dass das oben beschriebene Vorgehen fiir recht allge-
meinere Probleme anwendbar ist. Hierzu wiederholen wir zunéchst einige
Aussagen zu Sturm-Liouville Problemen.

Definition 4.14. Ein Randwertproblem der Form
—0u(p(x)0zu(z)) + q(x)u(z) = Ar(z)u(z),  a<z<b,
apu(a) — a0zu(a) =0,
Bou(b) + B10,u(b) = 0,

mit p € Cla,b], ¢,r € Cla,b] mit p(x) > 0, r(x) > 0 und ¢(x) > 0 fiir
x € |a,b] sowie a;, f; > 0 und o + a3 > 0 sowie By + 51 > 0 heifit ein
regulires Sturm-Liouville’sches Eigenwertproblem. Jedes A € R,
fiir das eine nichttriviale Losung u existiert, heifit ein Eigenwert und u
eine zugehorige Eigenfunktion zum Sturm-Liouville Problem.

Satz 4.15. Ein regulédres Sturm-Liouville’sches Eigenwertproblem besitzt
abzihlbar viele Eigenwerte \,,, n € N mit

D<A < A<...< )\, — 0.

Die zugehorigen Eigenfunktionen u,, konnen so normiert werden, dass

b
o2 1= / (1) un ()P = 1.
a
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4 'Trennung der Variablen

Mit dieser Normierung gilt also

b
(U Up)p := / U () up ()7 (2)de = dp p.

Die Eigenfunktionen zu unterschiedlichen Eigenwerten stehen also ortho-
gonal aufeinander im Skalarprodukt mit Gewichtsfunktion 7.

BEWEIS. siche Walter: Gewohnliche Differentialgleichungen. ]

Beispiel 4.16. Das Randwertproblem aus Beispiel ldsst sich nach
Anderung eines Vorzeichens schreiben als

—X"(z) =XX(x), 0<uz<]1, X(0)=X(1)=0.

Es handelt sich um ein reguldres Sturm-Liouville Eigenwertproblem mit
p=1,¢g=0und r = 1 sowie ag = By = 1 und a1 = 1 = 0. Die

Eigenwerte lauten A\, = n’7? und Eigenfunktionen sind gegeben durch

up(z) = V2sin(nmz).

Mit der speziellen Normierung erhélt man
1
(Umy Up)y = 2/ sin(mmx) sin(nrz)dr = Sy,
0

was man leicht durch direktes Nachrechnen verifiziert; siche Ubung.

Satz 4.17. (i) Die Eigenfunktionen {uy}nen zu einem reguldren Sturm-
Liouville Problem bilden ein vollstdndiges Orthogonalsystem fiir die Menge
Cpwla, b] der stiickweise stetigen Funktionen; genau genommen sogar von
den quadratisch integrierbaren Funktionen L?(a,b) D Cpyla, b].

(ii) Jede Funktion u € Cpyla, b] ldsst sich daher darstellen als Fourierreihe

u(x) = Z:;l Cplip ()

und die Fourierkoeffizienten sind gegeben durch

b
enllinll? = oty 0y = / (e )un () (2)da.
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4.6 Aufgaben

Besonders einfach wird die Darstellung, wenn mit |||/, = 1 normiert wur-
de. Die Fourierreihe konvergiert zumindest im quadratische Mittel, d.h.,

b o0 2
/ Z cnun ()| r(z)de N3,

n=N-+1

Ist u € Cl[a,b] und erfiillt dariiber hinaus die Randbedingungen aus Defi-
nition 4.14} dann konvergiert die Reihe sogar absolut und gleichméfig und
somit auch punktweise fiir alle = € [a, b].

BEWEIS. Einen detaillierten Beweis findet man in Strauss: Partielle Diffe-
rentialgleichungen. Wir skizzieren hier nur kurz die Herleitung der Formel
fiir die Fourierkoeffizienten: Durch formale Rechnung erhélt man

/abu(x)un(az)r(x)dx = (Zm C U (), un>T

= Z Cm (U, Un)r = CTLHUNH%
m

Im letzten Schritt haben wir die Orthogonalitédtsbeziehung verwendet. Man
beachte, dass das Vertauschen der Integration und der Summation hier
wegen der quadratischen Konvergenz der Reihe tatséchlich erlaubt ist. [

Bemerkung 4.18. Die obigen Sétze sind als Verallgemeinerung von ent-
sprechenden Séatzen aus der linearen Algebra zu verstehen: Der Differen-
tialoperator eines reguldren Sturm-Liouville Problems ist vergleichbar mit
einer symmetrischen, positiv semi-definiten Matrix A. Diese besitzt reelle
Eigenwerte A\, > 0 und Eigenvektoren v,, welche eine Orthonormalbasis

bilden. Jeder Vektor x kann dann geschrieben werden als x = Z ., CnUp Mit

T
n

Koeffizienten ¢, = (z,v,) = v, x; man vergleiche mit Satz [4.7|

4.6 Aufgaben

Aufgabe 4.1. Bestimmen Sie jeweils alle A € R, fiir welche die Gleichung
X"(x) = AX (),

mit zusétzlichen Randbedingungen der Form (a) X (0) = X(1) = 0;
(b) X'(0) = X'(1) = 0; () X(0) = X(1) und X'(0) = X'(1);
nichttriviale Losungen X (x) # 0 besitzt und berechnen Sie diese.
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4 'Trennung der Variablen

Aufgabe 4.2. Bestimmen Sie fiir die Wellengleichung in Beispiel mit
po, k, L > 0 alle Losungen in Produktform u(z,t) = X (z)7T'(¢).

Aufgabe 4.3. Begriinden Sie anhand der vorigen Aufgabe:
(a) Bei gleicher Steifigkeit & (~ Spannung) klingt eine lingere Saite tiefer.
(b) Bei grofierer Steifigkeit (~ Spannung) klingt die Saite hoher.

Aufgabe 4.4. Losen Sie die gedampfte Wellengleichung

Ot + O — Ot = 0 O<z<l1, t>0,
u(0,t) =u(l,t) =0 t>0
und geben Sie die allgemeine Losung in Form einer Fourierreihe an. Be-

griinden Sie anhand des Abklingverhaltens der Losungskomponenten den
Namen “gedédmpfte” Wellengleichung.

Aufgabe 4.5. Berechnen Sie alle Eigenwerte und zugehorige Eigenfunk-
tionen zum Sturm-Liouville Problem
—Opat + u = Au, 0<zx<m,
0,u(0) = Oyu(m) = 0.

Aufgabe 4.6. Berechnen Sie alle Eigenwerte und zugehorige Eigenfunk-
tionen zum Sturm-Liouville Problem

— Ot = )\U, O<ax <1,
w(0) = u(l),  Byu(0) = dyu(1).

Aufgabe 4.7. Uberpriifen Sie die Orthogonalititsbeziehung der Eigen-
funktionen aus Satz [4.7

Aufgabe 4.8. Die Funktionen {uy, },cn mogen ein (nicht notwendigerwei-
se vollstéandiges) Orthonormalsystem beziiglich Gewichtsfunktion r bilden,
d.h. (wm, un)r = Omp. Zeigen Sie, dass fiir alle u(z) = > 7 chup(z) €
Cpwla, b] die Bessel’sche Ungleichung gilt:

(0. ¢]
> e <l
n=1

Falls {uy, }nen zuséitzlich vollstandig ist, erhélt man die Parseval’sche Glei-
chung. Formulieren sie diese.
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4.6 Aufgaben

Aufgabe 4.9. (a) Finden Sie geeignete Parameter a,, um die Funktionen
un(x) = apcos(nx), n=0,1,... auf fow |y (2)|>dz = 1 zu normieren.

(b) Uberpiifen Sie die Funktionen u,, n € N auf paarweise Orthogonalitét.
()

u(z) = x; (ii) u(x) = sin(x) bzgl. des Orthogonalsystems aus (a)—(b).
(d) Uberpriifen Sie die Rechnung aus (c), indem Sie die abgebrochenen
Fourierreihen 22;0 cnun(x) plotten; z.B. in Mathematica oder Matlab.

Berechnen Sie die Fourierreihen der Funktionen (i) u(z) = 1; (ii)

Aufgabe 4.10. (i) Bestimmen Sie mittels Produkt- und Reihenansatz die
allgemeine Losung zu

Opu(z,t) = Oppu(z,t), O<z<m, t>0,
mit homogenen Randwerten u(0,t) = u(w,t) = 0, ¢ > 0 und Anfangswerten
u(z,0) = g(z), Oru(z,0) = h(x), 0<x<m.
(ii) Berechnen Sie die Losung mit Anfangswerten
u(z,0) = sin(x), Oru(x,0) = sin(2z), 0<z<m.
Aufgabe 4.11. Wir betrachten die Wellengleichung
Opu(x,t) — Oppu(x,t) =0, 0O<zx<l1l,t>0
mit homogenen Randbedingungen
(a) u(0,t) = u(1,t) = 0; oder
(b) Ozu(0,t) = Oyu(l,t) = 0.

Zeigen Sie, dass in beiden Féllen die Energie

1 1
E(t) = 5/ e (2, 1) ]* 4 |ug (0, 1) | da
0

des Problems erhalten bleibt, d.h., £ E(t) = 0; vgl. Kapitel 3
Aufgabe 4.12. Zeigen Sie, dass das Anfangs-Randwertproblem

Opu(x,t) — Opzu(z,t) = f(x,1), O<z<l1l,t>0
u(0,t) = u(1,t) =0, t>0,
u(z,0) = g(x), Owu(zx,0) = h(z), O<z<l1
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4 'Trennung der Variablen

hochstens eine klassische Losung besitzen kann. Hinweis: Nehmen Sie an, es
wiirden zwei Losungen existieren, betrachten Sie die Differenz der beiden
Losungen und verwenden Sie die Aussage der vorhergehenden Aufgabe.
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5 Warmeleitung und Diffusion

Wir betracthen in diesem Abschnitt Diffusionsprozesse in einer Raumdi-
mension. Wie schon bei der Wellengleichung diskutieren wir zunéchst den
Fall eines unbeschrinkten Gebietes und leiten eine Darstellung der Lésung
mit Hilfe der Fundamentallosung her. Im Anschluss beweisen wir die Ein-
deutigkeit der Losung mit einer Energieabschiatzung.

5.1 Modellierung

Beispiel 5.1. Wir betrachten ein unendlich langes Rohr mit konstantem
Querschnitt A, welches mit Wasser gefiillt ist. Darin gelost befindet sich
ein Schadstoff mit Konzentration u(z,t). Wie in Kapitel [2| erhalten wir aus
dem Erhaltungsprinzip fiir die Stoffmenge, dass die Anderung der Stoff-
menge im Rohrstiick [a, b] gleich dem Fluss iiber den Rand des Rohrstiickes
entspricht, also

b
%/a Au(z, t)dr = Alg(a,t) — q(b,t)]

wobei ¢(x,t) der Stoffmengenfluss bezeichnet. Selbst in einer ruhenden
Fliissigkeit bewegen sich die Schadstoffteilchen aufgrund thermischer Fluk-
tuationen. Aus experimentellen Beobachtungen erhélt man das Fick’sche
Gesetz

q(x,t) = —=D0yu(z,t)

mit Diffusionsparameter D. Die Teilchen diffundieren also stets von hoher
zu niedriger Konzentration, und zwar proportional zur Konzentrationsdif-
ferenz. Einsetzen in obige Bilanzgleichung liefert

b b
/ Owu(x, t)dr = kOyu(b, t) — DOyu(a,t) = / Oz (DOyu(x,t))dx.
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5 Wiérmeleitung und Diffusion

Diese Integralbilanz gilt wieder fiir jede Wahl von a und b, woraus wir mit
denselben Argumenten wie in Kapitel 2| die Diffusionsgleichung

&gu = 895 (D@xu)

erhalten. Diese beschreibt die Diffusion eines Stoffes in einem ruhenden
homogenen Medium aufgrund von thermischen Fluktuationen.

Beispiel 5.2. Die Anderung der thermischen Energie in einem Stab mit
konstantem Querschnitt lasst sich ganz ahnlich beschreiben durch

cOT(x,t) = 0y (k0T (2, 1)).

Hier ist ¢ = c,p die Warmekapazitit und « der Warmeleitkoeffizient; vgl.
Kapitel [/} Die Herleitung erfolgt wie bei der Diffusionsgleichung tiber Inte-
gralbilanzen; sieche Ubung. Der Zusammenhang zwischen Wirmefluss und
Temperatur q(z,t) = —k0;T (x,t) heifit hier Fourier’sches Gesetz.

Bemerkung 5.3. Die Gleichung dyu = 0,,u, welche man erhalt, wenn
man in obigen Problemen alle Modellparameter auf eins setzt, wird als
eindimensionale Warmeleitungs- oder Diffusionsgleichung bezeichnet.
Wir verwenden den Begriff aber auch fiir etwas allgemeinere Gleichungen.

5.2 Fundamentallosung

Wir betrachten im Folgenden zunéchst das Anfangswertproblem

Opu(z,t) = Oppu(z,t) reR, t>0, (5.1)
u(z,0) = up(z) r e R,

fiir die Warmeleitungsgleichung auf der ganzen reellen Achse und fassen
einige elementare Eigenschaften von Losungen zusammen.

Satz 5.4 (Invarianzeigenschaften). Sei u = u(x,t) eine klassische Losung
der Wirmeleitungsgleichung auf R. Dann gelten folgende Aussagen:

(i) Firallea € Rist v(x,t) = u(x+a,t) und v(z,t) = u(x,t+a) ebenfalls
Losung;

(ii) Jede Streckung v(zx,t) = u(/ax,at) fiir a > 0 ist ebenso eine Losung;
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5.2 Fundamentall6sung

(iii) Jede Linearkombination von Losungen ist eine Losung;
(iv) Fiir jedes f € C(R) mit f(x) =0 fiir |z| > R ist die Faltung

v ) = (wx f)(ont) i= [ ulo =050y
R
eine Losung zur Warmeleitungsgleichung.

BEWEIS. Der Beweis ergibt sich durch Nachrechnen; siche Ubung. Bei (iv)
darf Integration und Differentiation vertauscht werden! Es handelt sich
auch dabei um eine Superposition von Lésungen; siehe Satz [5.5] [

Die folgende spezielle Losung der Warmeleitungsgleichung wird uns erlau-
ben, die allgemeine Losung wieder durch Superposition darzustellen.

Satz 5.5. Die Funktion

o(x,t) = e i, t>0

VAt

heifit Fundamentallésung der Warmeleitungsgleichung oyu — 0ppu = 0
oder auch Wiarmeleitungskern. Sie besitzt folgende Eigenschaften:

(i) ¢(x,t) erfiillt die Gleichung (5.1)) fiir jedes € R und ¢t > 0.
(ii)) Es gilt fR o(x,t)de =1 fir alle t > 0.
(iii) Sei up € C(R) mit |up(z)| < C fir alle x € R. Dann ist

u(zx,t) /¢ r —y, Hug(y)dy (5.3)

Losung zur Wirmeleitungsgleichung (5.1)) und es gilt

lim  w(z,t) = up(xo) fir alle 29 € R.
(x,t)—(z0,0)

Somit ist u klassische Losung zum Anfangswertproblem (5.1)—(5.2).

BEWEIS. (i) folgt durch Nachrechnen und (ii) mit Subsitution und Inte-
graltabelle; sieche Ubung. Das Integral héngt von den Parametern x
und ¢ ab. Aufgrund der Stetigkeit und Beschrénktheit von ug und der Glatt-
heit von ¢ darf hier das Differenzieren nach x und ¢ und die Integration
beziiglich y vertauscht werden. Man erhélt also

Opu(x,t) — Oppu(z,t) = /R[&gcb(x —y,t) — Opd(x — vy, t)|ug(y)dy = 0.
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5 Wiérmeleitung und Diffusion

Wegen (i) und Satz[5.4{i) erfiillt die Funktion u aus (5.3) die Warmeleitungsgleichung.
Wir iiberpriifen nun noch die Anfangsbedingung. Hierzu wihlen wir 6 > 0
so, dass |ug(y) —uo(xo)| < € fiir alle |y — x| < 6. Dann gilt wegen (ii) und

(©-3)

Maw—uwmwié¢w—%wwaw—uwmww

zﬂﬂwéw@+ﬁﬁwfmw:m+my

Das erste Integral kann nach Voraussetzung mit Hilfe von (ii) fiir alle ¢ > 0
durch e abgeschéitzt werden. Das zweite Integral ldasst sich aufgrund der
Schranke an die Anfangswerte abschitzen durch

uwszc/‘ o — . )dy.
ly—wo[>6
Falls |z — xg| < 0/2, kénnen wir mit Substitution weiter abschétzen durch

(17) §2C/ o(x —y,t)dy Ly =+ V4t
ly—x|>d/2

1
e /
|2>8/(4vE) VATl

Hiermit ist auch die Giiltigkeit der Anfangsbedingung nachgewiesen. [

6_22\/4—tdz — 0 mit t — 0.

Somit ist die Warmeleitungsgleichung (5.1]) fiir verniinftige Anfangswer-
te ug losbar. Die Eindeutigkeit der Losung kann wieder mit Hilfe einer
Energieabschitzung nachgewiesen werden; siehe Abschnitt [5.4]

Bemerkung 5.6. Aus der Darstellung und den Eigenschaften der
Fundamentallosung sieht man sofort, dass die Losung u(x, t) fiir alle x € R
und ¢ > 0 unendlich oft differenzierbar ist. Weiters folgt u(x,t) > 0 fiir alle
r € Rund ¢t > 0, falls ug(x) > 0 und up(z) > 0 fiir ein 7 € R, und somit
auf einem kleinen Intervall (Z—4, Z+¢). Im Gegensatz zur Wellengleichung
breitet sich die Information durch Diffusion also beliebig schnell aus!
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5.3 Duhamel Prinzip

5.3 Duhamel Prinzip

Wir betrachten als néchstes noch die inhomogene Warmeleitungsgleichung
mit homogenen Anfangsbedingungen, also

Oru(x,t) — Oppu(z,t) = f(x,t) reR, t>0,
u(z,0) =0 z € R.

Hier lasst sich die Losung als Integral iiber elementare Losungen ange-
ben. Hilfreich ist folgende Verallgemeinerung der Variation-der-Konstanten
Formel, die fiir gewohnliche Differentialgleichungen bekannt ist; vgl. Auf-

gabe [5.5]

Satz 5.7 (Duhamel-Prinzip). Sei f(x,t) stetig und beschrankt und sei
weiters u®(z, t) fir jedes s > 0 Losung zum Anfangswertproblem

Owu®(z,t) — Oppu’(z,t) =0 xre€R, t>s,
u(z,s) = f(z,s)  xeR;

man beachte den speziellen Anfangszeitpunkt. Dann ist die Funktion
t
u(z,t) = / u’(x,t)ds (5.6)
0

Losung zum inhomogenen Anfangswertproblem (5.4)—(5.5]).

BEWEIS. Wir présentieren nur das formale Argument: Fiir ¢ = 0 erhélt
man sofort u(x,0) = 0. Durch Differenzieren der Losungsdarstellung ((5.6))
nach t sieht man weiters, dass

t
Opu(z,t) = ul(z, 1) —l—/ O’ (z, t)ds;
0
vgl. Aufgabe 2.2l Ebenso zeigt man

t
8mu(a:,t):/ Opt”(,t)ds.
0

Subtraktion der beiden Gleichungen und Einsetzen der bestimmenden Glei-
chungen fiir u*(z,t) fithrt unmittelbar auf die Behauptung. O
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5 Wiérmeleitung und Diffusion

Mit Hilfe der vorhergehenden Ergebnisse sieht man nun Folgendes.

Bemerkung 5.8. Mit Hilfe der Fundamentallésung ¢ lésst sich die Lésung
zum inhomogenen Problem ([5.4)—(5.5) also darstellen als

t
(e, t) = /O /R o — .t — )f(y, s)ds dy.

Unter Ausnutzung der Linearitét, vgl. Bemerkung [I.8] kann man eine ent-
sprechende Losungformel fiir das Anfangswertproblem mit inhomogener
rechter Seite f und inhomogenen Anfangswerten wug herleiten; siehe Ubung.

Das Duhamelprinzip lédsst sich wortlich auch fiir Probleme auf beschrankten
Gebieten anwenden. Dies sieht man in folgendem Beispiel.

Beispiel 5.9. Gesucht ist eine Losung zur inhomogenen Gleichung
Ou(x,t) — Oppu(z,t) =1, O<xz<l1, t>0,

mit Randwerten
0u(0,t) = Oyu(l,t) =0, t>0.

Wir wollen das Duhamelprinzip verwenden und suchen daher zunéchst
nach Losungen u®(z,t) zum Anfangswertproblem

Opu’(z,t) — mu( t) =0, O<z<l1,t>s,
0,u’(0,t) = du’(1, ):0 t>s,
uS( =1, 0<z<I1.

Mit Trennung der Variablen erhélt man die allgemeine Losung

o0
n2m(t—
g cp cos(nmr) m(t=s),

n=0
Durch Einsetzen in die Anfangsbedingung folgt weiters

o0
1 =u’(x,s) = cp cos(nme).
n=0
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5.4 FEindeutigkeit der Losung

Mit einfacher Rechnung erhélt man hieraus ¢cg = 1 und ¢, = 0 fiir n > 1.
Die Losung zu den Hilfsproblemen lautet also u®(x,t) = 1. Durch Aufinte-
gration beziiglich s erhdlt man dann

t t
u(z,t) = / u’(x,t)ds = / lds = t.
0 0

Durch Nachrechnen {iberpriift man leicht, dass dies tatsachlich eine Losung
zum inhomogenen Problem ist. Auflerdem gilt sogar u(x,0) = 0.
5.4 Eindeutigkeit der Losung

Die Eindeutigkeit der Losung zur Warmeleitungsgleichung auf R kann man
unter anderem mit Hilfe einer Energieabschétzung nachweisen.

Satz 5.10. Sei u(x,t) klassische Losung der Warmeleitungsgleichung
Ot — Opgpu = 0, reR,t>0

mit |u(z,t)|+ [Opu(x, t)| + [Oppu(z, )| < C(t)/(1+|z|) fiir t > 0. Dann gilt

/ u(z, t)2dx < / lu(x, s)|?dx fir alle t > s > 0.
R R

Fiir Losungen der homogenen Wéirmeleitungsgleichung nimmt also der
Ausdruck E(t) = %fR lu(z,t)|?de mit der Zeit besténdig ab.

BEWEIS. Mit formaler Rechnung folgt

a1 / u(z, t)Pde = / Opu(z, t)u(z, t)dz = / Apeu(z, tu(z, t)da
dt2 Jq ®

R
— /R |0pu(z, t)[*dx + [Opu(z, t)u(x, )32 _ .

Aufgrund der Glattheit und Schranken an die Losung existieren die un-
eigentlichen Integrale, alle Schritte sind wohldefiniert und der Randterm
im letzten Ausdruck verschwindet. Man erhélt also % g lu(z, t)[2dz < 0,
woraus die Behauptung folgt. ]
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5 Wiérmeleitung und Diffusion

Bemerkung 5.11. Unter Ausnutzung der Linearitdt folgt weiters, dass
das Anfangswertproblem fiir die inhomogene Wirmeleitungsgleichung

o — Oppu = f, reR, t>0,
u(@,0) =u(z), zeR,

hochstens eine hinreichend schnell abfallende Losung mit entsprechend abe-
fallenden Ableitungen haben kann; siehe Ubung.

5.5 Aufgaben

Aufgabe 5.1. Die gesamte Wérmemen%e in einem Stabstiick mit Quer-
schnitt A ist gegeben durch Q(t) = A [ ¢T'(x,t)dx. Leiten Sie eine Inte-
gralbilanz fiir die Warmeénderung %Q(t) und die entsprechende Differen-

tialgleichung her; vgl Beispiel und 5.2,
Aufgabe 5.2. Uberpriifen Sie die Aussagen aus Satz [5.4]
Aufgabe 5.3. Zeigen Sie die Aussagen aus Satz 5.5 Punkt (i)—(ii).

Aufgabe 5.4. Stellen Sie mit Hilfe der Fundamentallosung ¢ die Losung
zum Anfangswertproblem

o — Oppu = f fir v € Rund ¢ > 0,

u(z,0) = up(z) firz e R,
mit stetigen und beschrinkten Funktionen f und wg dar; vgl. Bem. [5.6]
Aufgabe 5.5. (i) Finden Sie die Losung ¢ zum Anfangswertproblem

¢'(t) +at)o(t) =0,  ¢(0) =1.
(ii) Stellen Sie mit Hilfe von ¢ die Losung zum Problem

u(t) +alt)ut) = f(t),  u(0) =ug

dar und vergleichen Sie mit der Formel aus der vorigen Aufgabe.

Aufgabe 5.6. Begriinden Sie mit Hilfe der Losungsdarstellung aus Auf-

gabel5.4] dass aus f(z,t) > 0 und ug(x) > 0 fiir alle z € R und ¢ > 0 auch
u(z,t) >0 fir x € R und ¢t > 0 folgt (=Positivitatsprinzip).
Erkldren Sie diesen Zusammenhang im Kontext der Warmeleitung.
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5.5 Aufgaben

Aufgabe 5.7. Sei u klassische Losung zur Warmeleitungsgleichung
Ot — Opps = 0 firzeR, t>0.

Zeigen Sie: falls die folgenden Integrale existieren, dann gilt

/u(:z:,t)dx = / u(z, s)dz, s, t > 0.
R R

Die gesamte Warmemenge bleibt also auf ewig erhalten!

Aufgabe 5.8. Wir betrachten die Warmeleitungsgleichung
cOpu — KOppu = 0, reR, t>0, (*)

mit gegebenen konstanten Parametern c, k > 0.

(i) Transformieren Sie das Problem mittels Substitution v(t, z) = u(at, bx)
mit geeigneten a, b > 0 auf die kanonische Form v — 9,,v = 0.

(ii) Ermitteln Sie mit Hilfe von (i) die Fundamentallésung v fiir (*). Diese
soll insbesondere die Eigenschaften (i)—(ii) von Satz [5.5| erfiillen.

Aufgabe 5.9. Losen Sie die Warmeleitungsgleichung 0yu — 0ypu = 0 mit
vorgegebenen Anfangswerten

u(z) =1 fir |z| <l und  u(z) =0 sonst.

Schreiben Sie die Losung mit Hilfe der Funktion ®(z) = ffoo ¢(x, 1)dzx auf.
Hinweis: Im letzten Schritt Substitution anwenden.

Aufgabe 5.10. Beweisen Sie die Aussage aus Bemerkung [5.11],
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5 Wiérmeleitung und Diffusion
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6 Rund um das Maximumsprinzip

Wir zeigen jetzt, wie sich Eigenschaften der Losung zur Warmeleitungsglei-
chung herleiten lassen, ohne die Losung explizit zu kennen. Insbesondere
kann man auf Eindeutigkeit und Stabilitdt der Losung auf beschrinkten
Gebieten schlieffen. Im Anschluss skizzieren wir noch, wie sich fiir diesen
Fall die Losung mit Hilfe der “Trennung der Variablen” berechnen lasst.

6.1 Maximumprinzip

Beispiel 6.1. Wir betrachten die Warmeleitungsgleichung
Ot — Oggu = 0, x € (a,b), t >0,

auf einem beschrinktem Gebiet (a,b). Weiters definieren wir den Raum-
Zeit-Zylinder ()7 und den parabolischen Rand Y7 mittels

Qr={(z,t):a <z <b ts<t<T} und
Yr=A{(z,0):a <z <b}U{(a,t)  to <t <T}U{(bt) :txg <t <T}.

Zur Veranschaulichung mache man sich eine kleine Skizze.

Ohne die Losung wirklich zu kennen, kann man bereits qualitative Eigen-
schaften von Losungen zur Wirmeleitungsgleichung angeben.

Satz 6.2 (Maximumprinzip).
Sei u klassische Losung der Warmeleitungsgleichung auf (7. Dann gilt

max u(r,t) = max wu(r,t) und  min wu(zr,t) = min wu(x,t).
(x,t)eQT (x,t)eXy (x,t)eQr (x,t)eXD

Sowohl Maximum als auch Minimum der Losung auf ()7 werden also stets
auf dem parabolischen Rand 7 angenommen. Genau da werden wir spéter
weitere Anfangs- und Randbedingungen stellen.

43



6 Rund um das Maximumsprinzip

BEWwWEIS. Wir zeigen nur die erste Aussage. Wir nehmen im Gegensatz zur
Behauptung an, es gibe einen Punkt (Z,t) € Qr \ X7 mit

uw(z,t) > max wu(x,t). (A)
(l‘,t)GET
Da Y7 abgeschlossen und beschrankt ist, und somit kompakt, wird das Ma-
ximum der stetigen Funktion u auf der rechten Seite angenommen. Daher
existiert ein € > 0, sodass

w(Z,t) > max u(x,t)+e.
(.%‘,t)EET

Wir betrachten die Funktion u®(z,t) = u(x,t) + a(z — 7)2. Diese erfiillt
Hu® — Oppu® = —2a0 < 0. (6.1)

Weiters sieht man leicht, dass fiir 0 < a < 1 auch u® sein Maximum an
einer Stelle (,7) € Q7 \ Y7 annimmt. Es gilt dann

Opu(z,t) = 0, Oppu®(2,1) <0 und  Ouu(2,1) > 0.

Hieraus folgt Ou®(Z,t) — Ozpu®(Z, 1) > 0, was im Widerspruch zur Unglei-
chung steht. Somit muss die Annahme (A) falsch sein und folglich
wird das Maximum am Rand Y7 angenommen. Die Aussage iiber das Mi-
nimum folgt analog; siche Ubung. ]

Bemerkung 6.3. Die Aussage der obigen Sétze lasst sich leicht im Kon-
text der Warmeleitung interpretieren: Nach dem Fourier’schen Gesetz flief3t
ja Wérme stets von hoher zu niedriger Temperatur. Das Temperaturmaxi-
mum muss also zum Anfangszeitpunkt oder am Rand des Rechengebietes
angenommen werden; siche Ubung.

6.2 Eindeutigkeit und Stabilitat

Aus dem Maximumprinzip kann man schon erahnen, dass zur eindeutigen
Bestimmung der Losung neben der Warmeleitungsgleichung noch weitere
Bedingungen entlang des parabolischen Randes 7 benétigt werden.
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6.2 Eindeutigkeit und Stabilitét

Beispiel 6.4. Wir betrachten das inhomogene Anfangs-Randwertproblem

Owu(x,t) — Oppu(x,t) = f(x,t), a<x<b, t>t, (6.2)
u(a,t) = ga(t), u(b,t) = gy(t), t > to,
u(x,ty) = ug(x), a<x<b,

mit geeigneten vorgegebenen Funktionen f, g4, g5, ug. Der Einfachheit hal-
ber fassen wir im Folgenden g = (g4, gp) zu einer Funktion zusammen.

Bemerkung 6.5. Mit Hilfe des Maximumprinzips lédsst sich zeigen, dass

<0, 9<0, ug<0 = u<0,
f>20,9g>0, up>0 = u>0;

siche Ubung. Man spricht von Positivitits- bzw. Negativititsprinzip. Die
Beziehungen kann man sich im Kontext der Wéarmeleitungsgleichung wie-
der leicht physikalisch veranschaulichen.

Satz 6.6 (Eindeutigkeit). Fiir gegebene Funktionen f,g,uo besitzt das
Anfangs-Randwertproblem ([6.2))—(6.3]) hochstens eine klassische Losung.

BEWEIS. Angenommen, es gibe zwei Losungen u! und «?. Dann ist die Dif-
ferenz w = u' — w? Losung des entpsrechenden homogenen Problems (mit
f=0,9=0und up =0). Mit Bemerkung [6.5] folgt max(, ycq, w(z,t) =

ming, yeq w(z,t) = 0. Somit stimmen die beiden Losungen tiberein. [

Mit einem &hnlichen Argument zeigt man, dass die Losung u zu obigem
Problem stetig von den Daten f, g und ug abhéngt.

Satz 6.7 (Stabilitéit, a-priori Abschétzung).
Sei u eine klassissche Losung von (6.2)—(6.4)) auf Q7. Dann gilt
||UHOO;QT < C(HfHOO;QT + ||gHoo;{a,b}><[0,T] + HUOHOO;[a,b])'

Hierbei bezeichnet ||v||o.5 = sup,eg |v(2)| jeweils die Maximumsnorm; die-
se wird auch Supremumsnorm gennant.

BEWEIS. Man betrachtet die Funktion w(z,t) = u(x,t) + az? + 5.

Ow — Oppw = 4t — Ot — 20 = f — 2c0 =: f.
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6 Rund um das Maximumsprinzip

Fiir a = || f||oo/2 ist f < 0. Weiter gilt dann
w(z,t) = u(w, t) + || flloc/22° + 5.

Fir 8= —|lglloo — lluolloc — max{lal?, [0*}]| flloc/2 ist w(w,t) < 0 auf dem
parabolischen Rand 7. Mit Bemerkung folgt somit w(x,t) < 0 auf
dem ganzen Gebiet ()7 und daher

u(z,t) = w(z,t) — a2 = B < =B < C(|| fllo + lglloe + luollso)

mit C' = max{|a|?, |b|?,1} fiir (x,t) € Q7. In dhnlicher Weise zeigt man

u(@,t) 2 =C([[flloc + llglloc + lluolloo)-
Die Behauptung folgt dann direkt aus den beiden Ungleichungen. [

Bemerkung 6.8. (i) Fiir zwei Losungen !, ? mit rechten Seiten f1, f?,
Randwerten ¢!, ¢° und Anfangswerten u(l), u% folgt hieraus sofort

1 1 1 1
Ju’ —u HOO;QT <C (Hf —f HOO;QT
1 2 1 2
+ 119" = 9P lloofant<fo.1) + 146 — Ul ocifas)) -

Die Losung hiingt also stetig (stabil) von den Daten ab; siche Ubung.
(ii) Eindeutigkeit und Stabilitat der Losung zu (6.2)—(6.4]) ldsst sich auch
wieder iiber eine Energieabschitzung nachweisen; siche Ubung.

6.3 Konstruktion der Losung

Zum Abschluss skizzieren wir noch, wie sich die Losung zur Warmelei-
tungsgleichung mit gegebenen Anfangs- und Randbedingungen mit bereits
bekannten Methoden schrittweise konstruieren lasst. Wir veranschaulichen
das prinzipielle Vorgehen anhand eines einfachen Beispiels.

Beispiel 6.9. Gesucht ist die Losung zu

Ot — Oggt = 1, O<x<l1, t>0,
O,u(0,t) = Oyu(l,t) =1, t>0,
u(z,0) =z +cos(mz), 0<z<1.

46



6.3 Konstruktion der Lésung

Schritt 1. Die Funktion g(z,t) = x erfillt 0,¢9(0,t) = 0,¢9(1,t) = 1. Sie
kann also zur “Homogenisierung der Randbedingungen” verwendet werden.
Die verbleibende Funktion v(z,t) = u(x,t) — g(x,t) = u(x,t) — z erfiillt
O — Oy = 1, O<x<l, t>0
0,v(0,t) = dv(1,t) =0, t >0,
v(x,0) = cos(mz), 0<x<1.
Wir zerlegen im Folgenden die Funktion v noch mittels v = vy, + v, in

eine spezielle Losung v, der inhomogenen Gleichung und die Losung vy,
mit homogener rechter Seite.

Schritt 2. Mit Trennung der Variablen ldsst sich die allgemeine Losung
zur homogenen Gleichung

OV — Oz = 0, O<zxz<l1l t>0
0,v(0,t) = dyv(1,t) =0, t>0,

in Form einer Fourierreihe

22t

0¢
t) = -t
vp(z, t) ano cp cos(nmx)e
angeben. Durch Einsetzen in die Anfangsbedingung
v(z,0) = cos(mx), 0<z<1.

und Koeffizientenvergleich folgt, ¢; = 1 und ¢, = 0 sonst. Die Losung
lautet hier also vy (x,t) = cos(m:)e_”%.
Schritt 3. Die Losung v, zum inhomogenen Problem

v — Oppv = 1, O<zxz<l1l t>0
0,v(0,t) = dyv(1,t) =0, t>0,
v(z,0)=0, 0<az<1,

lasst sich nun mit dem Duhamel Prinzip bestimmen; siehe Bsp. [5.9] Es gilt

t
vp(x,t):/ vp(z,t;s)ds
0
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6 Rund um das Maximumsprinzip

wobei hier vy(z,t;s) fiir 0 < s > ¢ als die Losung zu
O — Oppv = 0, O<ax<l t>s

0,v(0,t) = 0zv(1,t) = 0, t>s,

v(z,s) =1, 0<x<1,

definiert ist. Man sieht sofort, dass vy(z,t;s) = 1 die gesuchte Funktion
ist. Durch Aufintegrieren erhélt man weiters

t t
vp(z,t) = / vp(z,t;s)ds = / lds =t.
0 0

Zusammenfassend. Die Losung u zum urspriinglichen Problem lautet
also u(z,t) = g(x,t) + vp(x,t) +op(x,t) =+t + cos(mx)e ™ t. Von der
Korrektheit {iberzeugt man sich leicht durch Einsetzen in die Gleichungen.

6.4 Aufgaben

Aufgabe 6.1. Zeigen Sie die Aussagen iiber das Minimun in Satz [6.2]
Hinweis: Direkt wie beim Maximum oder wenden Sie das Maximumprinzip
auf die Funktion v(z,t) = —u(z,t) an.

Aufgabe 6.2. (i) Zeigen Sie, dass u(x,t) = 1 — 22 — 2t Losung der
Warmeleitungsgleichung ist.

(ii) Finden Sie das Maximum von u auf @ = [0, L] x [0, 7.
(iii) Finden Sie Maximum und Minimum auf 3 = [0, L] x{0}U{0, L} x [0, L]
Vergleichen und begriinden Sie die Ergebnisse aus (ii) und (iii).

Aufgabe 6.3. Sei u Losung der Warmeleitungsgleichung auf [a, b] x [0, c0)
mit Randwerten u(a,t) = u(b,t) = 0 fiir alle t > 0. Zeigen Sie:

(i) M(t) = max{u(z,t) : a < x < b} ist monoton fallend;
(ii) m(t) = min{u(z,t) : @ < x < b} ist monoton wachsend.

Aufgabe 6.4 (Positivitit). Sei v Losung der Warmeleitungsgleichung

Ot — Oz = f, a<x<b, t>0,
u(a,t) = ga, u(b,t) = gp(t), t>0,
u(z,0) = up(z), a<x<b.

48



6.4 Aufgaben

Zeigen Sie: Aus f(x,t) > 0, g4(t) > 0, gp(t) > 0 und up(z) > 0 fur alle
(x,t) € [a,b] x [0,T] folgt u(z,t) > 0 fiir alle (z,t).

Wie lautet die Aussage, wenn man die Vorzeichenbedingungen umdreht?

1

Aufgabe 6.5 (Vergleichsprinzip). Seien u!, u? Losungen zu

&gui—@mui:fi, a<xr<b, t>0,
u'(a,t) = go(t), u'(b,t) = gy(t), t>0,
u'(x,0) = ub(z), a<z<b,

fiir 4 = 1,2. Zeigen Sie, dass aus f! > f2 gl > ¢2, gg > gg und uf > u3
die Ungleichung u! > u? auf [a, b] x [0, T] folgt.

Aufgabe 6.6. Zeigen Sie, dass das Anfangs-Randwertproblem

Ot — Oz = f, a<x<b, t>0,
w(a,t) = ga, u(b,t) = gy(t), t>0,
u(z,0) = ug(z), a<zx<b,

hochstens eine klassische Losung besitzen kann.

Hinweis: Betrachten Sie die Differenz w = u! — u? zweier Losungen und

zeigen sie durch Energieabschétzung, dass w = 0 gilt.

Aufgabe 6.7. Wiederholen Sie die Rechnung von Aufgabe fiir das
Problem mit gemischten Randbedingungen

u(a,t) =0 und Orzu(b,t) =0, t>0.

Aufgabe 6.8. (i) Bestimmen Sie mit Trennung der Variablen und Reihen-
ansatz die allgemeine Losung zu

O — Oppu = 0, O<z<l1, t>0,
u(0,t) = u(1,t) =0, t>0.

(ii)) Geben Sie die Losung mit Anfangswert u(z,0) = ug(z) in Form einer
Fourierreihe an und skizzieren Sie die Berechnung der Fourierkoeffizienten.
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6 Rund um das Maximumsprinzip

Aufgabe 6.9. Berechnen Sie die Lésung zu

Oyt — Oggt = 1, O<ax<l, t>0,
u(0,t) = u(l,t) =1, t>0,
u(x,0) =1+ sin(wz), 0<x<l.

Hinweis: Die Reihenentwicklung fiir (1 — ) ist in Kapitel |4] zu finden.
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{ Grundgleichungen der Fluiddynamik

Wir diskutieren nun die Modellierung physikalischer Prozesse mit Differen-
tialgleichungen. Das prinzipielle Vorgehen wird anhand der Grundgleichun-
gen der Stromungsmechanik demonstriert, die Argumente lassen sich aber
auch auf andere physikalische Phdnomene erweitern. Durch verschiedene
Vereinfachungen erhalten wir Modellprobleme in mehreren Raumdimen-
sionen, welche wir in den folgenden Kapiteln genauer beleuchten werden.

7.1 Grundlagen

Als Ausgangspunkt fiir die Beschreibung von Fluiden mittels partieller
Differentialgleichungen wird folgende Annahme gemacht.

Annahme 7.1 (Kontinuumshypothese). Der Zustand des Fluids (Gas oder
Fliissigkeit) lésst sich durch Funktionen beschreiben, z.B. die Massendichte
p(Z,t), den Druck p(Z,t), das Geschwindigkeitsfeld @(Z,t), u.s.w.

Da Materie aus Teilchen besteht, ist diese Annahme alles andere als selbst-
verstidndlich. Sie erlaubt es, die Bewegung von Fluiden durch einfache ma-
thematische Modelle, ndmlich Differentialgleichungen, zu beschreiben.

Bemerkung 7.2 (Ausgangspunkt, Lagrange’sche Beschreibung). Wir be-

trachten ein Ensemble von Partikeln, das sich mit Geschwindigkeit @ be-

wegt. Weiters sei {X(¢; X¢)} die Menge der Trajektorien, d.h., der Pfade,

welche die Partikel mit Anfangsposition X (0) = Xy zuriicklegen. Dann gilt
X'(t; X0) = a(X(®),t),  X(0;Xo) = Xo.

Das Geschwindigkeitsfeld @ : R? x R — R? sei hinreichend glatt. Die
Partikel, welche bei ¢ = 0 das Volumen Vj ¢ R? eingenommen haben,
befinden sich dann zum Zeitpunkt £ im Volumen

V(t) = {X(t; Xo) : Xo € Vo} C R?

ol



7 Grundgleichungen der Fluiddynamik

Man betrachte hierzu die Bemerkungen zur Lagrange’schen Beschreibungs-
weise in Abschnitt 2 Mittels Substitution zeigt man folgendes Resultat.

Satz 7.3 (Reynolds’ Transport Theorem). Sei V(¢) und « wie oben defi-
niert und ¢ : R? x R — R stetig differenzierbar. Dann gilt

/ o(Z,t)dT = / Orp(Z, t)dx + / o(Z, t)u(Z,t) - n(Z, t)ds(z).
0 oV (1)

Dabei ist 7i(Z, t) der duflere Einheitsnormalenvektor am Rand oV (t).

BEWEIS. Fiir den Beweis verweisen wir auf das Buch von Spurk: Stromungs-
lehre. Der eindimensionale Fall wurde in Kapitel |2 behandelt. ]

Bemerkung 7.4 (Euler’sche Beschreibung). Sei ¢(Z,t) die Konzentration
eines Stoffes der sich in einer Stromung mit Geschwindigkeit u(, t) bewegt.
Dann gilt nach dem Gesetz der Stofferhaltung = fV c(Z,t)dr = 0, und
aus dem Transporttheorem folgt

0= / Ore(Z,t)dT + / o, )a@(Z, 1) - 7(Z)ds(T).
V(t) AV (t)

Fixiert man t und setzt V = V (¢), so lasst sich dies umformen in

d

— [ (%, t)dZ = / Oe(Z,t)dx = —/ c(Z, t)u(Z,t) - n(Z)ds(T),

dt Jy % v

wobei im ersten Schritt verwendet wurde, dass V' unabhéngig von ¢ ist. Die

Anderung der Stoffmenge in einem fixen Volumen V ergibt sich also stets
durch den Fluss des Stoffes iiber den Rand; vgl. Beispiel 2.1}

Beachte: Die Lagrange’sche Beschreibung betrachtet Bilanzen in einem
mitbewegten Volumen V(t), wiahrend die FEuler’sche Betrachtung die Bi-
lanzen in einem fixen Volumen V' beschreibt. In der Stromungsmechanik
wird meistens die Euler’sche Beschreibung bevorzugt.

Ein weiteres wichtiges Werkzeug fiir die Modellierung ist das folgende ele-
mentare Resultat aus der Integrationstheorie.

Satz 7.5 (GauB’scher Integralsatz). Sei V' C R? ein hinreichend regulires
Gebiet und 9 : R — R stetig differenzierbar. Dann gilt

/ J(7) - AD)ds(T) = /V div F(@)dz

Dabei ist div w Z,L 1 02,0 (Z) die Divergenz des Vektorfeldes w
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7.2 Bilanzgleichungen

BEWEIS. Siehe z.B. Vorlesungen Mathematik fiir MB. In einer Dimension
ist das gerade der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. ]

Fiir die Herleitung von Differentialgleichungen aus Bilanzgleichungen in
integraler Form wird dariiber hinaus der folgende Sachverhalt niitzlich sein.

Satz 7.6 (Fundamentallemma der Variationsrechnung).
Sei Q C R? eine offene Menge und f : Q — R stetig. Dann gilt
/ flz)de =0 firalleVCQ <= f(z)=0 furallezeQ.
V

Die Mengen V miissen natiirlich so regulér sein, dass man integrieren kann.
BEWEIS. Folgt wie in einer Raumdimension; siehe Kapitel [2] [

Bemerkung: Der Satz gilt sinngeméfl auch fiir weniger glatte, z.B. stiick-
weise stetige Funktionen. Fiir im Lebesgue-Sinne integrierbare Funktionen
muss man im rechten Teil der Aussage “fiir fast alle ¥ € €)” schreiben.

7.2 Bilanzgleichungen

Wir betrachten in den folgenden Uberlegungen stets ein Kontinuum von
Fluidpartikeln in R3, welche sich mit Geschwindigkeit @(%,t) bewegen und
zum Zeitpunkt ¢ das Volumen V' (¢) einnehmen.

7.2.1 Massenbilanz

Aus dem Prinzip der Massenerhaltung und dem Reynolds’schen Transport-
theorem folgt unmittelbar die Integralbilanz

_4
dt V()

— / Bup(7,1)di + / (T, 0)i(T, 1) - (T, t)ds(T).
V()

oV (¢)

0

Dabei ist p(,t) die Massendichte [kg/m?] des Fluids. Setzt man V = V (¢)
und wendet den Gauf3’schen Integralsatz an, so erhélt man

/ Qup(T,t) + div (p(Z, t)i(T, t))dF = 0.
"
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7 Grundgleichungen der Fluiddynamik

Diese Identitét gilt nach Herleitung fiir jedes beliebige Kontrollvolumen V.
Anwenden des Fundamentallemmas der Variationsrechnung liefert also

Op(Z,t) + div (p(Z, t)u(z,t)) = 0.

Diese Differentialgleichung erster Ordnung beschreibt das Prinzip der Mas-
senerhaltung und wird auch als Kontinuititsgleichung bezeichnet.

7.2.2 Impulsbilanz

Ausgangspunkt fiir die Impulsbilanz ist das zweite Newton’sche Gesetz,
nach welchem die Beschleunigung eines Korpers, bzw. die Anderung des
Impulses, durch einwirkende Krifte zustandekommt. Fiir die Anderung des
Gesamtimpules eines Ensembles von Fluidpartikeln ergibt sich hieraus

d

— p(Z, 1)il(Z, t)dT = / F(Z,1)dT + / (T, t)ds(Z).
dt Jy 4 V(1) oV (1)

Dabei ist f die Dichte der Volumenkrifte, z.B. f = —pge, im Falle der
Erdbeschleunigung, und ¢ die Dichte von Kontaktkréften.

Annahme 7.7 (Cauchy’scher Spannungstensor). Laut einer Hypothese
von Cauchy lassen sich die Kontaktkréifte in der Form

—

f(7,t) = S(T, )7(7, 1)

{iber einen Spannungstensor S(7, t) € R3*3 darstellen. Aus weiteren Uberlegungen
folgt, dass S = ST symmetrisch ist.

Mit dem Ausdruck fiir die Kontaktkrafte, dem Reynolds’schen Transport-
theorem und dem Gaufy’schen Integralsatz erhéilt man dann

/ Bu(p (. )i(#, ) + div (ol&, 1)il(Z. 1) @ il(.1))d
-
= / F(Z,1) + div S(Z, t)di.
1%
Dabei ist [4 ® 4;; = wju; und [div A]; = div 4;. = Zj Oz, Aij und wir

haben wie zuvor V' = V/(t) gesetzt. Die Gleichung ist komponentenweise

zu verstehen und (div S); = 23:1 0:,S;j erhdlt man durch Anwenden der
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7.3 Zustandsgleichungen und Materialgesetze

Divergenz auf die Zeilen von S. Das Fundamentallemma der Variations-
rechnung fiihrt schliellich auf die Differentialgleichung

8 (pil) + div (pi ® @) = f + div S,

wobei wir der Einfachheit halber die Argumente (Z,t) weggelassen haben.
Diese Gleichung beschreibt die Impulsbilanz in der Strémung.

7.2.3 Energiebilanz

Nach dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik éndert sich die Gesam-
tenergie eines abgeschlossenen Systems nur durch Zu- bzw. Abgabe von
Energie mittels Arbeit oder Warme. In Formeln lautet dies

d E(Z,t)di = / @z, t) - f(Z,t)dT + / i(Z,t) - t{Z, t)ds(Z)
() Vi(t) oV (t)

i )y
+ / s(T,1)dT — / (7, t) - 7(7, t)ds(T).
V() AV (t)

Dabei ist F(Z,t) die Energiedichte des Fluids, s(Z, t) die Dichte von Warme-
quellen und ¢(Z, t) die Dichte des Wéarmeflusses. Einsetzen der Cauchy’schen
Hypothese und Anwenden des Reynolds’schen Transporttheorems und des
Gaufy’schen Integralsatzes liefert fiir fixes Volumen V' die Bilanz

/ O E(T,t) + div (E(T, (T, 1))di
|4

— / A, t) - f(7t) + div (4, t) - S(@, 1)) d + / s(Z,t) — div @&, t)d.
.

v
Mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung erhédlt man hieraus

E +div (BEi) =@ - f+div (@-S) + s — div ¢

Diese Differentialgleichung driickt das Gesetz der Energieerhaltung aus.

7.3 Zustandsgleichungen und Materialgesetze

Die 143+41=5 Differentialgleichungen fiir die Massenerhaltung, Impuls-
und FEnergiebilanz beinhalten noch 143+6+1=11 unbekannte Funktio-
nen p, i, S und E. Um ein geschlossenes System, d.h., gleich viele Dif-
ferentialgleichungen wie unbekannte Funktionen, zu erhalten, miissen noch
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7 Grundgleichungen der Fluiddynamik

zusétzliche Beziehungen zwischen den Gréfien vorgeschrieben werden. Die-
se heiflen Zustandsgleichungen oder Materialgesetze.

7.3.1 Newton’sche Fluide

Wir bezeichnen mit D(@) = 1[Vi + (Vi) '] den Verzerrungsgeschwindig-
keitstensor, d.h., den symmetrischen Anteil des Geschwindigkeitsgradien-
ten. Aus Experimenten erhélt man in vielen Féllen den Zusammenhang

S =V —pl =2uD(@) + Ar D(@)I — pl.

Dabei sind V die viskosen Spannungen, p der Druck und A und g Materi-
alparameter. Weiters ist tr (4) = > . A;; die Spur der Matrix A und es gilt
tr (@) = div u; siehe Ubung. Der viskose Spannungstensor V héangt hier
linear vom Verzerrungsgeschwindigkeitsgradienten [D(«) ab. Man nennt ein
solches Medium ein Newton’schen Fluid.

7.3.2 ldeale Gase

Die Energiedichte in einem Fluid lasst sich mittels

-2
U
E:p%%—pe

stets in einen kinetischen und einen inneren Anteil aufteilen. Die Grofle e
heiflt spezifische innere Energiedichte. In einem idealen Gas gilt

p= ROp und e = .

Dabei ist R die Gaskonstante, 6 die Temperatur und ¢, die spezifische
Wiérmekapazitéit bei konstantem Volumen.

7.3.3 Fourier’'sches Gesetz

In vielen Experimenten kann man feststellen, dass der Warmefluss in etwa
proportional zum Temperaturgradienten ist, also

7= —krVe.

Das negative Vorzeichen besagt hier, dass in Ubereinstimmung mit den
Hauptsédtzen der Thermodynamik, Wéarme stets von hoher zu niedriger
Temperatur flieBt. Der Parameter s heifit Warmeleitfahigkeit und héngt
vom betrachteten Stoff und gegebenenfalls auch von der Temperatur ab.
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7.4 Modelle der Strémungsmechanik

7.4 Modelle der Stromungsmechanik

Zusammen mit den Materialgleichungen lassen sich aus den physikalischen
Grundgesetzen jetzt geschlossene Systeme von Differentialgleichungen fiir
bestimmte Situationen herleiten. Im Folgenden ein paar wichtige Beispiele.

7.4.1 Eulergleichungen der Gasdynamik

Wir betrachten die Stromung eines idealen nicht viskosen und nicht wérme-
leitenden Newton’schen Fluids. Es gilt also S = —pl, p = Rpf, e = ¢,0
und ¢ = 0. Weiters sei die Warmequelle s = 0. Dann erhélt man
Op + div (pi) =0
O(pt) + div (pu ® u + pl) =0
& E + div (Z(E +p)) = 0.

Dieses System von fiinf Differentialgleichungen beschreibt die Erhaltung

von Masse, Impuls, und Energie. Mittels £ = p@ + pe und obigen Zu-
standsgleichungen kann man Druck und innere Energiedichte durch p, u
und FE ausdriicken. Man erhélt dann ein geschlossenes System mit fiinf
Differentialgleichungen fiir fiinf unbekannte Funktionen.

7.4.2 Navier-Stokes Gleichungen

In der Stromungsmechanik wird héaufig der folgende Begriff verwendet.

Definition 7.8. Sei ¢ : R? x R — R. Dann heifit
D . L .
EW”’ t) = 0r(Z,t) + u(Z,t) - Vo(Z,t)

materielle oder auch konvektive Ableitung von ¢. Wie zuvor bezeichnet 4
wieder das Geschwindigkeitsfeld der betrachteten Strémung.

Hiermit lassen sich Massen- und Impulsbilanz nun kompakt formulieren als

D - D_ -
5P = —pdiv 4 und pEU—fﬂLle S.

Die genaue Herleitung der Gleichungen wird in der Ubung diskutiert.
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7 Grundgleichungen der Fluiddynamik

Bemerkung 7.9. Die Stromung eines Fluids heifit inkompressibel, falls
div 4(Z,t) =0

gilt. Diese Beziehung beschreibt, dass ein fixes Ensemble von Fluidparti-
keln stets das gleiche Volumen belegt; siche Ubung. Da man ohne Weiters
annehmen darf, dass p > 0 gilt, ist diese Gleichung dquivalent zu

D

— =0
Dtp Y

was aus dem Transporttheorem und der Massenerhaltung folgt; siehe Ubung.

Bemerkung 7.10. Fiir ein inkompressibles Newton’sches Fluid lassen sich
die Bilanzgleichungen fiir Masse und Impuls umschreiben in

f+ uAi — Vp,
0,

p(Oti + 1 - V)
div @

wobei [4-Viu]; = @-Vu; und [Ad); = Aw; ist. Wir haben weiters verwendet,
dass 2div (D(@)) = A ist, falls div @ = 0; siche Ubung. Die obigen
Gleichungen heiflen inkompressible Navier-Stokes Gleichungen.

7.4.3 Warmeleitung

Wir betrachten noch die Warmeleitung in einem ruhenden idealen Fluid,
d.h., @ = 0 und e = ¢,0. Aus der Bilanzgleichung fiir die Energieerhaltung,
der Massenerhaltung und dem Fourier’schen Gesetz ergibt sich dann

pCy0t = div (kVO) + s. (7.1)

die Herleitung wird wieder in der Ubung besprochen. Diese Gleichung heifit,
inbesondere fiir den Fall ¢, = p = k = 1, die Wéarmeleitungsgleichung.
Falls sich die Temperaturverteilung in der Zeit nicht &ndert, so gilt

—div (kVE) = s. (7.2)

Die Gleichung heif3t “Poissongleichung” und beschreibt die stationére Tem-
peraturverteilung in einem ruhenden homogenen warmeleitenden Medium.
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7.5 Aufgaben

Ausblick

In den folgenden Abschnitten diskutieren wir Losungstechniken und Ei-
genschaften von Losungen fiir einige wichtige lineare partielle Differenti-
algleichungen erster und zweiter Ordnung, welche sich als Spezialfélle aus
den Gleichungen dieses Abschnitts ergeben. Mit den vorgestellten Techni-
ken lassen sich aber auch mathematische Modelle fiir eine Reihe anderer
physikalischer Phénomene herleiten. Beispiele findet man in den Ubungen
und diversen Vorlesungen in den Ingenieurwissenschaften.

7.5 Aufgaben

Aufgabe 7.1. (a) Sei p: RY = R and @ : R? — R? stetig differenzierbar.
Zeigen Sie, dass
div (pu) = pdiv 4 + 4 - Vp.
(b) Zeigen Sie, dass fiir p € C1(R?) gilt
div (pl) = Vp.

Hierbei ist I die Einheitsmatrix der entsprechenden Grofie und der Diver-
genzoperator ist zeilenweise anzuwenden.

Aufgabe 7.2 (Green’sche Formeln). Sei Q € RY ein beschriinktes Ge-
biet mit hinreichend reguldrem Rand. Leiten Sie mit Hilfe des Gauf3’schen
Integralsatzes und obiger Aufgabe folgende Identitdten her.

—

(a) /Q Vu(Z) - (T)dT = — /Q w(Z)div ¥(Z)dT + / w(Z)p(T) - 7(Z)ds(T)

o0

(b) /QVu(f)-Vv(:f)df:—/Qu(f)Av(f)der/ () Opv () ds(T).

o0

Dabei sind u,v € C1(Q) und v el (©)? hinreichend regulér angenommen,
sodass alle Ausdriicke Sinn machen.

Aufgabe 7.3. Die Funktionen p,p: R x R - R und 7 : R x R — R4
seien stetig differenzierbar. Stellen Sie die Impulsgleichung

O¢(pu) + div (pu ® U + pl) =0

komponentenweise dar, also in der Form 0;(pu;) 4+ ... =0
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7 Grundgleichungen der Fluiddynamik

Aufgabe 7.4. Wir betrachten die Erhaltunggleichungen fiir Masse und
Impuls in einem Newton’schen Fluid ohne Reibung (Viskositét)

Op + div (pi) =0
O (pui) + div (pu ® © + pl) = 0.
Schreiben Sie die zweite Gleichung mit Hilfe der ersten um in
poi + p(u - V)i + Vp = 0.

Aufgabe 7.5. Leiten Sie aus den Bilanzsgleichungen fiir Masse, Impuls,
und Energie in Abschnitt [7.2] das folgende System von Gleichungen her

Op + div (pu) = 0,
p(O4il + @ - Vi) = f +div S,
p(Oe +1u-Ve)=Viu:S—div i+ s.
Hier ist A: B = ZZ ; A;;B;; die doppelte Kontraktion fiir Tensoren.

Aufgabe 7.6. Leiten Sie aus Massen- und Impulsbilanz die beiden Glei-
chungen

D D
P = —pdiv @ pﬁtﬁ: f+divS

her. Dabei ist D%v = 0w + u(-V)v die materielle Ableitung.
Aufgabe 7.7. (a) Fiir A € R4 gilt tr (A) = > i Aii. Zeigen Sie, dass
tr (D(@)) = div «.

(b) Sei i : R? — R? zweimal stetig differenzierbar und div @ = 0.
Zeigen Sie, dass dann

2div D(u) = Aud.

Aufgabe 7.8. Leiten Sie mit Hilfe von Aufgabe [7.6] und die inkom-
pressiblen Navier-Stokes Gleichungen her.

Aufgabe 7.9. Die gesamte Warmemenge im Volumen V zur Zeit ¢ sei
gegeben durch Qv (t) = fV copd (T, t)dz. Weiters sei q(x,t) = —kVO(Z, 1)
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7.5 Aufgaben

der Warmefluss durch Wirmeleitung laut Fourier’schem Gesetz und s(x, t)

eine Warmequelldichte.

(a) Leiten Sie aus dem Erhaltungsprinzip “Anderung der Wirmemenge =
Warmezu- minus -abfluss plus Eintrag durch Warmequellen” eine Integral-

bilanz fiir die zeitliche Anderung von @Qy-(t) her.

(b) Uberfithren Sie die Bilanzgleichung mit dem Gauf’schen Integralsatz

und dem Fundamentallemma der Variationsrechnung auf die Warmeleitungsgleichung.

Aufgabe 7.10. Wir betrachten Massen- und Impulserhaltung fiir ein idea-
les nichtviskoses Fluid, vgl. Aufgabe [7.4 Weiters nehmen wir an, dass

p(Z,t) = po+ p1(Z,t)  und  U(Z,t) =up(Z,t) + U1 (T, t)

mit Konstanten pg = O(1), 1y = 0, welche den Ruhezustand beschreiben,
und kleinen Anderungen py(#,t) = O(e) und @1(Z,t) = O(e). Dariiber
hinaus nehmen wir an, dass die Temperatur konstant ist, woraus p = ¢?p
mit konstanter Schallgeschwindigkeit ¢ folgt.

(a) Leiten Sie durch Vernachldssigung von Termen hohrerer Ordnung in €
die folgenden Gleichungen der (linearen bzw. linearisierten) Akustik her

1 ) 5
g&tp + div (,O()ul) =0
8t(p0171) + Vp=0.

(b) Uberfiihren Sie das System auf die Wellengleichung

1
—Qattp = Ap.
&

Aufgabe 7.11. Eine Stromung heifit rotationsfrei, wenn rot « = V xu = 0
gilt. Begriinden sie die folgenden Zusammenhénge:

(a) Sei @ rotationsfrei auf der einfach zusammenhéngenden Menge V. Dann
gibt es ein Potential ¢, sodass @ = —V¢.

(b) Zeigen Sie, dass eine eine inkompressible rotationsfreie Stromung durch
die Laplacegleichung —A¢ = 0 beschrieben wird.

Hinweis zu (a): dies wurde im Kontext der Wegunabhéngigkeit von Kur-
venintegralen in VL. Mathematik MB disktuiert.

Aufgabe 7.12. Sei V/(t) das Volumen, dass durch eine Menge von Parti-
keln, die sich mit Geschwindigkeit «(Z,t) bewegen, eingenommen wird.
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7 Grundgleichungen der Fluiddynamik

(a) Interpretieren Sie die Gleichung % fV( 9 1dz = 0.
(b) Leiten Sie aus (a) die Inkompressibilitdtsbedingung div (%, t) = 0 her.
(c) Folgern Sie aus (b) und der Massenerhaltung %p(f, t) = 0.
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8 Harmonische Funktionen

Die homogene Poissongleichung
—Au =0 (8.1)

heiflit auch Potential- oder Laplacegleichung und ihre Losungen heiflen
harmonische Funktionen. Wir werden in diesem Abschnitt sehen, dass
solche Funktionen viele interessante Eigenschaften besitzen.

8.1 Losung auf dem Einheitskreis

Wir betrachten das Randwertproblem

—Au=0 in Q, (8.2)
u=gq auf 0€2,

auf dem Einheitskreis Q = B1(0) := {# € R? : |7 < 1}. Durch Trans-
formation auf Polarkoordinaten lasst sich dieses Problem auch schreiben

als
0t(r,0) + 101, 0) + H0p(r8) =0 Q@ (84)
o(1,6) = h(¢)  aufT. (8.5)
wobei wir die Subsitution (z, y) := (r cos ¢, sin ) und
o(r, ) ‘= u(r cos , rsin ), Q= 1[0,1) x [0,27),
h(9) = glcos 6,sin @), D= {1} x [0,2r),

verwendet haben; sieche Ubung. Zusétzlich wurde das Vorzeichen gedreht.
Das Gebiet () hat nun Tensorprodukt-Struktur und die Losung zum Pro-
blem (8.4)—(8.5) kann mit “Trennung der Variablen” gefunden werden.
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8 Harmonische Funktionen

Bemerkung 8.1. Nach Definition der Funktionen v und h miissen diese
offensichtlich 27-periodisch in ¢ sein, d.h., insbesondere muss

v(r,0)

h(0)

v(r, 2m) und dyv(r,0) = Jyv(r, 27), :
h(2) und h'(0) = h'(27) (8.7)

gelten. Falls u klassische Losung ist, muss daraiiber hinaus u(0,0) = v(0, ¢)
beschréinkt bleiben! Diese Bedingungen sind “versteckte Randbedingun-
gen”, die wir im Weiteren auch beriicksichtigen miissen.

Die Berechnung der Losung kann jetzt in bekannter Weise erfolgen.

Schritt 1 (Produktansatz). Wir suchen zunéchst nach speziellen Losungen
der Form v(r, ¢) = R(r)®(¢). Einsetzen in (8.4) fithrt auf

PRI+ rR(r) _@"(9)
R(1) 2(0)

Durch Splitten der beiden Gleichungen und Verwendung der oben erwahnten

= \ = const.

“versteckten Randbedingungen” erhélt man

r2R"(r) +rR'(r) R(r), mit R(0) < oo,
—®"(¢) = A\D(¢), mit ®(0) = ®(27) und ®'(0) = &'(27).

Das zweite Problem hat fiir \,, = n?, n > 0, die periodischen Losungen
do(p) = ag und ®,,(¢) = ap cos(ng) + by sin(ng), n e N.

Die erste Gleichung ist eine “Euler’sche Differentialgleichung” und die ent-
sprechenden Losungen fiir A, = n?, n > 0, lauten

Ro(r) = ¢ + dplog(r) und Ry(r)=cyr"+dpr™", nelN.

Da die Losungen bei » = 0 beschrankt bleiben sollen, muss dy = d,, = 0
gelten. Als Losungen fiir (8.4)—(8.5)) in Produktgestalt erhalten wir also

vo(r, @) = ag und
Un(r, @) = r"[ay cos(nd) + by sin(neg)], n > 1.

Nach Konstruktion werden auch die “versteckten Randbedingungen” erfiillt.
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8.2 Poisson-Formeln und Mittelwertsatz

Schritt 2 (Superposition). Als Ansatz fiir die Losung zu (8.4)—(8.5)
verwenden wir nun wie gehabt Linearkombinationen der Form

(0. ¢]
v(r, @) = % + Z r"ap cos(ng) + by, sin(ne)].
n=1
Der Faktor 1/2 im ersten Glied erleichtert spéter die Berechnung der Fou-
rierkoeffizienten. Falls die Koeffizienten hinreichend schnell abfallen und
somit die Reihe schnell genug konvergiert, kann gliedweise differenziert
werden und v ist nach Konstruktion Losung zu (8.4)) und erfiillt zusétzlich

die versteckten Randbedingungen (8.6)—(8.7). Weiters bleibt v bei r = 0
beschréinkt. Einsetzen in (8.5) fiihrt dann auf die Gleichung

h(¢) =v(1,¢) = % + Z an, cos(ng) + by, sin(ng).
n=1

Dies ist die “normale” Fourierreihe fiir die 27-periodische Funktion A und
die entsprechenden Fourierkoeffizienten lassen sich berechnen durch

27 2w
ap = l/ h(¢) cos(ng)dep und by, = l/ h(¢) sin(ng)de;
0 0

™ (0

sieche Ubung und vergleiche mit VL Mathematik MB. Einsetzen der Koef-
fizienten in den Reihenansatz und wu(r cos ¢, rsin ¢) = v(r, ¢) liefert dann
die Losung zum Dirichletproblem (8.2)—(8.3)) in Polarkoordinaten.

8.2 Poisson-Formeln und Mittelwertsatz

Aus der Fourierreihendarstellung der Losung in Polarkoordinaten lassen
sich folgende Darstellungen fiir die Losung von (8.2)—(8.3)) herleiten.

Satz 8.2 (Poisson’sche Formeln). Sei g stetig. Dann ist die Losung u zu
Problem (8.2)(8.3) auf dem Einheitskreis Q = By(0) gegeben durch

: (1- 7”2) o h(¢') /
— de'.
u(r cos ¢, rsin @) o . 1—2rcos(g— &) + 12 ¢
Die entsprechende Darstellung in kartesischen Koordinaten lautet

— 2 2
w(,y) = & ( ,y)\/K 9" y) ds(z' o)

2 vy)=1 (@ =2y =y
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8 Harmonische Funktionen

BEWEIS. Fiir eine direkte Herleitung aus der Fourierreihendarstellung sei
auf das Buch von Strauss verwiesen. Im néchsten Kapiel liefern wir noch
einen alternativen Beweis mit Hilfe der Green’schen Funktion. ]

Aus der Poissonformel ergeben sich sofort weitere Eigenschaften der Losung.

Satz 8.3 (Mittelwertsatz).
Sei v harmonisch auf R?. Dann gilt fiir alle # € R? und alle R > 0

1 1

u(7) u(@)ds(y) =

) 2
2n R )z =R TR iz g<r

BEWEIS. Wegen Translationsinvarianz des Laplace Operators, kann man
nach Verschiebung des Koordinatensystem # = (0,0) annehmen; siehe
Ubung. Fiir R = 1 folgt die erste Aussage dann sofort aus der Poissonfor-
mel. Die Formel fiir andere Radien R lédsst sich durch Substitution finden.
Mit Transformation auf Polarkoordinaten folgt weiters

R pr2n
/ u(z,y)d(x,y) = / / u(r cos ¢, rsin @) rdodr = ().
|(zy)|[<R 0 Jo

Fiir das innere Integral kann man die erste Aussage verwenden und erhélt
R
(x) = / 27ru(0,0)dr = 7R*u(0,0),
0

was genau die zweite Behauptung fiir den Fall ¥ = (0,0) war. ]

Bemerkung 8.4. Der Wert u(7) lésst sich also durch Mittelwerte von u auf
Kreisen rund um & bestimmen (=sphérische Mittel). Falls v nur auf einer
offenen Menge © C R? harmonisch ist, dann gilt die Aussage sinngemif
ebenso; hier muss man allerdings fordern, dass die Radien R hinreichend
klein sind, damit die entsprechenden Kreise zur Génze in €2 liegen.

Aus der Poissonformel kann man weiters ablesen, dass harmonische Funk-
tionen stets beliebig oft differenzierbar sind.

Satz 8.5 (Differenzierbarkeit). Sei Q0 C R? offen und u stetig und harmo-
nisch auf 2. Dann ist u in Q beliebig oft stetig differenzierbar.

BEWEIS. Sei # € Q und B(¥) = {# € R? : |§ — &| < ¢} ein kleiner Kreis
um 7, sodass B.(Z) C . Dann folgt die Aussage durch Differenzieren der
zweiten Poissonformel. Beachte: der Nenner ist stets grofler als Null. [
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8.3 Dreidimensionaler Fall

8.3 Dreidimensionaler Fall

Der Mittelwertsatz fiir harmonische Funktionen gilt auch in allgemeinen
Raumdimensionen. Wir demonstrieren dies fiir den Fall d = 3.

Satz 8.6 (Mittelwertsatz). Sei  C R3 offen und u stetig und harmonisch
auf €2. Dann gilt fiir alle ¥ €  und R > 0 hinreichend klein, dass

1 3
r) = y)ds(y) = y)dy.

Der Wert u(Z) lasst sich also wieder durch geelgnete Mittelwerte iiber

Kugeln oder Kugeloberflachen beschreiben.

BEWEIS. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit diirfen wir wieder £ = 0
annehmen; siehe oben. Wir transformieren nun mittels

(x,y,2) = (rcos¢sinb, rsin¢sin b, rcosf) und
v(r, ¢,0) = u(rcos ¢sin b, rsin ¢gsin, rcosb).
auf Kugelkoordinaten. Dann gilt fir 0V = {Z: |Z| = R} C (), dass
Onu(x,y, z) = 0v(R, ¢, 0) fir alle (z,y,2) € V.

Mit Gaufy’schem Integralsatz bzw. Green’scher Formel, folgt weiters

0= /V Au(Z)dE = /a Vanu(f)ds(f).

Durch der Substitution auf Kugelkoordinaten und mit der entsprechenden
Transformationsregel fiir Integrale folgt somit

2
O:i o] / / Orv(r, ¢, 0)r 2 sin 0dOd ¢
re |Z|=r

” in 0d0do = d (1 ¥)ds(x
/ (r,¢,0) r? sin gb—% ﬁ/‘f’_ru(az) s(Z) | .

Somit ist -5 flflzr u(2)ds(¥) = ¢ unabhéngig von r. Hieraus folgt weiters

5 u(x)dx = u(x)ds(Z)dr
47TR3 |f‘SR 47TR3

2
dr = —.
" AnR3 /0 aar= 477
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8 Harmonische Funktionen

Somit ist auch der Mittelwert von u iiber Kugeln mit Radius R konstant.
Da u stetig ist, konvergiert der Mittelwert mit R — 0 gegen u(0), woraus
man ¢ = 47u(0) erhélt. Hieraus folgen dann die Behauptungen. O]

Die Argumentation, die im Beweis verwendet wurde, lasst sich in allgemei-
nen Raumdimensionen anwenden und der Wert u(Z) einer harmonischen
Funktion lasst sich entsprechend stets iiber sphérische Mittel ausdriicken.

8.4 Das Dirichlet’sche Prinzip

Zum Abschluss zeigen wir noch eine Charakterisierung von harmonischen
Funktionen, die eine physikalische Interpretation zulésst. Sei Q C R? offen
und beschrankt. Jeder hinreichend glatten und beschrankten Funktion w

1
:—/ V() |>dz
2 Q

zu. Mit elementaren Rechnungen erhélt man nun folgendes Resultat.

auf 2 ordnen wir die Energie

Satz 8.7 (Dirichlet-Prinzip).
Sei u harmonisch auf Q und stetig auf Q mit u(&) = g(&) auf 9.
Dann ist E(u) < E(w) fiir alle w € C1(Q)NC(Q) mit w(z) = g(Z) auf 0.

Unter allen hinreichend glatten Funktionen mit denselben Randwerten be-
sitzt also die entsprechende harmonische Funktion die minimale Energie.

BEWEIS. Sei z = w — u. Dann gilt
Ew)=FEu+z) = / 1V (u (2))2dz
= F(u) + /QVU T)Vz(2)dz + E(z).
Mittels Green’schen Formeln sieht man weiters, dass

/Q Vu(T)V2(T)dT = — /Q Au(T)2(Z)dT + / Opu(T)2(7)ds (7).

[9)9]

Der erste Term verschwindet, da u harmonisch ist; der zweite fallt weg, da
2(Z) = w(Z) — u(Z) = 0 auf 9. Mit E(z) > 0 folgt die Behautpung.  [J
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Bemerkung 8.8. Ganz dhnlich kann man zeigen, dass die Lésung zu

—Au=f in €,
u=yg auf 0€),

die entsprechende modifizierte Energie
1
Er(w) == [ |Vw(@)|dZ — | f(&)w(Z)dT
2 Q Q

unter allen Funktionen mit denselben Randwerten minimiert; siehe Ubung.

Bemerkung 8.9. Es lésst sich auch die Umkehrung zeigen: Eine Funktion
w, welche die Energie minimiert, die Randbedingungen erfiillt und hinrei-
chend regulér ist, muss auch Losung des entsprechenden Poissonprolems
sein. Unter recht allgemeinen Bedingungen an €2, f und g ldsst sich nun
zeigen, dass eine minimierende Funktion tatéchlich immer existiert, und
zwar im Raum H'(Q) = {w : @ — R : [, [Vw(Z)]* + |w(D)|?dZ < oo}.
Falls die Funktion nicht zweimal stetig differenzierbar ist, nennt man sie
eine “schwache Losung” zum entsprechenden Poissonproblem.

8.5 Aufgaben
Aufgabe 8.1. Sei v(x,y) = u(r + a,y + b). Zeigen Sie, dass
Av(z,y) = (Au)(z + a,y + b)

gilt. Der Laplace-Operator ist also invariant unter Verschiebung des Koor-
dinatensystems (=Translationsinvarianz).

Aufgabe 8.2 (Laplace Operator in Polarkoordinaten).

Sei v(r, ¢) = u(r cos ¢, rsin @) = u(x,y). Driicken Sie Au(z,y) als Funktion
von v und seinen Ableitungen aus.

Hinweis: Die Identitét v(r, @) = u(r cos ¢, r sin ¢) mit Hilfe der Kettenregel
nach r und ¢ differenzieren und das Ergebnis geeignet umstellen.

Aufgabe 8.3. Zeigen Sie, dass der Laplace-Operator in R? auch invariant
unter Rotations des Koordinatensystems ist.
Hinweis: Formulieren und beweisen Sie das Ergebnis in Polarkoordinaten!
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8 Harmonische Funktionen

Aufgabe 8.4 (Laplace-Operator in Kugelkoordinaten).

Sei v(r,¢,0) = wu(rcos¢sind, rsin¢gsind, rcosf). Stellen Sie Au(zx,y, 2)
durch entsprechende Ableitungen von v nach r, ¢ und 6 dar.

Hinweis: Vergleiche mit Aufgabe [8.2]

Aufgabe 8.5. Sei F' : (r,¢,0) — (rcos¢sinf,rsin¢sind, rcosf) und
Q = [0, R] x [0, 27] x [0, 7] gegeben. Bestimmen Sie B = F'() und driicken
Sie dann mit Hilfe der Transformationsregel fiir Integrale

[ atiriz= [ urlde DF@Ii7
F(Q) Q

das Integral fB u(Z)dZ als Integral von v(r, ¢, ) iiber @ aus.

Aufgabe 8.6. Bestimmen Sie die allgemeine Losung zu
r*R"(r) + rR'(r) = n*R(r), n > 0.

Hinweis: Fiir jedes fixe n hat man (nach Umstellen) eine lineare homogene
gewohnliche Differentialgleichung. Die allgemeine Losung lésst sich also in
der Form R, (r) = apun(r) + byu,(r) finden, wobei {uy,v,} ein entspre-
chendes Fundamentalssystem ist. Fiir n = 0 kann man dann direkt Losen.
Fiir n > 1 kann man den Potenzreihen-Ansatz w(r) = >, wyr® probieren.

Aufgabe 8.7. Sei v harmonisch auf R?. Leiten Sie mit Hilfe des Mittel-
wertsatzes folgende Aussagen her:

(i) Fiir alle Z € R? und R > 0 gilt u(%) < max|;_z<g U(Y)-

(i) Aus u(¥) = max;_z<p u(y) folgt u(Z) = const. auf {y: |[§ — 7| < R}.
Aufgabe 8.8. Sei f(x,y) = sin(z) cosh(y) gegeben.

(i) Zeigen Sie, dass f auf R? harmonisch ist.

(ii) Berechnen Sie fo W<l f(z,y)d(z,y).

Aufgabe 8.9. Beweisen Sie den Mittelwertsatz in R? mittels der Technik
aus dem Beweis zum Satz R.6

Aufgabe 8.10. Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet und v € C?(9Q) klas-
sische Losung zum Poissonproblem

—Au=f in €,
u=gq in €.
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Zeigen Sie, dass u unter alle Funktionen w € C'*(Q) mit denselben Rand-
werten w = g auf 0f) die modifizierte Energie

/]Vw |d:c—/f:1? (¥)d

minimiert, dass also also Er(u) < Er(w) gilt.
Hinweis: Vollig analog zum Beweis des Dirichlet’schen Prinzips.

Fazit: Eine regulédre Losung des Poissonproblems ist also stets Minimierer
der entsprechenden modifizierten Energie. In den folgenden zwei Aufgaben
zeigen wir, dass auch die Umkehrung gilt.

Aufgabe 8.11. Die Funktion u € C?(Q) erfiille die Randwerte v = ¢ auf
0 und minimiere die modifizierte Energie E¢(w) unter allen reguldren
Funktionen mit w = g auf 0€2. Zeigen Sie, dass dann

Léwmmuaﬁzlﬁgma

fiir alle z € C2(Q) mit z = 0 auf 9Q gelten muss.
Hinweis: Sei J(t) := Ef(u + tz). Dann muss 2.J(0) = 0 gelten! Benutzen
Sie dies, um die Aussage zu beweisen.

Aufgabe 8.12. Sei v € C?*(Q) mit u = g auf 9Q und es gelte

l/vm dm—/ff (#)d(7) (8.8)

fiir alle z € C%(Q) mit z = 0 auf 9. Begriinden Sie, dass dann
—Au(z) = f(2) fiir all ¥ € Q

gelten muss. Hinweis: Vgl. Fundamentallemma der Variationsrechnung.

Fazit: Ein hinreichend reguldrer Minimierer der modifizierten Energie E
ist also auch Losung des entsprechenden Poissonproblems.
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9 Fundamentallosung und Green’sche
Funktion

In diesem Abschnitt leiten wir eine Darstellung fiir die Losung des Pois-
sonproblems her, welche die Poisson’sche Formel als Spezialfall enthélt.

9.1 Fundamentallésung

Wir betrachten im Folgenden das Poissonproblem
—Au=f in R?
im ganzen Raum R? der Dimension d = 2 oder d = 3.

Satz 9.1. Die radialsymmetrische Funktion

1 "
—5=log|Z], d=2,
() =< "
@ {11 s

praEE
hei3t Fundamentallésung zum Laplace-Operator in Dimension d = 2, 3.
Sie besitzt die folgenden elementaren Eigenschaften.

(i) Fiir alle @ # 0 ist ®(Z) beliebig oft differenzierbar.

(ii) Es gilt Az® (7 — y) = 0 fiir alle & # ¢/, wobei nach & abgeleitet wird.
(iii) fmge O (7)dZ — 0 und f|f|:e O (7)ds(Z) — 0 mit € — 0.
(iv) fmq On®(¥)ds(¥) =1 fir alle € > 0 mit 77 = —‘%.
BEWEIS. Zur Veranschaulichung zeigen wir (iiia) im Fall d = 3. Transfor-
mation auf Kugelkoordinaten liefert

‘11
/ O(7)dZ =4r | —-r’dr =€*/2 -0 mit e — 0.
|| <e 0

A r

Die restlichen Aussagen folgen ebenso relativ einfach durch Nachrechnen
und werden in der Ubung bewiesen. ]
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9 Fundamentallosung und Green’sche Funktion

Die Losung zum obigen Poissonproblem ldsst sich nun mit Hilfe der Fun-
damentallosung wie folgt in expliziter Form darstellen.

Satz 9.2. Sei f € C%(RY) und es gelte f(Z) = 0 fiir |Z] > R fiir ein R > 0
(d.h. f hat kompakten Tréger, supp(f) := {7z : f(Z) # 0} ist beschrinkt).
Dann ist die Funktion

)= [ 0@ =D

zweimal stetig differenzierbar und erfiillt —Au (%) = f(Z) fiir alle # € R,

BEWEIS. Da f(Z) fiir |£] > R verschwindet, gilt nach Substitution ¢ = ¥—2’
)= [ 0@ - e
Rd
= / O(2)f(7 — 2)dZ = / O(2)f(z — 2)dz.
Rd Z1<2R

Mit Satz folgt weiters, dass das uneigentliche Integral existiert; sieche
Ubung. Wir zeigen als Néchstes die Stetigkeit von u. Es gilt

u( ‘/MR (@ -2 - f— Daz
_/ () |f(F—2) — f(7— )| dz
Z1<2R

Die Funktion f(Z) ist stetig und daher auf der kompakten Menge || < R
gleichméBig stetig, d.h., | f(7—2)— f(y—2)| < c¢(|]Z—y]) — 0 mit |Z—y| — 0,
und zwar gleichméfig fiir alle relevanten ., 2. Da das Integral iiber ®
wegen Satz beschrankt ist, folgt hiermit

lu(Z) — u(y)| < /‘| ¢(2)dz e(|Z —y]) = 0 mit |[£—y|] — 0.
Z|<2R

In dhnlicher Weise folgt, dass 0y, u(Z) und Oy, u(7) stetig sind und

Dy u(T) = / B(Z) D0, [ (T — 2)dZ = / B(2)0s,., f(F — 7)dZ.
171<2R 171<2R
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Wir berechnen jetzt noch Au(Z). Nach obigen Uberlegungen gilt

Au(f):/ @(Z)Agf(f—z?)dZJr/ () Af (7 — 2)dZ
Z]<e

e<|Z|<2R
- (15) + (26)-

Da die Ableitungen von f beschrinkt sind, folgt mit Satz[9.1f(iii), dass der
erste Teil (1¢) mit € — 0 verschwindet. Fiir den zweiten erhélt man durch
Anwenden der Green’schen Formel

<%*i/ B()Af(F — 2)dZ
e<|Z]<2R

:_/ Vg@(Z)ng(f—Z)dEJr/ (20,2 f(T — 2)ds(2).
e<|Z]<2R

|Z]=e

Das Randintegral bei |Z] = R taucht nicht auf, weil f(z) = 0 fiir |Z| > R an-
genommen wurde und das verbleibende Randintegral verschwindet wegen
Satz [9.1](iii) ebenfalls mit € — 0. Nochmaliges Anwenden der Green’schen
Formel liefert fiir den verbleibenden Teil

@9=—/ VAO(IVf (T — F)dZ
e<|Z]<2R

:/ A0 (2) f(T — Z)dZ—/ On(2)P(2) f (T — 2)ds(2).
e<|Z|<2R

|Z]=€
Da A®(Z) = 0 fiir 7 # 0, verschwindet der erste Teil. Also folgt
@9=1A’m@mamwwa—A1@M@@w@—a—mmw@.
Z|=€ Z|=€
Da f stetig ist und das Integral iiber 0,® beschrankt ist, verschwindet der

zweite Teil fiir e — 0 und der erste liefert mit Satz [9.1](iv) gerade — f(Z).
Zusammenfasend erhalten wir also

Au(Z) = (1e) + (2¢) — —f(2) mit € — 0.
Hieraus folgt, dass —Au(¥) = f(Z) ist, also die letzte Behauptung,. O

Bemerkung 9.3. (i) Der Satz lasst sich auch unter schwéicheren Voraus-
setzungen an f beweisen, z.B., f stetig, stiickweise stetig differenzierbar
und beschrankt. Wir geben hierzu spéter noch genauer Auskunft.
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9 Fundamentallosung und Green’sche Funktion

(ii)) Da f beschrankt ist und kompakten Tréger hat, verhéilt sich u(Z)
fiir grofe # &hnlich wie die Fundamentallosung, z.B., |u(Z)| ~ 1/|Z| und
|0pu ()| =~ 1/|Z|? im Fall d = 3. Mittel Hilfe einer Energieabschitzung lisst
sich dann die Eindeutigkeit der Losung in der Klasse von Funktionen mit
diesem Abklingverhalten zeigen. Fiir d = 2 ist die Aussage etwas diffiziler;
siehe Ubung.

9.2 Darstellungssitze

Wir leiten jetzt eine &hnliche Formel fiir die Losung des Poissonproblems
—Au=f in ()

auf beschrinkten Gebieten Q C R?, d = 2,3 her. Hierzu verwenden wir

Satz 9.4 (Zweite Green’sche Formel). Sei Q C R? ein beschréinktes Gebiet
mit hinreichend regulirem Rand. Dann gilt fiir alle u,v € C%(Q)

/ u(Z)Av(Z) — v(Z) Au(T)dr = / u(Z)0pv(Z) — v(2)Opu(T)ds(T).
Q

0N

BEWEIS. Folgt durch zweimaliges Anwenden der Green’schen Formel. [
Mit dhnlichen Argumenten wie zuvor, erhalten wir jetzt folgendes Resultat.

Satz 9.5 (Darstellungsformel). Sei Q € RY, d = 2,3 beschrénktes Gebiet
mit hinreichend glattem Rand. Dann gilt fiir alle u € C?(Q) und alle & €

- / w100 (F — Pds() — / (@ — Ay
o0 Q

BEWEIS. Sei Be(7) = {y: |y — Z| < €} und Qc(Z) = Q \ Be(Z). Wir teilen
dann das letzte Integral auf in

/ O(7 - ) Au(F)di = / O(7 - ) Au(F)d7 + / 5(7 - P)Au(F)dy
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Wendet man die zweite Green’sche Formel mit v(y) = ®(7 — ¢) auf das
zweite Integral an, so erhalten wir

— (16) + (26) + (36) + (46)-

Da u beschrinkte Ableitungen besitzt, folgt mit Satz [9.1](iii)-(iv), dass
(1) = O und (4¢) — 0 mit € — 0. Da A®(X¥—7) = 0 fur y # £ ist (2¢) = 0.
Der dritte Term lasst sich schreiben als

(3.) = /| On® (7 — )u(@)ds () + /| Ou (& — )l ) —u(@)ds (7).

T—if|=¢ Ty|=e
Aufgrund der Stetigkeit von u verschwindet der zweite Term mit ¢ — 0.
Fiir den ersten erhélt man mit Satz(9.1|(iv) gerade u(Z). Also gilt

(%) = (1) + (26) + (3¢) + (4¢) = u(T) mit € — 0,
woraus die Behauptung folgt. []

Bemerkung 9.6. Sei ¥ =0 und Q2 = {¢: |y] < 1}. Dann gilt |y] = 1 und
ii(§) = ¢ auf 0Q. Fiir d = 2 erhiilt man hiermit ®(y) = —5 log|g] = 0
und 9,;» ®(y) = — 5 auf 0. Falls zusitzlich Au = 0 ist, dann liefert die
Darstellungsformel aus dem vorigen Satz

1 g
w0) =5 [ vt

Dies entspricht gerade dem Mittelwertsatz fiir harmonische Funktionen.

9.3 Green’sche Funktion

Die Darstellungsformel ist zum Losen des Poissonproblems

—Au=f in €, (9.1)
u=yg auf 012,
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9 Fundamentallosung und Green’sche Funktion

in dieser Form nicht wirklich anwendbar, da die zusétzliche Information
iiber die Neumann-Randwerte 0,u fehlt. Wir modifizieren die Fundamen-
tallosung jetzt einfach so, dass die entsprechenden Integrale wegtfallen. Zu-
vor zitieren wir noch ein tiefgehendes Resultat.

Satz 9.7. Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet mit hinreichend regulérem
Rand. Dann besitzt das Poissonproblem fiir holderstetige Daten g € C“(9N2)
und f € C%(Q) eine eindeutige klassische Losung v € C%(Q) N C(Q).

Der Beweis wiirde den Rahmen der Vorlesung bei Weitem sprengen; wir
verweisen hier auf das Buch von Gilbarg&Trudinger: Elliptic partial diffe-
rential equations of second order.

Bemerkung 9.8. Wegen Satz [9.7] existiert fiir 7 € €2 eine Losung wz zu
_Ay*?Ua‘:’(g) - 07 g € Qa
wz(y) = (@ —9),  yeo
Die modifizierte Fundamentallosung G(7; ¢) := ®(7—v) —wz(y) heiit dann
Green’sche Funktion zum Laplace-Operator auf dem Gebiet (2.

Die Green’sche Funktion besitzt die folgenden interessanten Eigenschaften.

Satz 9.9. (i) AyG(7;7) = 0 fiir alle  # 7 in Q.

(ii) G(z;y) = 0 fiir alle ¢ € 012.

(i) G(Z;y) = G(y;2) fur alle ¥ # y.

BEWEIS. (i) und (ii) folgen aus der Konstruktion und den Eigenschaften

der Fundamentallosung. Fiir (iii) siehe das Buch von Strauss. [

Mit Hilfe der Green’sche Funktion lédsst sich nun die Losung zum Poisson-

Problem (9.1))—(9.2)) wie folgt darstellen.

Satz 9.10. Sei Q C R? ein beschrianktes Gebiet mit regulirem Rand und
u € C%(Q) Klassische Losung zu (9.1)-(9.2). Dann gilt

u(@) = /Q G ) £ ()i — /8 )00 G (),

BEWEIS. Die Aussage folgt aus der Konstruktion der Green’schen Funktion
und dem Darstellungssatz iiber die Fundamentallosung; siehe Ubung. [
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9.4 Aufgaben

Fiir spezielle Gebiete, z.B. Kugeln oder Halbraume, kann man die Green’sche
Funktion angeben und man erhélt eine explizite Losungsdarstellung.

Bemerkung 9.11 (Green’sche Funktion auf Kugeln).
Sei Q = {i/: || < 1} die Einheitskugel im R?, d = 2,3. Dann ist
s Lo .oy T
G(@ ) = @@ —¢) — (2|7’ - §) mit &' = GE
die entsprechende Green’sche Funktion. Auf die Formel kommt man mittels
geometrischer Uberlegungen. Die Eigenschaften aus Satz lassen sich
relativ einfach iiberpriifen; siche Ubung. Im Fall d = 2 ergibt sich etwa

— = 1 — —| 1 = | = —|
G(T: ) = —5-log |7 — 71 + 5 log (17| — 71) .

Setzt man dies in Satz [9.10{ mit f = 0 ein, so folgt (siche Ubung)

— |72 T
i) =15 [ )

21 Jig=1 1T =9

Das ist gerade die Poisson’sche Formel fiir harmonische Funktionen; siehe
Abschnitt [§. Im Fall d = 3 erhélt man mit dhnlicher Rechnung

D e i j)
u(T) = ||/|ﬁ ﬁg<y)ﬁ|3dy;

A gi=1 |7 — g

dies ist die Verallgemeinerung der Poissonformel auf drei Dimensionen.

9.4 Aufgaben

Aufgabe 9.1. Finden Sie durch Transformation auf Polar- bzw. Kugelko-
ordinaten die allgemeine radial-symmetrische Losung w(|Z]) zur Laplace-
Gleichung Au = 0 in RY fiir d = 2 und d = 3.

Aufgabe 9.2. Zeigen Sie die Aussagen von Satz fiir die Fundamen-
tallosung ® in Dimension d = 2 und d = 3.

Aufgabe 9.3. Zeigen Sie folgende Sachverhalte:
(i) Fir u(Z) := &(Z — 7)) gilt Au(a‘:’) = 0 fiir alle ¥ # v.

(i) Fir d = 2,3 gilt f (y)dy < Cp fiir geeignete Konstante Cp.

<2r ®
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9 Fundamentallosung und Green’sche Funktion

Aufgabe 9.4. Leiten Sie aus der (ersten) Green’schen Formel die zweite
Green’sche Formel aus Satz [0.4] her.

Aufgabe 9.5. Leiten Sie aus der Definition der Green’schen Funktion die
Eigenschaften (i) und (ii) in Satz (9.9 her.

Aufgabe 9.6. Bestimmen Sie mittels der Vorschrift

z

G(#:g) = o(F —§) — (7|7 — 7)) mit = 72

die Green’schen Funktionen fiir den Einheitskreis und die Einheitskugel.

Aufgabe 9.7. Zeigen Sie, dass die Green’schen Funktionen aus Aufga-
be 0.6 jeweils die Eigenschaften aus Satz [0.9 erfiillen.

Aufgabe 9.8. Zeigen Sie, dass die Funktion wg(%) := ®(|Z|(z" — %)) mit

i’ = #/|Z)? die eindeutige Losung zum Randwertproblem

—Aug(7) = fir |7 < 1
ug(7) = ®(7 — ) fur |Z] =1

ist. Betrachten Sie hierzu die Félle d = 2 und d = 3 separat.

Aufgabe 9.9. Leiten Sie aus der Losungsformel von Satz die Pois-
son’sche Darstellungsformel

L 1—a) ul@) oo
u(r) = ds(v)
/ j

2 7l=1 |7 — g

fiir harmonische Funktionen v auf dem Einheitskreis her.

Aufgabe 9.10. Leiten Sie aus der Losungsformel von Satz die Pois-
son’sche Darstellungsformel

P @)
— d
u(@) = =1 /‘y e

fiir harmonische Funktionen u auf der Einheitskugel her.
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10 Warmeleitung revisited

Wir erweitern jetzt unsere Betrachtungen fiir die eindimensionale Wéarme-
leitungsgleichung auf den mehrdimensionalen Fall. Wie wir sehen werden,
lassen sich praktisch alle Resultate aus Kapitel |5| fast wortlich tibertragen.

10.1 Maximumprinzip

Wir betrachten zunéchst die einfache Warmeleitungsgleichung
u — Au = f, xef, t>0, (10.1)

auf einem beschrinkten Gebiet Q € R?. Fiir einige der Resultate fordern
wir zusétzliche Rand- und Anfangsbedingungen

u=g r e, t>0, (10.2)
u = ug re, t=0. (10.3)

Zur Erinnerung. Als klassische Losung des obigen Problems bezeichnet
man eine Funktion u : Q x [0,00) — R, die hinreichend regulir ist, sodass
alle Gleichungen punktweise Sinn machen und erfiillt sind.

Mit dhnlicher Argumentation wie in einer Raumdimension oder bei der
Poisson-Gleichung lassen sich folgend Aussagen zeigen.

Satz 10.1 (Maximum-Prinzip).

(i) Sei u eine klassische Losung zu (10.1]) auf Q x [0,7] mit f < 0. Dann
nimmt v sein Maximum bei ¢ = 0 oder am Rand 0} an.

(ii) Ist f > 0, dann nimmt u sein Minimum bei ¢ = 0 oder auf 0f) an.

BEWEIS. Analog zum eindimensionalen Fall; siehe Ubung. []

Mit denselben Argumenten wie in einer Dimension erhélt man auch sofort
wieder einige wichtige Folgerungen aus dem Maximumprinzip.

81



10 Warmeleitung revisited

Satz 10.2 (Folgerungen aus dem Maximumprinzip).

(1) Positivitit/Negativitét: Ist u Losung zu (10.1)—(10.3)) mit f > 0, ug > 0
und g > 0, dann ist u > 0. Ist f <0, ug < 0 und g <0, dann u < 0.

(ii) Vergleichsprinzip: Seien u!, u? Losungen von — mit Daten
1> f2 u(l) > u% und g' > ¢%. Dann gilt u! > 2 fiir alle Z € Q und t > 0.
(iii) Eindeutigkeit: Es gibt max. eine klassische Losung zu ([10.1))—(10.3)).
(iv) Stabilitét: Die Losung zu (10.1)—(10.3) ldsst sich abschétzen durch

luloc.0r < C(Ifloor + I9lloc,sr + Iluollo)

wobei Qp = Q x [0,T] und Sy = 9 x [0, T fiir T > 0 ist.
Wie zuvor bezeichent ||v]|oo ar = supyeps [v(y)] die Maximumsnorm.

BEWEIS. Vergleiche Kapitel |5 und sieche Ubungen. ]

Bemerkung 10.3. Alternativ lasst sich die Eindeutigkeit von Losungen
zur Warmeleitungsgleichung auch mit Hilfe von Energieabschétzungen zei-
gen; vergleiche mit Kapitel |5 und siehe Ubung.

Bemerkung 10.4. Unter relativ allgemeinen Bedingungen an das Gebiet
und die Daten lasst sich auch die Existenz einer Losung beweisen; siehe das
Buch von Friedman: Partial differential equations of parabolic type. Auf
einfachen Gebieten werden wir spéter die Losungen wieder explizit mittels
Trennung der Variablen konstruieren.

10.2 Trennung der Variablen

Wir zeigen jetzt mit “Trennung der Variablen”, dass die Losung der Warme-
leitungsgleichung zumindest auf einfachen Gebieten tatséchlich existiert.
Sei im Folgenden © = (0,1)? das Einheitsquadrat. Wir betrachten hierzu

das Anfangs-Randwertproblem ((10.1)—(10.3)) mit f = 0 und g = 0.

Schritt 1: Wir suchen zunéchst nach speziellen Losungen in der Form eines
Produkts u(x,y,t) = X (2)Y (y)T'(t). Einsetzen in die Gleichung (|10.1)) mit
rechter Seite f = 0 liefert

X(@)Y(y)T'(t) = X"()Y (y)T(t) + X (@)Y" () T(2).
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10.2 Trennung der Variablen

Umordnen der Terme fiihrt mit der iiblichen Argumentation auf
Tl X/l Y//
= 4
T X Y

Die letzten beiden Gleichungen folgen, da die linke Seite von ¢ und die

= \ = const.

rechte nur von x und y abhéngt. Einbeziehung von ([10.2) mit g = 0 liefert
X" =X, X(0)=X(1) =0,
Y =Y, Y(0)=Y(1) =0,

wobei wir A = u + v gesplittet haben. Weiters erhalten wir

=T

Aus den ersten beiden Gleichungen erhélt man wie in einer Dimension
Xm(x) = ap, sin(mrz), i = —m*7?, meN,

Y, (y) = by sin(nmy), v, = —n’m?,  neN

Einsetzen in die dritte Gleichung ergibt entsprechend
Tmn(t) - Cmne_(mQjan)ﬂzt-
Jede Funktion der speziellen Form
—(m?+n?)m%t

U (T, Y, t) = Cp sin(maz) sin(nmy)e

mit ¢y € R und m,n € N erfiillt also die Warmeleitungsgleichung ((10.1])
mit f = 0 sowie die Randbedingungen ((10.2)) mit ¢ = 0 und alle Grund-
16sungen in Produktform besitzen diese Gestalt.

Schritt 2: Wir wihlen einen Superpositionsansatz

u(w,y,t Z Z Cmn Sin(mmx) sin(nmy)e —(m*4n)mt (10.4)

m=1 n=1

Durch Einsetzen in die Anfangsbedingung ((10.3]) erhélt man

uo(x,y) = u(z,y,0 Z Zcmn sin(mmx) sin(nmy).

m=1n=1
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10 Warmeleitung revisited

Mit den Resultaten aus Abschnitt 4] kann man zeigen, dass die Fourierko-
effizienten c,,,, der Losung dann gegeben sind durch

1 pl
Cmn = 4/ / uo(x,y) sin(mmz) sin(nry) dx dy;
0 JO

Bei der Herleitung dieser Formel werden wieder die Orthogonalitéitsbe-
ziehungen fiir die Sinus-Funktionen verwendet; siehe Ubung.

Schritt 3: Falls ug geeignet gewéhlt ist, kann man wieder garantieren, dass
die Reihen in geeignetem Sinne konvergieren, sodass die Grenzfunktion
zweimal stetig differenzierbar ist und gliedweise differenziert werden darf.
Aus der Konstruktion folgt dann, dass eine Losung gefunden wurde.

Beispiel 10.5. Gesucht ist die Losung zu (10.1)-(10.3) auf Q = (0,1)?
mit f = 0 und g = 0 sowie up(x,y) = sin(mz)y(l — y). Nach obiger

Argumentation lisst sich die Losung als Fourierreihe ((10.3) darstellen und
die Fourierkoeffizienten sind gegeben durch

1,1
Cmn = 4/ / sin(mz)y(1 — y) sin(mnz) sin(nry) dx dy
0 J0

1 1
= 2/ sin(mzx) sin(mnz)dr - 2/ y(1 — y) sin(nwy)dy.
0 0

Das erste Integral ergibt aufgrund der Orthogonalitidtsbeziehungen

1
2/ sin(mz) sin(mnx) doe = 61 .
0
Fiir das zweite Integral erhélt man

2/1 (1~ y)sin(nry) dy = { no
— ) sin(nm = :
0 Y y 7 8/(n3m3), n=2k+1

Die Losung lautet also

o0

u(z,y,t) = Z iSin(wx)Sin(mry)e_(1+”2)7r2t.

Durch formales Differenzieren und Uberpriifung der Konvergenz der Reihen
folgt, dass die Losung u hier zweimal differenzierbar nach x,y und einmal
differenzierbar nach ¢ ist. Wir haben also die klassische Losung gefunden.
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10.3 Fundamentallésung

10.3 Fundamentallosung

Wir betrachten zum Abschluss noch die Warmeleitungsgleichung
ou(T,t) — Au(@,t) =0 firZzeRLt>0 (10.5)
im Ganzraum. Vollig analog zum Resultat in einer Raumdimension gilt:

Satz 10.6. Die Funktion
|2
oz, t) = (4mt) V2 ar (10.6)
heifit Fundamentallosung zur Warmeleitungsgleichung (10.5) und es gilt:

(i) Fiir t > 0 ist ¢ beliebig oft nach # und ¢ differenzierbar.
(ii) Fiir alle § € R ist w(%,t) = ¢(Z — ¥, 1) fiir t > 0 und ¥ € R? Losung
der Warmeleitungsgleichung.
(i) Fiir alle t > 0 ist [pq ¢(Z, t)dd = 1.
BeEWEIS. (i) und (ii) folgt durch Nachrechnen. (iii) l&sst sich durch Trans-
formation auf Polar- bzw. Kugelkoordinaten ausrechnen; sieche Ubung. [

Wie in einer Dimension kann man jetzt die Losung zu
du(Z,t) — Au(Z,t) = f(z,t) TeRYt>0, (10.7)
w(Z,0) = ug(Z), TeRY (10.8)
mit Hilfe der Fundamentallésung und dem Duhamel-Prinzip darstellen.

Satz 10.7 (Losungsdarstellung). Seien f : RYx R, — Rund up : R — R
stetig und beschrankt. Dann ist

t
)= [ o@=gom@dr+ [ [ o= 7@

die eindeutige beschrinkte klassische Losung zu (10.7)—(10.8)).

BEWEIS. Der Nachweis, dass es sich um eine Losung handelt, folgt formal
durch Nachrechnen. Die Eindeutigkeit erhdlt man z.B. wieder mittels Ener-
gieabschitzung; vgl. hierzu den eindimensionalen Fall in Kapitel [5] ]

Bemerkung 10.8. An der Losungsdarstellung erkennt man, dass sich u
durch wieder Superposition von verschobenen Fundamentallosungen er-
gibt! In den folgenden Kapiteln werden wir noch Techniken kennen lernen,
mit denen sich obige Losungsdarstellung mit formaler Rechnung relativ
einfach herleiten l&sst.
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10 Warmeleitung revisited

10.4 Aufgaben

Aufgabe 10.1. Diskutieren Sie die physikalische Bedeutung der Aussaa-
gen von Satz im Kontext der instationdren Wéarmeleitung.

Aufgabe 10.2. Beweisen Sie Satz [10.1}
Hinweis: Analog zum Beweis von Satz [6.2| mit w(Z,t) = u(Z,t) + a|Z — Z|°.

Aufgabe 10.3. Zeigen Sie mit Satz die Aussagen (i)-(iv) von Satz[10.2]
Aufgabe 10.4 (Energieabschitzung). Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet

mit hinreichend reguldrem Rand und u klassische Lésung zu
Ou(Z,t) — Au(Z,t) = f reQ, t>0, (10.9)
Opu(Z,t) +u(Z,t) =g red, t>0 (10.10)
mit homogene Daten f = 0 und g = 0. Zeigen Sie, dass dann [, |u(Z, t)|*dz <
Jo lu(Z, s)2da fiir alle t > s > 0 gilt.

Aufgabe 10.5. Zeigen Sie, dass die Losung zu ((10.9)—(10.10) fiir gegebene
Funktionen f und g und Anfangswerten u(x,0) = ug(z) eindeutig ist.

Hinweis: Betrachten Sie die Differenz von zwei Losungen und benutzen Sie
das Ergebnis der vorhergehenden Aufgabe.

Aufgabe 10.6. Wir betrachten die Warmeleitungsgleichung
pcyOf — div (kVE) =0 re, t>0
KkOR0 =0 e, t>0

mit konstanten Parametern p, ¢,, k > 0. Zeigen Sie, dass W(t) := fQ pC,0(Z,t)dx
im gesamten Gebiet fiir alle Zeiten ¢ > 0 erhalten bleibt.

Aufgabe 10.7. Sei Q = (0,1)? das Einheitsquadrat und 7' > 0.
Stellen Sie die allgemeine Losung zum Anfangs-Randwertproblem

oru = Au reQ t>0
u=20 red, t>0
U = ug e, t=0

in Form einer Fourierreihe dar. Begriinden Sie mit dieser Darstellung, dass
die Losungen fiir ¢ < 0 im allgemeinen unbeschrénkt sind. Die Wéarmelei-
tungsgleichung kann also nicht stabil riickwérts in der Zeit gelést werden.
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10.4 Aufgaben

Aufgabe 10.8. Sei Q = (0, 7)2. Geben Sie die allgemeine Losung zu

oru = Au e t>0
Ohu =0 e, t>0

in Form einer Fourierreihe an und begriinden Sie, dass sich durch Vorgabe
von Anfangswerten die Losung eindeutig bestimmen lasst.

Vergleichen Sie mit der entsprechenden Aussage fiir das Neumann-Randwert
Problem fiir die Laplace-Gleichung.

Aufgabe 10.9. Sei Q = (0,1)?. Berechnen Sie fiir vorgegebene Funktionen
fz,y,t) =2(1 —2) +y(1 —y) und up(z,y) = sin(rz) sin(27y) die Losung
zum Anfangs-Randwertproblem

ou = Au + f, re, t>0
u=>0 e, t>0
U = U e, t=0.

Hinweis: Suchen Sie zuerst nach einer partikuldren Losung u,, fiir die inho-
mogene Gleichung. Ergénzen Sie anschlieflend zu u = wy,+u, mit geeigneter
Losung uj, zur homogenen Gleichung.

Aufgabe 10.10. Uberpriifen Sie die Aussagen (i) und (ii) in Satz
durch explizites Nachrechnen.

Aufgabe 10.11. Wir erinnern an die Substitutionsregel fiir Integrale
[ w@i = [ atr@)e DFlas
F(Q) 0

wobei F' : R? — R? ein Diffeomorphismus sei, d.h., die Funktion ist stetig
differenzierbar und bijektiv mit stetig differenzierbarer Umkehrfunktion.

Sei nun F': (r,¢) — (z,y) = (rcos ¢, rsin ¢) die Transformation in Polar-
koordinaten und u : R? — R radial-symmetrisch, d.h. u(Z) = v(|Z]).

(a) Geben Sie eine moglichst einfache Formel zur Berechnung des Integrals
fBl(O) u(Z)dz mit Hilfe der Funktion v an.

(b) Berechnen Sie das Integral fiir u(z) = |Z].

(¢) Zeigen Sie Punkt (iii) von Satz [10.6]
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10 Warmeleitung revisited

Aufgabe 10.12. Sei u( :U t) fRd T—1, t)uop(y)dy mit Fundamentallosung

O(Z,t) = (4mt) =2 _T und Anfangswert ug stetig und beschréankt.
(a) Zeigen Sie, dass Oyu(Z,t) — Au(Z,t) = 0 fiir £ € R? und ¢ > 0.
(b) Zeigen Sie, dass u(Z,t) — up(Z) mit t — 0.

Hinweis: Ganz dhnlich zum Beweis in einer Dimension.

Aufgabe 10.13. Sei u(Z,t) fO f]Rd — iy, t — s)f(y, s)dyds mit Fun-

damentallssung ®(Z,t) = (4nt)~Y2e~ i und f stetig und beschrénkt.

(a) Berechnen Sie 0yu(¥,t) und Au(Z,t).

(b) Uberzeugen Sie sich, dass u die inhomogene Wirmeleitungsgleichung
Oru — Au = f mit homogenen Anfangswerten u = 0 bei ¢t = 0 16st.

Aufgabe 10.14. Sei u(Z,t) wie in Satz definiert. Zeigen Sie mit Hilfe
der Positivitdat der Fundamentallosung, dass

(a) f>0und up >0 = u>0.

(b) f<O0und up <0 = u<O0.
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11 Die Poissongleichung

Wie in Kapitel [7| gesehen, taucht die Poissongleichung
—Au=f (11.1)

in verschiedenen Anwendungen auf. Wir wiederholen kurz zwei davon.

11.1 Beispiele

Beispiel 11.1 (Stationire Warmeleitung). Wie im vorangegangenen Kapi-
tel erlautert, ldsst sich die stationédre Temperaturverteilung 6(Z,t) in einen
Korper, der das Gebiet ¢ R? einnimmt, beschreiben durch

_div (kVO(@)) = s(7) TeEQ,

siehe ([7.2)). Zur vollstandigen Beschreibung der Temperaturverteilung sind
noch geeigneten Randbedingungen nétig, etwa

o(

g(¥)  Fedp
KOR0(Z) = h

T
i

(_)) feaQN:aQ\aQD

=
I

Im ersten Fall spricht man von einer Dirichlet- und im zweiten Fall von
einer Neumann-Randbedingung. Vorgegeben wird dadurch die Tempe-
ratur bzw. der Warmefluss iiber den Rand. Fiir kK = const. erhéilt man aus
der stationdren Warmeleitungsgleichung durch Umstellen der Terme sofort

die Poissongleichung ((11.1]).

Beispiel 11.2 (Potentialstromung).
Fiir die inkompressible Stréomung eines Fluids in R? gilt

div u = 0.
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11 Die Poissongleichung

Ist die Stromung auch noch rotationsfrei (=wirbelfrei), dann gilt weiters
rot =0 und somit u=—-Vo¢

fiir ein geeignetes Potential ¢. Hierbei ist rot @ = V x « die Rotati-
on von u und die Bedingung “rotationsfrei” entspricht der “Integrabi-
litdtsbedingung” im Lemma von Poincaré (Wegunabhéngigkeit von Kur-
venintegralen, exakte Differentialgleichungen), woraus die Existenz eines
Potentials ¢ folgt; vgl. VL. Mathematik MB. Durch Kombination der bei-
den Gleichungen erhélt man sofort

—A¢ = 0. (11.2)

Dieser Spezialfall der Poissongleichung berschreibt also das Potential ei-
ner rotationsfreien inkompressiblen Stromung; die Gleichung (11.2)) heif}t
deshalb auch Potential- oder Laplacegleichung.

Die Poissongleichung beschreibt auflerdem noch das elektrische Potential,
welches durch eine Ladungsverteilung hervorgerufen wird, siehe Ubung;
oder auch das Prinzip der Energieminimierung, siehe néchster Abschnitt.

11.2 Maximumprinzip

Wir betrachten im Folgenden die Poissongleichung
—Au=f in Q2 (11.3)

auf einem beschrinkten Gebiet @ C RY (=offene beschinkte Menge).
Ahnlich zur Warmeleitungsgleichung erhélt man folgende Eigenschaften.

Satz 11.3 (Maximumsprinzip).
Sei u € C?(Q) N C(Q) klassische Losung von (11.3). Dann gilt:

(i) Ist f <0 in £, so nimmt u sein Maximum am Rand 92 an, d.h.,

max u(Z) < max u(¥).
7eN £eo

(ii) Gilt f > 0 in €2, dann nimmt u sein Minimum am Rand an, d.h.,

min u(Z) > min u(7).

e £eof
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11.2 Maximumprinzip

Man veranschauliche sich die physikalische Bedeutung der beiden Aussagen
anhand der stationdren Wérmeleitung!

BEWEIS. (i) Angenommen, es wire u(Z") > maxgego u(Z) fiir ein 2* € Q.
Dann folgt u(Z*) > maxzeyn u(Z) + € fiir ein € > 0. Somit nimmt auch

u® () = u(Z) + a|f — *|?

fir alle 0 < o <« 1 sein Maximum an einer Stelle % € € an. Durch
elementares Nachrechnen sieht man, dass

—Au(Z) = —Au(Z) — aA|Z — 7> = f(Z) — 2ad < 0, (11.4)

wobei d die Raumdimension ist. Da nach Voriiberlegung £ € () Stelle eines
Maximums von u® in der offenen Menge € ist, folgt andererseits, dass die
Hessematrix Hu®(Z%) negativ semidefinit ist, d.h.,

FTHu ()T <0 fiir alle 7 € R

Hieraus folgt insbesondere, dass E)xjxjuo‘(fo‘) <0 fir 1 <1 <d, und somit

Dies steht jedoch im Widerspruch zu ([11.4)); also muss das Maximum auch
am Rand angenommen werden. Aussage (ii) folgt analog, siche Ubung. [

Aus dem Maximumsprinzip lassen sich wieder weitere Aussagen herleiten.

Satz 11.4 (Folgerungen aus dem Maximumsprinzip). Sei Q C R? ein be-
schrinktes Gebiet und u € C?(Q2) N C(Q) eine klassische Losung zu

—Au=f in €2,
u=gq auf 0f).

Dann gelten folgende Aussagen:
(i) Aus f <0, g <0 folgt w <0 und aus f >0, g > 0 folgt u > 0.
(ii) Die Losung zu obigem Problem ist stets eindeutig.

(iii) Es gilt ||UHOO,Q < C(Hf”oo,ﬂ + HgHoo;aﬂ)'
Bemerkungen: ||v]|;5 = supzeg |v()| bezeichnet die Maximumsnorm.
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11 Die Poissongleichung

BEWEIS. Die Aussagen folgen mit denselben Argumenten wie bei der in-
stationéiren Warmeleitungsgleichung in einer Dimension; siche Ubung. [

Bemerkung 11.5. Eine Alternative zum Nachweis von Eindeutigkeit bzw.
Nicht-Eindeutigkeit und zur Herleitung von a-priori Abschétzungen bieten
Energieabschitzungen; siehe néichster Abschnitt und Ubung.

11.3 Nichteindeutigkeit beim Neumannproblem

Wir betrachten die Poissongleichung mit Neumann-Randbedingungen

—Au=f in €, (11.5)
Opu = h auf 0€). (11.6)

Dieses Randwertproblem wird auch als “Neumannproblem” bezeichnet.
Wir nehmen an, dass €2 beschrankt und 0¢2 hinreichend regulér ist, sodass
die Green’sche Formel und der Gaufi’sche Integralsatz anwendbar sind. Mit
einfachen Uberlegungen sieht man folgende Sachverhalte.

Satz 11.6 (Eindeutigkeit). Sei u klassische Losung zum Neumannproblem

(11.5)—(11.6). Dann ist fiir jedes ¢ € R auch w(Z) = u(Z)+ c eine klassische

Losung. Weitere Losungen kann es aber nicht geben.

BEWEIS. Seien u, w klassische Losungen. Dann ist z = u — w Losung zu

—Az=0 1inQ
Opz = 0 auf 0.

Wir multiplizieren diese Differentialgleichung mit z, integrieren iiber €2 und
erhalten mit Hilfe der Green’schen Formel

0=— /Q Az(F)2(7)dT = /Q V2 (Z)V2(F)dT — /8 0u(@)=(@)ds(@)

Wegen der Randbedingung ist der letzte Term null und |, V2(Z)|?dx = 0.
Hieraus folgt Vz(Z) = 0 VZ und somit z(Z) = const. Das verwendete
Beweisprinzip wird Energieabschéitzung gennant. ]

Die Lésung zum Neumannproblem ist also nur eindeutig bis auf Konstante.
Umgekehrt ist das Neumannproblem aber auch nicht fiir alle Daten losbar.
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11.4 Trennung der Variablen

Satz 11.7 (Losbarkeit). Das Neumannproblem ((11.5)—(11.6) kann nur
dann eine klassische Losung besitzen, wenn f und g kompatibel sind, d.h.

/Q F(@)dT + /a _(@)ds(z) =0.

BEWEIS. Wir nehmen an, dass eine Losung u existiert. Durch Integration,
Anwenden des Gaufi’schen Integralsatzes und Verwendung der Randbedin-
gung folgt dann

/Q F(@)d7 = — /Q Au(F)di = — /Q div (Vu())di
=—/mﬁ-Vu(f)ds(f) :—/ h(T)ds(Z).

o0

Durch Umstellen der Terme folgt bereits die Behauptung. ]

Im Kontext der Warmeleitung heifit das: Eine stationédre Temperaturvertei-
lung kann nur dann existieren, wenn sich der Eintrag durch Warmequellen
mit dem Abfluss von Wérme iiber den Rand die Waage hélt.

11.4 Trennung der Variablen

Auf einfachen Gebieten €2 ldsst sich die Losung zu Randwertaufgaben fiir
die Poissongleichung wieder mit Hilfe der “Trennung der Variablen” kon-
struieren. Zur Veranschaulichung diskutieren wir ein Beispiel im Detail.
Weitere Félle werden in der Ubung behandelt.

Beispiel 11.8 (Inhomogene Randbedingungen).
Wir betrachten die homogene Poissongleichung auf dem Einheitsquadrat
mit inhomogenen Dirichlet Randbedingungen, genauer

—~Au=0 in (0,1)% (11.7)
w=0  auf {0,1} x [0,1]U0,1] x {0}, (11.8)
u=g auf [0,1] x {1}, (11.9)

wobei g € C10,1] und ¢(0) = ¢g(1) = 0; man mache sich hierzu eine Skizze.
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11 Die Poissongleichung

Schritt 1 (Produktansatz). Wir suchen zunéchst nach speziellen Losungen
der Form u(z,y) = X(z)Y (y). Einsetzen in die Differentialgleichung und
Umordnen der Terme liefert hier mit der iiblichen Argumentation

X"(x)  Y'(y)

_X(:r:) = Yy) = \ = const.

Zusammen mit den Randbedingungen erhalten wir somit

X(z), ze(0,1), X(0)=X(1)=0
Y(y), ye(0,1), Y(0)=0.

Man beachte die Vorzeichen sowie das Fehlen einer der Randbedinungen.
Die nicht-trivialen Losungen zum ersten Problem fiir )\, = n’m? lauten

Xn(z) = ey sin(nmx), n e N,
Die entsprechenden Lésungen zum zweiten Problem sind dann
Y, (y) = dy sinh(nmy).
Die Grundlésungen zu (11.7)—(11.8) in Produktform leuten hier also
un(x,y) = ¢y sin(nrx) sinh(nry), n € N.
Weitere Losungen in der Produktform uy,(z,y) = X, (x)Y,(y) gibt es nicht.

Schritt 2 (Superpositionsansatz). Wir suchen nach einer Losung fiir

die beiden Gleichungen ([11.7)—(11.8)) in der Form

Mg

cp sin(nmz) sinh(nry).

n=1

Falls die Koeffizienten ¢,, hinreichend schnell klein werden und somit die
Reihe schnell genug konvergiert, darf gliedweise differenziert werden, und
die Funktion u erfiillt nach Konstruktion und dem Superpositionsprinzip
die Poissongleichung sowie die homogenen Randbedingung (11.8));
vergleiche mit Abschnitt [4]
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11.4 Trennung der Variablen

Schritt 3 (Berechnung der Koeffizienten). Formales Einsetzen in die
verbliebene Randbedingung ((11.9) liefert

Mg

g(x) = cp sin(nmx) sinh(n).

n=1

Die rechte Seite entspricht der Darstellung von g(z) = Y, g, sin(nmz)
als Fourierreihe. Mit der Formel zur Berechnung der Fourierkoeffizienten
von g und Koeffizientenvergleich erhilt man sofort

1
m /0 g(x)sin(nrz)d.

Zusammen mit dem Losungsansatz erhélt man hiermit die Darstellung der

Cp =

Losung u als Fourierreihe. Da die Koeffizienten hier sehr schnell abfallen,
kann man zeigen, dass es sich um eine klassische Losung handelt.

Bemerkung 11.9. Anhand der Losungsdarstellung iiber Fourierreihen er-
kennt man, dass etwaige Oszillationen in den Randdaten fiir y < 1 sehr
schnell gedampft werden. Dies ist eine typische Eigenschaft der homoge-
nen Poissongleichung (=Laplacegleichung), die auch als “elliptische Regu-
laritét” bezeichnet wird. Zur Veranschaulichung der Aussage denke man
wieder an die stationdre Warmeleitung!

Bemerkung 11.10. In dhnlicher Weise lasst sich auch die inhomogene
Poissongleichung mit homogenen Randwerten

—Au=f in €,
u=20 auf 0f),

auf dem Einheitsquadrat € = (0,1)? behandeln. Hier sucht man zunichst
nach Losungen w,, »(z,y) = Xm(2)Y,(y) zum Eigenwertproblem

—Au = \u in €,
u=20 auf 0f2,

und macht dann den Reihenansatz u(z,y) = Y cmaptumn(z,y) fir die
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11 Die Poissongleichung

Losung. Einsetzen in die Poissongleichung fiihrt weiters formal auf

Fay) = —Aue,y) = 3 cmal—Atg (e, y)

n,m

= Z Cm,n/\m,num,n (xa y)
m,n

Dies entspricht gerade wieder der Fourierreihe fiir f beziiglich der Eigen-
funktionen w,, ,,. Die Koeflizienten c;, 5, lassen sich &hnlich wie zuvor mit
der Formel fiir die Fourierkoeffizienten bestimmen; vgl. Abschnitt [4]

Losungen mit inhomogenen rechten Seiten und inhomogenen Randbedin-
gungen lassen sich aufgrund der Linearitét schliellich wieder durch Losungen
von Teilproblemen zusammensetzen; mehr dazu in der Ubung.

11.5 Aufgaben

Aufgabe 11.1. (i) In Abwesenheit eines zeitlich verédnderlichen Magnet-
feldes, gilt nach dem Faraday’schen Gesetz

rot F = 0.

Beschreiben Sie hiermit das elektrische Feld durch ein Potential.

(ii)) Nach dem GauB’schen Gesetz der Elektrostatik, vgl. auch mit Cou-
lomb’schem Gesetz, bewirkt eine Ladung mit Dichte p in einem Volumen V,
einen elektrischen Fluss durch die Oberfliche der Kugel, und zwar geméafl

| D@ -a@is@ = | o@a

Leiten Sie eine entsprechende partielle Differentialgleichung her.

(iii) In einfachen Materialien gilt der lineare Zusammenhang D(Z) = eE(Z),
wobei die Permittivitéit € des Materials in der Kugel als konstant angenom-
men werden kann. Zeigen Sie hiermit, dass das elektrische Potential aus (i)
durch eine Poissongleichung mit der Ladungsdichte p verkniipft ist.

Aufgabe 11.2. Beweisen Sie das Minimumprinzip aus Satz |11.3((ii).

Aufgabe 11.3. Beweisen Sie die Aussagen von Satz [11.4]
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11.5 Aufgaben

Aufgabe 11.4. Zeigen Sie mit einer Energieabschiatzung, dass das Pois-
sonproblem mit Robin-Randbedingungen
—Au=f in
Opu + au = h auf 02

fiir a > 0 hochstens eine Losung besitzen kann.

Hinweis: Man stelle zuerst die Gleichungen auf, die fiir die Differenz u =

u! —u? zweier Losungen gelten. Dann multipliziere man die Gleichung mit

u und wende in einem der Terme partielle Integration an; vgl. Beweis von

Satz [11.6l

Aufgabe 11.5. Sei Q C R? ein regulires Gebiet mit Rand 09 = 9Qp U
02y und die Léange des Dirichlet-Randes |0Q2p| > 0. Zeigen Sie, dass

—Au=0 in €2,
u =0 auf 0Qp
Opu =0 auf 0Qn = 00\ 0Qp.
nur die triviale Losung v = 0 haben kann. Hinweis: Energieabschéitzung.
Aufgabe 11.6. Sei () das Einheitsquadrat. Gesucht ist die Losung zu
—Au=1 in 2
u=20 auf €2.

Bestimmen Sie mit “Trennung der Variablen” die Losung in Form einer

Fourierreihe; vgl. Bemerkung [11.10]
Aufgabe 11.7. Bestimmen Sie fiir g(x) = (1 — z) die Losung zu
—Au=0 in (0,1)
Opu =0 auf {0,1} x [0,1]U[0,1] x {0}
u=g¢g auf0,1] x {1}.

Aufgabe 11.8. Sie Q = (0,1)? und 09, i € {L, R, O, U} das linke, rechte,
obere bzw. untere Randstiick. Gesucht ist die Losung zu

—Au=f in €2
u=yg auf 0f2.

Diese soll in mehreren Schritten wie folgt konstruiert werden.
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11 Die Poissongleichung

(i) Finde Funktion ug(x,y) = a + bx + cy + dxy, die mit g in den Eck-
punkten iibereinstimmt.

(ii) Finde &hnlich wie in Beispiel Losungen u;, i € {L, R,0,U} zu

—Au=0 in 2
u=70 auf 09 \ 0€;
u=g—ug auf 0€;

(iii) Find die Losung u; zum Poissonproblem

—Au=f in ()
u=0 auf 02

mit homogenen Randwerten; vgl. Bemerkung[11.10jund Aufgabe[11.6]

Zeigen Sie, dass dann v = ug +uy, +ugr+up+uy +uy die gesuchte Losung
zum urspriinglichen Poissonproblem ist. Hinweis: Nachrechnen.

Aufgabe 11.9. Bestimmen Sie fiir g(x,y) = zy die Losung zu

—Au=1 inQ=(0,1)
U=y auf 02.
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12 Fouriertransformation und die
Kirchhoff Formel

Wir betrachten die Wellengleichung im dreidimensionalen Raum
Opu—Au=0, TR t>0, (12.1)

welche nach Abschnitt [7] die Schallausbreitung im freien Raum mit Schall-
geschwindigkeit ¢ = 1 beschreibt. Um Eindeutigkeit einer Losung zu ga-
rantieren, fordern wir wieder zwei zusétzliche Anfangsbedingungen

u = ug und Oru = uy, ref, t=0. (12.2)

Ziel dieses Abschnittes ist es, die Resultate aus Kapitel [3], insbesondere die
Losungsdarstellung iiber die d’Alembert Formel, auf den dreidimensionalen
Fall zu erweitern. Hierzu verwenden wir eine Integraltransformation, welche
sich besonders zur Behandlung von partiellen Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten eignet.

12.1 Fouriertransformation

In diesem Abschnitt fithren wir die Fouriertransformation ein, welche eine
Verallgemeinerung der Fourierreihenentwicklung auf R? darstellt. Um sie
definieren zu kénnen, benotigen wir

Definition 12.1 (Schnell fallende Funktionen).

Wir bezeichnen mit S(RY) die Menge der reell- oder komplexwertigen
Funktionen ¢ auf R?, welche unendlich oft stetig differenzierbar sind und
samt ihren Ableitungen schnell abfallen, d.h., sodass fiir alle k,[ > 0 gilt

lim |Z|*| DY (%) =0  for alle a € N&, k € N.

|Z|—00

Hierbei ist a € (Np)? ein Multiindex, |a| = Y, a; und D® bezeichnet die
|a|-fache Ableitung, und zwar je o;-mal nach x;.
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12 Fouriertransformation und die Kirchhoff Formel

Bemerkung 12.2. Man beachte, dass schnell fallende Funktionen glatt
sind und ihre Ableitungen schneller fallen als jedes Polynom! Daher darf
man bei schnell fallenden Funktionen die Regel der partiellen Integration
(GauB, Green) anwenden ohne Randterme beriicksichtigen zu miissen.

Beispiel 12.3. (i) Die Funktion ¢(Z) = e 17" ist schnell fallend im Sinne
der obigen Definition. Die Funktion 1/(1 + |x|?) dagegen nicht.
(ii) Fiir o = (2, 1) ist DY(x,y) = 920 u(x,y) = Dpayu(z,y).

Definition 12.4. Sei v € S(R?). Dann heifit

-
—

(Fu)(k) = / e Ty(@)dE, ke RY,
R4
die Fouriertransformierte von . Man schreibt auch kurz @(k) = (Fu)(k).
Die Abbildung F : u — Fu heiBt Fouriertransformation auf R?,

Bemerkung 12.5. Die Existenz des Integrals ist im Sinne eines uneigent-
lichen Riemann Integrals gesichert. Dafiir wiirde schon geniigen, dass die
Funktion u im Betrag integrierbar ist. Die folgenden Aussagen sind daher,
soweit sie Sinn machen, auch fiir solche Funktionen giiltig.

Beispiel 12.6. Die Fouriertransformierte von u(z) = e =% /2 ist

a(k):/e—ikxe—x2/2dx:/e—ikx—x2/2d$
R R
:/e—(m+ik)2/2€i2k2/2dx:\/%e—kz/;
R

Im letzen Schritt haben wir verwendet, dass f —(@+ik)* /200 — v/ 21 fir
alle k € R gilt, was man zum Beispiel in Integraltabellen nachlesen kann.

Die Fouriertransformation besitzt folgende interessante Eigenschaften.

Satz 12.7. (i) Ist u € S(R?), dann ist auch 7 € S(RY).
(ii) F : S(RY) — S(RY) ist invertierbar mit

w(@) = (F7')(@) = (zjr) - / d FERG(R)dE.

iii) Es gilt die Plancherel Identitéit [, [u( 2dk = 27r q |u(z de
R R
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12.2 Formale Losung der Wellengleichung

Fiir einen Beweis verweisen wir auf das Buch von Werner: Funktional-
analysis. Man vergleiche auch mit den Eigenschaften von Fourierreihen!

Fiir die Praxis sind des Weiteren die folgenden Rechenregeln wichtig.

Satz 12.8. Seien u,v € S(RY). Dann gilt

(i) Flau+ pv) = aF(u) + 5F(v) fir alle o, 5 € C.

(il) Dou(k) = ( K)o (/Z) mit 2% = H 2 fiir Multiindices a € Ng.
(iii) Sei (u*v)(z) = f y)dy die Faltung von u mit v.

—

Dann gilt u * v(k) = (E) (k)

BEWEIS. Wir zeigen nur (ii): Mit partieller Integation nach x; sieht man
Oy u(k) = / e~ FEY, u(F)dF = — / Oy, (¢~ FF)u(7)d7
R4
R4

Der allgemeine Fall folgt durch wiederholtes Anwenden. Die restlichen Aus-
sagen und weitere Eigenschaften werden in der Ubung gezeigt. ]

Beispiel 12.9. (i) Sei u € S(RY). Dann gilt Vu(k) = iku(k). Dabei wird
die Fouriertransformatiwf jede Komponente einzeln angewendet.
(i) Fiir & € S(RY)? ist div ii(k) = ik - a(k).

—

(ifi) Mit (i) und (ii) erhilt man Au(k) = (ik) - (ik)a(k) = —|k|2a(k).

12.2 Formale Losung der Wellengleichung

Wir leiten jetzt mit Hilfe der Fouriertransformation eine Darstellung fiir
die Losung zum Anfangswertproblem (12.1)—(12.2) her. Durch formales
Anwenden der Fouriertransformation beziiglich ¥ auf die Gleichung
erhalten wir mit obigen Rechenregeln

Un(k,t) + |2k ) =0, keR% ¢t>o0.

Fiir jedes fixe i erhilt man hier also eine gewohnliche Differentientialglei-
chung mit der allgemeinen Losung

a(k,t) = a(k) cos(|k|t) + b(k) sin(|k]¢).
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12 Fouriertransformation und die Kirchhoff Formel

Transformation der Anfangsbedingungen liefert weiters
a(k,0) =7p(k)  und  Qu(k,0) = T (k).
Durch Einsetzen der Losung in die Anfangsbedingungen erhéilt man
ao(k) =u(k,0) = a(k) und ai(k) = dak,0) = |k|b(k).

— —

Hieraus lassen sich die Koeffizienten a(k) und b(k) bestimmen. Anwenden
der inversen Fouriertransformation liefert dann

. 1 TR T T
u(Z,t) = 2n) /Rd e TRU(k, t)dk (12.3)
1 . <A - o esin((ED) o
=—— | % up(k)cos(|klt) + ur(k)—= dk.
(2m)4 /]Rd 14

Diese Formel gilt sogar in allgemeinen Raumdimensionen d > 1. In einer
Dimension erhélt man durch Umformen und Riicktransformation gerade
wieder die d’Alembert Formel; siche Ubung.

12.3 Kirchhoff Formel

Die im vorigen Abschnitt gefundene Loésungsdarstellung lédsst sich fiir Di-
mension d = 3 noch weiter vereinfachen, was auf eine Verallgemeinerung
der d’Alembert Formel fiir den dreidimensionalen Fall fiihrt.

Beispiel 12.10. Wir betrachten zunéchst den Fall ug = 0, d.h.,

B 1 o = sin(|k]t) -
t) = —— R0 (k)= dk. 12.4
W) = g [ IR (12.0

Mittels Transformation auf Kugelkoordinaten lasst sich zeigen, dass

sin([k|R) 1 / g
7 o 2
kIR ATE Jig-r

Um das zu zeigen, wihlt man die z-Achse parallel zu k und erhilt durch
diese Wahl k - ¢ = |k|R cos # und

o T 27 -
/ e Vds () = / / ¢!kl cost p2 gin 9ddo
[jI=R 0 Jo

1 3 B}
_ QWRQ/ GilFIRz g, _ 272R (ez‘\k\R B e—z’]k!R) .
~1 ilk|

—

Tds (). (12.5)

Eall
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12.3 Kirchhoff Formel

Mit der Identitét sin(|k|R) = %(eilglR - e*“E‘R) und einfachen Umformun-
gen folgt dann die Behauptung. Man beachte, dass hierbei d = 3 explizit
verwendet wurde. Setzt man nun die Identitit mit R = ¢ in die
Formel ein, so erhalt man

-

=2 ail kD) g (7R
u(z,t) = 2n)? /]1@3 u1(k)47rt /m:te ds(y)dk

- e uy(k)dk ) ds(y),
4t 7=t ((277)3 /R3

wobei wir die beiden Exponentialterme zusammengezogen und dann die

Integrationsreihenfolge vertauscht haben. Das innere Integral ist genau die
Riicktransformation u (% + ) = # [ €7@+ (k)dk und wir erhalten

t
r,t) = —= T+ 9)ds(y).
(i t) = /‘y s

Somit ist die Losung u(Z,t) gerade das t-fache des Mitelwertes von u; iiber

der Kugelschale mit Radius ¢.

Bemerkung 12.11. Der Fall mit ug # 0 und u; = 0 kann in derselben
Weise behandelt werden. Hierzu braucht man nur zu beachten, dass

- d sin(|k|t)
cos(|k|t) = pr 7

ist; die genaue Rechnung wird in der Ubung durchgefiihrt.

Zusammenfassend erhélt man dann folgende explizite Losungsformel fiir
die Wellengleichung in drei Raumdimensionen.

Satz 12.12 (Kirchhoff Formel). Seien wug, u; glatt und schnell fallend.
Dann ist die Losung zu ((12.1)—(12.2) gegeben durch

@ =4 (ﬁ /| @+ g)ds@) +L / s (F -+ 7)ds().

yl=t yl=t

Die Eindeutigkeit der Losung wird weiter unten behandelt.
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12 Fouriertransformation und die Kirchhoff Formel

Bemerkung 12.13. (i) Wie bei der d’Alembert Formel ldsst sich auch hier
die Losungsformel im Prinzip auch fiir relativ unglatte Daten anwenden.
(ii)) Aus der Kirchhoff Formel ist sofort ersichtlich, dass sich Information
durch Wellen in drei Raumdimensionen genau mit der Schallgeschwindig-
keit, hier ¢ = 1, ausbreitet. Diese Eigenschaft wird auch Huygen’sches
Prinzip genannt, und ist fiir das scharfe Hohren und Sehen sehr wichtig!

12.4 Energieerhaltung

Wir zeigen noch, dass die klassische Losung zur Wellengleichung im R?
unter recht schwachen Bedingungen eindeutig ist. Hierzu verwenden wir,
wie schon in Abschnitt [3, Energieargumente.

Satz 12.14 (Poynting-Theorem). Sei u eine klassische Losung der Wellen-
gleichung ((12.1]) auf einem beschriankten reguldren Gebiet Q2 C R? und

1
Eq(t) = 3 /Q |0pu(Z, 1) + |Vu(Z, t)|2dz.

die im Gebiet () enthaltene Energie der Welle. Dann gilt
d ~/ = —/ = —
—Eq(t) = —/ S(z,t) - n(7)ds(),

wobei S(Z,t) = —uy (7, t)Vu(Z, t) als Poyntingvektor bezeichnet wird.

BEWEIS. Durch Einsetzen in die Definition der Energie und mit Hilfe der
Green’schen Formeln erhélt man

d
aEQ(t) = / utt(f, t)ut(f, t) + Vu(f, t) . Vut(f, t)df
Q

:/(utt(f,t)—Au(f,t))ut(f,t)df+/ Onu(Z, t)ue (2, t)d.
Q

o0

Da u Losung zu ((12.1)) ist, fallt der erste Term weg, und der Integrand im
zweiten Term lasst sich mittels

Opu(Z, uy (7, 1) = A(T) - Vu(T, )u(T,t) = —ii(Z) - S(T, )

umschreiben in den entsprechenden Term in der Behauptung. ]
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12.5 Aufgaben

Bemerkung 12.15. Die Gesamtenergie in {2 kann sich also nur durch Ab-
strahlung iiber den Rand verdndern. Der Poyntingvektor beschreibt die
Energieflussdichte und erlaubt insbesondere die iiber den Rand OS2 abge-
strahlte Energie auszudriicken. Die Aussagen des Satzes gelten fast wortlich
auch fiir elektromagnetische Wellen und andere Arten von Schwingungen.

Als direkte Folgerung des obigen Satzes erhalten wir das folgende Resultat.

Satz 12.16. Sei u klassische Losung von (12.1)) auf RY mit
/ Onpu(y, t)ue(y, t)ds(y) — 0 mit R — oo (12.6)
[J|=R

und fiir alle ¢ > 0. Dann gilt
d d1
E

—Elt)=—= 7, 1) 7,t)|*d7 = 0.
G50 =55 [l 0 +1Vu(z ez =0

Die gesamte Energie der Welle bleibt also fiir alle Zeiten erhalten.

Bemerkung 12.17. (i) Als direkte Konsequenz aus der Linearitit der
Gleichung erhalten wir, dass das Problem (12.1)—(12.2)) hochstens eine klas-
sische Losung besitzen kann, die der Abklingbedingung geniigt. Diese
ist durch die Kirchhoff Formel gegeben.

(ii) Fiir Wellen in endlichen Gebieten gelten wieder analoge Aussagen wie
in einer Raumdimension. Insbesondere kann auf einfachen Gebieten und
bei vorgegebenen Randwerten die Losung mit Hilfe der “Trennung der
Variablen” berechnet werden; mehr hierzu in der Ubung.

12.5 Aufgaben

Aufgabe 12.1. Uberpriifen Sie, welche der folgenden Funktionen schnell-
fallend im Sinne von Definition [12.1] sind.

(i) u(z) = e

(i) u(z) = ze™";
(iii) w(z) = e 171,

Geben Sie jeweils auch eine kurze Begriindung fiir [hre Behauptungen.
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12 Fouriertransformation und die Kirchhoff Formel

Aufgabe 12.2. Skizzieren Sie die folgenden Funktionen in einer Variablen,
berechnen Sie die entsprechenden Fouriertransformierten u(k) = (Fu)(k),
und skizzieren Sie auch diese.

(i) u(x) = H(a — |z|) mit H(r) =1 fir » > 0 und H(r) = 0 sonst;

(i) w(z) = e~

Beachte: Die Funktionen sind integrierbar und somit existiert die Fourier-
transformation nach Bemerkung [12.5] Die Berechnung ist dann elementar.

Aufgabe 12.3. Zeigen Sie die Aussagen von Satz [12.8]

Aufgabe 12.4. Seien u,v,w € S (R) Zeigen Sie folgende Eigenschaften
der Faltung (u * v) fR u(xr — y)dy.

(i) uxv=0v*u

(il) (u*v) =u' *v=ux;

(iil) (u*xv)*xw =wu* (v*w).

Aufgabe 12.5. Sei d = 1. Leiten Sie mit Hilfe der Formeln
1 . .
cos(|k|t) = cos(kt) = 5(6”“ + e~

und

t t
1 . .
sin(|k[t)/|k| = sin(kt)/k = / cos(ks)ds = 5/ eths 4 ek g
0 0

und der Fourier-Riicktransformation aus der allgemeinen Losungsformel
die bekannte d’Alembert Formel her.

Hinweis: Man sollte die Falle u; = 0 und ug = 0 getrennt betrachten. Das
Vorgehen ist dann dhnlich wie im Beispiel 77.

Aufgabe 12.6. Zeigen Sie im Detail die Behauptung von Bemerkung|(12.11
und komplettieren Sie damit den Beweis von Satz [12.12]

Aufgabe 12.7. Sei u klassische Losung zur Wellengleichung in R3 mit
Anfangswerten u(Z,0) = ug(Z) und dyu(Z,0) = u1(Z), welche beschriankten
Tréger besitzen, d.h., uy(Z) = w1 (¥) = 0 fiir |Z] > R. Zeigen Sie, dass dann
auch u(Z,t) fir jedes t > 0 beschriankten Tréger besitzt.
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Aufgabe 12.8. Die Funktionen u(Z,t) = f(k - ¥ — wt) heiBen “cbene
Wellen”. Zeigen Sie, dass diese Funktionen Losungen zur Wellengleichung

1 . -
gattu(aj,t) — Au(Z,t) =0

mit Schallgeschwindigkeit ¢ = w/|k| sind.

Aufgabe 12.9. Zeigen Sie, dass fiir k= (1,0,0) die ebenen Wellen aus
voriger Aufgabe die Gestalt u(x,y, z,t) = v(x,t) besitzen, und iiberpriifen
Sie, dass v Losung zur eindimensionale Wellengleichung 0yv — 0ppv = 0
ist. Diese ist also ein Spezialfall der dreidimensionalen Wellengleichung.

Aufgabe 12.10. Wir betrachten die geddmpfte Wellengleichung
Opu — Au+u = 0.

Zeigen Sie, dass fiir eine hinreichend schnelle fiir |x| — oo abklingende
Losung die modifizierte Energie

1 — — — —
Enodlt) = 5 [ (@O +|Vu(@, ) + u(z.0) a3
R

in der Zeit erhalten bleibt.

Aufgabe 12.11. Sei Q2 = (0,1)%. Das Anfangs-Randwertproblem

attu($7y7t)_Au(xuy7t) =0 (xuy) €Q7 t>07
u(r,y,t) =0  (z,y) €99, t >0,
—0

u(z,y,0) = sin(rx) sin(2ry), Owu(z,y,0) (z,y) € Q

beschreibt das Schwingen, genauer die Auslenkung u, einer Membran die
iiber einen quadratischen Rahmen gespannt ist, aus ihrer Ruhelage.

(i) Zeigen Sie mit einer Energieabschétzung, dass hochstens eine klassische
Losung zu obigem Problem existieren kann.

(ii) Berechnen Sie die Losung durch “Trennung der Variablen”.

Aufgabe 12.12. Sei Q2 = {(x,y) : |(z,y)| < 1} der Einheitskreis.
(i) Formulieren Sie die Wellengleichung und ensprechende Randbedingun-
gen in Polarkoordinaten zur Beschreibung des Schwingens einer Membran

die {iber einen kreisrunden Rahmen gespannt ist; vgl Aufgabe [12.11]
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12 Fouriertransformation und die Kirchhoff Formel

(ii) Machen Sie eine Produktansatz fiir die Losung und formulieren Sie die
entsprechenden gewohnlichen Differentialgleichungsprobleme fiir die ein-

zelnen Losungskomponenten.
Bemerkung: Im Buch von Strauss im Kapitel 10.2 wird hiermit die Lésung
zum Poblem aus Punkt (i) in Form einer Fourierreihe berechnet.
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Im Kontext der Warmeleitungsgleichung haben wir gesehen, dass fiir die
Integraldarstellung der Losung zur homogenen Gleichung im Ganzraum

. 1 _lE=a? 40 N
U(%t):W Re T up(Y)dy — uo()

gilt. Die Losung u(%,t) zum Zeitpunkt ¢ stellt also gerade ein gewichtetes
Mittel der Anfangswerte ug um den Punkt ¥ dar, welches mit ¢ — 0 gegen

uo(Z) konvergiert. Wir stellen jetzt einen Rahmen vor, in dem sich diese
Aussage und auch die entsprechende Losungsdarstellung fiir die Poisson-
gleichung mit Hilfe der Fundamentall6sung besser verstehen lassen.

13.1 Definitionen und Beispiele
Sowohl die linke als auch die rechte Seite in obiger Darstellung hdngt linear
von der Anfangsfunktion ug ab. Dies motiviert folgende Definition.

Definition 13.1. Eine lineare und stetige Abbildung 7" : S(R?) — R heiBt
(temperierte) Distribution. Dabei meint linear, dass

T(ou + Bv) = T (u) + BT (v)
fiir alle u,v € S(RY) und «, 8 € R gilt. Mit stetig ist gemeint, dass
T(up) — T(u)  falls up, — v in S(RY),

wobei u, — v in S(R?) ausdriickt, dass D%, (Z) — D®u(ZF) gleichmiBig
und fiir alle Ableitungsordnungen |«| konvergiert; siche Anhang.

Bemerkung 13.2. Die Menge der Distributionen 7' : S(R%) — R bildet
einen Vektorraum, der mit S’(RY) bezeichnet wird. S(R?) wird die Menge
der Testfunktionen genannt. Fiir die Auswertung 7'(u) einer Distribution
a einer Testfunktion schreiben wir auch (T, u)s/ws oder kurz (T, u).
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Beispiel 13.3. (i) Sei g : R? — R stetig und beschrénkt. Dann definiert
Ty i= [ gtz
R4

eine Distribution 7}, : S(R?) — R. Linearitit und Stetigkeit folgen sofort
aus den Eigenschaften des Integrals; siche Ubung.

(ii) Die Abbilung 0z : u — u(Z) ist linear, denn

(07, au + pv) = dz(au + Bv) = (au + fv)(Z)
= au(T) + fu(T) = adz(u) + Boz(v) = a0z, u) + B(dz,v).

Weiters ist die Abbildung stetig, denn
107 (tn) — 03(u)| = |un(T) — u(Z)| < [lun — ulloo,

woraus die Konvergenz mit n — oo folgt, falls u, gleichméflig gegen u
konvergiert. Die Abbildung ¢z heifit “Delta-Distribution” oder auch “Dirac-
Delta”. Oftmals wird statt dg auch kurz o geschrieben.

(iii) Die Abbildung 65—, : u ﬁg’:au(g)dg beschreibt das Integral der
Funktion u iiber der Kugelfliche mit Radius a. Auch hierbei handelt es
sich um eine Distribution in obigem Sinne; siehe Ubung.

Bemerkung 13.4. Jede lokal integrierbare und nicht zu schnell wachsende
Funktion ¢ lasst sich nach obigem Beispiel mit einer Distribution identi-
fizieren. Statt T, schreiben wir dann meist einfach g. Andererseits heifit
eine Distribution, die sich mit Hilfe einer Funktion ¢ in der Art (i) dar-
stellen ldsst, “reguldr”. Wie Beispiel (ii) und (iii) belegen, gibt es auch
nicht-regulédre Distributionen. Man nennt Distributionen daher manchmal
auch “verallgemeinerte Funktionen”.

Als néchstes fithren wir einen Konvergenzbegriff fiir Distributionen ein.
Definition 13.5. Seien T und T},, n > 1 Distributionen in S’(R%). Mittels
Tn(u) — T(u) fiir alle u € S(RY)  mit n — oo

definieren wir die Konvergenz von Distributionenfolgen. Man schreibt dafiir

kurz T, ﬁ) T oder T,, — T in &’ und sagt: “T}, konvergiert gegen T im
Sinne von Distributionen” oder kurz: “konvergiert distributionell”.

110



13.1 Definitionen und Beispiele

Beispiel 13.6. (i) Seien g und g, fiir n > 1 beschrénkt und stetig und es
gelte ||gn — g||cc — 0 fiir n — oo. Dann folgt

Ty = [ @@ = [ o@u@riz+ [ 10,0 - o@uiiz

R4

Da g, — ¢ gleichméfig konvergiert und v € S (Rd) integrierbar ist, ver-
schwindet der letzte Term mit n — oo. Hieraus folgt T, — T, in S'(RY).
Das heifit: g, — g gleichméBig impliziert g, — ¢ (genauer: T, — T}) im
Sinne von Distributionen.

|

2
(i) Sei ¢(Z,t) = (47rt)’d/26_‘f. Nach Satz [10.7] gilt dann fiir jede Test-
funktion ug € S(R?), dass

<¢(7 t)v U()> - o d)(g? t)UO(g)dg

t—0

= | 00—y, t)uo(y)dy — uo(0) = (do, uo)-
Rd

Man sagt, dass ¢(-,t) — dp mit ¢ — 0 im Sinne von Distributionen.

(iii) Fiir € > 0 definieren wir die Funktionen

3 —
56(5)_{m7 |.’L“<6

0, sonst.

Dann gilt fiir alle u € S(R3), dass

(6, u) = /R O (@u(@)di = 33 / w(@)dz ' u(0) = (5, u).

Dies zeigt, dass 6 — 0 in S’'(IR3). Der Grenzwert der Funktionen §¢ ist keine
regulére Distribution, ldsst sich also nicht mit einer Funktion darstellen!

Bemerkung 13.7. Obige Beispiele zeigen, dass sich Distributionen meist
direkt oder durch Grenziibergéinge aus gewodhnlichen Funktionen bilden
lassen. Entsprechend sollten sich auch elementare Rechenregeln auf diese
verallgemeinerten Funktionen iibertragen lassen.
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13.2 Ableitung von Distributionen

Wir erinnern an die Schreibweise D%u(¥) fiir die gemischte Ableitung von
u, und zwar je a;-mal nach z;. Fiir u, v € S(R?) gilt dann

W (Z)o(Z)dx = (—1) u(2) D (2)dx
[ prat@n@as = 0! [ u@pro@a

da fiir schnell fallende Funktionen die Randterme bei der partiellen Inte-
gration verschwinden. Diese Beobachtung motiviert

Definition 13.8. Fiir eine Distribution 7' € S'(R?) definieren wir mittels
(DT, u) = (=1)°NT, D) fiir alle u € S(RY)
die distributionelle Ableitung DT € S'(R?).

Bemerkung 13.9. Jede Distribution und somit auch jede integrierbare
Funktion ist also im distributionellen Sinne beliebig oft differenzierbar!

Beispiel 13.10. (i) Sei g € S(R?). Dann gilt

(DT, u) = (~1) T, Do) = (~1)l /R o@D (@)

- / DO g(F)u(F)dT = (Tpeg. u).
Rd

Im dritten Schritt haben wir hier partielle Integration angewendet und
ausgenutzt, dass u schnell féllt und somit die Randterme verschwinden. Es
gilt also DTy = Tpag, d.h., die distributionelle Ableitung stimmt mit der
klassischen Ableitung iiberein, falls die Funktion ¢ hinreichend regulér ist.
(ii) Wir betrachten die Heaviside Funktion H : R — R mit H(z) = 1 fiir
x > 0 und H(x) = 0 sonst. Dann gilt

o0
(H' u) = —(H,u') = — / o ()de = —u(x)|"_ = u(0) = (6,u).
0
Wir haben also gezeigt, dass H' = § im Sinne von Distributionen gilt. Die

distributionelle Ableitung von H ist demnach keine regulédre Distribution,
also nicht im klassischen Sinne definiert!
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(iii) Fiir die Ableitung der §-Distribution gilt
(6 u) = —(0,uy = —u'(0).
Wir schreiben dafiir auch kurz ¢'(u) = —u/(0).

Bemerkung 13.11 (Merkregel). Fiir eine stiickweise glatte Funktion stimmt
die distributionelle Ableitung iiberall dort, wo die Funktion klassisch dif-
ferenzierbar ist, auch mit der klassischen Ableitung iiberein! Springt die
Funktion, so erhédlt man als Ableitung dort eine -Distribution.

13.3 Faltung von Distributionen

Fiir unsere weiteren Uberlegungen werden wir auch die Faltung von Funk-
tionen und Distributionen benétigen. Wir wiederholen zunéchst

Definition 13.12 (Faltung). Der Ausdruck
(e w)@) = [ o6 - Dl
R

bezeichnet die Faltung zweier schnell-fallender Funktionen v, w € S(RY).

Mittels einfacher Rechnung zeigt man folgende Eigenschaften

Satz 13.13. Seien u, v, w € S(RY). Dann gilt
1) uxve SRY); (ii) uxv =v*u; (iii) (u*v)*xw = u* (v*w); sowie
(iv) D¥(u*v) = (D%) * v = u * (D) fiir alle Multiindizes .

BEWEIS. Die Eigenschaften ergeben sich unmittelbar durch Nachrechnen.
Zur Hlustration zeigen wir (ii): Mit Substitution 2= & — y folgt

(u*v)(Z) = /Rd u(Z — y)v(y)dy = /]Rd u(2)v(T — 2)dz.

Die anderen Behauptungen folgen &hnlich; siche Ubung. ]

Als néchstes wollen wir den Faltungsbegriff auf Distributionen erweitern.
Hierzu ist folgende Beobachtung hilfreich. Durch Testen von v * w mit u
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und Substitution folgt

mit (wou)(2) = [pa w()u(Z+§)dy. Wie oben folgt, dass (wou) € S(R%).
Hiermit kann man nun auch die Faltung fiir Distributionen definieren.

Definition 13.14. Fiir T € S’'(RY) und @ € S(R?) bezeichnet
(w T u) == (T xw,u) = (T,wou)

die Faltung 1"+ w der Distribution 7" mit der schnell fallenden Funktion w.
Dabei ist (w o u)(2) = [pq w()u(Z+ §)dy.

Durch Einsetzen in die Definition und elementares Nachrechnen erhalt man
nun folgende Aussagen.

Satz 13.15. Fiir w € S(R?) und T € S§'(RY) gilt
(i) T*w € S(RY).
(ii) DYT xw) = (DT) xw =T * (D).

Bemerkung 13.16. Die Faltung einer Distribution 7" mit einer glatten
Funktion w fiithrt also stets auf eine glatte Funktion 7" xw. Auch das Falten
mit weniger glatten Funktionen w hat stets einen gldttenden Charakter.
Die Faltung zweier Distributionen ist allerdings nicht immer wohl-definiert;
siehe hierzu die Ubungsaufgaben.

Fiir unsere weiteren Uberlegungen ist das folgende Beispiel wichtig.

Beispiel 13.17. Fiir die Delta-Distribution gilt

(0 xw,u) = (f,wou) = (wou)0) = /Rw(y)u(y)dy = (w, u).

Dies zeigt, dass 6 x w = w fiir alle hinreichend glatten Funktionen w gilt.
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13.4 Fundamentallésungen

Mit Hilfe obiger Resultate kénnen wir jetzt die Bedeutung der Funda-
mentallésung bei der Losungsdarstellung etwas genauer beleuchten. Wir
erklaren kurz das prinzipielle Vorgehen.

Definition 13.18. Sei L ein linearer Differentialoperator auf R¢ mit kon-
stanten Koeffizienten. Dann heiflt eine Funktion ¢ mit

Lop=0 inS'(RY
eine Fundamentall6sung zum Differentialoperator L.
Bemerkung 13.19. Sei ¢ eine Fundamentallosung zu L. Dann gilt
Lo*]) = (Lg)x [ = 5% [ = [.

Eine Losung zur inhomogenen Gleichung Lu = f ldst sich also einfach
durch Faltung u = ¢ *x f mit der Fundamentallésung bestimmen.

Wir diskutieren jetzt die Anwendung dieses Arguments anhand von Bei-
spielen, die wir im Rahmen der Vorlesung bereits kennengelernt haben.

Beispiel 13.20. Sei ¢(¥) = ==. Dann gilt nach Satz 9.2 und den Re-

4r|Z|”
chenregeln fiir die Faltung, dass

(~A@) * f = —A(px f) = —Au=f=5xf.

Durch Vergleich der beiden Seiten sieht man, dass —A¢ = ¢ im Sinne von
Distributionen gilt; genau das wurde im Beweis zu Satz [9.2] bewiesen.

Bemerkung 13.21. Nach Aufgabe und Satz ist u® = ¢ * 0° das
elektrische Potential zur Ladungsverteilung ¢ in R3. Nach Beispiel [13.6(iii)
gilt 0¢ — 0 in &’ mit € — 0 und somit u¢ — ¢ mit ¢ — 0 im distributionellen
Sinn. Die Fundamentallosung ¢(7) = #‘f’
einer Punktladung, das sogenannte Coulomb-Potential.

ist somit gerade das Potential

Als néchstes diskutieren wir die Warmeleitungsgleichung.

115



13 Distributionen

|72

Beispiel 13.22. Sei ¢(7,t) = WG*T die Fundamentallésung zur

Wirmeleitungsgleichung. Dann gilt fiir u(-,t) = ¢(-,t) * ug und ¢ > 0
Oru(-,t) — Au(-,t) = (0 — A)(P(+, 1) *ug) = [(Or — A)p(-, t)] x ug = 0,
wobei wir im letzten Schritt Satz benutzt haben. Weiters gilt

uo = 0 xug = lim(o(+, 1) x up) = lim u(-, ).
t—0 t—0

Hiermit sieht man, dass u = ¢ x ug = fRd o(Z — 1, t)up(y)dy die Losung zu
O — Au =0 FeRL >0,
u = ug 7eRY =0,

ist. Das ist gerade die Aussagen von Satz im Fall f = 0. Diese Aussage
lasst sich auch uminterpretieren als

O, t) — Ad(., 1) =0 t>0
#(.,0) = 4.

Die Fundamentallosung ist hier also Losung zur Warmeleitungsgleichung
mit speziellen Anfangswerten. Mit dem folgenden Beispiel zeigen wir, dass
auch die Fundamentallosung zur Warmeleitungsgleichung wieder in das
Konzept von Definition und Bemerkung passt.

Beispiel 13.23. Sei u Losung zur Warmeleitungsgleichung

t)y=f(@t), TeRY t>0
u(,0) = uo(7), 7 e RY

Wir setzen u(¥,t) = 0 fiir t < 0. Dann springt u bei t = 0 und wir erhalten
fiir jedes # € R?

Owu(Z,-) = —Au(Z, ) + dr=oup (7).
Somit lédsst sich die Warmeleitungsgleichung formal umschreiben in

ou — Au = f + ugdi— in S/(Rd X R),
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wobei wir wieder f(7,t) = 0 fiir ¢ < 0 gesetzt haben. Wir erweitern nun
auch die Fundamentallosung mittels

e
Maw={@W%e“’t>Q

0, sonst,

zu einer Funktion auf RY x R. Aus obigen Uberlegungen und Satz
folgt dann

010 — A =0z =0y  in S'(RYxR)
und die Losung zur inhomogenen Warmeleitungsgleichung ist gegeben durch
u(@,t) = ((b * (f + uoétzo))(f, t)
00
:/;)W¢@—@t—$g@ﬁ%HM@&ﬂ@D@%

t
_ / (7 — .t — ) f(7.s)dgds + | o7 — 7.7
0 R4 R4

Dies entspricht gerade der Aussage von Satz [10.7]

Bemerkung 13.24. Auch die Loésungsformel fiir die Transportgleichung
sowie die d’Alembert und Kirchhoff-Formeln fiir die Wellengleichung las-
sen sich in dhnlicher Weise motivieren. Insbesondere definieren die Formeln
auch fiir nicht-glatte Daten Losungen der Wellengleichung im distributio-
nellen Sinn. Fiir weitere Details sei auf das Buch von Strauss verwiesen.

13.5 Weiterfithrende Themen*

Der Vollstéandigkeit halber erwdhnen wir noch einige weitere Sachverhalte.

13.5.1 Fouriertransformation von Distributionen

Zunéchst erlautern wir die Erweiterung der Fourierertransformation auf
Distributionen. Hierbei tauchen natiirlicher Weise komplexwertige Funk-
tionen u, v € S(R?). Fiir diese setzen wir

<%w:l;m@ma@a
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Hiermit gilt insbesondere (u,u) fRd lu(Z)|?dZ > 0. Dann lésst sich die
Fouriertransformation wie folgt auf Distributionen erweitern.

Definition 13.25. Sei T € S&'(R?) komplexwertig. Dann ist mit
(FT,v) = 2m)T, F~1v) fiir alle v € S(R?)
die Fouriertransformierte von 7" als Distribution FT' € &'(R?) definiert.

Die stimmt fiir regulire Distributionen 7' = T, mit g € S(RY) gerade
wieder mit der iiblichen Definition der Fouriertransformation iiberein.

Beispiel 13.26. (i) Seien u,v € S(R?). Dann gilt

(Fu,v) /R d /R d e~ Ky () div (k) dk
- /R d /R du(w)T@dEdf: (2m) %, F~10).

Hieraus erklart sich auch die Formel aus der Definition.

(ii) Fiir die Fouriertransformierte der Delta-Distribution gilt

(F6,v) = (2m)48, F~ o) = 2m)(F~1v)(0)
:/ o(Z)dE = (1, v).
]Rd

Somit ist /0 = 1, d.h., eine konstante Funktion.

(iii) Die konstante Funktion g(Z) = 1 ldsst sich als Distribution auffassen
und wir erhalten

= 2m)UFF1w)(0) = (2m)%w(0) = (2m)4(5, w).
Somit ist F1 = (27)% ein Vielfaches der Delta-Distribution.

Achtung: Manchmal werden die Fouriertransformation und ihre Inverse
mit anderen Vorfaktoren definiert. Man findet daher fiir (ii) und (iii) in
Tabellen manchmal etwas andere Konstanten!
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13.5.2 Distributionen auf beschriankten Gebieten

Distributionen lassen sich in ahnlicher Weise auch auf beschrankten Ge-
bieten definieren. Wir skizzieren die wesentlichen Begriffe.

Definition 13.27. Sei Q € R? ein beschrinktes Gebiet, d.h., eine be-
schrinkte offene und zusammenhingende Teilmenge von R.

(i) Fiir w : Q — R heit supp(u) = {z € Q : u(¥) # 0} der Tréger (englisch:
support) von u. Falls supp(u) C € spricht man von “kompaktem Tréiger”.
(iii) Wir bezeichnen mit D(Q) = C3°(Q2) = {u € C*(Q) : supp(u) C Q}
die Menge der glatten Testfunktionen mit kompaktem Tréger.

(iv) Mit D'(2) bezeichnen wir die Menge der Distributionen auf €2, d.h., der
linearen und stetigen Abbildungen 7": D(Q2) — R (oder T': D(Q2) — C).

Bemerkung 13.28. (i) Testfunktionen u € D(2) haben insbesondere
kompakten Triger supp(u) C Q. Da Q offen ist, muss u in einer Umge-

bung des Randes 0f) samt seinen Ableitungen verschwinden. Man kann
wieder beliebig partiell integrieren, ohne Randterme beachten zu miissen.
(ii) Fast alle Definitionen und Rechenregeln fiir Distributionen 7' € S'(IR%)
lassen sich beinahe wortlich auf Distributionen T' € D'() iibertragen.

Beispiel 13.29. Sei G(&,y) die Green’sche Funktion fiir den Laplace-
Operator —A auf Q; siche Abschnitt [9.3] Dann gilt

—AyG(T,-) = 0z im distributionellen Sinn.

Hierbei ist & als Parameter zu verstehen und es wird nach ¢ abgeleitet.
13.6 Aufgaben
Aufgabe 13.1. Sei g € S(R). Zeigen Sie, dass die Abbildung

QW/

linear und stetig im Sinne von Definition [13.1] ist.
Aufgabe 13.2. Zeigen Sie, dass die Abbildung

Olf|=a U u(x)d¥
|Z]=a

linear und stetig im Sinne von Definition ist.
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Aufgabe 13.3. Zeigen Sie, dass fiir eine Distribution 7' € S'(R%) auch die
distributionelle Ableitung DT wieder eine Distribution in S’(RY) ist.

Aufgabe 13.4. Berechnen Sie die erste und zweite distributionelle Ablei-
tung von

sin(z), >0
0, x < 0.

(i) flz)=lzl; wnd (i) g(z)= {
Aufgabe 13.5. Bestimmen Sie fiir die Distribution
Olg|=1 * U~ u(x)d¥
17=1
in S’(R3) die distributionellen Ableitungen D%0z—1 mit |af < 1.
Aufgabe 13.6. Zeigen Sie die Aussagen (i), (iii) und (iv) aus Satz [13.13]

Aufgabe 13.7. Sei H(z) die Heaviside Funktion; siehe Beispiel [13.10/(ii).
Zeigen Sie, dass die Faltung H * u eine Stammfunktion zu w ist.

Aufgabe 13.8. Berechnen Sie D(z) = (H+H)(z) und S(z) = (H *D)(z).
Hinweis: Es handelt sich jeweils um stiickweise Polynome.

Aufgabe 13.9. Zeigen Sie die Aussagen (ii) von Satz (13.15]

Aufgabe 13.10. Bestimmen Sie mit Satz [13.15] und Beispiel [13.17| eine
Formel fiir die n-te Ableitung o5 e S'(R).

Aufgabe 13.11. Zeigen Sie anhand des Laplace-Operators —A in R,
d = 2,3, dass die Fundamentallosung im Allgemeinen nicht eindeutig ist.

Aufgabe 13.12. Bestimmen Sie eine Fundamentallosung zum eindimen-
sionalen Laplace-Operator —0,.,.

Aufgabe 13.13. Eine Ladung der Grofie [oqq(Z)dZ = (¢, 1) = 1 wird
gleichméfig auf der Einheitskugelschale verteilt. Geben Sie eine Formel fiir
g in Form einer Distribution und das zugehérige elektische Potential an;

vgl. Beispiel |13.3(iii) und Bemerkung [13.21]

Aufgabe 13.14. Bestimmen Sie mit Hilfe der d’Alembert Formel aus Ab-
schnitt [4] eine Fundamentallosung zum Differenzialoperator 0yu — 0, u der
eindimensionalen Wellengleichung; vergleiche mit Beispiel [13.22] und [13.23].
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14 Klassifikation von linearen
Differentialgleichungen

Ein grofler Teil der Vorlesung hat sich mit linearen Differentialgleichungen
zweiter Ordnung der folgenden Form beschéftigt

d
= = > O, (Aij ()00, u(@) + Z b ()0, u(T) + c(T)u(T) = f(7)
iji=1
Bemerkung 14.1. Ohne Beschrankung kann man annehmen, dass A;;(Z) =
Aj;(Z) symmetrisch ist, was wir in der Folge auch tun werden; siehe Ubung.

14.1 Typeneinteilung

Die Poissongleichung, Warmeleitungsgleichung, die Wellengleichung, und
sogar die Transportgleichung lassen sich in obige Form bringen. Letztere ist
allerdings eine Differentialgleichung erster Ordnung. Die Losungsstruktur,
das Verhalten der Losung sowie die Anzahl und Art der benétigten Anfangs-
und Randbedingungen fiir die verschiedenen Gleichungen war jedoch recht
unterschiedlich. Wir teilen daher lineare Differentialgleichungen in verschie-
dene Typen ein.

Definition 14.2. Ein linearer Differentialoperator L : v — Lu zweiter
Ordnung der obigen Gestalt heifit

(i) elliptisch bei 7, falls die Matrix A(Z) positiv definit ist, d.h., alle
Eigenwerte der Matrix A(Z) sind grofer 0.

(ii) hyperbolisch bei Z, falls die Matrix A(Z) einen negativen und sonst
lauter positive Eigenwerte besitzt.

(iii) parabolisch bei 7, falls A(Z) einen Eigenwert 0 und sonst lauter
positive Eigenwerte besitzt und die erweiterte Matrix [A(Z)|b(Z)] vollen
Rang besitzt.
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14 Klassifikation von linearen Differentialgleichungen

Gelten die entsprechenden Eigenschaften fiir alle ¥ € €2, dann heifit der
Operator L elliptisch, hyperbolisch oder parabolisch auf €2. Dieselben Be-
zeichnungen werden auch fiir die entsprechende partielle Differentialglei-
chung Lu(z) = f(&), ¥ € Q2 verwendet.

Beispiel 14.3. (i) Die Poissongleichung —Au = f in R hat obige Struktur
mit A;;(Z) = 6; j, b = 0 und ¢ = 0. Die Eigenwerte von A sind also alle
gleich 1. Die Gleichung ist daher elliptisch auf ihrem Definitionsgebiet.
(ii) Die Wellengleichung dyu — Au = 0 auf R? kann man als Differential-
gleichung in R4 verstehen; dabei fassen wir die Zeit als (d+ 1)te Variable
auf. Die Gleichung hat dann obige Form mit A;; = 0 fiir i # j, A;; = 1 fiir
1 <i<dund A;; = —1 fir : = d+ 1; weiters ist b = 0 und ¢ = 0. Die
Gleichung ist also hyperbolisch auf ihrem Definitionsbereich.

(iii) Die Warmeleitungsgleichung dyu — Au = f kann ebenso wieder als
Gleichung in R verstanden werden. Hier ist Aij =0fliri#j, Aj =1
fiir 1 <: < dund A;; = 0 fiir ¢ = d+ 1; somit hat A einen 0 Eigenwert und
d Eigenwerte 1. Weiters ist b; = 0 fiir 1 < j < d und bg4; = 1. Somit hat
die erweiterte Matrix [A|b] maximalen Rang. Die Warmeleitungsgleichung
ist also parabolisch auf ihrem Definitionsbereich.

Bemerkung 14.4. Bei Bedarf kann man die ganze Differentialgleichung
mit —1 multiplizieren und so das Vorzeichen (der Eigenwerte) von A verdre-
hen. Die Typenbezeichnung lasst sich entsprechend erweitern. Wir nennen
also sowohl —A als auch A elliptisch!

14.2 Diskussion der unterschiedlichen Typen

Die Bedeutung der Typeneinteilung liegt darin, dass Gleichungen desselben
Typs dhnliche Phdnomene beschreiben, dhnliche Anfangs- und Randbedin-
gungen benotigen, und mit d&hnlichen Techniken analysiert werden kénnen.
Wir fassen das kurz zusammen:

Elliptische Differentialgleichungen

Als Paradebeispiel fiir elliptische Differentialgleichungen haben wir das
Poissonproblem kennengelernt. Aus den Aussagen, welche in den vorher-
gehenden Kapiteln hergeleitet wurden, lasst sich erkennen:
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14.2 Diskussion der unterschiedlichen Typen

e Elliptische Gleichungen Lu(Z) = f(Z) in Q beschreiben allgemeine
Gleichgewichtsphdnomene.

e Auf beschriankten Gebieten 2 wird eine Randbedingung (z.B. Dirich-
let, Neumann, oder Robin) an jedem Punkt des Randes 0f2 benotigt.

e Zur Losungsdarstellung eigenen sich, in Abhéngigkeit der Parameter
und des Gebietes, Fundamentallosung, Green’sche Funktion, Darstel-
lungsformeln, oder Trennung der Variablen.

e Zur Weiteren Analyse konnen Maximumprinzip, Energieabschatzungen,
oder das Dirichletprinzip verwendet werden.

e Fiir f = 0 und regulédre Parameterfunktionen A, b und c ist die Losung
im Inneren des Gebietes regulér (elliptische Regularitét).

Beispiel 14.5. (i) Fir die Konvektions-Diffusionsgleichung
—Au(Z) +b(Z) - Vu(Z) =0, TeQ

mit vorgegebenem glatten Geschwindigkeitsfeld b gilt das Maximumprinzip
und daraus abgeleitete Aussagen.

(ii) Sei ein © C R? ein beschrinktes, hinreichend regulires Gebiet und a €
CH(Q) sowie ¢ € C(Q) strikt positiv. Dann besitzt das Randwertproblem

—div (a()Vu(@)) + c@)u(@) = f(7), T0
a(D)0u() = h(T), 7€

hochstens eine klassische Losung. Diese lasst sich charakterisieren durch

E(u) = min  F(v)
veC2(Q)NCL(Q)

mit Energie F(v) = 5 fQ T)|Vo(& lzda_f—fg f(f)v(a_c’)df—faQ h(Z)v(Z)ds(Z).

Der Beweis zu obigen Aussagen wird in der Ubung erbracht.

Parabolische Differentialgleichungen

Die Wirmeleitungsgleichung ist Paradebeispiel fiir parabolische Differen-
tialgleichungen. Diese lassen sich wie folgt charakterisieren. Aus den ent-
sprechenden Resultaten schlielen wir:
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14 Klassifikation von linearen Differentialgleichungen

e Parabolische Differentialgleichungen beschreiben allgemeine Diffusi-
onsvorgange, wie z.B. das Flieen von Warme.

e Neben einer Randbedingung wird auf beschréankten Gebieten {2 genau
eine Randbedingung fiir jeden Punkt des Randes OS2 benstigt.

e Die Losung ldsst sich, zumindest bei konstanten Koeffizienten, mit
Hilfe der Fundamentallosung oder mit Trennung der Variablen dar-
stellen.

e FEindeutigkeit und a-priori Schranken lassen sich mit Maximumprinzip
und Energieabschétzung herleiten.

e Bei zeit-unabhéngigen Daten konvergiert die Losung mit ¢ — oo oft-
mals gegen einen stationdren Zustand. Dieser wird durch eine entspre-
chende elliptische Differentialgleichung beschrieben.

e Im Gegensatz zur Wellengleichung breitet sich bei parabolischen Glei-
chungen Informationunendlich schnell aus.

Beispiel 14.6. Sei Q € R? cin beschrinktes Gebiet mit hinreichend re-
gulirem Rand und a € C1(Q) strikt positiv, sowie b, ¢ stetig auf €.
(i) Mit einer Energieabschétzung folgt, dass die Differentialgleichung

—

Oyu(Z,t) — div (a(¥)Vu(®)) + b(Z)u(Z,t) + c(@)u(Z, t) = f(Z, 1),

welche fiir ¥ € €2 und ¢ > 0 gelten soll, fiir vorgegebene Daten, d.h. rechte
Seite f(Z,t), £ € Q, t > 0, Anfangswerte u(Z,0) = up(Z), ¥ € Q und
Randwerte u(7,t) = g(Z,t), £ € 0, t > 0, hochstens eine Losung besitzt.
(ii) Falls f > 0, g > 0 und ug > 0 gilt, dann folgt u > 0 fiir alle ¢ > 0. Dies
lasst sich mit einem Maximumprinzip beweisen.

Hyperbolische Differentialgleichungen

Als Beispiel fiir hyperbolsiche Differentialgleichungen haben wir die Wel-
lengleichung in ein und drei Raumdimensionen kennengelernt. Aus den
Uberlegungen und Resultate fiir diese Gleichungen lisst sich erschliefen:

e Hyperbolische Differentialgleichungen beschreiben die Ausbreitung von
Wellen und andere Schwingungsphidnomene.
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14.2 Diskussion der unterschiedlichen Typen

e Fiir die Wohlgestelltheit werden zwei Anfangsbedingungen sowie auf
beschrankten Gebieten () eine Randbedungung am gesamten Rand
0f) benotigt.

e Die Losung im freien Raum lésst sich, bei konstanten Koeffizienten,
durch Formeln wie die von d’Alembert oder Kirchhoff darstellen. Auf
beschriankten Gebieten kann wieder Trennung der Variablen verwen-
det werden.

e Hyperbolische Differentialgleichungen Sie modellieren das Prinzip der
Energieerhaltung.

e Die Losung beschreibt Energietransport bzw. Ausbreitung von Infor-
mation mit endlicher Ausbreitungsgeschwindigkeit.

Beispiel 14.7. (i) Die Gleichung

c(Z)0up(Z,t) — div (a(Z)Vp(Z,t)) + d(Z)Op(2,t) =0, &€ Q,t>0,
a(Z)0pp(Z,t) =0, &€, t>0,

beschreibt die Ausbreitung einer gedampften Welle in einem beschrankten
Gebiet (2, das mit einem inhomogenen Material gefiillt und mit einer schall-
harten Wand umgeben ist. Die Parameterfunktionen a, ¢ und d seien wie-
der glatt und strikt positiv. Mit Energieabschéitzung zeigt man, dass die
Losung durch Vorgabe von Anfangswerten

p(Z,0) = po(L) und Op(Z,0) = p1(D), x € ()
eindeutig festgelegt wird. Aufgrund der Dédmpfung nimmt die Energie E(t) =

3 fQ D) |0p(Z,1)]? + a(Z)|Vp(Z, t)|>dZ mit der Zeit stindig ab.
(ii) Die Maxwellgleichungen

& D(Z,t) + o(Z)E(Z,t) = rot H(Z,t), Te€Q, t>0,
0¢B(Z,t) = —rot E(Z,1), re, t>0,

beschreiben zusammen mit den Materialgesetzen D(Z,t) = ¢(Z)E(Z,t) und
B(i,t) = u(Z)H (%) die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in einem
Gebiet Q C RY. Die strikt positiven und glatten Parameterfunktionen ¢, u
und o charakterisieren die Eigenschaften des Mediums in 2. Durch Diffe-
renzieren der ersten Gleichung nach ¢ und Einsetzen der zweiten Gleichung
ldsst sich eine “hyperbolische” Differentialgleichung fiir E herleiten.

125



14 Klassifikation von linearen Differentialgleichungen

Ist das Gebiet € elektrisch isoliert, dann gilt weiters
(7)) x E(Z,t)=0 Zeo, t>0.

Ahnlich wie in (i) lasst sich nun wieder zeigen, dass zu vorgegebenen An-
fangswerten E(Z,0) = E)O(*) und H (f O) ﬁo(_’) eine eindeutige Losung
existiert, deren Energie E(t) = 5 fQ (Z)|2 + w(Z)| H (T)|2d stetig ab-
nimmt.

14.3 Aufgaben

Aufgabe 14.1. Welchen Typ besitzen die folgenden Gleichungen
(i) 20p2u(z,y) — Opyu(z, y) + 20pu(z,y) = 0;

(i) e”OFu(z,y) — evdou(x, y) = f(z,y).

Aufgabe 14.2. Zeigen Sie die Aussage von Beispiel [14.5)1)
Aufgabe 14.3. Zeigen Sie die Aussage von Beispiel [14.5[(ii).
Aufgabe 14.4. Verifizieren Sie die Behauptung von Beispiel [14.6]1)
Aufgabe 14.5. Beweisen Sie die Behauptung von Beispiel [14.6((ii).

Aufgabe 14.6. Uberpriifen Sie die Aussagen von Beispiel [14.7(i)

Aufgabe 14.7. Uberfiihren Sie die Maxwell-Gleichungen aus Beispiel |14.7((ii)
auf eine Differentialgleichung (eigentlich: ein DGL-System) zweiter Ord-
nung fiir .

Aufgabe 14.8. Zeigen Sie mit Hilfe der vorigen Aufgabe, die Energie-
abschitzung zu Beispiel [14.7](ii).
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