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1 Matrixrechnung und Eigenwerttheorie

Dieses Kapitel schliefst sich dem Kapitel ,Elemente der linearen Algebra“ der Vorlesung
Héhere Mathematik I an.

1.1 Wiederholung: Matrizen, Gaullverfahren und
Determinanten

Definition 1.1.1 (Matrix). Eine Menge von Elementen
{a;ijeR|i=1,2,....n, j=1,2,...,m}

geordnet in n Zeilen und m Spalten

ail a2 aiz ... Qim
a1 a2 a3 ... Qa2m
as;y as2 asz ... asm
anl Aanp2 ap3 ... Adnpm

heift n x m-Matrix. Mit M,, ,,,(R) oder R™*" bezeichnen wir die Menge aller n x m-
Matrizen. Mit (a;;) bezeichnen wir eine Matrix in M, ,,(R).

Beispiel 1.1.2.

1 2 3 1 2 3
2 x 3-Matrix: (4 5 6) 3 x 3-Matrix: 4 5 6

Definition 1.1.3 (Koeffizientenmatrix). Die Koeffizienten des Gleichungssystems

a1121 + a1222 + ... + A1mTm = b1

ao1x1 + a99xo + ... + Qo Ty = ba

An1Z1 + 2o + ... + GpmTm = bn

bilden die Koeffizientenmatrix

aijlp; aiz2 a1z ... Qim
a1 a2 azz ... da2m
A:=|a3 asz2 azz ... azm
Gnl1 Aan2 Qap3 ... Aapm



1 Matrixrechnung und Eigenwerttheorie

Fiihren wir die (Spalten-)Vektoren b := (b1,...,b,)"T und = = (x1,...,2,)7 ein, so
kénnen wir mit der Koeffizientenmatrix das Gleichungssystem als

Ax =D

schreiben. Ist z unbekannt, so stellen stellen wir das Gleichungssystem durch die erwei-
terte Koeflizientenmatrix

ail ai19 oo A1m b1
a1 A2 ... QAa92m bg
(Alb) := | @31 asz2 ... azm | b3
anl QAn2 ... Gnm | bn

dar.
Definition 1.1.4. Eine Matrix ist in Zeilenstufenform, wenn jede Zeile entweder

I) mehr aufeinanderfolgende Nullen am Zeilenanfang hat als die direkt dariiber ste-
hende Zeile oder

IT) eine Nullzeile ist.

Der erste von 0 verschiedene Eintrag einer Zeile wird auch als Pivotelement bezeichnet.

0 .0 X% * % * * *
0 .0 0 O X x * * *
0 .0 0 0 0 O X * *
0 .0 0 O 0 O 0 X *
0 0 0 O 0 0 0 0 0
: 0
0 0 0 O 0 0 0 0 0
Beispiel 1.1.5.
0 2 3 45
1 2 3 4 5 Keine Zeilenstufenform!
0 0 0 4 5
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1 2 3 4 5

0 2345 Zeilenstufenform! (e ~~ Pivotelement)
0 0 0 4 5

01 3 4 5

01 3 4 5 Keine Zeilenstufenform!

01 0 4 5

01 3 4 5

0 0 05 Zeilenstufenform! (e ~» Pivotelement)
000 00O

000 00O

01 3 4 5 Keine Zeilenstufenform!

000 05

Wir erinnern uns, dass es fiir eine Matrix in Zeilenstufenform besonders einfach ist,
das zugehorige Gleichungssystem zu 16sen.

Satz 1.1.6 (Losbarkeit linearer GLS). Sei A die Koeffizientenmatriz und (A|b) die er-
weiterte Koeffizientenmatriz eines linearen Gleichungssystems. Ist A in Zeilenstufenform,
so qilt:

A) Das Gleichungssystem hat genau dann keine Losung, wenn fiir mindestens ein i die
i-te Zeile von A eine Nullzeile ist und b; # 0.

B) Hat das Gleichungssystem eine Losung (siehe A)), und gibt es in jeder Spalte von
A ein Pivotelement, dann besitzt das Gleichungssystem genau eine Lésung.

C) Hat das Gleichungssystem eine Lisung (siehe A)), und existiert eine Spalte ohne
Pivotelement, dann besitzt das Gleichungssystem unendlich viele Losungen.

Beweis.

A) Sei die i-te Zeile von A eine Nullzeile. Die i-te Gleichung des Gleichungssystems ist
dann

O-z1+...40-2,,, =0b;.
Ist b; # 0 existiert somit keine Losung.

B) Gibt es in jeder Spalte von A ein Pivotelement (0.B.d.A gleich 1), dann ist das
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Gleichungssystem in der Form:

r1 + a1922 + a133 + . .. + AT, = by
To + ao3x3 + ...+ a9mTm = bo

3+ ...+ agmTs, = b3

T = b,

In diesem System ist xz,, eindeutig durch b,, bestimmt. Substituieren wir in den
anderen Gleichungen z,, durch b,,, so erhalten wir fiir z,,_1 einen eindeutigen
Wert. Wiederholen wir diesen Vorgang, erhalten wir fiir jedes xj, einen eindeutigen
Wert.

C) Nehmen wir 0.B.d.A. an, dass es nur in der zweiten Spalte kein Pivotelement gibt.
Dann ist das Gleichungssystem in der Form:

1 + a12x2 + a1323 + ... + 1T = b1

T3+ ...+ aomTm = ba

T = b,
Wir wéhlen nun einen beliebigen Wert ¢ fiir 2o und schreiben das System als

T+ a1323 + ... + a1mTm = b1 — ajot

T3+ ...+ aomTm = bo

Tm = by,
Wiederholen wir nun den Vorgang aus B), so erhalten wir fir x1,xs,. .., 2z, ein-
deutige Werte. Da xo beliebig gewihlt werden kann, haben wir unendlich viele
Losungen.
O
Beispiel 1.1.7. Das LGS

1 2 3 4 512

(Alb):=1 0 2 3 4 5|1

00 0 4 53

hat unendlich viele Losungen, denn in der dritten und fiinften Spalte von A gibt es kein
Pivotelement.
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Beispiel 1.1.8. Das LGS

(AJb) ==

S O NN
OO W Ww
S = B
S Ot Ot Ot
[ il \V)

1
0
0
0

hat keine Losung, denn die vierte Zeile von A ist eine Nullzeile und by = 1 # 0.

Beispiel 1.1.9. Das LGS

1 23 4 52
0234 5|1
(Ap):=] 0 0 3 4 5|1
0004 5|1
0000 5|1

hat eine eindeutige Losung, denn in allen Spalten von A gibt es Pivotelemente.

Methode 1.1.10 (Losen eines LGS in Zeilenstufenform). Sei A die Koeffizientenmatrix
und (A|b) die erweiterte Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems

Ax =b

mit unbekanntem x. Ist A auf Zeilenstufenform, so kobnnen wir die Losungsmenge L des
Gleichungssystems durch folgende Schritte bestimmen:

1)

2)

3)

Ist fiir ein ¢ die i-te Zeile von A eine Nullzeile und gleichzeitig b; # 0, dann gilt
L=0|

Fiir jede Spalte S; von A ohne Pivotelement filhren wir einen freien Parameter ¢;
ein. Somit erhalten wir die freien Parameter ¢;,,...,t;,.

Fiir jede von einer Nullzeile verschiedene Zeile Z; von (A|b) schreiben wir die zu-
gehorige lineare Gleichung auf und ersetzen dabei fiir jeden freien Parameter die
Unbekannte z; durch ¢;:

(*) a1y + ...+ aijt]’ + ...+ aimrm = bi.

Fangen wir von unten an, so konnen wir in den Gleichungen (*) durch iterative
Riicksubstitutionen die Unbekannten z;, die nicht durch freie Parameter ersetzt
wurden, der Reihe nach mittels der freien Parameter ausdriicken. Somit haben wir
alle Unbekannten 1, ..., z, mittels der freien Parameter ausgedriickt und damit
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die Losungsmenge als

L= {(1}1,...,$n) e R" | xr1 :Clltjl +-~+Ck1tjk7

To = Clgtjl + .o+ Cratyy,

Tp = Cintj, + ...+ Crntjy,
fur t;,,...,t;, € R}
= {tjic1 +tjpea+ ... +tjc | tj,,... b, €R}
ermittelt, wobei ¢; := (¢;1,...,¢,) € R™.
U

Wir betrachten nun ein beliebiges lineares Gleichungssystem mit erweiterte Koeflizien-
tenmatrix (A|b). Da wir die Losungsmenge eines Gleichungssystems bestimmen koénnen,
wenn A auf Zeilenstufenform ist, werden wir versuchen A auf Zeilenstufenform zu brin-
gen, ohne dadurch die Losungsmenge zu dndern. Dazu erinnern wir uns an den GAUSS-
Algorithmus ein.

Definition 1.1.11 (Elementare Matrixumformungen). Sei A € M, ,,(R) eine Matrix.
Wir bezeichnen die folgenden Umformungen von A als elementar:

G1) Zwei Zeilen von A werden vertauscht: .
G2) Multiplikation einer Zeile von A mit einer Zahl ¢ # 0: .

G3) Zu einer Zeile von A wird das Vielfache einer anderen Zeile addiert:
| Zj + 2y, — Z; fiiw j # k|

Notation 1.1.12. Wir schreiben A ~ A’, falls wir durch Umformungen G1)-G3) die
Matrix A in A’ umformen konnen.

Satz 1.1.13. Durch mehrfaches Ausfiihren der elementaren Umformungen G1)-G3) ldsst
sich jede Matriz A € My, ,(R) auf Zeilenstufenform bringen.

Beweis. (GAuss-Algorithmus) Die Reduktion erreicht man, indem man die folgenden
Schritte zunéchst fiir ¢ = 1 (erste Zeile), dann fiir i = 2 (zweite Zeile) usw. ausfiihrt:

1) Falls ab der i-ten Zeile nur noch Nullzeilen auftreten, beende die Durchfiihrung.

2) Tausche sofern notig die i-te Zeile mit einer der darunter stehenden Zeilen, so dass
die Anzahl der fithrenden Nullen in der (neuen) i-ten Zeile kleinstmdglich wird.

3) Hat die (i + 1)-te Zeile ein Pivotelement d, das unter dem Pivotelement ¢ der i-ten
Zeile steht, so addiere das _Td-fache der i-ten Zeile zur (i + 1)-ten Zeile, sodass die
Zahl unter dem Pivotelement der i-ten Zeile nachher gleich 0 ist; verfahre genauso
nicht nur fiir die (i + 1)-te Zeile, sondern auch fiir die (i + 2)-te Zeile, die (i + 3)-te
Zeile und so weiter. (Es wird sich jedoch immer auf das Pivotelement der i-ten Zeile
bezogen!)
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O]

Elementare (Zeilen-) Umformungen der erweiterten Koeffizientenmatrix lassen die Lo-
sungsmenge des Gleichungssystems unverandert.

Satz 1.1.14. Die Losungsmenge eines LGS (A|b) wird durch die elementaren Umfor-
mungen G1)-G3) auf die erweiterte Koeffizientenmatriz (A|b) nicht verdndert.

Methode 1.1.15 (Losen eines LGS mit dem GAuss-Algorithmus). Sei A die Koeffizien-
tenmatrix und (A[b) die erweiterte Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems
Az = b mit unbekanntem x.

1) Mit dem GAuss-Algorithmus die Matrix (A[b) auf Zeilenstufenform (A’|b") bringen.
2) Losungsmenge L mit Methode 1.1.10 bestimmen. O

Als entscheidenden Vorteil von Matrizen hatten wir ihre mathematische Struktur er-
kannt. Mit Matrizen kann man (fast) wie mit Zahlen rechnen.

Definition 1.1.16. Eine Matrix A € M, ,(R) heilt invertierbar oder regulér, wenn
es eine Matrix C' € My, ,(R) gibt mit der Eigenschaft

AC=CA=1,.

Die Matrix C heifit inverse Matrix von A und wird mit A~! bezeichnet. Ist eine Matrix
A € M, ,(R) nicht invertierbar, so heifst A singulér.

Notation 1.1.17. Seien A, B € M, ,(R) zwei Matrizen. Mit
(A]B)
bezeichnen wir die Matrix, die aus den Spalten von A und B besteht.
Satz 1.1.18 (Berechnung von A™!). Seien A, B € M, ,(R) zwei Matrizen. Gilt
(All) ~ (In|B),
soist A~' = B,

Einige wichtige Eigenschaften einer Matrix lassen sich bereits an einer einzigen Zahl
ablesen — ihrer Determinante. Da die Determinantenberechnung iiber Permutationen fir
grofse Matrizen sehr aufwéndig ist, benutzen wir gew6hnlich die LAPLACE-Entwicklung.
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Definition 1.1.19 (Streichungsmatrix). Sei A € M, ,,(R). Streichen wir aus A die i-te

Zeile und j-te Spalte, so erhalten wird die Streichungsmatrix A;j € Mp—1,-1(R).

ail e a15—1 agj aij+1 e A1n
a1 NN agj_l aq; a2j+1 e a9,
a;i—11  --- Ai—15—-1 @15 Gi—1j41 .. Qi—1n
[

Azj = | —— Corpr—y o Gyt Coprr—
Qi+11 -+ Qi415-1 G415 Gi+1j+1 --- Gitln
ap—-11 .-+ Q4n—-1j—-1 Gp}1j Gp—-1j+1 .. OQp—1n

anl e Gnj—1 Qo5 Anj+1 e Ann

Definition 1.1.20 (Determinante). Sei A = (ai;) € My, (R) eine Matrix. Die Zahl

n=1: detA:= a1,

n>1: detA:= Z:(—l)i+1 a; det Al;.
i=1

heiflt Determinante von A.

Bemerkung 1.1.21. (Entwicklung nach k-ter Zeile/Spalte) In der obigen Definition
benutzen wir der Einfachheit halber rekursiv die Entwicklung nach der ersten Spalte.
Nach dem LAPLACEschen Entwicklungssatz kénnen wir natiirlich auch nach jeder anderen
Zeile oder Spalte der Matrix entwickeln, ohne das Ergebnis zu verdndern.

Bemerkung 1.1.22. (Determinante einer 2 x 2-Matrix)
a1l a1z _ 1+1 2+1 —
det ( ) = (1) ai1a + (1) az1a12 = a11a22 — as1a12
ai a2 Slbimnnalnes

Beispiel 1.1.23.

1 2
det |4 5
0 2 2 3 2 3

w o O

= (=1)'"" 1 det <5 6) +(—1)**1 -4 det (2 0) +0

Bemerkung 1.1.24. Fiir Matrizen in M3 3(R) gilt die Regel von SARRUS:

ap by ca|la b

ar by N XX S
det a9 bQ (&) = a9 b2 (6] | as bg
az bz c3 XX N

az bz c3 | az b3

= [Ex-Z/)
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= a1b203 + blcgag + 01a253 - a3b261 - 6302611 — 63a2b1

= ay(bacg — b3ca) — ag(bicg — bscr) + asg(bica — bacy).

Beispiel 1.1.25.

1 2 0|1 2
120 XX S
det [4 5 6|=|4 5 6]4 5 =15-12—24=-21
02 3 XX N\
0 2 3]0 2
Beispiel 1.1.26.
20 12 12
det (4 5 6] =04 (—1)*".6-det + (—=1)%"3 .3 - det
0 2 4 5
02 3
=—12-9=—2L

Korollar 1.1.27. Fiir A € M,,,, gilt det(A) = det(AT).

Satz 1.1.28 (Determinante und Zeilenvertauschung). Sei A € M, ,(R) eine Matriz mit
Zeilenvektoren aq, ..., a, € R™. Fir j <k gilt

aj a —

a; ag —
det : = (—1)det

ag aj —

Gnp, ap —

Das heifit, jede Zeilenvertauschung verursacht einen Vorzeichenwechsel in der Determi-
nante.

Beweis. Vertauschen wir Zeile j mit Zeile j 4+ 1, so erhalten wir fiir die Determinante
durch eine Entwicklung nach Zeile j + 1:

[ aj _
ai -
det | — ZLH - | = Z(—l)’ﬂ“aﬁAQi = —det A.
J i=1
s
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Wiederholen wir den Vorgang (k — j)-mal um die j-te Zeile (k — j) Positionen nach unten
zu riicken und weitere (k—1— j)-mal um Zeile k in Position j zu bekommen, so wechselt
das Vorzeichen (2(k — j) — 1)-mal. Da

(=1)2k==1 =

folgt die Behauptung. O
Korollar 1.1.29. Sind zwei Zeilen von A gleich, so ist det A = 0.

Satz 1.1.30 (Determinante und Zeilenaddition). Sei A € M, ,(R) eine Matriz mit
Zeilenvektoren aq, ..., a, € R™. Sei ferner j # k. Fir A € R und bj := a; + Aay, gilt

- al -

- aj_l -
det | — by | =detA.
_ 1 —

_ ay

Das heifit, der Wert der Determinante dndert sich nicht, wenn zu einer Zeile das Viel-
fache einer anderen addiert wird.

Beweis. Eine Entwicklung nach der j-ten Zeile ergibt

P al P
_ 51— n o
det | —— b — | =D (=D (ai + Aags) A,
_ @41 — =1
an

n

(=D)AL + A (=) ay A
=1 =1
=det A+ Adet C,

wobei man die Matrix C' € M, ,(R) erhélt, indem man in A die j-te Zeile mit ay, ersetzt.
Da die j-te und k-te Zeile von C gleich sind, gilt det C' = 0. Es folgt die Behauptung. O

Satz 1.1.31 (Determinante und Skalarmultiplikation einer Zeile). Sei A € M,, ,,(R) eine

10
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Matrix mit Zeilenvektoren aq, ..., a, € R™. Fir A € R gilt
_ a1 —
det | — Aay = Adet A.
_ an

Beweis. Eine Entwicklung nach der j-ten Zeile ergibt

- al -
det [ Xaj = (1) xa; A = Adet A.
. =1
- Op  —

O]

Satz 1.1.32 (Determinante und elementare Umformungen ). Elementare Umformungen
verursachen folgende Verdnderung in der Determinante:

G1) zwei Zeilen/Spalten von A werden vertauscht
= Multiplikation mit —1,

G2) Multiplikation einer Zeile/Spalte von A mit einer Zahl ¢ # 0
= Multiplikation mit c,

G3) zu einer Zeile/Spalte von A wird das Vielfache einer anderen Zeile/Spalte addiert
= keine Verdanderung.

Seien A, B € M, ,(R). Gilt A~ B, so ist also
det A = pdet B
fir ein p € R\ {0}.

Methode 1.1.33 (Determinantenberechnung durch GAuss-Algorithmus). Sei A € M,, ,(R).
Ist n grof, so dauert es oft viel zu lange die Determinante von A per Spalten- oder Zei-
lenentwicklung zu bestimmen. Deutlich schneller geht es, wenn man die Matrix A durch

GauR-Schritte G1)-G3) zuerst auf Zeilenstufenform (siehe Satz 1.1.13) bringt. Ist ndmlich
A ~ B und

bir bz - bin

0 b22 e bnn
B=| . ) s

0 0 by

11
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so folgt
det A :,udetB :/Abu 'bgg"'bnn.

O
Beispiel 1.1.34. Zu Bestimmen:
1 3 -2
det| 2 5 -3
-3 2 —4

Losung: Es gilt

1 3 —2 Z9—2Z1—Zy 1 3 —2
A= 2 5 =3 | 2727 0 -1 1
-3 2 -4 0 11 -10
1 3 -2
ZS+11f\ZJ2—>Z3 0 _1 1 _ B
0 0 1

Wir haben somit die Matrix A durch drei Ausfithrungen vom Gaussschritt G3) in B
umgeformt. Da G3) die Determinante nicht dndert, folgt

det A=detB=1-(-1)-1=—1

O

Aus dem Vorsemester wissen wir bereits, dass sich der GAUSS-Algorithmus auch als

iterierte Multiplikation mit bestimmten Matrizen auffassen lisst. In den Ubungen werden

wir uns dieser Tatsache noch einmal vergegenwértigen. Wir halten auch noch einmal fest,
dass die Determinante direkt Auskunft {iber die Regularitit einer Matrix gibt.

Satz 1.1.35 (Determinante und Invertierbarkeit). Sei A € M, ,,(R) eine Matriz. Es gilt
A invertierbar << det A # 0.

Beweis. Mit GAUss-Schritten bringen wir A auf Zeilenstufenform: A ~ H. Dann gilt
det A = pdet H fiir ein pu # 0. Es folgt:

A invertierbar < Rang A = n

< Rang H =n
< H hat in jeder Spalte ein Pivotelement
1 =% %
0 1 %
0

& det H = det 0

< det A # 0.

12
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Satz 1.1.36 (Determinante und Matrixprodukt). Fir A, B € M, ,(R) gilt
det(AB) = det A - det B.

Bewets.
A nicht invertierbar: Dann ist auch AB nicht invertierbar und somit 0 = det(AB) =
det A - det B.

A invertierbar: Dann ist A ~ [. Stellen wir die dazu benétigten GAUSS-Schritte als
Matrix G € M, ,,(R) dar, so folgt

det (AB) = pdet (G(AB)) = pdet ((GA)B)
= pdet (B)
= pdet(GA)det(B)
= det(A) det(B).

Korollar 1.1.37. Sei A € M, ,(R) invertierbar. Dann gilt det(A™") = 2.

1.2 Eigenwerttheorie

Die Determinante einer Abbildungsmatrix ist wichtig fiir eine Vielzahl von Berechnun-
gen, kann aber offensichtlich nur einen kleinen Teil der Information widergeben, die in der
Matrix enthalten ist. Weitere wichtige Eigenschaften einer Matrix (bzw. der zugehérigen
linearen Abbildung) lassen sich an ihren Eigenwerten ablesen.

Definition 1.2.1 (Eigenwert und Eigenvektor). Sei A € M, ,(R) eine Matrix. Eine Zahl
A € R heikt Eigenwert von A, wenn es einen Vektor v € R™ \ {0} gibt, sodass

Av = M.

Der Vektor v heiftt dann Eigenvektor zum Eigenwert \.
Beispiel 1.2.2.

(2 0> <1> = <2> =2 <1> = (1> ist Eigenvektor zum Eigenwert 2.
(2 0> <Q> - <2> # A <0> = <0> ist kein Eigenvektor.

Bemerkung 1.2.3. Der Nullvektor v = 0 ist kein Eigenvektor.
Definition 1.2.4 (Charakteristisches Polynom). Sei A € M,, ,,(R). Dann heifst

p:R—=R, p(A):=det(A— A,)

charakteristisches Polynom der Matrix A.

13
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Satz 1.2.5 (Eigenwerte = Nullstellen des charakteristischen Polynoms). Sei A € M, ,(R)
mit charakteristischem Polynom p. Es gilt

A € R Eigenwert von A < p(A\) = 0.

Beweis.

A € R Eigenwert von A
JveR"\ {0} : Av= v
JveR"\{0}: (A=A)v=0
Rang(A — A\,) <n

A — A\, nicht invertierbar
det(A — \I,,) = 0.

toe T

O]

Definition 1.2.6 (Eigenraum). Sei A € M, ,(R) eine Matrix und A € R ein Eigenwert
von A. Der Vektorraum

E) :=ker(A — \I,)
heift Eigenraum von .
Satz 1.2.7.
E) = {v € R" | v Eigenvektor zu A} U {0}.
Beweis.

v € E\ < veker(A— )\
S (A= AL)v=0
< Av =)
< v Kigenvektor zu A V. v =0.

Methode 1.2.8 (Eigenwerte und Eigenrdume von A € M,, ,,(R) bestimmen).

1) Alle Nullstellen p(A\) = 0 bestimmen. (Eigenwerte)

2) Fiir jede Nullstelle A das Gleichungssystem (A — AI,|0) l6sen. (Eigenrdume)
Beispiel 1.2.9. Wir bestimmen alle Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix

2 1 0
A=[-1 0 1] ¢ Mg,g(R).
1 3 1
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1.2 Eigenwerttheorie

Losung:

1) Charakteristisches Polynom p berechnen:

2—-A 1 0
p(A\) =det(A—Al3)=det | =1 0-—-X 1

Nullstellen von p bestimmen:
pA) =0 (2-X)(N-A-2)=0

S2-N)=0 VvV A-21-2=0
SA=2 V A=-1 V A=2

2) (A — 2I3|0) l6sen:

0 1 0 1 3
(A-2L0)=[ -1 -2 0|~ 0 1
1 3 -1]0 1 -2

0

1

1
1 0 -1/0 1 0 -11]0
~( 01 0j]0]~] 01 00)
01 010 00 010

15



1 Matrixrechnung und Eigenwerttheorie

(A — (—1)I5]0) 16sen:

3
(A= (-1l = [ ~1
1

W W= =

|
oo
|

1
(A-(-1DI)v=0&wv3=1t AN dv2+3t=0 A ’Ul—Zt:O

1/4
& ov=t|-3/4]|,teR
1
Folgerung:
1
A = 2 ist Eigenwert mit Eigenraum Fo = {t 0 ‘ te R},
1
1/4
A = —1 ist Eigenwert mit Eigenraum E_; = {t ~3/4 ‘ te R}.
1
O
Definition 1.2.10. Seien vy, ..., v, € R™ Der Unterraum

span{vi,...,vm} = {t1v1 + tava + -+t | t1,...,tm € R} C R
heifst Spann von vy, ..., Up.

Bemerkung 1.2.11. Eigenrdume werden typischerweise als Spann von Eigenvektoren
angegeben. Zum Beispiel die Eigenrdume aus Beispiel 1.2.9:

1 1
Egz{t 0 ‘tER}:span{ 0 },
1 1

1/4 1/4
E_ = {t (?1/4 ‘ te R} = span{ —3/4 }

1

Satz 1.2.12. Sei A € M, ,(R) eine Matriz. Figenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten
sind linear unabhdngig.

16



1.2 Eigenwerttheorie

Definition 1.2.13. Zwei Matrizen A, B € M, ,,(R) heifen &hnlich, wenn es eine inver-
tierbare Matrix S € M,, ,,(R) gibt mit

B=S"1AS.

Definition 1.2.14. Eine Matrix D € M,, ,,(R) der Gestalt

M1 0 0 ... 0
0 125] 0 ... 0
D = 0 0 M3 .. 0
0 0 0 ... up

heiftt Diagonalmatrix.

Definition 1.2.15. Eine Matrix A € M,, ,,(R) heifit diagonalisierbar, falls A dhnlich
zu einer Diagonalmatrix D € M, ,(R) ist: | D = S~'AS|

Satz 1.2.16. Eine Matriz A € M, ,(R) ist genau dann diagonalisierbar, wenn es eine
Basis von R™ bestehend aus Eigenvektoren von A gibt.

Beweis. Sei vy, ...,v, € R™ eine Basis von R" bestehend aus Eigenvektoren von A. Sei
A; der Eigenwert zu v;. Setze

| |

S=1vy v2 ... v,
| |

Da Rang S = n, ist S invertierbar. Ferner setzen wir

A 0 0 ... 0
0 X O ... O
D=]10 0 X3 ... 0
0 0 0 ... A
Es gilt
I | I |
AS = Avy Avy ... Av, | = | Mv1 Xove ... A, |
I | I |
| — |
SD = S)\l €1 S)\g €y ... S)\n (S7%% = )\11}1 )\2’02 e )\nvn,
| | | — |
Also ist AS = SD und somit S™1AS = D. ]

17



1 Matrixrechnung und Eigenwerttheorie

Wir sehen also, dass die lineare Abbildung ¢4, die zu einer diagonalisierbaren Matrix
A gehort, im wesentlichen durch die Eigenwerte bestimmt ist: beziiglich einer passend
gewihlten Basis (diese ist in der Matrix S kodiert) ist ¢4 lediglich die Kombination von
Streckungen in Richtung des i-ten Basisvektors um den Faktor A;.

Bemerkung 1.2.17. Nicht jede Matrix A € M, ,(R) ist diagonalisierbar. Zum Beispiel

0 -1 2x2
(e

Methode 1.2.18 (Diagonalisierung einer Matrix A € M, ,(R)).
1) Eigenwerte bestimmen:

pA) i=det(A—AL) =0 < A=A V A=Ay ... V A= Ap

2) Fiir jeden Eigenwert \; das LGS (A — A;1,,|0) 16sen um damit die Eigenrdume als
Spann von lin. unab. Vektoren zu bestimmen:

1 1 m m
Ey, =span{vi,...,v, }, ..., E), =span{v’,... v,

3) Diagonalisierbarkeit tiberpriifen: Z;”Zl p; = n = A diagonalisierbar .

4) Mit
A0 0 0
\ \ | 0 . 0 0
S:= v v, o' |, D=0 0 X\ 0
0 0 O Am
folgt D = S~1AS.
110
Beispiel 1.2.19. Wir diagonalisieren die Matrix A:= [1 2 1
011

Losung:

18



1.2 Eigenwerttheorie

p(A) :==det(A—AI)=0

1-A 1 0
& det 1 2-X 1 =0
0 1 1—X

S1-MN(E-N1=-X)-1)-1-X1)=0
S1-N(2-0)1-X)-1-1)=0
S1=N(W\=3)) =0
S—AA—1)(A=3)=0

SA=0V =1V )A=3

1 1 00 1 1 00
(A-0I0)=| 1 2 1|0 |~ 0O 1 1]0
01 1|0 0 0 0|0

=0

Sv3=t Nv+t=0 A vi4+v9=0,teR
Suv3=t Nv=—t Nvi=t teR

1
@vespan{( -1 )}:EO
1

010]0 10 1]0
(A-1L0)=[ 1 1 1|0 |~ 0 1 0]0
0100 0000

(A-1)v=0=v3=t N vy=0 AN v1+t=0,teR
Svg=t AN v=0Avy=—-t, teR
-1
& v € span{ 0 |}=E
1

19



1 Matrixrechnung und Eigenwerttheorie

2)
—2 1 0]0 1 -1 1]0
(A-3L0)= 1 -1 1/0|~[0 -1 2]0
0 1 -2/0 0 1 —210
1 0 —1]0
~10 -1 2/0
0 0 0|0

(A-3L)v=0cv3=t N —va+2t=0 AN vy —t=0,teR
Sv3=t Nv=2t N vi=t, teR
1
swvespan{| 2 |} =:E3
1

3) E?:l pj=1+14+1=3=n = Aist diagonalisierbar!
4)

oS O O
o = O
w o o
I
I
— =
— O =
— N
o~
[
— =
_ o =
— N

O

Satz 1.2.20 (Potenzen von diagonalisierbaren Matrizen). Sei A € M, ,(R) eine diago-
nalisierbare Matriz:

1251 0 0 e 0
0 po 0 ... O
S7lAS=(0 0 p ... 0| =p
0 0 0 Lin
Dann gilt
b0 0 0
0 wuk 0 0
Ab = SpFgt=g| 0 0 uf 0|5t
0 0 0 uk
Beweis. A¥ = AA--- A= (SDS™1)(SDS™').--(SDS™') = SDFS—1. O
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1.2 Eigenwerttheorie

Beispiel 1.2.21. Wir bestimmen die 2016-te Stelle der Fibonacci-Folge
0,1, 1,2 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, ...

Losung: Es sei Fy = 0,F] = 1. Wir bezeichnen die k-te Stelle der Folge mit Fj und
erinnern uns, dass (Fj) der Rekursion

Fy=Fp1+ Fx2, k> 2

geniigt. Ferner setzen wir
Dann gilt

Es folgt

11 1 1)\? 1 1\"
V41 = 10 Vg = 10 Vg—1 = ... = 10 V1.

1 1)\" 11
Um < 1 0o ) zu berechnen, diagonalisieren wir A := < 1 o )

1)
p(A) :=det(A—Al2) =0

1-X 1
@det( 1 _)\>—0

S1=AN)(=\)—-1=0
S22 -A—-1=0

14+ /5 1-/5
_ ZJ\/M: QJ

<:>>\1

21



1 Matrixrechnung und Eigenwerttheorie

2)
14+5 15 10 Y5 10
_— pr— ~Y 2
1 1-—
(A— +2\/512)U:O<:>U2:t/\ \/gvl—l-tzo,tER
& v € span{ (2/(6 B 1)>}
2
@vespan{<\/5_1)}::E>\1
3)

_ 2
(A 9 1 — 172\/5

1-v5 1415 1
\[I2|0) = <

Lyv=0suv=t A

v+t=0,teR
—2/(\/5+1)>
1

1-+/5 1++5
(4- 2 2

}

S e span{(

@szpan{(\éil)}—: E),

4) 232:1 pj=1+1=2=n = Aist diagonalisierbar!

5)
L5 0 2 -2\, 2 -2
0 =6 ] \v6-1 V5+1 V-1 VB+1
Es gilt
2 —2 1 0 2 =2 1 0
VE—1 V5+1]0 1 0 2v5|-¥51 1
1 V5+1 2
N 0\ (1ol PE
0 1 _¥5-1l 1 0 1 A1 2
W5 2v5 15 45
und somit

2 -2\ B4
— 4v/5
(\/5—1 \/S+1> _<_\/51

N

g

~ ~
Slegls
N———
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1.2 Eigenwerttheorie

Es folgt
VE+1 2
(i a) (T 3% )
_ 1-v5 5—1 2 )
V-1 Vi1 0 2 YWV
1+\/5k NGES 2
A’f_< 2 —2 > < 2 ) 0 . ( 15 m)
_ 5—1 2
Vh—1 V541 0 (172¢5) -l 2

Wir kénnen nun A*v; berechnen:

koo ok (1
Avl—A <O

_ 1) Vot
(e at) () ) ()

2 45
14v5\* Vi1
_ 2 —2 ( 2 ) /5
V-1 V541 (1—%5)’“17\/5
2 44/5
(1+¢5 F a1 (1—ﬁ)k 1-V5
_ 2 25 2 25
1-v5

Schliefslich folgt:

(F2017> = V9017 = 1420161)1 — 14V 2016 " 15 2016 1
2016 ( 2 ) N ( 2 )

und somit
2016 2016
a1V (1-=W5
2016 — \/5 9 9 .
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2 Mehrdimensionale Differentialrechnung

2.1 Einleitung
In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit den Eigenschaften von Abbildungen
[ R" - R™.

Insbesondere geht es uns darum, die in der Héheren Mathematik I durchgefithrten Kur-
vendiskussionen auf hohere Dimensionen zu verallgemeinern.

Beispiele 2.1.1.

(i) Die Abbildung T : R? — R, die einem Punkt (z,y) (in gegebenem Koordinaten-
system) die Temperatur zuordnet. Grundsétzliche Frage: wo ist die Temperatur
minimal /maximal? Wie lésst sich ein Extremum bestimmen?

(ii) Die Abbildung W : R? — R? die jedem Punkt die Windrichtung oder eine elektri-
sche Feldstarke zuordnet. Wo sind bspw. Quellen des Felds?

(iii) Ein abstrakteres Beispiel. Sei f : R? — R durch f(z,y) = 22 4+ y? gegeben. Diese
Funktion beschreibt den Abstand zum Quadrat eines Punktes (z,y) zum Ursprung
(0,0). Ein weiteres Beispiel: g(z,y) = sin(z) cos(y). Die Graphen solcher Funktio-
nen lassen sich als Flichen im R? visualisieren.

(iv) Fir jede Matrix A € M, ,(R) definiert v +— Av mit v € R" eine Abbildung
f:R" - R™

(v) Die Funktionen f : R? — R? gegeben durch f(z,y) = (z,y) und g : R? — R2
gegeben durch g(z,y) = (y,—z) sind Beispiele fiir sog. Vektorfelder. Zwei- und
dreidimensionale Vektorfelder kann man durch Pfeile in einem Koordinatensystem
darstellen.

(vi) Der Druck eines Gases ist ndherungsweise gegeben durch die VAN DER WAALS-
Gleichung

RT an?
(2.1) p(T,V) = Vin—b V2
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2 Mehrdimensionale Differentialrechnung

wobei

T = Temperatur in Kelvin,

R~ 8, 314*, die universelle Gaskonstante,
mol K

V = Volumen in m?,
n = Anzahl Mol, 1 Mol entspricht 6,022 - 10** Gasteilchen,

a,b = Konstanten die vom Gas abhéngen.

Definition 2.1.2. Eine Abbildung f : R™ — R heiftt Skalarfeld. Abbildungen f :
R™ — R™ heifen Vektorfelder. Ein Vektorfeld ist von der Form (f1, fa,..., fn) wobei
fi : R™ — R i-te Koordinatenfunktion heifst.

2.2 Folgen und Stetigkeit

In diesem Abschnitt wiederholen und verallgemeinern wir wichtige Grundlagen der
reellen Analysis aus der Hoheren Mathematik I
Wir erinnern uns, dass eine Funktion f : R — R stetig in € R ist, falls

i f(an) = f(2)

fiir alle Folgen x1, x2, 3, ..., die gegen x € R konvergieren.
Wie lédsst sich die Stetigkeit von f : R™ — R definieren? Wir gehen ahnlich vor,
benétigen aber Folgen von Vektoren, da die Argumente von f Vektoren sind.

Definition 2.2.1. Eine Folge im R™ ist eine Abbildung N — R™. Konkret schreiben

wir (v) fiir eine Folge, wobei v(*) = (vgi), e U%)) € R™ Vektoren sind. Die reellwertige
Folge (v](-l)) heift j-te Koordinatenfolge fiir 1 < j < m.

Bemerkung 2.2.2. Beachten Sie die Anderung der Notation! Der Folgegliedindex steht
nun oben.

Beispiele 2.2.3.
(i) Falls m = 2 definiert

w_( Vi
= ()
(i)

eine Folge im R2. Beide Koordinatenfolgen vy) =1/i und vy’ =1 —1/i konvergie-
ren. Die Grenzwerte sind 0 und 1.

o-(1)

Hier konvergiert die zweite Koordinatenfolge v&i) = 1/i% gegen Null. Die erste
Koordinatenfolge vgl) = (—1)* konvergiert nicht, sie divergiert. Aber beide Koordi-

natenfolgen sind beschrankt.

(ii) Jetzt setzen wir
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2.2 Folgen und Stetigkeit

(iii) Schlieflich betrachten wir die Folge

i 1

Beide Koordinatenfolgen vgi) = ¢ und véi) = 42 divergieren, sie sind beide unbe-

schrankt.

Definition 2.2.4. Sei (v(¥)) eine Folge im R™.

(i) Die Folge (v\)) heifit beschrankt, falls alle m Koordinatenfolgen (v](i)), j =
1,...,m beschrankt sind.

(ii) Die Folge (v() heiRt konvergent, falls alle m Koordinatenfolgen (v](.i)), j =
1,...,m gegen reelle Zahlen vy, . .., vy, konvergieren. Wir nennen den Vektor (vy,...,vy) €

R™ Grenzwert der Folge (v(i)) und wird mit lim; o v bezeichnet.

Die Folge im ersten Beispiel oben ist beschréankt und konvergent. Die Folge in (ii) ist
zwar beschrankt, konvergiert aber nicht. SchlieRlich ist die Folge in (iii) weder beschrankt
noch konvergent.

Wir kénnen nun Stetigkeit mittels konvergenter Folgen definieren.
Definition 2.2.5. Sei D C R™ eine Teilmenge.
(i) Ein Skalarfeld f: D — R heifit stetig in v € D, falls

lim f(v) = f(v)

1—00

fiir jede konvergente Folge (v(i)) mit v € D fiir alle i € N und lim;_o v® = v.
Wir nennen f stetig, falls f flir jedes v € D stetig ist.

(ii) Eine Vektorfeld f : D — R™ heift stetig, falls jede Koordinatenfunktion fi,..., f,
stetig ist.

Beispiel 2.2.6. Wir betrachten das Skalarfeld f : R? — R, welches durch

1 (g
FiRZSR, flay) = { S EZ; ’ Egigi’

definiert wird. Sei (z,y) € R? mit (z,y) # 0. Wir wollen zeigen, dass f bei (x,%) stetig
ist. Sei dazu ((z(, y(®)) eine Folge, die gegen (z,y) konvergiert. Es gilt
1 1 1

lim Fa®, @) — 1 _ _ e
BRI = B T 0 T e @07 4 g0 g Y

Hieraus folgt die Stetigkeit bei (x,y). Dabei haben wir nur Rechenregeln fiir konvergente
Folgen benutzt.

Schlieklich zeigen wir, dass f bei (0,0) nicht stetig ist. Dazu wéihlen wir die Folge
v® = (1/i,0), die gegen (0,0) konvergiert. Nun gilt f(v®) = 1/(1/i* 4+ 0?) = i und
diese Bildfolge divergiert. Also ist f nicht stetig bei (0, 0).
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2 Mehrdimensionale Differentialrechnung

Wie im eindimensionalen kénnen wir aus stetigen Funktionen durch Addition, Sub-
traktion und (koordinatenweise) Multiplikation neue stetige Funktionen generieren. Bei
der (koordinatenweisen) Division muss man wie im eindimensionalen Fall vorsichtig sein
und Division durch 0 ausschliefsen.

Rechenregeln 2.2.7. Sei D C R™ eine Teilmenge und f,g : D — R Skalarfelder, die
stetig in v € D sind.

(i) Die Funktionen f + g, f — ¢ und fg sind stetig in v.
(i1) Gilt g(v) # 0, so ist auch f/g stetig in v.
(iii) Sei h: R — R stetig bei f(v). Dann ist ho f : D — R stetig bei v.
Mit der Hilfe dieser Regeln kdnnen wir Stetigkeit leichter {iberpriifen.
Beispiele 2.2.8.

(i) Der Ausdruck aus Beispiel 2.1.1(vi) fiir den Druck p eines Gases in Funktion von
Temperatur T' und Volumen V ist stetig auf der Menge

D = (0,00) X (bn,00) ={(T,V); T >0 und V > bn}.

Wir schliefsen 7" = 0 und V' = bn aus, um sicherzustellen, dass nicht durch Null
dividiert wird in (2.1).

(ii) Das Vektorfeld e : R? — R? welches durch

el = (P

gegeben ist, ist auf R? stetig. Um dies nachzuweisen, miissen wir Stetigkeit der
Koordinatenfunktionen von e beweisen. Die Koordinatenfunktionen sind (z,y) —
sin(x) cos(y) und (z,y) — zy>. Die trigonometrischen Funktionen sin(-) und cos(-)
sind stetig. Also sind die Koordinatenfunktionen wegen den Rechenregeln oben
stetig.

(iii) Die Funktion
xy .
o ={ g 0200
0 (2, y) = (0,0)
ist Quotient zweier Funktionen fi(x,y) = xy und fao(x,y) = 2 +y%. Beide Funktio-
nen sind Polynome und daher stetig. Weiterhin gilt fo(z,y) # 0, falls (x,y) # (0,0).
Also ist f = f1/f2 in jedem Punkt von R?\ {0} stetig.
Wie in Beispiel 2.2.6 gibt es hochstens fiir v = (0,0) Schwierigkeiten. Sei dazu
v = (1/i,1/i). Es gilt
oy
/i 412 2
Zwar konvergiert die Bildfolge f (v(i)), aber nicht gegen den Funktionswert 0 bei
(0,0). Also ist f nicht stetig bei (0, 0).

F®)
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2.2 Folgen und Stetigkeit
(iv) Die Funktion

_zy?
g:R2 SR, gay) ={ 7o (@700,
0 (z,y) =0

dhnelt auf den ersten Blick f aus Beispiel (iii). Aber sie verbirgt eine Uberraschung.
Wie oben zeigt man leicht, dass g fiir v € R? \ {0} stetig ist.

Wir werden nun zeigen, dass g auch bei (0,0) stetig ist. Also betrachten wir eine
Folge (x1,41), (x2,%2), ... € R2, die gegen (0,0) konvergiert. Es gilt

23l lly laglyg

=72 2] T 2 2 = 2
"Tj + yj‘ i+ y; Yj

0 < lg(j,y5)| = [a].
Aus lim;j_,o0 25 = 0 schlieken wir lim;_, g(z;,y;) = 0 = ¢(0,0). Also ist g stetig
bei (0,0).

Definition 2.2.9. Sei f : D — R" eine Funktion mit D C R™ und vy € R™. Existiert der
Grenzwert lim; o, f(v®) fiir alle Folgen (v®) in R™\ {vg}, die gegen vy konvergieren, so
bezeichnen wir diesen Grenzwert mit lim,_,,, f(v). (Der Grenzwert ist unabhéngig von

der Wahl der Folge (v®).)

In der reellen Analysis einer Dimension spielte das Suchen nach Maxima und Mini-
ma eine wichtige Rolle. Ahnliche Methoden existieren fiir Skalarfelder. Wir werden im
néchsten Abschnitt die dafiir wichtigen Begriff der partiellen Ableitung behandeln. Zuerst
halten wir aber fest, dass Maxima und Minima in vielen Situationen existieren.

Definition 2.2.10. Sei D C R™ eine Teilmenge.

(i) Wir nennen D beschrénkt, falls B € R mit
lvi| < B fiiralle v=(v,...,v5) €D undalle 1<i<m.
existiert.

(ii) Wir nennen D abgeschlossen, falls lim; o, v € D fiir alle konvergenten Folgen
(v®) mit Folgenglieder in D.

Beispiel 2.2.11. Die Menge [0, 1] x [0, 2] ist abgeschlossen in R2. Die Menge (0, 1) x [0, 1]
ist nicht abgeschlossen: die Folge (1/7,1/7) liegt in dieser Menge, konvergiert jedoch gegen
(0,0) & (0,1) x [0,1]. Beide Mengen [0, 1] x [0,2] und (0,1) x [0, 1] sind beschrénkt.

Satz 2.2.12. Set D C R™ eine beschrinkte und abgeschlossene Teilmenge und f : D — R
stetig. Dann nimmt f auf D sein Mazimum und Minimum an. D.h. es existiert vmax € D
und vmin € D mit

f(Umin) S f(U) § f(Umax)

fiir alle v € D.
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2 Mehrdimensionale Differentialrechnung

2.3 Partielle Ableitungen

Sei f : R — R eine differenzierbare Funktion. Dann ist die Ableitung in zg € R durch
den Grenzwert

T—T0 Tr — X0

gegeben. Wir mochten Skalar- und Vektorfelder differenzieren. Leider macht der Differen-
tialquotient auf der rechten Seite keinen Sinn, wenn x und zg Punkte im R™ mit m > 2
sind. Es gibt keine sinnvolle Méglichkeit, durch einen Vektor, hier x — xg, zu dividieren.
Dieses Problem werden wir spéater 16sen. Zunéchst gilt es, ein technisches Problem zu
16sen. Um den Grenzwerte wie in (2.2) zu definieren, braucht es um den Basispunkt zg
geniigend Platz im Definitionsbereich von f.

Definition 2.3.1. (i) Sei 29 € R™ und r > 0, dann heifst
K(zg,r) ={x e R™: ||z — zo|| < 7}
Kugel vom Radius r um x.

(ii) Eine Teilmenge D C R™ heifst offen, falls es zu jedem 2y € D ein r > 0 mit
K(xo,7) C D gibt.

Beispiele 2.3.2. (i) Jede Kugel K (xg,r) ist offen. Falls m = 1, so gilt
K(zo,r) = (xg — 120 + 7).
Eine Kugel im R! ist also ein Intervall.
(ii) Das Intervall (0,1) = {z € R; 0 < z < 1} ist offen. Das Quadrat
(0,1) x (0,1) ={(z,y); 0<z <1l und 0<y<1}
ist ebenfalls offen.

(iii) Seien (ai,...,am), (b1y...,bm) € R™ mit a; < b; fir 1 < i < m. Im R™ ist die
Menge
{(z1,.. . xm); a; <x; <b; fiirallel <i<m}

offen.

(iv) Das Intervall [0,1) = {x € R; 0 < 2 < 1} ist nicht offen. Das Problem ist der linke
Rand, d.h. 0 € [0,1). Keine Kugel K(0,r) mit 0 € [0,1) als Mittelpunkt liegt ganz
in [0,1).

Achtung! Im letzten Abschnitt haben wir abgeschlossene Teilmengen des R™ defi-
niert. Mengen sind keine Tiiren. Es gibt Mengen wie [0,1), die weder offen noch abge-
schlossen sind. Weiterhin gibt es Mengen, die gleichzeitig offen und abgeschlossen sind.
Ein Beispiel hierfiir ist R" selber.

Nun kehren wir zuriick zum eigentlichen Problem. Wie kénnen wir Skalarfelder ablei-
ten?
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2.3 Partielle Ableitungen

Beispiel 2.3.3. Sei f : R? — R die durch f(z,y) = xe¥ definierte Funktion.

(i) Sei yo € R beliebig. Wir betrachten g(x) = f(x,yp) als Funktion in dem wir die
zweite Variabel als festen Parameter verstehen. Es handelt sich um eine Funktion
g : R — R und somit ist das Differenzieren fiir uns kein Problem. Wir leiten g an
der Stelle zg ab
f(@o + h,yo) — (2o, y0)

! =¥ =i .
g (zo) =e R h

(ii) Umgekehrt konnen wir auch die z-Koordinate festhalten. D.h. sei g € R und
h(y) = f(xo,y) die Funktion h : R — R. Hier leiten wir nach y ab und erhalten

. h) — f(xo,y0)
/ _ Yo 1 f(x(byo + ) )
o) = zoc®™ = i, h

Zur Erinnerung, die Ableitung der Exponentialfunktion ist die Exponentialfunkti-
on.

Fazit: fiir eine Funktion f in zwei Variablen gibt es auch zwei Ableitungen. Wir nennen
g’ bzw. b’ partielle Ableitungen von f nach x bzw. y. In Symbolen werden wir

Dieses Beispiel tibertréigt sich auf Skalarfelder in beliebiger Dimension.

Definition 2.3.4. Sei D C R™ eine offene Teilmenge, f : D — R ein Skalarfeld, z € D
und k € {1,...,m}. Sei

er=(0,...,0, 1 ,0,...,0).

k-te Komponente

(i) Existiert der Limes
lim f(z+egh) — f(x)
h—0 h

so heift f in x partiell nach z;, differenzierbar.! Der Grenzwert heifit partielle
Ableitung nach zj; von f in x und wird mit

af

amk(x) oder Opf(x) oder fg,(x)

bezeichnet.

!An der Stelle von z;, werden wir stillschweigend andere iibliche Koordinatenbezeichnungen benutzen.
of

Ist z.B. f(x,y) = we¥ so schreiben wir I und %'
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2 Mehrdimensionale Differentialrechnung

(ii) Ist f in x nach z1,...,z,, partiell differenzierbar, so heifst f partiell differen-
zierbar in z. Ist f in jedem Punkt von D partiell differenzierbar, so nennen wir
f partiell differenzierbar. Trifft dies zu und sind weiterhin alle partiellen Ablei-

tungen
of . of
o0x1’ " Oz

stetige Funktionen auf D, so nennt man f stetig partiell differenzierbar .

(iii) Sei F': R™ — R™ ein Vektorfeld mit Komponentenfunktionen F1, ..., F,,. Wir {iber-
tragen die Bezeichnung von (i) und (ii) auf F', falls die entsprechenden Bedingungen
fur alle F; zutreffen. Wir schreiben auch

OF _ | owe
al’k_

Bemerkungen 2.3.5. Partiell differenzieren nach zp bedeutet, dass man alle anderen
Variablen als feste Parameter betrachten. In diesem Sinne kann wie aus der Hdheren
Mathematik I gewohnt ableiten. Mehr Beispiele folgen in Kiirze.
Anschaulich bezeichnet
of

By ®)

die Anderungsrate von f wenn die Variable x;, variiert wird und alle anderen Variablen
festgehalten werden.

Beispiele 2.3.6. (i) Wir betrachten f : R? = R, f(z,y) = 23y — 22292, Es gilt
of

0
B 322y — 4zy?  und —f =23 — 42%y.

dy

(ii) Es gibt keinen Grund, sich auf den R? zu beschrinken. Sei also g : R® — R,
g(z,y,2) = ze**T¥* . Dann gilt

@ — Y | gty L, (1+ xz)e“‘”ﬂ
ox

99 = e Y. 2y = 23Uyem+y2

Oy

@ — e Y g = g2y

0z

(iii) Wir betrachten die Gleichung von van der Waals, cf. Beispiel 2.1.1(iv). D.h.

RT an?
R A ]
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2.3 Partielle Ableitungen

Abbildung 2.1: f(z,y) = x2+ 5 fiir (x,y) # (0,0)
und D = (0, +00) x (bn, +00).

Die partielle Ableitung (%1 beschreibt die Anderung des Drucks bei konstantem
Volumen (isochore Zustandsénderung). Es gilt

o R
T~ Vin—b

Die partielle Ableitung g—g beschreibt die Druckéinderung bei konstanter Tempera-
tur (isotherme Zustandsénderung). Es gilt

Op _____RT | “”2
v~ (V/n—ben

Beispiel 2.3.7. Wir kniipfen an Beispiel 2.2.8(iii) an. Die Abbildung

:(z,y) # 0,
1(11,3/):0

ist nicht stetig in (0,0) aber stetig in allen anderen Punkten des R?. Dieses Skalarfeld ist
in Figur 2.1 abgebildet.

Wie sieht es mit den partiellen Ableitungen im Koordinatenursprung aus? Es gilt
f(h,0) — £(0,0) .. 0

lim — = 0.
hli%h 0

R2 SR, f(ay) = { P
Y 7y 0

lim
h—0

h
Also existiert die partielle Ableitung g—ﬁ bei (0,0) mit Wert 0. Aus Symmetriegriinden

gilt weiterhin
i L0 = F0.0) 0
h—0 h h—0 h

Daher existiert auch bel (0,0) und nimmt den Wert 0 an.
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2 Mehrdimensionale Differentialrechnung

Aufserhalb des Ursprungs gilt

of y@*+y*) —wy-2c  yP—aPy
or (22 + y2)2 CETI

fiir (z,y) # 0. Wegen %(O, y) = 1/y ist die partielle Ableitung % nicht stetig in (0, 0).
Also ist f nicht stetig partiell differenzierbar.

Definition 2.3.8. Sei D C R™ offen.
(1) Sei das Skalarfeld f : D — R partiell differenzierbar in € D. Der Vektor

9 9
Vf(x):<8£,...,ax~’;>

heifst Gradient von f in z.

(ii) Das Vektorfeld f = (fi1,..., fn) : D — R™ sei partiell differenzierbar in x € D. Die

Matrix
9f ... Oh
or Oxm
Jr(x) = : :
Ofn .. Ofn
o0x1 0Tm

heifit Jacobi-Matrix von f in z.

Bemerkungen 2.3.9. Sei f ein Skalarfeld wie in (i) der Definition. Anschaulich bedeutet
der Gradient folgendes: Der Vektor V f(z) € R™ gibt die Richtung an, in welche f am
starksten wichst. Seine Norm ist das Ausmafs der Steigung.

Beispiel 2.3.10. Die durch
flz,y) =v1—a%—y?

definierte Funktion f : K(0,1) — R beschreibt die Hohe einer Halbkugel. Wir berechnen

1 1 1
Viz)=| —72———(—22), ——— - (-2 = —(—x, —y).
/(@) ( s (%) s y>) Y
Das Skalarfeld f ist in (2.2a) abgebildet. Sein Gradient ist direkt daneben illustriert.

Uns hindert nichts daran, hohere partielle Ableitungen zu betrachten.

Definition 2.3.11. Sei D C R™ und f : D — R partiell differenzierbar auf D. Ist
887]; : D — R auf D erneut partiell differenzierbar, so heifst

0% f
Ox;0xy,

partielle Ableitung 2. Ordnung von f nach z; und x;. Analog definiert man die
Ableitung 3,4, 5, .. .ter Ordnung.
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(a) f(z,y) = /1 — 22 —y?

Abbildung 2.2

2.3 Partielle Ableitungen

1
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(b) Vf(z)

Beispiel 2.3.12. Sei f: R? — R durch f(x,y) = 23y + ze¥ definiert. Es gilt

of

i 3%y + €Y,
o f
922~ 0%
2
(‘9(1—82 =322 +¢Y,
PBf
FrEia
Pf
dyoaz ~ OF
°F _ 6x
oxdyox
A
oy20x

of

By = 23 + zeY,
2
aaa;afy =32t + e,
2
% = zeY,
Y
> f
0x20y 6z,
03 f oy
Oyoxdy <
rPr o o
Ox0y>? ’
3
% = zeY
Y

Wie wir im Beispiel oben feststellen, kommt es nicht auf die Reihenfolge der Differen-

tiation an. Konkret, es gilt beispielsweise

of3

of3

of?

0xdydx  0x20y  Oydx?’

Dies ist kein Zufall. Unter einer geeigneten Voraussetzung an die Funktion f kommt
es nicht auf die Reihenfolge der partiellen Ableitung an.
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2 Mehrdimensionale Differentialrechnung

Satz 2.3.13 ( Satz von SCHWARZ). Sei D C R™ eine offene Teilmenge und f : D — R
ein p-mal stetig partiell differenzierbares Skalarfeld auf D. Dann kommt es bei der Bildung
der partiellen Ableitung p-ter Ordnung nicht auf die Reihenfolge der Differentiation an.

Definition 2.3.14. Sei D C R™ offen und f = (f1,...,fm) : D — R™ ein partiell
differenzierbares Vektorfeld. Dann heifst

divf = Z L

81‘k

Divergenz von f.

Beispiele 2.3.15. Die Divergenz eines Vektorfelds f lédsst sich wie folgt veranschauli-
chen. Fiir m = 2 beschreibt f beispielsweise ein Magnetfeld oder die Flussrichtung einer
Fliissigkeit oder eines Gases. Die Divergenz div f ist nun ein Skalarfeld, da es reelle Werte
annimmt.

(i) Positive Divergenz an einem Punkt divf(z) > 0 deutet auf eine Quelle des Felds.
Die Divergenz des Felds f(z,y) = (z,y) aus der Einleitung ist

op =y

Anschaulich entsteht Feldstérke in jedem Punkt der Ebene.

(ii) Betrachtet man g(x,y) = (—x,—y), vgl. Abbildung 2.3, zeigen die Feldpfeile zum
Koordinatenursprung. Das Feld hat in jedem Punkt eine Senke.

NMNNNNYSNANMLMVHLIG i L &8
NNNNNNAN NV VN LG S L LA L
SNNNNSMANNNAN VY S
SNNNNANANN NN S
SENANN NN N K W B f S A e
B T I N (VT B A S S R e
N O & T I P R e
T T e
e S = s L e
P il i T A A j NN N N N e
T AR S S SN R B N R T T . W N i e et
LSS U NN NN NN
P4 v v v A S R S B I T T U U U N W
PV VAV AV A A A B I N B U S T W N Y
LA E TR T ETT A KNS AN
ZAAZLLE LT T VU VNN NN

Abbildung 2.3: ¢g(z,y) = (-, —y)

(iii) Das Feld h(z,y) = (y, —z) hat die Divergenz

. Ohy  Ohs
divh=—4+—=04+0=0.
o Oz + oy +

Dieses Feld hat keine Quellen oder Senken.
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2.4 Totale Differenzierbarkeit

2.4 Totale Differenzierbarkeit

Erinnern wir uns an die Hdéhere Mathematik I: geometrisch beschreibt die Ableitung
f'(x0) einer differenzierbaren Funktion die Steigung der Tangente an den Graphen von
f im Punkt mit der z-Koordinate zg. In Formeln ausgedruckt gilt

f(x) = f(xo) + f'(xo) (2 — m0) + r(2)

wobei r(z) den Approximationsfehler (also den Abstand zwischen dem Graphen von f
und der approximierenden Tangente) bezeichnet, es gilt

r(z)

=0.

lim
T—x0 T — I
In diesem Kapitel interessieren wir uns fiir Vektorfelder f : R™ — R”. Wie kénnen
wir f in der Néhe eines Vektors xg € R™ approximieren? Lésst sich auch in mehreren
Dimensionen die Ableitung geometrisch interpretieren?

Die einfachsten Funktionen sind die linearen Funktionen. Motiviert durch den eindi-
mensionalen Fall werden wir versuchen, f linear in zg zu approximieren.

Definition 2.4.1. Sei D C R™ eine offene Teilmenge, f : D — R"™ ein Vektorfeld und
xo € D. Man nennt f total differenzierbar in zy, wenn es eine Matrix A € M,, ,,(R)
mit
f(@) = f(@o) + A (z — m0) +r(z)
gibt, wobei
@l

a0 ||z — ol

Die Matrix A heift totale Ableitung oder totales Differential von f in zy. Man
schreibt D f(xzg) = A oder %(xo) = A oder f'(z9) = A und nennt r(x) Restterm.

Beispiele 2.4.2. (i) Wir betrachten das Skalarfeld f : R? — R, f(z,y) = 2 + 2. Sei
(x0,y0) € D. Dann gilt

f(@,y) = f(xo+ 2 — 20,90 + ¥ — Y0) = (w0 + (x — 20))* + (o + (¥ — %0))*
=25+ y§ + 220(x — 20) + 2y0(y — vo) + (z — 20)* + (y — w0)?

xr —

— F(o, o) + (220, 240) ( . ) T ()

mit r(z,y) = (2 —20)2+(y—yo)2. Der Restterm exfill r(z, y) = |[(z 0.y —o)|
also gilt auch
11m T‘(l"y) — O
(z.9)—=(z0.90) [[(z = 20,y — o)
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2 Mehrdimensionale Differentialrechnung

(ii) Sei f : R? — R irgendein Skalarfeld, welches auf R? total differenzierbar ist. Es
gibt also eine 1 x 2 Matrix
A=(a b)

mit f(xay) = f(xﬂuyO) +A- (l’ — 20,y — yO) + T(l’,y), wobei T($7y) der Restterm
ist.

Im Spezialfall x = zg + h und y = yo erhalten wir

f(wo+h,yo) = f(xo,y0) +a-h+7r(xo+ h,yo).

Nach einer einfachen Umformung gilt also

f(zo+ h,y0) — f(wo,90) r(xzo + h,yo)
h I A

Der Quotient auf der rechten Seite konvergiert gegen Null fiir h — 0. Der ent-

sprechende Grenzwert auf der linken Seite ist gerade die partielle Ableitung %

ausgewertet an der Stelle (zg,yp). Es gilt also

a= or (xo,Yo0)
- O 0,Y0)-
Eine vollig analoge Rechnung liefert
of
b= — .
82/ (l’o, yO)

Beim Vektor A handelt es sich also um den Gradienten V f(xo).

Das zweite Beispiel ldsst sich auf total differenzierbare Vektorfelder verallgemeinern.
Der Beweis des folgenden Satzes ist lediglich eine Verallgemeinerung des Arguments in

(ii).
Satz 2.4.3. Sei f : D — R"™ total differenzierbar in xq € D wie in Definition 2.4.1.
Dann ist

Df(zo) = Jy(zo)
die Jacobi-Matrixz von f an der Stelle xg, vgl. Definition 2.3.8.

Achtung! FEin Skalarfeld welches partiell differenzierbar ist, muss nicht notwendi-
gerweise total differenzierbar sein. Dazu schauen wir uns das in Figur 2.4 abgebildet

Skalarfeld
fla,y) = Vlwyl.
an. Aus der Definition erhalten wir f(z,0) = 0 fiir alle z € R. Also

ALY e (UL T N
h—0 h h—0 h
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2.4 Totale Differenzierbarkeit

Damit ist f partiell nach z differenzierbar in (0,0) und es gilt %(O, 0) = 0. Véllig analog

gilt
of B
8_y(0’ 0) =0.

Wiére nun f in (0,0) total differenzierbar, so wiirde wegen Satz 2.4.3

fz,y) = f(0,0) + V £(0,0) (fj) +r(z,y)
mit

r(z,y)

2.3 im =
(23) a0 T 9]

gelten. Nun ist aber Vf(0,0) = £(0,0) = 0 und damit wére f(z,y) = r(z,y). Nun gilt

rlee) V02l 2] 1

I, 2)ll  Va2+a2 V22| V2

Es kann also unmoglich (2.3) gelten. Dies ist ein Widerspruch, also ist f nicht total
differenzierbar in (0, 0).

Abbildung 2.4: f(z,y) = /|zy|

Hinreichend gutartige Funktionen sind jedoch total differenzierbar nach dem folgenden
Resultat.
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2 Mehrdimensionale Differentialrechnung

Satz 2.4.4. Sei D C R™ eine offene Teilmenge und f : D — R"™ stetig partiell differen-
zierbar. Dann ist f in jedem Punkt aus D auch total differenzierbar.

Bemerkungen 2.4.5. (i) Das Skalarfeld f(z,y) = +/|zy| ist zwar in jedem Punkt
partiell differenzierbar, aber die partielle Ableitung ist nicht stetig in (0, 0). Deshalb
l&sst sich der Satz oben nicht auf f anwenden.

(ii) Wir stellen fest, dass die zwei Ableitungsbegriffe partiell differenzierbar und total
differenzierbar fiir hinreichend gutartige Funktionen iibereinstimmen.

(iii) Fiir beide Begriffe gelten dhnliche Rechenregeln wie in Dimension eins. Wir wollen
nun kurz die Kettenregel ansprechen, da sie die Bedeutung der Matrixmultiplikation
fiir die hoherdimensionale Analysis verdeutlicht.

Rechenregeln 2.4.6.

(i) (Summenregel) Sei D C R™ offen und f,g: D — R" total differenzierbar. Dann
ist die Summe f + g total differenzierbar und es gilt

D(f + g)(zo) = D(f)(x0) + D(g)(x0)
fiir alle ¢ € D.

(ii) (Produktregel) Sei D C R™ offen und f: D — R", g : D — R total differenzier-
bar. Dann ist das Produkt fg total differenzierbar und es gilt

D(fg)(zo) = D(f)(x0) g(xo) +[(x0) ® Vg(zo)
in Mn,m(R)m

wobei f(zo) ® Vg(zo) die n x m Matrix mit [f(zo) ® Vg(xo)hj = fi(x0)0;9(x0)
bezeichnet.

(i) (Kettenregel) Sei D C R™ offen und f : D — R™ total differenzierbar. Sei
E C R" offen mit f(D) C E und g : E — RP total differenzierbar. Dann ist die
Verkniipfung g o f = D — RP total differenzierbar und es gilt

(2.4) D(go f)(z) = D(g)(f(z)) - D(f)(z).
fur alle x € D.

Bemerkungen 2.4.7. Die Gleichung (2.4) ist eine Gleichung von Matrizen. Links steht
die p x m Matrix D(go f)(x). Die Matrix D(g)(f(z)) liegt in M, ,(R) und D(f)(z) liegt
in M, ., (R). Das Matrixprodukt D(g)(f(z)) - D(f)(x) ist also eine p x m Matrix.

Beispiel 2.4.8. Sei f(t) = (t2,t%) und g(z,y) = 23y + ze¥. Es handelt sich um ein

Vektorfeld f : R — R? und um ein Skalarfeld g: R? — R. Beide sind total differenzierbar

und die Verkniipfung ist (g o f)(t) =t + #2¢t*. Durch direktes Ausrechnen erhalten wir
d(g o f)

(2.5) — =0t 2te’” + 12! . 3¢ = 08 4 2te!” + 3tte’’.
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2.5 Bestimmen von Extrema in mehreren Variablen

Diese Ableitung kénnen wir auch mit der Kettenregel bestimmen. Dazu halten wir

DO =( 32 ) wd D)) = Vo) = (32 +er o et )

fest. Um die Kettenregel anzuwenden setzen wir f(x) in D(g) ein und multiplizieren die
entsprechende Matrix mit D(f). Es gilt

2
D) D0 = (37 +e o4 ) ()
= (3t7T + ) - (2t) + (15 + £27) - (3t2)
= 615 + 2te’” + 365 + 31’ = 03 4 2te” + 3tte!’.

Dieser Ausdruck stimmt mit (2.5) iiberein.

2.5 Bestimmen von Extrema in mehreren Variablen

Wieder besinnen wir uns auf ein schon bekanntes eindimensionales Resultat:
Bemerkungen 2.5.1. Sei f: R — R zweimal differenzierbar.

(i) Besitzt f in x¢ € R ein lokales Extremum (d.h. lokales Minimum oder ein lokales
Maximum), so gilt f’(x¢) = 0.

(i) Gilt f'(xo) = 0 und f"(x0) # 0, so besitzt f ein lokales Extremum in zg. Fiir
1" (xo) < 0 ist gy ein lokales Maximum von f und fiir f”(zg) > 0 ist zg ein lokales
Minimum.

Lokale Extrema von Funktionen lassen sich also durch die Ableitungen charakterisieren.
Wie iibertragen wir dies nun auf mehrere Dimensionen?

Definition 2.5.2. Sei D C R™ offen und f : D — R ein Skalarfeld. Dann hat f in
9 €D

(i) ein globales Minimum (Maximum), falls f(x) > f(zo) (f(z) < f(x0)) fiir alle
reD

(ii) ein lokales Minimum (Maximum), falls es r > 0 gibt, mit f(z) > f(zo) (f(z) <
f(zo)) fir alle x € DN K(zo, 7).

(iii) ein lokales bzw. globales Extremum, falls f in zy ein lokales bzw. globales
Minimum oder Maximum besitzt.

Wie kann man die Extrema eines Skalarfelds, beispielsweise
fla,y) = (@ +2y)e ™,

bestimmen?
Wie in der reellen Analysis einer Variablen verschwinden die partiellen Ableitungen in
einem lokalen Extremum.
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2 Mehrdimensionale Differentialrechnung

Abbildung 2.5: f(z,y) = (2? + 2y?)e" v’

Satz 2.5.3. Sei D C R™ offen und f : D — R total differenzierbar. Ist g € D ein
lokales Extremum, so gilt V f(xg) = 0.

Achtung! Die Umkehrung ist falsch. Gilt V f(z¢)=0, so muss xy nicht notwendiger-
weise ein lokales Extremum von f sein. Wie in der Analysis in einer Variablen muss man
die zweite Ableitung beriicksichtigen. Wie wir im letzten Abschnitt festgestellt haben,
gibt es viele Moglichkeiten, partielle Ableitungen zweiter Ordnung zu bilden.

Definition 2.5.4. Sei D C R™ offen und f : D — R zweimal stetig partiell differenzier-
bar. Die Matrix

22 f 2*f 2 f
O0x10x1 (.’I}) 0x10x2 (l‘) Y 9210z, (x)
Frl Pr ) L P,
Hf(.%’) _ Ox20x1 Oxo0x2 O0x20xn c Mm m(R)
92 . 92 . 92 f
anéj;xl (ZL‘) Brngmg (:U) B o o (x)

heifst Hesse-Matrix von f an der Stelle x.

Bemerkungen 2.5.5. (i) Eine Matrix A € M, ,(R) heifst symmetrisch, alls 4;; =
Aj;. Nach dem Satz von Schwarz (Satz 2.3.13) ist Hy(x) eine symmetrische Matriz.

(i) Die Hesse-Matrix Hy(x) ist die Jacobi-Matrix des Skalarfelds V f : D — R™.

Definition 2.5.6. Sei f : D — R ein total differenzierbares Skalarfeld. Man nennt x € D
kritischer Punkt von f, falls Vf(z) = 0.
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Beispiel 2.5.7. Sei f(z,y) = 2%y*> — 3xy. Der Gradient ist

Vf(z,y) = (22y* — 3y,22°y — 32)

und die Hesse-Matrix ist

_ 212 dxy — 3
Hf(x’y>_(4xy—3 212 )

Die kritischen Punkte von f sind

(0,0) und

(z,3/(2z)) mit = # 0.

2.5 Bestimmen von Extrema in mehreren Variablen

Um lokale Minima und Maxima von Skalarfeldern zu finden, muss man die Hesse-
Matrix auf positive bzw. negative Definitheit tiberpriifen.

Definition 2.5.8. Eine symmetrische Matrix A = (ai;) € My m(R), d.h. a;; =

1,7 =1,...,m heifst

A g5y

(i) positiv definit (bzw. negativ definit), falls alle Eigenwerte positiv (bzw. negativ)

sind.

(ii) positiv semidefinit (bzw. negativ semidefinit), falls alle Eigenwerte > 0 (bzw.

< 0) sind.

(iii) indefinit, falls A positive und negative Eigenwerte besitzt.

Ob eine Matrix positiv oder negativ definit ist, kann man an bestimmten Determinan-

ten ablesen.

Satz 2.5.9. Sei A € My, m(R) symmetrisch, d.h. Aj; = Aj;i. Die folgenden Aussagen

sind dquivalent.

(i) Die Matriz A ist positiv (resp. negativ) definit.

(i1) Es gilt v- Av >0 (resp. < 0) fir alle v € R™ ~ {0}.

(iii) Es gilt
ai
det

751

(resp.
ar
(—1)% det
k1

im negativ definiten Fall.)

a1k
>0 firale 1<k<m

Ak

a1k
>0 firale 1<k<m

akk
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2 Mehrdimensionale Differentialrechnung
Satz 2.5.10. Sei D C R™ offen und f : D — R zweimal stetig partiell differenzierbar.
Sei xg € D mit V f(zg) = 0.

(1) Ist H¢(xo) negativ definit, so ist xo ein lokales Mazimum von f.

(1) Ist Hy(xo) positiv definit, so ist xqg ein lokales Minimum von f.
(iii) Ist Hy(xo) indefinit, so ist xo kein lokales Extremum (sondern ein Sattelpunkt).
Im semidefiniten Fall ist keine Aussage maglich.

Beispiel 2.5.11. Wir untersuchen die Funktion f(z,y) = (2 + 2y2)e_“*’2_y2, deren
Graph in Figur 2.5 abgebildet ist, auf lokale Extrema.
Zuerst suchen wir die kritischen Punkte. Dazu berechnen wir den Gradienten

Vi(z)

= (20e™ 7V + (22 + 2N)e ™V (<22), Aye ™™V 4+ (@2 + 2™V (—2y))
= (22 — 222 — dxy?, 4y — 222y — 4y3)€_$2_y2

= (22(1 — 2% — 2y%),2y(2 — 2 — 2y2))e_$2_y2.

Der Faktor e~ %" ist stets positiv. Es gilt also, alle (70,70) € R? zu finden, die
(2.6) 2z0(1 — 22 —2y2) =0 und 2yo(2 — 23 — 2y2) =0

erfiillen. Wir untersuchen dabei zwei Fille.

Fall 1: zp = 0. Dann ist die erste Gleichung in (2.6) erfiillt. Die Zweite vereinfacht
sich zu 2yo(2 — 2y3) = 0, oder yo(1 — y3) = 0. Nun gilt entweder yo = 0 oder y3 = 1. In
anderen Worten, es gilt

o € {—1,0,1}.

Fall 2: zy # 0. Die erste Gleichung oben impliziert 333 + 2y§ =1, also :c% =1- 2y§.
Wir ersetzen den Term 3 in der zweiten Gleichung (2.6) durch diesen Ausdruck. Wir
erhalten

0=1yo(2— (1—2y3) — 243) = yo(1 + 245 — 243) = wo-

Kurzum, es muss 39 = 0 gelten. Wir nutzen diese Erkenntnis, und erhalten aus der ersten
Gleichung in (2.6), dass xo(1 — 22) = 0 gelten muss. Wie im ersten Fall erfolgt

To € { —1, 1}.
Abschliefsend halten wir fest, dass die kritischen Punkt von f genau

(2'7) {(07_1)7(070)7(071)7(_170)7(170)}

sind.
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2.5 Bestimmen von Extrema in mehreren Variablen

Um zu entscheiden, ob es sich bei einem dieser Punkt um ein lokales Extremum handelt,
missen wir die Hesse-Matrix berechnen. Zunéchst berechnen wir die zweiten Ableitungen
und erhalten

0% f 0 a2 g2

922 = B2 ((23: — 223 — dxy?)e Y )
= (2 — 62 — ZLyQ)e_wQ_y2 + (22 — 223 — 4ajy2)e_x2_y2 - (—2x)
= (2 — 622 — 4y — 4% + 42t + 8:1523/2)6_””2_92

= (2 —102% — 4% + 42t + 83023/2)6_“’”2_112

sowie
= = (20 - 2% — day)e )
9y0z g (( T — 2% xy)e
(2.8) = (=Say)e ™ 7V + (20— 22" — day)e T (<2y)
= (=8zy)e ¥ ¥ + (—dxy + 423y + 8x1)e® v
= (—12zy + 423y + 8:Uy3)e_z2_y2
und
0? 0
Tg = o0 ((43/ — 2%y — 4y3)e*$2’y2)
Y Yy
= (4—22% - 123/2)6_”’32_3”2 + (4y — 222y — ZJLy?’)e_IQ_y2 - (—2y)
= (4 — 222 — 12y — 8y + 42y + 8y4)e_g”2_y2
= (4 — 222 — 20> + 42%y* + 8y4)e_””2_92.
Die Berechnung von 21 konnen wir uns wegen dem Satz von Schwarz ersparen. Diese

0zdy
partielle Ableitung ist gleich (2.8).

Schliellich werten wir die Hesse-Matrix

2f  9f
_ oz  9yd
Hy = ( 6§f é%fx )

Ozdy Oy
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2 Mehrdimensionale Differentialrechnung

an den fiinf Punkten (2.7) aus. Wir erhalten nach einer kurzer Rechnung

—2e7! 0
Hf(ov _1> = ( 0 _8e¢~1 > )

Hy(0,0) = < (2) 2 >

mon=( 7 o).
Hy(-1,0) = < _406_1 260_1 >

m.0=( 75 L)

Diese fiinf Matrizen sind in Diagonalform, deshalb sind die Diagonaleintrdge genau die
Eigenwerte. Den Vorzeichen der Eigenwerte kann man die Definitheit der Matrix ablesen.
Wir fassen das Resultat in einer Tabelle zusammen.

(z0,10) | Die Hesse-Matrix H ¢(zo,%0) ist ... | Der Punkt (2o, yo) ist ein. ..
(0,—1) negativ definit lokales Maximum
(0,0) positiv definit lokales Minimum
(0,1) negativ definit lokales Maximum
(—1,0) indefinit kein lokales Extremum
(1,0) indefinit kein lokales Extremum

2.6 Extremwertprobleme mit Nebenbedingungen

Beispiel 2.6.1. Wir stellen uns das folgende Problem. Wir suchen Extremwerte der
Funktion

fla,y) =a* —y°
eingeschrankt auf den Einheitskreis

{(z,y) e R?:2® +y7 =1},

siehe Abbildung 2.6.
In diesem Spezialfall konnen wir wie folgt vorgehen: Der Einheitskreis kann durch

w:[0,1) = R?,  w(t) = (cos(2nt), sin(27t))

parametrisiert werden. Man stellt sich w(t) als Weg vor, der den Kreis im Gegenuhrzei-
gersinn durchlduft, wenn ¢ von 0 auf 1 vergrofert wird. Maxima/Minima von f(z,y) =
x? — y? auf dem Einheitskreis entsprechen Maxima/Minima der Verkniipfung

h(t) = (f ow)(t) = cos(2nt)? — sin(27t)%.
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2.6 Extremwertprobleme mit Nebenbedingungen

(a) Maximiere/Minimiere f(z,y) =
22 — 32 auf dem Einheitskreis

Abbildung 2.6

Es handelt sich um eine stetig differenzierbare Funktion i : R — R. Um lokale Maxima
oder Minima zu finden, miissen wir lediglich ableiten. Es gilt

h'(t) = —4m cos(2t) sin(2t) — 47 sin(27t) cos(2mt) = —8m cos(27t) sin(27t).

Die Nullstellen der Ableitung im Intervall [0, 1) liegen bei 0,1/4,1/2,3/4. Diese Werte
von t entsprechen den Punkten

(2.9) w(0)=(1,0), w(1/4)=(0,1), w(1/2)=(-1,0), und w(3/4)=(0,-1)
mit Werten
f(1,00=1, f(0,1)=-1, f(-1,00=1, und f(0,—1)=—1.

Zieht man noch die zweite Ableitung hinzu, finden wir lokale Maxima bei (1,0), (—1,0)
und lokale Minima bei (0,1),(0,—1). Es handelt sich sogar um globale Maxima bzw.
Minima.

Unser ad hoc-Ansatz hat so gut funktioniert, weil wir den Einheitskreis explizit pa-
rametrisieren konnten. Wir brauchen jedoch die Parametrisierung nicht! Sei h'(tg) = 0
dann gilt wegen der Kettenregel, vgl. Rechenregel 2.4.6,

(2.10) 0= h'(to) = (f ow)'(to) = (Vf)(w(to)) - Dro(w).

Da w den Kreis parameterisiert gilt (gow)(t) = 0 fiir alle t € R, wobei g(z,y) = 22+y>—1.
Leiten wir diese Identitét ab, so ergibt uns die Kettenregel

(2.11) 0= (g ow)'(to) = (Vg)(w(to)) - Dy, (w).

Die Bedingungen (2.10) und (2.11) implizieren, dass der Vektor Dy, (w) € R? orthogonal
zu (Vf)(xo) und zu (Vg)(zg) liegt, hier ist xg = w(ty). Wegen (Vg)(zg) # 0 miissen
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2 Mehrdimensionale Differentialrechnung

(Vf)(z0) und (Vg)(zp) in die gleiche Richtung zeigen. In anderen Worten, es gibt A € R
mit

(2.12) (Vf)(@o) = =A(Vg)(xo)-

Gehen wir nun von (2.12) aus, wobei wir xg = (x,y) und A als unbekannte betrachten,
so erhalten wir drei Gleichungen
2yt =1 (da (z,y) auf dem Kreis liegt)
204+ 2 =0 (erste Koordinate von (2.12))
20 —2\y=0 (zweite Koordinate von (2.12)).

Aus der zweiten und dritten Gleichung folgt, dass x = 0 oder y = 0 gelten muss. Aber
die einzigen Punkt (0,?7) und (77,0) auf dem Kreis, sind die, die wir in (2.9) bereits
gefunden haben. Wir haben damit einen Zugang zu den Extrema von f gefunden, der
ohne explizite Parametrisierung auskommt.

Das Vorgehen im Beispiel oben lésst sich zu einem Satz verallgemeinern.

Satz 2.6.2 (Methode von LAGRANGE). Sei D C R™ eine offene Teilmenge und f, g :
D — R stetig differenzierbar. Hat f unter der Nebenbedingung g(x) = 0 ein Extremum
im Punkt xo und gilt Vg(zg) # 0, so existiert ein X € R mit

V f(zo) + AVg(zo) = 0.
Der Wert X heifit Lagrangemultiplikator.

Beispiele 2.6.3. (i) Sei x > 0,y > 0,z > 0. Wir betrachten einen Quader @ im
Raum R3, welcher auf der XY-Ebene liegt und Eckpunkte bei (+x,4y,2) und
(+x,£y,0) besitzt. Das Volumen von @ ist 4zyz. Gesucht ist ein Quader dieser
Form mit maximalem Volumen, welcher in der Einheitskugel liegt.

In anderen Worten, wir wollen die Funktion
f(x,y,2) = dzyz
unter der Nebenbedingung g(z,y, z) = 0 maximieren, wobei

g(z,y, 2) :x2+y2+22—1.

Aus theoretischen Uberlegungen, konkret Satz 2.2.12, muss ein Maximum existie-
ren. Ist (z,y, z) ein solches Maximum, so liefert LAGRANGE’ Methode ein A € R
mit

(2.13) 0= (Vf)(x,y,2) + M(Vg)(z,y,2) = (dyz + 2\x,4dxz + 2)\y, dzy + 2)2).

Die Voraussetzung (Vg)(z,y,z) # 0 ist erfiillt. Weiterhin gilt  # 0, y # 0 und
z # 0, da ein maximaler Quader nicht Volumen 0 haben kann.
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2.6 Extremwertprobleme mit Nebenbedingungen

Die drei Gleichungen (2.13) implizieren nach Umformung

yz Tz Xy A

Also gilt 22 =
weiter 22 = 1/

= 22. Aus der Nebenbedingung x2 + 3% + 22 = 1 erhalten wir
2?2 =1/3. Wegen = > 0, y > 0 und z > 0 gilt somit

L
7

Wir haben den gesuchten Eckpunkt gefunden.

y2

x:y:z:

Schlieflich versuchen wir das Beispiel vom Beginn dieses Abschnitts mit der Me-
thode von LAGRANGE zu behandeln. D.h. wir wollen f(z,y) = 2% — y? unter der
Nebenbedingung g(z,y) = 2 + y?> — 1 = 0 minimieren und maximieren.

Wie im letzten Beispiel muss ein solcher Extremwert (z,y) existieren. Sei A der
Multiplikator aus der Methode von LAGRANGE. Es gilt
Vi, y) + AVg(z,y) =0
oder, was aquivalent ist,
(2x + A2z, —2y + A2y) = (0,0).
Wir erhalten die zwei Gleichungen

(2.14) 2(1+A) =y(—1+X) = 0.

Wir erinnern uns daran, dass die Nebenbedingung 22 + y? = 1 erfiillt sein muss.
Insbesondere muss = # 0 oder y # 0 gelten (der Nullpunkt liegt nicht auf dem
Einheitskreis!). Wir unterscheiden also zwei Fille.

Fall 1 (z # 0). Aus (2.14) erhalten wir A = —1. Aber es gilt auch y(—1+ ) =0
und damit y = 0. Ziehen wir die Nebenbedingung 1 = 22 + % = 22 + 0% = 22 zu
Rate, sehen wir

(z,y) = (+1,0).
An diesen Punkten nimmt f den Wert 0 an.
Fall 2 (y # 0). Wir benutzen wieder (2.14) und finden diesmal A = 1 und weiterhin

x = 0. Dieses mal ist unser Punkt
(z,y) = (0,%1)
und f(z,y) =22 — 3% = —1.

Wir stellen fest, dass f unter der Nebenbedingung g(x,y) = 0 bei (£1,0) ein
Maximum und bei (0,£1) ein Minimum besitzt. Dies stimmt mit unserer ersten
Rechnung iiberein.
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3 Mehrdimensionale Integration

In der Hoheren Mathematik I haben wir gelernt, wie man eine Funktion f : [a,b] — R
integriert. Das bestimme Integral
b
[ s
a

lésst sich als Flache unter dem Graphen von f interpretieren. In diesem Kapitel méchten
wir den Integrationsbegriff auf Skalarfelder ausweiten. Dabei beschrinken wir uns auf
Funktionen, die auf Bereiche im R? und im R? definiert sind.

3.1 Zweidimensionale Integration

Sei D C R? eine Teilmenge und f : D — R ein hinreichend gutartiges Skalarfeld. Wir

mochten das Integral
/ fd(z,y)
D

so definieren, dass es sich als Volumen des Graphen
{(z,9,2) €D xR; 0< 2 < f(z,9)}

interpretieren lasst, falls f keine negative Werte annimmt.
Der Hauptunterschied zum eindimensionalen Fall zeigt sich schnell: Die Menge D iiber
die wir integrieren moéchten, kann im zweidimensionalen Fall viel komplizierter sein.

Definition 3.1.1. Sei D C R2.

(i) Wir nennen D y-projizierbar, falls Funktionen y,7 : [a,b] — R existieren, mit
(3.1) D = {(z,y); = € [a,8] und y(z) <y < P}

(ii) Umgekehrt nennen wir D z-projizierbar, falls Funktionen z,7 : [a,b] — R exis-
tieren, mit
D ={(z,y); y € [a,b] und z(y) <z <7T(y)}.

(iii) Wir nennen D eine Standardmenge, falls (i) und (ii) gelten.
Beispiele 3.1.2. (i) Die Menge
{(z,y); x €[2,4 und 2* <y < 2%}

ist y-projizierbar (hier ist y(z) = ? und y(z) = 2?).
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3 Mehrdimensionale Integration

(ii) Nicht jede Menge ist y-projizierbar, wie die Figur ?? suggeriert.
(iii) Aus Symmetriegriinden ist die Kreisscheibe
D ={(z,y) €R? 2% +4° < 1}

eine Standardmenge. Sie ldsst sich durch

D={(z,y) €R? z € ] und \/1—x2<y<\/179:2}

—y(l“) —y(w)
und
D:{(l"ay)GRQ;yE[ und \/1—72<;1;<\/1_7}
—:c(y) —x(y)
beschreiben.

Definition 3.1.3. Wir nehmen nun an, dass D wie in (3.1) eine y-projizierbare Menge
ist. Sei f: D — R eine stetige Funktion. Dann integrieren wir wie folgt

)

/fd(a:,w:/b ffxydy dz.
D a

(z)

Ist D eine z-projizierbare Menge, so integrieren wir stattdessen zuerst iiber die z-Koor-
dinate und dann tber die y-Koordinate mit der Hilfe von z(y) und Z(y).

Der Satz von FUBINI besagt, dass die Integrationsreihenfolge nicht relevant ist.

Satz 3.1.4 (Satz von FUBINI). Sei D C R? eine Standardmenge und f : D — R ein
stetiges Skalarfeld. Dann hingt das Integral nicht von der Reihenfolge der Integration ab.
Konkret: es gilt

b [ Yx) d [ T(y)
/f:vy (z,y) / / (z,y)dy dw—/ /f(w,y)dw dy
¢ (y)

falls

D = {(z,y); z € [a,b] und y(z) <y <y(z)} = {(,9); y € [e,d] und z(y) <z <Z(y)}.

Beispiele 3.1.5. (i) Das Quadrat D = [0,1] x [0, 1] ist eine Standardmenge. Wir
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3.1 Zweidimensionale Integration

mochten f(x,y) = 23 — 3> — 2%y + 2 auf D integrieren. Es gilt

4 2

1
0/
1
1 1 v=1
= / [m3y — Syt — 2%y 4 Qy] dx
0
/1

(ii) Die Menge
D ={(z,y) € R% 2 €[0,2] und 2° < y < 4}

ist durch ihre Priisentation y-projizierbar. Wir integrieren f(x,y) = 22 + 3?

Die Substitutionsregel fiir eindimensionale Integrale hat ein Analogon in zwei Dimen-
sionen. Wie vorher betrachten wir eine Menge D die z- oder y-projizierbar ist. Wir
nehmen an, dass F ebenfalls diese Eigenschaft besitzt und dass es eine bijektive Abbil-
dung

. EFE—D

gibt. Konkret muss ® ein Vektorfeld sein, und es gilt

D(u,v) = (P1(u,v), P2(u,v)) = (z,y).
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3 Mehrdimensionale Integration

Ist ® hinreichend gutartig,® so gilt die Substitutionsregel

Rechenregeln 3.1.6 (Substitutionsregel). Sei f : D — R eine stetige Funktion, dann
ist

/ﬂmwamwzjf@mwﬂ@wammw%w
E

wobei Jg die Jacobi-Matrix von ® ist.
Die Rechenregel gilt sogar unter leicht geschwéchten Bedingungen.
Beispiele 3.1.7. (i) Wir méchten die Funktion f(z,y) = e=*=¥" auf der Kreisscheibe
D:={(z,y); «* +y* < 1}
integrieren. Dazu transformieren wir in Polarkoordinaten

T =TCOS(

Yy =rsing.

r o\ [ rcosep
( y > = ®(r¢) = ( rsing )
Die transformierte Menge ist
B ={(r,) €[0,1) x [0,2n]}.

Die Jacobi-Matrix von ® ist

[ cosp —rsing
Jo(r,¢) = ( sinp rcose >

Also

und damit
det Jg(r, ) = 7 cos® ¢ + rsin® ¢ = r(cos? ¢ + sin’ @) = 7.

Wegen 2 4 y? = r? liefert die Substitutionsregel
2

/6_12_y2d(x,y) :/ —r? | det Jg (1, @)|drdy = /
0

D E

Qrdrdcp.

O\H

Jetzt wenden wir die Substitutionsregel aus der Héheren Mathematik I an, um
" zu integrieren. Wir erhalten?

€
27 1 1 27 1 1
[ awn = | [_ ] ao= [ (—el + ) dp=(1-e¢ ).
2 r=0 2 2
D 0 0

'Das Vektorfeld ® muss stetig differenzierbar auf einer offenen Umgebung von E sein

2Eine Bemerkung zur formalen Korrektheit: Die Voraussetzung fiir die Substitutionsregel, wie wir sie
oben formuliert haben, ist in diesem Beispiel nicht erfiillt. (Z.B. ist ® nicht injektiv auf [0, 1] % [0, 27].)
Trotzdem kann man die Argumentation mit leichtem Aufwand korrekt begriinden und das Resultat
ist richtig.
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3.2 Dreidimensionale Integration
(ii) Hier berechnen wir das Integral von f(z,y) = zy auf dem Kreisabschnitt

§\/x2+y2§1}.

Wie im ersten Beispiel benutzen wir Polarkoordinaten r und ¢. In diesen Koordi-
naten ist D als

D= {(x,y):x7y€ [0,1]; %

| =

E:{(T,QD)GRQ; §r§1und<p€[0,7r/2]}

gegeben.
Wir erhalten

/xyd(x,y) = /(r cos @) (rsin ) | det Jo(r, p)| drdp
—_—
D E =r
w/2

"/

w/2

r 4 r=1
r .
—/ coscpsmtp] dp
0 _4 r=1/2

w/2

B 15 1 od
= | gqcosysinpdop.
0

1
/7’3 cos psinedr | dy
1/2

Eine Stammfunktion von cos psin ¢ ist (sin ¢)/2. Also gilt

/ 15 [sin2g0]7r/2  15sin’(n/2) 15
64

wiew) =g |72 |, @ 2 1

3.2 Dreidimensionale Integration

Beispiel 3.2.1. Sei K C R? ein Quader, eine Kugel, ein Zylinder, etc. Fiir jeden Punkt
(z,y,2) € K bezeichne p(x,y, z) die Dichte von K. Dann ist die Masse von K gleich

M:/p(:r,y,z)d(m,y,z).
K

Das Volumen ist

V= /d(x,y, 2).

K
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3 Mehrdimensionale Integration

Ist die Masse M > 0, so ist der Schwerpunkt von K der Punkt (zs,ys, zs) € R® mit

M/wpwy, d(z,y, 2),

7 $ y?'z)?

= \

,2)d(x,y, 2).

= \

K
= 37 [ wte o
K
=37 [ e
K

O

Wir werden, dhnlich wie im zweidimensionalen Fall, iiber projizierbare Mengen inte-
grieren kénnen und somit die Grofien oben prézise berechnen kénnen. Die Definition des
Integrals ist dhnlich wie im zweidimensionalen Fall, d.h. unsere Mengen lassen sich wie
folgt beschreiben

K ={(z,y,2) €R% a<z<b, yl2) <y<y(z), z(y2) <z<T(y2)}

wobei y,y,z,T geeignete Funktionen sind. Das Integral eines Skalarfelds tiber K ldsst
sich dhnlich definieren. Wir werden dies anhand eines Beispiels veranschaulichen.

Beispiel 3.2.2. Sei K der Quader

{(m,y,z)eRg; 0<z<1, 0<y<2 0<z<3}

Wir setzen
p(xaya Z) = TY=z,
dann ist
1 2 /3
/p(w,y,Z)d(%y,Z):/ / /xyzdw dy | dz
K o \o \o
1 2 2y 3
(]l
0 \0 0
1 2
- / / %dy dz
0 \0
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3.2 Dreidimensionale Integration

Die Substitutionsregel (Rechenregel 3.1.6) gilt in entsprechender Form auch im R3.
Wir werden diese Regel mit Zylinder- und Kugelkoordinaten kennenlernen.

Beispiele 3.2.3.

iiber den Zylinder

K ={(z,y,2)

p(z,y, 2)

eR3 —4<2<4,

(i) Wir mochten die Funktion

— 22,2

.,L,2+y2§1}

integrieren. Wir werden dabei in Zylinderkoordinaten (r, ¢, z) arbeiten

x T COS
y | =®(r,p,2) = | rsing
z z

Die ersten zwei Koordinaten entsprechen Polarkoordinaten, die letzte Koordinate
misst die z-Achse. Auch hier muss man die Determinante der Jacobi-Matrix Jg
bestimmen. Ganz dhnlich wie bei den Polarkoordinaten erhilt man det J = r. In
Zylinderkoordinaten nimmt die Menge K die Form

S=1{lng2); 4<z<4, 0<p<2m 0<r<1}
Also gilt
[#2itey2) = [(reosgi? o dlre)
K s = =| det Jg|
4 27

1
/22T3COS wdr | de | dz
0

J{f
/
I
/5

3

1
[ZQT cos go} dyp | dz
4 0

cos? pdy | dz

+ cos p sin 2m dz,
[¢ +cos 90]0>

da d(p + cos psin ) /dp = 2 cos? ¢. Wir rechnen weiter und erhalten

4 4
/7T2’2 7|23 32
= | —dz=—|— —T.
4 413]_, 3
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3 Mehrdimensionale Integration

(ii) Nun wenden wir uns der Integration iiber Kugeln zu. Sei also
(3.2) K ={(z,y,2) eR% 2* +9y° +2° <1}

die Kugel um den Nullpunkt mit Radius 1. Wir mochten

/p(l‘,y, z)d(z,y, 2)

K
bestimmen, wobei
p(z,y, 2) = @+
Die Transformation in Kugelkoordinaten lautet
T rsin @ cos
y | =@(r,¢,0) = rsinfsing
z rcosf

Die Koordinaten liegen in den folgenden Bereichen
€ (0, +00) Radius,
p € (—m,7) geographische Léange,
0 e (0,m) geographische Breite.

Die Jacobi-Matrix Jg und ihre Determinante lassen sich wie iiblich berechnen. Nach
einigen Umformungen findet man

det Jp = r? sin 6.

Die Kugel K transformiert in Kugelkoordinaten zu

S={(r,e,0); 6 [0,7), e (—m,m), rel0,1]}.

In diesen Koordinaten gilt

pla,y, z) = @ TP+ or?
da (2% 412 + 22)Y/% = r. Also gilt

iy m 1

/p(x,y, 2)d(x,y,z) = /er?’rQsinGd(r, ©,0) :/ / /7"267"3 sinfdr | de | db

K S 0 — T 0

Wir beobachten d(eTs) Jdr = 3r2er” wegen der Kettenregel. Es folgt

/P(l‘ y,2)d(z,y, 2 / (/ sm&dgp df =
/sm 0do = 27r

0

/ sinf@dy | do

N— T

e—1

1[—0080] =A4r 3
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3.3 Kurvenintegrale

(iii) Das Volumen der Kugel
K= {(x7y72') S Rg; (;1;2 + y2 + 22)1/2 < R}

mit Radius R lasst sich ebenfalls mit Kugelkoordinaten berechnen. Es gilt

/7 /R
V= /d x,y, 2 /7’ sin 0d(r, ¢, 0) = / / /rQSinﬁdr dp | df
K 0 \“m \0
T s
:/ /{] sin Ody d@z/ /3sin9d<p do
0 \-r 0 \om
= 2;TR3/sin0d0 = %”RS.

=2

Das ist genau die aus der Schule bekannten Formel fiir das Volumen einer Kugel.

3.3 Kurvenintegrale
Im diesem Abschnitt untersuchen wir die zwei folgenden Fragestellungen:

(i) Gegeben sei eine Kurve, z.B. ein Kreis, wie konnen wir seine Lénge bestimmen?

(ii) Liegt diese Kurve in einem Kraftfeld, z.B. dem Gravitationsfeld eines Planeten,
welche Arbeit wird beim Transport einer Masse entlang des Weges verrichtet?

Definition 3.3.1. Sei m = 2 oder m = 3. Sei ferner [a,b] C R ein Intervall. Ein Weg
ist eine stetig differenzierbare Abbildung v : [a,b] — R™. Die Bildmenge von 7 heifst
Kurve.

Beispiel 3.3.2. Der Einheitskreis wird durch den Weg

v:[0,27] = R% (1) = < cost >

sint

beschrieben.

Definition 3.3.3. Sei m € {2,3}, v : [a,b] = R™ ein Weg und f : R™ — R eine stetige
Funktion. Das Wegintegral von f entlang - ist

/fdr —/f ) @)

eukl Norm

Das Wegintegral wird auch Kurvenintegral genannt.
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3 Mehrdimensionale Integration

Beispiel 3.3.4. Wir berechnen das Wegintegral der konstanten Funktion f(Z) =1 ent-

lang des Weges
B cos(2t)
~(t) = R< sin(2rt) > , telo,1].

Dieser Weg beschreibt einen Kreis mit Radius R > 0. Wir leiten beide Komponenten ab

und erhalten .
V(1) = 27TR( — sin(27t) ) '

cos(27t)
Also ist .
/ Ldr = / 2R ((—sin(271))? + (cos(2r))2) /2 di = 27 R.
Y 0 ;fl
Es handelt sich um den Umfang eines Kreises mit Radius R. O

Das letzte Beispiel ist ein Spezialfall des folgenden Satzes.
Satz 3.3.5. Seim € {2,3}. Die Linge eines Weges ~y : [a,b] — R™ ist gegeben durch

/hhszﬂth

v:10,1] = R, ~(t) := (t,tQ)

Beispiel 3.3.6. Sei

ein Weg und f(z,y) = 2% + y eine Funktion. Dann gilt 7/() = (1,2t) und
[ t@dr= [ el @
5

1
32

o oY~ _

9
22(1 4+ 4t)V2dt = ... = E\/5 — —log(2+ V5).

Zur Berechnung des Bestimmten Integrals kann auf eine Integraltabelle zuriickgegriffen
werden. ]

Definition 3.3.7. Sei m € {2,3} und 7 : [a,b] — R™ ein Weg. Ist F' : R™ — R™ ein
Vektorfeld, so setzen wir

b b

[ Fear= [y o= [ Fow)-v o

¥ a a

Hier bezeichnet (-, -) das Skalarprodukt auf R? oder R3. Dieses Integral heikt Weginte-
gral des Vektorfelds F' entlang von - oder einfach Kurvenintegral des Vektorfelds
F.
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3.3 Kurvenintegrale

Bemerkungen 3.3.8. Das Wegintegral eines Vektorfelds beschreibt die Arbeit, die vom
Feld verrichtet wird, wenn ein Punkt entlang « von v(a) nach «(b) transportiert wird. Die
Ableitung +/(t) entspricht der Geschwindigkeit des Weges 7. Die Arbeit ist betrags-
méafig am grofiten, wenn das Kraftfeld parallel zur Geschwindigkeit des Weges wirkt.

Beispiel 3.3.9.
(i) Sei F(z,y) = (y, —z). Wir berechnen fv F - d7 wobei

v:[0,1] = R%, A(t) = ( (s:?]:((gg)) >

den Einheitskreis umléuft. Es gilt

((sin(27t), — cos(2mt)), (—27 sin(27t), 27 cos(27t)))dt

S O~

(—2m sin?(27t) — 27 6052(27rt)) dt

/

1
= —27T/ (sin®(2mt) 4 cos?(2nt)) dt
0 =1
= —2m7.

Die Feldlinien laufen tangential zur Geschwindigkeit des Weges.

(ii) Sei M > 0 die Masse eines Planeten im Koordinatenursprung und m > 0 die Masse
eines Punktes bei (x,y, z) € R3\ {0}. Dann wirkt das Gravitationsfeld von M auf
m durch das Kraftfeld
GMm

TR

F((z,y,2)) = —W

hier bezeichnet G die Gravitationskonstante.

Ist v:[0,1] — R3\ {0} ein Weg, so ist

/F-df: —GMm/HfH?’(f,fy’(t»dt

v Y

die Arbeit, die das Gravitationsfeld an m verrichtet, wenn es den Weg ~ entlang
transportiert wird.

Definition 3.3.10 (Stammfunktion). Sei m € {2,3}. Sei ferner D C R™ offen und
F : D — R™ ein stetiges Vektorfeld. Eine stetig differenzierbare Funktion ® : D — R
heifst Stammfunktion oder Potential von F, falls V& = F.
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3 Mehrdimensionale Integration

Satz 3.3.11. Sei m € {2,3} und D C R™ offen. Besitzt ein Vektorfeld F : D — R™
eine Stammfunktion ®, so gilt fiir jeden Weg

v+ la,b] = D,

dass

/ F - di = B(y(b)) — B(+(a).

Das Wegintegral hingt in diesem Fall also nur vom Anfangs- und Endpunkt des Weges
ab. Ist der Weg geschlossen (Anfangspunkt=Endpunkt), so ist das Wegintegral 0.

Beweis. Nach der Kettenregel gilt

b
/F.dF: /F(v(t)) A (t)dt = /vq>(7(t)) < (t) dt

Y

Definition 3.3.12. Sei m € {2,3}. Eine offene Menge D C R™ heift einfach zusam-
menhangend, wenn sich jede in der Menge gelegene geschlossene Kurve auf einen Punkt
yzusammenziehen® ldsst. Also wenn die Menge keine ,Locher hat.

Satz 3.3.13.

(i) Sei D C R? einfach zusammenhingend und F : D — R? ein stetig differenzierbares
Vektorfeld. Gilt

(33) 8y-Fl (‘Ta y) = 8IF2(:E7 y)7
so besitzt F' eine Stammfunktion.

(ii) Sei D C R? einfach zusammenhingend und F : D — R3 ein stetig differenzierbares
Vektorfeld. Gilt

OyF1(z,y,2) = 0pFo(z,y, 2),
(34) azFQ(xayaz) = 8yF3(m,y,z),
ast(fU,y’ Z) = azFl(xa Y, Z)a

so besitzt F' eine Stammfunktion.
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3.4 Oberflichenintegrale

3.4 Oberflachenintegrale

Eine Kurve (oder Weg) in R? kénnen wir als eindimensionales Objekt im dreidimen-
sionalen Raum auffassen. Sie ist eindimensional, weil eine Kurve durch einen Parameter
t € R vollstandig beschrieben werden kann. Zweidimensionale Objekte im dreidimensio-
nalen Raum sind Objekte, die wir durch zwei Parameter (s,t) € R? beschreiben kénnen.
Solche Objekte heifen Flichen. Uber Flichen, wie iiber Kurven kann man integrieren.

Definition 3.4.1. Sei D C R? eine offene Menge und I' : D — R? eine stetig differen-
zierbare Abbildung. Die Bildmenge F := I'(D) von I heift Flache. Die Funktion I" heifst
dann Parametrisierung der Fléche.

Beispiel 3.4.2. Die Sphére mit Radius R > 0
S:={(z,y,2) e R® | 2* + ¢y + 2° = R*}
wird durch die Parametrisierung

R sinv - cosy
I':(0,27) x (0,7) = R3, T(p,v):= | Rsinv-sing
R cosv

beschrieben.

Definition 3.4.3 (Oberflichenintegral). Sei F eine Fliche und T' : D — R3 eine
Parametrisierung von F iiber eine z- oder y-projizierbare Menge D C R2. Fiir eine
stetige Funktion f: R?® — R ist das Oberfléichenintegral von f iiber F definiert als

/fdo' = /f(F(s,t)) |0sL(s,t) x O L'(s,t)] d(s,t),
D

F
Z2Ys — T3Y2
wobei z X y = r3y; —x1ys | fir z,y € R3.
T1Y2 — T2Y1

Bemerkung 3.4.4. Die Vektoren 9;I'(s,t) € R3 und 9;I'(s,t) € R? sind Tangentialvek-
toren der Flache in dem Punkt I'(s,¢). Das Vektorprodukt

dsI'(s,t) x O T(s,t) € R?

ist bekanntlich orthogonal zu den beiden Vektoren 9,I'(s,t) € R? und 9;I'(s,t) € R3. Der
normierte Vektor
05T (s,t) x 0T (s,1t)

(3:5) NGO = 5. x (s ] <

heiftt Normaleneinheitsvektor oder Flichennormale der Fliche in dem Punkt I'(s, t).
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3 Mehrdimensionale Integration

Definition 3.4.5 (Oberflichenintegral eines Vektorfeldes). Sei F eine Fliche und
I' : D — R3 eine Parametrisierung von F iiber eine z- oder y-projizierbare Menge
D C R2. Fiir ein stetiges Vektorfeld F' : R® — R3 ist das Oberflichenintegral des
Vektorfeldes F' iiber F definiert als

F.dd:= [ F-Ndo:= [ F(I(s,t)) - (0:I'(s,t) x 8:I'(s,t)) d(s, t).
[rooefrve-]

Beispiel 3.4.6. Als Fldche betrachten wir die Mantelfliche der Halbkugel mit Radius
2:

F={(z,y,2) e R® | 22 + y* + 22 =22, 2> 0}.
Wir wollen das Oberflachenintegral der Funktion
fR=R, flr,y,z2):=z- (x2 +y2)
iiber F berechnen. Dazu benétigen wir eine Parametrisierung von . Durch
- 2 sinv - cose
I':(0,2m) x (0, 5) - R, T(p,v):=|2sinv-sing
2 cosv

ist eine Parametrisierung von F iiber eine x-projizierbare Menge gegeben (der Definiti-

onsbereich (0,27) x (0, §) von I ist natiirlich auch y-projizierbar). Wir konnen nun das
Oberflachenintegral berechnen. Es gilt

2 sinv - (—singp) 2 cosv - cos
0, (p,v) = 2sinv-cosp |, O I'(p,v) = | 2 cosv -singp
0 2 (—sinv)
und somit
2sinv - (—singp) 2 cosv - cos
10, (p,v) x O, (p,v)|| = H 2sinv-cosgp X | 2 cosv-sing H
0 2 (—sinv)
—4 sin® v - cos ¢
= H —4 sin? v - sing H =4sinv.

—4 sinv - cosv
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3.4 Oberflichenintegrale

Es folgt
o /2

/ fdo = / / ) 10,T (0, v) x 8,T(p, )| dudp

27|—7r/2
://f(QSinV~cos<p,QSiny-singp,2cosy)4sinydydgp

o /2

—//QCOSV- (4sin21/0052<p+4sin21/sin24p)4sinyd1/d<p

2m /2 2m 2m
1 1
_32//0051/ sin le/d(p—32/|:4SIH4V:| dp =32 /4 ¢ = 167
0 0
O
Beispiel 3.4.7. Fiir die Parametrisierung
R sinv - cosy
I':(0,27) x (0,7) = R3, T(p,v):= | Rsinv-sing
R cosv
der Sphéare mit Radius R > 0 gilt
sinv - cos
9,0 (p,v) x 0,T(p,v) = R? sinv | sinv-sing |,
cos v
10,T (0, ) x 9,T(p,v)|| = R?sinwv.
O
Beispiel 3.4.8. Die Mantelfliche eines Zylinders mit Radius R > 0 und Lénge L > 0
M :={(z,y,2) eR® | 2>+  =R?, 0 <z < L}
wird durch die Parametrisierung
R cosyp
I:(0,27) x (0,L) = R?, T(p,2):= | Rsingp
z
beschrieben. Fiir diese Parametrisierung gilt
cos
0,1 (p,2) x 0;T(p,2) = R | singp |,
0
10,1 (¢, 2) x 0:T'(e, 2)|| = R.
O
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3 Mehrdimensionale Integration

Beispiel 3.4.9. Wir wollen das Vektorfeld

Yy
F:R> =R F(z,y,z2):=|z

22

iiber die Halbzylindermantelfliche
F={(z,y,2) eR3 |22 +¢> =4, 0<2<1, y>0}
integrieren. Aus Beispiel 3.4.8 erhalten wir die Parametrisierung

2 cosp
:(0,7) % (0,1) =R, T(p,2):=[2sinep
z

Somit kénnen wir das Oberflichenintegral des Vektorfeldes F' berechnen:

/F-dE_ //F(F(gp,z)) (@,T(p, 2) x 0.0 (p, 2)) dzdyp

0

L /2sin¢ 2cos ¢
/ 2cosp | - | 2sin¢ | dzdp
0 22 0
/l
0

8sin ¢ cos pdzdyp = 0.

3.5 Integralsdtze von GaulB und Stokes

Definition 3.5.1 (Divergenz). Sei F : R? — R2. Dann heifit
div F' := 0, F1 + 0, %
Divergenz von F. Sei I : R? — R3. Dann heifit
div F' := 0, F1 + 0yF» + 0, F3
Divergenz von F'.

Satz 3.5.2 (Integralsatz von GAUSS). Seiy C R? eine geschlossene Kurve und D C
R? das von der Kurve v eingeschlossene Gebiet. Sei ferner F : R?> — R? ein stetig
differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

/F-Ndr:/dide(:c,y),

v D

wobei N die nach auflen gerichtete Kurvennormale bezeichnet (d.h. N = (v4(t), —v1(t))
wenn v : [a,b] — R? eine Parametrisierung der Kurve im positiven Umlaufssinne ist).
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3.5 Integralsdtze von Gaufs und Stokes

Satz 3.5.3 (Integralsatz von GAUSS). Sei F C R? eine geschlossene Fliche und
K c R? das von der Fliche F eingeschlossene Volumen. Sei ferner F : R? — R? ein
stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

/F-Nda = /dide(x,y,z),
F K
wobei N die nach auflen gerichtete Flichennormale bezeichnet (siehe (3.5)).

Definition 3.5.4 (Rotation). Sei F': R3 — R3. Dann heift

OyF3 — 0. F»
rot F(z,y, z) := —0.F3 + 0,
O0pFo — 0y Fy

Rotation von F.

Bemerkung 3.5.5. Zwecks Berechnung der Rotation eines Vektorfeldes ist die Schreib-
weise

Oy Fi
rot F'= | 0y | x [ F>
az F: 3

hilfreich. Dabei ist das Vektorprodukt natiirlich nur formal zu verstehen.

Satz 3.5.6 (Integralsatz von STOKES). Sei F C R? eine Fliche, die von einer Kurve
v berandet wird und F : R® — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

/F-dF:/rotF-Nda,

Y F

wobei die Umlaufsrichtung von v und die Flichennormale N von F eine Rechtsschraube
bilden miissen.
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4 Gewohnliche Differentialgleichungen

4.1 Erste Beispiele und Begriffe

Beispiel 4.1.1. Natiirliches Wachstum. Eine Population bestehe zur Zeit t aus N(t)
Individuen. Die Population habe konstante Geburtsrate und Sterberate:
8 = Anzahl Geburten pro Individuum und Zeiteinheit
0 = Anzahl Todesfélle pro Individuum und Zeiteinheit.
Also ist in einem Zeitintervall [¢,t + At]
die Anzahl der Geburten = 3 N(t) At,
die Anzahl der Todesfille = § N(t) At.
Damit folgt
N(t+ At) = N(t)+ SN(t) At — 6 N(t) At
N(t+ At) — N(t)

& N — (B-0)N()

Diese Gleichung ist nur ndherungsweise giiltig, weil bei der Berechnung der Anzahl von
Geburten bzw. Todesféllen im Zeitintervall [t,¢ + At] fiir die Anzahl N der Individuen
der konstante Wert N (t) verwendet wurde. Tatséchlich wird N im Intervall [t,t + At]
variieren. Die Naherung wird umso genauer, je kleiner At ist. Wir lassen deshalb At
gegen Null gehen und erhalten

N’(t) ~ lim N(t+ At) — N(t)
At—0 At

— (B-0)N()

Bemerkung 4.1.2. Um den Grenzprozess At — 0 durchfithren zu kénnen, muss die
Funktion N (t) differenzierbar, also insbesondere stetig sein. Dies erscheint zunéchst eine
unrealistische Idealisierung zu sein; da N(t) nur diskrete Werte aus Ny annimmt und
somit unstetig ist (aufer im uninteressanten Fall N (¢) = const). Dennoch ist diese Idea-
lisierung sinnvoll, wenn die Population aus sehr vielen Individuen besteht. In diesem
Fall entspricht eine Anderung der Anzahl um Eins einer sehr kleinen relativen Ande-
rung von N(t). Betrachtet man z.B. die Population einer gewissen chemischen Spezies
(Molekiilsorte), so wird N typischerweise im Bereich 1020 - .- 10%* liegen.

Fiir grofse Populationen kann die Anzahl der Individuen also mit kleinem (relativem)
Fehler durch eine stetige Funktion N(¢) beschrieben werden. Unter der zusétzlichen An-
nahme, dass N(t) auch differenzierbar ist, ergibt sich das mathematische Modell

N'(t) = (B—0)N(t)
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4 Gewdhnliche Differentialgleichungen

zur Beschreibung des Wachstums dieser Population. In dieser Gleichung tritt eine (un-
bekannte) Funktion und deren Ableitung auf. Solche Gleichungen heifen Differential-
gleichungen (kurz DGLen), wobei auch héhere Ableitungen der ,gesuchten Funktion
auftreten konnen. Da in der Modellgleichung nur die erste Ableitung vorkommt, spricht
man von einer DGL 1.Ordnung. Allgemein versteht man unter der Ordnung einer
DGL den Grad der hochsten Ableitung. Zum Beispiel ist

y"(t) =2y (t) +y(t)' =0
eine DGL 3. Ordnung. Das Wachstumsmodell von oben ist eine DGL der Form
y'(t) = ky(t) mit k € R konstant .

Diese wird auch natiirliche Wachstumsgleichung genannt. Aus der Héheren Mathematik
I wissen wir, dass alle Losungen dieser DGL durch die Funktionen

y(t) = cert mit beliebigem ¢ € R

gegeben sind. Die Losung ist also nur bis auf eine Konstante bestimmt; man spricht
deshalb von der allgemeinen Lésung der DGL. Schreibt man zuséatzlich den Wert der
Losung zu einem bestimmten (Zeit-)Punkt to durch Vorgabe eines Anfangswertes yg
vor, so ist die Losung eindeutig bestimmt:

y(t) = yo eF(t%0) ist die einzige Losung des Anfangswertproblems (kurz AWP)

y'(t)=kyt),  y(to) = o

Beispiele 4.1.3. i) eine Kréftebilanzrechnung am Federpendel (wobei x die Position,
t die Zeit bezeichne) liefert!:

mi(t) = —cx(t)
mit zur Geschw. prop. Ddmpfung m&(t) = —cx(t) — dz(t)
mit zusitzl. duferer Kraft mi(t) = —cx(t) — da(t) + Feq(t)

Man erhélt eine DGL vom Typ

y'(t) + ay'(t) + by(t) = f(1).

Diese DGL ist von 2. Ordnung und ist linear, d.h. y, 3’ und y” treten ausschlieRlich
als Linearkombination auf (also keine Terme wie y(t)2, y(t)y'(t), etc.). Analog zu
linearen Gleichungssystemen heift eine solche lineare DGL homogen, falls f(t) =0
gilt, sonst inhomogen.

ii) Fiir das Fadenpendel (¢ Auslenkung, ¢ Zeit) liefert der gleiche Ansatz

G(t) + %sin o(t) = 0.

Dies ist eine nichtlineare DGL 2. Ordnung. Man kann zeigen, dass die zugehorigen
Anfangswertprobleme (mit Vorgaben ¢(0) = g, ¢(0) = ¢1) eine eindeutige Losung
besitzen - eine formelméfige Berechnung der Losung ist aber nicht moglich.

'Punkte symbolisieren gewdhnlich Ableitungen nach der Zeit ¢, also #(t) = 4, #(t) = i—ff.
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iii)

iv)

4.2 DGLen mit getrennten Variablen

Chemische Reaktion 1. Ordnung

ca(t) = —kea(t)

Hier bezeichnet ¢4 die Konzentration einer chemischen Spezies A in Abhéngigkeite
von der Zeit t. Diese DGL beschreibt z.B. den Konzentrationsverlauf bei einer
Zerfallsreaktion A % B + C' oder einer Isomerisierung A % B. Dabei ist k > 0 die
Reaktionsgeschwindigkeitskonstante.

Chemische Reaktion 2. Ordnung

ut) = —kea(t)?

Tritt z.B. bei elementaren (also nicht aus weiteren Einzelreaktionen zusammenge-

setzten) Reaktionen der Form 24 % B+ C auf. In diesem Fall ist &k = 2k, da in
jedem Reaktionssschritt 2 Molekiile A abreagieren.

Differentialgleichungssysteme Oft hingt die Anderungsrate einer Konzentration
auch von den Konzentrationen anderer beteiligter Spezies ab, so dass mehrere ge-
koppelte DGLen auftreten. Beispielsweise ergibt sich fiir die Elementarreaktion

A+ B * P das (nichtlineare!) Differentialgleichungssystem

ut) = —keat) en(t),

cdg(t) = —kca(t) cp(t),
dp(t) = keca(t)cp(t).

Wir werden auf Systeme von DGLen in Kapitel 5 ndher eingehen.

4.2 DGLen mit getrennten Variablen
Eine DGL 1. Ordnung der Form

y'(t) =g h(y®)  kurzy = g(t)h(y)
heiftt Differentialgleichung mit getrennten Variablen.

Beispiel 4.2.1.

y = —ky? (hier: g(t) = —k, h(y) = y?)
y' = eYsin(t) (hier: g(t) = sin(t), h(y) = e¥)
y =y?+1t%  hat keine getrennten Variablen.

Wie der Name andeutet, lassen sich die Variablen ¢ und y trennen:

=g(t) falls h(y) # 0.
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4 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Unbestimmte Integration bzgl. ¢ und Anwendung der Substitutionsregel liefert:

[ty = {7y = f o0

Berechnung dieser unbestimmten Integrale (mit Integrationskonstante) und Auflésen
nach y ergibt alle Losungen y(t) fiir die h(y(t)) # 0 gilt. Der Spezialfall h(y(t)) = 0
muss gesondert behandelt werden.
Beispiele 4.2.2. i) ¢/(t) = ky(t)

Fiir y(t) # 0 : f%y:fkdt = Ilnlyl=kt+c

kt+c1 c1 kt

= y(t) = el oder y(t) = —etekt

= lyl=e
Beide Fille lassen sich zusammenfassen: y(t) = ce* mit ¢ # 0.
Offensichtlich ist aber y(t) = 0 auch eine Losung.
Die Losungen haben also die Form y(t) = ce* mit ¢ € R beliebig.
i) AWP: ¢/(t) = —ky(t)?, y(0) = yo mit Anfangswert yo > 0. Fiir y(t) # 0 :

1
kt —c’

d 1
g:—/k‘dt = ——=—kt+ce,mitceR = yt) =
Y Y
Bestimmung von ¢ aufgrund der Anfangsbedingung:
y0)=—=y = c=-——
—cC Yo
Damit ist y(t) = iikt die Losung des AWPs.
Yo
Bei der Losung des AWPs

y' =9®hy), y(to) =yo
kann der Anfangswert sofort eingerechnet werden. Dazu integriert man von g bis ¢:
y(t) i y(t) " t
[ 3= = o
y(to) Yo to
Ausrechnen und Auflésen nach y(t) liefert die Losung.

Beispiel 4.2.3.
y' =ty, y(0)=yo

y(t)d t 1
= /m:/sds = In(z) =_g?
X T=Yo 2 0
Yo 0
o M _lp o O _ep y(t) =yoe' /2.
Yo Yo
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4.3 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

4.3 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung
Darunter versteht man die inhomogene, lineare DGL
(4.1) y'(t) +a(®)y(t) = £(t).

Die allgemeine Losung dieser DGL ist die Summe aus einer speziellen Losung ys und der
allgemeinen Losung yp der zugehdrigen homogenen DGL

y' () +a(t)y(t) = 0.

Die allgemeine Losung der homogenen DGL 3/ = —a(t)y erhilt man direkt: Dies ist eine
DGL mit getrennten Variablen. Sei A(t) eine Stammfunktion von a(t), also A'(t) = a(t).
Dann ist

(4.2) yn(t) = ce™ @ mit ¢ € R beliebig
die allgemeine Losung. Nun zur speziellen Losung:

Methode 4.3.1 (Variation der Konstanten). Ansatz:

Einsetzen in y' + a(t)y = f(t) liefert
¢ (1)e™® 4 e(t)e™ A (—a(t)) + a(t)e(t)e A = f(1)
= dW)e M =f1t) = @)=V f1).
c(t) = / AW fu)du = y(t) = e A / AW f(u) du

Es folgt also, dass
y(t) = ce™ A 4 =AW /eA(“)f(u) du mit ¢ € R beliebig
die allgemeine Losung der DGL ¢/ (¢) + a(t)y(t) = f(t) ist.
Zur Losung des AWPs

Y +alt)y=f@1t),  ylto) =

kann man bestimmte Integration verwenden, um den Anfangswert sofort einzurechnen.

Die Losung lautet
¢ ¢

= [a(s)ds —fta(‘r) dr
y(t) =goe % +/e 2T (s ds

to
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4 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Beispiel 4.3.2. Wir betrachten das AWP
y +y=sint, y(0)=1.

Hier ist also a(t) = 1. Als Losung ergibt sich
¢
y(t) =e ' + /e_(t_s) sin s ds,
0

mit [ esinsds = 3 e*(sins — cos s) folgt also

t
3 1
= et §(sint—cos t).

1
y(t)=et+et (2 e®(sin s — cos s)) 5

s=0

4.4 Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung

Die allgemeine lineare DGL 2. Ordnung hat die Form

y' () +a(t)y'(t) + b(t)y(t) = f(?).
Die allgemeine Losung hat wieder die folgende Struktur:

allg. Lsg. der inhom. DGL = spez. Lsg. der inh. DGL + allg. Lsg. der hom. DGL

Fiir diese DGL gibt es kein allgemeines Verfahren zur Berechnung der Losungen, aller-
dings fiir den wichtigen Spezialfall konstanter Koeffizienten, d.h. fiir a(t) = a,b(t) = b.

Methode 4.4.1. 1. Schritt: Berechne die allgemeine Losung der homogonen DGL
y"(t) +ay'(t) + by(t) = 0.

Verwende dazu den Ansatz?
y(t) = M mit X € C.

Achtung! Im Ansatz y(t) = e sind komplexe A € C erlaubt!
Einsetzten von y(t) = e* in die homogene DGL ergibt

MM a4 =0 o [A24ar+b=0

Die quadratische Gleichung hat die beiden Losungen
2
)\1:—%+\/5,A2:—g—\/5 mitD:aZ—b.

Das Vorzeichen der Diskriminante D entscheidet iiber den Typ der allgemeinen Losung.

’Die Motivation dazu ist die folgende: bis auf konstante Faktoren sollten y(t),y’(t) und y”(t) vom
gleichen Typ sein, damit die Linearkombination y” + ay’ + by Null ergeben kann.
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4.4 Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung

1. Fall: D > 0 = beide Losungen A, As sind reell und verschieden. Dann ist
y(t) = c1eMt + et mit ¢1, ¢p € R beliebig

die allgemeine Losung.
2. Fall: D = 0 = doppelte reelle Losung A1 = Ao. Dann ist

y(t) = creMt 4 CQte)\lt mit ¢p, co € R beliebig

die allgemeine Losung.
3. Fall: D < 0 = Zwei konjugiert komplexe Losungen

,\1:_%+m, Agz—g—iwmitw:F'

Dann gilt (mit der EULERSCHEN Formel)

_a ] _a . .
Ml = 72t = 72 (cos wt + i sin wt)
_a _a o
et = 727 = ¢72%(cos wt — i sin wt).

Dies sind zwei komplexe Losungen!
Real- und Imaginérteil dieser Funktionen sind ebenfalls Losungen der homogenen DGL.
Daher ist
y(t) = e_%t(cl cos wt + co sin wt) mit ¢1, co € R beliebig

die allgemeine Losung. Zusammenfassung von Schritt 1: Die allgemeine Losung der ho-
mogenen DGL

y' +ay' +by=0

hat die Form
y(t) = ayi(t) + Bya(t) mit a, B € R beliebig .

Dabei ist
y1(t) = eMt, ya(t) = et fir D >0
yi(t) = e, yo(t) = te! fiir D = 0
y1(t) =e 2tcos wt, ya(t) =e 2tsinwt fiir D <0,

mit den Abkiirzungen D = % —bw=+v-Dund \jp =5 & VD.

Bemerkung 4.4.2. Die Funktionen y;(t),y2(t) sind in allen Fillen linear unabhéngig
(d.h. ayi(t) + Py2(t) = 0 = o = B = 0; analog zu Vektoren); sie heifen Fundamental-
I6sungen der DGL, da sie die allgemeine Losung ,,aufspannen®.

2. Schritt: Finde eine spezielle Losung von y” + ay’ + by = f(¢).

Ansatz 1. Versuche fir

die rechte Seite f ‘ den Ansatz
e (ay coswt + agsinwt) | e*(by coswt + by sinwt)
anpt™ + -+ art + ag bpt™ + -+ - + b1t + bg
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4 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Beispiel 4.4.3. Fiir
Y +wy =sinwgt  (mit w,wy > 0).

liefert der Ansatz
ys(t) = by coswopt + by sinwyt.

Einsetzen in die DGL ergibt:

Y 4 Wiy, = by (w? — wd) coswot + ba(w?® — W) sinwot = sinwpt.

1 1
= b =0, bp = ———, t) = ———— sinwpt fir w # wy.
1 2 wQ—w(Q) ys() wQ—wg 0 7'é 0

Beachte: Die Amplitude von y,(t) ist A = ﬁ und A — oo fiir wg — w (,Resonanz-
0

katastrophe). Fiir w = wy funktioniert der Ansatz nicht!

Ansatz II. Variation der Konstanten. Verwende den Ansatz

ys(t) = a(t)yi(t) + B(t)y2(t),

wobei y1 (), y2(t) die Fundamentallosungen der homogenen DGL sind. Dann ist

Yo(t) = o/ Oyr(t) + a(t)yr(t) + B'(H)ya(t) + Bty (1)

Nun Verlange zusétzlich

(4.3) o )y (t) + B'(t)y2(t) = 0.
Dann gilt

Ya(t) = a(®)yr(t) + B(t)ya(t).
Ableiten ergibt

ys (t) = o/ (O (t) + )yl (t) + B'(t)ys(t) + B(E)ys (t)-

Jetzt setzen wir ys, v, und y” in die DGL ein:

Yo () + ay(t) + bys(t) = o/ (O)wi(t) + a(t)yi (t) + B (O)ya(t) + B(t)ys (t)
+aa(t)yi(t) +aBt)ys(t) + bat)yi(t) + b B()y2(t)
= ' (Oyr(t) + B O)ya(t) + alt) [y (1) + ayr(t) + by (1))
+B(t) [45(t) + ays(t) + bya(t)]
(1),
die Ausdriicke in den eckigen Klammern verschwinden, weil die Fundamentallésungen
y1(t) und ya(t) die homogene DGL erfiillen, also:

I
~

(4.4) o/ ()i (1) + B (E)yh(t) = F(2).
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4.4 Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung

(4.3) und (4.4) sind zwei Gleichungen fiir die beiden Unbekannten o/(¢) und S'(t).
Auflésen des Gleichungssystems ergibt:

OO
MOTACETGIACK

Integration liefert «(t), 8(t) und damit

y2(t) f(t)
y1(t)ya(t) — y2(t)y (1)

o (t) =

ys(t) = —y1(t) / dt + y2(t) / m

Beispiel 4.4.4.
y' 4+ w?y =sinwt (mit w > 0).

Hier ist y1(¢) = coswt und yo(t) = sinwt = y1(t) v5(t) — ya2(t) ¥4 (t) = w.

1 1
= ()= ——sin*wt, f'(t) = —sinwtcoswt
w w
sin wt cos wt — wt sin? wt — cos? wt
= t) = t) = .
a(t) 52 ;B 1
S ye(t) =~ coswt + — sinwt
= —— Ccosw —— sin wt.
Ys 2w 4w?

Der zweite Summand 4(%2 sinwt ist eine Losung der homogenen DGL. Daher ist
() ¢ .
= ——cosw
Ys %

ebenfalls Losung der inhomogenen DGL. Die allgemeine Losung lautet also:

t
y(t) = 5 coswt + acoswt + Bsinwt, mit o, € R.
w
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5 Differentialgleichungssysteme

Ein Differentialgleichungssystem ist eine Anzahl von Gleichungen, in der eine Anzahl
gesuchter Funktionen und deren Ableitungen vorkommen. Die zwei Gleichungen

y1(t) = 2uy1(t) + ya(t) + sin(t) in I,
yo(t) = y1(t) + - ya(t) in I

sind ein Differentialgleichungssystem mit zwei unbekannten Funktionen y; : I — R und
y2 : I — R. Dabei bezeichnet I C R stets ein Intervall.

5.1 Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten

Die Arbeit mit linearen Systemen ist im Rahmen komplexwertiger Funktionen einfa-
cher. Daher sind alle Funktionen in diesem Abschnitt komplexwertig. Sei ¢y : I — C" eine
vektorwertige Funktion mit Koordinaten y(t) = [y1(t), ..., yn(t)]. Mit 3’ bezeichnen wir
die koordinatenweise Ableitung

Yy I —=C" (1) :=[nt),. ., yn(t)].

Definition 5.1.1. Seien a;; € C fiir 4,5 = 1,...,n. Das System

yi(t) = anyi(t) + a1z y2(t) + ... + a1 Yn(t)

Yo(t) = an y1(t) + aze y2(t) + ... + azn yn(t)
(5.1) . inl

Yn(t) = an1 y1(t) + an2 Y2(t) + . .. + anp yn (1)

heifst lineares System mit konstanten Koeffizienten. Die Matrix

a1l a2 ... Qinp

a1 a2 ... QA2n
A=

apl an2 ... Gnpp

heifst Koeffizientenmatrix. Das System (5.1) kann auch als
(5.2) y(t)=A-y(t) inl

mit y : I — C", y(t) := [y1(t), ..., yn(t)] geschrieben werden.
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5 Differentialgleichungssysteme

Definition 5.1.2. Sei A € C"*" eine Matrix. Durch

1
(5.3) eti=)" HA’C
k=0

ist die Exponentialfunktion von A definiert. Dabei ist der Grenzwert komponenten-
weise zu verstehen.

Notation 5.1.3. Fiir eine Matrix A € C"*"™ und t € R setzen wir

ait aiet ... aipt
aglt aggt N 05} t
At = !
an1t apat ... appt
Satz 5.1.4. Es gilt

d At At

— e =Ae

dt [ :| ’

wobei die Ableitung der matrizwertigen Funktion y(t) := et k:omponentenweise zZu ver-
stehen ist. Also ist fiir jeden Vektor yo € C™ die Funktion y(t) := e .y eine Lisung des
Differentialgleichungssystems (5.2).

Beweis.
o0 o0
d At _izl _4 iAt
dt dt prd k! dtk: k!

k=1

A2

o0
Z AFtF (Indexverschiebung)
k=
e

—Z;A (kt"1)

:AA

Satz 5.1.5. Ist die Matriz A € C™*" diagonalisierbar, das heifit

A O ...0

0 X ... O
A=SDS ' mit D= | .2 ) 1,

0 0 ... \
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5.1 Lineare Systeme mit konstanten Koeflizienten

S0 18t
et 0
0 et 0
eAt =9 ) S—l
0 0 eAnt
Beweis.
.tk P o= tF
At —1 _ ko—1
¢ _Zk!(sps ) =) 59D
k=0 k=0
A0 0
© 4k | 0 N 0
N t 2 -1
=S> = 5 S
k=0
0 0 AF
k
S0 LAk 0 ) 0
0 oo LAk 0
-9 . Zkfo k172 . ' S—l
0 0 o Ak
eMt 0
0 et 0
=9 _ I
0 0 ent

Methode 5.1.6. Seien A € C™*™ eine Koeffizientenmatrix und yg € C" . Zu lésen:

{ y'(t)=A-y(t) in (0,00),

(54) y(0) = yo.

Losungsverfahren:

(i) Die verschiedene Eigenwerte Ai,...,A; € C als Nullstellen von det(A — AI) = 0
bestimmen.

(ii) Fiir jeden Eigenwert \; die Gleichung (A — A\;I) - & = 0 16sen und somit den zuge-
hérigen Eigenraum span{#i, ..., %, } bestimmen.

iii) Ist mq +---+m; = n, so ist A diagonalisierbar:
J g

MO0 ...00
1 0 A ... O | |
A=8SDS " mit D = : . : und S = 5:'% :Z% fﬁnj
0 0 ... A ‘ ‘ ‘

Beachte, dass A\; genau m; mal in der Diagonalmatrix D vorkommt!
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5 Differentialgleichungssysteme

(iv) Bestimme mit dem Gauss-Algorithmus eine Losung ¢ € C™ der Gleichung S¢ = yy.

(v) Berechne die Losung

eMt 0 0
0 et .. 0
yit)=etyo=5| . . . |5
0 0 ... et

= ¢y Mt f% +cgeMt i‘% + .ty et fﬁnj

5.2 Lineare DGL hohere Ordnung als System

Eine lineare Differentialgleichung héherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten kann
in ein System iiberfiihrt und anschliefend gelost werden.

Methode 5.2.1. Seien n € N, ag,a1,...,a,_1 € C und ug,u1,...,up_1 € C.
Zu 16sen:

v =an 1 u®D an_o - u?2) ceedan-u in (0. 00
(5.5) { (t) n—1 ! (t)+ n—2 2 (t)+ + ao (t) (O’ )7

u(0) = ug, u'(0) =uq, ... ,u(”_l)(O) = Up_1.
Losungsverfahren:
(i) Setze yp := [ug,u1, ..., up—1] € C" und

o 1 0 ... 0 0
o o0 1 ... 0 0
o 0 0 ... 1 0
O 0 0 ... 0 1
apg ay a2 ... aAQpn—9 Qap—1

(ii) Lose mit Methode 5.1.6 fiir y : (0,00) — C™, y(t) = [y1(t), ..., yn(t)] das Anfangs-
wertproblem

{ y'(t) = Ay(t) in (0,00),
y(0) = yo.

(i) Es folgt: u(t) := y1(t) ist eine Losung von (5.5).
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