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Vorwort

Das vorliegende Skript umfasst die Inhalte der Mathematik-Vorlesungen des ersten Studien-
jahres fiir die Studiengange Maschinenbau, Bauingenieurwesen, Wirtschaftsingenieurwesen
und andere an der TU Darmstadt. Die Darstellung des Stoffes ist stellenweise stark kom-
primiert und deshalb nur bedingt zum Selbststudium geeignet. Es versteht sich als Begleit-
material und kann den regelmaBigen Besuch der Vorlesung nicht ersetzen. Ebenso ist das
selbstandige Losen von Aufgaben in Haus- und Gruppeniibungen entscheidend fiir den Stu-
dienerfolg.

Ziel der Vorlesung ist die Vermittlung grundlegender mathematischer Begriffe und Metho-
den. Deren sichere Beherrschung ist kein Selbstzweck, sondern eine Kernkompetenz, die im
weiteren Studienverlauf von zentraler Bedeutung sein wird — auch wenn die Verbindungen zu
den Anwendungen zum Zeitpunkt des Horens der Vorlesung noch nicht immer erkennbar sein
konnen. Die Inhalte werden durch Beispiele illustriert und, soweit es der knappe Zeitrahmen
der Vorlesung zulasst, auch begriindet, wobei aber keine streng formalen Beweise gefiihrt
werden.

Die Abschnitte 7.12 bis 7.17, die von Robert Haller—Dintelmann verfasst wurden, sind fir
den Studiengang Bauingenieurwesen verbindlicher Teil des Lehrplans und kénnen in anderen
Studiengangen gegebenenfalls entfallen.

Teile des Skripts sind in blauer Farbe gesetzt. Dies zeigt an, dass die betreffenden Passagen
erganzenden Charakter haben, also beispielsweise Hintergriinde beleuchten oder weiterfiih-
rende Fakten ohne ndhere Begriindung bereitstellen. Sie sind deshalb nicht weniger inter-
essant oder unwichtig, im Gegenteil! Wie bei allen anderen Inhalten auch entscheidet der
Dozent oder die Dozentin iiber die Klausurrelevanz.

Bei meinen Kollegen Robert Haller—Dintelmann, Christian Stinner, Torsten Wedhorn, Cor-
nelia Wichelhaus und Winnifried Wollner méchte ich mich dafiir bedanken, dass sie durch
vielfaltige Anregungen und Kommentare einen wertvollen Beitrag zur stetigen Weiterent-
wicklung des Skripts leisten.

September 2021
Ulrich Reif

Dieses Skript unterliegt dem Urheberrecht. Es ist ausschlieBlich zum personlichen Gebrauch
bestimmt. Der Verkauf gedruckter Exemplare sowie jegliche anderweitige Veroffentlichung,
auch von Teilen oder Abbildungen, bedarf der Zustimmung des Autors.
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1 GRUNDLAGEN 1

1 Grundlagen

In diesem Abschnitt werden einige mathematische Konzepte und Grundbegriffe eingefiihrt,
die fiir alles Weitere von zentraler Bedeutung sind und spater als bekannt vorausgesetzt
werden. Vieles davon ist Schulstoff, wird aber hier der Vollstandigkeit halber nochmals in
aller Kiirze dargestellt.

1.1 Gleichheit: Das Gleichheitszeichen wird in der Mathematik in zwei grundsatzlich ver-
schiedenen Weisen verwendet, namlich fir Vergleich und Zuweisung. Im Falle des Vergleichs
stehen auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens bekannte GroBen und diese stimmen typi-
scherweise (iberein. Wir erkennen also beispielsweise im Ausdruck

3° +42 =5

durch einfaches Nachrechnen eine wahre Aussage. Mathematik betreiben heiBt haufig, eine
derartige Gleichheit zwischen verschiedenen Ausdriicken herzuleiten oder festzustellen und
daraus gegebenenfalls Schlussfolgerungen zu ziehen. Es ist aber keineswegs grundsatzlich
verboten, eine Zeile wie

1+1=3

aufzuschreiben. Sie ist formal korrekt und sinnvoll, sie stellt eben nur eine falsche Aussage
dar. Das ist kein Problem, sofern dies erkannt und kenntlich gemacht wird.

Im Falle der Zuweisung steht auf der einen Seite (typischerweise rechts) des Gleichheits-
zeichens eine bekannte GroBe, wahrend auf der anderen Seite (typischerweise links) ein bis
dahin unbekannter Ausdruck steht. Dieser hat von nun an definitonsgemaBB den Wert der
anderen Seite. Der Ausdruck

a = 3987'% + 4365

bedeutet in diesem Sinne, dass der Buchstabe a ab sofort fir den auf der rechten Seite
angegebenen Zahlenwert steht.

Meist wird aus dem Zusammenhang unmittelbar klar, in welcher Bedeutung das Gleichheits-
zeichen zu verstehen ist. Um Missverstandnisse zu vermeiden, wird aber gelegentlich auch
das Zeichen := fiir die Zuweisung verwendet. Man schreibt also

a := 3987" + 43657,
um das Symbol a zu definieren und kann anschlieBend die Aussage
a = 4472"

auf ihren Wahrheitsgehalt hin iiberpriifen. Was meinen Sie?

Wir verwenden das Symbol := nur gelegentlich zur Verdeutlichung. In den meisten Program-
miersprachen ist dagegen eine penible Unterscheidung der beiden Falle stets erforderlich. Lei-
der sind die Bezeichnungen nicht einheitlich. So verwenden Sprachen wie C oder MATLAB
das einfache Gleichheitszeichen = fiir die Zuweisung und das doppelte Gleichheitszeichen ==
fir den Vergleich. Im Gegensatz zur Zuweisung liefert der Vergleich eine Riickgabe, namlich
den booleschen Wert true oder false.
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1.2 Mengen: Die mathematisch korrekte Definition des Mengenbegriffs ist eine (berra-
schend komplizierte Angelegenheit. Fiir unsere Zwecke genligt aber eine , naive” Beschrei-
bung, die auf Cantor' zuriickgeht. Demnach ist eine Menge eine Zusammenfassung be-
stimmter, wohlunterschiedener Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem
Ganzen. Die Objekte der Menge heiBen Elemente der Menge. Wenn m ein Element der
Menge M ist, dann schreiben wir m € M und anderenfalls m ¢ M. Mengen kénnen auf
unterschiedliche Weise angegeben werden:

= Vollstandige Aufzdhlung, z.B. P := {Hund, Biene, Spinne}. Das gelingt natirlich nur
fir Mengen mit endlich vielen Elementen.

= Unvollstandige Aufzihlung, z.B. @ := {2,4,6,8,...}. Achtung: Das ist manchmal
zweckmaBig, aber natiirlich nicht eindeutig!

= Charakterisierung durch Eigenschaften, zB. R := {# € N : |z — 5| < 3}. Das
ist also die Menge aller natiirlichen Zahlen x mit der Eigenschaft, dass sie sich von

der Zahl 5 um weniger als 3 unterscheiden. Die aufzdhlende Form dieser Menge ist
R=1{3,4,5,6,7}.

Die Menge, die keine Elemente enthalt, heiBt leere Menge und wird mit () oder { } bezeichnet.

1.3 Mengen von Zahlen:’> Wir verwenden folgende Bezeichnungen:

N={1,23...} natiirliche Zahlen

Ny =14{0,1,2,3,...} natirliche Zahlen mit 0
Z=A...,-2,-1,0,1,2,...} ganze Zahlen
Q=A{p/q:p€Zund q € N} rationale Zahlen

R = Menge aller Dezimalzahlen reelle Zahlen
Reg={rz€eR:z >0} positive reelle Zahlen
Rso={rz eR:2 >0} nichtnegative reelle Zahlen
[a,b] ={r €eR:a <z <b} abgeschlossenes Intervall
(a,b) ={x €eR:a <z <b} offenes Intervall

[a,b) ={zr €R:a < x<b} halboffenes Intervall
(a,b] ={r €eR:a <z <b} halboffenes Intervall
C={a+ib:a,beR} komplexe Zahlen

!Georg Cantor, 1845-1918

’Die grundlegenden Zahlbereiche N,Z,Q und R sind aus der Schule in einer intuitiven Form bekannt,
ebenso die darin geltenden Rechenregeln. Mehr wird auch in dieser Vorlesung nicht vorausgesetzt, doch stellt
sich natiirlich die Frage, was diese Mengen denn eigentlich sind. Die prazisen Definitionen, insbesondere von
N und R, sind ausgesprochen subtile Angelegenheiten, auf die wir hier nicht ndher eingehen kénnen.



1 GRUNDLAGEN 3

1.4 Beziehungen zwischen Mengen:

= Gleichheit: Zwei Mengen stimmen genau dann (iberein, wenn Sie dieselben Elemente
haben. Dabei ist die Reihenfolge unerheblich. Beispielsweise gilt im Beispiel oben R =
{7,4,3,6,5} = {3,4,5,7,6}.

» Teilmenge: Wenn jedes Element einer Menge A auch in der Menge B enthalten ist,
dann heiBt A Teilmenge von B und B heit Obermenge von A. Wir schreiben dann

A C B oderauch B D A.

1.5 Mengenoperationen: Seien A und B zwei Mengen, dann definieren wir:

» Vereinigung: Die Vereinigung von A und B enthilt alle Elemente, die in A oder B

enthalten sind,
AUB = {x:x € Aoderx € B}.

= Schnitt: Der Schnitt von A und B enthalt alle Elemente, die in A und B enthalten

sind,
ANB={z:x € Aund x € B}.

= Differenz: Die Differenz von A und B enthalt alle Elemente, die in A, aber nicht in B

enthalten sind,
A\B={z:2x€ Aund z & B}.

» Kartesisches Produkt: Das kartesische Produkt® von A und B ist die Menge aller
geordneten Paare, deren erstes Element in A und deren zweites Element in B liegt,

Ax B={(z,y) :x € Aund y € B}.
Fiir das kartesische Produkt einer Menge mit sich selbst schreibt man auch A% = Ax A.
1.6 Beispiel: Sei A =[—2,4] und B = (1, 5]. Dann gilt
AUB=1[-2,5|, AnB=(1,4, A\B=[-2,1].
Das kartesische Produkt A x B bildet ein Rechteck in der Ebene.

1.7 Regeln: Fiir den Umgang mit Mengen gibt es eine Vielzahl von Regeln (siehe beispiels-
weise die Wikipedia-Seite zum Thema Mengenlehre). Beispielsweise gelten die Distributiv-
gesetze

AU(BNC)=(AUuB)N(AUC)
AN(BUC)=(AnB)U(ANC(C).
3nhach René Descartes, 1596—1650
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1.8 Funktionen: Eine Vorschrift f, die jedem Element x einer Menge D genau ein Element
y einer anderen Menge Z zuordnet, heiBt Funktion®. Wir schreiben dann

f:D—2Z flx)=y.

Die Menge D heiBt Definitionsmenge (oder auch Definitionsgebiet) von f, die Menge Z
heiBt Zielmenge von f. In der Beziehung f(x) = y nennt man x das Argument von f und y
das Bild von x. Umgekehrt nennt man x das Urbild von 3. Man beachte, dass das Bild von
x stets eindeutig bestimmt ist, wahrend es zu einem gegebenen y € Z auch mehrere oder
gar keine Urbilder geben kann. Die Menge aller Bilder

B :={f(z):z € D}

ist eine Teilmenge von Z und wird als Bildmenge oder kurz als Bild von f bezeichnet. Die
Menge aller Urbilder zu einer gegebenen Teilmenge Y C Z ist eine Teilmenge von D und
wird in der Form f~1(Y) = {z € D : f(x) € Y} geschrieben.

Um auszudriicken, dass die Mengen D, Z, B zu einer gegebenen Funktion f gehoren, schrei-
ben wir gelegentlich auch Dy, Z;, By.

1.9 Beispiel: Sei D = [-1,2),Z =Rund f: D — Z f(x) = 2> — 1. Dann ist B =
[_]—7 3)7f<1) =0 und f_l({o}) = {_17 ]-}
1.10 Beispiel:

= Seien P und () die Mengen aus Abschnitt 1.2 und f : P — (? die Funktion, die jedem
Tier die Zahl seiner Beine und die Zahl seiner Augen zuordnet. Dann ist

f(Hund) = (4,2), f(Biene) =(6,2), f(Spinne) = (8,8),
und die Bildmenge ist B = {(4,2), (6,2), (8,8)}.

» Sei g : R? — R die Funktion, die jedem Punkt der Ebene seinen Abstand zum Ursprung

zuordnet, dann ist
g(z,y) = \/2* +y?

und die Bildmenge ist B = R>.

= Die Vorschrift, die jeder natirlichen Zahl ihre Teiler zuweist, ist keine Funktion von N
nach N, da es Argumente gibt, denen mehr als ein Element der Zielmenge zugewiesen
wird.

» Die Vorschrift, die jeder reellen Zahl ihren Kehrwert zuweist, ist keine Funktion von R
nach R, da der Kehrwert von 0 nicht definiert ist.

1.11 Eigenschaften von Funktionen: Eine Funktion f : D — Z heiBt

= injektiv, wenn voneinander verschiedene Argumente auch voneinenader verschiedene
Bilder besitzen,

T # e = f(11) # flza),

= bijektiv, wenn sie injektiv ist und die Bildmenge mit der Zielmenge (bereinstimmt.

#Diese ist eine intuitive Erklarung des Funktionsbegriffs. Formal definiert man eine Funktion als Teilmenge
des kartesischen Produkts D x Z mit gewissen speziellen Eigenschaften.
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1.12 Beispiel:

» Die Funktion f; : R — R, fi(z) = 22 ist weder injektiv noch bijektiv (nicht injektiv,

da z.B. fi(1) = fi(—1)).

» Die Funktion f; : Rsg — R, fo(z) = 22 ist injektiv, aber nicht bijektiv (Bildmenge ist
B =R, Zielmenge ist R).

» Die Funktion f3: Rso — Rxo, f3(z) = 2% ist bijektiv.

Man beachte, dass alle drei Funktionen trotz der ibereinstimmenden Funkionsvorschrift von-
einander verschieden sind, da die Definitions- und Zielmengen nicht gleich sind.

1.13 Umkehrfunktion: Sei f : D; — Z; eine bijektive Funktion, dann gibt es zu jedem
Element der Zielmenge Z; genau ein Urbild in D¢. Die Vorschrift, die jedem y € Z; das
Urbild = € Dy zuweist, ist eine Funktion von Z nach D und wird Umkehrfunktion genannt
und mit f~! bezeichnet:

f':Z; — Dy, f'(y) =z fiir dasjenige x € Dy mit f(z) = y.
Es gilt dann
= f~1ist bijektiv.
« Dy =Z;=Byund Zs1 = By = Dy,
» [7Y(f(x)) = fir alle z € Dy.
= f(fNy) =y firalley € Z;.
= (O =1

= Sind sowohl Definitionsmenge als auch Zielmenge eine Teilmenge von R, dann erhilt
man das Schaubild von f~! aus dem Schaubild von f durch Spiegelung an der ersten
Winkelhalbierenden.

1.14 Beispiel [~ 1.12]: Die Funktion f3 ist bijektiv und ihre Umkehrfunktion hat die
Form

fit i Rsg = Rso,  f3'(y) = V0.

1.15 Verkettung: Seien f : Dy — Z; und g : D, — Z, zwei Funktionen. Wenn B; C D,
gilt, dann ist die Verkettung h = g o f (lies ,,g nach f*) definiert durch

h:Dy— Z, h(x)=g(f(z)).

1.16 Beispiel [> 1.10]: Die Verkettung h = go f ist definiert, da die Bildmenge Q? von
f eine Teilmenge der Definitionsmenge R? von g ist. h ist eine Funktion von P nach R mit

h(Hund) = 2v/5, h(Biene) = 2v/10, h(Spinne) = 8v/2.
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1.17 Beispiel: Sei f(z) := =, Dy := (—00,1) und g(z) := cosz.
» Fir D, =Rist B, = [—1,1] ¢ Dy. Die Verkettung f o g ist also nicht definiert.
» Fir D, =(0,6) ist B, =[—1,1) C Dy und damit

W) = f(g(z) = ————, z€(0,6).

1—cosz’

1.18 Eigenschaften reeller Funktionen: Eine Funktion f: D — Z mit D, Z C R wird
auch reelle Funktion genannt. Zusatzlich zu den oben schon genannten spielen hier noch die
folgenden Eigenschaften eine wichtige Rolle: Eine reelle Funktion f heift

= monoton wachsend/fallend, wenn f(x1) < f(x3) bzw. f(z1) > f(x2) fir alle 21,25 €
D mit x1 < x9.

= streng monoton wachsend/fallend, wenn f(x1) < f(z3) bzw. f(x1) > f(x2) fur alle
r1, T2 € D mit x1 < xo.

= beschrankt, wenn es eine Zahl ¢ € R gibt, sodass |f(z)| < ¢ fur alle x € D.

= gerade/ungerade, wenn f(x) = f(—x) bzw. f(z) = — f(—=z) fur alle z € D.
1.19 Beispiel: Sei f(z):=1/(1+ 2%, x € D.

» Fir D =Ry ist f injektiv und B = (0, 1].

= Fir D =[—1,2) ist f nicht injektiv und B = (1/5,1].
1.20 Beispiel: Sei f(x):=z + |z|, x € D.

» Fir D =R ist f monoton wachsend und unbeschrankt.

= Fir D =0, 3] ist f streng monoton wachsend und beschrankt.

= Das Monom z" ist eine gerade Funktion, wenn n gerade ist und eine ungerade Funktion,
wenn n ungerade ist.

1.21 Regeln:
= Die Verkettung zweier injektiver Funktionen ist injektiv.

= Die Verkettung f o g zweier bijektiver Funktionen f und g mit B, = Dy ist bijektiv
und fir die Umkehrfunktion gilt die Formel

(fog)t=gtof™
= Aus strenger Monotonie folgt Injektivitat.

= Summe und Produkt zweier gerader Funktionen sind gerade.

» Die Summe zweier ungerader Funktionen ist ungerade, aber ihr Produkt ist gerade.
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1.22 Summe, Produkt und Fakultat: Fir die Summe der reellen Zahlen aq,as,...,a,
schreibt man kurz

n

Zajzm—f-ag-f—'“—l—an.
j=1

Allgemeiner kann die Summenbildung auch bei einem beliebigen Index starten,

n

Zaj:am+am+1+---—l—an.

Jj=m

Analog schreibt man fiir das Produkt

n
H A = Qp * Qg1+ Ay
Jj=m

Wenn der Startindex m groBer ist als der Schlussindex n, dann ist vereinbarungsgemaB der
Wert der Summe gleich 0 und der Wert des Produkts gleich 1.

Mithilfe des Produktzeichens definiert man fir n € Ny die Fakultat

k=1
1.23 Beispiel:
= 1
i=1 2
4
e S (P4 ) =24040+246+ 12+ 20 = 42
j=—2
2
1
| | Z —_— O
k=5 k
6
50— ¢ 49 -48---44
= I = — 13983816. Kennen Sie diese Zahl?°
I 1-2.--6
59000 g2 4 16 36 10000000000
2 J] 5 —==2(5 75 2" occaaaaaan ) = 3-14157. W ten Sie?°
ngl dm? — 1 (3 15 35 9999999999) as vermuten Sie
= 0l =1

Esgilt5!=1-2-3-4-5=120 und 10! =1-2---10 = 3628800. Die Fakultat wachst
also sehr schnell”.

5Sie wird uns spater nochmals begegnen [— 1.26].

5\Wenn man die Obergrenze fiir den Index m immer weiter vergroBert, strebt der Wert des Produkts
tatsachlich gegen die Zahl 7. Dieses sogenannte Wallis-Produkt ist aber keine besonders effiziente Methode,
um 7 zu berechnen.

"Mit 60! =~ 8.3 x 103! befindet man sich bereits jenseits der geschatzten Anzahl der Atome im Universum.
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1.24 Potenz und Wurzel: Potenzen sind Ausdriicke der Form x®, wobei man z als Basis
und « als Exponent bezeichnet. Der zulassige Definitionsbereich fiir z hangt vom Wert des
Exponenten ab:

= Fir Exponenten n € Ny kann man = € R wahlen und definiert

n r-x---x fallsn>1
n %/_/
T = H T = n Faktoren
k=1 1 falls n = 0.
Insbesondere ist®
0°=1.

» Fir negativ ganzzahlige Exponenten und x # 0 setzt man

Es ist also beispielsweise 271 = 1/x und 273 = 1/a3.

» Fir 2z > 0 und n € N definiert man die n-te Wurzel als diejenige Zahl w > 0, fir die
w" = z gilt’. Man schreibt dafiir

w = {/z undim Fall n = 2 auch einfach w = /z.

Achtung: Auch wenn die Gleichung w™ = x mehrere Lésungen besitzt, so ist die Wurzel
doch stets eindeutig durch die Bedingung w > 0 definiert. Es ist also beispielsweise
v/25 = 5 und nicht etwa /25 = +5 oder Ahnliches. Die Lésungsmenge der Gleichung
w? = 25 besteht dagegen aus zwei Elementen, also w € {—+/25,v/25} = {5, 5}.

= Fir rationale Exponenten o = p/q mit p € Z und ¢ € N definiert man fir x > 0

o i= (Y)Y = Va7

und fiir @« > 0 auch noch
0“ = 0.

Es gilt beispielsweise

, , 1
912 = /9 =13, 27Y3 = (V21)' = V214 =81, 167 = (V16)3 = g

8Aus mathematischer Sicht gibt es gute Griinde dafiir, 0° undefiniert zu lassen. Dieser Linie folgen
verschiedene Lehrbiicher und auch frithere Versionen dieses Skripts. Aus praktischer Sicht ist es aber in
vielen Fallen sehr sinnvoll, 0° = 1 zu setzen. Deshalb verwenden wir hier diese Konvention, ebenso wie viele
Programmiersprachen und insbesondere auch MATLAB. Welches Ergebnis liefert Ihr Taschenrechner?

9Gelegentlich werden Wurzeln zu ungeraden Werten von n auch fiir negative Zahlen definiert, da die
Gleichtung w” = z dann ja lésbar ist. Man setzt also beispielsweise (—8)'/3 = —2. Wir verfolgen diesen
Weg hier aber nicht.
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Abbildung 1: Die Funktion x® fiir einige positive und negative Werte des Exponenten.

= Potenzen mit irrationalen Exponenten wie 2V?2 oder 2™ lassen sich ebenfalls definieren.
Allerdings sind dazu Methoden notwendig, die erst in Kapitel 8 besprochen werden. Im
Vorgriff darauf notieren wir ohne weitere Erklarung lediglich die Definition

x% = lim x°",
n—oo

wobei a,, = p,,/q, eine beliebige Folge rationaler Zahlen ist, die gegen o € R konver-
giert.

Damit gelten fiir beliebige Exponenten «, 5 € R die Rechenregeln
=gt (@) = ()T = und () = 2y

wobei x und y so zu wahlen sind, dass jeweils alle auftretenden Terme gemaB den obigen
Festlegungen definiert sind. Speziell bei der mittleren Gleichung muss also sowohl z¢ als
auch x” definiert sein'C.

Abbildung 1 zeigt die Funktion x fiir einige positive und negative Exponenten im Bereich
x>0 bzw. z > 0.

1.25 Polynome: Eine Funktion, die sich in der Form
p(x) = ap + a1x + apx® + - + a,x" = Zakxk
k=0

darstellen lasst, heiBt Polynom. Sie ist bestimmt durch den hdchsten Exponenten n € Ny
und die Koeffizienten ag, ..., a,. Sofern a, nicht verschwindet, nennt man n den Grad des
Polynoms. Die Variable z ist fir die Zwecke der Vorlesung meist eine reelle Zahl, kann

10Betrachten Sie die naheliegende, aber offensichtlich widerspriichliche Umformung
1

L= ()= (C)ED = (CDP =1

Der Fehler ensteht beim fettgedruckten Gleichheitszeichen in der Mitte. Dieses gilt nicht, da (—1)'/2 nicht
definiert ist, obwohl dieser Ausdruck gar nicht explizit auftaucht.



1 GRUNDLAGEN 10

gegebenenfalls aber auch komplex'! sein. Die Potenzen x* nennt man Monome, weshalb die
oben angegebene Darstellung von p auch Monomform heiBt.

Eine effiziente Methode, Polynome in Monomform auszuwerten, ist das Horner-Schema'?.

Zur Berechnung von p(x) = S7_, arz® schreibt man die Koeffizienten a,,a,_1,...,ao in
dieser Reihenfolge in die erste Zeile und berechnet dann von links nach rechts voranschreitend
abwechselnd die Eintrage der zweiten und dritten Zeile wie folgt:

apn Ap-1 QAp—2 -*- Qg
i + 0 bn—l bn—Z e bO
/‘ L Cpn Cp—1 Ch—2 - Qo

Konkret tragt man am Anfang der zweiten Zeile den Wert b,, = 0 ein und setzt dann Schritt
fur Schritt ¢, = ay + by sowie b,_; = x - ¢;. Der gesuchte Funktionswert steht schlieBlich
am Ende der dritten Zeile, also p(x) = c¢,. Beispielsweise erhalt man fir das Polynom
p(r) =445z — T2 + 32 und x = 2

3 -7 0 5 4
L+ 0 6 -2 —4 2
2 3 -1 —2 1 6

und damit p(2) = 6.

Haufig ist man an den Nullstellen eines Polynoms interessiert. Der Fundamentalsatz der
Algebra sagt, dass ein Polynom vom Grad n genau n Nullstellen im Komplexen hat, sofern
man Vielfachheiten richtig beriicksichtigt. Es gibt also hochstens n reelle Nullstellen.

= Fir Grad n =1 und p(z) = ax + b erhilt man die Nullstelle, z; = —b/a.

= Fir Grad n = 2 und p(z) = az® + bx + ¢ erhdlt man zwei Nullstellen mithilfe der

abc-Formel 3,
—b £ Vb2 — dac
12 = .
2a
Je nach Vorzeichen der sogenannten Diskriminante b?> — 4ac sind diese reell oder kom-
plex'*.

» Fir Grad n = 3 und n = 4 kann man die Losungen ebenfalls explizit mithilfe der
cardanischen Formeln'®> angeben. Diese sind recht kompliziert und kénnen bei Bedarf
in Formelsammlungen oder im Internet gefunden werden.

s Fir Grad n > 5 gibt es keine vergleichbaren Formeln fiir die Nullstellen. Dies liegt nicht
daran, dass man noch nicht intensiv genug danach gesucht hatte. Man kann vielmehr
beweisen, dass solche Formeln nicht existieren und behilft sich mit numerischen Ver-
fahren.

1Das Rechnen mit komplexen Zahlen wird in Kapitel 3 besprochen.

2William George Horner, 1786-1837. Das nach ihm benannte Schema war aber bereits 500 Jahre zuvor
dem chinesischen Mathematiker Zhu Shijie bekannt. Nicht nur in der Mathematik sind Namenszuschreibun-
gen gelegentlich ungerecht.

13Nach Division der Gleichung ax? + bz + ¢ = 0 durch a kann auch die pg-Formel verwendet werden.

Im Komplexen lassen sich Wurzeln auch aus negativen Zahlen ziehen.

15Gerolamo Cardano, 1501-1576
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Kennt man eine Nullstelle 21 des Polynoms p vom Grad n, dann lasst es sich als Produkt
des Linearfaktors x — x1 und eines Polynoms ¢ vom Grad n — 1 darstellen, d.h.,

p(r) = (z = 1) - q(z).

Dieser Faktorisierung sieht man zum einen direkt an, dass p(x;) = 0 gilt. Zum anderen
erkennt man, dass alle weiteren Nullstellen von p auch Nullstellen von ¢ sind, was die Suche
danach vereinfacht, da ¢ niedrigeren Grad hat. Hat man eine Nullstelle 25 von ¢ gefunden,
kann man auch hier wieder faktorisieren. Dieser Prozess lasst sich (zumindest bei komplexer
Rechnung) so lange fortsetzen, bis man schlieBlich bei der vollstandige Zerlegung von p in
Linearfaktoren angelangt,

p(x)=a, - (x —z1) (& —x2) -+ (T — 2).

Zur Berechnung der Polynomdivision ¢(x) = p(z)/(x — x1) bietet sich wieder das Horner-
Schema an: Man wahlt als Auswertungsstelle = x; und findet die Koeffizienten von ¢ in
der dritten Zeile, wobei der Funktionswert p(z1) = ¢y = 0 in der letzten Spalte einfach
weggelassen wird. Betrachten wir beispielsweise das Polynom p(z) = z* — 622 + 5z + 12.
Dieses hat, wie man leicht nachrechnet, die Nullstelle 2; = 3. Das Horner-Schema fiir diesen

Wert ist
1 —6 5 12

+ 0 3 -9 —12
-3 1 -3 —4 0

Dies bestatigt zum einen p(3) = 0 und liefert zum anderen ¢(x) = 2? — 3z — 4, d.h.,
p(z) = (x —3) - (2° — 3z — 4).

Die Nullstellen von ¢ ergeben sich mit der abc-Formel zu x5 = —1 und x3 = 4. Dies sind
ebenfalls Nullstellen von p und wir erhalten als vollstandige Zerlegung von p in Linearfaktoren
das Ergebnis

p(x)=(r=3) - (z+1)-(z—4)

Neben der eingangs angegebenen Monomform und der Produktdarstellung mit Linearfakto-
ren gibt es zahlreiche weitere gangige und nitzliche Formen, Polynome darzustellen. Man
verwendet dann anstelle der Monome fiir den jeweiligen Zweck maBgeschneiderte Polynome
als Basis, wie z.B. Lagrange-, Legendre-, Chebyshev- oder Bernstein-Polynome. AuBerdem
existiert eine Fiille von Verallgemeinerungen, wie z.B. Polynome mit Matrizen oder mehreren
rellen Zahlen als Variable, Potenzreihen (in gewissem Sinne Polynome mit unendlich hohem
Grad), Laurent-Polynome (negative Potenzen von z sind erlaubt) oder Splines (stiickwei-
se polynomielle Funktionen). Einige dieser Varianten werden wir im Verlauf der Vorlesung
kennenlernen.

1.26 Binomialkoeffizienten: Fiir Zahlen o € R und k € Ny definieren wir den Binomial-
koefhizienten durch

k! N 1-2---k

(a)z Ml e —1) a-(a—1)~--(a—k‘+1).
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Beispielsweise ist

(5);»4 10 (7/2>:£-'2-3:35 (‘2):(‘2>‘<‘3>“‘<‘6>:_6.

9] T 1.2 5 1-2---5

Meist betrachtet man speziell Binomialkoeffizienten der Form (Z) mitn € Nound 0 < k <

n. In diesem Fall gilt
n\ i (n—1i) n!
k) k! ~kl(n—k)!

und man erhalt auch auf diesem Weg beispielsweise wieder (g) = 2,5—;), = 10. Weiterhin gilt

(”) = (Z) = 1 fir alle n € Ny. Eine effiziente Moglichkeit zur Berechnung ist hier die

0
n)y J1 falls k =0 oder k =n
(ki) B (Zj) + (";1> sonst,

Rekursionsformel
die sich gut mithilfe des Pascal’schen Dreiecks'® veranschaulichen lasst:

n=20: 1

n=1: 1 1

n=2: 1 2 1
n=3J3: 1 3 3 1
n=4: 1 4 6 4 1

n=>,: 1 5 10 10 ) 1

Die Eintrage ergeben sich jeweils durch Addition der beiden dariiberstehenden Zahlen. So ist
beispielsweise wie zuvor (g) = (11) + (;1) =4+6=10.

Binomialkoeffizienten besitzen zahlreiche Anwendungen. So ist in der Kombinatorik die An-
zahl der Moglichkeiten, k£ Objekte aus einer Gesamtheit von n Objekten auszuwahlen, gerade
gZ) Konkret gibt es beim Lotto genau (469> = 13983816 verschiedene Moglichkeiten, sechs

ahlen aus dem Bereich von 1 bis 49 zu ziehen.

Weiterhin erscheinen Binomialkoeffizienten als Vorfaktoren in der Verallgemeinerung der be-
kannten binomischen Formel (a + b)? = a® + 2ab + b* auf Potenzen beliebiger Ordnung
n € N. Es gilt der binomische Lehrsatz

n __ n n1.0 n n—1z1 n On: “ n n—kik
(a+ D) —<0>ab —|—<1>a b+ +<n>ab ’Z%)(k)a b”.

Fir n = 4 erhalten wir beispielsweise (a + b)* = a* 4 4a®b + 6a%b* + 4ab® + b* und finden
die Vorfaktoren gerade in der vierten Zeile des Pascal'schen Dreiecks wieder.

16B|ajse Pascal, 1623-1662
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1.27 Trigonometrische Funktionen: Im vertrauten GradmaB hat ein rechter Winkel den
Wert 90° und dementsprechend ein Vollwinkel den Wert 360°. Diese Wahl ist historisch
durch die Tatsache bedingt, dass die Zahl 360 viele natirliche Teiler hat und sich somit
gut zum Kopfrechnen eignet. Ansonsten ist sie vollkommen willkiirlich. Dagegen ist es in
der Mathematik tblich, Winkel im Bogenmal mit der MaBeinheit Radiant anzugeben. Kurz
gesagt ist das BogenmaB so gewahlt, dass ein Vollwinkel den Wert 27 rad hat, wobei die
MaBzahl 27 dem Umfang eines Kreises mit Radius 1 entspricht. Es loht sich aber dennoch,
die Definition etwas genauer zu betrachten:

Der Einheitskreis ist der Kreis mit Radius 7 = 1 um den Ursprung. Sein Umfang ist U = 2.
Zur Konstruktion eines Winkels mit dem BogenmaB ¢ € R bewegt man sich beginnend ab
dem Punkt Py = (1,0) auf dem Kreis entlang, bis man einen Weg der Lange |t| zuriick-
gelegt hat. Dabei lauft man fir ¢ > 0 in mathematisch positiver Richtung, also gegen den
Uhrzeigersinn, und fiir t < 0 im Uhrzeigersinn. Den Endpunkt, den man dabei erreicht, be-
zeichnen wir mit P;,. Der Strahl vom Ursprung durch den Punkt P, bildet mit der positiven
x-Achse einen Winkel, dessen GroBe im BogenmaB gerade ¢ ist. Fiir t = 7/2 erreichen wir
beispielsweise den Punkt (0, 1) auf der positiven y-Achse und erhalten damit einen rechten
Winkel. Dieser ist im GradmaB 90° und im BogenmaB 7/2rad, wobei rad als Abkiirzung von
»Radiant” die MaBeinheit ist. In Abbildung 2 ist die Konstruktion fiir die Winkel mit Bogen-
maB t = w/3rad und t = —2rad zu sehen. Die dick eingezeichneten Kreisbogen haben die
Lange [t| = 7/3 bzw. |t| = 2.

Py

-1 0 1 -1 1

o

Abbildung 2: Winkel mit BogenmaB ¢t = 7/3 und t = —2 sowie zugehdrige Winkelfunktionen.

In den meisten mathematischen Anwendungen ist die Winkelmessung in BogenmaB die einzig
sinnvolle Wahl. Sofern nichts anderes gesagt wird, ist bei der Spezifikation von Winkeln also
stets davon auszugehen, dass es sich um eine Angabe in Radiant handelt. Insbesondere wird
die MaBeinheit rad in der Regel weggelassen. Man schreibt also beispielsweise

30°=1/6, 45°=m/4, 60°=7/3, 180° =, 360° = 2.

Man bezeichnet die y-Koordinate des Punktes P; als Sinus von t und die z-Koordinate als
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Cosinus von t und schreibt!’ "
cos(t
b= l sin(t) ] |
Fir die Winkel ¢t = 7/3 und ¢t = —2 in Abbildung 2 ergibt sich beispielsweise

o b B PO I e )

Wie ebenfalls zu sehen ist, steht die Konstruktion im Einklang mit den geometrischen Rela-

tionen

Gegenkathete Ankathete
—— und cost =

sint = e
Hypothenuse Hypothenuse’

sofern der Punkt P, im ersten Quadranten liegt. Die Definition von Sinus und Cosinus als
Koordinaten des Punkts P, ist aber fiir beliebige Winkel ¢ € R giiltig, also auch dann, wenn
der direkte Bezug zu einem rechtwinkligen Dreieck fehlt. Definitions- und Bildmengen sind
somit

Dgin = Deos = R und Bgin = Beos = [_1, 1]

1 1 10
0.5 0.5 5
0 0 0
-0.5 -0.5 -5
-1 -1 10, T [ 3m
—3r—2r—m o0 w 27 3w -3 =27 —mw 0 T 27 3w —% —m —3 0 2 T

Abbildung 3: Die Winkelfunktionen sint, cost und tant.

Der Quotient von Sinus und Cosinus heiBt Tangens,

Die Nullstellen der Cosinusfunktion fiihren auf Definitionsliicken, d.h., der Definitionsbereich
ist Dian = R\ {(k +1/2)7 : k € Z} und der Bildbereich By,, = R ist die gesamte reelle
Achse. Die Cotangensfunktion cott = cost/sint findet ebenfalls gelegentlich Anwendung.

1.28 Eigenschaften:

= Sinus und Tangens sind ungerade Funktionen, der Cosinus ist eine gerade Funktion.

17Die Klammer um das Argument kann auch weggelassen werden, wenn Verwechslungen ausgeschlossen
sind, also z.B. sint.
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= Wenn man den Wert von t um 27 vergroBert, andert sich die Position des Punktes
P, nicht. Man hat lediglich einen vollen Kreisumlauf zusatzlich durchgefiihrt, um ihn
zu erreichen. Es gilt also P, = P, 9,. Dementsprechend sind Sinus und Cosinus 27-
periodische Funktionen, d.h., es gilt

sin(t) = sin(t +27) und  cos(t) = cos(t + 2m)
fur alle t € R. Der Tangens ist sogar m-periodisch, d.h., es gilt

tan(t) = tan(t + ).

» Esgilt
sin(kr) =0 und cos(kr) = (—1)"

fur alle k € Z. Weiterhin sind die folgenden speziellen Werte zu merken:

’ t \ sint \ cost ‘
0 0 1
/6| 1/2 | V3/2
/4| V2/2 | V2/2
/3 V3/2| 1/2
/2 1 0

= Nach dem Satz des Pythagoras'® gilt fiir alle Winkel ¢ € R die wichtige Formel
sin®(t) + cos*(t) = 1.
Es gibt darliber hinaus eine Fiille weiterer niitzlicher Identitaten, wie zum Beispiel

sin(t) = sin(m — t) = cos(m/2 — t)
cos(t) = —cos(m — t) = sin(n/2 + t)
sin(2t) = 2sin(t) cos(t)

Formeln fiir sin(¢/2), cos(t/2), sin(s+t), cos(s+t), sin? t, cos® t usw. kdnnen bei Bedarf
im Internet’® oder in Formelsammlungen gefunden werden.

1.29 Arcusfunktionen: Da die trigonometrischen Funktionen nicht injektiv sind, kann man
nicht unmittelbar eine Umkehrfunktion angeben. Dazu muss man Definitions- und Zielmen-
gen jeweils geeignet einschranken.

= Fir die Sinus-Funktion f(x) = sin(x) verwendet man D; = [—7/2,7/2] und Z; =
[—1,1]. Die nun definierte Umkehrfunktion wird als Arcussinus bezeichnet und man
schreibt dafiir
arcsin : [—1,1] — [—7/2,7/2].

18Pythagoras, ca. 570-510 v. Chr.
19Siehe z.B. https://de.wikipedia.org/wiki/Formelsammlung_Trigonometrie.



1 GRUNDLAGEN 16

Der Arcussinus ordnet also jeder Zahl zwischen —1 und 1 einen Winkel aus dem Intervall
[—7/2,7/2] zu, dessen Sinus dem gegebenen Argument entspricht, vgl. Abbildung 4.
Es gilt beispielsweise

arcsin(0) = 0, arcsin(1/2) =x/6, arcsin(—1) = —7/2,

denn
sin(0) =0, sin(7/6) =1/2, sin(—7/2) = —1.
= Fir die Cosinus-Funktion f(z) = cos(z) verwendet man Dy = [0, 7] und Z; = [—1, 1].
Die nun definierte Umkehrfunktion wird als Arcuscosinus bezeichnet und man schreibt
daflr

arccos : [—1,1] — [0, 7].

Der Arcuscosinus ordnet also jeder Zahl zwischen —1 und 1 einen Winkel aus dem In-
tervall [0, 7] zu, dessen Cosinus dem gegebenen Argument entspricht, vgl. Abbildung 4.
Es gilt beispielsweise

arccos(1) =0, arccos(1/2) =m/3, arccos(—1) =,

denn
cos(0) =1, cos(n/3)=1/2, cos(m)=—1.

= Fir die Tangens-Funktion f(z) = tan(z) verwendet man D; = (—n/2,7/2) und
Z; = R. Die nun definierte Umkehrfunktion wird als Arcustangens bezeichnet und

man schreibt dafir
arctan : R — (—7/2,7/2).

Der Arcustangens ordnet also jeder reellen Zahl einen Winkel aus dem Intervall (=7 /2, 7/2)
zu, dessen Tangens dem gegebenen Argument entspricht, vgl. Abbildung 4. Es gilt bei-
spielsweise

arctan(0) = 0, arctan(1) = /4, arctan(—v/3) = —7/3,

denn
tan(0) = 0, tan(w/4) =1, tan(—7/3)= —V3.

Da die trigonometrischen Funktionen periodisch und damit nicht injektiv sind, gibt es na-
tarlich zu jedem Wert einer Arcusfunktion jeweils unendlich viele weitere Winkel, die auf
dasselbe Ergebnis fithren. Beispielsweise ist arccos(l) = 0, aber cos(2km) = 1 fur alle
k € Z. Beim Riickschluss von dem Wert einer Winkelfunktion auf den Winkel ist also stets
Vorsicht geboten.

1.30 Exponentialfunktion und Logarithmus: Fiir eine beliebige positive Zahl b > 0
definiert man die Exponentialfunktion zur Basis b durch

expy(2) = 0", Dexp =R, Zey, = Royp.
Die Exponentialfunktion ist bijektiv und ihre Umkehrfunktion der Logarithmus zur Basis b,

log, : Ryp — R.
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. 3 e itanx 7
15 arcsin , P

25 arcrosx

arctan x|

05 0.5 N G /2
0 :

Al e
) cos @
05 y

15 % S R R

2 1.5 6

2 45 -1 05 0 05 1 15 2 15 1050 05 1 15 2 25 3 35 6 4 2 0 2 4 6

Abbildung 4: Die Arcusfunktionen arcsin x, arccos z und arctan x.

Von besonderem Interesse ist die Exponentialfunktion zur Basis e, wobei e ~ 2.71828 die
sogenannte Euler'sche ZahF° ist. Sie spielt in der Mathematik eine auBerordentlich wichtige
Rolle. Genauso wie die Kreiszahl 7 lasst sich e weder durch Briiche noch durch Wurzeln
exakt ausdriicken. Auf eine genaue Definition kommen wir spater zuriick?’. Wahlen wir e als
Basis, ergibt sich die e-Funktion (oder auch natiirliche Exponentialfunktion),

exp(x) = €%, Dexp =R, Zexp, = Rop.
Die Umkehrfunktion ist der natiirliche Logarithmus,
In:Ryy — R.
Es gilt beispielsweise
In(1) =0, In(e)=1, In(1/e?) = -2,

denn
=1, el=e e?=1/

Abbildung 5 zeigt die Exponentialfunktion fiir einige Werte der Basis b sowie die e-Funktion??
und den natiirlichen Logarithmus.

20l eonhard Euler, 1707-1783

21Soviel vorab: Man kann die Zahl e durch die Formel e := lim,, o, (1 + 1/n)" exakt definieren, wobei
der Begriff des Grenzwerts erst spater eingefiihrt wird.

22Die Abbildung zeigt nur einen kleinen Ausschnitt des Verlaufs der e-Funktion in der Nihe der Ursprungs
und vermittelt somit keinen Eindruck des exponentiellen Wachstumsverhaltens. Verwendet man die Langen-
einheit 1cm fiir das Zeichnen des Grafen, dann ergibt sich — zumindest gedanklich — das folgende Bild: An
der Stelle z = 10 erscheint der Funktionswert oberhalb der Héhe des Kélner Doms und an der Stelle x = 25
befindet er sich bereits jenseits der Umlaufbahn des Mondes. Fir z = 70, also weniger als einen dreiviertel
Meter vom Ursprung entfernt, erreicht der Funktionswert die GréBenordnung von zwei Billionen Lichtjahren
und liegt damit weit auBerhalb der Grenzen des beobachtbaren Universums. Umgekehrt ist der Abstand des
Funktionswerts von der z-Achse an der Stelle x = —10 etwa zehnmal kleiner als der Durchmesser eine
Haares und an der Stelle z = —20 kleiner als ein Wasserstoffatom.
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Abbildung 5: Exponentialfunktion und Logarithmus.

1.31 Regeln: Die wichtigsten Rechenregeln fiir Exponentialfunktion und Logarithmus sind

ettt = eael In(ab) = In(a) + In(d)
(e?)b = e In(a®) = bln(a)

e =1/e" ln(l/a)*—ln( )
expy a = e2"®) logb(a) = ln(b
e =gz r€Ryy In(e®)=uz, z€R

1.32 Hyperbelfunktionen: Verschiedentlich sind auch die Hyperbelfunktionen von Inter-
esse. Die wichtigsten sind

Sinus hyperbolicus: sinh(z) = ¢ _26
Cosinus hyperbolicus: cosh(z) = €+26
inh
Tangens hyperbolicus: tanh(z) = M
cosh(z)

Definiert sind alle drei Funktionen fiir x € R. Die zugehorigen Umkehrfunktionen heien
Areafunktionen und werden mit arsinh, arcosh und artanh bezeichnet (lies ,Areasinus hy-
perbolicus” etc.). Abbildung 6 zeigt die Hyperbelfunktionen sowie die zugehérigen Umkehr-
funktionen.

Auch fiir Hyperbelfunktionen gibt es zahlreiche niitzliche Formeln, darunter beispielsweise®®

2 . 12
cosh” x — sinh“x = 1.

2Man beachte die Ahnlichkeit zur Gleichung cos?z + sin?z = 1. Die enge Verwandschaft zwischen
trigonometrischen Funktionen und Hyperbelfunktionen wird ersichtlich, wenn man den Definitionsbereich
auf die komplexen Zahlen erweitert. Es gilt dann z.B. cosh(iz) = cos(z) und sinh(iz) = isin(iz).
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6 6
artanh x
4+ 4t
coshz
27 tanh x 27
arcosh z
0 0
) 2
sinh x arsinh x
-4 7 -4
-6 : ‘ ; : 6 . ‘ ‘ !
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6

Abbildung 6: Hyperbel- und Areafunktionen.

1.33 Betrag: Der Betrag einer reellen Zahl a ist definiert durch?*
la| := Va2
Offensichtlich ist der Betrag niemals negativ und es gilt

a fallsa>0

la| =
—a falls a < 0.

Betrage werden haufig zur Messung von Abweichungen verwendet. So ist der Ausdruck |z —y|
zu interpretieren als der Abstand zwischen x und y. Beispielsweise sagt die Ungleichung

|T —355/113] < 1079,

dass der angegebene Bruch recht nahe bei 7 liegt. Konkret wird die Zahl 7 auf sechs Nach-
kommastellen genau angenahert. Man kann der Abschatzung nicht entnehmen, ob der Bruch
etwas zu groB oder zu klein ist, das spielt fiir die Beurteilung der Genauigkeit aber auch haufig
keine Rolle.

Rechenregeln fiir den Betrag sind unter anderem
|—al = lal, |abl =lal - [ol, la/b] = |al/[b] und |a*| = lal"
Ebenso wichtig ist die Dreiecksungleichung
|+ b] < la] + [b]

oder allgemeiner

n
> a
k=1

Merke: Der Betrag einer Summe ist hochstens so groB wie die Summe der Betrage.

24Die angegebene Definition des Betrags mag zunichst im Vergleich zur Gleichung darunter unnétig
kompliziert erscheinen, doch es ist genau dieser Ansatz iiber die Wurzel eines Produkts, der sich konzeptionell
auf andere Fille iibertragen lasst. So definieren wir spater den Betrag einer komplexen Zahl durch |z| = /2Z
und die euklidische Norm eines Vektors durch ||Z|| = \/(Z, Z).
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1.34 Beweise: Da die Vorlesung stark anwendungsorientiert ist, liegt der Schwerpunkt auf
der Behandlung mathematischer Methoden. Wir werden diese so weit wie moglich begriinden,
aber keine formalen Beweise fithren. Dennoch wollen wir hier kurz verschiedene Strategien
vorstellen, wie man mathematische Aussagen beweisen kann.

= Beim direkten Beweis leitet man die betrachtete Aussage aus bekannten Tatsachen
her. Beispielsweise lasst sich der Satz des Pythagoras mithilfe der folgenden Figur auf
direktem Weg beweisen:

a b

Offensichtlich gilt (a — b)* + 4 x (ab/2) = ¢* und damit a® + b* = ¢*.

» Beim indirekten Beweis nimmt man zunachst an, dass das Gegenteil der behaupte-
ten Aussage richtig ist und leitet dann daraus einen Widerspruch ab. Damit kann das
Gegenteil nicht stimmen und die Aussage selbst ist bewiesen. Betrachten wir beispiels-
weise folgende, seit mehr als 2000 Jahren bekannte Aussage:

\/2 ist irrational.

Um diese zu beweisen, nehmen wir an, dass das Gegenteil richtig ist, d.h., dass V2
eine rationale Zahl ist und sich demnach in der Form /2 = p/q mit natirlichen
Zahlen p und ¢ darstellen lasst. Dabei konnen wir davon ausgehen, dass der Bruch
p/q vollstandig gekiirzt ist. Es gilt nun 2 = p*/¢® und damit p* = 2¢°. Also ist p?
gerade, also ist p gerade, also ist p* durch 4 teilbar, also ist ¢> = p?/2 gerade, also
ist ¢ gerade. Damit ist gezeigt, dass sowohl p als auch ¢ gerade Zahlen sind und der
Bruch p/q gekiirzt werden kann. Da p/q aber bereits vollstandig gekiirzt ist, ergibt
sich ein Widerspruch. Also muss die Annahme, dass \/2 rational ist, falsch sein. Der
Aussage selbst ist somit richtig.

» Die vollstandige Induktion ist ein Prinzip, das sich speziell dazu eignet, um Aussagen zu
beweisen, die fir alle natiirlichen Zahlen gelten. Man zeigt zunachst, dass die Aussage
fir n = 1 (oder analog auch fiir n = 0 oder einen anderen Startwert) giiltig ist. Dann
nimmt man an, dass die Aussage fiir einen konkreten, aber beliebig gewahlten Wert
von n richtig sei und schlieBt daraus, dass die Aussage auch fiir n + 1 richtig ist. Aus
der bereits bekannten Richtigkeit fir n = 1 folgt also die fiir n = 2 und damit die fir
n = 3 und damit die fir n = 4 usw. Es kann also kein n geben, fiir das die Aussage
falsch ist. Als Beispiel betrachten wir die Bernoulli'sche Ungleichung?®:

25 Jakob Bernoulli, 1654-1705
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Fir allen € N und x > —1 gilt (1 + )" > 1+ nxz.
Der Induktionsbeweis erfolgt in drei Schritten:

— Induktionsanfang: Fiir n = 1 lautet die Aussage 1+ > 1+ x, was offensichtlich
richtig ist.

— Induktionsannahme: Wir nehmen an, die Aussage sei fiir einen konkreten, aber
beliebig gewahlten Wert n richtig. Fir diesen Wert gilt also (1 + z)” > 1 + nx,
sofern x > —1.

— Induktionsschluss: Nun betrachten wir die linke Seite der Ungleichung fiir den
nachstgroBeren Wert n + 1, also

1+2)" =1 +2)" 1+ ).

Fir den ersten Faktor gilt unter der Voraussetzung, dass die Induktionsannahme
richtig ist, (1 + )" > 1 + nz und es folgt

(1+z)"">0+nz)- 1+2)=1+0n+Dz+nz®>>1+ (n+1)x.
Dies ist genau die Aussage der Bernoulli'schen Ungleichung fiir n + 1.
An welcher Stelle des Beweises wurde die Voraussetzung z > —1 verwendet?

» Empirische Evidenz ist die gangige Methode zur Bestatigung naturwissenschaftlicher
Gesetze. Das heiBt, dass das Vertrauen in diese umso groBer ist, je mehr Beobach-
tungen oder Experimente gemacht werden, die mit ihnen im Einklang stehen. Dieses
Vorgehen wird in der Mathematik nicht akzeptiert. Betrachten wir beispielsweise fol-
gende (falsche!) Aussage:

Fiir jede natiirliche Zahl n € N ist p(n) = n® — n + 41 eine Primzahl.

Einfaches Nachrechnen zeigt, dass p(1) = 41,p(2) = 43,p(3) = 47,...,p(40) = 1601
alles Primzahlen sind. Auch wenn dies den Satz zu bestatigen scheint, rechtfertigt es
aber keineswegs, ihn als wahr anzunehmen. Kénnen Sie ein Gegenbeispiel angeben, das
zeigt, dass der Satz falsch ist oder konnen Sie sogar begriinden, warum es kein Polynom
vom Grad > 1 geben kann, dessen Werte an den natirlichen Zahlen stets Primzahlen
sind?®? Generell geniigt in der Mathematik die Angabe eines einzigen Gegenbeispiels,
um zu zeigen, dass eine Aussage wie die Obige falsch ist, wahrend fiir einen Beweis
keine noch so lange Liste positiver Ergebnisse ausreicht?”.

26Tatsachlich sind generell keine Funktionen bekannt, die zuverlassig und effizient Primzahlen liefern, ohne
sich dabei zu wiederholen. Bei der Jagd nach immer groBeren Primzahlen ist man deshalb darauf angewiesen,
mit immensem Aufwand gewisse interessant erscheinende Kandidaten rechnerisch zu iberpriifen. Auf der
Seite www.mersenne.org kann man sich an der Suche beteiligen — Stichwort Crowd Computing.

2Die berithmte Goldbach'sche Vermutung besagt, dass sich jede gerade Zahl groBer als 2 als Summe
zweier Primzahlen schreiben lasst, so ist z.B. 100 = 47 4 53. Man hat diese Aussage bereits fiir alle Zahlen
bis 4 x 10'® — das sind immerhin vier Trillionen — rechnerisch bestatigt, was einen dem Beweis aber wie
gesagt keinen Schritt ndherbringt. So ist es bis heute véllig offen, ob die Vermutung richtig oder falsch ist.
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2 Vektorrechnung

Vektoren sind abstrakte mathematische Objekte, die gewissen Rechenregeln gehorchen. In
den geometrischen Anwendungen, die wir hier zunachst im Auge haben, lassen sich Vektoren
rechnerisch durch eine endliche Zahl von Koordinaten und geometrisch durch Pfeile darstel-
len. Es lassen sich aber auch ganz andere Objekte (z.B. Polynome, reelle Funktionen oder
Zahlenfolgen) als Vektoren verstehen.

2.1 Vektorraum: Eine Menge V nennt man Vektorraum, wenn unter anderem?®

= zwischen je zwei Elementen von V' eine Addition sinnvoll definiert ist, d.h.

fir vyweV ist v+weV,

= Elemente von V' mit Zahlen multipliziert werden konnen, d.h.

fir veV,aeR ist aveV,

= zwei Distributivgesetze gelten,
a(v+w)=av+aw, (a+B)v=av+ v
fur alle o, 3 € R und alle v,w € V.

Die Elemente eines Vektorraums nennt man Vektoren. Beispielsweise bildet die Menge aller
Polynome einen Vektorraum, denn Summen und Vielfache von Polynomen sind wieder Poly-
nome; auBerdem gelten die genannten Rechenregeln. In diesem Sinne stellen Polynome also
eine spezielle Form von Vektoren dar.

2.2 Vektoren in R": Das n-fache kartesische Produkt von R mit sich selbst wird mit R"
bezeichnet. Speziell erhalt man fiir n = 1 die Zahlengerade R, fiir n = 2 die Ebene R? und
fir n = 3 den Raum R?. Die Elemente von R" sind also Objekte, die aus n reellen Zahlen

bestehen. Wir schreiben sie in der Form?°
Ty
T = x:Q =[xy, 29, .., 2,]"
Tn
mit Koordinaten z; € R. Fiir zwei beliebige Elemente & = [z1,...,z,]T und ¥ = [y1, ..., y.]"

von R" definieren wir in naheliegender Weise die Rechenoperationen

28Es fehlen hier streng genommen einige weitere technische Eigenschaften.

29Wir ordnen die Eintrage von Vektoren aus guten Griinden immmer untereinander an — man spricht hier
auch von Spaltenvektoren. Die Darstellung in Zeilenform, die aus Platzgriinden oft sehr zweckmaBig ist, ist
deshalb mit einem hochgestellten T', dem sogenannten Transpositionszeichen, versehen. Es bedeutet, dass
die nebeneinander notierten Zahlen in Spaltenform umzuwandeln sind.
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= Addition:
T+
I T2 + Y2
rT+y= )
Tn + Yn
» Skalarmultiplikation:
axy
. AT
arT = _ , aeR,
axy,
Insbesondere ist 17 = Z, (—1)Z = —# und 0Z = 0. Weiterhin rechnet man leicht nach, dass

die Distributivgesetze
(a+ B)T =ad+ 0%, a(f+7Y) =af+ay, o f€eR,

gelten. Somit ist R" ein Vektorraum und seine Elemente sind Vektoren. Fiir Vektoren in R"”
gibt es (mindestens) zwei verschiedene geometrische Interpretationen:

= Wenn ein Koordinatensystem gegeben ist, kann man durch den Vektor ¥ die Position
eines Punktes beschreiben. Die Koordinaten geben dann an, wie weit man ausgehend
vom Ursprung in Richtung der Koordinatenachsen jeweils gehen muss, um zu diesem
Punkt zu gelangen. Da sich & hier auf einen festen Bezugsrahmen bezieht, spricht man
auch von einem gebundenen Vektor.

= Ebenso kann man den Vektor ¥ als Angabe verstehen, die die relative Lage zweier
Punkte zueinander beschreibt. Der Vektor charakterisiert also hier die Differenz zweier
Punkte. Typischerweise veranschaulicht man solch einen freien Vektor durch einen
Pfeil, der von einem beliebig gewahlten Anfangspunkt ausgehend zu einem Endpunkt
zeigt. Die Addition zweier Vektoren lasst sich in diesem Modell so veranschaulichen,
dass man den Endpunkt des ersten Vektors als Anfangspunkt des zweiten Vektors
verwendet.

2.3 Beispiel: Die Unterscheidung zwischen freien und gebundenen Vektoren ist etwas sub-
til, wird aber im folgenden Beispiel ganz deutlich. Zur Angabe von Zeitpunkten vewenden
wir die MaBeinheit Uhr, wir sagen also z.B. Der Film beginnt um 20 Uhr, wobei sich
diese Angabe vereinbarungsgemalB auf den Ursprung Mitternacht = 0 Uhr der Zeitachse
bezieht. Wenn der Film um 23 Uhr endet, ergibt die Differenz der beiden Zeitpunkte die
Dauer des Films, also 23 Uhr — 20 Uhr = 3 Stunden. Interessanterweise werden Dauern,
also Zeitdifferenzen, mit einer anderen MaBeinheit, namlich Stunden gemessen. Wenn wir
wissen, dass ein Film 3 Stunden dauert, so stellt diese Information einen Zusammenhang
zwischen Anfangs- und Endzeitpunkt her, unabhangig davon, wann diese konkret sind. In
unserem Beispiel entsprechen also Zeitpunkte den gebundenen Vektoren und Dauern den
freien Vektoren der Zeit. Zu unterscheiden sind sie an der verwendeten MaBeinheit.
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2.4 Norm eines Vektors: Die euklidische Norm® des Vektors & = [z1,. .., x,]" ist durch

|Z]| ;== /23 + -+ 22 = fo
\ i=1

definiert®’. Sie gibt die Linge des Vektors im geometrischen Sinne an und hat folgende
Eigenschaften:

» Positive Definitheit:
|Z| >0 fir Z#0
|Z]|=0 fir #=0
» Homogenitat:
laZ]] = laf - [[Z]|, a€cR
» Dreiecksungleichung:

17+ gl < [[Z]] + [l
17 =gl = [IZ]] = {4l

2.5 Normierung: Sei 7 # 0 ein Vektor, dann erhalt man durch die Normierung

. T
Ty ‘= w57
1z

einen Vektor ¥y der Lange 1, der dieselbe Richtung wie ¥ besitzt.

2.6 Skalarprodukt: Das euklidische Skalarprodukt zweier Vektoren 7,1/ € R™ ist definiert
durch

<fv y_> =Yt Tl = szyz
i=1
Die Vektoren Z, 1/ heiBen orthogonal, wenn

(7, 7) = 0.

Die Vektoren ¥ und ¥ stehen dann im geometrischen Sinne senkrecht aufeinander. Der
Nullvektor ist orthogonal zu allen anderen Vektoren. Skalarprodukt und Norm sind durch die
Formeln

|21 = (7. )
— 1 — — — —
@5 = (1 +71° - 17 - 71P)

verkniipft.

30Eyklid von Alexandria, ca. 300 v. Chr.
31 Andere gebrauchliche Bezeichnungen fiir die euklidische Norm sind |#| und ||%]|>. Bei der zweiten Be-
zeichnung weist das Subskript 2 darauf hin, dass in der Definition die Quadrate der Koordinaten aufsummiert

werden. Man kann ganz allgemein fiir beliebige Zahlen p > 1 die Normen ||Z]|, := (31", xf)l/p definieren.
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2.7 Eigenschaften:

= Symmetrie:
(Z,9) = (4, T)

= [jnearitat
oz, y) = (aZ,y) = (¥,ay), a€R
(T1 + T2, 1) = (@1, 9) + (T2, 7)

xr
(Z,1h + o) = (Z,41) + (T, )

= Binomische Formel:

—

(T+g,7+9) =(T,7) +2(Z,9) + (. 9)

» Satz des Pythagoras:

la|* + [I6)* = ||&1?, falls &=d+b und (d@,b) =0

oder allgemeiner

m

= 112
> Nl =
k=1

2
falls  (d@;,dy) =0 fir i # k.

?

m
D dx
k=1

Sei ¢ der Winkel zwischen Z und ¢, dann gilt
(@,9) = 12 - |g]] - cos .

Cauchy-Schwarz-Ungleichung® :
[(Z, 5| < 12| - I7]]

2.8 Verallgemeinerung: Die euklidische Norm und das euklidische Skalarprodukt sind le-
diglich Spezialfalle sehr viel allgemeiner gefasster Begriffe.

= Eine Funktion, die jedem Element 7 eines Vektorraums V' eine reelle Zahl ||Z|| zuweist,

heiBt Norm, wenn allgemein gilt:

1@+ 71l < 2+ 7l @] > 0 far & # 0

||| = |af - ||,
= Eine Funktion, die jedem Paar 7,y € V eine reelle Zahl (Z,v) zuweist, heiBt Skalar-

produkt, wenn allgemein gilt:

(@) + anda, §) = on (Fr, §) + (T, i), (F,2) > 0 fir £ #0

(7,9) = (7,),
32 Augustin-Louis Cauchy, 1789-1857, und Hermann Schwarz, 1843-1921




2 VEKTORRECHNUNG 26

Zu jedem gegebenen Skalarprodukt lasst sich durch ||Z]| := /(¥ &) eine passende Norm
erklaren. Umgekehrt gibt es aber nicht zu jeder Norm ein passendes Skalarprodukt.

Alle oben genannten Formeln bleiben giiltig. Sofern in einer Formel sowohl Norm als auch
Skalarprodukt auftauchen, ist dabei aber vorauszusetzen, dass diese zueinander passen.

Beispielsweise ist im Vektorraum der Polynome ein Skalarprodukt und die dazu passende
Norm gegeben durch

1/2

o0y = [ p@ate)da, ol = ([ o) e

Eine andere Norm ware beispielsweise

-1
Ipll:= | Ip(a)] da.

hierzu gibt es aber kein passendes Skalarprodukt.

2.9 Vektorprodukt: Das Vektorprodukt (auch Kreuzprodukt genannt) zweier Vektoren
7,y € R3 ist definiert durch

T n T2Y3z — T3Y2
Tog | X | Y2 | = | T3Y1 — T1Y3
Z3 Y3 T1Y2 — T2

Das Ergebnis 7 = ¥ x i/ ist also wieder ein Vektor in R3.
2.10 Eigenschaften:

= Antisymmetrie:

Daraus folgt insbesondere

Ix¥=0
» Linearitat:
a(fxy)=(ad) xy=7ox (), a€R
(fl—FfQ) Xg:fl xy_'—l—@xy_'
fx(yﬁ—l—}):fx _'1—|—3_f‘>< _'2
» Orthogonalitit:

Sei ¢ der Winkel zwischen Z und ¢, dann gilt
12 gl = 121 - 7] - [sin ],

Z X 7 ist also ein Vektor, der senkrecht auf ¥ und ¢ steht und als Lange den Flachen-
inhalt des von & und 3 aufgespannten Parallelogramms besitzt.
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= Die drei Vektoren ¥, v,z X y bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem. Das heiBt
anschaulich gesprochen folgendes: Wenn der Daumen und der Zeigefinger der rechten
Hand in Richtung & und ¥ zeigen, dann zeigt der Mittelfinger in Richtung ¥ x ¥/.

= Spatprodukt: Ist 1 noch ein weiterer Vektor im R*, so beschreibt der Betrag von
(W, x ) das Volumen des durch 0, ¥, i aufgespannten Parallelepipeds (oder Spat),
vgl. Abbildung 7.

Abbildung 7: Ein Parallelepiped oder Spat
Das Vorzeichen von (W, & x ¢) gibt an, ob o, Z, i/ ein Rechtssystem (positiv) oder ein
Linkssystem (negativ) ist. Es gilt:
(0,7 X y) = (Y, W x T) = (Z,y x ).
2.11 Geraden in R": Seien 5 und 7 Vektoren in R” und 7 # 0. Die Gleichung
g T=p+ A, IR,

beschreibt eine Gerade in R"™ in parametrisierter Form. Man bezeichnet p’ als Aufpunkt, 7 als
Richtungsvektor und \ als Parameter der Geraden g.

2.12 Beispiel: In Abbildung 8 ist p'=[5,1]" und 7= [-2,1]%, also

N ) —2
g.x—[ll—l—/\l 1], AeR.

Fiir A = 3 erhalt man den Punkt # = [—1,4]T und fir A = —1 den Punkt 7 = [7,0].

2.13 Abstand Punkt-Gerade: Der Abstand d(q, g) eines Punktes ¢ von der Geraden
g : X =p—+ A\rist definiert als
d(¢. g) = min |17 — ql|.
xreyg
Dies ist also der kleinste Abstand, den ein Punkt auf der Geraden von ¢ haben kann. Der

Punkt * = p4+ \*7, fir den dieses Minimum angenommen wird, ist dadurch gekennzeichnet,
dass der Verbindungsvektor zum Punkt ¢ senkrecht zum Richtungsvektor 7 der Geraden ist,

(& — @7 = (F— G+ X7, 7) = 0.
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2 0 2 4 6 s
Abbildung 8: Die Gerade mit Aufpunkt p"und Richtungsvektor 7

Lost man diese Gleichung nach \* auf, so erhalt man

(7.7
und damit Z*. SchlieBlich ist
d(q,g) = |7 — qll.

2.14 Beispiel [ 2.12]: Fir g: Z=[5,1]7 + A\[-2,1]7 und 7= [2,5]" ist
A =2 und ﬁ:[ﬂ,

vgl. Abbildung 9. Damit erhalt man
d(d,9) = |7 — dll = V5.

2.15 Implizite Form von Geraden in R?: Sei
g T=p+Ar, NeR,

eine Gerade in R? mit Richtungsvektor 7 # 0 und zugehérigem Normalenvektor i. Dies ist
ein Vektor # 0, der senkrecht auf 7" steht, also (7, 77) = 0. Multipliziert man die Darstellung
der Geraden skalar mit 72, dann erhalt man die Gleichung

(&) = (5,71,

die jeder Punkt Z auf der Geraden erfiillt. Betrachten wir umgekehrt einen beliebigen Punkt
7 € R?, der diese Gleichung erfiillt. Dann gilt
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2 0 2 4 6 s
Abbildung 9: Bestimmung des Abstands von ¢ zur Geraden g in Beispiel 2.14

Da jeder Vektor, der senkrecht auf 7 steht, parallel zu 7’ist, gibt es eine Zahl A mit ¥—p = A7
Daraus folgt, dass ¥ tatsachlich auf der Geraden liegt. Wir haben damit gezeigt, dass die
Gerade g genau aus denjenigen Punkten der Ebene besteht, welche die Gleichung (%, 1) =
(p,m) erfillen. Wir nennen dies die implizite Form der Geraden und schreiben

Auf der linken Seite steht eine Linearkombination der Komponenten von #, und auf der

- —

rechten Seite steht die Konstante d := (p,7i) € R. Einen Normalenvektor 7 erhalt man
beispielsweise gemal

. a L b

=15 = =] ]

Damit lautet die implizite Form
g : bxr—ay=d.

2.16 Hesse-Normalform: Normiert man speziell einen Normalenvektor 77 auf Lange 1
[— 2.5], das heiBit

—

o n
ng .= —=+

—»H?

|7

dann lautet die implizite Form einer Geraden ¢ in R?

—

g : (Z,71y) =dy, wobei dy:= (p,ny) = 5.

Diese bezeichnet man als die Hesse-Normalform®® der Geraden g. Sie ist dadurch ausgezeich-
net, dass der Betrag der Konstanten d, den Abstand der Geraden vom Ursprung angibt, also

330tto Hesse, 1811-1874
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Der Abstand eines beliebigen Punktes ¢ € R? von der Geraden ist durch
d(q, 9) = |do — (7. 7o)
gegeben.

2.17 Beispiel [ 2.14]: Sei g : @ = [5,1]7 + A\[—2,1]" und ¢ = [2,5]". Man erhilt
L [ =2 (1 o
r—[ 11 = n—[zl = d={{pa)y="17

und damit die implizite Form

g x+2y="7.

Beispielsweise erfiillen die Punkte z = 7,y = 0 und x = —1,y = 4 diese Gleichung [— 2.12].
Die Normierung

. . 1 1 .
Il =v6 = [ ] L dy= (i) =

Sl

VAL

liefert die Hesse-Normalform

1 n 2 7
=+ —=y=—.

RV RV ARV
Der Abstand der Geraden vom Ursprung ist also dy = 7/v/5. Der Abstand des Punktes
g =[2,5]" ist wie zuvor

d(q,9) = 7/v5 = ([2,5]",[1,2]") /V5] = V/5.
2.18 Ebenen in R?: Seien p, 7,7 Vektoren in R? und 7 := 7 x 7% # 0. Die Gleichung
E . f:ﬁ‘i‘ )\17714-)\2772, )\1,)\2 ER,

beschreibt eine Ebene in R? in parametrisierter Form. Man bezeichnet p' als Aufpunkt, 7y, 75

als Richtungsvektoren, 1 als Normalenvektor und A\i, \s als Parameter der Ebene.

2.19 Abstand Punkt-Ebene: Der Abstand d(q, E') eines Punktes ¢ von der Ebene ¥ =
P+ AMT1 + Aoy ist definiert als

d(q, E) := min |7 — q].

Dies ist also der kleinste Abstand, den ein Punkt auf der Ebene von ¢ haben kann. Der Punkt
T = p+ AT+ 575, fir den dieses Minimum angenommen wird, ist dadurch gekennzeichnet,
dass der Verbindungsvektor zum Punkt ¢ senkrecht zu beiden Richtungsvektoren 77,75 der
Ebene ist, d.h.,

T —q = pun.

Multipliziert man diese Gleichung skalar mit 77, dann erhalt man

(p—qn) =pi i) = p= w,
da (71, 7) = (i%, i) = 0. Der Abstand ist also

d(q, E) = ||l = |l - Il = T
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2.20 Beispiel: Sei p=[1,1,5]7, 71 = [3,0,1]7 und 7 = [1,2,—1]7, also

1 3 1
E : 7= 1]+ 10 ]+ X 2 , )\1,)\2€R.
) 1 —1

Dann ist ein Normalenvektor gegeben durch

—2
ﬁ:F1XF2: 4 = HﬁH:\/56
6

Der Abstand des Punktes ¢ = [1,0,7]” von der Ebene ist

gy 1284
d(q,E)—\/%—\/ﬂ.

Dabei ist 4 = —1/7 und 7* = [9/7, —4/7,43/7]".
2.21 Implizite Form von Ebenen in R3: Sei
E f:ﬁ—l-)\l??l—i-)\gfg, )\1,)\2€R,

eine Ebene in R® mit Normalenvektor 7@ # 0. Multipliziert man die Gleichung der Ebene
skalar mit 7, dann erhalt man analog zum Fall von Geraden in der Ebene die implizite Form

E : (77/) = (5,7).

Die Ebene FE ist also die Menge aller Punkte 7 € R3, die diese Gleichung erfiillen. Auf der
linken Seite steht eine Linearkombination der Komponenten von Z, und auf der rechten Seite
steht die Konstante d := (p,7) € R.

2.22 Hesse-Normalform: Normiert man speziell den Normalenvektor 7 auf Lange 1, d.h.,

dann lautet die implizite Form
E <f, ﬁ0> = d(), wobei do = <ﬁ, ﬁ0> =

Diese bezeichnet man als die Hesse-Normalform der Ebene E. Sie ist dadurch ausgezeichnet,
dass der Betrag der Konstanten d, den Abstand der Ebene vom Ursprung angibt, also

Der Abstand eines beliebigen Punktes ¢ € R3 von der Ebene ist durch
(7, E) = |do — {7, 7o)

gegeben.
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2.23 Beispiel [ 2.20]: Mit = [1,1,5]7, 7 = [-2,4,6]" und & = [x,y, 2]T erhélt man
d = (p, ) = 32 und damit die implizite Form

E : —2x+4y+ 62 = 32.

Die Normierung

~1
1
7| = V56 =2V14 = i m{ 2] = dy= (P, ) =

liefert die Hesse-Normalform
—1 N 2 N 3 16

T z = )

v 14 v 14 4 v 14 vV 14

Der Abstand der Ebene vom Ursprung ist also dy = 16/+/14, und der Abstand des Punktes
g =1[1,0,7]" von der Ebene ist wie zuvor

E :

d(7, E) = [16/V14 - 20/v/14| = 4/v/14.

2.24 Schnitt Ebene-Gerade: Zur Berechnung des Schnittpunkts ©* einer Ebene E mit
einer Geraden ¢ in R? verwendet man zweckmaBigerweise fiir die Ebene die implizite und fiir
die Gerade die parametrische Form,
E
g :

—~

—»’/ﬁ:>:

d
—F+ ), AER

S

Setzt man die Geradengleichung in die Ebenengleichung ein, so erhalt man die Bedingung
(p,7) + N7, il) = d (2.1)
fir den Parameter \* des Schnittpunkts. Nun sind folgende Falle zu unterscheiden:
= Falls (7, 7) # 0, dann ist der Schnittpunkt eindeutig bestimmt und durch

(7, 1)

%

T =p+

gegeben.

= Falls (7,77) = 0 und (p,7) = d, dann ist Gleichung (2.1) fir alle A* € R erfillt; es
gibt also unendlich viele Losungen. Dies bedeutet, dass die Gerade parallel zur Ebene
ist und vollstandig in dieser liegt.

» Falls (7,7) = 0 und (p,7) # d, dann ist Gleichung (2.1) fir kein \* € R erfillt; es
gibt also keinen Schnittpunkt. Dies bedeutet, dass die Gerade parallel zur Ebene ist
und nicht in dieser liegt.
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2.25 Lineare Teilraume: Eine nichtleere Teilmenge L C R™ heiBt linearer Teilraum, wenn
fur 7,y € L und a € R stets auch

Z+y€eL und aif € L.

Ein linearer Teilraum muss also mit zwei Vektoren stets deren Summe und mit jedem Vektor
dessen Vielfache enthalten. Wegen L # () gilt 0 = 0Z € L. Ein Teilraum heiBt trivial, wenn
er nur den Nullvektor enthalt und andernfalls nichttrivial.

2.26 Beispiel:
= R” und {0} sind lineare Teilrdume von R".
» Ly = {[x1, 2] : 21 + 3x9 = 0} ist ein linearer Teilraum von R

» Ly = {[x1, 2] : w9 > 0} ist kein linearer Teilraum von R?, da zum Beispiel [—1,2]7 €
L, aber (—1)-[~1,2]" = [1,-2|" & L.

= Die linearen Teilraume der Ebene R? sind die Ursprungsgeraden sowie R? und {6}

= Die linearen Teilrdume von R? sind die Ursprungsgeraden, die Ursprungsebenen sowie
R* und {0}.

2.27 Linearkombination und lineare Hiille: Seien p, ..., p,, Vektorenin R" und \q,..., \,,
reelle Zahlen. Dann nennt man den Vektor

i=1

eine Linearkombination der Vektoren p; mit Koeffizienten \;. Betrachtet man die Menge aller
moglichen Linearkombinationen von py, ..., p,,, so erhdlt man einen linearen Teilraum von
R™. Dieser wird lineare Hiille der Vektoren genannt und mit Lin(p, . . ., p,,) bezeichnet:

Lm(ﬁl,,ﬁm):{)\lﬁl—l——|—)\mﬁm)\1,,/\m€R}

Ist 5, # 0, so ist Lin(7;) die Gerade in Richtung p; durch den Ursprung. Sind 7, > keine
Vielfachen voneinander, insbesondere also keiner = 0, so ist Lin(py, ps) die durch pi, ps
aufgespannte Ebene durch den Ursprung.

2.28 Lineare Unabhangigkeit: Die Vekoren pi, ..., p,, € R™ heiBen linear unabhangig,
wenn man den Nullvektor nur dann als Linearkombination erhalt, wenn alle Koeffizienten
Null sind. Es muss also gelten:

SApi=0 = M=--=X,=0.
=1

Kann der Nullvektor auch anders gebildet werden, also mit mindestens einem \; # 0, so
heiBen die Vektoren pi, ..., p,, linear abhingig.



2 VEKTORRECHNUNG 34

2.29 Beispiel:
= Die Einheitsvektoren
(1] [0 ] [0 ] [0 |
0 1 0 0
51 = 0 s gg = 0 s 53 = 1 y e ,é;l = 0
0 0 | 0| 1]

sind linear unabhangig, denn aus

A
n /\ .
Sad=| | =0
i=1 :

An

folgt)\lz)\QZ"‘:AnZO.

» Ebenfalls linear unabhangig sind
- 1 — _1
P = 117 2 = 9 |-

q -

Dagegen sind

I
| —— |
— =
—_
R

I
L — |
[
N DO
—_—

linear abhingig, denn 2§, + @ = 0.

2.30 Basis und Dimension: Sei L C R" ein nichttrivialer linearer Teilraum. Wenn die
Vektoren pi,...,pm € L linear unabhangig sind und L = Lin(p},...,pm) gilt, so bilden
D1, - -, Pm €ine Basis von L. Die Anzahl m dieser linear unabhangigen Vektoren heiBt Di-
mension von L, wir schreiben dafiir kurz dim L. = m. Die Vektoren p1, ..., p,, kdnnen zu
einem neuen Objekt zusammengefasst werden, das wir mit dem entsprechenden GroBbuch-
staben bezeichnen; wir schreiben

P = [ﬁlaﬁ?a CI aﬁm]
Fiir den trivialen Teilraum L = {6} der natirlich keine Basis besitzt, legt man die Dimension
dim{0} = 0 fest.
2.31 Beispiel [~ 2.29]:

» Die Einheitsvektoren €1, ..., €, bilden eine Basis des R". Insbesondere ist

dim R"™ = n.

Dagegen ist €, ..., €, keine Basis des R", denn €| & Lin(é, ..., é,).

» P = [P, o] ist eine Basis von R?, aber Q = [}, ¢ nicht.
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2.32 Eigenschaften: Ist L ein nichttrivialer linearer Teilraum von R", so gilt:
» Es gibt eine Basis von L.
= Alle Basen von L bestehen aus gleich vielen Vektoren.
= dim L < n.

2.33 Koordinaten beziiglich einer Basis: Sei P = [p},...,p,]| eine Basis von R",
dann gibt es zu jedem ¥ € R" eindeutig bestimmte reelle Zahlen a4, ..., a,, genannt P-
Koordinaten von T oder auch Koordinaten von I beziiglich P, sodass

F=afi+ o+ aufl

Der Vektor Zp = [ay, ..., a,]T heiBt P-Koordinatenvektor von .

2.34 Beispiel [~ 2.29]:

= Die Koordinaten von ¥ = [z1, z2, .
sind 1, o, . .

.., x,]T bzgl. der Basis E = [¢}, €, ..., €, des R™

» Die Koordinaten von # = [5,—1]7 bzgl. der Basis P = [}, p»] von R? sind a; = 3
und ay = —2, denn

o 5) 1 —1 - o

Der P-Koordinatenvektor von 7 ist also Zp = [3, —2]7.

= ()-Koordinaten machen keine Sinn, da die Vektoren ¢, ¢> keine Basis bilden.

7R N
\ \ N RN .
\ \ \ s \ \
\ \ \ e \ \
\ \ \ . \ \
\ A \ I \
3 \ N \ A
\ \ N \ P
\ \ A\ \ ,
\ N = \ ’
\ \ \ aP (e
\ \ s
2r > \ N
D2 \ \ RN
- \ \ e \
AY A 7 \
\ \ s \
\ \ s \
1 5 P N
N\ \ e \
, s N s \
Pl = qi N \
N v, \
0 A A
T N o =
X e 72}”2
\ D N
\ \ ,
A\ A\ // \
AY A
1 \ />\ \ -
\ AR \ x
\ e \ A
\ \ \
'f_ \ // N\ \
2 1 L' 1 1 Al 1
2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Abbildung 10: P-Koordinaten Zp = [3, —2]T des Vektors 7 = [5, —1] 7.

T

., Tn, und der zugehorige E-Koordinatenvektor ist 'y = & = [21, 29, ..., 2] .
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—

2.35 Orthogonalbasis und Orthonormalbasis: Die Basis P = [p}, ..., py,] von R™ heiBt
= Orthogonalbasis (OB), falls (p;, p;) = 0 fiir alle ¢ # j.

= Orthonormalbasis (ONB), falls (p;, p;) = 0 fir alle i # j gilt und zusatzlich (;, p;) = 1
fur alle 7. Diese Bedingungen kann man auch kurz wie folgt schreiben:

0 wenn i # j,

1 wenni=j.

Der Ausdruck d;; wird Kronecker—Delta genannt.

Jede OB kann durch Normierung [— 2.5] in eine ONB umgewandelt werden.

Orthogonal- und Orthonormalbasen sind unter anderem deshalb besonders wichtig, weil sich
hier die zugehorigen Koordinaten sehr einfach berechnen lassen. Wenn P eine OB ist, dann
sind die P-Koordinaten oy, ..., «, des Vektors & gegeben durch

Es gilt also

Jj=1
Wenn die orthogonalen Vektoren pi, . . ., p,,, nicht den ganzen R", sondern nur einen linearen
Teilraum L := Lin(py,...,Pn) der Dimension m aufspannen, kann ein gegebener Punkt

Z € R™ in der Regel nicht mehr exakt durch eine Linearkombination dargestellt werden.
Definiert man analog zu oben aber

dann ist &, derjenige Punkt in L, der & am néchsten liegt, also die Abweichung |jvx — Z.||
minimiert. Man nennt Z, deshalb auch die beste Approximation von ¥ in L. Man erhalt
so also eine verallgemeinerte Losung des weiter oben beschriebenen Abstandsproblems fiir
Geraden und Ebenen. Charakteristisch ist auch hier die Tatsache, dass ¥ — &, orthogonal zu
allen Vektoren py., k =1,...,m, ist,

m <

(F = Tor i) = (T, %) — D 7
j=1 < Jo

81
81

)

P)

,. (
P;)

<,

S

N

L=t

Y

<ﬁkaﬁk> =0.

l
!
l

7

3
=
s
S
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2.36 Beispiel [~ 2.29]:

Die Basis €7, €5, ..., €, des R" ist eine Orthonormalbasis.
Die Basis 7}, p» des R? ist keine Orthogonalbasis, da (py, p») # 0.

Die Vektoren u; = [1,1,1]7,dy = [1,—1,0]%,d3 = [1,1,—2]" bilden eine OB des
R3. Sie bilden aber keine ONB, da z.B. (i, 4;) = 3. Die U-Koordinaten des Vektors
= [2,0,—1]7 sind gegeben durch #; = [1/3,1,2/3]".

Durch Normierung der Vektoren iy, i, ti3 erhalten wir die ONB

o ! oo |t oo !
waf) -3l -]

Die V-Koordinaten des Vektors & = [2,0, —1]7 sind &y = [1/v/3,v/2,4/V6]".
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3 Komplexe Zahlen

Komplexe Zahlen sind etwas sehr Einfaches, namlich Vektoren in R? versehen mit einer
speziellen Form der Multiplikation. Anstelle der bekannten Zahlengeraden erhalt man also
eine Zahlenebene. Fiir die Grundrechenarten gelten alle bekannten Rechenregeln unverandert.
Allerdings gelten Aussagen wie ,,das Quadrat einer Zahl ist niemals negativ* nicht mehr.
Insbesondere gibt es eine komplexe Zahl i, deren Quadrat gleich —1 ist. Beim Umgang
mit elementaren Funktionen gelten viele Regeln ebenfalls unverandert, es werden aber auch
interessante neue Zusammenhange sichtbar, beispielsweise zwischen der Exponentialfunktion
und den trigonometrischen Funktionen.

3.1 Komplexe Multiplikation: Fiir zwei Vektoren

5 a1 N a2
a-lh] A%

in R? wird neben der (iblichen Addition die komplexe Multiplikation

a1 — blbg
CL1b2 + b1a2

Z| * 2o ::[

definiert. Sie hat folgende Eigenschaften:

» Kommutativgesetz:
» Assoziativgesetz:

» Distributivgesetz:

— — —

Zix(Zh+2Z3) =21 x 2+ 21 % 25

Der Raum RR? versehen mit der komplexen Multiplikation wird komplexe Zahlenebene genannt
und mit C bezeichnet. Die Elemente von C heiBen komplexe Zahlen.

3.2 Beispiel:

o 2 o 4 o o S 5
21 = 11 2o = 3 = 1% 2o = 29 %k 21 = 10

3.3 Einheiten: Die Einheitsvektoren €] und é5 in der komplexen Zahlenebene werden mit

i) e

bezeichnet und reelle Einheit bzw. imagindre Einheit genannt. Es gilt also

z_[‘g]_aﬂbz
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Man bezeichnet a als Realteil und b als Imaginarteil der komplexen Zahl Z und schreibt dafiir
a=Rez, b=ImZ.

Merke: Real- und Imaginarteil sind reelle Zahlen.
Fiir eine beliebige komplexe Zahl Z = [a, b]T gilt

[l #3012

I ist also das neutrale Element der komplexen Multiplikation, wahrend Multiplikation mit i
den gegebenen Vektor Z' um den Winkel 7/2 gegen den Uhrzeigersinn dreht. Insbesondere

gilt
1%1 = —1.

Damit erhalt die Multiplikationsregel nach dem Distributivgesetz die Form
(alf+ bJ) * (agf—l— bQZ) = alag(f* f) + albg(f* Z) + blag(;* f) + blbg(;* Z)
= (CL16L2 — b1b2)f+ (CleQ + blaQ)Z

3.4 Notation: Beim Rechnen mit komplexen Zahlen ist es iiblich, die Vektorpfeile wegzu-
lassen. Man schreibt also
z=al+bi fir Z=al+bi.

Weiterhin wird die Notation der reellen Einheit weggelassen. Man schreibt also
z=a-+bi fir z=al+ bi.

SchlieBlich wird auch der Mal-Punkt nicht mit einem speziellen Symbol notiert. Man schreibt
also
z129 oder 21 - z9  flr 21 % 2.

Die Rechenregeln lauten nun

(CLl + bll) + (CLQ + bQZ) = (CLl + CLQ) + (bl + bQ)Z
(a1 + bll) . (&2 + bQZ) = (&1&2 — blbg) -+ (albg -+ blag)i.

Das Rechnen mit komplexen Zahlen folgt also denselben Gesetzen wie das Rechnen mit
reellen Zahlen. Es ist lediglich die Regel

ii=1=—1
zu beachten.
3.5 Beispiel [~ 3.2]:

(2+40)+(4+3i)=6+4i, (2+41)-(4+3i)=5+10i
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3.6 Polarkoordinaten: Der Punkt z = a + bi kann entweder durch seine kartesischen
Koordinaten (a, b) oder durch seine Polarkoordinaten (r, ) definiert werden. Dabei ist r der
Abstand vom Ursprung und ¢ der Winkel zur reellen Einheit 1,

a| | cosp . .
[bl—rlsmgpl bzw. a4 bi =r(cose +isingp).

Man nennt r den Betrag und ¢ das Argument von z und schreibt
r=lz|, p=argz.

Das Argument ¢ wird von der positiven reellen Achse aus im mathematisch positiven Sinn,
also gegen den Uhrzeigersinn, gemessen. Weiterhin ist zu beachten, dass ¢ nur bis auf
Vielfache von 27 bestimmt ist. Typischerweise wahlt man ¢ € (—m, 7| und genau davon
gehen wir im Folgenden aus. Es ware aber auch méglich, ¢ in [0, 27) oder in jedem beliebigen
anderen halboffenen Intervall der Lange 27 zu wabhlen.

= Umrechnung von Polarkoordinaten (7, ) in kartesische Koordinaten (a, b):

a = 1Ccos ¢, b= rsinp.

= Umrechnung von kartesischen Koordinaten (a,b) # (0,0) in Polarkoordinaten (7, ¢):
r = VETTE, o +arccos(a/r), b>0
—arccos(a/r), b<0.
fur ¢ € (—m, 7.
3.7 Beispiel: Fir z =1 — /3i ist
2| =r =124+ (=V/3)2 =2
cosp=afr=1/2, b<0 = argz=¢p=—7/3.
Es gilt also
1 — V3 =2(cosm/3 — isinm/3).
Man kénnte anstelle von arg z = —m/3 auch arg z = 57/3 oder arg z = 117/3 wahlen.
3.8 Konjugation: Die Spiegelung einer komplexen Zahl an der reellen Achse bezeichnet
man als Konjugation und schreibt dafiir
Z=a+bi=a— .
Z wird die zu z konjugiert komplexe Zahl genannt. Es gilt

zZ =z
2Nt =211%2, Z1-22=21'%22
z-Z=(a+0bi)-(a—0bi)=a*+b=|z)?

Z2+z z—7Z

R = I =
ez 5 mz 5
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3.9 Division: Man berechnet den Quotienten zweier komplexer Zahlen, indem man mit
dem konjugiert Komplexen des Nenners erweitert,
21 2122

= 05 227&0

22 |zl
Damit ist der Nenner reell und die Division problemlos méglich. Division durch Null ist wie
ublich ausgeschlossen.
3.10 Beispiel:
4+ (4+1)(2+ 30) 5+14: 5 14
= = = —1

2-3i (2—-3)(24+3) 13 13 13

3.11 Geometrische Deutung der Multiplikation: Gegeben seien zwei komplexe Zahlen
mit Polarkoordinaten (71, ¢1) und (2, ¢2), also

21 = r1(cos 1 + isin )

29 = 19(COS g + i sin 9)
Berechnet man das Produkt, so erhalt man
2129 = T1T9 ((COS (1 COS g — Sin 1 8in Ys) + i(cos @y sin @y + sin @y cos gpg))

GemalB der Additionstheoreme fiir Winkelfunktionen lasst sich dies einfacher schreiben als

2129 = T1T9 (cos(npl + o) +isin(p; + gog)).

Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen entspicht also einer Multiplikation der Betrage
und einer Addition der Argumente. Genauso entspricht die Division zweier komplexer Zahlen
einer Division der Betrage und einer Subtraktion der Argumente,

1" _ .. _

St (cos(cpl ©a) + i sin(pg @2)).
3.12 Komplexe e-Funktion: Man definiert fiir rein imaginare Argumente die e-Funktion
durch A

e :=cosp+isingy, ek

Dieser Zusammenhang wird auch Euler-Formel genannt. Es gilt |e’¢| = 1. Das heiBt, ¢ ist
eine Zahl auf dem komplexen Einheitskreis, die durch den Winkel ¢ bestimmt ist. Damit hat
eine komplexe Zahl mit Polarkoordinaten (r, ) die Darstellung

2 =re¥
und die Multiplikation bekommt die einfache Form
212y = (rlem) : (7’2€in2> = rroe’$1te)
Definiert man die e-Funktion fiir beliebige komplexe Argumente z = a + b durch
T = e ¢ = ¢%(cos b+ isinb),

dann gilt allgemein

el . g2 = ez1+22’ el /622 — g?17 %2

Die Bildmenge umfasst alle komplexen Zahlen mit Ausnahme der 0.
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3.13 Beispiel:

ez7r/2 _ i, el = —1, 6—z7r/2 _ —i, €2+27r _ —62

3.14 Komplexer Logarithmus: Die Umkehrfunktion der e-Funktion wird als natiirlicher
Logarithmus bezeichnet. Sei w # 0 gegeben, dann muss fiir Inw = z = a + bi gelten

Hieraus folgt
|lw| =e*, argw =10

und
Inw = In |w| + 7argw.

Man beachte, dass der Logarithmus der Zahl 0 nicht definiert ist und dass sich die Mehr-
deutigkeit des Arguments auf die Logarithmusfunktion iibertragt. Fiir w = —3 ist also jede
Zahl der Form In3 + im(1 4 2k) mit k € Z ein moglicher Logarithmus, also beispielsweise
In(—3) = In3 + im oder In(—3) = In3 — im. Um Eindeutigkeit herzustellen, wahlt man
wieder Winkel aus dem Intervall argw € (—m, 7] und spricht dann vom Hauptzweig des
Logarithmus. Wenn nichts anderes gesagt wird, gehen wir im Folgenden genau davon aus.
Man beachte aber, dass die Rechenregeln

In(wy - wy) = In(wy) + In(wsy), In(w;/we) = In(w;y) — In(w,)

dann nur noch bis auf Vielfache von 27 gelten. Beispielsweise ist

In9=1In((-3)-(-3)) # In(—3) + In(—3) = 2(In3 + i7) = In 9 + 2mi.
3.15 Beispiel:

Inl =0, In(—1) =inm, In(i) =in/2, In(3 —4i) = In5 — iarccos(3/5)
3.16 Komplexe Potenzfunktion: Fir komplexe Zahlen x # 0 und y definiert man die
Potenz x¥ durch

z¥ = e¥n7,
Die komplexe Wurzelfunktion ist definiert durch
Yz =Y =AM e N.

Dabei ist In jeweils wieder der Hauptzweig des Logarithmus.

3.17 Beispiel:
Z'i _ eilni _ 6—7r/27 \/__1 _ e(ln(—l))/2 _ eiw/Q _ Z:, \/T — 4
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3.18 Nulistellen von Polynomen: Die Nullstellen eines quadratischen Polynoms
p(z) =az? +bz+c, a#0,

sind durch die Formel
—b+Vb? — dac

2a
gegeben. Dabei ist die Wurzel im komplexen Sinn zu verstehen und deshalb stets definiert.
Es gibt also immer zwei (unter Umstianden zusammenfallende) Losungen einer quadratischen
Gleichung im Komplexen.

212 =

Allgemein gilt der Fundamentalsatz der Algebra: Das Polynom
p(2) = a2 +ap 12" - Fag, ap, #0
hat stets n komplexe Nullstellen.

3.19 Beispiel:
6++v/—16

2?2 —62413=0 = A= =3+2

3.20 Beispiel: Zur Losung der Gleichung
22 —8i=0

setzt man z = re? und erhalt
7,,36321,0 — 8€z7r/2'

Ein Vergleich der Betrage liefert » = 2, und fiir das Argument erhalt man
3p=n/2+2km, keZ.

Dabei wurde verwendet, dass die e-Funktionen (bereinstimmen, wenn sich die Argumente
um ein ganzzahliges Vielfaches von 27 unterscheiden. Man erhélt eine Folge von Argumenten

T 2kw
=—4+—, keZ,
PR T3
aber nur drei davon fiihren auf verschiedene Losungen,

T 5% 3T

%:6’ 901:€> <P2:7~

Alle anderen Werte unterscheiden sich von den gegebenen drei um ein ganzzahliges Vielfaches
von 27 und liefern deshalb keine weiteren Losungen. Man erhalt schlieBlich

20 =20 =\/3+i, 2z =20 = /344, 2z =232 = 9.
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4 Lineare Gleichungssysteme

Das Losen linearer Gleichungssysteme ist eine der wichtigsten Aufgaben der angewandten
Mathematik. Wahrend hier nur sehr kleine Beispiele betrachtet werden, die sich von Hand
l6sen lassen, treten in der Praxis auch Systeme mit Tausenden oder sogar Millionen von
Gleichungen fiir entsprechend viele Unbekannte auf. Wir besprechen hier nur den GauB-
Algorithmus, weisen aber darauf hin, dass es noch eine Reihe anderer Losungsverfahren gibt
(z.B. QR-Zerlegung, Cholesky-Zerlegung, iterative Verfahren), die abhangig von der GroBe
und Struktur des Problems gegebenfalls besser geeignet sind.

4.1 Beispiel: Man berechne den Schnittpunkt der drei Ebenen

Fy :2z+ y+ 2=1
Ey : 324+ y+ 2z2=2
FEs : dx+2y+32=0,

vgl. Abbildung 11 (links).

Abbildung 11: Schnittpunkt von drei Ebenen und Schnittgerade von zwei Ebenen.

Subtrahiert man das Dreifache der ersten Zeile vom Doppelten der zweiten Zeile, so erhalt
man die Bedingung
—y—z=1

Subtrahiert man das Doppelte der ersten Zeile von der dritten Zeile, so erhidlt man die
Bedingung
z=—2.

Setzt man dies in die vorherige Gleichung ein, so erhalt man die Bedingung
—y+2=1

und damit den Wert y = 1. Setzt man dies in die erste Gleichung ein, so erhalt man die
Bedingung
2r+1—-2=1

und damit den Wert = = 1. Der Schnittpunkt ist also 7 = [1,1, —2]T.



4 LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME 45

4.2 Beispiel [ 4.1]: Es soll die Schnittmenge der Ebenen E; und E, berechnet werden,
siehe Abbildung 11 (rechts). Wie zuvor erhilt man aus E; und E, die Bedingung

—y—z=1.

Da keine weiteren Bedingungen vorhanden sind, kann man beispielweise der Variablen z einen
beliebigen Wert zuordnen, sagen wir

z=t, telk

Damit ergibt sich
—y—t=1 = y=-1-1

Setzt man dies in die Gleichung von Ej ein, so erhdlt man die Bedingung
e+ (—t—-1)+t=1

und damit x = 1. Die Menge aller Schnittpunkte ist also gegeben durch

1 1 0
F=|—-t—1|=|-1|+t| -1, teRr.
t 0 1

Die Lésungsmenge ist also eine Gerade.
4.3 Beispiel [ 4.1]: Gesucht ist der Schnittpunkt der Ebenen F;, E5 und Ej, wobei
E4 xr+ Yy +z=3.

Subtrahiert man vom Doppelten dieser Gleichung die Gleichung von E;, so erhdlt man die
Bedingung
Yy+z=20.

AuBerdem folgt aus den Gleichungen fiir F; und E5 wie zuvor
—y—z =1
Addiert man die beiden letzten Gleichungen, so erhalt man den Widerspruch
0=6.
Es gibt also keinen Schnittpunkt.

4.4 Lineares Gleichungssystem: Ein lineares Gleichungssystem (LGS) mit m Gleichungen
fir den Vektor ¥ = [x1, 29, ..., 2,]T der Unbekannten hat die Form

a11T1 + a1 2% + -+ ATy = by

2121 + Q29%2 + -+ - + A2 n Ty = by

Q121 + Q222 +-+ ALy = bm
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wobei die Koeffizienten a; ; und die Werte b; vorgegebene reelle Zahlen sind. Gesucht ist die
Menge aller Vektoren Z, fiir die alle Gleichungen erfiillt sind. Die Koeffizienten a; ; auf der
linken Seite kann man zu einem Zahlenschema der Form

11 Q12 - Q1p

Q21 Q292 -+ QA2n
A= . . .

Am,1 Am,2 = Amn

zusammenfassen. Man nennt A die Matrix des Gleichungssystems. Die Werte auf der rechten
Seite by, by, ..., b, kann man zu einem Vektor b= [b1,...,bn]T zusammenfassen und man
schreibt fur das LGS dann auch kurz

A7 =10.

4.5 Typisches Losungsverhalten: Das Verhaltnis zwischen der Anzahl n der Unbekannten
und der Anzahl m der Bedingungen ist ein wichtiger Indikator fiir die Losbarkeit des Systems.
Wir unterscheiden die folgenden Fille:

= Im Fall m = n nennt man das LGS quadratisch. Es gibt also genauso viele Unbekannte
wie Bedingungen und somit typischerweise eine eindeutige Losung [— 4.1].

» Im Fall m < n ist das LGS strukturell unterbestimmt, da es weniger Bedingungen als
Unbekannte gibt. Hier gibt es typischerweise unendlich viele Lésungen [— 4.2].

» Im Fall m > n ist das LGS strukturell dberbestimmt, da es mehr Bedingungen als
Unbekannte gibt. Hier gibt es typischerweise keine Losung. In der Praxis ist dieser Fall
dennoch relevant — man sucht dann nach einem Vektor Z, der das LGS ndherungsweise
erfiillt, also beispielweise die Norm des Fehlers || A — b|| minimiert.

Mit dem Wort , typischerweise” ist hier folgendes gemeint: Wenn man bei gegebenem n und
m eine groBe Zahl von Gleichungssystemen betrachtet und dabei die Eintrage der Matrix
A und der rechten Seite gzuféllig wahlt, dann wird in der ganz iiberwiegenden Zahl der
Falle das genannte Losungsverhalten zu beobachten sein. Aber Achtung: Ausnahmen mit
einem abweichenden Verhalten sind im Einzelfall natiirlich jeweils moglich, statistisch gesehen
aber eben unwahrscheinlich. Beispielsweise ist das System in Beispiel 4.3 quadratisch mit
n = m = 3, es gibt aber keine Lésung. Andert man aber nur einen der neun Eintrage der
Matrix um einen beliebig kleinen Wert, dann ist das LGS wieder eindeutig lsbar. Nach diesen
qualitativen Uberegungen wenden wir uns nun einer exakten Losungsstrategie zu.

4.6 Beispiel:
= In Beispiel 4.1 ergibt sich ein quadratisches Gleichungssystem mit
2 1 1] 1
A=13 1 1 und b= | 2
4 2 3 0

= In Beispiel 4.2 ergibt sich ein unterbestimmtes Gleichungssystem mit

2 1 1] - |1
:311_ undb:2

A
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4.7 Elementare Umformungen: Es ist zweckmaBig, das LGS A7 = bin folgendem Sche-
ma zu notieren:

1 To Tn | b
a1l 1.2 a1y | b1
2,1 (22 asy | b2

: Am,1 Qm2 *° Amn bm
Die Zahlen in den Kastchen enthalten fortlaufende Zeilennummern, die nur der Kennzeich-
nung dienen. In dem Schema sind die folgenden elementaren Umformungen erlaubt:

» Zeilenvertauschung: Zwei Zeilen
&
dirfen vertauscht werden.
» Spaltenvertauschung: Zwei Spalten
T T

diirfen vertauscht werden. Dabei ist zu beachten, dass auch die Eintrage in der Kopf-
zeile vertauscht werden.

= [ jnearkombination: Die i-te Zeile darf durch die Linearkombination

o px@-ax[]

ersetzt werden, sofern p # 0. Insbesondere kann man ¢ = 0 wahlen und so eine
Skalierung der i-ten Zeile erreichen.

Durch geeignete elementare Umformungen kann man ein gegebenes LGS in eine einfachere
Form Uberfiihren, deren Losung sich unmittelbar ablesen Iasst.

4.8 Beispiel [~ 4.1]: Das Schema zu dem angegebenen LGS hat die Form

b
1
2
0

Durch Linearkombination kénnen die jeweils ersten Koeffizienten der zweiten und der dritten
Zeile zu Null gemacht werden:

xZ
: 2
2x|2|-3x|1]=[4]: 0 -1 -1
Ix[3]-2x[1]=[5]: 0 0o 1|-=2
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Das Schema hat nun gestaffelte Form und kann schrittweise aufgelost werden:

: z=-2
: —y—z2=1 = —-y+2=1 = y=1
[1]: 204y+z=1 = 22+1-2=1 = az=1
Die Lésung ist also 7 = [1,1, —2]T.
4.9 Beispiel [~ 4.2]: Das Schema zu dem angegebenen LGS hat die Form
Ty b
[1]: 2 1 1]1
[2]: 3 1 12

Durch Linearkombination kann der erste Koeffizient der zweiten Zeile zu Null gemacht wer-
den:

— =

r Yy =z
[1]: 2 1 1
2x[2]-3x[1]=[3]: 0 -1 —1

In der letzten Zeile kann entweder der Wert von y oder der Wert von =z frei gewahlt werden.
Wir setzen z.B. z =t fiir eine beliebige Zahl ¢t € R und erhalten damit

: —y—z=1 = —-y—-t=1 = y=-1-1
: 20 +y+z2=1 = 22uzx+(-1-t)+t=1 = z=1

b
1
1

Die Losungsmenge ist also die Gerade

1 0
r=| -1 |+t| -1 |, teR
1

4.10 Beispiel [+ 4.3]: Das LGS hat hier die Form

Y
: 1
: 1
: 1
Elimination der Eintrage in der ersten Spalte mittels Linearkombination ergibt
xr oy oz b
[1]: 2 1 1)1
2x[2|-3x|1|=[4]: 0 -1 —1]1
2x[3|-1x|1]=[|5]: 0 1 1|5
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Elimination in der zweiten Spalte ergibt die gestaffelte Form

T Y zl;

[1]: 2 1 1|1

4] 0 -1 —1]1
[5]+[4]=[6]: 0 o o6

Aus der letzten Zeile ergibt sich der Widerspurch
0z + 0y 4+ 0z = 6.

Es existiert also keine Losung.

4.11 Gestaffelte Form: Wie in den Beispielen zuvor gesehen, lasst sich die Losung ei-
nes LGS einfach bestimmen, indem man es durch elementare Umformungen auf gestaffelte
Form®* bringt:

By i Br Fpp oo @b
o x * * *
0 e * *
0 O * *
0 0 ° * * | %
0 0 0 0| x
0 O 0 0 0 | x
Dabei sind
" Ty,...,T, eine Umordnung der gesuchten Komponenten z1,...,x,, die durch Spal-

tenvertauschungen entstanden ist,
= alle mit  markierten Eintrage von Null verschieden,
= alle mit * markierten Eintrage beliebig,

= alle mit x markierten Eintrage beliebig.
Die Existenz von Losungen hangt von den mit x markierten Eintragen ab:

= Wenn ein einziger dieser Eintrage von Null verschieden ist, dann besitzt das LGS keine
Losung.

= Wenn es keine Nullzeilen und damit keine derartigen Eintrage gibt oder wenn alle diese
Eintrage gleich Null sind, dann existieren Losungen. Diese sind wie folgt gegeben: Die

Werte von Z,,1,...,%, konnen beliebig vorgegeben werden,

j7”-|-1:t1a ey Tp=tpp, tla'~~7tn—T€R~
Davon ausgehend konnen der Reihe nach die Werte von Z,,%,_1,...,%; bestimmt
werden.

34Dje gestaffelte Form wird auch Zeilenstufenform genannt.
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4.12 GauB-Algorithmus: Der GauB-Algorithmus® gibt Regeln an, mit denen ein LGS auf
gestaffelte Form gebracht werden kann:

1. Suche ein Element a; ; # 0. Vertausche die erste mit der j-ten Spalte und vertausche
die erste mit der i-ten Zeile.

2. Ersetze alle Zeilen mit Index ¢ > 2 durch die Linearkombination
apq X — ;1 X .

Damit haben die erste Zeile und die erste Spalte die gewiinschte Form. Die erste Spalte
wird im weiteren Verlauf des Algorithmus nicht mehr verandert. Auch die erste Zeile ist
im Wesentlichen fertig, hier wird hochstens durch spatere Spaltenvertauschungen noch die
Reihenfolge der Eintrage verandert. Nun wendet man das Verfahren analog auf die zweite
Zeile und die zweite Spalte an, wobei zu beachten ist, dass die erste Zeile nicht mehr fiir
Zeilenvertauschungen verwendet werden darf. So verfahrt man weiter, bis die gestaffelte Form
erreicht ist.

4.13 Beispiel: Fiir einen reellen Parameter o € R sei das folgende LGS gegeben:

Ty X9 XT3 T4 Ty b
[1]: 1 1 3 -2 4[-1
[2]: -1 -1 -3 2 —4]| «
[3]: 0o o -2 1 o] 3
[4]: 0o o0 4 —2 o0]-6

Elimination der Eintrage in der ersten Spalte mittels Linearkombination ergibt

1 T2 XT3 T4 Ty g
1 1 3 =2 4 -1
0 0 0 0 Ojla—-1
0 0 -2 1 0 3
0 0 4 -2 0 —6

Um die zweite Zeile in die gewiinschte Form zu bringen, wird in den Zeilen , , ein
von Null verschiedener Eintrag gesucht. Wir wahlen z.B. den Eintrag a3 4 = 1. Vertauschung

der zweiten und der vierten Spalte sowie der Zeilen und ergibt

r1 T4 XT3 To Ty 5
[1f: 1 -2 3 1 4] -1
3]: 0o 1 -2 0 o0 3
[5]: 0 0o 0 0 0la-1
[4]: 0 -2 4 0 of -6

35Carl Friedrich GauB, 1777-1855
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Nun werden die Eintrage der Zeilen , in der zweiten Spalte zu Null gemacht:

T4 T4 X3 Ty Iy g
[1]: 1 -2 3 1 4] -1
[3: 0 1 -2 0 o 3
[5]: 0 0 0 0 0la-1
0 0

[6]: 0 o0 o 0

Damit ist die gestaffelte Form erreicht. Es ist » = 2, und die Umordnung der Lésungskom-
ponenten ist hier

i’l = T, i’g = T4, (Z’g = I3, 5]4:1’2, Ts = T5.
Nun sind zwei Falle zu unterscheiden:
= Wenn « # 1, dann gibt es keine Losung.
= Wenn a = 1, dann gibt es einen Losungsraum mit n — r = 3 freien Parametern,
ZT3 :tl, T2 :tg, Ty :tg.

Durch Einsetzen in die Zeilen und erhalt man schlieBlich die Losung

+t + 19 + t3 t1,10,t3 € R.

T:l
O W O O ot
O = O =
OO O = =
_ O O O

4.14 Homogenes LGS: Ein LGS A7 = b heiBt homogen, wenn die rechte Seite b der
Nullvektor ist und anderenfalls inhomogen. Ein homogenes LGS besitzt stets mindestens
eine Losung, ndmlich den Nullvektor. Betrachtet man die gestaffelte Form fiir ein homogenes
System, dann sind alle mit x markierten Eintrage Null. Man kann also die Werte

Trp1=1t1, ...y, Tn=tpr, tlv"'7tn77‘€R
beliebig vorgeben und erhalt somit eine Losungsmenge mit (n — r) freien Parametern. Diese
entsprechen genau (n — ) linear unabhangigen Losungen. Die Losungsmenge bezeichnet
man als Kern von A und schreibt dafiir

ker A := {7 : A% = 0}.

Der Kern von A ist ein linearer Teilraum des R” mit dimker A := n — r (vgl. 5.11 im
nachsten Kapitel). Die Zahl r, also die Anzahl der von Null verschiedenen Zeilen in der
gestaffelten Form wird als Rang von A bezeichnet und man schreibt rang A := r. Es gilt
also die Dimensionsformel

dimker A + rang A = n,

d.h., die Dimension des Kerns und der Rang der Matrix ergeben zusammen die Spaltenzahl.
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4.15 Beispiel [+ 4.13]: Sei

11 3 =2 4
-1 -1 -3 2 -4

o 0 -2 1 0}

0 0 4 =2 0

A=

dann erhilt man fir das homogene LGS A% = 0 die gestaffelte Form

X1 T4 X3 To9 I
(1]: 1 -2 3 1 4
3l: 0 1 -2 0
5: 0 0 0 0

0

6l: 0 0 0O

Hier ist wie zuvor r = 2 und damit

S O O O|oy

0
0
0

rang A =2 und dimker A= 3.

Mit
1 -1 —4
0 1 0
fl = 1 5 _‘2 - 0 5 _‘3 - 0
2 0 0
0 0 1

ist der Kern von A gegeben durch
ker A = {tlfl -+ tgfg + tgl_"g, tl,tg,tg S R} = Lil’l(fl, fg,fg).
Es ist also ¥y, 75, Z5 eine Basis von ker A.

4.16 Superpositionsprinzip: Sei 7, eine Losung des LGS Ax = b und &), € ker A eine
Lésung des zugehérigen homogenen Systems, dann ist auch T := Zs + ), eine Losung von
A% = b. Sind umgekehrt ¥ und &, Loésungen von Ax = b, dann ist T =7 —7s € ker A
eine Losung des homogenen Systems. Man kann also jede Lésung von Ax = b in der Form

f:fs—i—fh, a_:'hekerA,

darstellen. Mit anderen Worten gilt: Die allgemeine Losung eines inhomogenen Systems er-
halt man als Summe einer speziellen Losung dieses Systems und der allgemeinen Losung des
zugehorigen homogenen Systems. Dieser grundlegende Sachverhalt wird als Superpositions-
prinzip bezeichnet.

Beachte: Fir 57& 0 ist der Losungsraum des inhomogenen Systems A% = b kein linearer
Teilraum, da der Nullvektor keine Losung liefert.
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4.17 Beispiel [+ 4.13]: Sei speziell @ = 1. Man rechnet leicht nach, dass z.B.

0

0

Ts:=| —5H

-7

0

das gegebene inhomogene LGS

1 1 3 -2 4 -1
-1 -1 -3 2 —4 |, 1
0 0 -2 1 0|""| 3
0o 0 4 -2 0 —6

l6st. Zusammen mit dem in Beispiel 4.15 bestimmten Kern von A erhalt man somit die
Losungsmenge
f:fs+tlfl+tgfg+t3f3, tl,tg,tg, € R.

Diese Darstellung unterscheidet sich von der in Beispiel 4.13 angegeben Form. Die Gesamtheit
der Losungen ist aber in beiden Fallen genau dieselbe. Dies sieht man, indem man in der
hier angegebenen Losung den freien Parameter ¢; durch ¢; + 5 ersetzt.

4.18 Determinante: Sei A eine (n x n)-Matrix. Dann kann man die eindeutige Losbarkeit
des LGS AZ = b mit Hilfe der Determinante von A entscheiden. Die Determinante ist eine
reelle Zahl, die wie folgt definiert ist: Wenn A eine (1 x 1)-Matrix ist, dann ist det A := a4 ;.
Anderenfalls gilt

det A := Z(—l)H—jCLi,j det Ai,j-
j=1

Dabei ist i ein beliebiger Zeilenindex und A, ; eine (n — 1) x (n — 1)-Matrix, die durch
Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte aus A entsteht. Damit ist die Berechnung
der Determinante auf ein Problem niedrigerer Dimension zurilickgefiihrt und wiederholte
Anwendung fiihrt schlieBlich auf Determinanten von Matrizen der Dimension (1 x 1). Anstelle
der oben angebenen Formel, die man auch Entwicklung nach der i-ten Zeile nennt, kann man
auch nach der j-ten Spalte entwickeln,

det A .= Z(—l)i—HCLLj det AiJ.
i=1

Es gilt: Das quadratische LGS AT = b ist genau dann eindeutig |6sbar, wenn det A # 0.
Aquivalent hierzu sind die Aussagen

det A#0 < dimkerA=0 < rang A =n.

4.19 Spezialfille:

= n=2:
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» n = 3: Entwicklung nach der ersten Zeile ergibt°

a b c
A=|d e f |, detA=alei—hf)—0b(di—gf)+c(dh— ge).
g h 1

= Wenn A eine obere oder untere Dreiecksmatrix ist, also

a1 Q12 a3 0 dip aip O o --- 0
0 (22 Q23 -+ dop Q21 Q22 0 0
A=| 0 0 azz -+ a3n | oder A= | as1 asz2 azz -+ 0 |
i 0 0 0 st Qpp ] L Qp1 Gp2 Ap3 - Qpnp ]

dann ist det A das Produkt der Diagonalelemente,

det A = 11022 App-

4.20 Beispiel:

3 5
det [ 9 4 ] =2
1 3 2
det | 2 0 1|=9
3 2 1
1 2 3 4
0 3 21
det 00 4 5 =1-3-4-2=24
00 0 2
4.21 Geometrische Bedeutung:
» Fir n = 2 ist der Betrag von det [ CCL d gleich dem Flacheninhalt des von den

Vektoren [ CCL ] und [ Z ] aufgespannten Parallelogramms, vgl. Abbildung 12.

» Firn =3 gilt:
ay bl C1 . .
det | as by co | =det(@bc) =(d,bxc).

as by c3

Der Betrag ist nach 2.10 das Volumen des Spats, der von den Vektoren @, 5 ¢ aufge-
spannt wird.

36F(ir die ausmultiplizierte Form det A = aei+bfg+cdh—gec—hfa—idb gibt es eine praktische Merkhilfe,
die als Regel von Sarrus bekannt ist, aber Achtung: Diese Regel lasst sich nicht auf hoherdimensionale
Matrizen Ubertragen.
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Abbildung 12: Das von den Vektoren [a, c|T und [b, d]” aufgespannte Parallelogramm

4.22 Determinante und elementare Umformungen: Die Definition der Determinante
[— 4.18] eignet sich nur fiir sehr kleine Dimensionen oder in Spezialféllen fir die praktische
Berechnung. ZweckmaBig ist es im Allgemeinen vielmehr, die Matrix durch elementare Um-
formungen [— 4.7] auf gestaffelte Form zu bringen und dann die einfache Regel fiir obere
Dreiecksmatrizen anzuwenden. Dabei ist zu beachten, dass sich durch elementare Umfor-
mungen der Wert der Determinante andert:

= Zeilen- und Spaltenvertauschung: Entsteht die Matrix A durch Vertauschung von zwei
Zeilen oder zwei Spalten aus der Matrix A, dann wechselt das Vorzeichen,

det A = — det A.

» Linearkombination: Entsteht die Matrix A aus der Matrix A, indem die i-te Zeile ersetzt
wird durch die Linearkombination

« px[i]-ax[j]

dann gilt .
det A = pdet A.

Wourde also die Matrix A durch eine Reihe elementarer Umformungen auf die gestaffelte
Form B gebracht, dann berechnet man zunachst det B als Produkt der Diagonalelemente.
Der gesuchte Wert det A ergibt sich, indem man det B durch alle Faktoren teilt, die fiir die
einzelnen elementaren Umformungschritte gelten.
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5 Matrizenrechnung

Die im letzten Kapitel als rechteckige Zahlenschemata eingefiihrten Matrizen besitzen ver-
schiedene Bedeutungen, die weit lber die von Koeffizienten in einem LGS hinausgehen.
Beispielsweise lassen sich mithilfe von Matrizen lineare Abbildungen wie Drehungen oder
Spiegelungen beschreiben, genauso aber auch die Stromfliisse in einer elektrischen Schal-
tung oder die Lastverhaltnisse in einem mechanischen Tragwerk. In diesem Kapitel werden
wir verschiedene Rechenoperationen fiir Matrizen einfiihren und genauer untersuchen.

5.1 Transponierter Vektor: Die Notation # € R" bezieht sich per Definition®” immer auf
einen stehenden Vektor,

Der transponierte Vektor Z1 ist das zugehérige liegende Zahlenschema

—»T::[

T L1, X9, ..., Tp,

das man auch als liegenden Vektor bezeichnet. Die Transposition eines liegenden Vektors
ergibt wieder einen stehenden Vektor,

= (fT)T: [513'1,.1'2,...,.1'71

5.2 Matrix: Ein Zahlenschema der Form

11 Q12 - Q1p

Q21 Q292 -+ QA2n
A= _ _ .

Am,1 Am2 - Amn

heiBt (m x n)-Matrix oder auch Matrix der Dimension m x n. Im Fall n = m heiBt die Matrix
quadratisch. Die Eintrage a;; € R heiBen Elemente der Matrix. Analog zur Schreibweise
Z € R™ fur Vektoren schreiben wir A € R™*™ fiir (m x n)-Matrizen. Die Spalten d, . .., d,
der Matrix A sind Vektoren in R™,

ay,j
a27j

Am,j

Die Zeilen a',...,a™ der Matrix A sind liegende Vektoren in R”,

i,
A= . , a4 = [Cli,haz’,z, <oy Qinl-

3"Diese Definition bezieht sich auf das vorliegende Skript und ist keineswegs allgemeingiiltig.
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Aus den liegenden Vektoren a’ erhalten wir durch Transposition Vektoren im eigentlichen
Sinne, zu unterscheiden am Vektorpfeil,

5.3 Beispiel: Fiir die (3 x 4)-Matrix A € R** mit

31
A=11 5
07

W N &~
N O Ot

ist

4
CL3’2:7, 63: |:2], CL2:[1,5,2,0], C_LQ:
3

O N Ot

5.4 Addition und Skalarmultiplikation: Seien A, B € R™*" zwei Matrizen gleicher Di-
mension. Dann gilt Folgendes:

= Addition, Subtraktion: C := A + B ist eine (m x n)-Matrix mit Elementen

Cij = Gij £ bij.

= Skalarmultiplikation: Fir o € R ist C' := A eine (m X n)-Matrix mit Elementen
Cij = Qi j-

Insbesondere ist 1A = A, (—1)A = —A und

OA = Omm = . . :
0 --- 0

die (m x n)-Nullmatrix. Wenn aus dem Zusammenhang klar ist, welche Dimension die
Nullmatrix hat, schreiben wir anstelle von 0,, ,, auch einfach 0.

» Distributivgesetze: Fir o, § € R gilt

(a+PB)A=aA+ A, «a(A+ B)=aA+aB.

Die Matrizen einer gegebenen Dimension bilden also einen Vektorraum [— 2.1].
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5.5 Matrizenprodukt: Sei A eine (m x n)-Matrix und B eine (n x k)-Matrix. Dann ist
das Matrizenprodukt C' := A - B eine (m x k)-Matrix, die durch

n
C@j = <C_ln, bj> - Z ai,sbs,j
s=1

definiert ist. Das Element ¢; ; ist also das Skalarprodukt der i-ten Zeile von A mit der j-ten
Spalte von B. Insbesondere macht das Matrizenprodukt nur dann Sinn, wenn die Spaltenzahl
von A mit der Zeilenzahl von B lbereinstimmt, da anderenfalls das Skalarprodukt nicht
erklart ist. Der Mal-Punkt wird meist weggelassen, wenn Verwechslungen ausgeschlossen

sind, also AB = A - B.

5.6 Beispiel: Fir

2 11
A:[ég_ﬂ, B=| 103
—4 1 2
ist
1 37
AB:[_g _i’ 13], B-B=B*=|—-10 47
~-15 -2 3

Die Produkte A - A und B - A sind nicht definiert.

5.7 Vektoren als spezielle Matrizen: Ein Vektor ©’ € R™ kann als (n x 1)-Matrix aufge-
fasst werden, also als Matrix mit nur einer Spalte. Genauso kann der liegende Vektor 77 als
(1 x n)-Matrix aufgefasst werden, also als Matrix mit nur einer Zeile. In diesem Sinne ist fiir
A € R™*™ das Matrizenprodukt b= A- T ein Vektor in R™ mit Komponenten

n
bi = <C_Ln,f> = Zai’jxj.
j=1
Man kann den Vektor b auch als Linearkombination der Spalten von A deuten,
. n
b = AZI? = Z d’jxj.
j=1

Analog ist fiir € R™ das Matrizenprodukt ¢7 = /7 A ein liegender Vektor mit Komponen-
ten

Cj = <377 Jj)v

der auch als Linearkombination der Zeilen von A gedeutet werden kann,
m .
¢l =¢gTA= Zyial.
i=1
Sind Z, 7 € R™ zwei Vektoren gleicher Dimension, dann ist das Matrizenprodukt

n
7T 5: ijzj = <f,2>
7=1
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gerade das Skalarprodukt der beiden Vektoren. Fiir beliebige Vektoren #* € R"™ und i € R™
ist aber auch das Produkt

11 T1Y2 - T1Ym

. ToY1 XYz -+ T2Ym
B=7-y"=| " . .

TpY1 TplYyz - TnpYm

definiert. Merke:

= Liegender Vektor mal stehender Vektor ergibt eine reelle Zahl.

= Stehender Vektor mal liegender Vektor ergibt eine Matrix.

5.8 Beispiel: Fur

3 1
1 3 2 S S 2 o
A_[OZ—ll’ r=121, y—[_ll, Zz=10

1 2
ist

. 6 —3

Af::[ ], gTA::[z 4 5}, iTz=5 zyT=|4 -2

3 2 —1

Meist werden die Komponenten liegender Vektoren durch Kommata und Matrizenelemente
durch Zwischenraum getrennt. Da einzeilige Matrizen aber liegenden Vektoren entsprechen,
werden hier beide Varianten verwendet. Man schreibt also auch 7 A = [2,4,5]. Dies ent-
spricht im Ubrigen den Konventionen der Programmiersprache MATLAB, bei der Matrizen-
elemente einer Zeile entweder durch ein Leerzeichen oder durch ein Komma getrennt werden
konnen.

5.9 Rechenregeln:
= Fir die Matrizenmultiplikation und -addition gilt das Distributivgesetz, d.h.,

A-(B+C)=A-B+A-C.
Insbesondere gilt A(7 + ¢) = AT + Ay.
» Es gilt das Assoziativgesetz, d.h.,
A-(B-C)=(A-B)-C.

Nachdem die Reihenfolge der Berechnung beliebig ist, schreibt man fiir das Produkt
auch kurz ABC'. Speziell fiir die Multiplikation mit einem Skalar o € R gilt A(aB) =
(aA)B = a(AB).

» Das Kommutativgesetz gilt dagegen nicht, d.h., im Allgemeinen ist
AB # BA

und genauso
(A+ B)* # A + 2AB + B*.

» Aus AB = 0 folgt nicht A =0 oder B = 0.
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5.10 Beispiel: Fir
2 —1 1 2
=[] =[]

0 0 -2 1
a-[00] man[2 1]

ist

5.11 LGS in Matrizenschreibweise: Die Definition der Matrizenmultiplikation erklart nun
insbesondere die im vorigen Kapitel eingefiihrte Schreibweise fiir lineare Gleichungssysteme:
Der i-te Eintrag von AX = b liefert

;171 + Qi 2%9 + -+ Qi Ty = b;

und somit gerade die i-te Zeile des in 4.4 angegebenen linearen Gleichungssystems. Es lasst
sich nun mit Hilfe der Rechenregeln fiir Matrizen leicht Gberpriifen, dass der Losungsraum
ker A des homogenen LGS AZ = 0 tatsachlich ein linearer Teilraum von R™ ist: Fiir 7,7 €
ker A und A € R gilt AT = Aj = 0, also A(f+§) = A7+ Aj = 0+ 0 = 0 und
A(MNE) = M(AZ) = 0. Also sind Z + 7 und A7 ebenfalls in ker A enthalten. Genauso lasst
sich das Superpositionsprinzip [— 4.16] leicht nachrechnen.

5.12 Transposition: Die Transponierte einer (m x n)-Matrix A ist eine (n x m)-Matrix,
die mit AT bezeichnet wird. Die Zeilen von A7 sind die transponierten Spalten von A,

ay
L |
A =ldy,dy,...,d,)] = A" =
Es gilt
» (ATYT = A

« (A+B)T = AT + BT und (AB)T = BTAT.
- <Afvy_> = (Af)T ?j: fT : (ATg) = <f’ATy_’>

5.13 Symmetrische Matrix: Eine quadratische Matrix A heiBt symmetrisch, wenn AT =
A. Es gilt

= Die Summe symmetrischer Matrizen ist symmetrisch.
» Das Produkt symmetrischer Matrizen ist im Allgemeinen nicht symmetrisch.
» Fiir beliebiges A ist ATA und AAT symmetrisch.

» Fiir beliebiges quadratisches A ist AT + A symmetrisch, .
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5.14 Beispiel: Fir

320
A=10 2 1
101
ist
301 6 2 1 10 6 1
AT=12 2 0|, AT+A=]2 4 1|, ATA=]| 6 8 2
01 1 11 2 12 2

Insbesondere sind A7 4+ A und AT A symmetrisch.
5.15 Determinante [— 4.18]: Seien A und B zwei (n x n)-Matrizen, dann gilt:

= Vielfaches:
det(aAd) =a"det A, a€R
Achtung: Man beachte den Exponenten von a.

= Produkt:
det(AB) = det A - det B

= Transponierte:
det(AT) = det A

5.16 Matrix-Gleichungssystem: Ein LGS der Form
AX =B

heiBt auch Matrix-Gleichungssystem. Dabei sind A € R™*" und B € R™** gegeben und
X € R™* gesucht. Die Bestimmung der Lésung X erfolgt vollkommen analog zum Lésen
linearer Gleichungssystem gemaB Kapitel 4, indem A auf gestaffelte Form gebracht wird.
Nun sind auf der rechten Seite aber alle Spalten von B umzuformen, und die Kopfzeile des
Losungsschemas enthalt die Zeilenvektoren von X . Die Kriterien fiir die Losbarkeit sind voll-
kommen analog. Insbesondere ist auch ein Matrix-Gleichungssystem mit einer quadratischen
Matrix A genau dann eindeutig losbar, wenn det A # 0.

5.17 Beispiel: Gegeben sei das Matrix-Gleichungssystem AX = B mit
2 01 27
A=|12 1], B=|3 1
21 2 3 5

Die Losung X ist also eine (3 x 2)-Matrix. Fiir das Schema

— —

‘123b1b2

8
8

x
1
1
2

o =)
W W
SIS

e -]
N — DN
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liefert der GauB-Algorithmus

H»—A
8
[N}
8
w
=
=
[\v}

O B O~ k=~ O

W~ RV = =

O B NN
\]

S O NN O N

Damit ergibt sich

[6] : 32 =10, -3] = 2*=]0, —1]
=4, -5 = 2=l —1]
2+t =02,7 = 2 =][1,4]

1 4
1 —-17.

und schlieBlich die Lésung

X =
0 -1

5.18 Einheitsmatrix: Die aus den Einheitsvektoren ¢, ..., &, [~ 2.29] gebildete (n x n)-
Matrix

E’n = . . . . :[€1a52a"'7€n]
00 - 1

heiBt Einheitsmatrix. Wenn die Dimension der Einheitsmatrix aus dem Zusammenhang klar
ist, schreiben wir fir F,, auch kurz E. Fir eine beliebige (m x n)-Matrix A gilt

AE, = E,A=A.
Fur die Determinante gilt [— 4.19] det £/ = 1.

5.19 Inverse Matrix: Sei A eine (n x n)-Matrix mit det A # 0. Dann ist die Lésung des

Matrix-Gleichungssystems
AX =F

eindeutig bestimmt. Sie wird inverse Matrix oder auch kurz Inverse von A genannt und mit
A~! bezeichnet. Matrizen mit det A = 0 oder nicht-quadratische Matrizen besitzen keine
Inverse. Es gilt

» AAT'=AT1TA=F
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- A—T = (AT)—l — (A—1>T
» det A7l =1 dal=det E=det(AA™!) =det A-det A~* [ 5.15].

T det A’

Sei AX = B ein beliebiges Gleichungssystem, dann erhalt man nach Multiplikation von links
mit A~! die Lésung X,

AX=B = A'AX=A"'B = EX=A4'B = X=A'B

Die Berechnung der Inversen lohnt sich immer dann, wenn wiederholt Gleichungssysteme mit
derselben Matrix A und verschiedenen rechten Seiten gel6st werden miissen.

5.20 Beispiel: Fir n = 2 gilt

la b 1 1 d —b
A_[cd] = A _ad—bc[—c a].

Im Nenner steht gerade det A = ad — bc, sodass die angegebene Inverse fiir det A # 0
definiert ist. Es lohnt sich tbrigens, diese Formel auswendig zu lernen, da sie haufig gebraucht
wird.

5.21 Beispiel: Fir

1 21

A=|1 1 2

2 11

liefert der GauB-Algorithmus

.Tl .732 Ig 51 gg 53
][ 1 2 1] 1 0 0
2] 1 1 2/ 0 1 0
3] 2 1 1] 0 0 1
4] 0 -1 1[-1 1 0
5]l 0 -3 —1|-2 0 1
6]] 0 0 -4, 1 =3 1

und damit

L[t -1 3
A*:X:Z 3 —1 —1 1.
-1 3 -1

5.22 Matrix-Potenz und -Polynom: Analog zu reellen Potenzen [— 1.24] definiert man
fur m € Ny die Matrix-Potenz

m A-A---A fallsm>1
Am = H A = n Faktoren
k=1 FE falls m = 0.

Falls A invertierbar ist, setzt man weiterhin

AT = (AT,
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Analog zu reellen Polynomen [— 1.25] ist ein Matrix-Polynom ein Ausdruck der Form
p(A) = i ap A"
k=0
5.23 Orthogonale Matrix: Eine (n x n)-Matrix A heiBt orthogonal, wenn
ATA=E.
Fir orthogonale Matrizen A und B gilt:

» ATl = AT
» AAT =F.

AT ist orthogonal.

AB ist orthogonal.

det A= +1,da 1 =det E = det(AAT) = det A - det AT = (det A)%.

Eine Matrix ist genau dann orthogonal, wenn ihre Spaltenvektoren eine Orthonormalbasis
(ONB) [— 2.35] bilden, d.h., wenn (@;,d;) = J; ;. Die Spaltenvektoren bilden genau dann
eine ONB, wenn auch die Zeilenvektoren eine ONB bilden, d.h., wenn (@, a@) = 4, ;.

5.24 Beispiel: Fiir beliebige Winkel ¢ ist die Matrix

A | cose —sinp
~ | singp  cosp

orthogonal, denn [— 1.28]

AAT:[cosﬂo%—sianp 0 ]:[1 O]
0 cos? @ + sin? ¢ 0 1]
5.25 Beispiel: Die Matrix
1 2 2 -1
A== -1 2 2
31 9 21 2

ist orthogonal.

5.26 Cramer’'sche Regel: Die Cramer'sche Regel’? ist eine spezielle Methode zur Berech-
nung von Losungskomponenten quadratischer linearer Gleichungssysteme mittels des Quoti-
enten zweier Determinanten. Sie ist gelegentlich niitzlich, insbesondere dann, wenn es sich
um kleine parameterabhangige Systeme handelt und man an expliziten Formeln fur einzelne
Lésungskomponenten interessiert ist. Fiir groBere Matrizen ist sie meist ineffizient.

38Gabriel Cramer, 1704-1752



5 MATRIZENRECHNUNG 65

Wir betrachten also nochmals das lineare Gleichungssystem A7 = b mit einer (n x n)-Matrix
A. Es gilt stets Ae, = a?,..., Ae, = a@". Also kénnen wir schreiben

A[Z, &, ..., 8] = A, wobei A :=[b.a> ... a"

Die (n x n)-Matrix A; auf der rechten Seite entsteht also dadurch, dass man die erste Spalte
von A durch b ersetzt. Der zweite Faktor auf der linken Seite ist ebenfalls eine (n x n)-
Matrix, die untere Dreiecksform hat, siehe 4.19. lhre Determinante ist gleich dem Produkt
der Diagonalelemente, also z1. Man erhalt schlieBlich fiir die erste Losungskomponente mit

Hilfe der Produktregel die Formel
- det Al

T et A
sofern det A # 0. Bezeichne allgemein Ay die (n x n)-Matrix, die entsteht, wenn man die
k-te Spalte von A durch b ersetzt, dann gilt analog

o detAk
T Gt A
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6 Lineare Abbildungen

Lineare Abbildungen sind spezielle Funktionen zwischen Vektorrdumen, die besonders einfa-
che Eigenschaften haben und sich deshalb sehr gut untersuchen lassen. Viele geometrische
Prozesse, wie Drehungen, Spiegelungen oder Streckungen, sind lineare Abbildungen. Das-
selbe gilt aber beispielsweise auch fiir die Abbildung, die einem Polynom p seine Ableitung
p’ zuweist. Auch viele Prozesse in den Anwendungen werden durch lineare Abbildungen be-
schrieben, auch wenn die Realitat tatsachlich meist komplizerter ist und es sich dabei also
nur um Naherungen handelt. Beispielsweise beschreibt das Hookesche Gesetz einen linearen
Zusammenhang zwischen einwirkender Kraft und Federdehnung. Dies ist sehr einfach, aber
speziell bei groBen Kraften offensichtlich falsch (man denke an eine Bowlingkugel, die an
einer Kugelschreiberfeder hangt). Dennoch sind lineare Abbildungen von fundamentaler Be-
deutung fiir Theorie und Anwendungen. Wir werden diese nun eingehend untersuchen und
uns dabei der soeben gewonnenen Methoden der Matrizenrechnung bedienen.

6.1 Lineare Abbildung: Eine Funktion f : R™ — R™ heiBt /ineare Abbildung von R™ nach
R™, wenn fir alle Z, 7 € R™ und alle o € R gilt

flaZ) = af(7)
@ +9) = f(&) + F@).

Im Fall f:R™ — R" nennen wir f auch eine lineare Abbildung in R™.

6.2 Beispiel: Fiir einen gegebenen Vektor @ € R" ist die Abbildung f : R” — R mit
f(Z) = (a,T)
linear.

6.3 Beispiel: Fir eine gegebene Matrix A € R™*" ist die Abbildung f : R™ — R™ mit

/(@) = A%
linear.
6.4 Matrixform: Seien €, ..., ¢, die Einheitsvektoren in R"™ dann kann jeder Vektor 7 €
R™ in der Form
T

81
I

n
=) 7€
j=1

T

dargestellt werden [— 2.34]. Fir den Funktionswert der linearen Abbildung f : R* — R™
an der Stelle ¥ gilt dann

f@) =7 (Zn; xj@?’) = ixjf(%)-
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Er ist also durch die Funktionswerte f(€}),..., f(€,) der Einheitsvektoren vollstandig be-
stimmt. Verwenden wir diese Funktionswerte als Spaltenvektoren einer (m x n)-Matrix A,
d.h.,

A:[617627"'7an]) 6] = f(é;),
dann gilt
AT =AY wiey =) wjAd; =) w;d; =) x;f(€)) = f().
j=1 j=1 J=1

j=1

Eine lineare Abbildung f kann also stets in der Matrixform f (&) = AZ geschrieben werden.
Die Matrix-Abbildungen gemaB Beispiel 6.3 umfassen also tatsachlich die Menge aller linearen
Abbildungen.

6.5 Beispiel [ 6.2]: Sei @ = [a1,...,a,]”, dann ist (@, €;) = a;. Die Matrix A ist also
durch den Zeilenvektor

A=[f(@),.... fE)] = lar,...,an) =T

gegeben, f(Z) =a’Z.
6.6 Summe und Verkettung;:

= Sei A € R™" und B € R™*" sowie f(Z) = AZ und ¢g(y) = By die zugehorigen
linearen Abbildungen. Dann ist die Summenabbildung h := f+ g : R" — R™ gegeben
durch

Wy) = (f +9)@) = (i) + 9(¥) = Ay + By = (A+ B)y.

Die Matrizenaddition entspricht also der Summe der zugehérigen linearen Abbildungen.

» Sei A € R™" und B € R sowie f(¥) = AZ und g(%) = By. Dann ist die
verkettete Abbildung h := f o g : R¥ — R™ gegeben durch

Wy) = f(9(9)) = f(BY) = ABy.

Die Matrizenmultiplikation entspricht also der Verkettung der zugehorigen linearen
Abbildungen.

6.7 Fixpunkt: Sei A eine (n x n)-Matrix. Ein Punkt v € R™ heiBt Fixpunkt von A, wenn
Av = v. Die Menge aller Fixpunkte ist ein linearer Teilraum von R"™. Er wird mit

fix A:={0eR": Av =1}
bezeichnet. Zur Bestimmung von Fixpunkten schreibt man
AT=7 = AT=Ei = (A-E)vi=0.

Es gilt also
fix A =ker(A—E).
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6.8 Beispiel [~ 5.25]: Es gilt
1 2 2 -1 1 -1 2 -1
A= 3 -1 2 2 = A-FE= 3 -1 -1 2
2 -1 2 2 -1 -1

und die Lésung der Fixpunktgleichung (A — E) 0 ist die Fixpunktgerade

wer{{[] e

6.9 Spezielle lineare Abbildungen in R":

= Die Streckung f(Z) = AZ mit Streckfaktor A € R ist gegeben durch A =

68

AE.

Insbesondere erhalt man fiir A = 1 die identische Abbildung f(Z) = &, fir A = 0 die

Nullabbildung f(Z) = 0 und fiir A = —1 die Punktspiegelung f(%) = —Z.

= Eine lineare Abbildung f(#) = RZ heiBt Drehung, wenn R orthogonal ist und det R =

1 gilt. Drehungen sind normerhaltend, d.h., || RZ|| = ||Z]|, denn
|RZ|? = (RR)T - (RZ) = #7(RTR)F = #7EF = 777 = ||

— In R? ist eine Drehung um den Ursprung um den Winkel ¢ gegeben durch

[— 5.24]

R = cos@ —sin
Y7 | sing  cosp |

Abbildung 13: Eine Drehung um den Winkel ¢ (grau schattiert) in R?

— In R3 ist eine Drehung um die 2-Achse um den Winkel ¢ gegeben durch

cosp —singp 0
sin ¢ cosp 0
0 0 1

RZ =

()

Fiir allgemeine Drehmatrizen in R? ist die Drehachse durch die Fixpunktgerade

gegeben. Der Drehwinkel ¢ bestimmt sich gemaB der Formel

2cosp+ 1 =spur R,

wobei spur R := 111 + 732 + 133 die Summe der Diagonalelemente von R ist.
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= Eine lineare Abbildung f(Z) = PZ heiBt Projektion, wenn
p?=p
gilt. In diesem Fall ist jeder Bildpunkt v = Px ein Fixpunkt von P, denn
Py = P(PZ) = P*% = P¥ = .

Das heiBt, jeder Punkt & wird durch einmalige Anwendung der Abbildung f auf die
Menge fix P abgebildet und bleibt bei weiteren Anwendungen der Abbildung dann
unverandert. Die Projektion heiBt senkrecht, wenn

(P — %, Px) =0
fur alle ¥ € R™. Eine Projektion ist genau dann senkrecht, wenn P symmetrisch ist.

— Die senkrechte Projektion auf die Ursprungsgerade ¢ : @ = tv/, t € R, ist durch

—»' =T
P, - U 41)2
|17
gegeben. Insbesondere ist d(Z, g) = || P,Z — Z|| der Abstand des Punktes  von

der Geraden g [— 2.13].

— Sei M : (&, 1) = 0 eine implizit gegebene Menge, also z.B. eine Ursprungsgerade
in R? oder eine Ursprungsebene in R3. Die senkrechte Projektion auf M ist durch

it

Py i=F— ———
172]?

gegeben. Insbesondere ist d(&, M) = || Py;Z — || der Abstand des Punktes & von
der Menge M [— 2.16], [— 2.22].
= Eine lineare Abbildung ¢(Z) = SZ heiBt Spiegelung, wenn
S*=F

gilt. Zweimaliges Spiegeln fiihrt also auf den Ausgangspunkt zuriick. Wenn P eine

Projektion ist, dann ist
S:=2P—-F

eine Spiegelung an der Menge fix P = fix S, denn
S?= (2P - E)- (2P — E) =4P?> - 2PE —2EP+ E*=F

und
St=7v & 2Pi—1v=v & Pi=71.

Umgekehrt ist fiir eine Spiegelung S die Matrix
1
eine Projektion, denn

P=tsimsim= i serEsi ) =tesam=p

|
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— Die senkrechte Spiegelung an der Geraden ¢ : ¥ = tv, t € R, ist gegeben durch

v-oT

1512

S,:=2P,— E =2 ~E.

— Die senkrechte Spiegelung an der Menge M : (¥, 7i) = 0 ist gegeben durch

it

7]

Diese Abbildung wird auch Householder-Transformation®® genannt.

6.10 Beispiel [ 5.25]: Die Matrix

1 2 2 —1
R = 3 -1 2 2
-1 2

ist orthogonal und es gilt det R = 1. Also ist R eine Drehung. GemaB Beispiel 6.8 ist die
Drehgerade gegeben durch g : ¥ =t[1,1,1]7, ¢ € R, und fiir den Drehwinkel gilt

2c08sp+1=2 = cosp=1/2 = ¢==7/3.

Das Vorzeichen des Drehwinkels hangt davon ab, aus welcher Richtung man auf die Dreh-
achse schaut.

6.11 Beispiel: Sei v = [3,1]7. Die senkrechte Projektion auf die Gerade g : 7 = t7,t € R,

Ist
1 9 3
P51

und die senkrechte Spiegelung an der Geraden ist

174 3
Sg—ZPg—E—5l3 _41.

6.12 Beispiel: Sei7i = [1,2, —1]7. Die senkrechte Projektion auf die Ebene M : (Z, 7i) =
ist

L[5 21
Py=z|-2 22
1 25

und die senkrechte Spiegelung an der Ebene ist

L2 2
Su=2Py—E=5|-2 -1 2
1 22

39Alston Scott Householder, 1904—-1993
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6.13 Abbildungsmatrix beziiglich beliebiger Basis: Sei V = [, ..., ¥,] eine Basis von
R" und Zy = [ay,. .., a,]T der V-Koordinatenvektor von 7, d.h. [ 2.33]

f:a1171+'--+oznz7n.

Fir eine lineare Abbildung f in R™ schreiben wir die VV—Koordinatenvektoren der Funktions-
werte f(v;) als Spalten in eine Matrix und erhalten

AV = [f(ﬁl)Vv f(’U?)Vv s 7f('l77L)V] € R™™.

Die Matrix Ay heiBt Abbildungsmatrix von f beziiglich V. Im Fall der Basis aus Einheits-
vektoren U; = €; ist V = E und A = A die bekannte Matrix aus [— 6.4].

Die Abbildungsmatrix Ay und f stehen in folgendem Zusammenhang:
f(@)y = AyTy.

Wenn also 7y, der Koordinatenvektor von ¥ beziiglich V' ist, so ist Ay 7y der Koordinaten-
vektor von f(Z) beziiglich V.

Ebenso wie die Matrix A beschreibt auch die Matrix Ay die Abbildung f eindeutig. Durch
geeignete Wahl der Basis V' = [v},...,4,] kann man erreichen, dass die Matrix Ay leicht
berechnet werden kann oder eine besonders einfache Gestalt besitzt.

6.14 Beispiel: Die Abbildung f : R* — RR? beschreibe die Drehung um ¢ = § um die Achse
td,t € R, wobei @ = [—1,1,1]T. Die Matrix zu f beziiglich der Standardbasis ¢, &, €5 des
R3ist A = [f(e1), f(€2), f(€5)]. Allerdings sind die Vektoren f(¢;) nicht leicht zu berechnen.

Eine passendere Basis findet sich wie folgt: Wahle ¢ auf der Drehachse, wahle ¥, orthogonal
zu v7; und bestimme schlieBlich 73 als Kreuzprodukt von ¢} und v5. Normiert man diese
Vektoren, dann erhalt man die ONB V' = [/}, ¥, U3]. Konkret liefert dieses Vorgehen

1| N 1| !

’171:7 1 s ’172:7 0 U3:171><’(72:7 2 ,

V3| V2|, Ve
wobei der Vektor ¥, natirlich nicht eindeutig festgelegt ist. Es gilt f(¢;) = ¥} und [— 6.9]

. I VAR
f (V) = cos(p)Us + sin(p) vz = 51}2 + 71;3

4 P

f(U5) = —sin(p)vh + cos(p)vs = —5 5.

Die Koordinaten von f(v;) beziiglich der Basis ¥}, U2, i3 konnen hier abgelesen werden. Sie
ergeben die Spalten von Ay:

1
Ay =10
0

M‘%w\»—‘ (an}
w\u“‘% o

Fiir einen beliebigen Vektor 7 € R? lasst sich f(Z) nun in folgenden Schritten berechnen:
Berechne zuerst die V-Koordinaten Zy von #. Berechne dann den Bildvektor 41, = Ay Zy.
Dies ist der V-Koordinatenvektor von ¢ = f(Z), aus dem dann i berechnet werden kann.
Dieses Vorgehen wollen wir im nachsten Abschnitt genauer untersuchen.
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6.15 Basiswechsel: Sei V' = [v},...,,] eine Basis von R™. Wir haben diese Schreibweise
schon in 2.33 verwendet, erkennen nun aber V' als die (n x n)-Matrix, deren Spalten durch
die Vektoren v; gegeben sind. Es gilt mit eindeutig bestimmten ay, ..., :

o5
:Ezoz1171+—|—ozn17n:V :va

Qp

Die Matrix V' rechnet also V-Koordinaten in Standardkoordinaten um. Da V' aufgrund der
Basiseigenschaft invertierbar ist, kann man diesen Prozess auch umkehren: Man erhilt die
V-Koordinaten aus den Standardkoordinaten durch Multiplikation mit der Inversen,

= V_'V <~ fv = V_l.ilf.

Sei nun f : R® — R"™ eine lineare Abbildung, die in Standardkoordinaten durch die Matrix
A gegeben ist, also ¥ = f(#) = AZ. Dann gilt fir die V-Koordinaten des Bildpunkts

gy =V =V 1AZ =V AV Zy.
In V-Koordinaten wird die Abbildung f deshalb beschrieben durch
Gy = Aydy, Ay =V 1AV

Kennt man umgekehrt die Matrix Ay, so erhadlt man die Darstellung von f beziiglich der

Standardbasis gemaB
y=A¥, A=VA, VL

Einfacher wird die Umrechnung im Fall einer Orthonormalbasis [— 5.23]: Bilden v, . .., 4,
eine ONB, dann ist die Matrix V' orthogonal und somit V~! = V7. Es gilt dann
A=VAyV" bzw. Ay =VTAV.

6.16 Beispiel [ 6.14]: Es gilt

SRS U
VB V2 s
V=| &= 0 =
V3 V6
S U o
Vi V2 6

Da v}, U2, U3 eine ONB—Basis bilden, ist V' orthogonal. Also

1 1 1 1 0 0 1 1 1
V3 V2 Ve V3 V3 V3B
A=VAVT =| » 0 & 0 L - 0 =
awllod L % a %

2 =2 1

= - 1 2 2
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6.17 Beispiel [+ 6.11]: Sei v; = [3,1]7 und ¥, = [—2,1]7, dann ist

[3 -2 L1 12
S I

Die V-Koordinaten des Vektors & = [4,3]” sind gegeben durch
e

Man kénnte auch schreiben [4, 3]{, = [2,1]”. Die Projektion P, und die Spiegelung S, haben
in V-Koordinaten die Form

- 1 —3 _ 1 -1
(Pg)vzvlpgvzlo 6], (Sg)vzvlsgvzlo _1].

Fir die Bildpunkte ¢ = P,7 und 2 = S, erhalt man die V-Koordinaten 4, = (P,)vZy =
[3/2,0]T und EV = (Sg)vf\/ = [1, —1]T

4 T T T - T
=~ <
~ -~
\-\\‘ B \\\ —
~ N
= kg
3 —oRT LSO
~ . -~
- ‘ - g
~ T~ «
~ i ~
2 R e
Sl -
~o ~.
st -
~ S~ y= P&
~ ~ g g9
1r <
<
_ -~ :
+ “\
U9 U ~.
~
0 s
~ —AJ
- F=8 7
. 2 = €T
- g
-
- -
1 T e
~ - ~
- ) -
- -
- -
- -
- N
N N
- | -

Abbildung 14: Projektion P, und Spiegelung S, im V-Koordinatensystem.

6.18 Beispiel [ 6.10]: Die Matrix

N IRV R
V=—|-V3 1 V2
VG 0 —2 V2

ist orthogonal, VV T = E. Die Drehmatrix R geht durch Basiswechsel iiber in

1/2 V/3/2 0
Ry=VTRV =| —/3/2 1/2 0
0 0 1
Mit ¢ = —m/3 ist dies gerade die in 6.9 angegebene Form einer Drehung um die dritte

Koordinatenachse. Diese ist hier durch den dritten Basisvektor i3 = v/3/3[1,1,1]” gegeben
und stimmt also mit der zuvor bestimmten Drehachse tberein.
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6.19 Beispiel [+ 6.18]: Sei V' wie zuvor und
f(@) =2 x[1,1,1]T.

Die Matrixform von f ist

0 1 -1
F(Z) = [f(&), (&), f@&))i=AZ, A=|-1 0 1
—1 0
und man erhalt
0 V3 0
Ay =VTAV =| —V/3 0 0
0 00

Diese Matrix lasst sich in der Form Ay, = A3 - Ay - Ay in Faktoren zerlegen, wobei

100 010
A;i=101 0], Ay:=|-10 0], A;:=+3E.
000 00 1

Die Abbildung A ist eine Projektion in die ¢ v5-Ebene, A, ist eine Drehung um die v3-Achse
um den Winkel £=7/2, und As ist eine Streckung um den Faktor /3. Die Abbildung f lasst
sich also als Verkettung einer Projektion, einer Drehung und einer Streckung deuten.
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7 Eigenwerte und -vektoren

Eigenwerte und -vektoren sind charakteristische GroBen, die man quadratischen Matrizen
zuweisen kann, um sie besser zu verstehen. Sie verallgemeinern das Prinzip der Fixpunkte in
dem Sinne, dass Eigenvektoren durch die gegebene Matrix nicht notwendig auf sich selbst,
sondern auf Vielfache von sich abgebildet werden. Eigenvektoren lassen sich beispielsweise
dazu verwenden, um Koordinatensysteme zu definieren, beziiglich derer lineare Abbildungen
eine besonders einfache Gestalt haben oder um Potenzen von Matrizen effizient zu berechnen.
In technischen Anwendungen entsprechen Eigenwerte zum Beispiel Resonanzfrequenzen von
elektrischen Schaltungen oder schwingenden mechanischen Systemen.

7.1 Fixgeraden: Eine Ursprungsgerade g : ¥ = tv,t € R, heiBt Fixgerade der linearen
Abbildung f(7) = AZ, wenn jeder Punkt auf g wieder auf einen Punkt auf g abgebildet
wird. Man beachte, dass anders als bei einer Fixpunktgeraden hier Punkte auf der Geraden
nicht auf sich selbst abgebildet werden miissen. Betrachten wir das Bild f(¢) = AU des
Richtungsvektors. Da es wieder auf der Geraden g liegt, muss es eine Zahl A € R geben,
sodass
AU = M.

Wenn dies der Fall ist, dann gilt natiirlich fiir jeden anderen Punkt auf der Geraden die
analoge Beziehung A(tv¥) = A(tv). Der Faktor A\ gibt also das Streckverhaltnis zwischen
Bild und Urbild fir Punkte auf der Fixgeraden an. Insbesondere handelt es sich um eine
Fixpunktgerade, wenn A = 1.

7.2 Eigenwert und -vektor: Sei A eine (nxn)-Matrix. Ein Vektor 7 # 0 heiBt Eigenvektor
von A zum Eigenwert A € R, wenn
AU = A\

Man beachte, dass der Fall ¥ = 0 explizit ausgeschlossen ist, da die Gleichung A0 = A0
trivialerweise fiir jede Zahl X erfiillt ist und damit keine brauchbare Information liefert. Wenn
v ein Eigenvektor von A ist, dann ist auch jedes Vielfache ¢7 ein Eigenvektor, sofern ¢ # 0.
Zur Bestimmung von Eigenwerten und -vektoren betrachtet man analog zur Bestimmung
von Fixpunkten [— 6.7] die Gleichung

(A= \E)v = 0. (7.1)
Die Losbarkeit dieses LGS hangt von der Determinante
p(N) = det(A — \E)

ab. Die Funktion p ist ein Polynom vom Grad n in der Variablen A und wird als das charak-
teristische Polynom von A bezeichnet. Betrachten wir nun einen festen Wert \.

= Falls p(\) # 0, dann ist das LGS (7.1) eindeutig lésbar und es folgt 7 = 0. Folglich
ist U kein Eigenvektor und A auch kein Eigenwert.

= Falls p(A\) = 0, dann besitzt (7.1) nichttriviale Lésungen. Es gibt also einen Vektor
U # 0 mit (A — AE)Y = 0 und dies ist gerade ein Eigenvektor zum Eigenwert \.

Die Eigenwerte der Matrix A sind also die Nullstellen des charakteristischen Polynoms p(\) =
det(A — AE). Die zugehorigen Eigenvektoren bestimmen sich aus dem LGS (A — AE)7 = 0.
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7.3 Beispiel: Fuir

5 -9 -3
A= 4 -9 —4
—6 15 8
ist das charakteristische Polynom
(5—M\) -9 -3
p(\) = det 4 (=9-2) -4 | =-XN4+42-)-6.
—6 15 (8=X)

Wenn es ganzzahlige Nullstellen gibt, so miissen sie Teiler des konstanten Terms —6 sein.
Deshalb lberpriift man zunachst die Teiler von —6: Es ist A\ = 1 beispielsweise keine Nullstel-
le, aber \; = 2 liefert p(A;) = 0. Nun teilt man beispielsweise mithilfe des Horner-Schemas
[— 1.25] das Polynom p durch den Linearfaktor A — 2 und erhilt

g\ =p\) (A =2) = =22 42X+ 3.
Die beiden restlichen Eigenwerte von A sind Nullstellen von ¢,
gqA) =0 = M=3, N=-1
Insgesamt erhalt man also die Faktorisierung
pA) = =(A=2)(A=3)(A+1).

Ein Eigenvektor zu \; ergibt sich aus

3 -9 =3 0 1
(A — )\1E)Z71 = 4 —-11 -4 |v7=1]0 = v = | 0
-6 15 6 0 1
Analog erhalt man
0 1
172 = 1 und ?73 = 1
-3 -1

Natirlich kdnnen auch beliebige Vielfache der angegebenen Eigenvektoren verwendet werden,
z.B. v = [0,—1,3]" oder 5 = [7,7, 7).

7.4 Regeln:

» Anzahl: Es gibt hochstens n verschiedene reelle Eigenwerte einer (n x n)-Matrix A;
mit Vielfachheiten gezahlt gibt es genau n komplexe Eigenwerte von A.

» Eigenraum: Wenn ¢, und v5 Eigenvektoren von A zum selben Eigenwert \ sind, dann
ist auch t19; + tov, ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \, sofern t,¢] + toty # 0.
Die Menge aller Eigenvektoren von A zum Eigenwert \ bildet zusammen mit dem
Nullvektor einen linearen Teilraum von R"™. Man nennt ihn Eigenraum, kurz eig(A, \),
und es gilt eig(A, \) = ker(A — \E).
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» Mehrfache Nullstelle: Wenn ein Eigenwert A eine k-fache Nullstelle des charakteri-
stischen Polynoms ist, dann gibt es hierzu mindestens einen und hochstens £ linear
unabhangige Eigenvektoren, d.h., 1 < dimeig(A, \) < k.

» Vielfaches: Wenn ¢ ein Eigenvektor von A zum Eigenwert ) ist, dann ist ¥ ein Eigen-
vektor von tA zum Eigenwert t)\, t € R.

» Potenz: Wenn ¢ ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A ist, dann ist ¢’ ein Eigen-
vektor von A* zum Eigenwert \*. Falls A invertierbar ist, darf dabei auch k = —1
gewahlt werden, d.h., die Eigenwerte der Inversen sind die Kehrwerte der Eigenwerte
der gegebenen Matrix.

» Polynom: Sei q(x) = Y7, arz® ein Polynom. Wenn @ ein Eigenvektor von A zum
Eigenwert \ ist, dann ist ¥/ ein Eigenvektor von ¢(A) [— 5.22] zum Eigenwert ¢()\).
Im Beispiel ist A = 3 ein Eigenwert von A, also hat die Matrix q(A) = A? —2A+ E
den Eigenwert ¢(3) =32 -6+ 1= 4.

= Summe: Die Summe aller (auch der komplexen) Eigenwerte ist gleich der Summe der
Diagonalelemente von A,

spur A:=ayy + -+ apn = A1+ + M.
Im Beispiel ist spurA=5—-9+8=4und \{ + A+ X3=24+3—-1=4.

= Produkt: Das Produkt aller Eigenwerte (auch der komplexen) ist gleich der Determi-
nante von A,
det A=A\,

Das heiBt, eine Matrix ist genau dann invertierbar, wenn alle Eigenwerte von Null
verschieden sind. Im Beispiel ist det A = —6 und A; - Ao - A3 =2-3-(—1) = —6.

» Transposition: Die Eigenwerte (aber nicht die Eigenvektoren!) von A und AT stimmen
uberein.

7.5 Spezialfille:

= Wenn A eine obere oder untere Dreiecksmatrix ist [— 4.19], dann stimmen die Eigen-
werte mit den Diagonalelementen Uberein,

p()\) = (al,1 - /\)(CZQ,z - )\) T (an,n - )\), AL = a1 1, Ay = ag2, ..., An = Qpn -
Insbesondere sind die Eigenwerte der Einheitsmatrix A\ = --- =\, = 1.

= Wenn A symmetrisch ist, dann sind alle Eigenwerte reell und die zugehorigen Ei-
genvektoren konnen durch geeignete Normierung so gewahlt werden, dass sie eine
Orthonormalbasis bilden.

» Fir eine Projektion P ist P2 = P. Somit gilt fir die Eigenwerte A> = \ und es folgt
A e {0,1}.

= Fiir eine Spiegelung S ist S? = E. Somit gilt fiir die Eigenwerte A2 = 1 und es folgt
Ae{-1,1}.
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7.6 Beispiel:
3 2 =8
00 =5
7.7 Beispiel:
20 0
A= -1 2 -1 | = pAN)=-A=-1DA=-2 = A\ =1, dg=X3=2.
-1 0

Ein Eigenvektor zu A\; = 1ist @, = [0, 1,1]7. Zu der doppelten Nullstelle Ay = A3 = 2 ergibt
sich das Gleichungssystem
00 O 0
-1 0 -1 |v=1]0].
-1 0 -1 0

Dieses hat zwei linear unabhingige Lésungen, z.B. @ = [—1,0,1]7 und @5 = [0,1,0] 7.

7.8 Beispiel:

0
1

Zu der dreifachen Nullstelle A\ = Ay = A3 = 1 ergibt sich das Gleichungssystem

03 0 0
00 2|79=]0]1.
000 0

Dieses hat nur eine linear unabhiangige Losung, @ = [1,0,0]7. In Fallen wie diesem kénnen
anstelle der fehlenden Eigenvektoren sogenannte Hauptvektoren bestimmt werden (in der
Literatur zu finden unter dem Stichwort Jordan-Form).

7.9 Diagonalisierung: Wenn es zu einer (n x n)-Matrix A genau n linear unabhangige
Eigenvektoren ¢, ..., ¥, gibt, dann kann man diese zu einer (n x n)-Matrix V' zusammen-
fassen. Mit der Diagonalmatrix

A1 O 0

0 Ao 0
D = diag(A1, ..., \y) =

0 0 An

erhalt man dann
AV =VD bzw. D=V 'AV bzw. A=VDV !

Man sagt dann, dass A diagonalisierbar ist. Beziiglich der Basis aus Eigenvektoren [— 6.15]
ist A also ahnlich zu einer Diagonalmatrix, Ay = D.
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Eine weitere Anwendung der Diagonalisierung ergibt sich bei dem Problem, Potenzen von
Matrizen effizient zu berechnen. Man erhalt

A — A A= (VDV ). (VDVY) = VDFV
wobei D¥ = diag(A\}, A5, ... \F) die Diagonalmatrix aus den Potenzen der Eigenwerte ist.

7.10 Beispiel [ 7.3]: Fir

5 -9 -3
A= 4 -9 —4
-6 15 8
erhalt man
1 0 1 2 -3 —1 20 0
V=|0 1 1|, V1= 1 =2 =1|, D=]03 0
1 -3 —1 -1 3 1 00 —1
Damit ist
1 0 1 25 0 2 -3 —1
A=vDVt=]0 1 1/|-10 3 0 . 1 -2 -1
1 =3 —1 0 0 (=1 -1 3 1

65 —-99 33
= 244 —489 —244
| —666 1365 698

7.11 Komplexe Eigenwerte: Als Nullstellen von Polynomen kénnen Eigenwerte komplex
sein. Aus rechnerischer Sicht ergeben sich keine Besonderheiten, aber die geometrische An-
schauung muss angepasst werden. Etwas vereinfacht gesagt entsprechen komplexe Eigenwer-
te Drehbewegungen. Wir diskutieren diesen Sachverhalt nur kurz anhand zweier Beispiele:

= Die Rotationsmatrix [— 6.9]

[ cosp —singp ]

R, = .

singp  cosp

hat das charakteristische Polynom p(\) = A\* — 2) cos ¢ + 1. Fiir die Nullstellen erhalt
man A5 = cosg + y/cos? p — 1 und mithilfe von cos? ¢ — 1 = —sin?p und der
Euler-Formel [— 3.12] schlieBlich

A2 = cos p £ isinp = =%

Der geometrische Zusammenhang erklart sich wie folgt: Fiir einen Vektor & € R?
bewirkt die Multiplikation mit ., eine Drehung um den Winkel . Analog bewirkt fiir
eine komplexe Zahl z € C die Multiplikation mit dem Eigenwert \; = ¢** die Drehung
um den Winkel ¢. Der konjugiert komplexe Eigenwert A\, = =% entzieht sich ebenso
einer einfachen anschaulichen Interpretation wie die Eigenvektoren

Ul_[i] und UQ—[_i‘|
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= [— 6.19] Fir die lineare Abbildung f(Z) = 7 x [1,1,1]T ist

0o 1 -1
A=| -1 0 1 und  p(A) = —A(\* +3).
1 -1 0

—

Zum Eigenwert \; = 0 gehort der Eigenvektor @, = [1,1,1]7, denn f(7,) = 0, x ¥, =
0. Die beiden anderen Eigenwerte sind konjugiert komplex,

/\2 - ’I\/g/ /\3 - *l\/g

In der komplexen Ebene bewirkt eine Multiplikation mit A\; = ¢1/3 eine Drehung um
7 /2 gefolgt von einer Streckung um den Faktor /3. Dies entspricht genau die Wirkung
der Abbildung f auf einen Vektor in der Ebene senkrecht zu ;.

7.12 Quadratische Gleichungen in R™: Wir wollen nun geometrische Figuren beschrei-
ben wie z.B. Kreise, Kugeln, Ellipsen, Ellipsoide, Paraboloide und Hyperboloide. Diese erge-
ben sich als Lésungsmengen von quadratischen Gleichungen, wohingegen die bisher betrach-
teten Geraden und Ebenen Losungsmengen von linearen Gleichungen waren.

Die allgemeine quadratische Gleichung in n Variablen lautet

A Frd T+ a=0, (Q)

und hierbei haben wir die folgenden gegebenen Koeffizienten: eine symmetrische Matrix A €
R™*™ einen Spaltenvektor @ € R", und eine reelle Zahl .. Gesucht sind alle Spaltenvektoren
7 € R, die (Q) lésen. Diese Losungsmenge nennt man dann Quadrik oder im ebenen Fall
n = 2 auch Kegelschnitt.

7.13 Beispiel: Im R? betrachten wir
3
Q(z,y) = 2% — 2y* + day + Vbx + 2v5y — S =0,

Wir fiihren die Schreibweise © = [§] ein und kénnen dann die Gleichung Q(z,y) = 0 auf
folgende Form bringen:

o 2] et ]
also bekommen wir die Gleichung (Q) mit

A:E —221 ‘7:[2\\//55]’ O‘:_i'

Die uns interessierende Frage ist jetzt: was beschreibt diese Gleichung geometrisch?

Um die geometrische Gestalt einer Quadrik besser verstehen zu konnen, werden wir zu einem
besser geeigneten Koordinatensystem lbergehen. Das Verfahren dazu besteht aus mehreren
Schritten und verlauft wie folgt:

NIV
I
=
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7.14 Transformation auf Normalform:

Schritt 1: diagonalisiere A (Hauptachsentransformation). Nach Voraussetzung ist die Ma-
trix A symmetrisch. GemaB 7.5 existiert eine ONB v, ..., v, aus Eigenvektoren von
A. Stellt man diese zur Matrix V' = [vy,...,1,] zusammen, so ergibt dieses eine
orthogonale Matrix und es gilt [— 7.9]

A0 o0
viav—v-av= |0 O L
000 . A
wobei A, ..., A, die Eigenwerte von A sind.

Schritt 2: substituiere in (Q). Wir fiihren neue Koordinaten # ein gemaB # = Vi’. Wenn
wir dies in (Q) einsetzen, dann folgt
(VI TAVE +ad" (Vi) +a=0
— VAV + (VTa) ¥ +a=0
—  FTAP+d"T +a=0,
wobei wir @ := V'@ gesetzt haben. Der Nutzen dieses Schrittes besteht darin, dass in

dieser quadratischen Gleichung jetzt keine gemischten Produkte mehr enthalten sind,
denn A’ ist eine Diagonalmatrix.

Schritt 3: verschiebe den Ursprung. Durch quadratische Erganzung kann nun fiir alle i €
{1,...,n} mit \; # 0 der Summand a}z; zum Verschwinden gebracht werden. Das
liefert einen erneuten Koordinatenwechsel von 2’ zu 2. Hierbei wird der Ursprung des
Koordinatensystems verschoben. Das Ergebnis ist dann die Normalform

FTAF + @77 +a =0, wobei a/=0 wannimmer \; #0.

7.15 Beispiel [~ 7.13]: Wir setzen Beispiel 7.13 fort und fithren die Transformation auf
Normalform durch. Die zu untersuchende Quadrik ist die Losungsmenge der Gleichung

1 2|z x 3
o =[o o]y 2| [ +1v5 2val 1] -2 -0
Schritt 1: Das charakteristische Polynom von A ist
b _QQ_A‘ AN =2 4= N A—6=(A—2)(A+3),

und es ergeben sich die Eigenwerte \; = 2 und A\, = —3. Die zugehorigen Eigenvek-
toren (auf Lange Eins normiert) sind dann

zZu )\1 =2: 1

ZU A= —3: U=
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Es ist v, U5 eine ONB. Also ist

112 -1
vegh 2
und diese Matrix beschreibt eine Drehung um 26.56...° im Gegenuhrzeigersinn. Mit

dieser Matrix V' gilt

VTAY = [(2) _03] — A

Schritt 2: Es ist

1 [2 1][v5 4
= T = = —
s 1)
und deshalb gilt: ein Koordinatenvektor [} | l6st die Gleichung Q(z,y) = 0 genau dann,
wenn der neue Koordinatenvektor [zf] := VT[] folgende Gleichung erfiillt:

/ / AN / / 2 0 x/ x/ 3 —
Qry) = |z ywo W R R s
Schritt 3: Wir fihren die quadratische Erganzung durch:

Q/(xljy/> — O

= 2x'2—3y'2+4x'+3y'—i:0

— 2(x'+1)2—2—3(y’2—y’)—i:0
= arent=a((y-3) =) -4
= 2(2:'—!—1)2—3(3/—;)2 i—141:0
— 2(x/+1)2—3<y/—;>2—2:0

= (x’+1)2—(ylg/13/2)2—1=0

— ”2—3;;—1=0,

und dies ist die Normalform. Wir fassen die Umrechnungen zusammen:

1
SE/IZIE/—Fl, y//:y,_ia
, 2

1 1
T+ —=y, =——
VY WV
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7.16 Normalformen fiir n = 2: Im Falle n = 2 haben wir folgende Normalformen:

Fall A: beide Eigenwerte von A sind # 0:

St 1= Ellipse (evtl. ein Kreis)
2?2
b + W +1= leere Menge
22
pril v i 1= Hyperbel
2+ a’y? = der Punkt [0,0]"
2 —ad’y?* =0 ein Geradenpaar

Fall B: ein Eigenwert von A ist Null:

22 —2py =0 Parabel
2 —a*=0 ein Paar paralleler Geraden
2% +a® =0 (mit a #0) leere Menge
2?2 =0 eine Gerade.

Unter Umstanden miissen zum Erreichen einer dieser Normalformen noch die z- und y-
Variable vertauscht werden. Im Falle n = 3 gibt es bereits 17 verschiedene Normalformen,
auf deren Auflistung wir hier verzichten wollen.

Abbildung 15: Eine Normalform—Ellipse mit Parametern a = 5 und b = 4.

7.17 Beispiel [ 7.15]: Wir vollenden Beispiel 7.13 und 7.15. Die erhaltene Normalform
ist



7 EIGENWERTE UND -VEKTOREN

Abbildung 16: Eine Normalform—Hyperbel mit Parametern a = 4 und b = 3.

Abbildung 17: Ein Geradenpaar als Lésung der Gleichung 2% — a®y? = 0 mit a = 3.

84
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Abbildung 18: Eine Normalform—Parabel als Lésung der Gleichung 22 — 2py = 0 mit p = 2.

also liegt eine Hyperbel vor. Fir diese kdnnen wir weitere geometrische Informationen an-
geben: die Halbachsenparameter a und b erfiillen a> = 1 und b* = 2, also ist « = 1 und

b=/2. :

Die Lage des Mittelpunkts der Hyperbel ergibt sich durch die Bedingung [;ﬁi] = [J]. Wir
hatten die Umrechnungen z” = 2/ + 1 und " = y' — 1, also gilt fiir den Mittelpunkt

(%] = [f/lz] Im z-y-System bekommen wir wegen V! = V7 dann fiir die Koordinaten des

-3 sl

Zentrums:
Die Matrix V' beschreibt eine Drehung um 26.56°, also ist die 2"—Achse gegen die x—Achse
um 26.56° gedreht.
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Abbildung 19: Die Quadrik aus Beispiel 7.13 und Beispiel 7.15 (aus Papierformatsgriinden
ist das Bild um 90° gedreht worden).
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8 Folgen

Wir verlassen nun das Gebiet der Linearen Algebra und wenden uns der Analysis zu, die die
Untersuchung beliebiger reeller Funktionen zum Gegenstand hat. Zur Vorbereitung beschaf-
tigen wir uns mit Zahlenfolgen und deren Grenzwerten.

8.1 Folge: Wir beschaftigen uns nun mit unendlichen Abfolgen reeller Zahlen, also bei-

spielsweise
111 1 1

Man kann diese Zahlen als Funktionswerte einer Funktion a verstehen, die jeder natiirli-
chen Zahl n, dem sogenannten Index, eine reelle Zahl zuweist, im Beispiel ist also a(1) =
1/2, a(2) = 1/4,a(5) = 1/32, usw. In anderen Fallen kann es zweckmaBig sein, den Bereich
der Indizes nicht bei 1, sondern bei einer anderen ganzen Zahl k € 7Z beginnen zu lassen.
Das Definitionsgebiet der Funktion ist dann also nicht N, sondern Z>, = {n € Z : n > k}.
Dies fiihrt auf die folgende Definition:

Eine Funktion a : Z>; — R, die jeder ganzen Zahl n > k eine reelle Zahl zuweist, nennt
man reelle Zahlenfolge oder kurz Folge.

Abweichend von der iiblichen Notation bezeichnet man den Funktionswert von a an der
Stelle n meist nicht mit a(n) sondern mit a,. Man nennt a,, das n-te Folgenglied oder das
Folgenglied zum Index n. Ebenfalls abweichend von der Standardnotation fiir Funktionen
gibt es fiir die Angabe von Folgen verschiedene Schreibweisen: Ublich sind Bezeichnungen
wie (an)nen oder (a,),>k oder a,,n € Zsy,. Wenn es nicht relevant ist, wo die Indizierung
beginnt, schreibt man auch vereinfachend (a,), oder schlicht a,. Auch die Folgenglieder
konnen in verschiedener Form angegeben werden:

» Aufzihlung: Durch Angabe einiger Folgenglieder wird das zugrunde liegende Prinzip
verdeutlicht, z.B. im Fall (a,)nen:

1,2,3,4,5,..., also a,=n.
1,3,%,1,2,--., also a, =41
1,1,-1,1,-1,..., also a,=(-1)"
L—3, 4 =% 15,--., also a,=(=1)""z.
1,0,3,0,5,0,7,0,..., also a, = { n, wenn n ungerade
0, wenn n gerade

Dieses Vorgehen ist intuitiv und deshalb gelegentlich zweckmaBig, aber dennoch un-
prazise.

» Explizite Form: Hier wird eine Formel zur Berechnung von a,, angegeben, z.B.
a, = Vn!, neN.

» Rekursion: Bei dieser Form sind einige Folgenglieder a4, ao, ..., a,, explizit gegeben.
Alle weiteren Folgenglieder werden dann mittels einer Formel aus den vorhergehenden
berechnet. Beispielsweise ist die Fibonacci-Folge*® definiert durch

a1 =ay=1, a,=0au_ 1+ Gp_o, Nn>2.

4OLeonardo Fibonacci, 1170-1240
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Das Folgenglied zu einem gegebenen Index lasst sich mittels der Rekursionsformel meist
einfach bestimmen (insbesondere mit Hilfe eines Computerprogramms), die Herleitung
allgemeingiiltiger Aussagen oder die Angabe einer expliziten Form kann dagegen be-
liebig schwierig sein.*!

8.2 Eigenschaften: Eine Folge a,,n > k, heiBt
» konstant, wenn alle Folgenglieder denselben Wert haben.
= positiv/negativ, wenn alle Folgenglieder positiv bzw. negativ sind.

= alternierend, wenn aufeinanderfolgende Folgenglieder verschiedenes Vorzeichen haben,
d.h,,
Gpy10n, < 0, fur alle n > k.

= monoton wachsend/fallend, wenn

Qpi1 > ap  bzw. apq < ay, fur alle n > k.

= streng monoton wachsend/fallend, wenn

Gpi1 > G, bzw. aniq < ap, fur alle n > k.

beschrankt, wenn es eine Zahl ¢ € R gibt, sodass

la,| < ¢, fur alle n > k.

Alle Eigenschaften einer Folge kdnnen mit dem Zusatz ,fast iberall (f.i.)" versehen werden.
Dies bedeutet, dass diese Eigenschaft erst ab einem gewissen Index ny durchgangig erfiillt
ist und fir die endlich vielen Indizes unterhalb von n verletzt sein darf. Offensichtlich spielt
fur Eigenschaften, die f.0. gelten, der Startindex k keine Rolle.

8.3 Beispiel:
» Die Folge (a,), mit a, = n* — 15 ist streng monoton wachsend und f.ii. positiv.
» Die Folge (a,), mit a, = (—1)"/n? ist alternierend und beschrankt, da |a,| < 1.
» Eine konstante Folge ist monoton wachsend, monoton fallend und beschrankt.

8.4 Nullfolge: Eine Folge (a,),>r heiBt Nullfolge, wenn fiir jedes beliebig vorgegebene
e >0 gilt:
la,| < e fast Uberall.

Es darf also jeweils nur endlich viele Indizes geben, fir die |a,| > ¢ gilt. Die Eigenschaft,
eine Nullfolge zu sein, ist vom Startindex k unabhangig.

4Im Beispiel ist, wie man zeigen kann,

B 05)

ap =
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8.5 Beispiel:

= Gegeben sei die Folge (a,), mit a, = 1/n. Die Bedingung |a,| = 1 < ¢ ist dquivalent
zu n > 1/e. Unabhangig davon, wie klein man & nun wahlt, ist 1/¢ eine feste Zahl.
Es gibt folglich immer nur endlich viele Werte von n, die kleiner oder gleich sind und
somit die Bedingung |a,| < € verletzen. Also ist (a,), eine Nullfolge.

= Gegeben sei die Folge (b)), mit b, = cos(nm) + 1. Fiir gerades n ist hier b, = 2,
wahrend sich fir ungerades n der Wert b, = 0 ergibt. Wahlen wir nun ¢ = 1/2,
dann gibt es zwar unendlich viele Folgenglieder mit |b,| = 0 < 1/2, es gibt aber auch
unendlich viele Folgenglieder mit |b,| =2 > 1/2. Also ist (b,), keine Nullfolge.

8.6 Regeln: Sei (a,), eine Nullfolge, dann gilt:

= (ay,), ist beschrankt.

Sei (b,), eine Nullfolge, dann ist auch (a,, £ b,), eine Nullfolge.

Sei ¢ € R eine Konstante, dann ist (a, - ¢),, eine Nullfolge.

= Sei (¢,)n eine beschrankte Folge, dann ist (a, - ¢,), eine Nullfolge.

Sei (d,,)n eine Folge mit |d,| < |a,| f.4., dann ist (d,), eine Nullfolge.

8.7 Beispiel: Gegeben sei die Nullfolge (ay), mit a, = 1/n.
= (6/n), ist eine Nullfolge.

= Die Folge (¢;,), mit ¢, = sinn — 7 ist beschrankt durch |c,| < 5. Also ist

(sinn — 7T)
n n

eine Nullfolge.

= Sej 1n
dn:w7
n?—3

dann ist |d,,| < 6/n fir n > 5. Also ist (dy,),, eine Nulfolge.

= Seien p und g zwei Polynome, dann ist die Folge (a,), mit a, = p(n)/q(n) genau
dann eine Nullfolge, wenn grad(p) < grad(q).

8.8 Grenzwert: Eine Folge (a,), heiBt konvergent mit Grenzwert (oder Limes) a, wenn
(a, — a), eine Nullfolge ist. Man schreibt dann

g, an =
und liest: ,,Der Grenzwert von a,, fiir n gegen Unendlich ist a“. Man beachte, dass das oo-

Symbol hier nur eine Schreibweise ist. In der Definition des Grenzwerts kommen nur endliche
Werte von n vor. Eine Folge, die nicht konvergent ist, heiBt divergent.
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8.9 Regeln: Seien (ay,), und (b,), zwei konvergente Folgen mit Grenzwert a bzw. b, dann

gilt:

Die Folge (ay,)n ist beschrankt, denn |a,, — a| < ¢ [ 8.6] und

la,| = lan, —a+a| <la, —a|l +|a| < c+ |al.

Die Folge (aa,, + b,),, ist konvergent mit

Jgrgo(aan + pb,) = aa+ b, «a,p €R.

Die Folge (a,, - b,),, ist konvergent mit

nli_{go(an-bn) =a-b.

Die Folge (a,/by), ist konvergent mit

lim (a,/b,) = a/b,

n—o0

sofern b # 0. Die Folge ist divergent, falls a # 0 und b = 0.
8.10 Wichtige Grenzwerte:

. potpint--+pnt  py
lim c= g0
n=oo qo + @1+ -+ qrn qk

T}lngo%:l, a>0
diny, V=1

n

8.11 Konvergenzkriterien:

Die Folge der Betrage (|a,|). konvergiert gegen |a|, also lim,, . |a,| = |al.

= Cauchy: Eine Folge (a,,), reeller Zahlen ist genau dann konvergent, wenn es fiir jedes

beliebig vorgegebene ¢ > 0 eine Zahl ny gibt, sodass

\a, —an,| <e firalle n,m > ng.
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= Intervallschachtelung: Sei (a,),, monoton wachsend, (b,),, monoton fallend und (b,, —
an)n eine Nullfolge. Dann konvergieren beide Folgen gegen denselben Grenzwert und
es gilt
lim a, = lim b, € [ag, bx], k€ N.
n—00 n—00
» FEinschlieBung: Seien (ay,)n, (b,), konvergente Folgen mit demselben Grenzwert @ und
(¢n)n eine weitere Folge. Wenn a,, < ¢,, < b, f.0. gilt, dann ist die Folge (¢, ), ebenfalls
konvergent gegen a.

= Wenn die Folge (a,), beschrankt und monoton f.i. ist, dann ist sie konvergent.

8.12 Bestimmte Divergenz: Eine Folge (a,), heiBt bestimmt divergent, wenn sie f.i.
positiv oder f.0. negativ ist und (1/a,), eine Nullfolge ist. Wir schreiben dann

nll_)IIOIO a, = oo bzw. 7}1_>nolo an, = —00.
8.13 Beispiel:
» Esgilt
nli_)r&e"/n = 00, nh_{goln(l/n) = —00.

= Die Folge (1 +n+ (—1)"n),, ist positiv und nicht beschrankt. Dennoch ist sie nicht
bestimmt divergent, da alle ungeraden Folgenglieder den Wert 1 haben.

8.14 Vektorfolge: Eine Funktion, die jeder ganzen Zahl n > k einen Vektor @, € R?
zuweist, nennt man Vektorfolge. Man schreibt dafiir (d,),>, oder auch kurz (@,),. Die
Komponenten a;,, von @, bilden die reellen Zahlenfolgen (a; )y,

al,n (al,n>n
5 a2,n . (a2,n>n
an = . 5 (an>n - .

Qdn (ad,n>n

Die Vektorfolge (), heiBt konvergent mit Grenzwert @ genau dann, wenn alle Komponen-
tenfolgen konvergieren. Wir schreiben

ai
lm & —a a2 !
m a, = a= a; = 11m a; .
noo . ’ v noo O™
a4

8.15 Beispiel:
» lim,, o[/, 2arctann]? = [1, 7|T.

» Die Folge (@), mit @, = [n72,27",Inn|T ist nicht konvergent, da die dritte Kompo-
nentenfolge divergiert.
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9 Reihen

Reihen sind spezielle Folgen, die durch das schrittweise Aufsummieren von Folgengliedern
einer gegebenen Folge (a,), entstehen. Bildet man den Grenzwert dieser sogenannten Parti-
alsummen, dann erhalt man in gewisser Weise eine ,unendliche Summe", dies ist aber nichts
anderes als ein Grenzwert im zuvor beschriebenen Sinne. Betrachten wir als Beispiel die Zif-
fernfolge der Dezimalzahl 7, also 3,1,4,1,.... Hierzu bilden wir im Sinne des dekadischen
Stellenwertsystems die Folge
ap =3, a =1/10, ay=4/100, a3 =1/1000, ...
Schrittweises Aufsummieren ergibt die Werte
SOZCLQ:?), S1 :a0+a1:3.1, 82:3.14, 83:3.141,
Diese Folge ist monoton wachsend und beschrankt. Also ist sie konvergent und der Grenzwert
ist gerade die Zahl 7. Ubrigens ergibt sich fiir die Zahl 0.9 = 0.9999. .. die Folge
So=0, s5=.9=1-1/10, s,=.99=1-1/100, ..., s, =1—1/10", ...
mit dem Grenzwert

9.1 Reihe: Sei (a,),en eine Folge. Dann definiert man die zugehérige Folge (s,,)men gemaB
S1 .= aq
So 1= a1 + a9

S3 = a1 + as + as
. m
sm::a1+a2+---+am22an
. n=1

Man bezeichnet die Folge (s,,), als die Reihe und die Folgenglieder s,, als die Partialsummen
zur Folge (a,),,. Wenn die Reihe, also die Folge der Partialsummen, konvergiert, dann schreibt

man fur den Grenzwert
o0

a, = lim s,,.
D an = lim sy,
n=1

Vollkommen analog definiert man zur Folge (a,),>x die Reihe (s,,)m>x durch die Partial-
summen

m
Sm::ak+ak+l+"'+amzzana mzka
n=~k
und schreibt im Falle der Konvergenz
o0
nz_:kan = Wlll_{noo Sm.-

GemaB den Regeln fiir Grenzwerte von Folgen gilt

Z(aan+ﬁbn):@2@n+ﬁzbn> 0575ER>
n=1 n=1 n=1

sofern die Reihen zu den Folgen (a,,), und (b,), konvergieren.
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n

9.2 Beispiel: Fir einen festen Wert ¢ € R sei die Folge (a,),>0 gegeben durch a,, := ¢".
Die zugehorige Folge der Partialsummen

so=1, s1=1+4q, 52:1+q—|—q2,...

wird als geometrische Reihe bezeichnet. In diesem Fall lassen sich die Partialsummen explizit

angeben. Es ist
1 — qm+1
Sm = — fir q # 1
l—q

und s,, = m + 1 fir ¢ = 1. Die geometrische Reihe konvergiert also genau dann mit
1

Grenzwert .
q" =
nzzo L—gq

wenn |g| < 1. Anderenfalls ist die geometrische Reihe divergent.

9.3 Notwendige Bedingung: Sei >°°, a,, eine konvergente Reihe mit Grenzwert s. Dann
gilt
Ap = Sp — Sp—1 = (Sn, — 8) — (Sp—1 — 9).

Beide Klammern auf der rechten Seite sind Nullfolgen, also muss auch (ay), eine Null-
folge sein [— 8.6]. Fiir die Konvergenz einer Reihe ist es also notwendig, dass (a,), eine
Nullfolge ist. Diese Bedingung ist aber keineswegs hinreichend, d.h., selbst wenn (a,,), eine
Nullfolge ist, kann die zugehorige Reihe divergent sein. Ein Beispiel hierfiir ist die sogenannte
harmonische Reihe.

9.4 Harmonische Reihe und Zeta-Funktion:
= Sei a, := 1/n. Die zugehorige Folge der Partialsummen
s1=1, sa=1+1/2, s3=1+1/24+1/3,...

wird als harmonische Reihe bezeichnet. Diese ist bestimmt divergent,

> 1
PRI
n=1 n
= Die Reihe zur Folge a, = 1/n" konvergiert ge- ¢
nau dann, wenn x > 1. Der Grenzwert definiert 7r
die Riemann’sche Zeta-Funktion* 6l
o0 1 5r
T) = —, x>1. I
C( ) — n$7 4
sl
Es ist z.B. 2t
> 1 2 1
@=2.5=7% s e T

42Bernhard Riemann, 1826-1866
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9.5 Leibniz-Kriterium:** Sei (a,), eine alternierende Nullfolge [— 8.2] mit der Eigen-
schaft, dass die Folge der Betrage (|a,|), monoton fillt, dann konvergiert die zugehérige
Reihe.
9.6 Beispiel: Sei a, := (—1)""!/n. Die zugehorige Folge der Partialsummen

s1=1, s5=1—1/2, s3=1—1/2+1/3,...

wird als alternierende harmonische Reihe bezeichnet. Sie konvergiert nach dem Leibniz-
Kriterium und hat den Grenzwert [— 13.5]
(_1)n+1

s VT e
n=1

n

9.7 Sprachgebrauch: In der Praxis wird das Symbol > | a,, das eigentlich nur fiir den
Grenzwert einer Reihe steht, haufig auch fiir die Reihe selbst verwendet. Man sagt also:

Die Reihe 72 1 a, ...
und meint damit eigentlich
Die Reihe zur Folge (ay),

AuBerdem wird der Grenzwert einer Reihe gelegentlich auch nur als Wert der Reihe bezeich-
net. Der Satz

Die Reihe Y>7° ,(—1)"/(2n + 1) hat den Wert /4.
ist also zu interpretieren als

Die zur Folge (ay)n>0, a0, = (—1)"/(2n + 1) gehdérende Reihe hat den Grenzwert T /4.

9.8 Vergleichskriterien: Gegeben seien die Folgen (a,)n, (bn)n.
= Konvergente Majorante: Wenn >_>° | a,, konvergiert und
b,| < a, fua.,

dann konvergiert auch > b,.

= Divergente Minorante: Wenn }_>° , a,, divergiert und
0<a,<b, fi.,

dann divergiert auch >°°° ; b,.

9.9 Absolute Konvergenz: Die Reihe >°°° , a,, heiBt absolut konvergent, wenn die Reihe
>0, |an| konvergiert. Eine absolut konvergente Reihe ist nach dem Majorantenkriterium
konvergent. Eine Reihe, die konvergent, aber nicht absolut konvergent ist, heiBt bedingt
konvergent. Bei absolut konvergenten Reihen kénnen die Folgenglieder a,, beliebig umge-
ordnet werden, ohne dass sich der Wert der Reihe andert. Hier gilt also in einem gewissen
Sinne das Kommutativgesetz. Bei bedingt konvergenten Reihen bewirkt eine Umordnung der
Folgenglieder a,, hingegen in der Regel eine Anderung des Reihenwertes oder sogar einen
Verlust der Konvergenz.

43Gottfried Wilhelm Leibniz, 1646-1716
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9.10 Beispiel:
= [— 9.4] Die Reihe 3>0° ,(—1)"/n? ist absolut konvergent.

n=1

= [~ 9.6] Die Reihe Y>7°,(—1)"/n ist bedingt konvergent.

9.11 Quotientenkriterium: Sei

An1

Gn = und, falls konvergent, ¢ := li_>m Qn-
n oo

Qn

Die Reihe >°7° , a,, ist absolut konvergent, wenn ¢ < 1 und divergent, wenn ¢ > 1. Im Fall
q = 1 ist keine Entscheidung moglich.
Wenn die Folge ¢, nicht konvergiert, dann gilt immer noch:

= Wenn es eine Zahl ¢ < 1 gibt, sodass ¢, < ¢ fast iberall (d.h. fiir alle bis auf endlich
viele Werte von n), dann ist die Reihe absolut konvergent.

= Wenn ¢, > 1 fast lberall, dann ist die Reihe divergent.
9.12 Wourzelkriterium: Sei

Wy, := 1/|a,| und, falls konvergent, w := lim w,.

n—oo

Die Reihe -7, a,, ist absolut konvergent, wenn w < 1 und divergent, wenn w > 1. Im Fall

w = 1 ist keine Entscheidung moglich.
Wenn die Folge w,, nicht konvergiert, dann gilt immer noch:

= Wenn es eine Zahl w < 1 gibt, sodass w,, < w fast lberall, dann ist die Reihe absolut
konvergent.

= Wenn w,, > 1 fir unendlich viele n, dann ist die Reihe divergent.

Das Wurzelkriterium ist im folgenden Sinne starker als das Quotientenkriterium: Wenn
lim,, -, g, existiert, dann existiert auch lim,, ,, w, und es gilt

= lim = lim w, = w.
q n—oo qn n—oo n

9.13 Beispiel: Sei a, = (—1)"n®27". Das Quotientenkriterium liefert

1)32 -1 1+ 1/n)?
n392—n 2 n—00

Ap+1
G,

qn =

Genauso liefert das Wurzelkriterium

n/ 3 1
Wy, = /|| :?n, w = lim wn = 5

n—oo
Die Reihe
$ (0
n=0 2n

ist also absolut konvergent.
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9.14 Beispiel: Sei
2= fir n gerade
ay =
272 fiir n ungerade

Es ist also
1

> 1 1
»apn=1424+-+-+—F+_-+---.

1
4 2 16 8

n=0

Das Quotientenkriterium liefert die divergente Folge

)2 fir n gerade
n = 1/8 fiir n ungerade,

wahrend das Wurzelkriterium mit

n —

{1/2 fir n gerade

= w= limw, =1/2
{/4/2  fiir n ungerade n—00 /

zeigt, dass die Reihe absolut konvergent ist.

9.15 Beispiel: Fiir a,, = n"/n! ist
1 n+1 | 1\" .
S e S L <1+> w3
n"(n+1)! n

Zum einen folgt aus lim, .., ¢, = e die Divergenz der zugehorigen Reihe. Zum anderen
liefert die Gleichheit der Grenzwerte w = ¢ die Stirlingsche Formel** [— 8.10]

) n
lim —— =e.
n—0o00 {/ml

9.16 Beispiel: Fiir a,, = 2" /n! ist

xn—i—l n]

(n+1)lan

=1 g = lim ¢, = 0.

qn = :7’L—|—1’ el

Die zugehorige Reihe ist also fiir alle x € R konvergent und definiert die e-Funktion,

[e.9] n

6:”:221:

7', T € R.
n—p TV

44 James Stirling, 1692-1770
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10 Funktionengrenzwert und Stetigkeit

Mithilfe des Konvergenzbegriffs fiir Folgen lasst sich auch ein solcher fiir Funktionen definie-
ren. Dies erlaubt Aussagen der Form

sin x

. . T
lim =1 oder lim arctanz = —.
z—0 T—00 2

Weiterhin wird der Begriff der Stetigkeit tber eine Vertauschungseigenschaft erklart: Eine
Funktion ist stetig, wenn sich die Bildung eines Grenzwerts mit der Funktionsauswertung
vertauschen lasst.

10.1 Haufungspunkt: =, € R heit Haufungspunkt der Menge M C R, wenn es eine
Folge (x,), gibt mit
lim z, = z., x,€ M)\ {z.}.

n—00
10.2 Beispiel:
= x, = 1 ist ein Haufungspunkt der Menge (0, 1).
» 1, = 1 ist kein Haufungspunkt der Menge N.

» 1, = 7 ist ein Haufungspunkt der Menge Q der rationalen Zahlen.

10.3 Reelle Funktion [— 1.8], [ 1.18]: Eine reelle Funktion f : Dy — R ordnet jedem
Element 2 € Dy der Menge Dy C R eine reelle Zahl y € R zu, und man schreibt

y=f(x), x€ Dy.
= Die Menge Dy heiBt Definitionsmenge oder auch Definitionsgebiet von f.
= 1z heiBt Urbild von y und y heiBt Bild von x.

» Die Bildmenge von f ist die Menge aller Bilder,
By i={y=f(x):x€ Dy},

Im Folgenden nehmen wir stets an, dass die Definitionsmenge D; keine isolierten Punkte
enthalt. Das heiBt, dass jedes Element von Dy auch Haufungspunkt von Dy ist. Damit sind
Definitionsmengen wie D; = Z ausgeschlossen.

10.4 Grenzwert: Sei f: D; — R eine reelle Funktion. Man sagt, dass f an der Stelle z,
den Grenzwert f, hat, wenn fir jede gegen x, konvergente Folge (x,,),, gemaB Abschnitt 10.1
gilt

lim f(x,) = f..

n—0o0

Man schreibt dann
Am f(z) = f..
Wenn die Folge (f(x,)), stets bestimmt divergent ist, dann schreibt man

Jim f(z) =00 bzw. Jim f(z) = —o0.
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Wenn lim,, o f(z,) = f« fir jede bestimmt divergente Folge (), mit lim, . z, = oo,
dann schreibt man

Analog sind die Ausdriicke
lim f(z) = f., lim f(x) =400, lim f(x)=+oc0

T—r—00 T——00

erklart.

10.5 Beispiel:

glclir%)a:sm(l/a:) =0, lim arctan(z) = /2, glclir[l)ln |z| = —o0.
= Die Funktion f(z) = sin(1/xz),z € Ry, hat an der Stelle z, = 0 keinen Grenzwert.

» Die Heaviside-Funktion®*® H : R — R ist definiert durch

H(z) 0 firz <0
J/':
1 firxz > 0.

Sie hat an der Stelle z, = 0 keinen Grenzwert. Sei f(z) := H(z)+ H(—x), dann gilt
lim f(z) =1,

aber f(0) = 2.
1 [ 2 [ ]
08" ]
15F H(m) + H(——$) ]
06"
H(z) 1 0
04+
05"
02+
0 | 0
> 15 4 05 0 05 1 15 2 2 45 1 105 o0 05 1 15 2

10.6 Einseitiger Grenzwert: Man sagt, dass f an der Stelle x, den rechtsseitigen bzw.
linksseitigen Grenzwert f. hat, wenn fir jede Folge (x,), gemaB Abschnitt 10.1 mit der
zusatzlichen Eigenschaft

T, >x, bzw. x, <z, néEN,

gilt
lim f(z,) = f..

n— oo
Man schreibt dann
him f(z) = f. bzw. liTm f(z) = f.

450liver Heaviside, 1850-1925
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10.7

10.8

Beispiel: Fiir die Heaviside-Funktion [— 10.5] gilt

lgng(x) =0, l%g)lH(a:) = 1.

Stetigkeit: Eine Funktion f : Dy — R heiBt stetig an der Stelle x, € Dy, wenn

lim f(z) = f(z.).

T—Tx

f heiBt stetig, wenn f an allen Stellen x € Dy stetig ist.

10.9

Regeln:

Alle elementaren Funktionen (Polynome, exp, sin, cos, tan und deren Umkehrfunk-
tionen) sowie Betrag-, Potenz- und Wurzelfunktionen sind stetig auf ihrem gesamten
Definitionsgebiet.

Summe, Differenz, Produkt, Quotient und Verkettung stetiger Funktionen sind stetig
auf ihrem gesamten Definitionsgebiet.

Die Umkehrfunktion einer stetigen Funktion ist stetig, sofern das Definitionsgebiet ein
Intervall ist.

Zwischenwertsatz: Sei f := [a,b] — R stetig, dann ist By ein Intervall. Das heiBt
insbesondere, dass die Funktion alle Werte zwischen f(a) und f(b) annimmt.

Satz von WeierstraB:*® Sei f : [a,b] — R stetig, dann gibt es Stellen z,7 € [a, b] mit

flz) < flz) < f(7), x€lab].

Eine derartige Aussage gilt in der Regel nicht, wenn das Definitionsgebiet kein abge-
schlossenes Intervall ist.

10.10 Bemerkungen:

f ist stetig an der Stelle x, genau dann, wenn es fiir jedes € > 0 ein § > 0 gibt, sodass

|f(z) — f(zs)| <e firallez € Dy mit |z —z,| <6.

Bei einer stetigen Funktion bewirken kleine Anderungen des Arguments kleine Ande-
rungen des Funktionswerts.

Das Schaubild einer stetigen Funktion besitzt keine Spriinge, sofern das Definitionsge-
biet ein Intervall ist.

Nur die erste Aussage ist streng mathematischer Natur. Die beiden anderen sind unprazise,
aber gelegentlich hilfreich.

46Karl WeierstraB, 1815-1897
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11 Differenziation

Das Differenzieren einer reellen Funktion, auch Ableiten genannt, ist eine mathematische
Technik mit einer herausragenden Bedeutung fiir Theorie und Anwendungen. Konzeptionell
bedeutet das Differenzieren die Bestimmung eines Grenzwerts von Differenzenquotienten.
Aus praktischer Sicht lauft es auf die systematische Anwendung einer Reihe von Regeln
hinaus, deren sichere Beherrschung fiir den Umgang mit mathematisch-technischen Pro-
blemstellungen von grundlegender Bedeutung ist.

11.1 Differenzierbarkeit: Im Folgenden sei f : I — R stets eine reelle Funktion, deren
Definitionsgebiet Dy = I ein offenes Intervall ist. Fiir zwei Stellen x # x in I definieren wir
den Differenzenquotienten

f(x) = flxo)

T —x

Er gibt die Steigung der Sekante an, die durch die Punkte (x, f(x)) und (x¢, f(z0)) gegeben
ist. Die Funktion f heiBt differenzierbar an der Stelle xo € I, wenn der Grenzwert

i F@) = S o)
T—T0 T — T

existiert.

= Der Grenzwert heiBt Ableitung von f an der Stelle zy und man schreibt dafir

f/(ﬂfo) — lim f([)?) - f(xO)

T—T0 €xr — :L’O
Andere gebrauchliche Bezeichnungen sind

f(w0) = D f(w0) = z(xo)‘

= Setzt man h := x — x, dann erhalt man die dquivalente Darstellung

/ _ f(zo+h) — f(xo)
f'(zg) = lim > .

h—0

= Die Funktion f heiBt differenzierbar, wenn sie an allen Stellen xy € I differenzierbar
ist. Die Funktion f’': I — R, die jedem Punkt xq € I den Wert der Ableitung zuweist,
heiBt Ableitungsfunktion.

» Ist f in xy differenzierbar, so ist f in x( stetig. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen
nicht, wie das Beispiel der Betragsfunktion zeigt.

= Die Ableitung kann verwendet werden, um Jlokale Extremstellen, also Maxima oder
Minima, und Wendepunkte von f zu bestimmen.
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11.2 Beispiel:

= Fir die lineare Funktion f(z) = az + b ist

f(x) = f(xo) _ (az +b) — (axo +b)

T — X Tr — 2o

Also ist f differenzierbar und es gilt f'(x¢) = a fir alle 25 € R.

» Fir die quadratische Funktion f(z) = 22 ist

_ 2 _ 2
f(@) = f(xo) _ T T — I+ .
T — X9 T — 2o

Der Grenzwert fiir x gegen z ist

lim M = lim x + zy = 2.
T—T0 xr — xo Tr—xTQ

Also ist f differenzierbar und es gilt f'(x¢) = 2z, fir alle 2y € R.

= Fir die Betragsfunktion f(z) = |z| und 2o = 0 ist

T — To o -1 firxz <.

f(iv)—f(il?o)_|$|:{+1 farz >0

Es existiert also kein Grenzwert fiir x — 0 und die Betragsfunktion ist deshalb nicht
differenzierbar an der Stelle xy = 0 (aber stetig).

11.3 Wichtige Ableitungen:

]
x® ar® !
er e*
Inz 1/x
sinx COS T
CoST —sinx

tanx 1+ tan’z
arctanz | 1/(1 + 2?)

sinh z cosh x

cosh x sinh x

11.4 Regeln: Seien f und g zwei differenzierbare Funktionen, dann gilt Folgendes:

» Linearitat: Fir a,b € R ist die Funktion af + bg differenzierbar,

(af +bg) = af' +bg'.
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Produktregel: Die Funktion f - g ist differenzierbar,
(f-9)=fd+f9g
= Quotientenregel: Die Funktion f/g ist differenzierbar, sofern g # 0,

(f)'_ f9—9gf

g e

» Kettenregel: Die Funktion f o g ist differenzierbar,
(fog) =(feg)-4g"

» Umkehrfunktion: Ist f umkehrbar und f’ # 0, so ist die Umkehrfunktion g := f~!
differenzierbar und es gilt:

11.5 Beispiel:

= Linearitat:
(3sinz — 22%) = 3cosx — 627

= Produktregel:
(2*Inz) =2rlnx + o

= Quotientenregel:

sinz\’ cos?x+sin’z 9
= 5 =1+tan"x
cos?x

(tanz)" = (

COST
= Kettenregel:
(ax)/ _ (exlna), — exlnalna —a®lna
(exp(2?)) = exp(a?) - (21)

P VL S |
(arctan(1/)) = T2 s = T2

= Umkehrfunktion:

y= f(z) =tanz, f'(r)=1+tan’z >0
B 1 1
C 1+tan?z 1492

r = g(y) = arctany, ¢'(y)
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11.6 Tangente: Sei f an der Stelle z( differenzierbar. Die Funktion

t(x) := f(wo) + f'(wo)(x — 20)

beschreibt eine Gerade, die man als Tangente von f an der Stelle x, bezeichnet. Sei r(z) :=
f(z) — t(z) die Abweichung zwischen Funktion und Tangente, dann gilt

F(@) = f(zo) + Fla)(e — 70) +r(x),  lm )

Tr—xQ |x — :BO| -

0,

vgl. Abbildung 20. Ersetzt man die Ableitung f'(xo) durch eine beliebige andere reelle Zahl,
so ist der Grenzwert des Quotienten r(x)/|x — xzo| von Null verschieden. In diesem Sinne
liefert die Ableitung f’(z¢) die beste lineare Approximation der Funktion f in der Nahe des
Punktes x.

Zy X )

Abbildung 20: Tangente ¢ im Punkt xy und Abweichung 7.

11.7 Mittelwertsatz: Sei f differenzierbar auf dem Intervall I, dann gibt es eine Zahl
v € (0,1), sodass
f(l’() + h) = f(l’o) + hfl(JJ() + ﬁh),

sofern xo, zg + h € I. Setzt man a = xg, b = x¢o + h und & = x9 + Yh fir h > 0, dann

erhalt man )
TOZI _ ey, eean)

Es gibt also an einer Zwischenstelle ¢ eine Tangente, die parallel zur Sekante durch die
Punkte (a, f(a)) und (b, f(D)) ist.

11.8 Folgerungen: Sei f : I — R eine differenzierbare Funktion.

= Wenn f'(z) =0 fir alle z € I, dann gilt

f(wo+h) = f(zg) +h-0= f(x0)

fur alle h. Die Funktion f ist also konstant.
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= Wenn f'(z) > 0 fiir alle z € I, dann gilt
f(zo+h) = f(xo) + hf'(zo + Vh) > f(20)

fur alle h > 0. Die Funktion f ist also streng monoton wachsend. Genauso ist f streng
monoton fallend, wenn f'(x) < 0 fir alle x € 1.

= Fir die Abweichung r zwischen Funktion und Tangente [— 11.6] gilt
r(h) = h(f’(:ro + Jh) — f’(;(;o)) fur ein ¥ € (0,1).

11.9 Beispiel: Sei f(z) = sinxz. Mit f'(x) = cosz erhdlt man im Punkt 2z, = 0 die
Tangente

t(h) =h und damit r(h) =sinh—h = h(cos(Wz) - 1) mit ¥ € (0,1).

Fir |h| < 1/10 gilt dann die Abschatzung

h
[sinh — A < |h| - (1= cosh) < |h| - (1= cos ) < 2|(;(’)

11.10 Regel von I'Hospital:*” Wenn f und g stetige Funktionen sind, dann gilt

M - f(xo) T
Am 0@~ gwo)’ falls  g(zg) # 0.

Im Fall f(xg) # 0, g(x¢) = 0 existiert kein Grenzwert. Wenn aber f und ¢ an der Stelle z
differenzierbar sind, dann erhalt man fir f(zo) = g(x¢) = 0 gemaB 11.6 mit z = xo + h

f(x) = hf'(xo) + ri(h)
g(x) = hg' (o) + ra(h)

und damit

lim f(iU) i f'(o) +r1(h)/h f'(w0) falls

T—x0 g(x) hil’(l] g/(mo) + Tz(h)/h - g,(fﬂo)’ g/({L‘()) 7é 0.

Allgemeiner gilt: Wenn f und ¢ differenzierbare Funktionen sind und

lim f(x) = lim g(z) =0

T—TQ Tr—xTQ
oder

Jim f(z) = lim g(x) = oo,
dann ist

lim M = lim f'(w)

T—rxo g(:L') T—TQ g’(x) ’
Diese Regeln gelten auch vollkommen analog fiir Grenzwerte der Form x — oc.

47Guillaume Francois Antoine Marquis de L'Hospital, 1661-1704
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11.11 Beispiel:

lim sinz lim cosr 1
z—0 z—=0 1
) 2 2 2
lim = lim 2% = lim — =0
r—00 e r—00 et x—00 T
1 1
limz Ina = lim —— = lim / = lim(—z) =0
210 20 1/ =zlo —1/2? 10
Inx—z+1 ) 1/z—1 ) —1/2? 1

lim =lim —————— im
e=1cos(2 —2x) —1 a=128in(2—2x) 2—1—4cos(2—2x) 4

11.12 Stetige Differenzierbarkeit: Eine Funktion f : I — R heiBt stetig differenzierbar,
wenn sie differenzierbar ist und die Ableitungsfunktion f’ zudem stetig ist.

11.13 Beispiel:
= Die Funktion f(z) = \/|z]3,z € R, ist stetig differenzierbar, denn die Ableitungsfunk-
tion
SJx  furz >0
F@)=1 o fiir & = 0
—3/=z firz <0
ist stetig.

= Die Funktion

_Ja®sin(l/x) firz #0
gle) = {0 firz =0

ist differenzierbar mit

(o) = 2xsin(1/x) — cos(1/z) fiurxz #0
I 0 fur x = 0.

Sie ist aber nicht stetig differenzierbar, da der Grenzwert lim, o ¢'(z) nicht existiert.

Das hier zu beobachtende Verhalten ist typisch. Ableitungsfunktionen differenzierbarer
Funktionen weisen niemals Sprungstellen auf. Unstetigkeiten sind vielmehr stets durch
ein oszillierendes Verhalten der Ableitungsfunktionen bedingt, das zu einer Nichtexi-
stenz von Grenzwerten fiihrt.
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11.14 Hohere Ableitungen: Eine Funktion f : I — R heiBt k-mal differenzierbar, wenn
die Ableitungen in der Rekursion

f(U) —
fow:::(jwn—n)’
fur alle n = 1,... k existieren. Die Funktion f heiBt unendlich oft differenzierbar, wenn

diese Ableitungen fiir alle n € N existieren. Man nennt f*) die k-te Ableitung von f und
schreibt auch

f/ _ f(l), f// _ f(2)7 f/// _ f(3)

fir Ableitungen niedriger Ordnung. Andere gebrauchliche Schreibweisen sind

d* f

®) — pkf— —=

Die Funktion f heiBt k-mal stetig differenzierbar, wenn die Funktion f*) stetig ist. Die
Menge aller dieser Funktionen wird mit C*(I) bezeichnet. Insbesondere ist C°(I) die Menge
der stetigen Funktionen auf dem Intervall /. Die Menge aller unendlich oft differenzierbaren
Funktionen wird mit C*°(I) bezeichnet.

11.15 Beispiel [ 11.13]:

= Polynome, rationale Funktionen und die Funktionen exp, In, sin, cos, tan sind auf ihrem
Definitionsgebiet unendlich oft differenzierbar. Es gilt z.B.

i _an—k fir 0< k<n

s = o0 - {5

0 fur k >n
flz)=¢e* = ) (z) = 2k

f(z)=sinz = f'(v)=cosz, ['(z)=—sinz, [f"(x)=—cosz

= Fur die Stutzfunktion
" firx >0

0 furxz<0

H,(z) = {

vom Grad n gilt H, € C"!(R). Insbesondere erhilt man fir n = 0 die Heaviside-
Funktion [— 10.5]. Diese ist unstetig.

= Die Funktion f gemaB Beispiel 11.13 ist stetig differenzierbar, aber nicht zweimal
differenzierbar, f € C*(R).

= Die Funktion g gemaB Beispiel 11.13 ist stetig, aber nicht stetig differenzierbar, g €
C°(R).
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12 Integration

Das Differenzieren, also die Bestimmung der Ableitung einer gegebenen Funktion, gestaltet
sich mit den bekannten Regeln meist recht einfach. Der umgekehrte Prozess, das sogenannte
Integrieren, bedeutet technisch gesehen, eine sogenannte Stammfunktion zu finden, deren
Ableitung mit der gegebenen Funktion lbereinstimmt. Diese Aufgabe ist in der Regel sehr
viel schwieriger. Es gibt zwar einige grundlegende Methoden und umfangreiche Formelsamm-
lungen, doch ist es in vielen Fallen gar nicht moglich, eine Stammfunktion explizit anzugeben,
obwohl sie theoretisch gesehen immer existiert, wenn die gegebene Funktion stetig ist.

Integrale lassen sich anschaulich gut als Flacheninhalte verstehen. In den Anwendungen be-
rechnet man damit aber auch eine Vielzahl anderer Dinge, wie beispielsweise die zuriickge-
legte Wegstrecke bei gegebener Geschwindigkeit oder die Energie bei gegebener Kraft. Der
hier beschriebene Zugang zum Integralbegriff weicht von den in Lehrbiichern tblichen Dar-
stellungen ab, hat aber den Vorteil, dass er ohne komplizierte Grenzwerte von Unter- und
Obersummen auskommt, die in der Praxis ohnehin wenig relevant sind.

12.1 Stammfunktion: Eine stetige Funktion F': I — R heiBt Stammfunktion von f auf

dem Intervall I, wenn
F'(z) = f(z) furfastalle zel.

Dabei heiBt ,fast alle”, dass es endlich viele Stellen x4, ..., x, € I geben darf, an denen F
nicht differenzierbar ist oder an denen F’ nicht mit f (bereinstimmt. Insbesondere muss die
Funktion f an diesen Stellen noch nicht einmal definiert sein.

12.2 Beispiel:

f(z) =2z, F(z)=(z—-1)(x+1)

1 firx>0
flzy=¢ 7 firz=0, F(x)=|z|
—1 firz <0

fz) = \/m F(a) = 2\/|2| (12.1)

T

Man beachte, dass die Funktion F' auf ganz R definiert ist, wahrend f an der Stelle
x = 0 eine Definitionsliicke hat.

12.3 Mehrdeutigkeit: Wenn F' eine Stammfunktion von f ist, dann ist auch F:=F+c
eine Stammfunktion, wobei ¢ € R eine beliebige Konstante ist. Umgekehrt gilt: Wenn F
und F Stammfunktionen von f sind, dann ist F' — F' = 0 und damit F' — F nach dem
Mittelwertsatz konstant.
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12.4 Unbestimmtes Integral: Die Menge aller Stammfunktionen einer Funktion f wird
als das unbestimmte Integral von f bezeichnet,

/f := {F : F ist Stammfunktion von f}.
Wenn F' eine beliebige Stammfunktion von f ist, dann gilt gemaB 12.3
/f:{F+c:c€R}.
Meist wird das unbestimmte Integral nicht als Menge, sondern in der Form
/ f=F4ec ceR
geschrieben. Gelegentlich wird in Formelsammlungen oder in Computeralgebra-Systemen

(z.B. Maple) auf die Angabe der Integrationskonstanten ¢ sogar ganz verzichtet. Wenn die
unabhangige Veranderliche notiert werden soll, schreibt man

[ f@)yde = F@)+e, cer

Man bezeichnet dann = auch als Integrationsvariable und dzx als Differenzial.

12.5 Beispiel:

/e2wdx:e2z/2+c, ceR

/cos:sin +c, ceR

12.6 Regeln:

» Linearitat: Fir reelle Zahlen «, 3 gilt
J@f+s9=afr+5][g
= Partielle Integration: (vgl. Produktregel)
/fg’zfg—/f’g

= Substitution: (vgl. Kettenregel)

/(fog)g’zFog mit F=/f
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12.7 Beispiel:

» Linearitat:
/(sinx—l—Q/x)dx =—coszx+2lnz+c, >0

= Partielle Integration: Mit f(z) =Inz und ¢'(z) = 1 gilt fir x > 0

/lnmdz:/1-lnxdx:xlnx—/x/xdx:xlnx—x—l—c.

» Substitution: Mit u = g(z) = 22 gilt

2 1
= =1 1 =In(z® +1 .
/x2+1dx /u+1du n(u+1)+c=In(z*+1)+c¢

12.8 Wichtige Stammfunktionen:

f F

x® a%rl ot a#—1
1 In |z|

x

er er

Inz |zlnzx —x

sin x —COosS T

Cos T sinx

—L_ | arctanzx
1+z2

Es ist darauf zu achten, dass die Funktion F' auf dem betrachteten Intervall definiert und
stetig ist. Beispielsweise ist die Funktion F'(z) = —1/x eine Stammfunktion von f(z) = 1/2?
auf dem Intervall I = [1, 5], nicht aber auf Intervall I = [—1,1].

12.9 Lineare Transformation: Wenn F'(z) eine Stammfunktion von f(z) ist, dann ist
1F(ax + b) eine Stammfunktion von f(ax + b), sofern @ # 0 und b reelle Zahlen sind.
Dies bestatigt man entweder direkt durch Differenzieren nach der Kettenregel oder durch
Anwendung der Substitution g(z) = az + b. Beispielsweise ist

1
arctan(z/2) +

/332—1—4 4/ a:/2 F1 2

Achtung: Das Teilen durch die innere Ableitung funktioniert nur bei Argumenten vom Typ
azr + b.
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12.10 Partialbruchzerlegung: Integrale der Form
/p(w) i
q(z)
mit Polynomen
p(x) =po+pix+---+puz™, @) =@+ qr+-+ ", g #0,
lassen sich durch Partialbruchzerlegung bestimmen. Wir betrachten zunachst den Fall m < n.
1. Man bestimmt alle Nullstellen x4, ..., z, von ¢ und erhalt damit die Faktorisierung
q(z) = gz — 1) - - (x — ).

2. Wenn alle Nullstellen verschieden sind, macht man den Ansatz

p(x) A, - A,

q(x) a:—x1+ -,

3. Man multipliziert den Ansatz mit ¢(x) und erhalt dann die unbekannten Koeffizienten
Ay, ..., A, einfach durch Einsetzen der Nullstellen.

4. Fir das Integral ergibt sich damit im Fall reeller Nullstellen
/p(x)da::A11n|x—x1|+---+Anln|:1:—a:n|—l—c.
q(x)

Das Verfahren besitzt die folgenden Modifikationen:

= Im Fall m > n liefert eine Polynomdivision

wobei 7 ein Polynom vom Grad m — n und der Grad m von p kleiner als n ist.

= Wenn z.B. 1 = --- = x, eine mehrfache Nullstelle ist, dann sind die zugehdrigen
Summanden im Ansatz zu ersetzen durch
Ay As Ay

x—xl+(x—:1:1)2+“.+(x—$1)[

In diesem Fall ist die Koeffizientenbestimmung durch Einsetzen der Nullstellen nur fiir
Ay moglich. Die lbrigen Koeffizienten konnen beispielsweise durch Ausmultiplizieren
und Koeffizientenvergleich bestimmt werden.
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= Wenn es komplexe Nullstellen gibt, dann ist das Verfahren im Prinzip ebenfalls an-
wendbar. Es ist dann lediglich bei der Bildung der Stammfunktion der Partialbriiche
der komplexe Logarithmus

Inc(z — ) := In|x — x| + i arg(x — xy)

zu verwenden. Da komplexe Nullstellen und damit auch die zugehérigen Partialbriiche
immer in konjugiert komplexen Paaren auftreten, heben sich die Imaginarteile stets
weg. Alternativ zur Verwendung komplexer Logarithmen kann man im Ansatz auch
konjugiert komplexe Terme in der Form

A1 A2 Bl + BQI

+—— —
rT—1T T —7T 2 — 2x Rexy + |z |?

zu einem reellen Summanden mit quadratischem Nenner zusammenfassen. Dessen In-
tegral lasst sich dann mit Hilfe der reellen Logarithmus- und der Arcustangens-Funktion
angeben.

12.11 Beispiel:

= Fir

liefert Polynomdivision zunachst

p(z) 20 +5
A I
q(z) v +x2—x—2

Wir betrachten nun nur den letzen Summanden. Die Nullstellen des Nenners sind
71 =2und 25 = —1, also q(z) = 22 — 2 — 2 = (z — 2)(z + 1). Der Ansatz

2 + 5 Ay Ay

@—2(t1) z-2 241

liefert nach Multiplikation mit g(x) die Gleichung
20 +5=(z+1)A; + (z — 2)As.

Einsetzen der Nullstelle ; = 2 liefert A; = 3, und 29 = —1 liefert Ay = —1. Also ist

1
M:x—l—l—l— S
q(z) r—2 x+1
und . 5 )
/id:ﬁ:$—+x+3ln|x—2|—ln|x+1|+c, ceR.
22—z —2 2
= Fir

p(z) 2?44
q(z) a3 — 222




12 INTEGRATION 112

erhalt man die Nullstellen z; = 25 = 0 und x5 = 2, also ¢(x) = 23 —22% = 22(x — 2).

Der Ansatz @) A A 4
pir) A 2 3
q(z) =« * x? * x—2
liefert nach Multiplikation mit ¢(x) die Gleichung
IQ +4 = LU(JJ — 2)141 + (:c — 2)442 + $2A3.

Einsetzen der Nullstellen ;1 = 0 und x5 = 2 liefert Ay = —2 und A3z = 2. Damit
erhalt der z2-Term auf der rechten Seite den Koeffizienten A; + 2 und auf der linken
Seite den Koeffizienten 1. Also ist A; = —1. Wir erhalten

und

2 | 4 2
/de:—ln\x|++21n|x—2|+c, ceR.
3 — 222 T

12.12 Bestimmtes Integral: Sei F' : [a,b] — R eine Stammfunktion von f. Dann be-
zeichnet man die Zahl

Lﬁumw:ﬂ@[:p@_p@

als das bestimmte Integral der Funktion f mit Integrationsgrenzen a,b. Sei F' = F + ¢ eine
andere Stammfunktion von f, dann erhalt man ebenfalls

b . .
Lﬂwsz@—Fmp{ﬂm—@—@myw»:nm_ﬂ@
Der Wert des bestimmten Integrals ist also nicht von der Wahl der Stammfunktion abhangig.

12.13 Regeln:

» Linearitat: Fir reelle Zahlen o, 3 gilt
b b b
/a (af(x) + ﬁg(m)) dx = a/a f(z)dx + ﬂ/a g(x)dx
Partielle Integration:
[ 1@ @) iz = f)ge)

Substitution vom Typ u = g(z):

= [ F@te) o

Hier gilt also formal du = ¢/(z) dz.

Substitution vom Typ x = h(u):

[ = [ st

Hier gilt also formal dz = h'(u) du. Achtung: Diese Regel gilt nur, wenn h eine auf
dem Intervall [a, b] invertierbare Funktion ist.
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12.14 Beispiel:

= Linearitat:

/ (sinz + 2z)dx = / sinx dx + 2/ rdr = —cos(m)’;r —i—xz‘g =2+ 7
0 0 0
= Partielle Integration:

L T 9
/:Uexdx:—ex
0 2

2 2 1 62
+o=—+

e ¢ 1
o 2 4 4 4 4

v 1 b, e? 1,
o3 =g

= Substitution vom Typ g(z) = u: Zur Berechnung von [; 2 cos(z?) dx setzt man
g(x) =2 =u, ¢(v)=2z, 2xdr=du.
Die Integrationsgrenzen transformieren sich gemaB
=0 = u=0=0, 2=2 = u=2=4.

Damit erhalt man

2 1 4 1
/ x cos(z?) dr = - / cos(u) du = = sin(u)
=0 2 Ju=0 2

4 1 .
o= 3 sin(4).

= Substitution vom Typ = = h(u): Zur Berechnung von [ v/1 — 22 dx setzt man
= h(u) =sin(u), h'(u)=cos(u), dr=cos(u)du.
Dabei verwendet man das Definitionsgebiet u € [0, 7/2], sodass die Funktion A injektiv
ist. Die Integrationsgrenzen transformieren sich gemaB
r=0 = u=arcsin(0) =0, x=1 = wu=arcsin(l) =7/2.

Damit erhalt man

1 w/2 /2
VI=de = [T sin? du= [ cos*(u) du = /4.
/a,:o zde= | sin®(u) cos(u) du | cos (u)du =7/

Merke: Sofern die Intervalllange b — a ein ganzzahliges Vielfaches von 7 /2 ist, gilt

b b b—a
/siandx:/ cos’ x dr = 5 b—a=kr/2, ke€Z.

a

Dies liegt daran, dass beide Integranden harmonische Schwingungen um den Mittelwert
1/2 sind.

12.15 Variable obere Integrationsgrenze: Definiert man die Funktion F, : I — R
gemaB

Fu(t) = /atf(:c) de, tel,

und ist £ eine Stammfunktion von f, dann gilt F,(t) = F(t) — F(a). Folglich ist auch F,
eine Stammfunktion von f, die durch F,(a) = 0 charakterisiert ist. Fiir die Ableitung von
F), erhalt man

Fo(t) = F'(t) = f(1).

Merke: Die Ableitung des bestimmten Integrals nach der Obergrenze ist der Integrand.
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12.16 Additivitat: Es gilt

[ t@ydes [ p@de = [ 1ie)ds
Lbf(x)d$+/baf(x)dx:/:f(x)dx:(}

12.17 Monotonie: Sei a < b und

und insbesondere

flz) < g(x) firalle x € la,b,

dann gilt aufgrund des Mittelwertsatzes

/ab f(z)dx < /bg(x) dzx.

a

Ein wichtiger Spezialfall hiervon ist die Dreiecksungleichung

z) do g/ab]f(m)]dx.

12.18 Flacheninhalt: Sei f : I — R eine stetige Funktion. Wir betrachten die Punkt-
menge, die in z-Richtung durch die Abszissen a und b und in y-Richtung durch die x-Achse
und den Graphen von f begrenzt ist. Wenn wir dieser Menge in sinnvoller Weise einen
(orientierten) Flacheninhalt S°f zuweisen wollen, dann muss dieser offensichtlich folgende
Eigenschaften haben:

» Additivitit: SCf + S¢f = S¢f
» Monotonie: Aus f < g und a < b folgt St f < S°
» Konstante: Wenn f(z) = f; eine konstante Funktion ist, dann gilt SCf = fo(b — a).

Tatsachlich ist allein durch diese drei Vorgaben der Ausdruck S°f eindeutig bestimmt:
Sei F,(t) := St f, dann gilt aufgrund der Additivitat

Fult+h) = Fu(t) = SEf — SLf = S0,

Sei nun h > 0 beliebig gewahlt (fir 1 < 0 verlaufen die Uberlegungen vollkommen analog).
Dann definieren wir die konstanten Funktionen f". und f" durch das Minimum bzw. das

Maximum der Funktion f auf dem Intervall [t,¢ + h],

b =min{f(z):t <z <t+h}, fo i=max{f(z):t<a<t+h}

max

Es ist also
fhin < f(a) < fho firalle o€ [tt+h]

und damit folgt aufgrund der Monotonie

S

min

< Fy(t+h) — F,(t) < Stthgh

max*
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Da es sich auf der linken und rechten Seite der Ungleichung um konstante Funktionen handelt,
erhalten wir
hfh

min

< Fa(t + h) - Fa(t) < hfrﬁax‘
Wenn nun h gegen 0 geht, folgt aus der Stetigkeit von f

hm fl'}l:blil’l = ]llll)% fr];ax = f(t)

h—0
und damit Fu(t+h)— Fu)
_|_ —
/ 1s a a o
Fy(t) = lim - = f(t).

F, muss also eine Stammfunktion von f sein. Da auBerdem F,(a) = S¢f = 0 gilt, folgt

St = Fult) = [ f@)de.

Diesen Zusammenhang nennt man auch den Hauptsatz der Differenzial- und Integralrech-
nung. Insbesondere ergibt sich fiir den Flacheninhalt zwischen den Abszissen a und b

sir= [ fwydn

12.19 Andere Interpretationen des Integrals: In der vorangegangenen Herleitung des
Flacheninhalts als bestimmtes Integral wurden nur die Additivitat und die Monotonie sowie
die Information Uber konstante Funktionen ausgenutzt. Diese drei Eigenschaften sind bei
der Betrachtung des Flacheninhalts besonders offensichtlich, doch charakterisieren sie in
vollkommen analoger Weise zahlreiche andere Phanomene:

» Sei f(x) die Geschwindigkeit eines Teilchens zum Zeitpunkt = und S’ f der zwischen
den Zeitpunkten a und b zuriickgelegte Weg, dann gilt:
— Additivitat, zuriickgelegte Wegstrecken addieren sich.
— Monotonie, wer schneller fahrt, kommt weiter.
— Konstante Geschwindigkeit f(x) = fo liefert S°f = fo(b— a), das ist die Defini-

tion der Geschwindigkeit einer gleichférmigen Bewegung.

= Sei f(x) die spezifische Dichte eines Drahtes mit Querschnitt 1 an der Stelle x und
S f die Masse des Drahtstiicks zwischen den Punkten a und b, dann gilt:

— Additivitat, Teilmassen addieren sich.
— Monotonie, was liberall dichter ist, ist insgesamt schwerer.
— Konstante Dichte f(x) = fo liefert S°f = fo(b — a), das ist die Definition der

Dichte eines homogenen Materials.

= Sei f(x) die Kraft, die auf ein Teilchen der Masse 1 an der Stelle = wirkt und S’f die
Energie des Teilchens, nachdem es die Strecke von a nach b zuriickgelegt hat, dann

gilt:
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— Additivitat, Teilenergien addieren sich.
— Monotonie, groBere Kraft ergibt hohere Energie.

— Konstante Kraft f(x) = fo liefert S°f = fo(b — a), das ist die Definition der
Energie bei konstanter Krafteinwirkung.

In allen drei Fallen ergibt sich der Zusammenhang
b
sif = [ (@) do.

12.20 Existenz einer Stammfunktion: Wir wollen nun zeigen, dass jede stetige Funktion
tatsachlich eine Stammfunktion besitzt. Sei also f : [a,b] — R eine stetige Funktion.
Eine Funktion u, die stliickweise konstant und tberall kleiner oder gleich f ist, heit untere
Treppenfunktion von f. Sind genauer die Abszissen a = xg < x7 < -+ < x,, = b sowie die
Funktionswerte uy, . .., u, gegeben, dann hat die zugehorige Treppenfunktion die Form

w(z) =u; < flx) fir z; <x < xi4.

Wir definieren nun in naheliegender Weise die Untersumme

b n=1 .z n—1
Sy = / u(z)dx = Z/ i u(z) de =Y uilwi — ;).
e i=0 v i=0

Die Menge aller unteren Treppenfunktionen bezeichnen wir mit Uy. Sei M das Maximum
von f auf dem Intervall [a,b], dann gilt sicher S°u < M (b — a) fiir alle u € U;. Also ist die
Menge aller Werte S2u mit u € Uy nach oben beschrankt und damit ein Intervall der Form

{SPu:u€Us} = (—00,5) oder {Su:ucUs}=(-00,sl

Wenn f eine konstante Funktion f(z) = fy ist, dann erhalten wir den Wert s = Sbf =
fo(b — a). Wir bezeichnen nun ganz allgemein fiir eine stetige Funktion f die Obergrenze
des Intervalls der Untersummen mit

Shfi=s.
Man (iberzeugt sich leicht, dass S°f sowohl die Eigenschaft der Additivitat als auch der
Monotonie hat. Somit ist F,(t) := S.f eine Stammfunktion von f. Vollkommen analoge

Uberlegungen lassen sich fiir obere Treppenfunktionen und die daraus resultierenden Ober-
summen anstellen. Insbesondere sieht man leicht, dass die Obergrenze der Untersummen mit
der Untergrenze der Obersummen iibereinstimmt, da beide GroBen auf dieselbe Stammfunk-
tion von f fiihren.

12.21 Uneigentliches Integral: Man bezeichnet Integrale als uneigentlich, wenn entweder
der Integrand oder das Integrationsgebiet unbeschrankt sind. Der Fall unbeschrankter Inte-
granden erfordert nach dem hier gewahlten Zugang im Prinzip keine gesonderte Behandlung.
Beispielsweise ist gemaB (12.1)

1 dx 1
— =2 = 2.
/o\/i \/E‘o
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Dagegen existiert das Integral
Ldx
'
nicht, da sich die Stammfunktion In z nicht stetig in den Ursprung fortsetzen lasst. Dies ist
gleichbedeutend damit, dass der Grenzwert
Ldx

1
lim — =limlnz| = —limlna
ald Jo X al0 a al0

/1/2 dCU
o xzln’z

erhalt man zunachst die Stammfunktion —1/1Inz, die an der Stelle 2 = 0 nicht definiert ist.
Allerdings existiert der Grenzwert lim, o 1/Inx = 0, sodass die Funktion

nicht existiert. Fur

Flz) = —1/Inz fl:.:lr(L’>0
0 firz =0

stetig und damit eine Stammfunktion von f ist. Damit erhalt man

/01/2dx:F(a:)

xln?zx

1/2 1 0 1
o In(1/2)  In2

Die Grenzwertbildung kann auch direkt in die Integration einbezogen werden,

/2 dgx . -1
/ ——— = hm(
o zln"z al0 \In z

Achtung: Die Rechnung

m(1/2) a0 lna  In2

1/2> B 1 =1 1

a

/1 dff:;ll_lz—1—1:—2
-1 x

ist falsch, da die vermeintliche Stammfunktion F'(x) = —1/x auf dem Intervall [—1, 1] nicht
durchgangig definiert ist und sich auch nicht stetig erganzen lasst.

Im Fall unbeschrankter Integrationsgebiete erklart man die zugehérigen uneigentlichen Inte-
grale mit Hilfe von Grenzwerten, sofern diese existieren:

= Sei F':[a,00) — R eine Stammfunktion von f, dann ist

/aoo f(x)de == F(2)|™ := lim F(b) — F(a).

[ b—oo

= Sei F': (—00,b] — R eine Stammfunktion von f, dann ist
b
/ f(z)dx = F(I)‘b = F(b) — lim F(a).

—0o0 a——00

/°° f(@)de = F(@)|~_:= lim F(b)) ~ lim F(a).

— o —00 b—o0 a——00
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12.22 Beispiel:

= Flira > 1ist

o dx 1 o0 1 1 1
/ — = = (hm — 1> = )
1 2 (1—a)ze 1] 1 —a \b—oo ho—1 a—1
Fiir « < 1 existiert das uneigentliche Integral nicht. Man beachte die Ahnlichkeit zur
Konvergenz der Reihe Y32, 1/n* [— 9.4].

=
o z¢ (1 —a)zo?

Fiur a > 1 existiert das uneigentliche Integral nicht.

s Flira < 1ist

R SR

1—a

0_1—a

©  dx 00
/ ——— = arctan x’ = lim arctanb — lim arctana

oo 1+ 22 oo b—r00 a——00

=n/2—(—7/2)=7

12.23 Existenzkriterien: Anders als bei der Existenz von Grenzwerten von Reihen kénnen
uneigentliche Integrale vom Typ [ f(z) dx selbst dann existieren, wenn der Integrand un-
beschrankt anwachst. Es ist beispielsweise (ohne dass wir das hier nachrechnen kénnten)

Vollkommen analog zur Untersuchung von Reihen sind aber die folgenden Vergleichskriterien:

|
\\/r H

\\( u(”

:“‘”“ M

‘\
H
/ | “

d —7.
xsm(x) x 3

#(bv{:—\o—‘r\:wp

=}

4

= Konvergente Majorante: Wenn [ f(z) dx konvergiert und
lg(x)| < f(x) firalle x>z
fur ein g € R, dann konvergiert auch [.° g(x) dx.
= Divergente Minorante: Wenn [ f(z) dx divergiert und
0< f(z) <g(x) furalle x>z
fur ein zy € R, dann divergiert auch [;° g(z) dx.

Vollkommen analoge Kriterien gelten auch fiir uneigentliche Integrale mit unbeschranktem
Integranden.
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12.24 Beispiel:
00 Sin &
/ 5 dx
1
existiert, da
sinx 1
22 |~ g2

und [ i—g nach Beispiel 12.22 existiert.

12.25 [2-Skalarprodukt und L2-Norm: Das Skalarprodukt fiir Vektoren 7, i/ € R™ ist de-
finiert als Summe der Produkte entsprechender Komponenten, (Z, %) = >, x;y;. In dhnlicher
Weise definiert man fiir reelle Funkionen f, g und das Intervall I C R das L2-Skalarprodukt
als Integral der Produkte entsprechender Funktionswerte,

(f,g) == /I f(2)g(x) da.

Genauso, wie die euklidische Norm in R™ durch ||Z]| = \/(Z, Z) gegeben ist, definiert man
die L2-Norm einer reellen Funktion f auf dem Intervall I durch

[NAERVAVE R

Die Menge aller Funktionen f, fir die das Intergal (f, f) = [; f* und damit || f|| existiert
bildet den Lebesgue-Raum*® L*(I). Wie man zeigen kann, ist dies ein Vektorraum [— 2.1].
Das heit, man kann Funktionen aus LQ(I) addieren und skalar multiplizieren, ohne den
Raum zu verlassen. Analog zu den bekannten Formeln fiir Vektoren in R™ [— 2.4, 2.7] gilt
fir f,g,h € L*(I) und @ € R unter anderem

(f:9) =19, f) lafll=lal- £l
(frg+h)=(f9)+{fh) ol < NI - Mgl
(af,9) = alf,g) £+ gll < I£1] + llgll

Zwei Funktionen f, g heiBen orthogonal auf I, wenn (f, g) = 0. Auch wenn der Begriff der
Orthogonalitat hier keine anschauliche Bedeutung hat, ist er fiir verschiedene Anwendungen
doch ebenso wichtig, wie seine Entsprechung fiir Vektoren in R"™. Insbesondere ist man
daran interessiert, orthogonale oder orthonormale Basen fiir gewisse lineare Teilraume zu
konstruieren, beispielsweise fiir den Raum der Polynome vom Grad < n.

12.26 Beispiel:

= Fir das Intervall I = [0, 27] und die Funktionen f(z) = sinz und g(x) = cosz gilt

(f9) =0, [Ifl=1lgll = .

Sinus und Cosinus sind also orthogonal auf [0, 27r]. Wahlt man ein anderes Intervall,
gilt dies natirlich nicht unbedingt.

“8Henri Léon Lebesgue, 1875-1941
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= Firdas Intervall I = (0,1] und die Funktion f,(z) = 1/ erhilt man || f.||* = [y 2&.
Es ist also f, € L*(I) genau dann, wenn a < 1/2. In diesem Fall gilt || fo|| =

1-2a°

= Die Legendre-Polynome®*

_3:):2—1
— 5

B 5x% — 3z
-5

bo(z) =1, b(z)=1z, Ub() l3(x)
siehe Abbildung 21, bilden eine orthogonale Basis des Raums der Polynome vom Grad
< 3 auf dem Intervall I = [—1,1], d.h., es gilt

(. 0) =0 fir j#Fk.

Mithilfe einer einfachen Rekursionsformel kann man die Folge der Legendre-Polynome
fortsetzen und damit auch orthogonale Basen fiir Polynomraume hoheren Grades kon-
struieren. Sucht man die beste Approximation einer Funktion f auf dem Intervall [—1, 1]
durch ein kubisches Polynom p in dem Sinne, dass der L?-Fehler || f — p|| minimal wird,
dann ist, wie man zeigen kann [— 2.35], die Lésung durch die Formel

gegeben®®. Konkret erhalt man z.B. fiir f(z) = sin(mx/2) das Ergebnis

168(72 — 10)

——l3(x) &~ 1.5532 — 0.5622z°.
™

12
p(x) = S bi(x) +
7r
Wie in Abbildung 21 in der Mitte zu sehen, sind die Graphen von f und p visuell kaum
zu unterscheiden. Tatsachlich ist der Fehler f — p betragsmaBig nirgends groBer als
0.01. Seine L?-Norm ist || f — p|| ~ 0.004 und damit so klein wie méglich.

] 1 0.01
>
£y — f
ooooo ]) 0005
0.5 0.5 :
U3 /’\ f—p
0 ° \J
0.5 -0.005
-1¢
-0.01
-1 0.5 0 0.5 1 -1 0.5 0 0.5 1 -1 05 0 0.5 1

Abbildung 21: Legendre-Polynome, Approximation p der Funktion f und Fehler f — p.

49 Adrien-Marie Legendre, 1752-1833

S0Wiirde man stattdessen die Monomform p(x) = ag + - - - + azx® verwenden, dann miisste anstelle der
Auswertung dieser expliziten Formel ein lineares Gleichungssystem der GréBe 4 x 4 zur Bestimmung der
Koeffizienten geldst werden.

3
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13 Taylor-Reihen

Reihen, deren Partialsummen Polynome sind, nennt man Potenzreihen. Anschaulich gespro-
chen handelt es sich dabei also um Polynome mit unendlich hohem Grad. Potenzreihen
bilden einen einheitlichen Rahmen, um Funktionen aller Art (exp, sin, cos, ... ) zu definieren.
Elementare Operationen wie Addieren, Differenzieren und Integrieren sind fiir Potenzreihen
ebenso einfach wie fiir Polynome.

Umgekehrt kann man die Frage stellen, ob sich eine gegebene Funktion f in Form einer Po-
tenzreihe darstellen lasst. Die Antwort darauf liefert die sogenannte Taylor-Reihe®* T f. Diese
stimmt in der Regel zumindest lokal mit f Giberein. Betrachtet man endliche Partialsummen,
also Taylor-Polynome, dann stellen diese auf einem Teilbereich des Definitionsgebiets eine
Approximation der gegebenen Funktion dar, die um so genauer ist, je hoher der gewahlte
Grad ist. Die Abweichung lasst sich mithilfe eines Restglieds abschatzen. Interessiert man
sich beispielsweise fiir das Verhalten der recht komplizierten Funktion

f(ﬂf) — esin(ln z)

fir x-Werte in der Nahe des Punktes zy = 1, dann ist das zugehorige kubische Taylor-
Polynom

1
Tif(x) =14+ (z—1)— g(x —1)3%
Dieser einfache Ausdruck liefert Funktionswerte, die im Bereich 2 € [0.8, 1.2] um weniger als
2e—4 vom exakten Wert abweichen. Der Fehler macht sich also erst in der vierten Nachkom-

mastelle bemerkbar, was fiir viele Anwendungen ausreichen diirfte. Nimmt man noch zwei
weitere Terme hinzu, so liefert das quintische Taylor-Polynom

bereits eine Genauigkeit von 2e—6.

13.1 Polynom in Monomform: Die Funktion

p(z) = ag + ar(x — z0) + - + ag(z — 29)* = Z an(x — 20)"

n=0
heiBt Polynom in Monomform mit Koeffizienten a,, und Entwicklungspunkt x,. Falls ag # 0,
ist d der Grad von p. Fir die k-te Ableitung von p erhalten wir

d
p(k) (z) = Z (n%!k)!an (x — $0)n_k- (13.1)

n=~k

Insbesondere ist p*) () = 0 fiir k > d. Weiterhin liefert diese Formel den einfachen Zusam-

menhang
P8 (x0) = Kl ay, (13.2)

zwischen den Koeffizienten und den Ableitungen im Entwicklungspunkt xy.

51Brook Taylor, 1685-1731
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13.2 Potenzreihe: Wir betrachten nun Reihen, deren Partialsummen Polynome in Mo-
nomform sind. Eine Reihe der Form

p(z) =ao+ai(z —x0) +as(x —20)* + - =) an(x — x)"
n=0
heiBt Potenzreihe mit Entwicklungspunkt xy und Koeffizienten a,,. Fiir das Konvergenzver-
halten gilt Folgendes: Es gibt eine reelle Zahl R > 0, genannt Konvergenzradius™, sodass
= p(z) konvergiert fir alle x mit |z — 2| < R,
= p(x) divergiert fir alle z mit |z — xo| > R.

Falls die Potenzreihe fiir alle x € R konvergiert, dann setzen wir formal R = oo. Aus dem
Wurzel- bzw. Quotientenkriterium fiir Reihen folgt: Wenn einer der beiden Grenzwerte

- sl
(hm Y |an|) bzw. lim
n—00 n—00 |an|

existiert, so ist er gleich dem Konvergenzradius. Wenn der Grenzwert in der Klammer 0 ist,
ist R = oo. Falls die Folge in der Klammer unbeschrankt wachst, dann ist R = 0. Das
Verhalten fir |z — 29| = R, also die Randpunkte x = 7 £ R, muss gesondert untersucht
werden. Die Menge aller x, fiir die die Potenzreihe p konvergiert, heiBt Konvergenzbereich
und wird mit I, bezeichnet.

13.3 Beispiel:
= Firp(z) =302, %xn erhalt man R=o0 und [, = R.

= Firp(z) =302 2™ erhdlt man R =1 und [, = (—1,1) (vgl. 9.2).

= Fiir p(z) = Y02, 2-(z — 2)" kann man den Konvergenzradius nach beiden Formeln
berechnen,

-1
[on ol T
R=1|lim {/— = limni =—.
n—00 n n—00 (TL + 1) .9on 2

Im rechten Randpunkt z = 2 + R = 5/2 erhalt man eine divergente und im linken
Randpunkt x = 2 — R = 3/2 eine nach dem Leibniz-Kriterium konvergente Reihe. Die
Potenzreihe konvergiert also fiir z € 1,=[3/2,5/2).

» Fir p(z) =202 n! 2" erhdlt man R = 0 und somit I, = {0}.

» Fir p(z) = X3, 22, also

8
p(x):2x3+2x6+§x9+4x12+-~,

52Man kann Potenzreihen auch fiir komplexe Argumente und Entwicklungspunkte betrachten. In diesem
Fall konvergiert die Reihe fiir alle z € C mit |z—zg| < R. Diese liegen also in einem Kreis um den Mittelpunkt
zo mit Radius R. Dies erklart den Begriff Konvergenzradius.
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13.4

kann man den Konvergenzradius nach keiner der beiden Formeln berechnen, denn hier
ist die Koeffizientenfolge der Potenzen von z
8 32
0,0,0,2,0,0,2,0,0,5,0,0,4,0,0,3,0,0,...
und somit existiert keiner der beiden Grenzwerte. Man kann sich hier behelfen, indem
man y = 2% substituiert. Man erhalt 322, %yk mit der Koeffizientenfolge

2
0,2,2,§,4,3—,...
3 5
fur die Potenzen von y. Wie im dritten Beispiel ergeben die Formeln, dass die Reihe in
y den Konvergenzradius R, = % besitzt. Wegen y = 22 ist der Konvergenzradius der

urspriinglichen Reihe damit R = \3@
Eigenschaften:
Jede Potenzreihe konvergiert fir x = o gegen den Wert p(zo) = ao.

Fir |x —zo| < R ist die Funktion p(x) beliebig oft stetig differenzierbar. Die Ableitun-
gen konnen durch gliedweises Differenzieren bestimmt werden und man erhalt analog
zu (13.1) und (13.2)

o

p®) (z) = Z #lig)lan (z — o)™ *.
n==k
sowie
p®(x0) = Klag, ke Ny. (13.3)

Unbestimmte und bestimmte Integrale konnen durch gliedweise Integration bestimmt
werden. Fir a,b, x € I, gilt also

/p(x)dx—c—l—nf;)

w0

/abp(x) dx = io ncf: 1 ((b —20)"™ — (a — :(:0)"+1) :

Die Konvergenzradien der integrierten oder differenzierten Potenzreihen stimmen mit
dem der urspriinglichen Potenzreihe iiberein, d.h., R, = R, = pr. Die Konvergenz

in den Randpunkten kann aber verschieden sein.

Abelscher Grenzwertsatz:>® Ist eine Potenzreihe in einem Randpunkt konvergent, so
ist sie auch dort (einseitig) stetig.

Eindeutigkeitssatz: Seien p; und po zwei Potenzreihen mit demselben Entwicklungs-
punkt. Wenn es ein beliebig kleines offenes Intervall (a, b) gibt, das in beiden Konver-
genzbereichen enthalten ist und auf dem p; und py dieselben Funktionswerte haben,
dann haben p; und p, dieselben Koeffizienten und sind folglich identisch.

%3Nils Henrik Abel, 1802-1829
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= Eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt zy = 0 stellt genau dann eine gerade Funk-
tion dar, d.h. p(z) = p(—=x), wenn alle Koeffizienten der Monome mit ungeradem
Exponenten verschwinden. Sie stellt genau dann eine ungerade Funktion dar, d.h.

p(z) = —p(—=x), wenn alle Koeffizienten der Monome mit geradem Exponenten ver-
schwinden.
oo
gerade: p(x) = ag + axx® +agxt +--- = Z asp"
k=0
ungerade: p(7) = 17 + a3z’ + azz® + - = > ag 2!
k=0

13.5 Wichtige Potenzreihen: Wie eingangs erwahnt, lassen sich viele wichtige Funktionen
mithilfe von Potenzreihen darstellen. Wir wollen die entsprechenden Formeln nun fiir einige
Funktionen bereitstellen. Sie sind von groBer theoretischer Bedeutung, tauchen aber auch
regelmaBig in den verschiedensten Anwendungen auf. Alle fett gedruckten Reihen sind
auswendig zu lernen und dauerhaft zu merken.

= Die natiirliche Exponentialfunktion f(x) = e* [— 1.30] hat die Eigenschaft, dass sie
mit ihrer Ableitung tbereinstimmt, also f'(z) = f(x) fur alle x € R. AuBerdem
hat sie an der Stelle zp = 0 den Wert f(0) = ¢” = 1. Macht man den Ansatz
f(z) =30 a,a™, dann folgt zunachst exp(0) = ap = 1. Weiterhin gilt

f(x):1+a1x+a2x2+a3x3+...
:f,<l’) :a1+2a21‘+3a3$2—{—4a4x3+... .

Nach dem Eindeutigkeitssatz stimmen die beiden Reihen genau dann (iberein, wenn
die Koeffizienten aller Monome gleich sind. Man vergleicht diese nun der Reihe nach
in aufsteigender Folge und erhalt zuerst a; = 1, dann as = 1/2, dann a3 = 1/6
und so weiter. Die allgemeine Formel a,, = 1/n! ist leicht nachzupriifen. Die gesuchte
Funktion wird also durch die sogenannte Exponentialreihe

. 372 .'1,'3 0 pen
e =1+x+§+§+---=n§;;H

dargestellt. Diese hat den Konvergenzradius R = oo, siehe erstes Beispiel in 13.3.

= Trennt man in der Exponentialreihe die geraden und ungeraden Terme, so erhalt man
die Reihen der Hyperbelfunktionen [— 1.32],

22 ot 0 20
COth=1+§+E+'“=,§,W

(B3 z5 oo x2n+1
imhz =2+ +> 4+...=5"_2
ShE=rtartEt ,;)(2n+1)!

Beide Reihen konvergieren auf ganz R. Die Koeffizienten der Reihe fiir den Tangens hy-
perbolicus besitzen keine einfache explizite Darstellung und miissen rekursiv berechnet
werden. Wir geben hier nur die ersten Summanden an,

x> 22° 1727

tanha — o — — 4 =& _ 20
AT =T e e T 30
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= Zur Bestimmung der Reihen fiir Sinus und Cosinus [— 1.27] betrachtet man die Expo-
nentialreihe fiir das komplexe Argument 7x und beachtet, dass der darin auftauchende
Term ¢ wiederkehrend die Werte 1,7, —1, —i annimmt. Man erhalt

00 M m 2 333 ZA LL’S

. X
ZI: :1 S P - _
e nz:%) o +iz — o 23'—|—4|+z5'

IQ $4 .133 IS
:@‘m+@¢m>“@‘m+a¢“)

Nach der Euler-Formel [— 3.12] gilt €*® = cos x + i sin x. Somit sind die Cosinus- und
die Sinusreihe gegeben durch

.’132 $4 2n
=1- —-1)"
cosT ol nz_;)( 1) ( 2]
) m3 1:5 $2n+1
SINr = — 3 nz_‘;( m .

Beide Reihen konvergieren auf ganz R. Wie man sieht, unterscheiden sich die Reihen
fir Sinus und Cosinus von ihren hyperbolischen Pendants nur durch die Vorzeichen der
Koeffizienten. Gleiches gilt fiir die Tangensreihe,

2 22° 1727
tanr =v+ — + — +

3 15 315
= Wir kennen bereits die geometrische Reihe [— 9.2]
1 o o]
—— =l+z+22+=---=) 3"
l1—2 =0

die fiir x € (—1, 1) konvergiert. Ersetzen wir x durch —z, so erhalten wir 1/(1+x) =
o o(—x)™. Die Integration dieser Gleichung liefert die Logarithmusreihe

2 .’133 4

x T > "
In(1 =r— 4+ 4. = (-
(l+z)=z-F+5 -7 2
wobei die Intregrationskonstante durch die Bedingung In(1) = 0 festgelegt ist. Diese
Reihe konvergiert fiir © € (—1, 1] und speziell fiir den rechten Randpunkt z = 1 ergibt
sich der Wert der alternierenden harmonischen Reihe [— 9.6],

1 1 1

In2)=1—-+-—-=+
n(2) 27371
Ersetzen wir in der geometrischen Reihe = durch —z2, so erhalten wir 1/(1 + %) =
> o,(—1)"z*". Die Integration dieser Gleichung liefert die Arcustangensreihe
P B . pntl
arctan(z) = — — ———:I: -1)"
(=) 3 + 5 nZO( 1) 2n+1’

wobei die Intregrationskonstante durch die Bedingung arctan(0) = 0 festgelegt ist.
Diese Reihe konvergiert fiir z € (—1, 1] und speziell fir den rechten Randpunkt z = 1
ergibt sich die sogenannte Leibniz-Reihe

arctan(l)zgzl—g—i—g—?j:---.
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13.6 Taylor-Reihe einer differenzierbaren Funktion: Sei f eine im Punkt x, beliebig
oft differenzierbare Funktion. Wenn p(x) = 302 a,(z —x()" eine Potenzreihe mit positivem
Konvergenzradius ist, die mit f auf I, Gbereinstimmt, so muss gemaB (13.3) gelten

f(n)(xo) = p™ (zo) =nla, = an:= f(n;('xﬂ).
Die Potenzreihe 0 ¢(n)
Tf(z):=>_ ! n(lm) (x — 20)" (13.4)
n=0 :

heiBt Taylor-Reihe der Funktion f im Entwicklungspunkt x,. Wenn man nur endlich viele
Summanden beriicksichtigt, dann erhalt man das Taylor-Polynom

m ) (2
T,0() = 3 LU0 (0 g

n=0 n

vom Grad m in xg. Insbesondere ist 11 f(x) = f(xo) + f'(z0)(x — x¢) die Tangente von f
im Punkt zo [— 11.6].

Beachte: Wir bezeichnen T, f(x) als Taylor-Polynom vom Grad m, auch wenn im Fall
f)(z9) = 0 der Koeffizient vor 2™ gleich Null und somit der Grad des Polynoms im
Sinne der Algebra kleiner als m ist.

13.7 Beispiel:

= f(z) = €”, Entwicklungspunkt xy = 0,

00 n 2 .773

Tf(x):Z%, Tgf(x):1+x+%+g.

n=0 """
= f(x) = e, Entwicklungspunkt zg = 1,

Tf(z) = i e“n_'l)n Tif(z) = e+ e(z — 1),

n=0

» f(z) = ﬁ Entwicklungspunkt 2o = 0,

Tf(x)=> 2", Tif(z)=1+z+2>+2°+z"
n=0

13.8 Regeln:
T(f+9)=Tf+Tyg
T(f-9)=Tf-Tg
T(f)=(Tf)
T(f)=JT))
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13.9 Restglied: Fiir die Abweichung zwischen Funktionswert f(z) und dem Wert des
Taylor-Polynoms m-ten Grades T, f(z) gilt: Es gibt eine Zahl £ zwischen zy und z, so-

dass _—
i

Ryi1f(2) heiBt Restglied in Lagrange-Form™*. Fir festes z gilt f(x) = T f(x) genau dann,
wenn (R, f(2))men eine Nullfolge ist. Der exakte Wert des Restglieds lasst sich im Allge-
meinen nicht angeben, da man die Stelle £ nicht genau kennt. In den Anwendungen ist man
aber ohnehin meist nur an einer Abschatzung fiir den Betrag des Fehlers in einer Umgebung
des Entwicklungspunkts interessiert. Man betrachtet also nur x-Werte aus einem Intervall
der Form [ = [xg — h, zo + h| fir ein vorgegebenes h > 0. Dafiir ergibt sich die Ungleichung

f(x) = Tmf(x> + Rerlf(m)a Rerlf(x) =

hm-i-l maxe; |f(m+l) (t)‘

(m+1)!

f(z) = T f(2)] < , zel
13.10 Beispiel: Wir betrachten den natiirlichen Logarithmus f(z) = Inx und den Ent-
wicklungspunkt xy = 1. Die Ableitungen sind gegebenen durch

() = (—1)”“7(71 — 1)!, n € N.

xn
Dies liefert die Taylor-Reihe

Th(z)=(z—1)— -

Die Abweichung fiir das Taylor-Polynom T, In auf dem Intervall I = [1 — h, 1+ h] |asst sich
mithilfe der obigen Formel abschatzen. Sofern h < 1, erhalt man

|
(A — ™M
pmax [ fTTU) A= hyme
und damit
hm+1 | 1
|Inz — T, Inz| < m = r€[l—h,1+h]

(m—+D!(1—=h)  (m+1)(1/h— 1)t
Wahlt man konkret h = 1/4, dann lautet die Fehlerabschatzung

1

CE s x € [3/4,5/4].

|Inz —T,,Inz| <
Dies zeigt insbesondere, das die Abweichung fiir m — oo gegen Null konvergiert, die Taylor-
Reihe also tatsachlich den Logarithmus auf diesem Intervall darstellt. Speziell fiir das quar-
tische Taylor-Polynom erhilt man |Inz — TyInz| < 1/(5 - 3°) ~ 8.2e—4. Die tatsachliche
maximale Abweichung auf diesem Intervall ist etwa um den Faktor 4 kleiner, es handelt sich ja
aber auch nur um eine Abschatzung. Die Ungenauigkeit kommt dadurch ins Spiel, dass man
die genaue Position der Stelle £ im Lagrange-Restglied nicht kennt und deshalb vom ,worst

54 Joseph-Louis Lagrange, 1736-1813
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case”, also dem Maximalwert des Ableitungsterms, ausgehen muss. Das Uberschatzen des
Fehlers wird besonders deutlich, wenn man ein groBeres Intervall betrachtet, beispielsweise
I = [1/4,7/4] entsprechend h = 3/4. Hier erhalt man

m+1

(m+1)’

|Inz — T, Inz| < x € [1/4,7/4],

und sieht, dass die rechte Seite divergiert, wenn m groB wird. In Wirklichkeit konvergiert die
Taylor-Reihe aber auch hier gegen den Logarithmus, doch ist das auf diesem Weg nicht zu
zeigen. Die entsprechende allgemeine Aussage liefert der nachste Abschnitt.

13.11 Taylor-Reihe einer elementaren Funktion: Zu den elementaren Funktionen geho-
ren Potenzen, rationale Funktionen, Exponentialfunktion und Logarithmus, trigonometrische
und Arcusfunktionen, hyperbolische und Areafunktionen sowie deren Verkettung. Eine Stelle
z € C heiBt Singularitat der elementaren Funktion f, wenn f an dieser Stelle nicht definiert
oder nicht (komplex) differenzierbar ist. Sei z. die dem Entwicklungspunkt o nachstgele-
gene Singularitat, dann definieren wir R := |xo — 24| als deren Abstand in der komplexen
Ebene. Wenn es keine Singularititen gibt, setzen wir formal R = oo. Betrachten wir nun
die Taylor-Reihe T'f von f im Entwicklungspunkt xy, dann gilt fiir den Konvergenzradius
R > R und weiterhin
f(x) =Tf(x) firl|z— 2 < R.

Dieser Satz besagt also, dass man elementare Funktionen zumindest in einer gewissen Um-
gebung des Entwicklungspunkts durch deren Taylor-Reihe darstellen kann. Dies bedeutet
insbesondere auch, dass die Taylor-Polynome mit wachsendem Grad die Funktion dort im-
mer besser approximieren.

13.12 Bemerkung: Es gibt nichtelementare Funktionen, bei denen f(z) und T f(z) nur
fur x = x bereinstimmen. Ein Beispiel ist

—1/z?2
o={o A

mit Entwicklungspunkt o = 0. Man beachte, dass dies wegen der Fallunterscheidung keine
elementare Funktion ist. Man kann zeigen, dass f in o = 0 beliebig oft differenzierbar ist
mit f)(0) = 0 fiir alle k. Es ist also T'f(x) = 0 fiir alle 2, wahrend f(x) = 0 nur fiir 2 = 0
gilt. Hier wird f(z) also mit wachsendem m durch T, f (x) nicht immer besser approximiert.

13.13 Beispiel:

= Die elementare Funktion f(x) = In(1 4+ x) hat im Entwicklungspunkt z, = 0 die
Taylor-Reihe T'f(z) = Y02, (—1)"""£. Der Konvergenzradius R = 1 ist gleich dem

n=1
Abstand R = 1 von zy = 0 zur einzigen Singularitat an der Stelle z, = —1.

» Die elementare Funktion f(x) = 1/(1 + x?) hat im Entwicklungspunkt z, = 0 die
Taylor-Reihe T'f (z) = 3252,(—1)"2*". Der Konvergenzradius R = 1 ist gleich dem

n=0
Abstand R = 1 von xy = 0 zu beiden Singularitaten an den Stellen z, = +1.
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= Die Taylor-Reihe der elementaren Funktion f(z) = Vz2 im Entwicklungspunkt 2o = 1
ist Tf(z) = 14+ (x—1). Deren Konvergenzradius ist R = oo, wahrend der Abstand zur
Singularitat z, = 0 den Wert R = 1 hat. Tatsachlich gilt 7 f(z) = f(z) fir |z —1| < 1
und sogar fiir alle x > 0, aber offensichtlich nicht auf dem gesamten Konvergenzgebiet
Iry =R

13.14 Beispiel: Wir betrachten die elementare Funktion f(x) = (1 + ) fir einen reellen
Exponenten a # 0 und wahlen xq = 0. Hier ist f*(0) = a-(a—1)---(a — k + 1), und
somit f*)(0)/k! = (:) ein Binomialkoeffizient [— 1.26]. Die sogenannte Binomialreihe ist
also gegeben durch

(a—1) 5  ala—1)(a—2)

a > [«
Tf(a:):1+a$+Tx + al a:3+--~:z<k>xk.
: : k=0

Der Abstand zur einzigen Singularitit z, = —1 ist R = 1, es gilt also

1+z)*=> (Z):ck —-l<z<l.

k=0

Die Konvergenz in den Randpunkten hangt vom Wert von « ab. Ist dagegen a« = n € N
eine natlrliche Zahl, dann verschwinden alle Binomialkoeffizienten (Z) fir £k > n und die
Reihe hat somit nur endlich viele Summanden. In Ubereinstimmung mit dem binomischen
Lehrsatz [— 1.26] ergibt sich die Gleichung

(1+x)"=Tf(x) = Xn: (Z)xk, r eR.

k=0

13.15 Landau-Symbole: Landau-Symbole®® sind zunachst gewdhnungsbediirftig, da sie
formal gesehen Mengen sind, in der Praxis aber wie Funktionen verwendet werden. Das flihrt
dazu, dass sie scheinbar nicht allen vertrauten Rechenregeln gehorchen. Sie sind aber dennoch
etwas ausgesprochen Praktisches, da sie es einem beim Umgang mit Potenzreihen erlauben,
sich auf einige wenige relevante Terme zu konzentrieren und den ganzen verbleibenden Rest
zuverldssig zu verwalten, ohne die betreffenden Koeffizienten explizit kennen zu miissen.

Wir definieren das Landau-Symbol O(z™) als die Menge

O(z™) := {f : lim f(i) existiert}.

z—0

Diese Definition ist eine vereinfachte Variante des in der Literatur iiblichen Begriffs®®, die
aber fiir unsere Zwecke vollkommen ausreicht. Der Exponent m kennzeichnet also qualitativ,

55Edmund Landau, 1877-1938

%0Tatsichlich definiert man ganz allgemein fiir eine Funktion g die Menge O(g(z)) = {f
limsup,_,q |f(2)/g(z)| < oo}, wobei limsup den Limes superior bezeichnet. Neben den hier eingefiihrten
Landau-Symbolen, die das Verhalten in der Umgebung des Ursprungs betreffen, verwendet man in dhnlicher
Weise auch Landau-Symbole fiir das Verhalten im Unendlichen, insbesondere auch fiir die Klassifikation von
Folgen oder die Komplexitat von Algorithmen. Man sagt beispielsweise, dass ein gegebenes Verfahren zum
Sortieren von n Objekten die Laufzeit O(n?) hat, um das Verhalten fiir groBe Datenmengen qualitativ zu
erfassen. Wir werden dies hier aber nicht verwenden.
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wie schnell die Werte einer Funktion f € O(z™) an der Stelle x5 = 0 mindestens gegen 0
gehen: je groBer m, desto rascher.

x

= 2 oder x%¢® € O(x?), dalim,_, et _

sin(2x)
z x?

Beispielsweise ist sin(2z) € O(z), da lim,_,o
0. Dagegen ist tan(z) ¢ O(x?), da lim, . mﬁ# nicht existiert.

Auch wenn dies eigentlich sehr erklarungsbediirftig ist, verwendet man in der Praxis Landau-
Symbole nicht als Mengen, sondern als Platzhalter fiir konkrete Funktionen, die man nicht
explizit angeben kann oder will. Man schreibt zum Beispiel

sinz =z + O(z?)

und meint damit folgendes: Es gibt eine Funktion f € O(x?), sodass sinz = z + f(z). Der
genaue Verlauf dieser Funktion ist dabei irrelevant. Es geht vielmehr nur darum, dass sie
im Ursprung eine dreifache Nullstelle hat und deshalb fiir x — 0 betragsmaBig sehr kleine
Werte annimmt. Dies zeigt, dass die Approximation sinx ~ x fiir kleine x sehr prazise ist.
Um konkret nachzuweisen, dass die Funktion f tatsichlich in O(z?) liegt, betrachten wir

) R 1 22 a2
f(:v):81nx—x:—3!—|—5!—ﬂj:---:x3<——|——i---).

Nach Division durch z3 bleibt nur der Term in der Klammer, der offensichtlich den Grenzwert
—1/3! hat. Dieser konkrete Zahlenwert ist hier aber gar nicht von Interesse. Entscheidend
ist nur, dass bei der Reihendarstellung von f(z) der Term z3 ausgeklammert werden kann
und somit der Grenzwert lim, ¢ f(z)/z® existiert. Man beachte, dass die Gleichungen

sinz =2+ O(z®) oder sinx =z + O(r)

ebenfalls korrekt sind®’, denn f(z) liegt ja auch in den Mengen O(z?) und O(z); die zu-
gehorigen Grenzwerte sind jeweils 0. Die Spezifikation des Landau-Symbols ist also nicht
eindeutig. Dagegen ist

sinz # x + O(z?),

da f(z)/z* = (—=1/3! + 2?/5! F - - ) /x im Ursprung divergiert.

Betrachten wir nun ganz allgemein eine Potenzreihe p mit Entwicklungspunkt zy = 0 und
spalten die Summe in ein Polynom p,, 1 vom Grad < m — 1 und einen Rest r,, auf,

fe’e) m—1 00
p(z) = Z apx" = Z a, " + Z ™ = Py () + 1o ().
n=0 n=0 n=m

Fir den Rest gilt
T (1) = Q@™ + A1 2™+ Qg™ A= 2™ (am + Oy 1T + Ag0® + - - )

und damit lim, 0 7 (2) /2™ = ap,. Also ist 7, € O(2™) und wir schreiben

m—1

p(x) =Y apa™ + O(z™).

n=0

57Aus den beiden Gleichungen sinz = x4+ O(23) und sin x = x4 O(2?) folgt keineswegs O(z?) = O(z3).
Es bedeutet lediglich, dass die konkret gemeinte Funktion f(z) = sinz — x sowohl in O(x?) als auch in
O(z?) liegt.
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Es ist beispielsweise

2 4 6 2

oz x x
=1l- "t -t =1-"4 0.
COS T 2+4! i 2+ (%)
———
p3(z) ra(z)

Mit Landau-Symbolen kann man gemaB der folgenden Regeln rechnen:

lim O(x") = 0 falls n > 0
O(z™) + O(z™) = O(z") k = min(n,m)
f(z)O(z"™) = O(z") falls f stetig
O(2™) - O(z™) = O(2™™)
O(z")/a™ = O(z"™™)
Ou") = O(z"™) falls u = O(2™)
f (0 +0@") = f(x) + O(a") falls f differenzierbar

Dagegen gilt die naheliegende Regel O(2™)/O(x™) = O(x"~™) nicht (warum?).

Mithilfe dieser Regeln und der bekannten Taylor-Reihen elementarer Funktionen lassen sich
haufig Taylor-Polynome komplizierterer Funktionen recht einfach angeben. Die Bestimmung
der Koeffizienten mittels der Ableitungswerte kann verglichen damit sehr viel aufwandiger
sein.

13.16 Beispiel:

» f(x) = e~*" gesucht Ty f mit Entwicklungspunkt zo = 0. Mit u = —z2 erhalt man

2 4
f@)=e"=1+u+ o +0’) =1 -2+ -+ 0@°),

also Ty f(x) =1 — 2 + 21/2.

» f(z) = xIn(cosh(x)), gesucht T f(x) mit Entwicklungspunkt zo = 0. Zunachst ist
cosh(z) = 1+ 2%/2 + 2*/24 + O(2°). Die Substitution u = z%/2 + 2*/24 + O(z*)

liefert
02
zIn(cosh(z)) = aj(ln(l +u) =u— — +O0(u?)
T 6 3 ad .
~o(T+5—§ O06) =T~ 5+ OE

also®® Ty f(x) = 23/2 — 2% /12.

= f(x) = tanz, gesucht T3f(z) mit Entwicklungspunkt zo = 0. Mit den bekannten
Reihen fiir Sinus und Kosinus erhalt man zunachst

sine  x—2°/6+ O(z°)

cosz 1—a2/2+0(x4)’

tanx =

58V/ersuchen Sie spaBeshalber einmal, dieses Ergebnis mithilfe der Ableitungswerte f(*)(0) herzuleiten!
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Die Substitution u = x?/2 + O(x?) liefert mit der geometrischen Reihe

tanx = = 2°/6+0() = (m—m3/6+0(x5)) (1 —|—u+0(u2)).

1—wu

Riicksubstitution ergibt
tanx = (x —2°/6 + O(ZE5)> (1 +2%/2 + O(x4)) =x+2°/3+ O(z°).
Also ist®® Ty f(x) = x + 23/3.

13.17 Bestimmung von Grenzwerten: Grenzwerte vom Typ
@)
=0 g(z)

lassen sich ohne die Regel von I'Hospital bestimmen, indem man die Taylor-Entwicklung von
f und ¢ bis zum ersten von Null verschiedenen Term explizit bestimmt.

, f(wo) = g(z0) =0,

13.18 Beispiel:
» f(z) =sin(z?) =22 + O(2%), g(z) =1 —cosx = 2?/2 + O(2?), also

. sin(z?) . 224+ 0(2?) . 1+0(2)
hm —_— = 1INl ——— = |11l —— —
=01 —cosx 2-022/24 O(23) «=01/2+4 O(x)

» f(x) =23(e*® — 1) =22 + O(2°), g(x) =In(1 + 23) = 2% + O(2?), also
2(e* —1) 204+ 0(2%) . 2x+0(z?)

250 In(1 + a3) = 3+ O(z4) = 1+ O(x) =0

» f(z)=2%—sinz? =25/6 + O(2"), g(x) = (1 — cosx)® = 2%/8 + O(27), also

. x?—sinz? | 25/6+0(2") .. 1/6+0(x)
lm—— =1lim————= = =
=0 (1 —cosz)? 2=026/8+O(27) +-01/8+ O(x)

4
3

13.19 Minima/Maxima: Sei f'(2) = --- = f*Y(xy) = 0, dann gilt
) (z0)
k!
Die Funktion f verhalt sich in einer Umgebung von z( also wie das Taylor-Polynom

T f(wo +h) = f(x0) + f(’“;('xo) hF.

T f(xo+ h) = f(x) + hF 4+ O(h*H).

Daraus kann man folgendes ablesen:

= Wenn k ungerade ist und f*)(2) # 0, dann hat f im Punkt z, einen Wendepunkt.
= Wenn k gerade ist und f*)(zy) > 0, dann hat f im Punkt 2, ein lokales Minimum.

= Wenn k gerade ist und f*)(zy) < 0, dann hat f im Punkt z, ein lokales Maximum.

*9Dieses Ergebnis lasst sich zugegebenermaBen einfacher mithilfe der Ableitungen fU“)(O) herleiten; es
geht in diesem Beispiel lediglich um die Demonstration von Rechentechniken.
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13.20 Beispiel:

= Die Funktion
f(z) := cos(x) + cosh(x) = 2 + 2*/12 + O(z°)

hat an der Stelle 2o = 0 ein lokales Minimum.
= Mitxz =1+ hist

f(l’) = esin5(ln;v) — GSin5(h+O(h2)) _ 6(h+0(h2))5 _ 6hS—i—O(hﬁ) -1 + h5 + O(h6)

Also hat f an der Stelle 2y = 1 einen Wendepunkt.
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14 Fourier-Reihen

Taylor-Reihen liefern einfache lokale Darstellungen fiir glatte Funktionen. In diesem Kapitel
suchen wir dagegen eine Reihendarstellung, die global konvergiert und selbst dann noch
brauchbare Resultate liefert, wenn die gegebene Funktion f Spriinge und Knicke aufweist.
Man muss dazu aber voraussetzen, dass f periodisch ist, also anschaulich gesprochen einen
Schwingungsvorgang beschreibt.

14.1 Periodische Funktion: Eine Funktion f : R — R heiBt L-periodisch, wenn
fle+L)=f(z), z€eR,

fur eine Zahl L > 0. Diese Zahl ist nicht eindeutig bestimmt, denn jede L-periodische
Funktion ist gleichzeitig auch nL-periodisch fiir alle n € N. Man definiert deshalb die Periode
einer Funktion als die kleinste Zahl L > 0, fiir die die Funktion L-periodisch ist. Beispielsweise
sind fir n € N die Funktionen sin nz und cosnx 2m-periodisch und haben Periode 27 /n.
Eine L-periodische Funktion ist durch ihre Werte auf einem beliebigen Intervall der Lange L
vollstandig bestimmt.

14.2 Trigonometrische Reihe: Eine Reihe der Form

t(z) = %o + aj cos T + by sinx + ag cos 2x + by sin 22 + - - -

2
a/O o0 (o)
) + Z @y, COSNL + Z b, sin nx
n=1 n=1

heiBt trigonometrische Reihe mit Koeffizienten a,, b,. Die Partialsumme

Qo

5 + Zancosm&—l— ansinnx

n=1 n=1

tm(2)
heiBt trigonometrisches Polynom vom Grad m.

14.3 Eigenschaften:

t konvergiert fiir alle x € R absolut, wenn es eine Zahl o > 1 gibt, sodass

lim n%a, = lim n®b, = 0.
n—oo n—o0

Die Funktion t ist dann stetig.
» ¢ ist k-mal stetig differenzierbar, wenn es eine Zahl o > k + 1 gibt, sodass

lim n“a,, = lim nb, = 0.
n—oo n—oo

Die Ableitungen sind wieder trigonometrische Reihen, deren Koeffizienten sich durch
gliedweises Differenzieren bestimmen lassen.

= Trigonometrische Polynome und Reihen sind 27-periodisch, d.h., ¢,,(z + 27) = t,,,(x)
bzw. t(x 4 27) = t(x), falls konvergent.

t bzw. t,,(x) ist genau dann eine gerade Funktion, wenn alle b,, Null sind.

t bzw. t,,(x) ist genau dann eine ungerade Funktion, wenn alle a,, Null sind.
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14.4 Orthogonalitatsrelationen: Um eine einheitliche Behandlung der Sinus- und Cosinus-
terme zu ermoglichen, definieren wir die Funktionen

und die Koeffizienten

)\lzbla )‘3:[)27 )\5:b3a

)\0:a0/27 Ay =ay, A\ =az, X¢=as, ...

Damit erhalten wir die Darstellung
00 2m
tx) = Mevg(z) bzw.  tm(z) =) Mpvk(z)
k=0 k=0

fir trigonometrische Reihen und Polynome. Legen wir das L2-Skalarprodukt [— 12.25]

o9y = [ f@)gle) da
auf dem Intervall [—m, 7] zugrunde, dann sind die Funktionen v; zueinander orthognonal. Es
gilt genauer gesagt®®
(Ug,v,) =0 fir k#n
sowie
(vo,v9) = 2m und  (v,,v,) =7 firn > 1.

Multiplizieren wir die Gleichung ¢ = 372, A\yvy skalar mit v,,, dann erhalten wirt?

<t7 Un> = <Z )\kvku Un> = Z )\k<vk7 Un> = )\n<Un7 Un>
k=0 k=0

und damit
<tjvn>

(Vn, vn>‘

An =

14.5 Fourier-Reihe:** Sei f : R — R eine 27-periodische Funktion. Wenn ¢t = 3°°° /A, v,
eine trigonometrische Reihe ist, die mit f lbereinstimmt, dann muss nach den Ergebnissen
des vorigen Abschnitts fiir die Koeffizienten gelten®

Ao = Al e,

(Vn, Vn)

%0Beweis als Ubungsaufgabel

61Das fettgedruckte Gleichheitszeichen ist keineswegs selbstverstandlich, da die Linearitat des Skalarpro-
dukts nur fiir endliche Summen garantiert ist. Man kann den Schritt aber in diesem Fall rechtfertigen.

62 Joseph Fourier, 1768-1830

53Dje Koeffizienten haben genau die in Abschnitt 2.35 fiir Orthogonalbasen angegebene Form. Der einzige
Unterschied besteht darin, dass die Anzahl hier nicht endlich ist.
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Fir die Koeffizienten a,, und b,, bedeutet dies konkret

1 ™
—/ x)cosnzdr, b, = —/ f(z)sinnx dx.

™ J—7
Die Existenz dieser Integrale ist gesichert, sofern f eine Stammfunktion besitzt. Dies ist
insbesondere dann der Fall, wenn f beschrankt ist und nur endlich viele Unstetigkeitsstellen
im Integrationsbereich hat. Die trigonometrische Reihe

ao (o] o
— + Zancosnx+ ansinnx

Ff(x):= 5

n=1 n=1

mit Koeffizienten a,,, b,, wie oben angegeben heiBt Fourier-Reihe der Funktion f. Wenn man
nur endlich viele Summanden beriicksichtigt, so erhalt man das (trigonometrische) Fourier-
Polynom

Fof(x 250 i cosna:+§:bnsinnx
= n=1
von f vom Grad m.
14.6 Regeln:
F(f+9)=Ff+Fyg

Flaf) =aF f

F(f) = (Ff)

F(ff)=[(Ff), fallsay=0

14.7 Bemerkungen:

= Aus der Formel a,, = L [T f(x) cos(nx) dx erhalt man speziell fir n = 0 die Gleichung

C;():zlw/:rf(x)dx.

Der konstante Term der Fourier-Reihe ist also der Mittelwert®® der Funktion f.

= Wenn f gerade ist, das heift f(z) = f(—=) fir alle x € (—m, ) mit hochstens endlich
vielen Ausnahmen, dann ist F'f eine reine Cosinus-Reihe. Es gilt also b, = 0,n € N.
Die Berechnung der a,, vereinfacht sich zu a, = 2 ] f(x) cos(nx) dz.

= Wenn f ungerade ist, das heiBt f(x) = —f(—=) fir alle € (—m, 7) mit hochstens
endlich vielen Ausnahmen, dann ist F'f eine reine Sinus-Reihe. Es gilt also a,, = 0,n €
No. Die Berechnung der b, vereinfacht sich zu b, = 2 [ f(z) sin(nz) dz.

= Das Integral [” _in der Definition der Koeffizienten kann durch ein beliebiges anderes
Integral Uber ein Intervall der Lange 27 ersetzt werden, z.B. durch f027r.

64Es empfiehlt sich, den Mittelwert ag/2 stets getrennt zu ermitteln, sodass bei der Berechnung der
tbrigen Koeffizienten n € N vorausgesetzt werden kann.
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= Die Werte der Koeffizienten a,,, b, und damit die Fourier-Reihe F'f dndern sich nicht,
wenn die Funktion f an endlich vielen Stellen abgeandert wird.

» Beziiglich der L?>-Norm [— 12.25] ist das Fourier-Polynom
2m <f /Uk>

k=0 <Uk77 /Uk'>
unter allen trigonometrischen Polynomen vom Grad m dasjenige mit der geringsten
Abweichung. Der Approximationsfehler || f —t,,]| ist also in diesem Sinne minimal fur
tm = F,.f. Dies entspricht genau der in Abschnitt 2.35 gemachten Aussage Uber die
beste Approximation in linearen Teilrdumen.

FNL.]F -

Vk

= Da die Funktionen v; orthogonal zueinander sind, gilt nach dem Satz des Pythagoras
[— 2.7]

2m 2m 2

‘ a T ‘
Il = 3 Nl = (203 + - 3) = (2 4+ Y2 +82).
k=0 k=1

n=1
Wenn der Grenzwert t = F'f mit f (bereinstimmt, folgt daraus die Parseval’sche
Gleichung®®

1 2

;/ﬂ_f( dr——o ia +b2).

J =T

14.8 Konvergenz: Konvergenzaussagen fiir Fourier-Reihen sind im Allgemeinen schwierig.
Beispielsweise ist die Stetigkeit von f allein noch keineswegs ausreichend fiir die gewiinschte
Gleichheit F f(x) = f(x). Konkrete Ergebnisse gibt es aber fiir den Fall, dass der Graph von
f nur endlich viele Spriinge und Knicke aufweist. Genauer gesagt nennen wir f stickweise
glatt, wenn es endlich viele Stellen

M =20 <1 < Ty < <IN <ITIN=T
gibt, sodass fir alle 7 =0,..., N — 1 gilt:

= f ist stetig differenzierbar auf dem offenen Intervall (z;, z;11).

= f hat an der Stelle z; einen rechts- und linksseitigen Grenzwert,

flaf) =lm flei+h), flzr) =l f e = h).

» Die Ableitung [ hat an jeder Stelle x; ebenfalls einen rechts- und linksseitigen Grenz-
wert.

Wenn f also in diesem Sinne stiickweise glatt ist, dann konvergiert F'f(zx) fir alle x € R
und es gilt

f(z) fur z € [—m, 7]\ {zo,..., 2N}
Ff(:b') = l(f(x”L) + f(x_)) fiir v = 1
2 7 7 I8
Das heiBt: Die Fourier-Reihe stimmt mit der gegebenen Funktion lberall dort lberein, wo

f stetig ist. In den Sprungstellen nimmt die Fourier-Reihe den Mittelwert aus rechts- und
linksseitigem Funktionsgrenzwert an.

65Marc-Antoine Parseval, 1755-1836
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14.9 Beispiel: Sei f 2m-periodisch mit

-1 fir — 7 <x<0
f(x)_{1 fir0<ax <.

Man spricht hier auch von einer Rechteckschwingung. Die Funktion ist ungerade im Sinne
von Bemerkung 14.7, denn es gilt f(z) = —f(—x) fir alle x € (—m,7) mit Ausnahme
der einen Stelle z = 0. Die zugehorige Fourier-Reihe ist also eine reine Sinus-Reihe mit
Koeffizienten

1 rm 2 21 — (—=1)" 4 fil q
bn = —/ f(ZE) sinnx dr = —/ sinnrdr = M _ {mT ur n ungerade
0

T Jn 7 nm 0 fir n gerade.

Die Fourier-Reihe von f ist damit

i sin(2k + 1)z
ok 11

Ff(z) = 4<sinx+

sin3x  sinbx 4
po) =t
T

3 * ) m
An der Sprungstelle x = 0 gilt offensichtlich ' f(0) = 0. Dies ist nicht der gegebene Funkti-
onswert f(0) = 1, sondern, wie behauptet, gerade der Mittelwert der einseitigen Grenzwerte
f(0T) =1 und f(07) = —1. An der Stelle x = 7/2 ist f stetig und wir erhalten Uberein-
stimmung,

1= f(r/2)=Ff(r/2) = i(sinﬂ/2+sm?;r/2 +Sin557r/2 +>

Die Zahler der Briiche nehmen abwechselnd die Werte 1 und —1 an und wir erhalten erneut,
diesmal aber auf ganz anderem Wege, die Leibniz-Reihe [— 13.5]

. 1+1 1jE B
3 5 7 4

Die Parseval'sche Gleichung liefert

und damit den Reihenwert

SRS S
8 9 25 49

Die Abbildung zeigt die Fourier-Polyome von Grad m = 3,13,23. Man beobachtet in der
Nihe der Sprungstellen ein Uber- und Unterschwingen, das mit wachsendem m zwar immer
schneller abklingt, dessen Amplitude sich aber nicht verringert. Dieses Verhalten nennt man
das Gibbs-Phinomen®. Es tritt nicht nur in diesem Beispiel auf, sondern immer dann, wenn
die gegebene Funktion f eine Sprungstelle hat. Fourier-Polynome hoher Ordnung zeigen hier
stets ein Uber- und Unterschwingen um etwa 9% der Sprunghéhe. Im Beispiel hat der Sprung

66 Josiah Willard Gibbs, 1839-1903. Man spricht den Namen wie ,,Gips" und nicht wie ,Chips".
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an der Stelle x = 0 die Hohe 2. Das Maximum der Fourier-Polynome liegt dementsprechend
um etwa 0.18 hoher als der rechtsseitige Grenzwert f(07) = 1.

g% Anconanl
1 A4 1 \PPAAA 1
m=3 m=13 m =23

0.5 0.5 0.5

0 0 0
-0.5 -0.5 -0.5

1 \//\\/ 1 VI\VI\VI\VI\VI\V,\V 1 %. AAAAA A

3002 A 0 1 2 3 302 A 0 1 2 3 30 02 A 0 1 2 3

14.10 Beliebige Periode: Ist die gegebene Funktion f L-periodisch, dann kann man diese

durch die Transformation
27

o) i= flafw), wi= T
auf eine 2m-periodische Funktion g transformieren. Durch Riicktransformation der Fourier-

Reihe von g erhalt man fiir f die verallgemeinerte Fourier-Reihe

204 > ay cos(nwz) + > by, sin(nwz)

Fi@) =4

n=1 n=1
mit Koeffizienten
L/2 w [L/2
—/ ) cos(nwz) dx, b, = —/ f(z) sin(nwx) du.
L/2 —L/2
14.11 Beispiel: Sei f eine 2-periodische Dreieckschwingung mit f(z) = |z|, =1 < 2 < 1.

Mit w = 7 berechnet man die Koeffizienten

ap 1 —

1 4
5 =5 = 2/0 x cos(nmx) dr = {“2”2

fir n ungerade
0 fur n gerade.

Da f eine gerade Funktion ist, verschwinden alle b, und wir erhalten die Cosinus-Reihe

4 & cos((2k + 1))
F -2
J Z (2k +1)?

14.12 Fourier-Reihe in komplexer Form: Etwas weniger anschaulich, aber technisch ge-
sehen meist einfacher zu handhaben sind Fourier-Reihen in komplexer Form. Als Basisfunk-
tionen verwendet man anstelle von Sinus und Cosinus die komplexen Exponentialfunktionen
e n € Z, wobei die Euler-Formel [— 3.12]

in.

"™ = cosnz + isinnx

den Zusammenhang zum reellen Fall herstellt. Die Orthogonalitatsrelationen haben hier die

einfache Form
T . 2 fur k =
/ ezna:efzkx dfﬂ — ™ ur n
—r 0 sonst.
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Die Fourier-Reihe [— 14.5] der 2m-periodischen Funktion f lasst sich nun darstellen als

Ff(x)= i cpe” e

n=—oo

mit komplexen Koeffizienten

s |
o= 5 /_W f(@)e™ dz, ne .

Wie man sieht, ist also nur ein Integral zu berechnen, auBerdem verschwindet die Sonderbe-
handlung des Koeffizienten ag. Die Umrechnung der komplexen Koeffizienten ¢, in die reellen
Koeffizienten a,,, b, ist einfach. Sie ergeben sich als der doppelte Real- bzw. Imaginarteil,

a, =2Rec,, b,=2Imc,.

14.13 Beispiel: Sei f 27-periodisch mit f(x) = max(0,z) fir z € [—m, 7). Fir die kom-
plexen Koeffizienten erhalt man

1 fn o 3 1 . p T firm=20
Cp = — r)e™dr = — e dx =
27T LW f( ) 27T /(; (_217322_1 + Z’(_lz):+1 sonst.
Die reellen Koeffizienten sind also
/2 firn =0
an =14 —2/(mn?) firn=1,3,5... , b,=(=1)"""/n.
0 firn =2,4,6,...

In der Abbildung sieht man die Fourier-Polynome von Grad m = 3 und m = 20. Wieder ist
das Gibbs-Phanomen in der Nahe der Sprungstelle zu beobachten.

Approximation () Approximation onf(t)

35
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15 Funktionen mehrerer Veranderlicher

Nachdem die Untersuchung reeller Funktionen in einer Variablen 2 € R abgeschlossen ist,
wenden wir uns nun Funktionen zu, deren Argument ein Vektor #* € R™ ist, also Funktionen
vom Typ

fR" SR y=f(Z) = flz1,...,2n).

Als Beispiel betrachte man die Funktion f, die jedem Punkt # € R?® im Raum mit Koordi-
naten w1, s, r3 die dort herrschende Temperatur ¢t = f(x1, o, x3) zuweist. Wenn auch der
Funktionswert mehrdimensional ist, erhdlt man eine vektorwertige Funktion. Wir schreiben

dann .
f1(Z)

F:R™—>R" ¢y=F@)= :

o)

Eine solche Funktion entsteht beispielsweise, wenn man dem Punkt #* im Raum nicht nur

die Temperatur ¢ = f;(Z), sondern auch noch den Luftdruck p = fo(Z) zuweist, also

F<xlax27$3) = [tvp]T

In diesem Kapitel werden einige Grundbegriffe geklart, bevor wir uns mit der Differenziation

und Integration solcher Funktionen beschaftigen.

15.1 Erinnerung: Bevor wir einige grundlegende Begriffe und Ergebnisse aus Kapitel 2
wiederholen, fuhren wir der Einfachheit halber eine weitere Notation fiir Vektoren ein. Wir

schreiben
x1
= . o T _
T=| 1| =[z,...,xn) = (21,...,2m).
xm
Das heiBt, dass liegend notierte Vektoren in runden Klammern als Spaltenvektoren zu ver-

stehen sind, sodass die Notation eines Transpositionszeichens entfallt. Im Folgenden ist
R™:={7 = (x1,29,...,2p) : T1,..., Ty € R}
der m-dimensionale Raum und

ty, ot Yo, T £ Ym)

wiy—(
= (cxy,cx9,...,cxp), CcER

<w37> =T -G =211 + TaYa + -+ TnlYm
2] := \/(Z, Z).

Dabei gilt

le@]| = lef - [|Z]], ceR
17+ gl < [[Z]] + (|l
17 =gl = [ 17l = g1
(@) < 171 - Il
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GemaB Abschnitt 8.14 gilt: Eine Folge (Z))ren von Vektoren Ty = (214, ..., Tmy) in R™
heiBt konvergent, wenn die Zahlenfolge jeder Koordinate konvergiert, also die Zahlenfolge
(ig)ken fir i = 1,...,m. Der Grenzwert , ist dann gegeben als Vektor der Grenzwerte
der einzelnen Koordinaten,

lim Tk

k—oco

lim z,,
k—o00 ’
und man schreibt
k—oo

Eine Folge, die nicht konvergent ist, heiBt divergent.

= Die Folge 7 konvergiert genau dann gegen 7y, wenn ||Z — Zo|| eine Nullfolge ist.

= Seien 7} und 7 konvergente Folgen mit Grenzwert ¥y bzw. 5. Dann gilt

lim (Zy + Ux) = Zo + Yo, lim c@) = cZy, c € R
k—o0 k—oo
,}g&(fkagk) = (Zo, Yo), ,}1_{{.10 [Z5 ]| = [|Zoll-

15.2 Beispiel:
= Die Folge (Z))ren mit @ = (1/k, ¥/k) ist konvergent zum Grenzwert

= Die Folge (Zk)ren mit Ty, = (1/k, 3, k) ist divergent, da die dritte Koordinate divergiert.

15.3 Kugeln: Eine Kugel in R™ mit Mittelpunkt 7 und Radius r > 0 ist gegeben durch
K.(m)={ZeR":||F—m| <r} bzw. B,.(m):={FeR":||Z—m| <r}.

Dabei ist die erste Variante eine abgeschlossene und die zweite Variante eine offene Kugel.
Wahlt man speziell den Mittelpunkt 72 = 0 im Ursprung und den Radius » = 1, dann spricht
man von der Einheitskugel.

Der Rand der Kugel ist eine Kugeloberflache und in beiden Fallen gegeben durch
OK,(m) =0B,(m) ={Z e R" : || — | =r}.

Speziell im zweidimensionalen Fall n = 2 spricht man in der Regel nicht von einer Kugel
und einer Kugeloberflache, sondern von einer Kreisscheibe und einem Kreis bzw. von der
Einheitskreisscheibe und dem Einheitskreis.

Im zweidimensionalen Fall n = 2 sind der Flacheninhalt F' und der Umfang U eines Kreises
gegeben durch

F=mr? bzw. U =2nr.
Im dreidimensionalen Fall n = 3 sind das Volumen V' und die Oberflaiche O einer Kugel
gegeben durch

4
V= §7rr3 bzw. O = 4xnr?.
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15.4 Rand einer Menge: Sei M C R™ eine Menge. Wie berseits im vorigen Abschnitt
angedeutet, wird der Rand dieser Menge mit OM bezeichnet und ist in der Regel genau das,
was man sich anschaulich darunter vorstellt. Formal gesprochen ist ein Randpunkt & € OM
dadurch charakterisiert, dass jede Kugel B, (Z) sowohl Punkte enthalt, die innerhalb als auch
auBerhalb von M liegen, also M N B,(Z) # 0 und M N B,.(Z) # B,(Z) fur alle r > 0.

15.5 Skalare Funktion mehrerer Veranderlicher: Sei M C R™. Eine Vorschrift f :
M — R, die jedem Element Z € M eine reelle Zahl y = f(Z) zuordnet, heiBt skalare (oder
reelle) Funktion von m Verdnderlichen mit Definitionsgebiet M. Gelegentlich spricht man
auch von einem Skalarfeld. Wir verwenden synonym die Schreibweisen

f(@) = f(z,...,2m).

Funktionen, die nur von einer reellen Variablen abhangen, nennt man univariat. Im Gegensatz
dazu nennt man Funktionen, die von mehreren Variablen abhangen, multivariat.

15.6 Spezielle skalare Funktionen:

= Sei ¢ € R eine Zahl, @ € R™ ein Vektor, A eine (m x m)-Matrix und

f()(f) =C
f1 (f) =c+ 6Tf
fo%) =c+a' @+ " AT

Dann ist f; eine konstante, f; eine affine®” und f, eine quadratische Funktion.
» f(Z) = ||&— P|| ist die Abstandsfunktion zum Punkt P.
Dabei ist jeweils das Definitionsgebiet M = R™ moglich.

15.7 Grenzwert und Stetigkeit: Die Begriffsbildung fiir Grenzwert und Stetigkeit verlauft
vollkommen analog zum Fall einer Veranderlichen [— 10.4]. Die Funktion f : M — R hat
an der Stelle Z, den Grenzwert f, € R, wenn

lim (%) = fo

k—oo

fur jede Folge (Z)x in M \ {Zo}, die gegen Z; konvergiert. Wir schreiben dann

Die Funktion f heiBt stetig im Punkt Xy € M, wenn

lim f(Z) = f(z0).

f—)fo

Anderenfalls heiBt f unstetig im Punkt Zy. Die Funktion f heiBt stetig, wenn sie in allen
Punkten von M stetig ist.

67Gelegentlich wird die Funktion f; auch ,linear” genannt. Dies ist im Sinne von Kapitel 6 aber eigentlich
nur dann korrekt, wenn ¢ = 0 gilt. Analoges gilt fiir die Funktion Fj in Abschnitt 15.11.
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15.8 Regeln: Analog zum univariaten Fall [ 10.9] m = 1 gilt:
» Wenn f : M — R und g : M — R stetig sind, dann sind auch f + g, fg sowie
max(f, g) und min(f, g) stetig. Der Quotient f/g ist stetig in &, falls g(Zy) # 0.

= Wenn f:R" — R und g := R — R stetig sind, dann ist auch die verkettete Funktion
g (7)) stetie.

= Wenn M kompakt ist und f : M — R stetig, dann nimmt die Funktiom f auf M ihr
Maximum und ihr Minimum an. Das heiBt, es gibt Punkte Z,,;, und Ty in M mit

f(@min) < f(Z) < f(Zmax) flr alle £ € M.

15.9 Beispiel:

» Konstante, affine und quadratische Funktionen sowie Abstandsfunktionen sind stetig
auf R™.

v f(x,y) = 2?sin(z — y®) + 2y ist stetig auf R

= Die Funktion

[ fir (ay) #(0,0)
"Cl(gg’y)_{o+ fir (z,y) = (0,0)

ist stetig auf R2.

= Die Funktion

e fur (z,y)

falw,y) = {8 v fir (z,y) = (0,0)

ist stetig auf R?\{0} und unstetig in 0.

Y
=

15.10 Vektorwertige Funktion: Seien fi,..., f,, skalare Funktionen mit einem gemein-
samen Definitionsgebiet M C R™. Die daraus gebildete Funktion F': M — R" mit

f1(Z) filze, . o)
F@) =1 : | = :
fa(Z) ful@1, .o 2m)
heiBt vektorwertige Funktion von m Veranderlichen. Die Funktionen fi,..., f, heiBen Ko-
ordinatenfunktionen. F' ist genau dann stetig, wenn alle Koordinatenfunktionen stetig sind.
Falls Definitionsgebiet und Zielmenge dieselbe Dimension haben, also F' : M — R™, dann

nennt man F auch Vektorfeld. Ein Beispiel hierfiir ist die Funktion F': R? — R3, die jedem
Punkt des Raumes den Vektor der dort herrschenden Windgeschwindigkeit zuweist.

15.11 Spezielle Funktionen:
= Sei ¢ € R", dann ist Fy(Z) = € eine konstante Funktion.
= Sei A eine (n x m)-Matrix, dann ist F(Z) = ¢+ AZ eine affine Funktion.

» [d(%) := Z ist die identische Abbildung (oder kurz die Identitit). Dies ist die lineare
Abbildung mit A = E. Wenn das Definitionsgebiet auf die Menge M C R™ einge-
schrankt ist, dann schreibt man auch Id,,.
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15.12 Verkettung: Seien G : R* — R™ und F : R™ — R" zwei vektorwertige Funktio-
nen. Dann ist die verkettete Funktion V := F' o G definiert durch

V:RF 5 R V(F):= F(G(T)).
Wenn F' und G stetig sind, dann ist auch V' = F o GG stetig.

15.13 Umkehrfunktion: Sei F': M — R" eine injektive vektorwertige Funktion mit Bild-
bereich
B:={F(¥): 2 M} CR".

Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Umkehrfunktion F~' : B — R™ mit
F@) =7 & F§)-7

Es gilt also
FloF=1dy, FoF '=Idg.

15.14 Beispiel: Sei F': R? — R? und G : R? — R? gegeben mit

F(p,q) = lepcosq] , G(r,y,2) = [Hy] :

ePsin g Tz

Die Verkettung G o F'ist nicht definiert, es gilt aber

T+y
B . 5 5 o e COSTz
V=FoG:R”— R V(%%'z)_lex*ysian]'

F ist nicht injektiv und besitzt deshalb keine Umkehrfunktion. Schrankt man aber das Defi-
nitionsgebiet ein, beispielsweise

F:Rx (—n/2,7/2), F(p,q) =

eP cosq
ePsing|’

dann ist F injektiv und hat als Bild B := {(r,s) : » > 0} die rechte Halbebene. Die
Umkehrfunktion ist gegeben durch

F':BoR? Flrs)= F In(r® + 82)1

arctan(s/r)
15.15 Graph und Hohenlinie: Sei M C R™. Der Graph einer Funktion f : M — R ist

definiert als
Gy = {(Z, f(¥): ¥e M} C R™HL

Es ist also G; € R™" Fir m = 1 und m = 2 kann man mithilfe des Graphen den
Funktionsverlauf veranschaulichen. Ebenfalls nitzlich sind im Fall m = 2 Héhenlinien

Hi(c) ={F¥e M: f(¥) =c} CR™,

also Kurven im Definitionsgebiet, entlang derer die Funktion f einen konstanten Wert ¢ € R
besitzt. Beispiele hierfiir sind Isobaren (Linien gleichen Luftdrucks) auf Wetterkarten oder,
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wie der Name schon sagt, Hohenlinien auf Landkarten. Die Abbildung zeigt den Graphen
und einige Hohenlinien der Funktion f(z,y) = z(1 — 22)(1 — 3?).

0.5
- .
\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\%\
- 0
-0.5
-1 -0.5 0 0.5 1

15.16 Bild und Parametrisierung: Genau zu unterscheiden vom Graphen ist das Bild
[— 1.8]
Bp :={F(¥): e M} CR"

einer vektorwertigen Funktion ' : M — R™. Man nennt I’ im Wesentlichen injektiv, wenn
die Einschrankung dieser Funktion auf das Innere des Definitionsgebiets injektiv ist. Das
bedeutet, dass es mit Ausnahme der Randpunkte eine eindeutige Zuordnung zwischen den
Punkten in M und in Br gibt. Man nennt dann F’ eine Parametrisierung der Menge By liber
M. Die Aufgabe, zu einer gegebenen Menge B eine geeignete Parametrisierung zu finden,
wird im Zusammenhang mit der mehrdimensionalen Integration noch sehr wichtig werden.

15.17 Beispiel:

= Die Funktion

Fy:[0,27) = R?  Fi(t) = l cost ] ,

sint
ist injektiv und damit eine Parametrisierung des Einheitskreises {(z, ) : 22 +y? = 1}.

= Die Funktion

) 2 | cost
F; :[0,10] — R?, Fg(t)—[sint],
hat ebenfalls den Einheitskreis als Bild, ist aber keine Parametrisierung, da beispiels-

weise gilt Fy(m) = F5(37) = (—1,0).
= Das Bild Bk der Funktion

rsin @

K:[0,R] % [0,21] = R, K(r,¢) = [rcow ] ,

ist die abgeschlossene Kreisscheibe {(z,y) : z*> + y* < R}. Die Funktion K ist im
Wesentlichen injektiv und damit eine Parametrisierung. Mehrdeutigkeit gibt es lediglich
am Rand des Definitionsgebiets. Hier gilt K(0, ) = (0,0) fir alle ¢ € [0,27] und
K(r,0) = K(r,2m) fir alle » € [0, R]. Die Abbildung am Ende des Abschnitts zeigt
links die Menge By fiir den Fall R = 2.
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= Die Funktion
cos @ sin )

S:[0,27] x [0,7] = R®,  S(p,4) = | sinpsiny |,
cos Y

ist eine Parametrisierung der Oberfliche Bs := {(x,y,2) : 2% + y* + 22 = 1} der

Einheitskugel in R3. Mehrdeutigkeit gibt es wieder am Rand. Hier ist S(¢, 0) = (0,0, 1)
fur alle ¢ € [0,27] und S(0,%¢) = S(2m,v) fur alle ¢ € [0, 7]. Die Abbildung zeigt

rechts die Menge Bg.
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15.18 Kurve und Flache: Die beiden folgenden Typen vektorwertiger Funktionen sind aus

Sicht der Geometrie von besonderem Interesse:

= Sei I C R ein Intervall auf der reellen Achse. Eine stetige Funktion ¢ : I — R"
heiBt Kurve in R"™. Ein Beispiel ist die Helix ¢(t) = (cost,sint,t),t € R. Achtung:
Obwohl die Kurve eine vektorwertige Funktion ist, verwendet man hier blicherweise

Kleinbuchstaben — bevorzugt das kleine ¢ vom Englischen curve.

» Sei M C R? ein Gebiet in der Ebene R2. Eine stetige Funktion F' : M — R3 heiBt
Fliche in R3. Ein Beispiel hierfiir ist die Funktion S im Abschnitt zuvor.

Bei Kurven und Flachen wird das Bild auch Spur genannt. Achtung: In der Praxis (und auch
in diesem Skript) ist der Sprachgebrauch gelegentlich ungenau und man spricht kurz auch
von einer Kurve bzw. Flache, wenn eigentlich deren Bild gemeint ist.

15.19 Visualisierung mit Matlab: Wichtige Matlab-Grafik-Befehle sind: axis, camlight,
cameratoolbar, clf, close, colormap, contour, cylinder, figure, grid, hold,
light, linspace, mesh, meshgrid, plot, plot3, shading, subplot, surf, title,
view.
s Die Spur einer ebenen Kurve oder einer Raumkurve, also die Bildmenge B, fiir ¢ :
la,b] — R™, n = 2 oder 3, kann mit Hilfe der Befehle plot und plot3 dargestellt
werden.

— Kurve in R?, ¢(t) = (tcost, tsint),t € [0,10].
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t = linspace(0,10); % 100 Punkte im Intervall [0,10]
x = t.*xcos(t); % x-Koordinaten
y = t.*sin(t); % y-Koordinaten
plot(x,y); % Kurve plotten

— Kurve in R?, ¢(t) = (cost,sint, t/5),t € [0, 67].

t = linspace(0,6*pi,300); % 300 Punkte im Intervall [0,6%*pi]
h = plot3(cos(t),sin(t),t/5,’r’); % rote Kurve plotten
set(h,’LineWidth’,3); % Liniendicke einstellen

grid on; % Koordinatengitter anzeigen

axis equal % einheitliche Achsenskalierung

= Der Graph der Funktion f : [a,b] X [¢,d] — R kann mit Hilfe der Befehle mesh und
surf dargestellt werden.

= f(z,y) = xcos(z? +y?), (z,y) € [-1,1] x [0,2].

x = linspace(-1,1,30); % 30 x-Werte im Intervall [-1,1]
y = linspace( 0,2,30); % 30 y-Werte im Intervall [ 0,2]
[x,y] = meshgrid(x,y); % Punktegitter erzeugen

f = x.*cos(x.72+y.72); % Funktionswerte

mesh(x,y,f); % Graph als Kurvennetz darstellen
cameratoolbar; % interaktive Tools einschalten

— wie zuvor, aber mesh-Befehl ersetzen durch

surf (x,y,f); % Graph schattiert darstellen
shading interp; % ohne Linien, glatter Farbverlauf
camlight; % Lichtquelle einschalten

» Das Bild By einer Fliche F : [a,b] X [c,d] — R? kann ebenfalls mit Hilfe der Befehle
mesh und surf dargestellt werden.

= F(u,v) = (uv,u,u® —v?), [u,v] € [-1,1] x [-1,1].

u = linspace(-1,1); % 100 u-Werte im Intervall [-1,1]
v = linspace(-1,1); % 100 v-Werte im Intervall [-1,1]
[u,v] = meshgrid(u,v); % Punktegitter erzeugen

h = surf(u.*v,u,u.”2-v."2); % Flaeche schattiert darstellen
shading interp; % ohne Linien, glatter Farbverlauf
colormap (copper) ; % Farbskala waehlen

cameratoolbar; % interaktive Tools einschalten
camlight; % Lichtquelle einschalten

set (h, ’AmbientStrength’,0.7) % Flaeche aufhellen



15 FUNKTIONEN MEHRERER VERANDERLICHER 149

o
@
o

~
T

[N
T

=3
T

|
)
T

4

o
4
o

& . . . . . . , , ~ 0
-0 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 : -05

Abbildung 22: Links: Spur der ebenen Kurve ¢ : [0,10] — R? ¢(t) = (t cost, tsint). Rechts:
Spur der Raumkurve ¢ : [0,67] — R?, ¢(t) = (cost,sint, t/5)

Abbildung 24: Bild B fiir F: [-1,1] x [-1,1] = R? F(u,v) = (uv, u,u* — v?).
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16 Differenziation in mehreren Veranderlichen

Das Konzept des Differenzenquotienten, das im Fall einer Veranderlichen zur Definition der
Ableitung gefiihrt hat, kann bei Funktionen in mehreren Veranderlichen nicht angewandt
werden. Betrachtet man eine Funktion f : R™ — R, dann besteht das Problem genauer

gesagt darin, dass bei einem Ausdruck der Form
f(@) — (o)
7 —

0

LS

I

im Nenner ein Vektor steht, was keinen Sinn ergibt. Man kann sich der Aufgabe, einen
Ableitungsbegriff fiir Funktionen in mehreren Veranderlichen zu definieren, auf (mindestens)
zwei verschiedene Weisen nahern:

1. Man leitet eine Funktion f(x1,...,2,,) jeweils nach einer einzelnen Variablen ab und
sieht dabei alle iibrigen als konstant an. So entstehen m verschiedene partielle Ablei-
tungen, die sich mit den bekannten univariaten Methoden einfach berechnen lassen.
Beispielsweise erhalt man fiir die Funktion f(z,y) := x?y+sin(y) die beiden partiellen
Ableitungen f,.(x,y) = 2zy und f,(x,y) = 2% + cos(y).

2. Die Ableitung einer univariaten Funktion f im Punkt x( lasst sich dadurch charakte-
risieren, dass unter allen Geraden der Form

t(z) = f(zo) + alx — x0),

die durch den Punkt (zo, f(x¢)) gehen, diejenige mit der Steigung a = f'(z() lokal die
beste Approximation liefert. Betrachtet man den Fehler r := f — ¢ dann, gilt genauer
gesagt nur in diesem Fall

L @)

T—T0 |.T — :L‘O| -

0.

Fir jede andere Wahl von a ist der Grenzwert von Null verschieden. Fiir eine skalare
Funktion f(Z) in mehreren Veranderlichen ist die Tangente durch eine Tangentialebene
zu ersetzen, man macht also analog zur Gleichung oben den Ansatz

t(T) = f(o) +a’ (¥ — o).

Dies ist die Gleichung einer Ebene, die durch den Punkt (Zy, f(Zo)) geht, und es stellt
sich wieder die Aufgabe, den Vektor @ so zu wahlen, dass lokal eine moglichst gute
Approximation entsteht. Wenn es einen Vektor @ gibt, sodass fiir den zugehorigen
Fehler r := f — ¢ analog gilt

dann heiBt die Funktion f differenzierbarim Punkt xy. Man bezeichnet den zugehorigen
Vekor d als Gradient von f und schreibt dafir @ = V f(#y). Um den Unterschied
zur partiellen Differenzierbarkeit zu betonen, spricht man in diesem Zusammenhang
gelegentlich auch von der totalen Differenzierbarkeit. Im allgemeinsten Fall betrachtet
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man eine vektorwertige Funktion F': R™ — R"™ und macht fiir die Linearisierung den
Ansatz
T(Z) := F(%) + A(Z — %).

Dabei ist A € R™*™ eine Matrix und man bezeichnet diese als Ableitung A = DF(Zy),
wenn fir den Fehler R := F' — T wieder gilt
O IR@I

w0 |7 — Tol|
Merke: Die Ableitung liefert die lokal beste lineare Approximation.

Die Definition der (totalen) Ableitung als beste lineare Approximation ist zwar aus theoreti-
scher Sicht ein tragfahiges Konzept, allerdings lasst sich damit nicht ohne Weiteres konkret
rechnen. Im Gegensatz dazu sind partielle Ableitungen einfach zu berechnen, ihre Existenz
sagt aber lber die Glattheit der betrachteten Funktion wenig aus. Betrachtet man beispiels-

weise die Funktion
0 fallsxy=0

1  sonst,

f(x,y)z{

dann existieren im Ursprung beide partiellen Ableitungen und sind gleich Null, die Funktion
selbst ist hier aber noch nicht einmal stetig. Gliicklicherweise verschwinden die Unterschiede
zwischen den beiden Ansatzen, wenn man annimmt, dass alle partiellen Ableitungen einer
Funktion f existieren und stetig sind. In diesem Fall ist f auch stetig differenzierbar im
Sinne der besten linearen Approximation und die Eintrage des Gradienten V f sind einfach
die partiellen Ableitungen. Wir werden uns im Folgenden auf genau diesen Fall konzentrieren.

16.1 Partielle Ableitung: Sei 7 ein innerer Punkt der Menge M C R™ und f: M — R.
Bezeichne ¢€; den i-ten Einheitsvektor der Standardbasis, dann definieren wir die Funktionen

Gi(t) = f(@o+18), i=1,...m.

Wenn alle diese Funktionen differenzierbar an der Stelle t = 0 sind, dann heiBt f partiell
differenzierbar an der Stelle . Die partielle Ableitung von f nach der i-ten Koordinate an
der Stelle Zy ist dann definiert als

of
8$i

(%o) = gi(0).

Die Berechnung der partiellen Ableitung nach x; verlauft praktisch so, dass man z; als
variabel und alle anderen Variablen als konstant betrachtet. Dann wendet man die bekannten
Methoden fiir das Ableiten in einer Veranderlichen an. Die Bezeichnung partieller Ableitungen
ist nicht einheitlich. Beispielsweise finden sich in der Literatur fiir die partielle Ableitung einer
Funktion f(z,y, z) nach der zweiten Variablen Bezeichnungen wie

of
aiya fyv ayfa 82f7 Dyfa D2f

und diese Liste ist keineswegs vollstandig. Auch in diesem Skript werden wir verschiedene
Notationen verwenden.
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16.2 Beispiel:

af B e
az(w,y,?:) = —ye

z

4

flz,y,2) = 2%y — e
J@=Wl = 0s@= o T40

I
fla.y) = {O P =0 L h0.0)= £,0.0=0
1 sonst,
16.3 Stetige Differenzierbarkeit und Gradient: Eine Funktion f heiBt stetig differen-
zierbar auf der offenen Menge M C R™, wenn alle partiellen Ableitungen existieren und stetig
auf M sind. In diesem Fall wird der Spaltenvektor der partiellen Ableitungen als Gradient
von f bezeichnet,
o f

V=11 |.
Om f
Die Funktion Vf : M — R™ ist also ein Vektorfeld. Das Symbol V = [0y,...,0,]"
heiBt Nabla-Operator. Stetig differenzierbare Funktionen nennt man auch C!-Funktionen
(vom Englischen ,,continuous"). Achtung: Gelegentlich (und insbesondere auch in 3lteren
Versionen dieses Skripts) wird der Gradient als Zeilenvektor definiert.

16.4 Beispiel:

2zy
flr,y,2) =2y —e¥ = Vf(r,y,2)= {952 - zeyZ]

_yeyz
f(@) = (@7 = Vf@-=a
f(@)=3"A7 = Vf(@) =247, fallsA=AT
f@ =2 = Vf@):”;”, 740

16.5 Regeln: Folgende Rechenregeln fiir C1-Funktionen f, g : R™ — R entsprechen genau
dem univariaten Fall:

Vf—-fV
V(f£9)=V[£Vg, V(fg)=gVf+[Vg V(f/g)= gfg2f9
16.6 Tangentialebene: Die mithilfe des Gradienten gebildete lineare Funktion
t(Z) := f(To) + Vf(Zo) (Z — Tp)

heiBt Tangentialebene oder auch Linearisierung der C'*-Funktion f an der Stelle Z,. Dies ist
die einzige lineare Funktion, bei der fiir den Fehler r := f — t gilt

Die Tangentialebene ist in diesem Sinne die lokal beste lineare Approximation von f.
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16.7 Beispiel: Sei f(z,y) = 2r+e™, dannist Vf(x,y) = [2+ye™, xe™]T. Fir (zg,yo) =
(1,0) erhalten wir die Tangentialebene

-1
t(z,y) =3+1[2,1]- lxy ]=3+2(3:—1)+y:1+235+y.

16.8 Ableitung: Sei wieder M C R™ eine offene Menge. Eine vektorwertige Funktion
F : M — R™ heiBt stetig differenzierbar, wenn alle ihre Koordinatenfunktionen stetig diffe-
renzierbar sind. Die (totale) Ableitung von F' an der Stelle Zy € M ist dann definiert als die
(n x m)-Matrix der transponierten Gradienten,

V fi(Zo)"
DF(Zo) = : :
an(fO)T

Diese wird auch die Jacobi-Matrix*® von F' genannt. Sie stiftet eine lineare Abbildung von
R™ nach R™ und gleicht damit, was die Dimension von Argumenten und Funktionswerten
betrifft, der Funktion F' selbst. Fiir den Spezialfall n = 1 einer skalaren Funktion ergibt sich
die Beziehung
Df (%) = V f(Z)".

Die Ableitung ist hier also ein Zeilenvektor, wahrend der Gradient ein Spaltenvektor ist. In
der i-ten Spalte der Matrix DF' stehen die partiellen Ableitungen der Koordinatenfunktionen
nach x;. Man schreibt dafiir in naheliegender Weise wieder 0;F, OF /0x; oder F,. und erhalt

0i f1
O F=| 1|, DF=I[0F,...,0,F].
Die Tangentialebenen der Koordinatenfunktionen ergeben zusammen die Linearisierung von
F im Punkt 2,

fi(Zo) + V f1(Zo)" (% — Zo)
(%) = : = F(Z)) + DF(Zo)(Z — Zo).
fa(@o) + V fu(Z0)" (T — 7o)

Dies ist genau wie F' eine Funktion von R™ nach R™ und lokal wieder deren beste lineare
Approximation, denn es gilt fiir den Rest R := F' — T

lim M =0.

#0 |F — al
Fur kleine Abweichungen ¥ ~ Z, gilt also F(Z) ~ T(Z) und damit F(Z) — F (7)) ~
DF(%)(Z — 7). Merke: Die Anderung des Funktionswerts ist niaherungsweise gleich der
Ableitung mal der Anderung des Arguments,

AF ~ DF - AZ.

68Carl Gustav Jacobi, 1804-1851
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16.9 Beispiel:

» Fir F: R? — R? ist die Ableitung eine (2 x 3)-Matrix,

|y 4=z |y 1 1
F(xayaz)_l y22 ] = DF(fL‘,y,Z)— [0 22 2yzla Fz_ [2yzl

» Fiir einen Vektor @ = [ay,as,a3|’ und F(Z) = a x & ist

a9z — A3T2 0 —as ag
F(f) = |a3r; — a1x3 = DF(.CE) = | as 0 —Qaq
A1T9 — A2 —as aq 0

= Bei Kurven ¢ : R — R", die ja nur von einem Argument abhangen, schreibt man fiir
die Ableitung anstelle von Dr auch einfach wieder ¢,

cost —sint
c(t) = |sint| = De(t)=d(t) = | cost
t 1

16.10 Kettenregel: Fiir die Verkettung V = F o G vektorwertiger C''-Funktionen gilt
analog zum univariaten Fall die Kettenregel

DV = (DF o G) - DG.

Da das Matrizenprodukt nicht kommutativ ist, ist hier die Reihenfolge der Faktoren zu
beachten. Nur dann sind auch die Dimensionen der Matrizen kompatibel.

16.11 Beispiel: Sei

v +y2 rcost
Flx,y)=1| y/v |, G(rt)= [rsmt] :
xXr

Zur Bildung der Verkettung V' = Fo(G setzt man (x,y) = G(r,t) und erhalt durch Einsetzen
V(r,t) = F(G(r,t)) = (r*,tant,rcost). Man kann diesen Ausdruck direkt ableiten (was
hier einfacher ist) oder die Kettenregel anwenden: Die Ableitungen von F' und G sind

2 2y cost rsint
I 2 _ -
DP(e) = |-ufst 1a| o) = [y ]
1 0
und damit
2rcost 2rsint cost —rsint 2r 0
DV (r,t) = |—sint/(rcos*t) 1/(rcost)| - [ ) ] = 0 1+tan®t|.
sint rcost .
1 0 cost —rsint
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16.12 Umkehrfunktion: Sei ' : M — R™ ein C''-Vektorfeld. Wenn dieses eine differen-
zierbare Umkehrfunktion F~! besitzt, dann liefert Ableiten der Gleichung F~(F (%)) = 7
nach der Kettenregel mit ¢ := F'(Z)

DF~\(§)- DF(#) = E,, = DF~\(j) = (DF(&))"".

Dabei ist E,, die (m x m)-Einheitsmatrix [— 5.18]. Die Ableitung der Umkehrfunktion im
Punkt ¢ ist also durch die Inverse der Ableitung im Urbild ¥ gegeben. Dariiber hinaus gilt
Folgendes:

= Wenn die Inverse von DF(Z)) nicht existiert, also falls det DF'(Z;) = 0, dann be-
sitzt entweder F' keine Umkehrfunktion oder ist diese an der Stelle 4y = F'(Z) nicht
differenzierbar.

= Wenn die Inverse von DF (%) existiert, also falls det DF'(Zy) # 0, dann gibt es eine
Kugel B.(Zy) um Zy, sodass die Einschrankung von F' auf diese Kugel eine differen-
zierbare Umkehrfunktion besitzt, und es gilt DF~1(¢) = (DF(%))~! fir 2 € B.(7y).

16.13 Richtungsableitung: Sei f : R™ — R ein Skalarfeld und ¢ : R — R™ eine Kurve.
Dannist g := foc eine reelle Funktion in einer Veranderlichen und es gilt nach der Kettenregel

g'(t) = Df(e(t)) - (1) = (Vf(c()), ¢())-

Im Fall einer ebenen Kurve c(t) = (x(t),y(t)) erhalt man also beispielsweise

g(t) = Zf(iv(t)ﬁy(t)) = fo(a(t), y(£))2'"(t) + fy(x(t), y(£))y'(t)

oder kurz
g = 2+ fyy.

Ist die Kurve c(t) = &y + t7 speziell eine Gerade mit Richtungsvektor 7 € R™ durch den
Punkt 7y, dann ist die Richtungsableitung von f an der Stelle Z; in Richtung i gegeben
durch

Orf (o) = ¢'(0) = (V f (%), 7).
Wenn der Vektor 7~ die Lange 1 hat und mit dem Gradienten den Winkel ¢ einschlieBt, dann
gilt
Orf (Zo) = [V f(@)] - cos .
Dieser Wert ist maximal, wenn der Winkel ¢ = 0 ist, wenn also 7 in Richtung des Gradienten
weist. Merke: Der Gradient zeigt in die Richtung des steilsten Anstiegs.

16.14 Partielle Ableitungen hoherer Ordnung: Durch partielles Ableiten partieller Ab-
leitungen entstehen partielle Ableitungen héherer Ordnung. Wenn also die partiellen Ablei-
tungen einer Funktion f : M — R selbst wieder C'-Funktionen sind, dann sind die partiellen
Ableitungen zweiter Ordnung gegeben durch
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Andere Schreibweisen sind beispielsweise fiir die zweite partielle Ableitung einer Funktion
f(z,y, z) nach der ersten und dritten Koordinate

o0 f

0x0z

Ableitungen dritter Ordnung enstehen durch partielles Differenzieren der Ableitungen zweiter
Ordnung und so weiter. Funktionen, bei denen alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnung
k existieren und stetig sind, nennt man auch C*-Funktionen. Fiir solche Funktionen gilt der

Satz von Schwarz: Die Reihenfolge, in der die partiellen Ableitungen bestimmt werden, ist
unerheblich. Es gilt also beispielsweise fiir C*-Funktionen

8183f7 axaz.fa fa:za axzfa

16.15 Beispiel: Fir f(z,y,2) = zy?*sinx ist

O’ f (x,y,2) = O’ (x,y,2) = 2yzcosx
&Uay 7y7 - Gyﬁx 7y7 - y
fx:vz(xvyaz) = fxza:(xyyaz) = fzxx<x7ya Z) = —92 sinx

010505 f (,y,2) = 0030105 f (x,y2) = 2 cos .

16.16 Hesse-Matrix: Die zweiten partiellen Ableitungen einer C%-Funktion f : M — R
lassen sich in natirlicher Weise in Matrixform anordnen,

OO OhOof oo O1Onf
sz — a??lf 82?2.]0 '. '. : aQamf

Man nennt dies die Hesse-Matrix von f. Es gibt in der Literatur wieder verschiedene Bezeich-
nungen, wie beispielsweise H; oder V2 f. Technisch korrekt, aber uniiblich, ist der Ausdruck
DV f. Hier ist V f ein Vektorfeld, dessen Ableitung gerade die gesuchte (m x m)-Matrix mit
den zweiten partiellen Ableitungen ergibt. Die Hesse-Matrix ist nach dem Satz von Schwarz
symmetrisch, es gilt also

D’f = (Df)".

16.17 Beispiel:

= Fir f(z,y) = x/y ist

D*f(x,y) = [_10/y2 ;;//??j;] |

0
1.
0

» Fir f(Z) = (¥ — Zy)T A(Z — ) mit einer symmetrischen Matrix A ist

D?*f(%) = 2A.

» Fir f(z,y,2) = xy + yz ist

—_ O =

0
D*f(z,y,2) = {1
0
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16.18 Taylor-Polynom eines Skalarfelds: Die Tangentialebene [ 16.6] eines C''-Skalarfelds
f: M — R im Punkt Z; lasst sich als lineares Taylor-Polynom deuten,

Tif(Z) == t(zx) = f(Zo) + Df(Zo)h, h:=TF — Ty,

denn T} f hat an der Stelle 7, denselben Wert und dieselbe Ableitung wie f. Falls f sogar C*
ist, kann man das Restglied analog zum univariaten Fall [— 13.9] in Lagrange-Form mithilfe
der Hesse-Matrix angeben,

— — ]' e 27
1@ = Tuf (@) = 5 KD (E) .
Dabei ist geine Stelle auf der Verbindungsstrecke zwischen Z und Zy. Das letzte Beispiel im
Abschnitt zuvor zeigt, dass

Tof (&) = (&) + Do) + 5 KTD*f (@)

das quadratische Taylor-Polynom ist, denn nun stimmt zusatzlich die Hesse-Matrix an der
Stelle 7y Uberein. Die formale Analogie zum univariaten Fall ist auch hier unverkennbar.
Taylor-Polynome hoherer Ordnung und Taylor-Reihen lassen sich ebenfalls definieren, doch
ist die erforderliche Notation recht kompliziert, sodass wir hier darauf verzichten.

16.19 Beispiel: Gesucht ist das quadratische Taylor-Polynom der Funktion f(z,y,z) :
y® + e an der Stelle (g, yo,20) = (0,1, —2). Der Funktionswert dort ist f(0,1, —2) =
Die Ableitung ist

2.
Df(x,y,z2) = [ze“,Syz,a:e“] = Df(0,1,-2) = [-2,3,0]

und die Hesse-Matrix ergibt sich zu

22ev? 0 (14 zz)e*™ 4 0 1
D?*f(x,y,2) = 0 61 0 = D%*(0,1,-2)= 10 6 0f.
(1+z2)e™ 0 r?e™? 100
Damit erhalt man
T 1 4 0 1 x
Tof(x,y,2) =2+[-2,3,0]- |y —1 +§[a:,y—1,z+2]~ 0 6 0] -|y—1
z+2 100 z42

=2-20+3(y—1)+222 +3(y — 1)* + z(2 + 2).
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17 Extrema

Die Bestimmung lokaler Extremwerte ist auch fiir multivariate Funktionen eine sehr wichtige
Aufgabe. Wie sind beispielsweise die Flughohe i und die Geschwindigkeit v eines Flugzeugs
zu wahlen, um den Treibstoffverbrauch f(h,v) zu minimieren? Das Vorgehen zur Lésung des
Problems gleicht prinzipiell der bekannten Prozedur fiir den univariaten Fall: Zunachst lie-
fern die Nullstellen der Ableitung (hier des Gradienten) Kandidaten fiir Extremstellen. Dann
bestimmt man deren Charakter durch eine Untersuchung der zweiten Ableitung (hier der
Hesse-Matrix). Eine Variante der Aufgabenstellung betrifft Probleme, bei denen Extremwer-
te unter gewissen einschrankenden Bedingungen gesucht werden. Man denke beispielsweise
an die Bestimmung von Radius r und Hohe h einer zylindrischen Dose mit vorgegebenem
Volumen V, sodass die Oberflache f(r, h) minimal wird. Hier genlgt es dann nicht mehr,
einfach die Nullstellen des Gradienten der Zielfunktion zu betrachten.

17.1 Lokales Extremum: Eine reellwertige Funktion f : M — R mit Definitionsgebiet
M C R™ besitzt im Punkt 7 ein lokales Minimum bzw. Maximum, wenn fiir eine Kugel
B, (Zy) um &y mit hinreichend kleinem Radius » > 0 [— 15.3] gilt

F(@) > f(To) bazw. f(7) < f(Zo) firalle &€ B.(T,)N M.

Lokale Minima und Maxima bilden zusammen die Menge der lokalen Extrema. Bei einem
globalen Extremum gelten die Bedingungen

F(@) > f(Zo) bzw. f(Z) < f(Z) firalle &€ M.

Wir beschaftigen uns hier ausschlieBlich mit der Untersuchung lokaler Extrema. Wenn also
im Folgenden kurz von einem Minimum oder Maximum die Rede ist, dann ist stets die lokale
Variante gemeint.

17.2 Notwendige Bedingung: Sei f stetig differenzierbar. Wenn f im Punkt & ein lokales
Extremum besitzt und &, ein innerer Punkt von M ist, dann verschwindet dort der Gradient,

V£ (%) = 0.

Dies lasst sich wie folgt begriinden: Wir betrachten wieder die Funktionen g;(t) := f(Zo+t€;),
die bereits bei der Definition der partiellen Ableitung verwendet wurden. Wenn f an der Stelle

Zo ein Extremum hat, dann haben alle Funktionen ¢y, ..., g,, an der Stelle t, = 0 ebenfalls
ein Extremum. Aus den bekannten Eigenschaften univariater Funktionen folgt, dass alle
Ableitungen fiir to = 0 verschwinden, also ¢} (0) = --- = ¢/,(0) = 0. Dies sind aber gerade

die partiellen Ableitungen von f an der Stelle 7, die den Gradienten bilden. Achtung: Die
genannte Bedingung gilt nur fir innere Punkte. Wenn #y auf dem Rand von M liegt, kann
f dort ein lokales Extremum haben, obwohl V f(Zy) # 0 gilt.

17.3 Kiritischer Punkt: Ein innerer Punkt Z, € M heiBt kritischer Punkt oder auch statio-
narer Punkt von f, wenn der Gradient dort verschwindet, V f(Zy) = (0, ...,0). Ein kritischer
Punkt, in dem kein Extremum vorliegt, heiBt Sattelpunkt.
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17.4 Beispiel:

» f(z,y) = 2* + 2y? hat Gradient V f(z,y) = (2x,4y). Der einzige kritische Punkt ist
Zo = (0,0). Die Funktion f hat dort ein Minimum, da f(Z) > f(&,) = 0 fur alle
7 € R%

» f(z,y) = xy hat Gradient Vf(z,y) = (y,x). Der einzige kritische Punkt ist Zy =
(0,0). Die Funktion f hat dort einen Sattelpunkt, da f in jeder Umgebung von 7, so-

wohl positive als auch negative Funktionswerte annimmt. Man betrachte beispielsweise
die Werte f(t,t) = t> und f(—t,t) = —t* fiir beliebiges t € R.

» f(z,y) = v—23—xy? hat Gradient V f(x,y) = (1—32?—
y?, —2xy) und Nullsetzen ergibt die kritischen Punkte

N ERURES P

Mit f(x,y) = z(1—2?—y?) sieht man, dass das Vorzeichen
von f in den grau schattierten Bereichen positiv und in den
ibrigen Bereichen negativ ist. Also handelt es sich bei %
und 77 um Sattelpunkte, bei 5 um ein Maximum und bei -'$5——= %5 o o5 1 s
T3 um ein Minimum.

17.5 Quadratische Funktionen: Sei ¢ € R eine Zahl, b € R™ ein Vektor und A eine
invertierbare symmetrische (m x m)-Matrix. Die quadratische Funktion

f(@) =a+b'7+ ; 7T AZ

hat den Gradienten
Vf(Z)=b+ A%
und den kritischen Punkt .
Ty = —A"'D.
Fir ein beliebiges & und h = — T, erhalt man
1
2
wobei D = diag(Aq, ..., \y,) die Diagonalmatrix der Eigfnwerte von A und V die zugehorige
orthogonale Matrix der Eigenvektoren ist. Mit p := VT h erhilt man
f(@) = f(Zo) = ; )" D = ; (ApT + Xaph + -+ Ampl).

= Wenn alle Eigenwerte positiv sind, heiBt die Matrix A positiv definit. Es ist dann
f(@) — f(#y) > 0 und f hat an der Stelle 7y ein Minimum.

h s lop e lop o 1o .

= Wenn alle Eigenwerte negativ sind, heiBt die Matrix A negativ definit. Es ist dann
f(@) — f(Zy) <0 und f hat an der Stelle Zy ein Maximum.

= Wenn es sowohl positive als auch negative Eigenwerte gibt, heiBt die Matrix A indefinit.
Dann hat f hat an der Stelle 7 einen Sattelpunkt.
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17.6 Kriterien fiir Definitheit: Es gibt verschiedene Moglichkeit, die Definitheit einer
symmetrischen Matrix A Matrix festzustellen, ohne die Eigenwerte explizit berechnen zu
mussen.

Wir betrachten zunachst den Spezialfall f : R? — R: Hier gilt Ay = det A und \; + Xy =
a1 + asg. Damit fOIgt

detA>0 und ay; >0 = A positiv definit =  Minimum
detA>0 und a1 <0 = A negativ definit =  Maximum
det A <0 = A indefinit = Sattelpunkt.

Bei hoherdimensionalen Matrizen liegen die Dinge etwas komplzierter. Wir beschranken uns
hier darauf, einige Kriterien ohne weitere Begriindung stichwortartig anzugeben.

= A ist genau dann negativ definit, wenn —A positiv definit ist. Die nachfolgenden
Bedingungen fiir positive Definitheit konnen deshalb auch dazu verwendet werden, um
negative Definitheit festzustellen.

» Hauptminoren: Fir k = 1,...,n ist der k-te Hauptminor definiert als die (k X k)-
Matrix Aj deren Elemente aus den ersten k£ Zeilen und Spalten von A entnommen
sind. Die Matrix A ist genau dann positiv definit, wenn die Determinanten aller dieser
sogenannten fliihrenden Hauptminoren positiv sind. Dieses Kriterium eignet sich in der
Praxis vor allem fiir kleinere Matrizen. Es ist beispielsweise

9 -3 3 o
A=1-3 2 =2 = 141:97 AZ_[—ZS 2‘| AgiA
3 =2 6

Da alle Determinanten positiv sind,
det A1 == 9, det AQ == 9, det A3 == 36/
ist A positiv definit.

» Cholesky-Zerlegung:®°® Die Matrix A ist genau dann positiv definit, wenn es eine untere
Dreieckmatrix L mit positiven Diagonaleintragen gibt, sodass

A=L-L".

Die Darstellung von A als Produkt dieser Form nennt man Cholesky-Zerlegung. Sie
ist numerisch fiir Matrizen mit bis zu einigen Tausend Zeilen und Spalten schnell
berechenbar und auch fiir andere Zwecke von Bedeutung. Im Beispiel ist

3 0
L=|-1 1

9 André-Louis Cholesky, 1875-1918
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» Diagonaldominanz: Die Matrix A heiBt diagonaldominant, wenn in jeder Zeile das
Diagonalelement groBer ist, als die Summe der Betrage der (ibrigen Elemente, d.h.,

a;; > Z la; ;| furallei=1,...,n.
i

Diese Eigenschaft ist in vielen Anwendungsfallen gegeben und lasst sich ganz einfach
iberpriifen, selbst fiir sehr groBe Matrizen mit Millionen von Zeilen und Spalten. Diago-
naldominanz ist eine hinreichende, aber keineswegs notwendige Bedingung fiir positive
Definitheit. Fir die Matrix im Beispiel gilt fir die erste Zeile 9 > | — 3| + |3| und
fur die dritte Zeile 6 > [3] + | — 2|, wie gefordert. Allerdings ist in der zweiten Zeile
2 < |—3|+|—2|. Damit ist A zwar nicht diagonaldominant, aber, wie bereits gezeigt,
dennoch positiv definit.

17.7 Beispiel:

» f(x,y,2) =3 — 4y + 4z + 2% + 3y® + 32% + 2yz. Hier ist

) 0 2 0 0 ) 0
a=3 b=|-4|, A=]06 2| = FH=-ATb=| 1
4 02 6 ~1

Die Matrix A hat die Eigenwerte \; = 2, Ay = 4, A3 = 8. Also ist A positiv definit
und die Funktion f hat an der Stelle 7, ein Minimum.

s f(z,y) =2+ 22+ xy — y2. Hierist a = 2,b = (0,0) und
2 1
A= [ 2] ]
Wegen det A = —5 hat f an der Stelle Zy = (0,0) einen Sattelpunkt.

s f(z,y) = —1 — 322 + 2y — y° Hierist a = —1,b = (0,0) und

R

Wegen det A = 11 und ay; = —6 hat f an der Stelle 7y, = (0,0) ein Maximum.

17.8 Charakter kritischer Punkte: Sei f : R™ — R zweimal differenzierbar und Z; ein
kritischer Punkt. Dann hat das quadratische Taylor-Polynom im Entwicklungspunkt Z; die
Form

— 1 —, —
T f (Zo + h) = f(Zo) + 5 h"Ah, A := D*f(Z).
Wenn die Hesse-Matrix A
= positiv definit ist, dann hat 75 f und damit auch f an der Stelle Z, ein Minimum.

= negativ definit ist, dann hat 75 f und damit auch f an der Stelle 7, ein Maximum.
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= indefinit ist, dann hat 75 f und damit auch f an der Stelle Z, einen Sattelpunkt.

Fir m = 2 konnen wieder die in [— 17.5] fir diesen Spezialfall angegebenen Kriterien
verwendet werden.

Achtung: Die drei genannten Falle decken nicht alle moglichen Situationen ab. Es kann
vorkommen, dass einige (oder sogar alle) Eigenwerte von A verschwinden und die iibrigen ein
einheitliches Vorzeichen haben. Dann ist die Matrix weder positiv noch negativ definit, aber
auch nicht indefinit. In diesem Fall missen fiir die Bestimmung des Charakters des kritischen
Punktes Taylor-Polynome hoherer Ordnung oder geometrische Uberlegungen herangezogen
werden.

17.9 Beispiel:
» Fir f(z,y) = 2* + 2y? — 2%y hat der Gradient V f(z,y) = (2z(1 — y), 4y — z*) die

Nullstellen
- 10 L ]2 L | -2
Ty = 0 ) Ty = 1 ) Ty = 1 .

Die Hesse-Matrix ist

Fir ¥ = % gilt

2 0
A:[O 4], detA:& CLH:Q.

Also hat f hat an der Stelle Zj ein Minimum. Fir ¥ = &, bzw. ¥ = 75 gilt

_| 0 F4 - _
A—[¢4 41, det A = —16.
Also hat f an den Stellen ¥, und #5 einen Sattelpunkt.

» Fir f(Z) = (14 2%+ yz)e? hat der Gradient Vf(Z) = ¢¥(2z, 1+ z + 22 + yz, y) die
Nullstelle Zy = (0, 0, —1). Die Hesse-Matrix

2 00
D*f(#)=1]0 —1 1
0 10

hat die Eigenwerte \; = 2, A\y3 = (—1 &+ \/5)/2 und ist deshalb indefinit. f hat also
an der Stelle ¥, einen Sattelpunkt.

17.10 Extremum unter Nebenbedingungen: In den Anwendungen tritt haufig das Pro-
blem auf, Extrema einer Funktion f : M — R unter der Annahme zu bestimmen, dass die
Menge der zulassigen Argumente durch eine Nebenbedingung der Form ¢(Z) = 0 einge-
schrankt ist. Dabei sind sowohl f als auch ¢ stetig differenzierbare reelle Funktionen. Man
spricht dann auch von eingeschrankten Extrema. Als Beispiel denke man an eine zylindrische
Konservendose mit Radius r und Hoéhe h, deren Oberfliche f(r,h) = 2mr(r + h) unter
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der Voraussetzung zu minimieren ist, dass das Volumen den vorgegebenen Wert V' hat. Die
Nebenbedingung hat hier also die Form g(r, h) = nr?h — V = 0. Es gibt zwei verschiedene
Herangehensweisen:

1. Parametrisierung. Wenn man eine Parametrisierung ¥ : G — B der Menge B = {7 €
M : g(Z) = 0} der zulassigen Argumente kennt, dann betrachtet man anstelle von f(Z) die
Funktion ¢(@) := f(¥()) fir ¥ € G. Diese lasst sich mit den bereits bekannten Methoden
untersuchen. Hat man hierfiir eine gewohnliche Extremstelle u, gefunden, dann hat f selbst
an der Stelle 7y := U(wj) ein eingeschranktes Extremum. Der Vorteil dieser Methode liegt
darin, dass sich die Dimension des Problems reduziert. Wahrend £ € M ein Vektor mit m
Komponenten ist, hat die neue Variable & € G nur m —1 Komponenten. AuBerdem lasst sich
der Charakter des eingeschrankten Extremums mithilfe der Hesse-Matrix einfach bestimmen.
Es kann aber schwierig sein, eine geeignete Funktion ¥ zu finden.

2. Methode von Lagrange. Wenn eine Parametrisierung der zuldssigen Menge nicht zur
Verfliigung steht, dann kann man folgende Regel verwenden: Wenn die Funktion f an der
Stelle Zy € M ein eingeschranktes Extremum besitzt, dann sind die Gradienten V f(Z) und
Vg(Zy) linear abhangig. Es ist also

= entweder Vg(Zo) = 0

= oder es gibt einen sogenannten Lagrange-Multiplikator A € R, sodass

V f(To) + AVg(&) = 0.

Der erste Fall ist als Ausnahmesituation zu betrachten, wahrend der zweite den Regelfall dar-
stellt. Im Gegensatz zur Reduktion der Dimension bei der Parametrisierungsmethode kommt
hier allerdings eine zusatzliche Variable X ins Spiel. Bei der Suche nach kritischen Stellen,
also Kandidaten fiir ein eingeschranktes Extremum, ist ndmlich das Gleichungssystem

V(@) +AVg(@) =0, ¢(2)=0

zu losen, bei dem sowohl ¥ als auch A\ unbekannt sind. Zudem ist die Bestimmung des
Charakters nicht so einfach wie im Fall ohne Nebenbedingungen. Kriterien hierfiir findet
man in der Literatur unter dem Stichwort , geranderte Hesse-Matrix".

Zur Begriindung der Methode von Lagrange nehmen wir an, dass f an der Stelle & ein
eingeschranktes Extremum besitzt und dass dort der Gradient von g nicht verschwindet, also
Vg(#) # 0. Die Tatsache, dass man eine Parametrisierung der Menge B der zulissigen
Argumente nicht explizit kennt, bedeutet nun keinesfalls, dass es eine solche nicht gibt. Im
Gegenteil, man kann zeigen, dass es stets eine Funktion ¥ : R™~! — B mit den folgenden
Eigenschaften gibt:

u \11(6) - f(),
» V(1) € B, das heiBt g(V(u)) = 0 fur alle ,

= die Zeilen der Matrix A := (DW(0))” sind linear unabhingig, also rang A = m — 1.
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Dies besagt nicht, dass ¥ die gesamte Menge B parametrisiert, aber zumindest einen Teil
davon in der Umgebung von &, und dies ist fiir unsere Zwecke vollkommen ausreichend.
Zunéachst differenzieren wir die Gleichung ¢(W (%)) = 0 nach , transponieren und setzen
i =0,

(Dg(W(0)) - DU(B))" = AVg(#) = O.

Dann betrachten wir die Funktion (i) := f(¥(i)). Diese hat an der Stelle 7, = 0 ein
gewohnliches Extremum, es gilt also

Vip(0) = (Df((0)) - DY(0))" = AV (o) =

Das heiBt, dass sowohl V f(Zy) als auch Vg(Zy) im Kern von A liegen. Dieser ist aber nach
der Dimensionsformel [— 4.14]

m = rang A + dim ker A

eindimensional. Also sind die beiden Vektoren linear abhangig und es gibt, wie behauptet,
eine Zahl A mit V f(#y) + AVg(iy) = 0.

Gelegentlich sind auch mehrere Nebenbedingungen ¢, (Z) = - - - = g,(Z) = 0 gleichzeitig zu
erfilllen. Der Ausnahmesituation Vg(Z) = 0 im Fall einer Nebenbedingung entspricht hier
die lineare Abhangigkeit der Gradienten Vg, (Z),. .., Vg,(Z). Anderenfalls verwendet man
n Lagrange-Multiplikatoren Ay, ..., A, und das Glelchungssystem zur Bestimmung kritischer
Punkte bekommt die Form

Dies sind m + n Gleichungen fiir m 4+ n Unbekannte.

17.11 Beispiel: Wir betrachten, wie bereits eingangs erwahnt, eine zylindrische Konser-
vendose mit Radius r, Héhe h und vorgegebenem Volumen V. Um eine moglichst kleine
Oberflache zu erhalten und damit den Materialverbrauch zu optimieren, stellt sich also das
Minimierungsproblem

f(r,h) :==2ar(r + h) = min, g(r,h) :=ar*h -V =0, (r,h) € RZ,
Dieses lasst sich mit beiden beschriebenen Ansatzen |dsen:

= Alle zulassigen Argumente lassen sich in der Form

[;} =U(u) = lv/(?mﬂ)] , u € Ry,
parametrisieren. Damit ergibt sich
o(u) = f(¥(u) = 2ru(u + V/(ru?)) = 2mu® + 2V /u.

Diese Funktion hat ihr Minimum an der Stelle uy = /V/(27). Dementsprechend ist
f eingeschrankt minimal fir

] == [ | = |

23/V/(2m)|
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Die Abbildung zeigt links den Graphen den Funktion f mit einigen Héhenlinien sowie
in rot die Kurve (¥(u),p(u)) fur den Fall V' = 500. Diese hat fir uy ~ 4.3 den
minimalen z-Wert ¢ (ug) =~ 348.7 entsprechend der kleinstméoglichen Oberflache.

= Um die Lagrange-Methode anzuwenden, bestimmen wir zunachst die Gradienten von

fund g,

2m(2r + h) Vy(r h) = 27?7’2}1

2rr r

Vf(rh)=
Damit sind folgende drei Gleichungen zu |6sen:
2(2r + h) + \2mrh =0, 27r +Amr? =0, wr*h—V =0.

Da r positiv ist, folgt aus der zweiten Gleichung A\r = —2. Dies eingesetzt in die erste
Gleichung liefert 2r = h. Der Querschnitt der optimalen Dose ist also quadratisch.
Damit erhalt man aus der dritten Bedingung schlieBlich wie zuvor die Losung

ro = ho/2 = /V/(2r).

Der Lagrange-Multiplikator hat den Wert A = —2/rg, dieser ist hier aber eine rein
rechnerische GroBe und fiir das gesuchte Ergebnis belanglos. Die Abbildung zeigt rechts
einige Hohenlinien der Funktion f sowie in rot die Menge B der zulassigen Argumente
wieder fiir den Fall V' = 500. Diese lasst sich als Hohenlinie H,(0) der Funktion g zum
Funktionswert O interpretieren. In der gesuchten Minimalstelle (1, ho) ~ (4.3,8.6)
verlaufen die Hohenlinien von f und ¢ in dieselbe Richtung. Dies ist gleichbedeutend
damit, dass die Gradienten entsprechend der Lagrange-Bedingung kollinear sind.

20
800 157
Wi
600 - , :, /7{,’. i
2. "::%g{é}’::"" ’%’fzﬁfé’{fm 10}
'Wﬁvﬁv ’ : KRS S
r ' o:o. .5'3:-:,
,':'5.’::,,::»,,.,,' .' —
28 | %'ll - :::"’i = 53555 ~. 51
‘ i ,./,,,,,,,, ,,,,,,,,,,., 8
2 | I ‘
2 ; 6

Die tatsachliche Form von Konservendosen weicht von diesem Ergebnis mehr oder weniger
deutlich ab, da neben dem Materialverbrauch auch andere Eigenschaften zu beriicksichtigen
sind.

17.12 Quadratische Funktion mit linearen Nebenbedingungen: Ein wichtiger Spezi-
alfall ist der folgende: Gegeben ist eine quadratische Funktion der Form

1
f(@) =c+az+ 3 T AT
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mit einer Zahl ¢ € R, einem Vektor @ € R™ und einer symmetrischen Matrix A € R™*"™,
Die Nebenbedingungen ¢y, ..., g, sind alle linear und lassen sich in der Form

G(Z) :=Bi+b=10

zusammenfassen, wobei b € R" ein Vektor und B € R™ ™ eine Matrix ist. Der Gradient von
fist Vf(¥) = AT + @ und der Gradient von g; ist die i-te Spalte von BT. Mit dem Vektor

A= (A1,...,A,) von Lagrange-Multiplikatoren sind damit folgende Gleichungen zu l6sen:

AZ+ @+ NVg(?) = AZ+d+B"X=0, Bi+b=0.

=1

Diese kann man zu einem einzigen linearen Gleichungssystem zusammenfassen,

AR Rl

Dieses ist meist eindeutig |6sbar und liefert dann einen einzigen kritischen Punkt 7.
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18 Integration in mehreren Veranderlichen

Das Integrieren von Funktionen mehrerer Veranderlicher lasst sich wie das Differenzieren
unter geeigneten Annahmen auf den univariaten Fall zuriickfiihren. Neben den zu erwartenden
technischen Schwierigkeiten bei der Bestimmung von Stammfunktionen ist die eigentliche
Herausforderung die Verschiedenartigkeit der moglichen Integrationsgebiete. Wir wollen nicht
nur (iber Rechtecke oder Quader integrieren, was vergleichsweise einfach ist, sondern auch
uber Kreise, Kugeln und andere krummlinig berandete Gebiete sowie Kurven und Flachen.
Einen einheitlichen Zugang hierzu liefert das Konzept der Parametrisierung, mit dessen Hilfe
man Integrale aller Art auf einfache Grundtypen zuriickfiihren kann.

18.1 Integral iiber ein Intervall: Das kartesische Produkt
I =L x---x1,

der eindimensionalen Intervalle I, . . ., I,, ist ein Intervall in R™. Sofern nichts anderes gesagt
wird, setzen wir stets voraus, dass alle Intervalle kompakt, also beschrankt und abgeschlossen,
sind. Fir m = 2 ergibt sich das Rechteck [ = I; x I, und fiir m = 3 der Quader [ =
I; x Iy x I3 und auf genau diese beiden Falle wollen wir uns im Folgenden konzentrieren.
Betrachten wir zunachst den zweidimensionalen Fall. Fiir eine stetige Funktion f : I — R
definiert man das Integral Uber I = [ay, by] X [ag, by] durch

/f - /gCl ol </x22:a2 f(x1,22) dxz) dry.

Bei der inneren Integration nach xs wird also z; als konstant betrachtet (genau wie beim
partiellen Differenzieren). Das Ergebnis dieser eindimensionalen Integration ist dann eine
GroBe, die nur von x; abhangt,

b
g(z1) ::/ f(xq, x9) das.

To=as
Diese Funktion wird im zweiten Schritt wiederum eindimensional nach x; integriert und man
erhalt als Ergebnis den Zahlenwert des Integrals,

/ / .’L’l d.’L’l
I r1=ai

Nach dem Satz von Fubini’® darf die Reihenfolge der Integrale vertauscht werden, es gilt

also ebenso
/ / (/ flxy, z0) d:m) dxs.
I To=as r1=a1

Hier liefert die innere Integration also eine Funktion h(z5), die dann nach z5 integriert wird.
Das Endergebnis ist dasselbe. Im Dreidimensionalen definiert man analog zum vorherigen

/I ~/acl —a </a:2 —as (Ligagf@”?v%) d$3> dIz) dzy.

Dies ist also die Schachtelung dreier eindimensionaler Integrale und wie zuvor kann auch
hier deren Reihenfolge beliebig gewahlt werden. Die Klammern dienen der Verdeutlichung
der einzelnen Integrale und werden spater meist weggelassen.

OGuido Fubini, 1879-1943
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18.2

18.3

Beispiel:
Fir f(z,y) =y +2*/y und I = [-3,3] x [0,1] ist

fo= [ ([ wreemay)as

zu berechnen. Das innere Integral liefert

1 1 222 1 1 222
— U2y dy — —o2 4+ 25 ,3/2 _ L2
g(x) : /7(y+ary Jdy =Sy + =y et
Damit erhalt man
r 223
x)de = -+ — = 15.
/ /——3 v 2 9 r=—-3
Bei vertauschter Integrationsreihenfolge
1 3
/f:/ (/ (y + 2%y 1/Q)dx)al
I y=0 r=—-3
ist das innere Integral
3 yt/? 3
h(y) = / (y + 22y"?) dx = zy + Tazg = Gy + 18y*/?
r=—3 r=—-3
und man erhalt wie zuvor
1 1
/If - / Oy 18y dy = 39 +124%% =15,
= y:

Im Beispiel zuvor sind beide Rechenwege etwa gleich aufwandig. Es gibt aber auch
Falle, in denen einer der beiden Wege erheblich schwieriger ist, als der andere. Man
verifiziere beispielsweise [; f = e — 2 fir f(z,y) = ze™ und I = [0,1]? auf beide
Arten.

Fir f(z,y,2) =x+y/z>und I =[0,1] x [1,2] x [2, 3] ist

S = L o ot vy s

L= [ e <o

Regeln:

Auch das mehrdimensionale Integral ist linear,

JU=a=[r+[o. [ar=a[s, acr

Wenn der Integrand ein Produkt univariater Funktionen ist, dann (aber auch nur dann!)
ist das Integral des Produkts gleich dem Produkt der Integrale. Beispielsweise gilt im
zweidimensionalen Fall

/x / dydx_Liaf(x)dx-éicg(y)dy-
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18.4 Integral iiber ein Gebiet: Die Definition des Integrals und die Aussage tber die Ver-
tauschbarkeit der Integrationsreihenfolge bleiben giiltig, wenn die zu integrierende Funktion
nicht stetig, aber zumindest beschrankt ist und alle auftretenden eindimensionalen Integrale
existieren. Wir nennen die Funktion dann integrierbar Giber I. Sei nun G C I eine Teilmenge
von [ und f : G — R eine darauf definierte stetige Funktion. Wir bilden daraus eine neue
Funktion f : I — R, die auf ganz I definiert ist, indem wir einfach durch den Funktionswert
0 fortsetzen,

0 sonst.

o {f(f) falls 7 € G

Sofern das Gebiet GG keine extrem komplizierte Form hat (also beispielsweise nicht aus un-
endlich vielen Teilstiicken besteht), ist diese neue Funktion integrierbar und wir definieren

Jot= )7

Damit ist also das Problem der Integration lber eine beliebige beschrankte Menge GG auf den
Standardfall der Integration lber ein Intervall I zuriickgefiihrt. Dahinter steckt der Gedanke,
dass die hinzugefiigten Nullwerte das Ergebnis der Integration nicht verandern sollen. Andere
gangige Schreibweisen fiir das Integral sind

ff=[rac= [ s@az

sowie im zweidimensionalen Fall
= ) d ) :/ y dzd
Lf=[f@ydey = [ ey dedy
oder im dreidimensionalen Fall
= ' Y, d v Y, :/ 'y Y, dzdydz.
Lf= [ f@y.2)d@y.2) = [ fa.y.2) dadyd:

Fettgedruckt sind jeweils die hier im Skript praferierten Varianten. So, wie im univariaten
Fall das Integral [” f(z)dx den orientierten Flacheninhalt zwischen der z-Achse und dem
Graphen von f beschreibt, lasst sich auch das zweidimensionale Integral geometrisch inter-
pretieren: Das Integral [ f(x,y)d(x,y) ist das orientierte Volumen des Korpers zwischen
der Teilmenge G der xy-Ebene und dem Graphen G der Funktion f.

18.5 Beispiel:
» Sei G = {(z,y) € [-1,1]* : y < 2?} und f(z,y) = 22%y. Wahlt man das Rechteck
I = [—1,1]2, dann gilt G C I. Man konnte auch ein groBeres Rechteck verwenden,

das bringt aber keine Vorteile. Nun ist nach Definition

/Gf:/IfZ/.lzl /.ilf(x,y) dydz.

Das innere Integral g(z) := yl:_l f(x,y) dy lasst sich auf das Intervall y € [—1, 27]
reduzieren, da die Funktion f fiir y > 22 verschwindet. Man erhilt also

$2 $2

g(x) = / 22y dy = 2y’ 0 —a?
-1

= —x
y=-1
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und schlieBlich

/cf - /1_1@56 — %) dz = 2" /7T —2*/3 = —8/21.

r=—1

Man schreibt ohne Umwege auch einfach

1 x?
/f:/ / 22%y dydx = --- = —8/21
G =—1Jy=—1

und versteht dabei die Beschreibung des Integrationsgebiets so: Fiir jedes x zwischen
—1 und 1 lauft y von —1 bis x?. Tauscht man die Integrationsreihenfolge zu [ f =
fylzfl L f(x,y) dzdy, dann lasst sich das innere Integral h(y) == [__, f(z,y)dx
nicht so einfach auf den relevanten Bereich reduzieren: Fiir y < 0 lauft x von —1 bis
1, und fir y > 0 lauft x zunachst von —1 bis Y und dann von ,/y bis 1. Man muss

also letztlich drei Falle unterscheiden,

0 1 R 1 1
/ f= / / 22%y dudy + / / 222y dxdy + / / 222y dxdy.
G y=—1Jx=-1 y=0 Jax=-1 y=0Jz=/y

Die Berechnung liefert natiirlich dasselbe Ergebnis, der Weg dorthin ist aber deutlich
langer. Die Abbildung illustriert die beiden Varianten.

1} ] 1
>l ’ > é /é

0 0
0.5} 0.5f
AF 1r
1.5 1 0.5 0 05 1 1.5 15 1 05 0 05 1 1.5

Merke: Man wahlt die Integrationsreihenfolge so, dass sich die Grenzen des inneren
Integrals moglichst einfach als Funktion der duBeren Variablen darstellen lassen.

» Sei G = {(z,y) : 2> + y* < 1} die abgeschlossene Einheitskreisscheibe und f(x,y) =

1+ y. Dann ist
1 Vi-z?
/Gf = /:_1 /_m(l + y) dydz
— xl 1 21 — 22 dx = 2v/1 — 22 + arcsin(z) 1 = .

Obwohl der Integrand f(z,y) = 1+ y eine sehr einfache Gestalt hat, wird die Berech-
nung letztlich doch etwas komplizierter (man verwende partielle Integration oder eine
Tabelle), da die Beschreibung des Gebietsrandes als Funktion von x ins Spiel kommt.
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» Sei G = {(x,y,2) € RS, : 4z + 2y + 2 < 4} das Tetraeder (d.h. die dreiseiti-
ge Pyramide) mit Eckpunkten (0,0,0),(1,0,0),(0,2,0),(0,0,4) und f(x,y,2) = 1.
Die Beschreibung dieses Gebiets kann in beliebiger Reihenfolge durchgefiihrt werden,
beispielsweise in den folgenden drei Schritten:

1. Es sind z-Werte im Intervall [0, 1] relevant.
2. Fir jedes z € [0, 1] sind y-Werte im Intervall [0,2 — 2x] zu beriicksichtigen.

3. Fiir jedes Wertepaar (x,y) mit = € [0, 1] und y € [0,2 — 2x] lauft der z-Wert im
Bereich [0,4 — 4z — 2y].

Wir erhalten also

2—2x pd4—4x—2y
/ f= / / / dzdydzx
G =0 Jy=0
J.-

2-2z 1
/ (4 — 4z — 2y) dydx = / (42 — 8x +4) dr = 4/3.
=0

=0 =0
Eine Vertauschung der Integrationsreihenfolge fiihrt auf eine andere Beschreibung des
Gebiets, aber natirlich auf dasselbe Ergebnis, z.B.

1—z/4 p2—22—2/2
/ / / / dydzxdz = --- =4/3.
G z=0 Jz= y=0

18.6 Integral iiber eine parametrisierte Menge: Die Beschreibung von Gebieten durch
die Angabe von Grenzen fiir die Integrationsvariablen (x,y) oder (z,y, ) ist prinzipiell még-
lich, aber nicht immer zweckmaBig. Ebenso bietet dieser Formalismus keinen Zugang zur
Integration iiber gekriimmte Bereiche, wie Kurven oder Flachen. Abhilfe schafft hier das
Konzept der Parametrisierung [— 15.16]. Sei also ¥ : G — B eine Parametrisierung der
Menge B C R" liber dem Gebiet G C R™, dann wollen wir das Integral einer Funktion
f : B — R liber B zuriickfiihren auf das Integral der Funktion fo ¥ : G — R lber G.
Dabei ist aber die Verzerrung der GroBenverhaltnisse durch die Abbildung W zu beriicksich-
tigen. Dazu setzen wir ab sofort stets voraus, dass W stetig differenzierbar ist und definieren
den zugehorigen MaBfaktor als

=l

juy == \/det(DUT - D).

Die hier auftretende Matrix DW¥T - DU nennt man auch erste Fundamentalform von . Sie
hat Dimension m x m, ist symmetrisch und hat eine nichtnegative Determinante, sodass die
Wourzel stets definiert ist. Sei nun f : B — R eine auf der Menge B erklarte Funktion, dann

setzt man
[ 1= [(Fovm.

Wenn ¥ : G — B eine andere Parametrisierung von B ist, dann gilt, wie man zeigen kann,

[ f= Lo = [ (fo)us.

Der Ausdruck [ f ist also tatsachlich nur von der Menge B und der Funktion f abhangig
und nicht von der Wahl der Parametrisierung. Dies rechtfertigt die gegebene Definition. Der
MaBfaktor hat folgende geometrische Bedeutung:
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» Eindimensionaler Fall G C R: Das Bild eines kleinen Intervalls der Lange A um den
Punkt u € G ist ndherungsweise eine Strecke mit Lange g (u) - h.

» Zweidimensionaler Fall G C R?: Das Bild eines kleinen Quadrats mit Flicheninhalt h?
um den Punkt (u,v) € G ist ndherungsweise eine Parallelogramm mit Flacheninhalt

pow (1, 0) - 12,

» Dreidimensionaler Fall G C R3: Das Bild eines kleinen Wiirfels mit Volumen A3 um
den Punkt (u,v,w) € G ist ndherungsweise ein Spat mit Volumen pug (u, v, w) - h3.

Im Grenziibergang h — 0 werden diese Naherungen exakt.

18.7 Spezialfalle: Die Definition des Integrals liber eine parametrisierte Menge ist zwar
ganz allgemeiner Natur, in der Praxis treten aber meist nur die drei folgenden Falle auf, in
denen sich die Berechnung des MaBfaktors vereinfacht.

» Umparametrisierung. Wenn die Dimensionen von G und B gleich sind, also beide
Teilmengen der Ebene R? oder des Raums R? sind, dann nennt man ¥ : G — B auch
eine Umparametrisierung. Hier ist die Ableitung DV eine quadratische Matrix und es

gilt

juy = \/det(DUT - DW) = Vdet DV - det DV = | det DU,

Man nennt det DV Jacobi-Determinante oder auch Funktionaldeterminante von WU.
Zu beachten ist, dass der MaBfaktor der Betrag hiervon ist. Die resultierende Formel

/Bf:/G(fo\If)\detD\D\

stellt einen Zusammenhang zwischen zwei m-dimensionalen Integralen her und wird
auch Substitutionsregel genannt Sie ist eng mit der bereits bekannten univariaten

Substitutionsregel [— 12.13] [ f = fh l(a (f o h)h' verwandt. In der Praxis wird sie
typischerweise zur Vereinfachung des Integrationsgebiets und seltener zur Vereinfa-
chung des Integranden eingesetzt.

= Kurvenintegral. Wenn ¢ : [a,b] — R" eine Kurve mit Spur B ist, dann nennt man
[. f =[5 f das Kurvenintegral von f iber c. Hier ist ¢ = DW ein Spaltenvektor und

det(DcT - De) = |||

dessen Norm. Es gilt also

/f / (foo) || —/ fle)) 1< ()] dt.

Dabei steht auf der rechten Seite ein gewohnliches eindimensionales Integral, was der
eindimensionalen Natur der Spur der Kurve entspricht.

» Flichenintegral. Wenn S : G — R? eine Flache mit Definitionsgebiet G C R? und
Spur B ist, dann nennt man [ f := [5 f das Flachenintegral von f iiber S. Hier ist
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DS eine (3 x 2)-Matrix, deren Spaltenvektoren die partiellen Ableitungen 0;.S und 055
sind. Eine einfache, aber nicht ganz kurze Rechnung zeigt

ps = /det(DST - DS) = 9,5 x 8,5]|.

Es gilt also

/Sf:/G(foS) 1015 x D58 :/Gf(S(U,v)) 1015 (1, v) x 925 (u, )| dudv.

Dabei steht auf der rechten Seite ein zweidimensionales Integral, was der zweidimen-
sionalen Natur der Spur der Flache entspricht.

Beispiel:

Gegeben sei das Gebiet B = {(x,y) € R%,: 1 <2y <2und 1/2 < y/x < 2} und
die Funktion f(x,y) = 2zy. Die direkte Integration ist aufwandig, da der Gebietsrand
eine komplizierte Form hat. Man sucht also eine Umparametrisierung ¥ : G — B, bei
der das Definitionsgebiet G eine moglichst einfache Gestalt hat — idealerweise ist G
ein Intervall. Dies ist hier moglich, indem man die Ausdriicke zy und y/x, die in der
Beschreibung von B auftauchen, als neue Variable verwendet, also

ry=u, y/r=mo0.

Damit ist G = {(u,v) : 1 < u < 2und 1/2 < v < 2}. Die Funktion ¥ erhalt man
durch Auflésen der Gleichungen oben nach x und y,

U(u,v) = [I] = [VU/U].
Y v/ uv
Die Abbildung zeigt links das Intervall G und rechts die Menge B.

1.5

051

Fir die Ableitung und den MaBfaktor erhalt man

DV (u,v) = ; [\/\1/{)(/12}) _\\//5//53‘ , po(u,v) = |det DY (u,v)| =

1

» .
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Mit f(x,y) = 2xy = 2u ist nun das Intergal einfach zu berechnen:

2 2
/f —duv / / Hdvdu:/ udu-/ 2 _3me.
G |20 u=1Jv=1/2 v u=1 v=1/2 U

Die Berechnung des MaBfaktors lieBe sich tbrigens folgendermaBen vereinfachen: Die
Umkehrfunktion von ¥, nennen wir sie ® := W' st ja direkt gegeben,

wn=[]-[7)

v

und damit gilt [~ 16.12]

111
|det D®|  2y/z 20

D®(z,y) = v = |det DU| =

Y x
—y/x* 1/z|’
Die explizite Bestimmung der Funktion W kann hier also entfallen.

= Fir die Kurve ¢(t) = (tcost, tsint),t € [0,1], und f(x,y) = Va2 + y? ist

¢(t) = [‘?0“ - “mﬂ ) = W = VITE,

sint 4 tcost

und f(c(t)) = Vt2cos?t + t2sin?t = ¢. Damit erhalt man

[f= / )Ilc()||dt:/oltmdt:2\/§3_1.

= Fir die Flache S(u,v) = (ucosv,usinv,u),u € [0,1],v € [0,27], und f(x,y,2) =

y?/z ist
cosv —usinv
S, = |sinv|, S,=|ucosv |, uS:]|SuXSU|\:\/§u
1 0

und f(S(u,v)) = usin?v. Damit erhalt man
2
/f / \/_u sin vdvdu—m?)/_.

18.9 Wichtige Parametrisierungen: Die folgenden drei Parametrisierungen treten in der
Praxis sehr haufig auf, die zugehorigen MaBfaktoren sind auswendig zu lernen.

» Polarkoordinaten. Jeder Punkt (z,y) € R? lasst sich in der Form
T =Trcosy, Yy=rsiny

darstellen, wobei r = /22 + y?> > 0 der Abstand zum Ursprung ist und ¢ der Win-
kel zur positiven z-Achse. Dieser lasst sich mithilfe des Arcustangens berechnen und
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ist zunachst nur bis auf ein Vielfaches von 27 bestimmt. Um die Zuordnung eindeu-
tig zu machen, wahlt man meist den Wertebereich [0, 27), es ist aber beispielsweise
auch [—m,m) moglich. Man nennt (r, ) die Polarkoordinaten des Punktes (z,y). Die

zugehorige Funktion
| x| | rcosy
qj(ﬁ@) - [ y ‘| - [ rsingp ]
kann zur Umparametrisierung ebener Gebiete verwendet werden. Fiir die Ableitung und
den MaBfaktor erhalt man

cosp —rsine

D¥(r,¢) = [ sing  rcosy

], py = |det DU| = r.

Merke: Die Substitution mit Polarkoordinaten ist formal gegeben durch

d(z,y) = rd(r,¢).

Wahlt man einen festen Radius » = R, so wird aus W eine kreisformige Kurve,

¢) = U(R, p) = [ ] Cw=R

Polarkoordinaten verwendet man immer dann, wenn das Integrationsgebiet ganz oder
teilweise kreisformig berandet ist oder ganz allgemein bei Problemen, die eine Rotati-
onssymmetrie um den Ursprung aufweisen.

Rcosyp
Rsinp

» Zylinderkoordinaten. Sehr eng verwandt mit Polarkoordinaten in R? sind Zylinderko-
ordinaten in R3. Genauer gesagt verwendet man Polarkoordinaten fiir (z,y) und lasst
die z-Koordinate unverandert, also

T =7rcosy, Yy=rsiny, z=2.
Die zugehorige Funktion

x 7 COS
U(r,p,z) =1y | = |rsing
z z
kann zur Umparametrisierung raumlicher Gebiete verwendet werden. Fiir die Ableitung
und den MaBfaktor erhalt man
cosy —rsing 0
DU(r,p,z) = |sinp rcosp 0|, pgy=|detDV¥|=r.
0 0 1

Merke: Die Substitution mit Zylinderkoordinaten ist formal gegeben durch
d(x,y,z) =rd(r,p, z).
Wahlt man einen festen Radius » = R, so wird aus ¥ eine zylinderférmige Flache,

Rcos
S(QO, 2) = \Il(Ra ¥, Z) = Rsingp S = R.
z

Zylinderkoordinaten verwendet man bei Problemen, die eine Rotationssymmetrie um
die z-Achse aufweisen.
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» Kugelkoordinaten. Jeder Punkt (x,y, z) € R? lasst sich in der Form
x =rcospsing, y=rsinpsind, z=rcosv

darstellen, wobei r = /22 + y? + 22 > 0 der Abstand zur Ursprung ist. Der Azi-
mutwinkel ¢ € [0,27) ist der Winkel der Projektion (z,y,0) zur positiven z-Achse
und der Polarwinkel 9 € [0, ) ist der Winkel von (x,y, z) zur positiven z-Achse. Die

zugehorige Funktion
x 7 cOS  sin v
U(r,p,J)= |y | = |rsinpsind

z rcosy

kann zur Umparametrisierung raumlicher Gebiete verwendet werden. Fiir die Ableitung
und den MaBfaktor erhalt man

cossiny  —rsinpsind 1 cos @ cos
DVU(r,p,9) = |sinpsingd  rcospsind rsinpcosd|, py =rsind.
cos v 0 —rsind

Merke: Die Substitution mit Kugelkoordinaten ist formal gegeben durch
d(x,y,z) = r*sindd(r, ¢, ).

Wahlt man einen festen Radius r = R, so wird aus ¥ eine kugelférmige Flache,

R cos psin ¢

Rsin psin ¢
Rcosd

S(p,0) = V(R p,9) = , s = R*sind.

Kugelkoordinaten verwendet man bei Problemen, die eine Rotationssymmetrie um den
Ursprung aufweisen.

18.10 Beispiel:

= Sei wie in [— 18.5] B = {(x,y) : 2* + y* < 1} die Kreisscheibe mit Radius 1 und
f(x,y) = 1+ y. In Polarkoordinaten lautet die Beschreibung des Integrationsgebiets
G={(r,p):r€0,1],¢ € [0,27]}. Man erhalt damit wesentlich einfacher als zuvor

2

27 1
/Bf(:v,y)d(x,y) :AZO/TZO(1+Tsin¢)rdrd¢: (1/241/3-sinp)dp = 7.

»=0

» Sei B = {(z,y,2) € [0,1 : 2 +¢y* < 22} und f(z,y,2) = Va2 +42/2% In
Zylinderkoordinaten lautet die Beschreibung des Integrationsgebiets G = {(r, ¢, 2) :
re[0,1], € [0,7/2],2 € [r,1]}. Damit ist

1 pr/2 rl 1
/ f(l’,y,Z)d(l’,y,Z):/ / / erZdQOdT:g/ (T—Tz)drzl.
B T z r=0

=0 Jp=0 Jz=r 22
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» Sei K = {(x,y,2) : 2> +y?+ 2% < R?} die Kugel mit Radius R > 0 um den Ursprung
und f(x,y,2) = z2. In Kugelkoordinaten lautet die Beschreibung des Integrationsge-
biets G = {(r,¢,0) : r € [0, R], ¢ € [0, 2x],¥ € [0, 7]}. Damit ist

» s 2 R
/ flx,y,2)d(z,y,2) = / / / (r cos¥)? - r?sin 9 drdpdd
K ¥=0 Jp=0 Jr=0

™ o R 2 R5 A1 R
= COSQﬁSinﬁdﬁ-/ dcp-/ rtdr == .27 — = T .
9=0 ©=0 r=0 3 5 15

18.11 Gebietszerlegung: Das Integral tber ein kompliziert geformtes Gebiet G lasst sich
gelegentlich dadurch vereinfachen, dass man es als Vereinigung G = GG; U G5 oder Differenz
G = G1 \ Gy einfacherer Teilgebiete G; und G5 beschreibt. Im Falle der Vereinigung ist
dabei natiirlich eine doppelte Uberdeckung von Teilbereichen zu vermeiden. Man fordert
deshalb, dass es keine inneren Punkte von G; oder GGy geben darf, die im Schnitt G; N Go
enthalten sind. Gemeinsame Randpunkte sind dagegen unkritisch. In diesem Fall gilt dann

fur G = G1 UGy
/Gf:/alf—'—.czf'

Dies entspricht der Additivitat [ 12.16] des Integrals im univariaten Fall. Fiir die Differenz
G = G1 \ Gy gilt dementsprechend

Jof =t

18.12 Beispiel:

= Die Menge G = {(z,y) : =1 <y < 1lund —1 < z < /1 —y?} lasst sich als
Vereinigung des Rechtecks G := {(z,y) : =1 <y <1lund —1 <z <0} und des
Halbkreises Gy = {(x,y) : 1 <y<1lund0 <z <+/1—y?} darstellen. Fir das
Integral der Funktion f(x,y) = x erhélt man deshalb

1 0 w/2 1 9 1
[r=[" [ cdry+ [ reospdrdp = —1+2 = -1
G =—1Jx=-1 o=—m/2 Jr=0 3 3

» Die Menge G := {(x,y) € [-1,1]? : 22 +y? > 1} lasst sich als Differenz des Quadrats
G = [—1,1]% und der Einheitskreisscheibe G = {(x,y) : 2° + y* < 1} darstellen.
Fiir das Integral der Funktion f(z,y) = x? + y? erhalt man deshalb

1 1 o 1 8
/f:/ / (x2+y2)dydx—/ / rddrdp = - — =,
G r=—1Jy=-1 =0 Jr=0 3 2
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17 — 1]
0.5¢ ] 0.5¢ / \
* | ™ K /
1 4 At

-15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 -15 - -0.5 . 1.5

18.13 MaB und Schwerpunkt: Sei ¥ : G — B eine Parametrisierung der Menge B.

Dann nennt man
|B| ::/ 1:/ Loy
B G

das MaB von B. Der Schwerpunkt von B ist definiert als

(B ‘|B|/ \B|/ a

Dabei ist das Integral liber einen Vektor zu verstehen als der Vektor der Integrale liber
dessen Komponenten. Abhangig von der Dimension des Integrationsgebiets sind auch andere
Bezeichnungen fiir das MaB gebrauchlich:

= Eindimensionaler Fall. Fiir eine Kurve ¢ : [a, b] — R™ mit Spur B schreibt man anstelle
von |B| auch einfach |c| und nennt

b
el =[1=["ll|

die Lange oder auch die Bogenlange von c.

= Zweidimensionaler Fall. Fiir eine Umparametrisierung ¥ : G — B ist

yB|=/ 1:/ | det DV
B G

der Flicheninhalt der Menge B C R2. Fiir eine Fliche S : G — R3 mit Spur B
schreibt man anstelle von |B| auch einfach |S| und nennt

SI= [ 1= [ 165 x 2]

ebenfalls den Flicheninhalt oder auch die Oberflache von S. Achtung: Im Gegensatz
zum orientierten Flacheninhalt [— 12.18], wie er bei der Integration in einer Variablen
eingefiihrt wurde, ist der Flacheninhalt als Spezialfall des MaBes stets positiv.

» Dreidimensionaler Fall. Fiir eine Umparametrisierung ¥ : G — B ist

|B|:/ 1:/ | det DV
B G

das Volumen der Menge B C R3.
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18.14 Beispiel:
» Das Volumen der Kugel K := {(x,y,2) : 2* + y* + 2* < R?} mit Radius R ergibt
sich zu
s 2 R s 27 R 4 R3
|K|:/ / / r? sin ¥ drdopdd = sinz?dﬁ-/ d(p-/ r2dr = 0
9=0 Jo=0 Jr=0 9¥=0 ©=0 r=0 3

Die Kugeloberfliche 0K := {(z,vy, z) : * + y* + 2> = R*} hat den Flacheninhalt

2w

s 2 s
|OK | :/ R*sin v dpdy = R* - / sind dv) - o = 4T R?.

=0 9020 Jp

Die Tatsache, dass sich die Oberflache formal als Ableitung des Volumens nach R
ergibt, (4mR3/3)" = 4w R?, ist kein Zufall. Man vergleiche mit dem analogen Zusam-
menhang zwischen dem Umfang und dem Flacheninhalt eines Kreises, (7 R?) = 27 R.

= Schwerpunkte einfacher geometrischer Objekte lassen sich gelegentlich ohne Rechnung
mithilfe von Symmetrieliberlegungen angeben. Beispielsweise ist der Schwerpunkt von
Kreis oder Kugel deren Mittelpunkt. Betrachten wir nun einen Halbkreis B = {(z,y) :
22 +y? < R? und x > 0}. Fiir die z-Koordinate des Schwerpunkts erhalten wir

=—7/2

1 2 (/2 R 4R
(B = [a=—m [ [ rfeospdrdp =5 ~042- R
z5(B) | B| 5" TR? S

Fir die y-Koordinate erhalten wir
1 2 w/2 R
sBz—/ :—/ / ?sin pdrde = 0.
vs(B) | B| )T TR p=—m/2 oo PATES

Auch dies ware ohne Rechnung aus Symmetriegriinden sofort klar gewesen. Zusammen
ist also Zs(B) = (4R/3m,0). Schneiden Sie einen Halbkreis aus Pappe aus, markieren
Sie den Schwerpunkt und setzen Sie ihn an dieser Stelle auf eine Zirkelspitze. Was fallt
auf?

18.15 Affine Abbildung: Eine Funktion ¥ : R™ — R" der Form
V(1) = Ad+ U

mit einer Matrix A € R™™ und einem Vektor v € R™ heilt affine Abbildung. Dies ist also
eine lineare Abbildung @ — Au gefolgt von einer Verschiebung um den Vektor v.

Betrachten wir speziell den Fall m = n und eine invertierbare Matrix A, dann ist ¥ injektiv
und kann als Umparametrisierung G — B verwendet werden. Mit DW = A ist der MaBfaktor
gegeben durch py = | det A| und man erhalt

|B| :/ | det DW| = |detA|/ 1=|det Al -|G].
a G
Das MaB skaliert also mit dem Betag der Determinante von A. Fiir den Schwerpunkt gilt

7,(B) = “19'/(;\1% - |é”/G(Am ) = A7, (G) + 7 = U(7,(G)).
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Das heiBt, der Schwerpunkt vom G wird von der affinen Abbildung auf den Schwerpunkt von
B abgebildet.

Ist speziell A = (@ eine Drehung [— 6.9], dann nennt man V(4) = Q@ + ¥ eine Bewegung.
Aus der Bedingung Q7Q = E folgt det Q@ = 1 und es ergibt sich die Bewegungsinvarianz
|G| = | B| des MaBes. Dasselbe gilt fiir eine Spiegelung A = S [~ 6.9], denn aus S? = E
folgt ebenfalls | det S| = 1.

18.16 Rotationsflache und -korper: Sei ¢(t) = (z(t), 2(t)),t € |a, b], eine Kurve in der
xz-Ebene. Durch Rotation um die z-Achse entsteht die Parametrisierung einer Rotations-
flache,

x(t) cos ¢
z(t)sing|, t€la,b], ¢ €][0,2n].
2(t)

Sei z4(c) = ﬁfcx die z-Koordinate des Kurvenschwerpunkts. Dann gilt nach der ersten
Guldinschen Regel’* fiir den Flacheninhalt

S(t,p) = {

5] = 27r/x — 2rz(c) - |-

Das heiBt, der Inhalt der Rotationsflache ist gleich dem Umfang des Kreises durch den
Kurvenschwerpunkt multipliziert mit der Kurvenlange.

Wenn G ein ebenes Flachenstiick ist, dessen Rand durch die Spur der Kurve ¢ gegeben ist,
dann berandet S den dreidimensionalen Korper K, der durch die Rotation von G um die
z-Achse entsteht. Sei z,(G) = ﬁfcx die x-Koordinate des Flachenschwerpunkts von G,
dann gilt nach der zweiten Guldinschen Regel fiir das Volumen

|K| = 27T/GSL’ = 2rxs(G) - |G|.

Das heiBt, das Volumen des Rotationskoérpers ist gleich dem Umfang des Kreises durch den
Flachenschwerpunkt multipliziert mit der Querschnittsflache.

18.17 Beispiel: Die Kurve ¢(t) = (cost,sint),t € [—m/2,m/2] beschreibt einen Halbkreis
in der xz-Ebene. Durch Rotation entsteht die Flache S, deren Spur die Oberflache der
Einheitskugel in R? ist. Die Lange von c ist |¢| = 7 und der Flacheninhalt von S ist |S| =
47. Also ist nach der ersten Guldinschen Regel die z-Koordinate des Kurvenschwerpunkts

gegeben duch
_ s 2

zs(c)

Zusammen mit der z-Achse berandet ¢ die Halbkreisscheibe G := {(z,2) : * > 0 und 2? +
22 < 1}. Rotiert diese um die z-Achse, so entsteht die Einheitskugel K. Die Flache von G ist
|G| = 7/2 und das Volumen von K ist |K| = 47 /3. Also ist nach der zweiten Guldinschen
Regel die x-Koordinate des Flachenschwerpunkts gegeben duch

_ KL 4
(G = 50061 = 3

C 2mle]  w

"Paul Guldin, 1577-1643
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Dies stimmt mit der Berechnung aus dem vorherigen Beispiel tiberein. Nun verschieben wir
c und G um 2 Einheiten in z-Richtung. Dies ergibt die neue Kurve ¢ = ¢+ (2,0) und
das neue Gebiet G = G + (2,0). Durch Rotation von G entsteht die duBere Hilfte K
eines Torus (man denke an einen Donut oder einen Fahrradschlauch). Die x-Koordinate des
Flachenschwerpunkt von G ist z,(G) = x,(G) + 2. Also ist das Volumen von K gegeben
durch
|K| = 2n2,(G) - |G| = 27(2/3 + 7).

Die Randflache K von K besteht aus zwei Teilen: Zunichst gibt es einen inneren zylindri-

schen Teil mit Inhalt 47 - 2 = 87. Der duBere Teil S entsteht durch Rotation von & und hat

damit den Flacheninhalt )
|S| = 2mxs(¢) - |¢| = 4m(1 + 7).

Zusammen ist also 3
|OK| = 47 (3 + ).

18.18 Uneigentliches Integral: Man unterscheidet wie im univariaten Fall uneigentliche
Integrale mit unbeschranktem Integranden und solche mit unbeschranktem Integrationsge-
biet. Dabei ergeben sich aber unter Umstanden subtile Probleme: Betrachten wir das Integral
der Funktion f(x,y) = (z —y)/(z + y)® auf dem Intervall T = [0, 1]?, dann scheint mit der

Berechnung
1,1 _ 1 1
/ / udydx:/ _dz 1
2=0 Jy=0 (x + y)3 e=0 (1+x)2 2

auf den ersten Blick alles in Ordnung zu sein. Andert man aber die Integrationsreihenfolge,

dann erhalt man
1 1 _ 1 1
/ / ﬁdxdy:_/ L:_,.
y=0 Ja=0 (T + y)> y=0 (1 +y)? 2

Mit der Substitutionsregel lassen sich auch noch andere Ergebnisse erzeugen. Es macht des-
halb keinen Sinn, dem gesuchten uneigentlichen Integral einen Wert zuzuweisen — es diver-
giert! Eine allgemeine Definition des Konvergenzbegriffs fir mehrdimensionale uneigentliche
Integrale ist eine komplizierte Angelegenheit, wir begniigen uns deshalb mit den folgenden,
etwas vereinfachten Ergebnissen.
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1. Unbeschrankter Integrand. Sei G C R™ eine beschrankte Menge und die Funktion ¢ :
G — R nach den bisherigen Definitionen integrierbar, also insbesondere beschrankt. Wir
betrachten nun fir #y € G und « > 0 die Funktion

o 9(@)
A T
Der Exponent « bestimmt, wie schnell der Nenner gegen Null und geht und damit die
Funktionswerte anwachsen, wenn man sich der Singularitat an der Stelle Zy nahert. Die Inte-
grierbarkeit von f hangt davon ab, wie groB der Exponent o im Vergleich zur Raumdimension
m ist. Es gilt:

» Fir a < m ist das uneigentliche Integral [ f konvergent. Die Integrationsreihenfolge
kann beliebig gewahlt und auch die Substitutionsregel angewandt werden.

» Fir o > m ist das uneigentliche Integral [ f in der Regel divergent. Ausnahmen
hiervon kann es aber unter anderem dann geben, wenn die Funktion g an der Stelle
Zo eine Nullstelle hat oder in einer Umgebung davon stark oszilliert.

Im eingangs diskutierten Beispiel liegt eine Singularitdt im Urspung vor. Also setzen wir
Zy = (0,0) und erhalten |7 — Z,||* = V22 + y2". Der Exponent « ist so zu wahlen, dass
die zugehorige Funktion

g(ay) = fae o + g = EZOVE LY

(z+y)?

beschrankt ist. Mit Polarkoordinaten x = r cos ¢,y = rsin ¢ erhalt man

cos @ — sin ¢
cos ¢ + sin )3

g(z,y) =" (

und sieht, dass man mindestens o = 2 wahlen muss. Konvergenz lieBe sich aber nur garan-
tieren, wenn ein Wert moglich ware, der kleiner als die Raumdimension m = 2 ist. Es ist
deshalb von Divergenz auszugehen, was mit den gemachten Beobachtungen (ibereinstimmt.

2. Unbeschranktes Integrationsgebiet. Sei G C R™ eine unbeschrankte Menge und die Funk-
tion g : G — R stetig und beschrankt. Wir betrachten nun fir ein « > 0 die Funktion

L 9(@)

f(@): IR

wobei der Summand 1 im Nenner lediglich die technische Funktion hat, eine Singularitat im

Ursprung zu vermeiden. Der Exponent o bestimmt, wie schnell der Nenner groB wird und

damit die Funktionswerte gegen Null gehen, wenn man Argumente mit wachsendem Betrag

||Z|| betrachtet. Die Integrierbarkeit von f hangt wieder davon ab, wie groB der Exponent «
im Vergleich zur Raumdimension m ist. Es gilt:

= Fir a > m ist das uneigentliche Integral [, f konvergent. Die Integrationsreihenfolge
kann beliebig gewahlt und auch die Substitutionsregel angewandt werden.

» Fir o < m ist das uneigentliche Integral [ f in der Regel divergent. Ausnahmen
hiervon kann es aber unter anderem dann geben, wenn die Funktion g fiir groBe 7
stark oszilliert, so wie bereits im einleitenden Beispiel in Abschnitt 12.23 beobachtet.
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18.19 Beispiel:
= Wir betrachten die Funktion f(Z) = 1/||Z|| auf dem m-dimensionalen Gebiet G,, =

{# € R™: ||Z|| < 1}. Hier ist also g(Z) = 1 und o = 1. Im eindimensionalen Fall ist

m = a = 1 und das Integral [; f = fil %, wie zu erwarten, divergent. Im zweidi-

mensionalen Fall ist m = 2 > a = 1 und das Integral (iber die Einheitskreisscheibe G4
konvergent,

2r 1 ] 27 1
/ f:/ / —-rdrdp = drdy = 2.
G =0Jr=0T =0 Jr=0

Im dreidimensionalen Fall ist m = 3 > o = 1 und das Integral liber die Einheitskugel
(G5 ebenfalls konvergent,

T p2m 1] 1
/ f:/ / / f~r2sin19drd<pd19:47r/ rdr = 2m.
G3 9=0 Jo=0Jr=0T r=0

= Wir betrachten die Funktion f(z,y) = e * %" auf dem unbeschrankten Gebiet G =
R2. Mit Polarkoordinaten sieht man, dass die Funktion

) = (14T Yo =

fur jedes a > 0 beschrankt ist. Man kann also speziell @« = 3 > m = 2 wahlen, um zu
zeigen, dass das uneigentliche Integral konvergent ist. Wir erhalten zunachst

- f= /:_OO /:_Oo e~V dydzr = /x:_oo e dr - /y__oo eV’ dy.

Beide Faktoren haben denselben Wert, der sich aber nicht mittels einer explizit be-
kannten Stammfunktion bestimmen lasst. In Polarkoordinaten erhalten wir dagegen

ganz einfach
2w e’}
/ f= / / re”" drdp =,
R2 =0 Jr=0

/Oo e dx = /7

folgt, die beispielsweise in der Statistik von Bedeutung ist.

woraus die Formel
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19 Arbeitsintegral und Fluss

In den Anwendungen spielen zwei Typen von Integralen eine wichtige Rolle, bei denen der
Integrand ein Vektorfeld enthalt, das skalar mit dem Tangenten- oder Normalenvektor des
Integrationsgebiets multipliziert wird. So entsteht das Arbeitsintegral bzw. der Fluss.

19.1 Tangentenvektor: Sei ¢ : [a,b] — R" eine injektive C''-Kurve mit Spur B. Der
normierte Tangentenvektor T' von ¢ an der Stelle & = ¢(t) ist gegeben durch

d(t) .
T(%):= ——+ fur ¥=c(t) € B,
[l (@)l
sofern der Nenner nicht verschwindet. Formal gesehen ist die Funktion 7" : B — R" also
ein Vektorfeld. Der Vektor T'(7) ist tangential zur Kurve an der Stelle ¥ und hat Lange
|T(Z)|| = 1. Wenn ¢ : [a,b] — R™ eine andere Parametrisierung von B ist, dann sind zwei
Falle zu unterscheiden:

» c und ¢ haben dieselbe Orientierung. Das heiBt, dass die Anfangs- und Endpunkte

tbereinstimmen, also ¢(a) = é(a) und ¢(b) = ¢(b). In diesem Fall stimmen die Tan-
gentenvektoren von ¢ und ¢ lberein,

T(Z)=T(Z) fir Z=c(t)=2¢(t)€ B.

= cund ¢ haben entgegengesetzte Orientierung. Das heiBt, dass der Anfangspunkt der
einen der Endpunkt der anderen Kurve ist, also ¢(a) = ¢(b) und ¢(b) = &(a). In diesem
Fall sind die Tangentenvektoren von ¢ und ¢ gegengleich,

T(&) = —T(&) fir 7=c(t)=¢&(r) € B.

19.2 Beispiel: Die Kurve ¢(t) = (2cost,2sint),t € [0,7/2], parametrisiert den Vier-
telkreis B mit Radius 2 im ersten Quadranten. Fir ¢t = 7/3 ist ¢(7/3) = (1,4/3) und
d(r/3) = (—/3,1). Damit ist der zugehorige Tangentenvektor gegeben durch

Cdf3) [—vE)2
TON3) = 1ot = [ 1/2 1 '

Die Kurve ¢(1) = (1,vV/4—72%),7 € [0,2], hat dieselbe Spur, ist aber entgegengesetzt
orientiert, da ¢(0) = ¢(2) und ¢(m/2) = ¢(0). Anders ausgedriickt durchlauft ¢ die Menge B
im Uhrzeigersinn, wahrend c gegen ihn lauft. Fiir 7 = 1 ist &(1) = (1,+/3), wie zuvor, und
&(1) = (1,—+/3/3). Damit ist der zugehdrige Tangentenvektor gegeben durch

e E) VA
0.9 = iy = V) = TV

19.3 Arbeitsintegral: Sei ¢ : [a,b] — R" eine Kurve mit Spur B und Tangentenvektor
T. Weiterhin sei F' : G — R" ein Vektorfeld, dessen Definitionsgebiet B enthilt, also
B C G C R™. Dann definieren wir das Arbeitsintegral von F' langs c als

W,(F) = /FT
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Dabei bezeichnet hier und im Folgenden der Malpunkt zwischen Vektoren das Skalarprodukt,
also F'-T' := (F,T). Die oben gegebene abstrakte Definition des Arbeitsintegrals fiihrt durch
Einsetzen der Kurvenparametrisierung auf den Ausdruck

W(F) = [ F(e() - (r) dr

wobei sich der MaBfaktor ||/(t)|| des Integrals gerade mit dem Nenner in der Definition des
normierten Tangentenvektors weghebt. Es ist anzumerken, dass der Ausdruck auf der rechten
Seite auch verwendet werden kann, wenn die Kurve ¢ nicht injektiv ist.

Physikalisch liegt der Definition des Arbeitsintegrals folgender Gedanke zugrunde: Wenn F
ein Kraftfeld ist und ¢(¢) die Position eines Teilchens im Raum zum Zeitpunkt ¢ angibt, dann
ist F'(c(t)) die Kraft, die auf das Teilchen zum Zeitpunkt ¢ wirkt. Durch die Bildung des
Skalarprodukts wird von dieser Kraft nur der tangentiale Anteil beriicksichtigt; Kraftkom-
ponenten senkrecht zur Bewegungsrichtung haben keinen Einfluss. Durch Integration dieser
GroBe erhalt man gerade die Arbeit, die das Kraftfeld im Zeitintervall [a, b] an dem Teilchen
verrichtet.

19.4 Regeln:
» Das Arbeitsintegral ist linear beziiglich des Vektorfelds,

W.(F +G) = Wo(F) £ Wo(G), WilaF) = aW,(F).

= Wenn die Kurven ¢ und ¢ beide die Spur B haben und injektiv sind’?, dann gilt
W.(F)=WzF), fallscund ¢ gleich orientiert
und
W.(F) = —=Wg(F), falls cund ¢ entgegengesetzt orientiert

sind. Dies folgt unmittelbar aus der Gleichheit T = T bzw. der Gegengleichheit
T = —T der Tangentenvektoren und der Unabhangigkeit des Kurvenintegrals von der
Parametrisierung. Physikalisch gesehen bedeuten die obigen Formeln, dass bei gegebe-
nem F' der Betrag des Arbeitsintegrals nur davon abhangt, welche Punkte durchlaufen
werden. Die Geschwindigkeit, mit der dies erfolgt, ist dagegen irrelevant.

19.5 Beispiel [~ 19.2]:
= Sei F(z,y) = (—x,1). Fur ¢(t) = (2cost,2sint) ist ¢(t) = (—2sint,2cost) und

damit

™2 | —2cost| |—2sint w2
W.(F) —/O l 1 ] : [2c0st] dt—/o (4sintcost + 2cost) dt = 4.

Fir die entgegengesetzt orientierte Kurve ¢(7) = (7,v4 — 72) erhalten wir &(7) =

(1, —7/+/4 — 72) und damit
Wa(F) = /02 [ﬂ - [_7/\/14_772] dr = /02(—7—7/\/4—772) dr = —4.

2Die Bedingung der Injektivitat ist wichtig. Beispielsweise haben sowohl c(t) = [cost,sint],t € [0, 2],
als auch ¢é(t) = [cost,sint], ¢ € [0, 8], als Spur den Einheitskreis. Allerdings durchlauft ¢ diesen nur einmal,
¢ aber viermal. Entsprechend ist das Arbeitsintegral fiir ¢ auch viermal so groB wie fiir c.
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= Ein Teilchen mit Masse m bewegt sich unter Einfluss des Kraftfelds F'. Die Bahn wird
beschrieben durch die Kurve ¢ : [a, b] — R™. Damit ist die Geschwindigkeit v = ¢’ und
die Beschleunigung @ = v = ¢””. Zu Beginn des Vorgangs befindet sich das Teilchen
in Ruhe, also #(a) = 0. Nach dem zweiten Newtonschen Gesetz gilt zwischen Kraft
und Beschleunigung der Zusammenhang F' = ma. Also ist

W.(F) = / "F(e(t) - () dt = m / ") - ) dt.
Es gilt (|72 = (|¢|[2)’ = 2¢ - ¢ und damit

1

Wo(F) = sm o0 =

= Sm 7).

b
t=a

Die Arbeit, die das Kraftfeld an dem Teilchen verrichtet, wird also in kinetische Energie
umgesetzt.

19.6 Potenzial: Sei ' : G — R" ein Vektorfeld. Wenn es eine skalare C''-Funktion ¢ :
G — R gibt, deren Gradient gerade das gegebene Vektorfeld ist, also

Vo =F,

dann nennt man ¢ ein Potenzial von F'. Damit ist das Potenzial das mehrdimensionale
Analogon zur Stammfunktion in einer Veranderlichen. Allerdings ist, wie wir sehen werden,
die Existenz eines Potenzials keine Selbstverstandlichkeit, sondern an Bedingungen gekniipft.
Ein Vektorfeld, das ein Potenzial besitzt, nennt man Gradientenfeld oder auch konservatives
Feld. Mit ¢ ist natiirlich auch ¢+ c fiir eine beliebige Konstante ¢ € R ein Potenzial. Bei der
Angabe von Potenzialen wird auf die Notation der Konstanten aber in der Regel verzichtet.
Der Nutzen eines Potenzials liegt in der folgenden Beobachtung: Nach der Kettenregel gilt
fur eine Kurve ¢ mit Bild B C G

(p(e®)) = Veole(t)) - ¢ (1) = Fle(t)) - ¢ (1)
Also ist ,
WoF) = [F-T = [ (ple(t)) dt = o(c(t)) = plc(a))

Das Arbeitsintegral ist somit die Potenzialdifferenz zwischen End- und Anfangspunkt der
Kurve. Interessanterweise taucht in dieser Gleichung die konkrete Form der Kurve gar nicht
auf, sondern nur deren Anfangs- und Endpunkt. Das Arbeitsintegral ist in diesem Fall also
wegunabhangig. Speziell fir eine geschlossene Kurve mit c(a) = ¢(b) hat das Arbeitsintegral
den Wert Null. Achtung: In der Physik wird der Zusammenhang zwischen Potenzial und
Vektorfeld gelegentlich in der Form Vi = —F definiert. Bis auf das Vorzeichen andert sich
dabei aber nichts.

19.7 Beispiel:

= Gegeben ist das Vektorfeld F'(z,y) = (—z,1) und die Kurve ¢(t) = (2cost,2sint)
wie in [— 19.5]. Die Funktion ¢(z,y) =y — 2%/2 ist ein Potenzial, denn

V(z,y) = [ fl = F(z,y).
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Damit erhalten wir ohne explizite Integration den Wert

We(F) = o(c(m/2)) — (c(0)) = ¢(0,2) = ¢(2,0) = 4.

Jede andere Kurve mit demselben Anfangs- und Endpunkt liefert das gleiche Resultat.
Man fiihre die explizite Berechnung beispielsweise fiir die geradlinige Verbindung [2 —
t,t],t € [0,2], durch und vergleiche.

» Fir eine Funktion h : Ry — R betrachten wir das radialsymmetrische Vektorfeld
F(Z) = h(]|Z||)Z. Definiert man die Funktion H(r) = [ rh(r)dr, dann ist das Poten-
zial von F' gegeben durch o(Z) = H(||¥]), denn

—

x —_—
1]

Ve(Z) = H'([|Z]) h([1Z]))7 = F(Z).

Ein Beispiel hierfiir ergibt sich aus dem Gravitationsgesetz. Befindet sich ein Mas-
sepunkt im Urspung eines Koordinatensystems, dann ist die Kraft auf eine weitere
Masse an der Stelle & € R\ {0} fiir eine geeignete Konstante A > 0 gegeben durch
F(Z) = —Ajgps. Hier ist also h(r) = —A/r® und damit H(r) = — [ \/r*dr = \/r.
Das Gravitationspotenzial ist damit ¢(Z) = A\/||Z||. Der Wert des Arbeitsintegrals
fir eine beliebige Kurve ¢, die die Punkte p’ = ¢(a) und ¢ = c¢(b) verbindet, ist
W.(F) = ¢(q) — () = AM(1/]|q]] — 1/||p]|). Eine véllig analoge Rechnung ergibt sich
fir das Potenzial eines elektrostatischen Feldes gemaB dem Coulomb'schen Gesetz.

= Wir suchen ein Potenzial fir das Vektorfeld F'(z,y) = (ay,x + 2y). Dabei ist « € R
ein Parameter. Fir die noch unbekannte Funktion ¢ muss gelten

dep(z,y) = fi(z,y) = ay, Oyp(z,y) = fa(z,y) = 2+ 2y.

Aus der ersten Gleichung folgt ¢(x,y) = axy + c(y). Dabei ist zu beachten, dass
die Integrationskonstante ¢ von y abhangen darf, aber natirlich nicht von z. Dies
eingesetzt in die zweite Gleichung ergibt die Bedingung

ar+d(y)=z+2y = d(y)=1—-a)r+2y.

Da die Funktion ¢/(y) nur von y abhéngt, ergibt sich fir a # 1 ein Widerspruch, es
existiert dann also kein Potenzial. Fiir = 1 folgt aus ¢/(y) = 2y dagegen c(y) = y>
und wir erhalten ¢(z,y) = 2y + 2.

19.8 Existenz eines Potenzials: Im univariaten Fall gibt es zu einer gegebenen stetigen
Funktion stets eine Stammfunktion. Im Gegensatz dazu ist die Existenz eines Potenzials
an stark einschrankende Bedingungen gekniipft. Betrachten wir ein stetig differenzierbares
Vektorfeld F' : G — R™ und nehmen wir an, dass dieses ein Potenzial ¢ besitzt. Dann ist
dieses zweimal stetig differenzierbar und wir erhalten

Vo=F = D% =DF.

Da die Hesse-Matrix D% symmetrisch ist, muss dies auch fiir die Ableitung DE des Vek-
torfelds gelten. Wenn diese sogenannte Integrabilitatsbedingung verletzt ist, kann also kein
Potenzial existieren.
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Merke: Ein Vektorfeld kann nur dann ein Potenzial besitzen, wenn seine Ableitungsmatrix

symmetrisch ist,
DF = DFT.

Es stellt sich nun die Frage, ob diese notwendige Bedingung auch hinreichend ist. Die Antwort
darauf hangt von der Gestalt des Definitionsgebiets G ab. Man sagt, die Menge G sei einfach
zusammenhangend, wenn man jede geschlossene Kurve ¢ in G auf einen Punkt zusammen-
ziehen kann, ohne dabei GG zu verlassen. Einfach zusammenhangend sind beispielsweise R",
Kugeln der Form {# € R" : ||Z|| < R}, R? ohne eine Halbgerade oder R* ohne einen
Punkt. Nicht einfach zusammenhingend sind dagegen beispielsweise R? ohne einen Punkt,
ein Torus in R? oder R? ohne eine Gerade. AuBerdem bleibt die Eigenschaft, einfach zusam-
menhangend zu sein, unverandert bei stetigen Deformationen der Menge. Nun gilt: Wenn G
einfach zusammenhangend ist und die Ableitungsmatrix DF' des Vektorfelds F' : G — R"
symmetrisch ist, dann besitzt F' ein Potenzial. Diese Bedingung an G ist allerdings nicht
notwendig. Es gibt durchaus Gradientenfelder, die auf nicht einfach zusammenhangenden
Gebieten definiert sind, beispielsweise F'(Z) = 7/||Z||*> mit dem Potenzial ¢(Z) = —1/|Z]|
auf dem Definitionsgebiet G = R\ {0}.

19.9 Beispiel:

= Wir betrachten nochmals das Vektorfeld F'(z,y) = (ay, x + 2y). Dessen Ableitung
0 o
pren =] 4]

ist genau dann symmetrisch, wenn o = 1. Da das Definitionsgebiet G = R? einfach
zusammenhangend ist, existiert also genau in diesem Fall ein Potenzial.

= Das lineare Vektorfeld F'(¥) = AZ besitzt genau dann ein Potenzial, wenn die Matrix
A = DF(#) symmetrisch ist. Es ist dann gegeben durch (%) = 77 AZ/2.

» Das Vektorfeld F(x,y,z) = (y?, 2zy + 2,y + 32?%) besitzt ein Potenzial, da das Defi-
nitionsgebiet G = R3 einfach zusammenhangend und die Ableitungsmatrix

— 2y 0
DF(xz,y,z)= |2y — 1
0o 1 -

symmetrisch ist. Auf die Berechnung der Diagonaleintrage kann man verzichten, da
sie keine Rolle fiir die Symmetrie spielen. Die Berechnung des Potenzials erfolgt in drei
Schritten:

= Aus @, = y” folgt (,y,2) = xy® + c(y, 2).
— Aus ¢, =22y + ¢, < 2zy + z folgt ¢, = z und damit ¢(y, 2) = yz + d(2).

— Aus ¢, = y+d. = y+322 folgt d, = 322 und damit d(z) = 2. Das Endergebnis
ist also ¢(z,y,2) = xy® + yz + 2.
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» Fiir das Vektorfeld F'(z,y) = (—y/(z* + y*),x/(2* + y*)) mit dem Definitionsgebiet
G =TR?\ {0} ist
y2—z?

yi—z

(22+y2)2

symmetrisch. Allerdings ist G nicht einfach zusammenhangend. Tatsachlich hat fiir die
geschlossene Kurve ¢(t) = (cost,sint),t € [0,27], das Arbeitsintegral den Wert

W,(F) = /027r l_ Smt] - [_ Smt} dt = 27 # 0.

cost cost

Also kann F kein Potenzial besitzen. Die Funktion ¢(z,y) = arctan(y/x) erfillt zwar
die Bedingung Vi = F', sie ist aber fiir z = 0 nicht definiert und damit kein Potenzial
von F. Auch ¢ = —arctan(z/y) ist kein Potenzial, da zwar auch hier Vo = F gilt,
diesmal aber die Gerade y = 0 eine Definitionsliicke darstellt.

19.10 Normalenvektor: Sei ¥V : G — B eine injektive Parametrisierung der Menge B C
R" iiber G C R™. Eine stetige vektorwertige Funktion ¥+ : G — R" heiBt normal zu U,
wenn DUT . UL = ( gilt, also alle partiellen Ableitungen von ¥ orthogonal zu W= sind. Der
zugehorige normierte Normalenvektor an der Stelle 7 € B ist definiert durch
I G R
M= @ 7=

sofern der Nenner nicht verschwindet. Formal gesehen ist die Funktion N : B — R" also
ein Vektorfeld. Der Normalenvektor steht ebenfalls senkrecht auf allen partiellen Ableitungen
und hat Lange 1. Fiir n = m + 1 ist der Kern von DWT typischerweise eindimensional und
somit die Funktion W+ bis auf Skalierung eindeutig bestimmt. Das heiBt, dass es genau zwei
verschiedene normierte Normalenvektoren gibt, die in die entgegengesetzte Richtung weisen.
Fir ebene Kurven und Flachen lassen sich spezielle normale Funktionen einfach berechnen.

Kurve: Fir die ebene Kurve ¢(t) = (z(t), y(t)) sind

o [ y'(1) 1 ind ok — l —y'(t) ]

—'(t)

zwei spezielle normale Funktionen, die durch Drehung von ¢ um £90 Grad entstehen. Wir
scheiben auch

¢t =4+ R-¢ mit der Drehmatrix R = [ _(1) (1) ] )

Der zugehorige normierte Normalenvektor ist gegeben durch

e
NE = o) = o

Fliche: Fiir die Flache S : G — R? sind
SJ_ = 315 X 5’25 und SJ_ = 5’25 X 815



19 ARBEITSINTEGRAL UND FLUSS 190

zwei spezielle normale Funktionen. Der zugehdrige normierte Normalenvektor ist gegeben

durch olg olg
Nz~ SHE) S

CIst@I ps(@)

Fir Kurve und Flache gilt:

= Je nachdem, welche Variante fiir die normale Funktion gewahlt wird, weist der Nor-
malenvektor in die eine oder die genau entgegengesetzte Richtung. Die Prazisierung
erfolgt in Ubungsaufgaben und Anwendungen meist durch geometrisch anschauliche
Angaben wie: “nach oben gerichtet” oder “in das Innere des Gebiets zeigend".

= Der normierte Normalenvektor ist — bis auf die Wahl der Orientierung — eindeutig
bestimmt, also unabhangig von der gewahlten Parametrisierung der Menge B.

19.11 Fluss: Sei B C R" die Spur einer ebenen Kurve (n = 2) oder einer Flache (n = 3)
mit Normalenvektor N und sei V : D — R"™ ein Vektorfeld, dessen Definitionsgebiet B
enthalt, also B € D C R"™. Dann definiert man den Fluss von V durch B als

Op(V) = /BV-N.

Durch die Bildung des Skalarprodukts werden nur Anteile von V' senkrecht zu B beriick-
sichtigt, wahrend die tangentialen Anteile keine Rolle spielen. Die Verhaltnisse sind also genau
umgekehrt wie beim Arbeitsintegral. Die oben gegebene abstrakte Definition des Flusses flihrt
durch Einsetzen der Parametrisierung fiir die Kurve c : [a, b] — R? auf

o (V) = / Vie() - @) dt, - =+R- ¢,

und fiir die Flache S : G — R? auf
Bg(V) = / V(S(u,0)) - 8 (u,v) dudv, S* = +8,8 x 9,5.
G

In beiden Fallen hebt sich der MaBfaktor des Integrals gerade mit dem Nenner in der Dar-
stellung des Normalenvektors weg. Die Wahl des Vorzeichens fiir die normale Funktion c*
bzw. S+ hangt von der Aufgabenstellung ab.

Physikalisch liegt der Definition des Flusses folgender Gedanke zugrunde: Wenn V' die Stro-
mungsgeschwindigkeit eines Gases oder einer Fliissigkeit beschreibt, dann ist der Fluss die
Stoffmenge, die pro Zeiteinheit durch die Spur der Kurve ¢ bzw. der Flache S tritt. Es gibt
aber auch weitere Anwendungen des Flusses, beispielsweise in der Elektrodynamik und der
Gravitationstheorie.

19.12 Regeln:

» Der Fluss ist linear bezliglich des Vektorfelds,

(I)B(V:tW) :(I)B(V):l:q)B(W), @B(O{V) :CY(bB(V)

» Der Fluss ist unabhangig von der gewahlten Parametrisierung.
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19.13 Beispiel:
= Die Kurve ¢(t) = (cost,tcost),—m/2 < t < 7/2, parametrisiert den Rand eines
Gebiets in der rechten Halbebene. Gesucht ist der Fluss des Vektorfelds V(z,y) =
(22, zy) durch ¢ von innen nach auBen. Eine normale Funktion erhalten wir mit

c’(t):[ —sint ] N Cl(t):[COSt_tSint].

cost —tsint sint

Nun ist zu priifen, ob c¢* die richtige Orientierung hat. Hierzu geniigt es, einen einzigen
Punkt zu betrachten. Beispielsweise ist ¢+(0) = (1,0). Dieser Vektor zeigt, wie ge-
fordert, in das AuBere des Gebiets. Somit kann ¢ wie angegeben fiir die Berechnung
verwendet werden. Wir erhalten

/2 2 _tal w/2

o.(V) :/ o Qt . |cost . tsint dt :/ cos’tdt = 4/3.

—n/2 |tcos™t sint —7/2
Tipp: Zur Berechnung des letzten Integrals schreibt man cos®t = (1 —sin?¢) cost und
verwendet dann die Substitution u = sint.

» Die Fliche S(u,v) = (—u,v,1 —u?), (u,v) € [—1,1]?, parametrisiert einen paraboli-
schen Zylinder. Gesucht ist der Fluss des Vektorfelds V(x,y,z) = (0, zy,+/z) durch
S von unten nach oben. Eine normale Funktion erhalten wir mit

—1 0 2u
Sy(u,v) =1 0 |, Sy(w,v)=1]1| = St=8,x8,=0
—2u 0 -1

Dieser Vektor zeigt nach unten, da die dritte Koordinate negativ ist. Entsprechend der
Aufgabenstellung ist also der entgegengesetzt gerichtete Vektor zu wahlen,

—2u
St=5,x8,=10
1
Damit erhalten wir fir den Fluss
1 1 0 —2u 1 1
Os(V) = / / —uv 0 | dvdu= / / V1= @ dvdu = .
=—1Jo=-1 m 1 u=—1Jo=—1
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19.14 Fluss und Potenzial: Der Fluss ®.(V') des Vektorfelds V' = (f, g) durch die ebene
Kurve c lasst sich folgendermaBen auf ein Arbeitsintegral zuriickfiihren: Wir definieren das
Kraftfeld

— |79 _ pr . , 10 1
F.—[f]—R V' mit der Drehmatrix R—l_l 0].

Damit ist
WC(F):/CF-T:/C(RTV)-T:/CV-(RT):/CV-N:<I>C(V).

Der Fluss von V' durch c ist also gleich dem Arbeitsintegral des orthogonalen Kraftfelds F’
langs c. Diese Uminterpretation ist insbesondere dann zweckmaBig, wenn F' ein Potenzial
besitzt und so die Integration vermieden werden kann. Betrachtet man die Ableitungen

_ fw f _ —Y9x —49
v=lon] o= %]

dann sieht man, dass die notwendige Symmetriebedingung f, = —g, fiir die Existenz eines
Potenzials fiir I gleichbedeutend ist mit spur DV = f, + g, = 0.
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20 Vektoranalysis

Das Integral liber ein Gebiet GG kann in gewissen Fallen auf ein Integral Gber den Gebietsrand
OG zuriickgefiihrt werden. Dies bedeutet, dass aus dem zweidimensionalen Integral iiber eine
Teilmenge G C R? ein eindimensionales Integral iiber dessen Randkurve G wird oder dass
aus dem dreidimensionalen Integral iiber eine Teilmenge G C R ein zweidimensionales Inte-
gral Giber dessen Randflache OG wird. Diesen Sachverhalt kann man sich einerseits zunutze
machen, um die Berechnung von Integralen zu vereinfachen, er liefert aber auch wichtige
theoretische Einsichten.

20.1 Der Integralsatz in der Ebene: Wir betrachten ein beschrinktes Gebiet G C R?
in der Ebene mit einem stiickweise glatten Rand OG. Der Rand heiBt orientiert, wenn der
Normalenvektor N und der Tangentenvektor T' folgendermaBen gewahlt sind:

Al T N
» N weist in das AuBere des Gebiets, |
= in Richtung von T gesehen liegt das Au- o+
Bere des Gebiets rechts.
s
2 -1 0 1 2

Der orientierte Rand der Einheitskreisscheibe wird also beispielsweise gegen den Uhrzeiger-
sinn durchlaufen und es gilt N(Z) = Z. Wird der orientierte Rand durch eine Kurve ¢(t) =
(x(t),y(t)),t € [a,b], parametrisiert, dann gilt T'oc = (2',y')/p1c und Noc = (v, —2')/ fae.
Dabei ist die Kurve ¢ gegebenenfalls in mehrere Teile ¢y, ..., cp zu zerlegen; die entspre-
chenden Teilintegrale werden aufsummiert. Sofern nichts anderes gesagt wird, wird der Rand
stets als in dieser Form orientiert und parametrisiert angenommen.

Sei also G C R? ein Gebiet mit orientiertem Rand G und Normalenvektor N = (ny, ny),
dann gilt fir eine stetig differenzierbare Funktion f : G — R der Integralsatz in der Ebene

‘ 02- = / n;, 1€ 1, 2}
/G / le; / {12}
Einsetzen einer Parametrisierung liefert die beiden Formeln

[ re= [ oy @ [ 5=~ [ )i

Wie schon bei der Berechnung des Arbeitsintegrals hebt sich auch hier der Nenner in der
Definition des Normalenvektors mit dem MaBfaktor weg.

Wir beweisen den Integralsatz fir ¢ = 2, der Fall ¢ = 1 ist vollkommen analog. Dazu
betrachten wir zunachst ein Gebiet, das sich in der Form G = {(z,y) : a <z < b und p(z) <
y < q(x)} beschreiben lasst. Die Randkurve besteht aus vier Teilstiicken ¢, ..., ¢4, sodass

Joc = Jo, +Jey T Jey + J.,- Da die Randkurven ¢y und ¢y vertikal verlaufen, ist hier ny = 0
und somit [, fne = [, fne = 0. Wir parametrisieren die Randkurve c; in der Form

al) = L,Elﬂ - Lofw] o feled)
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und erhalten mit 2, (¢) = 1 das Integral

/Cl Fng = —/abf(t,p(t)) dt

Fiir die Kurve ¢35(t) = (,¢(t)) ist analog [, fn, = — [Y f(t,q(t))dt. Da & und c; entge-
gengesetzt orientiert sind, ergibt sich

/aa Jn2 = /Cl fra — /53 fne = /ab(f(taQ(t)) — f(t,p(t))) dt.

Nun schreiben wir fiir festes ¢ die Differenz der Funktionswerte als Integral tiber die Ableitung,

(t)

Flta(®) = £tp) = [T fylt ) dy,

y=p(t)

und erhalten, indem wir die Variable ¢ noch in £ umbenennen,

(z)
/fn—/ta/p(t (t,y) dydt = /xa/q xydydx—/fy

Komplizierter geformte Gebiete zerlegt man in Teile des soeben untersuchten Typs und sum-
miert die Teilintegrale auf. Dabei ist lediglich zu beachten, dass die Kurvenintegrale entlang
der vertikalen Trennlinien alle verschwinden und somit in Summe nur das Kurvenintegral
uber die Randkurve verbleibt.

C3

Cyq Co

C1 17

20.2 Beispiel: Sei ¢ : [a,b] — R? eine Parametrisierung der Randkurve des Gebiets G C
R2. Dann ist der Flacheninhalt von G gegeben durch

|G|:/Glz/annl:/abx(t)y’(t)dt
’G|:/G1:/8Gy712=—/aby(t)x’t dt

Ist G speziell ein Polygon mit den n Ecken & = (x1,%1),...,%Zn = (Tn,Yn), dann lassen
sich die Segmente der Randkurve parametrisieren durch

oder genauso durch

Ci(t):fi+t(fi+1—fi>, t e [0,1], Zzl,,n
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Dabei setzen wir 7,1 := 1, um den Endpunkt &,, mit dem Anfangspunkt ¥, zu verbinden.
Damit ergibt sich die GauB’sche Trapezformel

n

|G| = Z/o (% + t($i+1 - $i))(yz‘+1 - yi) dt = 5 Z(% + $i+1)(yi+1 - yi)~
i=1

i=1

20.3 Divergenz und Rotation in der Ebene: Wir betrachten nun den Fluss @5 (1) des
Vektorfelds V' = (vy,v9) : G — R? durch den Rand des Gebiets G C R? von innen nach
auBen. Nach dem Integralsatz in der Ebene gilt

@ag(‘/) = /aGV -N = /8G(1)1n1 + UQTLQ) = /G(aﬂ)l + 621}2).

Der Term 0,v, + 005 ist ein MaB fiir die lokale ,,Quellstarke” des Vektorfelds. Man bezeichnet
ihn als Divergenz von V,

divV := spur DV = 0,v; + Oavs.
Es gilt also
Do (V) :/ V—N:/ div V.
oG a
Merke: Der Fluss durch den Rand ist gleich dem Gebietsintegral liber die Divergenz.

Wir betrachten nun das Arbeitsintegral Wy (F) des Vektorfelds F' = (f1, f2) : G — R?
langs des orientierten Randes des Gebiets G. Wie in Abschnitt 19.14 verwenden wir die
Drehmatrix R und setzen V := RF = (fo, —f1). Nun ist

Woa(F) = @aq(V) = /GdiVV = /G(alf2 — 02 f1).

Der Term 0, fy — Oy f; ist ein MaB fiir die lokale ,Verwirbelung” des Vektorfelds. Man be-
zeichnet ihn als die zweidimensionale Rotation von F',

I‘Otg F .= 81f2 - 82f1.

/ F-T:/rotgF.
oG G

Merke: Das Arbeitsintegral langs des Randes eines ebenen Gebiets ist gleich dem Gebietsin-
tegral Uber die Rotation.

Es gilt also

Wir bemerken noch, dass die Ableitungsmatrix DF genau dann symmetrisch ist, wenn
roto F' = 04 fo — O f1 verschwindet. Die notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Poten-
zials von F' lasst sich also auch in der Form rotq ' = 0 schreiben.

20.4 Beispiel:

» Gesucht ist der Fluss des Vektorfelds V (x,y) = (z + siny, y?> — ) durch den Ein-
heitskreis von innen nach auBen. Einsetzen der Parametrisierung c(t) = (cost,sint)
fuhrt auf das Integral

2m lcost + sin(sint cost
CI)C(V) :/O [ (cost )1 : [ ‘| dt7

sin?t — e sint
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dessen Berechnung technisch aufwandig ist. Andererseits ist divV = 1 4 2y, sodass
fur die Einheitskreisscheibe K gilt

2 1
@C(V):/divV:|K|+/ / 2r?sin g drdp = |K| = 7.
K =0 Jr=0
= Gesucht ist das Arbeitsintegral des Vektorfelds F'(z,y) = (3y,z + tan(y)) langs des
positiv orientierten Randes des Dreiecks D mit Ecken (0,0),(1,0), (0,4). Die direkte
Berechnung tber die Randkurve fiihrt auf drei teilweise komplizierte Einzelintegrale.
Mit rotys F' =1 — 3 = —2 sieht man dagegen unmittelbar

W,(F) = /DrotgF — 9|D| = —4.

= Wir drehen die Punkte der Ebene mit Winkelgeschwindigkeit w um den Punkt %y =
(%0, Yo). Dadurch beschreibt der Punkt Z die Bahnkurve

coswt —sinwt

c(t) = 2o+ R(t)(¥ — &) mit der Drehmatrix R(t) := l sin ot coswt |-

Zum Zeitpunkt ¢t = 0 ergibt sich damit fir den Punkt ¥ = (x,y) der Geschwindig-
keitsvektor ( )
o o —wW(Y — Yo
Vi) =c0 = | W],
Die Rotation dieses Geschwindigkeitsfelds ist roto V' = 2w. Das heiBt, die Rotation
ordnet dem Vektorfeld die doppelte Drehgeschwindigkeit zu.

20.5 Divergenz und Rotation im Raum: Vollkommen analog zum ebenen Fall definiert
man die Divergenz eines Vektorfelds V' : R — R™ als

divV :=spur DV = 01v1 + Oovg + - - - + 0,0,
Mit dem Nabla-Operator V schreibt man in sinnfalliger Weise auch

61 U1
divV =V.V =

On| |vn

Natirlich werden hier die Komponenten nicht wie beim Standard-Skalarprodukt multipliziert,
sondern vielmehr die Operatoren 0; auf die Funktionen v; angewandt.

Bei der Rotation liegen die Dinge etwas komplizierter. Wir kennen sie im Zweidimensionalen
als skalare GroBe, was damit zu erklaren ist, dass sich eine Drehung in der Ebene durch
den Wert der Winkelgeschwindigkeit charakterisieren lasst. Im Dreidimensionalen dagegen
benoétigt man zur Beschreibung einer Drehbewegung neben der Winkelgeschwindigkeit aber
auch die Lage der Drehachse. Insofern ist die Rotation hier eine vektorielle GroBe. Hoherdi-
mensionale Fille betrachten wir nicht. Man definiert fiir das Vektorfeld F' : R? — R? die

Rotation als
O Ji Osf3 — O3 fo
ot F:=V X F = |0y| X |fo|l = |O03f1 —O1f3
o I3 Oifa — Oafi
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Hinweis: In der englischsprachigen Literatur findet man fiir die Rotation meist die Bezeich-
nung curl F'.

Dreht man die Punkte des Raums mit der Winkelgeschwindigkeit w um die Drehachse ¢ :
Zo + tU, wobei U ein Vektor der Lange 1 ist, dann ist das zugehodrige Geschwindigkeitsfeld
gegeben durch

V(%) =wt x (& — ).

Berechnet man dessen Rotation, so erhalt man rot V' = 3wv. Die Rotation ordnet also dem
Geschwindigkeitsfeld einen Vektor zu, der in Richtung der Drehachse weist und dessen Lange
das Dreifache der Winkelgeschwindigkeit ist.

Der Zusammenhang mit der Rotation im ebenen Fall ist der Folgende: Sei F' = (fi, f»,0) ein
Vektorfeld, das in dem Sinne eben ist, dass die dritte Komponente verschwindet und dass die
beiden anderen Komponenten f; = fi(x1,22) und fo = fo(x1,z2) nicht von x5 abhangen.

Dann ist
O Ji 0
rot F' = 82 X f2 = 0
O3 0 O1fa — O fa

und die dritte Komponente ist gerade roty(f1, f2).

Auch im dreidimensionalen Fall ist die notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Potenzials
von F' genau dann erfiillt, wenn die Rotation verschwindet,

DF =DFT & rotF =0.
20.6 Regeln:
= Divergenz und Rotation sind linear,

div(eF £ G) = adivF £ divG, rot(aF £G) =arot F £rotG

Fir eine skalare Funktion f und ein Vektorfeld GG gilt die Produktregel,

div(fG) =Vf -G+ fdivG, rot(fG)=Vfx G+ frotG.

Rotationsfelder sind divergenzfrei,

divrot F = 0.

Gradientenfelder sind rotationsfrei,

rot Vf = 0.

Unter en.wikipedia.org/wiki/Vector_calculus_identities findet sich eine lange Li-
ste weiterer nitzlicher ldentitaten.
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20.7 Der Integralsatz von GauBB: Sei G C R" ein Gebiet mit stlickweise glattem Rand
dG und V : G — R™ ein C'*-Vektorfeld. Dann gilt fiir den Fluss von V' durch G von innen
nach auBen

%dmzéJﬁN:L&w{

Dies ist genau die bereits aus dem ebenen Fall bekannte Formel. Merke nochmals: Der Fluss
durch den Rand ist gleich dem Gebietsintegral tiber die Divergenz.

Der Integralsatz von GauB besitzt zahlreiche physikalische Anwendungen. Betrachten wir
beispielsweise eine inkompressible Fliissigkeit mit Stromungsgeschwindigkeit V', dann flieBt
durch die Randflache OG genauso viel in das Gebiet GG hinein, wie hinausflieBt. Der Fluss ist
also insgesamt Null und damit auch [, divV = 0. Da dies fiir jedes beliebige Gebiet gilt,
muss V' divergenzfrei sein. Wird nun die Fliissigkeit lokal erwarmt oder abgekiihlt, so dehnt
sie sich dementsprechend aus oder zieht sich zusammen. In diesem Fall ist div V' # 0. Punkte
mit positiver/negativer Divergenz nennt man Quellen/Senken. Nun ist die Gesamtbilanz des
Flusses @y (V') durch den Rand gleich dem Integral [ div V' iber alle Quellen und Senken
im Inneren des Gebiets.

20.8 Beispiel:

» Wir berechnen den Fluss ®55(V') des Vektorfelds V(x,y,z) = (22,y,1) durch den
Rand der Menge G := {(z,y,2) : Va2 +y? < z < 1} von innen nach auBen. G
ist ein Kegel mit Spitze im Ursprung und kreisformiger Grundflache in Héhe z = 1.
Zur direkten Berechnung des Flusses betrachten wir die Mantelflache und die Grund-
flache getrennt. Eine Parametrisierung des Mantels ist gegeben durch Si(u,v) =
(ucosv,usinwv, u) und wir erhalten

L e | W ucos v
(I>51(V):/ 0/ ; usinv| - |usinv | dvdu = --- = —27/3,
U= V= 1 —u

Eine Parametrisierung der Grundflache ist gegeben durch Sy (u, v) = (ucosv,usinv, 1)
und wir erhalten

1 2 1 0
@SQ(V):/ 0/ . usinv| - |0| dvdu = --- = .
= 1 u

Zusammen ist also @y (V) = /3. Andererseits ist divV = 1 und damit nach dem
Integralsatz von GauB

%sz/ﬂWVz/leL '
G G
Die bekannte Formel !
1 0.5-
Volumen = 3 x Grundfliche x Héhe
0l
b

fir Kegel und Pyramiden aller Art liefert damit ohne auf-
wandige Integration dasselbe Resulat fiir den gesuchten
Fluss.
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= Ein Korper K ist in eine Fliissigkeit mit spezifischem Gewicht ~ eingetaucht. Befindet
sich der Flissigkeitsspiegel auf Hohe x3 = 0, dann ist also x5 < 0 fir alle ¥ € K. Auf
einen Punkt & € 0K der Oberflache des Korpers wirkt nach dem Pascal’schen Gesetz
der Druck P(¥) = (a3 — po)N, wobei py der umgebende Luftdruck ist. Damit wirkt
auf den Korper die resultierende Kraft

F:/ P = (vxs — po)N.
oK oK

Die Komponente f; = F' - €; der Kraft ergibt sich durch das Skalarprodukt von F' mit
dem i-ten Einheitsvektor ;. Nach dem Integralsatz von GauB gilt

fi Z/ (7$3 —Po)gi - N :/ div(7x3 —po)gi = 7/ 0;x3.
0K K K

1

Mit 0123 = Orx3 = 0 und J3x3 = 1 erhalten wir
also die Kraft 0
Jx O 0 p
F = Jxk0 | =1 0 |.
vk 1 V| K] 2
Die vertikale Komponente ist das Gewicht der 3
verdrangten Flissigkeit und damit genau der Auf- A
trieb nach dem archimedischen Prinzip™. 4
2 - 0 1 2

20.9 Der Integralsatz von Green:’* Die folgenden Uberlegungen spielen in der Theorie der
partiellen Differenzialgleichungen eine zentrale Rolle. Fiir die zweimal stetig differenzierbaren
Funktionen f, g : G — R gilt nach der Produktregel

div(gVf)=Vg-Vf+gdivV{.
Den Ausdruck A := div V bezeichnet man als Laplace-Operator’® und es gilt
Af :=divVf=0if+ -+ 02f = spur D*f.

Nun liefert der Integralsatz von GauB

iV = [(Vg-Vf+gaf) = [ gvi-N.

Die hier auftretende Richtungsableitung Vi f = V f- N bezeichnet man auch als Normalen-
ableitung von f. Stellt man die obige Formel noch etwas um, so erhdlt man den Integralsatz

von Green,
LVg-vi=[ gVnf—[gar

"3 Archimedes von Syrakus, ca. 287-212 v. Chr.
"*George Green, 1793-1841
">Pierre-Simon Laplace, 1749-1827
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Man beachte die formale Ahnlichkeit zur partiellen Integration im univariaten Fall,

b _ /b gf//-

a a

Wahlt man speziell die konstante Funktion g = 1, dann liefert der Integralsatz von Green
die Formel

/ab g =gf

/GAf:/GGVNf:%G(Vf).

Merke: Das Gebietsintegral iber den Laplace-Operator ist der Fluss des Gradienten durch
den Rand.

20.10 Der Integralsatz von Stokes:’® Die Formel Wy (F) = [, roty F fiir das Arbeitsin-
tegral langs einer geschlossenen Kurve im ebenen Fall besitzt ebenfalls eine Verallgemeinerung
in den Raum R3. Hierzu betrachten wir eine Flachenparametrisierung S : G — R3 mit Spur
B und nehmen wieder an, dass der Rand von G stiickweise glatt ist. Wenn v : [a, b] — R?,
eine Parametrisierung von OG ist, dann ist ¢(t) := S(v(t)),t € [a,b], eine Parametrisie-
rung des Randes OB von B. Im Folgenden kann die Orientierung der Randkurve und des
Normalenvektors der Flache nicht unabhangig voneinander gewahlt werden. Es gelte viel-
mehr, anschaulich gesprochen, die Rechte-Hand-Regel: Wenn der ausgestreckte Daumen der
rechten Hand in Richtung der Flachennormale NV weist, dann geben die tbrigen Finger die
Richtung der Randkurve OB an. Praktisch lasst sich dies so umsetzen, dass man zur Be-
stimmung von N die normale Funktion S+ = 9,5 x 9,5 verwendet und ~ wie iiblich so
orientiert, dass in Kurvenrichtung gesehen das AuBere von G rechts liegt. Wenn N in die
Gegenrichtung zeigt, ist auch die Orientierung von ~ umzukehren.

Nach dem Integralsatz von Stokes gilt nun fiir ein Vektorfeld F in R3
Wop(F) = / F-T= / rot F- N = ®p(rot F).
0B B

Merke: Das Arbeitsintegral langs der Randkurve ist gleich dem Fluss der Rotation durch die
Flache.

Der Zusammenhang mit dem ebenen Fall ist folgendermaBen gegeben: Wie auf Seite 197
sei wieder F' = (f1, f2,0) ein Vektorfeld, das nur von x; und z5 abhéangt und dessen dritte
Komponente verschwindet. Wenn weiterhin die Flache B ganz in der xy-Ebene liegt, dann
ist N = (0,0, 1) und es gilt somit wie zuvor Wyp(F') = [grot '+ N = [grota(f1, f2).

20.11 Beispiel: Sei B := {(z,y,2) € R® : 2 + y* + 22 = 1 und z > 0} die Oberflache
der oberen Halfte der Einheitskugel und F(z,y, z) = (0, x, 2%). Wir berechnen zunichst das
Arbeitsintegral von F' langs des Randes 0B = {(x,y,2) : > + y?> = 1 und z = 0}. Dies ist
der Einheitskreis in der zy-Ebene, den wir wie tblich in den Form ¢(t) = (cost,sint,0),t €
(0,27) parametrisieren. Wir erhalten

o or | O —sint
WaB(F):/t_OF(c(t))-c’(t)dt:/O cost| - | cost | dt =---=m.
Ji= ' 0 0

"6George Stokes, 1819-1903
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Eine Parametrisierung der Halbkugel ist gegeben durch

cosusinv
S(u,v) = [sinusinv|, wel0,2n], v=1[0,7/2],
cos v

und die Rotation von F ist rot F'(z,y,z) = (0,0, 1). Also ist der Fluss der Rotation durch
die Flache

on /2 0 cos u sin? v
O p(rot F) :/ rotF-N:/ / 0| - |sinusin®v| dvdu
B u=0/v=0 14 €OS v sin v

2r /2
:/ / cosvsinvdvduy = -+ -7
u=0 Jv

=0
und damit genauso groB, wie das Arbeitsintegral.

20.12 Beispiel: Wir wollen abschlieBend ein etwas komplexeres Beispiel diskutieren, in dem
verschiedene Methoden aus dem behandelten Stoff zum Einsatz kommen und wir den Herren
Taylor, Fourier, GauB, Laplace und Green nochmals begegnen werden.

Wir betrachten eine Seifenhaut, die in eine Draht-
schlaufe eingespannt ist, und nehmen an, dass man
ihre Form mithilfe der Parametrisierung

u
S(u,v) = v . (u,v) € G,
f(u,v)
beschreiben kann. Die gesuchte Flache ist also der
Graph der Funktion f ber dem Gebiet G. 1 05 O 0.5

Fir Punkte (u,v) € 0G am Rand des Gebiets liegen die Funktionswerte durch die Form des
Drahtes fest. Es gilt also die Randbedingung

flu,v) =d(u,v), (u,v) € IG,

fir eine vorgegebene Funktion d. Im Inneren des Gebiets wird sich die Seifenhaut aufgrund
der Oberflachenspannung (bei Vernachlassigung der Schwerkraft) so formen, dass der Fla-
cheninhalt so klein wie moglich ist. Gesucht ist also diejenige Funktion f, fir die

SI= [ns = [ IS0 Sl = [ T+ 72+ 12

unter Einhaltung der Randbedingung minimal wird. Da dieses Problem nichtlinear und des-
halb ziemlich schwierig zu |6sen ist, sucht man nach einer Vereinfachung. Dazu nehmen wir
an, dass die partiellen Ableitungen f,, f, betragsmaBig klein und die Seifenhaut damit also
fast eben ist. Das quadratische Taylor-Polynom der Funktion k(z,y) := /1 + 22 + y? im
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Entwicklungspunkt (zo, o) = (0,0) ist Tok(x,y) = 1 + (22 + y?)/2. Also erhalten wir mit
x = f, und y = f, die Naherung

1 1
VIt R+ a1+ 5+ ) =1+ 5V

Anstelle des urspiinglichen Minimierungsproblems betrachten wir also dessen Approximation

1 1 .
Sl (145 IVA7) =161+ 5 197 = min.

Offensichtlich ist dies aquivalent dazu, eine Funktion f : G — R zu finden, welche die
Randbedingung einhalt und fiir die das Funktional

I = [ 191

minimal ist. Der Unterschied zu bekannten Minimierungsproblemen besteht darin, dass nicht
eine endliche Zahl von Argumenten zu bestimmen ist, sondern eine komplette Funktion. Man
nennt eine solche Aufgabe auch Variationsproblem.

Sei f die gesuchte Funktion und g : G — R eine beliebige weitere Funktion, die auf dem
Rand verschwindet, also g(u,v) = 0 fir (u,v) € JG. Fiur t € R betrachten wir nun die
neue Funktion f + tg. Diese erfillt die Randbedingung und liefert deshalb keinen kleineren
Funktionalwert als f, das heiBt J(f) < J(f+tg). Halten wir fir den Augenblick die Funktion
g fest, dann ist also

I(f+t9) = J(5) = [(IV(f +t)l = V1) =2t [ Vf-Vg+¢ [ |Vg|*

eine quadratische Funktion in ¢, die keine negativen Werte annimmt. Dies ist nur moglich,
wenn der lineare Term 2t [, V f - Vg verschwindet. Da g auf dem Rand Null ist, gilt deshalb
nach dem Satz von Green

0= [Vf-Vg=[ gVi-[gaf=—[ gar

Der letzte Term kann fiir beliebige Funktionen g nur dann Null sein, wenn der zweite Faktor
A f verschwindet. Die Laplace-Gleichung

Af:fx;v"‘f_fyyzo

ist also eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines Minimums und man kann zeigen,
dass diese auch hinreichend ist. Gleichungen dieser Art nennt man partielle Differenzialglei-
chungen.

Wir sind damit zwar einen Schritt weiter, kennen die gesuchte Funktion f aber immer noch
nicht. Wir betrachten nun den Spezialfall, dass das Gebiet G die Einheitskreisscheibe ist. In
diesem Fall bietet es sich an, die Funktion f in Polarkoordinaten darzustellen,

p(r,p) = f(x,y) = f(recosp,rsing), re0,1], ¢ € [—m, 7.
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Damit ist die Funktion p fiir jeden festen Wert von r eine 27-periodische Funktion in der Win-
kelvariablen ¢ und kann damit in eine Fourier-Reihe entwickelt werden, deren Koeffizienten
von 7 abhangen,

Qo

p(r, @) = (r) + i a,(r)cosngp + i b, (1) sin nep.

2 n=1 n=1

Um die Notation zu vereinfachen, nehmen wir an, dass die Randbedingung und damit auch
die gesuchte Losung ungerade beziiglich der z-Achse ist. Dann ist p fir jedes feste r eine
ungerade Funktion in ¢ und somit a,(r) = 0.

Nun muss die Laplace-Gleichung A f = 0 in eine Bedingung fiir die Funktion p umgeschrieben
werden. Mithilfe der Kettenregel findet man

Af=0 & prr+&+@§":0.
T T

Wir setzen den Fourier-Ansatz fiir p in die Gleichung rechts ein und erhalten
> (bg(r) +0,(r)/r — bn(r)n2/r2> sinny = 0.
n=1

Auf der linken Seite steht wieder eine Fourier-Reihe, die genau dann verschwindet, wenn alle
Koeffizienten Null sind. Fiir jedes n € N gilt also

V! (r) + b (r)/r — b, (r)n?/r* = 0.
Wie man leicht nachrechnet, erfiillt die Funktion
b (1) = apr™" + Br™

fur beliebige Konstanten «,, 3, € R diese Gleichung und man kann zeigen, dass es keine
weiteren Losungen gibt. Fiir o, # 0 ist die Funkion b,(r) und damit auch die gesuchte
Losung g unbeschrankt, was keinen Sinn ergibt. Es ist also «,, = 0. Zur Bestimmung von (,,
betrachten wir die Randbedingung

p(1,¢) = > Businng = d(cos p,sin p).
n=1

Die (,, sind also die Fourier-Koeffizienten der
Funktion d(cos ¢, sin ¢) und lassen sich wie in
Abschnitt 14.5 angegeben berechnen,

1 g
B = — / d(cos @, sin @) sin np dy.
wJ—7

Wir erhalten damit schlieBlich fiir die gesuchte
Losung die Reihendarstellung

p(r,o) = Bar"sinne.
n=1
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Im Allgemeinen wird man fiir die gesuchte Flache aber keine explizite Formel finden kon-
nen. Stattdessen begniigt man sich dann meist mit einer numerischen Approximation. Wir
skizzieren hierzu ein Verfahren, das darauf beruht, die in der Laplace-Gleichung Af = 0
auftretenden Ableitungen naherungsweise durch Differenzenquotienten zu ersetzen. Nehmen
wir dazu der Einfachheit halber an, dass das Gebiet G = [0, 1]* das Einheitsquadrat ist.
Dann unterteilen wir dieses in ein Gitter mit n x n Maschen und betrachten nur noch die
Funktionswerte an Gitterpunkten,

fi,j = f(z/n,j/n), i,j:O,...,n.
Fir alle Punkte im Inneren von G ist die Gleichung Af = 0 naherungsweise zu realisieren.
Dazu iberlegt man sich Folgendes: Die Ableitung der Funktion z(¢) an den Stellen ¢, &+ h/2
lasst sich mithilfe des Differenzenquotienten fiir kleines A anndhern durch
z(to + h) — z(to) 2(to) — z(to — h)
h ’ h '
Nochmaliges Bilden eines Differenzenquotienten fiihrt auf

h = 2 '
Wendet man diese Formel auf Af = f,, + f,, in beide Koordinatenrichtungen an, dann

erhalt man mit h := 1/n die Naherung

L o fi L — A
Af(i/n,j/n)%f+1’j+f 1’J+fhd2+1+f7] : f’j'

Der Ausdruck rechts soll also verschwinden. Durch die Randvorgabe f = d kennen wir
auBerdem die Werte f; ; am Rand und erhalten somit das folgende lineare Gleichungssystem:

{fi+1,j + fic1j+ fije + fijo1—4fi; =0 furd,j=1,...,n—1

Z(to+ h/2) ~ 2 (to — h/2) ~

!
2" (to) = Z(

fij =d(i/n,j/n) sonst.

Dies sind (n + 1)? Geichungen fiir die (n + 1) Unbekannten f;; und man kann zeigen,
dass dieses System eindeutig losbar ist. Der GauB-Algorithmus liefert hier also prinzipiell
Ergebnisse, doch stoBt man damit selbst auf schnellen Rechnern fiir groBes n rasch an
Grenzen hinsichtlich Rechenzeit und -genauigkeit. Es gibt aber alternative Losungsverfahren,
mit denen man selbst Millionen von Gleichungen fiir Millionen von Unbekannte oft noch
sinnvoll 16sen kann.
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