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1. Grundbegriffe

1.1. Aussagen

1.1.1. Aussagen

Eine Aussage ist ein in verstdndlicher Sprache formulierter Satz, der entweder
wahr (w) oder falsch (f) ist.

Beispiel 1.1.1. Hier sind fiinf Aussagen:
Ay @ 3 ist eine ungerade Zahl. (w)

A, : Die Erde ist eine Scheibe. (f)

Az : Es regnet gerade in Madrid. (?)

Ay @ Jede natiirliche Zahl ist gerade. (f)
As @ 3 ist eine Primzahl. (w)

Keine Aussage ist: ,Guten Morgen.*

1.1.2. Aussageformen

Eine Aussageform ist ein Satz mit einer oder mehreren Variablen, der bei Bele-
gung der Variablen durch einen konkreten Wert eine Aussage wird.

Beispiel 1.1.2. Hier sind vier Aussageformen:
Ei(z): 2 +10=5.

Ey(z): 22 > 0.

Es(n) : n ist gerade.

Ey(x,y) : 3z — 4y # 10.
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1.1.3. All- und Existenzquantor

Sei E(x) eine Aussageform und M eine Menge von moglichen x. Dann bedeutet
Ve e M : E(z) ,Firalle x aus M ist E(x) wahr.

Man nennt V den Allquantor.
Weiter bedeutet

dr e M : E(x) ,Es existiert ein x aus M, fiir das E(x) wahr ist“.

Man nennt 3 den Fxistenzquantor.

Man beachte, dass durch das Vorstellen eines Quantors auf diese Weise aus einer
Aussageform eine Aussage wird. Hat die Aussageform mehrere Variablen braucht
es natiirlich auch mehrere Quantoren.

Beispiel 1.1.3. Aus obigen Aussageformen konnen wir z.B. die folgenden Aus-
sagen machen:

(a) Vo € R: Ey(x), dh. Vo e R: 2% > 0. (w)
(b) Vn € N: E3(n) entspricht genau Ay. (f)
(¢) In € N: E3(n), d.h. es gibt eine gerade natiirliche Zahl. (w)

Warnung 1.1.4. | Es existiert ein 2 bedeutet nicht ,,Es existiert genau ein x*.
Ist die Aussage Jx € M : E(z) wahr, so kann es durchaus mehrere = geben, fiir
die F(z) wahr wird!

1.1.4. Verkniipfung von Aussagen

Seien A und B zwei Aussagen. Dann kénnen wir daraus verschiedene neue Aus-
sagen machen.

Konjunktion (,,und“): Zeichen: A

AN B: Sowohl A als auch B sind wahr.

Disjunktion (,,oder“): Zeichen: V

AV B: Aist wahr oder B ist wahr.

Negation (,,nicht“): Zeichen: —

—-A: A gilt nicht.



1.2. Mengen

Implikation (,wenn ..., dann“): Zeichen: —

A= B: Wenn A gilt dann auch B.
Aus A folgt B.
A impliziert B.

Aquivalenz (,,genau dann, wenn*): Zeichen: <=

A < B: A gilt genau dann, wenn B gilt.
A und B sind aquivalent.

Warnung 1.1.5. (a) V ist nicht ,entweder ...oder “, d.h. AV B ist auch wahr,
wenn sowohl A als auch B wahr sind.

(b) Gewohnungsbediirftig ist zundchst folgendes: Wenn A falsch ist, dann ist
A = B in jedem Fall wahr. Anders ausgedriickt: Aus einer falschen Aus-
sage kann man alles folgern. Man sieht das auch an der Wahrheitstafel der

Implikation
|A|B| A= B|
w | w w
w | f f
f|w w
f|f w

Bemerkung 1.1.6. Als kleine Ubung machen wir uns noch klar, dass die Aussage
C:= (A= B) <= (-B = —A) immer wahr ist:

|A|B|A=B|-A|-B|-B=-A|C|

w| W w f f w w
w | f f f w f w
f|w w w f w w
f|f W w w W W

Das bedeutet, dass der Wahrheitsgehalt der Aussagen A —- B und -B —
- A immer der selbe ist. Zum Nachweis von ,A =— B ist wahr“ kann man
also gleichbedeutend auch ,—B = —A ist wahr® beweisen. Das ist dann ein
sogenannter Beweis durch Kontraposition und ist manchmal einfacher als ein
direkter Beweis, vgl. Abschnitt

1.2. Mengen

Beispiele von Mengen sind: Die Menge aller Studierenden in einem Hoérsaal, ein
Dreieck (als Punktmenge der Ebene), die Menge aller Dreiecke in der Ebene oder
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die Mengen N Z, Q, R, also die Mengen der natiirlichen, ganzen, rationalen,
bzw. reellen Zahlen. Den Begriff der Menge definieren wir hier nicht, sondern
legen ihn naiv zu Grunde; wir stellen uns damit auf den Standpunkt der naiven
(und nicht der axiomatischen) Mengenlehre.
Wenn wir Mengen bilden, ist unser Ausgangspunkt immer eine gegebene, unter
Umstanden sehr grofen Grundmenge G, aus der Elemente ausgesondert und zu
neuen Mengen zusammengefasst werden. Auf diese Weise vermeidet man Bildun-
gen wie die ,Menge aller Mengen“, die zu Widerspriichen fiihren.
Mengen kann man, solange sie klein genug sind, einfach durch das Aufzéahlen ihrer
Elemente angeben, z.B.

M, ={0,1,2,3,4,5}.

Es ist aber haufig angenehmer, sie durch die Angabe einer definierenden Eigen-
schaft, die genau fiir die Elemente der Menge, und nur fiir diese, wahr ist, zu
beschreiben. Fiir unsere Menge M; kénnte das so aussehen:

My={rxeN:2<6} oder M; ={xreN:z—6ist keine natiirliche Zahl}.

Allgemein schreibt man
M={xeG: E(x)},

wobei G die Grundmenge ist, aus der die Elemente der Menge M ausgesondert
werden sollen und E(z) eine Aussageform.

Definition 1.2.1. Seien M und N Mengen. Wir schreiben a € M, falls a ein
Element von M ist und, falls dem nicht so ist, a ¢ M.

Ist jedes Element von N auch in M enthalten, so schreiben wir N C M wund
sagen N st eine Teilmenge von M. Weiter nennt man in diesem Fall M eine
Obermenge von N und schreibt M O N. Solche Teilmengenbeziehungen werden
oft auch als Inklusion bezeichnet.

Schlussendlich schreiben wir () fiir die leere Menge, d.h. die Menge, die kein
Element enthdlt.

Bemerkung 1.2.2. Fiir zwei Mengen M und N gilt M = N genau dann, wenn
M C Nund N C M gilt.

Definition 1.2.3. Seien M und N Mengen in einer Grundmenge G. Dann ist

(a0) MUN :={ze€G:xe€ MVaxe N} Vereinigung von M und N,

(b)) MNN:={xeG:x€ MNxe N} Schnitt von M und N,

(c) M :={x e G:ax¢ M} Komplement von M in G,

(d) M\ N:={zxeM:x¢gN} Mengendifferenz von M und N,

(e) M x N :={(x,y) :x € M,y € N}  kartesisches Produkt von M und N.

n dieser Vorlesung ist N := {0,1,2,3,...}. Fiir die natiirlichen Zahlen ohne Null schreiben
wir N*:={1,2,3,4,...}.
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Bemerkung 1.2.4. Damit ist ebenfalls fiir eine endliche Anzahl von Mengen
Ay, Ay, ..., A, das n-fache kartesische Produkt

A X Ay x -+ x A, = {(al,ag,...,an):aj €A fﬁrjzl,Q,...,n}.
definiert.
Satz 1.2.5. Seien A, B und C' Mengen. Dann gilt
(a) AUB=BUA und ANB=BNA. (Kommutativgesetze)
(b) (AUB)UC =AU (BUC) und (ANB)NC =ANn(BNC).

(Assoziativgesetze)

(c) AUBNC)=(AUB)N(AUC) und AN (BUC)=(ANB)U(ANC)
(Distributivgesetze),

(d) (AUB)*=A°NB° und (AN B) = A°UB° (Regeln von De Morgan).

Beweis. Wir behandeln hier das erste Distributivgesetz und die erste Regel von
De Morgan, die weiteren verbleiben als Ubungsaufgabe.
Fiir das Distributivgesetz zeigen wir zuerst (vgl. Bemerkung [[.2.2))

AU(BNC)C (AUB)N(AUCQC),

und zwar folgendermafen: Sei z € AU(BNC). Dannist also z € A oder z € BNC'.
Betrachten wir zunéchst den Fall z € A. Dann gilt natiirlich auch z € AU B und
x € AUC, denn diese Mengen sind ja groBer als A. Alsoist z € (AUB)N(AUC)
und wir sind fertig. Betrachten wir also den Fall x € BN C. Dann ist x € B und
x € C, also gilt wieder x € AU B und z € AU C, dieses Mal, weil x sowohl in
B als auch in C' liegt. Daraus folgt wieder = € (AU B) N (AU C) und wir haben
AU(BNC)C (AUB)N(AUC) gezeigt.

Um die im ersten Distributivgesetz behauptete Gleichheit zu zeigen, miissen wir
nun noch die umgekehrte Inklusion

(AUB)N(AUC)CAU(BNC)

zeigen. Dazu sei © € (AU B) N (AU C). Dann ist « sowohl in AU B, als auch in
AUC. Wir betrachten die beiden Félle x € A und « ¢ A. (Man beachte, dass wir
dann alle denkbaren Félle x € G beriicksichtigt haben!) Ist © € A, so haben wir
sofort auch € AU (BN (), was unser Ziel war. Es bleibt also der Fall x ¢ A.
Da dann z in AU B ist, ohne in A zu sein, muss x zwangslaufig in B sein, denn
wie sollte es sonst da hineinkommen? Genauso folgt z € C' aus x € AU C. Also
ist x in BN C und damit auch x € AU (B N C) und wir haben auch die zweite
Inklusion und damit die Gleichheit

(AUB)N(AUuC)=AU(BNC)
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gezeigt.

Fiir die erste De Morgan’sche Regel zeigen wir wieder zuerst
(AU B)° C A°N B-.

Sei dazu x € (AU B)°. Dann ist x ¢ (AU B), d.h. x ist nicht in der Vereinigung
von A und B. Damit kann = weder in A noch in B sein, denn sonst wiirde es ja in
dieser Vereinigung liegen. Es ist also z ¢ A und x ¢ B, d.h. x € A° und z € B¢,
was schliellich x € A°N B¢ nach sich zieht.

Die zweite Inklusion

(AUB)° D A°N B°

geht folgendermafBien: Es sei x € A°N B¢ Dann ist x € A° und z € B¢. Also ist
2 nicht in A und nicht in B, es ist also auch nicht in der Vereinigung von A und
B, was gerade z € (AU B)¢ bedeutet. O

Definition 1.2.6. Eine Menge M heifst endlich, falls sie endlich viele Elemente
besitzt. In diesem Fall schreiben wir |M| fir die Anzahl der Elemente von M.

Bemerkung 1.2.7. Seien A und B endliche Mengen, dann gilt |[Ax B| = |A|-|B|.
Warum? Es gilt A x B = {(a,b) : a € A,b € B}. Fiir die Wahl der « € A in
der ersten Komponente hat man |A| Moglichkeiten. Ist dann a € A gewéhlt, so

gibt es fiir jede dieser Wahlen wieder |B| Moglichkeiten ein b € B zuzulosen.
Zusammen ergibt das |A| - | B| Moglichkeiten, d.h. es gilt |A x B| = |A| - | B].

Ubungsaufgabe 1.2.8. Es seien A und B endliche Mengen. Zeigen Sie:
|AU B| = |A|+ |B| - |AN Bj.
Definition 1.2.9. Ist M eine Menge, so heifst
P(M) :={N : N Teilmenge von M}
Potenzmenge von M.

Beispiel 1.2.10. Es ist P({0,1}) = {0, {0}, {1},{0,1}}.

1.3. Relationen

Definition 1.3.1. Sei X eine Menge. Fine Teilmenge R C X x X heif$t (zwei-
stellige) Relation auf X. Man schreibt xRy, falls das Tupel (z,y) € R liegt und
sagt ,x steht in Relation zu y*.

Beispiel 1.3.2. (a) <in N: Dann ist R = {(n,m) € NxN:n <m} und
steht genau dann mit y in Relation, wenn z < y gilt.



1.3. Relationen

(b) Nehmen Sie als X die Menge aller Internetseiten, so konnen Sie durch die
Setzung R := {(x,y) : x verlinkt nach y} eine Relation auf X definieren,
die die Verlinkungsstruktur codiert.

Definition 1.3.3. Sei X eine Menge. Eine Relation R auf X heifit
(a) reflexiv, falls xRx fir jedes v € X gilt.
(b) symmetrisch, falls fir alle x,y € X mit xRy auch yRx gilt.

(c) antisymmetrisch, falls fir alle v,y € X, fir die xRy und yRx gilt, x =y
folgt.

(d) transitiv, falls fir alle x,y,z € X mit xRy und yRz auch xRz gilt.

(e) Aquivalenzrelation, falls R reflexiv, symmetrisch und transitiv ist. In die-
sem Fall schreibt man meist ,~“ statt ,R“.

(f) Ordnungsrelation, falls R reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist. Man
schreibt dann meist [, <“ statt ,R“.

Ist < eine Ordnungsrelation auf X, so heifit X partiell geordnet.

1.3.1. Ordnungsrelationen
Beispiel 1.3.4. Ordnungsrelationen sind z.B.
(a) ,<“inN, Z, Q, R.
(b) die lexikographische Ordnung.
(c) Ist M eine Menge, so ist C eine Ordnungsrelation auf P(M).

Bemerkung 1.3.5. (a) Hat man eine Ordnungsrelation < auf einer Menge X,
so kann es immer noch sein, dass es Elemente z,y € X gibt, die unvergleich-
bar sind, fiir die also weder x < y noch y < x gilt, vgl. z.B. Beispiel DBE].
Gilt fiir eine Ordnungsrelation zusétzlich

Fiir alle z,y € X gilt * <y oder y < x,
so heift < eine Totalordnung und die Menge X dann total geordnet.

(b) Ist (X, <) eine partiell (total) geordnete Menge, so ist auch jede Teilmenge
Y von X durch < partiell (total) geordnet.

(c) Sei (X, <) eine partiell geordnete Menge. Wir schreiben

x>y, falls y <z,
x <y, falls x <y und x # vy,
x>y, falls y < x.
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Definition 1.3.6. Sei (X, <) eine partiell geordnete Menge und Y C X

(a) g € X heift groBites Element von X, falls x < g fiir alle z € X.
k € X heifit kleinstes Element von X, falls k < x fiir alle x € X.

(b) s € X heif$t obere Schranke von Y, falls y < s fiir alley € Y.
t € X heifst untere Schranke von Y, fallst <y fir alley € Y.

Satz 1.3.7. Sei (X, <) eine partiell geordnete Menge. Dann hat X hichstens ein
grofites und hochstens ein kleinstes Element.

Beweis. Seien g, und gy grofite Elemente von X. Da g; grofites Element ist, gilt
g2 < g1. Da aber auch gy ein grofites Element ist, haben wir auch g; < go. Also
ist wegen der Antisymmetrie von Ordnungsrelationen g, = gs.

Fiir die kleinsten Elemente fiihrt ein analoges Argument zum Ziel. O

Definition 1.3.8. Es sei (X, <) eine partiell geordnete Menge und Y C X.

(a) Hat S := {s € X : s obere Schranke von Y} ein kleinstes Element sg, so
heifst supY := sg Supremum von Y.

Hat T := {t € X : t untere Schranke von Y} ein grifites Element to, so
heifst inf Y := ¢y Infimum von Y.

(b) Gilt so =sup(Y) €Y, so heifst sop Maximum wvon Y'; Bezeichnung maxY .
Gilt to = inf(Y) € Y, so heifit ty Minimum von Y'; Bezeichnung minY .

Merkregel: Das Supremum ist die kleinste obere Schranke.
Das Infimum ist die grofite untere Schranke.

Beispiel 1.3.9. (a) Q; :={z € Q: z > 0} hat in Q, versehen mit der iiblichen
Ordnung, kein grofites und kein kleinstes Element. Wohl hat diese Menge
aber untere Schranken, z.B. —7, —43 oder 0. Die gréfite untere Schranke
und damit inf Q, ist 0. Dieses ist aber kein Minimum, denn 0 ¢ Q...

(b) {z € Q : 22 < 2} hat in Q obere Schranken, z.B. 2 oder 37, aber kein
Supremum, denn die Menge der oberen Schranken ist {g € Q : ¢ > v/2}
und diese Menge hat kein kleinstes Element, denn v/2 ¢ Q.

(¢) In N mit der iiblichen Ordnung hat jede nicht-leere Teilmenge ein Minimum
und jede nihct-leere, endliche Teilmenge ein Maximum.

(d) In (P({0,1,2}), C) hat die Teilmenge M := {), {0} } obere Schranken, z.B.
{0}, {0,1} und {0,2}. Dabei ist {0} die kleinste obere Schranke, also das
Supremum, das in diesem Fall, wegen {0} € M, auch das Maximum ist.

Hat N := {0,{0},{1}} ein Supremum, Infimum, Maximum, bzw. Mini-
mum?

10
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1.3.2. Aquivalenzrelationen

Beispiel 1.3.10. (a) ,=“in N, Z, Q, R
(b) gleicher Vorname, Pulloverfarbe, Armlédnge in Menschengruppen
(¢) Verwandtschaftsbeziehungen

Beispiel 1.3.11. Sei n € N* fest gewédhlt. Wir definieren die Relation ~,, auf Z
durch

ar~pb < a—bist Vielfachesvonn <— Jke€Z:a—-b=k-n, a,beZ.

Wir werden gleich zeigen, dass ~, eine Aquivalenzrelation auf Z ist. Vorher sei
noch vermerkt, dass man statt a ~,, b oft a = b (mod n) schreibt, gelesen: | a ist
kongruent b modulo n“.

Beispielsweise ist

19 =9 (mod 5), denn 19 — 9 = 10 ist Vielfaches von 5,
23 =1 (mod 2),
17 =3 (mod 7).

Nun zum Nachweis, dass ~,, Aquivalenzrelation ist:

1. Reflexivitét: Sei a € Z. Dann ist a — a = 0 = 0 - n ein Vielfaches von n, also
gilt a ~, a.

2. Symmetrie: Seien a,b € Z mit a ~, b. Dann gibt es ein k € Z mit a—b = k-n.
Also gilt b — a = (—k) - n. Nun ist auch —k € Z. Also gibt es ein ¢ € Z mit
b—a=/¢-n,dh.b~, a.

3. Transitivitdt: Seien a,b,c¢ € Z mit a ~, b und b ~,, c. Das bedeutet, dass es
zwei Zahlen k, ¢ € Z gibt mit a —b =k -n und b — ¢ = £ - n. Damit ist

a—c=a—-b+b—c=k-n+l-n=(k+/{) - n.
Da auch k + ¢ € 7Z ist, folgt damit a ~,, c.

Satz 1.3.12. Sei ~ eine A_guivalenzrelation auf einer Menge X # (0. Wir defi-
nieren fir jedes a € X die Aquivalenzklasse a als

a:={reX:z~a}
Dann gilt
(a) a# 0 fiir jedes a € X.
(b) Fiir alle a,be X mita b gilt anb=0.

(¢) Upex @ = X, d.h. die Vereinigung aller Aquivalenzklassen ist gleich X .

11
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Beweis. (a) Seia € X. Wegen der Reflexivitat von ~, gilt a ~ a, also ist a € a.

(b) Wir beweisen die Aussage per Kontraposition (vgl. Bemerkung [[.T.6), d.h.
wir zeigen: aNb# 0 = a = b.
Wenn anb # () ist, so gibt es ein Element x aus dieser Menge. Fiir dieses x

gilt dann sowohl = ~ a, als auch = ~ b. Wegen der Symmetrie von ~, haben
wir also a ~ x und = ~ b und damit folgt aus der Transitivitdt a ~ b.

Sei nun y € a. Dann ist y ~ a und da wir auch a ~ b haben, folgt wieder
mit der Transitivitdt von ~ die Beziechung y ~ b. Das bedeutet y € b und
wir haben damit a C b gezeigt.

Startet man mit einem z € b, so zeigt man genauso z € @ und bekommt
b Ca.

Zusammen ist also @ = b und wir sind fertig.

(c) Zunichst gilt fiir alle a € X natiirlich @ C X, also ist auch |J,.ya C X.
Wir miissen nur noch die umgekehrte Inklusion zeigen.

Sei b € X. Dann ist b € b nach [(a)] also ist auch b € |J,.x @ und wir haben
die umgekehrte Inklusion. O

Bemerkung 1.3.13. Satz bedeutet, dass die Aquivalenzrelation ~ eine
Zerlegung von X in die Aquivalenzklassen erzeugt, die die Elemente von X nach
der durch ~ beschriebenen Eigenschaft sortiert.
Die Menge

X/w:={a:a€ X}

aller Aquivalenzklassen heifit Faktormenge von X beziiglich ~.

Beispiel 1.3.14. Als Beispiel betrachten wir wieder ~,, auf Z aus Beispiel [L3. 111
Dann ist fiir jedes a € Z
a={beZ:a~,b}={beZ :3k € Zmita—b=n-k}
={beZ:b=a—nkfireink € Z}={be€Z:b=a+nk fir ein k € Z}
={a+nk:keZ} =a+n-Z.

Fiir n = 3 gilt also beispielsweise

0=0+3-Z={...,—6,-3,0,3,6,...} (durch 3 teilbare Zahlen)
1=1+4+3-Z={...,-5,-2,1,4,7,...} (Rest 1 beim teilen durch 3)
2=2+3-Z={...,—4,-1,2,5,8,...} (Rest 2 beim teilen durch 3)
3=3+3-Z={...,-3,0,3,6,9,...} =0

Also ist

12



1.4. Abbildungen

eine Zerlegung von Z, die die ganzen Zahlen nach ihrem Rest beim Teilen durch
drei sortiert. Genauso enthélt Z/.. die n Elemente 0,1,...,n—1undin a sind
jeweils alle die ganzen Zahlen enthalten, die beim Teilen durch n den Rest a
haben.

Man schreibt meist kurz Z,, statt Z/.,,.

Wir werden uns diesem Thema im Abschnitt 2.1l noch genauer widmen.

1.4. Abbildungen

Definition 1.4.1. Seien A und B Mengen und jedem Element a € A sei ge-
nau ein Element f(a) € B zugeordnet. Diese Zuordnung heifst Abbildung oder

Funktion f. Man schreibt
s A— B
la— f(a).

und nennt A den Definitionsbereich, B den Zielbereich, sowie a — f(a) die
Funktionsvorschrift von f.

Weiter heifit die Menge f(A) := {f(a) : a € A} C B das Bild und die Menge
{(a, f(a)) :a € A} C A x B der Graph von f.

Ist schlieflich C C B, so bezeichnet man mit f~1(C):={a€ A: f(a) e C} C A
das Urbild von C' unter f.

Beispiel 1.4.2. (a) Bekannt sind Funktionen wie

T > 22 T /.
NxN-+N
(b) Auch + : SR , d.h. die Addition in N, ist eine Abbildung.
(a,b) —a+b
. . . . A=A .
(c¢) Auf jeder Menge A kann man die Identitat, d.h. id : definieren.
ava

(d) Ist X eine Menge mit einer auf X erklirten Aquivalenzrelation ~, so ist

X = X/o
v { ~ / die sogenannte kanonische Abbildung.
av>a

Definition 1.4.3. Seien A, B,C Mengen und f : A — B, sowie g : B — C
Funktionen. Dann heifst

of: {A—> C
797 N am (g0 fla) = g(f(a)

Verkettung von f und g. Man liest go f als ,,g nach f*.
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1. Grundbegriffe

Definition 1.4.4. Eine Funktion f: A — B heifit
(a) surjektiv, wenn f(A) = B.
(b) injektiv, wenn fir alle z,y € A aus f(x) = f(y) schon x =y folgt.
(c) bijektiv, wenn f surjektiv und injektiv ist.

Satz 1.4.5. Eine Funktion f : A — B ist genau dann bijektiv, wenn fir jedes
b € B genau ein a € A ezistiert mit f(a) = b. In diesem Fall ezistiert eine

Abbildung f~': B — A, so dass
f(f(a)=a firaleac A und f(f (b)) =0b firallebec B
qgilt.

Beweis. 1. Schritt: Wir zeigen: f bijektiv = fiir alle b € B existiert genau ein
a € Amit f(a) =b.

Da f surjektiv ist, gibt es zu jedem b € B mindestens ein a € A mit f(a) = b.
Nehmen wir an, es gidbe mehr als eins, d.h. es gibe a;, as € Amit f(a;) = f(az) =
b, so folgt aus der Injektivitdt von f sofort a; = ao, es kann also nur genau ein
solches a € A geben.

2. Schritt: Wir zeigen: Fiir alle b € B existiert genau ein a € A mit f(a) = b= f
bijektiv.

Nach Voraussetzung sind alle b € B in f(A) enthalten, also ist f surjektiv. Seien
nun ay,as € A mit f(a;) = f(az) gegeben. Da jedes b € B nur genau ein Urbild
hat, muss dann a; = as sein, d.h. f ist auch injektiv.

3. Schritt: Wir zeigen: f bijektiv = es existiert f~': B — A mit f~!(f(a)) = a
fiir alle a € A und f(f~(b)) = b fiir alle b € B.

Fiir jedes b € B definieren wir f~!(b) := a, wobei a € A das nach dem ersten
Schritt eindeutig bestimmte Element mit f(a) = b ist. Dann ist f~!(f(a)) das
Element von A, das in f eingesetzt f(a) ergibt, also f~1(f(a)) = a fiir alle a € A.
Sei nun b € B. Dann ist f~'(b) das Element von A mit f(f~!(b)) = b und wir
sind fertig. O

Definition 1.4.6. Es seien A, B zwei Mengen und f : A — B bijektiv. Dann
heift die Abbildung f~' aus Satz[1.4.5 Umkehrfunktion von f.

Beispiel 1.4.7. Die Funktion f: R — R mit f(z) = * (vgl. Beispiel
ist nicht injektiv, denn es gilt f(1) =12 =1= (—1)? = f(—1), aber 1 # —1. Sie
ist auch nicht surjektiv, denn —1 ¢ f(R).

Betrachtet man f : R — [0,00) mit f(z) = 22, so ist diese nun surjektiv, denn
f(R) = {2?: x € R} = [0, 00), aber genau so wie oben nicht injektiv.

Geht man jedoch zu f : [0,00) — [0, 00) mit f(z) = #2 iiber, so ist diese injektiv
und surjektiv, d.h. bijektiv. Die nach Satz [LZ.5 existierende Umkehrfunktion f~!
ist genau die Funktion g aus Beispiel @ d.h. die Wurzelfunktion.
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1.5. Beweisprinzipien

Definition 1.4.8. Sei f : A — B eine Funktion und M C A. Dann heifit

f|M:{M—>B

s f(2)
die Einschriankung von f auf M.

Ubungsaufgabe 1.4.9. Beweisen Sie: Sind f : A — B und ¢ : B — C bijektive
Funktionen, so ist auch go f: A — C bijektiv.

Ubungsaufgabe 1.4.10. Unter welchen Voraussetzungen an die Menge A ist
die Abbildung id : A — A bijektiv? Bestimmen Sie in diesem Fall id~!.

1.5. Beweisprinzipien

In einem Beweis ist die Aufgabe aus einer Aussage A, der Voraussetzung, eine
Aussage B, die Behauptung, zu folgern. Anders ausgedriickt: Man muss nachwei-
sen, dass die Aussage A = B wahr ist. Selbst, wenn der Satz, der zu beweisen
ist, eine Aquivalenz, d.h. eine Aussage der Form A <= B postuliert, wird der
Beweis fast immer in die Teilbeweise A = B und B = A aufgeteilt, vgl. den
Beweis von Satz [L4.5

Dieser Abschnitt stellt mogliche Beweismethoden zusammen und liefert jeweils
ein kurzes Beispiel. Einige davon haben wir in den vorherigen Kapiteln schon
gesehen, einige sind neu.

1.5.1. Der direkte Beweis

Der direkte Beweis hat folgende Form:

Voraussetzung: Aussage A

Behauptung: Aussage B

Beweis: Sei A erfiillt. Dann gilt ... bla bla bla und deswegen
.... Also gilt auch B.

Bisherige Beispiele fiir direkte Beweise waren die Beweise von @ und aus
Satz [L3.12] und die von Satz [[.2.5 Hier ist ein weiteres:

Beispiel 1.5.1. Voraussetzung: Seien n,m € N gerade Zahlen.

Behauptung: Dann ist auch n + m gerade.

Beweis: Seien n und m gerade Zahlen. Dann gibt es ¢,k € N mit n = 2¢ und
m = 2k. Mit diesen ¢, k gilt dann n +m = 20+ 2k = 2({ + k). Mit ¢ und k ist
auch p := ¢+ k € N. Also haben wir gezeigt, dass es ein p € N mit n +m = 2p
gibt. Damit ist n + m gerade. O
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1. Grundbegriffe

1.5.2. Beweis durch Kontraposition

Der indirekte Beweis oder auch Beweis durch Kontraposition hat folgende Form:

Voraussetzung: Aussage A

Behauptung: Aussage B

Beweis: Es gelte =B. Dann gilt ...bla bla bla und deswegen
.... Also ist auch A falsch.

Durch diese Beweisfithrung =B = —A ist auch die Aussage A = B wahr, vgl.
Bemerkung [LT.6l Ein Beispiel fiir einen Beweis durch Kontraposition haben wir
bereits bei Satz IIB’PJ gesehen. Ein weiteres kurzes Beispiel ist folgendes:

Beispiel 1.5.2. Voraussetzung: Sei n € N mit n? gerade.

Behauptung: Dann ist auch n gerade.

Beweis: Sei n € N so, dass die Behauptung nicht gilt, d.h. n sei ungerade. Dann
gibt es ein k € N mit n = 2k + 1 und es gilt n® = 2k +1)> = 4k* + 4k + 1 =
2(2k? 4+ 2k) + 1. Damit haben wir ¢ := 2k* + 2k € N gefunden mit n? = 2( + 1.
Dann ist n? ebenfalls ungerade und die Aussage ,,n? gerade® falsch. O

1.5.3. Beweis durch Widerspruch

Der Beweis durch Widerspruch ist eng verwandt mit der Kontraposition. Seine
iibliche Form ist die folgende:

Voraussetzung: Aussage A

Behauptung: Aussage B

Beweis: Es gelte A. Angenommen B wiare falsch. Dann gilt
... bla bla bla und deswegen . ... Also ergibe sich ein
Widerspruch. Damit war die Annahme falsch und es
gilt B.

Eines der typischen ersten Beispiele fiir diese Beweistechnik ist der Beweis, dass
V/2 irrational ist.

Beispiel 1.5.3. Behauptung: Die Zahl v/2 ist nicht rational.

Beweis: Annahme: v/2 ist rational.

Dann gibt es n,m € N mit v/2 = n/m. AuBerdem kénnen wir annehmen, dass
dieser Bruch bereits maximal gekiirzt ist, d.h. wir konnen die Zahlen n und m

teilerfremd wihlen. Es gilt 2 = \/52 =n?/m?, d.h.
n? = 2m?. (1.1)

Aus dieser Gleichheit bekommen wir jetzt insbesondere, dass die Zahl n? eine
gerade Zahl ist und nach Beispiel [L5.2] ist dann auch n gerade. Also gibt es ein
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1.5. Beweisprinzipien

k € N mit n = 2k und wir erhalten wieder mit (L)), dass 2m? = (2k)* = 4k,
d.h. m? = 2k? ist.

Also ist auch m? gerade und damit wie oben m gerade und wir haben einen
Widerspruch, denn nun sind n und m teilerfremd und beide gerade.

Also war die Annahme falsch und /2 ist nicht rational. O

1.5.4. Vollstdndige Induktion iiber N

Die wvollstindige Induktion ist ein Beweisverfahren, das dazu dient, die Richtigkeit
einer Aussageform E(n) fiir alle natiirlichen Zahlen n nachzuweisen. Es sieht so
aus:

Voraussetzung: Aussage A

Behauptung: Fir alle n € N gilt E(n)

Beweis: Induktionsanfang: Es gilt A und bla bla bla, also gilt
auch E(0).
Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € N gelte E(n).
Induktionsschluss: E(n) und A sind wahr, also ist ... bla
bla bla und deswegen . ... Damit gilt auch E(n + 1).

Bemerkung 1.5.4. Das Verfahren funktioniert allgemeiner auch um zu zeigen,
dass eine Aussage E(n) fiir alle n > ny, fiir ein ng € N, also ab einem gewissen n
fiir alle groferen n gilt. Dann muss der Induktionsanfang den Nachweis erbringen,
dass E(ng) wahr ist.

Auflerdem werden Sie in der Vorlesung ,,Formale Grundlagen der Informatik*
noch weitere Verallgemeinerungen dieser Methodik auf andere Strukturen als N
kennen lernen.

1
Beispiel 1.5.5. Behauptung: Fiir allen e N* gilt 1 +2+---4+n = M

Beweis: Induktionsanfang: Auf der linken Seite der behaupteten Gleichheit steht
fiir n = 1 einfach 1 und auf der rechten Seite steht 1- (1 +1)/2 =2/2 = 1. Also
stimmt diese fiir n = 1.

1
Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € N* gelte 1 +2+---+n = Ln t )

Induktionsschritt: Esist 1+2+---+(n+1)=(14+2+---+n)+ (n+ 1), also
erhalten wir mit der Induktionsvoraussetzung

n(n+1) nn+1)+2(n+1)

1+24---4+(n+1)= 5 +(n+1)= 5
_(n+2)n+1) (n+1)((n+1)+1)
B 2 B 2 ’
was die behauptete Gleichheit fiir n + 1 zeigt. O

Da das Prinzip der Induktion bisher noch nicht vorkam, hier noch ein Beispiel.
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1. Grundbegriffe

Beispiel 1.5.6. Behauptung: Fiir jede endliche Menge M gilt |P(M)| = 2!MI.
Beweis: Wir fithren eine Induktion nach der Méachtigkeit der Menge M.
Induktionsanfang: Ist | M| = 0, so muss M = () sein. Dann ist P(M) = P(0) =
{0} und wir haben [P(M)| = 1 = 2° = 2™l Die Behauptung stimmt also fiir
|M| = 0.
Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € N gilt fiir alle Mengen mit n Elementen
P(M)| = 2IM.
Induktionsschritt: Sei M eine Menge mit n + 1 Elementen. Dann hat M min-
destens ein Element. Sei also ein x € M fest gew#hlt. Wir betrachten nun
N := M\{z}. Dann hat N genau n Elemente, nach der Induktionsvoraussetzung
gilt also |[P(N)| = 2IV = 2m.
Es gilt aber

P(M)=PN)U{AU{z}: AeP(N)}. (1.2)

Um das einzusehen, beweisen wir zunéchst die Inklusion ,,C“. Sei also B € P(M).
Dann ist entweder z € B oder x ¢ B. Im zweiten Fall ist B auch Teilmenge von N
also in P(N) und damit in der Menge auf der rechten Seite in (L2)). Ist x € B, so
ist B := B\{z} € P(N) und damit B = BU{z} wiederum in dem Mengensystem
auf der rechten Seite von (L.2)) enthalten. Die Inklusion ,, 0% ist klar, denn wegen
xr € M und N C M ist jedes Element des rechten Mengensystems eine Teilmenge
von M.

Mit der Hilfe von (L2) sind wir nun bald am Ziel. Wichtig ist noch die Beobach-
tung, dass wegen x & N

P(N)N{AU{z}: AeP(N)} =0
gilt, denn damit folgt mit Ubungsaufgabe [LZ8 und der Induktionsvoraussetzung

P(M)| = |P(N)U{AU{z}: Ae P(N)}|
=|P(N)| + [{AU{z}: A€ P(N)}|
= |P(N)| + [P(N)| = 2|P(N)| =2 - 2N = 2. 97 = gnt!

und wir haben die Behauptung mit |M| = n + 1 gezeigt. O
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2. Algebraische Strukturen:
Gruppen, Ringe, Korper

Nach dem vorhergehenden Abschnitt, der vor allem die Sprache der Mathematik
einfiithren sollte, wollen wir nun ,richtig” anfangen. Ein haufiges Missverstindnis
iiber Mathematik, ist ,,Mathematik = Rechnen®, das werden Sie schon gemerkt
haben, so viel gerechnet haben wir bisher nicht. Eher mathematisch ist die fol-
gende Frage: Was ist das iiberhaupt: ,rechnen“? Was machen wir, wenn wir
rechnen? Was ist die dahinterliegende allgemeine Struktur? Dieser Frage wollen
wir ein bisschen nachgehen und uns verschiedene Rechenstrukturen anschauen.
Der Weg wird nicht ganz geradlinig sein, sondern wir werden den einen oder an-
deren Abstecher, z.B. zum RSA-Algorithmus aus der Public-Key-Verschliisselung
machen, aber die Grundfrage dieses Abschnitts ist obiges ,,was ist rechnen?*
Beginnen wollen wir auf vertrautem Grund, dem Rechnen mit ganzen Zahlen.

2.1. Rechnen in Z, Primzahlen und Teiler

Definition 2.1.1. Es seien a,b € Z und p € N.
(a) Man sagt p teilt a und schreibt pla, falls ein m € Z existiert mit a = m - p.

(b) FEine natirliche Zahl p > 1 heifft Primzahl, wenn p nur durch p und 1
teilbar ist.

(¢) Die Zahl ggT(a,b) := max{q € N : gla und q|b} heifst grofiter gemeinsamer
Teiler von a und b.

Satz 2.1.2 (Division mit Rest). Seien a € Z und b € N*. Dann gibt es eindeutig
bestimmte Zahlen ¢ € Z und r € {0,1,...,b—1} mita=q-b+r.

Beweis. Wir betrachten nur den Fall a > 0, der Beweis im Fall a < 0 verlduft
analog. Zu vorgegebenen a und b betrachten wir die Menge

M:={seN:s-b<a}.

Dann ist M C {0,1,...,a}, denn fiir alle s € M gilt s =s-1 < s-b < a. Damit
existiert ¢ := max M als grofite ganze Zahl, fiir die noch ¢-b < a gilt. Mit diesem
q setzen wir nun r := a — ¢ - b. Dann ist in jedem Fall a = ¢ - b+ r.

19



2. Algebraische Strukturen: Gruppen, Ringe, Korper

Zum Nachweis, dass r € {0,1,...,b — 1} gilt, iiberlegen wir uns zunéchst, dass
wegen ¢ -b < a auch r = a — ¢ -b > 0 gilt. Wir miissen also noch zeigen, dass
r < b ist. Nehmen wir an, es wéire r > b, so folgt

(g+1)-b=gb+b<qgb+r=0a

und damit wére ¢ +1 € M, was im Widerspruch zur Konstruktion von ¢ als
groBtem Element von M steht.

Es bleibt noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Seien dazu ¢i,qs € Z und ry,ry €
{0,1,...,b—1} mita=¢q; - b+r; = ¢ - b+ ry. Dann gilt

((J1—(12)'b:7’2—7“1-

Insbesondere teilt damit b die Zahl 7o —r;. Nun liegt aber 7o —r; zwischen —(b—1)
und b — 1 und die einzige Zahl in diesem Bereich, die durch b teilbar ist, ist Null.
Also gilt 79 — r; = 0, d.h. 9 = ry. Damit ist aber ¢; - b = ¢o - b und wegen b # 0
erhalten wir auch ¢; = ¢» und sind fertig. O

Definition 2.1.3. Seien a € Z, b € N* und q und r seien die eindeutig bestimm-
ten Zahlen aus Satz[2Z.1.2. Dann heiffit ¢ Quotient und r Rest der Division von a
und b. Man schreibt

q= {%J und r = a mod b.

Ubungsaufgabe 2.1.4. Zeigen Sie:

(a) Fiir jedes a € Z und b € N* ist die Zahl a mod b das eindeutige r €
{0,1,...,b— 1} mit b|(a —r).

(b) alb <= bmod a=0.

2.1.1. Modulare Arithmetik

In diesem ganzen Abschnitt sei n € N* eine feste Zahl.

Satz 2.1.5. Fiir alle a,b € Z gilt
(a) (a+b) mod n = ((a mod n) + (b mod n)) mod n.
(b) (a-b) mod n = ((a mod n) - (b mod n)) mod n.
(¢) a® mod n = (a mod n)® mod n.

Beweis. Seien k = |a/n] und ¢ = |b/n|, d.h.

a=Fkn+amodn und b= ¢n+ b mod n.
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2.1. Rechnen in Z, Primzahlen und Teiler

(a) Mit obiger Notation gilt
a+b=kn+amodn+¢n+bmodn=(k+¢)n+amod n+ bmod n.
Also ist
(a+ b) mod n = ((a mod n) + (b mod n)) mod n,
denn (k + ¢)n ist durch n teilbar.
(b) Ubung

(¢) Unter Verwendung von [(b)] gilt

a®>modn=(g-a-...-a) mod n = (a mod n)’ mod n. O
b Mal

Bemerkung 2.1.6. Obiges Resultat bedeutet, dass man, wann immer am Ende
einer Rechnung nur der Rest modulo n interessiert, auch nach jedem Rechen-
schritt schon die Zwischenergebnisse modulo n reduzieren kann. Das ist insbe-
sondere im Zusammenhang mit Fragen der Effizienz von Algorithmen und damit
fiir die Geschwindigkeit von Computerprogrammen von Interesse.

Beispiel 2.1.7. Wir wéhlen mal n = 7 und berechnen

9—15)-234705)"" mod 7

(< )322
= ((9 mod 7 — 15 mod 7) - (23 mod 7) + 705 mod 7)322 mod 7
((
03

2— 1)-2+5)322 mod 7 = 7°** mod 7
> mod 7 = 0.

Wir haben also (einfach und von Hand!) herausgefunden, dass ((9 — 15) - 23 +
705)%*2 durch 7 teilbar ist.

Als Ubung kénnen Sie zeigen, dass die Zahl 3% + 433 durch 5 teilbar ist.

2.1.2. Der Euklidische Algorithmus

Das erste Ziel dieses Abschnittes ist die algorithmische Bestimmung von ggT'(a, b)
fiir gegebene a,b € N*,

Lemma 2.1.8. Seien a,b € N* mit a > b. Dann gilt
(a) ggT(a,b) = ggT(b,a mod b)

(b) bla = ggT(a,b) =b.
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2. Algebraische Strukturen: Gruppen, Ringe, Korper

Beweis.  (a) Sei d := ggT(a,b). Dann gilt nach Definition d|a und d[b, also ist
a mod d = 0 und b mod d = 0, vgl. Ubungsaufgabe 2.1.4] Damit gilt nach
Definition der Division mit Rest und unter Mitwirkung von Satz [2.1.5

(a mod b) mod d = [a - L%J b} mod d

=a mod d — Q%J mod d)(b mod d) = 0.
Wir finden also d|(a mod b). Damit ist d schon mal gemeinsamer Teiler von
b und a mod b. Es bleibt noch zu zeigen, dass d der gréfite solche ist.

Sei also ¢ ein gemeinsamer Teiler von b und a mod b. Dann gilt wegen c|b
und c¢|(a mod b) auch ¢|(kb+a mod b) fiir jedes k € Z. Insbesondere kénnen
wir k = |a/b] wahlen. Dann ist kb + a mod b = a und wir bekommen c|a.
Also ist ¢ auch ein gemeinsamer Teiler von a und b. Dieser kann nicht grofler
sein als d = ggT(a,b), also gilt ¢ < d und wir sind fertig.

(b) Es gilt immer b|b und da b nach Voraussetzung auch a teilt, ist b schon
mal ein gemeinsamer Teiler von a und b. Sei ¢ ein weiterer gemeinsamer
Teiler von a und b. Dann gilt wegen c|b sofort ¢ < b, womit b der groite
gemeinsame Teiler von a und b ist. O

Beispiel 2.1.9. Wir bestimmen den grofiten gemeinsamen Teiler von 128 und
36. Es ist

128 mod 36 = 20, da 3-36 = 108, also ggT(128,36) @ ggT(36,20)

36 mod 20 = 16, da 1-20 = 20, also ggT(128,36) = gaT(20, 16)

20 mod 16 = 4, da 1-16 = 16, also ggT(128,36) & geT(16,4)

16 mod 4 =0, da 4-4 = 16, also ggT(128,36) ¥ ggT(4,0) ¥ 4.

Schematisch:
128 | 36
36 | 20
20 | 16
16 | 4
41 0

Beim Ubergang von einer Zeile zur nichsten iibertrigt man jeweils die rechte Zahl
in die linke Spalte und fiillt die rechte Spalte mit dem Rest der beim Teilen mit
Rest iibrigbleibt. Man wiederholt dieses bis in der rechten Spalte einer Zeile Null
steht, die Zahl in der linken Spalte dieser Zeile ist dann der grofite gemeinsame
Teiler.
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Dieses Verfahren ist sehr wichtig und hat darum auch einen eigenen Namen.

Satz 2.1.10 (Euklidischer Algorithmus). Seien a,b € N* mit a > b. Der Algo-
rithmus

Euklid(a, b)
IF' b = 0 THEN return a
ELSE return Euklid(b, a mod b)

terminiert nach endlich vielen Schritten und liefert ggT(a,b).

Beweis. Fiir jede Ausgangswahl von a,b € N* gilt 0 < a mod b < b, also wird
das zweite Argument des Aufrufs in jedem Schritt echt kleiner. Damit muss es in
endlich vielen Schritten nach Null kommen, d.h. der Algorithmus terminiert.
Seien a,, b, die Eingangswerte beim n-ten Aufruf von Euklid. Terminiert der
Algorithmus nach n Schritten, d.h. ist b, = 0, so bedeutet das a,,_; mod b, _; = 0,
d.h. b,_1|a,—1. Damit ist nach Lemma ZT.8[(b)]

geT(an_1,bp_1) = by_1 = a, = Euklid(a, b).
Andererseits ist nach des selben Lemmas

ggT(an—la bn—l) = ggT(a'n—Qa bn—Z) == ggT(a'Oa bO) = ggT(a'a b) O

Satz 2.1.11 (Erweiterter Euklidischer Algorithmus). Seien a,b € N* mit a > b.
Der Algorithmus

Erw-Euklid(a, b)
IF b = 0 THEN return (a, 1,0)
ELSE DO
(d, z,y) := Erw-Euklid (b, @ mod b)
return (d,y,z — [a/b] - y)
OD

terminiert nach endlich vielen Schritten und liefert (d,k,¢) = Erw-Euklid(a,b)
mit d = ggT(a,b) und die Zahlen k und ¢ erfiillen die Beziehung

d = ggT(a,b) = ka + (b.

Der erweiterte Euklidsche Algorithmus liefert damit im Spezialfall von Zahlen
mit gg'T' Eins insbesondere die folgende wichtige Erkenntnis.

Korollar 2.1.12. Es seien a,b € N* mit ggT(a,b) = 1. Dann gibt es k,{ € Z
mit ka + ¢b = 1.

Wir wollen Satz 2. I.11] hier nicht beweisen, sondern nur kurz erwahnen, dass der
Algorithmus zur Bestimmung von d genau der selbe ist wie im einfachen Eu-
klidschen Algorithmus, man also den Beweis, dass dies der ggT ist und dass der
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2. Algebraische Strukturen: Gruppen, Ringe, Korper

Algorithmus nach endlich vielen Schritten terminiert von oben iibernehmen kann.
Die zweite Aussage iiber die Zahlen k und ¢ beweist man schliellich per Induk-
tion nach der Anzahl der rekursiven Aufrufe, aber das soll hier nicht ausgefiihrt
werden.

Beispiel 2.1.13. Wir starten den erweiterten Euklid mit ¢ = 141 und b = 9.
Wie oben bekommen wir ein Schema:

[ alb[la/b]] K[C |

141]9] 15[ —-1] 16=1—15-(-1)
96 1] 1]|-1=0-1-1
63 2 0] 1=1-2-0
310 1 0

Man rechnet dabei zunédchst die ersten zwei Spalten wie in Beispiel 2.1.9] und
protokolliert zusétzlich in der dritten Spalte jeweils den Quotienten der ersten
beiden Spalten mit. Damit bekommt man schon mal den ggT in der linken unteren
Ecke, hier ist er 3.

Nun schreibt man 1 und 0 in die unterste Zeile der k- und ¢-Spalte und rechnet
von unten wieder rauf. Dabei kommt in die k-Spalte jeweils der Wert aus der
(-Spalte in der Zeile drunter und in die ¢-Spalte kommt x — ¢ - y, wobei = der
Wert aus der k-Spalte der Zeile darunter, ¢ der Quotient aus der aktuellen Zeile
und y der Wert aus der /-Spalte der Zeile drunter ist.

Das Endergebnis besteht nun aus dem ggT der beiden Zahlen und aus den Ein-
trigen bei k und ¢ in der ersten Zeile. Fiir diese beiden Zahlen gilt dann (vgl.
den Satz) ggT(a,b) = ka + (b.

In obigem Beispiel haben wir tatséchlich

ka+ b= (—1)-141416 -9 = —141 + 144 = 3 = ggT(141,9).

Beispiel 2.1.14. Erw-Euklid liefert auch eine Methode, um Gleichungen zu l6sen
der Form: Gegeben a und n mit ggT(a,n) = 1, finde  mit ax = 1(mod n). Ist
namlich (d, k, ) = Erw-Euklid(n, a), so gilt d =1 und 1 = kn + fa, also

1 mod n = (kn + ¢a) mod n = ¢a mod n.

Also ist x = (¢ eine Losung.

Als Beispiel betrachte man 93z = 1 (mod 100). Wegen Erw-Euklid(100,93) =
(1,40, —43) ist = —43 mod 100 = 57 eine Losung. Tatséchlich ist 57 - 93 =
5301 =1 (mod 100).

Ubungsaufgabe 2.1.15. Es seien a,b,n € N* mit ggT(a,n) = 1. Dann gilt
n|ab => nlb.

Daraus folgt, dass fiir Primzahlen p und a,b € N* aus p|ab folgt, dass p|a oder
plb.

24



2.2. Die Mathematik hinter Public-Key-Verfahren der Kryptographie

2.1.3. Der kleine Satz von Fermat

Satz 2.1.16 (Kleiner Satz von Fermat). Fir alle Primzahlen p und alle a € N
gilt a? = a (mod p).

Beweis. Wir fiithren eine Induktion nach a.

Induktionsanfang: Fiir a = 0 gilt 0 = 0= 0 (mod p).
Induktionsvoraussetzung: Fiir ein a € N gelte a” = a (mod p).
Induktionsschluss: Nach der allgemeinen binomischen Formel gilt

(a+ 1) = a? + (If)apl + (g)ap2+---+ <pfl)a+ 1, (21)

wobei fiir jedes k € {1,2,...,p— 1}

p\ _p-(p=1-...-(p—k+1)
<k): 1.2k €N

ist. Also teilt p die natiirliche Zahl (Z) -1-2-...-k. Da p eine Primzahl ist und
somit ggT(p,¢) = 1 fiir £ € {1,2,...,p—1}, folgt mit Ubungsaufgabe 2115, dass
p die Zahl (i) teilt. Damit liefert (21])

(a+1)?mod p= (a’+0-a" " +0-a">+---+0-a+1) mod p = (¢"+ 1) mod p.

Nach der Induktionsvoraussetzung ist a? mod p = a mod p, also haben wir
schlielich
(a+ 1) mod p = (a+ 1) mod p,

womit die Behauptung fiir a 4+ 1 gezeigt ist. O

Korollar 2.1.17. Ist p Primzahl und a € N eine Zahl, die nicht von p geteilt
wird, so gilt a?~* =1 (mod p).

Beweis. Nach Satz gilt a? = a (mod p), es gibt also ein k € Z mit a? =
kp+a, womit a(a?~! —1) = kp folgt. Damit teilt p das Produkt a(a?~' —1). Da p
eine Primzahl ist, die a nicht teilt, ist ggT(a, p) = 1. Wir erhalten also mit Hilfe
von Ubungsaufgabe E.LI5] p|(a?~! — 1), d.h. (a?~' — 1) mod p = 0. Das liefert
a?~! mod p = 1 mod p, also die Behauptung. O

2.2. Die Mathematik hinter Public-Key-Verfahren
der Kryptographie
Das Ausgangssituation der Kryptographie ist, dass jemand, der iiblicherweise

Bob genannt wird, jemand anderes, iiblicherweise Alice, eine Nachricht zukom-
men lassen will, ohne dass diese von anderen Personen gelesen werden kann. Die
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Inkarnation des Bosen, die versucht an die Nachricht zu gelangen, wird dabei
iiblicherweise Eve genannt.

Das Grunddilemma lautet: Bob konnte die Nachricht verschliisseln, doch dazu
miissen sich Bob und Alice zunéchst iiber den Schliissel einigen und wie macht
man das so, dass Eve nicht die Kommunikation iiber den Schliissel abféingt? Eine
Losung liefert die modulare Arithmetik; wie, das wollen wir hier kurz anhand des
RSA-Algorithmus beschreiben. Dieser ist benannt nach den Entwicklern Roland
Rivest, Adi Shamir und Leonard Adleman und er ist einer der grundlegenden
Public-Key-Verfahren, d.h. Verschliisselungsverfahren, bei denen Alice den Ver-
schliisselungsschliissel einfach 6ffentlich zugénglich macht.

Die Stérke des Algorithmus steht und fallt damit, dass es kein effizientes Verfahren
zum Zerlegen grofler natiirlicher Zahlen in ihre Primfaktoren gibt.

Der Algorithmus braucht drei Schritte, die einmalig zur Vorbereitung von Alice
ausgefithrt werden miissen:

1. Alice wéhlt zwei (grofie) Primzahlen p und ¢ mit p # ¢ und berechnet n = p-q
und N=(p—1)-(¢g—1).

2. Alice wihlt ein e € N mit ggT(e, N) = 1 und bestimmt dann ein z € N mit
er =1 (mod N), vgl. Beispiel Z1.14l

3. Alice schickt unverschliisselt und frei zugénglich das Zahlenpaar (n, e) an Bob,
das ist ihr sogenannter Public Key.

Verschliisseln und Entschliisseln einer Nachricht M € N mit M < n geht dann
so:

Verschliisseln: Bob rechnet M’ := M¢ mod n und schickt das Ergebnis an
Alice.

Entschliisseln:  Alice rechnet M” := (M’)* mod n.

Zum Entschliisseln verwendet Alice ihren sogenannten Private Key (n,z). Dieser
ist nur ihr bekannt und um = aus dem public key (n,e) zu berechnen, brauchte
man N, d.h. p und ¢ und damit die Primfaktorzerlegung von n.

Es bleibt uns noch zu zeigen, dass Alice auch wirklich Bobs Nachricht lesen kann,
d.h. dass M" = M gilt.

Satz 2.2.1. Mit obigen Bezeichnungen gilt M" = M mod n = M fir alle
M < n.

Beweis. Es ist nach Konstruktion ex = 1 (mod N), wobei N = (p—1)(qg—1) ist.
Also gibt es ein k € Nmit ez =1+ k(p— 1)(¢ — 1), woraus

M = M - M@=Da=Dk _ pr. (Mp—l)(q—l)k
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folgt. Nun betrachten wir zwei Falle: Ist M # 0 (mod p), so liefert der kleine
Satz von Fermat, vgl. Korollar 2ZT.T7, M?~! mod p = 1, und damit ist

M mod p = (M mod p) - (MP~! mod p)Y* mod p = M mod p.

Ist dagegen M ein Vielfaches von p, so gilt ebenfalls M“* mod p = M mod p,
denn dann steht auf beiden Seiten der Gleichung Null.
Mit der selben Argumentation fiir ¢ statt p bekommen wir auch

M = M - (Mq—l)(p—l)k
und damit
M mod ¢ = (M mod ¢q) - (M? mod ¢)?"V*¥ mod ¢ = M mod q.

Zusammengenommen gibt es also zwei Zahlen ki, ky € N mit M = M + kip =
M + koq, woraus insbesondere kip = koq folgt. Nun sind aber p und ¢ zwei
verschiedene Primzahlen. Das bedeutet p|ks und wir bekommen noch ein k3 € N
mit ky = k3p. Damit haben wir nun endgiiltig

M mod n = (M + kspq) mod n = (M + ksn) mod n = M modn =M. O

2.3. Gruppen

In diesem Abschnitt beginnen wir mit der abstrakten Beschreibung des Rechnens.
Wir beschrinken uns dazu zunéchst auf nur eine Rechenoperation. Diese kann
ein Plus, ein Mal oder noch etwas anderes sein. Deshalb brauchen wir ein neues
nicht mit Assoziationen beladenes Zeichen, als das wir im Folgenden meistens ,,x“
nehmen.

Definition 2.3.1. Fine Gruppe ist eine Menge G # O mit einer Abbildung
(Verkniipfung) * : G x G — G, so dass gilt

(a) Fiir alle a,b,c € G gilt ax (bxc) = (a*xb)xc. (Assoziativitit)

(n) Es gibt ein n € G, so dass fir alle a € G gilt nxa = a und axn = a.
(Ezistenz eines neutralen Elements)

(i) Zu jedem a € G gibt es ein a* € G, so dass a* x a = n und a * a* = n gilt.
(Existenz des inversen Elements)

Gilt zusdtzlich noch
(k) Fiir alle a,b € G istaxb=bxa (Kommutativitit),

so heifit die Gruppe G abelsch.
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Beispiel 2.3.2. (a) Z mit der tiblichen Addition ist eine abelsche Gruppe, aber

(b)

(c)

28

nicht N.

Q mit der iiblichen Addition und Q \ {0} mit der iiblichen Multiplikation
sind abelsche Gruppen.

Sei M eine beliebige nichtleere Menge und
F:={f: M — M bijektiv}.

13

Dann ist F' mit der Verkettung ,o“ als Verkniipfung eine Gruppe. Man
nennt diese die Permutationsgruppe von M.

Man beachte, dass diese Gruppe i.A. nicht abelsch ist. Machen Sie sich das
an dem Beispiel M = R und f(z) = 23, g(x) = z + 1 klar.

Um einzusehen, dass (F), o) eine Gruppe ist, miissen wir uns zunéchst iiber-
legen, dass o eine verniinftige Verkniipfung auf F' ist, d.h. dass fiir alle
f,g € Frauch fog € F| also bijektiv, ist. Das war aber gerade die Aussage
von Ubungsaufgabe [LZ.9.

Nun miissen wir noch (a), (n) und (i) zeigen. Zum Nachweis von (a) rechnen
wir fiir drei Funktionen f, g, h € F, dass fiir alle z € M gilt

[folgom)](x) = f((goh)(x)) = f(9(h(x))) = (fog)(h(z)) = [(fog)oh](x).
Das bedeutet aber gerade, dass fo (goh) = (fog)oh ist.

Ein neutrales Element konnen wir explizit angeben, ndmlich die Identitat
id : M — M mit id(z) = z fir alle x € M. Es gilt ndmlich fiir alle f € F
und jedes z € M

(ido f)(z) =id(f(z)) = f(z) und (foid)(z) = f(id(x)) = f(x).

Damit haben wir ido f = f und f oid = f und somit gezeigt, dass id ein
neutrales Element in F' ist.
SchlieBlich ist jedes f € F bijektiv, besitzt also eine Umkehrfunktion f~1,

die wiederum bijektiv, also ein Element von F ist. Fiir diese gilt fo f~! = id
und f~!o f = id, vgl. Satz [LZH also ist jeweils f~! das inverse Element

zu f.

Betrachtet man eine geometrische Figur in der Ebene und alle Spiegelungen
und Drehungen der Ebene, die die Figur auf sich selbst abbilden, so erhélt
man die sogenannte Symmetriegruppe der Figur. Nimmt man beispielswei-
se ein Quadrat @, vgl. Abbildung 1] so ist die Symmetriegruppe gerade
gegeben durch

G = {Spiegelung an a, Spiegelung an b, Spiegelung an ¢, Spiegelung an d,
Drehung um 90°, Drehung um 180°, Drehung um 270°, id}
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Abbildung 2.1.: Das Quadrat ¢ mit den Symmetrielinien a, b, ¢ und d

Machen Sie sich klar, was die Verkniipfung in dieser Gruppe ist und dass
es sich mit dieser tatsdchlich um eine Gruppe handelt. Was ergibt die Spie-
gelung an a verkniipft mit der Spiegelung an b7 Ist diese Gruppe abelsch?

(e) Zu n € N* betrachten wir wieder die Menge Z, = {0,1,... ,7{\—/1} der
Restklassen modulo n. Definieren wir fiir a,b € Z,
i+b=a+b
so ist Z, mit diesem ,,+*“ eine abelsche Gruppe.

Bevor wir den Nachweis der Axiome (a), (n), (i) und (k) als Ubungsaufgabe
stehen lassen konnen, sollte zumindest geklért werden, dass obiges Plus eine
verniinftige Verkniipfung ist, d.h. dass die Definition von den gew&hlten
Représentanten a, bzw. b unabhéngig ist.

Seien dazu ay,as, by, by € Z mit a3 = ds und by = by. Dann gilt a; =
as (mod n) und b; = by (mod n) und wir haben mit Satz [ZT.5 auch

(ay 4+ b1) mod n = (a; mod n + by mod n) mod n
= (az mod n + by mod n) mod n = (ay + by) mod n,

—_

oder anders ausgedriickt a; + by = as + bs.
Satz 2.3.3. Sei (G, *) eine Gruppe. Dann gilt
(a) G enthdlt nur ein neutrales Element.
(b) Zu jedem a € G gibt es genau ein Inverses.

(c) Fiir gegebene a,b,c,d € G sind die Gleichungen a x x = b und x *x ¢ = d
jeweils eindeutig losbar.
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(d) Fiir alle g,h € G gilt (g+h)* = ht % g*.

Beweis. (a) Seien nj,ny € G neutrale Elemente. Dann gilt durch zweimalige

(b)

Anwendung von (n)

Ny = N1 *Ng = Noy.

Sei a € G. Die Existenz eines inversen Elements zu a garantiert uns (i), zu
zeigen bleibt die Eindeutigkeit. Dazu seien b, und b, inverse Elemente von
a. Dann gilt

bl(le*ngbl*(a*b2>@<b1*a)*b29n*62@b2.

Wir betrachten nur die erste Gleichung, das Argument fiir die zweite ver-
lauft analog. Zum Nachweis der Existenz einer Losung geben wir einfach
eine an, namlich z = a® * b, denn fiir dieses z gilt

a*x:a*(aﬁ*b)@(a*aﬁ)*bgn*b@b.

Um Eindeutigkeit zu zeigen, nehmen wir wieder zwei Losungen x; und z,
her. Dann gilt axx, = b = a* 2, und damit auch a* * (axx;) = a* * (a* x5).
Mit (a) folgt daraus (afxa)*x; = (a**a)* x5, was, (i) folgend, n*x; = n*w,
bedeutet. Werfen wir nun noch Axiom (n) dazu, liefert das 1 = x9 und wir
sind fertig.

Seien g, h € G. Dann gilt
(g*h)*(hﬁ*gﬁ)@g*(h*hﬁ)*gﬁgg*n*gﬁ@g*gﬁgn

und analog (h* % g*) * (g * h) = n. Also ist h** ¢g* ein Inverses von g * h und
mit Teil @ dieses Satzes folgt die Behauptung. O

Ubungsaufgabe 2.3.4. Es sei (G, *) eine Gruppe mit neutralem Element n.
Zeigen Sie:

(a)
(b)
(c)
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Fiir alle g € G gilt (gﬁ)ﬁ =g.
Es ist nf = n.

Ist GG endlich, so gibt es ein k € Nmit g*xg*---*x g =n fir alle g € G.
—

k Mal
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2.3.1. Untergruppen

Beispiel 2.3.5. Wir betrachten die Menge 2Z = {...,—6,—4,—-2,0,2,4,6,...}.
Dann ist 2Z mit der iiblichen Addition aus Z wieder eine Gruppe, denn fiir je 2
Elemente aus 27 ist deren Summe wieder in 27Z, das neutrale Element 0 ist in 27
und zu jedem z € 27Z ist auch das inverse Element —z € 27Z.

Damit ist also (27, +) eine Teilmenge der Gruppe (Z, +), die selbst wieder eine
Gruppe ist. Solche Phédnomene gibt es sehr oft und wir wollen dies im Folgenden
ein wenig untersuchen.

Definition 2.3.6. Fine Teilmenge U einer Gruppe (G, x) heifst Untergruppe von
G, falls auch (U, *) eine Gruppe ist.

Beispiel 2.3.7. (a) Die Teilmengen G und {n} sind Untergruppen einer jeden
Gruppe . Man nennt diese die trivialen Untergruppen von G.

(b) Erinnern wir uns noch einmal an die Symmetriegruppe des Quadrates aus
Beispiel 2.3.2[(d)} so hat diese neben den trivialen Untergruppen noch die
Untergruppe, die aus den drei Drehungen zusammen mit der Identitét, die
man auch als Drehung um 0° auffassen kann, besteht. Indem Sie sich das
klar machen, kénnen Sie schon einiges Gefiihl fiir Gruppen gewinnen.

Bilden auch die Spiegelungen eine Untergruppe?

Satz 2.3.8 (Untergruppenkriterium). Eine Teilmenge U einer Gruppe (G, *) ist
genau dann eine Untergruppe von G, wenn

(UG1) U # () und
(UG2) fiir alle a,b € U ist auch axb* € U.

Beweis. ,,=* Ist U eine Untergruppe, so muss U eine Gruppe sein und damit

zumindest ein neutrales Element enthalten, also ist U nicht leer und wir
haben (UG1).

Wir zeigen als néchstes, dass das neutrale Element von U, das wir mit ny
bezeichnen, gleich dem neutralen Element ng von G ist. Dazu bezeichne
nyt das Inverse zu ny in G. Dann gilt ny = ny * ny, also

ng = ny *nyt = (ny x ny) * nyt = ny * (ng * ng*) = ny * ng = ny.
Seien nun a,b € U und sei b* das inverse Element von b in G. Da U eine
Gruppe ist, hat b auch ein inverses Element bin U. Sind die beiden wirklich
verschieden? Nein, denn wegen bxb = bxb = ny = ng ist b auch ein Inverses
von b in G und dieses ist in der Gruppe G eindeutig, vgl. Satz Z33[(b)]
Also gilt b = beU.DalU eine Gruppe ist, muss schlussendlich mit a und
b* auch a * b* € U sein und wir sind fertig.
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we<=" Sei U C G so, dass (UG1) und (UG2) gelten. Wir miissen zeigen, dass U
dann eine Gruppe ist, d.h. dass x : U x U — U gilt, und dass die Axiome
(a), (n) und (i) erfiillt sind.

Zunichst ist * auf U assoziativ, da dies auf G gilt. Wir haben also (a).

Weiter gibt es wegen (UG1) auf jeden Fall irgendein a € U. Wegen (UG2)
ist dann auch a * a* = n € U. Nun ist jedes Element b € U auch in G und
dort gilt nx b =0 und b*n = b, also gilt das auch in U und wir haben (n)
gezeigt.

Zum Nachweis von (i) sei nun a € U gegeben. Da nach obigen Uberlegungen
das neutrale Element n von G ebenfalls in U liegen muss, gilt wiederum nach
(UG2) nun n * af = a* € U.

Es bleibt zu zeigen, dass * eine verniinftige Verkniipfung auf U ist, die
Elemente aus U zu Elementen aus U verkniipft. Seien dazu a,b € U. Wie wir
oben schon gezeigt haben, ist dann auch b* € U und wegen (UG2) und dem

Resultat von Ubungsaufgabe 2:3.4[(a)] haben wir a x (bﬁ)ﬁ =axbeU. O

Lemma 2.3.9. Sei (G, *) eine Gruppe, I eine beliebige Indexmenge und U; sei
fiir jedes 7 € I eine Untergruppe von G. Dann ist auch der Schnitt all dieser
Untergruppen, d.h.

ﬂUj:{xEG:xEUjfu’rjedesjel},

jel
eine Untergruppe von G.

Beweis. Wir wenden das Untergruppenkriterium an. Da alle U; Untergruppen
sind, muss jede dieser Gruppen das neutrale Element n von G enthalten, vgl. den
Beweis von Satz [2.3.8] also ist dieses auch im Schnitt aller U, j € I, enthalten
und wir haben (), U; # 0.

Zum Nachweis von (UG2) seien a,b € ﬂjel U;. Das bedeutet, dass diese beiden
fiir jedes j € I in der Untergruppe U; enthalten sind. Dann liefert aber Satz [2.3.8
sofort a * b* € U; und zwar fiir jedes j € I. Also haben wir auch a x b* € ﬂje[ U;
und sind fertig. O

Definition 2.3.10. Sei G eine Gruppe und M C G. Dann heifit
(M) = N U

U Untergruppe von G
UDM

Erzeugnis von M oder die von M erzeugte Untergruppe.

Bemerkung 2.3.11. Man beachte, dass nach Lemma das Erzeugnis (M)
immer eine Untergruppe von G ist. Tatséchlich ist (M) die kleinste Untergruppe
von (G, in der M ganz enthalten ist.

Insbesondere gilt M = (M) <= M Untergruppe von G.
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Beispiel 2.3.12. Betrachten wir in der Gruppe (Z, +) die Teilmenge M = {2},
so gilt (M) = 2Z, denn zum Einen miissen natiirlich die Zahlen 2, —2, 0, 2 4 2,
—2—-2242+42 —2—2—2 ... drin sein, d.h. 2Z C (M). Zum Anderen ist 27Z
eine Untergruppe von Z, vgl. Beispiel .35 also haben wir auch (M) C 27Z und
damit Gleichheit.

Zur Verkiirzung der Notation fiihren wir noch die folgende Schreibweise fiir ein
Gruppenelement g einer Gruppe (G, *) und eine Zahl k € Z ein:

(g*g*g*---*g, falls &£ > 0,

k‘l\Eal
& ={n, falls k = 0,
ghrghegts-oxgh falls k<0.

\ kMal
Ubungsaufgabe 2.3.13. (a) Bestimmen Sie ({3,6}) und ({3,2}) in (Z, +).

b) Zeigen Sie: Ist (G, *) Gruppe und g € G, so gilt ({g}) = {¢* : k € Z}.
(

2.3.2. Gruppenhomomorphismen

Definition 2.3.14. (a) FEs seien (G,*) und (H,o) Gruppen. Fine Abbildung
f: G — H heifft (Gruppen-)Homomorphismus, falls

flg1 % g2) = f(g1) © f(g2) fir alle g1,92 € G
qgilt.
(b) FEin bijektiver Gruppenhomomorphismus heifft (Gruppen-)Isomorphismus.

(¢c) Zwei Gruppen G und H, fir die ein Isomorphismus f : G — H existiert,
heiffen isomorph.

Beispiel 2.3.15. (a) Die Abbildung

;- (Z,+) — (Z,+)
K — 4k

ist ein Homomorphismus, denn fiir alle k, ¢ € Z gilt
flk+0)=4(k+0) =4k + 40 = f(k)+ f(L).

Allerdings ist f kein Isomorphismus, denn f ist nicht surjektiv.

Zeigen Sie, dass f : (Z,+) — (4Z,+) ein Isomorphismus ist.
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(b) Die Abbildung

x — 27

. {(R+) = (R\{0},")

ist ebenfalls ein Homomorphismus, denn fiir alle z1, x5, € R gilt
9(371 4 x2) — 2x1+m — 9T1 QT2 _ g<x1) -g(xQ).
Ist g ein Isomorphismus?

Ubungsaufgabe 2.3.16. Zeigen Sie: Ist (G, *) eine Gruppe und g € G ein
beliebiges Gruppenelement, so ist

G =G
IEER N gt xhxg

ein Homomorphismus.
Finden Sie weiter Beispiele von Gruppen G' und Elementen g € G, so dass ¢,
einmal ein Isomorphismus ist und einmal nicht.

Satz 2.3.17. Es seien (G,*) und (H,o) Gruppen mit neutralen Elementen ng
bzw. ng und f: G — H ein Homomorphismus. Dann gilt

(a) f(ng) =nm.

(b) f(9) = f(g*) fiir jedes g € G.

(c) f(G) ist eine Gruppe, d.h. eine Untergruppe von H.
(d) Ist G abelsch, so ist auch f(G) abelsch.

Beweis. (a) Dank (n) haben wir ng = ng * ng. Also ist wegen der Homomor-
phieeigenschaft von f auch f(ng) = f(ng *ng) = f(ng) ¢ f(ng). Weiter
hat f(ng) wie jedes Gruppenelement wegen (i) ein Inverses f(ng)® in H.
Damit gilt
(i)
ny = f(na) o f(ne) = f(ne)* o (f(ne) o f(na))

D (fne)t o f(na)) © f(ng) Lng o fng) Y flne).

(b) Sei g € G. Dann gilt mit der Homomorphieeigenschaft von f und Teil [(a)]
des Beweises.

flg)o f(g*) = f(g* ¢°) = f(nc) = na,

F(g%) o f(g) = F(g* % 9) = f(ne) = nu.
Also ist f(g*) = f(9)".
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(c) Wir wenden das Untergruppenkriterium an. Wegen Teil @ des Beweises
gilt ny = f(ng) € f(G), also ist f(G) # 0 und wir haben (UG1). Zum
Nachweis von (UG2) seien hy, hy € f(G) gegeben. Dann gibt es g1,90 € G
mit f(g1) = hi und f(g2) = ho. Mit diesen haben wir dank Teil [(b)]

hiohy' = f(g1) © f(g2)F = (1) © F(92") = f(g1 % g2*) € F(G).

(d) Sei nun G abelsch und seien hq, hy € f(G). Dann gibt es wieder g1, 92 € G
mit f(g1) = hy und f(g2) = he und wir bekommen

Iy ohs = fg1) o f(g2) = Flar % 92) = f(ga% 1) = [(g2) & F(gn) = ha o .
]

Definition 2.3.18. Es seien (G, *) und (H, <) Gruppen mit neutralen Elementen
ng bzw. ng und f : G — H ein Homomorphismus. Dann heifit ker(f) := {g €
G: f(g) =ng} Kern von f.

Beispiel 2.3.19. Wir betrachten

n — 2n.

‘. {(Zm = (24, 4)

Diese Abbildung ist wegen

—_—
—_—

F(y + i) = f(n1 4 ng) = 2(ny +ng) = 204 + 2ny = f(in) + f (1)

ein Homomorphismus mit

fO =0, f(1)=2 f2)=4=0, fB=6=2
In diesem Fall ist also ker(f) = {0, 2}.
Satz 2.3.20. Die Menge ker(f) ist immer eine Untergruppe von G.

Beweis. Es ist immer f(ng) = ny, vgl. Satz 2317 ((a)] also ist ng € ker(f) und
damit ker(f) # ). Seien nun gy, go € ker(f). Dann gilt

Flg1 % g2*) = fg1) © f(g2") = fgn) © f(92)" = npr oy’ = ny ong = ny.

Also ist auch g; * go* € ker(f) und die Behauptung folgt aus dem Untergruppen-
kriterium. U

Insbesondere haben wir damit gesehen, dass {0, 2} eine Untergruppe von (Zy, +)
ist.
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2.4. Ringe und Korper

2.4.1. Ringe
Definition 2.4.1. (a) FEine Menge R mit zwei Verkniipfungen + : R X R — R

und - : Rx R — R heifit Ring, falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
o (R,+) ist eine abelsche Gruppe.
e Va,bce R:a-(b-¢c)=(a-b) ¢, d.h. ,“ist assoziativ.

e Va,bce R:a-(b+c¢)=a-b+a-cund(a+b)-c=a-c+b-c, dh.
die beiden Verkniipfungen erfiillen die Distributivgesetze.

(b) Das neutrale Element der Gruppe (R, +) heifit Nullelement, Symbol: 0.

(c) Ezistiert ein Element 1 € R mit a-1=1-a = a fir jedes a € R, so heifit

1 Einselement von R und man nennt dann R einen Ring mit Eins.

(d) Ist zusdtzlich die Verknipfung .- auf R kommutativ, so nennt man R einen

kommutativen Ring.

Beispiel 2.4.2. (a) (Z,+,-), (Q,+,-) sind kommutative Ringe mit Eins.

(b)

(0)
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Rlz], d.h. die Menge aller Polynome in einer Variablen iiber R, ist ein kom-
mutativer Ring mit dem Einselement, das durch das konstante Polynom 1
gegeben ist.

Sel n € N N mit n > 2. Definieren wir auf 7Z, eine Multiplikation durch
b=a- b so ist diese nach Satz 2.I.5[(D)| wohldefiniert.

Wir wollen nun zeigen, dass (Z,, +, -) sogar ein kommutativer Ring mit Eins
ist. Dazu erinnern wir uns zunéchst, dass wir in Beispiel bereits
festgestellt haben, dass (Z,,+) eine abelsche Gruppe ist. Die Assoziati-
vitdt und die Kommutativitat von ,,-“, sowie die Distributivgesetze konnen
wir leicht auf die entsprechenden Elgenschaften von Z zurtickspielen. Hier
fiihren wir beispielhaft nur das Assoziativgesetz vor. Fiir alle k, 0, m € Z,
gilt

(k-0) =0 -m=Fk 0 -m=k-(C-m)=k-({-m).

SchliefSlich bleibt uns noch das Einselement zu identifizieren, aber auch das
ist nicht sonderlich schwer, denn fiir alle k € Z,, gilt 1 -k =1 - 1 k= k, also
ist 1 das Einselement von (Zn, +,-).

Was bei der Multiplikation in Z, fiir konkrete (kleine) Werte von n passiert,
kann man sich gut mit Multiplikationstafeln klar machen. Hier sind die fiir
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01 2 3 4 01 2 3
00 0 0 0 0 00 0 0 0
110 1 2 3 4 110 1 2 3
210 2 4 1 3 210 2 0 2
310 3 1 4 2 310 3 2 1
410 4 3 2 1

Schreibweise 2.4.3. Sei (R, +,-) ein Ring.
(a) Das zu r € R additiv inverse Element bezeichnet man mit —r und fir
r,s € R schreibt man r — s statt r + (—s).
(b) Oft lasst man das - “ weg und schreibt rs statt r - s firr,s € R.
Satz 2.4.4. Sei (R,+,-) ein Ring. Dann gelten die folgenden Aussagen:
(a) Fir jedesr € R gilt0-r=r-0=0.
(b) Fir aller,s € R gilt (—r)-s=1-(—s) =—(r-s) und (—=r) - (—s) =rs.
(¢) Fiir jede Wahl von r,s,t € R gilt r(s —t) =rs —rt.

Beweis. (a) Sei r € R. Dann gilt wegen (n) und dank des Distributivgesetzes
r-0=7r-(04+0)=7r-0+7r-0. Da (R,+) eine Gruppe ist, besitzt r - 0 ein
additives Inverses —(r - 0). Mit diesem gilt

O0=r-0—r-0=(r-0+7r-0)—r-0=r-0+(r-0—7r-0)=r-0.

[(B)} Ubung. O

Analog zur Situation bei Gruppen definieren wir Homomorphismen und Isomor-
phismen von Ringen, als die Abbildungen, die die beiden Verkniipfungen von
Ringen respektieren.

Definition 2.4.5. Seien (R, +,-), (S,®,®) Ringe.
(a) Eine Abbildung f : R — S heifit (Ring-)Homomorphismus, falls fir alle
r,s € R qilt
fr+s)=fr)@ f(s) und  f(r-s)=f(r)o f(s) (2.2)

(b) Sind R und S Ringe mit Eins und sind 1g und 1g die beiden Finselelemente,
so fordert man zusdtzlich zu ([2.2])

f(1r) = 1s.

(c) Einen bijektiven Ringhomomorphismus nennt man (Ring-)Isomorphismus
und sagt in diesem Full, dass die beiden Ringe R und S isomorph sind.

Bemerkung 2.4.6. Wie bei Gruppen gilt auch fiir Ringe, dass das Bild eines
Rings unter einem Ringhomomorphismus immer wieder ein Ring ist.
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2.4.2. Korper

Die letzte klassische Rechenart, die wir jetzt noch nicht untersucht haben, ist
das Teilen. Zum Teilen brauchen wir auf jeden Fall eine Eins, wir sollten also
mit einem Ring mit Eins R starten und uns iiberlegen, was wir weiterhin zum
Teilen brauchen. Teilen durch ein € R bedeutet Multiplizieren mit 1/r, aber
was ist das, 1/r? Das ist ein Element, das, wenn wir es mit r multiplizieren das
Einselement ergibt. Wegen Satz M@ heiflt das von vornherein, dass wir Teilen
durch Null komplett vergessen konnen. Um ansonsten freiziigig teilen zu konnen,
fordern wir also, dass es zu jedem r € R\ {0} ein Element r~! € R gibt mit
rort=rt.r=1

Nun erhebt sich natiirlich die Frage: Gibt es solche Ringe? Ja, z.B. Q und R sehen
gut aus. Wie ist es mit unseren anderen Beispielen?

Z: Nein, sicher nicht, denn es gibt kein £ € Z mit k-2 = 1.
R[z]: Ebensowenig, denn fiir welches Polynom P gilt P(z) - 2% = 17

Z,: Hier ist die Sache weniger klar und héngt von n ab (wie genau werden wir
weiter unten sehen). Wir betrachten die Beispiele n = 4 und n = 5, vgl.
Beispiel
Fiir n =4 gilt 2-2 = 4 = 0, was schon mal befremdlich aussieht. Nehmen
wir nun an, es gibe ein Element 2-! € 7Z,, also ein n € {0,1,2,3} mit
=271, so folgt

0=0-n=0-n=2-2-2"1=2,

was ein sauberer Widerspruch ist, also kann man in Z, nicht durch 2 teilen.

In Zs sieht das schon anders aus. Aus der Multiplikationstabelle in Bei-

spiel Z.4.2(c)| liest man ab:

I'=1, 27'=3 3'=2 4'=4

Dem befremdlichen Verhalten von Z, oben geben wir zunéchst einen Namen.

Definition 2.4.7. Sei (R, +, ) ein Ring. Gibt es Zahlenr,s € R\{0} mitrs =0,
so heifit r ein linker und s ein rechter Nullteiler.

Wir wollen nun den besonders schonen Ringen, in denen wir durch alles aufler
der Null teilen konnen, einen eigenen Namen geben.

Definition 2.4.8. Ein kommutativer Ring mit Fins K, in dem zusditzlich (K \
{0}, ) eine abelsche Gruppe ist, heiffit Korper.

Beispiele von Korpern sind die rationalen Zahlen Q, sowie die reellen Zahlen R
und wie wir oben gesehen haben Zjs.
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Bemerkung 2.4.9. Da es in der Defintion des Koérpers etwas versteckt ist, sei
an dieser Stelle explizit darauf hingewiesen, dass in jedem Korper 1 # 0 gelten
muss, denn die Eins ist das neutrale Element der Gruppe (K \ {0}, -) und kann
damit nicht Null sein.

Wir wollen nun zeigen, dass es in Korpern keine Nullteiler geben kann.

Satz 2.4.10. Ist K ein Korper, so gilt fir alle x,y € K
x-y=0=2=0 odery =0.

Beweis. Seien x,y € K mit x-y = 0. Ist x = 0 sind wir fertig, sei also x # 0. Dann
gibt es das multiplikative Inverse 27! € K und wir haben mit Unterstiitzung von

Satz 2.4.4[(a)]

0
Satz 2.4.11. Der Ring (Zy,+, ) ist genau dann ein Kérper, wenn n prim ist.

Beweis. ,=" Sei n nicht prim. Dann gibt es p,r € {2,3,...,n—1} mit n = pr.
Das bedeutet aber p-7 = pr = n = 0 und da p und 7 beide nicht gleich 0
sind, hat Z,, also Nullteiler und kann kein Korper sein.

Zum Nachweis der Riickrichtung beobachten wir zunéchst, dass (Z,,+, )
nach Beispiel ein kommutativer Ring mit Eins ist, es bleibt also nur
zu zeigen, dass jedes Element von Z,,, das nicht Null ist, ein multiplikatives
Inverses besitzt. Sei also a € {1,2,...,n — 1} gegeben.

Da n prim ist und a < n gilt, bekommen wir aus dem kleinen Satz von
Fermat, vgl. Korollar 2217, dass a”' = 1 (mod n) ist. Das bedeutet in

Z,, gilt an—! = 1. Betrachten wir nun das Element b:= a2 € Z,, so gilt

—_— /S —

a-b=a-a"2=qg-aq"2=q" 1 =1.

Also ist @' = b = a2 das gesuchte inverse Element und wir sind fertig.
O

Definition 2.4.12. Seien (K, +,-) und (L,®,®) Kérper mit Einselementen 1k
und 17.

(a) Ein Ringhomomorphismus f : K — L (mit f(1x) = 11, vgl. Definiti-
on[27-9((b)) heift (Korper-)Homomorphismus.

(b) Ist f zusdtzlich bijektiv, so heifst f (Korper-)Isomorphismus, und man nennt
dann K und L isomorph.
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(c) Ist schliefllich f : K — K ein Isomorphismus, so nennt man f einen
(Korper-) Automorphismus von K.

Bemerkung 2.4.13. Wie bei Gruppen und Ringen gilt auch hier, dass fiir jeden
Kérperhomomorphismus f : K — L die Menge f(K) ein Korper ist.

Beispiel 2.4.14. (a) Jeder Kérper K hat den Automorphismus id : K — K,
dies ist der sogenannte triviale Korperautomorphismus.

(b) Ein Koérperhomomorphismus ist z.B. id : Q — R.

Sind (K,+,+) und (L, ®,®) Korper und f : K — L ein Homomorphismus, so
ist wenig iiberraschend, dass f(Ox) = O und f(lx) = 1, gilt, denn f ist ja
insbesondere auch jeweils ein Gruppenhomomorphismus von (K, +) nach (L, &),
bzw. von (K \ {0},-) nach (L\ {0}, ®). Auf den ersten Blick weniger zu erwarten
ist folgendes Resultat.

Satz 2.4.15. Jeder Korperhomomorphismus f : K — L st injektiv.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass f~'({0;}) = {0k} ist, d.h. nur das Nullele-
ment von K wird auf das Nullelement von L abgebildet. Dazu nehmen wir an, es
gibe ein x € K mit x # 0 und f(x) = 0r. Wegen z # O gibt es dann 27! € K
mit z - 7! = 1. Also ist

L= f(g) = flz-27) = f@) © fz7) =0, fz7") = 0y

und das ist in einem Koérper nicht moéglich.
Seien nun xq,x € K mit f(z1) = f(x2) gegeben. Dann gilt

flxr —xg) = f(xl + (‘902)) = f(x1) ® f(—x2) = f(21) © (—f(22))
= [(z1) © f(z2) = Or.

Also muss nach obigen Erkenntnissen x7; — x9 = Ok und damit x; = x5 sein. Das
bedeutet aber gerade, dass f injektiv ist. O

Definition 2.4.16. Ist (K,+,-) ein Kérper, auf dem eine Totalordnung ,<“
gegeben ist, so dass

e Va,bce K:a<b=a+c<b+cund

e Va,b,ce K:(a<bundOg <c¢) = ac < bc
gelten, so heifst (K, +,-, <) angeordneter Korper.
Ein Paradebeispiel fiir einen angeordneten Korper ist Q.

Ubungsaufgabe 2.4.17. Ist (K, +, -, <) ein angeordneter Korper, so gilt
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(a) Fir alle @ € K mit a > 0 gilt —a < 0.
(b) Fiir alle a € K gilt a®> > 0.

Wir kénnen nun den Begriff des angeordneten Korpers verwenden, um den Korper
der reellen Zahlen zu definieren.

Definition 2.4.18. Ein angeordneter Kérper, der das Vollsténdigkeitsaxiom:
Jede Teilmenge, die eine obere Schranke besitzt, besitzt auch ein Supremum.

erfillt, heifst Korper der reellen Zahlen.

Natiirlich ist diese Definition erst dann sinnvoll, wenn sie keinen inneren Wider-
spruch enthélt, d.h. die Konstruktion eines solchen Koérpers iiberhaupt moglich
ist und auferdem miissten wir noch zeigen, dass es (bis auf Isomorphismen von
Koérpern) nur einen solchen Kérper gibt.

2.5. Der Korper der komplexen Zahlen

Definition 2.5.1. Wir definieren auf der Menge R?> = R x R eine Addition ®
und eine Multiplikation ®, indem wir fir (z1,y1) und (z2,y2) € R? setzen:

(z1,91) ® (w2,12) = (1 + 2,91 + 12) und
(x1,y1) © (22, y2) = (X122 — Y1Y2, T1Y2 + Y122).

Satz 2.5.2. (R?, ®,®) ist ein Kérper.

Bewers. Zunéchst ist festzustellen, dass & und © wohldefinierte Verkniipfungen
sind, da sie jeweils zwei Elementen von R? wieder Elemente von R? zuordnen.
Wir wenden uns also dem Nachweis zu, dass (R?, &) eine abelsche Gruppe ist.
Fiir alle (z1, 1), (T2, y2), (z3,y3) € R? gilt dank der Assoziativitidt bzw. Kommu-
tativitdt von R

((z1,91) @ (22, 92)) © (w3, 43) = (21 + 22) + @3, (Y1 + Y2) + v3)
= (w1 + (@2 + 73), 51 + (42 + 13))
= (z1,11) ® ((22,92) @ (23,¥3))

und

(21, 91) © (T2, 92) = (v1 + 22,51 +y2) = (2 + 21,92 + 1) = (T2, y2) D (21, 41).

Weiterhin ist (0,0) das additive neutrale Element, denn fiir jedes (x,y) € R? gilt

(z,y) ® (0,0) = (z+ 0,y +0) = (z,y).
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SchlieBlich ist das zu (z,y) € R? additiv inverse Element gegeben durch (—z, —y),
denn (l‘, y) D (—ZL‘, _y) = (:E — Y — y) = (07 O)

Die niichste Etappe ist der Nachweis, dass (R?\ {(0,0)}, ®) eine abelsche Gruppe
ist. Die Assoziativitdt und die Kommutativitdt findet man wieder durch eine
geradlinige Rechnung, die allerdings leicht langlich wird. Wir wollen hier deshalb
darauf verzichten (Weniger freundlich ausgedriickt: Der Autor kneift...). Das
multiplikative neutrale Element ist in diesem Fall gegeben durch (1,0), denn fiir
jedes (z,y) € R? gilt nach Definition der Multiplikation

(v,y) ©(1,0)=(z-1—y-0,2-0+y-1) = (z,y).

Ganz so einfach zu erraten ist das multiplikativ inverse Element nicht (aber Sie
werden in wenigen Seiten wissen, wie man es sich merken kann). Wir geben uns
also ein (z,y) € R? mit (z,y) # (0,0) vor und behaupten, dass (%~ w7 ) das
Inverse ist. Bevor wir das nachrechnen, beachte man noch, dass dieser Ausdruck
tatsichlich fiir alle (z,y) # (0,0) definiert ist, da der Nenner nur Null wird, wenn
2 und y beide Null sind. Tatséchlich haben wir

2 2

(x,y)®< S _y2>=( A ———T—— 2):(1,0).

24y et +y vy 2?4yt a4yt 4y

Damit bleibt uns zum Koérpergliick nur noch ein Distributivgesetz nachzurechnen.
Seien also (z1,y1), (T2, y2), (r3,y3) € R%. Dann gilt

(1,91) © ((22,92) ® (23,3)) = (£1,41) © (22 + 23, Y2 + Y3)
(90 (w2 + 23) — y1(y2 + y3), 21 (y2 + y3) + i (22 + fEs))
(901@ + 2173 — Y1Y2 — Y1Y3, T1Y2 + T1Y3 + Tay1 + $3y1)
(901@ Y1Y2, T1Y2 + $2y1) D (901$3 — Y1Y3, T1Y3 + $3y1)
= (T1,91) © (22, Y2) ® (z1,41) © (23, Y3)-
[

Definition 2.5.3. (R? @, ®) heifit Korper der komplexen Zahlen und wird ib-
licherweise mit C bezeichnet.

R C
Satz 2.5.4. Die Abbildung f : - ist ein Korperhomomorphismus.
r +—(z,0)

Beweis. Es gilt fiir alle z,y € R
flet+y)=(x+y,0)=(2,0)® (y,0) = f(z) © fy)

und
Da schlieBlich noch f(1) = (1,0) = 1¢ ist, sind wir schon fertig. O
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Bemerkung 2.5.5. Dank Satz ist obiger Homomorphismus f : R —
{(x,y) € R* : y = 0} bijektiv. Die reellen Zahlen kénnen daher mit der Identi-
fikation z = (z,0) als Teilkorper der komplexen Zahlen aufgefasst werden. Wir
haben also unseren Zahlraum noch mal erweitert.

Beispiel 2.5.6. Wir berechnen zwei wesentliche Produkte komplexer Zahlen. Es
ist

(0,1)®(0,1)=(0-0—-1-1,0-1+1-0) = (-1,0) = —1
und fiir alle y € R gilt

(y,00©(0,1)=(y-0—-0-1,y-14+0-0) = (0,y).

Bemerkung 2.5.7. Setzt man i := (0, 1), so gilt nach obiger Rechnung i* =
(—1,0) = —1. Damit kénnen wir eine andere, intuitiver zu verwendende Schreib-
weise der komplexen Zahlen einfithren. Wir machen uns dazu zu nutze, dass fiir
(z,y) € C mit obigen Identifikationen gilt

(z,y) = (2,008 (0,y) = (z,0)© (1,0)® (y5,0) © (0, 1) =z -1 +y i
Die komplexe Addition und Multiplikation berechnet sich dann wegen

(21 4+ yi) + (22 + y2l) = (21 +22) + (11 +y2)i und
(21 4 y11) - (T2 + yol) = 122 + Y1yoi® + 1Yol + Topni
= (2172 — y192) + (T1y2 + T291)i,

indem man wie wir es aus R gewohnt sind rechnet und unterwegs immer i = —1
beachtet.

Wir werden deshalb in Zukunft auf die Kringel um Plus und Mal verzichten und
die gewohnten Symbole verwenden.

Die fiir die komplexen Zahlen fundamentale Zahl i nennt man auch die imagindre
Einheit.

Definition 2.5.8. Sei z € C und seien x,y € R so, dass z = (x,y) = = + yi ist.
Dann heifst

Re(z) := x Realteil von z und

Im(z) :=y Imaginérteil von z.
Ist y =0, so nennt man z reell und ist x = 0, so heiffit z rein imaginér.

Bemerkung 2.5.9. (a) Zunichst als Warnung vor einem héufigen Fehler der
Hinweis, dass der Imaginérteil einer komplexen Zahl immer reell ist. Es ist
z.B. Im(3 + 2i) = 2 und nicht 2i.
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Im@)|........... z

Abbildung 2.2.: Die komplexe Zahlenebene

(b) Da die komplexen Zahlen aus R? hervorgehen, kann man sie sich gut in der
sogenannten komplexen Zahlenebene, auch Gauf’sche Zahlenebene genannt,
vgl. Abbildung 2.2] veranschaulichen.

Definition 2.5.10. Sei z = z 4+ yi € C mit x,y € R. Dann heifst.

Z:=x—vyi zu z konjugiert komplexe Zahl und
lz| = V22 +y? Betrag von z
Satz 2.5.11. (a) Fiir jedes z € C gilt Z = 2.
(b) Die Abbildung z — Z ist ein nichttrivialer Kérperautomorphismus von C.
(¢c) Esist z+7Z=2-Re(z) und z —Z =2 - Im(2)i.

(d) Ein z € C ist genau dann reell, wenn z = Z gilt.

Beweis. (a) Z=x+yi=w—yli=z+yi=2.

(b) Zunéchst ist T =1 = 1¢. Weiter gilt fiir alle 2 = z + yi und w = u + vi aus
C mit z,y,u,v € R

ztw=zc+yitutvi=z+u+(y+v)i=z+u—(y+o)i
=r—yit+u—vi=z4+w

und

Zw = (x4 yi) - (u+vi) = 2u — yv + (2v + yu)i = zu — yv — (zv + yu)i
— 2 — (=) (=) + #(=0)i + ()i = (@ + (~9)i) - (u+ (~0))

=(z—yi) (u—vi)=Z w.
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Also ist die Konjugation schon mal ein Koérperhomomorphismus. Nach
Satz ist dieser auch injektiv, wir brauchen also zum Nachweis, dass es
sich um einen Automorphismus handelt, nur noch die Surjektivitit. Doch
diese folgt direkt aus , denn zu jedem z € C ist demnach Z ein Urbild
unter der Konjugation.

Schliefflich ist die Konjugation nicht der triviale Koérperautomorphismus,
denn i = —i #1i.

(c) z4z=ax+yi+z—yi=2r=2-Re(z) und z —Z =z + yi — (x — yi) =
2yi = 2 - Im(2)i.

(d) Ist z € C reell, so gilt z = 2+ 0 -1 fiir ein z € R. Also ist in diesem Fall
z=2+0-i=2—-0-i=2==z

Gilt umgekehrt z = Z, so ist mit obiger Rechnung Im(z) = (2 —%)/(2i) = 0,
also ist z = Re(z) reell. O

Satz 2.5.12. Fir alle z, 21,20 € C gilt
(a) |2 = |z
(b) z-z =z~
(c) 271 = ﬁ falls z # 0.
(d) Re(2) < || wnd Tm(2) < |2].
(e) |zl € R und |z] >0 und (|]2| =0 <= 2z =0).
(f) |21 2| = || - 2],
(g9) |21+ 22| <|z1|+ |22].  (Dreiecksungleichung)
Beweis. Ubung O

Mit dem Wissen aus dieses Satzes erklédrt sich nun auch riickwirkend die
zunéchst unintuitive Wahl des multiplikativen Inversen im Beweis von Satz[2.5.21

Satz 2.5.13. Es gibt keine Totalordnung auf C, die C zu einem angeordneten
Korper macht.

Beweis. Wir nehmen an, es gibe eine solche Totalordnung ,,<“. Nach Ubungs-
aufgabe m@ gilt dann 22 > 0 fiir jedes z € C. Speziell fiir z = —1 erhalten
wir also 1 = (—1)? > 0 und mit z = i erhalten wir —1 = i®> > 0. Das ist nun ein
Widerspruch zu Ubungsaufgabe m&gﬂ Also kann es solch eine Totalordnung
nicht geben. O
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2. Algebraische Strukturen: Gruppen, Ringe, Korper

Satz 2.5.14 (Fundamentalsatz der Algebra). Es sei n € N* und p(z) = a,2" +
12"+ -+ a1z +ag ein Polynom mit a; € C fir j =0,1,...,n und a, # 0.
Dann hat p eine Nullstelle in C.

Insbesondere zerfillt jedes komplexe Polynom tiber C in Linearfaktoren.

Bemerkung 2.5.15. Der Fundamentalsatz der Algebra bedeutet, dass jede poly-
nomiale Gleichung iiber C l6sbar ist (ja, auier 3 = 5 und Ahnlichem natiirlich. . .).
Der entsprechende Schonheitsfehler von R, wo z.B. die Gleichung 22 +1 = 0 keine
Losung besitzt, ist damit durch die Zahlerweiterung nach C behoben. Wir werden
diese Eigenschaft von C noch sehr zu schétzen lernen.
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3. Lineare Algebra

3.1. Vektorraume

3.1.1. Das Axiomensystem und Beispiele

Definition 3.1.1. (a) Sei V eine Menge und K ein Kérper. Weiter seien zwei

Verkniipfungen
+:VxV =V, (Vektoraddition)
K xV =V (Skalar-Multiplikation)

gegeben. Die Menge V' mit diesen beiden Verkniipfungen heifst dann Vektor-
raum tber K oder auch K-Vektorraum, falls die folgenden Aziome erfillt
sind:

(V1) (V,+) ist eine abelsche Gruppe.
(V2) VveV:1l-v=u.
(V3) Vwe VVa,fe K:(af) - v=a-(8 ).
(V4) YweVVa,feK : (a+f) - v=a-v+p-v.
(V5) VovyweVVae K :a-(v+w)=a-v+a-w.
(b) Das neutrale Element der Gruppe (V,+) wird als Nullvektor bezeichnet und
die Elemente des zugrundeliegenden Kérpers K nennt man Skalare.
Ist speziell K = R, bzw. K = C, so spricht man von einem reellen, bzw.

komplexen Vektorraum.

Vektorrdume spielen in vielen Bereichen der Mathematik eine fundamentale Rolle.
Wir wollen das mit einem Stapel verschiedener Beispiele andeuten.

Beispiel 3.1.2. (a) Der Raum K" der n-Tupel
Sei K ein Kérper und n € N*. Dann ist

X
X2
Kn::\[(XKX_,.X[(l: . I‘JEKfurjzl,Q”n
nMal i
T,
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z1 1
mitdenﬁir<;),<;)€K”undaEKdurch

In Yn
1 Y1 1+ W% 1 Ty
T Y2 To + Yo T QT
+1 | = ) und a-| | =

0

gegebenen Verkniipfungen ein K-Vektorraum mit < : ) als Nullvektor. Das
.o O

Nachrechnen der Axiome ist eine leichte Ubung.

Im Falle K = R ist R der sogenannte reelle Standardvektorraum.

Aus Griinden, die erst spéter klar werden werden, ist es sinnvoll die Ele-
mente von K" als Spalten zu schreiben. Da das aber in der schriftlichen
Darstellung manchmal sehr viel Platz verbraucht, fithren wir die Notation

hal T g
i) i)

(z1,29,...,2,)" = : und : = (21,2, ...,Ty)
Ty Ty

ein. Das , T“ macht also formal aus einem Zeilenvektor einen Spaltenvektor
und umgekehrt. Man liest 27 als 2 transponiert®.
Der Raum der p x n-Matrizen

Seien K ein Korper und p,n € N*. Dann ist K?*" der Vektorraum aller
Matrizen mit p Zeilen und n Spalten, d.h.

Q11 12 ... Qqp
Qo1 (oo ... QOap
Xn ,__ ] . B
KPXm . — : N : o e K, g=1,...,p, k=1,...,n
Qp1 Qp2 ... Qpp

Eine Matriz ist also ein rechteckiges Schema aus pn Elementen aus K.
Wie kann man nun mit solchen Monstern rechnen und wozu ist das gut?
Die Antwort auf die zweite Frage werde ich Thnen im weiteren Verlauf der
Vorlesung néher bringen, zunéchst wollen wir fiir die Matrizen eine Addition
und eine Skalar-Multiplikation definieren.

Seien also A = (ayk)j=1,.. pk=1,..n Und B = (Bjk) =1, pk=1,..n Matrizen aus
KP*" sowie A € K. Dann definieren wir beide Verkniipfungen im Prinzip



3.1. Vektorraume

wie in @ komponentenweise durch

A+ B = (i) j=1,..ph=1,..0n + (Bjk)j=1,...p=1,.n := (Qj + Bjk)j=1,..pk=1,..n

an+ B e+ B2 .. i+ Bin
| ant Bor Qg+ Baa ... op + Pon
apl + Bpl Oépg + BpZ cee apn + Bpn

und

)\0411 )\&12 e )\aln
)\0421 )\&22 e )\O[Qn
)\Oépl )\Oép2 Ce )\Oépn

Der Nullvektor, der hier auch Nullmatriz genannt wird, ist die Matrix, deren
Eintrédge alle Null sind. Das Nachrechnen der Axiome ist hier naturgemaf
etwas mithsamer als in [(a)] aber genauso elementar.

Hier ist noch ein konkretes Beispiel fiir das Rechnen mit Matrizen iiber Q,
bzw. R, bzw. C.

3 1 2 -2 0 3
-2 5 1 + 2 1 -2 =2
1 -1 -1 1 0 0
3 1 2 -4 0 6 -1 1 8
= -2 5 1 + 2 —4 —4 = 0 1 -3
1 -1 -1 2 0 0 3 -1 -1
Funktionenridume

Sei K ein Korper und M eine Menge. Die Menge Abb(M, K) aller Funktio-
nen von M nach K ist mit den fiir f, g € Abb(M, K) und a € K definierten
Verkniipfungen

Fig: M —K und of M — K
TV o fa) + gla) Nz = af(@)

ein K-Vektorraum.

Dies wollen wir exemplarisch ausfiihrlich beweisen. Zunéchst beobachten
wir, das die beiden oben definierten Verkniipfungen in dem Sinne wohl-
definiert sind, dass sie als Ergebnis jeweils immer wieder ein Element von

Abb(M, K) liefern. Es bleiben also die Axiome (V1) bis (V5) zu zeigen.
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3. Lineare Algebra

(V1) Zunéchst ist die Verkniipfung ,,+*“ assoziativ, denn fiir je drei Funk-
tionen f, g, h € Abb(M, K) gilt dank der Assoziativitdt der Addition
in K fiir alle x € M

[(f +9) +h](x) = (f +9)(x) + h(z) = (f(2) + g(x)) + h(2)
= f(@) + (9(x) + h(z)) = f(2) + (g + h)(2)
= [f+ g+ )] ().
Alsoist (f+g)+h=f+(g+h).

Genauso bekommt man die Kommutativitdt wegen

(f +9)(@) = f(z) +9(z) = g(x) + f(z) = (g + ) ().

Als neutrales Element der Addition identifizieren wir die Nullabbil-
dung 0 : M — K mit o(x) = 0 fiir alle z € M. Mit dieser gilt ndmlich
fiir alle f € Abb(M, K) und alle x € M

(f +o)(x) = f(x) +o(x) = f(x) + 0 = f(x),

also ist f + o = f fiir jedes f € Abb(M, K)
(

SchlieBlich findet man zu jedem f € Abb(M, K) das additiv inverse
Element —f : M — K mit (—f)(z) = —f(z), v € M, denn fiir dieses
gilt fiir jedes x € M

(f + (=M)(x) = f(2) + (=f)(x) = f(x) = f(z) =0 = ofx),

und damit haben wir f + (—f) = o.

(V2) Sei f € Abb(M, K). Dann gilt (1- f)(z) = 1- f(z) = f(z) fir alle
xr€e€ M, alsoist 1- f=f.

(V3) Seien o, B € K und f € Abb(M, K). Dann gilt fiir jedes x € M unter
Ausnutzung der Assoziativitdt der Multiplikation in K

[(aB)- f](z) = (aB)f(z) = a(Bf(2)) = a((B- f)(x)) = [e- (8- )] (x)

und damit (af) - f=a- (8- f).
(V4) Seien o, f € K und f € Abb(M, K). Dann gilt fiir jedes x € M unter
Ausnutzung des Distributivgesetzes in K

[(a+8) - fl(z) = (a+ B)f(z) = af(x) + Bf ()
= (- f)@)+ (8- f)x)=[a- f+5- f]().

Das liefert wieder (¢ + ) - f=a-f+5- f.
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3.1. Vektorraume

(V5) Es seien a € K und f,g € Abb(M, K). Dann gilt fiir jedes x € M
wieder dank des Distributivgesetzes

o (f+9)](@) = a(f + 9)() = a(f(2) + 9(2)) = af(z) + ag(x)
= (a- f)(@) + (a-g)(x) = [a- f+a-g|(x)

und wir bekommen « - (f + g) = a - f + a - g wie gefordert.

Der Raum aller Folgen in K
Als Spezialfall von [(¢)] erhalten wir mit M = N den Raum F = Abb(N, K)

aller Folgen in K. Fiir ein Element a € F' schreibt man fiir das Bild von
n € N unter a statt a(n) tiblicherweise a, und gibt die Abbildung a als
,unendliche Liste“ der Bilder (ag, a1, as,...) an. Beispiele fiir Folgen in R

sind
(1 111 )_( 1 )
'273747°  \n+1/nen’
(1,2,4,8,16,...) = (2")nen,

(17 —17 1, _17 17 _17 17 .- ) = (<_1)n)n€N'

In dieser Schreibweise lesen sich die Verkniipfungen aus F' = Abb(N, K)
mit a,b € F und o € K so:

a+b=(ay)nen + (bn)nen = (ao, a1, ag,...) + (bo, b1, b2, .. .)
= (a0+b0,a1+b1,a2+b2,...) = (an+bn)neN und

a-a=a-(ay)nen = - (ag,a,as,...) = (ag, aay, aas, . ..) = (@, )nen-
Der Raum aller endlichen Folgen
Betrachtet man die Teilmenge

coo :={a € F : a,, # 0 nur fiir endlich viele n € N},

von F' aus @ so ist auch diese mit den Verkniipfungen aus F' ein K-
Vektorraum.

Elemente von ¢y sind z.B. fiir jedes k € N die Folgen e®) mit egk) =1 fiir
7 = k und Null sonst, d.h.

e® =1(1,0,0,0,0,0,0,...), e =1(0,1,0,0,0,0,0,0,...),
e =1(0,0,1,0,0,0,0,...), e® =1(0,0,0,1,0,0,0,0,...), usw.

Verwendet man fiir j,k € 7Z das sogenannte Kronecker-Delta, d.h. die

Schreibweise
1, falls j =k,
5jk = .
0, fallsj # k,
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3. Lineare Algebra

so kann man diese speziellen Elemente kurz beschreiben durch
e(k) = <5jk)j€N7 k € N.

Bemerkung 3.1.3. In jedem Vektorraum V gelten fiir die abelsche Gruppe
(V,+) nattrlich alle Ergebnisse aus dem Abschnitt iber Gruppen. Insbesondere
ist also der Nullvektor und das additive Inverse jeweils eindeutig bestimmt. Eben-
so iibernehmen wir fiir v, v € G die Schreibweise u — v fiir v 4 (—v). Schlielich
bemerken wir noch, dass nach unseren Erkenntnissen iiber Gruppen die Gleichung
a + x = b fiir jede Vorgabe von a,b € V in V eindeutig l6sbar ist.

Satz 3.1.4. Es sei V ein K-Vektorraum mit Nullvektor Oy. Dann gilt fiir jedes
a € K und allev eV

(a) a-v=0y <= (a=0 oderv=0y).
(b) (—a)-v=—(a-v), insbesondere ist (—1) - v = —v.

Beweis. Wir beweisen nur @, der Teil @ verbleibt als Ubung.

Zum Nachweis von ,,<=* in @ sei zunéchst a = 0. Dann gilt
(V2)
v =

(v4) v2)

l-v=(1+0)-v 1vt+0-0 2010 0.

Nach Bemerkung [3.1.3 hat die Gleichung v = v + x genau eine Lésung in V. Da
Oy nach (V1) eine Losung ist, muss also 0 - v = Oy sein, wie gewiinscht.

Sei nun v = 0y. Wir beobachten, dass fiir jedes & € K und w € V gilt

a-w(\g)a-(wjt()v) 0§)>a~w+a-0‘/.

Auch die eindeutig losbare Gleichung o - w = « - w + x hat wieder x = Oy als
Losung. Also ist - 0y = Oy

Es bleibt noch ,=* zu zeigen. Seien also a € K und v € V mit a-v = Oy
gegeben. Ist o = 0 so sind wir fertig, wir betrachten also den Fall o £ 0. Dann
gilt

(V2)

v:1-1)&;0(04_1&)-1):ofl-(oz-v):ofl-ov Oy . O

3.1.2. Die Summenschreibweise

In Vektorrdumen wird viel addiert und wir werden in den néchsten Kapiteln
Unmengen Summen mit einer variablen Anzahl, also z.B. n, Summanden haben.
Dazu fiithren wir folgende sehr praktische Notation ein, die Sie sich unbedingt
angewohnen sollten.
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Definition 3.1.5. Sei n € N und ag,aq,as,...,a, seien Elemente einer kom-
mutativen additiven Struktur, also z.B. eines Vektorraums, Korpers oder Rings,
oder auch einer abelschen Gruppe, deren Verkniipfung additiv geschrieben wird.
Dann schreibt man

Zaj =ap+a+ay+ -+ a,.
=0
Die Variable, die die Summanden hochzdhlt, in obigem Beispiel 7, heifst Summa-

tionsindex.

In Erweiterung obiger Definition schreibt man auch

9 00

ZZj:23+24+25+---+29 oder ij:x+x2+x3+x4+...
Jj=3 J=1

mit hoffentlich intuitiv klarer Bedeutung. Zumindest sollte jeder /m, die/der schon

mal eine Schleife programmiert hat, klar sein was hier passiert.

Im folgenden Beispiel kann man einige oft verwendete Rechenregeln fiir das Sum-
menzeichen finden.

Beispiel 3.1.6. (a)

9 6
> (k=3°=0"+1"+2"+ .- +6° =) Kk (Indexshift)
k=3 k=0

(b) Seien n € N* V' ein K-Vektorraum und « € K, sowie ay,as,...,a, € V.
Dann ist

a-Zak:a-(a1+a2+---+an):aa1+aa2+---+aan:2aak.
k=1 k=1

So einfach ist Ausmultiplizieren und Ausklammern mit dem Summenzei-
chen.

3.2. Untervektorraume, Basis und Dimension

3.2.1. Untervektorraume

Definition 3.2.1. Se: V' ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge U von V heifst
Untervektorraum von V', falls U mit den Verkniipfungen von V' ebenfalls ein K-
Vektorraum ist.

Bemerkung 3.2.2. Die Teilmengen {0y} und V sind in jedem Vektorraum V
Untervektorrdume.
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3. Lineare Algebra

Satz 3.2.3 (Untervektorraumkriterium). Fine Teilmenge U eines Vektorraums
V' ist genau dann ein Untervektorraum von V', wenn

(UVR1) U # 0 und

(UVR2) Va,be UVA\,u € K: da+ ube U
gelten.

Beweis. ,,=* Sei U ein Untervektorraum von V. Da damit U ein Vektorraum ist,
muss U nach (V1) zumindest einen Nullvektor enthalten, also gilt (UVR1).
Seien zum Nachweis von (UVR2) nun a,b € U und A\, € K. Da U mit
den Verkniipfungen aus V' ein K-Vektorraum ist, muss - : K x U — U und
+ : U xU — U gelten. Damit sind zunéchst Aa und pb in U und dann auch
Aa + pb.

Wir miissen zeigen, dass wir aus der Information, dass U eine Teilmenge
eines K-Vektorraums ist, und dass (UVR1) und (UVR2) gelten, schon nach-
weisen konnen, dass U selbst ein K-Vektorraum ist. Setzen wir in (UVR2)
A = pu = 1, so erhalten wir, dass fiir alle a,b € U gilt a + b € U, also
ist + : U x U — U schon mal eine verniinftige Verkniipfung auf U. Setzt
man g := 0 und b := a, so erhélt man das selbe Resultat fiir die Skalar-
Multiplikation.

Der Nachweis der Assoziativitit und der Kommutativitdt von ,,+%, sowie
von (V2)—(V5) ergibt sich jeweils direkt aus den entsprechenden Eigenschaf-
ten von V. Was wirklich zu zeigen bleibt, ist die Existenz eines neutralen
Elements und der additiv inversen Elemente in (U, +).

Nach (UVRI1) ist U # (), also gibt es irgendein v € U. Mit Hilfe von (UVR2)
muss dann auch 0-u = 0y € U sein und dieses Element ist natiirlich auch
in U ein neutrales, denn es gilt ja sogar v 4 0y = v fiir alle v € V.

Sei nun a € U gegeben. Dann ist wiederum nach (UVR2) auch das Element
—a = (—1)-a € U und wir sind fertig. O

Beispiel 3.2.4. (a) Der Vektorraum ¢y der endlichen Folgen in K, den wir in
Beispiel B.1.2l[(e)] kennengelernt haben, ist ein Untervektorraum des Raums
aller Folgen aus Beispiel B.L2[(d)]

(b) In Abb(R,R) betrachten wir die Menge U aller Funktionen f : R — R,
fiir die f(0) = 0 gilt und weisen nach, das dies ein Untervektorraum ist.
Zuniichst hat die Funktion f : R — R mit f(z) = 2® — m2? + 15z diese
Eigenschaft, also ist U nicht leer, d.h. (UVR1) gilt. Seien nun f,g € U und
A, p € R. Dann gilt

(Af +1g)(0) = Af(0) + ng(0) = A- 0+ -0 =0,

also ist auch A\f 4+ pg € U und wir haben (UVR2).
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3.2. Untervektorrdume, Basis und Dimension

(c) Im Standardvektorraum R? kann man alle Untervektorriume angeben. Ne-
ben den immer vorhandenen {0} und R? sind das genau die durch Ur-
sprungsgeraden beschriebenen Mengen.

Definition 3.2.5. Seien V' ein K-Vektorraum, n € N* und aq,as,...,a, € V,
sowie o, g, . .., o, € K. Dann heifit

n
E :O‘jaj
J=1

eine Linearkombination von ay,as, ..., a,.

Beispiel 3.2.6. In R? ist der Vektor (1,6)7 eine Linearkombination von a; =
(1,2)T, az = (0,1)T und a3 = (0,2)7, z.B. mit

(1,6)" = ay — 2ay + 3as oder (1,6)" = a; + 4ay + Oas.
Definition 3.2.7. Sei V ein K-Vektorraum und M C V. Dann heift

(M) := {v €V :v ist Linearkombination von Vektoren aus M}

= {vEV:EInEN* Jday,...,a, € K3dmy,...m, € M mz’tv:Zajmj}
j=1
lineare Hiille von M.
Ist M = {my,mq,...,m,} endlich, so schreibt man auch (my,ms,...,m,) statt
({my,ma,...,mp}).

Schlieflich setzen wir () = {0}.

Satz 3.2.8. Sei V' ein K-Vektorraum und M C V. Dann ist (M) ein Untervek-
torraum von V.

Beweis. Ist M = (), so ist (M) = {0} und damit ein Untervektorraum. Wir
betrachten also den Fall M # (). Da jedes Element m € M sich als die Linear-
kombination 1-m mit Elementen aus M schreiben ldsst, ist immer M C (M) und
damit insbesondere auch (M) # (. Zum Nachweis von (UVR2) seien u,v € (M)
und A\, u € K. Dann existieren n,p € N*, sowie ay,...,a,,51,...,8, € K und
ai,...,0n,01,...0, € M mit

n p
U= E o, und v = g Brby.
j=1 k=1

Also ist

n

n p P
Au+ pv = A Z aja; + Zﬁkbk = Z(Aaj)aj + Z(uﬁk)bk
j=1 k=1 k=1

J=1

und dieses ist wiederum eine Linearkombination von endlich vielen Elementen
a1y ..., G, by, ..., b, € M, also ist Au+ pv € (M) und damit ist (UVR2) erfiillt.
O
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Ubungsaufgabe 3.2.9. Seien V ein K-Vektorraum und M, M, M, Teilmengen
von V. Dann gilt

(a) M1 g M2 — <M1> g <M2>
(b) M = (M) <= M Untervektorraum von V.

Ubungsaufgabe 3.2.10. In Definition Z23.10im Abschnitt iiber Gruppen haben
wir das (Gruppen-)Erzeugnis definiert, dessen Idee sehr an das der linearen Hiille
erinnert: Finde eine mdoglichst kleine Unterstruktur, die die gegebene Teilmenge
aber komplett enthilt. Dort war das Vorgehen allerdings ein anderes. Ziel dieser
Aufgabe ist es, zu sehen, dass das dort verwendete Verfahren ebenfalls zur Defi-
nition der linearen Hiille verwendet werden kann und das dabei auch genau das
selbe herauskommt. Beweisen sie dazu die beiden folgenden Aussagen fiir einen

K-Vektorraum V.

(a) IstU C P(V) ein Mengensystem von Untervektorraumen von V', so ist auch
Nuey U ein Untervektorraum von V.

(b) Sei M C V und
U:={UeP(V): M CU und U Untervektorraum von V'}.

Dann gilt

(U= (M)

veld

3.2.2. Lineare Unabhangigkeit und Basen
Definition 3.2.11. Sei V ein K-Vektorraum und M C V.

(a) Die Menge M heifit linear abhéngig, falls es eine nichttriviale Linear-
kombination des Nullvektors aus Elementen von M gibt, d.h. wenn es ein
n € N*, n wverschiedene Vektoren vy,vs,...,v, € M und Koeffizienten
a1, Qo, ..., o, € K gibt, die nicht alle Null sind, mit Z?Zl a;vj = Oy.

(b) Ist M nicht linear abhdngig, so nennt man M linear unabhéngig.

Beispiel 3.2.12. (a) Die Teilmenge von R?, gegeben durch

o) )Gy

ist linear abhingig, denn
5 1 2 0
() () (6) =)
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3.2. Untervektorrdume, Basis und Dimension

(b) Betrachtet man in R? hingegen die Menge

o) (1)}

so ist diese linear unabhéngig, denn aus

w(0)=(1)-(3)
folgt « =0 und = 0.

(¢) Im R-Vektorraum Abb(R,R) betrachten wir die Menge {f,g} = {z —
22, x — x}. Diese ist linear unabhingig, denn hat man «, 3 € R mit af +
Bg = o, so folgt azx? + fx = 0 fiir jedes x € R. Setzt man speziell z = 1,
bzw. x = —1 ein, so erhélt man a + § = 0, bzw. a — § = 0. Addition der
beiden Gleichungen liefert dann 2a = 0 und damit zuerst a = 0 und dann

B=0.

(d) In jedem Vektorraum ist {0} linear abhingig, denn 1-0 = 0 ist eine nicht-
triviale Linearkombination des Nullvektors.

Bemerkung 3.2.13. Linearkombinationen sind immer endliche Summen, d.h.
eine Teilmenge M eines Vektorraums ist genau dann linear unabhéngig, wenn fiir
jede Wahl von n € N* und von Vektoren vy, ...,v, € M gilt

n
g ajv;=0—a=a=-=a, =0.
Jj=1

Satz 3.2.14. Sind V ein K-Vektorraum, n € N* und vy, ...,v, € V, so gilt

(a) Die Vektoren vy, ..., v, sind genau dann linear abhingig, wenn einer von
thnen eine Linearkombination der n — 1 anderen ist.

(b) Ist p < n und sind vy,...,v, linear unabhingig, so sind auch vi,..., v,
linear unabhdngig.

(¢) Ist p < n und sind vq,. .., v, linear abhingig, so sind auch vy, ..., v, linear
abhdngig.
(d) Bildet man n+ 1 Linearkombinationen wy, ..., Wyy1 QUS V1, ..., Uy, SO Sind
Wi, ..., Wpe1 linear abhdngig.
Beweis. (a) Wir beweisen zunéchst ,=—“. Seien dazu vy,...,v, € V linear
abhéngig. Dann existieren aq,...,a, € K, die nicht alle Null sind, so dass
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3. Lineare Algebra

> o ajv; = 0 gilt. Sei jo € {1,...,n} so gewihlt, dass a, # 0 ist. Dann
haben wir

n
ajovjo —+ E Oéj’Uj =0.
j=1

J#io
Also ergibt sich dank «a;, # 0
n n
1 —Q;
jo E QU E : e
ajO j=1 j=1 ajO
J#30 J#30
was eine Linearkombination der n — 1 {ibrigen Vektoren ist.

Zum Nachweis der umgekehrten Implikation ,,<=*, sei jj ein Index, fiir den
vj, eine Linearkombination der iibrigen Vektoren ist. Das bedeutet, dass es

Oél,...,Oéjofl,()éjOJrl,...,OénEKglbt mit
n n
Vj, = E a;v;, alsoist 1-vj — E a;v; =0
j=1 j=1
J#30 J#30

und wir haben wegen 1 # 0 eine nichttriviale Linearkombination des Null-
vektors gefunden. Also sind vy, ..., v, linear abhéngig.

(b) Ubung

(c) Ubung

(d) ohne Beweis O

Definition 3.2.15. Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge B C V heifit Basis
von V', falls

(B1) B ist linear unabhingig und

(B2) (B) =V, d.h. B erzeugt V

gelten.

Beispiel 3.2.16. (a) Die Menge {(1,0)%,(0,1)"} C R? aus Beispiel B2T2[(b)|
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ist eine Basis von R?, denn erstens ist sie nach diesem Beipiel linear un-
abhiingig und zweitens gilt fiir alle («, 3) € R?

(5)=a(3) (1)



(b)

(d)

3.2. Untervektorrdume, Basis und Dimension

Genauso ist auch die Teilmenge von R”, die gegeben ist durch

(/1 0 0\ )
1 0
ol | o 0
o | o
L\ 0 0 1) ]

eine Basis des R", die sogenannte Standardbasis.

Im Raum cqg der endlichen Folgen betrachten wir fiir £ € N die Vektoren
e®) = (0;4);en, vgl. Beispiel B.LZ[(e)} Dann ist B := {e® : k € N} eine
Basis von cypp. Um das einzusehen, beobachten wir zunédchst, dass man jede
endliche Folge (ay, an, ..., a,,0,0,...) als Linearkombination

(1, q9,...,0,,0,0,...) = Zake(k)
k=1

dieser speziellen Folgen schreiben kann. Zum Nachweis der lineaeren Un-
abhéngigkeit seien n € N, sowie ky, ko, ..., k, € Nmit by < by < k3 <--- <
k, paarweise verschiedene Indizes und a4, ..., a, € K so, dass

> e =0 = (0)en
/=1

gilt. Das heifit
(0,0,0,...) =(0,...,0,01,0,...,0,00,0......... 0,,,0,0,...)

und wir sehen oy = ap = -+ = «,, =

Man beachte, dass wir hier ein Beispiel einer Basis haben, die unendlich
viele Elemente hat.

Der Nullraum {0} hat immer die Basis .

Den folgenden sehr niitzlichen Satz wollen wir hier ohne Beweis verwenden.

Satz 3.2.17 (Basissatz, Basisergdnzungssatz).

(a) Jeder Vektorraum hat eine Basis.

(b) Ist V ein Vektorraum und M C 'V linear unabhdngig, so gibt es eine Basis

B von V mit M C B.

Eine wichtige Anwendung dieses Resultats ist die folgende Beobachtung.
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Satz 3.2.18. Sei V' ein Vektorraum und B eine Basis von V. mit n € N Elemen-
ten. Dann hat jede Basis von V' genau n Elemente.

Beweis. Es sei B = {vy,...,v,} und es sei B’ = {w,...,w,} eine weitere Basis
von V mit p € N Elementen. Wir nehmen nun an, es wiare p > n und betrach-
ten die dann vorhandenen Elemente wq, ..., w,, w,+1 € B'. Da B eine Basis ist,
miissen diese alle Linearkombinationen der Vektoren vy, ..., v, sein. Das bedeutet
aber nach Satz M@ dass wy, ..., wy11 linear abhéingig sein miissen und wir
haben einen Widerspruch, da B’ eine Basis von V' sein soll.

Nehmen wir umgekehrt p < n an, so sind mit den gleichen Argumenten wie oben

die p + 1 Elemente vq,...,v,41 € B Linearkombinationen der wy,...,w, und
deshalb ist B linear abhéngig, was wieder auf einen Widerspruch fiihrt.
Damit bleibt nur p = n iibrig. O

Definition 3.2.19. Es sei V' ein Vektorraum. Besitzt V' eine n-elementige Basis,
so sagt man V' hat die Dimension n und schreibt dim(V') = n.
Besitzt V' keine endliche Basis, so nennt man V unendlichdimensional.

Wir betrachten zur Illustration noch einmal die Vektorrdume aus Beispiel [3.1.2)

Beispiel 3.2.20. (a) Der Standardvektorraum K™: Es gilt dim(K™) = n, vgl.
Beispiel B214[(b)]

(b) p x n-Matrizen: Hier ist dim(K?*") = pn.

(¢) Funktionenrdume: Wir werden spater im Abschnitt 3.6 sehen, dass fir end-
liche Mengen M gilt dim(Abb(M, K)) = |M]|.

(d) Folgenrdume: Wie man an Beispiel B.2.16l[(c)] sieht, ist cgp unendlichdimen-
sional. Selbiges steht dann auch fiir den Raum aller Folgen zu vermuten.
Konnen Sie die hinter dieser Vermutung stehende abstrakte Aussage bewei-

sen?

Ubungsaufgabe 3.2.21. Ist n € N* und V ein n-dimensionaler Vektorraum, so
ist jede linear unabhéngige Teilmenge von V' mit n Elementen eine Basis von V.

Satz 3.2.22. Seien n € N*, sowie V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und
B = {by,...,b,} eine Basis von V. Dann gibt es fir jedes v € V eindeutig
bestimmte ay, ..., o, € K mit v =37, a;b;.

Beweis. Sei v € V beliebig vorgegeben. Die Existenz passender aq,...,a, € K
mit v = E;;l a,;b; folgt sofort daraus, dass B eine Basis von V' ist. Zu zeigen
bleibt die Eindeutigkeit. Seien also zusétzlich fy,..., 3, € K, fiir die ebenfalls

Zﬁjbj =V = Zajbj
=1 j=1
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gilt. Dann ist insbesondere

n

0=2 Bibi— Y abj= (5 —ab;.
P =1

J=1

Da B eine Basis ist, sind die Vektoren by, ..., b, linear unabhéngig, so dass aus
obiger Gleichheit a; — 8; = 0 und damit o; = §; fiir alle j =1, ..., n gilt. O

Definition 3.2.23. Seienn € N*, V' ein n-dimensionaler K -Vektorraum, B eine
Basis von 'V und v € V. Die nach Satz[3.2.22 eindeutig bestimmten Elemente

at,...,a, € K mitv= 2?21 a;b; heiffen Koordinaten von v beziiglich B.

Weiter heifit der Vektor (au,...,a,)" € K™ Koordinatenvektor von v beziiglich

B. Wir werden diesen hdaufiger mit v, oder, wenn die zugrundeliegende Basis klar
betont werden soll, mit [U]g, bezeichnen.

Warnung 3.2.24. Der Koordinatenvektor eines Vektors liegt nur nach der Wahl
einer konkreten Basis fest. Andert man die Basis, &ndern sich auch alle Koordi-
natenvektoren. Die Schreibweise ¥/ fiir den Koordinatenvektor von v ist also nur
angebracht, wenn aus dem Zusammenhang vollkommen klar ist, beziiglich welcher
Basis dieser zu bilden ist. In allen anderen Féllen ist die genauere Schreibweise
notwendig.

Beispiel 3.2.25. (a) Im Raum Abb(R,R) betrachten wir U := (f1, f2), wobei
fi,fo : R = R mit fi(x) =  und fo(z) = 2? gegeben seien. Die beiden
Vektoren f; und f5 sind linear unabhéingig nach Beispiel B.2.12 also

bilden sie eine Basis von U.

Das Element g € U mit g(z) = 32? +z fiir * € R hat beziiglich dieser Basis
den Koordinatenvektor ¢ = (1,3)T e R, dag=1- f; + 3 f, gilt.

(b) Wir betrachten R? mit der Basis, die durch die beiden Vektoren by := (1,1)”
und by = (—1,1)T gegeben ist. Der Vektor e; = (1,0)" € R? hat dann
beziiglich dieser Basis den Koordinatenvektor &, = (1/2,—1/2)T, denn es

gilt
n _1/1y 1/-1
0) 2\1) 2\1)°
Bemerkung 3.2.26. Durch die Bestimmung von Koordinaten scheint jeder n-
dimensionale K-Vektorraum in gewisser Weise mit dem Raum K™ {ibereinzustim-

men, wenn wir jeden Vektor mit seinem Koordinatenvektor identifizieren. Diese
Intuition werden wir im Abschnitt mathematisch rigoros machen.
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3. Lineare Algebra

3.3. Der Faktorraum

Lemma 3.3.1. Es sei 'V ein K-Vektorraum und U ein Untervektorraum von V.
Die Relation, die fir v,w € V' gegeben ist durch

v~ew = v—we U,
ist eine Aquivalenzrelation auf V.

Beweis. Reflexivitét: Sei v € V. Dann gilt v —v =0 € U, also ist v ~ v.

Symmetrie: Seien v, w € V mit v ~ w gegeben. Dann ist v — w € U. Da U ein
Untervektorraum ist, ist dann auch w — v = (—1)(v — w) € U und das bedeutet
w ~ .

Transitivitit: Es seien v, w,x € V mit v ~ w und w ~ x. Das bedeutet v —w €
U und w—x € U. Da U ein Untervektorraum ist, gilt insbesondere dann auch
v—z=(v—w)+ (w—=x) € U. Also haben wir v ~ z und sind fertig. O

Nun erinnern wir uns an ein Ergebnis unserer Betrachtungen in Abschnitt [L3.2]
den Satz
Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge V', so bilden die Aquivalenzklassen
v von v € V mit

t={weV: :w~uv}

eine Zerlegung von V', d.h. die Vereingung aller Aquivalenzklassen ist ganz V und
je zwei verschiedene solcher Klassen sind disjunkt.

Bemerkung 3.3.2. (a) Wiesieht nun die Aquivalenzklasse eines Elements v €
V' beziiglich obiger Aquivalenzrelation aus? Wir iiberlegen uns folgendes:

wey <= w—vel «— JuelU : w—v=u
— JuelU:w=v+u < wev+U,

wobei v + U = {v 4+ u : u € U} ist. Anschaulich ist damit © der um v
verschobene Unterraum U.

Am besten kann man sich dies an einem eindimensionalen Unterraum U
des R? veranschaulichen, vgl. Beispiel B.3.3 und Abbildung B.11

(b) Esist immer 0 = U, denn zum Einen gilt fiir jedesu € U auchu—0=u € U
und damit u ~ 0, d.h. v € 0. Zum Anderen ist fiir jedes v € 0 nach
Definition v =v -0 € U.

Beispiel 3.3.3. In V = R? betrachten wir
1 1
v=((1)) =P (1) em)
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Nach obiger Bemerkung ist fiir jedes v € R? die Aquivalenzklasse o in R2/U

gegeben durch
@:v+U:{v+)\G> :)\ER},

ist also anschaulich die Gerade in Richtung U mit Aufpunkt v.
Beispielsweise ist mit g =\ — 1

MmN 1 2 1 (2\

(o) =) =2 (1) 2em) ={ () # () ez} =)
Die Aquivalenzrelation, die durch den Unterraum U gegeben ist, identifiziert also
alle Vektoren miteinander, die auf einer gemeinsamen Geraden mit Richtung U

liegen.

(x+v) -

X+V u=0

Abbildung 3.1.: Die Aquivalenzklassen in R?/U

Nun kommt die iiberraschende Wendung. Wenn wir uns die Menge der durch den
obigen Prozess gegebenen Aquivalenzklassen anschauen, so kénnen wir diese auf
eine kanonische Weise selbst wieder zu einem Vektorraum machen.

Satz 3.3.4. Es sei V' ein K-Vektorraum, U ein Untervektorraum von V und ~
sei definiert wie in Lemma[3.3.1. Dann ist die Menge

V/IU=V/.={0v:veV}
mit den fir 0,w € V/U und o € K durch
i+ =v+w und o U:=av

definierten Verknipfungen ein K -Vektorraum.
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Beweis. Der entscheidende Punkt im Beweis ist die Wohldefiniertheit der beiden
Verkniipfungen, das bedeutet in diesem Zusammenhang wir miissen Représen-
tantenunabhéngigkeit zeigen.

Seien also v, € V/U und seien vy € 0, sowie wy € w. Dann ist v — vy € U und
w—wy € U. Da U ein Untervektorraum ist, bedeutet das insbesondere, dass auch
die Summe v — vy + w — wy in U ist und damit auch (v + w) — (vg +wp) € U
gilt. Also ist v + w ~ vy + wy, was nach Satz @ gerade vt w= vy + Wy
bedeutet. Das liefert nun

e~ e~

U+ W =04+ w = vy + wy = Vg + Wp.

Um den entsprechenden Nachweis fiir die Skalar-Multiplikation zu fithren, geben
wir ein @ € K und ein © € V/U vor. Fiir jedes vy € v gilt dann wieder v — vy € U
und da U ein Untervektorraum ist, ist auch a(v —vg) € U. Das liefert av — avy €
U, was gerade av ~ avy und damit av = awvy bedeutet. Das liefert zum Abschluss
wieder

al = av = avy = aly.
Da nun die Wohldefiniertheit der Verkniipfungen gezeigt ist, miissen wir noch
die Vektorraumaxiome nachweisen. Diese lassen sich jedoch ohne Probleme von
V auf V/U iibertragen. Der Nullvektor in V/U ist dabei 0 und das Inverse —o
zu v € V/U ist gegeben durch —v. Wir fithren die Ubertragung exemplarisch
anhand der Kommutativitdt der Vektorraumaddition und (V4) vor.
Seien also fiir den Nachweis der Kommutativitit 0,w € V/U. Dann gilt dank der
Kommutativitat in (V, +)

P e g

v+w=v+w=w+v=w-+0.

Zum Nachweis von (V4) seien «, 5 € K und ¢ € V/U. Dann haben wir

(a+6)-f):(a+6)v:av+6v:&\{)+§):a-f)+ﬁ-f}. O

Definition 3.3.5. Der Raum V /U in obigem Satz heiffit Faktorraum von V nach
U oder auch Quotientenraum. Die Schreibweise V//U wird |V (faktorisiert) nach
U*“ gelesen.

Satz 3.3.6. Sei V ein n-dimensionaler K -Vektorraum und U ein m-dimensiona-
ler Untervektorraum von V. Dann gilt dim(V/U) = n — m.

Beweis. Nach Satz[B.2.I7 hat U eine Basis, sei also B = {b1,...,b,} eine solche.
Nach dem gleichen Satz kénnen wir diese nun zu einer Basis von V' erweitern, es
gibt also byy1, bymyo, ..., by € V, so dass B = {by,...,b,} eine Basis von V ist.

Wir zeigen nun, dass B := {bu1,...,bn} eine Basis von V/U ist. Dazu iiberzeu-
gen wir uns zunéchst, dass diese Menge ganz V/U erzeugt. Sei also © € V/U. Da
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n

B’ eine Basis von V ist, gibt es ay,...,q, € K mit v = Zj:l a;bj. Damit gilt

—_—
n

V= Ozjbj = Zajbj = Z O[jbj.
j=1 j=1 j=1
Da by,...,b, € U sind, gilt fiir alle diese 51 = ... = Z~)m = 0 und wir verbleiben
mit .
V= Z Oéjgj,
j=m+1

was gerade bedeutet, dass @ in der linearen Hiille von B liegt.

Zum Nachweis der linearen Unabhéngigkeit seien a1, ..., @, € K gegeben mit
> jemy1@;b; = 0. Dann gilt wie oben
n n/—\/
0 = O[jbj = Oz] bj,
j=m-+1 Jj=m+1

d.h. E;’L:erl Oéjbj c U.

Nun haben wir mit B = {by,...,b,} eine Basis von U, also gibt es nun Koeffizi-
enten oy, ...,q,,, € K mit
n m n m
Z Ozjbj = Z O[jbj, d.h. Z Ozjbj - Zajbj =0.
j=m+1 j=1 j=m+1 j=1
Nun ist aber die Menge {by,...,b,} wiederum eine Basis, diesmal von V' insbe-
sondere sind diese n Vektoren linear unabhéngig. Da wir in der letzten Gleichung
aus diesen aber den Nullvektor kombiniert haben, muss oy = -+ = o, = Q1 =
-+ = ay,, = 0 gelten und wir sind fertig. O

3.4. Normierte Raume

Das Ziel dieses Abschnittes ist das Messen von Langen und Absténden in Vek-
torrdumen. Dazu betrachten wir in diesem Abschnitt nur reelle Vektorrdume. Alle
Begriffe und Ergebnisse lassen sich auf komplexe Vektorrdume {ibertragen, wo-
bei sie allerdings zum Teil leicht angepasst werden miissen. Der Ubersichtlichkeit
halber wollen wir hier darauf verzichten.

Definition 3.4.1. Es sei V' ein R-Vektorraum. Fine Abbildung || - || : V — R
heifst Norm, falls

(N1) Yo e V:|jv]| >0 und (JJv]| =0 <= v=0). (Definitheit)
(N2) Yo e RVv € V : ||av]| = |o||v||. (Homogenitét)
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3. Lineare Algebra

(N3) Yo,w eV :|jv+w| <|v]|+ ||w]. (Dreiecksungleichung)

Ein Vektorraum mit einer Norm heif$t normierter Raum.

Beispiel 3.4.2. (a) Der Betrag | - | in R ist eine Norm.

(b)
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Das ergibt sich aus den Eigenschaften des Betrags in C in Satz 2.5.12

Unser Alltagsbegriff von Lénge ist der Euklidische Abstand, der z.B. in der
Ebene R? gegeben ist durch die Fuklidische Norm oder auch 2-Norm

2]l = /aF + 23, r = (21, 72)" € R?,

oder allgemein in R™ durch

€T = (SL’l,.TQ,...,ZL’n)T e R™.

Beim Nachweis, dass dies eine Norm ist, sind die Nachweise von (N1) und
(N2) einfach, dagegen stellt sich der Nachweis von (N3) auf direktem Wege
als sehr sperrig und rechenintensiv heraus. Versuchen Sie sich ruhig einmal
ein bisschen daran. Dass ||-||2 eine Norm auf R™ ist, werden wir in Kiirze aus
einem deutlich allgemeineren Resultat geschenkt bekommen. Wir kénnen
also auf die lange Rechnung verzichten.

Es gibt in R™ aber auch noch andere Normen. Wir betrachten in R? die
Abbildung || - ||; : R* = R mit

][ = [21] + |22, z = (z1,72)" € R?,

die sogenannte 1-Norm. Diese ist eine Norm, denn

(N1) Fiir jedes z = (21, 29)7 € R? ist ||z||; = |21] + |22] > 0 und ist = # 0,
so muss x; # 0 oder xo # 0 gelten. Also ist in diesem Fall |z1] > 0
oder |z3] > 0 und wir erhalten ||z||; > 0.

Damit folgt die Definitheit per Kontraposition.
(N2) Seien o € R und z € R% Dann gilt

lozlly = ll(awy, awa) I = lawi| + |ozs| = [al(|21] + |22]) = ||z

(N3) Seien z,y € R2 Dann gilt mit Hilfe von [(a)]

Iz +ylli = [[(z1 4+ y1, 22+ y2) " ||1 = |21 + ya| + |22 + 32
< o] + fya| + |z2| + [yl = |zl + [[ylls-
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Auch die 1-Norm gibt es fiir jedes n € N* in R™:

n
Izl =) ol z= (21,2, 2.)" €R™
j=1

(d) Ein weiteres Beispiel, das als Ubungsaufgabe verbleibt, ist die Mazimums-
oder oco-Norm in R™ gegeben durch

|Z||oo = max{|z1|,|zal, ..., |z0|}, x = (1, ... ,xn)T c R"™.

Hat man in einem R-Vektorraum V' eine Norm || - ||, so kann man damit Abstédnde
messen. Die entsprechenden Begriffe liefert die folgende Definition.

Definition 3.4.3. Es sei V' ein R-Vektorraum mit einer Norm || - || und A und
B seien nicht-leere Teilmengen von V. Dann heifst

dist(A, B) :=inf{|la—b|| : a € A, b € B}

Abstand von A und B. Sind A = {a} und/oder B = {b} einelementig, so schreibt
man auch dist(a, B) oder dist(a, b) statt dist({a}, B), bzw. dist({a}, {b}).

Bemerkung 3.4.4. Der Abstand zwischen zwei Vektoren u und v aus V ist
damit gegeben durch |lu — v]|.

Nimmt man die euklidische Norm in R? oder R3, so stimmt dieser Abstandsbegriff
mit unserem alltdglich gemessenen Abstand iiberein.

Man beachte auch, dass dank der Homogenitéit der Norm die fiir einen Abstand
recht sinnige Figenschaft

dist(u, v) = [lu = vl = [[(=1)(v = w)| = [=1f]v = u] = [Jv = u| = dist(v, v)
gilt.

Definition 3.4.5. Es sei V' ein R-Vektorraum. Eine Abbildung (-]-) : V xV — R
heifst Skalarprodukt, falls

(SP1) Vz € V : (z|z) > 0 und ((z|z) =0 <= 2 =0). (Definitheit)
(SP2) Vz,y € V : (z|ly) = (y|]z). (Symmetrie)
(SP3) Vz,y,z € VVa,f € R: (ax + By|z) = a(z]z) + 5(y|z).

(Linearitét im ersten Argument)

Bemerkung 3.4.6. Aus (SP3) und (SP2) folgt wegen

(zloy + B2) = (ay + Pzlr) = aly|z) + f(z]r) = alely) + B(x]2)

fiir alle z,y,2 € V und alle o, § € R auch die Linearitéat im zweiten Argument.
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Beispiel 3.4.7. In R" erhélt man ein Skalarprodukt, das sogenannte Standard-
skalarprodukt, wenn man fiir z = (21,29, ...,2,)7 und y = (y1, 92, ...,yn)" aus

R™ setzt
(z]y) - Z ;.

Das sieht man folgendermafen:

(SP1) Fiir jedes x € R™ gilt (z|z) = Y., 2% > 0. Weiter ist offensichtlich

J=1"7
(0]0) = 0. Ist schlieBlich = # 0 so gibt es einen Index j, mit z;, # 0 und es
ist

(z|x) = Zx >x > 0,

also insbesondere (z|x) # 0 in diesem Fall. Damit folgt die Definitheit per
Kontraposition.

(SP2) Seien z,y € R™. Dann gilt
(zly) = ijy] Zyﬂj = (ylz).

(SP3) Seien z,y,z € R" und «, 5 € R. Dann ist

n n

(o + Bylz) =Y (aw; + By;)z = > (aw;z; + By;z;)

j*1 J=1

—‘)‘Zx]zJWLBZszJ z) + B(yl2).

Ubungsaufgabe 3.4.8. Sei (-|-) ein Skalarprodukt auf einem R-Vektorraum V.
Dann gilt (x]0) = (0]z) =0 fir alle x € V.

Was hat nun ein Skalarprodukt mit Abstéinden und Normen zu tun? Eine ganze
Menge. Hat man ein Skalarprodukt (-|-) auf einem R-Vektorraum V', so werden
wir nun zeigen, dass dann durch

x| ==/ (z|x), xz€V, (3.1)

eine Norm definiert wird. Man beachte zunéchst, dass dank der Definitheit des
Skalarprodukts diese Setzung wohldefiniert ist, da das Argument der Wurzel nie
negativ werden kann.

Zum Nachweis, dass wir so wirklich eine Norm bekommen, benétigen wir zunéchst
die folgende Ungleichung.
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3.4. Normierte Raume

Satz 3.4.9 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Es sei (-|-) ein Skalarprodukt auf
einem R-Vektorraum V und ||- || definiert wie in (B1)). Dann gilt fir allev,w € V

|(w|w)] < o]l - [lwl]
und Gleichheit gilt genau dann, wenn v und w linear abhdngig sind.

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall w = 0. Dann ist (w|w) = 0 und damit
auch ||w|| = 0. Aus Ubungaufgabe B.4.§ folgt dann

(v|w) = 0= [[o][ - [lw]]

und wir konnen diesen Fall zu den Akten legen.
Sei also nun w # 0. Dann gilt fir alle & € R dank der Definitheit aus (SP1)

SP3

0< (v—awlv—aw) (52 (v|v — aw) — a(w|v — aw)
L (0]v) — a(vfw) — a(wlv) + a*(wlw) = (v]) - 20(vjw) + 0*(wlw).

Da w # 0 ist, haben wir mit (SP1) (w|w) # 0 und kénnen nun « := (vjw)/(w|w)
setzen. Damit erhalten wir aus obiger Rechnung

— (u]v) - im

Da (w|w) > 0 ist, kénnen wir die Ungleichung mit diesem Wert multiplizieren,
ohne dass sich das Relationszeichen umdreht. Das liefert

0 < (v]v)(wlw) = (v|w)?.
Also ist
|(Wlw)]* = (vw)? < (v]v) (wlw) = [[o]|* - [lw]?,

woraus die behauptete Ungleichung folgt.

AbschlieBend miissen wir uns noch iiberlegen, wann Gleichheit gilt. Nach unserer
Rechnung gilt Gleichheit genau dann, wenn (v — cw|v — aw) = 0 ist. Wegen der
Definitheit des Skalarprodukts gilt das aber genau dann, wenn v — aw = 0, d.h.
v = aw ist. Womit wir bei der linearen Abhéngigkeit von v und w sind. O

Satz 3.4.10. Sei (|-) ein Skalarprodukt auf einem R-Vektorraum V. Dann ist
| - || definiert wie in (B.1)) eine Norm auf V.

Beweis. Wir rechnen die drei Norm-Axiome nach.
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(N1) Zunichst ist ||v]| = y/(v]|v) > 0 fiir jedes v € V und es gilt ||0]] = \/(0|0) =
V0 = 0. AuBerdem folgt aus ||v|| = 0 auch y/(v[v) = 0, d.h. (v|v) = 0 und

das liefert uns mit (SP1) nun v = 0.

(N2) Seien o € R und v € V. Dann gilt dank der Linearitit des Skalarprodukts
in beiden Variablen

lav]l = (avlav) = /a2 (v]o) = Va2 /(v]v) = |a]v]].

(N3) Seien u,v € V. Dann gilt wieder mit der Linearitdt und dieses Mal zusétz-
lich der Symmetrie des Skalarprodukts

lutol* = (utvlutv) = (ulu)+ (ulv) +(v|u) +(v|v) = [Jul®+2(ulv) +[lv]*
Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung liefert das nun
2
lu+ol* < lull® + 2llullllofl + [lll* = (full + [Joll),
woraus ||u + v|| < ||lu|| + ||v] folgt. O

Korollar 3.4.11. Die Euklidische Norm || - |2 auf R", vgl. Beispiel[3.2.3(b), ist
tatsdchlich eine Norm.

Beweis. Fiir das Standardskalarprodukt auf R™, vgl. Beispiel B4, gilt mit = €
Rn

Also folgt die Behauptung aus Satz [3.4.10] O
Definition 3.4.12. Sei V' ein R-Vektorraum mit einem Skalarprodukt (-|-).

(a) Zwei Vektoren v,w € V heiflen senkrecht oder orthogonal, falls (vjw) =0
1st. Man schreibt dann v L w.

(b) Eine Basis B von V' heifit Orthogonalbasis, falls fiir alle Wahlen von by, by €

(¢) FEine Orthogonalbasis B von V' heifst Orthonormalbasis, falls ||b|| = 1 fir
alle b € B gilt.

Beispiel 3.4.13. (a) Die Standardbasis ist eine Orthonormalbasis von R™ mit
dem Standardskalarprodukt.

(b) Die Menge {( %), (1)} ist eine Orthogonalbasis von R? mit dem Standard-
skalarprodukt, aber keine Orthonormalbasis.
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Den folgenden Basisergénzungssatz fiir Orthonormalbasen wollen wir wieder ohne
Beweis stehen lassen.

Satz 3.4.14. Jeder R-Vektorraum mit Skalarprodukt hat eine Orthonormalbasis
und jede Menge von normierten und paarweise orthogonalen Vektoren ldsst sich
zu einer Orthonormalbasis ergdnzen.

Bemerkung 3.4.15. Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum mit Skalarpro-
dukt (-|-) und {ey, €9, ..., e,} eine Orthonormalbasis von V. Beziiglich dieser Ba-
sis gibt es dann zu einem gegebenen v € V' den Koordinatenvektor

051
I e . -
U= ,  wobeiv = E aje;
i=1
an

ist, vgl. Definition [3.2.23] Das Problem ist, wie bestimmt man ganz konkret diesen
Koordinatenvektor?

Bei einer Orthonormalbasis ist das zum Gliick einfach. Wir multiplizieren fiir ein
k € {1,2,...,n} obige Gleichung mit e, und erhalten dank der Linearitat des
Skalarprodukts

n n n
(vler) = (Z a;e; €k) =D aglesler) = ) ady = au,
j=1 j=1 j=1

wobei wir wieder das Kronecker-Delta, vgl. Bemerkung [3.1.2] @, verwendet ha-
ben.
Zusammen gilt also

(vlen)
Man beachte, dass diese Formel nur fiir Orthonormalbasen gilt!
Ubungsaufgabe 3.4.16. (a) Essei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum mit
Skalarprodukt und U sei ein Untervektorraum von V. Dann gibt es zu jedem

v € V genau ein u € U, so dass v — u auf allen Vektoren aus U senkrecht
steht. Man nennt u die Orthogonalprojektion von v auf U.

(b) Ist B = {ey,eq,...,e,} eine Orthonormalbasis von V', so dass {e1, s, ..., ex}
fiir ein k € {1,...,n} eine Orthonormalbasis von U ist, so berechnet sich
die Orthogonalprojektion von v auf U als

k

> (wley)e;.

j=1
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3. Lineare Algebra

3.5. Geometrie im R"

Der uns vertraute Raum und die euklidische Ebene lassen sich leicht mit R3
bzw. R? identifizieren und tragen damit eine Vektorraum-Struktur. Wie diese
dazu dienen kann, elementargeometrische Betrachtungen anzustellen, wollen wir
in diesem Abschnitt ein wenig anreiflen.

Dabei betrachten wir hier durchgéngig den reellen Standardvektorraum R™ mit
dem Standardskalarprodukt.

Definition 3.5.1. (a) Es seien z,v € R™ mit v # 0. Dann heifst
g={x+I:AeR}
eine Gerade mit Aufpunkt = und Richtungsvektor v.

(b) Seien x,v,w € R™ und seien v und w linear unabhdngig. Dann heifit
E:={z+X+pw:\pueR}
Ebene mit Aufpunkt x und Richtungsvektoren v und w.

Bemerkung 3.5.2. Man kann Geraden und Ebenen als um den Aufpunkt ver-
schobene Untervektorrdume auffassen. Mit den obigen Notationen also

g =1+ (v) und E=2z+ (v,w).
Ein solcher verschobener Untervektorraum wird auch affiner Raum genannt.

Oft werden Geraden durch die Angabe von zwei Punkten angegeben, durch die
die Gerade geht. Dass das ein sinnvolles Vorgehen ist, zeigt der folgende Satz.

Satz 3.5.3. Seien x,y € R" mit x # y gegeben. Dann existiert genau eine Gerade
g mit x,y € g, namlich g = {x + XNy —x) : A € R}.

Beweis. Zunéchst erhalten wir mit den speziellen Wahlen A = 0, bzw. A = 1,
dass z,y € g gilt.

Sei nun h = {u+ pv : u € R} eine andere Gerade mit z,y € h. Dann gibt es also
ein y, € R mit u + p,v = x und ein p, € R, so dass u + v = y gilt. AuBerdem
ist iy # jty, denn es ist ja x # y.

Insbesondere haben wir damit  — p1,v = u =y — pyv, d.h. . —y = (1, — ).
Damit folgt

W= — pgv = a — —12 (x —y)
Hz — [y
und das liefert schliefllich
h:{u+;w:u€R}:{x— fa (x—y)+ (x—y):uER}
Hz — Hy Mz — Hy
= {x+ . (x—y):,ueR} ={z+AMz—y): NeR}=y.
Ha — [y
Dabei haben wir im letzten Schritt A := (0 — p1,) /(s — 11y) gesetzt. Man beachte
dabei, dass p — (1 — pz)/(pe — pyy) eine Bijektion von R nach R ist. O
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3.5. Geometrie im R"®

Bemerkung 3.5.4. In gleicher Weise liegt eine Ebene durch die Angabe von
drei Punkten z,y, 2z € R", die nicht auf einer Geraden liegen, fest. Die Ebene ist
dann gegeben durch

{o+ Ay — )+ p(z—2) : A p € R},

Die Bedingung, dass die drei Punkte nicht auf einer Geraden liegen diirfen, sorgt
dann dafiir, dass die beiden Richtungsvektoren y —x und z — x linear unabhéngig
sind.

Beispiel 3.5.5. In R? sei g die Gerade, die die Punkte (3, —4,2)7 und (3,2, 4)7
enthélt, sowie E die durch

1 1 1
E = O)+A -1 +pl0]):NpeR
0 1 2

gegebene Ebene. Wir bestimmen die Schnittmenge g N E.
Nach Satz B.5.3] ist

3 3 3 3 0
g= —4 |+~ 21 —1—-4 yveR ) = —4 | +~v16]:7veR
2 4 2 2 2

Damit ein Punkt x € g N E existieren kann, muss es A, i,y € R geben mit

1 1 1 3 0
Ol +A| -1 +p[O)=|—-4]+~]|6
0 1 2 2 2
Das liefert uns das lineare Gleichungssystem
A+ o = 2
-2 - 6y = —4
A+ 20 — 2y = 2.

Die erste Zeile liefert uns g = 2 — X und die zweite verrit v = (=4 + \)/(—6) =
2/3 —1/6 - X\. Setzt man diese beiden Informationen in die dritte Zeile ein, so
erhdlt man

2 1 2 8 2 2

A+2(2-) —2(———)\):2<:>——)\ —=2 = —-A=—- & A=1
+2( ) 3 6 3 + 3 3 3

Das bedeutet abschlieend ¢ =1 und v = 1/2.

Da das Gleichungssystem eine eindeutige Loesung hat, gibt es genau einen Punkt

x € gNFE, und zwar

3 1 0 3
2 2 3
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3. Lineare Algebra

Definition 3.5.6. Sei U ein (n— 1)-dimensionaler Untervektorraum des R™ und
x € R™. Dann nennt man den affinen Raum x + U eine Hyperebene in R".

Beispiel 3.5.7. Geraden sind Hyperebenen in R? und Ebenen sind Hyperebenen
in R?. In R* wiire z.B.

1

+ A + +7 A,y €R

— = =
OO O
OO = O
O = O O

eine Hyperebene.

Ubungsaufgabe 3.5.8. Ist H = z + U eine Hyperebene und y € H ein Punkt
in H, so gilt auch H = y + U. Anders formuliert, der Untervektorraum, der H
aufspannt, héngt nicht von der speziellen Wahl des Aufpunkts ab.

Satz 3.5.9. Es sei H = x + U eine Hyperebene in R™. Dann existiert ein bis
auf sein Vorzeichen eindeutiger Vektor v € R™ mit ||v||a = 1 und v L u fir alle
u € U, ein sogenannter Normaleneinheitsvektor von H.

Beweis. Es sei B’ = {ej, e, ..., e,_1} eine Orthonormalbasis von U und wir wéh-
len v € R™ so, dass dieser Vektor die Menge B’ zu einer Orthonormalbasis B =
{e1,ea,...,€4_1,v} von R" ergénzt, vgl. SatzB.4.14l Dann gilt nach Konstruktion
|v|lo =1 und v L e; fiir jedes j € {1,2,...,n—1}. Ist u € U, so ist aber u eine
Linearkombination von ey, e, ..., e, 1, also ist auch v L u.

Es bleibt die Eindeutigkeit (bis auf ein Vorzeichen) zu zeigen. Sei dazu ein v € R™
mit [|v|ls = 1 und v L u fiir jedes u € U gegeben. Nun ist B eine Orthonormal-
basis, also gilt nach Bemerkung und weil v L e; firalle j =1,2,...,n—1
gilt

n—1
v = Z(v|ej)ej + (v|v)v = (v|v)v.
j=1
Der Vektor v ist also ein Vielfaches des Vektors v. Da aber beide Linge Eins
haben sollen, muss v = v oder v = —v gelten und wir sind fertig. O

Satz 3.5.10. Es sei H eine Hyperebene in R™ mit Normaleneinheitsvektor v und
es sei kg € H. Dann gilt fir d := (x|v)

H={zxeR": (z|lv) =d}.
Beweis. Sei U der Untervektorraum von R", mit dem H = xy + U gilt.

»C*“ Es sei x € H. Dann gibt es ein v € U mit x = x¢ + u. Also ist dank der
Linearitdat des Skalarprodukts und mit Hilfe der Definition des Normalen-
einheitsvektors

(z]v) = (w0 +ulv) = (wo|v) + (ulr) = (xolv) = d.
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w2 Sei x € R” so, dass (z|v) = d = (xo|v) gilt. Dann ist (z — xo|v) = 0, d.h.
x —xg L v. Ist wieder {ej,es,...,e,_1} eine Orthonormalbasis von U, so
ist {e1,eq,...,e,_1,v} eine Orthonormalbasis von R™ und wir haben mit
Hilfe von Bemerkung

n—1 n—1
x—x0:Z(x—xo|ej)ej+(x—xo| Z (x — xolej)e;
j=1 J=1
Das bedeutet aber, dass  — xg € U liegt, d.h. x € o + U = H. O

Definition 3.5.11. Die Darstellung H = {x € R" : (z|v) = d} fir eine Hyper-
ebene H mit Normaleneinheitsvektor v heifit Hesse-Normalform von H.

Mit Hilfe der Hesse-Normalform ist die Bestimmung des Abstandes von der Hy-
perebene recht einfach, wie der folgende Satz zeigt. Zum Begriff des Abstandes
sei an Definition [3.4.3 erinnert.

Satz 3.5.12. Es sei H C R" eine Hyperebene mit Hesse-Normalform H = {x €
R"™ : (z|v) = d} und xy € R". Dann gilt

dist(zg, H) = ’(x0|1/) - d’.
Insbesondere ist dist(0, H) = |d|.

Beweis. Zunéchst zeigen wir, dass yo := xg — ((w|v) — d)v in H liegt. Dazu
rechnen wir

(o) = (20— ((wolo) = d)o|) = (wolv) — ((wolv) — d) (v]0)
= (wolv) — (woly) +d = d.

Also ist yo € H und wir bekommen

dist(wo, H) = inf{|ro — ylla : y € H} < [lzo — yolls = || ((wolv) — d)v]|
— |(aolv) — d| [Vl = |(wolv) — d].

Es bleibt die umgekehrte Ungleichung zu zeigen. Sei dazu U der Untervektorraum
von V mit H = yo+ U. Ist nun z € H beliebig, so gilt yo — 2 € U und wir haben

(20 = yolyo — 2) = (((wo|v) = d)v|yo — 2) = ((xolv) — d) (V]yo — 2) = 0,
da v L u fiir alle w € U gilt. Das liefert nun

|zo —z||§ = (2o — 2|z — 2) = (0 — Yo + Yo — 2|To — Yo + Yo — 2)

= (o — Yolzo — Yo) + (Yo — 2|yo — 2) + 2(x0 — Yolyo — 2).
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Nun ist nach der Voriiberlegung der letzte Summand Null und die ersten beiden
lassen sich als Normen schreiben, die beide positiv sind. Das ergibt

2o — 215 = llzo — %oll3 + llyo — 2[5 > llzo — woll3-
Also ist ||xg — yoll2 < ||wo — 2]|2 fiir jedes z € H, was uns zum Abschluss
llzo — yoll2 < inf{||lxo — z||2: 2 € H} = dist(x, H)
liefert. O

Beispiel 3.5.13. Wir wollen das obige Verfahren zur Abstandsberechnung ein-
mal beispielhaft anwenden. Wir betrachten dazu in R? die Ebene

1 1 1 1 1 1
b= O)+A 1) +pf2|: ANpeRp=10 +< 11,12 >
1 0 2 1 0 2

und bestimmen ihren Abstand vom Punkt (1,1, 1)T. Dazu ermitteln wir zunichst
die Hesse-Normalform von E, d.h. wir suchen einen Normaleneinheitsvektor v =
(v, v9,3)T € R3 mit v L (1,1,0)" und v L (1,2,2)7, sowie ||v|, = 1.

Aus der ersten Bedingung bekommen wir die Gleichung v+ = 0, d.h. v; = —us.
Die zweite Bedingung liefert vy + 215 +2v3 = 0, d.h. wir erhalten durch Einsetzen
der ersten Gleichung v; — 214 + 2v3 = 0. Das liefert v; = 2v3. Wir setzen nun
v1 = 2 und erhalten v, = —2 und v3 = 1. Ein Vektor, der die ersten beiden
Bedingungen erfiillt, ist also o := (2, =2, 1)T.

Dieser hat nun noch nicht Lange Eins. Wir beachten, dass mit 7 L x auch av 1L x
fiir jedes o € R gilt. Auch die Vektoren av erfiillen also weiter die ersten beiden
Bedingungen. Es reicht also ||7]|; = v4 +4 4 1 = 3 zu bestimmen und 7 damit
zu ,normieren‘. Dann ist

der gesuchte Normaleneinheitsvektor.
Weiter ist der Vektor z := (1,0,1)T ein Element von E, womit wir

1 1 2 1
d=(z|v) = 0 3 -2 :§(2+1):1
1 1

bestimmen. Also ist die Hesse-Normalform gegeben durch

. 2 2 1
E={yeR": (ylv) =1} = {y = (y17y27y3)T eR®: gyl - 592 + g?/g = 1}-

Damit bekommen wir nun sofort mit Satz [3.5.12]

N2 1 2
dist((1,1, )7, E) = ([ [1]]=|=2] | —d| = —(2—2+1)—1) _—
13 3 3
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Das miihsamste an obiger Berechnung war die Bestimmung von 7, also eines Vek-
tors, der senkrecht auf dem Untervektorraum steht, der die Ebene aufspannt. Im
fiir das reale Leben wichtigen Spezialfall des dreidimensionalen Raums R? gibt es
zum Gliick eine relativ einfache Moglichkeit einen solchen Vektor zu bestimmen.
Diese wollen wir zum Abschluss dieses Abschnitts noch schnell angeben.

Definition 3.5.14. Es seien v = (21, 22, v3)T undy = (y1, y2,y3)” aus R®. Dann
heifst der Vektor

X1 Y1 TalY3 — Y223
To | X Y2 | = | T3Yy1 — Ysx1
z3 Ys T1Y2 — Y122

das Kreuzprodukt von x und y.

Satz 3.5.15. Sind x,y € R3, so gilt (v x y) L x und (z x y) L y.

3.6. Lineare Abbildungen

Definition 3.6.1. Es seien V und W zwei K-Vektorriume beziiglich desselben
Korpers K.

(a) Eine Abbildung ® : V — W heifst linear oder (Vektorraum-)Homomorphis-
mus, falls fiir alle a,b € V und alle o € K

®(a+b) = P(a) + (D) und d(aa) = ad(a)
qgilt.

(b) Ist @ zusdtzlich bijektiv, so heifit & (Vektorraum-)Isomorphismus, und V/
und W werden dann als isomorph bezeichnet, in Zeichen: V = W.

Die beiden Bedingungen in der Definition einer linearen Abbildung kénnen zu
einer verschmolzen werden:

Satz 3.6.2. Seten V und W zwei K-Vektorrdume. Dann ist ® : V — W genau
dann linear, wenn fir alle a,b € V und alle o, f € K qilt

O(aa + Bb) = a®(a) + SD(b).

Beweis. ,=* Mit den beiden Eigenschaften aus Defintion B.6.11[(a)] folgt nach-
einander

d(aa + Bb) = ®(aa) + () = ad(a) + SP().
»<=" Seien a,b € V. Dann gilt nach Voraussetzung mit a« = =1
Pla+b)=P(1-a+1-b)=1-P(a)+1-D(b) = P(a)+ P(b).
Sind a € V und a € K, so ist auf die gleiche Weise mit b =0 und g =0
d(aa) = P(aa+0-0) = ad(a) +0- P(0) = ad(a). O
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Ubungsaufgabe 3.6.3. (a) Fiir jeden Vektorraumhomomorphismus ® : V' —

(b) Sind & : V. — W und ¥ : W — X lineare Abbildungen zwischen K-
Vektorrdumen V', W und X, so ist auch W o ® : V — X linear.

(c) Ist @ : V — W ein Isomorphismus, so ist auch ®~! : W — V eine lineare
Abbildung, also wieder ein Isomorphismus.

Beispiel 3.6.4. (a) Fiir zwei beliebige K-Vektorraume V und W ist die Null-
abbildung Q : V. — W mit Q(a) = Oy fiir jedes a € V linear, denn fiir alle
a,b €V und alle o, § € K gilt

Qaa+ Bb) =0 = a- 0w + B - O = aQd(a) + QD).

(b) Sei V ein K-Vektorraum und A € K fest. Dann ist &) : V — V mit
®y(a) = Aa, a € V, ein Homomorphismus. Fiir A # 0 ist das sogar ein
[somorphismus mit (IJ)_\l = D).

(¢) Zu vorgegebenem v # 0 aus einem K-Vektorraum V' betrachten wir die
Abbildung ¥, : V' — V mit ¥,(a) = a+ v fiir jedes a € V. Dieses ist keine
lineare Abbildung, denn es gilt ¥, (0) =0+ v =v # 0.

Wir wollen uns noch ein paar sehr wichtige lineare Abbildungen im Anschau-
ungsraum zu Gemiite fiihren.

Beispiel 3.6.5. Die folgenden Abbildungen von R™ nach R™ sind linear:
(a) Die in Ubungsaufgabe definierte Orthogonalprojektion.
(b) Jede Spiegelung an einem (n — 1)-dimensionalen Untervektorraum.
(¢) Die Streckung um einen Faktor A € R, vgl. Beispiel B.6.41[(b)]

(d) Fiir n = 2 die Drehung der Ebene um einen Winkel o und fiir n = 3 die
Drehung des Raums um eine Ursprungsgerade.

(e) AuBerdem alle Verkettungen der obigen, vgl. Ubungsaufgabe B.6.3[(b)] also
alle Drehstreckspiegelungsprojektionen,. . .

Um den Isomorphie-Begriff zu beleuchten, zeigen wir beispielhaft den folgenden
Satz.

Satz 3.6.6. Es sei K ein Korper und M eine Menge mit |M| = n € N*. Dann
gilt Abb(M, K) = K™,
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Beweis. Wir benennen M = {m;, ma, ..., m,} und betrachten die Abbildung

f = (flma), f(ma),..., f(my))",

von der wir nun zeigen wollen, dass sie ein Isomorphismus ist.
Zum Nachweis der Linearitét seien f,g € Abb(M, K) und «, § € K. Dann gilt

(af + Bg)(m1) af(my) + Bg(mi)

. {Abb(M, K) — K"

B(af + Bg) = (af +?9)(m2) _ af(mg) J:rﬁg(ﬂh)
(af + BQ)(mn) af(my) ;i_/@g<mn>
f(m1) g(my)
- f(T:nQ) +5 9(712) = ad(f) + P(g)
F(mn) g(mn)

und die Linearitat von ® folgt aus Satz [3.6.2]
Es bleibt also noch die Bijektivitéat von ® zu zeigen. Seien dazu f, g € Abb(M, K)
mit ®(f) = ®(g) gegeben. Dann ist

(f(m1>7 f<m2)7 ] f(m">)T = (g<m1)7g<m2>7 ce 7g<mn>)T

und damit f(m;) = g(m;) fir jedes j € {1,2,...,n}. Also ist f = g und wir
wissen, dass @ injektiv ist.
Sei weiter x = (21,73, ...,2,)T € K™ gegeben. Fiir die Funktion f: M — K mit

. . T
flmy) = aj, j € {1,2,....n}, gilt dann ®(f) = (f(m1), f(ma), ..., f(ma)) =
(11,29, ..,2,)T = 2. Also ist ® auch surjektiv und wir sind fertig. O
Ubungsaufgabe 3.6.7. (a) Zeigen Sie, dass die Abbildung
. R3 — R*
| (s we, x3)T = (22,21 4 @9, 0 + 23, 33)7T

linear und injektiv, aber nicht surjektiv ist.

(b) Finden Sie eine surjektive lineare Abbildung, die nicht injektiv ist oder
zeigen Sie, dass es eine solche nicht geben kann.

Die Menge der linearen Abbildungen bildet selbst wieder einen K-Vektorraum.
Wir geben dieser zunichst eine Bezeichnung.

Definition 3.6.8. Wir setzen
LV,W):={P:V — W : ® linear}.
Ist V.=W, so schreibt man auch kurz L(V') statt L(V, V).
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3. Lineare Algebra

Ubungsaufgabe 3.6.9. Es seien V, W zwei K-Vektorrdume. Dann ist £(V, W)
mit der Addition und Skalar-Multiplikation aus Beispiel B‘WJ ein K-Vektor-

rauil.

Satz 3.6.10. Es seien V und W zwei K -Vektorrdume, n € N* und ® € L(V,W).

(a) Sind vy, vs,...,v, €V linear abhingig, so sind auch ®(vy), ®(v2), ..., P(v,)

linear abhdngig.

(b) Ist ® injektiv und sind vy, vs,...,v, € V linear unabhingig, so sind auch

O (vy), P(v2), ..., P(v,) linear unabhdingig.

(c) Ist & ein Isomorphismus und B eine Basis von V', so ist auch ®(B) eine

Basis von W. Insbesondere gilt dim(V') = dim(W).

Beweis.  (a) Es sei Y 7, aju; = Oy eine nichttriviale Linearkombination des
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Nullvektors. Dann gilt wegen Ubungsaufgabe B.6.3/[(a)] und der Linearitit

von ® . .
OW = (I)(Ov) = @(Z Oéjl)j) = ZOZJ‘(I)(’U]‘)
j=1 j=1

und dieses ist eine nichttriviale Linearkombination des Nullvektors in W.
Also sind ®(vy), ®(v2), ..., P(v,) linear abhingig.

Wir nehmen an, dass ®(vy), ®(va),...,P(v,) linear abhingig sind. Dann
gibt es eine nichttriviale Lmearkombmamon > =1 a;j®(v;) = Ow. Mit dieser
und der Linearitdt von ® gilt nun

O(0y) =0y = ZO‘J (v)) (Zowg)

Nun ist ® nach Voraussetzung injektiv, also haben wir Oy = Z?Zl Qjv;, wWas
eine nichttriviale Linearkombination des Nullvektors aus vy, vs, ..., v, Wére
und damit ein Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit dieser Vektoren.

Sei @ bijektiv und B eine Basis von V. Dann ist dank [(b)] auch ®(B) eine
linear unabhéngige Teilmenge von W. Wir miissen noch zeigen, dass ®(B)
ganz W erzeugt. Sei dazu w € W beliebig vorgegeben. Da & surjektiv
ist, gibt es ein v € V mit ®(v) = w. Weiter ist B eine Basis von V also
gibt es ein m € N und by, bs,...,b,, € B, sowie ay,qs,...,q, € K mit
v =) " a;b;. Dann ist aber

w=®(v) = @(i ozjbj> = iajfb b
P =1

was bedeutet, dass w € (®(B)) ist. O
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Bemerkung 3.6.11. Damit haben wir im Zusammenspiel mit Satz [3.6.6] insbe-
sondere gezeigt, dass dim(Abb(M, K)) = |M| gilt und das entsprechende Ver-
sprechen aus Beispiel B’Dll] ist eingelost.

Ubungsaufgabe 3.6.12. (a) Zeigen Sie, dass jeder n-dimensionale K-Vektor-
raum isomorph zu K" ist, vgl. Bemerkung [3.2.26]

(b) Seien V' und W zwei endlichdimensionale Vektorrdume. Zeigen Sie, dass
V = W genau dann gilt, wenn dim(V') = dim(W) ist.
Wir wollen nun den fundamental wichtigen Satz beweisen, dass eine lineare Ab-

bildung durch die Angabe der Bilder der Basisvektoren festgelegt werden kann.

Satz 3.6.13. Es seien V., W zwei K-Vektorrdume und V sei n-dimensional mait
einer Basis B = {by,by,...,b,}. Fir jede Wahl von wy,ws,...,w, € W gibt es
dann genau eine lineare Abbildung ® : V. — W, fir die ®(b;) = w; fir alle
je{1,2,...,n} gilt.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass eine solche Abbildung ®, wenn sie existiert,

durch die Angabe der ®(b;), j = 1,2,...,n, eindeutig bestimmt ist. Sei dazu
v € V beliebig. Da B eine Ba51s von V 1st, gibt es dann eindeutig bestimmte
Koeffizienten aq, as, ..., a, € K mit v = 22;1 a;bj. Wegen der Linearitéat von ®

muss dann gelten

= @(Z ijj) = Z O[jq)(bj) = Zajwj.
j=1 j=1 j=1

Das Bild eines jeden v € V liegt also durch die Angabe der Werte wy, wo, . .., w,
bereits fest.

Obiger Eindeutigkeitsbeweis liefert nun auch gleich die Blaupause fiir die Kon-
struktion der gesuchten Abbildung. Wir definieren einfach fiir jedes v € V' die
Abbildung ® durch

= Z aw;, falls v = Z a;b;
j=1 j=1

Wir miissen nun zeigen, dass das so definierte ® eine lineare Abbildung ist und
dass ®(b;) = wj fiir jedes j € {1,2,...,n} gilt.

Zum Nachweis der Linearitéit seien a,b € V und \,u € K gegeben. Mit den
Koeffizienten oy, ao, ..., ay, b1, B2, ..., 0, € K, fiir die a = Z?Zl a;b; und b =
Z?Zl B;b; gilt, haben wir dann nach der Definition von ®

O(Aa + pb) = (Az%b + uZﬁj ) = (i(mj + uﬁj)bj)

7j=1

= Z (A + pBj)w; = )\Za]w] + MZBJUJ] = A0(a) + ud(b).
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3. Lineare Algebra

SchlieBlich ist fiir jedes j € {1,2,...,n} die Basisdarstellung von b; gegeben
durch b; selbst, also gilt

ot
Definition 3.6.14. Es seien V., W zwei K -Vektorrdume und ® € L(V,W'). Dann

heifst
ker(®) := {v €V : ®(v) = Oy}

der Kern von ©.

Satz 3.6.15. FEs seien V,W zwei K-Vektorriume und ® : V — W linear. Dann
qgilt

(a) ker(®) ist ein Untervektorraum von V.
(b) @ ist genau dann injektiv, wenn ker(®) = {0y }.
(c) ®(V) ist ein Untervektorraum von W, der sogenannte Bildraum von ®.

Beweis. (a) Zum Einen ist immer Oy € ker(®), also ist der Kern nicht leer, zum
Anderen gilt fiir alle a,b € ker(®) und alle o, f € K dank der Linearitét
von ¢

@(O&(I‘i‘ﬁb) = o@(a) +ﬁq)(b) =a-0w+ 00w = 0w

und damit auch aa + b € ker(®). Die Behauptung folgt damit aus dem
Untervektorraumkriterium, vgl. Satz [3.2.3

(b) Ist ® injektiv, so kann Oy auler Oy kein weiteres Urbild haben und es ist
ker(®) = {0y }. Ist umgekehrt diese Mengengleichheit gegeben und haben
wir a,b € V mit ®(a) = ®(b), so gilt mit Hilfe der Linearitdt von ®

O(a —b) = P(a) — P(b) =0y, also a—0b=0y,
womit a = b gezeigt ist. Das bedeutet aber gerade, dass ® injektiv ist.

(¢) Zum Einen ist ®(V') nicht leer und zum anderen gibt es fiir jede Wahl von
w,x € ¢(V) Vektoren u,v € V mit &(u) = w und ®(v) = z. Damit ist fiir
alle a, f € K auch

aw + fr = a®(u) + fP(v) = ¢(au + fv) € ¢(V),
die Behauptung folgt also wieder aus dem Untervektorraumkriterium. [

Definition 3.6.16. Ist in der Situation von Satz[3.6.13 der Raum ®(V') endlich-
dimensional, so heifft Rang(®) := dim(®(V')) der Rang von P.
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Wir haben in obigem Satz gezeigt, dass ker(®) ein Untervektorraum von V'
ist. In Erinnerung an Abschnitt B.3] kénnen wir also den Faktorraum V/ker(®)
betrachten. Wie sicht eine Aquivalenzklasse in diesem Raum aus? Erstens gilt
0y = ker(®) und allgemein ist nach der Definition des Faktorraums

a€b < a—beker(d) < dla—1b) =0y
— B(a) — B(D) =0y <= D(a) = D(b).

Das bedeutet, dass die Elemente einer Aquivalenzklasse @ genau die Elemente
von V sind, die unter ® das selbe Bild wie a haben. Damit ist die Abbildung

5. {V/ker((l)) S W (52)

0] — d(v)
wohldefiniert. Diese hat eine wesentliche Bedeutung durch den folgenden Satz.

Satz 3.6.17 (Homomorphiesatz fiir Vektorrdume). Seien V' und W zwei K-
Vektorriume, ® : V. — W linear und ® wie in [32) definiert. Dann ist ® :
V/ker(®) — ®(V) ein Isomorphismus und es gilt ® = ® o v, wobei v : V —
V/ker(®) die kanonische Abbildung ist.

Beweis. Wir haben schon festgestellt, dass d eine wohldefinierte Abbildung ist.
Wir zeigen also Linearitit von ®. Seien dazu a,b € V/ker(®) und o, 8 € K. Dann
gilt

B(ad + Bb) = d(aa + Ab) = B(aa + Bb) = ad(a) + AB(b) = ad(a) + FB(0).

Zum Nachweis der Injektivitit von ® sei & € ker(®). Dann gilt ®(@) = Oy . Also
ist ®(a) = Oy, was wiederum a € ker(®) = 0y impliziert und schlieBlich @ = 0y
liefert. Diese Uberlegungen bedeuten ker(®) = {0y} und mit Satz B.6.15[(b)] folgt
die Injektivitat von .

Da wir den Zielbereich von ® auf ®(V) eingeschriinkt haben, ist ® auch surjektiv
und wir haben bewiesen, dass ® : V/ker(®) — ®(V) ein Isomorphismus ist.
Abschlieend bleibt noch zu bemerken, dass fiir jedes a € V' gilt

(D ov)(a) =D(v(a)) = d(a) = (a). O

Korollar 3.6.18. Seien V und W zwei K-Vektorriume, wobei V' endliche Di-
mension habe. Ist dann ® € L(V, W), so gilt die Dimensionsformel

Rang(®) + dim(ker(®)) = dim(V).

Beweis. Es gilt nach dem Homomorphiesatz V/ker(®) = ®(V'). Also erhalten wir
mit Ubungsaufgabe B.6.12/[(D)|

dim(V/ker(®)) = dim(P(V)) = Rang(P).
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Andererseits liefert Satz
dim(V/ker(®)) = dim (V') — dim(ker(®))
und die Kombination der beiden Gleichungen liefert die Behauptung. O

Satz 3.6.19. FEs sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und ® : V — V
eine lineare Abbildung. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) @ ist bijektiv.

(b) ® ist injektiv.

(c) ker(®) = {0}.

(d) Rang(®) = dim(V).
(e) © ist surjektiv.

Beweis. Wir zeigen = @ = = @ = = Dann sind alle
Aquivalenzen gezeigt, denn man kommt dann von jedem Buchstaben zu jedem
Buchstaben.

Die Implikation [(a)] = [(b)] ist klar und [(b)] = findet sich in Satz [(B)}
Wir zeigen also [(c)|=[(d)] Ist ker(®) = {0}, so ist die Dimension dieses Raumes
Null und wir erhalten mit der Dimensionsformel aus Korollar B.6.18 Rang(®) =
dim(V) und damit [(d)]

Zum Nachweis von [(d)| = [(e)] erinnern wir uns, dass Rang(®) = dim(®(V)) ist.
Gilt also [(d)] so haben wir dim(®(V')) = dim(V'). Dann ist (V) ein Unterraum
von V' mit gleicher Dimension wie V| es muss also ®(V) = V sein und ® ist
surjektiv.

Es bleibt noch aus zu folgern. Ist & surjektiv, so gilt ®(V) = V, also
insbesondere

Rang(®) = dim(®(V)) = dim(V).

Mit der Dimensionsformel sehen wir, dass dann dim(ker(®)) = 0 sein muss, also
ist ker(®) = {0}. Das liefert aber nach SatzB.6.15][(b)] die Injektivitdt von ® und

damit @ O

Beispiel 3.6.20. Wir betrachten die lineare Abbildung ® : R® — R3 mit

Tro + T3 I
@(.ﬁl}) = - + 2[L‘2 + T3 , T = To c RB’.
T1 — T2 T3

und wollen ihren Kern und ihr Bild bestimmen. Zur Bestimmung des Kerns su-
chen wir alle z = (21, 72, 73)T € R3 mit ®(x) = 0, also haben wir das Gleichungs-
system

To + X3 = 0
—r1 + 2x9 + I3 = 0
rT — i) =0
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zu losen. Aus der letzten Gleichung bekommen wir x; = x5 und aus der ersten
T9 = —x3. Also ist auch —x1 +2z9 + 23 = —29 + 229 — 29 = 0 und die zweite Glei-
chung ist automatisch erfiillt. Die Losungsmenge des obigen Gleichungssystems
ist also

« 1
ker(®) = a | eR*:aeR :< 1 >
-« -1

Da damit dim(ker(®)) = 1 ist, wissen wir nach der Dimensionsformel schon, dass
dim(®(V)) = Rang(P) = 2 sein muss. Damit reicht es zur Bestimmung des Bildes
von ¢ aus, wenn wir zwei linear unabhéngige Vektoren in ®(1') angeben kénnen.
Dazu betrachten wir aufs Geratewohl die Bilder

®((1,0,00") = (0,—-1,D"  und  @((0,0,1)") = (1,1,0)".

Da diese beiden linear unabhéngig sind, gilt

Abbildung 3.2.: Das Bild (Projektionsebene) und der Kern (Projektionsrichtung)
der linearen Abbildung aus Beispiel [3.6.20]
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Bemerkung 3.6.21. Seien V und W endlichdimensionale K-Vektorrdume und
B := {by,bs,...,b,} eine Basis von V, sowie C := {¢1,¢2,...,¢,} eine Basis von
W. Weiter sei ® : V — W eine lineare Abbildung.

Ein gegebenes x € V kénnen wir nun beziiglich der Basis B darstellen und erhal-

ten
n
x = Z i,
=1

wobei [Z]g = (£1,&s, ..., &) € K™ der Koordinatenvektor von z beziiglich B ist.
Damit gilt nun dank der Linearitéit von ®

O(z) = @(i gkbk> - igk@(bk).

Stellen wir nun wiederum jedes ®(by) durch seine Koordinaten bzgl. C dar, also
bestimmen wir fiir jedes k € {1,2,...,n} Koeffizienten oy g, aoy,...,0pr € K
mit

p
O(bp) = > ajicy,
j=1

so erhalten wir zusammen

() = > &) = 36> e = 2 (D)o
k=1 k=1  j=1

j=1 k=1

Was sagt uns dieser Zeichenwust nun? Wir haben mit

[M]C = <Z RIREIH) Pt Oén,kfk)T
k=1 k=1 k=1

den Koordinatenvektor von ®(x) beziiglich der Basis C bestimmt, d.h. die Dar-
stellung von ®(x) in der Basis C in W angegeben. Dabei konnen wir die Koef-
fizienten ,_, a; x&x berechnen, wenn wir zum Einen die &, fiir jedes k kennen
und zum anderen die Koeffizienten a; ;. Die &, lassen sich direkt aus x bestim-
men, sobald wir die Basis B haben, diese haben also nichts mit der speziellen
Abbildung ® zu tun. Umgekehrt bestimmen sich die «;; ausschlieSlich aus den
Vektoren ®(by), (b)), ..., P(b,) und der Basis C. Diese sind also fiir jedes x € V
die selben. Diese Beobachtungen sind aus verschiedenen Griinden bemerkenswert:

1. Wir haben gesehen, dass es zur Berechnung von ®(x) fir jedes z € V
ausreicht, wenn wir die n Vektoren ®(b;), ®(bs), ..., P(b,) kennen.

2. Das bedeutet umgekehrt: Gibt uns jemand die gesamte Kollektion der Ko-
effizienten oy, fiir j € {1,2,...,p} und k € {1,2,...,n}, so kennen wir die
lineare Abbildung ®, die dahinter steht komplett, denn wir kénnen dann
jedes ®(x) ausrechnen.
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3.7. Matrizen und lineare Abbildungen

3.7.1. Matrixrechnung

Wir erinnern noch mal an den Vektorraum der p x n-Matrizen iiber einem Korper
K, vgl. Beispiel BI.2l[(b)] Eine solche Matrix ist ein Schema von Elementen aus
K mit p Zeilen und n Spalten:

ann Q2 ... Qg
Qo1 Qoo ... Qo

A= . . . = (Oéjk)jzl ..... pk=1,...n>
Qp1 Qpa ... Opp

wobei die Addition und Skalar-Multiplikation komponentenweise erkléirt sind.
Wichtig ist auflerdem der Spezialfall n = 1. In diesem Fall hat die Matrix nur
eine Spalte, es hat also ein A € KP*! die Form

und wir haben KP*! =~ KP.
Wir wollen nun eine weitere Rechenoperation einfiihren, die Matrixmultiplikation.

Definition 3.7.1. Es seien K ein Korper und n,p,q € N*. Weiter seien zwei
...... n € KP*"
gegeben. Dann definieren wir das Matrixprodukt A- B = AB € K7" als

P
AB = ( o )
; jePek G=1,0q,k=1

Bemerkung 3.7.2. (a) Man beachte, dass das Produkt zweier Matrizen nur
dann definiert ist, wenn die Anzahl der Spalten der ersten Matrix gleich der
Anzahl der Zeilen der zweiten ist.

(b) Sieht man die Matrix A als Spaltenvektor ihrer Zeilen und B als Zeilenvek-
tor der Spalten, d.h.

A= . und B:(bl,bz,...,bn)
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wobei ay,as,...,a, € KP die Zeilen von A und by,by,...,b, € K? die
Spalten von B sind, so bekommt man den Eintrag «,, von AB fiir j €
{1,2,...,q}und k € {1,2,...,n}, indem man das Skalarprodukt der j-ten
Zeile von A mit der k-ten Spalte von B berechnet, also

p
Vir = (albe) =Y aeBu.
=1

Beispiel 3.7.3.

1 2
a) Wir betrachten A = 2 -1 0 eER”>und B=| 1 0] e R>2
3 5 1
-1 5

Dann ist A - B € R?*? mit

1
2 -1 0 1 4
A‘B:( )‘1 :( )
35 1)\ - 7 11

und B - A € R?*3 mit

S N

2 1o\ _ (5 U
3 5 1)

13 26 5

1 2
B-A=11 0 (
15

Man beachte insbesondere, dass damit die Matrixmultiplikation nicht kom-
mutativ ist.

3 1 0 3
() Seimm A= {2 -1 1 |eR*¥ wumdar=|0] € R®=R>*"
0 2 =2 2

Dann ist auch Az € R**! = R3 mit

3 1 0 3 9
Ar =12 -1 1 0)=1 8
0 2 =2 2 —4

Fiir die Matrixmultiplikation gelten die folgenden Rechenregeln:
Satz 3.7.4. Seien A, D € K7P und B,C € KP*", sowie A € K. Dann gilt
(a) A-(AB) = (AA)-B=\A-B).

(b)) A-(B+C)=A-B+A-Cund (A+D)-B=A-B+D-B.
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Beweis. Wir beweisen die Aussage in @, die zweite Aussage verbleibt als Ubung.
Es sei A = (aje)j=1,.qt=1..p und B = (Bek)i=1,.. pk=1,.n. Dann gilt \B =
(ABek)i=1....pk=1...n, und nach der Definition der Matrixmultiplikation

A-(\B) = (Zp: ijz()\ﬁzk)) gt (Z()‘aﬂ)&k>j1 Gh=1,.n
= T =, , g

J

Dieses ist nun zum Einen gleich der Matrix (AA)- B und zum Anderen kénnen wir
nun das A ganz aus der Summe und dann aus der Matrix ziehen und bekommen
SO

Bemerkung 3.7.5. Insbesondere gilt also fiir A, B € KP*" und z,y € K" damit
Alx +y)=Ar+Ay  und (A+ B)x = Az + Bux.

Besonders wichtig ist in der Matrixrechnung der Fall p = n. Man spricht dann
von einer quadratischen Matrixz. Hat man zwei gleich grofle quadratische Matrizen
A, B € R™" so sind beide Produkte AB und BA definiert und wieder Elemente

von R™ ™. Tatséchlich gilt sogar der folgende Satz.

Satz 3.7.6. Sein € N* und K ein Korper. Dann ist (K" ", +,-) ein Ring mit
Eins, der fiir n > 2 nicht kommutativ ist.

Beweis. Nach Beispiel BI.2[(b)] ist K™*" ein K-Vektorraum, also ist (K™*", +)
insbesondere eine abelsche Gruppe. Das Distributivgesetz ist genau die Aussa-
ge aus Satz BE@ Das Assoziativgesetz fiir die Multiplikation folgt aus der
entsprechenden Eigenschaft von K, denn fiir drei Matrizen A, B,C' € K™*™ gilt

(ajﬁ)] {=1,...n (Z Bﬁm’}/mk))g 1 = <Z Qjp Z Bﬁm/Ymk) 1
m:l ..... 621 m:l =1,... n
= (; 7nzl ijz(ﬁem%nk))ml ..... o= <m1 2 (%zﬁm)%m)jvkl ..... i

— (AB)C,

wobei man fiir das letzte Gleichheitszeichen, die davor getéitigte Rechnung wieder
riickwérts machen muss.
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Das Einselement ist die Matrix

1 0 ... 0
01 ... 0

I= Do . :<5jk)j,k=1 ..... n
00 ... 1

.....

/=1 JR=15.

und umgekehrt genauso.
Die Nichtkommutativitédt sieht man schlieflich fiir jedes n > 2 an

0 0 0 0 01 0O ... 00
0 0 of|: il fo .o 00
1 0 0 0 00 0 01
und
0 0 1 00 0 1 0 0
0 00 S e 00 0
) . . . . — ) l:‘
: P 00 ... 0 Lo L
0O ... 00 10 ... 0 00 ... 0

.....

...........

.....

die zu A transponierte Matriz.

Beispielsweise ist

32 5\
12 3) ~

vgl. Beispiel B.1.2) .

Fiir das Transponieren gelten die folgenden Rechenregeln:

ot N W
W N
=
=
o,
—~
—_
w
~J
~—
!
Il
~N W
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Satz 3.7.9. (a) Fir alle A, B € KP*" und alle A € K gilt
o (A+ B)T = AT + BT,
o (AT)T = 4,
o (NA)T =)AT.
(b) Fiir alle A € K¥P und B € KP*" gilt (AB)T = BT AT.

Beweis. Wir beweisen nur beispielhaft den dritten Punkt von , der Rest ver-
bleibt als Ubung.

Sei also A = (ajk)j=1,.. ph=1,..n € KP*" und XA € K. Dann gilt nach der Definition
der Skalar-Multiplikation in KP*"

)\0411 )\Ozlg e )\aln g )\0411 )\0421 e )\Ozpl
()\A)T _ )\0421 )\0622 Ce )\Oézn _ )\0412 )\0422 e )\Oépg _ )\AT
Aapr Aage .. Aoy, A, Adg, ... Aagy,

Ubungsaufgabe 3.7.10. Es sei A € R™ " eine Matrix und (-|-) das Standards-
kalarprodukt auf R™. Zeigen Sie, dass dann fiir alle z,y € R" gilt

(Azly) = (z|ATy).

Im Lichte dieser Ubungsaufgabe ist auch das Vertauschen der Reihenfolge in
Satz [3.7.9 @ zu sehen:

((AB)"zly) = (z|ABy) = (A"x|By) = (BT A"zly).

3.7.2. Die Abbildungsmatrix einer linearen Abbildung

Was haben nun Matrizen mit linearen Abbildungen zu tun? Dieser Frage wollen
wir jetzt nachgehen. Dazu sei ® : V' — W eine lineare Abbildung zwischen zwei
endlichdimensionalen K-Vektorrdumen, sowie B = {by, b, ..., b,} eine Basis von
Vund C = {c1,¢2,...,¢,} eine Basis von W.

In dieser Situation haben wir in Bemerkung [3.6.21] folgendes gesehen: Bestimmt
man oy fir j = 1,...,pund k = 1,...,n so, dass ®(by) = >_7_, a;ic; gilt und
stellt man z € V durch seinen Koordinatenvektor # = [Z]g = (£1,&s,...,&)T €
K" beziiglich B dar, so gilt

p

O(x) = i(z": ajk§k> cj = Z(Af)jcja

j=1 k=1 j=1
mit A = (jx)j=1..pk=1,.n, d.h. der Vektor Az enthilt die Koordinaten des
Vektors ®(z) beziiglich der Basis C, oder in Formeln [(IJ(:ED]C = A[7]z.
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3. Lineare Algebra

Definition 3.7.11. Es seien V., W, B, C, n, p und ® : V. — W wie oben.
Die Matriz A = (o) j=1,. ph=1,.n € KP*™ heifit dann Darstellungsmatrix oder
Abbildungsmatrix von ® beziiglich B und C. Wir bezeichnen diese mit A =
ME(®).

Im Kopf haben sollten Sie die folgende

Merkregel: | In den Spalten der Abbildungsmatrix stehen die Koordinaten
der Bilder der Basisvektoren.

Beispiel 3.7.12. Es sei ® : R? — R? die Spiegelung an der z,-Achse. Das ist
nach Beispiel B.6.5l[(b)| eine lineare Abbildung. Statten wir R? mit der Standard-
basis B = {b1,b2} = {(§),(?)} aus, so kénnen wir die Abbildungsmatrix von ®
beziiglich B und B angeben, indem wir die Bilder der Basisvektoren bestimmen:

ow=o(()) () --rnms
owr=o(()- () -0 ve

-1 0

0 1

Tatsdchlich ist zum Beispiel fiir x = (2) der Koordinatenvektor # beziiglich B
gleich dem Vektor x und wir bekommen

st (3 9)()-(7) -5

Beispiel 3.7.13. Wir betrachten die lineare Abbildung ® : R? — R? mit

o((2) = (nr)

(a) Es sei zundchst B=C = {(}),(9)}. Dann ist

e () ) o
(@) -(2) -

M@ = migo) = (7 7).

Also ist M5 (®) =

und

Also ist
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3.7. Matrizen und lineare Abbildungen

(b) Andert man die Basen, bekommt man auch eine andere Abbildungsma-
trix fiir die selbe Abbildung. Wir behalten B = {({),(?)} wie oben, aber
ersetzen C durch D = {dy,ds} = {(3),(7?)}. Dann ist

®(by) = G’) =d; und ®(by) = (‘12) = dy.

Also ist damit
10
ME(®) = (0 1).

Damit ist M5(®) (1) = (1), aber es ist doch ®((1,1)T) = (1,2)T? Was ist
hier schief gegangen?

Nichts! Wir miissen nur richtig interpretieren. Nach unserer Definition der
Abbildungsmatrix ist das Ergebnis von MB(®) (1) der Koordinatenvektor
[D(z ;]D von ®(x) beziiglich D und nicht ®(x) selbst! Da nun D nicht die

Standardbasis ist, sind Vektor und Koordinatenvektor nicht mehr identisch.
Aber tatséchlich gilt

1-di+1-dy= (i’) + (12) = @) =o((1,1)").

Beispiel 3.7.14. Wir wihlen V' = W und betrachten die Identitat id : V— V
auf V. Diese ist linear, also hat sie zu einer gegebenen Basis B = {b,bs,...,b,}
von V' eine Abbildungsmatrix beziiglich B und B, die wir nun bestimmen wollen.
Es ist id(b;) = b;, also ist der Koordinatenvektor von id(b;) der j-te Einheitsvek-
tor. In der Abbildungsmatrix M5 (id) der Identitit steht also in der j-ten Spalte
der j-te Einheitsvektor, also

1 0 0
vga = |7 =
0 ... 0 1

d.h. die Abbildungsmatrix ist die Einheitsmatrix.

Bemerkung 3.7.15. Es seien V' und W endlichdimensionale K-Vektorrdume
und B = {by,bs,...,b,} eine Basis von V und C = {¢1,¢a, ..., ¢,} eine Basis von
W. Dann haben wir nun gesehen, dass es zu jeder linearen Abbildung ® : V — W
eine Abbildungsmatrix MZ(®) gibt. Aber auch umgekehrt wird ein Schuh daraus:
Geben wir eine beliebige Matrix A = (ajk)j=1,. ph=1,...n € KP*™ vor, so gibt es
nach Satz B.6.13] genau eine lineare Abbildung ®4 : V' — W mit
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3. Lineare Algebra

Fiir diese Abbildung gilt dann MZ(®,4) = A (warum?).

Damit haben wir zusammengefasst folgendes gesehen: Wahlt man die Basen B
und C fest, so gibt es eine eins-zu-eins-Beziehung zwischen den linearen Abbil-
dungen von V nach W und den Matrizen aus K?*". Das bedeutet, dass wir jede
lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen K-Vektorrdumen, also ein u.U.
durchaus uniibersichtliches Objekt, durch eine solche Matrix, also etwas recht
iiberschaubares, beschreiben konnen und dass uns jede Erkenntnis iiber Matrizen
eine Erkenntnis iiber lineare Abbildungen beschert und umgekehrt.

Definition 3.7.16. Es sei A € KP*" eine Matriz und ay,as, . ..,a, € KP seien
die Spalten von A. Dann heifst

(a) Rang(A) := dim({ay, as, ..., a,)) (Spalten-)rang von A.
(b) der Untervektorraum ker(A) :={x € K™ : Az = 0} von K™ Kern von A.

Der folgende Satz zeigt ein paar Beziehungen zwischen einer linearen Abbildung
und ihrer Abbildungsmatrix auf. Er bleibt hier ohne Beweis stehen.

Satz 3.7.17. Es seien V und W endlichdimensionale K - Vektorrdume mit Basen
B, bzw. C, ® : V — W eine lineare Abbildung und A = ME(®). Dann gilt

(a) Rang(®) = Rang(A).

(b) Rang(A) ist die Mazimalanzahl linear unabhdingiger Spalten von A.
(¢) dim(ker(®)) = dim(ker(A)).

(d) dim(V') = Rang(A) + dim(ker(A)).

Im Abschnitt iiber lineare Abbildungen haben wir in Ubungsaufgabe B.6.3 gese-
hen, dass die Verkettung von linearen Abbildungen und die Umkehrfunktion von
Isomorphismen wieder lineare Abbildungen sind. Wie bestimmt man nun deren
Abbildungsmatrizen, d.h. wie bekommt man M5 (¥o®) und Mg (®~1) aus MF(P)
und M§(¥)?

Zuerst zeigen wir, dass die Abbildungsmatrix der Verkettung genau das Matrix-
produkt der beiden Abbildungsmatrizen von ¥ und ® ist.

Satz 3.7.18. Es seien V, W und X endlichdimensionale K-Vektorriume mat
Basen B, C, bzw. D. Weiter seien ® € L(V,W) und ¥ € L(W, X). Dann gilt

ME(W 0 ®) = ME(W) - ME(®).

Beweis. Es sei B = {by,bs,...,b,}, C ={c1,¢2,...,¢,} und D = {dy,do, ...,d,}.

.....
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3.7. Matrizen und lineare Abbildungen

bestimmen, miissen wir die Koordinaten von (Wo®)(by) beziiglich der Basis D fiir
jedes k =1,...,n bestimmen. Es gilt nach der Definition der Abbildungsmatrix

(T o ®)(by) = U(B(by)) = T (i mkcg).

Verwenden wir nun die Linearitdt von ¥ und dann die Abbildungsmatrix von ¥,
so erhalten wir

<\I/ e} @)(bk) == Z Bék\I]<Cg> = Z /Bfk Z Oéjgdj = Z (Z Oéjgﬁgk) dj.
/=1 =1 j=1 =1

j=1 ¢=

Also ist die Abbildungsmatrix von W o ® gegeben durch

p
Vik = E Bk
=1

und das ist genau die Definition des Matrixprodukts. O
Entsprechend kann man auch die folgenden Rechenregeln zeigen:

Ubungsaufgabe 3.7.19. Es seien V und W endlichdimensionale K-Vektorriu-
me mit Basen B, bzw. C. Sind &,V € L(V, W) und A € K, so gilt

(a) ME(® + ¥) = MF(®) + ME(¥) und
(b) ME(AD) = AMEB(®).

Beispiel 3.7.20. Die lineare Abbildung in R?, die man bekommt, wenn man
zunéchst die Abbildung ® in Beispiel B.7.13 ausfithrt und dann die Spiegelung an
der x,-Achse, vgl. Beispiel B.7.12, hat also beziiglich der Standardbasis in R? die

Abbildungsmatrix
-1 0\ (3 =2\ _ (-3 2
0 1 1 1) \1 1)°

Wir wenden uns der Abbildungsmatrix der Umkehrfunktion zu. Es seien also V'
und W endlichdimensionale K-Vektorrdume mit Basen B, bzw. Cund ® : V — W
ein Isomorphismus.

Wir bemerken zunéchst, dass ® nur bijektiv sein kann, wenn die Dimensionen
von V und W {ibereinstimmen, denn nach der Dimensionsformel gilt

dim(W) * 2% Rang(®) = dim(V) — dim (ker(®)) “2 dim(V).

Also muss die Abbildungsmatrix einer solchen bijektiven Abbildung quadratisch
sein.
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Es gilt nun ® o ®! = idyy und &' o ® = idy, also ist nach Beispiel B.7.14]
ME(®) - ME(®™) = ME(idw) =1 und Mg - ME(®) = ME(idy) = 1.

Nach Satz ist I das neutrale Element der Multiplikation im Ring K™*". Wir
haben also gerade gezeigt, dass man einen Vektorraum-Isomorphismus daran er-
kennt, dass seine Abbildungsmatrix in diesem Ring ein multiplikatives Inverses
besitzt. Und dieses multiplikative Inverse ist dann die Abbildungsmatrix der Um-
kehrfunktion. Wir gieflen das in eine Definition.

Definition 3.7.21. Es sein € N* und K ein Korper. Eine Matriz A € K™
heifit invertierbar oder regulir, falls ein A~ € K™ " existiert mit A- A=t =1
und A=Y - A= 1. Die Matriz A~" heifit dann die Inverse von A.

Ist A nicht reguldr, so nennt man A singular.

Bemerkung 3.7.22. (a) Nicht jede von der Nullmatrix verschiedene quadra-
tische Matrix ist invertierbar, d.h. K™*" ist kein Korper. Z.B. ist

10\ (0 0\ _ (00
10 3 7/ \0 0)’
d.h. (19) ist ein linker Nullteiler.

(b) Die Inverse ist eindeutig, denn sind A’ und A” zwei Inverse von A, so ist mit

dem schon mehrfach bemiihten Argument A’ = A’(AA") = (A’A)A" = A”.

Satz 3.7.23. Es sein € N*, K ein Korper und A € K™™. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(a) A ist invertierbar.
(b) Rang(A) = n.
(¢) ker(A) = {0}.

Beweis. Nach unseren obigen Uberlegungen ist A genau dann invertierbar, wenn
die Abbildung ® 4, vgl. Bemerkung [3.7.15] bijektiv ist. Dies wiederum ist wegen
Satz und Satz B.7I7|(a)| dquivalent dazu, dass Rang(A4) = Rang(®4) = n
ist. Damit haben wir @ — @ gezeigt.

Mit Hilfe der Dimensionsformel n = Rang(A) + dim(ker(A)) aus Satz BZI7((d)|
sieht man, dass[(b)| genau dann gilt, wenn dim(ker(A)) = 0 ist, was wiederum zu
(c)| &quivalent ist. O

Beispiel 3.7.24. Die Matrix

_ 2 3 2%92 - . . . 1 1 2 _3
A= (_1 2) eR ist invertierbar mit A7 = (1 92 )
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denn . .
4 (2 3 1 2 =3\ _1 7 0\

und . .
1, 1(2 =3 . 2 3y _1 7 0\
AA_7<1 2) (—1 2)‘7(07_['

Im Kontrast dazu ist

oy
Il
N
| 2[\31
[
DO Lo

) € Z2*? nicht invertierbar,

(3)-(5)-0)

Das bedeutet, dass die zweite Spalte von B ein Vielfaches der ersten Spalte ist,
die beiden sind also linear abhingig. Die maximale Anzahl linear unabhéngiger
Spaltenvektoren von B ist folglich 1 und Satz liefert, dass Rang(B) =1
ist. Das bedeutet wiederum nach Satz [3.7.23] das Aus fiir die Invertierbarkeit.

denn es ist

Bemerkung 3.7.25. (a) Sind A, B € K™*" invertierbare Matrizen, so ist auch
ihr Produkt AB invertierbar mit (AB)™! = B71A~1, denn

(AB)(B'A™) = ABBB YA ' = ATA™ = AA™ =]

und genauso gilt umgekehrt B~1A"'AB = I.
Man beachte, dass sich die Reihenfolge der beiden Matrizen umkehrt!

(b) AufBlerdem gilt fiir jedes A € K \ {0} und jedes invertierbare A € K"*"

(AA) = Ata

(c) SchlieBlich ist mit A € K™ immer auch AT invertierbar und es gilt
(AT = (A7),
weshalb man manchmal auch die etwas verwegene Schreibweise AT sieht.
Ubungsaufgabe 3.7.26. Die Menge
GL(n,K):={A e K"" : A invertierbar}

ist mit der Matrixmultiplikation als Verkniipfung eine Gruppe. Diese heifit all-
gemeine lineare Gruppe. Die Abkiirzung kommt von der englischen Bezeichnung

“general linear group”.
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3. Lineare Algebra

3.8. Lineare Gleichungssysteme

In vielen Zusammenhéngen stof8t man in der Linearen Algebra (und auch anders-
wo) auf die Problematik lineare Gleichungssysteme l6sen zu miissen.

Die Problemstellung ist die folgende: Gegeben Koeffizienten oy, j € {1,2,...,p},
ke {1,2,...,n}, aus einem Korper K und weitere Elemente by,b,...,b, € K,
bestimme z1, zo, ..., 2, € K mit

111 —+ 12T + -t ATy = b1
Q91 T1 + QaTo + - + QT = by

Q1T+ QpaTo + + - - 4 QppTy = by

Setzt man b := (by,ba,...,b,)7 € KP und A := (ai)j=1. ph=1
kann man jedes lineare Gleichungssystem in der Matrizform

.....

Ax =0
schreiben.

Definition 3.8.1. (a) Fin lineares Gleichungssystem (LGS) ist die Gleichung
Ax = b, wobei A € KP*" und b € KP gegeben und der Vektor x € K"
gesucht ist.

(b) Fin LGS heifit homogen, falls b = 0 ist. Sonst heifft es inhomogen.

(¢) Das LGS Ax = b heifst 1osbar, falls ein x € K™ ezistiert mit Ax = b und
es heifit eindeutig 1osbar, wenn genau ein solches x € K" existiert. Gibt es
kein x € K™ mat dieser Eigenschaft, so nennt man das LGS unlésbar.

3.8.1. Losbarkeitstheorie

Bemerkung 3.8.2. In folgenden Spezialféllen ist es leicht, das Losungsverhalten
von linearen Gleichungssystemen zu bestimmen:

(a) Ist p = n und A € K™ invertierbar, so ist Az = b fiir jedes b € K"
eindeutig 16sbar durch x = A~'b, denn mit dieser Wahl gilt

Az = A(A7'0) = (AA Db=1Tb=1b

und ist y € K" eine weitere Losung, gilt also Ay = b, so ist x = A™1b =
A~ Ay =

(b) Ist A € KP*™ die Nullmatrix, so ist Az = b nur fiir b = 0 16sbar, dann aber
ist jedes x € K™ eine Losung.
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(c) Das homogene System Ax = 0 ist fiir jede Matrix A 16sbar, da der Nullvek-
tor eine Losung ist. Aulerdem bilden alle Losungen den Untervektorraum

ker(A), vgl. Definition B.7.16l

Kennt man den Kern von A, so ist zur Losung des Systems Az = b schon ein
Grofiteil der Arbeit getan, denn es gilt der folgende Satz iiber die Struktur der
Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems.

Satz 3.8.3. Es seien A € KP*" und b € KP. Hat das LGS Ax = b eine Lisung
xs € K", so sind alle Losungen des LGS gegeben durch

{re K" : Az =b} ={z,+y:y € ker(A)}.

Kennt man also eine Losung, so erhélt man alle Losungen als die Elemente der
Aquivalenzklasse dieser einen Losung in V/ker(A).

Beweis. Wir beweisen zunéchst ,,C“. Sei dazu x € K" eine Losung von Ax = b.
Dann gilt
Alx —z5) = Ax — Axzy =b—b=0.

Also ist x — x5 € ker(A) und es gibt ein y € ker(A) mit z = z, + y.
Fiir die umgekehrte Inklusion sei y € ker(A). Dann gilt
Alzs+y) =Azs + Ay=b+0=0.

Somit ist z, + y eine Losung von Az = b und wir sind fertig. O

Man nennt die Losung x4, deren Existenz man irgendwoher bekommen muss,
um obigen Satz anwenden zu konnen, eine spezielle Losung oder auch Parti-
kuldrlésung des LGS.

Der folgende Satz bietet ein Kriterium fiir die grundsétzliche Losbarkeit eines

LGS.

Satz 3.8.4. Es seien A € KP*™ und b € K?. Bezeichnen wir mit Alb die Matriz
in KP*HD - die durch anfiigen von b als (n + 1)-te Spalte an A entsteht (man
nennt diese auch erweiterte Koeffizientenmatrix), so gilt

(a) Das LGS Az = b ist genau dann lésbar, wenn Rang(A) = Rang(A|b) gilt.

(b) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
i) Das LGS Ax = b ist eindeutig lGsbar.
it) Ax = b ist losbar und ker(A) = {0}.
iii) Rang(A) = Rang(A|b) = n.
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Beweis. (a) Wir bezeichnen mit ay,as,...,a, € K? die Spalten von A. Zum

Nachweis von ,=“ bemerken wir zunéchst, dass auf jeden Fall Rang(A) <
Rang(A|b) gilt. Sei nun x € K™ eine Losung von Ax = b, d.h. es gilt
(a1 ay ... a,)-x =b. Dann ist nach der Definition der Matrixmultiplikation

n
E ;a5 = b,
J=1

was uns sagt, dass b eine Linearkombination der Vektoren aq,as,...,a,,
also der Spalten von A, ist. Damit ist der Rang von A|b sicher nicht grofer
als der von A und wir haben die behauptete Gleichheit gezeigt.

Wir beweisen ,,<=“. Rang(A|b) = Rang(A) bedeutet, dass die beiden Un-
tervektorraume (aq, as, . .., a,, b) und (aj,as,...,a,) von K? die selbe Di-
mension haben. Es muss also schon b € (ay,aq,...,a,) gelten. Das be-
deutet, dass es x1,29,...,2, € K gibt mit Z;;lxjaj = b. Damit ist
r = (11,29,...,2,)7 € K" eine Losung des LGS Az = b und wir sind
fertig.

Wir zeigen [(b))= [(b)it)={(b)iii)] ={(b)i)}

Ist Ax = b eindeutig losbar, so ist das LGS natiirlich 16sbar und enthielte
ker(A) mehr als die Null, so gidbe es nach Satz mehr als eine Losung,

somit haben wir (b)i)={(b)ii)}

Gilt [(D)ii)]} so haben wir mit Teil [(a)| sofort Rang(A|b) = Rang(A). Weiter
folgt dank der Dimensionsformel fiir Matrizen, vgl. Satz BZI7 [(d) aus
dim(ker(A)) = 0 auch Rang(A) = n.

Zum Nachweis von |(b)iii)={(b)i)| sehen wir zunédchst, dass die Losbarkeit
des LGS aus folgt. Es bleibt die Eindeutigkeit der Losung zu zeigen.

Wegen Rang(A) = n und wiederum der Dimensionsformel bekommen wir
ker(A) = {0} und damit liefert Satz[B.8.3die gewiinschte Eindeutigkeit. [

3.8.2. Der GauB-Algorithmus

Nachdem wir nun im letzten Abschnitt einiges Wissen iiber die Struktur der
Losungsmenge von linearen Gleichungssystemen gesammelt haben, wollen wir
uns nun der Frage zuwenden, wie man konkrete Systeme algorithmisch 16sen
kann. Das meist verwendete Verfahren heifit Gaufs-Algorithmus. Dieser soll hier
intuitiv anhand von Beispielen behandelt werden, ohne exakte mathematische
Begriindung.
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Umformungen die Menge der Losungen des linearen Gleichungssystems

Q1171 + Q19To + - - -+ Q1T = by

Q911 + QoaTo + + -+ + Qop Ty, = by

ap1T1 + 0o + - -+ Ty, = by,
nicht:
1. Vertauschen zweier Zeilen (Gleichungen),
2. Multiplizieren einer Zeile (Gleichung) mit einem A # 0 aus K,

3. Addition des Vielfachen einer Zeile (Gleichung) zu einer anderen Zeile (Glei-
chung).

Man nennt diese Umformungen FElementarumformungen. Der Gaufi’sche Algo-
rithmus zur Lésung von linearen Gleichungssystemen beruht nun auf der Anwen-
dung dieser drei Umformungen.

Beispiel 3.8.5. Wir betrachten das LGS:

r1  +x2 +x3 +x4 =5
2l‘1 + o - 2l‘3 - 3ZL‘4 =4
—r1 — Xy +2r3 —x4 =

2l‘1 —+ X9 — T3 +2l‘4 = 1,

bzw. in Matrixform

1 1 1 1 7
2 1 -2 =3|[|m
1 -1 2 —1]| |
2 1 -1 2 74

— = s Ot

Wir specken die Notation noch weiter ab und schreiben das LGS als

1 1 1 1]5
2 1 -2 =-3|4
-1 -1 2 -—I|1
2 1 -1 2|1

Als erstes muss man nun durch das Vertauschen von Zeilen dafiir sorgen, dass

links oben in der Ecke ein Eintrag steht, der nicht Null ist. Das ist hier schon
der Fall, so dass wir gleich damit beginnen kénnen die erste Spalte aufzurdumen.
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Wir addieren nach Elementarumformung 3. die erste Zeile zur dritten dazu und
addieren ihr (—2)-faches zur 2. und 4. Zeile. Das notiert man folgendermaflen:

1 1 1 1]5\(=2) -1 11 1 1|5
2 1 -2 3[4 « | 0 —1 —4 —5|—6
-1 -1 2 =11 |« 7 ]lo o 3 0|6
2 1 -1 2 — 0 -1 =3 0]-9

Nun arbeiten wir mit der zweiten Zeile. Diese multiplizieren wir zunédchst mit
(—1), so dass wir wieder eine fithrende 1 haben. Im Falle, dass dort Null steht, so
tauscht man sich wieder eine passende Zeile dorthin. Ist die zweite Spalte sogar
in allen Zeilen nach der ersten Null, so geht man gleich zur dritten Spalte iiber.

Also

1 1 1 1]5 1 1 1 15\ «
0 -1 —4 —5/—6]-(-1) 0 1 4 5/6 |(-1) -1
0 0 3 0|6 o 0o 3 o6 |
0 -1 -3 0]-9 0 -1 -3 0/ -9 -
10 -3 —4|-1
01 4 5|6

“ oo 3 o0]6
00 1 5/|-3

Auf diese Weise haben wir dafiir gesorgt, dass auch in der zweiten Spalte nur
noch eine Eins und sonst nur Nullen stehen.

Nun ist die dritte Spalte dran, wir multiplizieren zunéchst die dritte Zeile mit
1/3 und rédumen dann wieder auf:

10 —3 —4|-1 10 —3 —4] -1\ «
01 4 5|6 01 4 5|6/ | «
00 3 0[6]:3 7 oo 1 of2]3 «(=4) (=1
00 1 5/|-3 00 1 5/|-3 —
100 —4] 5
010 5|2

7 loo 1 o] 2
000 5|5

Nun noch mal das selbe Spielchen in der vierten Spalte mit der 5 in der vierten
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Zeile:

1 0 0 —4] 5 1 0 0 —4| 5 —
01 0 5|-2 - 01 0 5|-2] « |
001 0] 2 001 0] 2 | |
0 00 5|-b/):5 000 1|-1/«(=5 -4
1 0 0 0 1

- 01 0 0] 3
0 01 0] 2
000 1]-1

AbschlieBend haben wir damit das urspriingliche LGS durch Elemtarumformun-
gen auf die Form
T =1

gebracht und haben damit die Losung dastehen. Das LGS ist eindeutig losbar
mit z = (132 —1)T.

Bemerkung 3.8.6. Formt man ein LGS Az = b mit Hilfe von Elementarumfor-
mungen um, so dndert sich nichts an der Losungsmenge und insbesondere auch
nichts an allen Eigenschaften der Koeffizientenmatrix und der erweiterten Koeffi-
zientenmatrix, die mit dem Losungsverhalten des LGS zu tun haben. So bleiben

z.B. Rang(A) und Rang(A|b) erhalten.

Beispiel 3.8.7. Der Gauf-Algorithmus funktioniert auch fiir nicht-quadratische
lineare Gleichungssysteme. Fiir a € R betrachten wir z.B.

o) + 31‘3 + 51‘4 =a
—2x;y —x9 +w3 +mxy =0
I + To + T3 + 2[L‘4 = ]_

Also
0 1 3 5la\ « 1 1 1 2|1\ 2
—2 —1 1 1]0 ‘ s -2 —1 1 110 | «
1 1 2|11) « 0 1 3 5la
1 1 1 2|1 1 0 -2 -3 -1
~ 01 3 5|2 01 3 5 2
01 3 5|a <— 00 0 O|la—2

Nun miissen wir zwei Fille unterscheiden. Ist a # 2, so gilt Rang(A) =2 # 3 =
Rang(Alb), also ist in diesem Fall das LGS unlosbar.
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3. Lineare Algebra

Im Fall a = 2 ist die letzte Zeile eine komplette Nullzeile und damit sind der Rang
der Matrix und der erweiterten Koeffizientenmatrix beide 2. Das LGS ist also nach
Satz B:SE]@ l6sbar. Nach Satz ist weiterhin die Losungsmenge von der
Form x4 + ker(A), wobei z eine spezielle Losung und A die Koeffizientenmatrix
des LGS ist.

Da der Rang von A nach obiger Rechnung 2 ist, vgl. Bemerkung B.8.6, bekommen
wir mit dem [(b)} Teil von Satz B84, dass dim(ker(A)) = 2 ist. Die Losung des

verbleibenden LGS
1 0 -2 —-3| -1
01 3 5|2
00 O OO

erhalten wir nun so: wir setzen die noch ,unbearbeiteten“ Variablen z3 = A und
x4 = p. Dann liefern uns die beiden verbliebenen Gleichungen =7 = —1+2A+3p
und o = 2 — 3\ — 5u. Also sind alle x € R* mit

T —1+4+2\+3u -1 2 3
ol | 2-3A=5u | | 2 -3 -5
=N | T A Lo [T 1 [T#] o
Ty I 0 0 1
die Losungen des LGS. Wir erhalten also als Losungsmenge

-1 2 3

2 -3 —
L= 0 +A 1 + 0| ApeR

0 0 1

Beispiel 3.8.8. Ein weiteres Beispiel iiber dem Korper Zs:

35 1[0\ 2 [ 130\ (51 i i 20
1 1 4|1 ~ 11 41| « ~ 0 -3 2|1
1 3 1|2 13 112/ « 0 —1 —1|2
1 4 20 1 4 2|0\ <« 10 22-12
1002 2118 0 1 113)(=4) ~ 01 1
0 4 4|2 0 4 4|2) « 00 0|=10
i0 33
~ (01 1l3
0 0 0/0

Der Losungsraum ist damit eindimensional. Wir setzen x3 = A und bekommen
aus den beiden ersten verbliebenen Gleichungen z; = 3—3X und x5 = 3 — . Also

g—éA
3

3
L= AN ez )y = g + A :\ € Zs
0

e DO

A
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3.9. Basiswechsel

Bemerkung 3.8.9. Der GauB-Algorithmus ist auch ein Mittel zur Berechnung
von Inversen invertierbarer Matrizen, denn dieses lasst sich folgendermaflen als
das Losen mehrerer linearer Gleichungssysteme auffassen. Ist A € K™*" eine
invertierbare Matrix und ist z; € K" fiir jedes j € {1,2,...,n} die j-te Spalte von
A7' so muss AA™! = T gelten, d.h. es ist Az; die j-te Spalte der Einheitsmatrix
I, was gerade der Vektor e; := (d,)}_; ist.

Die Inversion der Matrix A entspricht also dem Losen der n linearen Gleichungs-
systeme Az; = e; fiir j = 1,2,...,n. Diese kann man mit Hilfe des Gauf3’schen
Algorithmus simultan 16sen.

1 -1 0
Beispiel 3.8.10. Essei A= |0 1 2| e R¥3.
2 -1 3
Wir 16sen die drei LGSe simultan:
1 =1 01 0 0\ (-2) 1 -1 0/ 1 0 0\ «
0 1 2010 |~ (0 1 200 1 01 (-1
2 -1 3/0 0 1 — 0 1 3/—-2 0 1 —
1 0 2|1 1 0 < 1 0 0] 5 3 =2
~s 01 20 1 0 — ~ 010 4 3 -2
00 1-2 -1 1/ (-2) 00 1-2 —1 1
5 3 -2
Alsoist A ='= 4 3 -2
-2 -1 1

3.9. Basiswechsel

Es seien V und W zwei endlichdimensionale K-Vektorrdume, B eine Basis von V'
und C eine Basis von W. Ist ® : V' — W eine lineare Abbildung, so haben wir zu
dieser in Abschnitt die Abbildungsmatrix MZ(®) gefunden. Nun seien B’
eine weitere Basis von V und C’ eine weitere Basis von W und wir wollen uns der
Frage zuwenden, wie man die Abbildungsmatrix M% (®) aus MZ(®) bestimmen
kann.

Die Idee dazu ist die Abbildung ® kompliziert als idy o ® oidy zu schreiben und
dann nach Satz B.7.18

ME (®) = ME (idy o ® oidy) = MS (idy) - ME(®) - M5 (idy)
zu berechnen.

Satz 3.9.1. Es seien V und W zwei endlichdimensionale K -Vektorraume mit
Basen B und B', bzw. C und C" wie oben. Ist dann ® : V' — W linear, so existieren
invertierbare Matrizen S und T mit

ME (®) = TME(®)S.
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3. Lineare Algebra

Beweis. Nach obigen Voriiberlegungen ist nur noch zu zeigen, dass die Matrizen
T :=MS(dy) und S := ME (idy)

invertierbar sind. Dazu iiberlegen wir uns mit Hilfe von Satz B.7.I8 und Bei-

spiel B.7.14]
S ME(idy) = ME (idy) - M5 (idy) = M5 (idy oidy) = ME(idy) = I
und genauso
ME (idy) - S = ME (idy) - M5 (idy) = M5 (idy) = 1.
Die Argumentation fiir 7' verlauft analog. O

Besonders wichtig ist der Spezialfall V' = W also fiir lineare Abbildungen & :
V—=V.

Satz 3.9.2. Es seien V' ein endlichdimensionaler K -Vektorraum, B und B Ba-
sen von V und ® : V. — V linear. Sind A .= ME(®) und A’ := ME (®) die
Abbildungsmatrizen von ® beziglich B, bzw. B', so existiert eine invertierbare
Matriz S mit

A =S71AS.

Die Matrix S in obigem Satz, die die Abbildungsmatrizen beziiglich der verschie-
denen Basen ineinander iibersetzt, heifit Basiswechselmatriz.

Beweis. Nach Satz B0 gilt fiir S := M5 (id) und T := MJ(id) die Beziehung
A" =TAS. Da auflerdem

TS = ME(id) M5 (id) = ME (id) = I und
ST = ME (id) M5 (id) = ME(id) = I

gilt, ist 7= S~! und wir sind fertig. O

Bemerkung 3.9.3. Es bleibt natiirlich die Frage, wie man denn die Basiswech-
selmatrix S im konkreten Fall berechnet. Dazu bezeichnen wir B = {by, b, ...,b,}
und B' = {b),b),...,b,} und erinnern uns, dass S = MJ (id) gilt.

In den Spalten von S stehen also die Koordinaten von id(d}),id (), .. .,id(b),),
d.h. von b}, b, ..., b, beziiglich der Basis B. Um die Matrix S zu erhalten, muss
man also die Basisvektoren b/, b}, ..., b in der Basis B ausdriicken, das bedeutet
man hat im schlimmsten Fall n lineare Gleichungssysteme zu l6sen.

Ein wichtiger und sehr einfacher Spezialfall ist der, wenn V' = K™ und B die
Standardbasis ist, denn dann sind die Koordinaten von b, b5, ..., b beziiglich B
einfach die Vektoren b/, b,, ..., selbst, d.h. diese bilden dann die Spalten der

Basiswechselmatrix S.
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3.9. Basiswechsel

Beispiel 3.9.4. Wir betrachten die lineare Abbildung ® : R3 — R3 mit

T — 4.1’2 — 4.1’3 1 —4 —4 T
O(z) = 3x9 + 215 =10 3 2 T2
—2ZL‘1 - 7l‘2 - 4l‘3 -2 =7 —4 xI3

Ist B die Standardbasis von R3, so ist also

1 —4 —4
A=ME®) =0 3 2
—2 -7 —4

Wir wollen nun die Abbildungsmatrix von ® beziiglich der Basis

~1 4 2
B = 1], {-2],1-1

—1 1 3
berechnen. Da B die Standardbasis ist, gilt fiir die Basiswechselmatrix
-1 4 2
S=11 -2 -1
-1 1 3

Deren Inverse bestimmt man mit dem Gauf3-Verfahren, vgl. Beispiel B.8.10] zu

1 5 10 0
5—1:5 2 1 -1
1 3 2
Damit haben wir nach Satz B.9.9]
5 10 0 1 -4 —4 -1 4 2
ME(@)=51tAS=>[2 1 -1 0 3 2 1 -2 -1
1 3 2 -2 -7 -4 -1 1 3
1 5 10 0 -1 8 -6 5 0 0
2521—1 1 -4 3] ==(10 10 O
1 3 2 -1 2 -9 0 0 =15
1 0 O
=10 2 O
00 -3

Dieses Beispiel zeigt auch, dass man durch eine angepasste Wahl der Basis die
Abbildungsmatrix sehr stark vereinfachen kann. Mit der Frage, wie man eine
solche Basis findet, werden wir uns im Abschnitt B.11] beschéftigen.
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3. Lineare Algebra

Beispiel 3.9.5. Die Technik des Basiswechsels kann auch dazu genutzt wer-
den, die Abbildungsmatrix einer durch geometrische Angaben definierten linea-
ren Abbildung zu ermitteln. Beispielhaft betrachten wir als lineare Abbildung

® : R? — R? die Projektion auf den Unterraum ((?) , (%>> in Richtung <<:;11>>
Gesucht ist die Abbildungsmatrix dieser Abbildung beziiglich der Standardbasis

B. Da es sehr schwierig ist, die Abbildung direkt in dieser Basis zu beschreiben,
betrachten wir zunéchst die dem Problem angepasste Basis

0 1 —4
=L (1], l2]. [-1]" =00
1 1 2

Nach der Definition von & gilt dann (b)) = b0}, (b)) = b und ¢(b4) = 0.
Also ist

1 00
ME (@) =[0 10
000
Mit der Basiswechselmatrix
01 —4
S=112 —-1]1,
1 1 2

die den Basiswechsel von B nach B’ vermittelt, gilt nun Mj (®) = S~*ME(®)S.
Also ist SME (®) = ME(®)S und schlieBlich ME(®) = SME (®)S1.

Mit dem Gauf3-Verfahren kann man wieder

5 —6 7
St=|-3 4 —4
-1 1 -1

bestimmen. Also ist die gesuchte Abbildungsmatrix

01 —4\ /1 00\ /5 —6 7
ME(®) = SME (®)S™ =1 2 —1 010])]|-3 4 —4
11 000/ \-1 1 -1
01 —4\ /5 -3 4
=12 -1) (-3 4 - 1 2
11 2 0

Definition 3.9.6. Zwei: Matrizen A, B € K™ " heiflen dhnlich, wenn es eine
invertierbare Matriz S € K™ gibt mit B = S~1AS.

Bemerkung 3.9.7. (a) Darstellungsmatrizen einer linearen Abbildung beziig-
lich verschiedener Basen sind immer zueinander dhnlich.
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3.9. Basiswechsel

(b) Die Ahn“lichkeit von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation. Machen Sie sich
das als Ubung klar!

(c) Sind alle Matrizen zueinander ahnlich? Nein!

o117 12 ... (5T
Qo1 Qoo ... Qo

Ist A = ) . i € K™ so heifit Spur(A E a;j die
Ap1 Op2 ... Ann

Spur von A.

Man kann zeigen: Sind A und B #hnliche Matrizen, dann gilt Spur(A) =
Spur(B).

Eine weitere charakteristische Grofle einer Matrix, die sich beim Basiswech-
sel nicht dndert, werden wir im Abschnitt [3.10 kennenlernen.

Zum Abschluss dieses Abschnitts betrachten wir noch den Spezialfall, dass die
beiden Basen B und B’, zwischen denen gewechselt wird, jeweils Orthonormalba-
sen sind.

Lemma 3.9.8. Sind B und B’ Orthonormalbasen eines n-dimensionalen R-Vek-
torraums V' mit Skalarprodukt (-|-)v, so gilt fir die Basiswechselmatriz S =
ME (id) € R™*" dass ihre Spalten eine Orthonormalbasis des R™ beziiglich des
Standardskalarproduktes (-|-)gn bilden.

Beweis. Es sel B = {by,b,...,b,} und B = {¥], b'2, N

Die j-te Spalte s; von S ist nach Bemerkung [3.9 fur jedes 7 = 1,2,...,n
gegeben durch den Koordinatenvektor [l;;] 5 von b beziiglich B. Wie wir in Be-
merkung gesehen haben, ist dieser Koordinatenvektor gegeben durch

(V5 1b1)v

(V5 1b2) v
S = .
(051bn)v
Also ist fiir alle j, k € {1,2,...,n}

n

(sk|5j)mn = Z(bﬂbz) (V5[be)v = < ‘Z bi|be) vbz)

(=1

Die Summe im zweiten Argument ist nun nach Bemerkung [3.4.17 gerade der
Vektor bj,. Also haben wir

(sk]sj)rn = ()b} )v = djn

und sind fertig. O
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3. Lineare Algebra

Definition 3.9.9. Fine Matrix A € R™*™ heifst orthogonal, falls die Spalten von
A eine Orthonormalbasis beziiglich des Standardskalarproduktes bilden.

Man beachte, dass eine orthogonale Matrix immer invertierbar ist, da ihre Spalten
eine Basis bilden und der Rang somit gleich der Spaltenanzahl ist.

Ubungsaufgabe 3.9.10. Es sei A € R™". Beweisen Sie, dass die folgenden
Aussagen &quivalent sind:

(a) A ist orthogonal.
(b) A ist invertierbar und es gilt A=! = AT.

(c) Die Zeilen von A bilden eine Orthonormalbasis beziiglich des Standardska-
larproduktes.

(d) A ist invertierbar und A~! ist orthogonal.
(e) AT ist orthogonal.

Bemerkung 3.9.11. Beim Basiswechsel zwischen Orthonormalbasen ist vor al-
lem die Beziehung A~!' = AT niitzlich, denn das Transponieren einer Matrix ist
vom Rechenaufwand her viel einfacher als das Invertieren.

Ubungsaufgabe 3.9.12. Die Menge
O(n,R) :={A € R"" : A orthogonal}

ist eine Untergruppe von GL(n,R), genannt orthogonale Gruppe.

3.10. Determinanten

Wie sieht man einer Matrix A = (¢%) € K?*? an, ob sie invertierbar ist? Be-
rechnet man allgemein die Inverse, so findet man

1 _
A= —— (dc ab), falls ad — be 2 0.
aa — 0C -

Anscheinend ist also der Wert ad — bc von besonderer Bedeutung. Man nennt ihn
die Determinante. Allgemein ist diese folgendermaflen definiert.

Definition 3.10.1. (a) Es seien A € K™ und j,k € {1,2,...,n}. Dann
bezeichne Ay, € K®=D*0=1 die Matriz, die aus A durch Streichen der
j-ten Zeile und der k-ten Spalte entsteht.

(b) Fiir A= (a) € K™ definieren wir die Determinante durch det(A) := a.
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3.10. Determinanten

(c) Fiir ein A = (aji)jr=y € K™" mit n > 1 erkliren wir die Determinante
als

n

det(A) = Z(—l)Hkalk det(Ajx). (Entwicklung nach der ersten Zeile)
k=1

(d) Fir die Determinante einer Matriz A = (i)} ey € K™" schreibt man

auch
a11 12 ... A1p
Qo1 Qg ... Qo
det(A) =| .
Ap1 Qp2 ... Opp

Beispiel 3.10.2. (a) Im Fall n = 2 gilt nach obiger Definition tatséchlich
a b
c d

(—=1)2adet((d)) + (=1)*bdet((c)) = ad — be.

(b) Schon fiir n = 3 wird die Berechnung allerdings ein bisschen miihsamer:

0 5
6 8

4 5

_3-|
‘+(1) 1‘78

e g

7 6

~ &~ N

1 3
0 5:(—1)2-2-‘
6 8

=2.(0-8-5-6)—1-(4-8—=5-T)+3-(4-6—0-7)
—60 — 32+ 35 + 72 = 15.

Von grofler praktischer Bedeutung ist die folgende Beobachtung.

Beispiel 3.10.3. Es sei A € K™ " eine sogenannte untere Dreiecksmatriz, d.h.

11 0 e 0
* 929 ) :
A= ,
' 0
* * [67%%%

(13

wobei anstelle der Sterne ,x“ irgendwelche Elemente aus K stehen. Dann gilt
nach der Definition der Determinante

99 0 ce 0 Q33 0 ce 0
* Q33 *x Qg4 :
det(A) = 11 ) ) ) = (X11099 -
* e * Qnn * e * [67%%)
= = 0110092 ... Opp-

Insbesondere gilt damit immer

det() = 1.
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3. Lineare Algebra

Im folgenden Satz fassen wir einige grundlegende Rechenregeln fiir die Determi-
nante ohne Beweis zusammen.

Satz 3.10.4. FEs ses

ai
0/2 nxn
A=1 .| e K™,
a’n
wobei al ;al, ... al € K™ die Zeilen von A seien. Dann gilt

(a) Vertauscht man zwei beliebige Zeilen der Matriz, so dndert sich das Vor-
zeichen der Determinante, z.B. ist

a2
aq
as
Gy

= —det(A).

Qn

(b) Die Determinante det(A) ist linear in jeder Zeile, d.h. fir jeden Vektor
be K", fir alle A\, n € K, sowie jedes j € {1,2,...,n} gilt

3] a1
aj—1 aj—1

Aaj+ pbl = Adet(A) + | b
Aj41 Aj41

Qp, Qp,

(c) Sei A € K. Addiert man zu einer Zeile von A das \-fache einer anderen
Zeile von A hinzu, so dndert sich die Determinante nicht.

(d) Man kann statt nach der ersten Zeile zu entwickeln, vgl. die Definition
der Determinante, auch nach der j-ten Zeile fir jedes j € {1,2,...,n}
entwickeln. Genauer gesagt gilt fiir jedes solche j

det(A) = i(—l)”kajk det(Ajr).

k=1

(e) Es ist det(A) = det(AT).
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3.10. Determinanten

(f) Ist B € K™*" eine weitere Matriz, so ist det(AB) = det(A) det(B).

Korollar 3.10.5. (a) Die Aussagen in Satz[3104|(a)}{(d) gelten auch fir Spal-
ten statt Zeilen. Als Formel fiir das Entwickeln nach der k-ten Spalte be-

kommt man
n

det(A) = (1) ay, det(Aj).

(b) Ist € K und A € K™*", so gilt det(AA) = A" det(A).

Beweis. (a) Das folgt aus Satz BI0.4[(e)]

al a1l
(b) Mit A = ( : ) wie in Satz[B.I0.4 gilt N\A = ( : ), also ist durch n-malige
an Aan
Anwendung von [(b)] aus Satz B.I0.4
)\CLl aq aq
)\&2 )\&2 as
det(ANA)=| . |=A| . |=--=A"| | = A\"det(A). O
)\an )\a'n G,

Die praktische Relevanz obiger Rechenregeln liegt unter Anderem darin, dass @
bis|(c)|laus SatzB.I0.4luns sagen, was mit der Determinante unter den Elementar-
umformungen aus dem Gauf3-Verfahren passiert und dass wir dieses Werkzeug da-
mit zur Berechnung von Determinanten nutzen konnen. Dank Korollar @
kénnen wir es sogar sowohl auf die Zeilen als auch auf die Spalten der Matrix
anwenden. Wir betrachten die Berechnung von Determinanten anhand zweier
Beispiele.

Beispiel 3.10.6. (a) Wir berechnen

1 -2 3 5 8
0 -1 -1 2 3
D=2 4 -1 3 1
0 0 5 0 O
1 3 0 4 -1

Zuerst ist es sinnvoll nach der vierten Zeile zu entwickeln, denn dabei sind
vier der fiinf Summanden Null:

1 -2 5 8
0 -1 2 3
D_(_l)'5'2 4 3 1
1 3 4 —1
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Nun konnen wir los,, gaulen®. Wir machen zunéchst ein paar der schon ge-
wohnten Zeilenumformungen. Dabei bleibt die Determinante unveréndert.

1 25 8 “ 0 -5 1 9
o -1 2 3 o -1 2 3
D==519 4 3 1| < =70 2 -5 3
13 4 —1].(=2) (=1 13 4 -1

Nun haben wir die Sache so weit vereinfacht, dass wir mit Gewinn nach der
ersten Spalte entwickeln konnen, vgl. Korollar [3.10.5

-5 1 9
D=-5-(-1)-1-|-1 2 3|.
-2 -5 3

Im néchsten Schritt verwenden wir @ aus Satz BI04 um die dritte Spalte
durch drei zu teilen und machen dann wieder ein paar Gaufi’sche Zeile-
numformungen, um eine neue Spalte mit nur einem von Null verschiedenen
Eintrag zu bekommen:

-5 1 3 — 1 16 0
D=5-3-|-1 2 1| « | =15-]1 7 0
—2 =5 1]-(=1) -(-3) —2 -5 1

Nun entwickeln wir nach der extra préaparierten dritten Spalte und rechnen
fertig:
1 16

D:15-1~’1 -

’:15~(7—16):—15-9:—135.

Fiir jede Wahl von a, b € K berechnen wir die folgende (n xn)-Determinante

a b b b
a b . l.).<_1) b—a a—2»> 0 0
D::l.) .a : <_ =b—a 0 a-—0 :
A I

al < b—a 0 0 a—0»

Nun addieren wir die zweite bis n-te Spalte zur ersten Spalte und erhalten:

a+(n—10 b b ... b
0 a—b 0 ... 0
D = 0 0 a—0 :
: : , SR
0 0 0 a-0»




3.10. Determinanten

Der Sinn der ganzen Aktion erschliefit sich nun: Es ist eine obere Drei-
ecksmatrix iibriggeblieben. Wenn wir diese transponieren, dndert sich nach
Satz B]ﬂ die Determinante nicht und wir erhalten eine untere Drei-
ecksmatrix, deren Determinante wir nach Beispiel B.10.3leinfach bestimmen

konnen:
a+(n—-10>0 0 o ... 0
b a—b 0 0
D= b 0 a-b . i |=(a+(n—1)b)(a—b)""".
: : 0
b 0 0 a-—2»b

Ubungsaufgabe 3.10.7. Rechnen Sie die Formel von Sarrus nach:

a
d
9

>0 o

c
fl=uaei+bfg+ cdh — ceg —afh — bdi.
1

Satz 3.10.8. Ist A € K™*" mit Rang(A) < n, so ist det(A) = 0.

Beweis. 1. Schritt: Ist die erste Spalte von A der Nullvektor, so gilt det(A) = 0.
Es seien as, ag, .. .,a, € K" die weiteren Spalten von A. Dann ist dank der Linea-
ritét der Determinante in jeder Spalte, vgl. SatzBI0.4[(b) und Korollar BI0.5|(a)]

det(A):}O ay as ... an‘:‘0+0 ay as ... an‘
:}O ay as ... an’—l—}() ay as ... an’:det(A)—l—det(A).

Also ist det(A) = 0.

2. Schritt: Beweis des Satzes.

Die Voraussetzung Rang(A) < n bedeutet, dass die Spaltenvektoren ay, ..., a, €
K" von A linear abhéngig sind. Also existieren Aj, Ao, ..., A\, € K, die nicht alle
Null sind, mit > 7, Aja; = 0. Sei jo € {1,...,n} ein Index mit \;, # 0. Dann
gilt nach den verschiedenen Rechenregeln fiir Determinanten und abschliefend
Schritt 1

1
det(A) =lay az ... aj, ... an|zr|a1 as ... NjoQjy - .. Gy
jo
1 = 1
:)\—~a1 as ... Z)\jaj ce. Ay :T|a1 as ... 0 ... ayl
70 j=1 J0
1
:—)\—|OCL2...CL1...CLn|ZO. ]

Satz 3.10.9. Eine Matriz A € K™*™ ist genau dann invertierbar, wenn det(A) #
0 gilt. In diesem Fall ist det(A™") = det(A)~L.
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3. Lineare Algebra

Beweis. Ist A invertierbar, so gilt A- A~! = I. Mit Hilfe von Beispiel B.10.3 und
Satz BI0.4I[(f)] ist dann

1 =det(I) =det(A- A7) = det(A) - det(A™).

Damit haben wir sowohl det(A) # 0 als auch det(A™1) = det(A)~! gezeigt.
Gilt umgekehrt det(A) # 0, so muss nach Satz BI0.8 der Rang von A voll, d.h.
gleich n sein. Also ist mit Hilfe von Satz [3.7.23] die Matrix A invertierbar. O

Korollar 3.10.10. Es seien A, B € K™" zwei dhnliche Matrizen. Dann gilt
det(A) = det(B).

Beweis. Nach Definition der Ahnlichkeit gibt es eine invertierbare Matrix S €
K™ mit B = S7'AS. Also gilt mit vorstehendem Satz

det(B) = det(S™'AS) = det(S™1) det(A) det(S) det(A) det(5)

1
~ det(S)
= det(A). O

Bemerkung 3.10.11. Ist V ein endlichdimensionaler Vektorraum und ¢ : V' —
V eine lineare Abbildung, so besagt Korollar B.I0.I0, dass der Wert det (M5 (®))
fiir jede Wahl der Basis B derselbe ist. Die Determinante ist also eine charakte-
ristische Grofle der linearen Abbildung und héngt nicht von der speziellen Wahl
der Basis und damit der Abbildungsmatrix ab. Man schreibt deshalb auch det(®)
fiir diesen Wert und spricht von der Determinante der linearen Abbildung.
Anschaulich ist |det(®)| der Faktor, um den die Abbildung ® bei ihrer Anwen-
dung Volumina veréndert.

Ubungsaufgabe 3.10.12. Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:
(a) Fir jede orthogonale Matrix A € R™*" gilt |det(A)| = 1.

(b) Fiir alle A, B € K™*" gilt det(A + B) = det(A) + det(B).

3.11. Eigenwerttheorie

In diesem abschlieBenden Kapitel zur linearen Algebra wollen wir der schon in
Beispiel B.9.4] angekiindigten Frage nachgehen, wie man zu einer gegebenen linea-
ren Abbildung ® : V' — V eine Basis finden kann, in der die Abbildungsmatrix
ME(®) moglichst einfach wird.

Definition 3.11.1. Es set V ein K-Vektorraum und ® : V. — V eine lineare
Abbildung. Fin X € K heifit Eigenwert von ®, falls es einen Vektor v € V' gibt
mit v # 0 und ®(v) = A\v. Ein solches v heifft dann Eigenvektor von ® zum
Eigenwert X.
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3.11. FEigenwerttheorie

Beispiel 3.11.2. Ist ® : R? — R? die Spiegelung an der z,-Achse, vgl. Bei-
spiel B7.I2 so gilt fiir den ersten Standardbasisvektor e; = () die Beziehung
®(e1) = —ey, dieser ist also ein Eigenvektor von ® zum Eigenwert —1. Weiter ist

der zweite Standardbasisvektor e; = (9) ein Eigenvektor zum Eigenwert 1, denn
®(ey) = g, vgl. Abbildung B3l

X2
A &=%(e)
— - - -
®(e,) & X

Abbildung 3.3.: Die Spiegelung an der xs-Achse ® mit Eigenvektoren

Definition 3.11.3. Es sei A € K™*" eine Matrixz. Fin A € K heif$t Eigenwert
von A, falls es ein x € K™ mit x # 0 und Ax = Az gibt. Ein solcher Vektor x
heifst dann Eigenvektor von A zum FEigenwert \.

Wir wollen nun zeigen, dass die beiden Definitionen fiir Eigenwerte von linearen
Abbildungen und Matrizen zusammenpassen. Dazu machen wir uns zunéchst
klar, dass Eigenwerte bei Basiswechseln erhalten bleiben.

Satz 3.11.4. Ist A € K ein Figenwert von A € K™ und ist S € K™ inver-
tierbar, so ist X auch ein Eigenwert von B = S71AS.

Beweis. Es sei x € K"\ {0} ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A. Da S
invertierbar ist und z # 0 gilt, muss auch y := S~z # 0 gelten. Fiir diesen
Vektor gilt

By = (ST'AS)(S™w) = STA(SS o = STHAx) = ST (A\r) = AS Tz = My,

er ist also ein Eigenvektor von B zum Eigenwert . Insbesondere hat B den
Eigenwert \. O

Satz 3.11.5. Es sei V' ein endlichdimensionaler K -Vektorraum und ® : V. — V
eine lineare Abbildung. Dann ist A € K genau dann ein Eigenwert von ®, wenn
\ fiir jede Basis B von V ein Eigenwert von Mg (®) ist.

Beweis. ,,="* Es sei B eine beliebige Basis von V und v € V ein Eigenvektor
von ¢ zum Eigenwert \. Weiter bezeichnen wir wie iiblich mit v den Koor-
dinatenvektor von v beziiglich B. Dann ist auch ' # 0 und es gilt beziiglich
dieser Basis auch

—> —
O(v) = v =M.
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3. Lineare Algebra

Also ist nach der Definition der Abbildungsmatrix

ME ()7 = <1>(v§ =\
und wir haben gezeigt, dass A auch ein Eigenwert von ME(®) ist.

w<=" Essei B= {by,by,...,b,} eine Basis von V und X ein Eigenwert von M5 (®)
mit zugehorigem Eigenvektor x = (1,29, ...,2,)T € K™ Dann ist z # 0
und damit auch v := 37 | ;b; # Oy. AuBerdem ist

cp@i = ME(®)T = M (®)x = \v = \o = Iv.
Also ist ®(v) = Aw. O

Bemerkung 3.11.6. Gibt es geniigend linear unabhéngige Eigenvektoren einer
linearen Abbildung, so kann man tatséchlich eine einfache Darstellungsmatrix fin-
den. Wir betrachten auf einem endlichdimensionalen K-Vektorraum V' eine linea-
re Abbildung @ : V' — V und setzen voraus, dass es eine Basis B = {by, bs,...,b,}
von V gibt, die aus Eigenvektoren von ® besteht. Wir nennen A\, \o, ..., A\, die
jeweils zugehorigen Eigenwerte, d.h. es gelte ®(b;) = A;b; fiir jedes j = 1,2,....n.
Beziiglich der Basis B ist dann (Im = (0,...,0,A;,0,...,0)7 mit dem Eintrag
A; an der j-ten Stelle. Also ist dann die Abbildungsmatrix

M O ... 0
w0
0 ... 0 M\,

Solch eine Matrix nennt man eine Diagonalmatriz.

Definition 3.11.7. (a) Es sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum. Eine
lineare Abbildung ® : V' — V' heifit diagonalisierbar, wenn es eine Basis B
von V gibt, so dass ME(®) eine Diagonalmatriz ist.

(b) FEine Matriz A € K™™ heifst diagonalisierbar, wenn es eine invertierbare
Matriz S € K™ gibt, fiir die ST*AS eine Diagonalmatriz ist.

Die néchste Frage ist nun wie man die Eigenwerte und Eigenvektoren einer kon-
kret gegebenen linearen Abbildung, bzw. Matrix, bestimmt. Dazu iiberlegen wir
uns fiir eine Matrix A € K"™*"™:

A € K ist Eigenwert von A.
<= Es gibt ein 2 € K"\ {0} mit Az = A\x.
<= Es gibt ein 2 € K"\ {0} mit Az — Az = 0.
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3.11. FEigenwerttheorie

<= Es gibt ein z € K"\ {0} mit (A — )z =0.
<= ker(A — XI) # {0}.

<= A — A\ ist nicht invertierbar.

<= det(A—\)=0.

Wir haben also gezeigt:

Satz 3.11.8. Fin A € K ist genau dann ein Eigenwert von A € K™*", wenn
det(A — AI) =0 ist.

Ist A € K™" so ist der Ausdruck det(A — AI) ein Polynom vom Grad n mit
Koeffizienten in K. Dieses heiflt charakteristisches Polynom von A.

Die folgende Ubungsaufgabe zeigt, dass nicht nur die Eigenwerte sondern das
gesamte charakteristische Polynom bei einem Basiswechsel unverdndert bleibt.
Man kann also auch vom charakteristischen Polynom einer linearen Abbildung
sprechen.

Ubungsaufgabe 3.11.9. Sind A, B € K™*" dhnliche Matrizen, so gilt det(A —
M) = det(B — ).

Beispiel 3.11.10. Wir betrachten die lineare Abbildung ® : R? — R? mit

Ty + 3
(I)<<.CL’1, T, SL’3)T> = —I1 + 2$’2 + X3
Ir1 — X2

aus Beispiel B.6.201 Auflerdem sei B die Standardbasis. Dann ist

0 1 1
A=ME@) =|-1 2 1
1 10
und
-2 1 1 -2 1 1
det(A—X)=1]-1 2—X 1|+ =[0 1-X 1-2)
1 -1 =) 1 -1 =\
A1 1| « A 0 0
—(1-XN]0 1 1|(-1) =@-=)N[0 1 1
1 -1 = 1 -1 =
B L1 e
=(L=NEN | ==

Die Eigenwerte der Abbildung sind die Nullstellen dieses Polynoms, also Ay = 0
und A, = 1.
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3. Lineare Algebra

Zur Bestimmung der zugehorigen Eigenvektoren 16st man nun die linearen Glei-
chungssysteme (A — \;I)z =0 fir j =1 und 2.
Hier ist die Rechnung beispielhaft fiir A\; = 0. Es ist

0 1 1
A-0-I=|-1 2 1
1 -1 0

Wir 16sen also

0 1 10\ :(-1) 0 1 1/0
-1 2 1|0 — =~ 0 0 00
1 -1 0/0 -1 1 -1 00
Wir haben also x; = x9 = —x3. Alle Eigenvektoren zu A\; = 0 bilden also die

Menge

o} 1
ker(A) \ {0} = a | raeR\{0} :< 11 >\{0}

Man vergleiche mit Beispiel [3.6.20]

Satz 3.11.11. Es sei V' ein endlichdimensionaler K -Vektorraum und ® : V — V
linear. Weiter sei A € K™". Dann gilt

(a) Fiir jedes A € K ist der Eigenraum von ® zum Eigenwert A
E(@,\) ={veV:®(w) =}
ein Untervektorraum von V' und der Eigenraum von A zum FEigenwert \
EA N ={zre K": (A= M)z =0} =ker(A— \)
ein Untervektorraum von K".

(b) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten von ® (bzw. A) sind linear
unabhdngig.

(c) Sind A1, g, ..., A\ verschiedene Eigenwerte von ® (bzw. A) und By, Ba,

..., B, Basen von E(®, A1), E(®, X)), ..., E(®,\.) (bzw. von E(A,)\),
E(A X)), ..., E(A)N)), so ist die Menge B := By UBy U ... U B, linear
unabhdngig.

Der Beweis von Teil [(a)] ist eine direkte Anwendung des Untervektorraumkriteri-
ums, die Aussagen in @ und wollen wir ohne Beweis hinnehmen.
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3.11. FEigenwerttheorie

Ubungsaufgabe 3.11.12. Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit
Basis B, ® : V — V eine lineare Abbildung und A := ME(®). Zeigen Sie,
dass der Eigenraum von A zu einem Eigenwert A genau die Koordinatenvektoren
(beziiglich B) der Vektoren aus dem Eigenraum von ® zum selben A enthélt.

Wir beweisen nun die folgende wichtige Konsequenz aus obigem Satz.

Satz 3.11.13. FEs set V' ein n-dimensionaler K -Vektorraum und ® : V' — V eine
lineare Abbildung. Dann ist ® genau dann diagonalisierbar, wenn die Summe der
Dimensionen aller Figenrdume gleich n ist.

Beweis. ,,=* Ist & diagonalisierbar, so gibt es nach Definition eine Basis B =

{b1,ba,...,b,} von V| fiir die

aq 0 0
o=
0O ... 0 a

gilt. Dann gilt fiir jeden Basisvektor nach der Definition der Abbildungs-
matrix

<I>(b]§ = MS(CI))Z)—; = 0o Ny 0 Lf=o| = O‘JZ
0 0 a, 0 0

Also ist ®(bj) = «;b;, d.h. B ist eine Basis von Eigenvektoren, was bedeutet,
dass tatséchlich die Summe der Dimensionen der Eigenrdume gleich n ist.

Es sei nun die Summe der Dimensionen der Eigenrdume gleich der Raumdi-
mension n. Wir wéhlen dann in jedem Eigenraum eine Basis und erhalten so
Basen By, Bs, ..., B, zu jeweils verschiedenen Eigenwerten von ®. Dann ist
nach Satz BILIT[(c)| die Menge B := B; U B, U - - - U B, linear unabhéingig
und enthédlt nach Voraussetzung n Vektoren, ist also eine Basis von V.
Beziiglich dieser Basis aus Eigenvektoren ist dann ME(®) diagonalisierbar,
vgl. Bemerkung O]

Beispiel 3.11.14. Leider gibt es Matrizen und damit auch lineare Abbildungen,
die nicht diagonalisierbar sind. Als Beispiel diene A = (3 ) € R**% Dann ist

-2 1

det(A — ) :' 0 1

-
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3. Lineare Algebra

Also ist nur A; = 0 ein Eigenwert von A. Dessen Eigenraum berechnet sich als

Losungsmenge des LGS
0 110
0 00

{ORE

Der Eigenraum hat Dimension 1, es gibt also nur einen linear unabhéngigen
Eigenvektor.

zu

Bemerkung 3.11.15. Wir haben gesehen, dass die Eigenwerte genau die Null-
stellen des charakteristischen Polynoms sind. Das Problem Eigenwerte zu finden,
ist also ein Nullstellenproblem fiir Polynome. Zumindest in theoretischer Hinsicht
ist dieses mit dem Fundamentalsatz der Algebra 2.5.14] befriedigend gelost: Jedes
komplexe Polynom zerfillt {iber C in Linearfaktoren.

Das ist der Grund, warum Eigenwerttheorie eigentlich immer iiber C betrieben
wird, selbst wenn alle beteiligten Matrizen rein reell sind.

Auch hier sind alle folgenden Betrachtungen in diesem Sinne zu verstehen.

Satz 3.11.16. Es sein € N* und A € Q™*", R™™" oder C™™. Dann hat A
mindestens einen komplexen Figenwert.

Beweis. Das charakteristische Polynom von A ist ein Polynom vom Grad n mit
Koeffizienten in Q, R oder C. Die Existenz einer komplexen Nullstelle, und damit
eines Eigenwertes, folgt nun aus dem Fundamentalsatz der Algebra 2514 O

Definition 3.11.17. Eine Matrizx A € K™ ™ heifst symmetrisch, falls A = AT
qgilt.

Es gilt der folgende Hauptsatz fiir symmetrische Matrizen, den wir wieder nicht
beweisen wollen.

Satz 3.11.18. Es sei A € R™"™ symmetrisch. Dann sind alle Eigenwerte reell
und es gibt eine Orthonormalbasis von R™ aus Figenvektoren von A. Insbesondere
1st jede symmetrische Matrix also diagonalisierbar.

Beispiel 3.11.19. Es sei A = <le _45)

Dann ist

det(A — AT) = ’1” 4

— )2 _
A _5_)\'_)\ 4N —21

und wir erhalten fiir die Eigenwerte:

)\1/2:—2ﬂ:\/4+2 :—2:t5, also)\1:—7, )\2:3
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3.11. FEigenwerttheorie

Die Eigenvektoren zu \; = —7 ergeben sich als Losungen des linearen Gleichungs-

systems
8§ 4|0\ :4 - 2 1]0\ (-1 —- 2 10
4 210):2 2 110) <« 0 0]0/)"

Also ist 7 = ( 9

) ein Eigenvektor zum Eigenwert \; = —7.

Genauso findet man xy = (?

(7 () = 0

eine Orthonormalbasis von R? aus Eigenvektoren von A.

) als einen Eigenvektor zu Ay = 3.

Damit ist

Definition 3.11.20. Es sei (-|-) das Standardskalarprodukt auf R™. Eine sym-
metrische Matriz A € R™*"™ heif§t

(a) positiv definit, falls (z|Az) > 0 fir alle x € R™\ {0} gilt.

(b) positiv semidefinit, falls (x|Az) > 0 fir alle x € R™\ {0} gilt.

(c¢) negativ definit, falls (x|Az) < 0 fir alle x € R™\ {0} gilt.

(d) negativ semidefinit, falls (z|Ax) <0 fir alle z € R™\ {0} gilt.

(e) indefinit, falls es Vektoren x,y € R™ gibt mit (z|Az) > 0 und (y|Ay) < 0.

Bemerkung 3.11.21. Man beachte, dass alle Definitheitsbegriffe von vornherein
nur fiir symmetrische Matrizen A definiert sind. Spricht man von einer positiv
oder negativ definiten Matrix, so ist damit immer, auch wenn es nicht dasteht,
auch gemeint, dass die Matrix symmetrisch ist.

Im folgenden Satz sind zum Abschluss dieses Abschnitts noch einige Kriterien
zum Nachweis von positiver und negativer Defintheit gesammelt. Wir werden
diesen Begriffen in einem ganz anderen Zusammenhang in der Matehmatik II
noch einmal begegnen.

Satz 3.11.22. Es sei A = (1)}, € R™" symmetrisch.
(a) A ist genau dann positiv definit, wenn —A negativ definit ist.

(b) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
i) A ist positiv definit.
ii) Alle Eigenwerte von A sind grofier als Null.
i) Es gilt fir jedes m € {1,2,...,n}, dass det(ajx)jy—; > 0.
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(c) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
i) A ist negativ definit.
i1) Alle Figenwerte von A sind kleiner als Null.
ii) Es gilt fir jedes m € {1,2,...,n}, dass (—=1)"*" det(a;p) ]y < 0.

Bemerkung 3.11.23. Die Teildeterminanten det(ayx)7}—, in |(b)iii)| und |(c)iii)

heilen Unterminoren der Determinante. Man kann sich merken: Eine symmetri-
sche Matrix ist genau dann positiv definit, wenn alle Unterminoren positiv sind
und genau dann negativ definit, wenn die Unterminoren alternierende Vorzeichen
haben, wobei es mit einer negativen Zahl losgehen muss.

Dass es genau so sein muss, macht man sich am besten an Diagonalmatrizen klar.

Wir betrachten noch beispielhaft zwei Matrizen

Beispiel 3.11.24. Es seien

1 -2 2 -2 3 0
A=1-2 5 0 und B = 3 =5 0
2 0 30 0 0o -1

Dann sind die Unterminoren von A gegeben durch
det((1)) =1>0

1 -2
det<_2 5):5—4:1>0

det(A) = 150 — 20 — 120 = 10 > 0,

also ist A positiv definit.
Die Unterminoren von B sind

det((—2)) =-2<0

~2 3
det(3 _5)_10—9_1>0

=-1-1=-1<0,

det(B) = —1 - ’_32 _35'

und wir erhalten, dass B negativ definit ist.

Ubungsaufgabe 3.11.25. Es sei (-|-) das Standardskalarprodukt auf R und
A € R™™ positiv definit. Zeigen Sie, dass durch

(z|y)a = (z|Ay), z,y€R",

ein Skalarprodukt auf R™ definiert wird.
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4. Ein Ausblick auf die universelle
Algebra

4.1. Motivation

Wir haben bislang einige wenige algebraischer Strukturen wie Gruppen, Ringe,
Korper oder Vektorraume kennengelernt. Sie alle bestehen aus einer oder mehre-
ren Sorten von Objekten und Operationen auf diesen Objekten. Die verschiedenen
in der Informatik betrachteten Datentypen geben Anlafl zu weiteren algebraischen
Strukturen. Deshalb ist es niitzlich einen allgemeinen, d.h. “universellen”, Begriff
algebraischer Strukturen einzufithren und Begriffe wie Homomorphismus, Unter-
algebra, Kongruenzrelation etc. auf diese allgemeinen Strukturen zu erweitern.
Oft gibt es mehrere verschiedene Implementierungen ein und derselben Daten-
struktur. Diese verschiedenen Implementierungen werden als Algebren aufgefaf3t
und was ihnen gemeinsam ist wird durch ihre Spezifikation zum Ausdruck ge-
bracht, d.h. eine Liste von Axiomen wie im Falle der bereits betrachteten tradi-
tionellen algebraischen Strukturen.

Als Beispiel betrachten wir folgende Spezifikation des Datentyps der Listen

LIST =

sorts elem, list

funcs empty : — list
cons : elem x list — list
head : list — elem
tail : list — list

axioms head(cons(a,l)) = a
tail(cons(a,l)) =1
tail(empty) = empty

in der zwei Sorten, die der Elemente und die der Listen, postuliert werden zusam-
men mit den Operationen empty, cons, head, tail und list, von denen angegeben
wird, wieviele Argumente welcher Sorte sie erwarten und von welcher Sorte das
Resultat ist. Die intendierte Bedeutung dieser Operationen wird durch Axiome
zum Ausdruck gebracht, welche in vorliegendem Fall die spezielle Form von Glei-
chungen haben. Im allgemeinen reichen aber Gleichungen nicht aus wie z.B. im

125
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Falle von Korpern, wo wir die Existenz eines inversen Elements durch die Formel
Vedyzy =1

ausgedriickt haben, in der auch Quantoren vorkommen.

4.2. Signaturen, Algebren und Homomorphismen

Zuerst formalisieren wir den Begriff einer Signatur, in der festgelegt wird, welche
Sorten und welche Operationen betrachtet werden. Wir verwenden zu diesem
Zweck folgende Notation: fiir eine Menge A bezeichne A* die Menge der Worter
iiber dem Alphabet Al

Definition 4.2.1. FEine Signatur bzw. ein Strukturtyp st ein Tripel
Y = (S, F,ar)

wobei S und F Mengen und ar : F — S* x S eine Funktion ist. S heifst Menge
der Sortensymbole, F' heifst Menge der Funktionssymbole und ar heifst Stellig-
keitsfunktion (englisch arity function) der Signatur .

Statt S, F und ar schreiben wir oft Ygort, Ltunc, 2ar, und fir ar(f) = (s1... S, S)
schreiben wir auch f: sy X -+ X 8, — S.

Als néchstes definieren wir fiir beliebige Signaturen 3 den Begriff einer ¥-Algebra.

Definition 4.2.2. Sei ¥ = (S, F,ar) eine Signatur. Eine 3-Algebra A besteht
aus der Angabe

i) einer Menge A, fir jedes s € S und

ii) einer Funktion f4: A, x---x A,, — A, fiir jedes Funktionssymbol f € F,
wobei ar(f) = (s1...5,,$).

A, heifit Tragermenge der Sorte s in A (englisch carrier set) und f4 heifit In-
terpretation von f in A.

Fir §= sy...s, € S* bezeichne Az als Abkiirzung die Menge Ay, x --- X A; .
Also schreiben wir f4: Ay — A, fiir ar(f) = (5, s).

Falls ar(f) = (e, s), so schreiben wir f : — s. In diesem Fall nennt man f eine
Konstante der Sorte s, da A. = {0}.

Wenn S aus genau einer Sorte besteht, so ist jedes (§,s) € S* x S eindeutig
durch n := length(s) bestimmt und wir kénnen die Stelligkeit eines Funktions-
symbols eindeutig durch die Anzahl seiner Argumente beschreiben. Allerdings ist
in den meisten Informatikanwendungen mehr als eine Sorte vonnéten (wie z.B.
bei Listen, Stacks, labelled trees...).

Als néchstes verallgemeineren wir den Begriff Homomorphismus auf -Algebren.

I'Wir schreiben ¢ fiir das leere Wort.
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4.3. Unteralgebren und Faktoralgebren

Definition 4.2.3. Sei ¥ = (5, F,ar) eine Signatur und seien A und B -
Algebren. FEin Y~Homomorphismus (oder kurz Homomorphismus) von A nach
B ist eine Familie von Funktionen (hs : As — Bs)ses, so dass fir (sy...8p,8) €
S* x S und alle f € F mit ar(f) = (s1...8n,S) gilt:

hS(fA(xlv SR ,l‘n)) - fB(hé‘l(xl)? - 7h5n(xn))
fiirallet=1,...,n und x; € As,.

Intuitiv bedeutet obige Bedingung, dass Algebraoperationen und (Komponenten
von) h vertauschbar sind, der Homomorphismus also die Operationen der Algebra
respektiert. Dies veranschaulicht folgendes Diagramm:

A
Az / As
hs s
B§ fB Bs

wobei Ay = A, X -+ X A, By = Bs, X -+ X Bg, und hz definiert ist als die
Funktion hz(z1,...,2z,) = (hs (1), ..., hs, (z5)).

Man zeigt leicht, dass Homorphismen unter Komposition abgeschlossen sind (wo-
bei (h' o h)s = R/, o hy).

Definition 4.2.4. Fin Homomorphismus h : A — B von Y%-Algebren heifit Iso-
morphismus, wenn alle hsy Bijektionen sind.

Wie tiblich zeigt man, dass h : A — B genau dann ein Isomorphismus ist, wenn es
einen (eindeutig bestimmten) Homomorphismus A~! : B — A gibt mit h™1 o h =
idg und ho h™! =idp.

4.3. Unteralgebren und Faktoralgebren

Analog zu Untergruppe, Unterring, Untervektorraum etc. definieren wir den Be-
griff einer Unteralgebra.

Definition 4.3.1. Sei 3 eine Signatur und A eine X-Algebra. Fine Unteralgebra
von A ist eine ¥-Algebra B, sodass B, C A, fir alle s € Ygx und fir alle
Operationen f : sy X -++ X 8, = s in X qilt, dass

fAbL, b)) = fB(by, .. by)

fiir alle by € By, ..., b, € By, .
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Wir iiberlassen es als Ubung zu zeigen, dass B genau dann Unteralgebra von A
ist, wenn eine Homomorphismus ¢ : B — A existiert mit ¢4(b) = b fiir alle b € B,.
Solche Homomorphismen nennen wir Inklusion(shomomorphism)en.

Ein Homomorphismus h : A — B heifit surjektiv, wenn alle h, : A, — B,
surjektive Funktionen sind.

Satz 4.3.2. Sei X eine Signatur und h : A — B ein YX-Homomorphismus. Dann
gibt es genau eine Unteralgebra v : C' — B, sodass ein surjektiver Homomorphis-
mus e : A — C existiert mit h=10e

Beweis. Notwendigerweise muss Cy das Bild von h, : A, — B, sein. Dass dann C
eine Unteralgebra von B ist folgt unmittelbar aus der Homomorphieeigenschaft
von h, da fB(hy (a1),..., hs (a,)) = ho(fA(ay,...,a,)) € C fiir f 157 X --+ %
S, — s. Der eindeutig bestimmte surjektive Homomorphismus e : A — C ist
gegeben durch eg(a) = hy(a). O

Als néchstes definieren wir den Begriff einer Kongruenz fiir >-Algebren.

Definition 4.3.3. Sei ¥ = (S, F,ar) eine Signatur und A eine X-Algebra. Eine
Kongruenz(relation) auf A ist eine S-indizierte Familie R = (Ry)scs von Aqui-
valenzrelation Ry auf Ay, die zusammen folgende Kongruenzbedingung erfillen:
fiir alle f : sy X --- X s, = s in S folgt aus v1Rs,y1, ..., TnRs Ypn, dass auch
flz1, . xn)Rsf(yry ooy Yn)-

Fiir eine Kongruenz R auf A kann man wie folgt eine Faktoralgebra Q = A/R
konstruieren. Fiir s € S sei (s definiert als As/R, und fiir f: s X -+ X s, = s
in I sei f¢ gegeben durch f9(ay,...,a,) = f(ai,...,a,). Beachte, dass f%
wohldefiniert ist aufgrund der Kongruenzeigenschaft von R. Der Quotientenho-
morphismus q : A — @Q ist gegeben durch gs(a) = a fir a € A,. Offenbar ist ¢
surjektiv.

Satz 4.3.4. Sei h : A — B ein Homorphismus von X-Algebren. Fir jede Sorte
s sei (Ry)s definiert als {(z,y) € As x As | hs(x) = hs(y)}. Dann ist Ry, =
((Rh)s)ses eine Kongruenzrelation auf A. Dann gibt es genau einen Homomor-
phismus m : A/Ry, — B mit h =moq, wobei q : A — A/Ry, der zu Ry, gehdorige
Quotientenhomomorphismus ist.

Beweis. Der gesuchte Homomorphismus m is gegeben durch m(a) = h(a). Er ist
eindeutig, da ¢ surjektiv ist. O

Daraus folgt, dass A/Rj, zum Bild von A unter h isomorph ist (siehe Satz[4.3.2).

Ubungsaufgabe 4.3.5. Fiir jeden surjektiven Homomorphismus h : A — B ist
B isomorph zu A/ Ry,.

Ubungsaufgabe 4.3.6. Sei A eine ¥-Algebra. Dann sind sowohl die Menge der
Unteralgebren von A als auch die Menge der Kongruenzrelationen auf A unter
beliebigen Durchschnitten abgeschlossen.
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4.4. Terme, termerzeugte Algebren und das Prinzip
der Terminduktion

Sei ¥ = (S, F, ar) eine Signatur.

Definition 4.4.1. Die freie Termalgebra T'(X) dber 3 ist induktiv wie folgt
definiert. Wenn t; € T(X)s,, ..., tn € T(X)s, und f : s X +-+ X 8, = §
in F ist, dann ist f(ty,...,t,) € T(X)s. Auferdem ist fT*) gegeben durch
fIO @, ) = f(tr, . tn).

Die Algebra Ty, ist also rein syntaktischer Natur. Man kann zeigen, dass fiir
jede X-Algebra A genau ein 3-Homomorphismus h : T'(X) — A existiert, der
syntaktische Objekte (Terme) in der Struktur A (Semantik) interpretiert. Man
versteht h als Interpretationsfunktion.

Eine Konsequenz des ersten Teils von Ubungsaufgabe E3.0 ist, dass jede -
Algebra A eine kleinste Unteralgebra Tx(A) enthilt, namlich das Bild des ein-
deutig bestimmten Homomorphismus h : T'(X) — A.

Definition 4.4.2. Fine 3-Algebra heifst termerzeugt, wenn Tsx,(A) mit A iber-
einstimmd.

Fiir termerzeugte Algebren gilt folgendes Induktionsprinzip.

Satz 4.4.3. (Terminduktion)

Sei A eine termerzeugte Y-Algebra und (Ps)ses eine Familie von Prdidikaten auf
Ag (d.-h. Py C Ag). Dann gilt Ve € Ag : Py(z) fir alle s € S genau dann, wenn
P unter den Operationen f : sy X -+ X s, — s von A abgeschlossen ist, d.h.
fA(a1,...,a,) € P,, wann immer a; € P,,, ..., a, € P,,.

Im Falle der 1-sortigen Algebra mit Tréigermenge N, Konstante 0 und einstelliger
Operation s(n) =n + 1 besagt Satz A4.3] dass das Induktionsprinzip fiir N gilt.
Satz verallgemeinert dies auf beliebige termerzeugte Algebren. Da die in der
Informatik betrachteten Datentypen meist termerzeugte Algebren sind, eroffet
Satz die Moglichkeit, allquantifizierte Aussagen iiber solche Datentypen
mithilfe von Terminduktion zu beweisen.

Beispielsweise zeigt man leicht mit Terminduktion, dass fiir termerzeugte Alge-
bren A zu jeder Algebra B hochstens ein Homomorphismus A — B existiert.
Seien h,h’ : A — B Homomorphismen. Fiir jede Sorte s sei P, = {a € Ay :
h(a) = h(a)}. Man zeigt leicht (Ubung!), dass (P,)ses unter den Operationen
von A abgeschlossen ist. Somit folgt, dass A, = P; fiir alle Sorten s, und somit
h="Hn.

Als weiteres Beispiel betrachten wir die Spezifikation

129



4. Ein Ausblick auf die universelle Algebra

LIST_APP =
sorts elem, list
funcs cl, c2 : elem
empty : — list
cons : elem x list — list
head : list — elem
tail : list — list
append : list x list — list
axioms head(cons(a,l)) = a

tail(cons(a,l)) =1

tail(empty) = empty

append(empty,l) = [

append(cons(a,[),l') = cons(a,append(l,1’))

Sei > die Untersignatur, wo die Operationen head, tail und append weggelassen
werden. Sei A eine Algebra, die die Spezifikation LIST_APP erfiillt und fiir die
das Redukt? Al termerzeugt ist. Dann kann man mit Terminduktion (bzgl. ¥
zeigen, dass die Operation append in A assoziativ ist.

2d.h., man vergisst die (Interpretationen der) Operationen head, tail und append
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5. Analysis — Teil I: Konvergenz
und Stetigkeit

5.1. Die reellen Zahlen

Wir erinnern uns an den Begriff eines angeordneten Korpers:
Dies ist ein Korper K mit einer Totalordnung <, fiir die gilt:

e Va,bce K:a<b=—a+c<b+cund
e Va,b,ce K:(a<bund 0 <c¢) = ac < bc.

Definition 5.1.1. Die Menge der reellen Zahlen R st der kleinste angeordnete
Korper, der Z enthdlt, und das Vollstdndigkeitsaxiom

Jede nichtleere Teilmenge, die eine obere Schranke besitzt, hat ein Supremum.

erfillt.

Bemerkung 5.1.2. Auch die rationalen Zahlen @Q sind ein angeordneter Koérper,
der Z enthilt, aber dieser erfiillt nicht das Vollstandigkeitsaxiom, denn {z € Q :
2% < 2} hat obere Schranken aber kein Supremum in Q, vgl. Beispiel [L331[(b)]

Definition 5.1.3. Fine Teilmenge M C R heifit

(a) nach oben (unten) beschrénkt, wenn sie eine obere (untere) Schranke be-
sitzt.

(b) beschréankt, wenn sie nach oben und unten beschrinkt ist.

Satz 5.1.4. Jede nach unten beschrdinkte, nichtleere Teilmenge von R besitzt ein
Infimum.

Beweis. Es sei M C R eine nach unten beschréinkte und nichtleere Menge. ]/D\ann
gibt es eine untere Schranke C' von M. Wir betrachten nun die Teilmenge M :=
{—z : 2 € M} von R, die ebenfalls nichtleer ist. Da C' eine untere Schranke von
M ist, gilt €' < z fiir alle z € M. Das bedeutet, dass —C' > —x fiir alle z € M
ist. Anders formuliert, erhalten wir —C' > y fiir jedes y € M.

Also ist —C eine obere Schranke von M. Nach dem Vollstandigkeitsaxiom existiert
nun s := sup(M) und wir wollen zeigen, dass —s das Infimum von M ist.
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Dazu zeigen wir zunéchst, dass —s eine untere Schranke ist: Es sei # € M beliebig.
Dann gilt —z € M und es gilt nach der Konstruktion von s auf jeden Fall —z < s.
Also ist x > —s fiir jedes x € M, was zeigt, dass —s eine untere Schranke von M
ist.

Sei nun ¢ € R eine weitere untere Schranke von M. Dann ist mit der selben
Argumentation wie oben —t eine obere Schranke von M. Nun ist s die kleinste
obere Schranke von M, also muss s < —t gelten. Damit ist aber auch —s > t.
Also ist —s die grofite untere Schranke von M, d.h. das Infimum. O

Eine wichtige Rolle in der Analysis spielt die Betragsfunktion, an die wir ebenfalls
noch schnell erinnern wollen.

Definition 5.1.5. Die Funktion |- |: R — R mit

2] = {:c, falls x > 0,
= falls x < 0,
heifit Betragsfunktion und |z| heifst Betrag von x.
Es gelten die folgenden Rechenregeln, vgl. Satz und Beispiel BZ2[(a)}
Satz 5.1.6. Fir alle v,y € R gilt
(a) Ja] >0,
(b) |z = |=xl,
(c) 43 < Ja],
(d) |xy| = || - [yl,
(e) |z| =0 genau dann, wenn x =0,
(f) lz+y| <|z| + |y| (Dreiecksungleichung),
Ubungsaufgabe 5.1.7. Zeigen Sie die umgekehrte Dreiecksungleichung
2] = Jy|| < |z —y| fiir alle 7,y € R.
Wir beschlieen diesen Abschnitt mit der Definition von Intervallen.
Definition 5.1.8. Es seien zwei Zahlen a,b € R mit a < b gegeben. Dann heifien
o (a,b) :=={z € R:a <z < b} offenes Intervall,
e [a,b] :=={z € R:a <z <b} abgeschlossenes Intervall,

e (a,b] :={reR:a<z<b} und
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5.2. Wurzeln, Fakultidten und Binomialkoeffizienten

e [a,0) :={z € R:a <z < b} halboffene Intervalle.

Um auch die Fdille von Halbstrahlen abzudecken, definieren wir weiter:
e [a,00) :={r eR:a<z}, o (—00,a] :={reR:z<a},
o (a,00) :={reR:a<z}, o (—oo,a):={reR:z<a},
o (—00,00) :=R.

Schliefilich schreiben wir

e R, :=[0,00), e R_:=(—00,0]

5.2. Wurzeln, Fakultaten und Binomialkoeffizienten

Eine wichtige Schlussfolgerung aus dem Vollstandigkeitsaxiom ist die Existenz
der n-ten Wurzeln in R,

Bevor wir in diese Betrachtungen einsteigen, definieren wir der Vollstandigkeit
halber noch die ganzzahligen Potenzen.

Definition 5.2.1. Flir jedes © € R und jedes n € N* ist

(a) 2" =g -x-...-x,

n Faktoren
- 1 :
(b) ™" = —, falls x # 0, sowie
xn

(c) 2°:=1.

An dieser Stelle sei noch gewarnt, dass das Potenzieren nicht assoziativ ist, d.h.
im Allgemeinen ist (2™)™ # 2™, Um Klammern zu sparen gilt die Konvention,
dass 2" als ™" zu lesen ist.

Der zentrale Satz fiir die Existenz der n-ten Wurzeln ist der folgende.

Satz 5.2.2. Fir jedes a € Ry und alle n € N* gibt es genau ein v € Ry mit
" = a.

Beweisidee. Man zeigt zunéchst, dass 2" < y" <= x < y fiir jede Wahl von
x,y € R, und alle n € N* gilt.

Fiir den Nachweis der Eindeutigkeit seien z,y € R mit 2" = a = y" gegeben.
Dann gilt 2" < y™ und y™ < 2". Nach der Voriiberlegung ist dann z < y und
y < x,also x =y.

Fiir die Existenz betrachtet man zunéchst den Fall a = 0. Dann ist offensichtlich
x = 0 eine Losung. Sei also ab jetzt a > 0. Wir betrachten die Menge M :=
{r € Ry : 2" <a}. Dann ist 0 € M, also ist M # (). Weiterhin ist M nach oben

133



5. Analysis — Teil I: Konvergenz und Stetigkeit

beschrénkt, z.B. ist 1 + a eine obere Schranke (Achtung, a ist im Allgemeinen

keine!).
Also hat die Menge M nach dem Vollstandigkeitsaxiom ein Supremum z und fiir
dieses gilt 2™ = a. O

Definition 5.2.3. Es seien a € R, und n € N*. Die eindeutige Zahl x € Ry mit
™ = a heifit n-te Wurzel von a und man schreibt x = /a. Fiir den wichtigsten
Fallm =2 gibt es die Konvention \/a := a.

Satz 5.2.4. Es seien ¢ € Q und m,p € Z, sowie n,r € N* so, dass ¢ = m/n =
p/r ist. Dann gilt fir jedes v € R

Beweis. Fiir jedes x € R, gilt
(V") = (2™ = (2" = (") = und
((Vay) = (Way = ((Vay)" = .
Also folgt aus der Eindeutigkeit der Wurzel die Behauptung. O

Definition 5.2.5. Fliir jedes x € Ry und jedes ¢ = n/m € Q mit n € Z und
m € N* st die rationale Potenz definiert durch

zf = g™ = (z)".

Bemerkung 5.2.6. Auch fiir rationale Exponenten gelten die bekannten Re-
chenregeln fiir Potenzen: Fiir alle z,y € R, \ {0} und alle p,q € Q gilt

o Pyl = xPta ° ;_Z — ppa
_ P z\P
e . (2)

o (zP)4 = P
Definition 5.2.7. (a) Es sein € N*. Dann wird die Zahl
nl:=1-2-...-n

als n Fakultat bezeichnet.

Weiterhin definieren wir 0! := 1.

(b) Es seienn,k € N mit k <n. Dann heifst

(+)

Binomialkoeffizient ,n tber k “.
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Bemerkung 5.2.8. Die beiden Gréfien n! und (Z) haben auch eine anschauliche
Bedeutung:

e n! ist die Anzahl der moglichen Reihenfolgen von n unterscheidbaren Din-
gen.

° (Z) ist die Anzahl der Moglichkeiten aus n unterscheidbaren Dingen genau
k auszuwéhlen.

Satz 5.2.9. Es seienn,k € N mit k <n und a,b € R. Dann gilt

(o) =)= e ()4 (2= ()

n

(b) an+1 o bn+1 _ (CL o b) Zanfkbk.

k=0

(c) (a+b)" = Z <Z> a"*bF.  (Binomialformel)

k=0
Beweis. (a) Es ist

n n! n! n n! n!
=————=—=1 und =——F=—=1
0 Ol(n—0)! nl! n nl(n—n)! n!

Auflerdem ist

n n n! n!
(k) + <k:—1) T W =R k= Din—kt 1)
nl(n —k+1) nlk nln—k+1+k)

TRkt ) T Rm—k+ D) Mokt 1)

~onln+1) (n+1)! n+1
_k!(n—k+1)!_k!(n+1—k)!—( k )

(b) Es gilt

n

(a —b) Z a" R =a i a" Rk — bi a" Ry
k=0 k=0 k=0
— ankarlbk _ anfk:karl

n n—1
— anJrl + § anfk:Jrlbk _ § anfkkarl _ bn+1
k=1 k=0

n—1 n—1
— anJrl + § anfk:bkhLl _ § anfkkarl _ bn+1
k=0 k=0

— an+1 _ bn+1.
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(c) Dies ist eine gute Auffrischungsiibung in vollstdndiger Induktion. O

Eine Summe, wie sie im Beweis von Teil @ auftritt, bei der sich bis auf zwei alle
Summanden gegenseitig wegheben, nennt man auch anschaulich Teleskopsumme.

Bemerkung 5.2.10. Mit der zweiten Formel aus Satz[5.2.9((a)| kann man sich die
Binomialkoeffizienten gut merken. Schreibt man diese in ein dreieckiges Schema:

(©)

so sagt diese Formel gerade, dass man einen Eintrag bekommt, indem man die
beiden diagonal links und rechts dariiber zusammenzahlt. Das ergibt das soge-
nannte Pascal’sche Dreieck

Aus diesem kann man nun nach Teil des obigen Satzes z.B. direkt ablesen,
dass
(a+b)* = a* + 4a’b + 6a*V? + 4ab® + b*

gilt.

5.3. Konvergenz von Folgen

Wir wollen uns nun dem zentralen Thema der Analysis zuwenden, der mathe-
matisch exakten Behandlung des unendlich Kleinen und unendlich Grofien. Bei-
spielsweise kann es darum gehen, unendlich viele Zahlen aufzuaddieren, wie in
der unendlichen Summe

] 11 1 1
+§+Z+§+E—|—...,

der wir im Folgenden einen exakten Sinn geben werden.

Hierbei ist einige Vorsicht geboten, denn beim Umgang mit dem Unendlichen
kénnen sehr unintuitive Dinge passieren, so dass anschauliche Argumentationen
schnell in die Irre fithren konnen. Unser Ziel wird also zunéchst sein, eine exakte
mathematische Definition fiir solche Grenzwertfragen zu geben. Diese Aufgabe
wollen wir in diesem fiir alles weitere zentralen Kapitel angehen.
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5.3. Konvergenz von Folgen

Wir erinnern noch einmal an den Begriff einer Folge aus Beispiel @ Eine
Folge war dort eine Abbildung von N in einen Kérper K. In Erweiterung der
dortigen Definition lassen wir nun statt einem Korper allerdings eine beliebige
nichtleere Menge X zu und sagen, dass eine Folge eine Abbildung a : N — X
ist. Um klar zu machen, was die Zielmenge dieser Abbildung ist, nennen wir a
genauer eine Folge in X. Statt Folge in R, bzw. C sagt man auch oft reelle Folge,
bzw. kompleze Folge.

Wir schreiben wieder a,, statt a(n) und bezeichnen die Folge a mit (a,)nen oder
(@n)n>0 oder (ag,ay,as,...). Manchmal werden wir auch etwas verkiirzt einfach
(a,) schreiben.

Zuweilen ist es praktisch mit der Zahlung nicht bei Null, sondern einer anderen
natiirlichen Zahl zu beginnen. Wir schreiben dann beispielsweise (ay,)n>4 oder
(a4, as, dg, . . . )

Die meisten Betrachtungen in diesem Abschnitt gelten fiir die Kérper R und
C gleichermaflen. In diesem Abschnitt steht deshalb K fiir einen dieser beiden
Korper.

5.3.1. Der Konvergenzbegriff und wichtige Beispiele

Definition 5.3.1. (a) Es sei (a,) eine Folge in K und a € K. Die Folge (a,,)
heifst konvergent gegen a, falls fiir jedes € > 0 ein ng € N existiert mit

la, —al <e fir alle n > ny.
In diesem Fall heif$t a der Grenzwert oder Limes von (a,) und wir schreiben

lim a, =a oder a,— a(n— ).
n—oo

(b) Ist (a,) eine Folge in K, die gegen kein a € K konvergiert, so heifst diese
divergent.

Man kann zeigen, dass eine Folge in K hochstens einen Grenzwert haben kann.
Wenn eine Folge konvergiert, ist der Limes also eindeutig.

Beispiel 5.3.2.

(a) Wir betrachten die Folge (a,) = (1/n),>1 = (1,1/2,1/3,1/4,...).

Behauptung: (a,) ist konvergent und es gilt lim,,_,, a, = 0.

Beweis. Sei € > 0. Dann gibt es ein ng € N mit ng > 1/e. Alsoist 1/ng < e
und wir haben fir alle n > ng

lan — al = |a, — 0 = |a,| =
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Eine solche Folge, die gegen Null konvergiert, nennt man auch eine Nullfol-
ge.

Es sei (a,) = ((=1)")pen = (1, —-1,1, —1,1,—1,...).
Behauptung: Die Folge (a,,) divergiert.
Beweis. Wir nehmen an, es gibe ein a € K mit a,, — a (n — 00). Dann gibt

eszue = 1 ein ng € N so dass fiir jedes n > ng die Ungleichung |a,, —a| < 1
gilt. Fiir n > ngy gilt dann aber mit Hilfe der Dreiecksungleichung

2=lay, — api1]| = |an —a+a—apy1| <lap —al+la—ap| <1+1=2.
Also folgt 2 < 2, ein Widerspruch. O
24on—1
Seianzn—zin,neN.
n* 4+ 2

Behauptung: (a,) konvergiert und lim,,_,, a, = 1.

Beweis. Es gilt

2 2 _ _
n’+2n—1-n"-2 |[2n 3\<|2n 3\§2n+3

1] = —
o | n2+2 n2+2 — n2 n?

wobei wir bei der letzten Abschétzung die Dreiecksungleichung angewendet

haben. Nun verwenden wir noch, dass fiir alle n > 1 gilt 2n+3 < 2n+43n =

5n und erhalten damit
5n 5
la, — 1| < — = —.
n? n

Sei nun ¢ > 0. Dann gibt es wieder ein ng € N mit ng > 5/e. Also haben
wir nach obiger Abschitzung fiir alle n > nq

3 5
la, — 1| < =< — <& O
n 0

Ubungsaufgabe 5.3.3. Es sei (a,) eine Folge in K und a € K. Zeigen Sie:

(a)

(b)
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Gibt es eine reelle Nullfolge () mit
la, —al <, fiirallen € N,
so konvergiert (a,) gegen a.

Die Folge (a,) konvergiert genau dann gegen a, wenn die Folge (|a, — al)
gegen Null konvergiert.



5.3. Konvergenz von Folgen

Definition 5.3.4. (a) FEine Folge (a,) in K heiffit beschréinkt, wenn die Menge
{an :n € N} = {ag, a1,aq,...} beschrinkt in K ist.
(b) Ist K =R, so setzen wir weiter
SUp @, ‘= Sup a, := sup{a, : n € N},
0

neN n=

o
inf a, := inf a, := inf{a, : n € N}.
neN n=0

Satz 5.3.5. Jede konvergente Folge in K ist beschrinkt.

Beweis. Sei (a,) eine konvergente Folge in K mit Grenzwert a. Nach der Definiti-
on der Konvergenz existiert zu ¢ = 1 ein ng € N mit |a,, —a|] < 1 fiir alle n > ny.
Wir setzen C' := max{|ao|, |ai1|, |as], . .., |@n,—1]|, 1 + |a|}. Dann gilt fiir alle n < ng
sofort |a,| < C und auch fiir alle n > ng gilt diese Ungleichung, denn

|an| = lan —a+a| < |a, —a|+|a| <1+ a] < C.

Zusammengenommen gilt also |a,| < C fir alle n € N und somit die Behauptung.
U

Warnung 5.3.6. Die Umkehrung von Satz ist falsch! Es gibt durchaus
beschréinkte Folgen, die nicht konvergieren, vgl. Beispiel 5.3.21[(b)]

Die Berechnung von Grenzwerten ist allein {iber die Definition sehr miihsam und
wird bei grofleren Ausdriicken mehr oder weniger unmoglich. Eine grofie Hilfe ist
der folgende Satz, der es erlaubt, die Berechnung komplizierter Grenzwerte auf
die Betrachtung einfacherer Einzelteile zu reduzieren.

Satz 5.3.7 (Grenzwertsitze). Es seien (ay), (b,) und (¢,) Folgen in K. Dann
qgilt:

(a) Istlim, o a, = a, so gilt lim, . |a,| = |al.
(b) Gilt lim,, s a, = a und lim,, o b, = b, so folgt
i) lim, oo (a, +b,) = a+b.
i1) lim,, oo (a,) = aa fir alle a € K.
ii1) limy,_oo(ap - by) = a - b.

iv) Ist zusdtzlich b, # 0 fir alle n € N und b # 0, so ist lim, o a,/b, =
a/b.

Ist K =R, so gilt aufferdem

(c) Ist a, <b, firalen € N und lim,_, a,, = a sowie lim,,_,» b, = b, so folgt
a <b.
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(d) Ist a, < ¢, < b, fir alle n € N und sind (a,) und (b,) konvergent mit

lim,, o @, = lim, o0 b, = a, so ist auch die Folge (c,) konvergent und es
gilt lim,, o, ¢, = a (Sandwich-Theorem).

Beweis. (a) Seie > 0. Da (a,) gegen a konvergiert, gibt es dann ein ny € N mit
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|a, —al < ¢ fiir alle n > ne. Fiir alle diese n gilt dann nach der umgekehrten
Dreiecksungleichung, s. Ubungsaufgabe 5.1.7

llan| = la]| < la, —a| <e.
Also konvergiert die Folge (|a,|) gegen |a.
Die Teile [(b)i)H(b)iii)] verbleiben als Ubungsaufgabe. Wir beweisen hier

(b)iv)

Da (b,) gegen b konvergiert, konvergiert nach |(a)| auch (|b,|) gegen |b|. Da
weiter b # 0 ist, gilt [b] > 0. Zu € := |b|/2 > 0 gibt es also ein ny € N
mit ||b,| — [b|| < [b]/2 fiir alle n > ny. Fiir all diese n gilt dann mit der
Dreiecksungleichung

14

61 = [161] = 18] = Lol + [bal| < [16] = [Bal] + [ba] < 5+ [bal:

Zieht man |b|/2 auf beiden Seiten ab, haben wir also fiir alle n > n

2
|6, > @, bzw. — < —.
2 lbnl [0}

Das liefert wiederum fir alle diese n

b=bu _ba=bl _ 20—t _ 2

1 1
L4 _ T
ot el e T et

Da die Folge (b,) gegen b geht, konvergiert nach Ubungsaufgabe 5.3.3[(0)]
die Folge (|b, —b|) gegen Null. Also konvergiert nach Teil dieses Satzes
auch die Folge (2]b, — b|/|b|*) gegen Null. Da dieses auflerdem eine reelle
Folge ist, haben wir nach Teil von Ubungsaufgabe [5.3.3, dass (1/b,)
gegen 1/b konvergiert.

Die Konvergenz von (a,/b,) gegen a/b folgt nun aus|(b)iii)|

Wir nehmen an, es wiare @ > b. Dann ist ¢ := (a — b)/2 > 0 und dank
der Konvergenz von (a,) und (b,) gibt es nun ein n; € N, so dass b, €
(b—e,b+¢) und a, € (a —e,a+ ¢) fir alle n > n, gilt. Da

a—b a b a—2>b

bte=bt——=5+5=a-—

gilt, haben wir also fiir diese n auch b, < a,, im Widerspruch zur Voraus-
setzung.

=a—¢



5.3. Konvergenz von Folgen

(d) Seie > 0.Dann gibt es ein ny € N, so dass fiir alle n > ng sowohl |a,—a| < €

als auch |b, — a| < ¢ gilt. Hieraus und aus der Voraussetzung folgern wir
fiir alle diese n
a—e<a,<c,<b,<a-+e.

Also ist a — e < ¢, < a + € oder, anders ausgedriickt, —e < ¢, —a < ¢,
d.h. |¢, — a| < ¢ fiir alle n > ny und damit konvergiert die Folge (¢,) gegen
a. U

Warnung 5.3.8. Die Aussage in [(c)] gilt nicht mit ,,<“ statt ,<“! Als Beispiel
kénnen die Folgen (a,) = (0),>1 und (b,) = (1/n),>1 dienen. Dann gilt ndmlich
a, < b, fir alle n > 1, aber die beiden Grenzwerte sind gleich.

Wir wollen nun an zwei Beispielen zeigen, wie mit Hilfe dieses Satzes komplizierte
Grenzwerte angegangen werden konnen.

Beispiel 5.3.9. (a) Sei p € N* fest gewdhlt und a, = 1/n” fir n € N*. Dann

gilt fiir alle n € N* die Ungleichung n < n? und damit

Ogan: S
T

bS]
S

Da sowohl die Folge, die konstant Null ist, als auch die Folge (1/n) gegen
Null konvergiert, ist damit nach Satz 5.3.7[(d)] auch die Folge (a,) konver-
gent und ebenfalls eine Nullfolge.

Wir untersuchen
n?+2n+3

n2+3
Dazu kiirzen wir den Bruch durch die hochste auftretende Potenz:

a, = , nelN.

n?+2n+3 1+24+3% 1+0+0
a, = = = — =1 (n— ).
n? + 3 1+ 3 140

Dabei stiitzen wir uns fiir die Berechnung des Grenzwertes von (1/n?) auf
das Beispiel in [(a)] und zum Zusammenbau des Gesamtausdruckes auf[(b)i)]

und [(b)iv)| aus Satz 5.3.7

Dieses Vorgehen (Kiirzen durch die héchste auftretende Potenz) ist bei allen
Grenzwerten der Form , Polynom in n geteilt durch Polynom in n“ Erfolg
versprechend.

Bemerkung 5.3.10. Hier finden Sie weitere wichtige Beispiele von konvergenten
Folgen.

(a)

Ist (a,) eine konvergente Folge in R mit Grenzwert a und gilt a,, > 0 fiir
alle n € N, so ist fiir jedes p € N* auch lim,,_,o, ¢/a, = Va.
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(b) Die Folge (¢")neny mit g € R konvergiert genau dann, wenn ¢ € (—1,1] ist

und es gilt
. " 1, falls ¢=1,
lim ¢" =
n—00 0, falls —1<qg<1.

Ist ¢ € C mit |g| < 1, so gilt ebenfalls lim,,,,, g™ = 0.
(¢) lim, 0 /c =1 fiir jedes ¢ € R,.
(d) limy, o W/n = 1.
(e) Die Folge
Qp = (1+l>n, n>1,
n

ist konvergent. Thr Grenzwert

) 1\~
e = hm<1+—>
n

n—oo

heiit Fulersche Zahl. Diese ist eine irrationale Zahl mit

e~ 2,718281828459.

Warnung 5.3.11. Die Folge (a,,) aus Teil[(e)]in obiger Bemerkung bietet eine gu-
te Gelegenheit vor einem verbreiteten Fehler bei der Bestimmung von Grenzwer-
ten zu warnen, der Unterteilung in ,eiligere” und , tragere” n. Falsch ist ndmlich
folgende Uberlegung: Die Folge (1 4+ 1/n) geht offensichtlich gegen 1, also geht
(an) gegen 1" und das ist immer 1, was zu dem Ergebnis fiihre (a,) wiirde gegen
1 streben. Das ist, vgl. oben, grob falsch. Der Grund ist folgender: Bei dieser
Uberlegung werden nicht alle n in der Formel gleich behandelt. Das n innerhalb
der Klammer wird (quasi als Vorhut) zuerst nach oo geschickt, wéhrend das n
im Exponenten noch warten muss, also zum ,tragen* n ernannt wird. Das geht
nicht. Merke: Alle n sind gleich!

Mit der gleichen Berechtigung konnte man auch argumentieren, dass 1 4+ 1/n
immer echt grofler als 1 ist und da ¢" fiir alle ¢ > 1 divergiert, divergiert der
Ausdruck in der Klammer, also auch die ganze Folge. Nun ist das andere n zum
Warten gezwungen worden, und das Ergebnis ist genauso falsch wie das erste.
Diese Erorterung zeigt aber, was hier passiert. Das 1/n in der Klammer bringt
den Ausdruck immer ndher an 1, wihrend es grof§ wird, und macht es dem n im
Exponenten damit immer schwerer, die Werte von a,, zu vergréflern. Die beiden
beeinflussen den Wert also in verschiedene Richtungen und die Frage ist, wer
dabei erfolgreicher ist: Schafft es das n in der Klammer, die Sache nach 1 zu
driicken, oder ist das n im Exponent stédrker und die Folge divergiert? Daran,
dass das Ergebnis irgendwo zwischen 2 und 3 liegt, sieht man, dass die beiden
sich in magischer Weise im Gleichgewicht halten.
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Beispiel 5.3.12. Es bleiben noch zwei wichtige Beispiele nachzutragen.

(a) Den folgenden Trick muss man mal gesehen haben. Es ist fiir alle n € N

Vit 14+/n Vntl+yn

OS\/W_\/EZ(\/H—H—\/E)(\/H—H+\/E) (n+1)—n

1 1 1 /1
NIES TSN 2\/;

Da wegen [(a)] aus Bemerkung und Beispiel [(&)] auch (1/1/n)
gegen Null geht, folgt damit aus dem Sandwich-Theorem

lim (vn+ — \/ﬁ) = 0.

n—oo

(b) Wir betrachten fiir jedes ¢ € C die Folge

n

=Y ¢"=14+¢+¢+¢@++q', neN

k=0
Dann gilt
n n n n n—1
(1 o q) qk _ qk o qk+1 _ qo + qu qu+1 _n+l
k=0 k=0 k=0 k=1 k=0
-1 qn+1 4 qk - qk -1 — qn+1.
k=1 k=1

Wir erhalten so fiir ¢ # 1 die geometrische Summenformel
n 1— anrl
Z ¢ = H_g q# 1.
k=0 q
Mit Bemerkung E.3.101[(b)] gilt also fiir |¢| < 1

1— n+1 1
lim a, = lim 7 : lq| < 1.
n—00 n—oo 1 —gq 1—¢q

Definition 5.3.13. FEine Folge (a,) in R divergiert bestimmt nach co (—oo) und
wir schreiben lim,, o, a, = 0o (—o0), wenn es fir jedes C > 0 ein ng € N gibt,
so dass a, > C (a, < —C) fir alle n > nqy gilt.
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5.3.2. Konvergenzkriterien

Wir wollen uns als néchstes mit dem Monotonie-Verhalten von Folgen auseinan-
dersetzen. Das geht naturgeméf nicht in C, so dass wir uns auf R einschrinken
missen.

Definition 5.3.14. Eine reelle Folge (a,) heifit
(a) monoton wachsend, wenn a,.1 > a, fir allen € N gilt.
(b) monoton fallend, wenn a,.1 < a, fir allen € N gilt.

(c) monoton, wenn sie monoton wachsend oder monoton fallend ist.
Damit konnen wir folgendes Konvergenzkriterium beweisen.

Satz 5.3.15 (Monotonie-Kriterium). Ist die reelle Folge (a,) nach oben (bzw.
unten) beschrinkt und monoton wachsend (bzw. fallend), so ist (a,) konvergent
und es gilt

lim a, =supa, (bzw. lim a, = inf a,).

n—00 neN n—00 neN
Beweis. Es sei (a,) nach oben beschrankt und monoton wachsend, sowie a :=
SUP,,cn - Wahlen wir nun ein € > 0, so ist sicherlich a — ¢ keine obere Schranke
von {a, : n € N}. Damit muss aber ein ny € N existieren, so dass a,, > a — ¢
ist und somit haben wir unsere Folge umzingelt, denn es gilt nun wegen der
Monotonie und der Beschrianktheit von (a,,) fiir alle n > nq:

a—e<ap, <ap,<a<a+e

und hiermit |a, — a| < ¢ fiir alle n > ng. Da € > 0 beliebig war, sind wir mit
der ungeklammerten Aussage fertig. Die Aussage fiir monoton fallende Folgen
beweist man analog. O

Wir betrachten ein Beispiel fiir die Anwendung dieses Satzes.

Beispiel 5.3.16. Wir betrachten eine rekursiv definierte Folge, die gegeben ist

durch
ap:=v6 und ani1 =6+ an, neN.
Also ist

3
a1 = \/6+ V6, ay=\/6+1/6+ 6, asz\/6+\3/6+\3/6+\3/5,

So abstrus dieses Beispiel auch aussieht, in dieser Weise gegebene Folgen treten
sehr haufig auf, so liefert z.B. jedes iterative Naherungsverfahren eine solche Folge.
Wie untersuchen wir aber ein solches Monstrum auf Konvergenz? Wir wenden
unser Monotoniekriterium an, zeigen also, dass (a,) nach oben beschréankt und
monoton wachsend ist. Genauer gesagt beweisen wir
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1. a, <2 und a,, > a, fir alle n € N,
2. (a,) konvergiert und lim,,_,, a, = 2.

Das erste ist eine Induktionsiibung;:

Induktionsanfang: Es gilt ag = V6 < v/8=2und a; = V6 + ag > V6 = ag, da
ap > 0 ist. Also ist die Aussage fiir n = 0 richtig.

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € N gelte a,, < 2 und a,11 > a,.
Induktionsschritt: Es ist mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung

i1 =6+ a, <V6+2=v8=2

und
_ 3/ 3E o
Upio = /64 api1 > V6 +a, = api.
Wir wenden uns also der Konvergenz in 2. zu.

Nach Satz wissen wir nun, dass (a,) konvergiert, und dass lim, . a, =
SUP,,cpy Gn < 2 ist, denn 2 ist eine obere Schranke der Folge. Auerdem wissen wir,
dass a3, = 6 + a, fiir alle n € N gilt. Nach den Rechenregeln fiir Grenzwertbil-
dung aus Satz[B.3.7 konvergieren bei dieser Gleichung die Folgen auf beiden Seiten
des Gleichheitszeichens. Gehen wir also in dieser Gleichung zum Limes iiber, so
erhalten wir fiir a := lim,,_, a,, die Beziehung a® = 6 + a, bzw. a®> —a — 6 = 0.
Eine Losung dieser Gleichung ist a = 2. Dividieren wir diese ab, so erhalten wir
(a—2)(a*+2a+3)=0und a* +2a+ 3 = (a+ 1)* + 2 = 0 hat keine weiteren
reellen Losungen. Also muss a = 2 sein und wir haben lim,, ,., a, = 2.

Noch ein Kommentar zum Verfahren. Obwohl es nicht immer zum Ziel fiihrt, ist
dieses doch ein starkes Hilfsmittel zur Behandlung rekursiver Folgen, das man
immer wieder mit Gewinn verwenden kann.

Ubungsaufgabe 5.3.17. (Babylonisches Wurzelziehen). Zeigen Sie, dass fiir je-
des z € R und jeden beliebigen Startwert aq > 0 die Folge (a,) mit a,11 =

an+x/an
D) )

Definition 5.3.18. Fine Folge (a,) in K heiffit Cauchy-Folge, wenn fiir jedes
e >0 ein Index ng € N existiert, so dass

n € N, konvergiert mit Grenzwert /x.

la, —an| < e fiir alle n,m > ny
qgilt.
Satz 5.3.19. Jede konvergente Folge in K ist eine Cauchy-Folge.

Beweis. Sei (a,) eine konvergente Folge in K mit Grenzwert a und sei ¢ > 0.
Dann gibt es ein ng € N, so dass |a, — a| < ¢/2 fiir alle n > ny. Also ist fiir alle
n, m > ng mit der Dreiecksungleichung

3 g
|an—am\:|an—a+a—am|g\an—a‘jL‘am_a‘<§+§:€_ 0
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Tatséchlich gilt fiir reelle und komplexe Folgen auch die Umkehrung, die wir hier
nicht beweisen wollen.

Satz 5.3.20 (Cauchy-Kriterium). Fine Folge in K konvergiert genau dann, wenn
sie eine Cauchy-Folge ist.

Bemerkung 5.3.21. (a) Bemerkenswert an den beiden behandelten Konver-
genzkriterien ist, dass sie beide eine Konvergenzaussage liefern, ohne dass
man eine a-priori Vermutung iiber den Grenzwert braucht.

(b) Wihrend die Aussage, dass jede konvergente Folge eine Cauchy-Folge ist,
allgemeingiiltig ist, geht in den Beweis der umgekehrten Implikation mas-
siv das Vollstédndigkeitsaxiom ein. Dass die Implikation ohne dieses Axi-
om falsch wird, kann man sich klarmachen, wenn man sich die Folge aus
Ubungsaufgabe [.3.17 mit a = 2 als Folge in Q anschaut.

Da sie in R konvergiert, ist sie dort (und dann auch in Q) eine Cauchy-
Folge, aber in Q ist sie nicht konvergent, denn ein etwaiger Grenzwert in
Q wiére dann auch ein Grenzwert in R und wegen der Eindeutigkeit des
Grenzwertes also v/2, was nun mal nicht in Q liegt.

5.3.3. Teilfolgen und Haufungswerte

Definition 5.3.22. Fs sei (a,) eine Folge in K. Fin a € K heiffit Hiufungswert
der Folge, falls fir jedes € > 0 die Menge {n € N : |a,, — a| < €} unendlich viele
Elemente hat.

Offensichtlich ist der Grenzwert einer konvergenten Folge ein Haufungswert der-
selben, denn fiir jedes ¢ > 0 liegen ja dann sogar alle bis auf die ersten paar
Folgeglieder ndher als € am Grenzwert. Aber es gibt auch divergente Folgen die
Haufungswerte haben, z.B. hat ((—1)"),en die Haufungswerte 1 und —1 und die
komplexe Folge (i"),en hat deren vier, namlich i, —1, —i und 1. Es gibt sogar reel-

le (bzw. komplexe) Folgen, die jede reelle (bzw. komplexe) Zahl als Hiufungswert
haben.

Definition 5.3.23. Es sei (a,) eine Folge in K. Ist {ny,ng,n3,...} C N eine
unendliche Menge von Indizes mitny < ny < ns < ..., so heifit die Folge (an, )ken
eine Teilfolge von (ay,).

Beispielsweise ist (ag, as, a4, ag, . .. ) die Teilfolge der Folgeglieder mit geradem
Index. Eine andere Teilfolge ist (ag,ai, aq, ag, aye, - - . ). Keine Teilfolgen wéren
(ag, ag, as, as, ay, ay, . ..) oder (as, ai, ay, as, ag, as, . .. ).

Den engen Zusammenhang zwischen Teilfolgen, Haufungswerten und Konvergenz
beschreibt der folgende Satz.

Satz 5.3.24. Es sei (a,,) eine Folge in K. Dann gilt
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(a) Fin o € K ist genau dann ein Haufungswert von (a,), wenn eine Teilfolge
(an,) von (ay,) existiert, die gegen o konvergiert.

(b) Ist (a,) konvergent mit Grenzwert a, so konvergiert auch jede Teilfolge von
(a,) gegen a.

(c) Ist (a,) konvergent, so hat (a,) genau einen Hiufungswert, ndamlich den
Grenzwert lim,,_ o G, .

Beweis. Wir behandeln hier nur den Beweis von die Teile [(b)] und ver-
bleiben als Ubungsaufgabe.

»=" Es sei a € K ein Haufungswert von (a,). Dann existiert insbesondere fiir
e =1ein n; € N mit |a,, — a| < 1. Da es auch fiir ¢ = 1/2 unendlich viele
Folgenglieder von (a,) gibt, die weniger als 1/2 von « entfernt sind, muss
es auch ein ny € N mit ny > ny geben, so dass |a,, —a| < 1/2 gilt. Genauso
finden wir ein n3 € N mit n3 > ns, so dass |a,, — o < 1/3 gilt.

Verfahren wir immer weiter so, erhalten wir schliellich eine Folge von Indi-
7€es Ni,MNo, N3, ... Mit ng <ng <ng < ..., 80 dass

fir alle k € N (5.1)

| =

|a’nk - Oz| <

gilt. Nun ist (ay,, ) eine Teilfolge von (a,), und diese konvergiert nach Ubungs-
aufgabe [(.3.3 gegen «.

Sei nun (ay, ) eine Teilfolge von (a,), die gegen ein « € K konvergiert. Zu
gegebenem e > 0 existiert dann ein kg € N, so dass |a,, —a| < ¢ fir alle
k > ko gilt. Insbesondere gilt damit |a,, — a| < ¢ fiir die unendlich vielen
Indizes ng,, Nkygt1, Nkore, - - -, d.h. a ist ein Haufungswert von (a,). O

Ubungsaufgabe 5.3.25. Erkliren Sie jemandem aus ihrem Semester, warum
die Umkehrung der Aussage in Teil von Satz £.3.24]im Allgemeinen falsch ist.

5.4. Asymptotik

Ein Thema, bei dem Folgen in der Informatik prominent auftauchen, ist die
Laufzeit- bzw. Aufwandsabschéatzung von Algorithmen. Dabei ist a,, die Laufzeit
(der Aufwand) des Algorithmus’, wenn der verarbeitete Datensatz den Umfang
n € N hat.

Bei genauerer Betrachtung kommt es nicht auf den genauen Wert von a, an,
sondern nur auf das qualitative Verhalten, d.h. wie schnell a, mit wachsendem
n grofl wird. Ist also z.B. die Laufzeit bei der Bearbeitung von n Eingabedaten
an, = 3n*+2 ps , so ist die ,,+2% reichlich egal, und auch das ,,3-“ interessiert nur
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am Rande, die wichtige Information ist, dass der Aufwand in der vierten Potenz
wéchst.

Wir wollen dieses ,,ungefdhr rechnen nun ,exakt“ formalisieren. Das ist kein
Widerspruch, sondern diese Idee fiithrt zum sehr leistungsfihigen ,,O-Kalkiil®,
dem Sie in Threm Studium noch héufig begegnen werden.

Definition 5.4.1. (a) Wir bezeichnen mit

F, .= {(an) Folge in R : a,, > 0 fir alle n € N}.

(b) Es sei (b,) € F'y. Dann definieren wir die Landau-Symbole durch

Qn ..
O(by) :== {(an) eF,: (E)%N beschmnkt}, (Gro8-O von b,)
o(b,) = {(an) € Fy: lim In 0}, (Klein-O von by,).

n

Andere dbliche Schreibweisen fir (a,) € O(b,), gesprochen (a,) ist ein
Grof-/Klein-O von b, “, sind a, € O(b,) und a, = O(by,), bzw. a, € o(b,)
und a, = o(by,).

Bemerkung 5.4.2. (a) Zur oben angefiihrten, sehr oft verwendeten, Schreib-
weise a, = O(by,), bzw. a,, = o(b,) ist eine deutliche Warnung angebracht,
denn das ,,=“-Zeichen wird hier nicht im mathematisch iiblichen Sinne ge-
braucht. Z.B. ist n = O(n) und 3n + 2 = O(n), aber n # 3n + 2.

Im Folgenden wird die Kompromiss-Notation a,, € O(b,) verwendet werden.

(b) Es gilt immer o(b,) C O(b,,), denn jede Nullfolge ist nach Satz [(.3.5 auch
beschrénkt.

(c) Aus dem gleichen Grund gilt das folgende wichtige Kriterium:

(a_") konvergent = a,, € O(b,).
bn neN

(d) Anschaulich bedeutet a, € O(b,), dass die Folge (a,) hochstens so schnell
wéchst wie ein Vielfaches von (b,), vgl. die folgende Ubungsaufgabe.

Ubungsaufgabe 5.4.3. Zeigen Sie fiir (a,), (b,) € F, die folgenden Aussagen:

(a) a, € O(b,) genau dann, wenn es ein C' > 0 und ein ny € N gibt mit
a, < Cb, fir alle n > ny.

(b) a, € o(b,) genau dann, wenn es fiir jedes C' > 0 ein ny € N gibt mit
a, < Cb, fir alle n > ng.
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Beispiel 5.4.4. Es seien (a,) = (2n® + 3n + 1)nen, (bn) = (n?)peny und (c,) =
(n")nen. Dann gilt a,, € O(b,) und a, € o(c,), denn

_an .. 20+3n4+1 . 243+
lm —=Ilim —— = lim —2—" =2
n—oo b n—o00 n2 n—o00 1

und

poGn 2P 43n4l s st
n—o0 Cp, n’ 1

Allgemein gilt fiir jedes Polynom p(n) = ag + ayn + - - - + axnk

p(n) € O(nk) ist.

vom Grad k, dass

Satz 5.4.5. Es seien (a,), (by), (¢cn), (dn) € Fy und o, B € Ry. Dann gilt
(a) Sind ay,b, € O(c,), so ist auch aa, + b, € O(cy).

(b) Gilt a,, € O(b,) und ¢, € O(d,), so ist a,c, € O(b,d,).

(¢) Aus a, € O(b,) und b, € O(c,) folgt a, € O(cy,). ( Transitivitdit)
1 1
(d) a, € O(b,) genau dann, wenn 0 € O(a)

Weiterhin gelten alle diese Aussagen auch mit Klein-O anstelle von Grof$-O.

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir groBe Os, die kleinen verbleiben als Ubung.

(a) Nach Voraussetzung sind die Folgen (a,/c,) und (b,/c,) beschrankt, also
gibt es Konstanten C7,Cy > 0 mit a,/c, < C; und b,/c, < Oy fiir alle
n € N. Dann ist auch

M:aa_+ﬁc_ < aCy + BC,,

Cn Cn
d.h. die Folge ((aa, + £b,)/c,) ist beschriankt, woraus aa, + 8b, € O(c,)
folgt.

(b) Nach Voraussetzung existieren wieder C1,Cy > 0 mit a,/b, < Cj und
Cn/d, < Cy fur alle n € N. Also ist

fiir alle n € N und damit a,c, € O(b,d,).
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(¢) Gilt a,/b, < C; und b, /¢, < C, fiir alle n € N, so haben wir fiir all diese
n auch

b
s S 01027

Cn

G, Qn

=3
woraus die Behauptung folgt.

n

Fiir die Richtung ,,=“ sei a,, € O(b,). Dann gibt es ein C' > 0, so dass
a, /b, < C fiir alle n € N gilt. Damit ist dann ebenfalls fiir alle n € N

/b, ay

— <C
1/a, b, =

also haben wir 1/b, € O(1/ay).

Fiir die umgekehrte Beweisrichtung wendet man obiges Argument nochmals
auf 1/b,, an. O

Bemerkung 5.4.6. Am héufigsten findet man die folgenden Landau-Symbole.
Die entsprechende Komplexitéit eines Algorithmus wird auch mit passenden Na-
men versehen:

Landau-Symbol ‘

Bezeichnung ‘ Bemerkung ‘

O(1) beschrankt

O(log,(n)) logarithmisch a>1
O(n) linear

O(nlog,(n)) »1 log n® a>1
O(n?) quadratisch

O(n?) kubisch

O(n¥) polynomial k e N*
O(a™) exponentiell a>1

Die Darstellung in obiger Tabelle ist nach Gréfle der Menge sortiert. Es gilt
also O(1) € O(log,(n)) € O(n) C O(nlog,(n)) € O(n?) C O(n®) C O(nF) C
O(n*) C O(a") fiir 3 < k < /.

Beispiel 5.4.7. (a) Was ist die kleinste Klasse aus Bemerkung [5.4.6] in der
an = 5n —31n(n) +9n* + 3nin(n) + n® +0.1-2"

liegt? Nach Satz E.4H[(a)] ist die Summe von mehreren Termen immer in
der grofiten der beteiligten O-Mengen enthalten. Das grofite Wachstum hat
nach der Aufstellung in dieser Bemerkung hier der Term 0.1 - 27, also ist
a, € O(2").

(b) Exponentielle Algorithmen sind viel schlechter als polynomiale. Fiir die
Laufzeit in Mikrosekunden gilt
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5.5. Reihen
In diesem Abschnitt steht der Buchstabe K wieder fiir R oder C.

Definition 5.5.1. Es sei (a,) eine Folge in K. Dann heifst

Zan:a0+a1+a2+a3+...
n=0

die Reihe tiber (a,). Fir jedes k € N heifit dann sy = Zi:o a, die k-te Teil-
summe oder Partialsumme der Reihe.
Ist die Folge (sg)ren konvergent, so nennen wir die Reihe konvergent mit dem

Reihenwert
k

o

E an, = lim s; = lim Qs
k—o0 k—o0

n=0 n=0

ist (sg) divergent, so nennen wir auch die Reihe divergent.
Beispiel 5.5.2. (a) In Beispiel 5.3.12|[(b)] haben wir schon eine Reihe betrach-

tet ohne sie so zu nennen, nédmlich die geometrische Reihe Y~ ¢". Diese
ist nach dem dortigen Resultat konvergent, wenn ¢ € C mit |¢| < 1 ist und

dann gilt
o0 . 1
Yt=r—. ld<L
n=0 1_q

(b) Wir betrachten die Reihe
i = 1 LIV S
n(n+1) 2 6 12 20 30

n=1

Es gilt fiir jedes k € N*

F Fondlon <a/1 1 G LA |
;n ;nn—i—l _;(g_nle):;E_nln—i—l
G N 1 1
RRRD DD Dt o el bl et
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(c) Die Reihe

[e o]

1
2

heifit harmonische Reihe. Fiir die 2k-te Partialsumme sq), = Zik:l 1/n gilt
1 1 1 1 1
= —+—+—+ ... — > k-— = —.
D D e R w R TR L il
n=1 N N R —~—
>1/(2k)  >1/(2k) . >1/(2k)

Nehmen wir nun an, dass die Reihe konvergent ist, so ist nach Definition der

Reihenkonvergenz die Folge (si)r>1 konvergent. Den Grenzwert nennen wir

s. Nach Satz @ konvergiert dann auch die Teilfolge (sox)r>1 gegen
s und wir bekommen nach Satz [5.3.7[(c)] die Ungleichung

. . 1 1

5= Jim o> Jim (s +5) =5+

und damit einen sauberen Widerspruch. Die harmonische Reihe ist also
divergent.

Der folgende Satz ergibt sich direkt aus den Grenzwertsétzen fiir Folgen.

Satz 5.5.3. Seien )y~ a, und > - b, zwei konvergente Reihen in K und o, B €
K. Dann ist auch .~ (ca, + (b,) konvergent und es gilt

Z(aan + pb,) = OzZan + BZ by,.
n=0 n=0 n=0

Im Allgemeinen ist das konkrete Ausrechnen eines Reihenwertes ein sehr schwieri-
ges Unterfangen. Deshalb sind die wenigen Reihen, bei denen man den Wert exakt
angeben kann, wertvolle Schétze. Einen besonders wichtigen solchen wollen wir
nun noch ohne Beweis heben:

[e.9]

1
Satz 5.5.4. FEs gilt Z = e.
n=0
Da es fiir kompliziertere Reihen schon schwer genug ist, {iberhaupt herauszube-
kommen, ob sie konvergieren oder nicht (vom Berechnen des Reihenwertes reden
wir schon gar nicht), sind Konvergenzkriterien essentiell wichtig. Wir beginnen
mit einem notwendigen Kriterium

Satz 5.5.5. Ist >~ a, eine konvergente Reihe in K, so ist (a,) eine Nullfolge
n K.
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Beweis. Da die Reihe konvergiert, gilt limy_, o Zizo a, = limg_ o Zi;é a, =

Yoo gan =: s. Da auBerdem fiir jedes k € N*

k k-1
=YY
n=0 n=0
gilt, ist limy oo ap =5 — 5 = 0. ]

Hier sind noch zwei Kriterien, die sich direkt aus den entsprechenden Aussagen
fiir Folgen ergeben:

Satz 5.5.6. Fs sei (ay,) eine Folge in K und sy := Zi:o an, k € N. Dann gilt

(a) Ist a, >0 fir allen € N und (sy)ren nach oben beschrankt, so ist >~ an
konvergent. — (Monotonie-Kriterium)

(b) Die Reihe Y ", ay ist genau dann konvergent, wenn fir jedes € > 0 ein
ng € N existiert mit
k

PO

n=~+1

<e fir alle k,0 € N mit k> ¢ > ng. (Cauchy-Kriterium)

Beweis. (a) Die Konvergenz der Reihe ist nach Definition gleichbedeutend mit
der Konvergenz der Folge (si)ren. Da alle a,, > 0 sind, gilt fiir diese

k+1

k k
Sk+1 = E an = E ap, + A1 Z E an = Sk

fiir alle k € N. Also ist (sg)keny monoton wachsend und nach Voraussetzung
nach oben beschriankt. Die Konvergenz folgt damit aus Satz [5.3.15]

(b) Wir zeigen, dass (si)ren eine Cauchyfolge ist, dann folgt die Konvergenz
aus dem Cauchy-Kriterium, Satz [5.3.20L Sei dazu € > 0. Dann gibt es nach
Voraussetzung ein ng € N, so dass fiir alle k£, £ > ng mit k£ > ¢ gilt

k Y4 k
== =Y = | 3 o
n=0

n=0 n=~+1

< €. ]

Das folgende Konvergenzkriterium behandelt reelle Folgen, deren Summanden
wechselnde Vorzeichen haben.

Satz 5.5.7 (Leibniz-Kriterium). Es sei (a,) eine monoton fallende Folge in R

mit lim,,_,o a, = 0. Dann ist die Reihe Y~ (—1)"a, konvergent.

Beispiel 5.5.8. Das Leibniz-Kriterium liefert z.B. sehr schnell die Konvergenz
der alternierenden harmonischen Reihe

a1
Z(_l) n+1

n=0

Der Reihenwert (In(2)) ist dagegen deutlich schwerer zu bestimmen.
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5.5.1. Absolute Konvergenz

In diesem Abschnitt geht es vor allem darum, weitere, alltagstauglichere Konver-
genzkriterien fiir Reihen anzugeben. Dazu benétigen wir zunéchst einen weiteren
Begriff, der eine Verscharfung der Konvergenz bedeutet.

Definition 5.5.9. Fine Rethe Y~ a, in K heifit absolut konvergent, wenn die
Reihe Y7 |an| in K konvergiert.

Satz 5.5.10. Jede absolut konvergente Reihe >~ a, in K ist auch konvergent
i K und es gilt die verallgemeinerte Dreiecksungleichung

o o0
> a| <Dl
n=0 n=0

Beweis. Wir verwenden das Cauchy-Kriterium. Sei dazu € > 0 gegeben. Dann
gibt es dank der absoluten Konvergenz ein ng € N, so dass

Y ol = 3 fonl <2

n=~0+1 n=~0+1

fiir alle k > ¢ > ng gilt. Mit der Dreiecksungleichung gilt dann sofort auch

k

’ Z an| = e + agpo + -+ ag] < aga| +ago| -+ |ag] = Z lan| < e.
n=~+1 n=~+1

Also ist die Reihe nach dem Cauchy-Kriterium konvergent.
Mit demselben Dreicksungleichungs-Argument erhalten wir nun

00 k
N TS oPAET) oYNETYS SUNED oI
n=0 =0

Bemerkung 5.5.11. (a) Ein Beispiel dafiir, dass die Umkehrung dieses Satzes
nicht gilt, ist die alternierende harmonische Reihe aus Beispiel [5.5.8 Diese
ist nach dem dortigen Ergebnis konvergent, aber nicht absolut konvergent,
denn die zugehorige Reihe mit Betrdgen ist die harmonische Reihe und diese

divergiert, vgl. Beispiel 5.5.2] .

(b) Absolut konvergente Reihen haben gegeniiber konvergenten einen grofien
Vorteil: Ist eine Reihe nur konvergent, aber nicht absolut konvergent, so
kann man durch blofles Umsortieren der Summanden den Reihenwert ver-
andern. Dieser Effekt tritt bei absolut konvergenten Reihen nicht auf. Deren
Reihenwert ist von der Summationsreihenfolge unabhéngig.
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Eine héufige Methode zur Konvergenzuntersuchung ist der Vergleich der zu un-
tersuchenden Reihe mit einer bekannten Reihe. Der folgende Satz ist mit Hilfe
des Cauchy-Kriteriums schnell zu beweisen, er ist aber so intuitiv, dass wir auf
den Beweis hier auch verzichten koénnen.

Satz 5.5.12. Es seien (a,) und (b,) reelle Folgen und ng € N.

(a) Ist |a,| < b, fir alle n > ng und konvergiert die Reihe Y~ by, so ist
> oo an absolut konvergent.  (Majorantenkriterium)

(b) Ist a, > b, > 0 fir alle n > ng und divergiert die Reihe Y~ b,, so
divergiert auch die Reihe Y~ ja,. (Minorantenkriterium)

Bemerkung 5.5.13. (a) Die Vergleichsfolge (b,,) im obigen Satz heifit im Fall
von Teil @ konvergente Majorante und im Teil @ divergente Minorante.

(b) Mit Hilfe der O-Notation kann man den Satz auch folgendermaflen formu-
lieren:

Es sei (a,) eine Folge in R und (b,) € F}.
o Ist > ° b, konvergent, so konvergiert die Reihe >  a, absolut, falls
la,| € O(by) gilt.

o Ist > ° b, divergent, so divergiert auch die Reihe > 7 ja,, falls
(a,) € Fy gilt und b, € O(a,) gilt.

Beispiel 5.5.14. (a) Da die harmonische Reihe divergiert, divergieren nach
dem Minorantenkriterium die Reihen iiber alle langsamer fallenden Folgen.

Insbesondere ist
[oe)

1

no
n=1

fiir alle o < 1 divergent, denn dann gilt n* < n und damit

1 1
< —<— fur alle n € N*.
n n%
(b) Die Reihe
=1
n=1 n2
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ist. Weiter gilt fiir alle n € N* die Abschitzung (n + 1) > n(n + 1) und

damit
1 1

<
(n+1)2 ~ n(n+1)
Die Reihe iiber b, ist nach Beispiel 5.5.2)[(b)] konvergent, kann uns also als

konvergente Majorante dienen und wir erhalten die behauptete Konvergenz
aus dem Majorantenkriterium.

=:b,.

Bemerkung 5.5.15. Tatséchlich ist die Reihe > 7 ,%a genau dann konvergent,

n—=

wenn « > 1 ist. Die harmonische Reihe ist also genau der Grenzfall.
Wir kommen nun zu zwei weiteren hiaufig verwendeten Konvergenzkriterien.
Satz 5.5.16. Es sei ) a, eine Reihe in K.

(a) (Wurzelkriterium) Ezistiert der Grenzwert lim,_,oo /|an|, so ist die Reihe
e absolut konvergent, wenn lim,,_,o, ¥/|a,| <1 ist und

o divergent, wenn lim, ., {/|a,| > 1 ist.

(b) (Quotientenkriterium) Ist a,, # 0 fiir allen € N und existiert der Grenzwert
limy, o0 |@ni1/anl|, so ist die Reihe

e absolut konvergent, wenn lim,, |az“‘ < 1 ist und

|an|

e divergent, wenn lim,_ . |‘TZ+|1| > 1 ist.
n

Beweis. Wir beweisen nur exemplarisch das Wurzelkriterium. Es sei also (a,)
eine Folge in K, fiir die o := lim,, (L/m existiert.

Ist @ < 1, so withlen wir ein ¢ € (@, 1). Dank der Konvergenz von ({/]a,[) gegen
a, muss es ein ny € N geben, so dass \Q/m — af fiir alle n > ng kleiner ist als
der Abstand von « zu ¢. Insbesondere ist also

Ve, <g<1 fiir alle n > ny.

Daraus folgt |a,| < ¢" fir alle n > ng. Da ¢ € (0,1) ist, ist die Reihe ) > ¢"
nach Beispiel @ konvergent. Also liefert uns das Majorantenkriterium,
Satz 5.5.12[(a)] auch die absolute Konvergenz unserer Reihe > 7 a,,.

Es sei nun v > 1. Dann gibt es ein ny € N, so dass {/|a,| > 1 fiir alle n > ny
gilt. Damit ist auch |a,| > 1 fir alle n > ng und (a,,) ist definitiv keine Nullfolge.
Nach Satz kann dann die Reihe )" a,, nicht konvergent sein. O

Bemerkung 5.5.17. Liefert der Grenzwert in einem der beiden Kriterien genau
Eins, so kann man daraus keine Aussage iiber Konvergenz oder Divergenz der
Reihe ableiten, vgl. das folgende Beispiel.
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Beispiel 5.5.18. (a) Wie wir gesehen haben, ist die Reihe ) ' | = je nach
der Gréfie von o konvergent oder divergent, vgl. Beispiel 5.5.14] und Bemer-
kung B.5.15] Fiir jedes o € Q gilt allerdings

lim ¢
n—oo

Dies zeigt, dass im Falle, dass das Wurzelkriterium als Grenzwert 1 liefert,
keine Aussage iiber die Konvergenz der Reihe moglich ist.

Gleiches gilt fiir das Quotientenkriterium.

(b) Fiir jedes z € C betrachten wir die Reihe

o0 n

z
D

n=0

Im Fall z = 0 ist die Konvergenz der Reihe offensichtlich, da sie dann nur
einen Summanden hat. Sei also nun z # 0. Dann gilt mit a,, := 2" /n!

zn+1 1
sl _ el _ e e
|a,| E Clzr(n 1) 41
Also ist fiir jedes z # 0
lim M: limﬂ20<1.

Nach dem Quotientenkriterium ist also die Reihe fiir jedes z € C absolut
konvergent.

Man nennt diese iiberaus wichtige Reihe die Ezponentialreihe. Diese defi-
niert uns eine Funktion

' C —=C
|z mE() =305,

die Ezponentialfunktion. Wie es zu diesem Namen kommt, wird in Kiirze
klar werden.

5.5.2. Das Cauchy-Produkt

In Satz B.5.3 haben wir gesehen, dass die Summe konvergenter Reihen wieder
konvergent ist. Wir wollen uns nun dem Produkt zuwenden. Naiv konnte man
folgendermaflen rechnen:

(Zan>(2b> (ap+a;+ag+az+...)(bo+by+by+bs+...)
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= apby
+ agby + a1by
+ apby + a1by + asbg
+ apbs + a1by + axby + asby
+

= Z Z akbn,k.

n=0 k=0

Diese Rechnung ist allerdings im Allgemeinen falsch! Wir haben hier ndmlich
die Summanden in einer willkiirlichen Reihenfolge aufsummiert und nach Bemer-
kung E.5.IT][(b)] ist der Reihenwert nicht immer von der Summationsreihenfolge
unabhéngig. Bei absolut konvergenten Reihen allerdings schon und tatséchlich
gilt der folgende Satz.

Satz 5.5.19. Es seien Y - a, und Y~ b, zwei absolut konvergente Reihen in
K. Dann konvergiert auch die Reihe >~ > 7, agb,_i absolut und es gilt fir

die Reihenwerte - . .
n=0 k=0 n=0 n=0

Die Reihe >~ (>0 akbn—y heiBt Cauchy-Produkt der beiden Reihen Y7  a,,
und Y > b

Wir wollen diesen Satz hier nicht beweisen sondern einmal anwenden, indem wir
die Funktionalgleichung der FExponentialfunktion zeigen.

Satz 5.5.20. Fir alle z,w € C gilt E(z +w) = E(2)E(w).

Bewers. Es gilt mit Hilfe des Cauchy-Produkts, da alle beteiligten Reihen absolut
konvergent sind,

5 5 B o o o w” B co N Zk ,wn—k
GEw = () () =X e
n=0 n=0 n=0 k=0
_Ooln n! kn—k_oolnnkn—k
=2 Kn— k)~ " =2 (k)zw
n=0 " k=0 n=0 " k=0

Nun gilt nach der Binomialformel E2.9(c)]

i (Z) FunF = (2 4 w)”,

k=0

also ist zusammengefasst

= sz E(z +w). O

n=0
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Das ist aber nur der erste Streich. In Satz [B.5.4] haben wir gesehen, dass

5(1)22%:9,

n=0

gilt. Mit obigem Resultat ist damit fiir jedes k € N*

E(ky=EQl+1+---+1)=E(1)"=¢"

k Mal
Weiter sieht man sofort, dass
EO—OOOR—IOOO =1
()—ZOH— +0+0+0+ =

gilt. Also muss fiir jedes k € N* gelten
1=FE0)=FEk+ (—k)) = E(k)E(-k).

Das liefert uns, dass E(k) # 0 ist und E(—k) = E(k)™! = (e¥)™t = e7* fiir jedes
k € N gilt. Zusammen haben wir nun schon E(k) = e* fiir jedes k € Z.

Doch hier héren wir nicht auf. Es sei nun ¢ = k/¢ € Q mit k € Z und ¢ € N*.
Zunéchst beobachten wir, dass mit dem gleichen Trick wie oben

c=pm=p(e )= p( e hes Dy = ()

/¢ L0 l /¢
l Mal
ist und damit
1
/¢ _ -
ef=E (z)
Das liefert schliefilich
E(q) = E(k : 1) = E(1>k = () =t =et  fiir alle ¢ € Q.
14 14

Es liegt also nahe e” fiir alle reellen Zahlen = ebenfalls durch die Exponentialreihe
zu definieren. Wir sind sogar gleich noch mutiger:

Definition 5.5.21. Fiir alle z € C ist
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5.6. Konvergenz in normierten Raumen

Folgen und Reihen kann man nicht nur in R oder C, sondern auch in R?, C?,
d € N*, oder noch anderen Vektorrdumen betrachten. Allerdings muss man, um
den Begriff der Konvergenz einfithren zu konnen, in irgendeiner Form Abstédnde
messen konnen. Das fiihrt uns wieder auf den Begriff des normierten Raums
aus Abschnitt B.4l Wie schon dort betrachten wir hier nur den Fall reeller Vek-
torrdume. Im gesamten Abschnitt sei also V' ein normierter R-Vektorraum mit
Norm || - ||v.

Die Konvergenzdefinition ist genau identisch, wir ersetzen nur Betrdge durch
Normen:

Definition 5.6.1. (a) Fine Folge (a,)nen in V' heif$t konvergent gegen ein a €
V', wenn fiir jedes € > 0 ein ng € N existiert, so dass

|an, —al|ly < e  fir alle n > ng

qgilt.
Die Folge heifst divergent, wenn sie nicht konvergent ist.

(b) Fine Folge (a,)nen in V' heifit Cauchy-Folge, wenn es fir jedes ¢ > 0 ein
ng € N gibt mit

lan — am|lv < e fiir alle n,m > ny.

(¢) Eine Reihey . a, inV heifit konvergent mit Rethenwert s € V', wenn die
Folge der Partialsummen s := Zi:o an, k € N, in 'V gegen s konvergiert.

Konvergiert die Reihe Y ||a,||v in R, so heifit die Reihe Y-, a, absolut
konvergent.

Ist die Reihe nicht konvergent, so nennt man sie divergent.

Definition 5.6.2. Fine Menge M C V heifit beschréankt, falls es ein C' > 0 gibt,
so dass ||z||v < C fir alle x € M gilt.

Beispiel 5.6.3. (a) In V = R? mit der 1-Norm betrachten wir die Folge

—_

a, =\ = |, n € N*.

Dann gilt lim,,_, a, = (1,0, 1)7. Das sieht man so: Fiir jedes n € N* gilt

n—1

1 I m—1-n| 2
Han—(l,o,nTHl:\1—1|+)——0}+’ —1’ :—+)u) z
n n n n
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Ist nun € > 0 vorgegeben, so gibt es ein ny € N mit ng > 2/¢ und fiir alle
n > ng gilt dann
2 2

- E.

2
n 17071T =—-< < =
o = (L0 = < < 2

(b) Die Folge a, = (n,1/n), n € N*, in R? mit der 2-Norm ist wegen

lanll2 = /1% +1/n2 > vVn? =n fiir alle n € N*
unbeschrankt. Da auch im normierten Raum jede konvergente Folge be-

schrénkt ist, vgl. Ubungsaufgabe 5.6.4 ist (a,) damit divergent.

Ubungsaufgabe 5.6.4. Ubertragen Sie die Aussagen in Ubungsaufgabe [5.3.3)
Satz (.35, Satz 5.3.7[(a)] bis [(b)ii)} Satz 5319, Satz 5.5.3] und Satz in den

Kontext von metrischen Raumen und beweisen Sie sie.

Satz 5.6.5. Es sei (ay)neny = ((aml, Ap2, .- . ,an,d)T)neN eine Folge in R? mit der

2-Norm ||z|ls = /2% + 2% + - - - + 22. Dann ist (a,) in R? genau dann konvergent,
wenn fir jedes j € {1,2,...,d} die Koordinatenfolge (a, ;)nen in R konvergent
ist. In diesem Fall ist

Qp,1 hmn%oo Qp,1
. an,2 hmn%oo an,2
lim ) =
n—oo .
Qp.d hmn—)oo Qp.d
Beweis. ,,=“ Es sei (a,) konvergent in R? mit Grenzwert a = (a1, as, . .., aq)" €

R?. Dann gilt fiir jedes j € {1,2,...,d} und alle n € N

d
lan — a5l = \/(an; = @)% <\ | Y (ank — ar)® = [lan — a2
k=1
Letzteres ist dank der Konvergenz von (a,) eine Nullfolge in R. Also kon-
vergiert (a, ;) in R gegen a;.

Es seien nun fiir jedes j € {1,2,...,d} die Koordinatenfolgen (a, ;) en
konvergent in R mit jeweiligem Grenzwert a; € R. Dann gilt fiir jedes
solche j auch lim, o |a,; — a;] = 0 nach Ubungsaufgabe E.3:3/[(b)] Nach

den Grenzwertsétzen ist dann Z?Zl(aw» — a;)? ebenfalls konvergent mit

Grenzwert Z;l:l 02 = 0. SchlieBlich folgern wir aus Bemerkung 5.3.101[(a)]

d
lim [la, — ally = lim | > (an; - a;)? =0.
n—o0 n—oo

J=1

Nach Ubungsaufgabe[5.6.4l folgt daraus die Konvergenz von (a,,) in R? gegen
a=(a,ay,...,aq)T. O
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Beispiel 5.6.6. Die Folge in R? mit

2n%—n
4n2—3n+5
an = | (1% 1)

n
ist mit Hilfe dieses Satzes sehr schnell auf Konvergenz untersucht. Wir miissen
uns nur die Koordinatenfolgen anschauen. Es ist

) 2n? —n 1 . 1\» S
sy fm(in) e md =t

also ist (a,) konvergent in R? (mit der 2-Norm) und der Grenzwert ist (1/2,e,1)7.

Bemerkung 5.6.7. Ein identischer Satz gilt fiir jede mogliche Norm auf RY. Wir
werden spéter sehen, dass in endlichdimensionalen R-Vektorrdumen die Wahl der
Norm fiir die Frage der Konvergenz keine Rolle spielt: Wenn eine Folge beziiglich
einer Norm konvergiert, dann auch beziiglich jeder anderen und die Grenzwerte
sind gleich.

In R haben wir offene und abgeschlossene Intervalle betrachtet. Mengen, zu denen
ihr Rand gar nicht oder komplett dazugehort, spielen auch in normierten Rdumen
eine wichtige Rolle. Wir wollen nun die entsprechenden Begriffe definieren.

Definition 5.6.8. (a) Es seien o € V und r € (0,00). Dann heifst die Menge
B.(z0) :={z €V : ||z —zo|lv <r}
(offene) Kugel um zy mit Radius r.

(b) Eine Menge M C V' heifit offen, falls es fiir jeden Punkt xo € M einen
Radius v > 0 gibt, so dass B,(xy) C M gilt.

(c) Eine Menge M C V heifst abgeschlossen, wenn die Menge M¢ =V \ M
offen ist.

(d) Es sei M C V. Ein Punkt xo € M heifit innerer Punkt von M, falls es ein
r >0 gibt, so dass B,(xg) C M ist. Man nennt

M° :={x € M : x innerer Punkt von M}

das Innere von M.

Bemerkung 5.6.9. (a) Ist eine Menge abgeschlossen, so bedeutet das anschau-
lich, dass ihr Rand zur Menge dazugehort. Umgekehrt ist eine offene Menge
eine, die keinen ihrer Randpunkte enthélt. Die Begriffe ,,Rand“ und ,,Rand-
punkt® definieren wir hier nicht. Trotzdem sollte dies ein richtiges intuitives
Gefiihl fiir die Begriffe offen und abgeschlossen geben.

162
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(b) Achtung: Mengen sind keine Tiiren! Die meisten Mengen sind weder offen
noch abgeschlossen, betrachten Sie z.B. ein halboffenes Intervall in R. Hiiten
Sie sich also vor dem Fehlschluss: Ich habe festgestellt, dass meine Menge
nicht offen ist, also ist sie abgeschlossen. . .

Beispiel 5.6.10. (a) Fiir jeden Mittelpunkt zp € V und jeden Radius r > 0
ist die eben definierte Kugel B, (z) eine offene Menge.

Um das einzusehen wihlen wir ein « € B, (). Wir miissen nun zeigen, dass
es einen Radius p > 0 gibt, so dass B,(z) C B,(x¢) gilt. Da z € B,(x) ist,
gilt || — x|y < r. Die Zahl

r— |z = zollv
2

0=

ist also strikt grofer als Null.
Sei nun y € B,(x). Dann gilt nach der Dreiecksungleichung
ly = zollv = lly — 2+ 2 — xollv < ly = =zllv + [l = zo]lv.
Der erste Summand ist kleiner als o = (r — ||z — x¢|v)/2, denn y ist ja in

der Kugel um z mit Radius p. Also erhalten wir

r e —zollv A 1 1%
Weiter war ||x — xo||v < r, also finden wir
roor
ly — zol|v < gtg=r

Damit haben wir B,(z) C B, () gezeigt und sind fertig.
(b) Die Kugel mit Rand {z € V : ||z — x¢||y < r} ist dagegen fiir jedes zo € V'

und alle » > 0 eine abgeschlossene Menge. Das sieht man am einfachsten
mit Hilfe des folgenden Satzes ein.

Satz 5.6.11. FEine Teilmenge M von V' ist genau dann abgeschlossen, wenn fir
jede Folge in M, die in V' konvergiert, der Grenzwert ein Element aus M ist.

Beweis. ,,=* Es sei M C V abgeschlossen und (a,) eine Folge in M, die in
V' konvergiert. Wir nehmen nun an, es wire a := lim, ,a, ¢ M, d.h.
a € Me.

Da M abgeschlossen ist, ist die Menge M€ nach Definition offen. Es gibt
also ein r > 0 mit B,(a) C M¢. Weiter ist a der Limes der Folge (a,). Also
gibt es ein ng € N, so dass

|a, —ally <r fir alle n > ng

gilt. Das bedeutet a,, € B.(a) C M€ fiir alle n > ny und wir haben einen
Widerspruch zu der Voraussetzung, dass a,, € M fiir alle n € N gilt.
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»<="“ Wir nehmen an, M wére nicht abgeschlossen, d.h. M€ ist nicht offen. Dann
gibt es ein zy € M€, so dass die Kugeln B, () fiir kein r > 0 ganz in M*
liegen. Anders gesagt, fiir jedes r > 0 gilt B,(x¢) N M # (). Betrachten wir
speziell = 1/n fiir jedes n € N*| so erhalten wir fiir jedes n € N* ein
an € Byjn(wo) N M.

Die so konstruierte Folge (a,,) ist nun eine Folge in M, fiir die
1 " .
lan — xollv < — fiir allen € N
n

gilt. Damit ist die Folge (a,) konvergent in V' mit lim, . a, = zo. Nach
Voraussetzung muss also zo € M liegen, was ein Widerspruch zu zy € M¢
ist. O

Damit kénnen wir nun die Behauptung aus Beispiel 5.6.10[(b)] fertig begriinden.
Es sei also (a,,) eine Folge in M := {x € V : ||x — ||y < r}, die in V konvergiert
und wir setzen a := lim,,_,, a,. Da fiir jede konvergente Folge (b,) in V'

| lim [y = lim ||b,]|v
n—oo n—oo
gilt (vgl. Satz B.3.7[(a)] und Ubungsaufgabe F.6.4), haben wir
la = zolly = || lim a, — oy = || lim (a, — zo)[[y = lim |la, — zo||v-

Weiter liegt jedes a, in M, also folgt nun aus der Monotonie des Grenzwertes

(Satz m

|la — zolly < lim r=r.
n—o0
Damit ist auch a € M und M somit nach Satz [5.6.11] abgeschlossen.

Ubungsaufgabe 5.6.12. (a) Zeigen Sie, dass M C V genau dann offen ist,
wenn M = M° ist.

(b) Diskutieren Sie, ob () und V' offene und/oder abgeschlossene Mengen in V'
sind.

Definition 5.6.13. Ist V ein endlichdimensionaler normierter R-Vektorraum, so
heifsit eine Teilmenge M C 'V kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrdnkt
15t.

Warnung 5.6.14. Auch in unendlichdimensionalen Rdumen gibt es den Begriff
einer kompakten Teilmenge (und eigentlich wird er sogar erst dort richtig wichtig).
Dann sieht allerdings die Definition v6llig anders aus, und es gibt dann Mengen,
die abgeschlossen und beschréinkt aber nicht kompakt sind!

Im Moment kann Thnen das egal sein. Diese Warnung soll nur vorbeugen, dass
Sie gewarnt sind, wenn Sie in IThrem Leben einmal iiber unendlichdimensionale
normierte Rdume stolpern und den Kompaktheitsbegriff brauchen.
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Die Definitionen von Teilfolge und Haufungswert konnen wir wieder aus der ein-
dimensionalen Situation abschreiben, indem wir Betrédge durch Normen ersetzen.

Definition 5.6.15. Es sei (a,) eine Folge in (V.|| - ||v).
(a) Ein a € V' heifit Haufungswert von (a,,), falls fir jedes ¢ > 0 die Menge
{neN:|a,—aly <e}={neN:a, € B.(a)}
unendlich viele Elemente hat.

(b) Ist {ni,n9,ns,...} eine unendliche Teilmenge von N mit ny < ny < ng <
.., S0 heifit (a,, )ren eine Teilfolge von (ay,).

Ubungsaufgabe 5.6.16. Ubertragen Sie Satz [5.3.24] mitsamt Beweis in die Si-
tuation von normierten Radumen.

Satz 5.6.17 (Satz von Bolzano-Weierstrafl). Sei (V.|| -||v) ein endlichdimensio-
naler normierter Raum und M C 'V kompakt. Dann besitzt jede Folge in M eine
konvergente Teilfolge mit Grenzwert in M.

Bemerkung 5.6.18. Haufig findet man die Aussage dieses Satzes auch in der fol-
genden Formulierung: ,Ist (V|| - ||y) ein endlichdimensionaler normierter Raum,
so besitzt jede beschrinkte Folge in V' mindestens einen Haufungswert.“

Anschaulich bedeutet das: In einer beschrankten Teilmenge des R™ ist nicht ge-
nug Platz, als dass man mit einer Folge so wild herumspringen kann, dass sie
sich nirgends hauft. Anders gesagt: Wenn man unendlich viele Punkte in einer
beschrankten Menge unterbringen will, so miissen die irgendwo klumpen.

Definition 5.6.19. FEin normierter R-Vektorraum (V.|| - ||v) heifit vollsténdig,
wenn jede Cauchy-Folge in V' konvergiert. Ein vollstindiger normierter R-Vek-
torraum wird auch Banachraum genannt.

Wird die Norm ||-||v auferdem durch ein Skalarprodukt auf V' induziert, so nennt
man V Hilbertraum.

Beispiel 5.6.20. (a) Der Standardvektorraum R ist fiir jedes d € N* mit jeder
darauf definierten Norm ein Banachraum. W&hlt man speziell die durch das
Standardskalarprodukt induzierte 2-Norm, so ist (R%, || - ||2) sogar ein Hil-
bertraum.

(b) Die Menge

? := {(an) : (a,) reelle Folge, so dass Zafl konvergent }

n=0
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ist ein R-Vektorraum. Weiter ist die Abbildung (-|-) : 2 x ¢ — R, die fiir
zwei Folgen (a,), (b,) € ¢* durch

((an)}(bn)) = Z anbp

definiert ist, ein Skalarprodukt. Mit der davon induzierten Norm

(@) ll2 = v/((@n) (an)) = (i ai)é

n=0
wird ¢ zu einem Hilbertraum.
(c) Die Menge
(" := {(an) : (a,) reelle Folge, so dass Z |a,| konvergent }
n=0

ist mit der Norm ||(a,)||1 := > .-, |an| ein Banachraum, der kein Hilbert-
raum Ist.

Ubungsaufgabe 5.6.21. Die folgenden Resultate aus den Abschnitten und
gelten in beliebigen Banachrdumen: Satz (319, Satz 5.5.10, Satz 5.5.121[(a)]
(Majorantenkriterium) und Satz[5.5.16 (Wurzel- und Quotientenkriterium). Uber-
tragen Sie die Aussagen und Beweise.

Zum Abschluss dieses Abschnittes wollen wir noch einen wichtigen Satz bewei-
sen, den Banach’schen Fixpunktsatz. Dieser gibt unter anderem ein einfaches
Kriterium an eine Iterationsvorschrift an, das deren Konvergenz garantiert.

Satz 5.6.22 (Banach’scher Fixpunktsatz). Es sei (V.|| - ||v) ein Banachraum,
M C V abgeschlossen und f : M — M eine Funktion. Weiter existiere ein
q € (0,1), so dass

1 (@) = FWllv < dglle =yl fiir alle z,y € M

gilt. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Es gibt genau ein v € M mit f(v) =v. (D.h. f hat genau einen Fixpunkt

(b) Fiir jedes xo € M konvergiert die Folge (z,,) mit x,41 = f(z,), n € N,
gegen v und es gelten die folgenden Fehlerabschdtzungen fiir jedes n € N*:

n

|zn — vy < |x1 — zollv (A-priori-Abschitzung),

=14

q
[z = vllv <

=71 |Tn — zn_1||v (A-posteriori-Abschditzung).
-4

166



5.6. Konvergenz in normierten Ridumen

Beweis. Wir wihlen ein beliebiges xy € M und betrachten die in der Formulie-
rung des Satzes schon erwihnte Folge mit x,.1 = f(x,) fiir jedes n € N. Wir
zeigen zunéchst

Tt — zallv < ¢" |21 — ollv fir allen € N

per Induktion. Fiir n = 0 lautet diese Ungleichung ||z — xo||y < ||z1 — zol|v, ist
also wahr. Wir wenden uns dem Induktionsschritt von n nach n+1 zu. Tatséchlich
gilt mit der Voraussetzung an f

[#n12 = Tpaallv = | f (@ns1) = f(@n)llv < @lleni — zallv
und dann der Induktionsvoraussetzung
< qq"|Jz1 — xollv = ¢" a1 — ollv-
Nun wollen wir als néchstes zeigen, dass (x,) eine Cauchyfolge in V' ist. Seien

dazu zwei Indizes n,m € N mit m > n gegeben. Dann gilt mit dem Ergebnis von
eben

me - anV = me —Tm1tTm1 — T2+t — Tpy1 + Ty — xn”V
m—1 m—1 m—1
=[S @ = w0|| < D Mewsr = wlly <3 e — wolly
k=n v k=n k=n
m—1 m—1—n
=" " e —wollv =¢" D e — oy
k=n k=0
o0 qn
<"y dller — ol = 1 — @ollv- (5.2)
k=0 1—q

Wir beobachten nun zunéchst, dass im Fall x; = xg aus dieser Ungleichung x,, =
x,, fir alle m > n > 0 folgt. Wir haben dann also eine konstante Folge (x,,), die
offensichtlich konvergent gegen z ist. Es sei also in allen weiteren Uberlegungen
1 # Tp.

Sei nun £ > 0. Da g € (0,1) gilt, konvergiert die Folge (¢"™) gegen Null, also gibt
es ein ng € N mit ¢" < e(1 —q)/||z1 — xo||y fir alle n > ny. Fiir alle m > n > ng
gilt dann

q el —q
o — ally < £l — wolly < g9

xr1 — X = £.
— T= gl —zolly 1~ Tollv

Damit haben wir gezeigt, dass (x,,) eine Cauchyfolge in V" ist. Da V' nach Voraus-
setzung vollstandig ist, ist dies also eine konvergente Folge in V', deren Grenzwert
wir v := lim,,_,~, x,, nennen.
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Von diesem Grenzwert wollen wir nun natiirlich zeigen, dass er ein Fixpunkt von
f ist. Dazu beobachten wir, dass fiir jedes n € N gilt

1f(v) = vllv = 1f(v) = 2n + 20 = vllv < [1f(0) = 2nllv + l2n = vllv
= I/ () = fen-)llv + [lzn = vllv < gqllo = znallv + [l = vflv-

Geht man nun in dieser Ungleichung zum Grenzwert n — oo iiber, so bekommt
man

) vy = Tim [[f(0) ~olly < lim (gllo—zaslly + a0 —vlyv) = g-0+0 =0.

Die Definitheit der Norm liefert also f(v) = v.

Es bleiben noch die Eindeutigkeit des Fixpunktes und die beiden Fehlerabschétz-
ungen zu zeigen. Zum Nachweis der Eindeutigkeit sei w ein weiteres Element von
M mit f(w) = w. Dann gilt nach der Voraussetzung an f

[ —wlly = [If(v) = f(w)]lv < gllo—w]y.

Nehmen wir nun an, es wire v # w, so folgt ||[v — w||y > 0 und wir kénnen durch
diesen Ausdruck teilen. Das liefert den Widerspruch 1 < ¢. Der Fixpunkt ist also
eindeutig.

Die A-Priori-Abschétzung haben wir schon weiter oben fast gezeigt. Geht man
namlich in der Ungleichung (5.2]) zum Grenzwert fiir m — oo iiber, so erhilt man

n n

q
1—g¢q

. . q
lo = zully = Tim Jjzm = 2ol < lim (== |lo = zollv) =~ o = @o]lv-
m—s00 m—oo \ 1

Zum Beweis der A-posteriori-Abschitzung iiberlegen wir uns, dass fiir jedes n €
N* gilt

lv=zallv = £ (v) = fza-Dllv < allo—zailly < q(lv—2allv + |20 — z0acilv)-

Daraus folgt
1=l = zallv < gllen — zaallv,

was nach Division durch 1 — ¢ > 0 die behauptete Abschiatzung impliziert. [
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negativ semidefinite Matrix,
neutrales Element,

Norm,
1-,
2-,
oo-, 164

Euklidische, [66], 701

Maximums-,
Normaleneinheitsvektor, [74]
normierter Raum,

vollstandiger,
Nullabbildung,
Nullelement,,
Nullfolge,
Nullmatrix,
Nullteiler,
Nullvektor, 47|

O(n,R),

O-Notation, 148

obere Schranke,
Obermenge,

offene Menge,
offenes Intervall,
Ordnungsrelation,
Orthogonalbasis, [70]
orthogonale Gruppe,
orthogonale Matrix,
orthogonale Vektoren, [70l
Orthogonalprojektion, [71]



Orthonormalbasis,

Partialsumme, [I5]]
partielle Ordnung,
Partikularlosung,
Pascal’sches Dreieck,
Permutationsgruppe,
Polynom

charakteristisches,
Polynomring,
positiv definite Matrix, 123]
positiv semidefinite Matrix,
Potenz

rationale, [134]
Potenzmenge,
Primzahl,
Private Key,
Public Key,

quadratische Matrix,
Quotient (Division mit Rest),
Quotientenkriterium,
Quotientenraum,

R, @], 131
Radius,
Rang

einer linearen Abbildung,

einer Matrix,
rationale Potenz, [134]
Raum

affiner,

Banach-,

Bild-,

Eigen-,

Hilbert-,

normierter,
Realteil, [43]
rechter Nullteiler,
reelle Zahlen, [41], 137
reelle Folge, 137
reeller Vektorraum, 47|
reflexive Relation,
Regeln von De Morgan, [1l

regulire Matrix,

Reihe, [I51]
absolut konvergente, [154],
divergente, [I51]
Exponential-, [[57]
geometrische, [[51]
harmonische,

alternierende,

konvergente, [I57],

Reihenwert, [I51],

rein imaginédre Zahl,

rekursiv definierte Folge, 144]

Relation, [§
antisymmetrische,
Aquivalenz-, @, ]
Ordnungs-,
reflexive,
symmetrische,
transitive,

Rest,
Richtungsvektor,
Ring,

der Polynome,

isomorpher, B7

kommutativer,

mit Eins,
Ringhomomorphismus, B37]
Ringisomorphismus, B7]
RSA-Algorithmus,

Sandwich-Theorem,
Sarrus, Formel von,
Satz
Banach’scher Fixpunkt-,
Basisergénzungs-, [59, [71]
Fundamental- der Algebra,
Homomorphie-,
von Bolzano-Weierstraf,
von Fermat, kleiner,
Schnitt von Mengen,
Semantik,
senkrechte Vektoren,
Signatur,



singulére Matrix,
Skalar, 47|
Skalar-Multiplikation, 47
Skalarprodukt,
Standard-,
Spaltenrang,
spezielle Losung,
Spur einer Matrix,
Standardbasis,
Standardskalarprodukt,
Standardvektorraum, [48|
Summationsindex, (3]
Summenschreibweise, B3l
Supremum,
surjektiv, [I4]
Symmetriegruppe,
symmetrische Relation,
symmetrische Matrix,

Teilbarkeit,

Teilfolge, 146
Teilmenge,

Teilsumme, 157
Teleskopsumme,
termerzeugt,
Terminduktion,
total geordnete Menge,
Totalordnung,
transitive Relation,
transponierte Matrix,
Transposition, 48]
triviale Untergruppen, 31

umgekehrte Dreiecksungleichung,
Umkehrfunktion, [14]
unendlichdimensionaler Vektorraum,
00
Ungleichung
Cauchy-Schwarz-,
Dreiecks-, 5], [66],
verallgemeinerte, [[54]
umgekehrte Dreiecks-,
unlésbares LGS,

Unteralgebra,
untere Dreiecksmatrix, [I11]
untere Schranke,
Untergruppe, B1]

erzeugte,

triviale, 311
Untergruppenkriterium, B3]
Unterminor,
Untervektorraum,
Untervektorraumkriterium, [54]
Urbild,

Vektor

Eigen-, [[16] 117

Normaleneinheits-, [74]

Richtungs-,

transponierter,
Vektoraddition, 47]
Vektorraum, [47]

Dimension,

isomorpher, [77]

komplexer, [47]

reeller, [47]

Standard-,

unendlichdimensionaler,

Unter-,
Vektorraum-Homomorphismus, [77]
Vektorraum-Isomorphismus, [77]
Vektorraumbasis,
verallgemeinerte Dreiecksungleichung,

1541

Vereinigung von Mengen,
Verkettung von Funktionen,
Verkniipfung,
vollstéandige Induktion, [I7]
vollstéandiger normierter Raum,
Vollstandigkeitsaxiom, 4Tl [131]
Voraussetzung,

Wahrheitstafel,
Wurzel, [[34]
Wurzelkriterium,

Zahl



Eulersche, 142],
komplexe,
reelle, [137]
rein imaginére,
Zahlen
reelle, 41
Zielbereich,
7., 3
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