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Teil 1.

Zahlen und Mengen






1. Grundlegende Begriffe

Bevor wir mit der Analysis anfangen, brauchen wir ein paar Grundbegriffe, um
Mathematik sauber aufzuschreiben. Die in diesem Abschnitt eingefiithrten Kon-
zepte haben also nicht primér etwas mit Analysis zu tun, sondern bilden das
Grundvokabular, in dem eigentlich jeder mathematische Text geschrieben ist.
Wir beginnen mit folgender Ubereinkunft zur Verwendung des Gleichheitszei-
chens:

e Das Zeichen ,,:=“ bedeutet , per Definition gleich®.

e Das Zeichen ,=* steht in der Gleichheits-Aussage.

1.1. Mengen

Den Begriff der Menge definieren wir hier nicht, sondern legen ihn naiv zu Grun-
de. Wir stellen uns damit auf den Standpunkt der naiven (und nicht der axio-
matischen) Mengenlehre. Dazu dient die folgende, von Georg Cantor gegebene,
Definition: ,,Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von be-
stimmten wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Den-
kens (welche die Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen.
Wenn wir Mengen bilden, ist unser Ausgangspunkt immer eine gegebene, unter
Umstanden sehr groffe Grundmenge G, aus der Elemente ausgesondert und zu
neuen Mengen zusammengefasst werden.
Mengen kann man, solange sie klein genug sind, einfach durch das Aufzéhlen ihrer
Elemente angeben, z. B.

M, :=1{1,2,3,4,5}.

Es ist jedoch héufig angenehmer, sie durch die Angabe einer definierenden Ei-
genschaft, die genau fiir die Elemente der Menge, und nur fiir diese, wahr ist, zu
beschreiben. Fiir unsere Menge M; kénnte das so aussehen:

Miy={x€Z:1<x<6} oder My={xeZ:x(xz—6)<0}.

Allgemein schreibt man

M={zeG:E(x)}.

Dabei ist G die Grundmenge, aus der die Elemente der Menge M ausgesondert
werden sollen und F(z) ist eine Aussageform, die durch Einsetzen eines Elements
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aus G zu einer Aussage wird, d. h. zu einem Satz, der entweder wahr oder falsch
ist. M enthélt dann genau die Elemente, fiir die F(z) eine wahre Aussage ist.
Betrachtet man das weitere Beispiel

M, :={n € N : n ist gerade},

so sieht man schnell den Vorteil dieser Methode gegeniiber der reinen Aufzidhlung.
Fiir die weiteren Betrachtungen in diesem Abschnitt ist stets eine Grundmenge
G als gegeben anzunehmen.

Definition 1.1. FEs seien M und N Mengen. Dann verwenden wir die folgenden
Notationen:

(a) a € M: a ist in M enthalten;
a & M: a gehort nicht zu M.

(b) N C M: N ist eine Teilmenge von M, d. h. jedes Element von N ist auch
i M enthalten. Eine solche Teilmengenbeziehung nennt man auch eine
Inklusion.

(¢c) N2 M: N ist Obermenge von M, d. h. M ist eine Teilmenge von N.
(d) N = M: Beide Mengen enthalten genau die gleichen Elemente.

(e) 0: Dieses Symbol bezeichnet die leere Menge, d. h. eine Menge, die kein
Element enthdlt.

Bemerkung 1.2. Man beachte, dass zwei Mengen M und N gleich sind, wenn
sowohl M C N als auch M D N gilt.

Definition 1.3. Es seien M und N Mengen. Dann heifst
(a) MUN :={x € G:x€ M oder x € N} die Vereinigung von M und N.

(b)) MNN:={xe€G:x € Mundx € N} der Durchschnitt oder auch nur
Schnitt der Mengen M und N.

(¢) M¢:={zx € G:x ¢ M} das Komplement von M (in G).
(d) M\ N :={x € M:x¢ N} die Mengendifferenz von M und N.

(e) M x N :={(m,n) : m € Mundn € N} das kartesische Produkt von M
und N.

Mit diesen Begriffen kénnen wir nun schon etwas Mathematik betreiben. Wir
sammeln die wichtigsten Regeln fiir obige Mengenoperationen in folgendem Satz.

Satz 1.4. Es seien A, B und C Mengen. Dann gelten
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(a) AUB=BUA und AN B = BNA (Kommutativgesetze),
(b) (AUB)UC = AU(BUC) und (ANB)NC = AN(BNC) (Assoziativgesetze),

(c) AU(BNC)=(AUB)N(AUC) und AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
(Distributivgesetze),

(d) (AU B)¢ = A°N B° und (AN B)¢ = A°U B° (Regeln von De Morgan).

Beweis. Wir behandeln hier das erste Distributivgesetz und die erste Regel von
De Morgan, die weiteren verbleiben als Ubungsaufgabe. Fiir das Distributivgesetz
zeigen wir zuerst (vgl. Bemerkung [[.2)

AU(BNC)C(AUB)N(AUC),

und zwar folgendermafien: Sei x € AU (B N (). Dann ist also z € A oder
x € BN C. Betrachten wir zunichst den Fall z € A. Dann gilt auch x € AU B
und x € AU C, denn diese Mengen enthalten A. Also ist z € (AU B)N (AUC)
und wir sind fertig. Betrachten wir also den Fall z € BN C. Dann ist x € B und
x € () also gilt wieder x € AU B und x € AU C, dieses Mal, weil x sowohl in
B als auch in C liegt. Daraus folgt wieder 2 € (AU B) N (AU C) und wir haben
AU(BNC)C(AUB)N(AUC) gezeigt.

Um die im ersten Distributivgesetz behauptete Gleichheit zu zeigen, miissen wir
nun noch die umgekehrte Inklusion

AU(BNC)D (AUB)N(AUC)

zeigen. Dazu sei x € (AU B) N (AU C). Dann ist = sowohl in AU B als auch in
AUC. Wir betrachten die beiden Félle z € A und x ¢ A. Man beachte, dass wir
dann alle moglichen Fille berticksichtigt haben! Ist x € A, so haben wir sofort
auch x € AU(BNC), was unser Ziel war. Es bleibt also der Fall x ¢ A. Da dann
x in AU B ist, ohne in A zu sein, muss x zwangsldufig in B sein, denn wie sollte
es sonst da hineinkommen? Genauso folgt x € C aus x € AU C. Also ist x in
BN C und damit auch x € AU (BN C) und wir haben auch die zweite Inklusion
und damit die Gleichheit

(AUB)N(AUC)=AU(BNCQC)

gezeigt,.

Fiir die erste Regel von De Morgan zeigen wir wieder zuerst
(AUB)°C A°N B°.

Sei dazu z € (AUB)¢. Dann ist + ¢ AUB, d. h. z ist nicht in der Vereinigung von
A und B enthalten. Damit kann x weder in A noch in B sein, denn sonst wiirde
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es ja in dieser Vereinigung liegen. Es ist also € A und = € B, d. h. x € A° und
x € B¢, was schliellich x € A° N B¢ nach sich zieht.
Die zweite Inklusion

(AUB)° D A°N B°

zeigt man folgendermaflen: Es sei x € A°N B¢. Dann ist x € A° und x € B°. Also
ist « nicht in A und nicht in B, es ist also auch nicht in der Vereinigung von A
und B, was genau x € (AU B)¢ bedeutet. O

Definition 1.5. Ist I eine Menge (Man nennt I in diesem Zusammenhang In-
dexmenge) und ist fir jedes i € I eine Menge M; gegeben, so ist

UMi ={reG: esgibteinjecl mitxec M;} wund
el

ﬂMi::{xEG:xEMjfaralleje[}.

iel

Ist I = N, so schreibt man auch oft \J,~ | My, bzw. (o, M, statt |J,,cy My und
ﬂneN Mn

1.2. Zeichenerkldrung fiir die logischen Symbole

All- und Existenzquantor

Oft werden in mathematischen Texten die folgenden Symbole verwendet:

e Der Allquantor ¥V bedeutet , fiir alle“.

Beispiel: ,Vn € N : 2n ist eine gerade Zahl® ist eine wahre Aussage.

e Der Existenzquantor 3 steht fiir ,es existiert.

Beispiel: ,3z € R : 22 = —1* ist eine falsche Aussage.

Beispiel 1.6. Fiir ein Beispiel, das die beiden Quantoren kombiniert, definieren
wir S als die Menge aller Stadte und W als die Menge aller Wege auf der Erde
und betrachten die bekannte Aussage

ds € S Vw € W : w fiihrt nach s. (1.1)

Ubersetzung: Es gibt eine Stadt (meist Rom genannt), zu der alle Wege hinfiihren.
Gesucht ist die Verneinung dieser Aussage, d. h. eine Aussage, die genau dann
wahr ist, wenn ([LT]) falsch ist und genau dann falsch ist, wenn (LT]) wahr ist.
Es gilt die folgende Regel zum Verneinen von Aussagen:

Jedes 3 wird ein V, jedes ¥V ein 3 und die Bedingung am Ende wird verneint.

Im obigen Beispiel also
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Vs € S dw € W : w fithrt nicht nach s,

d. h. fiir jede Stadt gibt es einen Weg, der nicht zu ihr fithrt. Fiir den Spezialfall
Rom ergibt sich: Es gibt einen Weg, der nicht nach Rom fiihrt.

Implikation und Aquivalenz

Sind A und B zwei Aussagen, so bezeichnet man mit

o A — B“ die Aussage ,,Aus A folgt B* oder ,, A impliziert B“ (Implikati-
on).

e A <= B* die Aussage , A gilt genau dann, wenn B gilt*“ oder , A ist
dquivalent zu B* (Aquivalenz).

Die Wahrheitswerte solcher zusammengesetzter Aussagen kann man durch eine
Wahrheitstafel angeben. Fiir den Wahrheitsgehalt der Aussagen A und B gibt
es vier verschiedene Félle (beide wahr, A wahr und B falsch, A falsch und B
wahr sowie beide falsch). Eine Wahrheitstafel gibt nun in jedem dieser Fille
den Wahrheitsgehalt der zusammengesetzten Aussage an. Fiir Implikation und
Aquivalenz ergibt das:

[A[B[A= B[4 — B|

w | W W W

w | f f f
f|w A\ f
f|f W W

Oft hat man in Beweisen die Aquivalenz zweier Aussagen A und B nachzuweisen.
Dazu ist es meist von Vorteil, diese Aufgabe in die beiden Teilprobleme , A — B“
und ,, B = A* aufzuteilen und diese beiden Implikationen getrennt zu beweisen.

Ubungsaufgabe 1.7. Machen Sie sich anhand einer Wahrheitstafel klar, dass
die beiden Aussagen ,A <= B“ sowie ,A = B und B = A“ tatsichlich die
gleichen Wahrheitswerte haben.

Hat man sogar A <= B <— (C <= D <= --- <= () zu beweisen, so
hilft das Prinzip des Ringschlusses: Man zeigt ,A=— B, B—=CC, ..., P =@
und Q = A“. Machen Sie sich auch hier klar, dass damit wirklich die obige
Aussage gezeigt ist!

Warnung 1.8. Hiiten Sie sich vor dem Umkehrschluss: Wenn die Aussage , A =
B* wabhr ist, kann man daraus nicht folgern, dass auch , B = A“ stimmt. Dieser
Fehlschluss wird auch oft in folgender Version gemacht: Aus ,A =— B* wird
gefolgert, dass, wenn A falsch ist, auch B falsch sein muss. Ein Blick in obige
Wahrheitstafel zeigt sofort, dass das nicht stimmt. Trotzdem passiert es immer
wieder.
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Bemerkung 1.9. Eine zur Implikation ,A = B“ dquivalente Aussage ist da-
gegen die Kontraposition ,nicht B = nicht A“, wie man der folgenden Wahr-
heitstafel entnehmen kann:

| A| B| A= B | nicht B [ nicht A || nicht B = nicht A |

w | w W f f A\

| | =

f f f f
W w W W
f W W W

g || =

Im sogenannten Beweis durch Kontraposition wird dieser Zusammenhang ge-
nutzt.

1.3. Abbildungen

Wir betrachten nun den fiir alle Teilbereiche der Mathematik wichtigen Begriff
der Abbildung (oder auch Funktion).

Definition 1.10. Es seien D und Z Mengen und es sei jedem Element d aus D
genau ein Element f(d) in Z zugeordnet. Diese Zuordnung nennt man dann eine
Abbildung oder auch Funktion f und schreibt

D —Z
d— f(d).

Dabei heifit D die Definitionsmenge und Z die Zielmenge von f.

Weiter nennt man ein Element d € D auch Argument von f, f(d) das Bild von
d unter f und ist z € Z, so heifit jedes d € D mit f(d) = z ein Urbild von z.
SchliefSlich st fir jedes A C D das Bild, auch Bildmenge genannt, von A unter
f gegeben durch

f:D—Z, dw~ f(d) oder f:{

f(A):={f(a):a € A}
und fiir jede Teilmenge B von Z ist
[ (B):={deD: f(d) € B}
das Urbild bzw. die Urbildmenge der Menge B.

Beispiel 1.11. Im weiteren Verlauf werden wir es vor allem mit Funktionen zu
tun haben, die zwischen Mengen von Zahlen definiert sind. Beispiele wéren hier
das Potenzieren mit zwei in den reellen Zahlen]

f:R—=R, z~2°

'Rein formal betrachtet kénnen wir diese Beispiele hier noch nicht betrachten, da wir die
reellen Zahlen noch nicht eingefiithrt haben. Es sei also voriibergehend an Ihr Schulwissen
appeliert.
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oder die Wurzelfunktion
Vo i{reR:2>0} >R, x+— 1.

Im Folgenden definieren wir die Verkettung, d. h. die Nacheinanderausfithrung
von Abbildungen.

Definition 1.12. Es seien A, B und C' Mengen und f : A — B sowie g : B — C
Funktionen. Dann heif$t die Funktion g o f (lies ,g nach f*), gegeben durch

gof:A—=C, am(gof)la):=g(f(a)),
die Verkettung oder auch Komposition von g mit f.

Wir wollen einigen besonders schonen Eigenschaften von Funktionen einen Namen
geben.

Definition 1.13. Es seien D und Z Mengen sowie f : D — Z eine Funktion.
Dann heifst f

(a) surjektiv, wenn f(D) = Z gilt.
(b) injektiv, wenn fir alle x,y € D mit f(x) = f(y) stets x =y gilt.
(c) bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.

Bijektive Abbildungen sind deshalb besonders wichtig, weil sie sich riickgidngig
machen lassen. Das konkretisieren wir im folgenden Satz.

Satz 1.14. FEs seien D, Z Mengen und f : D — Z eine Funktion. Dann ist
f genau dann bijektiv, wenn es fir jedes b € Z genau ein a € D gibt, sodass
f(a) = b gilt. In diesem Fall existiert eine Abbildung f~' : Z — D mit

f(fla)=a firaleac D wund f(f*b)) =0 firalebec Z.

Beweis. 1. Schritt: Wir zeigen: f bijektiv = fiir alle b € Z existiert genau ein
a € D mit f(a) =0.

Da f surjektiv ist, gibt es zu jedem b € Z mindestens ein a € D mit f(a) = b.
Sind ay,as € D mit f(a;) = b = f(ay) gegeben, so folgt aus der Injektivitéit von
f sofort a; = aq, es kann also nur genau ein solches a € D geben.

2. Schritt: Wir zeigen: Fiir alle b € Z existiert genau ein @ € D mit f(a) =
b= f bijektiv.

Nach Voraussetzung sind alle b € Z in f(D) enthalten, also ist f surjektiv. Seien
nun aj,as € D mit f(a;) = f(az) gegeben. Da jedes b € Z nur genau ein Urbild
hat, muss dann a; = as sein, d. h. f ist auch injektiv.
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3. Schritt: Wir zeigen: f bijektiv = es existiert f~!: Z — D mit f~!(f(a)) = a
fiir alle a € D und f(f~(b)) = b fiir alle b € Z.

Fiir jedes b € Z definieren wir f~1(b) := a, wobei a € D das nach dem ersten
Schritt eindeutig bestimmte Element mit f(a) = b ist. Dann ist f~!(f(a)) das
Element von D, das in f eingesetzt f(a) ergibt, also f~!(f(a)) = a fiir alle a € D.
Sei nun b € Z. Dann ist f~!(b) das Element von D mit f(f~'(b)) = b und wir
sind fertig. O

Definition 1.15. Es seien D,Z zwei Mengen und f : D — Z bijektiv. Dann
heift die Abbildung f~*: Z — D aus Satz[T.1] Umkehrfunktion von f.

Beispiel 1.16. Betrachten wir noch einmal die beiden Abbildungen aus Bei-
spiel [L1T] so ist die erste Funktion

f:R—=R, z~2°

weder injektiv (denn f(1) = f(—1), aber 1 # —1) noch surjektiv (denn —1 &
f(R)). Betrachten wir dagegen

R {zeR:z>0}, zw 2%

so ist diese nun surjektiv, denn jede positive reelle Zahl ist das Quadrat einer
reellen Zahl, aber weiterhin nicht injektiv, denn das Problem mit f ( )= Ff (—1)
bleibt bestehen. Das konnen wir 16sen, indem wir nun noch den Definitionsbereich
einschrinken, d. h. wir betrachten

fi{zeR:z>0 > {zeR: x>0}, =z 2’

Nun ist ]? tatséchlich bijektiv und die oben erwidhnte Wurzelfunktion ist die
Umkehrabbildung.

Wie in obigem Beispiel will man oft eine gegebene Funktion nur auf einem Teil
ihres Definitionsbereiches untersuchen. Dazu vereinbaren wir die folgende Nota-
tion.

Definition 1.17. Seien D,Z Mengen, f : D — Z eine Funktion und M C D.
Dann ist f|p die Einschrankung von f auf M, d. h. fly : M — Z ist gegeben
durch fly(x) = f(zx) firx e M.

10



2. Reelle Zahlen

Die Grundmenge der Analysis ist die Menge der reellen Zahlen, geschrieben R.
Diese fiithren wir axiomatisch ein, d. h. wir postulieren eine gewisse Anzahl von
Grundannahmen, genannt Axiome, deren Giiltigkeit wir ohne Beweis zu Grunde
legen.

Korperaxiome

In R sind zwei Abbildungen (,, Verkniipfungen®) + : RxR — Rund - : RxR — R
gegeben, genannt Addition und Multiplikation, die jedem Paar von Elementen
a,b € Rein a+b € R, bzw. ein a - b € R zuordnen. Dabei sollen die folgenden
Axiome gelten.

(A1) a+ (b+c¢) = (a+b) + c fiir alle a, b, c € R (Assoziativgesetz der Addition).
(A2) Es gibt ein Element 0 € R, sodass a+0 = a fiir alle a € R ist (Nullelement).

(A3) Fiir jedes a € R gibt es ein —a € R, sodass a + (—a) = 0 gilt (additives
inverses Element).

(A4) a+b="0+a fir alle a,b € R (Kommutativgesetz der Addition).
(A5) a-(b-c) = (a-b)-c fir alle a,b, c € R (Assoziativgesetz der Multiplikation).

(A6) Es gibt ein Element 1 € R mit 1 # 0, sodass a -1 = a fiir alle a € R ist
(Einselement).

(A7) Fiir jedes a € R\ {0} gibt es ein a™! € R, sodass a-a™' =1 gilt (multipli-
katives inverses Element).

(A8) a-b=10-a fir alle a,b € R (Kommutativgesetz der Multiplikation).
(A9) a-(b+c¢)=a-b+a-cfir alle a,b,c € R (Distributivgesetz).

Bemerkung 2.1. Alle bekannten Rechenregeln fiir ,+* und .- lassen sich aus
(A1) - (A9) ableiten.

Wir betrachten die folgenden Aussagen als Beispiele:
Satz 2.2. (a) Es gibt genau ein Nullelement in R.

(b) a-0=0 fir alle a € R.

11
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(¢c) Gilt a-b=0 fir zwei reelle Zahlen a,b, so ist a =0 oder b = 0.

Beweis. (a) Sei 0 € R ein weiteres Nullelement, d. h. fiir alle a € R gilt a+0 -
a. Insbesondere gilt also fiir @ = 0 damit 0 + 0 = 0. Mit (A2) fir a = 0
haben wir aulerdem 0+ 0 = 0. Also kénnen wir mit Hilfe von (A4) folgern:

0=0+0=0+0=0.

(b) Nach (A2) gilt 0+ 0 = 0. also ist auch fiir jedes a € R unter Zuhilfenahme
von (A9)
a-0=a-(04+0)=a-0+a-0.
Daraus folgt nun
A
0% 6.0+ (=(a-0)) =(a-0+a-0)+ (—(a-0))

(Azl)a-0+(a-0+(—(a-0))) 010,

0,
also a-0=0.

(c) Esseien a,b € R mit a-b = 0. Im Falle a = 0 sind wir fertig, wir betrachten
also den Fall @ # 0. Dann gibt es nach (A7) ein Element a=! € R mit
a-a~!'=1. Also ist in diesem Fall

b(g)blzb-(a-a*l) (45) (b.a).(fl (48) (a.b).(fl :O.Cfl@()’
d. h. b = 0. Damit folgt die Behauptung. O

Definition 2.3. (a) Den - “ fir die Multiplikation lassen wir meist weg und
schreiben einfach ,ab“ statt ,a-b“.

(b) Wir setzen a — b := a + (=b) fir a,b € R (Subtraktion).

(¢) Sind a,b e R und gilt b # 0, so schreiben wir $ :=a-b~" (Division).

Anordnungsaxiome
In R ist eine Relation < mit den folgenden Eigenschaften gegeben.

(A10) Fiir jede Wahl von a,b € R gilt stets a < b oder b < a (Totalordnung).

(A11) Gelten fiir zwei Zahlen a,b € R die beiden Aussagen a < b und b < a, so
ist a = b (Antisymmetrie).

(A12) Wenn fiir drei Zahlen a,b,c¢ € R sowohl a < b als auch b < ¢ gilt, so ist
auch a < ¢ (Transitivitit).

(A13) Sind a,b,c € R und gilt a < b, so ist auch a+c¢<b+c.

12



(A14) Sind a,b,c € R und gilt « < b und 0 < ¢, so ist auch ac < be.
Definition 2.4. Seien a,b € R. Wir setzen
(a) a > b, wenn b < a ist,
(b) a <b, wenn a <b und a # b ist,
(¢c) a>b, wenn b < a ist.
Definition 2.5. Eine reelle Zahl a heifst
(a) positiv, falls a > 0 und strikt positiv, wenn a > 0 gilt.
(b) negativ, falls a < 0 und strikt negativ, wenn a < 0 gilt.

Bemerkung 2.6. Alle Regeln fiir Ungleichungen lassen sich aus den Axiomen
(A1) — (A14) ableiten.

Wir betrachten wieder einige Beispiele.
Satz 2.7. Seien a,b,c € R. Dann gilt
(a) Ist a <b, so gilt —a > —b.

(b) Sind a < b und c <0, so folgt ac > be.

(c) 1>0.
Beweis. (a) Nach (A13) mit ¢ := —a bekommen wir aus a < b die Ungleichung
0 =a+(—a) < b+(—a). Wenden wir auf diese Ungleichung dasselbe Axiom
mit ¢ := —b an, erhalten wir

b < b+ (~a) +(~b) = —a
und sind fertig.
(b) Nach Teil [(a)| gilt —c¢ > —0 = 0, also liefert (A14)
—ac=a-(—c) <b-(—c) = —bc.
Eine erneute Anwendung von Teil @ ergibt dann

ac = —(—ac) > —(=bc) = be.

(c) Die Annahme 1 < 0 fithrt nach Teil [(b)] mit @ := ¢ := 1 und b := 0 sofort
auf den Widerspruch 1 = ac > bc = 0. O

Wir definieren nun die Betragsfunktion, ein fundamentales Hilsmittel in der ge-
samten Analysis.

13
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Definition 2.8. Sei a € R. Dann ist der Betrag von a, symbolisiert durch |al,
gegeben durch

a, falls a >0,
laf :=

—a, fallsa < 0.

Satz 2.9. Fir alle a,b € R gilt

(a) la| =0

(b) la| = |=al,
(¢) +a < |al,

(d) |ab] = |a] - |0,

(e) |a| =0 genau dann, wenn a = 0,

(f) la+b| < |a|] +|b| (Dreiecksungleichung),

(9) |a—b] > ’|a| — |b|’ (umgekehrte Dreiecksungleichung).
Beweis. Die Teile @ bis @ verbleiben als Ubungsaufgabe.

[(e)] Zu zeigen ist: |a| = 0 <= a = 0. Die Implikation ,<=* folgt direkt aus
der Definition des Betrages. Fiir die umgekehrte Implikation beobachten
wir, dass fiir alle @ > 0 auch |a| = a > 0 ist und dass fiir alle @ < 0 genauso
la| = —a > 0 ist. Also gilt |a| = 0 nur fir a = 0.

Wir betrachten zunéchst den Fall a + b > 0. Dann gilt nach Definition des
Betrags |a 4+ b| = a + b und mit Hilfe von [(¢)|ist |a +b| = a4+ b < |a| + |b].

Ist dagegen a + b < 0, so gilt |a +b] = —(a + b) = —a + (—b), woraus mit
(c)| wieder |a + b| < |a| + |b| folgt.

Mit Hilfe von [(f)] gilt |a| = |a — b+ b| < |a — b] + |b] und damit haben wir
la| —|b] < |a — b|. Analog erhélt man durch Vertauschen der Rollen von a
und b die Ungleichung |b| — |a| < [b—a| = |a —b|. Da |b| — |a| = —(|a| — |b])
ist, sehen wir damit |a| — |b] < |a — b] und —(|a|] — |b]) < |a — b|, woraus
nach der Definition des Betrages die Behauptung folgt. O

Definition 2.10. FEs seien zwei Zahlen a,b € R mit a < b gegeben. Dann heiffen
e (a,b) :={r € R:a <z < b} offenes Intervall,
e [a,b] :={x € R:a <z <b} abgeschlossenes Intervall,
e (a,b] :={reR:a<z<b} und

e [a,0) :={z € R:a <z < b} halboffene Intervalle.
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Um auch die Fdille von Halbstrahlen abzudecken, definieren wir weiter:
o [a,0) ={xreR:a<z},

oo):={reR:a <z},

(a,

o (—o0,a] ={xeR:z<a},
(—00,a) :={r eR:z < a},
(=00

%) = R.

Als Vorbereitung fiir das 15. Axiom fithren wir einige Schreibweisen und Begriffe
ein, die bei der Untersuchung von Teilmengen von R niitzlich sind.

Definition 2.11. Es sei M eine nicht-leere Teilmenge von R.

(a) M heifit nach oben beschriankt, wenn ein C' € R existiert, sodass x < C
fiir alle x € M gilt.

In diesem Fall heifit C' eine obere Schranke von M.

(b) M heifit nach unten beschriankt, wenn ein C' € R existiert, sodass v > C
fiir alle x € M gilt.

In diesem Fall heifst C eine untere Schranke von M.

(¢) M heifit beschrinkt, wenn M nach oben und nach unten beschrinkt ist.

(d) Ist C' eine obere Schranke von M wund fiir jede weitere obere Schranke C
von M gilt C' < C, so heifst C' Supremum von M. Wir bezeichnen es mit
sup M.

(e) Ist C eine untere Schranke von M und fir jede weitere untere Schranke

C von M gilt C' > C so heifst C' Infimum von M. Wir bezeichnen es mit
inf M.

Wir iiberlegen uns kurz, dass das Supremum und das Infimum einer Menge, wenn
es denn existiert, eindeutig bestimmt ist.

Satz 2.12. Fine Teilmenge von R hat hochstens ein Supremum und hdchstens
ein Infimum.

Beweis. Wir beweisen die Aussage nur fiir das Supremum, das Argument fiir das
Infimum geht analog.

Es sei M ein Teilmenge von R mit zwei Suprema C}; und C5. Dann sind sowohl
C als auch (5 obere Schranken von M. Da also C; ein Supremum und C5 eine
obere Schranke von M ist, gilt nach der Definition des Supremums C; < Cs.
Umgekehrt ist aber auch C5 ein Supremum und C; eine obere Schranke von M.
Also gilt Cy < 4. Damit ist Cy = (. O

15



2. Reelle Zahlen

Das ermoglicht die nachstehende Definition.
Definition 2.13. Es sei M C R und M # ().

(a) Ezistiert sup M und gilt sup M € M, so heifst sup M das Maximum wvon
M. Wir bezeichnen es mit max M.

(b) Ezistiert inf M und gilt inf M € M, so heifst inf M das Minimum von M.
Wir bezeichnen es mit min M .

Beispiel 2.14. (a) Wir betrachten M = (0,1]. Dann ist M nach oben und
nach unten beschréinkt, also beschrinkt. Eine obere Schranke ist 17, eine
untere ist 0. Weiter gilt sup M = max M = 1 und inf M = 0. M hat aber
kein Minimum, denn 0 ¢ M!

(b) Nun sei M = (—o0,—1). Dann ist M nach oben aber nicht nach unten
beschrankt. Weiter gilt sup M = —1, aber M hat kein Maximum. Da M
kein Infimum hat, eriibrigt sich die Suche nach einem Minimum.

Wir kommen nun zum letzten Axiom der reellen Zahlen.

Vollstdndigkeitsaxiom

(A15) Jede Teilmenge M von R mit M # (), die nach oben beschrénkt ist, besitzt
ein Supremum.

Wir konnen damit die entsprechende Aussage iiber das Infimum beweisen.
Satz 2.15. Ist M C R, M # 0 und M nach unten beschrinkt, so existiert inf M.

Beweis. Wir setzen M := {—z : x € M}. Nach Voraussetzung existiert eine
untere Schranke C, von M. Fiir diese gilt also C, < z fiir alle z € M. Damit
ist —r < —C, fiir alle x € M, also ist —C, eine obere Schranke von M. Nach
Axiom (A15) existiert also s := sup M. Weiter gilt —z < s fiir alle x € M, also
ist —s < x fiir alle diese x. Das bedeutet, dass —s eine untere Schranke von M
ist. Wir miissen noch zeigen, dass —s die gréfite untere Schranke von M ist. Sei
also o eine weitere untere Schranke von M. Dann ist wie oben —o eine obere
Schranke von M. Da s das Supremum von M ist, muss also s < —o, und damit
o < —s gelten. Also ist —s = inf M. O

Wir sammeln einige elementare Eigenschaften von Supremum und Infimum.
Satz 2.16. (a) Ist M C R nicht-leer und beschrinkt, so gilt inf M < sup M.

(b) Ist M C R nach oben (bzw. unten) beschrinkt und N C M nicht-leer, so
ist auch N nach oben (bzw. unten) beschrdinkt und es gilt sup N < sup M
(bzw. inf N > inf M ).
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Beweis. Zum Beweis von @ sei x € M beliebig gewahlt. Man beachte dazu,
dass M # () vorausgesetzt ist. Nun gilt > inf M und = < sup M. Also ist
inf M <x <supM.

Wir wenden uns dem Beweis von @ zu. Fiir jedes x € N gilt x € M und damit
x <sup M (bzw. x > inf M). Also ist N nach oben (bzw. unten) beschrénkt und
sup M (bzw. inf M) ist eine obere (bzw. untere) Schranke von N. Das impliziert
sup N < sup M (bzw. inf N > inf M). O

Zum Abschluss dieses Kapitels beweisen wir noch einen Satz, der es oft ermog-
licht, die Qualitéit, dass eine Zahl ein Supremum (oder Infimum) ist, in einem
Beweis gewinnbringend umzuformulieren.

Satz 2.17. Ist M C R nicht-leer und C' eine obere (bzw. untere) Schranke von
M, so ist C = supM (bzw. C' = inf M) genau dann, wenn fir jedes € > 0 ein
x € M ezistiert, fir dasx > C —¢ (bzw. v < C +¢) gilt.

Beweis. Wir beweisen diese Aussage nur fiir den ,,sup“-Fall.

»=" Sei C'=sup M und € > 0. Dann ist C' — ¢ kleiner als das Supremum von
M, also keine obere Schranke von M. Damit existiert ein x € M, sodass
x> C — ¢ ist.

»<=" Wir miissen zeigen, dass fiir jede andere obere Schranke C von M gilt
C < C. Sei also €' eine weitere solche Schranke und wir nehmen an, es
gelte C' > C. Dann ist € := ' — C' > 0. Nach Voraussetzung existiert zu
diesem € nun ein x € M, sodass z > C — ¢ ist. Wir haben aber C' — ¢ =
C—(C—-C)=C,alsox > C. Dann kann aber C keine obere Schranke von
M sein. Widerspruch. O

Ubungsaufgabe 2.18. Beweisen Sie die folgende Aussage: Eine Teilmenge M
von R mit M # () ist genau dann beschrinkt, wenn es ein C' > 0 gibt, sodass
|z] < C fiir alle z € M gilt.
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3. Natirliche Zahlen

In diesem Kapitel wird die Menge der natiirlichen Zahlen N definiert und mit
deren Hilfe auch die Menge der ganzen Zahlen Z. Die Definition der natiirlichen
Zahlen ist dabei so gewéhlt, dass wir das wichtige Beweisverfahren der vollstan-
digen Induktion leicht daraus ableiten konnen. Als Hilfskonstrukt definieren wir
dazu zunéchst den folgenden Begriff.

Definition 3.1. Fine Menge A C R heifst Induktionsmenge, falls gilt
(a) 1 € A und
(b) ist x € A, so ist auch stets v+ 1 € A.

Beispiel 3.2. Beispiele von Induktionsmengen sind R oder {1} U [2, c0).

Satz 3.3. Ist I eine Indexmenge und ist fiir jedes © € I eine Induktionsmenge
A; € R gegeben, so ist auch deren Durchschnitt A := (., A; eine Induktions-
menge.

Beweis. Da die Eins in jeder Induktionsmenge liegt, muss sie in jedem A; lie-
gen und damit auch in deren Durchschnitt A. Damit ist Bedingung @ aus der
Definition einer Induktionsmenge gezeigt.

Fiir den Nachweis der zweiten Bedingung sei x € A. Nach Definition von A gilt
dann x € A; fiir jedes ¢ € I. Da die Mengen A; alle Induktionsmengen sind, muss
dann aber fiir jedes ¢ € [ auch x + 1 € A; gelten. Damit erhalten wir schlieflich
x+ 1 € A und sind fertig. O

Definition 3.4. Den Durchschnitt aller Induktionsmengen bezeichnen wir mit
N. Das st die Menge der natiirlichen Zahlen.
Weiter setzen wir

No:=NuU{0} und
Z:=NyU{—n:n e N} (ganze Zahlen).

Wir sammeln ein paar grundlegende Eigenschaften von N.

Satz 3.5. (a) N ist eine Induktionsmenge.

(b) Ist A eine Induktionsmenge und A C N, so ist A = N (Prinzip der voll-
stdndigen Induktion).
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3. Natiirliche Zahlen

(¢) N ist nicht nach oben beschrdnkt (Satz von Archimedes).

(d) Fiir alle x € R gibt es einn € N mit x < n.

(e) Fir alle v € R mit x > 0 gibt es ein n € N, sodass /n < x ist.

Beweis. (a) Das folgt sofort aus Satz

(b)

(c)

(d)

(e)

Sei A C N eine Induktionsmenge. Da N der Schnitt aller Induktionsmengen
ist, gilt N C A. Zusammen mit der Voraussetzung A C N gilt also A = N.

Wir nehmen an, N wire nach oben beschrinkt. Nach dem Vollstandig-
keitsaxiom existiert also das Supremum s := supN in R. Dann liefert
Satz 217 ein n € N mit n > s — 1. (Wé&hle dort e = 1.) Wir haben damit
n+ 1> s und da N nach @ eine Induktionsmenge ist, gilt n + 1 € N. Das
heifit wiederum, dass n + 1 < sup N = s gelten muss, sodass wir bei einem
Widerspruch enden.

Wir nehmen an, es gibe ein € R mit x > n fiir alle n € N. Dann wére x
eine obere Schranke von N, was im Widerspruch zu steht.

Sei z > 0. Dann gibt es nach [(d)] ein n € N mit /= < n. Fiir dieses n gilt
l/n <. ]

Dieses Wissen kénnen wir nun nutzen, um zu zeigen, dass die so definierte Menge
N mit unserer Vorstellung der natiirlichen Zahlen {ibereinstimmt.

Satz 3.6. (a) Fir allen € N gilt n > 1.

(b) Fiir jedes n € N ist die Menge A, := (NN [1,n])U[n+ 1,00) eine Indukti-

onsmenge.

(c) Es seienn € N und x € R mit n < x <n -+ 1 gegeben. Dann gilt v ¢ N.

Beweis. (a) Wir setzen A := {n € N : n > 1}. Dann gilt 1 € A und wenn
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n € Aist, so gilt wegen n > 1 auchn+1 > 1+ 1 > 1, also ist auch
n+ 1 € A und damit A eine Induktionsmenge. Wegen A C N gilt wegen
Satz @ sofort A = N.

Wir setzen A := {n € N : A, ist eine Induktionsmenge}. Der Beweis
verlduft nun in drei Schritten:

Induktionsanfang (1 ist in A): Nach Beispiel B2list A; = {1} U[2,000) eine
Induktionsmenge. Also ist 1 € A.

Induktionsvoraussetzung: Es sei n € A, d. h. wir wahlen ein n € N, sodass
A, eine Induktionsmenge ist.



(c)

Induktionsschluss (zeige, dass auch n+1 € A gilt): Esist 4,1 = (NN[1,n+
1)U[n+2,00). Alsoist 1 € A,11. Sei nun x € A, 41. Es kénnen dann zwei
Félle auftreten. Im ersten Fall ist x > n+2. Dann gilt z+1 > n+3 > n+2,
also haben wir sofort x +1 € A,,1.

Im zweiten Fall ist z € N mit 1 <z < n+1. Dann machen wir uns zunutze,
dass A, eine Induktionsmenge ist (Induktionsvoraussetzung!) und deshalb
N C A, gilt. Das liefert uns, dass x € A,, ist. Damit ist entweder 1 <z <n
oder x > n+1, d. h. entweder wir haben 2 < x+1 < n+1 oder x+1 > n+2.
Alsoist t +1 € A,yq.

Wir nehmen an, es wire doch 2 € N. Da nach [(b)| N C A, gilt, hitten wir
dann z € A,,. Das impliziert aber x < n oder x > n + 1. Widerspruch. O

Die Menge A wird iiblicherweise bei einem Induktionsbeweis nicht mehr erwéhnt,
da die Methode immer die gleiche ist. Wir wollen uns das an einem weiteren, sehr
typischen Beispiel fiir einen Induktionsbeweis anschauen.

Satz 3.7. Fir allen € N gilt

1
1+2+3+~-~+n:@.

Beweis.

Induktionsanfang: Es gilt 1 = 1-(+1)/2 also ist die Aussage fiir n = 1 richtig.
Induktionsvoraussetzung: Die Aussage des Satzes sei fiir ein bestimmtes n € N
richtig, d. h. es gilt

n(n+1)

L+24- o hn=—

fiir dieses n € N.
Induktionsschluss: Mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung gilt

n(n+1 nn+1)+2(n+1
1+2+~-~+n+(n+1):7<2 )—i—n+1: ( >2 ( )
(n+1)(n+2) m+1)((n+1)+1)
= 5 = 5 :
Also stimmt die Aussage auch fiir n + 1. O

Bemerkung 3.8. (a) Die Piinktchen-Schreibweise im obigen Beweis fiir die

Summation von n Zahlen ist reichlich schwerféllig und fiihrt oft zu unprézi-
sen Formulierungen. Deshalb hat sich dafiir eine sehr praktische Schreibwei-
se eingebiirgert. Sind n, N € Z mit n < N und reelle Zahlen a,,, a5, 11, ..., ay
gegeben, so schreiben wir

N
Zak ‘= 0p + Qpy1 + - Fan-1 +an

k=n
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3. Natiirliche Zahlen

mit dem sogenannten Summenzeichen. Die Aussage von Satz [3.7] lasst sich
damit z. B. so hinschreiben:

(b) Analog verwendet man das Produktzeichen

N
Hak =QQp - Qpy1 ... AN_1 AN
k=n

mit n, N € Z und a,, a,.1,...,ay € R wie oben.

Im n#chsten Satz zeigen wir, dass N eine sogenannte wohlgeordnete Menge ist,
d. h. jede nicht-leere Teilmenge besitzt ein Minimum.

Satz 3.9 (Wohlordnungsprinzip). Ist M # () eine Teilmenge von N, so existiert
min M.

Beweis. Nach Satz @ ist eins eine untere Schranke von N und damit auch
von M. Also ist

1 € A:={v € N: v ist untere Schranke von M}.

und diese Menge damit nicht leer. Andererseits ist A durch jedes Element von M
(beachte M # ()) nach oben beschrinkt, also ist A nach Satz eine echte
Teilmenge von N und damit insbesondere keine Induktionsmenge. Da 1 € A gilt,
bedeutet dies, dass es ein vy € A geben muss, fiir das vy + 1 ¢ A gilt. Nach der
Definition von A sind vy und damit auch vy + 1 in N, vy ist eine untere Schranke
von M, aber 1y + 1 ist keine. Es gibt also ein ng € M mit vy < ng < 1y + 1.
Da aber alle drei beteiligten Zahlen in dieser Ungleichungskette in N liegen, gilt
nach Satz sogar ng = 1. Damit ist ng = 14 eine untere Schranke von M,
die in M liegt, also das Minimum von M. O

Zum Abschluss dieses Kapitels fiihren wir noch ein paar wichtige Schreibweisen
und Rechenoperationen, wie z. B. das Potenzieren mit ganzzahligen Exponenten,
ein und beweisen einige wichtige Ungleichungen und Identitéten.

Definition 3.10. (a) Fir a € R und n € N schreiben wir fir die Potenzen

n

at=a-a-a-...-a= a.

n Faktoren k=1

Weiter setzen wir a® := 1.

Ist auflerdem a # 0, so schreiben wir
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(b) Firn € N definieren wir die Fakultat von n als

n!::1-2-3-...-n:Hk:
k=1

und wir vereinbaren 0! := 1.

(c¢) Schlieflich ist fiir k,n € Ng mit 0 < k < n der Binomialkoeffizient gegeben

durch
n\ n!
k) El(n —k)!

Satz 3.11. (a) Istx > —1 und n € N so gilt
(1+2)">14+nx (Bernoullische Ungleichung).

(b) Fir die Binomialkoeffizienten gelten fir alle n € N und alle k € N mit
1 < k <n die folgenden Identitdten:

6)-=C) G-62)-04)

(¢) Fiir alle a,b € R und alle n € Ny gilt

anJrl o bn+1 _ (CL - b) Zanfk:bk.

k=0
(d) Fir alle a,b € R und alle n € N gilt die Binomialformel
" /n
a+b)" = a”Fur,
=3 ;)

Beweis. (a) Wir fithren einen Induktionsbeweis.

Induktionsanfang: Fiir n = 1 lautet die behauptete Ungleichung 1 + = >
1 4+ 2 und ist offensichtlich wahr.

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € N gelte (1 + x)" > 1 + na fiir alle
x> —1.

Induktionsschluss: Fiir v > —1 gilt 1+ 2 > 0, also konnen wir mit Hilfe der
Induktionsvoraussetzung folgern

(1+2)"" =1 +2)(1+2)" > (1+2)(1+n).

Multiplizieren wir nun aus und lassen den (positiven!) Term mit x? weg, so
erhalten wir

A4+2)" >1+z+nr+na®*=14+m+Dr+n?>1+n+ 1)z

und sind fertig.
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3. Natiirliche Zahlen

n n! n! n n! n!
b) Es gilt = = =1 und — — —1
(b) Es g (O) 0l(n—0)! 1-n! . (n) nl(n—n)l  n!-1

sowie
n n n B n! n n!
k k—1) Kn—kK! (k-1 (n—k+1)
~nlln—k+1) N nlk ~ nl(n+1)
Ckln—k+1)! kl(n—k+1)! El(n+1-—k)
(1) n+1
Ckltn+1-k)! O\ k)
(c) Es gilt

24

(a —b) z": a"F = a i a” vt —b i a” kb
k=0 k=0 k=0
— ankarlbk _ anfkkarl.

Schreibt man beide Summen aus:

— an—l—l +anb+an—1b2 4. +a2bn—1 +abn
— (@b + a0 a0 a4 b,

so erkennt man, dass sich die meisten Summanden wegheben. Das kann
man auch mit dem Summenzeichen herausarbeiten. Dazu schreiben wir
n n n
(CL _ b) Zanfkbk _ Zanfkﬂrlbk _ Zanfkbkﬂrl
k=0 k=0 k=0

n n—1
. + Zankarlbk _ Zanfkbkﬂrl — prtl (31)
k=1 k=0

Wir machen nun einen sogenannten Indexshift. In der ersten Summe erset-
zen wir £ := k — 1. Wenn k von 1 bis n gezéhlt wird, lauft also £ von 0 bis
n — 1 und wir bekommen

n—1 n—1

— an—l—l + Zan—ﬁbé—i—l _ Zan—kbk-‘rl _ bn-l—l (32)
=0 k=0

— anJrl - anrl.

(Eine solche Summe, bei der sich jeweils aufeinanderfolgende Summanden
so wegheben, dass nur am Anfang und am Ende etwas iibrigbleibt, nennt
man Teleskopsumme.)



(d) Wir verwenden wieder vollstdndige Induktion.

Induktionsanfang (n = 1):

1
1
Z (k)al_kbk =a+b=(a+b)

k=0

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € N gelte
(a+b)" = i (n) a™” kb
f .
k=0
Induktionsschluss: Es gilt
(a+b)"" = (a+b)(a+b)"

Y (g 4 b) zn: (Z) a" ki

k=0

— i <Z> anJrlfkbk + i <Z) anfk:karl
k=0 k=0
n n—1
(MY n Y\ ntl-kik N\ pkpkel Yt
—<O)a +Z<k)a b —i—Z(k)a b +<n)b i

k=1 k=0

Erneut machen wir einen Indexshift. Dieses Mal ersetzen wir in der zweiten
Summe ¢ := k + 1. Das liefert

o n n+1 - n n+l1—kik - n n+1—~0140 n n+1
—<O>a —|—Z<k)a b +Z(£_1>a b+<n>b .
k=1 /=1

Nun konnen wir die Zahlvariable in der zweiten Summe auch wieder k
nennen und erhalten

o n n+1 - n n+l1-—kik - n n+l-kik n n+1
—<O>a —|—Z<k)a b —|—Z(k_1)a b +(n)b .
k=1 k=1

Damit konnen wir die beiden Summen zu einer zusammenfassen und mit
Hilfe der Formeln aus [(b)| folgt

- n n+1 - n n n+l-k1k n n+1
= (0)r e () (e ()
(n + 1) an-i—l + i (n + 1) an—l—l—kbk + (n + 1) bn+1
0 — k n+1

n+1

Z (n N 1) antikpk
I .

k=0
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3. Natiirliche Zahlen

Das ist genau die behauptete Formel fiir n 4 1 statt n. O

Satz 3.12 (Geometrische Summenformel). Es sei g € R\ {1}. Dann gilt fir alle

n€eN
_ . n+l

k=0 q
Beweis. Es gilt fiir allen € Nund ¢ # 1
n n n n n—1
(1_q)zqkzzqk_zqk+1:qo+zqk_zqk+1_qn+1
k=0 k=0 k=0 k=1 k=0
:1_qn+1_'_zqk_zqk:1_qn+1.
k=1 k=1

Da g # 1 ist, liefert Division durch 1 — ¢ die Behauptung. O
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4. Rationale Zahlen und Wurzeln

Nun, da wir die natiirlichen Zahlen im Griff haben, kénnen wir ohne weitere
Umschweife die rationalen Zahlen definieren. Das Hauptthema dieses Abschnitts
wird dann sein, das Potenzieren auf rationale Exponenten auszuweiten, d. h.
Wurzeln einzufiihren.

Definition 4.1. Wir definieren die rationalen Zahlen Q als die Teilmenge der
reellen Zahlen mit

Q::{%:mGZ, nEN}.

Die rationalen Zahlen haben eine bemerkenswerte Figenschaft, die wir im folgen-
den Satz herausarbeiten wollen.

Satz 4.2. Fir jedes x € R und jedes € > 0 existiert ein ¢ € Q mit |x — q| < €.

Beweis. 1. Fall 2 > 0: Nach dem Satz von Archimedes BH|[(e)] gibt es ein m € N
mit 0 < /m < . Weiter hat dank des Wohlordnungsprinzips aus Satz die
Menge M :={k € N: ¥/m > 2} ein Minimum n := min M. Wegen n € M haben
wir 7/m > x und, da n — 1 nicht mehr zu M gehort, gilt »—1/m < z. Das liefert

n—1 n n-—1 1
—<0<r——< — - =—<e,
m m m m

wir kénnen also ¢ := 7~1/m setzen und erhalten |z — ¢| < ¢.
2. Fall x < 0: Da |z| > 0 ist, gibt es nach den Uberlegungen im 1. Fall ein g € Q
mit 0 < |z| — ¢ < e. Nun gilt fir § = —¢ € Q

r—q=—|z|+q¢=—(z] —q) € (—¢,0], d.h |z—¢g| <e. O
Diese Eigenschaft bekommt einen eigenen Namen.

Definition 4.3. Eine Menge M C R heifit dicht in R, wenn fiir jedes x € R und
jedes € >0 einy € M ezistiert mit |z —y| < e.

Zur Definition von Wurzeln benétigen wir zunéchst den folgenden Hilfssatz.

Lemma 4.4. Sind x,y > 0 und n € N, so gilt v <y genau dann, wenn z™ < y"
15t.
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4. Rationale Zahlen und Wurzeln

Beweis. Fiir alle n € N haben wir nach Satz Bj:[l

-1

" — yn — (ZL‘ o y) an—l—kyk.
k=0

3

Da z,y > 0 sind, ist die Summe auf der rechten Seite positiv, also gilt
r<y <= r—y<0 <= 2" —y" <0 <= 2" <y" O

Wir beweisen nun die Existenz und Eindeutigkeit einer positiven n-ten Wurzel
von positiven reellen Zahlen.

Satz 4.5. Es sei a > 0 und n € N. Dann gibt es genau ein x € [0,00), sodass
" =a qilt.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit. Seien also x,y > 0 gegeben, so-
dass 2" = a = y" gilt. Dann gilt insbesondere z" < y” und y" < 2" und mit
Lemma [4.4] folgt dann z < y und y < z, also z = y.

Fiir die Existenz stellen wir zunéchst fest, dass die Sache fiir a = 0 durch x = 0
gelost wird. Sei also a > 0. Wir betrachten die Menge

M :={zx €0,00): 2" < a}.

Dann ist in jedem Fall 0 € M, also M # (). Dan € Nist, gilt a < na < 1+na und
daher mit der Bernoullischen Ungleichung, vgl. Satz B.I1l[(a)], auch a < (1+a)".
Damit folgern wir nun fiir alle z € M die Abschétzung 2™ < a < (14a)", aus der
mit Lemma 4] sofort x < 1 + a folgt. Also ist M nach oben beschriankt. Nach
dem Vollstandigkeitsaxiom existiert damit s := sup M. Wir nehmen an, es wére
s"™ # a und unterscheiden zwei Fille.

1. Fall s" < a: Fiir jedes m € N gilt mit der Binomialformel aus Satz B:Eﬂ@

Iyt = /n\ , .1 N AN |
(s+50) :Z(k:)s P +Z(k:)s r
k=0

1 < (n 1
<sT— ) S L — 4.1
< s+ (k)s s"+ —r (4.1)

k=1

Man beachte, dass das so definierte r in jedem Fall grofler oder gleich null ist.
Nach dem Satz von Archimedes (Satz und da nach Annahme a —s™ > 0
gilt, existiert ein my € N mit Y/mo < ¢=s"/r. Dann gilt s + 7/m; < a, also ist mit
Hilfe von (.1]), wobei wir m = my wihlen,

1 \n 1
<s+—> <s"+—r<a.
mo mo
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Das liefert uns s + /m, € M, und da s das Supremum dieser Menge war, gilt
s+ Ymo < s, d. h. /me < 0. Widerspruch!

2. Fall s > a: Wir rechnen fiir jedes m € N (man beachte, dass s # 0 sein muss,
da sonst s" = 0 < a wire)

(=)= -] ="

Nach dem Satz von Archimedes kénnen wir ein m € N mit I/m < s finden.
Dann gilt —1/ms > —1, wir konnen folglich die Bernoullische Ungleichung aus
Satz B11l[(a)| anwenden und erhalten

n

> 3"<1 . —) (4.2)

ms

Wir machen nun bei Bedarf unser m noch einmal grofier, damit !/m < s und
1m < s(s"=a)/nsn gilt. Da nach Annahme s™ —a > 0 ist, haben wir fiir ein solches
m

1 s(s™ —a ns" ns" n
—<gj—<s"—a:>a<s"——:s"<l——>
m nsm ms ms ms

und nehmen wir dies mit (£.2)) zusammen, so folgt

1\n n
(s——) 25"(1——)>a.
m ms
Da s das Supremum von M ist, gibt es nach Satz2ITein xy € M mit g > s—1/m.
Nach Lemma [£4] gilt dann auch

n 1 "
Ty > (5 — —) > a,
was im Widerspruch zu xqg € M steht. O

Definition 4.6. Zu gegebenen a > 0 und n € N bezeichnen wir die nach obigem
Satz eindeutig existierende Zahl x, fir die ™ = a gilt, als n-te Wurzel von a und

schreiben
1
{VE =a /n =x.

Ist n = 2, so sagt man einfach Wurzel von a und schreibt kurz \/a.
Auflerdem setzen wir fiir a > 0 wieder

a V= L )
a'/n
Wir wissen nun fiir a > 0, was a® und a®"/" ist. Im néichsten Schritt wollen wir

uns mit a? fiir beliebige rationale Zahlen ¢ befassen. Fiir ¢ = m/n mit m,n € N ist
die naheliegende Definition a? := ({/a)™. Damit das wohldefiniert ist, muss aber
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4. Rationale Zahlen und Wurzeln

zunéchst gekliart werden, dass dieser Wert nicht von der speziellen Darstellung
von ¢ als Bruch abhéngt.

Seien also m,n, p,r € N, sodass ¢ = m/n = p/r ist. Dann gilt mr = np und es folgt
fiir jedes a > 0

(Va)")" = (Va)™ = (Ya)” = ((+/a)")" =’ und
((W)p)r = (Va)"" = ((\T/@r)p — P

Also ist dank der Eindeutigkeit der Wurzel ({/a)™ = ({/a)?. Damit ist die fol-
gende Definition gerechtfertigt.

Definition 4.7. Fs seia >0, ¢ € Q mit ¢ > 0 und ¢ = ™/n (m,n € N). Dann

setzen wir
a? ;= (Ya)™,

und falls a > 0 gilt, definieren wir fiir ¢ <0

al i= —.
a1

Ubungsaufgabe 4.8. Es gelten die bekannten Rechenregeln fiir rationale Ex-
ponenten, d. h. fiir alle a,b > 0 und alle p,q € Q gilt

P —
o apaq:ap+q Y Z_q:a’p q

o a’l? = (ab)? ° Z—i = (%)p

o (aP)? = a"
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Teil 1.

Folgen und Reihen
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5. Folgen und Abzahlbarkeit

Dieses Kapitel fithrt den fiir die Analysis fundamentalen Begriff der Folge ein
und beginnt erste Untersuchungen des Unendlichen, indem wir uns die Anzahl
der Elemente von endlichen und unendlichen Mengen genauer anschauen.

Definition 5.1. Sei X eine nicht-leere Menge. Eine Funktion a : N — X heifst
eine Folge in X.

Bei Folgen schreibt man traditionell a,, statt a(n), n € N, fiir das n-te Folgenglied.
Die gesamte Folge wird tblicherweise mit (a,) oder (a,)>2, oder (a,)nen oder
(@n)n>1 oder (ay,as, as, . ..) bezeichnet.

Beispiel 5.2. (a) Ist X = R, so spricht man von einer reellen Folge. Ein Bei-
spiel einer solchen Folge ist

(b) Fir X = {0,1} sind (a,) = (1,0,1,0,1,0,...) oder (b,) = (1,1,1,1,1,...)
Beispiele fiir Folgen in {0, 1}.

1 1 1
a, :=—, néeN, bzw. (a,) = (—) = (1,5,

n n

Wl

Mit Hilfe von Folgen kéonnen wir Begriffe einfiihren, um die ,,Grofle unendlich
grofler Mengen zu klassifizieren. Ein erster Schritt zur Beschreibung der Unend-

lichkeit.
Definition 5.3. Eine Menge X # 0 heifst

(a) endlich, wenn ein n € N und eine bijektive Funktion f:{1,2,...,n} = X
ezistieren.

In diesem Fall ist X = {f(1), f(2),..., f(n)} und man sagt, dass M die
Méchtigkeit n hat bzw. n Elemente besitzt.

(b) unendlich, wenn X nicht endlich ist.

(c) abzdhlbar, wenn eine Folge (a,) in X existiert, die surjektiv ist, d. h. es
gilt X ={ay,as,as,...} ={a, :n € N}.

(d) abzéhlbar unendlich, wenn X unendlich und abzihlbar ist.

(e) iiberabzahlbar, wenn X nicht abzdhlbar ist.
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5. Folgen und Abzéihlbarkeit

Bemerkung 5.4. Beachten Sie, dass nach dieser Definition auch endliche Men-
gen abzéhlbar sind.

Beispiel 5.5. (a) Die natiirlichen Zahlen sind abzéhlbar unendlich, denn N =
{a1,as,as,...} mit (a,) = (n) und wegen des Satzes von Archimedes
ist N nicht endlich.

(b) Die ganzen Zahlen sind ebenfalls abzdhlbar unendlich, denn es ist Z =
{aj,as,a3,...} mit a1 =0, as =1, a3 = —1, ay = 2,a5 = —2,..., also
a9, = nund as,_; = —n + 1 fir alle n € N.

Abziahlbarkeit bleibt bei Teilmengenbildung und fiir abzédhlbare Vereinigungen
erhalten. Diese wichtigen Eigenschaften halten wir im folgenden Satz fest.

Satz 5.6. (a) Ist A eine abzihlbare Menge und B C A nicht-leer, so ist auch
B abzihlbar.
(b) Seil eine abzihlbare Indexmenge und fiir jedes j € I sei A; eine abzihlbare
Menge. Dann ist auch Uje[ A; abzihlbar.
Beweis. (a) Da A abzdhlbar ist, gibt es eine Folge (a,) in A mit A ={a, :n €
N}. Wihle nun ein beliebiges b € B aus. Damit definieren wir die Folge

b b, falls a,, € B,
" a,, fallsa, € B,

n € N.

Sei x € B. Dann gilt nach Voraussetzung = € A, also gibt es ein m € N,
fir das = = a,, ist. Insbesondere ist a,, € B, womit b,, = a,, = z gilt,
denn so war (b,) definiert. Damit ist z € {b, : n € N} und wir haben
B C {b, : n € N} gezeigt. Da aber auch offensichtlich B O {b, : n € N}
gilt, ist damit B = {b, : n € N}.

(b) Da I abzdhlbar ist, gibt es eine surjektive Folge (j,,) in I. Fiir jedes n € N
ist wiederum die Menge A;, abzdhlbar, kann also geschrieben werden als

A = {agj”),aéj"),agj”), ...} mit einer Folge (a,(gj”))keN. Wir schreiben alle
diese Elemente als zweidemensionales Raster auf:
agjl) . agjl) aéjl) . aijl) aéjl) .
Ve / Ve /
agjz) agjz) ang) aijz) aéjQ)
I vd e
a§j3) aéja) agjs) az(lja) aéjs)
Ve /
agﬂ) agﬂ) aéﬂ) aiﬂ) aéj4)
4
(45)
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und nummerieren entlang der Pfeilkette durch. Dank der Surjektivitdt der
Folge (j,) und da jeweils alle Elemente von A, von den Folgen (ag"))keN
erfasst werden, liefert das eine Folge, deren Folgenglieder alle Elemente der
Menge J,,cyy An durchlaufen. O

Mit dem eben bewiesenen Satz konnen wir zeigen, dass Q abzahlbar ist.
Satz 5.7. Die rationalen Zahlen Q sind abzihlbar.

Beweis. Fiir jedes feste m € 7Z ist die Menge
M,, = {T ‘n e N}
n

abzéhlbar, z. B. mit Hilfe der Abzéhlung (7/n),cn. Es gilt

UMm: U{%:nEN}:{%:mEZ, nEN}:@.

meZ meZ

Da nach Beispiel 5.5[(b)] die Menge Z abzihlbar ist, sind damit die rationalen
Zahlen eine abzéhlbare Vereinigung von abzédhlbaren Mengen, d. h. sie sind nach
Satz B.6][(b)| abzéhlbar. O

Zum Abschluss geben wir ein erstes Beispiel einer iiberabzdhlbaren Menge an.

Beispiel 5.8. Die Menge F' aller Folgen in {0, 1} ist iiberabzdhlbar. Um das zu
beweisen, nehmen wir an, F' wére abzéhlbar, d. h. F' = {fi, fo, f3,...}, wobei
fi= @, ay,a¥,...) und a,ij) € {0, 1} fiir alle j, k € N.

Wir definieren eine Folge (a,)nen in {0, 1} wie folgt:

an, -

1, falls oM = 0,
0, falls aS{‘) =1,

fiir jedes n € N. Dann ist (a,)nen in F', also gibt es nach Annahme ein m € N,
sodass (G )nen = fm gilt. Damit stimmen insbesondere die m-ten Folgenglieder
dieser beiden Folgen iiberein, d. h. a,, = a'™ . Das ist ein Widerspruch, denn wir

haben die Folge (a,)nen eben so konstruiert, dass dies nicht gilt.

Das Beweisverfahren dieses Uberabzéihlbar}geitsbeweises heifit Cantorsches Dia-
gonalverfahren. Man kann damit auch die Uberabzéhlbarkeit von R nachweisen,

s. Abschnitt [T4]
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6. Konvergente Folgen

Wir wollen uns nun dem zentralen Thema der Analysis zuwenden, der mathe-
matisch exakten Behandlung des unendlich Kleinen und unendlich Grofien. Dazu
fithren wir den fiir alles Weitere zentralen Begriff der Konvergenz ein.

Definition 6.1. Eine Folge (a,) in R heifft konvergent gegen a € R, wenn fir
alle e > 0 ein ng = ng(e) € N ezistiert mit

la, —a| < e fiir alle n > ny.
In diesem Fall heifit a Grenzwert oder Limes der Folge (a,). Man schreibt dafiir

a= lim a, oder a,—a (n— 00).
n—oo

Ist eine Folge nicht konvergent, so heifst sie divergent.
Fiir eine Umformulierung dieser Definition benotigen wir die folgenden Begriffe.
Definition 6.2. (a) Seien o € R und € > 0 gegeben. Dann heifit die Menge
Uc(zg) :={x €R: |z — x| <e} = (xg—&,20+¢)
e-Umgebung von xg.

(b) Es sei A(n) eine fir jedes n € N definierte Aussage. Wir sagen, A(n) gilt
fir fast alle n € N, wenn es ein m € N gibt, sodass A(n) fir alle n > m
richtig ist.

Damit kénnen wir nun sagen, dass lim,, , @, = a ist, genau dann wenn
Ve >03ng e NVn >ng:a, € Ula)
bzw. in Worte gefasst:

Fiir alle ¢ > 0 gilt a,, € U.(a) fiir fast alle n € N.

Aus der letzten Formulierung ist gut ersichtlich, dass es fiir die Konvergenz einer
Folge auf endlich viele Folgenglieder nicht ankommt. Das formalisieren wir in der
folgenden Bemerkung.
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6. Konvergente Folgen

Bemerkung 6.3. (a) Sind (a,) und (b,) reelle Folgen mit a,, = b, fiir fast alle

(b)

n € N, dann ist (a,) konvergent genau dann, wenn (b,,) konvergiert, und in
diesem Fall gilt lim,, ,oo a,, = lim,, .. by,.

Eine konvergente Folge mit Grenzwert null wird auch oft kurz eine Nullfolge
genannt.

Beispiel 6.4. (a) Sei a, :==1/n, n € N.

38

Behauptung: (a,) ist konvergent und es gilt lim,,_,, a, = 0.

Beweis. Sei ¢ > 0. Nach dem Satz von Archimedes (Satz gibt es
ein ng € N mit 1/ny < . Damit ist fiir alle n > ng

1 1
la, —al =la, — 0| = |a,| = — < — <e. O
n N
Sei a,, := (=1"/n, n € N,
Behauptung: (a,) ist konvergent und lim,,_,, a,, = 0.
Beweis. Es gilt |a, — 0] = |(=1"/n| = 1/n. Wir konnen also ab jetzt den
Beweis aus @ iibernehmen. O
2n? — 5!
Sei a,, := 7127”+, n € N.
n®+1
Behauptung: (a,) konvergiert und lim,,,, a, = 2.
Beweis. Es gilt fiir alle n € N
2n? —n+5—2n*—2 3—n| |3—m| n+3
L =2 = - < < . (6.1
o | n?+1 n2+1 - n?2 — n? (6.1)

wobei wir bei der letzten Abschétzung die Dreiecksungleichung angewendet
haben. Nun verwenden wir noch, dass fiir allen € N gilt n4+3 < n+3n = 4n
und erhalten damit
ay —2| <2 _ 4 (6.2)
n S 5= .
Sei nun € > 0. Nach dem Satz von Archimedes existiert ein ng € N, sodass
1/ng < ¢/4 gilt. Dann haben wir nach obiger Abschétzung fiir alle n > ng

4 4
an—2| < - < —<4-S=¢ O
n - ng 4

Sei a, := (—=1)", n € N.
Behauptung: Die Folge (a,,) divergiert.



Beweis. Wir nehmen an, es gébe ein a € R mit a,, — a (n — o0). Dann gibt
eszu € = 1 ein ny € N, sodass fiir jedes n > ng die Ungleichung |a, —a| < 1
gilt. Fiir n > ngy gilt dann aber mit Hilfe der Dreiecksungleichung

2=lay, — api1] = |an —a+a—apy1| <lap —al+la—ap| <1+1=2.
Also folgt 2 < 2, ein Widerspruch. 0
Satz 6.5. Jede Folge in R hat hochstens einen Grenzwert.

Beweis. Wir nehmen an, es gibe eine Folge (a,) in R und a,b € R mit a # b,
sodass (a,) sowohl gegen a als auch gegen b konvergiert. Dann ist & := la=bl/2 > 0
und es gilt U.(a) NU.(b) = (. Nach der Definition des Grenzwertes existiert aber
ein ng € N, sodass a,, € U.(a) fiir alle n > nq gilt. Also gilt a,, € U.(b) nur fiir
hochstens endlich viele n € N. Damit kann (a,) nicht gegen b konvergieren. [

Definition 6.6. FEine reelle Folge (a,) heiffit beschrénkt, wenn die Menge der
Folgenglieder {a,, : n € N} = {ay, as,as, ...} beschrinkt ist. Diese Menge besitzt
dann ein Infimum und ein Supremum. Wir schreiben dafiir

SUp @y, 1= SUp Gy, := sup{a, : n € N},
neN n=1

o.]
inf a,, := inf a,, := inf{a, : n € N}.
neN n=1

Beachten Sie, dass eine Folge (a,) genau dann beschréinkt ist, wenn ein C' > 0
existiert, sodass |a,| < C fiir alle n € N gilt, vgl. Ubungsaufgabe 218

Satz 6.7. Jede konvergente Folge in R ist beschrinkt.

Beweis. Es sei (a,) eine konvergente Folge in R und a := lim,,_,, a,,. Nach Defi-
nition der Konvergenz existiert zu € = 1 ein ny € N, sodass |a, — a| < 1 fiir alle
n > ng gilt. Wir setzen

C := max{|a1|, |as],|as|, .-, |an,-1], 1+ |a|}.

Dann gilt zum einen fiir alle n < ny sofort |a,| < C' und zum anderen auch fiir
alle n > ng, denn fiir diese Indizes gilt

la,| = lan —a+a| <la, —a|+|a| <1+ |a| <C. (6.3)
Zusammengenommen gilt |a,| < C fir alle n € N und somit die Behauptung. [

Warnung 6.8. Die Umkehrung von Satz ist falsch! Es gibt durchaus be-
schréankte Folgen, die nicht konvergieren, beispielsweise die Folge ((—1)") aus

Beispiel @
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6. Konvergente Folgen

Man ist zuweilen versucht zu sagen, dass eine Folge ,, gegen unendlich geht*. Das
ist mit unserem bisherigen Konvergenzbegriff aus gutem Grunde nicht moglich.
Wir kénnen aber die folgende Sprechweise einfiihren.

Definition 6.9. Eine reelle Folge (a,)

(a) divergiert bestimmt gegen oo, falls fir jedes C' > 0 ein ng = no(C) € N
existiert, sodass a, > C' fiir alle n > ng gilt.

In diesem Fall schreiben wir analog zum Grenzwert

lim a, =00 oder a,— oo (n— ).
n—oo

(b) divergiert bestimmt gegen —oo, falls fiir jedes C' > 0 ein ng = no(C) € N
existiert, sodass a, < —C' fiir alle n > nqy gilt.

Auch hier schreiben wir

lim a, = —oc0 oder a, — —oo0 (n — 00).
n—oo

Ubungsaufgabe 6.10. (a) Zeigen Sie: Ist (a,) eine bestimmt divergente Fol-
ge gegen plus oder minus unendlich, so gilt a, # 0 fiir fast alle n € N.
AuBerdem ist die Folge (}/a,.x)nen fiir ein geeigenetes k € N eine Nullfolge.

(b) Achtung: ist (b,) eine Nullfolge mit b, # 0 fiir alle n € N, so ist (1/s,) im
Allgemeinen nicht bestimmt divergent. Geben Sie hierzu ein Beispiel an.

(c) Beweisen Sie, dass fiir jede Nullfolge (b,) mit b, # 0 fiir alle n € N die
Folge (Y/b,|) bestimmt gegen oo divergiert.
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7. Grenzwertsatze

In diesem Abschnitt wollen wir die Berechnung von komplizierteren Grenzwer-
ten angehen. Dabei werden wir auch einige wichtige Beispiele von konvergenten
Folgen sehen, die im weiteren Verlauf immer wieder benotigt werden.

Satz 7.1. Sei (a,) eine Folge in R.

(a) Die Folge (a,) konvergiert gegen a € R genau dann, wenn die Folge (|a,, —
a|)nen gegen null konvergiert.

(b) Ist a € R und (5,) eine Nullfolge mit |a, — a| < [, fiir fast alle n € N, so
ist lim,, o0 Gy, = @.

Beweis. (a) Wegen |a, — a| = “an —al — 0’ gilt nach der Definition von Kon-
vergenz

lima,=a <=Ve>03ng e NVn>ng:|a, —al <e

n—oo
<:>V8>OEInOGNVn2nO:Han—a|—0‘<s

<= lim |a,, —a| = 0.
n—oo

(b) Nach Voraussetzung gibt es ein m € N, sodass |a, —a| < 3, fiir alle n > m
gilt. Sei nun £ > 0. Dann existiert dank der Konvergenz von (f3,,) ein ny € N
mit 0 < 5, < e fir alle n > ny. Wir wéhlen ny := max{m, n;}. Dann gilt
fiir alle n > ng die Abschitzung |a, —a| < 5, < e. O

Bemerkung 7.2. Von besonderer Bedeutung ist die Aussage von Satz [T.11[(a)]
im Fall a = 0. Demnach ist jede reelle Folge mit lim, . |a,| = 0 schon selbst
eine Nullfolge.

Die folgenden sogenannten Grenzwertsdtze enthalten duflerst wichtige Rechen-
regeln fiir Grenzwerte von Folgen. Mit ihnen ist es oft moglich, die Frage nach
Konvergenz einer komplizierten Folge auf die Untersuchung von mehreren, aber
dafiir einfacheren Folgen zuriickzufiihren.

Satz 7.3 (Grenzwertsétze). Es seien (a,) und (b,) konvergente Folgen mit a =
lim,, oo @, und b :=lim,,_so b,. Dann gilt:

(a) lim, o |a,| = |al.
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7. Grenzwertsatze

(b) lim,, o (a, + b,) = a+b.

(c¢) lim, o0 (Aay,) = Aa fir alle X € R.

(d) lim,_,(a, -b,) =a-b.

(e) Ist zusditzlich a,, # 0 fir allen € N und a # 0, so ist lim, . /an = Ya.

Beweis. (a) Nach der umgekehrten Dreiecksungleichung gilt
|lan| = lal| < lan — al =: Ba.

Da (a,) gegen a konvergiert, konvergiert nach Satz [1l[(a)] die Folge (3,)
gegen null. Also kénnen wir mit Satz [Z1[(b)] folgern, dass (|a,|) gegen |a|
konvergiert.

(b)-(d) Ubungsaufgabe

(e) Nach Teil[(a)] konvergiert die Folge (]a,|) gegen |a| und nach Voraussetzung
ist |a| > 0. Also gibt es zu ¢ := lal/2 > 0 ein m € N mit ||a,| — |a|| < lal/2
fiir alle n > m. Damit gilt fiir alle diese n auch

lal _ lal
lan| = lal = (lal = lan]) > lal = |la] = lan| > Ja] = - = 5.

Also ist 1/ja,| < 2/jal fiir alle n > m und wir kénnen fiir diese n abschétzen:

la, —a| _ 2la, —a] 2
= = ?\an —a|=:6,. (7.1)

1 1)_‘a—an

an al 1 ama | aglla] T |af?

Nach [(¢)] und Satz [T.1[(a)] gilt nun wieder 8, — 0 (n — 0o) und damit folgt
mit Hilfe von Satz [Z1[(b)] die Behauptung. O

Das folgende Beispiel zeigt, wie mit Hilfe dieses Satzes schon ein bisschen kom-
pliziertere Grenzwerte angegangen werden koénnen.

Beispiel 7.4. (a) Sei p € N fest gewahlt und a,, := 1/n» fiir n € N. Wir wissen
aus Beispiel 6.4][(a)] dass die Folge (1/n) gegen null konvergiert. Also gilt
mit p-maliger Anwendung von Satz [T.3[(d)]

lim a, = lim 1 = lim <l>p = (hm l)p =0=0.

n—o00 n—oo NP n—oo \ 1N n—oo N,

(b) Wir untersuchen
n®+2n+3

L= TR N.
“ n?+3 ne
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Dazu kiirzen wir den Bruch mit der hochsten auftretenden Potenz:
n*+2n+3 1+2+35
Ap = = )
n?+3 1+ 3
Nun gilt lim, ,.2/n = 0 nach Beispiel @ und Satz sowie

lim,, o 3/n? = 0 dank mit p = 2 und wieder Satz [T3][(c)] Das bedeutet
fiir die Folge im Zahler mit Hilfe von Satz @

2 3 2 3
lim (1424 23) = Tim 1+ lim =+ lim 5 =14+0+0=1
n—oo n n n—o0 n—oo N n—oo M
und genauso fiir die Folge im Nenner lim,, (1 + 3/n2) = 1. Damit sind die
Voraussetzungen von Satz @ erfiillt und es gilt

. 1 1 1
lim T = = s~ = =1L
n—oo 14 =5 limyoo(1+5) 1

Das liefert schlieBlich mit einer Anwendung von Satz @

. . 3 ) 1 1
A = B ) T T T
Dieses Kiirzen mit der hochsten auftretenden Potenz ist bei allen Grenz-
werten der Form , Polynom in n geteilt durch Polynom in n“ Erfolg ver-
sprechend.

Ein weiteres wichtiges Werkzeug fiir Konvergenzuntersuchungen von reellen Fol-
gen ist der folgende Satz, der zeigt, dass sich die Grenzwertbildung gut mit der
Ordnungsrelation auf R vertragt.

Satz 7.5. Es seien (ay), (b,) und (c,) reelle Folgen und (a,) und (b,) seien
konvergent.

(a) Ist a, < b, fir fast alle n € N, so folgt lim,,_,.. a,, < lim,, o by,.

(b) Ist a, < ¢, < b, fir fast alle n € N und gilt lim,,_, a, = lim, .+ b, = a,
so ist auch die Folge (c,) konvergent und es gilt lim,_,, ¢, = a (Sandwich-
Theorem).

Beweis. (a) Wir nehmen an, es wére lim,,_,o, a, =: a > b := lim,,_, b,. Dann
ist € := a=b/2 > 0 und dank der Konvergenz von (a,) und (b,) gibt es ein
no € N, sodass sowohl b, € U.(b) = (b —¢,b+ ¢) als auch a, € U.(a) =
(a —e,a+ ¢) fiir alle n > ng gilt. Da

a—b a
bte—ppt—2_ ¢
+e + 5 5
gilt, haben wir also fiir diese n auch b
zur Voraussetzung.

. b a—>b .

- = q — = QqQ —

2 2

n < b+e =a—e < a, im Widerspruch
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7. Grenzwertsatze

(b) Seie > 0. Dann gibt es ein ny € N, sodass fiir alle n > ny sowohl a,, < ¢, <
b, als auch |a, — a| < € und |b, — a| < € gilt. Hieraus folgern wir fiir alle
diese n

a—e<a,<c¢,<b,<a-+e.

Also ist a — e < ¢, < a + € oder, anders ausgedriickt, —e < ¢, —a < ¢,
d. h. |¢, —a|] < ¢ fiir alle n > ng und damit konvergiert die Folge (¢,) gegen
a. U

Satz 7.6. Es sei (a,) eine konvergente reelle Folge mit a,, > 0 fiir alle n € N.

Dann gilt fir allep € N
tim = g I o

Beweis. Sei p € N beliebig und a := lim,,_,o a,. Wir betrachten zunéchst den
Fall a = 0. Sei dazu ¢ > 0 gegeben. Dann gilt auch e? > 0, also gibt es ein ng € N,
sodass a, < eP fir alle n > ng gilt. Damit ist nach Lemma 4] fiir diese n auch
a, < g, also |y/a, — 0] < ¢ und wir sind fertig.

Ab jetzt sei also a > 0. Dann gilt fiir alle n € N nach Satz BIT[(c)| (setze dort
n:=p-—1)

—_

an — al = | (V) = (ay'| = | (Yan = ¥a) S (fany ' (Wa)"

0

bS]

i

= |3/ — ¢/a] Y- (" (a)
k=0

Beachten Sie, dass wir bei der Summe die Betrdge weglassen kénnen, da alle
Summanden positiv sind, die Summe also in jedem Fall positiv ist. Da auch
unser Gesamtausdruck dank des Betrages positiv ist, kénnen wir diesen kleiner
machen, indem wir in der Summe alle Summanden bis auf den letzten fiir £ = p—1
weglassen. Das ist zugegebenermaflen eine grobe Abschétzung, aber, wie wir sehen
werden, reicht das aus. Damit erhalten wir

an — al = | /e — V(S
Setzen wir ¢ := ({/a)P~!, so haben wir fiir alle n € N
1
|v/a, — ¥/a| < E|an —al| =: B,. (7.2)

Man beachte, dass ¢ > 0 ist, sodass diese Umformung erlaubt ist.
Die Folge (|a, — a|) konvergiert nach Satz [Il[(a)] gegen null. Also ist (3,) dank
Satz eine Nullfolge. Damit folgt lim,, o, ¢/a, = ¥/a aus Satz IED@ O
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Beispiel 7.7. (a) Wir betrachten
an,:=vVn+1—+y/n, nel
Fiir alle n € N gilt mit Hilfe der dritten binomischen Formel

(Vn+1—+/n)(Vn+1+4+/n) n+l—n 1

o Vit 1+ vn T Vntitvn Jatityn

Kiirzen mit /n und anschlieBende Anwendung der Grenzwertsétze zusam-

men mit Satz liefert
1
Vi 0

1
ay, = Ve = _>ﬁ:0 (n — 00).
VL A+ 1+1+1 +

(b) Wir wandeln (a,) leicht ab und betrachten
by =vn(vVn+1—+vn)=+vn-a, neN

Dann gilt wie oben

vn 1 1 1

= (n — o0).

bn: = — —
\/n—~|»1+\/ﬁ nTH+1 1+1 2

Im folgenden Satz betrachten wir Folgen mit n-ten Wurzeln.
Satz 7.8. Es ist lim,,_,o {/n =1 und fir jedes ¢ > 0 gilt lim,,_,, {/c = 1.

Beweis. Fiir alle n € N gilt 1" = 1 < n und damit 1 < {/n nach Lemma [£4]
Also ist /n = 1+ a,, mit einer Folge (a,,), fiir die a,, > 0 fiir alle n € N gilt. Wir
untersuchen nun die Folge (a,) auf Konvergenz und erledigen damit sofort auch
(/n). Es ist fiir n > 2 mit Hilfe der Binomialformel

w = e =3 () 2 (1)t = gt = "0 e

k=0

Dabei haben wir alle Summanden, bis auf den mit k£ = 2, weggelassen. Wir formen
um und erhalten a2 < 2/n-1 fiir alle n > 2. Damit gilt fiir diese n

2
n—1

0<a, <

Da lim,, o 2/n—1 = 0 ist, konvergiert nach Satz mit p = 2 die rechte Seite
obiger Ungleichungskette ebenfalls gegen null. Das Sandwich-Theorem [7.5 [(b)]
liefert damit a,, — 0 (n — oco) und daher /n — 1 (n — o0).
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7. Grenzwertsatze

Bei der Betrachtung des zweiten Grenzwertes unterscheiden wir zwei Félle. Ist
¢ > 1, so wihlen wir ein m € N mit m > ¢ (dieses existiert nach dem Satz von

Archimedes BH[(c)]). Dann gilt nach Lemma 4]
1<Ye<yYm<Un

fir alle n > m. Da wir den Grenzwert von {/n oben schon zu 1 bestimmt haben,
liefert das Sandwich-Theorem /c — 1 (n — o).
Ist hingegen 0 < ¢ < 1, so ist }/c > 1, wofiir wir eben

%zﬁ—)l(n—)oo)

gezeigt haben. Mit Hilfe von Satz [T.3][(e)] ist damit lim,, ., {/c = 1. O

Einen weiteren wichtigen Grenzwert behandelt der folgende Satz.

Satz 7.9. Sei g € R beliebig. Dann ist die Folge (¢")nen genau dann konvergent,
wenn q € (—1,1] ist und es gilt

. " 1, fallsq=1,
lim ¢" =
n—00 0, fallsqe (—1,1).

Beweis. Wir betrachten zunéchst die einfachen Fille ¢ € {—1,0,1}. Ist ¢ = 0, so
ist ¢" = 0 fiir alle n € N, die Folge konvergiert also gegen null. Im Falle ¢ = 1
findet man genauso wegen ¢" = 1 fiir alle n € N Konvergenz gegen eins. Fiir
q = —1 erhalten wir die schon aus Beispiel @ bekannte divergente Folge
(—1)).

Als Néchstes wollen wir die Divergenz der Folge im Fall |g| > 1 zeigen. Wir setzen
dazu p := |g| — 1 > 0 und schétzen mit Hilfe der Bernoullischen Ungleichung ab:

lq"| =1q|" = (1+p)" > 1+np > np.

Damit ist die Folge (¢™) nicht beschrinkt, denn gébe es ein M > 0 mit |¢"| < M
fiir alle n € N, so wire n < l¢"l/p < M/, fiir alle n € N, also N beschrankt. Nach
Satz 6.7 kann damit (¢™) nicht konvergieren.

Schliefllich zeigen wir Konvergenz fiir 0 < |¢| < 1. Dann ist 1/jq) > 1, also haben
wir wieder 1/jgl = 1 + p fiir ein p > 0. Die Bernoullische Ungleichung zeigt uns

1 1\n
—=<—) =(1+p)"=1+np=>np.
"] lq]

Also ist |¢"| < 1/np fir alle n € N und da (1/np),en eine Nullfolge ist, konvergiert
nach Satz [1l[(a)] die Folge (¢")nen gegen null. O
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8. Monotonie-Kriterium und
Eulersche Zahl e

In diesem Abschnitt definieren wir die notigen Begriffe, um iiber das Monotonie-
Verhalten von Folgen zu sprechen. Damit werden wir ein neues wichtiges Kon-
vergenzkriterium herleiten, mit dem wir am Ende die Eulersche Zahl e definieren
konnen.

Definition 8.1. Eine reelle Folge (a,) heifit
(a) monoton wachsend, wenn a,1 > a, fir allen € N gilt.
(b) monoton fallend, wenn a, 1 < a, fir allen € N gilt.
(c) streng monoton wachsend, wenn a,1 > a, fir allen € N gilt.
(d) streng monoton fallend, wenn a, 1 < a, fir allen € N gilt.

(e) (streng) monoton, wenn sie (streng) monoton wachsend oder (streng) mo-
noton fallend ist.

Damit konnen wir folgendes Konvergenzkriterium beweisen.

Satz 8.2 (Monotonie-Kriterium). Eine monotone reelle Folge (a,,) ist genau dann
konvergent, wenn sie beschrankt ist. In diesem Fall gilt

. SUD,en G,  WENN G, monoton wachsend ist,
lim a, =
n—oo

inf,cya,, wenn a, monoton fallend ist.

Beweis. Da jede konvergente Folge nach Satz beschréankt ist, miissen wir
fiir die behauptete Aquivalenz nur zeigen, dass jede monotone und beschrinkte
Folge konvergent ist. Dazu betrachten wir den Fall, dass (a,,) monoton wéchst,
der Beweis fiir monoton fallende Folgen geht dann analog.

Sei ¢ > 0 und wir setzen a := sup,cya,. Dann existiert nach Satz 2.I7 ein
ng € N mit a,, > a —e. Damit gilt fiir alle n > ny wegen der Monotonie und der
Beschranktheit von (a,)

a—€e<ap, <a,<a<a-+e.

Das bedeutet |a,, — a| < ¢ fiir alle n > ny und damit genau die Konvergenz von
(an) gegen a. O
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8. Monotonie-Kriterium und Eulersche Zahl e

Beispiel 8.3. Wir betrachten eine rekursiv definierte Folge, die gegeben ist durch
ar:=v6 und any1 = V6 +a,, n>1.

Bei einer in dieser Weise gegebenen Folge ist keine explizite Rechenvorschrift fiir
das n-te Folgenglied gegeben, sondern nur ein Startwert a; und dann eine Formel,
wie man aus einem Folgenglied das jeweils néchste berechnen kann. Auch dadurch
ist die Folge eindeutig bestimmt.

Hier erhélt man fiir die ersten Folgenglieder

3
as = \[6+ /6, a5=\/6+\/6+6, a4:\/6+ \3/6+\3/6+\3/5,

Um das Monotoniekriterium anzuwenden, priifen wir die Voraussetzungen nach,
d. h. wir zeigen, dass (a,) nach oben beschriankt und monoton wachsend ist.
Genauer gesagt beweisen wir

(a) a, <2 und a4 > a, fir alle n € N,
(b) (ay,) konvergiert und lim,, ,, a,, = 2.

Beweis. (a) Wir gehen induktiv vor.

Induktionsanfang: Es gilt a; = V6 < V/8=2und as = /6 +a; > V6 = ai,
da a; > 0 ist. Also ist die Aussage fiir n = 1 richtig.

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € N gelte a,, < 2 und a,1 > a,.

Induktionsschritt: Es ist mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung

i1 = 6+ a, <V6+2=v8=2

und

Apy2 = \3/6 + apy1 > \3/6 + ap = Apy1-

(b) Nach Satz wissen wir nun, dass (a, ) konvergiert, und dass lim,, ., a, =
SUP,cn On < 2 ist, denn 2 ist eine obere Schranke der Folge. AuBerdem
wissen wir, dass a2, = 6 + a, fiir alle n € N gilt. Nach den Rechenregeln
fiir Grenzwertbildung aus Satz [[.3] konvergieren bei dieser Gleichung die
Folgen auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens. Gehen wir zum Limes
iiber, erhalten wir fiir a := lim,_, a, die Beziehung a® = 6 + a bzw.
a®—a—6=0.

Eine Losung dieser Gleichung ist a = 2. Polynomdivision liefert (a —2)(a®+
2a+3) =0 und a®> +2a+ 3 = (a+ 1)? + 2 = 0 hat keine weiteren reellen
Losungen. Also muss a = 2 sein. 0
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Wir wenden uns nun zwei besonders wichtigen Folgen zu, die harmlos aussehen,
aber viel Ziindstoff enthalten:

1 n
an::<1+—>, n € N,
n
"1 1 1
bn:k H:1+1+5+5+ +—, neN
=0

Warnung 8.4. Die Folge (a,) bietet eine gute Gelegenheit, vor einem verbreite-
ten Fehler bei der Bestimmung von Grenzwerten zu warnen. Man koénnte auf die
Idee kommen, die Stellen, an denen das n vorkommt, nacheinander zu bearbeiten.
Dazu benennen wir z. B. das n im Exponenten in £ um und lassen zunéchst das
n und danach dann das k£ gegen unendlich laufen. Das liefert

1\ k

lim Tim (1) = lim 1° = 1.
k—o0 n—00 n k—o0

Wenn das ein giiltiges Verfahren wiére, sollte es aber natiirlich auch andersherum

funktionieren. Bilden wir zundchst den Grenzwert fiir k£ gegen unendlich und dann

den fiir n, so finden wir, dass

lim hn1<1+-l)k
n—00 k—00 n

nicht existiert. Wir werden gleich sehen, dass der Grenzwert von (a,) existiert
und nicht 1 ist. Beide Betrachtungen fiihren also in die Irre.

Das ist ein Beispiel fiir eine Grundschwierigkeit in der Analysis und fiihrt gleich
zu einer weiteren Warnung: Grenzwerte lassen sich im Allgemeinen nicht ver-
tauschen! Das gilt sogar, wenn alle beteiligten Grenzwerte existieren, wie das
folgende Beispiel zeigt:

n k n
hmmkﬂ:mwm—QZMWﬂ
n—oo k—oo \ k + 1 n—oo \k—oo k + 1 n—00

fim i (52q) = im0 =0
Nach diesen Vorbemerkungen wenden wir uns jetzt der Behandlung der beiden
oben angegebenen Folgen zu.

Satz 8.5. Die Folgen (a,) und (b,) konvergieren und lim,,_, a, = lim,_, by,.

Beweis. Wir beginnen damit, die Konvergenz von (b,) mit Hilfe des Monotonie-
kriteriums zu beweisen. Da m! > 0 fiir jedes m € N gilt, sehen wir fiir jedes

neN
n+1

1 "1 1 1
b= — =3 = —b b,.
ntl ;k! ;k!+(n+1)! R TR
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8. Monotonie-Kriterium und Eulersche Zahl e

Die Folge (b,,) ist also streng monoton wachsend und es bleibt noch Beschrankt-
heit zu zeigen. Dazu schreiben wir b,, aus

1 1
b,=1+1+4 = e — =
" + Jr2+2-3+2-3-4+ +2-3-...-n

und beobachten, dass wir den Ausdruck grofler machen, wenn wir in den Nennern
alle Faktoren, die grofler als 2 sind, durch 2 ersetzen:

S L T
2 ' 22 23 -1

—1+1+1+(1)2+(1)3 + +(1>n_1
B 2 \2 2 2 '

Wir verwenden nun die geometrische Summenformel aus Satz [3.12 und erhalten
fiir alle n € N

n—1 1
1\ 1— (4 1y\n
<1+ (5) :1+17(21):1+2—2(§> <3
k=0 2

Also ist mit Hilfe des Monotoniekriteriums aus Satz[8.2] die Folge (b,,) konvergent
und fiir b := lim,, ., b, gilt b < 3.

Wir wenden uns der Folge (a,) zu. Um fiir diese Folge Monotonie nachzuweisen,
betrachten wir den Quotienten zweier benachbarter Folgenglieder. Es gilt

n 1 n+1 1\ 1 1 n 1\
() (00) =0 ) () (50)
an, n+1 n n+1 n+1 n

1 n+2 n \" 1 n>+2n+1—1\n
=) G ) = () )

n+1/\n+1 n+1 n+1 (n+1)2

() ()
B n+1 (n+1)2/ °

Mit der Bernoullischen Ungleichung finden wir dafiir die Abschétzung

Z(1+%H><1_ﬁ>:1+n+1_(nf1)2_(n—f1)3

_1+”2+2”+1_n2_”_”_1+ 1 o1
a (n+1)3 o (n+1)?

fiir alle n € N. Daraus folgt, da alle Folgenglieder positiv sind, sofort a, <
an+p fiir alle n € N, also ist auch die Folge (a,) streng monoton wachsend.
Die Beschrénktheit dieser Folge spielen wir nun auf die Beschranktheit von (b,)

50



zuriick. Nach der Binomialformel gilt

_1+1+Z;!'n(n—l)(n—2n)k~-~(n—k+1)

Im hinteren Bruch konnen wir nun ein n kiirzen. Dann bleiben sowohl im Zahler
als auch im Nenner genau k£ — 1 Faktoren {ibrig:

In—1 n—-2 n—-—k+1
=14+1+) — : : (8.1)
Schliefflich beobachten wir, dass jeder dieser Faktoren kleiner als 1 ist und erhalten

"1
<1+1+Zg:bn.
k=2

Also haben wir fiir jedes n € N nun a, < b, < 3 und damit ist auch die Folge
(a,,) beschréankt und zusammen mit der oben gezeigten Monotonie folgt damit
die Konvergenz. Wir setzen a := lim,,_,o a,,.

Es bleibt nun noch a = b zu zeigen. Da wir schon a,, < b, fiir alle n € N
gezeigt haben, wissen wir wegen Satz @ bereits a < b. Es bleibt also nur die
umgekehrte Ungleichung zu zeigen. Sei dazu ein 7 € N mit j > 2 fest gewahlt
und n > j. Dann gilt wegen (81])

an:1+1+§;%(1_%><1_%>‘_‘<1_k;1)
S ()00 - (-5

Wir gehen nun in dieser Ungleichung auf beiden Seiten zum Grenzwert n — oo
iiber. Man beachte, dass wir es dabei nicht mit Schwierigkeiten wie unendlicher
Summierung oder unendlichen Produkten zu tun bekommen. Wir haben ,ledig-
lich“ eine endliche Summe von einem endlichen Produkt von Folgen, die alle
konvergieren, Satz [[.3ist also hier anwendbar.

Da jeder einzelne Klammerausdruck gegen 1 strebt, geht jeder Summand gegen
/& und damit strebt der gesamte Ausdruck auf der rechten Seite genau gegen 1+
1457 _oY/k = b;. Wir erhalten somit aus unserer Ungleichung a = lim,, . a,, >
b; fiir jedes 7 € N mit j > 2. Nun koénnen wir schlieBlich den Grenziibergang
j — oo durchfiihren und erhalten a > lim;_,. b; = b. O
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8. Monotonie-Kriterium und Eulersche Zahl e

Der Grenzwert dieser beiden Folgen ist so wichtig, dass wir ihm einen eigenen
Namen verpassen.

Definition 8.6. Die Zahl 1
e:= lim (1 n —>

n—oo n

heifst Eulersche Zahl.
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9. Teilfolgen und Haufungswerte

Auch divergente Folgen enthalten unter Umstéinden so etwas wie konvergente
Anteile. Die zu deren Beschreibung niitzlichen Begriffe wollen wir in diesem Ab-
schnitt herausarbeiten.

Definition 9.1. Sei (a,) eine Folge, ¢ : N — N eine streng monoton wachsende
Funktion und by, := a,m), n € N. Dann heifst die Folge (b,) Teilfolge von (a,).

Diese Definition sieht etwas sperrig aus, tut aber genau das, wonach der Name sich
anhort: Einen Teil der Folge herauspicken. Man sucht eine gewisse (unendliche)
Auswahl von Folgengliedern heraus, ohne deren Reihenfolge zu éndern. Um diesen
zweiten Punkt zu gewdahrleisten, muss ¢ streng monoton wachsend sein. Wir
betrachten zwei Beispiele.

Beispiel 9.2. (a) Fiir ¢(k) := 2k, k € N, haben wir b, = ag, also (b,) =
(a9, a4, ag, as, . ..) und wir haben so die Teilfolge der Folgenglieder mit ge-
radem Index ausgewihlt.

(b) Ist p(k) := k? fiir k € N, so ist (b,) = (a1, a4, ag, asg, - - - ).

Bemerkung 9.3. Zur Notation von Teilfolgen wird oft statt der Funktions-
notation wieder die Indexnotation wie bei Folgen {iiblich verwendet. Man setzt
ny := (k) fiir k € N und schreibt fiir die Teilfolge (ay, )ren. Diese entsteht also
aus (a,), indem die Indizes ny < ny < nz < ... ausgewdhlt werden.

Definition 9.4. FEs sei (a,,) eine reelle Folge. Fine Zahl o € R heifst Haufungs-
wert von (ay), wenn fir jedes € > 0 die Menge {n € N : a, € U.(a)} unendlich
viele Elemente enthilt.

Weiter definieren wir die Menge aller Haufungswerte der Folge als

HW(a,) := {a € R : a ist Hiufungswert von (a,)}.

Bemerkung 9.5. Diese Definition sieht unserer Umformulierung der Konver-
genz-Definition aus Kapitel [l &hnlich. Wir stellen die beiden gegeniiber:

e Esist lim,, . a, = a, falls
fiir alle € > 0 gilt a,, € U.(a) fiir fast alle n € N.
e Esist a € HW(a,), falls

fir alle € > 0 gilt a,, € U(a) fiir unendlich viele n € N.
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9. Teilfolgen und Héaufungswerte

Nun sieht man deutlich, dass die Anforderung an einen Haufungswert schwicher
ist als an einen Grenzwert.

Beispiel 9.6. (a) Wir zeigen, dass (a,) = ((—1)") genau zwei Haufungswerte

hat, ndmlich 1 und —1.

Fiir jedes gerade n € N gilt a,, = 1, also liegen fiir jedes £ > 0 alle Folgen-
glieder mit geradem Index in U.(1) und da das unendlich viele sind, ist 1
ein Haufungswert. Genauso sieht man durch Betrachtung der Folgenglieder
mit ungeradem Index, dass —1 ein Haufungswert ist.

Es bleibt noch zu zeigen, dass alle anderen reellen Zahlen keine Haufungs-
werte sind. Sei dazu f € R mit 5 # 1 und 8 # —1. Wéhle dann g5 > 0 so
klein, dass 1, —1 & U.,(B) gilt. Das geht, da 8 sowohl von 1 als auch von
—1 einen echt positiven Abstand hat. Dann gilt a,, € U, () fiir gar kein
n € N. Also kann 3 kein Haufungswert sein.

Die Folge (a,) = (n) hat gar keinen Haufungswert, denn fiir jedes 5 € R
gilt a,, > B+ 1 fiir fast alle n € N.

Wie wir in Satz [5.7 gesehen haben, ist Q abzdhlbar. Es gibt also eine Folge
(a,), sodass Q = {a, : n € N} gilt. Sei nun a € R beliebig und ¢ > 0. Dann
liegen im Intervall (o — &, a + ¢) unendlich viele rationale Zahlen, d. h. «
ist ein Haufungswert der Folge (a,,). Wir haben eine Folge gefunden, fiir die
jede reelle Zahl ein Haufungswert ist.

Der folgende Satz befasst sich mit den Zusammenhéngen zwischen Teilfolgen,
Héaufungswerten und Konvergenz.

Satz 9.7. Es sei (ay) eine reelle Folge. Dann gilt

(a) Eine Zahl o € R ist Hiufungswert von (a,), genau dann wenn eine Teilfolge

(@n, )ken von (ay,) existiert, die gegen o konvergiert.

(b) Ist(a,) konvergent und (an, )ken eine Teilfolge von (ay), so ist auch (an, )ken

konvergent und es gilt limy_,o ap, = limy,_ o ay.

(c) Ist (a,) konvergent, so hat (a,) genau einen Hiufungswert, ndmlich den

Grenzwert lim,,_,o a,.

Beweis.  (a) Wir zeigen zunéchst die Richtung von links nach rechts. Sei also
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a ein Haufungswert von (a,). Dann existiert fir ¢ = 1 ein ny € N mit
la,, —a| < 1. Da es auch fiir ¢ = 1/2 unendlich viele Folgenglieder von (a,,)
in der 1/2-Umgebung von « gibt, muss es auch ein ny € N mit ny > ny geben,
sodass |a,, — o] < /2 gilt. Genauso finden wir ein ng € N mit n3 > no,
sodass |a,, — | < 1/3 gilt.



Verfahren wir so immer weiter, erhalten wir schliellich eine Folge von Indi-
7€s Mi1,MNo, N3, ... Mit ng < ng <ng < ..., sodass

1
lan, —al < z fiir alle k € N. (9.1)

Damit ist (an, )ken, eine Teilfolge von (a,), von der noch zu zeigen ist, dass
sie gegen a konvergiert. Sei dazu € > 0. Dann gibt es ein ky € N, sodass
kg < € ist und mit (@) gilt fiir alle & > kg

1
A, — ] < = < e.
an, =l < 7

ko
Wir wenden uns nun der Richtung von rechts nach links zu. Sei also (ay, )ren
eine Teilfolge von (a,) mit a,, — a (k — 00). Zu gegebenem ¢ > 0 existiert
dann ein ky € N, sodass |a,, — | < ¢ fiir alle k& > kq gilt. Damit ist aber
an, € Us(a) fir alle k > ky, also fiir unendlich viele Indizes. D. h. « ist ein
Héufungswert von (ay,).

(b) Wir setzen a := lim,,_,, a,, und geben ein € > 0 vor. Dann gibt es ob der
Konvergenz von (a,) ein ny € N, sodass |a, — a| < ¢ fur alle n > nq gilt.
Nun wéhlen wir &y € N so gro88, dass ny, > ng gilt. Dann ist fiir alle & > kg
namlich ny > ng, > ng, weshalb |a,, —a| < ¢ fiir alle £ > k folgt.

(¢) Zunéchst ist a := lim,,_, a, ein Haufungswert von (a,), denn in jeder e-
Umgebung liegen fast alle (also insbesondere unendlich viele) Folgenglieder.
Wir zeigen, dass es keine weiteren Haufungswerte geben kann. Sei dazu
B € R ein Haufungswert von (a,). Dann gibt es wegen [(a)| eine Teilfolge
(@ny )ken von (ay), die gegen (3 konvergiert. Nach [(b)] gilt dann aber 3 =
limj_,o0 @y, = @, also ist a der einzige mogliche Haufungswert. O

Ubungsaufgabe 9.8. Es sei (a,) eine reelle Folge und A € R\ {0}. Zeigen Sie

HW(Aa,) ={ a:a € HW(a,)}.
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10. Beschriankte Folgen

Beschrinkte reelle Folgen sind im Allgemeinen nicht konvergent, aber mit den
im letzten Abschnitt eingefiihrten Werkzeugen ,, Teilfolge* und ,,Haufungswert*
haben wir gute Mittel in der Hand diese genauer zu untersuchen. Zunéchst zeigen
wir, dass beschrinkte Folgen zumindest immer einen Hiufungswert und damit
auch eine konvergente Teilfolge besitzen.

Satz 10.1 (Satz von Bolzano-Weierstra$}). Jede beschrinkte Folge in R hat min-
destens einen Hdaufungswert.

Beweis. Sei (a,) eine beschrénkte Folge in R und C' > 0 so gewahlt, dass |a,| < C
fiir alle n € N gilt. Wir betrachten die Menge

M :={x € R: a, <z fiir fast alle n € N}.

Diese ist wegen C' € M nicht-leer. Ist auflerdem = < —C', so gibt es gar keinen
Index n mit a, < z, also kann ein solches x nicht in M liegen. Das zeigt uns,
dass M durch —C nach unten beschrénkt ist. Damit existiert o := inf M nach
Satz Wir zeigen nun, dass « ein Hiaufungswert von (a,,) ist.

Sei dazu € > 0. Dann gibt es nach Satz 21T ein x. € [, + ¢€), das in M liegt,
d. h. fiir fast alle n € N gilt a,, < z. < a 4 . Damit liegen hochstens endlich
viele Folgenglieder oberhalb von a + . Andererseits ist a — & nicht in M, d. h.
es gibt unendlich viele a,,, die oberhalb von o — ¢ liegen.

Zusammengenommen bedeutet das, dass unendlich viele Folgenglieder im Inter-
vall (a — e, + ¢€) liegen miissen und wir sind fertig. O

Satz ermoglicht sofort die folgende Umformulierung des Satzes von Bolzano-
Weierstraf.

Korollar 10.2 (Satz von Bolzano-Weierstral). Jede beschrdnkte Folge in R hat
eine konvergente Teilfolge.

Man kann iiber die Haufungswerte einer beschriankten Folge sogar noch mehr
sagen.

Satz 10.3. Es sei (ay) eine beschrinkte Folge in R.
(a) Fiir alle oo € HW(ay,,) gilt inf ey a, < o < sup,,cy ap.-

(b) Die Menge HW (a,,) hat ein Minimum und ein Maximum.
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10. Beschréinkte Folgen

Beweis. (a) Sei a > sup,cy @, Dann ist € := a — sup,,cy @, > 0 und fiir alle
n € N gilt
oo —ay| =a—a, > a—supa, =c¢.
neN
Also liegt kein Folgenglied unserer Folge in U./,(«) und damit kann « kein
Héufungswert von (a,) sein.

Analog zeigt man, dass jedes a < inf,cy a, kein Haufungswert ist.

(b) Nach dem Satz von Bolzano-Weierstral iss HW (a,,) # 0 und nach Teil [(a)]
ist diese Menge auch beschréinkt. Also hat sie ein Supremum und ein Infi-
mum. Wir zeigen, dass auch « := sup HW(a,) ein Haufungswert von (a,)
und damit das Maximum dieser Menge ist. Ein analoges Argument fiir das
Infimum liefert dann die Behauptung.

Sei ¢ > 0. Nach Satz 217 gibt es ein § € HW(a,) mit « — ¢ < § < a.
Wiéihlen wir nun ein 0 € (0, — (a — 8)), so gilt Us(8) C U.(). (Malen Sie
sich ein Bild!) Da /8 ein Haufungswert der Folge ist, liegen unendlich viele
Folgenglieder in Us(/5) und damit auch in U.(«). Also ist « ein Haufungswert
von (ay,). O

Das ermoglicht uns die folgende Definition.

Definition 10.4. Es sei (a,) eine beschrinkte Folge in R. Dann heifst

lim sup a,, := max HW(a,,) oberer Limes oder Limes superior von (a,),
n—oo

lim inf a,, :== min HW(a,,) unterer Limes oder Limes inferior von (a,).
n—oo

Beispiel 10.5. In Beispiel haben wir gesehen, dass die Folge ((—1)") genau
die Haufungswerte 1 und —1 hat. Also gilt hier
liminf(—1)" = -1 und limsup(—1)" = 1.
n—00 n—00
Bemerkung 10.6. (a) Etwas allgemeiner als in Definition [[0.4] kann man den
Limes superior einer Folge auch definieren, wenn die Folge nur nach oben

beschrankt ist und fiir den Limes inferior reicht Beschrankheit nach unten
aus.

(b) Fiir jede konvergente Folge (a,,) ist HW (a,,) nach Satz einelementig.
Also ist in diesem Fall

lim sup a,, = liminf a,, = lim a,.
n—00 n—00 n—00

Fiir beschrankte Folgen gilt in Teil @ sogar die Umkehrung. Das ist ein Teil des
folgenden Satzes, der einige unserer Erkenntnisse aus diesem und dem vorigen
Kapitel fiir beschrinkte Folgen zusammenfasst.
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Satz 10.7. Es sei (a,) eine beschrinkte Folge in R. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(a) (ay) ist konvergent.
(b) (a,) hat genau einen Haufungswert.
(c¢) limsup,,_, . a, = liminf, , a,.

Ist eine dieser Aussagen erfillt, so gilt

lim a, = limsup a, = liminf a,.
n—oo n—oo n—oo

Beweis. Die Aquivalenz J(b)={(c)F ergibt sich direkt aus der Definition von Limes
inferior und Limes superior. Auflerdem ist die Implikation ,|(a)={(b)l* die Aussage
von Satz Es bleibt uns also nur noch die Implikation ,|(b)=A(a)f* zu zeigen.
Sei dazu (a,) eine beschrénkte Folge mit genau einem Héufungswert o und wir
nehmen an, diese sei nicht konvergent. Da dann (a,) insbesondere nicht gegen
a konvergiert, gibt es ein ¢ > 0, fiir das auflerhalb von U.(«) unendlich viele
Folgenglieder liegen. Fassen wir diese zu einer Teilfolge (ay, )reny zZusammen, so
ist diese als Teilfolge der beschriankten Folge (a,) ebenfalls beschrankt. Sie be-
sitzt also nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafi [[0.1] eine konvergente Teilfolge
(ankl)geN. Da (ankz)geN insbesondere eine Teilfolge der urspriinglichen Folge (a,,)
ist, ist ihr Grenzwert nach Satz [0.7[(a)] ein Hiufungswert von (a,). Also muss
limy_ o py, = ¢ sein. Das ist aber ein Widerspruch dazu, dass Oy, ¢ U.(a) fiir
alle ¢ € N gilt. O

Man beachte, dass eine Folge durchaus einmal grofler als der Limes superior oder
kleiner als der Limes inferior werden kann. Es gibt dabei aber Grenzen. Das
formulieren wir exakter im folgenden Satz.

Satz 10.8. Ist (a,) eine beschrdinkte Folge in R und sind a,b € R mit a <
liminf,, . a, und b > limsup,,_, . a,, so gilt a, € (a,b) fir fast alle n € N.

Beweis. Wir nehmen an, es gébe unendlich viele Folgenglieder, die grofler oder
gleich b sind. Dann kénnen wir diese als eine Teilfolge von (a,,) auffassen. Dank der
Beschrianktheit der gesamten Folge ist diese Teilfolge ebenfalls beschriankt, sodass
sie nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl [[0.1] wiederum eine konvergente Teil-
folge hat. Diese Teilfolge der Teilfolge ist weiterhin eine Teilfolge der Ausgangs-
folge (a,) und wir bezeichnen sie mit (ay,, )ren. Der Grenzwert 5 := limy_o0 @y,
ist zum einen nach Satz @.7[(a)] ein Haufungswert der Folge (a,), zum anderen
haben wir durch unsere Konstruktion sichergestellt, dass a,, > b fiir jedes £ € N
gilt. Damit erhalten wir dank der Monotonie des Grenzwerts, vgl. Satz ,

g = lim a,, >b.
k—o0
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10. Beschréinkte Folgen

Das fiihrt aber auf den Widerspruch

lim sup a,, = max HW (a,) > 5 > b > limsup a,,.

n—oo n—oo

Die Annahme, es gidbe unendlich viele Folgenglieder, die kleiner oder gleich a
sind, fithrt man analog zu einem Widerspruch. O

Wir beweisen nun die den Grenzwertsédtzen entsprechenden Aussagen fiir Limes
superior und inferior.

Satz 10.9. Es seien (a,) und (b,) beschrdnkte Folgen in R. Dann gilt

(a) liminf a,, < limsupa,,.
n—0oo n—00

(b) Ist a, <b, fir fast allen € N, so gilt

limsupa, <limsupb, und liminfa, <liminfb,.
n—00 n—00 n—00 n—0o0

(¢) limsup(a, + b,) < limsup a,, + limsup b, und

liminf(a, + b,) > liminf a, + liminf b,,.
n—oo n—oo n—oo

(d) Ist X >0, so gilt

limsup(Aa,) = Alim sup a,,

liminf(Aa,) = Aliminf a,.
(e) limsup(—a,) = —liminfa, wnd liminf(—a,)= —limsupa,.
n—00 n—00 n—00 n—00

Beweis. Wir beweisen in @ bis @ jeweils nur die Aussagen fiir den Limes su-
perior.

(a) Nach der Definition des oberen und unteren Limes gilt

liminf a,, = inf HW(a,,) < sup HW(a,) = limsup a,,.

n—oo n—o0

(b) Sei« := limsup,_,., a,. Dann ist & € HW(a,), also gibt es nach Satz[@.7][(a)|
eine Teilfolge (an, )ren, die gegen a konvergiert. Betrachten wir die analog
gebildete Teilfolge (b, )xen von (by), so ist diese ebenfalls beschrénkt, hat
also nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafi [10.1] wiederum eine konvergente
Teilfolge (bn,, )ren, deren Grenzwert (8 nach Satz ein Hiaufungswert
von (by,) ist. Da nach Voraussetzung a,,, < by, fiir fast alle £ € N gilt, folgt
mit Hilfe von Satz @ und Satz @
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a= lim a,, = lima, < limb, = 03.
k—o0 "k {— 00 Ty — {—00 Tky 6

Also ist
limsupa, = a < 8 <max HW(b,) = limsup b,.
n—o0 n—o0
(c) Sei o := limsup,,_,(an, + b,) und € > 0. Da a ein Héufungspunkt von

(an + by) ist, gibt es nach Satz @ eine Teilfolge (a,, + by, )ken von
(an + by), die gegen a konvergiert. Weiter gilt nach Satz [[0.§] fiir fast alle
keN . .

ayn, < limsupa, + B und b, <limsupb, + 5"

n—oo n—oo

Damit konnen wir aus der Monotonie des Grenzwertes in Satz @
€ €
a = lim (a,, +b,,) < lim (lim sup a, + = + limsupb,, + —)
k—oo k—o0 n—o00 2 n—00 2

= limsupa, + limsupb, + ¢
n—oo n—o0

folgern. Insbesondere gilt damit fiir jedes ¢ € N mit der Wahl ¢ = 1/¢

1
a < limsupa, + limsupb, + —.

n—oo n—oo g

Die Ausdriicke auf beiden Seiten dieser Ungleichung konvergieren fiir ¢ —
oo, also liefert uns Satz @

1
limsup(a, + b,) = a = lim a < lim (lim sup a,, + limsup b, + —)

n—o0 f—o0 =00\ nsoo n—o0 14
= lim sup a,, + lim sup b,,.

n—oo n—oo

(d),(e) Ubungsaufgabe. O
Wir verdeutlichen durch ein Beispiel, dass in[(c)|im Allgemeinen nicht ,,=* gilt.

Beispiel 10.10. Fiir jedes n € N setzen wir a, := (=1)" und b, := (—1)"".
Dann gilt a,, + b, = 0 fiir jedes n € N, also ist auch der Limes superior und der
Limes inferior der Summenfolge 0. Aber es gilt lim sup,,_, ., a,+limsup,,_, . b, = 2
und liminf, . a, + liminf,_,. b, = —2.

Ubungsaufgabe 10.11. Es seien (a,) eine beschrinkte und (b,) eine konver-
gente Folge in R mit lim,, .., b, > 0. Zeigen Sie
limsup(a,, - b,) = lim b, - limsupa, und
n—00 n—00 n—00
liminf(a, - b,) = lim b, - liminf a,.
n—oo n—oo n—o0

Gilt fiir zwei beschréankte Folgen (a,,) und (b,) in R auch

limsup(a,, - b,) = limsup a,, - limsup b,,?
n—00 n—00 n—00
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10. Beschréinkte Folgen

Als weitere Anwendung des Satzes von Bolzano-Weierstrafl konnen wir nun das
Cauchy-Kriterium beweisen. Dieses Konvergenzkriterium hat vor allem in theo-
retischen Betrachtungen eine hohe Relevanz. Sein entscheidender Vorteil ist, dass
es die Konvergenz einer reellen Folge nur anhand der Absténde der Folgenglieder
untereinander, d. h. insbesondere auch ohne Kenntnis des Grenzwerts, charakte-
risiert.

Um ein solches Kriterium herzuleiten, beginnen wir andersherum und {iberlegen
uns, wie sich der Abstand zweier weit drauflen liegender Folgenglieder bei einer
konvergenten Folge verhalt.

Sei also (ay,) eine konvergente Folge in R mit Grenzwert a. Dann gibt es fur jedes
e > 0ein ng € N, sodass |a,, —a| < ¢/2 fiir alle n > ng gilt. Wéhlen wir nun einen
weiteren beliebigen Index m > ng, so gilt mit der Dreiecksungleichung

e €
|an — | = |an —a+a — ay §|an—a|+|am—a|<§+§:z—:. (10.1)

Diese wichtige Eigenschaft giefen wir nun in eine Definition.

Definition 10.12. FEine reelle Folge (a,) heifit Cauchy-Folge, wenn fiir jedes
e >0 ein Index nyg € N ezistiert, sodass gilt

lan, —am| < e fir alle n,m > ny. (10.2)

Satz 10.13 (Cauchy-Kriterium). Eine Folge in R ist genau dann konvergent,
wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

Beweis. Den Beweis, dass jede konvergente Folge eine Cauchy-Folge ist, haben
wir schon in obiger Voriiberlegung erbracht. Wir wenden unser Augenmerk also
der anderen Beweisrichtung zu.

Sei dazu (a,) eine Cauchy-Folge. Wir {iberlegen uns zunéchst, dass diese Folge
beschrinkt sein muss. Nach der Definition einer Cauchy-Folge gibt es ein ng € N,
sodass |a, — a,,| < 1 fiir alle n,m > ng ist. Insbesondere haben wir fiir den
Spezialfall m = ng die Ungleichung |a,, — a,,| < 1 fir alle n > ng. Also gilt fiir
alle n > ng

|an] = lan = ang + ano| < lan = ane| + |any| <14 Jan,|.
Damit haben wir alle bis auf endlich viele Folgenglieder beschrinkt, d. h. es gilt
la,| < max{|ai|,|as|,|as|, .., |an—1|, 1 + |an,|} fiir alle n € N,

womit die gesamte Folge (a,,) beschrénkt ist. Nach dem Satz von Bolzano-Weier-
straf [0 hat die Folge (a,) einen Haufungswert . Wir zeigen, dass dieser sogar
der Grenzwert der Folge ist, und geben dafiir ein ¢ > 0 vor. Da (a,,) eine Cauchy-
Folge ist, gibt es ein ny € N mit |a, — a,,| < ¢/2 fir alle n,m > ny. Aulerdem
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liegen in U/ () unendlich viele Folgenglieder von (a,), also gibt es ein n, > ng
mit |a,, —a| < ¢/2. Fur alle n > ny gilt damit

e ¢
|an—a\g\an—an*\+|an*—a\<§+§:5

und das bedeutet, dass (a,) gegen « konvergiert. O

Bemerkung 10.14. (a) Man kann das Cauchy-Kriterium auch folgenderma-
Ben umformulieren: Eine reelle Folge (a,,) ist eine Cauchy-Folge, genau dann
wenn

Ve >0 3dng € NVn >ng Vk € N:a, — anii| <e.

(b) Die Richtigkeit der Aussage, dass jede Cauchy-Folge konvergiert, ist eng mit
dem Vollstandigkeitsaxiom verkniipft. So ist diese Aussage z. B. in Q falsch!
Machen Sie sich das anhand einer Folge in Q, die gegen eine irrationale Zahl
strebt, klar.

Ein erstes Anwendungsbeispiel fiir das Cauchy-Kriterium bietet der folgende Satz.

Satz 10.15 (Prinzip der Intervallschachtelung). Seien I,,, n € N, abgeschlossene
und nicht-leere Intervalle in R mait Iy O 1o O I3 D ..., sodass die Linge von I,
fiir n gegen unendlich gegen null strebt. Dann ist (), oy In = {z.} fir ein z, € R.

Beweis. Fiir jedes n € N bezeichnen wir den linken Randpunkt des Intervalls I,
mit a, und den rechten mit b,, sodass I,, = [a,, b,] ist. Dann gilt nach Voraus-
setzung lim,, .. (b, — a,) = 0.

Zunéchst iiberlegen wir uns, dass der Schnitt aller Intervalle hochstens einen
Punkt enthalten kann. Sind x,y € [, .y In, S0 sind beide in jedem Intervall I,,,
also gilt fiir alle n € N

neN

|z —y| <b,—a, —0 (n—00).

Damit ist v —y| =0, d. h. es gilt z = y.

Es bleibt noch auszuschlielen, dass der betrachtete Schnitt leer ist. Dazu zeigen
wir als Erstes, dass (a,) eine Cauchy-Folge ist.

Sei ¢ > 0. Da die Léange der Intervalle I,, gegen null konvergiert, gibt es ein
no € N mit b,, — a,, < e. Wahlen wir nun n, m > ng, so gilt nach Voraussetzung
a, € I, € I, und a,, € I, C I,,. Der Abstand von a, zu a,, kann also nicht
grofler werden als die Lange des Intervalls [,,, und das bedeutet

lan — am| < bpy — ay, < e.

Folglich ist (a,) eine Cauchy-Folge und damit nach Satz [[0.13] konvergent. Wir
nennen den Grenzwert a und zeigen, dass a € (), oy I gilt.

Sei k € N beliebig. Dann gilt fiir alle n > k£ nach Voraussetzung I, C I; und
deshalb a; < a, < b, < b;. Dank der Konvergenz von (a,) und der Monotonie
des Grenzwerts folgt a; < lim,, o a, < by, also gilt a € I}. O
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11. Konvergenz von Reihen

Will man unendlich viele Zahlen addieren, bekommt man es wieder mit einem
Grenzwert zu tun. Das fithrt auf den Begriff einer Reihe, mit dem wir uns in
diesem Abschnitt beschéftigen.

Definition 11.1. Fs sei (a,) eine Folge in R.

(a) Wir setzen s, ==Y ,_, ag, n € N, und nennen s,, die n-te Partialsumme.
Weiter heifst die Folge (s,) (unendliche) Reihe und wir schreiben dafiir

[e o]

Zak:a1+a2+a3+....
k=1

(b) Die Reihe Y7~ aj heifst konvergent (bzw. divergent bzw. bestimmt diver-
gent gegen +00), wenn die Folge (s,) konvergiert (bzw. divergiert bzw. be-
stimmt gegen oo divergiert).

(¢c) Ist die Rethe Y ;| aj konvergent, so heifit lim,, o S, der Reihenwert und
wir schreiben

o

g a := lim s,.
n—oo

k=1

Bemerkung 11.2. (a) Beachten Sie, dass das Symbol - | a; nun zwei Be-
deutungen hat. Es steht zum einen fiir die Folge der Partialsummen und
ist damit ein abstraktes Zeichen, das unabhéngig davon sinnvoll ist, ob die
Partialsummen konvergieren. Zum anderen symbolisiert es den Reihenwert,
und bevor man es in dieser Bedeutung verwendet, muss zunéchst geklart
werden, ob die Folge (s,,) konvergiert.

Diese Doppelbelegung hat sich fest eingebiirgert, daher machen wir uns
diesen Sprachgebrauch im Folgenden ebenfalls zu eigen.

(b) Der Name des Summationsindexes spielt fiir die Bedeutung des Symbols
keine Rolle, d. h. es ist

(o] o o0
g anzg akzg a,.

n=1 k=1 v=1
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11. Konvergenz von Reihen

Bei der Behandlung von Reihen ist es unpraktisch, dass wir durch unsere Defini-
tion einer Folge darauf festgelegt sind, die Summation immer mit eins als Index
zu beginnen. Deshalb erweitern wir unseren Folgenbegriff ein wenig.

Definition 11.3. Es seip € Z und X # () eine Menge. Eine Abbildung
a:{p+n:neNy} —X

nennen wir in Erweiterung von Definition[3.1] ebenfalls Folge in X und bezeichnen

diese mit (a,);2,. Ist p=1, so schreiben wir weiterhin (a,) fiir (an)ne;.

Bemerkung 11.4. (a) Fiir eine Folge (a,);2, konnen wir durch b, := a,1,-1,
n € N, eine Folge (b,) konstruieren, die unserer alten Definition entspricht.
Alle Erkenntnisse aus den letzten Kapiteln lassen sich damit problemlos auf

diesen verallgemeinerten Folgenbegriff iibertragen.

(b) Ist p € Z und (a,);2, eine Folge, so definiert man fiir die Reihe iiber diese
Folge entsprechend die Folge der Partialsummen als s,, := ZZ:p ay, fiir alle
n > p und schreibt fiir die Folge (s,);%, wieder > ax, genau so wie fiir
den Reihenwert, falls dieser existiert.

Auch im Folgenden werden Definitionen und Sétze immer fiir den Fall p = 1
angeben, um nicht zu viele Notationen zu produzieren. Diese gelten dann
stets in diesem Sinne auch fiir allgemeines p € Z.

Beispiel 11.5. Wir betrachten einige wichtige Reihen, untersuchen diese auf
Konvergenz und bestimmen die Reihenwerte.

(a) Wir haben in Kapitel 8 bereits eine Reihe kennengelernt, namlich >, %

mit
"1
w3
k=0
In Satz haben wir gesehen, dass lim,, . s, = e ist. Also ist dieses nach
Definition eine konvergente Reihe mit Reihenwert

00 1_
H—e.
k=0

(b) Die geometrische Reihe ist fiir x € R gegeben durch
Zxk (geometrische Reihe).
k=0

In Satz [3.12 haben wir schon gesehen, dass fiir die Partialsummen dieser

Reihe

1— :L,nJrl

a ——  fall 1
anZxk: 1—2 alls v 71,
k=0 n+1, falls x = 1

66



gilt.

Fir z = 1 konvergiert diese Folge offensichtlich nicht und nach Satz
konvergiert die Folge (z"™!) genau dann, wenn x € (—1,1] ist und dann
ist der Grenzwert 0, falls  # 1 ist. Fazit: Unsere Folge (s,) und damit die

geometrische Reihe konvergiert, genau dann wenn |z| < 1 ist und in diesem
Fall gilt

& n+1
T im s, = lim = .
=0 n— oo n—oo 1 — X 1 — X

Um die Reihe
>
—~ k(k+1)
zu untersuchen, beobachten wir, dass fiir jedes k£ € N gilt
1 _k+1-k 1 1

k(k+1)  k(k+1) &k k+1

Also bekommen wir fiir die zugehorigen Partialsummen fiir alle n > 2

n

= 1 1 1
Sn:;mzi(rm) +Z“ m—n+1

n+1
dank einer freundlichen Teleskopsumme. Fiir n — oo folgt s, — 1 und
damit haben wir auch hier eine konvergente Reihe mit Reihenwert 1, in

Formeln
> 1
)3 e D L
= k(k+1)
Abschlieflend betrachten wir die harmonische Reihe
Z = —|— ! + = ! + = ! +. (harmonische Reihe)
ko 2 3 4 5 '

Fiir diese Reihe gilt

2n 2n 2n
1 1 1
32n:Z _S"_'_Z E ZS"_'_Z__S"_'_H %:Sn+§
k=1 k=n+1 "~~~ k=n+1
>1/2n

fiir alle n € N. Nehmen wir an, die Folge (s,,), und damit die harmonische
Reihe, wire konvergent, so existiert s := lim,,_ ., s,. Da dann aber nach
Satz @ auch die Teilfolge (s2,) gegen s konvergiert, liefert uns obige
Ungleichung den Widerspruch s > s + /2. Also ist die harmonische Reihe
divergent.
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11. Konvergenz von Reihen

Wir beweisen nun die ersten Aussagen iiber Konvergenz von Reihen. Dazu iiber-
tragen wir einige unserer Konvergenzkriterien fiir Folgen auf den Fall von Reihen.

Satz 11.6. Es sei (ay) eine reelle Folge und s, :== Y ,_, ax, n € N. Dann gilt

(a) Ist a, > 0 fir alle n € N und die Folge (s,) nach oben beschrinkt, so ist

Z;’Ozl a, konvergent. (Monotonie-Kriterium)

(b) Die Reihe Y ", a, ist genau dann konvergent, wenn fir jedes € > 0 ein
no = no(e) € N existiert, sodass

m
‘ Z ak‘ < e fir allen,m € N mit m >n > ng
k=n+1

gilt. (Cauchy-Kriterium)

Beweis. (a) Da alle a, positiv sind, gilt fiir jedes n € N

n
Sp41 = E Qg + Apgy1 = Sy + Apy1 = Sp,
k=1

die Folge (s,) ist also monoton wachsend. Da sie nach Voraussetzung auch
beschrankt ist, folgt die Behauptung direkt aus dem Monotonie-Kriterium
fiir Folgen, Satz [R.2L

(b) Seien m,n € N mit n < m. Dann gilt

m

|Sm — Sn| = |1 + anaa + ...+ ap| = } Z ak}.
k=n-+1

Sei € > 0. Ist der linke Ausdruck in dieser Gleichheit fiir alle grofien n, m
kleiner als €, so auch der linke und umgekehrt. Entsprechend folgt die Be-
hauptung aus dem Cauchy-Kriterium fiir Folgen in Satz O

Auch die Linearitdat des Grenzwerts iibertrigt sich auf Reihen.

Satz 11.7. Es seien Y . ax und Y . by zwei konvergente Reihen in R sowie
a, 8 € R. Dann konvergiert auch die Reihe Y - (cay + Bby) mit

Z(aak + ﬁbk) = aZak + szk
k=1 k=1 k=1
Beweis. Fir n € N setzen wir s, := > 7 a; und t, = Y ,_, by sowie r, :=

> p_;(aag + Bby). Dann gilt fiir jedes n € N

T'n :Z(aak+5bk) Zazak+ﬁzbk = as, + Bt,. (11.1)
k=1 k=1 k=1
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Also ist

Z aay + Bbg) = hm r, =« lim s, + [ hmt —aZak—i—ﬁZbk
k=1

n—00
k=1 k=1

nach den Grenzwertsétzen fiir Folgen in Satz [[.3 O
Auflerdem gelten fiir konvergente Reihen die folgenden Aussagen.
Satz 11.8. Es sei y ., ai eine konvergente Reihe in R. Dann gilt:
(a) Fir jedes v € N ist die Reihe Y .- ay, ebenfalls konvergent.
(b) Die Folge 1, := Y oo ax, v € N, ist eine Nullfolge.
(¢) Die Folge (a,) konvergiert gegen 0.
Beweis. Wir setzen wieder s, := Y ,_, ax,n € Nyund s := lim,, o0 5, = D> 7o ;| Q.

(a) Sei v € N. Fiir jedes m € N mit m > v betrachten wir die Partialsummen
Om = Y pe, ag von y o ag. Dann gilt

m v—1
= Zak —Zak = Sm — Sy—1-
k=1 k=1
Die Folge auf der rechten Seite der Gleichung ist fiir m — oo konvergent,

also konvergiert auch (o,,) mit o, = s — 5,1 (M — 0).

(b) Nach dem vorherigen Punkt gilt r, = s — s, fiir jedes v € N. Da
lim, o $,—1 = s gilt, ist damit (r,) eine Nullfolge.

(c) Hierzu beobachten wir, dass a, = s, — s,_1 fir jedes n € N gilt. Daraus
folgt lim,, oo @, = lim, oo (Sp — Sp_1) = 5 — s = 0. O

Warnung 11.9. In|[(c)]im obigen Satz gilt die Umkehrung nicht, wie das Beispiel
der harmonischen Reihe, vgl. Beispiel @ zeigt.
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12. Der Riemannsche
Umordnungssatz

Im Folgenden betrachten wir Reihen, deren Summanden teils positives und teils
negatives Vorzeichen haben. Diese haben es leichter zu konvergieren als Reihen,
deren Summanden ein konstantes Vorzeichen haben, da sich Beitrdge der posi-
tiven und der negativen Summanden gegenseitig wegheben kénnen. Wird dieser
Effekt sehr stark, konnen allerdings Uberraschungen passieren. Diese guten und
schlechten FEigenschaften solcher Reihen wollen wir in diesem Abschnitt beleuch-
ten.

Als Modellfall betrachten wir sogenannte alternierende Reihen, bei denen die
Summanden abwechselnd positiv und negativ sind.

Beispiel 12.1. Durch Einbauen von alternierenden Vorzeichen in die harmoni-
schen Reihe, s. Beispiel 1.9 I@], ergibt sich die alternierende harmonische Reihe

i(—mﬂ_l 1+1 1+1
n 2 3 4 5 7

n=1

Abbildung [T2.1] zeigt die ersten Partialsummen dieser Reihe. Das sieht sehr kon-
vergent aus und wir wollen im Folgenden zeigen, dass die alternierende harmoni-
sche Reihe im Gegensatz zur harmonischen Reihe tatséchlich konvergent ist.

19—
0.89 _
0.6 PR

0.4+

0.2+

Abbildung 12.1.: Die ersten dreiflig Partialsummen der alternierenden harmoni-

schen Reihe.

Wir setzen dazu a, := D" /n und s, := >} _, a fiir jedes n € N.
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12. Der Riemannsche Umordnungssatz

Betrachten wir nur die geraden n, so finden wir

1 1

> s
n+1 n+2~
~—

>0

Sn+2 = Sn + An41 + Anp+2 = Sp + n-

Die Teilfolge (s9,) von (s,) ist also monoton wachsend. Analog erkennen wir,
dass die Teilfolge (s9,-1) der ungeraden Folgenglieder monoton fallt. AuBerdem
gilt fiir jedes n € N

Sop+1 = Sop + Qopt1 = Sop + Sons

_— >
2n+1 —
d. h. die ungeraden Folgenglieder liegen immer oberhalb des vorhergehenden ge-
raden Folgenglieds. Setzen wir diese beiden Einsichten zusammen, bekommen wir
fiir alle n € N.

Sp S84 <o S Sop S Sopgr S SS3 < S

Somit sind beide Teilfolgen auch beschréankt, die der geraden Folgenglieder nach
oben durch s; und die der ungeraden nach unten durch s;. Nach dem Monotonie-
Kriterium sind daher beide Teilfolgen konvergent. Wir setzen s := lim,,_ o So,
und o := lim,,_, oo Sop_1-

Nehmen wir uns noch einmal die Identitéit so,,1 = S92, + a2,41 vor und lassen
darin n nach oo streben, so gelangen wir wegen lim,, ., a,, = 0 zu der Erkenntnis
c=s+0,also o = s.

Sei nun € > 0 gegeben. Dann gilt fiir fast alle £ € N sowohl s9, € U.(s) als auch
Sok—1 € U(s). Da aber jede natiirliche Zahl entweder gerade oder ungerade ist,
liegt damit s, € U.(s) fiir fast alle & € N und wir haben gezeigt, dass (s,) und
damit auch die Reihe konvergent ist.

Schaut man sich die Argumentation in obigem Beispiel an, so stellt man fest,
dass die konkrete Formel fiir die Folgenglieder a, gar nicht verwendet wurde,
sodass diese Vorgehensweise ohne Miihe auf viele andere alternierende Reihen
iibertragen werden kann. In diesem Sinne kénnen Sie den Beweis des folgenden
Konvergenzkriteriums fiir Reihen mit alternierenden Vorzeichen selbst fiihren.

Satz 12.2 (Leibniz-Kriterium). Es sei (a,) eine monotone Folge und es gelte
lim, o an = 0. Dann ist die Reihe Y > (—=1)"a, konvergent.

Als Néchstes wollen wir untersuchen, ob und wie sich das Umordnen von Folgen-
gliedern auf die Konvergenz einer Folge und der zugehorigen Reihe auswirkt. Wir
definieren zunéchst, was mit Umordnen gemeint ist.

Definition 12.3. Es sei (a,) eine reelle Folge und ¢ : N — N eine bijektive
Abbildung. Wir setzen by, := a,) fir jedes n € N. Dann heifit die Folge (b,) eine
Umordnung von (a,) und die Reihe Y~ | b, eine Umordnung von Y -, a,.
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Bemerkung 12.4. Wegen der Bijektivitdt der Abbildung ¢ existiert die Um-
kehrabbildung ¢! mit ¢(p~(n)) = n fiir jedes n € N. Damit léisst sich jede
Umordnung riickgéngig machen. Auflerdem ist by-1(,) = ay(p-1(m)) = an, d. h.
wann immer (b,) eine Umordnung von (a,) ist, ist auch (a,) eine Umordnung

von (by,).

An der Konvergenz von Folgen dndert Umsortieren nichts, wie der folgende Satz
zeigt.

Satz 12.5. Es sei (a,) eine konvergente reelle Folge und (b,) eine Umordnung
von (ay). Dann ist auch (b,) konvergent und es gilt lim,, o b, = lim,,_, a,.

Beweis. Es sei ¢ : N — N die zur Umordnung gehorige bijektive Abbildung, d. h.
es gilt b, = ay(, fir alle n € N. Wir setzen a := lim,,_, @, und geben ein £ > 0
vor. Dann gibt es ein n, € N, sodass |a,, — a| < ¢ fiir alle n > n, gilt.

Nun muss es ein ny € N geben mit ¢(n) > n, fir alle n > ng, denn wére das
nicht der Fall, so gibe es unendlich viele n € N mit ¢(n) € {1,2,...,n,—1} und
das stiinde im Widerspruch zur Bijektivitdt von ¢. Nehmen wir uns ein solches
no her, so haben wir fiir alle n > ng, dass p(n) > n, ist, und damit ist fiir alle
n > ng

b, — a] = |apm) —al <e.

Also konvergiert (b,,) ebenfalls gegen a. O

Wir geben Reihen, deren Konvergenz von der Reihenfolge der Summanden un-
abhéngig ist, eine eigene Bezeichnung.

Definition 12.6. Fine konvergente Reihe heifit unbedingt konvergent, wenn jede
threr Umordnungen auch konvergent ist und alle Umordnungen denselben Rethen-
wert besitzen.

Ist eine konvergente Rethe nicht unbedingt konvergent, so heifit sie bedingt kon-
vergent.

Wir werden gleich sehen, dass es bedingt konvergente Reihen gibt. Dazu brauchen
wir eine kleine Voriiberlegung.

Lemma 12.7. Es sei ) - a, eine konvergente Rethe, fir die Y~ |a,| diver-
gent ist. Setzen wir a, + = max{a,,0} und a, _ = min{a,, 0} fir jedes n € N,

so divergiert Y " a4 bestimmt gegen 0o und Y ", an — bestimmt gegen —oo.

Beweis. Wir beobachten zuerst, dass fiir alle n € N gilt

0, fallsa, >0, |
n = Gnt = { a,, fallsa, <0, } = - (12.1)
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12. Der Riemannsche Umordnungssatz

und

an, fallsa, >0, |
Gt = = = { —a, falls a, <0, } = lanl. (12.2)

Wir nehmen an, dass die Reihe 7 | a, + nicht bestimmt gegen oo divergiert.
Da alle Summanden dieser Reihe positiv sind, ist die Folge der Partialsummen
(ZnN:1 n +)Nven monoton wachsend. Die Annahme sagt uns dann, dass diese be-
schrankt ist, sodass das Monotoniekriterium fiir Reihen aus Satz @ die
Konvergenz dieser Reihe liefert.

Nach Satz IT.7 ist dann wegen der Konvergenz von Y ° a, und dank (I2.1])

auch . . . .
Z Qp,— = Z(an - an,—f—) = Z Qap — Z A+ (123)
n=1 n=1

n=1 n=1

konvergent. Nochmals Satz [1.7 zusammen mit (I2.2)) liefert daraus die Konver-

genz von
o o0 o0 o0
Zan7+ —Zam (Qpy — Qp_) = Z|an|, (12.4)
n=1 n=1 n=1 n=1

aber das war ja gerade ausgeschlossen. Also divergiert Y | a, 4 bestimmt gegen
00.

Nimmt man an, dass die Reihe > >° @, _ nicht bestimmt gegen —oo divergiert,
kommt man analog zu einem Widerspruch. 0

Satz 12.8 (Riemannscher Umordnungssatz). Es sei Y, a, eine konvergente
Reihe, fiir die Y7 | |a,| divergiert. Dann gibt es fir jedes S € RU{oo, —c0} eine
Umordnung (b,) von (a,) mit > > b, =S.

Bemerkung 12.9. (a) Der Satz besagt nicht nur, dass man beim betrachteten
Typ von Reihen durch Umordnen den Reihenwert &ndern kann, sondern
dass man allein durch Umordnen jeden beliebigen Reihenwert ansteuern
kann, ja sogar eine divergente Reihe erzeugen kann. Auflerdem bedeutet
dieser Satz, dass es bedingt konvergente Reihen gibt, z. B. die alternierende
harmonische Reihe aus Beispiel 1211

(b) Der Beweis dieses Satzes ist deutlich langer als alle bisherigen und reichlich
technisch. Beim ersten Lesen kann er gefahrlos iiberbliattert werden. Dabei
ist die Beweisidee recht schon zu erklaren:

Wir wollen die konvergente Reihe Y7 | a,, so umordnen, dass als Grenzwert
S herauskommt und konzentrieren uns auf den Fall S € [0, co). Wegen Lem-
ma [12.7l muss unsere Reihe sowohl unendlich viele positive als auch unend-
lich viele strikt negative Summanden haben. Dementsprechend kénnen wir
die Teilfolge (ay, )ken aller positiven Summanden und die Teilfolge (ay,, )ren
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der strikt negativen Summanden betrachten. Fiir diese gilt mit der Notation
aus Lemma 2.7

[e.9] oo o0 [e.9]
g p,, = g p + und g Ay = g p,—,
k=1 n=1 /=1 n=1

sodass nach ebendiesem Lemma beide Reihen bestimmt divergieren, und
zwar gegen oo bzw. —oo. Insbesondere gibt es jeweils unendlich viele strikt
positive und strikt negative Summanden und wir kénnen jede beliebige po-
sitive Zahl durch Addition endlich vieler positiver Summanden iibertreffen,
sowie jede beliebige negative Zahl durch Addition endlich vieler negativer
Summanden unterbieten.

Das machen wir uns zu Nutze, um genau den Grenzwert S zu erreichen. Man
addiert zunéchst die ersten positiven Summanden, solange bis S zum ersten
Mal iiberboten ist. Dann addiert man die ersten negativen Summanden so
lange, bis man zum ersten Mal wieder unterhalb von S ist. Wir haben schon
endlich viele positive Summanden verbraucht, aber auch die verbliebene
Restreihe der noch nicht verwendeten positiven Summanden muss noch
bestimmt gegen oo divergieren, denn sonst wére auch die gesamte Reihe
> | an+ konvergent gewesen. Also haben wir noch beliebig viel positives
,Baumaterial“ {ibrig und kénnen wieder solange davon addieren, bis wir
zum ersten Mal wieder iiber S liegen. Auch das ist nach endlich vielen
Summanden der Fall.

So wechselt man immer Blocke von positiven und negativen Summanden ab
und pendelt sich dabei immer néher auf S ein. Letzteres liegt daran, dass
nach Satz [T8[(c)| die Folge (a,) eine Nullfolge sein muss. Da im Verlauf
unserer Umordnerei die Summanden also betragsméfiig immer kleiner wer-
den, wird der Wert, um den wir S in jedem Block {iber- bzw. unterbieten,
immer ndaher an null rutschen.

Will man die Reihe so umordnen, dass sie bestimmt gegen oo divergiert,
so behalt man die Grundkonstruktion bei. Man summiert aber in jedem
Schritt nicht, bis man {iber bzw. unter S ist, sondern man verschiebt diese
Marke im Verlauf der Zeit nach oben. Beispielsweise kann man addieren,
bis man iiber zwei ist, dann abziehen bis unter eins, addieren bis iiber drei,
abziehen bis unter zwei, addieren bis iiber vier, usw.

Wenn Sie den folgenden Beweis genau durcharbeiten, werden Sie feststellen,
dass Summen auftreten konnen, bei denen die obere Grenze der Zahlvariable
echt kleiner als die untere ist, wie z. B. in ,,22:1 a‘. Solche sogenannten
,leeren Summen® sind hier als null zu lesen. Dann gehen alle Rechnungen
auf und das entspricht auch einer weitverbreiteten notationellen Tradition.

Ganz analog sind leere Produkte wie z. B. || [[,_, ax“ tiblicherweise als eins
zu lesen.
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12. Der Riemannsche Umordnungssatz

Beweis von Satz[I2.8. Der Beweis wird hier fiir den Fall S € [0, 00) vorgefiihrt
und am Ende werden die nétigen Modifikationen fiir den Fall S = oo aufgefiihrt.
Fiir S < 0 kann man eine analoge Argumentation fiihren.

Unser Ziel ist es, eine Umordnung von (a,,) zu finden, d. h. eine bijektive Funktion
¢ : N = N, sodass ) 7 | a,m) gegen S konvergiert. Nehmen wir an, (a,) hétte
nur endlich viele positive Folgenglieder, so hitte in der Notation aus Lemma [12.7]
die Reihe )", a,+ nur endlich viele von null verschiedene Summanden und
wére damit im Widerspruch zu diesem Lemma konvergent. Es gibt also unendlich
viele positive Summanden und mit einem analogen Argument ergibt sich, dass
unendlich viele Folgenglieder von (a,) strikt negativ sind. Wir konnen also die
Teilfolgen (an, )ren aller positiven Folgenglieder von (a,) betrachten und genauso
die Teilfolge (@, )een aller strikt negativen Folgenglieder. Da jedes a,, entweder
positiv oder strikt negativ ist, findet sich jeder Summand unserer Reihe in genau
einer dieser Teilfolgen wieder.

1. Schritt: Konstruktion der Umordnung ¢.
Nach Lemma I27 gilt > 77 | a,, = 00, also gibt es ein k; € N mit

klfl kl
< S =: st
i, < A, CH

k=1 k=1

Dabei hebt uns der letzte Summand ay,, so eben iiber S, es gilt also 0 < sf—5 <
Ay, -

Diese ersten k; positiven Summanden bilden die ersten Summanden unserer um-
geordneten Reihe, wir setzen also

(j)=n; fir j=1,...,k
Dann haben wir
k1 k1
st = Zanj = Z )
j=1 j=1

Es wird Zeit die ersten strikt negativen Summanden zu verwenden. Hier sagt uns
Lemma 1277, dass Y2, @, = —o0 ist. Also gibt es ein ¢; € N mit

5171 gl
sf+§ amZ25>sf—|—E Um, =: 81
=1 =1

und es ist 0 < 5 — 57 < ap,, -
Diese ¢; Summanden kommen in unserer Umordnung als Néchstes, wir setzen
also

o(J) =mjp, fir j=k+1Lk+2,... k+40.
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Dann haben wir

k1+£41 k1+£1 k1+£1

_ + - )

s; =51 + E (m; = 51 + E Uy, = 81 T E Qo(5) = E : ep(5)-
j=k1+1 j=k1+1 7j=1

Wir addieren wieder positive Summanden. Wiére Zzozkl 41 n, endlich, so gilte
dasselbe fiir die gesamte Reihe > ;~ | ay,, was nach Lemma [[27 nicht sein kann.
Also gibt es ein ks € N mit

ko—1
sy + E Up,, <5 <57 + E Ap, =: S
k=k1+1 k=ki1+1

Damit gilt 0 < s5 — S < (n,,, und wir setzen
QO(]) = nj,gl, fllI' j € {kl + 1 +£1,]€1 + 2 +£1, .. .,kg —|—€1}

Auch jetzt folgt wieder

ko+£1 ka+£1 ko+£1
s3 =51 + E Ap; = 51 + E An;_, = 81 + E Qep(j) = E : Qep() -
Jj=ki1+1 J=k1+1+6 Jj=k1+1+4; Jj=1

[teriert man dieses Vorgehen, erhélt man zwei streng monoton wachsende Folgen
(ki)ien und (¢;);en von natiirlichen Zahlen. Diese ergénzen wir, damit im Folgen-
den die Notation aufgeht, um die Setzungen ko := ¢y := 0. Die k; und ¢; sind
dabei so gewahlt, dass mit

Tj—;s flll"j GAZ‘ = {k1+1+£uk1+2+€makz+1+£z}a 1 € Ny
©(J) == Mjkyyy, firje Bi=A{kipg+l+ 1 kipa+06+2,.. . kign + i},

1 € N(]
und
kitti—1 ki+e;
= Dy uwd ;=) app, €N,
j=1 J=1
fiir alle i € N gilt
0<527L—S§anki und 0< S =57 < am,, . (12.5)

Es bleibt nun zum einen zu zeigen, dass ¢ eine giiltige Umordnung produziert,
d. h. wir miissen die Bijektivitéit dieser Abbildung sicherstellen. Zum anderen
bleibt zu beweisen, dass die durch ¢ umgeordnete Reihe gegen S konvergiert.

2. Schritt: ¢ ist injektiv
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12. Der Riemannsche Umordnungssatz

Es seien p,q € N mit ¢(p) = ¢(¢) und wir diirfen annehmen, dass p < g ist.
Anderenfalls tauschen wir die Bezeichnungen. Da die Indexfolgen (ny) und (my)
keine gemeinsamen Folgenglieder haben, muss es dann ¢,,i, € Ny geben mit
entweder

pe A, und g € A;,, d. h. p(p) = np_y, = ng—y, = p(q)

tp

oder

p€ B, und q € By, d.- h. o(p) =myp, \, = mgp, . = ¢(q)-
Wir betrachten hier nur den ersten Fall, der zweite kann analog behandelt werden.
Da (ay, )ren eine Teilfolge von (a,,) ist, ist die Folge (ng)ken streng monoton
wachsend. Insbesondere folgt aus Np—t;, = Ng—1;, sofort p—/{;, = q—{;, und somit
p—q={;, — {;,. Damit bekommen wir im Falle, dass ¢, = i, ist, sofort p = ¢.
Wir nehmen nun an, es wére i, # i,. Da ({;) eine monoton wachsende Folge ist
und p < ¢ ist, muss dann i, < i, sein. Da weiter (k;) ebenfalls monoton wéchst,
folgt ki,+1 < ki,. Nutzen wir aus, dass p in A;, und ¢ in A; liegt, so folgt

ipt1

p—q< ki +l, =k, —1—0;, < b, —1—0;, <l;, —l;,

was im Widerspruch zu p — ¢ = {;, — {;_ liegt.

/L'q
3. Schritt: Surjektivitdt von ¢.

Sei a € N. Gesucht ist ein j € N mit ¢(j) = a. Da jede natiirliche Zahl entweder
in (ng)ken oder in (my)en auftaucht, gibt es entweder ein p € N mit a = n, oder
ein ¢ € N mit a = m,. Wir filhren wieder nur den ersten Fall, also a = n, aus.
Da (k;);en eine streng monoton wachsende Folge von natiirlichen Zahlen ist, gibt
es einen Index ¢, € Ny mit k;, < p < k; ;1. Das bedeutet, dass

Ji=p+4b;, €{k, +1+¢

iy 4240, ki + 0} = Ay

ip> ipy -

gilt und das liefert

90(]) = (p(p + Elp) = Nptty,—t;, = Np = Q.

4. Schritt: Konvergenz der umgeordneten Reihe gegen S.

Wir betrachten die Partialsummen ZnN=1 aym) fiir N € N. Dann gibt es ein

in € Ny, sodass entweder N € A, oder N € B, gilt.
Wir betrachten als erstes den Fall, dass N € A, gilt. Ist dabei speziell N =
kiy+1 + 4iy, d. h. wir betrachten den letzten positiven Summanden in diesem

BlOCk, SO gllt Zivzl a(p(n) = ZkiN+l+£iN a[lp(n) = SZV+1'

n=1

Nach (I2.5]) gilt also in diesem speziellen Fall

N
‘Z%(n) - S) = |SZV+1 -5 < Ay 4y
n=1
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Fiir alle anderen N € {k;, + 140, kiy +2+ iy, ... kiy+1 — 1+ {;, } ist unsere
Partialsumme zum Index N kleiner oder gleich S. Das bedeutet

N N
’Z Qo) — 5’ =S5 apw.
n=1 n=1

Daraus bekommen wir durch Weglassen einiger (positiver!) Summanden und wie-
derum mit Hilfe von (IT2Z5)

ki +Liy

N N
’Zacp(n)—S’:S—Zaw(n)SS— Z a"P(n):S_S;NSCLmQN'
n=1 n=1 n=1

Liegt unser N dagegen in B;, befinden wir uns in einem Block von negativen
Summanden. Auch hier betrachten wir zuerst den Fall deg letz&en Index im Block
in+1T6in+1

. N —
N = kiy41 + liy11 gesondert. Dann ist > " | apm) = 2,2 Qp(n) = Siyt1
und wir bekommen erneut mit (I2.5])

N
n=1

SchlieB8lich ist fiir alle NV € {kiNJrl +£ZN + 1, k/L’NJrl —FEZN + 2, ey kiNJrl +£iN+1 — 1}
die Partialsumme grofler als S und somit gilt

N N
‘Z Ap(n) — 5) =y — S.
n=1 n=1

Fir alle n € {kiy11+4iy +1,..., N}ist o(n) = my—g, ., d. h. a4y ist negativ.
Lassen wir alle diese negativen Summanden in der zuletzt verbliebenen Summe
weg, machen wir den Gesamtausdruck also grofler und erhalten ein letztes Mal

mit Hilfe von (T2.5])

N ki +1+Ei
_ ot
’Z%(n) _S’ < Z Gy (n) _S_S’iN+1_S§ankiN+l'
n=1 n=1

Sei nun € > 0. Da die Reihe > > a, konvergent ist, gilt nach Satz [T [(c)|
lim, .. a, = 0. Es gibt also ein ng € N mit |a,| < ¢ fir alle n > ny. Nun sind
(ki)io0 und (¢;);>o streng monoton wachsende Folgen von natiirlichen Zahlen. Das
bedeutet, dass es ein 79 € N gibt, sodass fiir ¢ > i3 sowohl k; > ng als auch ¢; > nyg
ist.

Wihlen wir schliellich ein Ny € N so grof, dass fiir alle N > N, das zugehorige
iy vom Anfang des vierten Schritts grofler als ig wird, so sind fiir diese N die
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12. Der Riemannsche Umordnungssatz

Werte von Qny,, A, und Ty, kleiner als ¢ und wir bekommen fiir all

N+’ Lin

diese N dank oblger Fallunterscheldung

N
’Zaw(n) — S’ < E.
n=1

Das bedeutet, dass ) ° | a,») gegen S konvergiert.
5. Schritt: Der Fall S = oo.

Wie schon in Bemerkung [12.9 beschrieben, bleibt die Beweisidee gleich. Man
wihlt allerdings die Folgen (k;) und (¢;) so, dass anstatt (T2.5])

L : _
0<sf—i<ap, ud 0<i—1-s <ap,

gilt. Dann werden s; und s; mit wachsendem 7 beliebig grof}, was die bestimmte
Divergenz gegen oo liefert. O

Beispiel 12.10. Wir betrachten die Umordnung der alternierenden harmoni-
schen Reihe, die man bekommt, wenn man immer einen positiven und zwei ne-
gative Summanden abwechseln ldsst, also

Das Schone an dieser speziellen Umordnung ist, dass man ,nachrechnen“ kann,
wie der Reihenwert dadurch modifiziert wird. Jeder Dreierblock ist von der Form
1 1 1 1 < 1 1 ) (12.6)

2k—1 2(2k—1) 22k—-1)+2 2\2k—1 2k '

fiir £ € N. Damit bekommen wir fiir diese Umordnung

o0 o0

> (5515 a1 73) = 22 ar 1 )
c=\2k—1 2(2k—1) 202k-1)+2/ £2\2k—-1 2k
1 1 1 1 1 1 1 — 1
= (11— -4 -2 ...):— —1)t—.
2( 2373 5 6" 2;( ) n

Durch diese spezielle Umordnung wird der Wert der alternierenden harmonischen
Reihe damit halbiert.
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13. Absolute Konvergenz

In diesem Abschnitt werden wir feststellen, dass es auch unbedingt konvergen-
te Reihen gibt, und diese ndher untersuchen. Im weiteren Verlauf sammeln wir
wichtige Konvergenzkriterien fiir Reihen.

Schaut man sich den Riemannschen Umordnungssatz an, so stellt man fest, dass
dieser damit steht und fallt, ob die Reihe iiber die Betrige der Summanden
divergiert. Um solche Reihen auszuschlieien, geben wir die folgende Definition.

Definition 13.1. Eine Reihe > .-, a) heifit absolut konvergent, wenn die Reihe
Sor | lak| konvergiert.

Wir zeigen zunéchst, dass absolute Konvergenz ein stérkerer Begriff als Konver-
genz, ist.

Satz 13.2. Es sei y ., a; eine absolut konvergente Reihe. Dann ist sie konver-
gent und es gilt die verallgemeinerte Dreiecksungleichung

00
>w
k=1

Beweis. Wir verwenden das Cauchy-Kriterium aus Satz Sei dazu € > 0
gegeben. Dann gibt es dank der absoluten Konvergenz ein ng € N, sodass fiir alle
n,m € Nmit m > n > ng gilt 33" . |ax| < e. Mit der Dreiecksungleichung gilt
dann sofort fiir alle m > n > ny auch

m m
‘Z ak‘g Z lag| < e.

k=n-+1 k=n+1

<) laxl- (13.1)
k=1

Also ist die Reihe nach dem Cauchy-Kriterium konvergent.

Setzen wir s, == > ;_, ap und o, := Y ,_, |ay| fir jedes n € N, so erhalten wir wie
oben mit der Dreiecksungleichung |s,| < o, fiir alle n und damit im Grenzwert
n — 00

}Z“k} = \,}ggosn\ = lim [s,| Sggoanzzml. O
k=1 k=1
Bemerkung 13.3. (a) Jede absolut konvergente Reihe in R ist konvergent,

aber die Umkehrung gilt nicht, wie das Beispiel der alternierenden harmo-
nischen Reihe zeigt.
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13. Absolute Konvergenz

(b) Ist (a,) eine Folge mit a, > 0 fiir alle n € N und ist die Reihe iiber (a,)
konvergent, so ist sie auch absolut konvergent.

(c) Mit diesem neuen Begriff lésst sich auch die Voraussetzung des Riemann-
schen Umordnungssatzes [[2.§8 einfacher hinschreiben. Seine Aussage gilt fiir
alle Reihen, die konvergent, aber nicht absolut konvergent sind.

Der néchste Satz bestétigt, dass absolut konvergente Reihen unbedingt konver-
gent sind.

Satz 13.4. Eine Reihe ist genau dann unbedingt konvergent, wenn sie absolut
konvergent ist.

Beweis. Jede konvergente, aber nicht absolut konvergente Reihe erfiillt die Vor-
aussetzungen des Riemannschen Umordnungssatzes, ist also bedingt konvergent.
Die Kontraposition dieser Erkenntnis liefert, dass jede unbedingt konvergente
Reihe absolut konvergent ist.

Wir wenden uns der Umkehrung zu und zeigen, dass jede absolut konvergente
Reihe unbedingt konvergiert. Sei dazu > | a, eine absolut konvergente Reihe
und (b,) eine Umordnung von (a,). Wir behandeln zunéchst den Spezialfall,
dass a, > 0 fiir alle n € N gilt und betrachten die Partialsummen o,, := ZZ:1 by,
n € N. Ist j € N vorgegeben, so kénnen wir uns dazu wie im Beweis von Satz
ein N € N verschaffen, fir das {b1,bs,...,0;} C {a1,as,...,an} gilt. Da alle
Folgenglieder von (a,) positiv sind, folgern wir daraus, dass o; < Eff:l ay, ist.
Wir machen diesen Ausdruck noch gréfer, indem wir weitere positive Summanden
dazu addieren, und erhalten fiir alle j € N

N 00
o; < Zak < Zak =:s. (13.2)
k=1 k=1

Damit ist die Partialsummen-Folge (o,) beschrinkt und wegen der Positivitét
der Summanden konvergiert die Reihe Y77, b, nach dem Monotonie-Kriterium,

vgl. Satz [LG[(a)] Somit gilt dank (I3.2)
an = lim o0, <s.
— n—o00

Nun ist aber wegen Bemerkung [[24] auch ) a, eine Umordnung der Rei-
he tiber (b,). Man kann damit obigen Beweis mit vertauschten Rollen von (a,,)
und (b,) noch einmal fithren und erhélt dann die umgekehrte Ungleichung s <
> > bn. Also sind die beiden Reihenwerte gleich.

Es bleibt noch der Fall einer Folge (a,) zu betrachten, deren Folgenglieder beliebi-
ge Vorzeichen haben. Da Y~ | |a,| absolut konvergent ist und alle Summanden
dieser Reihe positiv sind, ist nach dem ersten Teil dieses Beweises die Reihe
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> o, |by| konvergent und es gilt > 7 |b,| = D7 |a,]. Also ist die Reihe iiber
(b,) absolut konvergent.

Es bleibt noch die Gleichheit der Reihenwerte fiir die Reihen ohne Betragsstriche
zu zeigen. Dazu setzen wir

Ay = Qp, + |y, by, := by, + |bal, n € N.

Dann gilt @, > 0 und b, > 0 fiir alle n € N und (b,,) ist eine Umordnung von (éy,)
(mit der gleichen Funktion ¢). AuBlerdem ist wegen der absoluten Konvergenz
von Y a, die Reihe Y > a, konvergent, ja sogar absolut konvergent, denn
alle Folgenglieder von (d,) sind positiv. Nun kénnen wir fiir die Reihe 32°° b,
wieder den schon bewiesenen Fall von oben verwenden und wissen hiermit, dass
auch diese Reihe absolut konvergiert und > > @, = > -, b, gilt. Damit ergibt
sich schliellich

n=1

IUED USRS SUED SRS L oIt
n=1 n=1 n=1 = n=1

M8 ||M8

(an — lan]) = Zan-

n=

I
A
A

n

Beachten Sie, dass das Auseinanderziehen und Zusammenfassen der Summation
jeweils nach Satz[I1.7] erlaubt ist, da wir nun von allen beteiligten Reihen wissen,
dass sie konvergent sind. O

Die Untersuchung einer Reihe auf Konvergenz kann ein verzwicktes Problem dar-
stellen. In diesem Abschnitt wollen wir einige Kriterien beweisen, die dabei helfen
konnen.

Satz 13.5. Es seien (a,) und (b,) zwei reelle Folgen.
(a) Ist |a,| < b, fir fast alle n € N und konvergiert die Reihe Y~ b,, so ist
die Reihe Y | a, absolut konvergent. — (Majorantenkriterium)
Man nennt (b,) dann eine konvergente Majorante von (a,).
(b) Ist a, > b, > 0 fir fast alle n € N und divergiert die Reihe Y | by, so
divergiert auch die Reihe Y " a,. (Minorantenkriterium)
Man nennt (b,) dann eine divergente Minorante von (a,).
Beweis. (a) Nach Voraussetzung gibt es ein k € N, sodass |a,| < b, fiir alle

n > k gilt. Seien nun n,m € N mit m > n > k gegeben. Dann gilt, da (b,)
nach Voraussetzung positive Folgenglieder hat,

m m
E |a;| < bj = E , b;
j=n+1 j=n+1 j=n+1

83



13. Absolute Konvergenz

(b)

Zu gegebenem ¢ > 0 wird nach dem Cauchy-Kriterium der Ausdruck rechts
fiir hinreichend grofie n, m kleiner als €. Damit ist fiir diese n, m auch der
Ausdruck links kleiner als € und die Behauptung folgt aus dem Cauchy-
Kriterium.

Den Beweis des Minorantenkriteriums kénnen wir einfach auf das Majoran-
tenkriterium zuriickspielen. Wenn wir annehmen, dass - | a,, konvergent
ist, so wére (a,) eine konvergente Majorante von (b,,) und somit die Reihe
> o | by, konvergent, was ja nicht sein soll. Also divergiert > > | ay,. O

Wir wollen diese sehr niitzlichen Kriterien an zwei Beispielen erproben.

Beispiel 13.6. (a) Essei @ € Q mit 0 < a < 1. Wir betrachten die Reihe

84

(e o]

1
n=1 ne
Fiir alle n € N gilt n® < n und damit /ne > 1/n. Da die Reihe > 7 1/n

divergiert, ist (1/n) eine divergente Minorante fiir unsere Reihe und diese
damit auch divergent.

Sobald die allgemeine Potenz n” fiir alle x € R definiert ist, verallgemeinert
sich auch dieser Beweis sofort und die Aussage bleibt richtig fiir alle a €

0,1].

Nun stellt sich die Frage, wie das Konvergenzverhalten der Reihe aus [(a)]
fiir Exponenten « aussieht, die grofler als eins sind. Um eine Intuition zu
bekommen, untersuchen wir die Reihe

o0

1

n?’
n=1

Dazu zeigen wir mit Hilfe des Majorantenkriteriums, dass die Reihe
>
2
—~ (n+1)

konvergiert. Dann konvergiert wegen

1 = 1

POr D Dy sIE

c=n? = (n+1)
auch obige Reihe. Wir beobachten dazu, dass fiir jedes n € N gilt

1 1
< .

(n+1)2 7 nn+1)

Wir wissen aber seit Beispiel [L5[(c)] dass die Reihe iiber ({/n(n+1)) konver-

giert, also haben wir mit dieser Folge eine konvergente Majorante gefunden
und mithin ist Y7 1/n? konvergent.




Ein vollstéandiges Bild liefert der folgende Satz.

Satz 13.7. Ist « € Q mit a > 1, so konvergiert die Reihe

[e.e]

1

n=1 n®
Beweis. Da alle Summanden der Reihe positiv sind, reicht es nach dem Mo-
notoniekriterium aus Satz [11.6] @ aus, die Beschranktheit der Partialsummen
Sp = Y i Yk, n € N, zu zeigen. Zu gegebenem n € N sei dazu j € N mit
27 — 1 > n gewiihlt. Damit ist

n < S I S
S e _ _ _ _ _ _
¥l 20 ' 3o | 4a 70 g 15
Af_/ ~~ ~~
<25k <4k <8 g
TN R
(2071)e (27 -1)
S2j 1'(2j—1)a
j—1 ok j—1

(=)

— ka:
e AV

i

Setzt man ¢ := 1/2-1, so ist wegen o > 1 der Exponent positiv und deshalb 0 <
q < 1. Damit konnen wir mit Hilfe der geometrischen Reihe weiter abschétzen:

i1 .
k=0 k=0
und sind fertig. O

Wir haben gesehen, dass es fiir die Konvergenz der Reihe notwendig ist, dass
iiber eine Nullfolge summiert wird, aber dass dies alleine kein hinreichendes Kri-
terium darstellt. Die Folgenglieder miissen sich in einem gewissen Sinne , schnell
genug® der Null annéhern. Wir brauchen also Techniken, um diese Ann&herungs-
geschwindigkeit zu messen. Die zwei folgenden Sitze basieren auf dieser Idee.

Satz 13.8 (Wurzelkriterium). Es sei (a,) eine reelle Folge und

Wy = V/|a,|, n €N,

(a) Ist die Folge (w,) beschrinkt und o := limsup,,_,. wy, so ist die Reihe
Yo | ay absolut konvergent, wenn o < 1 ist, und divergent, falls o > 1 gilt.

(b) Ist die Folge (w,) unbeschrinkt, so divergiert die Reihe Y °

n= 1a’n
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13. Absolute Konvergenz

Bemerkung 13.9. Beachten Sie, dass dieser Satz im Falle o = 1 keine Aussage
trifft. Das ist kein Versehen, sondern nicht zu &ndern, denn mit o = 1 gibt
es sowohl Folgen, fiir welche die Reihe konvergiert, als auch Folgen, fiir die sie
divergiert. Spuckt die Uberpriifung dieses Kriteriums also a@ = 1 aus, muss man
sich etwas Neues einfallen lassen.

Beweis von Satz[13.8. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass die Folge ({/|a,|)
beschrankt und o < 1 ist. Sei g € (a, 1) fest gewdhlt. Dann gilt {/|a,| < ¢ fiir
fast alle n € N nach Satz[I0.8 d. h. wir haben |a,| < ¢" fiir fast alle n € N. Nun
ist aber wegen 0 < ¢ < 1 die geometrische Reihe )" | ¢" konvergent, und damit
haben wir eine konvergente Majorante fiir unsere Reihe gefunden. Das sichert die
absolute Konvergenz.

Ist a > 1 oder die Folge ({/]a,|) sogar unbeschrénkt, dann gibt es unendlich viele
n € N, fir die {/|a,| > 1 gilt. Das heifit aber, dass fiir diese n auch |a,| > 1" =1
gilt. Damit konvergiert die Folge (a,) sicher nicht gegen null, was aber nach
Satz EDE] eine notwendige Voraussetzung fiir die Konvergenz der Reihe ist.
Also divergiert die Reihe >  a, in diesen Féllen. O

Wir betrachten wieder einige Beispiele fiir die Anwendung dieses Satzes, bei denen
wir auch sehen werden, dass im Fall o = 1 tatséchlich sowohl Konvergenz als auch
Divergenz der Reihe auftreten kénnen.

Beispiel 13.10. (a) Fiir die Reihe )" >° | V/n ist a, = 1/n und damit {/|a,| =
1/wm. Diese Folge konvergiert gegen 1. Also ist fiir diese Reihe @ = 1 und
sie ist nach Beispiel [11.5 I@] divergent.

(b) Fiir die Reihe > 7 | U/n2 gilt wegen lim, oo V/n? = lim, o ({/n)?* =12 =1

genauso « = 1, aber wie wir bereits gesehen haben, ist die Reihe in diesem
Fall konvergent, vgl. Beispiel iﬂlﬁ

(e o]

(¢) Wir betrachten die Reihe Z
n=1
Esgiltl=v1<n2+1<V2n2= C/ﬁ{L/HQ Mit Hilfe von Satz [Z.8 und
dem Sandwich-Theorem aus Satz[Z.5lerhalten wir also lim,,_,oo V12 +1 = 1.

Das impliziert mit a,, = n:} =

377/
n2+1

v/ 3 lim,, oo 3
lim /|a,| = lim = =3
n—00 las| n—=oo /2 +1  lim, o Vn?+1
Also ist @ = 3 > 1 und damit die Reihe divergent.

(d) Wir untersuchen schlieflich die Reihe Y 7 | a,, mit
1\n
(5) , falls n gerade,

1I\7
(g) , falls n ungerade.
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Dann gilt {/|a,| = /2 fiir alle geraden n und {/|a,| = /3 fiir alle ungeraden.
Der grofite Haufungswert dieser Folge ist 1/2, also ist & = 1/2 < 1 und unsere
Reihe damit absolut konvergent.

Satz 13.11 (Quotientenkriterium). FEs sei (a,) eine reelle Folge mit a, # 0 fir

allen € N und
Ant1

Gn = , neN.

Dann gilt:

(a) Ist die Folge (q,) beschrdankt und gilt

a = limsupg, <1,
n—oo

so konvergiert die Reihe Y | a, absolut.
(b) Ist q, > 1 fiir fast alle n € N, so divergiert die Reihe Y " | a.

Beweis.  (a) Wie im Beweis des Wurzelkriteriums wéhlen wir ein ¢ € (o, 1) und
folgern, dass ¢, < ¢ fiir fast alle n € N gilt. Sei also ny € N so gewiéhlt,
dass fiir alle n > nq gilt g, < ¢. Fiir all diese n haben wir dann

|a'n+1| o An41

|an| B

=qn < q.

an
Also ist |an41| < ¢lay| fir alle n > ng und wir bekommen
|an| < glan1| < @Plan-of <+ < g T ag,|.

Da die Reihe

00 |a | )
5 i) = ol $5
n=1 n=1

als geometrische Reihe konvergent ist, haben wir eine konvergente Majo-
rante gefunden und damit konvergiert auch die Reihe {iber (]a,|) nach dem
Majorantenkriterium.

(b) Sei k € N so grof8, dass g, = lan+1l/ja,| > 1 fiir alle n > k gilt. Dann ist

lar1| > lag|, argo| > laps1] > larl,  |awis| > |argo| > fag], ...

und allgemein |agy;| > |ag| > O fiir alle 7 € N. Damit kann (a,) wieder
keine Nullfolge sein, d. h. die Reihe iiber (a,) ist divergent. O

Bemerkung 13.12. Ist (a,) eine reelle Folge, fiir die die Folge (g,) aus dem
Quotientenkriterium konvergiert und gilt lim,, ,., ¢, > 1, so ist die Reihe Zzozl an
divergent. Warum?
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13. Absolute Konvergenz

Beispiel 13.13. Als Beispielanwendung fiir das Quotientenkriterium untersu-
chen wir fiir jedes © € R die Reihe

o0 n

x
D

n=0

Fiir x = 0 besteht die Reihe nur aus einem Summanden und ist daher offen-
sichtlich konvergent. Weiterhin ist die Konvergenz fiir x = 1 nach Satz schon
bekannt. Sei z # 0. Dann ist jeder Summand von null verschieden, sodass wir
das Quotientenkriterium anwenden konnen. In diesem Fall ist a,, = z"/n! und wir
erhalten

"t pl ||

an+1 :‘ - — | =
(mn+1! anl n+4+1

Qn

Damit ist limsup,,_,., ¢» = 0, d. h. die Reihe ist absolut konvergent und zwar fiir
jedes beliebige x € R.

Das Ergebnis des vorhergehenden Beispiels ermoglicht die folgende Definition.

Definition 13.14. Wir nennen die Reihe Y - =" /n Exponentialreihe und defi-
nieren die Exponentialfunktion exp : R — R durch

[e o] n

exp(x) = Z %, z e R.

n=0

Im weiteren Verlauf werden wir zeigen, dass der Name dieser Funktion insofern
gerechtfertigt ist, als e” = exp(r) fiir alle r € Q gilt. Durch die Setzung e* :=
exp(z) fiir beliebiges x € R und mit Hilfe des noch zu definierenden Logarithmus
ist das schlieflich der Schliissel, um die allgemeine Potenz mit reellen Exponenten
zu definieren.
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14. R ist uiiberabzahlbar

Wir fiihren in diesem Kapitel die sogenannte b-adische Entwicklung ein, die in
unserem durch das Zahlsystem zur Basis b = 10 bestimmten Alltag als Dezimal-
bruchdarstellung bekannt ist. Damit werden wir dann den schon seit Kapitel
versprochenen Beweis der Uberabzihlbarkeit von R fiihren.

In diesem gesamten Abschnitt ist b > 2 eine natiirliche Zahl, die Basis des unter-
suchten Stellenwertsystems.

Definition 14.1. FEs sei a € R. Dann heifit die gréfite ganze Zahl, die kleiner
oder gleich a ist, also die Zahl

la| :=max{k €Z: k <a},
die Gaulklammer von a.

Man beachte, dass immer die Ungleichungskette
la] <a< |a] +1 (14.1)

gilt.
Sei nun a € R mit a > 0 gewéhlt. Wir erhalten die b-adische Entwicklung von a
folgendermaflen: Wir setzen zunéchst

Dann ist zy € Ny und wegen (I4.1)) gilt zp < a < zy + 1. Weiter definieren wir
rekursiv

im (=2 2) 0], nen

=0
Fiir diese Folge (z,,)n>0 zeigen wir die folgenden Eigenschaften.

Satz 14.2. Seia > 0 und (z,)n>0 die oben dazu konstruierte Folge. Dann gelten
die folgenden Aussagen.

(a) z, € Ng fiir alle n € Ny.

(b) z, <b—1 fir allen € N (ohne Null!).

u Zj - Zj 1 .
(c) g§a<;g+b—nfuralleneNO.

J=0
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14. R ist iiberabzéhlbar

(d) Ist (Zn)n>0 eine weitere Folge, die die Punkte — erfillt, dann gilt
(gﬁ)n>0 ::(Zn)n>0
Bewets. Wir zeigen zunéchst |(c)l Fiir n = 0 haben wir die gewiinschte Aussage

schon in obigen Uberlegungen gezelgt Fiir jedes n € N erhalten wir anhand der
Definition von z, und wegen (I4.T])

n—1

zn§<a—Z%)~b”<zn+1.

j=0

Teilen wir dlese Ungleichungen durch den strikt positiven Term 6" und addieren

dann 7 i 0 bJ, so erhalten wir
Y Y 1
J n 7 n
Tyt <la<y L4y —
[ — bbb
j=0 j=0

Das ist genau die Behauptung in
Aus folgt weiter, dass fiir jedes n € N gilt

Zj

bi

< -

Multipliziert man diese Ungleichungen mit b™ durch, so findet man

n—1

OS(a—Z%)bn<bSn1:b.

J=0

Damit ist fiir jedes n € N der Wert von z, gegeben als die GauBklammer einer
reellen Zahl aus dem Intervall [0,b), also ist z,, eine ganze Zahl zwischen null und
b — 1 und wir haben und @ gezeigt.

Es bleibt noch [(d)] zu zeigen. Wir nehmen an, die beiden Folgen (z,),>0 und
(Zn)n>0 wiren verschieden und wir wahlen k& € Ny als den kleinsten Index mit
zr # zx. Im Folgenden betrachten wir den Fall, dass z, < Zz ist, der Beweis im
umgekehrten Fall ergibt sich mit demselben Argument.

Da beide Folgen die Eigenschaft in haben, wissen wir
fa 1 "z
j j
@ W < und Oga—‘ o (14.2)
7=0 7=0
Auflerdem stimmen die beiden Folgen fiir alle kleineren Indizes als & iiberein. Das
und die beiden obigen Abschiatzungen liefern

Z z L "z 1 1
k ko (. Zj L
CSHETE T 2 (« ;w) T
Daraus folgt 0 < Z — 2z < 1, was ein Widerspruch dazu ist, dass z, und z; ganze
Zahlen sein miissen. OJ
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Nun betrachten wir die Reihe -

Zn
b

n=0

Da z, < b—1 fir alle n > 1 gilt, ist 0 < =n/pm < o=1/pn fiir all diese n. Die Reihe
(b—1)> > ,1/bm ist aber konvergent (geometrische Reihe), also haben wir eine
konvergente Majorante gefunden. Damit konvergiert unsere Reihe absolut nach
dem Majorantenkriterium aus Satz Da wegen aus obigem Satz

Jj=0 j=0 Jj=

5 S m (S 4 i>_°°ﬁ
p=dm g <o m (g ) =2

0 7=0
gilt, erhalten wir

00 Z
a=)_ o (14.3)
n=0

Definition 14.3. Seia € [0,00). Dann heifit die Darstellung aus (I43]) mit der
oben konstruierten Folge (z,)n>0 die b-adische Entwicklung von a. Man schreibt

a =2y, Z1R22324 ...
Ist a € (—00,0), und (z,)n>0 die b-adische Entwicklung von —a, so schreibt man
Q= —Z2p, R1 222324 ...

Dass wir tatsédchlich die alltdgliche Dezimalbruchdarstellung konstruiert haben,
verdeutlichen wir uns anhand zweier Beispiele.

Beispiel 14.4. Wir wéhlen b = 10 und ¢ = 1. Dann ist zp = 1 und z; =
| (1 —2p) - b] = 0. Genauso sieht man, dass z, = 0 sogar fiir alle n > 1 gilt, also
1st

1 =1,00000. ..
Wiéhlen wir @ = 1/2, so ist 29 = 0 und z; = [(Y/2 — 0) - 10] = 5 sowie zp =
| (Y2 —1/2) - 100] = 0, was auch wieder fiir alle n > 2 zutrifft. Also haben wir

1
5= 0,5000000. ..

Bemerkung 14.5. Man beachte, dass Satz [42[(d)] die Eindeutigkeit der b-
adischen Entwicklung garantiert. Fiir die Definition hétte es noch eine andere,
gleichwertige Moglichkeit gegeben. Dazu definiert man auf analoge Weise eine
Folge (Z,)n>0 mit
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14. R ist iiberabzéhlbar

fiir jedes n € Ny. Dann wére fiir a = 1 in obigem Beispiel zy < 1 < zp + 1, also
Zo = 0und z, = 9 fiir alle n > 1, sodass

1=10,9999999....

Fiir a = /2 bekéme man entsprechend

1
5 = 0,499999999. ...

Wir zeigen, dass so lange Schlangen von Neunen bzw. (b — 1)-en in unserem
System nicht auftreten kénnen.

Satz 14.6. Es seia > 0 und 2y, 212923 . .. die b-adische Entwicklung von a gemdf
Definition [14.3. Dann gilt z, # b — 1 fiir unendlich viele n € N.

Beweis. Wir nehmen an, es wéare z, = b — 1 fiir fast alle n € N. Sei m € N so
grof, dass z, = b — 1 fiir alle n > m ist. Dann gilt

o) m—1 o) m—1 o)

Z Z z Z 1

a=D =2t =t -y
n=0 n=0 n=m n=0 n=m
T bh—1 — T b—1ex 1
n=0 n=m n=0 n=0
Tl b—1 1 N
= e + I ———

bn pm 1 — 1/b bn pm—1

n=0
und das ist ein Widerspruch zu Satz IZ2((c)] O

Nun kommen wir zum versprochenen Nachweis der Uberabzihlbarkeit von R.
Wir verwenden wieder das Cantorsche Diagonalverfahren, vgl. Beispiel 5.8

Satz 14.7. Die Menge R ist tiberabzihlbar.

Beweis. Wir zeigen, dass sogar das Intervall [0, 1) schon iiberabzdhlbar ist. Dazu
nehmen wir an, es wire [0,1) = {a, : n € N} fiir eine reelle Folge (a,). Dann

kénnen wir jedes a,, durch seine 3-adische Entwicklung (zlin)) 1>o darstellen. Dem-
nach ist fiir jedes n € N B

an = 0,2 2" M mit Zlin) € {0,1,2} fiir alle k € N.

Wir definieren nun eine Folge (z;)r>0 durch zp := 0 und

1, falls 2" € {0, 2},
2L = (k)
0, falls 2,7/ =1,
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fir £ > 1. Damit setzen wir a := ).~ /3. Dann ist a € [0,1), denn es gilt

sogar
2 e e 1 1 3 1
O<a 23 —ng 1—1/3 2 2

k=0 k=0
und wegen
o =1 =1 1 1 1 1 1
X Gl Tl ey o r s
k=n+1 k=n+1 3 j=1 3 3 j=1 ¥ 3 3
gilt

Damit erfiillen die Folge (zk) k>0 und die Zahl a die Punkte |(a)H(c)| aus Satz[I4.2]
Also gibt diese Folge nach Satz[I4.2[(d)] die eindeutige 3-adische Entwicklung von
a an.

Nach unserer Annahme muss ein Folgenglied a; mit a = a; und damit ein Index
k € N existieren, sodass 2 = z;j fiir alle j € N gilt. Dann ist aber insbesondere

j
z,ik) = 2, und das ist ein Widerspruch zu unserer Wahl von zj. [
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15. Das Cauchyprodukt

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit dem Produkt von konvergenten
Reihen. Dabei werden wir wieder unsere Uberlegungen zu Umordnungen von
Reihen benétigen. Sollen zwei Reihen Y ° (a, und > 7 b, multipliziert wer-
den, so erhélt man beim formalen Ausmultiplizieren alle Produkte der Form a;by,
mit j,k € Ny je genau einmal. Ordnet man all diese Produkte in einer Folge
(Pn)n>0 an, wobei jedes einzelne a;by, genau einmal vorkommt, so erhélt man eine
sogenannte Produktreihe Y " p, von y o a, und Y b,. Priziser formuliert
bekommt man eine solche Produktreihe, indem man eine bijektive Abbildung
P : Ny x Ny — Ny wihlt und pe(; ) = a;by fiir alle Paare j, k € Ny setzt.

Beispiel 15.1. Wir geben zwei Beispiele solcher Anordnungen der Produkte.
Dazu schreiben wir uns die zu nummerierenden Folgenglieder in ein Schema und
nummerieren in diesem auf verschiedenen Wegen:

(a) Anordnung nach Diagonalen:

aobo CL()bl CL()Z)Q c.

v

albo a1b1 CL1Z)2 e

v

asby  asb;  asbs. ..
e
Wir wéhlen also
po = aobo, p1r = agb1, p2 = arby, ps = agbz, ps = ar1b1, ps = asbo, ...
(b) Anordnung nach Quadraten:

CLQZ)O CL()bl Clobz c.

\J \J
a1b0 — a1b1 a1b2 c..
4

a2b0 — (J,le — ang C
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15. Das Cauchyprodukt

Wir wahlen also
Po = aoby, p1 = apb1, P2 = a1by, p3 = arby, ps = apba, ps = aibs, ...

Dank Satz[13.4 kénnen wir nun hoffen, dass es zumindest fiir absolut konvergente
Reihen egal ist, welche der Anordnungen wir wihlen. Tatséchlich gilt das folgende
Resultat.

Satz 15.2. Es seien Y a, und Y~ b, zwei absolut konvergente Reihen und
> o o Pn trgendeine ihrer Produktreihen. Dann konvergiert auch ., p, absolut

und es gilt

>opn= (D an) (X tn).

n=0 n=0 n=0
Beweis. In einem ersten Schritt zeigen wir die Behauptung fiir den speziellen
Fall der Anordnung nach Quadraten von oben. Wir setzen s, := >, _, py und
On = 1_o|Dk|, wobei (pi) die Anordnung nach Quadraten sei. Wir wéhlen ein
n € Ny fix und betrachten alle Summanden von o,,. Jeder einzelne ist von der
Form |a;by| mit j,k € Ny. Sei nun N der hochste Wert fiir j oder k, der dabei
vorkommt. Dann gilt durch Hinzunahme von weiteren positiven(!) Summanden:

=3 Il < (ﬁ;w)(kﬁym) < (2l (3 )

Also ist die Folge (o,,) beschriankt. Nach dem Monotoniekriterium fiir Reihen ist
damit die Reihe ) 7, p,, absolut konvergent.

Damit konvergiert aber auch die Folge (s,). Es sei s := lim,,_,o s, = ZZO:O Dn-
Fiir die Anordnung nach Quadraten im Speziellen gilt die Beziehung

s = (3 ) (3 00): (151

die man z. B. durch Induktion beweisen kann. Lassen wir in dieser Gleichung
n — oo streben, erhalten wir die gewiinschte Aussage

. (nf‘gan) <§s b).

denn auch die Teilfolge (s,242,)nen von (s,) konvergiert gegen s.

Ist schlieBlich eine weitere Produktreihe von > 7 a, und >">° b, gegeben, so
ist diese eine Umordnung von >~ p, und damit gilt nach Satz [[3.4] die Behaup-
tung. ]

Am héufigsten arbeitet man mit der oben angegebenen Anordnung nach Diago-
nalen. Diese formalisieren wir in der folgenden Definition.
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Definition 15.3. Es seien zwei Rethen Y~ a, undy . b, gegeben. Die Reihe
St
n=0 k=0

heifit das Cauchy-Produkt von Y a, und Y - by.

Satz 15.4. Sind > 7 ja, und Y . b, zwei absolut konvergente Reihen, so ist
das Cauchy-Produkt der beiden ebenfalls absolut konvergent. Weiter gilt dann fiir
den Reihenwert

,is zb _ (i o) @2 ).

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich sofort aus Satz [[5.2] und dem folgenden
Lemma iiber blockweises Aufsummieren.

Lemma 15.5. Es sei Y .~ a, konvergent und (ny,na,ns, . ..) eine streng mono-
ton wachsende Folge in Ny. Setzen wir

und fiir jedes j € N

Beweis. Fiir jedes n € N setzen wir s, 1= > 7 ja;, 0, := Y 7 b; und s :=
lim,, oo S, Dann gilt fiir jedes 7 € N

Also ist (o;) eine Teilfolge von (s,) und da diese konvergiert, gilt insbesondere
auch o, = s (n — 00), was die Behauptung beweist. O

Wir wollen das Cauchy-Produkt nun einmal in Aktion sehen.
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15. Das Cauchyprodukt

Beispiel 15.6. Fiir jedes ¢ € (—1, 1) ist die geometrische Reihe >~ 7 /¢ absolut
konvergent, also kénnen wir diese mit sich selbst multiplizieren und erhalten mit
Hilfe des Cauchyprodukts

() - () () -yt =3y
q n=0 n=0 n=0 k=0 n=0 k=0
= q" 1= Zn—l—l
n=0 k=0 n=0

Wir koénnen abschlieBend noch die folgenden Eigenschaften der Exponentialfunk-
tion zeigen.

Satz 15.7. (a) FEsist exp(0) =1 und exp(1l) =e.

(b) Fiir alle x,y € R gilt exp(x) exp(y) = exp(x +vy). (Funktionalgleichung der
Exponentialfunktion)

(c) Fiir alle v € R ist exp(z) > 0 und exp(x)~! = exp(—z).
(d) Fiir alle r € Q gilt exp(r) =¢€".

(e) Die Funktion exp : R — R ist streng monoton wachsend, d. h. fir alle
z,y € R mit x <y gilt exp(z) < exp(y).

Beweis. (a) exp(0) = 1 ist klar und exp(1) = e ergibt sich aus der Definition
der Eulerzahl in Definition B.6 und Satz

(b) Es seien x,y € R. Dann sind die Werte exp(x) und exp(y) der Exponen-
tialfunktion durch absolut konvergente Reihen gegeben. Wir erhalten also
mit dem Cauchyprodukt, vgl. Satz 5.4

exp(r)exply) = (317 <,§a ) - fﬁ

n=0

wobei

C"_I;H' (n—k)!

ist. Mit Hilfe der Binomialformel gilt

1 n! 1 gk L n
Cn_n!kz%k:!(n—k) ol ;() n!(ery)

Setzen wir das wieder oben ein, erhalten wir

exp(z) exp(y ZC"_Z x+y) = exp(x + y).

nO
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(c) Mit Hilfe der ersten beiden Punkte gilt fiir alle x € R
1 =exp(0) = exp(z — ) = exp(z) exp(—z).
Also gilt exp(z) # 0 und exp(—x) = exp(x)~'. Um die Positivitit von
exp(z) nachzuweisen, betrachten wir zunéchst den Fall x > 0. Dann gilt

exp(:p):1+z%21>0.
n=1

Ist x < 0, so ist exp(z) = exp(—z)~ > 0, da —z > 0 ist.

(d) Zunichst ist exp(0) = 1 = €°. Sei nun n € N. Dann gilt mit der Funktio-
nalgleichung

exp(n) =exp(l+---+1) = (exp(1))" =¢"
n Stiick

und genauso

e =exp(l) = exp (n : %) = (exp(%))n.

Also ist exp(1/n) = e'/".

Somit gilt fiir strikt positive rationale Zahlen r := m/n mit n,m € N die
Gleichung
n n n
Stiick

Ist 7 € Q kleiner als null, so ist —r > 0 und es gilt exp(r) = exp(—r)~! =

(efr)fl = e,

(e) Esseien z,y € R mit z < y gegeben. Dann ist y —x > 0 und damit gilt wie
im den Beweis von |(¢)| exp(y — z) > 1. Damit ist

1 < exp(y — x) = exp(y) exp(—z) =

also exp(y) > exp(z). O

Wir definieren die Werte von e* fiir nichtrationale Exponenten nun mit Hilfe der
Exponentialfunktion.

Definition 15.8. Fiir alle x € R schreiben wir e* := exp(z).
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16. Potenzreihen

Definition 16.1. Es sei (a,)n>0 eine Folge in R und xo € R. Eine Reihe der
Form

Zan(a: —20)" = ag + a1 (z — 1) + az(x — 20)* + az(x — x0)* + .. ., xr € R,
n=0
heifit Potenzreihe in R mit Entwicklungspunkt z.

Zwei Beispiele von Potenzreihen mit Entwicklungspunkt null sind die Exponen-
tialfunktion (Beispiel [3.13) und die geometrische Reihe (Beispiel TLH[(D)). Wir
wollen eine allgemeine Theorie solcher Reihen entwickeln.

Jede Potenzreihe konvergiert an ihrem Entwicklungspunkt, also fiir x = zy. Zur
weiteren Untersuchung der Konvergenz einer Potenzreihe dient der folgende Satz,
der sich aus dem Wurzelkriterium ableitet.

Satz 16.2 (Satz von Hadamard). Sei >~ a,(x — x0)" eine Potenzreihe. Dann
qgilt:
(a) Ist die Folge ({/|a,|) unbeschrinkt, so konvergiert die Potenzreihe nur fiir
Tr = Xo-

(b) Ist die Folge ({/|an|) beschrinkt und o := limsup,,_,., /|an| = 0, so kon-

vergiert die Potenzreihe fiir alle x € R absolut.

(¢) Ist die Folge ({/|an|) beschrinkt und o > 0, so ist die Potenzreihe fiir
alle v € R mit |v — xo| < Yo absolut konvergent und fir alle x € R mit
|z — x0| > Yo divergent.

Beweis. Wir zeigen zunéchst Dazu nehmen wir uns ein z # z,. Dann ist
Vlan(x — z)?| = |x — 20| {/|an| fiir jedes n € N und diese Folge ist nach Vor-
aussetzung unbeschrankt. Damit folgt die Divergenz der Reihe aus dem Wurzel-
kriterium (Satz [I3.8)).

Auch @ und ergeben sich aus dem Wurzelkriterium, denn hier gilt

limsup v/|a,(z — x¢)"| = limsup |z — x|/ |a,| = | — z0o] - 0.

n—o0 n—o0

Ist o = 0, so ist dieser Wert immer null und damit kleiner als eins und wir
bekommen die Aussage in @ Ist o > 0, so ist der betrachtete Limes superior, je
nachdem, ob |z — zg| < /o oder |x — x¢| > /o gilt, grofer oder kleiner als 1, was
nach dem Wurzelkriterium genau absolute Konvergenz von Divergenz der Reihe
scheidet. Das liefert . O
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16. Potenzreihen

Die Zahl 1/, aus obigem Satz enthélt also wesentliche Informationen zur Konver-
genz der Potenzreihe. Sie ist damit eine charakteristische Gréfe, die einen Namen
verdient hat.

Definition 16.3. Es sei Y - a,(x — x9)" eine Potenzreihe und im Falle, dass
(Y/|an|) beschrinkt ist, o wie in Satz[16.2. Dann heifst die Zahl

0, falls in obigem Satz gilt,
00, falls in obigem Satz gilt,

1
—, falls in obigem Satz gilt,
0

der Konvergenzradius der Potenzreihe.

Wir betrachten einige Beispiele, die verdeutlichen, dass am Rand des Konver-
genzintervalls alles passieren kann. Dazu betrachten wir, der Ubersichtlichkeit
halber, Reihen mit Entwicklungspunkt null.

Beispiel 16.4. (a) Wir beginnen mit a, := 1, n € Ny, d. h. der Potenzreihe

o
g z".
n=0

Das ist die geometrische Reihe aus Beispiel und insofern ist es auch
nicht verwunderlich, dass hier wegen lim sup,, , . {/|a,| = limsup,,_,. 1 =1
der Konvergenzradius 1 ist. D. h. diese Potenzreihe konvergiert, wie wir
schon wissen, absolut fiir |z| < 1 und divergiert fiir |z| > 1. Uber das
Konvergenzverhalten am Rand des Konvergenzintervalls gibt der Konver-
genzradius keine Auskunft. Aber wir wissen schon, dass diese sowohl fiir
x = —1 als auch fiir z = 1 divergiert.

(b) Nun sei a,, = Y/n, n € N, wir betrachten also

9]
>

o .
n=1

Auch hier ist der Konvergenzradius 1, denn

. w . 1 1 )
imsup {/— = limsu = =1.
Damit konvergiert diese Reihe fiir € (—1,1) absolut und divergiert fiir
|z] > 1. An den Réndern des Intervalls (—1,1) erhalten wir fiir z = 1
genau die harmonische Reihe (divergent) und fiir z = —1 die alternierende

harmonische Reihe (konvergent), sodass wir Konvergenz fiir alle x € [—1,1)
und Divergenz fiir alle anderen x haben.
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(c) Schliefllich nehmen wir a,, = 1/n2, d. h. die Potenzreihe

o0 n

x
ﬁ.
n=1
Fiir diese ist ebenso der Konvergenzradius 1, aber diese Reihe konvergiert
an beiden Randpunkten des Konvergenzintervalls, denn fiir = 1 erhalten
wir die nach Beispiel [3.6][(b)] konvergente Reihe iiber 1/n? und fiir z = —1
die nach dem Leibniz-Kriterium konvergente Reihe 7 | (=1"/n2. Also ist in

diesem Fall das Konvergenzintervall der Potenzreihe [—1, 1] und wir haben
Divergenz fiir alle x € R mit |z| > 1.

Beispiel 16.5. Es kommt immer mal wieder vor, dass in einer Potenzreihe nicht
alle Potenzen vorkommen, wie z. B. in

oo 2n+1

3n

",

n=0

Will man dann den Satz von Hadamard zur Bestimmung des Konvergenzradius
anwenden, muss man zunéchst dafiir sorgen, dass die Reihe die dort behandelte
Form hat. Das erreicht man hier durch die Substitution y := 3. Diese liefert die

Reihe

=, ontl 2. /2\n

Der Konvergenzradius dieser Reihe berechnet sich nach Hadamard als Kehrwert

von
i N <2)" 2
im su -] ==

A

)
n—0o0 3

3 3
2 = 28] = lyl < 5 = |o] < \@

Wir bekommen fiir die urspriinglich betrachtete Reihe also den Konvergenzradius
{/3/2 heraus.

Bemerkung 16.6. Der Satz von Hadamard kann uns auch noch zu einer ande-
ren, eher unerwarteten Erkenntnis verhelfen. Wir haben in Beispiel mit
Hilfe des Quotientenkriteriums gesehen, dass die Exponentialreihe "> #"/ni
fiir alle z € R konvergiert. Nach dem Satz von Hadamard bedeutet dies, dass
limsup,, ., 1/ ¥n! = 0 sein muss. Da diese Folge auflerdem positiv ist, kann sie kei-
nen weiteren Haufungswert haben, denn der miisste wegen der Positivitat grofler
oder gleich null sein. Beachten wir nun noch, dass diese Folge beschrinkt ist, so
konvergiert sie nach Satz [[0.7 und es gilt

zu 3/2. Weiter ist

1 1
lim = limsup —— = 0.
n—0o y/n n~>oop \n/ n!
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16. Potenzreihen

Natiirlich kann man auch mit dem Quotientenkriterium Konvergenzuntersuchun-
gen bei Potenzreihen anstellen. Wir fiihren das exemplarisch an einem prominen-
ten Beispiel durch.

Beispiel 16.7. Wir betrachten die Potenzreihe
o _1 n

Z( ) x2n
(2n)!

n=0

und untersuchen diese mit dem Quotientenkriterium fiir Reihen aus Satz I3.171
Fiir den dort betrachteten Quotienten gilt

-1 n+1 n
((2nzr2)! S o (2n)ly x?
%xzn Sl@2n4+2)! 22 | 2n+2)(2n 4+ 1)

und dieser Ausdruck geht fiir jedes x € R gegen null fiir n — oco. Also konvergiert
die Potenzreihe Y 2 (=1"/@2n)1 2" fiir jedes x € R absolut. Der Konvergenzra-
dius ist damit unendlich.

Was war daran nun prominent? Wie bei der Exponentialfunktion ist durch diese
Potenzreihe eine Funktion auf ganz R gegeben, der wir einen Namen geben.

Definition 16.8. Fir jedes x € R nennen wir die Zahl

cos(z) := Z (=1)

£~ (2n)! ol "4l

n 2 4 6

den Cosinus von x.

Ganz #hnlich wie in obigem Beispiel kann man fiir die Reihe in der folgenden
Definition absolute Konvergenz fiir alle z € R zeigen.

Definition 16.9. Fir jedes x € R nennen wir die Zahl

o) (_1)n 2l _ x_?’ + o 7

sin(x) = — o
— (20 +1)! TR

+ ...

n
den Sinus von x.
Wir wollen uns nun dem Cauchy-Produkt zweier Potenzreihen zuwenden.

Satz 16.10. Es seien y .~ a,(x —x0)™ und >~ by(x — xo)" Potenzreihen mit
demselben Entwicklungspunkt xo € R und zugehorigen Konvergenzradien rq > 0
bzw. 1, > 0 (dabei sind r, = 0o oder r, = 0o zugelassen). Wir setzen

n
Cp = Z agbn_k, n € Ng, und R :=min{r,,r}.

k=0
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Dann ist das Cauchy-Produkt der beiden Potenzreihen gegeben durch die Potenz-
reihe Y " cn(x — x0)", deren Konvergenzradius betrigt mindestens R, und es
gilt fiir alle x € R mit |z —xo| < R

i o —20)" = (i an(x — xo)") (i by (7 — 900)")-

Beweis. Fiir |v — x| < R sind beide Potenzreihen absolut konvergent, also kon-
vergiert nach Satz [[5.4] auch das Cauchy-Produkt der beiden absolut und es gilt

(i e $o)") (i bl = xo)rb) B i i ap(z — 20) by (z — 20)" "
-3 Z kb = 0)"

Z Cn(x — )™, ]

0

n
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17. Komplexe Zahlen

Wir wollen nun noch einmal unseren Zahlenraum erweitern und die komplexen
Zahlen einfithren. Betrachten wir die bisherigen Zahlenraumerweiterungen, so
erlauben diese jeweils die Losung weiterer Gleichungen: in N kann man die Glei-
chung x 4+ 3 = 5, aber nicht x + 5 = 3 losen. Diese zweite ist aber in Z losbar, wo
wiederum 3x = 5 nicht 16sbar ist. Die Losung dieser Gleichung findet sich in Q,
wo aber 23 = 5 nicht 16sbar ist. So kommt man schliefllich nach R.

Die Gleichung, die uns nun in R Kopfzerbrechen macht, ist 22 = —1. Um diese
Gleichung zu l6sen, miissen wir offensichtlich nicht-reelle Zahlen bemiihen, eben
die komplexen. Sie werden in den Algebra-Vorlesungen sehen, dass man damit
insofern am Ende der Zahlenraumerweiterei ist, als jede polynomiale Gleichung
in den komplexen Zahlen 16sbar ist.

Definition 17.1. Wir betrachten die Menge
C:=R*={(z,y): 2,y €R}
der komplexen Zahlen aller geordneten Paare von reellen Zahlen mit der Addition

(1,91) ® (22, Yy2) := (x1 + T2, 01 +y2)  fir alle (x1,11), (22,92) € C

und der Multiplikation

(1,11) © (22, y2) = (2122 — Y1y, T1Y2 + T2vn)  fir alle (x1,y1), (22,y2) € C.

Ist z = (z,y) € C, so heifit © der Realteil (Notation x = Re(z)) und y der
Imaginérteil (Notation y = Im(z)) von z.

Beispiel 17.2. Wir berechnen einige wichtige Produkte:

(0,1)>=(0,1)®(0,1) =(0-0—1-1,0-1+1-0) = (—1,0)
(r,y) ©(1,0)=(z-1—-y-0,z-0+y-1)=(z,y) firalex,yeR
(y,00©(0,1)=(y-0—-0-1,y-1+0-0)=(0,y) fiir alle y € R.

Ublicherweise wird eine andere Schreibweise fiir die komplexen Zahlen verwendet,
die wir auch im Folgenden verwenden wollen. Dazu definiert man die imagindre
Einheat

= (0’ 1)
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17. Komplexe Zahlen

und interpretiert die komplexen Zahlen als Erweiterung der reellen, indem man
die reelle Zahl z mit der komplexen Zahl (x,0) identifiziert (deshalb auch die
Bezeichung als Realteil). Das ergibt mit den Rechnungen aus obigem Beispiel fiir
alle z,y € R

(z,9) = (2,000 (0,y) = (2,0)©(1,0)® (y,0) ©(0,1) =z -1+ y-i =z +1iy.

Bemerkung 17.3. (a) Nun kénnen wir auch die Gleichung 2? = —1 Iésen,
denn es gilt nach der ersten Berechnung in Beispiel [I7.2

i’ =(0,1)®(0,1) = (=1,0) = —1,
genauso wie iibrigens auch (—i)* = (0,—1) ® (0, —1) = —1 gilt.

(b) Der Vorteil davon, die komplexe Zahl z = (z,y) € C mit z,y € R als
x 41y zu schreiben, ist, dass man damit rechnen kann wie gewohnt, solange
man immer i> = —1 beachtet. Denn fiir alle x1, 22, y1, y» € R gilt nach den
gewohnten Rechenregeln

(z1 +iy1) + (22 +iyo) = @1 + 22 +i(y1 + 12),

was mit der Definition von i und der Identifikation der reellen Zahlen mit
dem Realteil genau der Definition der Addition oben entspricht.

Fiir die Multiplikation sieht man

(z1 +1iy1) - (29 + iy2) = 129 + iT1Ys + Y122 + PPY102
= 2129 + 1(T1Y2 + Toy1) — V1Yo
= 21T — Y1y + @1y + T211),

was wieder genau zur Definition passt.

(c¢) Im Folgenden verwenden wir nicht weiter die schwerfélligen Bezeichnungen
@ und © fiir die Verkniipfungen in C, sondern schreiben auch zwischen
komplexen Zahlen wieder + bzw. -, da wir nach obigen Uberlegungen mit
den komplexen Zahlen wie gewohnt weiter rechnen kénnen.

Satz 17.4. Die Menge C mit den eingefiihrten Verknipfungen Plus und Mal ist
im algebraischen Sinne ein Korper, d. h. sie erfillt die Aziome (A1) bis (A9) aus
Kapitel 2.

Beweis. Das Axiom (A6) haben wir bereits in Beispiel nachgerechnet und
auch fast alle anderen Aussagen des Satzes kann man schlicht nachrechnen. Wir
behandeln hier nur noch (A7). Sei z =z +iy € C\ {0} mit z,y € R. Da z # 0
ist, muss x # 0 oder y # 0 gelten. Insbesondere ist 2% + y? > 0. Wir setzen

-1 z -y T — 1y
z7 =

x2+y2+1x2+y2 _x2+y2'
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Dann gilt unter anderem mit dem Distributivgesetz (A9)

T — iy _x2+iyx—ixy—i2y2_x2+y2_1

1 .
zZZ =(r+1 = = =
( y)x2_|_y2 x2+y2 «T2+y2

)

wir haben damit also ein multiplikativ-inverses Element zu z angegeben. O

Veranschaulichen kann man sich die komplexen Zahlen am besten in der komple-
zen Zahlenebene (auch Gaufische Zahlenebene genannt), s. Abbildung 7.1l

Definition 17.5. Ist z = z + iy mit x,y € R eine komplexe Zahl, so heifst

Zi=x—1ly die zu z konjugiert komplexe Zahl,

lz| = /22 +y? der Betrag von z.

Im2)|..................... z

Abbildung 17.1.: Die Gaufsche Zahlenebene

Offensichtlich gilt Z = z fiir alle = € C. Einige weitere bemerkenswerte Eigen-
schaften der komplexen Konjugation sammeln wir im folgenden Satz.

Satz 17.6. Sind z, 21,25 € C, so gilt
(a) 21 + 20 =71+ 7% und Z123 = 71 - Z3.
(b) z+Z=2-Re(z) und z —zZ = 2i-Im(2).

Beweis. (a) Es gilt fiir 2 = x; +iy; und 29 = 29 + iys

ntzm=a+a+i(yn +y2) =0+ 22 — iy +y2)

=] — 1y + 22 —1ys =21 + 22

und

7123 = (T122 — Y1y2) + (12 + Toyn) = (2122 — Y1Y2) — i(T1y2 + T2y1)

= T1T2 — 1T1Y2 — 1Ta2Y1 — Y1Y2 = ($1 - iyl)(@ - i?/2) =2z %
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17. Komplexe Zahlen

(b) 242z = Re(z) +ilm(z) + Re(z) — ilm(z) = 2 - Re(z) und
z —Z = Re(z) +ilm(z) — Re(z) + ilm(z) = 2i - Im(2). O

Fiir den Betrag sehen wir sofort, dass |z| = |Z| fiir alle z € C ist. AuBerdem gelten
die folgenden Aussagen.

Satz 17.7. Fiir alle komplexen Zahlen z = x+iy mit x,y € R und 2y, 2o € C gilt
(a) z-Z =|2I%,
(b) [Re(2)| < |z] und [Im(z2)] < |2,
(¢) |z| >0 und |z| =0 genau dann, wenn z =0,
(d) |2122] = |z1]] 22,
(e) |21 + 22| < |z1| 4 |22] (Dreiecksungleichung).

Beweis. (a) Es gilt 2z = (x +iy) (v — iy) = 2® + iyz — iyz — i%y? = 22 + 9% =

(V) = L3P

(b) Diese Aussage folgt fiir den Realteil sofort aus |z| = Va2 < /22 4+ 12 = |7|

und genauso fiir den Imaginéarteil.

(c) Ist |z| =0, soist /22 + y2 = 0 und damit auch 2>+y? = 0. Diese Gleichung
(in R!) hat nur die Losung = = y = 0, also ist in diesem Fall z = 0.

(d) Nachrechnen.
(e) Nach [(a)] und Satz ist

|21 4 22 = (21 + 22) (21 + 22) = (21 + 22) (71 + 22)
=B+ uBm +am ek = |alP | nlftan tan
= |zl|2 + |22|2 + 2 - Re(z122)

Nach [(b)] und [(d)] gilt nun Re(z172) < |[Re(z122)| < |z173] = |21]|22]. Also ist
|21+ 2] < | + |22 + 2|2 |22] = (Ja] + |2])*.

Da alle beteiligten Grofien positiv sind, kann man auf beiden Seiten der
Ungleichung die Wurzel ziehen und erhélt die Behauptung. O

Eine natiirliche Frage ist nun: Welche Erkenntnisse, die wir bisher in R gewonnen
haben, gelten auch in C weiter? Zunéchst schauen wir uns aber an, was nicht
geht.

Satz 17.8. Es gibt auf C keine Relation <% die die Aziome (A10) bis (A1)
erfillt.
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Beweis. Nehmen wir an, es ginge doch, so muss nach (A10) entweder i > 0 oder
i < 0 gelten. Wére i > 0, so ist wegen (Al4) auch —1 = i-i > 0 und mit
Satz m@ folgt 1 < 0, was ein Widerspruch zu desselben Satzes ist.

Nehmen wir dagegen an, dass i < 0 ist, so bekommen wir mit Satz m@ die
Ungleichung —1 > 0, was zum selben Widerspruch fiihrt. O

Es ist also nicht moglich, zwei komplexe Zahlen der Grofie nach zu vergleichen.
Man kann aber Betrige von komplexen Zahlen vergleichen, denn das sind reelle
Zahlen. Das werden wir uns oft zu Nutze machen. So kann man z. B. unsere
Schreibweise U, (zg) fir eine e-Umgebung sofort nach C ziehen: Fiir ¢ > 0 und
zp € C setzen wir

Ucz9) :={2€C:|z— 2| < e}

Wir wollen im Rest dieses Abschnitts einen Schnelldurchlauf durch die komplexen
Folgen und Reihen machen und die Exponentialfunktion in C definieren. Wir
werden dabei feststellen, dass viele Dinge in C genauso wie in R funktionieren. Um
nicht immer miihsam ,,in R oder C* schreiben zu miissen, wird im weiteren Skript
der Buchstabe K verwendet, wann immer man sowohl R als auch C einsetzen
kann.

Wir {ibertragen zunéchst den Begriff der Konvergenz. Diesen kénnen wir auf
Konvergenz in R zuriickspielen, vgl. Satz IE[I@

Definition 17.9. Es sei (z,) eine Folge in C.

(a) Die Folge (z,) konvergiert gegen zy € C, wenn die reelle Folge (|z, — zo]|)
i R gegen Null konvergiert.

(b) Wir nennen (z,) beschrankt, wenn es ein C > 0 gibt mit |z,| < C' fir alle
n € N.

(¢) Wir nennen (z,) Cauchy-Folge in C, wenn fir jedes € > 0 ein ng € N
existiert mit |z, — z,| < & fir alle n,m > nyg.

(d) Das Symbol > ° | z, bezeichnet wieder die Folge (s,) mit s, == > ._, 2
und die Reihe Y7 | z, heifit konvergent, falls (s,) konvergiert. In diesem
Fall gilt 3~ | 2z := lim,, o0 Sy,

(e) Die Reihey | z, heifit absolut konvergent, falls die Rethe )" - | |z,| kon-

vergiert.
Satz 17.10. Es sei (z,) eine Folge in C.

(a) Die Folge (z,) konvergiert genau dann gegen zo € C, wenn die beiden Folgen
(Re(zy)) und (Im(z,)) in R konvergieren und

lim Re(z,) = Re(zp) sowie lim Im(z,) = Im(zo)
n—o00 n—oo
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17. Komplexe Zahlen

qgilt.

Insbesondere ist der Limes einer in C konvergenten Folge eindeutig be-
stimmd.

(b) FEine Folge in C ist genau dann eine Cauchy-Folge, wenn sie konvergiert.

(Cauchy-Kriterium)

(¢) Die Reihe Y~ | z, ist genau dann konvergent, wenn die beiden Reihen

> Re(z,) und 3277 Im(z,) in R konvergieren. In diesem Fall gilt

i Zn = i Re(z,) + ii Im(z,).
n=1 n=1 n=1

Beweis. (a) Wir setzen z,, := Re(z,) und y, := Im(z,) fir alle n € Ny. Nun

(c)

gilt fiir jedes n € N

|z, — 9| = \/($n —10)? < \/(% —20)% + (Yn — ¥0)? = |20 — 20|

und genauso |y, — yo| < |z, — 20|. Wenn also (z,) gegen z konvergiert, so
haben wir auch lim,, o, x, = o und lim,, .o ¥, = yo. Haben wir umgekehrt
diese beiden Grenzwertbeziehungen, so gilt

|20 — 20| = VRe(zn — 20)2 + Im(z, — 2)2
=/ (Zn — 20)2+ (Yn — 90)2 — 0 (n — 00),

wegen Satz [7.6l

Dass jede konvergente Folge eine Cauchyfolge ist, zeigt man genauso wie
im Kapitel [0 in R. Fiir die umgekehrte Implikation schiatzt man mit Hilfe
von Satz IIZE@ folgendermaflen ab:

|Re(2z,) — Re(zm)| = |Re(zn — 2m)| < |20 — 2ml, n,m € N.

Ist nun (z,) eine Cauchyfolge in C, so liefert diese Abschitzung, dass die
reelle Folge (Re(z,)) eine Cauchyfolge in R ist. Dank Satz ist diese
also konvergent. Eine analoge Argumentation liefert die Konvergenz von
(Im(z,)) und damit liefert Teil [(a)| die Behauptung.

Die Aussage folgt aus|(a)l da Reihen auch nur Folgen sind. O

Mit Hilfe der Uberlegungen aus dem vorhergehenden Satz lassen sich viele Re-
sultate iiber reelle Folgen ins Komplexe iibertragen. Als prominentes Beispiel
beweisen wir eine komplexe Version des Satzes von Bolzano-Weierstraf.

Satz 17.11. Jede beschrinkte Folge in C besitzt eine konvergente Teilfolge.
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Beweis. Sei (z,) eine beschriankte Folge in C und C' > 0 so, dass |z,| < C fiir
alle n € N ist. Es gilt |Re(z,)| < |z,] < C fiir alle n € N, also ist auch die
reelle Folge (Re(z,)) beschrinkt. Nach dem reellen Satz von Bolzano-Weierstrafl
in Satz [[0.1] hat diese eine konvergente Teilfolge (Re(zy, ))ren. Mit einem analo-
gen Argument ist (Im(z,, ))ren beschriankt in R und wir bekommen eine erneute
Teilfolge (2n,, )een, so dass (Im(zy,,))een konvergent ist. Als Teilfolge der konver-
genten Folge (Re(zn, ))ken ist auch die Folge (Re(2y,,))sen konvergent. Schliefilich
bedeutet das mit Satz M@, dass (anl)feN eine in C konvergente Folge ist
und wir haben unsere konvergente Teilfolge von (z,) gefunden. O

Viele Satze lassen sich wortwortlich wie im Reellen beweisen. Das fithren wir am
Cauchy-Kriterium und an der Dreiecksungleichung fiir Reihen vor.

Satz 17.12. Es sei (2,) eine komplexe Folge. Dann gilt:

(a) Die Reihe > > | z, konvergiert genau dann, wenn fiir jedese > 0 einng € N

P

existiert mat
k=n+1

<e fir alle m >n > ny.

(Cauchy-Kriterium)

(b) Ist> > | z, absolut konvergent, so ist die Reihe Y - | z, konvergent und es
qgilt

oS
>
n=1

< Z |zn|-  (verallgemeinerte Dreiecksungleichung)
n=1

Beweis. (a) Fiir jedes n € N bezeichne s, := Y ,_, z, die n-te Partialsumme.
Seien m,n € N mit n < m. Dann gilt

m

|Sm_3n|:’ Z 2k

k=n+1

Die Behauptung folgt damit direkt aus dem Cauchy-Kriterium fiir komplexe
Folgen in Satz @

(b) Wir verwenden das Cauchy-Kriterium aus Teil @ Sei dazu £ > 0 gege-
ben. Dann gibt es dank der absoluten Konvergenz ein ny € N, so dass
Yo 2| < e fiir alle n,m € N mit m > n > ng gilt. Mit der Dreiecks-
ungleichung gilt dann sofort fiir alle m > n > ny auch

’i zk’g i |zk| < e.

k=n+1 k=n+1
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Also ist die Reihe nach dem Cauchy-Kriterium konvergent.

Setzen wir s, := Y ;_, zx und o, := > ;_, |2 fiir jedes n € N, so erhalten
wir wie oben mit der Dreiecksungleichung [s,| < o, fiir alle n und damit
im Grenzwert n — 0o

o0 o0

’sz’:‘lim sn‘: lim [s,| < lim an:Z|zk\. O
P n—o00 n—o00 n—o00 ]

SchlieBlich iibertragen sich auch unsere Konvergenzkriterien. Dies fassen wir im
folgenden Satz zusammen.

Satz 17.13. Es sei (z,) eine Folge in C und (a,,) eine reelle Folge.
(a) Ist > | z, konvergent, so gilt lim,,_,o z, = 0.

(b) Gilt |z,| < ay, fir fast allen € N und ist Y | a,, konvergent, so konvergiert

> | zn absolut.  (Majorantenkriterium)

(¢c) Ist die Folge ({/|z,|) unbeschrinkt, so divergiert y | z,. Ist (/]z,]|) be-
schrinkt, so ist die Reihe absolut konvergent, wenn limsup,,_,.. /|z.| < 1
ist und divergent, wenn limsup,,_,., V/|z,| > 1 ist.  (Wurzelkriterium)

(d) Gilt z, # 0 fir alle n € N und ist die Folge (|*n+1/=.]) beschrinkt und gilt
limsup,,_, . [#+1/z.| < 1, so ist die Reihe Y | z, absolut konvergent. Gilt
dagegen |#+1/z,| > 1 fiir fast alle n € N, so divergiert die Reihe Y . | 2.
(Quotientenkriterium)

Die Beweise fiir diesen Satz lassen sich entweder direkt auf die entsprechenden Re-
sultate iiber reelle Reihen zuriickspielen oder direkt aus dem Reellen iibertragen.
Gleiches gilt fiir den folgenden Satz iiber das wie in R definierte Cauchy-Produkt.

Definition 17.14. Es seien Y >z, und > - w, zwei komplexe Rethen. Dann

heifst die Rethe
Z Z ZEWn—k

n=0 k=0

das Cauchy-Produkt dieser beiden Reihen.

Satz 17.15. Es seien Y - 2z, und > - w, absolul konvergente Reihen in C.
Dann ist auch das Cauchy-Produkt der beiden Reihen absolut konvergent und es
qilt

@; ) (nf% wn) - f’; Z s
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Da sich also herausstellt, dass unsere Ergebnisse iiber Reihen in groflen Teilen
auch im Komplexen gelten, ist es natiirlich, auch iiber Potenzreihen mit kom-
plexen Variablen und Koeffizienten nachzudenken. Das wird sich als eine sehr
fruchtbare Idee — auch fiir zukiinftige Semester — erweisen. So konnen wir z. B.
problemlos die Exponentialfunktion fiir komplexe Zahlen definieren. Tatséchlich
kann man leicht feststellen, dass der Satz von Hadamard genauso in C funk-
tioniert.

Beispiel 17.16. (a) Wir betrachten zunichst die komplexe geometrische Rei-

he, also die Potenzreihe
o
Z z" zeC.
n=0

Fir z = 1 ist diese Reihe bekanntermafien nicht konvergent und wie in
Satz B.12 gilt fiir alle z € C\ {1} und alle N ¢ N

N N+1
1 —
n=0 “

und dieser Ausdruck konvergiert fir N — oo, falls |z| < 1. In diesem Fall

ist -
Zz" = i, |Z‘ < 1.
n=0

Die komplexen Zahlen mit |z| < 1 sind genau die, die innerhalb des Kreises
mit Radius 1 um den Ursprung in der komplexen Zahlenebene liegen. Nun
wird auch der bisher u.U. eher verwirrende Begriff Konvergenzradius klar.

Der Kandidat fiir die Definition einer komplexen Exponentialfunktion ist

natiirlich
o n

Z%, z € C.

n=0

Tatsdchlich wissen wir schon, dass die Reihe Y °  I=I"/n fiir alle z € C
konvergiert, denn |z| ist ja reell. Also ist die Reihe Y >, 2"/n! fiir alle z € C
sogar absolut konvergent. Das rechtfertigt die nun folgende Definition.

Definition 17.17. Die Funktion

e e} n

z
ez:zzﬁ, z € C,

n=0

heifst (komplexe) Exponentialfunktion.

Wir sammeln einige Eigenschaften dieser Funktion.
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Satz 17.18. (a) Fir alle z1, 29 € C gilt e217%2 = 1 . 72,
(b) Fiir alle z € C gilt ¢* # 0 und 1/ez = e™>.
(c) Fiir allet € R gilt e = cos(t) + isin(t). (Euler-Formel)
(d) Ist z=x+iy € C mit x,y € R, so gilt €* = e” cos(y) + ie” sin(y).
(e) Fir allet € R und alle n € N gilt die Formel von De Moivre:
cos(nt) + isin(nt) = (cos(t) +isin(t))".

Beweis. (a) Genau wie im Beweis von Satz [5.7[(b)] berechnet man dies iiber
das Cauchy-Produkt.

(b) Aus |(a)| folgt sofort fiir jedes z € C

und damit e* # 0 sowie e™* = .

eZ

(c) Fiir alle t € R konnen wir wegen der absoluten Konvergenz der Exponen-
tialreihe die Summation umordnen und zunéchst iiber alle geraden n und
dann iiber alle ungeraden n summieren:

y © ingn 0 i2kt2k OO i2k+1t2k+1
¢ :E:_T:§:@m!+§%@k+n!
thk ' 0 (_l)kt2k+1

2k + 1)!

= cos(t) + isin(t).
k=0

(d) Es ist mit |(a){und

z iy

e = " = % = e” cos(y) + ie” sin(y).

(e) Auch dieses folgt sofort aus [(¢) und [(a)} denn
cos(nt) +isin(nt) = ™ = (eit)n = (cos(t) + isin(t))n. O

Auf gleiche Weise kann man auch den Sinus und den Cosinus fiir komplexe Ar-
gumente definieren, denn auch deren Reihen haben Konvergenzradius unendlich.

Definition 17.19. Fir alle z € C definieren wir den Cosinus und den Sinus
durch

— (=D, : — (D
cos(z) := Z <(2k§! 22* und sin(z) := Z (2</€7)2 ARy

|
k=0 k=0 _'_ 1) °
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Funktionen
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18. Grenzwerte bei Funktionen

In diesem Abschnitt iibertragen wir Begriffe, die wir im Kontext der Folgen ken-
nen gelernt haben, auf Funktionen von D C K nach K. In diesem Zusammenhang
sei an die Konvention zum Buchstaben K von Seite [[T1] erinnert.

Wir beginnen mit dem Monotoniebegriff. Dieser funktioniert naturgeméaf nur fiir
K =R.

Definition 18.1. Es set I C R ein Intervall. Fine Funktion f: 1 — R heifst

(a) monoton wachsend, falls fiir alle x,y € I mit x < y gilt, dass f(x) < f(y)
15t.

(b) monoton fallend, falls fir alle z,y € I mit x <y gilt, dass f(z) > f(y) ist.

(c) streng monoton wachsend, falls fiir alle x,y € I mit x <y gilt, dass f(z) <

f(y) ist.

(d) streng monoton fallend, falls fiir alle x,y € I mit x < y gilt, dass f(x) >
f(y) ist.

(e) (streng) monoton, falls sie (streng) monoton wachsend oder (streng) mo-
noton fallend ist.

Definition 18.2. Es sei D C K eine Menge. Fine Zahl xq € K heifst Haufungs-
punkt von D, wenn fiir jedes ¢ > 0 ein x € D existiert mit

x € Us(xo) \ {20}

Um ein bisschen mehr Vorstellung von diesem Begriff zu bekommen, betrachten
wir zwei dquivalente Formulierungen dieser Definition.

Satz 18.3. Fs sei D C K und xqg € K. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent.

(a) Die Zahl xq ist ein Haufungspunkt von D.
(b) Fiir alle € > 0 ist die Menge D N U.(xy) unendlich.

(c) Es existiert eine Folge (x,) in D mit x, # xo fir alle n € N, die gegen xg
konvergiert.
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Beweis. ,|(a)=1(c)l* Sei xy ein Haufungspunkt von D. Zu jedem n € N exis-
tiert dann nach der Definition des Haufungspunktes ein x,, € D mit x,, €
Uy, (20) \ {zo}. Fiir alle n € N zusammengenommen bilden diese eine Folge
(xn) in D mit z,, # zo fir alle n € N und es gilt |z, — x| < /n fiir alle
n € N. Aus letzterem folgt schliefllich auch, dass (z,) gegen zo konvergiert
und wir haben damit die in geforderte Folge konstruiert.

S(c)=1(b)[“ Sei (z,) eine Folge in D mit x,, # x, fiir alle n € N, die gegen x
konvergiert. Weiter sei ¢ > 0 vorgegeben. Dann gilt =, € U.(z) fiir fast
alle n € N. Insbesondere ist die Menge D N U.(x() unendlich.

+(b)=(a)[* Sei ¢ > 0. Dann hat nach Voraussetzung D N U.(xy) unendlich viele
Elemente. Insbesondere gibt es darin ein Element, das nicht z ist. Damit
ist z¢ ein Haufungspunkt von D. O

Mit Hilfe dieser Umformulierungen kann man sich leicht die folgenden Beispiele
veranschaulichen.

Beispiel 18.4. (a) Ist D endlich, so hat D keinen Haufungspunkt.

(b) Ist D = (0,1], so ist die Menge aller Hiaufungspunkte von D genau das
Intervall [0, 1].

(¢) Ist D = {'n:n € N}, so ist genau 0 ein Hiufungspunkt von D.

Die Definition des Grenzwertes einer Funktion an einer Stelle spielen wir auf den
Konvergenzbegriff bei Folgen zuriick.

Definition 18.5. Fs sei D C K und f : D — K eine Funktion sowie a € K.

(a) Ist xo ein Hdufungspunkt von D, so sagen wir, dass f fir x gegen xo den
Grenzwert a hat, wenn fir jede Folge (z,) in D, die gegen xo konvergiert
und fir die x, # xo fir alle n € N gilt, die Folge (f(z,)) gegen a konver-
giert. Wir schreiben dafiir

lim f(z) = a.
T—TQ

(b) Ist D C R und xy ein Haufungspunkt von Dy = {x € D : x > xy}, so hat
f fiir x gegen xy den rechtsseitigen Grenzwert a, wenn fir jede Folge (x,)
in Dy, die gegen xy konvergiert, die Folge (f(x,)) gegen a konvergiert. Wir
schreiben

li = a.
Jim fz) =a

(¢) Ist D C R und x¢ ein Hiufungspunkt von D_ :={x € D : x < zy}, so hat
f fiir x gegen xy den linksseitigen Grenzwert a, wenn fir jede Folge ()
in D_, die gegen xo konvergiert, die Folge (f(x,)) gegen a konvergiert. Wir
schreiben

lim f(z)=a.

T—T0—
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Bemerkung 18.6. (a) Eine besondere Betonung beim Lesen dieser Definition
sollte jeweils auf den Worten ,,jede Folge® liegen.

(b) Wie bei den Grenzwerten fiir Folgen gibt es auch hier die alternativen
Schreibweisen

f(x) = a(x—z9), flx)—=a(x—xe+)bzw. f(z) = a (x— z9—).

(c) Man beachte die Einschrinkung, dass links- und rechtsseitige Grenzwerte
nur bei auf Teilmengen von R definierten Funktionen Sinn ergeben. In C
gibt es einfach kein ,,rechts und , links*.

(d) In den folgenden Sitzen und Definitionen werden wir alle Aussagen jeweils
nur fiir Grenzwerte von Funktionen machen. Diese gelten dann sinngeméif
auch fiir den rechtsseitigen und linksseitigen Grenzwert, wenn dieser sinnvoll
ist.

Die Subtilitdten dieser Definition verdeutlichen wir uns an einem Beispiel.

Beispiel 18.7. (a) Wir setzen D = (0, 1] und

1
2
O<zr<-=
x°, x 5
1
f@) 1, falls §§x<1,
7, r=1

Wie wir schon im vorherigen Beispiel gesehen haben, ist jedes x € [0, 1] ein
Héaufungspunkt von D. Wir konnen also Grenzwertbetrachtungen in allen
diesen Punkten anstellen. Wir untersuchen das Verhalten in den interessan-
ten Stellen 0, /2 und 1. Es gilt

glcl_%f(a:) =0 und 3161_% f(z) =1

Wir begriinden die erste Aussage. Es sei (x,) eine beliebige Nullfolge in
D (x, # 0 gilt sowieso, da 0 ¢ D). Dann gibt es ein ny € N, so dass
T, < /2 fiir alle n > ng gilt. Fiir diese n ist dann f(z,) = z2. Nach den
Grenzwertsitzen fiir Folgen konvergiert die Folge (z2) gegen Null, womit
lim, o f(x) = 0 gezeigt ist. Den zweiten Limes bestimmt man analog.

Was ist aber nun mit lim,_,1/, f(2)? Dieser Grenzwert existiert nicht, denn

es gilt
. 1 1 1 . 1 1
lim f(§‘5> =7 wd JEEOf(fg) =1

Nach unserer Definition miisste der Grenzwert aber fiir jede Folge, die gegen
1/2 konvergiert, ohne 1/2 zu treffen, der selbe sein.
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18. Grenzwerte bei Funktionen

Das Problem tritt hier auf, weil wir uns einmal von links und einmal von
rechts an die kritische Stelle 1/2 angendhert haben. Genau dafiir haben wir
aber die Begriffe des links- bzw. rechtsseitigen Grenzwertes. Tatséchlich
zeigt man wie oben, dass diese existieren und dass gilt

lim f(x)=1 und lim f(z)=-.
x—1/2+ z—1/2— 4

(b) Ohne es so zu nennen, haben wir schon einmal solche Grenzwerte berechnet.
Satz kénnen wir nun folgendermaflen formulieren:

lim ¢/z = yzo fiir alle p € N und alle zy € [0, 00).

T—T0
Wir beweisen ein alternatives Kriterium, wann lim,_,,, f(z) = a gilt.

Satz 18.8. Fs sei D C K und ¢ ein Hiufungspunkt von D sowie f : D — K
eine Funktion und a € K. Dann gilt lim,_,,, f(x) = a genau dann, wenn fir jedes
e>0 eind=0d(e) > 0 existiert, so dass

|f(z) —al <e firallexeD mit0d <|z—x9 <6 (18.1)
qgilt.

Beweis. Wir beweisen zunéchst ,,=—. Dazu nehmen wir an, die e-Bedingung sei
falsch, d. h. es gibt ein gy > 0, so dass ([I81]) fiir kein 6 > 0 gilt. Fiir dieses ¢
gibt es also zu jedem 6 > 0 ein z = z(d) € D, fir das 0 < |x — xo| < J, aber
|f(z) — a] > eg gilt. Wahlen wir fiir jedes n € N speziell § = 1/n, so erhalten wir
eine Folge (z,,) in D mit

1
0< |, —mo| <— aber |f(x,)—a|l>¢e fiiralleneN.
n

Das bedeutet, dass die Folge (x,) gegen o konvergiert und z, # x, fiir alle
n € N gilt, aber f(x,) nicht gegen a konvergiert. Das ist ein Widerspruch zu
lim, ., f(x) = a.

Zum Beweis von ,,<=" sei (z,) eine Folge in D, die gegen x, konvergiert, mit
T, # xo fur alle n € N. Wir miissen nun zeigen, dass die Folge (f(z,)) konvergiert
und den Limes a hat. Sei also € > 0 gegeben. Nach Voraussetzung existiert dann
ein 0 > 0, so dass (I8 gilt. Weiter ergibt sich aus der Konvergenz der Folge
(x,,) die Existenz eines ng € N, so dass 0 < |z, — xo| < 0 fur alle n > ng gilt.
Damit haben wir aber nach ([I&1]) fiir alle n > ng

|f(xn) _a’| <e

und sind damit fertig. O
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Satz 18.9. Es sei D C K, f: D — K eine Funktion und xy ein Hiufungspunkt
von D. Weiter sei fiir jede Folge (x,) in D, die gegen xo konvergiert und fir
die x, # wo fir alle n € N gilt, die Folge (f(x,)) konvergent. Dann existiert
limy sz, f(2).

Beweis. Es seien (z,) und (y,) Folgen in D, welche die Voraussetzungen des
Satzes erfiillen. Wir miissen nun zeigen, dass
lim f(x,) = lim f(y,)
n—o0 n—oo
gilt. Dazu definieren wir eine Folge (z,) durch zs, 1 = z, und zs, = y, fiir alle
n € N, d. h. es ist
(217 22323y vt ) - (:L‘la Y1,22,Y2,T3,Y3, - - . )

Dann gilt auch bei dieser Folge z, € D und z, # x, fiir alle n € N und z, konver-
giert gegen xy. Also existiert nach Voraussetzung der Limes a := lim,, . f(2,).
Die Folgen (f(z,)) und (f(y,)) sind aber Teilfolgen von (f(z,)), also konvergieren
diese nach Satz @ gegen den selben Grenzwert, d. h.

lim f(2,) = a = lim f(y,). 0

n—oo

Auch fiir Grenzwerte von Funktionen konnen wir Grenzwertsiatze formulieren.

Satz 18.10. Es sei D C K und xy ein Hiufungspunkt von D. Desweiteren seien
drei Funktionen f,g,h: D — K gegeben, so dass die Grenzwerte

a:= lim f(z) wund b:= lim g(z)
T—T0

T—TQ

existieren. Dann gilt:

(a) Die Grenzwerte fiir & — xo von f+g, fg, |f|, Re(f), Im(f) und f existieren

und es gilt
lim (f(z) +g(x)) =a+b,  lim (f(2)g(x)) =ab,  lim [f(2)| = al
xh—g;lo Re(f(z)) = Re(a), xli_gclo Im(f(z)) = Im(a), xli_gclo flx)=a.

(b) Ist b # 0, so ezistiert ein § > 0, so dass |g(x)| > Pl/2 fir alle x € (D N
Us(xo)) \ {mo} ist. Wir kénnen also die Funktion

g:@ﬂ%WM\hd%K mit () = T@)

g g(x)

definieren. Fiir diese existiert dann der Limes fiir x gegen xq mit

f(@)  limg .y, f(z) a

li = = —.
e g(z) lim, ., g(x) b
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18. Grenzwerte bei Funktionen

(c) Sind f, g reellwertig und gibt es ein § > 0, so dass fir allex € (DNUs(z0))\
{zo} die Ungleichung f(x) < g(x) gilt, so folgt a <b.

(d) Sind f,g,h reellwertig, a = b und gibt es ein 6 > 0 mit
f(z) < h(z) < g(z) firallexe (DNUs(xp)) \ {xo0},
so existiert auch der Limes von h fir x — x¢ und es gilt lim,_,,, h(x) = a.

Beweis. Der Beweis dieses Satzes ergibt sich direkt aus den Grenzwertsétzen fiir
Folgen in Satz [[.3] Nur die erste Aussage in @ wollen wir kurz beweisen.

Es sei € := Ibl/2 > 0. Da lim,_,,, g(z) = b gilt, existiert dann nach Satz ein
d > 0 mit |g(z) — b <e =M/ fir alle z € (DN Us(xg)) \ {xo}. Also gilt fiir alle
diese z mit der Dreiecksungleichung

6
2
d. h. |g(z)| > lbl/2. O

0] = [b—g(z) + g(2)] < |b—g(z)| + |g(x)| < T + |g(x)],

Wir wollen im Folgenden auch untersuchen, wie sich Funktionen ,im Unendli-
chen”, also fiir sehr grofle (bzw. kleine) x verhalten. Um den dazu erforderlichen
Hlim, ,o“ zu definieren, greifen wir auf den Begriff einer bestimmt divergenten
Folge aus Definition zuriick. Dieser ermoglicht es auflerdem zu formulieren,
dass f(x) fiir z — x¢ gegen unendlich geht. Wir fiithren beides in den folgenden
zwei Definitionen sauber ein.

Definition 18.11. Essei D C K, f: D — R eine Funktion und xqy ein Hiufungs-
punkt von D. Wir schreiben

1i_>m f(x) =00 (bzw. 1i_>m f(x) = —o0),

wenn fir jede Folge (x,) in D, die gegen xo konvergiert und fir die x,, # xq fir
alle n € N gilt, die Folge (f(x,)) bestimmt gegen oo (bzw. —oc0) divergiert.

Definition 18.12. FEs sei D C R nicht nach oben (bzw. unten) beschrinkt, f :
D — K eine Funktion und a € RU {oco, —o0}, bzw. a € C. Wir sagen

lim f(z)=a (bzw. lim f(z)=a),

T—00 T——00

wenn fir jede Folge (x,) in D, die bestimmt gegen oo (bzw. —oc) divergiert,
lim,, o0 f(x,) = a gilt.

Beispiel 18.13. (a) Es gilt
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(b) Wir untersuchen abermals die Exponentialfunktion und interessieren uns
fiir ihr Verhalten fiir sehr grofle und sehr kleine x € R. Sei zunéchst z > 0
und p € N beliebig. Da x > 0 ist, gilt unter Weglassen aller Summanden
bis auf einen:

= " Pt
3T
| — |
c~nl — (p+1)
Das liefert N N
£ > %  dh limE =
P~ (p+1)! z—o00 P

Das bedeutet, dass die Exponentialfunktion schneller wéchst als jede Po-
tenzfunktion. Insbesondere gilt also

lim e* = oo.
Tr—r0o0

Wir untersuchen noch das Verhalten fiir x gegen minus unendlich. Sei dazu
(x,) eine bestimmt gegen —oo divergente Folge. Dann divergiert die Folge
(—x,) bestimmt gegen oo. Da fiir jedes n € N

1

e In

e’ =

gilt, und die Folge (e~*") nach unseren obigen Uberlegungen bestimmt nach
oo divergiert, folgt mit Hilfe der Ubungsaufgabe sofort

lim e* =0.
Tr—r—00
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19. Stetigkeit

Definition 19.1. Es sei D C K und o € D. Eine Funkion f : D — K heifst
stetig in g, wenn es zu jedem € > 0 ein § = d(g,x9) > 0 gibt, so dass

|f(z) — f(zo)| <e firallex € D mit |z — x| <6

gilt. Ansonsten nennt man sie unstetig in xg.
Weiter heifst f stetig auf D, wenn f in jedem Punkt xo € D stetig ist. Wir setzen

C(D,K):={f:D — K: f stetig auf D}.

Ist aus dem Zusammenhang klar, ob reell- oder komplexwertige Funktionen be-
trachtet werden, so wird auch oft einfach C(D) geschrieben.

Wir kénnen stetige Funktionen auch dquivalent mit Hilfe von Folgen charakteri-
sieren:

Satz 19.2. Es set D C K und f : D — K eine Funktion. Dann ist f genau dann
in xg € D stetig, wenn fir jede Folge (x,) in D, die gegen xo konvergiert, auch
die Folge (f(x,)) konvergiert und lim,,_, f(x,) = f(xo) gilt (Folgenstetigkeit).

Beweis. Sei zunéchst f in zq stetig, (x,) eine Folge in D, die gegen xy konvergiert
und ¢ > 0. Dann existiert nach der Definition der Stetigkeit ein § > 0 mit
|f(x) — f(zo)] < € fiir alle x € D mit |z — zo| < §. Da (x,,) gegen xy konvergiert,
gibt es nun weiter ein nyg € N mit |z, — x¢| < J fiir alle n > ny. Also gilt fiir all
diese n auch |f(z,) — f(zo)| < € und wir haben Konvergenz der Folge (f(x,))
gegen f(xg) gezeigt.

Es bleibt die umgekehrte Implikation zu zeigen. Dazu nehmen wir an, f wére
nicht stetig in xy. Das bedeutet (vgl. Abschnitt [[2]): es gibt ein £y > 0, so dass es
fiir jedes 0 > 0 ein x = z(0) € D gibt mit |z — zo| < 0, aber | f(z) — f(xo)| > €o.
Insbesondere gilt das fiir alle § der Form /n mit n € N. Also gibt es fiir jedes
n € Nein z, € D mit |z, — x| < Yn und |f(z,) — f(x0)| > €o. Wir betrachten
nun die Folge (x,). Wegen |z,, — xo| < 1/n fur alle n € N konvergiert diese Folge
gegen xy. Andererseits bleibt die Folge (f(x,)) aber immer mindestens gy von
f(zo) entfernt, im Widerspruch zur Voraussetzung, nach der (f(z,)) gegen f(zo)
konvergieren muss. ]

Ubungsaufgabe 19.3. Es sei D C K und f : D — K eine Funktion sowie
xo € D ein Haufungspunkt von D. Dann ist f in zy genau dann stetig, wenn

lim, ., f(x) = f(xo) gilt.
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19. Stetigkeit

Satz 19.4. Esset D CK, A € K und f,g: D — K seien stetig in xyg € D. Dann
gelten die folgenden Aussagen.

(a) Die Funktionen \f, f + g, fg und |f| sind stetig in xy. Im Falle K = C
sind auch f, Re(f) und Im(f) stetig in .

(b) Istzg € D :={x € D: g(z)#0}, so ist die Funktion f/g: D — K stetig in
Zg-.

(c) Ist h: f(D) — K stetig in f(xg), so ist ho f: D — K stetig in xy.

Beweis. Die Beweise von @ und @ ergeben sich aus der Kombination von
Satz und den entsprechenden Aussagen in Satz [[.3] Wir fiihren das nur
exemplarisch fiir die Summe f + g aus. Sei (z,) eine Folge in D, die gegen x
konvergiert. Da f und g in xq stetig sind, konvergieren dann nach Satz auch
die Folgen (f(x,)) und (g(x,)) und es gilt

lim f(z,) = f(zo) und lim g(z,) = g(zo).

n— o0 n—oo

Damit ist nach Satz auch die Folge (f(z,) + g(x,)) konvergent und es gilt

Jim (f(2n) + g(2n)) = lm f(an) + lim g(wn) = f(0) + g(w0),
womit die Stetigkeit von f + ¢ in 2y nach Satz bewiesen ist.

Zum Nachweis von sei (x,) eine Folge in D mit z,, — ¢ (n — o0). Dann
folgt aus der Stetigkeit von f mit Satz wieder f(x,) — f(zo) (n — 00).
Der selbe Satz zusammen mit der Stetigkeit von h in f(x¢) liefert uns dann
h(f(x,)) — h(f(z0)) (n — o0). Also ist wiederum nach Satz die Funktion
ho f stetig in x. O

Wir wollen nun die Stetigkeit einer ganzen Klasse von Funktionen auf einmal
zeigen, namlich all derer, die durch eine Potenzreihe mit positivem Konvergenz-
radius gegeben sind.

Satz 19.5. Essei Y~ a,z" eine Potenzreihe mit Konvergenzradiusr > 0 (dabei
ist 1 = oo zugelassen). Setzen wir D = {z € K : |z| < r}, bzw. D := K, falls
r =00, so ist die Funktion f: D — K mit f(z) = > " a,x", x € D, stetig auf
D.

Beweis. Es sei g € D beliebig und ¢ € R sei so gewéhlt, dass |zg| < o < r gilt.
Ist z € K mit |z] < g, so ist

f(x) = f(zo) = Y an(a" — ) (19.1)
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und fiir jedes n € N ist (vgl. Satz BIT[(c))

|an (2" — 2)| =

n—1

an(x — xg Zazk n—1- k’ < |an||a:—:L’0|z:|a:\’l‘“|a:0|"*1*lg
k=0

< foulle = 20l 3 " = fanllr — sl (19.2)

da sowohl |z| < p als auch |zg| < p gilt.
Wir zeigen als néchstes, dass die Reihe > °° | |a,|no™ ! konvergiert. Zur Anwen-
dung des Wurzelkriteriums berechnen wir

lim sup /|a,|ne"~! = limsup ~¥——— Vlan| /e = olimsup {/|a,|-.

n—oo n—o0 \/_ n—oo

Dabei haben wir im letzten Schritt Ubungsaufgabe [T verwendet und dabei
ausgenutzt, dass lim, . /1 = lim, . {/0 = 1 gilt.

Aus dem Satz von Hadamard folgern wir im Fall » = oo, dass lim sup,,_, . {/|a.| =
0 ist und fiir 7 < oo erhalten wir limsup,,_,.. ¥/|a,| = 1/r. Zusammen ist

limsup v/|a,|ne"! < - < 1,

n—oo

die Reihe ist also nach dem Wurzelkriterium konvergent. Wir setzen

o
s = Z |an|no™ !
n=1

Damit ist die Reihe iiber a, (2™ — z{}) absolut konvergent und wir kénnen mit der
verallgemeinerten Dreiecksungleichung abschétzen:

g an (2" — xy) <E |a, (z™ — xp)|
n=1

Z |||z — 200" = |z — 20]5.

|f(z) = f(xo)| =

Wir haben also die Ungleichungskette
0 < [f(2) = f(xo)| < sl — ol (19.3)

Mit dem Sandwich-Theorem fiir Funktionsgrenzwerte (siehe Satz m folgt
daraus lim, ., f(z) = f(x¢) und damit ist f nach Ubungsaufgabe stetig in
xo. Da x( beliebig war, ist f stetig auf ganz D. O
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19. Stetigkeit

Beispiel 19.6. (a) Dank Satz [[9.5] wissen wir nun, dass alle Polynome, die

(b)

Exponentialfunktion, Sinus und Cosinus jeweils auf ganz C, bzw. R, stetige
Funktionen sind.

Es gilt
. sin(z)
lim

x—0 x

=1.

Zum Nachweis dieser Aussage iiberlegen wir uns, dass fiir x # 0 gilt

xT xT
n=0

sin(x) 1i (-1)" $2"+1:i (=1)" o
!

T o4 (2n+ 1) enrt 9@

n=0

und die Potenzreihe, die g definiert, hat den Konvergenzradius unendlich
(nachrechnen!). Also ist diese Funktion in 0 stetig und es gilt, da g mit der
von uns untersuchten Funktion fiir alle z # 0 iibereinstimmt,

sin(z)

lim = lim g(z) = ¢g(0) = 1.

z—0 X x—0

Die Funktion f : R — R, gegeben durch

sin(z)

, falls x # 0,
flr)=1 "= 7
1, falls x = 0,

ist also auf ganz R stetig. Man nennt f die stetige Fortsetzung der Funktion
x > sin(@) /5,

Genauso wie eben kann man den Grenzwert

et —1
lim =
x—0 €x

1

bestimmen, denn es ist fiir alle x # 0

e —1 1/ " e
TR OO R D B e ek B ey

und auch diese Potenzreihe hat den Konvergenzradius oo.

Zum Abschluss dieses Abschnittes konnen wir aus der Stetigkeit der Funktionen,
die durch Potenzreihen gegeben sind, noch einen wichtigen, {iberraschenden Satz
folgern. Er besagt, dass zwei Funktionen, die durch Potenzreihen gegeben sind
und die auf einer Nullfolge von Punkten iibereinstimmen, schon identisch sein
miissen.
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Satz 19.7 (Identitdtssatz fiir Potenzreihen). Gegeben seien zwei Potenzreihen
Yoo g anx™ und Y7 byx™ mit Konvergenzradien rq > 0, bzw. r, > 0. Wir setzen
R :=min{r,m} > 0 und

f(z) = Zanx", lz| <7e, wund g(x):= anx", |z| < 7y
n=0 n=0

Gibt es dann eine Folge () in Ur(0) mit limy_,oo zx = 0, sowie zp # 0 und
f(zr) = g(xy) fir alle k € N, so gilt a, = b, fir alle n € Ny, d. h. es ist
f(z) = g(x) fir alle |z| < R.

Beweis. Wir fithren den Nachweis, dass a,, = b, fiir alle n € Ny gilt, induktiv.
Fiir den Induktionsanfang (n = 0) tiberlegen wir uns, dass f nach Satz [[9.5 in
0 stetig ist, also gilt limg_,o f(zx) = f(0) = ap. Dasselbe folgt fiir g und da
f(zr) = g(z) fur alle & € N ist, beobachten wir

ao = f(0) = lim f(zx) = lim g(zx) = g(0) = bo.

Als Induktionsvoraussetzung gelte im Folgenden a; = b; fiir alle j € {0,...,n}.
Damit gilt fiir alle |z| < R

fl@)—g(x)= > (a; —bj)a’.
j=n+1
Also ergibt sich fiir alle k € N
0= flax) —glax) = Y (a; — by)ai
j=n+1

= (anJrl - bn+1>xz+1 + (an+2 - bn+2)552+2 +...

und da y, # 0 fiir alle & € N ist, diirfen wir diese Gleichung durch 2} teilen.
Das ergibt

o0

D (ans1ts = bpgrgg)at =0
=0
fiir alle £ € N. Setzen wir
o(r) = Z(an+1+j - bn+1+j)xj7
=0

so ist das eine Potenzreihe mit Konvergenzradius grofler oder gleich R > 0
(nachrechnen!) und somit ist ¢ wieder dank Satz [19.5 stetig in 0. AuBlerdem
gilt (xy) = 0 fiir alle k& € N. Daraus folgt

1 = by = @(0) = lim p(zy) = lim 0 =0,

also a, 11 = byyq. O
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20. Eigenschaften stetiger
Funktionen

Dieser Abschnitt enthélt einen wichtigen Satz iiber stetige, reellwertige Funktio-
nen nach dem anderen. Wir werden spéater immer wieder auf die hier entwickelten
Ergebnisse zuriickgreifen. Allke Sétze dieses Abschnitts gelten nur fiir reellwertige
Funktionen. Uberlegen Sie sich jeweils, warum!

Satz 20.1 (Zwischenwertsatz). Es seien a,b € R mita < b und f : [a,b] — R sei
stetig auf [a,b]. Ist yo eine Zahl zwischen f(a) und f(b), so gibt es ein xy € |a, b]
mit f(zo) = Yo.

f(x)
A

f(b) 1

0

f(a) 1

Abbildung 20.1.: Der Zwischenwertsatz

Beweis. Ist yo = f(a) oder yo = f(b), so sind wir bereits fertig. Wir konnen
also annehmen, dass yo # f(a) und yo # f(b) gilt. Weiter nehmen wir an, dass
f(a) < f(b) ist, denn im Fall f(a) = f(b) muss yo = f(a) = f(b) sein, und den
Fall f(a) > f(b) kann man analog behandeln. Wir haben also f(a) < yo < f(b).
Setze
M :={z €la,b]: f(x) <yo}.

Dann gilt a € M, also ist M # (). AuBerdem ist M durch b nach oben beschrinkt,
d. h. xp := sup M existiert. In einem néchsten Schritt existiert fiir jedes n € N
nach Satz 217 ein x,, € M mit

Ty — — < T, < Xp.
n

Die so entstandene Folge (z,) konvergiert nach dem Sandwich-Theorem gegen
xo und da fiir jedes Folgenglied a < z, < b gilt, haben wir damit auch gleich
xg € [a,b].
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20. FEigenschaften stetiger Funktionen

Nun folgern wir aus der Stetigkeit von f mit Satz [[9.2] dass die Folge (f(x,))
konvergiert und lim,, ., f(z,) = f(zo) gilt. Da auflerdem jedes x,, in M gewé&hlt
war, gilt f(z,) < yp fiir alle n € N, also ist im Grenzwert f(xg) < yo. Es bleibt
noch die umgekehrte Ungleichung f(x¢) > yo zu zeigen.

Dazu beobachten wir zunéchst, dass sogar xy € [a,b) gelten muss, denn zo = b
kann wegen f(z9) < yo und f(b) > yo nicht sein. Nun nehmen wir an, es wére
f(zg) < yo. Dann ist € := yo — f(x¢) > 0. Nach der Definition der Stetigkeit gibt
es zu diesem ¢ ein d > 0, so dass

|f(2) — f(zo)| < e fiir alle z € [a,b] N Us(xo)

gilt. Sei nun ein z € [a,b] mit xy < z < 2 + 0 gewdhlt. Das geht, da zo < b ist.
Dann gilt

f(2) = f(zo) < |f(2) = flzo)| < &=yo— flzo).
Also ist f(2) < yo und damit z € M. Da z das Supremum von M ist, muss dann
z < xqg gelten, was ein Widerspruch ist.
Zusammen ist damit f(zg) = yo. O

Eine wichtige Folgerung aus diesem Satz ist die folgende.

Satz 20.2 (Nullstellensatz von Bolzano). Es seien a,b € R mit a < b und
[ € C([a,b],R) mit f(a)f(b) < O gegeben. Dann gibt es ein xo € (a,b) mit
Beweis. Wir miissen uns nur klarmachen, dass die Voraussetzung f(a)f(b) < 0

bedeutet, dass entweder f(a) > 0 und f(b) < 0 oder f(a) < 0 und f(b) > 0 ist.
Dann folgt die Behauptung sofort aus Satz 0

Wir kénnen dieses Ergebnis nun anwenden, um das Bild der reellen Exponenti-
alfunktion zu bestimmen.

Beispiel 20.3. Wir zeigen, dass fiir die Exponentialfunktion gilt:
exp(R) = {e" : x € R} = (0, 00).

Wir wissen schon (vgl. Satz [5.7[(c))), dass e” > 0 fiir alle z € R gilt, d. h. es ist
exp(R) C (0, 00). Es bleibt die umgekehrte Inklusion zu zeigen.
Sei dazu yo € (0,00). Wir wissen aus Beispiel I8 I3][(b)] dass
lim =0 und lim e =00

T—r—00 T—r00
gilt. Also gibt es ein a € R, so dass e® < y, gilt und ein b € R mit e* > y,. Da
damit zwangsliaufig e* < e’ gilt und die Exponentialfunktion nach Satz EIE:ZI@
streng monoton wachsend ist, muss a < b gelten. Da die Exponentialfunktion
nach Satz auch auf ganz R stetig ist, sind nun alle Voraussetzungen von
Satz erfiillt. Es gibt also ein g € (a,b) mit ™ = y,. Damit ist yo € exp(R)
und wir sind fertig.
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Definition 20.4. Es sei D C K. Eine Funktion f : D — K heifst beschrankt,
falls die Menge f(D) beschrinkt ist, d. h. falls ein C > 0 ezistiert, so dass
|f(z)| < C fir alle x € D gilt.

Definition 20.5. (a) Eine Teilmenge D von K heifit abgeschlossen, wenn fiir
jede Folge (x,) in D, die in K konvergiert, lim,_,, x, € D gilt.

(b) FEine Teilmenge von K heifit kompakt, wenn sie abgeschlossen und be-
schrinkt ist.

Warnung 20.6. Die angegebene Definition der Kompaktheit ist fiir die hier
betrachteten Teilmengen von K sehr einfach und praktisch. Der Kompaktheits-
begriff kommt in vielen Bereichen der Mathematik vor und ist oft sehr wichtig.
Im Allgemeinen hat er eine andere, leider deutlich sprodere, Definition, die wir
zu Beginn der Analysis II kennenlernen werden. Diese ist im Allgemeinen nicht
dquivalent zu der hier angegebenen Definition!

Wir kénnen nun den fundamentalen Satz formulieren, der das Verhalten stetiger
Funktionen auf kompakten Mengen beschreibt.

Satz 20.7. Es sei K C K kompakt und nicht-leer sowie f : K — R stetig. Dann
gibt es x,,x* € K, so dass

flzy) < flx) < f(a*) firallex € K
gilt. Insbesondere ist f beschrdnkt.

Man beachte, dass damit insbesondere max f(K) = f(2*) und min f(K) = f(x,)
existieren.
In Worte gefasst lautet dieser Satz damit:

Eine stetige Funktion auf einem Kompaktum nimmt ihr Maximum
und ihr Minimum auf dem Kompaktum an.

Dass dabei jede der Voraussetzungen zwingend notig ist, veranschaulichen die
folgenden Beispiele.

Beispiel 20.8. (a) Ist K =[0,1] und
x, falls x € (0, 1),

€T) =
/@) %, falls x = 0 oder z = 1,

so ist f(K) = (0,1), d. h. es gibt keine z,,z* € [0,1] mit f(x,) = 0 und
f(z*) = 1. Wir brauchen also die Stetigkeit von f.
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20. FEigenschaften stetiger Funktionen

(b) Ist K = (0,1] und f(x) = V= fiir € K, so ist f auf K stetig, aber die
Menge f(K) ist nicht beschréinkt, da lim, o4 f(z) = oo ist. Wir brauchen
also die Abgeschlossenheit von K.

(c) Ist schlieflich K = R und f(x) = €, so ist diese Funktion wieder auf ganz
K stetig und K ist abgeschlossen, aber f nicht beschriankt. Wir brauchen
also die Beschranktheit von K.

Beweis von Satz[20.7. Wir zeigen zunéchst, dass unter den Voraussetzungen des
Satzes die Funktion f beschrankt ist. Wéare dem nicht so, gébe es fiir jedes n € N
ein z,, € K mit |f(x,)| > n. Dank der Beschrinktheit von K und dem Satz von
Bolzano-Weierstra§ (Satz [[0.1) konnen wir nun aus der Folge (x,,) eine konver-
gente Teilfolge (z,,) auswihlen. Da K auflerdem abgeschlossen ist, muss deren
Grenzwert z := limy_, 2, ebenfalls in K liegen. Nun nutzen wir die Stetig-
keit von f auf K und folgern, dass die Folge (f(z,,)) gegen f(zo) konvergiert.
Insbesondere ist damit die Folge (f(x,,)) beschréankt, was im Widerspruch zur
Konstruktion der Folge (z,) steht, nach der |f(z,,)| > n; fiir alle k € N gilt.
Da nun f(K) beschrénkt ist, existieren zumindest sup f(K') und inf f(K). Wir
betrachten hier nur S := sup f(K), die Untersuchung fiir das Infimum verlauft
analog. Zu zeigen ist, dass es ein x* € K gibt, so dass f(z*) = S gilt. Dazu stellen
wir zunéchst fest, dass es nach Satz 217 fir jedes n € N ein y,, € f(K) gibt mit
S —1n <y, <S. Dazu finden wir jeweils ein x, € K mit f(z,) = y,, so dass
zusammengenommen

1
S——<f(zy,) <S5 firalleneN (20.1)
n

gilt. Die so gewonnene Folge (z,) enthélt wie jede Folge in K eine konvergente
Teilfolge (x,, ). Wir setzen

2" = lim xz,, .
k—o0

Dann gilt wegen der Abgeschlossenheit von K sofort x* € K und dank der
Stetigkeit von f haben wir f(x,,) — f(z*) fiir &k — oco. Mit Hilfe von (20.1]) und
dem Sandwich-Theorem gilt auflerdem

lim f(z,,)= ILm f(z,) = S.

k—o00
Also ist f(a*) = S. O

Als néchstes wollen wir zeigen, dass sich die Stetigkeit einer Funktion auf ihre
Umkehrfunktion iibertragt, sofern diese existiert. Wir beobachten dazu, dass fiir
ein Intervall I, insbesondere ist auch I = R zugelassen, jede streng monotone
Funktion f : I — R injektiv ist (Ubungsaufgabe!). Damit ist nach Einschrinkung
des Wertebereichs die Funktion f : I — f(I) bijektiv und die Umkehrfunktion
! existiert in diesem Fall. Wir wissen iiber die Umkehrfunktion sogar noch
mehr.
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Lemma 20.9. Sei I C R ein Intervall und f : I — f(I) eine streng monoton
wachsende (bzw. fallende) Funktion. Dann ist die Umkehrfunktion f~% ebenfalls
streng monoton wachsend (bzw. fallend).

Beweis. Wir fithren den Beweis nur fiir wachsende Funktionen, die geklammerte
Aussage beweist man analog. Es sei also f streng monoton wachsend.

Es seien y1,yo € f(I) mit y; < yo gegeben. Dann existieren z1,xs € I, so dass
f(x1) = y1 und f(x9) = ys gilt. Da f streng monoton wéchst und f(z1) < f(xz2)
gilt, muss auch z; < x5 sein. Damit ist aber

fH ) =1 <22 = 7 (ya),
was nichts anderes bedeutet, als dass f~! streng monoton wiichst. O

Fiir den Beweis des néchsten Satzes brauchen wir noch das folgende Lemma,
dessen Beweis als Ubung stehen bleibt.

Lemma 20.10. Fine Menge M C R ist genau dann ein Intervall, wenn fir je
zwei Zahlen a,b € M mit a < b stets [a,b] C M gilt.

Satz 20.11. Es sei I C R ein beliebiges Intervall und f € C(I,R) sei streng
monoton. Dann ist f(I) ebenfalls ein Intervall und es gilt f~' € C(f(I),R).

Beweis. Wir fithren den Beweis wieder nur fiir streng wachsende Funktionen f.
Wir verwenden zunéchst Lemma 20.10, um zu zeigen, dass f(I) ein Intervall ist.
Seien dazu a,b € f(I) mit a < bund ein yg € [a, b] gegeben. Dann gibt es o, 5 € 1,
so dass f(a) = aund f(B) = b gilt. Wir haben also

fla)=a<yy <b= f(p).

Da f stetig ist, existiert also nach dem Zwischenwertsatz ein xp € [ mit
f(zo) = yo. Also ist yo € f(I) und wir erhalten [a,b] C f(I).

Nun bleibt noch zu zeigen, dass f~! auf f(I) stetig ist. Sei dazu yo € f(I) und (y,)
eine Folge in f([I), die gegen yo konvergiert. Fiir diese ist zu zeigen, dass die Folge
(z,) :== (f " (yn)) gegen zo := f~!(yo) konvergiert. Wir nehmen dazu an, das wiire
nicht so. Dann gibt es ein gy > 0, fiir das die Menge M :={n € N: z,, & U (z0)}
unendlich viele Elemente besitzt.

Die Bedingung z,, &€ U. (o) bedeutet, dass entweder z,, < xy — ¢ oder x, >
o + €p gilt, d. h. es ist

M={neN:z,<zg—e}U{neN:z, >x+eo} = M_UDM,.
Ist n € M_, so folgt dank der Monotonie von f

Yn = f(xn) S f(xO _50) < f(xO) = Yo,
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20. FEigenschaften stetiger Funktionen

also gilt
Yn = Yol = Yo — yn > f(20) — f(x0 — 20) > 0.
Ist hingegen n € M, so folgt in gleicher Weise

Yn = f(xn) Z f('rO _'_80) > f(.’lfo) = Yo,
d. h.
|yn _y0| =Yn — Yo = f(l'o +€0) — f(l‘o) > 0.

Mit e := min{f(x¢) — f(xo — €0), f(xo + €0) — f(xo)} > 0 ist also M C {n €
N : |yn —yo| > €} und da M unendlich ist, hat auch diese Obermenge unendlich
viele Elemente. Das steht im Widerspruch dazu, dass (y,) gegen yo konvergiert.
Unsere Annahme lasst sich also nicht halten und es gilt lim,,_ o x, = z9. Wir
haben damit die Stetigkeit von f~! in yo gezeigt und da yy € f(I) beliebig war,
bedeutet das, dass f~! auf f(I) stetig ist. O

Auch dieser Satz liefert uns eine neue spannende Information iiber die Expo-
nentialfunktion, denn von dieser wissen wir, dass sie auf I = R streng monoton
wiichst (vgl. Satz [5.7[(e)]). AuBerdem haben wir in Beispiel gesehen, dass
exp(R) = (0, 00) gilt. Damit wissen wir, dass die Umkehrfunktion existiert. Diese
bekommt einen eigenen Namen.

Definition 20.12. Die Funktion

:(0,00) = R mit In(z) :=log(x) := exp (), = € (0,00),

In :=log := exp™
heifst (natiirlicher) Logarithmus.
Der Logarithmus hat die folgenden Eigenschaften.

Satz 20.13. (a) Die Funktion In ist auf (0,00) stetig und wichst streng mono-
ton.

(b) Es gilt In(1) =0 und In(e) = 1.

(c) xh_)rgo In(x) = 0o und xlg& In(z) = —o0.

(d) Fiir alle x,y € (0,00) und alle r € Q gilt

In(zy) = In(x) + In(y), ln(%) =In(z) —In(y) wnd In(z")=rln(x).

Beweis. (a) Ergibt sich sofort aus Satz
(b) Ergibt sich aus Satz I5.7(a)|
(¢) Ergibt sich aus Beispiel I8 13[(b)]
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e

E(x) — — In(x)|

Abbildung 20.2.: Die Graphen der Exponentialfunktion und des Logarithmus

(d) Es gilt nach Satz I5.7|(b)]
eln(x)—i—ln(y) — eln(a})eln(y) = 2.
Also ist
In(zy) = ln(eln(m)-i-ln(y)) = In(x) + In(y).
Weiter gilt mit Satz [5.7[(c)|
1 1

—In(1/z) __ -
€ Toen(/) Ty L.
Also ist 1
In(z) = In(e~ 2y = — ln(—). (20.2)
x
Damit kéonnen wir aus der ersten Formel sofort folgern
x 1 1
1n<—> = ln(:c—) = In(z +ln<—) = In(z) — In(y).
, ; (z) , () — In(y)

Es bleibt noch die dritte Formel. Fiir r € N folgt diese sofort aus der ersten
und fiir negative r € Z ist —r € N, sodass mit Hilfe von (20.2) folgt

In(z") =In((z")™")) = —=In(z™") = —(—r) In(z) = r In(z).

Ist € Q und r = m/n mit m € Z und n € N so gilt alles zusammengenom-
men

In(z") = In((z/")™) = mn(z"") = nrin(z’") = rIn((z"")") = rln(aj).D
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20. FEigenschaften stetiger Funktionen

Sehen wir uns die dritte Rechenregel in @ noch einmal an, so folgt daraus
insbesondere fiir alle a € (0, 00) und alle r € Q die Beziehung a” = e™(¢") = ¢rn(@),
Diese verwenden wir nun um die allgemeine Potenzfunktion zu definieren.

Definition 20.14. Fir alle a € (0,00) und alle x € R definieren wir die allge-

meine Potenz durch

a® = ex-ln(a).

Wir sammeln Eigenschaften dieser Funktion.
Satz 20.15. Es sei a € (0,00). Dann ist die Funktion x — a® stetig auf R und
es gelten die bekannten Rechenregeln fiir Potenzen wie beispielsweise

1
a:ery — amay’ a 1 =, (CLI)y — a:l:y_
a

Beweis. Wir beobachten zunéchst, dass die beiden Funktionen x +— z - In(a) und
exp jeweils auf R stetig sind, also ist auch die Potenzfunktion als deren Verkettung

nach Satz [[9.4(c)| stetig.

Die Rechenregeln lassen sich alle direkt aus jenen fiir die Exponentialfunktion
ableiten. Wir behandeln deshalb hier nur beispielhaft

a*tY = e(:ery) In(a) __ e In(a)+ylIn(a) _ e ln(a)eyln(a) — a%av. 0
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21. Funktionenfolgen und -reihen

In diesem Abschnitt betrachten wir Folgen, deren Glieder, bzw. Reihen, deren

Summanden selbst wieder Funktionen sind. Dabei verwenden wir weiterhin die
Absprache von Seite [[11], dass der Buchstabe K jeweils fiir R oder C steht. Wir
beginnen mit den folgenden Begriffen

Definition 21.1. Es set D C K und fiir jedes n € N sei eine Funktion f, : D —
K gegeben.

(a) Wir bezeichnen mit (f,) die Funktionenfolge (fi, fa, f5,...) und sagen, die
Funktionenfolge konvergiert punktweise, wenn fir jedes x € D die Folge
(fn(x)) in K konvergiert. In diesem Fall heifst die Funktion

D —K
f:{ x+— lim f,(x)

n—oo

die Grenzfunktion von (f,).

(b) Wir bezeichnen mit Y | f, die Funktionenreihe f; + fo + f3+ .... Die
Funktionenreihe konvergiert punktweise, wenn fiir jedes x € D die Reihe
Yoo [u(x) konvergiert. In diesem Fall heifit die Funktion

D—K
o xHan(:c)

die Summenfunktion.
Beispiel 21.2. (a) Essei D = [0, 1] und
fo(z) :=2", x€]0,1],

fiir jedes n € N.

Nach Satz [0 gilt lim,, ., 2" = 0 fiir alle x € [0,1) und fiir z = 1 erhalten
wir fiir jedes n € N den Wert 1, also konvergiert (f,,) punktweise gegen die
Funktion f:[0,1] — R mit

0, falls x € [0, 1),
J(w) = { 1, falls x = 1.

141
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(b)

(c)

Es sei (a,) eine Folge in K und fiir jedes n € N die Funktion

fo(z) = ayz”

gegeben. Dann ist die aus diesen Funktionen gebildete Funktionenreihe ge-
nau die durch die Folge (a,,) gegebene Potenzreihe. Sie konvergiert also, falls
der Konvergenzradius r der Potenzreihe positiv ist, innerhalb des Intervalls
(—r,r) punktweise gegen die Funktion s : (—r,r) — R mit

o
s(z) = Z anx".
n=1

Die Potenzreihen sind also ein Spezialfall von Funktionenreihen.

Es sei D := [0, 00) und fiir jedes n € N sei f, : [0,00) — R gegeben durch

nxT

fn(ZL') = m, WS [O, OO)
Dann gilt fiir alle 2 € [0, o)
. . /n -
= e ey =

also konvergiert (f,,) in diesem Beispiel auf [0, 0o) punktweise gegen f = 0.

Bemerkung 21.3. (a) In Epsilons ausgedriickt bedeutet punktweise Konver-
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genz einer Funktionenfolge (f,,) auf einer Menge D C K:
Ve >0Vz € D 3Ing =ne(e,z) e NVn > ng: |fulz) — f(z)] <e. (21.1)

Eine entsprechende Aussage lidsst sich natiirlich auch fiir Funktionenreihen
hinschreiben, wenn man beachtet, dass Konvergenz der Reihe nichts anderes
als die Konvergenz der Folge der Partialsummen bedeutet.

Schauen wir uns noch einmal unser drittes Beispiel von oben an, vgl. Ab-
bildung 21.1l so sehen wir rechnerisch sofort ein, dass diese Funktionenfolge
punktweise gegen die Nullfunktion konvergiert. Schaut man sich jedoch fiir
jedes n € N den groBten Abstand des Funktionsgraphen der Funktion f,
von der x-Achse und damit vom Graphen der Nullfunktion an, so weigert
sich dieser hartnéckig gegen Null zu streben, sondern bleibt immer konstant
/2. Rechnerisch, sieht man das daran, dass fir alle n € N gilt

OB R

Wir wollen im Folgenden einen weiteren, restriktiveren Konvergenzbegriff
einfithren, der solch ein Konvergenzverhalten nicht mehr ,toleriert®.




0.3

0.2 1

0.1

| f1 f2 f£3 f 4]

Abbildung 21.1.: Die Graphen der ersten vier Funktionen in der Funktionenfolge
aus Beispiel 2L.2[(c)|

Definition 21.4. Fs sei D C K, f: D — K und fiir jedes n € N seien Funktio-
nen fn,: D — K gegeben.

(a) Die Funktionenfolge (f,) konvergiert gleichméfig auf D gegen f, falls fiir
jedes € > 0 ein ng = no(e) € N existiert, so dass

|fu(x) — f(x)] <€ fir alle n > ng und alle x € D
qgilt.
(b) Die Funktionenreihe ) | f, konvergiert gleichméBig auf D gegen s, wenn

fir jedes € > 0 ein ng = no(e) € N existiert, so dass

< e fir alle n > ng und alle x € D

> filw) = s(x)

gilt.

(¢) Die Funktionenfolge (f,) (bzw. Funktionenreihe >~ | f,) konvergiert lokal
gleichméBig auf D gegen [ (bzw. s), wenn fir jedes K C D kompakt ihre
FEinschrinkungen auf K gleichmdfsig gegen f (bzw. s) konvergieren.

Bemerkung 21.5. (a) Schreiben wir nun auch die Bedingung fiir gleichméBige
Konvergenz in Epsilontisch, so erhalten wir

Ve >03dng=no(e) e NVn >no Ve € D : |fu(z) — f(z)] <e.
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Vergleichen wir mit der entsprechenden Definition der punktweisen Kon-
vergenz aus (21.]]), so sehen wir den Unterschied: Der Quantor ,\Vz € D*
ist von vorne nach hinten gerutscht. Das macht einen grofien Unterschied.
Bei punktweiser Konvergenz diirfen wir bei der Auswahl des ny sowohl die
zugelassene Abweichung von der Grenzfunktion e als auch den Wert fiir x
einflieffen lassen und fiir verschiedene x unter Umstdnden verschiedene ng
wahlen, wahrend es bei gleichméfBiiger Konvergenz zu jedem ¢ ein ny geben
muss, das fiir alle x € D das selbe ist. Wir brauchen in diesem Sinne ein
universelles oder eben gleichméfiges ng, dass fiir alle x € D simultan den
Abstand | f,(x) — f(z)| kleiner als € garantiert.

Obige Uberlegung zeigt auch sofort, dass jede Funktionenfolge, die gleich-
méfig gegen eine Funktion f konvergiert, insbesondere auch punktweise
gegen die selbe Funktion konvergiert: Wenn wir ein universelles ngy haben,
erfiillt dieses die Konvergenzbedingung natiirlich auch fiir jedes x € D
einzeln.

Anschaulich bedeutet gleichméfiige Konvergenz gegen f, dass die Graphen
der Funktionen f,, ab einem gewissen ng alle ganz in einem e-Streifen um

den Graphen der Funktion f liegen, vgl. Abbildung 21.2

f(x)

Abbildung 21.2.: Der e-Streifen um den Graphen der Grenzfunktion f.

Betrachten wir wieder das Beispiel PJPJ von oben, so sehen wir, dass das
eben nicht der Fall ist. So verldsst jede Funktion f, irgendwo den Streifen
um die x-Achse mit Breite /4.

Beispiel 21.6. Wir betrachten im Lichte der neuen Definition noch einmal @
und aus Beispiel 21.2] Beide Funktionenfolgen sind nicht gleichméfig konver-

gent.

Fiir das Beispiel
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- 1+ n2z2’

n()

z € [0, 00),



folgt das direkt aus (21.2]), denn fiir € := 1/4 gibt es fiir jedes n € N ein = € [0, 00),
fir das | f,(z) — f(z)] > € gilt.

Fur

folz) =2", x€][0,1],

erhilt man wegen 1/3/2 € (0,1) fiir allen € N

(5 - 1) = l(5) -0l =3

auf dem gleichen Wege, dass die Funktionenfolge nicht gleichméfig konvergiert.

Die Frage der gleichméfigen Konvergenz hiangt manchmal sehr stark vom be-
trachteten Intervall ab, was nicht weiter verwundert, denn je gréfer dieses ist,
desto mehr x muss ein zu vorgegebenem ¢ gewihltes n, gleichzeitig verarzten.
Schauen wir nochmals die obigen Beispiele an, so sehen, wir, dass bei @ das
Problem bei x = 1 liegt und bei bei x = 0. Halten wir uns von diesen beiden
Punkten fern, so kénnen wir tatsdchlich gleichméfiige Konvergenz nachweisen.

Beispiel 21.7. (a) Wihlen wir ein o € (0, 1), setzen wir D := [0, a] und be-

trachten nun auf dieser Menge die Funktionenfolge
folz) :=2", z €D,

so gilt fiir alle z € D die Abschitzung |fu(z) = f(2)| = |2" = 0] = 2" < o™
(Man beachte, dass die Grenzfunktion auf D nun die Nullfunktion ist.) Sei
nun £ > 0 gegeben. Dann gibt es ein ng = ng(e) € N, so dass o" < ¢ fiir

alle n > ng ist, da lim,_,o, o™ = 0 ist. Also gilt
|fo(z) — f(z)] < @™ < ¢ fiir alle n > ng und alle z € D

und das ist genau die Bedingung fiir gleichméflige Konvergenz.

Zusammengefasst ist die Funktionenfolge (™) also gleichméfig konvergent
auf jedem Intervall der Form [0, a] mit 0 < o < 1, aber nicht auf [0, 1]. Auf
diesem ist sie aber noch punktweise konvergent.

Jede kompakte Teilmenge von [0, 1) ist in einem Intervall der Form [0, o
mit a € (0, 1) enthalten. Also haben wir lokal gleichméfiige Konvergenz auf
[0,1). Achtung: Diese Funktionenfolge konvergiert nicht lokal gleichmé&Big
auf [0, 1]! Warum?

Fiir ein a > 0 setzen wir nun D := [a, 00) und betrachten darauf die

Funktionenfolge
nx ~

@) = e D
Dann gilt fiir jedes n € N

nx nx 1 1

(@) = f(2)]

= < .
14+ n222 — n222 nxr ~ na
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21. Funktionenfolgen und -reihen

Fiir jedes € > 0 gibt es nun ein ny € N mit /(na) < ¢ fiir alle n > ng, also
gilt
1 .
|fu(z) — f(2)] < — < e fir alle n > ny und alle x € D.
nao

Zusammenfassend ist diese Funktionenfolge also auf jedem Intervall der
Form [a, 00) fiir v > 0 gleichméBig konvergent, aber nicht auf [0, 00). Lokal
gleichméBige Konvergenz haben wir in diesem Fall auf (0, c0), aber ebenfalls
nicht auf [0, c0).

Beim Nachweis der gleichméfligen Konvergenz in obigem Beispiel haben wir je-
weils das folgende allgemeine Prinzip verwendet.

Satz 21.8. FEs sei D C K und (f,) eine Funktionenfolge auf D sowie f: D — K
eine Funktion. Gibt es eine Nullfolge (o), so dass

|fn(x) — f(2)] < @y, fir fast allen € N und alle © € D
gilt, so konvergiert (f,) gleichmdfig auf D gegen f.
Der Beweis verlduft genau wie in obigem Beispiel. Fiihren Sie ihn dennoch zu
Ubungszwecken aus.
Ubungsaufgabe 21.9. Es sei D C K und (f,,) eine Funktionenfolge auf D.

(a) Ist (f,) gleichméBig konvergent gegen f : D — K, so konvergiert auch die
Folge (| f.|) gleichméBig auf D und zwar gegen |f|.

(b) Die Funktionenfolge (f,) konvergiert genau dann gleichméfig gegen f :
D — K, wenn lim,_,oSup,cp |fu(z) — f(x)| = 0 gilt. Ist die Funktion
[ beschrankt, so gilt in diesem Fall auBerdem lim,,_,.sup,cp |fn(z)| =
sup,ep |f(2)]-
Satz 21.10 (Majorantenkriterium fiir Funktionenreihen). Es seien D C K und
(fn) eine Funktionenfolge auf D. Gibt es dann eine Folge (¢,) in R, so dass
> ¢, konvergiert und

n=1
| fu(2)| < ¢ fiir fast alle n € N und alle x € D,
so konvergiert die Funktionenreihe Y " | f,, auf D gleichmdpig.

Beweis. Zuerst beobachten wir, dass fiir jedes € D die Reihe > 07, f.(2)
die Voraussetzungen des Majorantenkriteriums fiir Reihen in Satz — bzw.
Satz 713 fiir K = C — erfiillt. Also ist die betrachtete Funktionenreihe punkt-
weise absolut konvergent. Weiter gilt fiir jedes x € D und alle ausreichend grofien
neN

‘ifk(x)_ifk<$)‘ :‘ i fk(l’)‘ < i | fr(x)| < i e = Q.

k=n+1 k=n+1 k=n+1

Da die Reihe iiber die ¢,, n € N, konvergiert, ist die Folge der Reihenreste ()
nach Satz [T.8|[(b)| eine Nullfolge. Damit folgt die Behauptung aus SatzR2L8 O
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Wir bestédtigen uns nun erneut, dass Potenzreihen etwas Freundliches sind und
beweisen, dass diese (als Funktionenreihen aufgefasst) auf ihrem Konvergenzbe-
reich sogar lokal gleichméBig gegen ihre Summenfunktion konvergieren.

Satz 21.11. Es sei y . a,z" eine Potenzreithe mit Konvergenzradius r > 0.
Dann konvergiert die Potenzreihe (als Funktionenreihe aufgefasst) lokal gleich-

mdapig auf U.(0).

Beweis. Die Potenzreihe ist eine Funktionenreihe, bei der iiber die Funktionen
fo(x) = aya™, n € N, summiert wird.

Es sei K C U,(0) kompakt. Da die Betragsfunktion stetig und K kompakt ist,
gibt es nach Satz ein zg € K mit |zg] = max{|z| : = € K}. Weiter ist
K C U,(0), also bekommen wir

o :=max{|z| :z € K} = |zo| <.
Damit gilt |z| < o < r fiir alle x € K. Das bedeutet
()] = lana™| = [an||2|" < [an|o" =: cn.

Da ¢ € (—r,r) gilt, konvergiert die Reihe > ¢, nach dem Satz von Hada-
mard. Damit ist diese eine konvergente Majorante und die Behauptung folgt aus
Satz R1.10L 0

Um zu sehen, dass eine Potenzreihe im Allgemeinen nicht gleichméfig auf dem
vollen Konvergenzintervall konvergiert, kann dass das folgende Beispiel dienen.

Ubungsaufgabe 21.12. Die geometrische Reihe Y °° /2" ist auf (—1,1) nicht
gleichméBig konvergent.

Wir zeigen nun, dass gleichméfige Konvergenz Stetigkeit erhélt, eine sehr wichtige
Konsequenz dieser Eigenschaft.

Satz 21.13. Es sei D C K und (f,,) sei eine Funktionenfolge (bzw. Y | f, eine
Funktionenreihe) auf D, die auf D lokal gleichmdfig gegen eine Funktion f (bzw.
s) konvergiere. Sind die Funktionen f, fir alle n € N in einem Punkt xy € D
stetig, so ist auch die Grenzfunktion f (bzw. die Summenfunktion s) in xq stetig.

Beweis. Wir fithren den Beweis im Fall von Funktionenfolgen.

Sei (xy) eine Folge in D, die gegen zy konvergiert. Nach Satz [[9.2] miissen wir
zeigen, dass limy_,o f(xr) = f(x0) ist.

Sei e > 0. Wir betrachten {z}, : k € Ny}, d. h. die Menge aller Folgenglieder von
(x)) zusammen mit dem Grenzwert. Dank der Konvergenz von (zy) ist das eine
abgeschlossene und beschrénkte und damit kompakte Teilmenge von D. Wegen
der lokal gleichméfigen Konvergenz von (f,,) gibt es also ein m € N, sodass

| f(n) — flan)| < % fiir alle k € N
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21. Funktionenfolgen und -reihen

gilt.
Weiter ist nach Voraussetzung die Funktion f,, stetig, also gibt es ein § > 0, so
dass .

| fm(x) — fin(z0)] < 3 fir alle x € D mit |x — xzo| < §

ist. Sei nun kg so gewéhlt, dass |ZL‘/§“— xo| < 0 fiir alle k > kq ist. Dann gilt fiir alle
k > ko durch Kombination dieser Uberlegungen

|f<xk)_f<x0 | = ‘f(@c fm< )"‘fm(xk)_fm<x0)+fm<x0)_f<x0)}
\f(xk — fn(@r)| + | fr(k) = fin(20)| + | fin(0) — f(0)]
=e. U

Bemerkung 21.14. (a) Wir konnen Satz auch folgendermafien formu-
lieren: Konvergiert eine Funktionenfolge (f,,) auf D lokal gleichméfig gegen
f und sind alle Funktionen f,, in xy € D stetig, so gilt

lim lim f,(z) = lim f(z)= f(zo) = hm fa(zo) = lim lim f,(x).
T—T0 N—>00 T—x0 n—00 T—Ig
Wir haben in diesem Satz also gezeigt, dass man bei gleichméfig konver-
genten Funktionenfolgen den Konvergenz-Limes mit dem Stetigkeits-Limes
vertauschen kann. Dieses Vertauschen von Grenzwerten ist im Allgemeinen
nicht erlaubt, vgl. Warnung 8.4] und insofern sind Satze dieser Art, die ein
Vertauschen gestatten, sehr wertvoll.

Tatséchlich ist diese Vertauscherei fiir nur punktweise Konvergenz im All-
gemeinen falsch. Beispielsweise gilt fiir unsere Funktionenfolge aus Bei-

spiel 212 @
lim lim 2" hmO—O#l—hml—hm lim 2"
z—1—n—o00 z—1— n—r00 n—oo x—1—

(b) Satz gibt auflerdem noch ein manchmal sehr brauchbares Kriterium
ab, um nachzuweisen, dass eine punktweise konvergente Funktionenfolge
oder -reihe nicht gleichméfig konvergiert. Sind némlich alle Folgenglieder
(bzw. alle Summanden) stetige Funktionen, aber die punktweise Grenzfunk-
tion ist unstetig, so kann die Konvergenz nach diesem Satz nicht gleichméfig
sein.
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22. GleichmaBige Stetigkeit

Wir bekommen es in diesem Abschnitt mit einem #@hnlichen Phénomen wie bei
der Unterscheidung zwischen punktweiser und gleichméfiger Konvergenz zu tun.
Erinnern wir uns an die Definition der Stetigkeit, so war f : D — K in einem
Punkt xq € D genau dann stetig, wenn

Ve > 030 = 0(g,m9) > 0Va € D mit |z — x| < 9§ gilt |f(x) — f(zo)| < e.

Das zu bestimmende ¢ darf hierbei aufler von ¢, von dem es logischerweise
abhédngen muss, auch von xy abhéngen. Es liegt also nahe, dhnlich wie bei der
Konvergenz von Funktionenfolgen eine ,,Stetigkeit von hoherer Qualitat® zu de-
finieren, bei der das § gleichméflig in o € D gewéhlt werden muss.

Dass das tatséchlich zu einem restriktiveren Begriff fithrt, zeigt das folgende Bei-
spiel.

f(xo)_ET.

Abbildung 22.1.: Die Abhéngigkeit des Stetigkeits-Deltas von x

Beispiel 22.1. Es sei D = [0,00) und f(z) = 22, 2 € D, vgl. Abbildung P211
Diese Funktion ist offensichtlich stetig, beispielsweise weil sie durch eine Potenz-
reihe mit Konvergenzradius unendlich dargestellt wird. Also gibt es zu jedem
g > 0 und jedem £ > 0 ein 6 > 0, so dass

|2° — 23| < ¢
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22. Gleichméfige Stetigkeit

fir alle x > 0 mit |z — xy| < J gilt. Kénnen wir aber dieses 0 unabhéngig von
xo wahlen? Die Antwort ist Nein, denn wenn wir z = xg + 9/2 setzen, so gilt
|z — 20| = 9/2 < §, aber damit ist auch
0\ 0 52
2 2
e > |x* — zf| = |z + xol|x — 20| ( x0+2 5 xo + 1
Insbesondere ist damit dxg < ¢, d. h.

§< =
o
Je grofler also das xy wird, umso kleiner miissen wir bei gegebenem e das §
wéhlen. Anschaulich liegt das daran, dass der Graph der Funktion fiir grofle x
immer weiter ansteigt, wenn wir also im Bildbereich nur eine Abweichung von
e um das f(xo) zulassen, wird der verfiighare Platz fiir das ¢ auf der z-Achse
immer geringer je weiter wir mit dem xzy nach rechts rutschen.

Wir wollen nun die gleichméfige Stetigkeit exakt definieren.

Definition 22.2. Es sei D C K. Dann heifit f : D — K gleichméBig stetig auf
D, falls fiir jedes € > 0 ein § = () > 0 ewistiert, so dass

|f(x) — f(y)| < e fir alle z,y € D mit |x —y| < 6 gilt.

Bemerkung 22.3. (a) Es ist klar, dass eine Funktion, die auf einer Menge D
gleichméBig stetig ist, auch auf dieser Menge stetig ist, also zu C(D, K)
gehort. Die Umkehrung gilt i.A. nicht, wie Beispiel 22.1] zeigt.

(b) Wie bei der gleichméafiigen Konvergenz auch, ist die Frage, ob eine stetige
Funktion sogar gleichméfBig stetig ist, sehr vom zu Grunde gelegten Defini-
tionsbereich abhéngig. Es ist eine Eigenschaft, die der Funktion auf einer
Menge zukommt. Es ist deshalb im Gegensatz zur Stetigkeit nicht sinnvoll
von ,,.gleichméfBiger Stetigkeit in einem Punkt“ zu sprechen.

Wir wollen nun einen Fall behandeln, in dem Stetigkeit und gleichméflige Stetig-
keit tatsdchlich zusammenfallen.

Satz 22.4. Ist K C K kompakt und f € C(K,K), so ist f gleichmdfig stetig auf
K.

Beweis. Wir nehmen an, f wére nicht gleichméflig stetig auf K. Nun miissen
wir unsere Gesellenpriifung in elementarer Logik ablegen und die Definition der
gleichméfligen Stetigkeit negieren. Am besten macht man das ganz formal und
ohne viel nachzudenken mit den Quantoren. Wir schreiben uns noch einmal hin,
was gleichméflige Stetigkeit bedeutet:

Ve > 036 > 0, so dass Vx,y € K mit |z —y| < 6 gilt |f(x) — f(y)| < e.
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Beim Negieren miissen wir aus jedem V ein 3 und aus jedem 3 ein V machen sowie
die Aussage negieren. Das ergibt: f ist auf K nicht gleichméfig stetig, falls

Jeog >0Vo >0z =2(5) € K Jy =y(9) € K mit |x —y| <0,
so dass [f(x) — f(y)| = eo.

Nun machen wir uns klar, was wir da bekommen haben. Nach Annahme gibt es
ein g > 0, so dass fiir alle 6 > 0 etwas gilt. Wir begniigen uns damit, alle §
anzuschauen, die von der Form 1/n fiir ein n € N sind. Also gibt es ein gy > 0, so
dass fiir alle n € N zwei Zahlen z,,,y, € K existieren, fiir die zum einen

1
|z, — yn| <0 = — und zum anderen |f(x,) — f(yn)| > €0
n

gilt. Nun ist die Folge (x,,) eine Folge in der kompakten Menge K, d. h. sie ist ins-
besondere beschriankt. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafi [10.11 — bzw. [7.11]
im Fall K = C - besitzt sie damit eine konvergente Teilfolge (x,,) und es gilt
xo = limg 00 z,, € K, da K abgeschlossen ist. Betrachten wir die Folge (yy, ),
so bekommen wir
Yny = Ty, + (ynk - x”k)
Der erste Summand auf der rechten Seite konvergiert gegen xy nach Konstruktion
und wegen |z, — y,| < 1/n fir alle n € N konvergiert der zweite gegen Null. Also
sind beide Summanden auf der rechten Seite fiir K — oo konvergent, was bedeutet,
dass auch die Folge (y,,) fir £ — oo konvergiert mit limg_,o0 yp, = 0. Da f in
xo stetig ist, gilt
tim | () — £(un,)| < I (|F(0,) = F(@o)] + £ (x0) — Fun)]) = 0+0 =0,

k—00

was im Widerspruch zu |f(z,) — f(yn)| > &0 fiir alle n € N steht. Also muss f
gleichméBig stetig in K sein. O

Wir fithren noch einen weiteren Stetigkeitsbegriff ein.
Definition 22.5. Fs sei D C K und f : D — K eine Funktion. Diese heifst
Lipschitz-stetig, falls eine Konstante L > 0 existiert, so dass
|f(z) = f(y)] < Llz —y|
fiir alle z,y € D gilt.

Bemerkung 22.6. Man kann sich leicht iiberlegen, dass der Begriff der Lipschitz-
Stetigkeit sogar ein noch stéirkerer als der der gleichméfligen Stetigkeit ist, denn
wenn f Lipschitz-stetig und € > 0 ist, so gilt fiir jedes 0 < § < ¢/L sofort

€

[f(z) = f)l = Llz —y| < L

fiir alle z,y € D mit |z — y| < §. Man beachte, dass das ¢ nur von £ und nicht
von x oder y abhéngt, also ist f tatséchlich gleichméfig stetig. Die Umkehrung
ist auch hier wieder i.A. falsch, wie das folgende Beispiel zeigt.

=&

151



22. Gleichméfige Stetigkeit

Beispiel 22.7. Wir setzen D = [0, 1] und f(z) = /. Dann ist f nach Satz
stetig und nach Satz22.4] auch gleichméfBig stetig auf D. Nehmen wir aber an, es
gibe ein L > 0, so dass fiir alle z,y € D gilt

[Vz =yl < Llz —yl,
so folgt fiir die spezielle Wahl y = 0 sofort /= < Lz, d. h.
L> ! fir alle x € (0, 1]
— fiir alle = .
- \/E Y

Also ist f nicht Lipschitz-stetig.
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23. Differenzierbarkeit

Schon aus der Schule werden Sie das Thema dieses Abschnitts kennen. Man
mochte das Anderungsverhalten einer Funktion in einem Punkt, d. h. anschaulich
gesprochen die Steigung des Funktionsgraphen an dieser Stelle quantitativ fassen.
Dazu ndhert man die Tangentensteigung mit den bekannten Sekantensteigungen
an und kommt auf den Differenzenquotienten. Dessen Grenzwert, die Ableitung,
gibt dann die Steigung an. Auch die Differenzierbarkeit einer Funktion ist so im
Grunde nichts anderes als ein Grenzwertproblem, das wir mit unseren bisherigen
Erkenntnissen behandeln kénnen.

Bei allem was mit ableiten zu tun hat, werden wir hier nur Funktionen mit
Definitionsbereich in R anschauen. Die Ubertragung der Differenzialrechnung ins
Komplexe, also fiir Funktionen mit komplexen Argumenten wird uns dann in
der Analysis III ausfiihrlicher beschéftigen, denn der Differenzierbarkeitsbegriff
verhélt sich im komplexen vollig anders als im reellen.

In diesem Abschnitt sei I C R immer ein Intervall.

Definition 23.1. (a) Es sei g € I. Fine Funktion f : I — K heifst differen-
zierbar in xq, wenn der Grenzwert

o @) = flw)

T—rx0 Tr — ,I‘O

in K existiert. In diesem Fall heif$t dieser Grenzwert die Ableitung von f
in xy und wird mit f'(xy) bezeichnet.

(b) Eine Funktion f : I — K heifit differenzierbar auf I, falls sie in allen
Punkten xy € I differenzierbar ist. In diesem Fall wird durch x — f'(z)
fiir x € I eine Funktion f' : I — K definiert. Diese Funktion heifit die
Ableitung oder auch Ableitungsfunktion von f auf I.

Bemerkung 23.2. Es ist nicht schwer sich klarzumachen, dass der Grenzwert
in obiger Definition genau dann existiert, wenn der Grenzwert

lim f(zo+h) — f(xo)
h—0 h

existiert, und dass dann diese beiden Limites iibereinstimmen. Man kann also je
nachdem, was in der jeweiligen Situation iibersichtlicher erscheint, den einen oder
den anderen Grenzwert untersuchen.
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23. Differenzierbarkeit

Beispiel 23.3. (a) Essei zunéchst f(z) = ¢ € K konstant fiir alle x € I. Dann
ist f in I differenzierbar und es gilt f’'(z) = 0 fiir alle x € I.

(b) Wir betrachten I = R, zy = 0 und
f@) =l zeR

Dann gilt

T — T oz —1, fiir x < 0.

M_m:{ 1, fiir > 0,

Also existiert der Grenzwert dieses Ausdrucks fiir + — xq = 0 nicht, d. h.
f ist in 0 nicht differenzierbar. Man beachte, dass f aber in 0 stetig ist.

Wir haben soeben gesehen, dass es stetige Funktionen gibt, die nicht differen-
zierbar sind. Wir wollen nun zeigen, dass aber umgekehrt jede differenzierbare
Funktion notwendigerweise stetig ist.

Satz 23.4. Es sei f: I — K in xg € I differenzierbar. Dann ist f stetig in x.

Beweis. Es gilt

i J@)~ f(o) = i (70 f(ao)) = i LTG0
= f/(ZL‘Q) -0=0.
Damit haben wir lim, ., f(z) = f(x¢), also ist f in zq stetig. O

Wir berechnen beispielhaft noch weitere Ableitungen.

Beispiel 23.5. (a) Essei I =R und n € N. Wir betrachten
flz)=2", xzekR

Dann gilt nach Satz Bjj] fiir alle z, xg € R mit x # xq

f@) = flwo) _a"—af & o
P _Zxk k

=0 k=0

Also ist

Damit ist f auf R differenzierbar und es gilt (z")" = na™!.

154



(b) Es sei wieder I = R und jetzt
f(x) =exp(x) =e", x€R.
Dann gilt

f(wo+h) — f(xg) emth—efo  emoeh — e

h - h - h
Oeh—l

h

mit Hilfe von Beispiel [(c)} Also ist die Exponentialfunktion auf R
differenzierbar und es gilt exp/(z) = e = exp(z).

:e:L'

— e™ (h — 0)

Die folgende Umformulierung von Differenzierbarkeit ist im Moment noch von
rein theoretischem Interesse, sie wird uns aber im néchsten Semester in grofier
Notlage retten. Der Beweis ist eine schone Ubung in Funktionengrenzwerten.

Satz 23.6. Fine Funktion f : I — K ist in xg € I genau dann differenzierbar
mit f'(xo) = a, wenn

f(@) = f(wo) + ale —xo) +r(x),  wel
1st mit einer Funktion r : I — K, fir die gilt

lim —E) .

eowo |7 — To|

Um kompliziertere Ableitungen berechnen zu kénnen, brauchen wir Rechenregeln.
Einen ersten Satz wollen wir jetzt beweisen.

Satz 23.7. Es seien f,g: 1 — K in xy € I differenzierbar und o, 5 € K. Dann
qgilt

(a) af + By ist in zy differenzierbar und
(af + B9)'(z0) = af'(zo) + Bg'(x0).  (Linearitit)
(b) fg ist differenzierbar in xo und
(f9) (o) = f'(x0)g(x0) + f(x0)g'(x0).  (Produktregel)

(c¢) Ist g(xg) # 0, so existiert ein Intervall J C I mit xy € J und g(x) # 0 fir
alle x € J. Auflerdem ist die Funktion f/q : J — K differenzierbar in xg
und es gilt

(i)/(xo) _ J(xo)g(wo) — f(fb’o)gl(l’o).

(Quotientenregel)
g (9 (370)) i
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23. Differenzierbarkeit

(d) Im FalleK = C sind auch f : I — C sowie Ref,Imf : I — R differenzierbar

inxo mit (f) (xo) = f'(x) sowie (Ref) (xo) = Re(f'(z0)) und (Imf)'(zq) =
Im(f"(x0))-

Beweis. Die Aussagen @ und @ behandeln wir als Ubungsaufgaben.

Zum Beweis von miissen wir zuerst die Existenz von J begriinden. Da g
in zo stetig ist, gibt es ein & > 0, so dass |g(z) — g(xo)| < l9(z0)l/2 fiir alle x €
(xo—0, xo+06) =: J gilt. Fiir diese x ist dann |g(x)| > l9(=0)l/2 > 0, also insbesondere

g(z) # 0.
Weiter gilt
-8 1 f@gleo) — flaog(a)
T — Zo g(x)g(x0) T — 2
_ 1 ) f(x)g(xo) = f(x0)g(wo) + f(x0)g(x0) — f(20)9(2)
g(x)g(wo) T — Xy

_ 1 f(z) = f(zo) o) — flx 9(x) — g(zo)
 g(x)g(w0) ( T — X 9(xo) = /(o) xr — X )

Da g in z( differenzierbar ist, ist diese Funktion insbesondere in xq stetig (vgl.
Satz[23.4)), also konnen wir in obiger Gleichung zum Grenzwert x — x( iibergehen
und erhalten die Behauptung.

Es bleibt noch @ zu zeigen. Nach den Rechenregeln fiir die komplexe Konjuga-
tion, vgl. Satz [I7.6], und Dank Satz [19.4], gilt

T—x0 T — X T—T0 T — Xo T—xT0 T — 2o
— Lm f(z) = f(@o) _ m.
T—x0 T — 2o
Die Differenzierbarkeit von Ref und Imf folgt jetzt aus Ref = /+f/2 und Imf =
f=F/2i, in Zusammenarbeit mit [(a)| O

Es folgt sogleich die Rechenregel fiir die Verkettung differenzierbarer Funktionen.

Satz 23.8 (Kettenregel). Es seien I,J C R Intervalle und g : I — R sei dif-
ferenzierbar in xo € 1. Weiter gelte g(I) C J und die Funktion f : J — K
sei differenzierbar in yo = g(xo). Dann ist auch die Funktion fog : I — K
differenzierbar in xo und es gilt

(fo9)(z0) = f'(g(x0)) - '(x0)-
Beweis. Wir betrachten die Hilfsfunktion f : J — K mit

OET R
F(y) = wa— y € J mit y # yo,
f (o), fiir y = yo.
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Dann gilt

W)y =) = fy) = fwo) (23.1)

fiir alle y € J (auch fiir yo!). Da f in yq differenzierbar ist, haben wir nun

lim f(y) = f(yo) = f'(y0) = f'(g(x0)),

Yy—Yo

insbesondere ist f stetig in yo. Nach Satz 234 ist ¢ stetig in xo, und da die
Verkettung von stetigen Funktionen wieder stetig ist, sehen wir damit

lim f(g(x)) = f(g(x0)) = f'(g(x0)).

T—TQ

Daher folgt schliellich mit Hilfe von (23.1])

fg(x) = flg(x0)) _ fla(@)(9(x) — g(x0))
(ot 22) = 9(20)

r — 2o

~

— f(9(20)) - ¢'(z0) (x = ). 0
Beispiel 23.9. Essei a > 0 gegeben. Dann betrachten wir auf / = R die Funktion
o(x) :=a", xz€R.

Dann ist nach Definition ¢(z) = e*!%. Um die Kettenregel anzuwenden setzen wir
f(y) :=e¥und g(z) := zln(a). Dann ist ¢ = fog. Da sowohl f als auch g auf ganz
R differenzierbar sind und f auf ganz R definiert ist, sind die Voraussetzungen
von Satz 23.§ erfiillt und es gilt

(a®) = f'(g(2))g'(x) = e’ In(a) = " In(a) = 0" In(a).

Wir konnen sogar eine allgemeine Rechenregel fiir die Ableitung der Umkehr-
funktion angeben.

Satz 23.10. Es sei f : I — R stetig, streng monoton und in xq € I differenzierbar
mit f'(zo) # 0. Dann ezistiert die Umkehrfunktion f~' : f(I) — R, diese ist
differenzierbar in yo = f(xo) und es gilt

1
f'(@o)
Beweis. Die Existenz der Umkehrfunktion folgt sofort aus der strengen Monoto-

nie von f.
Zu gegebenem h # 0 setzen wir

ko= f""(yo+h)— (o) = (yo + h) — .

(f ) (o) =
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23. Differenzierbarkeit

Da f~! nach Satz in g, stetig ist, folgt aus h — 0 sofort £ — 0. Aulerdem
ist 2o +k = f"Yyo+ h), d. h. f(xg+ k) = yo + h und wir erhalten

h = f(zo+ k) — f(zo).
Das liefert schliefllich

[ Y yo+h)— " y) k 1
n T F@o+ k) — fzo) (@)

da f'(xo) # 0 gilt. O]

Bemerkung 23.11. Man beachte, dass die Voraussetzung f’(zo) # 0 notwendig
ist. Als Beispiel diene hierzu I = [0,00) und f(z) = 2. Dann ist f/(x) = 2z und
somit f’(0) = 0. Tatséchlich ist die Umkehrfunktion f~!(z) = \/z in 2y = 0 nicht
differenzierbar, denn es gilt

VE-VO_VE_ 1

Beispiel 23.12. (a) Wir bestimmen die Ableitung des Logarithmus als Um-
kehrfunktion der Exponentialfunktion. Sei dazu I = R und f(z) = e” auf
I. Dann ist f~!(z) = In(z) fiir alle z € (0, 00) und mit Satz gilt fur
y = f(z) die Beziehung

1 1 1

/ 1y 1
(hl) (y) = (.f ) (y) = f/(l‘) = e_m = eln(y) = 57 yE (07 OO)

(b) Damit bekommen wir dank der Kettenregel fiir jede auf I differenzierbare
Funktion f: I — R, die f(z) > 0 fiir alle € [ erfiillt,

b fx)
f(x) fla)’

Man nennt das die logarithmische Ableitung von f.

(nof)(z) = —f'(z) = rel.

(c) Fiir z >0, a € R und f(z) := 2® = e*®) erhalten wir
a

f'(z) = @ (aIn(z)) = 24— = az®" .
T

Die Ableitungsregel fiir die Potenz mit natiirlichem Exponenten aus Bei-
spiel Pl%l’ﬂ verallgemeinert sich also auch auf die allgemeine Potenz, so-
lange x > 0.

Insbesondere haben wir im Fall v = 1/2
1

(V) (z) = SN z > 0.
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24. Eigenschaften differenzierbarer
Funktionen

Dieses Kapitel sammelt wichtige Sétze iiber differenzierbare Funktionen, ver-
gleichbar mit Kapitel fiir stetige Funktionen. Wir beginnen mit dem Satz,
der im Zusammenhang mit Ableitungen in den verschiedensten Wissenschaften
wahrscheinlich am haufigsten verwendet wird. Er ermdoglicht die Bestimmung von
Maximal- und Minimalstellen einer Funktion. Wir definieren zunéchst genau was
wir damit meinen.

Definition 24.1. Es set D C K und f: D — R eine Funktion.

(a) Man sagt, dass f in xy € D ein globales Maximum (bzw. globales Mini-
mum) hat, falls f(z) < f(xg) (bzw. f(z) > f(xg)) fir alle x € D gilt.

(b) [ hat in xy € D ein relatives Maximum (bzw. relatives Minimum), falls
ein 6 > 0 ezistiert, so dass f(x) < f(xo) (bzw. f(x) > f(xg)) fiir alle
x € DNUs(xg) gilt.

(c) Allgemein spricht man von einem globalen bzw. relativen Extremum in x,
wenn f dort ein entsprechendes Mazximum oder Minimum hat.

Bemerkung 24.2. Statt ,relatives® Extremum/Maximum/Minimum ist auch
die Bezeichnung lokales Extremum/Mazimum/Minimum tiblich.

Satz 24.3. Es seien I C R ein offenes Intervall und f : I — R differenzierbar
inxg € I. Hat f in xo ein relatives Extremum, so gilt f'(zo) = 0.

Warnung 24.4. Da dieser Satz so oft verwendet wird, wird er auch gerne falsch
verwendet. Darum hier (aus vielfach gegebenem Anlass) zwei Warnungen.

(a) Die Voraussetzung, dass f auf einem Intervall ohne Randpunkte als Defi-
nitionsbereich betrachtet wird, ist wesentlich. Ein einfaches Beispiel ist die
Funktion f(z) = x auf dem Intervall [0, 1]. Diese hat ein relatives Minimum
in zp = 0, aber f/'(0) = 1.

(b) Die Umkehrung gilt nicht! Das sicht man sofort an dem Beispiel f(z) = 23

auf I = R. Dann ist nimlich f’(x) = 322, also f'(0) = 0, aber diese Funktion
hat in 0 kein Extremum, denn in jeder Umgebung Us(0) fiir § > 0 liegen
Punkte mit f(z) > 0 = f(0), z. B. x = ¢/2, und mit f(x) < 0= f(0), z. B.
x = =9/
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24. Figenschaften differenzierbarer Funktionen

Beweis von Satz[2].3 Wir gehen zunéchst davon aus, dass f in x( ein relatives
Maximum hat. Dann existiert ein § > 0, so dass gleichzeitig Us(zo) € I und
f(z) < f(zo) fiir alle © € Us(xo) gilt. Die erste Bedingung kénnen wir erfiillen,
weil zy kein Randpunkt von [ ist, die zweite ist genau die Definition des relativen
Maximums. Sei nun = € Us(zo) aber z # xy. Dann ist

f(z) — f(xo) { <0, falls x > z,

T — X > 0, falls x < x.

Da f auflerdem in z( differenzierbar ist, muss damit gelten

f(z0) = lim Jlw) = flao) <0 und f'(z9) = lim
o+ xr — X LT~ T — o

Also ist f'(xg) = 0.

Wir widmen uns nun dem Fall, dass f ein relatives Minimum in zy hat. Dann

hat die Funktion —f in xg ein relatives Maximum, denn es gibt ein § > 0, so

dass fir alle x € Us(xy) die Ungleichung f(z) > f(zo) erfiillt ist. Also ist fiir

alle diese = auch —f(z) < —f(xg). Nach dem ersten Teil des Beweises gilt also

f'(@o) = =(=f)'(z0) = =0 = 0. m

fl@) ~ flw) |

0.

Satz 24.5 (Mittelwertsatz der Differenzialrechnung). Seien a,b € R mit a < b
und f : la,b] — R sei stetig auf a,b] und differenzierbar in (a,b). Dann gibt es
ein & € (a,b), so dass

[
(
M = f'(§), bzw. gleichbedeutend f(b) — f(a) = f'(£)(b— a)

qgilt.

Anschaulich bedeutet dieser Satz, dass die Sekantensteigung der Funktion, die
man anhand der beiden Punkte a und b erhélt, irgendwann dazwischen tatséchlich
als Tangentensteigung angenommen wird, vgl. Abbildung 24Tl Man kann sich das
verdeutlichen, indem man versucht, eine differenzierbare Funktion zu zeichnen,
fiir die das nicht gilt, was (hoffentlich) nicht klappen wird.

Beweis. Wir betrachten die Hilfsfunktion

9(z) = f(2) = fla) = = ———(r—qa), z€lab].
Dann ist offensichtlich auch g € C([a, b], R) und g ist differenzierbar auf (a, b) mit
f(b) = f(a)

g@) = 1) - TR e o),

AuBerdem ist g(a) = g(b) = 0. Kénnen wir nun zeigen, dass es ein £ € (a,b) gibt,
fiir das ¢'(¢) = 0 gilt, so haben wir damit f’(§) = /(0)~/(a)/p—a und sind fertig.
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f(b) -

f(a)

Abbildung 24.1.: Der Mittelwertsatz der Differenzialrechnung

Wir beobachten zunéchst, dass im Fall g(x) = 0 fiir alle € [a,b] nichts mehr
zu tun ist, denn dann ist insbesondere ¢'(x) = 0 fiir alle € (a,b). Es sei also
g nicht konstant. Da ¢ eine stetige Funktion auf der kompakten Menge [a, b] ist,
gibt es nach Satz Zahlen t, s € [a, b], so dass

g(t) < g(x) < g(s) fiiralle z € [a,b]

gilt. Wére nun sowohl ¢ € {a, b}, als auch s € {a, b}, so wire g(s) = g(t) = 0 und
damit wieder g(z) = 0 fiir alle # € [a, b], was wir gerade ausgeschlossen haben.
Es gilt also t € (a,b) oder s € (a,b), d. h. eins der beiden ist ein innerer Punkt
von [a, b]. Weiterhin hat g dort ein relatives Extremum. Also gilt nach Satz
g'(t) = 0 oder ¢'(s) = 0 und der Beweis ist beendet. O

Warnung 24.6. Die Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes auf komplexwertige
Funktionen ist im Allgemeinen falsch! Hier ist Vorsicht angebracht, auch im Hin-
blick auf alles, was im Folgenden mit Hilfe des Mittelwertsatzes bewiesen wird.
Manchmal kann man sich allerdings durch die getrennte Behandlung von Real-
und Imaginérteil einer komplexwertigen Funktion behelfen, vgl. den Beweis von

Satz

Wir wollen nun einige Folgerungen aus dem Mittelwertsatz ziehen.

Satz 24.7. (a) Es seien a,b € R mit a < b und f : [a,b] — R sei stetig. Ist f
auf (a,b) differenzierbar und gilt f(a) = f(b), so gibt es ein & € (a,b) mit
f'(€)=0. (Satz von Rolle)

(b) Es sei f: 1 — R auf dem Intervall I differenzierbar. Dann gilt

Ist f' =0 auf I, soist f auf I konstant.
Ist f' >0 auf I, so ist f auf I streng monoton wachsend.
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24. Figenschaften differenzierbarer Funktionen

Ist f' <0 auf I, soist f auf I streng monoton fallend.
Ist ' >0 auf I, soist f auf I monoton wachsend.
Ist f/ <0 auf I, soist f auf I monoton fallend.

(c) Sind f,g: 1 — K auf I differenzierbare Funktionen und gilt f' = ¢’ auf I,
so gibt es eine Konstante ¢ € K, so dass f(x) = g(x)+ ¢ fir alle x € I gilt.

Beweis. (a) folgt direkt aus dem Mittelwertsatz.

(b) Es seien a,b € I mit a < b. Dann gibt es nach dem Mittelwertsatz ein
¢ € (a,b) mit f(b) — f(a) = (b —a)f'(§). Ist die Ableitung von f nun
konstant Null auf I, so muss also f(a) = f(b) gelten. Da @ und b in I
beliebig waren, ist f auf I konstant,

Weiter ist der Ausdruck b— a immer positiv, also ergibt sich das Vorzeichen
von f(b) — f(a) direkt aus dem Vorzeichen von f’(§). Daraus kann man die
4 restlichen Behauptungen sofort ablesen.

(c) Mit f" = ¢ gelten auch (Re(f))" = Re(f’) = Re(¢’) = (Re(g)) und
(Im(f)) = Im(f’) = Im(¢") = (Im(g))’, vgl. Satz 237 [(d)] Wir setzen
h := Re(f) — Re(g). Dann ist ' = Re(f’) — Re(¢’) = 0 auf I, d. h. h ist
konstant nach [(b)] Genauso erhélt man, dass k := Im(f) — Im(g) konstant
ist. Setzt man ¢ = h(xg) + ik(zo) fiir ein o € I, so gilt damit fir alle z € T

f(x) = Re(f(x)) + 1Im(f(x)) = Re(g(x)) + h(z) + i(Im(g(x)) + k:(x))
= g(x) + h(z) + k() = g(x) + h(zo) + ik(z) = g(x) +c. [
Schon an diesen reichhaltigen Folgerungen sieht man die Stérke des Mittelwertsat-

zes. Dieser ist aber auch im analytischen Alltag immer wieder ein unverzichtbares
Hilfmittel. Eine typische Anwendung zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel 24.8. Wir zeigen, dass fiir alle a,b > 1 die Ungleichung

la — |
2

gilt. Dazu seien a,b > 1 gegeben. Wir wenden den Mittelwertsatz auf die Wur-
zelfunktion f(x) = /2 an und erhalten mit einem & zwischen a und b

[Va—vb| = |f(a) = FB)] = (€)@= b)] = ['€)]la—b.
Da a und b groer oder gleich 1 sind, gilt £ > 1, also ist

_ 1
_2\/§<2

[Va—vb| <

/(6]

und wir erhalten
la — bl

2

W—mg%\a_b\:
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Satz 24.9 (verallgemeinerter Mittelwertsatz). Es seien a,b € R mit a < b und
f,q:la,b] = R seien stetig sowie differenzierbar auf (a,b). Ist ¢'(x) # 0 fir alle
€ (a,b), so gibt es ein £ € (a,b) mit
F) = fla) _ 1)
9(0) —g(a)  ¢'(&)
Beweis. Wir betrachten die Hilfsfunktion
h(z) = (f(b) = f(a))g(x) — (9(b) — g(a)) f(2).
Dann ist h € C([a, b], R), differenzierbar in (a,b) und es gilt
h(a) = f(b)g(a) — f(a)g(a) — g(b) f(a) + g(a) f(a)
= [(b)g(b) — f(a)g(b) — g(b) f(b) + g(a) f(b) = h(b).
Also gibt es nach dem Satz von Rolle ein £ € (a,b) mit
0="H(§) = (f(b) — f(a))g'(€) — (9(b) — g(a)) f'(€),
woraus wegen ¢'(x) # 0 fiir alle x € I die Behauptung folgt. O

T

Ubungsaufgabe 24.10. Es sei f : I — R differenzierbar auf einem Intervall
I C R. Dann erfiillt f" die Zwischenwerteigenschaft, d. h. sind u,w € f'(I) mit
u < w und Yo € (u,w), so gibt es ein oy € I mit f'(z9) = yo.

Anders formuliert: Fiir jede differenzierbare Funktion f : I — R ist f'({) ein
Intervall (oder ein Punkt).

Beachten Sie bei Ihrem Beweis, dass f’ nicht unbedingt stetig vorausgesetzt ist,
den Zwischenwertsatz konnen Sie also in der Tasche lassen.

Die Differenzierbarkeit gibt uns unter Anderem ein starkes Hilfsmittel zur Be-
stimmung von Grenzwerten bei Quotienten von Funktionen in die Hand, das wir
zum Abschluss dieses Abschnitts beweisen wollen.

Satz 24.11 (Satz von de I'Hospital). Es sei (a,b) ein offenes Intervall in R
(dabei ist hier a = —oo oder b = oo zugelassen) und f,g : (a,b) — R seien
differenzierbar auf (a,b) mit ¢'(x) # 0 fir alle x € (a,b). Gilt dann

(1) lim f(z) = lim g(z) = 0 oder
Tr—a T—a
(11) lim g(x) = +o0
Tr—a
und existiert der Grenzwert )
L := lim f/(:z:)
z—a g'(z)
oder hat dieser im Sinne von bestimmter Divergenz einen Wert oo oder —oo,
dann gilt
lim M = L.
=a g(z)
Die Aussage dieses Satzes bleibt richtig, wenn man tberall a durch b ersetzt.
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Beweis. Wir betrachten den Fall (I) und gehen zunéchst davon aus, dass a € R
gilt. Dann setzen wir f und g durch f(a) := g(a) := 0 stetig fort und wéhlen
ein b € (a,b). Dann gilt f, g € C([a,b],R), denn die Funktionen sind ja auf (a, b)
differenzierbar und damit insbesondere stetig. Ist nun = € (a, Z~)), so gibt es nach
dem verallgemeinerten Mittelwertsatz (Satz 24.9]) ein £ = £(z) € (a,z) mit

flz) _ flz) = fla) _ ['(§)

g(x)  g(z) —gla)  g'(&)

Strebt nun x — a, so muss zwangslaufig auch & — a gehen, also folgt
oS @) T
zvag(z)  emag'(E(r)  &oag'(E)

Wir kénnen uns also dem Fall a = —oo zuwenden. Dann substituieren wir ¢t = 1/z.

Das fiihrt dazu, dass der Grenziibergang x — a = —oo in t — 0— iibergeht. Wir

setzen

f(t) = f(/) und §(t) = g(Y), t € (=Y/1,0).
Dann gilt fiir alle ¢ € (—1/p|,0)

Fo=r(7) () wa 70-4(;) (-5)

und somit gilt auch

L )T SN ) U o W

B0m G 0 g () (—2)  ehon g(r) e g(x)
Wir konnen also das oben schon Bewiesene anwenden und erhalten

TN L) R 1 _ lim f'(®) L.

o gla) 0 g(fe) e (e e (D)

Der Fall (IT) und die Ersetzung von a durch b bleiben als Ubungsaufgabe stehen.
O

Beispiel 24.12. (a) Es seien a,b > 0. Wir wollen den Grenzwert
.a®t =0
lim
r—0+ €x
untersuchen. Wir betrachten das Intervall (0, 1) und die Funktionen f(x) =

a® — b" und g(x) = x auf (0, 1). Diese sind dort beide differenzierbar und
es gilt ¢'(x) = 1 # 0 fur alle x € (0,1). AuBerdem ist

Wir koénnen also den Satz von de I’Hospital anwenden und erhalten

o — I a®1In(a) — b* In(b) = In(a) — In(b),

lim = lim
was wohl nur sehr schwer zu erraten gewesen wére.

rz—0+ xX r—04 1
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(b) Ebenso kann man zeigen:

1 1,
i 2@ o Ve

T—00 €T T—r00 1

In diesem Fall hat man es mit einem uneigentlichen Grenzwert der Form
/o0 Zu tun.

(c) Eine kleine Umformung fiihrt dazu, dass man mit der Regel von de I’'Hospi-
tal auch Grenzwerte der Form 0- oo behandeln kann. Das geht exemplarisch

SO:
1 Ly
lim zIn(z) = lim n(x) = lim / = lim (—z) =
x—0+ z—0+ 1/93 x—0+ —1/932 z—0+
Man beachte, dass hier u.a. wegen lim,_,o; In(z) = —oo und lim, oy /2 =

oo die Anwendung des Satzes gerechtfertigt war.

Dieser Grenzwert ermoglicht uns nun zusammen mit der Stetigkeit der Fx-
ponentialfunktion noch die Berechnung von

lim % = lim e:vln(:v) — elimx_,o+mln(:v) _ e0 - 1.
z—0+ z—0+

Warnung 24.13. Dieser Satz hat viele Voraussetzungen und diese sind wirklich
alle notig! Im FEifer des Gefechts gegen einen hartnéckigen Grenzwert wird hier
gerne die eine oder andere vergessen. Besonderer Beliebtheit erfreut es sich, nicht
nachzupriifen, ob es sich wirklich um einen sogenannten ,,uneigentlichen* Grenz-
wert der Form 90 oder £>°/+o0 handelt. Nur solche kann dieser Satz behandeln!
Die besondere Gemeinheit ist, dass man bei einer nicht gerechtfertigten Anwen-
dung von Hospital keine Warnmeldung zuriickbekommt, sondern ein schones Er-
gebnis, das aber meistens leider einfach falsch ist. Hier ist ein typisches Beispiel:
Einfach mit Anwendung der Grenzwertsétze ergibt sich, dass

e’ —1 lim, ,o(e* —1)

0
lim = — = =0
=0 ¢ — 1 lim, ,o(x — 1) -1

ist. Hospital ist hier nicht anwendbar, da weder Fall (I) noch Fall (II) aus dem
Satz vorliegt. Wendet man ihn aber trotzdem an, bekommt man

also ein falsches Ergebnis.
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25. Ableitung von Potenzreihen

Wir wollen uns in diesem Abschnitt zunéchst mit der Ableitung von Funktionen,
die durch Potenzreihen gegeben sind, beschéftigen. Wie nicht anders zu erwarten
stellt sich heraus, dass diese wieder besonders schon sind.

Satz 25.1. Es sei f(x) = > 02 a,a™ eine Potenzreihe mit strikt positivem Kon-

n=0
vergenzradius v und wir setzen I := (—r,r). Dann gilt:

(a) Die Potenzreihe
g(x) = Zna,@"’l
n=1
hat ebenfalls den Konvergenzradius r.

(b) Die Funktion f ist auf I differenzierbar und es gilt

fl(x) = g(x) = inanxnl fiir alle x € I.

n=1
Beweis. Da mit Hilfe von Ubungsaufgabe [0.11]

lim sup {/|na,| = lim sup((/ﬁ\"/ \an\> = lim {/nlimsup {/|a,| = limsup {/|a,|
n—oo

n—oo n—oo n—oo n—o0

gilt, folgt die Aussage in @ sofort aus dem Satz von Hadamard.

Zum Beweis der Aussage in @ bezeichnen wir fiir jedes n € N mit s, :=
ZZ:O apz® die n-te Partialsumme und mit R,, := Zzo:n 41 apz® den n-ten Reihen-
rest. Nun sei zg € [ fest. Dann wéhlen wir ein 0 < ¢ < 7, so dass zg € [—p, 0] C [
gilt. Es folgt fiir alle z € [—p, o] mit 2 # x¢ und alle n € N

w - 9(56’0)‘
_ sp(z) + Rn(xl—_?o(xo) — Ry (x0) — ' (o) + 8 (z0) — g(zo)
< [ =) | [P =T g ) — g, (25.)

Sei nun £ > 0. Unser Ziel ist es, abhéngig von ¢ ein § > 0 zu finden, so dass fiir
alle x € Us(x) der Ausdruck auf der linken Seite der oberen Ungleichung kleiner

167
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als ¢ wird. Dazu untersuchen wir die 3 Summanden auf der rechten Seite jeweils
einzeln und versuchen sie jeweils kleiner als ¢/3 abzuschétzen.

Zunéchst gilt
= Z kapa® 1,
k=1

also gilt nach [(a)] lim,, . s}, (z) = g(z) fiir alle z € I. Insbesondere gibt es also
ein n; € N, so dass

€
|87, (20) — g(z0)| < 3
fiir alle n > ny gilt.

Wir wenden uns dem zweiten Summanden zu. Fiir alle © € [—p, o] mit  # x
und alle n € N gilt nach der Dreiecksungleichung und mit Hilfe von Satz Bj:[l

R,(z) — Ry () ap(z® — x = ak
— AV
T — X ’ ’Z T — X ’ Z |ak|’l‘—l‘0’
k=n+1

k=n-+1
-y |ak|)2wowk SED> lamzmlw .
k=n+1 k=n+1

Verwenden wir nun, dass sowohl x als auch zy im Betrag unterhalb o bleiben,
ergibt sich als weitere Abschétzung

< Z |ak|ZQ]Qk = Z |ak|ZQk '

k=n+1 k=n-+1

= Z klag| o =: ¢,

k=n-+1
Wir haben in [(a)| gesehen, dass die Potenzreihe >~ | n|a,|z"~! auch den Kon-
vergenzradius 7 hat. Da ¢ € (—r,r) gilt, konvergiert die Reihe > °7 n|a,|o" !
und damit folgt lim,,_,. ¢, = 0, da es sich dabei um die Folge der Reihenreste
handelt, vgl. Satz DE@ Also konnen wir ein ny € N wiéhlen, so dass

)Rn(ﬂs) - Rn(ﬂfo)‘ - %

T — 2o

fiir alle n > ny gilt. Sei nun ng = max{n;,ny}. Da s, fiir jedes n € N als Polynom
differenzierbar ist, gibt es nun ein § > 0, so dass fiir alle © € Us(zo) mit x # x
gilt

Wl ™M™

Wiederholen wir die Abschitzung aus ([25.0]) fir n = ng, und nehmen wir das
soeben gewéhlte J, so ist jeder der 3 Summanden auf der rechten Seite von (25.7)
kleiner als ¢/3 und die Behauptung ist bewiesen. O
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Die besondere Stérke dieses Satzes besteht darin, dass er uns nicht nur abstrakt
die Differenzierbarkeit einer durch eine Potenzreihe gegebenen Funktion sichert,
sondern dass er uns auch gleich sagt, wie wir diese, oder wenigstens eine Potenz-
reihe dieser Ableitungsfunktion, bekommen kénnen: Namlich auf die denkbar
einfachste Weise, wir diirfen jeden einzelnen Summanden ,unter dem Summen-
zeichen® differenzieren. Da sowohl die Summation als auch die Differenziation
einen Grenziibergang darstellen, haben wir hier also wieder ein Beispiel fiir einen
Satz, der das Vertauschen zweier Grenzprozesse gestattet.

Einen kreativen Einsatz dieses Satzes zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel 25.2. Wir betrachten die durch eine Potenzreihe gegebene Funktion

fa) =3 i

Wie man leicht nachrechnet, hat diese den Konvergenzradius 1. Fiir |z| < 1 gilt
nun nach dem obigen Satz

und — welch Gliicksfall — diese Reihe ist eine geometrische, wir kénnen also den
Reihenwert angeben und erhalten

1

T52= (In(1 + x)),

() =

Nach Satz 247[(b)] gibt es also ein ¢ € R, so dass f(z) = In(1 + z) + ¢ fiir alle
x € (—1,1) gilt. Nun gilt aber f(0) = 0, genauso wie In(1 + 0) = In(1) = 0 ist,
also muss ¢ = 0 sein. Das liefert

0 n+1
In(1+ ) = Z(—m;+ - we(-11).
n=0

Wir konnten also mit Hilfe des obigen Satzes eine Potenzreihendarstellung einer
Funktion angeben, fiir die wir bis jetzt keine solche hatten, bzw. andersherum
formuliert, hat obiger Satz uns geholfen, einen zunéchst schwierig aussehenden
Reihenwert zu berechnen.
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26. Trigonometrische Funktionen

Wir hatten im Abschnitt [[6 iiber Potenzreihen die trigonometrischen Funktionen
Sinus und Cosinus definiert als

sin(x) = ;(—1)"% und  cos(z) = %(—1)" ém‘

Mit unserem Satz 25.1] {iber die Differenzierbarkeit von Potenzreihen kénnen wir
nun die Ableitungen dieser Funktionen bestimmen und erhalten

sin' () = 2(—1)"@71 + 1)(257:1)! _ g(—mé:)! — cos(z).

Genauso berechnet man die Ableitung des Cosinus und erhélt zusammengefasst
das folgende Resultat.

Satz 26.1. Sinus und Cosinus sind auf R differenzierbar und es gilt
sin’(x) = cos(z) wund cos'(x) = —sin(z), z €R.

Wir wollen noch weitere Eigenschaften von Cosinus und Sinus beweisen.
Satz 26.2. Fir alle v,y € R gelten die folgenden Aussagen:

(a) sin®(z) 4+ cos?(z) = 1.  (trigonometrischer Pythagoras)

(b) |sin(z)| <1 und |cos(z)| < 1.

(c) sin(—z) = —sin(z) wund cos(—z) = cos(x).

(d) Additionstheoreme:

sin(x + y) = sin(x) cos(y) + sin(y) cos(z),

Beweis.  (a) Wir setzen g(x) := sin®(x) + cos?(x) fiir z € R. Dann gilt
¢'(z) = 2sin(x) cos(z) + 2 cos(z) (—sin(z)) =0 fiir alle z € R.

Also ist g wieder eine konstante Funktion und da g(0) = sin?(0) +cos?(0) =
04 1=1ist, gilt g(x) =1 fiir alle x € R.
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26. 'Trigonometrische Funktionen

1
‘A . sin(a)

cos(0r) 1

Abbildung 26.1.: Trigonometrischer Pythagoras

(b) Fiir alle z € R gilt |sin(z)| = v/sin?(z) < /sin®(z) 4 cos?(z) = 1. Genauso
rechnet man fiir den Cosinus.

(c) Diese Beziehungen folgen direkt aus der Potenzreihendarstellung, denn in
der Potenzreihe des Sinus tauchen nur ungerade z-Potenzen und in der des
Cosinus nur gerade z-Potenzen auf.

(d) Nach der Euler-Formel aus Satz I7.18(c)| gilt

cos(x + y) + isin(z 4 y) = @Y,

Nach Teil des selben Satzes haben wir fiir die komplexe Exponenti-
alfunktion die gewohnten Potenzrechenregeln, also gilt mit riickwértiger
Anwendung der Euler-Formel

i 1y_

cos(z +y) +isin(zx +y) = e (cos(z) + isin(z)) (cos(y) + isin(y))
= cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y)

+ i(cos(z) sin(y) + sin(z) cos(y)).

Vergleicht man links und rechts dieser Gleichung jeweils den Real- und den
Imaginérteil, so ergeben sich gleich beide Additionstheoreme. O

Die Eigenschaften aus Teil|(c)|des obigen Satzes sind sehr wichtig und bekommen
deshalb einen eigenen Namen.

Definition 26.3. FEine Funktion f : K — K heifit

(a) gerade, wenn fir alle x € K gilt f(—z) = f(z).

(b) ungerade, wenn fir alle v € K gilt f(—z) = —f(x).
Satz 26.4. (a) Fiir alle z € (0,2) gilt sin(z) >z — «*/31 > 0.

(b) Die Funktion cos hat eine kleinste strikt positive Nullstelle &.
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Beweis. (a) Sei x € (0,2). Dann gilt fir alle n € N

2? <4 <4n® <4n®+2n =2n(2n +1)
und deshalb #*/2n(2n+1) < 1. Multiplizieren wir diese Ungleichung nun mit
@ /(9n—1)1 > 0 durch, so erhalten wir

:L,2n+1 2n—1 2n—1 2n+1

T x T
(2n+1

TS Y el @i

fiir jedes n € N. Damit ist
3

5 7 9 11

. . T X T X X xT 0
sin() —\(l” - 5),*\(5 - ﬁ)ﬁ(a - ﬁ)ﬁ BT
>0 >0 >0
Wir beobachten zunéchst, dass aus
. 1 1 5
Sm(l)>1_§:1_6:6

folgt. Damit gilt mit dem Additionstheorem und mit Satz 26.2[(b)]

cos(2) = cos(1 + 1) = cos*(1) — sin®*(1) = cos*(1) + sin®*(1) — 2sin*(1)
=1-2sin*(1)<1-2 5—2—1—@<0
B 62 36
Da auflerdem cos(0) = 1 > 0 gilt und cos eine stetige Funktion ist, gibt es
nach dem Zwischenwertsatz ein £ € (0,2) mit cos(§) = 0.

Nun haben wir also eine Nullstelle, sind aber noch nicht fertig, denn wir
wollen ja zeigen, dass es eine kleinste positive Nullstelle gibt. Dazu setzen
wir M = {n > 0 : cos(n) = 0}. Nach dem oben Gezeigten wissen wir,
dass M # () ist. Da M auBerdem durch Null nach unten beschrinkt ist,
existiert also & := inf M. Zu zeigen ist noch, dass &y selbst eine Nullstelle
des Cosinus ist, dass also §g € M und damit das Minimum von M ist. Da
&o das Infimum ist, gibt es nach Satz 217 fiir jedes n € N ein §, € M mit
& < &, < & + Yn. Insbesondere konvergiert diese Folge (§,) gegen &. Nun
ist aber die Cosinus-Funktion stetig, d. h.

cos(&y) = nlggo cos(&,) = nlggoo = 0.

Also ist &y = min M und schlieBlich ist &, strikt positiv, da & > 0 ist und
& = 0 wegen cos(0) = 1 nicht sein kann. O

Das Ergebnis des vorstehenden Satzes gibt Anlass zu folgender Definition.
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26. 'Trigonometrische Funktionen

Definition 26.5. Die Zahl
= 2&

heifst Pi.

Da nach obigem Satz &, € (0, 2) liegt, wissen wir bereits, dass 7w echt zwischen 0
und 4 liegt, tatsdchlich ist 7 eine irrationale Zahl, deren Wert ungefihr 3, 1415. ..
betrigt.

Wir haben nun also nach Definition cos(7/2) = 0 und dank 7/2 € (0,2) und
Satz 26.41[(a)] auBerdem sin(7/2) > 0. Wir kénnen diesen Wert sogar ausrechnen,
denn nach dem trigonometrischen Pythagoras gilt

1 = sin?(7/2) + cos?(7/2) = sin®(7/2), also sin(7/2) = 1,

da der Wert nicht negativ und somit nicht —1 sein kann. Kombiniert man nun
dieses Wissen mit den Additionstheoremen, so sieht man schnell ein, dass die
folgenden Identitédten gelten.

Satz 26.6. Fiir alle x € R gilt

sin(z + 7/2) = cos(x), cos(z + 7/2) = —sin(x),
sin(z + ) = —sin(x), cos(z + m) = — cos(x),
sin(z + 27) = sin(z), cos(x + 2m) = cos(x).

Auch diese Eigenschaft von Sinus und Cosinus, dass die Funktionen bei einer
geeigneten Verschiebung im Argument unverdndert bleiben, bekommt einen Na-
men.

Definition 26.7. Fine Funktion f : K — K heifst periodisch mit Periode L € K
oder kurz L-periodisch, wenn fir alle x € K gilt f(x + L) = f(z).

Damit sind Cosinus und Sinus beide 27-periodisch.
Satz 26.8. Der Cosinus hat in [0, 7] genau eine Nullstelle, namlich =/2.

Beweis. Es sei n € [0, 7] eine Nullstelle des Cosinus. Dann gilt nach Satz 26.4
sofort n > 7/2. Wir setzen 77 := m — 7. Dann ist 7 € [0,7/2]. AuBerdem ist nach
Satz 26.6l und da der Cosinus eine gerade Funktion ist

cos(7) = cos(—n + m) = — cos(—n) = — cos(n) = 0.
Somit muss aber 7 = 7/2 und damit auch n = 7/2 sein. O

Nun haben wir das gesamte Riistzeug zusammen, um sdmtliche Nullstellen von
Sinus und Cosinus zu bestimmen und das sind ganz schon viele.

Satz 26.9. FEs gilt
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(a) cos(z) =0 <= xzk;7r+gfu’r ein k € Z.

(b) sin(z) =0 <= z = kr fir eink € Z.

Beweis. Die Beweisrichtung von rechts nach links ergibt sich in beiden Féllen
sofort aus Satz 26.601 Wir beweisen also jeweils nur noch von links nach rechts.

(a) Seix € R mit cos(z) = 0. Dann gibt esein k € Z, so dass kr <z < (k+1)7
gilt. (Wer sich noch an die GauBklammer erinnert, kann k& = |#/x| nehmen.)
Setze nun 7 := x — k. Dann gilt n € [0, 7] und

cos(n) = cos(z — km) = cos(z) cos(—km) — sin(x) sin(—kw) = 0,

da cos(z) = 0 und sin(—kn) = 0 gilt. Nach Satz26.8ist damit n = z—kr =
/2, d. h. ©x = km + 7/2.

(b) Fiir die entsprechende Aussage fiir den Sinus miissen wir die Arbeit nicht
wiederholen, denn falls sin(z) = 0 ist, so haben wir cos(z + 7/2) = 0. Also
gibt es nach dem soeben Bewiesenen ein k € Z mit

+ o=kt =
T4+ == —
g~ Ty
d. h. z = k. O

Mit Hilfe von Sinus und Cosinus konnen wir nun noch die komplexen Zahlen
etwas genauer verstehen. Insbesondere lédsst sich beschreiben, was die komplexe
Multiplikation anschaulich tut. Dazu erinnern wir uns erneut an die Euler-Formel

e = cos(t) +isin(t) fir alle t € R

aus Satz [[0.7)(c)l Diese liefert uns im Zusammenspiel mit dem trigonometrischen
Pythagoras, vgl. Satz 26.2/[(b)] die folgenden Erkenntnisse.

Satz 26.10. Fir allet € R und alle z € C gelten:
(a) |el| =1 und |e*| = eRe®),
(b) 2™ = ¢e* d. h. exp : C — C ist 2mi-periodisch.

Beweis. Alle drei Gleichheiten rechnet man mit den oben schon angegebenen
Zutaten direkt nach:

€| = |cos(t) + isin(t)| = \/0032(t) +sin?(t) = V1 =1,
|ez‘ — }eRe(z)qLiIm(z)} — |eRe(z)HeiIm(z)| _ eRe(z) 1= eRe(z)’

e t2m _ ozo2m _ 2 (COS(Q?T) + lsln(2ﬂ')) = ez(l + O) =e°. ]
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26. 'Trigonometrische Funktionen

Neben der Darstellung einer komplexen Zahl als x + iy mit z,y € R, die dem
kartesischen Koordinatensystem in der komplexen Zahlenebene entspricht, gibt
es eine zweite Moglichkeit der Darstellung, die in Polarkoordinaten. Dazu beob-
achten wir zunéchst anschaulich geometrisch, vgl. Abbildung 2611, dass fiir jede
komplexe Zahl z gilt

Re(z) = [z[cos(p)  Tm(z) = |2[sin(e),

wobei ¢ den Winkel zwischen der positiven reellen Achse und der Verbindungs-
linie zwischen z und dem Ursprung bezeichnet. Also ist

z = |z|(cos(p) + isin(p)) = |z]e".
Diese geometrische Uberlegung kénnen wir auch analytisch untermauern.
Satz 26.11. Es sei z € C\{0}. Dann gibt es genau ein ¢ € (—m, 7| mit z = |z|e'¥.

Beweis. Wir setzen w := #/|z| und wihlen u,v € R so, dass w = u + iv. Wegen
|lw| = 1 gilt dann |u| = |Re(w)| < 1. Nach dem Zwischenwertsatz gibt es dann

wegen cos(0) = 1 und cos(7) = —1 ein « € [0, 7] mit u = cos(a).
Nun ist u? + v? = |w|? = 1, also haben wir v? = 1 — cos?(a) = sin*(a), womit
v = sin(«) oder v = —sin(a) gelten muss. Ist v = sin(«), so setzen wir ¢ := «,

denn dann gilt
z = |zlw = |2](u + iv) = |z](cos(p) + isin(p)) = |z[e",
wobel ¢ € [0, 7] ist.

Ist dagegen v = — sin(a), so setzen wir ¢ := —«, denn dann gilt, da der Cosinus
gerade und der Sinus ungerade ist

z = |z|(u+iv) = |z|(cos(—¢p) — isin(—y)) = |z|(cos(p) + isin(p)) = |z]e".

In diesem zweiten Fall ist dabei ¢ € [—m,0]. Wir haben jetzt also immer ein

¢ € [—m, 7| gefunden, wollten aber eigentlich den Fall ¢ = —m ausschlielen.
Das ist kein Problem, denn es gilt cos(m) = cos(—m) und sin(7) = sin(—n), also
kénnen wir falls ¢ = —m ist, auch ¢ = 7 nehmen.

SchlieBlich miissen wir noch die behauptete Eindeutigkeit beweisen. Wir nehmen
also an, wir hitten zwei Winkel ¢, ¢ € (—m, 7] mit z = |z]e!? = |z]e!¥. Dann ist
e? = ¢, d. h. wir haben €(®~%) = 1. Damit muss

cos(¢ — 1) = Re(¢®¥) =1 und sin(¢p —¢) = Im(®~9) =0

sein. Diese Konstellation tritt nur genau an den Stellen ¢ — ¢ = 27k fir alle
k € Z auf. Da aber sowohl ¢ als auch v in (—7,x] liegen, gilt |¢p — ¥| < 27.
Damit kommt nur der Fall £ = 0 in Frage, was aber ¢ — ¢ = 0 und damit ¢ = ¢
impliziert. O
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Definition 26.12. Es sei z € C\ {0}. Die nach Satz [26.11 existierende Zahl
¢ € (—m, ] heifit das Argument von z und wird mit arg(z) bezeichnet.

Anschaulich gibt das Argument von z € C\ {0} den Winkel an, in dem diese
Zahl in der Gaufischen Zahlenebene zur positiven reellen Achse steht.

Wir haben damit fiir alle 2 € C, die nicht Null sind, mit z = |z|e!®8*) eine
weitere Moglichkeit neben z = Re(z) 4 ilm(z) diese durch reelle Gréfien auszu-
driicken. Umgekehrt erhalten wir fiir r € (0,00) und ¢ € (—m, 7] mit re'® genau
alle komplexen Zahlen aufler der Null. Als Faustregel kann man sagen, dass diese
Polardarstellung immer dann zu bevorzugen ist, wenn komplexe Zahlen multipli-
ziert oder dividiert werden miissen, denn fiir zwei komplexe Zahlen z = re'® und
w = se'¥ gilt

ig
ow = rsefe? = reei@t®) ypng 2 =T _ Taig-w
w  sel s

)

d. h. man muss zum Multiplizieren (Dividieren) nur die Betrige multiplizieren
(dividieren) und die Argumente addieren (subtrahieren).

Nun, da wir eine Exponentialfunktion haben, stellt sich die Frage nach einem
komplexen Logarithmus. Dies ist nicht so einfach wie im reellen, denn durch
die Periodizitdt der Exponentialfunktion wird der Logarithmus im Komplexen
mehrdeutig. Zuerst definieren wir die Logarithmen aber ganz abstrakt.

Definition 26.13. Es sei w € C. Jede Zahl z € C mit e = w heifit ein Loga-
rithmus von w.

Nun wollen wir natiirlich wissen, wie man einen solchen Logarithmus finden kann.
Wir suchen also fiir ein vorgegebenes w € C\ {0} (einen Logarithmus fiir Null
wird es natiirlich auch im komplexen nicht geben, da ja e* # 0 fiir alle z € C
gilt, vgl. Satz also alle Losungen z € C der Gleichung e* = w. Sei dazu
r:= |w| und ¢ := arg(w) € (—m, w]. Weiter setzen wir z in der Form z + iy mit
x,y € R an. Dann soll also gelten

z z+iy _ e?

e =e el = rel?,

Also miissen insbesondere die beiden letzten Ausdriicke in dieser Gleichungskette
den selben Betrag haben, was wegen |e| = |¢!?| = 1, sofort 7 = €%, also

Re(z) =z = In(r) = In(Jw|)

liefert. Es bleibt also noch y zu bestimmen. Da nun e® = r gilt, muss auch e = e?
gelten, d. h. wir haben €/®=? = 1. Wie am Schluss des Beweises von Satz
folgt daraus y — ¢ = 2k fiir ein k € Z. Als Losungen unserer Gleichung kommen
also nur solche Zahlen z = z + iy mit z = In(|w|) und

y= ¢+ 2km = arg(w) + 2kr firein k € Z
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26. 'Trigonometrische Funktionen

in Betracht. Dass alle diese Zahlen tatséchlich Logarithmen von w sind, rechnet
man schlieBlich einfach nach:

eln(\w|)+i(arg(w)+2k7r) _ eln(|w\)eiarg(w)612k7r — |w|eiarg(w) 1 = w.
Da der komplexe Logarithmus mehrdeutig, und damit gar keine Funktion mehr
ist, tritt das gleiche Phéanomen auch beim Versuch auf, eine allgemeine Potenz-

funktion in C zu definieren. Wir wollen das hier nicht weiter vertiefen, sondern
nur vorwarnen, dass in diesem Zusammenhang grofite Vorsicht angeraten ist.

Wir kénnen nun weitere trigonometrische Funktionen definieren.
Definition 26.14. Firxz € R\ {kn+7/2: k € Z} heifit die Funktion

sin(z)

tan(zx) := cos()

der Tangens und fir x € R\ {kr : k € Z}

cot(x) := Cf)s(x)
sin(z)
der Cotangens von .
Nach der Quotientenregel gilt
2 12 1
tan’(x) = cos’(w) + sin(z) _ =1+tan®*(z) >0
cos?(x) cos?(x)

fiir alle x im Definitionsbereich des Tangens. Also ist der Tangens insbesondere
auf dem Intervall (—m/2,7/2) streng monoton wachsend und da

lim tan(x) = —oco und lim tan(x) = oo
z——7/2+ x—T/2—

gilt, ist tan((—7/2,7/2)) = R. Somit existiert die Umkehrfunktion tan™! : R —
(—m/2,7/2). Diese bekommt wieder einen Namen.

Definition 26.15. Die Umkehrfunktion des Tangens auf (—7/2,7/2)
arctan : R — (—7/2,7/2)
heifit Arcustangens.

Die Ableitung des Arcustangens kénnen wir nun nach der Formel fiir die Ablei-

tung der Umkehrfunktion (Satz 23.10) bestimmen:

1 1 1
tan’(arctan(y)) 1+ tan®(arctan(y)) 1+ y?’

arctan’(y) =
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Sinus — — Cosinus Tangens —— = Arcustangens |

Abbildung 26.2.: Die Graphen von Sinus, Cosinus, Tangens und Arcustangens

Uberraschenderweise erhalten wir als Ableitung eine gebrochen-rationale Funkti-
on und nichts Trigonometrisches.

In der gleichen Weise kann man auch Umkehrfunktionen von Sinus und Cosinus
definieren, wenn man sich im Definitionsbereich einschriankt. So sind

sin : [—7/2,7/2] — [-1,1] und cos: [0,7] — [—1,1]
bijektiv. Das rechtfertigt die folgende Definition.

Definition 26.16.

arcsin := sin~' : [-1,1] — [~7/2,7/2] (Arcussinus),
arccos := cos ' : [—1,1] — [0,7] (Arcuscosinus).
Die Ableitungen berechnen sich wieder mit Hilfe der Ableitungsregel fiir die Um-
kehrfunktion zu
1 1 1

cos(arcsin(z)) - \/1 — sin®(arcsin(z)) N V1—a?

arcsin’(z) =

und genauso
1

V1—a?

arccos'(z) = —

fir alle |z| < 1.
Man beachte, dass die A_pswahl des Bereichs, in dem man diese Funktionen in-
vertiert, willkiirlich ist. Ublicherweise werden zwar die hier gewéhlten Intervalle
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26. 'Trigonometrische Funktionen

verwendet, aber welcher Bereich gewéhlt wurde, sollte bei Verwendung der Arcus-
funktionen am besten immer dazugesagt werden. Hier ist Wachsamkeit angesagt!

Zum Abschluss definieren wir noch die hyperbolischen Funktionen.

Definition 26.17. Fiir alle x € K definieren wir

1
cosh(z) := i(ez +e™ ") (Cosinus hyperbolicus),
1
sinh(z) := a(ex —e ) (Sinus hyperbolicus),
inh
tanh(z) := (S;)I;hig (Tangens hyperbolicus).

Diese sind iiber die komplexe Exponentialfunktion eng mit den trigonometrischen
Funktionen verwandt.

Ubungsaufgabe 26.18. Zeigen Sie die folgenden Identititen fiir alle z = z+yi €
C mit z,y € R.

(a) cosh?(z) — sinh?(z) = 1.
(b) sin(z) = sin(x + yi) = sin(z) cosh(y) + cos(x) sinh(y)i.

(c) cos(z) = cos(x + yi) = cos(x) cosh(y) — sin(z) sinh(y)i.

sinh(x) = — cosh(x) tanh(x)l

Abbildung 26.3.: Die Graphen von Sinus, Cosinus und Tangens hyperbolicus
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Wir berechnen auch hier die Ableitungen:
/ 1 T —x : : / 1 T —x
cosh'(z) = §(e —e ) =sinh(z) und sinh'(z) = §(e + e ®) = cosh(x),

sowie
cosh?(z) — sinh?(x)

cosh?(z)

fiir alle x € R, und weiterhin die Grenzwerte

tanh’(z) = =1 — tanh?*(z) > 0

et —e® e 1 —e 2 1-0
lim tanh(z) = lm —— = lim — - = =
T—00 ( ) z—oo ¥ + e~ 7 z—oo e ] 4 o2z 1+0
e’ —e " e -1 0-—1
lim tanh(z) = lim —— = lim = = —1.
T——00 ( ) z——oco ¥ + =7 z——o0 2% 4 1 0+1

Damit ist der Tangens hyperbolicus streng motonon wachsend auf R und es gilt
tanh(R) = (=1, 1). Also existiert auch hier die Umkehrfunktion

Artanh : (—=1,1) = R (Areatangens hyperbolicus).

Die Ableitung ergibt sich hier zu

1 1
Artanh'(z) = = , < 1.
rtanh (z) 1 — tanh?(Artanh(xz))) 1 —a? =

In diesem Abschnitt haben wir nun so viele neue Funktionen eingefiihrt, dass wir
diese noch einmal alle in einer Tabelle zusammenfassen wollen:

‘ Name ‘ Symbol ‘ Def.-bereich ‘ Bild ‘ Ableitung ‘
Sinus sin R [—1,1] | cos
Cosinus cos R [—1,1] | —sin
Tangens tan R\ {km+7/2} | R —5 =1+ tan’
Cotangens cot R\ {kn} R ——z = —1 — cot?
Arcussinus arcsin | [—1,1] 5.3 | =
Arcuscosinus arccos | [—1,1] 0, 7] - \/ﬁ
Arcustangens arctan | R (=35 | i
Sinus hyperbolicus | sinh R R cosh
Cosinus hyp. cosh R [1,00) | sinh
Tangens hyp. tanh R (—1,1) Coslhg =1 — tanh®
Areasinus hyp. Arsinh | R R \/x;?
Areacosinus hyp. | Arcosh | [1,00) 0, c0) x;_ -
Areatangens hyp. | Artanh | (—1,1) R 1—13[;2
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27. Hohere Ableitungen

Wir wollen in diesem Abschnitt das Konzept der zweiten, dritten und allgemein
n-ten Ableitung einer Funktion einfiihren.

Definition 27.1. Es sei I C R ein Intervall, xqg € I und f: I — K se:i differen-
zierbar auf 1.

(a) Die Funktion f heifit in xo zweimal differenzierbar, falls die Funktion f' :
I — K in z¢ wiederum differenzierbar ist. In diesem Fall heifit f"(xzq) :=
(f")(xo) die zweite Ableitung von f in x.

(b) Ist f in jedem Punkt x € I zweimal differenzierbar, so heifst f zweimal
differenzierbar auf I und die Funktion x — f"(x) ist die zweite Ableitung
von f auf I.

(c) Firn > 3 beliebig definieren wir rekursiv: Die Funktion f heifst in xo (bzw.
auf 1) n mal differenzierbar, falls sie (n — 1) mal differenzierbar ist und
die Funktion f=Y in xy (bzw. auf 1) wieder differenzierbar ist. In diesem
Fall heift f™(xz¢) = (f"V)(20) die n-te Ableitung von f in gy, bzw.
z > fU(z) die n-te Ableitung von f auf I.

Héufig ist es praktisch die Funktion selbst als ihre nullte Ableitung aufzufassen,
also

FO =
Beispiel 27.2. (a) Ist f(z) = sin(x), so gilt
f'(x) = cos(x), f"(x) = —sin(x),
() = —cos(a), f(x) = sin(a) = f(x).

(b) Betrachten wir auf R die Funktion

22, falls 2 > 0
-

—22, falls z < 0,

so ist f auf ganz R differenzierbar mit f'(x) = 2|z|, x € R (nachrech-
nen!), aber da die Betragsfunktion in Null nicht differenzierbar ist (vgl.
Beispiel 233/ [(b)]), ist diese Funktion in Null nicht mehr differenzierbar,
d. h. f ist in 2y = 0 nicht zweimal differenzierbar.
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27. Hohere Ableitungen

(c)

184

Es sei f(x) = > " jan(x—x0)", d. h. f sei durch eine Potenzreihe gegeben,
von der wir annehmen wollen, dass der Konvergenzradius » > 0 ist. Wir
setzen wieder [ := (xzg — r,xo + r). In Satz haben wir gesehen, dass f
dann auf I differenzierbar ist mit

f(z) = Z apn(z —x0)"t, 1€,
n=1

und dass dies wieder eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r ist. Also ist
nach nochmaliger Anwendung dieses Satzes f sogar zweimal auf I differen-
zierbar mit

f(x) = Zann(n — 1)z —x0)" 2%, wzel

Durch weitere Iteration dieses Arguments (Formalisten mogen eine saubere
Induktion fithren), ist dann f auf I beliebig oft differenzierbar und es gilt
fiir jedes k € N

@)= amn—1)---(n— (k=1))(z —z0)" ", wel

n=~k

Setzt man speziell x = x ein, so erhélt man die fiir das Weitere wichtige
Beziehung
FO (o) = apk(k —1)---2- 1 = Klay.

Diese verrit uns insbesondere die Gestalt der Koeffizienten a,, fiir Funktio-
nen, die durch eine Potenzreihe dargestellt werden:

f(k) ($o)
T

Qg

Wir betrachten auf I = [0, c0) die Funktion

2% sin(1/z), fallsz >0
flay = om0 -
0, falls x = 0,

vgl. Abbildung

Dann ist f in allen x > 0 offensichtlich differenzierbar und es gilt

Fia) = 2 vmsin(L) +a% cos 1) <_i)

T 22

3 . <1> 1 <1>
= —v/zsin|—) — —=cos|— ).
2 x NG x
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Abbildung 27.1.: Der Graph des , Flattersinus’™ aus Beispiel R7.2/[(d)]

Um f auf Differenzierbarkeit in 0 zu untersuchen, betrachten wir den Dif-
ferenzenquotienten

— 32 qin(1/s 1
z—0 z—0 z—0 T z—0 T
< lim vz = 0.
z—0

Da der Grenzwert selbst iiber etwas Positives gebildet wird, muss er auch
groffer oder gleich Null und damit gleich Null sein. Somit ist f auf ganz
[0, 00) differenzierbar, wobei f’(0) = 0 gilt.

Anhand dieses Beispiels sieht man nun, dass etwas Abstruses passieren
kann. Die Funktion f’ : [0,00) ist ndmlich in Null nicht nur nicht noch
einmal differenzierbar, sie ist nicht einmal mehr stetig, so dass wir iiber
Differenzierbarkeit erst gar nicht mehr nachzudenken brauchen. Um das zu
sehen, betrachten wir die Folge x,, := !/nr, n € N. Dann gilt fiir jedes n € N

f(z,) = g\/z_ﬂ sin(nm) — v/nm cos(nw) = —y/nn cos(n)

(—=1)"vnm = (=1)"*"V/nm.

Also ist die Funktion f’ auf dem kompakten Intervall [0, 1] nicht beschrénkt,
sie kann also nach Satz nicht stetig sein.

Das schlechte Differenzierbarkeitsverhalten der Funktion in @ des obigen Bei-
spiels nehmen wir zum Anlass, um einen stérkeren Differenzierbarkeitsbegriff zu
formulieren, der so , héssliche* Funktionen ausschlief3t.

Definition 27.3. Es sei I C R ein Intervall und f : I — K eine Funktion.
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27. Hohere Ableitungen

(a) Firmn € N heifit die Funktion f n-mal stetig differenzierbar auf I, falls sie
n-mal differenzierbar auf I ist und die Funktion ™ auf I stetig ist.

Wir setzen C*(I,K) :={f : I — K: f n-mal stetig differenzierbar auf I}.
(b) Wir setzen

C°(I,K) == C(I,K) und C*(I,K):= () C"(],K)

n€Ng

und nennen eine Funktion f € C*(I,K) beliebig oft differenzierbar.

Auch hier wird, wenn der betrachtete Kiorper R oder C aus dem Zusam-
menhang klar ist, oft nur C"(I) bzw. C*(I) geschrieben.

Bemerkung 27.4. (a) Da die Differenzierbarkeit insbesondere Stetigkeit im-
pliziert, sind fiir eine Funktion f € C"(I,K) alle Ableitungen f’, f”, ..., f
stetige Funktionen auf I.

(b) Oft hort man statt ,beliebig oft“ auch die Bezeichnung ,unendlich oft*
differenzierbar. Diese ist etwas ungliicklich, denn sie hort sich so an, als
existiere auch eine ,unendlichste® Ableitung. f € C*(I) heifit aber eben
nur, dass f fiir jedes n € N auf I existiert und dort stetig ist.
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28. Der Satz von Taylor

Dieser Abschnitt stellt mit dem Satz von Taylor einen fundamental wichtigen
Satz der Analysis vor, der sowohl in abstrakten als auch in ganz angewandten
Zusammenhédngen immer wieder gebraucht wird. Es geht dabei darum kompli-
zierte Funktionen durch moglichst angepasste Polynome zu ndhern. Vor allem die
PhysikerInnen werden mit diesem Satz sehr h&ufig zu tun bekommen.

Wir haben in Beispiel gesehen, dass eine Funktion, die auf einem Intervall
durch eine Potenzreihe Y >° a,(z —x0)" gegeben ist, immer Koeffizienten a,, der

Form
f(n) (370)

n!

ap = fiir alle n € Ny

aufweist. Haben wir umgekehrt eine Funktion aus C*°(/,K) vorliegen, kénnen
wir fiir ein xy € I obige Koeffizienten ausrechnen und die dadurch gegebene
Potenzreihe betrachten. Diese bekommt zunéchst einen Namen.

Definition 28.1. Es sei I C R ein Intervall, xo € I und f € C>(1,K). Die

Potenzreihe
Z nl (& = o)
n=0

heifst dann die Taylorreihe von f um .

Nun stellt sich sofort die

Frage: Gilt in der Situation obiger Definition nun in einer Umgebung von xg

> ) (g,
f(x):Zf (' )(x—xo)"?

n.

Die Anwort ist ein entschiedenes manchmal. Wir betrachten dazu das folgende
Beispiel.

Beispiel 28.2. Wir wihlen I =R, zp = 0 und

e~ falls z # 0,
fx) =
0, falls x = 0.
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28. Der Satz von Taylor

Dann ist f offensichtlich in jedem Punkt x # 0 differenzierbar, aber wir sind
ja gerade an zy = 0 interessiert. Um Differenzierbarkeit in Null zu untersuchen,
miissen wir iiber den Differenzenquotienten gehen. Es ist fiir alle x # 0

f) = f0) e/ s

x—0 r el

Da der Nenner dieses Ausdrucks fiir z gegen null bestimmt nach unendlich diver-
giert, ist die Bedingung (II) fiir die Regel von de I’'Hospital aus Satz 24.17] erfiillt.
Dieser Satz liefert dann

flx)—=fO) . Yo —1/a?
/ _ — — _—
F(0) = alcg% x—0 alcl—% el/e? 31612% e'/e? - (—2/g3)
:lil%g-e_l/’”Q —0-0=0.
x>

Mittels Induktion kann man sogar zeigen, dass f in null beliebig oft differenzierbar
ist und £ (0) = 0 fiir alle n € N gilt. Also ist in diesem Fall die Taylorreihe

i f(")'(O)xn _ io 2" =04# f(x) fiir alle z # 0.
n=0 ’ n=0

n

Fiir diese Funktion stellt die Taylorreihe also in keiner auch noch so kleinen
Umgebung des Nullpunktes die Funktion f dar.

Da die Taylorreihe nach einem vielversprechenden Mittel aussieht, um Potenzrei-
henentwicklungen von Funktionen auszurechnen, und da diese ein unverzichtbares
Hilfsmittel der Analysis, der Physik, der Ingenieurwissenschaften und vieler an-
derer Bereiche sind, hiatten wir gerne ein Kriterium, wann die Taylorreihe brav
zu ihrer Funktion passt. Ein solches folgt aus dem folgenden Satz.

Satz 28.3 (Satz von Taylor). Es sei I C R ein Intervall, x,xg € [ und f : I — R
sei (n + 1)-mal differenzierbar auf I. Dann gibt es ein § zwischen x und xg, so
dass gilt

n ) (g . [ .
f(a:)zzf k<' )(az—xo) +JZHT1<)§!)(SU—J:O) :

Bemerkung 28.4. (a) Im Fall n = 0 ist dieser Satz genau der Mittelwertsatz

(vgl. Satz 24.5]).

(b) Der Wert von ¢ hédngt natiirlich jeweils von xy, z und n ab und ist im
Allgemeinen nicht zu bestimmen. Das wére auch sehr erstaunlich, denn
dann wiére ja die Berechnung von f auf den Schwierigkeitsgrad eines Poly-
noms zuriickgefiihrt, was dann fiir einfach nur (n + 1)-mal differenzierbare
Funktionen doch ein bisschen zu simpel wére. Im & steckt sozusagen die
Komplexitat der Funktion f.
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Beweis von Satz[28.3. Wir betrachten ohne Beschrankung der Allgemeinheit den
Fall ¢y < x und setzen

n+ 1)! "L FR) (g %
ZW(W)‘% k(! )(x_“))'

Dann gilt

"L Bz ) x — )"t
f@)_kz_of k(! )(55—370) :Qﬁ

und unsere Aufgabe ist es ein £ € (xg,2) zu finden, so dass ¢ = f™+V(€) ist.
Dazu schreiben wir die letzte Gleichung so um, dass auf der rechten Seite Null
steht und definieren dann die Hilfsfunktion

QUG I i

o) = fla) = D T e = 1) — ot

k=0

t € [z, x].

Dann ist nach den Voraussetzungen g € C([zo,z],R) und da in g hochstens die
n-te Ableitung von f auftaucht, ist g sogar noch einmal differenzierbar auf [z, z].
AuBlerdem gilt direkt g(z) = f(x) — f(x) = 0 und so wie wir p gewihlt haben
gilt auch g(zg) = 0. Nach dem Satz von Rolle gibt es also ein £ € (g, x), so dass

j@):guﬁ—QWM

=0
r — XTg
gilt.
Andererseits ist (nachrechnen!)
i (=t (n+1) (x =0)"
g(t)—QT—f (t) ol
o (-0 (-0
I C kS AT R Wt C Rk I
0=9g(6)=0— FrE) =
und schlieBlich o = "V (&) folgt. O

Wir wollen diesen Satz nun in konkreten Situationen anwenden. Zunéchst ein-
mal kann man den Satz dazu verwenden, den einen oder anderen Reihenwert zu
bestimmen. Wir betrachten hierzu das folgende Beispiel.

Beispiel 28.5. Wir untersuchen auf (-1, 00) die Funktion f(z) = In(1 4 z) um
o = 0. Um den Satz anwenden zu konnen, miissen wir die ersten n+ 1, also alle,
Ableitungen von f ausrechnen. Wir finden fiir x > —1

f'(x) = , fx) =

() =

(1+a) (1+a)%
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28. Der Satz von Taylor

und per Induktion allgemein

1)1 — 1\
Insbesondere ist also fiir alle £k € N
F®0) (=1
K ko
Nach dem Satz von Taylor gilt nun (mit z = 1):
~ fE0) 0 )
In(2) = f(1) = f(0 1 1t 28.1
a(2) = £ = J0) + =+ gy (28.1)
n -1 k—1 —1)" n -1 k—1
a ( l{? * (1+£<)n+1>(n—|—1) - ( l{? en
k=1 k=1

mit einem ¢ € (0,1). Unabhéngig davon was das £ nun genau ist, haben wir in
jedem Fall 1+ ¢ > 1 und damit auch (1 + &)™™' > 1. Deshalb gilt

)" 1
<

Cn| = ) N.
[en] ’1+§"+1(n+1)’_n+1 ne

Also gilt lim,,_, ¢, = 0. Damit kénnen wir in (281]) n gegen unendlich streben
lassen und erhalten mit
>

k=1

=In(2)

den Reihenwert der alternierenden harmonischen Reihe (vgl. Beispiel MT2.1]).

Um etwaigen Mikeleien zuvorzukommen: Wer meint, dass das aber viel Aufwand
fiir so einen mickrigen Reihenwert war, hat noch nie selbst versucht einen Rei-
henwert zu bestimmen.

Abschlielend sei darauf hingewiesen, dass wir damit unser Ergebnis aus Bei-
spiel insofern verbessert haben, als wir nun

— (—1)*
n(l+ ) Z( " fiir alle € (—1, 1]

und damit auch an einem Randpunkt wissen. Am anderen Randpunkt x = —1
ist die Reihe eine harmonische Reihe und somit divergent.

Wir haben hier schon gesehen, dass man mit dem Satz von Taylor auch andere
Dinge als Potenzreihen berechnen kann, z. B. eben den obigen Reihenwert. Wir
kommen nun zu einer weiteren, eher iiberraschenden, Anwendung des Satzes von
Taylor.
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Satz 28.6. ¢ € Q.

Beweis. Wir wissen schon, dass 2 < e < 3 gilt. Nehmen wir nun an, es gébe
n,m € N mit e = m/n, so muss n > 2 sein, denn sonst wire e € N. Mit dem so
gewdhlten n, f(x) =e*, x = 1 und xy = 0 wenden wir nun den Satz von Taylor
an. Dieser liefert ein £ € (0,1) mit

m — f®0) e
E:e:f(l):§ Ho T

Nun sind die Ableitungen der Exponentialfunktion zum Gliick nicht schwer zu
bestimmen. Wir erhalten also

m_g L,
no =k (n+1)!

und nach Multiplikation dieser Gleichung mit n!

n! et
mn—1=nl+nl+—=+-- +14+——.
—— 2! P n+1

eN ~

eN

Da der Ausdruck ¢ /n+1 positiv ist, bleibt ihm damit nichts anderes iibrig als
selbst zu N zu gehoren. Damit haben wir aber einen Widerspruch, denn wegen
n>2und £ € (0,1) gilt

3
e e e
< - < 1. ]

0< <
n+1 n+1 3

Was uns immer noch fehlt, ist ein Kriterium, wann eine beliebig oft differenzierba-
re Funktion in einer Umgebung des Entwicklungspunktes durch ihre Taylorreihe
dargestellt wird, wann also solch unangenehme Dinge wie in Beispiel nicht
passieren konnen. Hier ist eines.

Satz 28.7. Es sei I C R ein Intervall und f € C*(I,R) eine Funktion. Weiter
existiere eine Konstante C > 0, so dass fiir alle n € N und alle x € I gilt

| ™ (x)

n!

)gcn.

Dann gilt fir jedes xo € I die Identitdt

flx) = i f(";('xo) (x —x0)"  firallex € J:=1N(xg—Yc,xe+10).

n=0
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28. Der Satz von Taylor

Bewers. Wir miissen zunéchst sicherstellen, dass die obige Potenzreihe iiberhaupt
fiir alle x € J konvergiert. Das folgt direkt aus der Voraussetzung und dem Satz
von Hadamard, denn

(n)
<, d.h. limsup \n/ ’f (o) <C
n! neN n!

und damit ist der Konvergenzradius groBer oder gleich 1/c.
Sei nun x € J beliebig gewéhlt. Nach dem Satz von Taylor gibt es fiir jedes n € N
ein &, zwischen zy und x, so dass

n

B (o) FO(E) 1
flz) = ;; - (z — 20)" + m(x—xo) +1

Uns bleibt nun wie im Beispiel 28.5] zu zeigen, dass der letzte Summand fiir n
gegen unendlich gegen Null strebt. Dazu schétzen wir mit der Voraussetzung ab:

FrD (&)

n n n n+1
CESN (x — ) < +1|x—x0| o (C’|x—:p0|) .

Da aber z € J ist, gilt |z — 20| < Y/, bzw. C|x — x| < 1, so dass obiger Ausdruck

tatsiachlich gegen Null geht, wenn n nach unendlich strebt. O

Definition 28.8. Es sei I C R ein Intervall, o € I, n > 1 und f € C"(I,R).
Dann heifst das Polynom

n-tes Taylorpolynom von f in x.

Bemerkung 28.9. (a) Das n-te Taylorpolynom hat immer hochstens Grad n,
dieser kann aber auch kleiner sein. Es ist das eindeutig bestimmte Polynom
p vom Grade kleiner oder gleich n, fiir das p® (zg) = f*)(z,) fiir alle
ke {0,1,...,n} gilt.

(b) Wir kénnen mit dieser Definition den Satz von Taylor (Satz 28.3) folgen-
dermaflen umformulieren:

Sei I C R ein Intervall, zy € [ und f : I — R sei (n+1)-mal differenzierbar.
Dann gibt es zu jedem z € [ ein £ = &(x) zwischen xy und x mit

FO(E)

(n+1)! .

flx) =T, (z,x0) + (x — xg
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(c) Die Differenz zwischen der Funktion und ihrem Taylorpolynom, also der
Wert
F()

(n+1)!
wird oft als Restglied bezeichnet.

(ZL‘ _ l,o)n—i-l

Wir haben in Satz gesehen, dass eine differenzierbare Funktion, die im Inne-
ren eines Intervalls ein relatives Extremum hat, dort eine verschwindende Ablei-
tung haben muss. Allerdings ist dies kein hinreichendes Kriterium fiir das Vorlie-
gen eines Extremums, d. h. es kann sein, dass die Ableitung Null ist, ohne dass
an dieser Stelle tatséchlich ein relatives Extremum vorliegen muss. Um wirklich
nachzuweisen, dass eine solche kritische Stelle ein relatives Extremum ist, brau-
chen wir genauere Hilfsmittel und auch hier hilft der Satz von Taylor.

Satz 28.10. Es sei I C R ein offenes Intervall, xg € I und f € C*(1,R) fir ein
n > 2. Weiter gelte f'(zo) = f"(zo) = - = f® V() = 0, aber f™(xq) # 0. Ist
nun n ungerade, so hat f in xy kein relatives Extremum, ist n gerade, so liegt in
zg ein relatives Extremum vor, und zwar falls f™ (z¢) > 0 ein relatives Minimum
und falls f™ (z¢) < 0 ein relatives Maximum.

Beweis. Da f™ in x, stetig und I ein offenes Intervall ist, gibt es ein § > 0 mit
Us(wo) C I, so dass f™(z) fiir alle z € Us(xq) dasselbe Vorzeichen wie £ (z)
hat. Sei nun x € Us(xo) \ {zo} gewdhlt. Dann gibt es nach dem Satz von Taylor
ein £ zwischen x und xg mit
(n)
f(x) =T, 1(x,x) + f nl@) (x — xo)".

Nach Voraussetzung sind aber die ersten n — 1 Ableitungen von f in z( alle Null,
also bleibt vom (n — 1)-ten Taylorpolynom nur der Summand nullter Ordnung
tibrig, d. h. es gilt T,,_1(x, z9) = f(2) und damit

(n)
£@) = £a0) + Lo @~ ) = o) + clo).

Da ¢ zwischen xq und z liegt, liegt es auch in Us(z), also hat f™(¢) dasselbe Vor-
zeichen wie f((xy). Mit diesen Uberlegungen kénnen wir nun die verschiedenen
Fille der Behauptung nacheinander untersuchen.

Ist n ungerade und £ (zy) = 0, so gilt dasselbe fiir ™ (¢) und damit ist

o = 0, falls x € (zg, 0 + 0),
< 0, falls z € (xg — 9, x),

da Potenzieren mit einem ungeraden Exponenten das Vorzeichen erhélt. Daraus
folgt aber mit f(x) = f(xo) + c(z)

f( ) > f(:po), falls z € (!Eo,% + 5)’
Y < flao), falls x € (20 — 8, 20).
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28. Der Satz von Taylor

Damit kann f in zy kein Extremum haben, denn die Funktionswerte von f sind
auf der einen Seite von xy kleiner und auf der anderen Seite von xy gréfler als in
Zg.

Ist dagegen n gerade, so lasst das Potenzieren mit n das Vorzeichen verschwinden.
Also gilt fiir £ (zq) = 0 wegen f(™(£) = 0 dann ¢(x) = 0 unabhiingig davon
auf welcher Seite von zy das = liegt. Das liefert schlieBlich f(z) =2 f(zo) fiir alle
x € Us(xp) und damit die Behauptung. O
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29. Das Regelintegral — Teil 1:
Treppenfunktionen

Wir haben nun zunéchst mal unsere Betrachtungen zur Differenziation abge-
schlossen und wollen uns einem auf den ersten Blick ganz anderen Problem zuwen-
den, der Berechnung von Flacheninhalten von krummlinig begrenzten Fléchen.
Wir werden jedoch feststellen, dass sich uns dabei ein sehr iiberraschender Zu-
sammenhang zur Differenziation offenbart.

Wir betrachten das Problem der Flichenberechnung unter einem Funktionsgra-
phen, d. h. fiir a,b € R mit a < b und eine gegebene beschrinkte Funktion
f i ]a,b) — R wollen wir den Fldcheninhalt der Fliche berechnen, die von der
x-Achse, den beiden Geraden x = a und z = b und dem Graphen der Funktion
eingeschlossen wird [l

f(x)

Abbildung 29.1.: Zu bestimmende Fléche unter dem Funktionsgraphen

Wir werden dazu zunéchst ganz einfache Funktionen, sogenannte Treppenfunktio-
nen, betrachten, fiir die sich der Flacheninhalt elementar-geometrisch bestimmen
lisst. Den Ubergang zu allgemeineren Funktionen wird dann im folgenden Kapi-
tel wieder durch einen Grenzwertprozess gewéhrleistet, bei dem wir unser bisher
gesammeltes Wissen iiber Funktionenfolgen gewinnbringend verwenden kénnen.
Dabei werden wir den oben schon angedeuteten Zusammenhang zur Differenzial-
rechnung entdecken, und so schliefSlich tatséchlich in der Lage sein, den Flachen-
inhalt unter Umstédnden exakt angeben zu konnen.

Wie schon vorher verwenden wir wieder den Buchstaben K, wann immer man
sowohl R als auch C einsetzen kann. Aulerdem seien in diesem gesamten Kapitel

LGenaugenommen geht es um die signierte Fliche, d. h. es sollen Fliichen oberhalb der z-Achse
positiv und Flidchen unterhalb der x-Achse negativ zéhlen.
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a,b € Rmit a < b gegeben und wir bezeichnen mit I das abgeschlossene Intervall

[a, b].

Definition 29.1. (a) Eine endliche Menge Z = {xg,x1,...,2,} C I heifst
Zerlegung des Intervalls I, wenn gilt

A=Tg<T1 <Xy < < Tp_1 <, =>0
(b) Sind Z und Z zwei Zerlegungen des Intervalls I, so heift Z eine Verfeine-
rung von Z, falls Z C Z gilt.

(c) Sind Zy und Zy zwei Zerlegungen von I, so ist auch Z := ZyU Zy eine Zer-
legung dieses Intervalls (warum?) und heifft die gemeinsame Verfeinerung
von Zy und Zs.

(d) FEine Funktion f : I — K heifst Treppenfunktion, falls es eine Zerlequng
Z = {wo,...,xn} von I gibt, so dass f|w,;_ ;) fir jedes j € {1,...,n}
konstant ist.

FEine solche Zerlegung Z heifit zu f passend.
(e) Die Menge aller Treppenfunktionen auf I bezeichnen wir mit T (I).

(f) Ist ACK, so heifit 1, : K — K mit

i) = 1, falls x € A,
A 0, fallsx g A

charakteristische Funktion von A.

f(x)

a b x

oo X% %

Abbildung 29.2.: Beispiel einer Treppenfunktion

Bemerkung 29.2. (a) Man beachte, dass bei der Definition einer Treppen-
funktion die Werte von f an den Zerlegungsstellen x,...,x, keinen Ein-
schrankungen unterliegen. Hier kann f irgendwelche Werte annehmen.
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(b) Ist A C I eine endliche Vereinigung von Intervallen, so ist 14 eine Trep-
penfunktion.

(c) Ist f: I — K eine Treppenfunktion, so kénnen wir mit einer zu f passenden
Zerlegung {xo, ..., x,} und geeigneten cy, ..., c, € K diese schreiben als

n

f(x) = chl(xj_w)(x) fir alle x € I'\ {zo,...,x,}.

j=1

(d) Hat man eine Treppenfunktion f auf I und eine zu f passende Zerlegung
von [, so passt auch jede Verfeinerung dieser Zerlegung wieder zu f.

Die Fldche unter dem Graph einer Treppenfunktion ist leicht zu bestimmen,
es sind nur einige Rechteckflichen zu bestimmen. Das fiithrt auf die folgende
Definition.

Definition 29.3. Sei f € T (1) mit einer Darstellung f(z) =37, ¢j1l(z;_, 2;) ()
fiir eine passende Zerlequng Z = {xq, ..., x,}. Dann heifit

Z n
/f = gcj(ﬂfj — Tj-1)

das Integral von f beziiglich Z.

Damit aus dieser Definition eine sinnvolle Setzung des Integrals von f werden
kann, miissen wir nun natiirlich als erstes sicherstellen, dass der Wert des Inte-
grals fiir jede zu f passende Zerlegung derselbe ist. Das ist der Inhalt des ersten
Lemmas in diesem Abschnitt.

Lemma 29.4. Ist f € T(I) eine Treppenfunktion und sind Z; und Zy zwei zu f
passende Zerlequngen von I, so gilt

jieli

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Spezialfall, dass Z; eine Verfeinerung von
Z1 um genau einen Punkt ist, d. h. es gilt

Zy ={xo,...,x,} und Zy={xg,... Th_1,Y,Th, ..., Tn}

firein k € {1,...,n} und ein y € (xx_1, xx). Dann gilt, da schon Z; zu f passend
war, dass die jeweils konstanten Werte von f|, ,4), flwee) U0d @12 alle
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29. Das Regelintegral — Teil 1: Treppenfunktionen

gleich sind. Also erhalten wir mit der vorstehenden Definition

n

Z n k—1
/f:ch(:cj —ayo1) =) eilay —aym) Falon —wen) + ) ¢lag —wym)
i=1 j=1

Jj= Jj=k+1

k—1 n Za
= > cilw; —xj) +eulzr —y) + ey — xp-1) + Z cj(zj —xj 1) = /f>

j=1 j=k—+1

d. h. die Behauptung in diesem Spezialfall.

Ist Z5 eine beliebige Verfeinerung von Z;, so konnen wir einfach das obere Ar-
gument mehrfach anwenden, und so immer noch einen Punkt mehr dazu packen.
Ganz formal sauber wiirde man dazu eine Induktion machen.

Wir wenden uns dem allgemeinen Fall zu, dass Z; und Z; beide zu f passen, aber
keine der beiden eine Verfeinerung der anderen ist. In diesem Fall betrachten wir
die gemeinsame Verfeinerung 7 := Z; U Z5. Auch diese ist dann zu f passend
und wir erhalten mit obigen Uberlegungen

71 Z Zo
Jo=]i=]s
und sind fertig. O

Definition 29.5. Sei f € T(I) und Z eine zu f passende Zerlegung. Dann heifst

Z
=1
I
Bemerkung 29.6. Fiir das Integral gibt es mehrere synonyme Schreibweisen.

Es is
| /ff:: /abfzi /abf(@ dx:z/lf(:c) do

Wir wollen in den folgenden Sétzen ein paar erste Eigenschaften des Integrals fiir
Treppenfunktionen beweisen.

das Integral von f iiber I.

Satz 29.7. Seien f,g € T(I) und A\, p € K. Dann sind auch \f +pg, |f], Re(f),
Im(f) und f Treppenfunktionen auf I und es gilt

(a) / M+ pg) /f + u/ (Linearitdt des Integrals),

(b) ’/f’ < /|f| (Dreiecksungleichung).
I I
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) [Reh=re( [ 1), [ =m([r), wa [7-[s

Beweis. Ubung.

Satz 29.8. Sei f € T(I) eine Treppenfunktion. Dann gilt

’/f’ < (b—a)-sup|f(x)|. (,Standardabschéitzung*)
I

zel

Beweis. Sei Z = {xg,...,x,} eine zu f passende Zerlegung von I und f(z) =
> i1 Cil; 1.2, () filr geeigente i, ..., ¢, € K. Dann gilt nach der Defintion des
Integrals fiir Treppenfunktionen

[ol=1f =[50t

Also erhalten wir mit der Dreiecksungleichung fiir Summen und dank einer freund-
lichen Teleskopsumme

[ 1] < Z\cm - 1|<Zmax{\c1| eal} (a5 = 25)

<sup |f (@) Y _(w; = 251) = sup | f(2)|(2n — z0) = sup | f(2)|(b — a).0

xel zel zel

J=1

Satz 29.9. Seien f,g: I — R Treppenfunktionen mit f(x) < g(z) fir allex € 1.
Dann gilt [, f < [, 9.

Beweis. Seien Z eine zu f passende und W eine zu g passende Zerlegung von I.
Dann passt die gemeinsame Verfeinerung Z U W =: {xg,...x,} sowohl zu f als

auch zu g und es sei fiir alle z € I\ {zo,...,z,}

chl(xj 1,%;) Zdl% 1%)
fiir geeignete ¢y, ..., ¢y, dy, ..., d, € R. Nach Voraussetzung gilt dann ¢; < d; fiir
alle j =1,...,n und wir haben damit

ZUW ZUW

/f_/f Zc] — 1) Sédj( —Zj_1) /g—/
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30. Das Regelintegral — Teil 2:
Regelfunktionen

Wir wollen natiirlich nicht nur Treppenfunktionen integrieren, denn das Leben
ist im Allgemeinen nicht stiickweise konstant und irgenwann werden die auch
langweilig. Das néchste Ziel ist es daher, unseren Integralbegriff auf eine grofiere
Funktionenklasse auszuweiten, die wir nun definieren. Auch in diesem Abschnitt
seien wieder grundsétzlich a,b € R mit a < b und [ := [a, b].

Definition 30.1. Fine Funktion f : I — K heifit sprungstetig auf I, falls fiir
alle xg € |a,b) der rechtsseitige Grenzwert lim,_,,,. f(x) und fir alle xo € (a, b
der linksseitige Grenzwert lim, ., f(z) ezistiert.

Die Menge aller sprungstetigen Funktionen auf I bezeichnen wir mit S(I).

Um einem héaufigen Missverstéandnis gleich vorzubeugen: Nichts, aber auch gar
nichts in dieser Definition fordert, dass der links- und der rechtsseitige Grenzwert
in obiger Definition gleich sein miissen. Damit eine Funktion sprungstetig ist,
miissen die beiden nur existieren.

Lemma 30.2. Jede sprungstetige Funktion f: 1 — K ist beschrdnkt.

Beweis. Wir nehmen an, es gibe eine unbeschrinkte Funktion f € S(I). Dann
gibt es fiir jedes n € N ein x,, € I mit |f(z,)| > n. Damit ist (z,) eine Folge
in dem kompakten Intervall I = [a,b], also hat diese eine konvergente Teilfolge
(2, )ken und es gilt zo = limg_,oo x,, € I. Wir wihlen ein ky € N so, dass fiir
alle k > ko gilt ny > |f(z0)|. Dann ist |f(x,,)| > nk > | f(z0)| und damit ist fiir
alle & > kg insbesondere z,, # .

Das liefert weiter, dass mindestens eine der beiden Mengen {k > k¢ : z,,, < xo}
und {k > ko : x,, > xo} unendlich viele Elemente hat. Eine solche Auswahl von
unendlich vielen Elementen bildet eine Teilfolge (2, )een von (z,), die immer echt
oberhalb oder echt unterhalb von z( liegt und weiterhin gegen xy konvergiert. Da
nach Voraussetzung lim, ., f(z) und lim, ., f(x) existieren, muss insbeson-
dere limy oo f(2n,,) existieren, was aber im Widerspruch zu |f(2y,, )| > ng, fiir
alle £ € N steht. Also kann es so eine Funktion nicht geben und wir sind fertig. [

Das folgende Lemma liefert einen groffen Zoo von Beispielen sprungstetiger Funk-
tionen.

Lemma 30.3. Alle
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(a) Treppenfunktionen f: 1 — K

(b) stetigen Funktionen f: 1 — K und

(c) monotonen Funktionen f: I — R
sind sprungstetig.

Beweis. Fiir Treppenfunktionen und stetige Funktionen ist die Behauptung klar.
Wir wenden uns also zu und betrachten im Folgenden nur den Fall einer
monoton wachsenden Funktion f. Fiir monoton fallende Funktionen kann man
entweder einen analogen Beweis fithren oder — f betrachten.

Sei also xy € (a,b]. Dann setzen wir

a:=sup{f(x):z € [a,x0)}.

Sei nun (x,,) eine Folge in [a, zo) mit =, — xo (n — 00). Wir wollen nun zeigen,
dass lim,,_, f(x,) = « ist. Dann folgt lim,_,,, f(z) = « und dieser Grenzwert
existiert damit.
Zunéchst beobachten wir, dass nach Defintion von « auf jeden Fall f(z,) < «
fiir alle n € N gilt. Die Folge (f(z,)) ist also nach oben beschrinkt. Ein erster
Reflex ist nun auf das Monotoniekriterium loszugehen, schliefflich ist f monoton!
Aber das funktioniert nicht, denn wir wissen nichts itber Monotonie von (z,,).
Wir miissen uns also etwas anderes einfallen lassen.
Sei also ¢ > 0 gegeben. Nach Satz 217 gibt es dann ein y € [a, xo) mit f(y) >
a — . Nun gilt lim, ., z, = xg, also existiert ein ng € N mit z,, > y fir alle
n > ng. Fir all diese n haben wir nun schlussendlich mit Hilfe der Monotonie
von

f

fla) > fly)y >a—e, dh 0<a-— f(z,) <e.

Das liefert lim,, o, f(x,) = a.
Zur Behandlung der rechtsseitigen Grenzwerte, betrachtet man zy € [a,b) und
definiert

B :=1inf{f(x) : x € (0, b]}.
Ein analoges Argument liefert dann lim,_,,,. f(z) = . O
Was haben nun sprungstetige Funktionen mit unseren Integralen zu tun? Die

Verbindung schafft das folgende fiir unser Integral fundamentale Theorem, der
Approximationssatz fiir sprungstetige Funktionen.

Satz 30.4 (Approximationssatz fiir sprungstetige Funktionen).
Fine Funktion f : I — K ist genau dann sprungstetig, wenn es eine Folge (f,)
von Treppenfunktionen auf I gibt, die gleichmdf$ig auf I gegen f konvergiert.
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Beweis. =" [] Wir fiihren einen Beweis durch Widerspruch. Dazu nehmen wir
an, die zu beweisende Aussage wire falsch, d. h. es gibt eine sprungstetige
Funktion f € S(I), die sich nicht gleichmé&fig durch Treppenfunktionen
approximieren ldsst und zeigen, dass das auf einen Widerspruch fiihrt.

In einem ersten Schritt iiberlegen wir uns, dass es unter dieser Annahme
ein €9 > 0 geben muss, so dass fiir alle Treppenfunktionen g € T (1) gilt

sup g(@) = /(2| > <o

Nehmen wir an, das wiére nicht so, so gibt es fiir jedes € > 0 ein g € T(I)
mit sup,¢; |g(x) — f(z)] < e. Nimmt man speziell fiir jedes n € N die Wahl
e = 1/n, so erhalten wir eine Folge (g,) von Treppenfunktionen auf I, so
dass sup,c; |gn(x) — f(z)] < UYnist. Also gilt

1
|gn(2) — f(z)| < = fiir allen € N und alle z € I.
n

Nach SatzR2T.8 konvergiert also die Folge von Treppenfunktionen (g, ) gleich-
méfig gegen f, aber gerade das ist ja nicht moglich. Das postulierte eg > 0
existiert also und wir bewahren dieses fiir die weiteren Schritte des Beweises
sicher auf.

Im ebenfalls vorbereitenden zweiten Schritt betrachten wir ein beliebiges
abgeschlossenes Teilintervall J = [¢, d] von I, wobei natiirlich ¢ < d gelten
soll sowie die beiden Teilintervalle J~ := [¢, ¢td/2] und J* := [¢+d/2,d], d. h.
die ,linke und rechte Hélfte* von J.

Fiir e > 0 nennen wir ein ¢ € §(J) e-biestig auf J, falls fiir jede Treppen-
funktion g : J — K gilt, dass sup,.; |g(x) — ¢(z)| > ¢ ist. Das Ziel ist nun
zu zeigen, dass fiir jedes ¢ € S(J), das e-biestig auf J ist, auch zumindest
eine der beiden Einschrinkungen ¢|;- und ¢|;+ e-biestig auf J= oder J*
sein muss. Auch hier gehen wir indirekt vor und zeigen die Kontraposition,
d. h. wir beweisen: Ist ¢ € S(J) so, dass ¢ - und ¢|;+ nicht e-biestig auf
J~ bzw. JT sind, so ist auch ¢ nicht e-biestig auf J.

Also los: Da ¢|;- und ¢|;+ nicht e-biestig sind, gibt es Treppenfunktio-
nen g_ € T(J7) und gy € T(J') mit sup,c;- [g-(x) — ¢(z)] < & und
SUP,es+ |9+(2) — p(x)] < e. Wir betrachten nun die Funktion g : J — K,

die durch
g—(x), c <x < ctdfy
g(x) = o(x), falls z =ctdf
ng(SL’), c+d/2<x§d

Ich danke Herrn Moritz Egert fiir die schone Idee zu diesem Beweis, der mit den Mitteln
dieser Vorlesung darstellbar ist.
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204

gegeben ist. Diese ist wieder eine Treppenfunktion auf J (warum?) und es

gilt dank J = J~ U J"

sup|g(w) — ()| = max{ sup |g(z) — ¢(z)

zeJ reJ~ zeJt

— max{ sup |g_(z) — ()

sup gy (x) — (@)} <=
zeJ— zeJt

Also ist auch ¢ nicht e-biestig auf J und Schritt 2 ist erledigt.

Im dritten Schritt konnen wir nun den eigentlichen Beweis fiithren. Sei
also f € S(I) nicht gleichméBig durch Treppenfunktionen approximierbar.
Dann haben wir im ersten Schritt gezeigt, dass es ein ¢y > 0 gibt, fiir das
f eo-biestig auf I ist. Wir wissen nun aus Schritt 2, dass eine der beiden
Einschrankungen f|;+ oder f|;- ebenfalls auf I™ bzw. I~ e¢-biestig sein
muss. Eine Hélfte von I, fiir die das der Fall ist, nennen wir I;.

Nun konnen wir dieses Verfahren iterieren und erhalten eine Folge I =
Iy D21, 21, O I3 O ... von abgeschlossenen Teilintervallen von I, deren
Lange gegen Null schrumpft und auf denen die Einschriankung von f jeweils
go-biestig ist.

Nach Satz [0.T3] gilt also [,,cy In = {Zoo} mit einem x, € I. Der weitere
Beweis geht davon aus, dass x,, weder mit a noch b iibereinstimmt. Die

(einfachen) Modifikationen, die sonst nétig werden, verbleiben als Ubung.

Da f sprungstetig auf [ ist, existieren die beiden Grenzwerte f(z.,—) :=
lim, .- f(z) und f(2e+) :=lim, .+ f(z). Zu unserem ¢, gibt es daher
Uooy boo € 1 Mit aoy < Too < by sowie |f(z) — f(zeo—)| < o fiir alle
T € [Uoo; Too] und |f(z) — f(zoot)| < &p fiir alle z € [, boo)-

Wir betrachten nun die Treppenfunktion

f(xm_)a Aoo S r < Loo
g(x) = f(rs), falls o=y
f(@oot), Too <1 < Do

auf [aeo, boo|. Fiir diese gilt dort nach den obigen Erkenntnissen

sup  [g(x) — f(2)] < eo.

$E[aoo,boo]

Sei nun ny € N so, dass I,,;, C [aoo, boo] gilt. Das geht, da die Lange der
Intervalle I,, gegen Null schrumpft und z., in jedem I,, enthalten ist. Dann
ist g| 1,, auch eine Treppenfunktion auf I, fiir die gilt

sup [g(z) — f(2)] < eo.

$E[n0

Also ist f nicht go-biestig auf I,,,, womit wir bei einem Widerspruch wéiren.



»<=" Seien nun f, : I — K fiir jedes n € N Treppenfunktionen und die Folge
(fn) konvergiere gleichméBig auf I gegen eine Funktion f : I — K. Wir
miissen nun zeigen, dass f sprungstetig ist.

Seien dazu z( € (a,b] und eine Folge (z;) in [a, z¢) mit x; — zo (j = 00)
gegeben. Sei auflerdem ¢ > 0. Dank der gleichméfligen Konvgergenz von
(fn) existiert dann ein ny € N, so dass

|fulz) — f(2)] < % fiir alle n > ng und alle x € T

gilt. Wir wéhlen fiir das Folgende ein n > ny fest. Nun ist f,, nach Voraus-
setzung eine Treppenfunktion, also gibt es ein a € [a, (), so dass fy|(a,z)
konstant ist. Da weiterhin (z;) von links gegen z, konvergiert, gibt es ein
Jo € Nmit x; € (a, z) fiir alle j > jo. Das bedeutet, dass f,(x;) = fn(zx)
fiir alle Wahlen von j, k > jy gilt. Also haben wir fiir alle j, k > jo mit der
Dreiecksungleichung

| () = f(@n)| = | f(z;) = falay) + falaw) — flaw)|

< FG) = Fula)] + £ ) = fulw)| < 5+

—~ =c.
2

D. h. (f(x;)) ist eine Cauchy-Folge und damit konvergent.

Wir haben damit gezeigt, dass fiir jede Folge (z;) die von links gegen x
konvergiert, der Grenzwert lim;_,, f(z;) existiert. Nach Satz [[8.9] existiert
damit der Grenzwert lim, ., f(x).

Der Beweis zur Existenz von lim, ., f(z) fir alle 2y € [a,b) geht analog.
U

Die Idee fiir das weitere Vorgehen ist nun vorgezeichnet. Wir konnen jede sprung-
stetige Funktion f gleichméfiig durch Treppenfunktionen anndhern und von jeder
Treppenfunktion das Integral bestimmen. Wir zeigen nun also, dass die Integrale
dieser anndhernden Treppenfunktionen konvergiereren und definieren dann den
Grenzwert als Integral von f. Dabei miissen wir natiirlich sicherstellen, dass der so
definierte Wert des Integrals nicht von der speziellen Wahl der approximierenden
Folge von Treppenfunktionen abhéngt.

Satz 30.5. Sei f € S(I). Dann existiert fiir jede Folge (f,) von Treppenfunktio-
nen in I, die gleichmdf$ig auf I gegen f konvergieren, der Grenzwert lim,, f] fn
und dieser ist fiir alle solchen Folgen derselbe.

Beweis. Es sel a, := [ ;o und € > 0. Dank der gleichméfiigen Konvergenz von
(fn) gegen f existiert dann ein ny € N mit

| fo(z) = f(z)] < ﬁ fiir alle n > ng und alle = € I.
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Fiir alle Wahlen von n,m > ng gilt damit mit ein wenig Unterstiitzung der
Standardabschétzung aus Satz 29.§]

U — Q| = ‘/ (b—a) sup‘fn — fm()]
b—a)suP(Ifn@) F@)| +1f(x) = fum(@)])
< (b—a) [iléII) |[fulz) = f(2)] + sup (@) = fm(2)]]

<@b-a)]

3 £

2b—a) 2(b—a)} -

Also ist (cv,) eine Cauchy-Folge und damit schon mal konvergent.

Sei nun (g,,) eine weitere Folge von Treppenfunktionen auf I, die gleichmé&Big auf
I gegen f konvergiert. Wir betrachten die Folge (h,) := (f1, 91, f2, 92, [3, 93, - - - )-
Dann ist auch (h,) eine Folge von Treppenfunktionen auf I und diese konvergiert
auch gleichméfig auf I gegen f (Nachweisen!).

Nach dem ersten Teil des Beweises ist dann die Folge ( [, h, ; hw) konvergent. Damit
haben aber insbesondere die beiden Teilfolgen dieser Folge (/, ; fn) und ( (/, 1 9n)
denselben Grenzwert und wir sind fertig. O

Das vorstehende Theorem rechtfertigt nun also die folgende Defintion.

Definition 30.6. Sei f : [ — K sprungstetig und (f,) eine Folge von Treppen-
funktionen auf I, die gleichmdflig auf I gegen f konvergiert. Dann heifst

1f:[}:[ﬂwm:1?@ ~lm [ 1,

das Integral von f iiber I.

Eine erste Idee davon, wie regulédr oder wild sprungstetige Funktionen sein kon-
nen, gibt der néchste Satz.

Satz 30.7. Jede sprungstetige Funktion auf I besitzt hdchstens abzdhlbar viele
Unstetigkeitsstellen. Insbesondere gilt das damit fir alle monotonen Funktionen.

Beweis. Sei f € S(I). Dann existiert nach Satz B0.4] eine Folge (f,) von Trep-
penfunktionen auf I, die gleichméfig auf I gegen f konvergieren. Fiir jedes n € N
sel

M, = {x € I : f, unstetig in z}.

Da jedes f, eine Treppenfunktion ist, sind alle Mengen M, endlich. Also ist

= U2, M, abzihlbar und in jedem Punkt z € I, der nicht in M liegt,
sind alle Funktionen f,, n € N, stetig. Satz liefert also die Stetigkeit von
f in allen = € I\ M, womit f hochstens abzdhlbar viele Unstetigkeitsstellen
besitzt. 0
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Damit haben wir unseren Integralbegriff nun auf eine grofie Klasse von Funktio-
nen ausgeweitet. Man beachte, dass wir damit dank Lemma insbesondere
alle stetigen und alle monotonen Funktionen auf I integrieren kénnen. Nun brau-
chen wir natiirlich ein Beispiel einer so nicht integrierbaren Funktion. Zunéchst
sind alle unbeschrénkten Funktionen zu nennen, die wir bisher nicht behandeln
konnen. Aber gibt es auch beschrinkte Funktionen, die sich unserem Integral
widersetzen? Ja, hier ist so eine:

Beispiel 30.8. Essei f : [0, 1] — R die sogenannte Dirichletsche Sprungfunktion,
gegeben durch

) Lfallsz €[0,1]NQ
J(@) = 0, falls x € [0,1] und = € Q.

Da man jeden rationalen Punkt in [0, 1] durch eine irrationale Folge und jeden
irrationalen Punkt durch eine rationale Folge annédhern kann, ist diese Funktion
in keinem = € [0, 1] stetig. Wegen Satz kann sie dann nie und nimmer in
unserem Integralbegriff integrierbar sein.

In der Vorlesung MaB- und Intgrationstheorie werden Sie mit dem Lebesgue-
Integral einen deutlich méchtigeren Integralbegriff kennen lernen, mit dem man
sogar dem Integral iiber die Dirichletsche Sprungfunktion einen sinnvoll definier-
ten Wert zuweisen kann. Das Lebesgue-Integral basiert auf der gleichen Idee wie
das Regelintegral, der Approximation durch Treppenfunktionen. Es weitet die
Betrachtungen jedoch auf punktweise Grenzwerte von Treppenfunktionen aus,
was deutlich mehr Funktionen integrierbar macht. Diese Verallgemeinerung wirft
jedoch einige knifflige Probleme auf, die eine genauere Beschéftigung mit der Fra-
ge notig machen, wie man das Volumen von Mengen messen kann. Wir stellen
die Behandlung dieses Integralbegriffs, der die Grundlage der modernen Analysis
darstellt, deshalb erst einmal zuriick. Im Moment reicht uns das Regelintegral
vollstéandig aus.
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31. Eigenschaften des Integrals

Wir wollen nun Rechenregeln und Eigenschaften unseres Integrals sammeln und
insbesondere den Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung beweisen, der
uns die Moglichkeit erdffnet, verschiedenste Integrale auch konkret zu bestimmen.
Zunéchst iibertragen wir die Eigenschaften des Integrals iiber Treppenfunktionen,
indem wir die sprungstetigen Funktionen durch Treppenfunktionen approximie-
ren und dann die gleichméflige Konvergenz ausnutzen.

Auch in diesem Kapitel seien wieder durchgehend a,b € R mit a < b und [ :=
[a, b] und wir verwenden wieder den Buchstaben K fiir R oder C.

Satz 31.1. Es seien f,g € S(I) und o, 3 € K. Dann sind auch af + Bg, |f],
Re f, Im f sowie f sprungstetig und es gilt

(a) /I(ozf + Bg) = a/lf + B/Ig (Linearitdt des Integrals)

(i< [1n1=0-aswisl

(Dre1ecksungle1chung und Standardabschitzung)

(c) Re(/lf> :/IRe(f), Im(/lf) /IIm und /f /f.

(d) Ist K =R und gilt f(x) < g(x) fir alle z € I, so ist auch

/ f< / g. (Monotonie des Integrals)
I I

Beweis. (a) Wir wahlen Folgen (f,) und (g,) von Treppenfunktionen auf 7, so
dass (f,) gleichméafig gegen f und (g,) gleichméfig gegen g konvergiert.
Dann konvergiert auch die Funktionenfolge (af,, + Bg,) gleichméBig gegen
af + Bg und fiir jedes n € N ist af,, + g, eine Treppenfunktion auf 7. Also
ist nach dem Approximationssatz fiir sprungstetige Funktionen auch
af + Bg sprungstetig.

Weiter haben wir nach Defintion des Integrals und da das Integral fiir Trep-
penfunktionen nach Satz linear ist

Jtar+s9) =t [(ati+0) =t (0 [ 145 [0) =a [1+5 [o
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31. FEigenschaften des Integrals

(b)

210

Wir wihlen eine Folge (f,,) von Treppenfunktionen auf 7, die gleichméBig
auf I gegen f konvergiert. Nach Ubungsaufgabe EZQI@ konvergiert dann
auch (| f,|) gleichméBig auf I gegen |f|. Da auch die Funktionen |f,|, n € N,
Treppenfunktionen sind, ist damit also auch | f| sprungstetig und wir haben

1=t [15.

Weiter gilt mit Hilfe der Dreiecksungleichung

[l =i [ 0= tm] [1] < m fi0= [

Weiter bekommen wir mit der Standardabschétzung aus Satz und
Ubungsaufgabe 2L.9[(b)]

/|f| hm/ [Ful < i (b= a) sup | fu(@)] = (b — a) sup | (@)].

zel zel

Ubungsaufgabe.

Seien wieder f,,g, € T(I), n € N, so dass (f,) gleichmiBig gegen f und
(gn) gleichméBig gegen g konvergiert. Dann konvergieren nach Ubungsauf-

gabe RI.[(D)] die Folgen

an =sup|f(y) — fuly)l und B, :=suplg(y) — gn(v)l, n €N,
yel yel
gegen Null.

Wir betrachten nun die Funktionenfolgen

(@) = fol®) = und  Pu(x) :=gulx) + B0, w€l, neN

Dann sind auch ¢, und 1, fiir jedes n € N Treppenfunktionen auf I. Wir
zeigen, dass auch (p,) gleichméBig gegen f konvergiert. Fiir alle = € I gilt

[on(@) = f(@)] = [fn(2) = an = f(2)] < |fulz) = f(2)] + |am].

Also ist
sup |@n () — f(2)] < Jan| +sup | fo(2) — f(2)]

zel zel

und die gewiinschte Konvergenzaussage folgt aus der gleichméBigen Konver-
genz von ( f,,) und wieder Ubungsaufgabe @ Eine analoge Uberlegung
zeigt schlieflich, dass auch (¢,) gleichméBig auf I gegen g konvergiert.



Als néchsten Schritt beobachten wir, dass fiir alle n € N und alle x €

(@) = fal@) = an + f(2) = f(2) < | fulz) = f(2)] —n + f(2)
<an
fz) < g(x) = g(x) = gn(z) + gn(z) = 9(2) — gn(z) + ¥Yn(z) — Bn
19(x) = gn(@)| =B + bu(x) < Yu(z)
~—_———

<Bn

<
<

gilt. Also haben wir mit Hilfe von Satz 29.9] schlussendlich

/f:lim o, < lim Q/Jn—/g. O
I n—o0 n—o0 I

Definition 31.2. Es seien f € S(I) und ¢,d € I mit ¢ < d. Dann definieren wir

c c d
/f(x)dx::() und /df(x)dx::—/ flx)dz = — [d]f.

Lemma 31.3. Seien f : I — K eine sprungstetige Funktion und ¢ € I. Dann

gilt b b
/a f=/acf+/c 2

Beweis. Die Aussage ist richtig fiir Treppenfunktionen (man wéhle eine zu f
passende Zerlegung von I, die ¢ enthélt). Wihlen wir nun eine Folge (f,,) von
Treppenfunktionen auf I, die auf I gleichméflig gegen f konvergiert, so sind auch
fula,g und fy|ey fiir jedes n € N Treppenfunktionen auf [a, ¢| bzw. [c, b] und es
gilt

sup |fu(z) = f(2)] < sup|fu(z) = f(z)]  und

z€[a,c] z€el
sup, |ful@) = f(2)] < Sup | ful@) — f(2)].

Also konvergieren dank Ubungsaufgabe ZLI[(b)]auch ( fu|(a,q) bzw. (fals) gleich-
méBig auf [a, c| baw. [c,b] gegen f|4,q bzw. f|ics. Das liefert

fr=tm fn=m(f e f w)=[ s+ f 5D

Lemma 31.4. Es sei f: I — R eine sprungstetige Funktion mit f(z) > 0 fir
alle z € I. Ist f an einer Stelle c € I stetig mit f(c) >0, so gilt [, f > 0.

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir den Fall ¢ € (a,b). Die einfachen Modifikatio-
nen der Argumentation in den Féllen ¢ = a und ¢ = b bleiben als Ubungsaufgabe
stehen.
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31. FEigenschaften des Integrals

Da f in ¢ stetig ist und ¢ € (a, b) liegt, existiert ein 6 > 0 mit [c—d,c+ ] C (a,b)
und

f(z) > %f(c) >0 firallez € [c—0d,c+ 0]

Weiter ist f auf ganz I nicht-negativ, also haben wir dank der Monotonie des
Integrals f f > 0 und f[ o] f > 0. Damit erhalten wir

i [ [ e [ oo <

Mit der Vorarbeit aus diesem Lemma konnen wir nun den Mittelwertsatz der
Integralrechnung beweisen.

Satz 31.5 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Seien f, o : I — R stetig und
es gelte p(x) > 0 fir alle x € I. Dann existiert ein & € I mit

[ et ar=1t6) [ oto) o

Bemerkung 31.6. Bevor wir diesen Satz beweisen, lohnt es sich den wichtigen
Spezialfall ¢ = 1 zu betrachten. Er lautet dann: Es existiert ein £ € I mit

/ f(x) dw = F(€)(b— a).

In dieser Formulierung hat der Satz auch eine geometrisch-anschauliche Bedeu-
tung. Er besagt, dass es einen Funktionswert f(&) mit & € [a, b] gibt, so dass das
Rechteck mit den Seitenléngen f(£) und b—a den gleichen Flidcheninhalt hat wie
die Fldche unter dem Graphen von f zwischen a und b, vgl. Abbildung [31.1]
Wie schon in mehreren &hnlichen Fillen vorher (Mittelwertsatz der Differenzi-
alrechnung, Satz von Taylor) ist auch hier der genaue Wert von £ meist nicht
bestimmbar, oder seine Bestimmung zumindest genau so schwierig wie die Be-
stimmung des Integrals von f.

Beweis von Satz[31.3. Wir bemerken zunéchst, dass die Aussage des Satzes fiir
den Fall, dass ¢ konstant Null ist, offensichtlich richtig ist. Folglich konzentrieren
wir uns auf den Fall, dass es ein xy € I mit p(zg) # 0 gibt. Da ¢ nicht-negativ
ist, muss dann ¢(zg) > 0 gelten und wir erhalten [, ¢ > 0 aus Lemma BT.4]

Da I kompakt und f stetig ist, nimmt f auf I sein Minimum und Maximum an,
wir kénnen also

m := min f(z) und M := max f(z)

zel zel
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Rechteck gleicher ,
Flache
, f(z) dzx

/

Abbildung 31.1.: Der Mittelwertsatz der Integralrechnung

setzen. Dann gilt — eingedenk der Positivitdt von ¢ — die Ungleichungskette
me(z) < f(z)p(x) < Mp(z) fir alle x € I. Also erhalten wir

/ dx—/mgp dx</f da:<M/

und damit ist wegen [, ¢ # 0

f[f‘P
=Ty

Nun ist f nach Voraussetzung eine stetige Funktion, also erkennen wir an dieser
Ungleichungskette, dass es nach dem Zwischenwertsatz ein & € I geben muss mit

< M.

i fe
f(§) = j :
¥
Multiplikation dieser Gleichung mit [ ;  liefert die Behauptung. 0

Satz 31. 7 Es sei f € S(I). Fir ¢ € I definieren wir die Funktion F,. : I — K
durch F.(x f f, x € I. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(a) F,. ist Lipschitz-stetig, also insbesondere stetig auf I.

(b) Ist f an einer Stelle x € I stetig, so ist F, in x differenzierbar und es gilt

Fl(x) = f(x).

Beweis. (a) Es seien x,y € I. Dann gilt nach der Definition von F,
T y T
R R = [ 1= [ =1
c c y
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31. FEigenschaften des Integrals

Also kénnen wir den Betrag mit Hilfe der Standardabschétzung durch

1) = )] = [ [ o] < 1ol s 1561 < suplgG0)1- o

s€(z,y]

abschétzen. Mit L := sup,.; |f(s)| (Man bedenke, dass f als sprungstetige
Funktion auf I insbesondere beschrankt ist, vgl. Lemma B0.2]) folgt damit
die Behauptung.

(b) Fiir jedes h € R\ {0} mit x + h € I gilt

F(:c+h})l / / / hf.

Weiter gilt f(z) = + - fx“h f(z) ds. Also haben wir, wieder mit Hilfe der
Standardabschétzung,

[ | =[5 [ g ds——/ fo) do

o m(ﬂﬁ—f( s < s f(e) - 5o

z—|h|,z+|hl]

Da f in z stetig ist, geht nun dieses Supremum fiir h — 0 gegen Null
(warum?). Damit ist gezeigt, dass F, in z differenzierbar ist mit F(z) =

f(z). O

Mit diesen Vorarbeiten kénnen wir nun den Hauptsatz der Differenzial- und In-
tegralrechnung beweisen. Dieser verkniipft auf verbliiffend einfache Weise die
Integral- mit der Differenzialrechung und ermdoglicht so die explizite Berechnung
von vielen Integralen, indem er unsere Erkenntnisse iiber die Differentiation zur
Integralberechnung nutzbar macht.

Satz 31.8 (Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung).
Sei f: I — K eine stetige Funktion. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(a) Sei ¢ € I fest und F.(z f f(s) ds fir jedes x € I. Dann ist F,
differenzierbar auf I und F’( )= f(z ) fiir alle z € I.

b) Ist ® : I — K differenzierbar mit ®'(x) = f(x) fiir jedes x € I, dann gilt
( j g

+/ f(s)ds fiir alle ¢,z € 1.

Beweis. Die Hauptarbeit ist schon erledigt, wir miissen nur noch alles zusam-
mensetzen.
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(a) Ist bereits mit Satz BLT[(b)| erledigt.

(b) Sei F, wie in[(a)|mit ¢ = a. Dann gilt mit Hilfe von [(a)| und der Vorausset-
zung fiir jedes z € [

(F, — @) (2) = Fi(x) - @'(x) = f(2) — [(x) = 0.

Also gibt es eine Konstante o € K mit F,(z) = ®(z) + «. Damit erhalten
wir schlieflich fiir jede Wahl von ¢ und z aus [

/f m—/f ®—/f ) ds = Fu(x) - Fa(c)

)+a—P(c) —a=d(z) — D(c),
woraus durch Umstellen der Gleichung die Behauptung folgt. O

Nach Teil @ des Hauptsatzes konnen wir den Wert eines Integrals iiber f leicht
bestimmen, wenn wir eine Funktion ® finden, fiir die ®" = f gilt. Damit ist das
Problem der Integration darauf zuriick gefithrt den Vorgang der Differentiation
umzukehren. Das ist leider leichter gesagt als getan, hilft aber schon oft weiter.

Definition 31.9. Se: f : I — K eine Funktion. Jede differenzierbare Funktion
F:1I—K mit F'(x) = f(x) fir alle x € I heifft eine Stammfunktion von f.

Mit diesem Begriff formulieren wir den Hauptsatz noch einmal leicht um.

Korollar 31.10. (a) Ist f : I — K stetig, so besitzt f eine Stammfunktion F
auf I und es gilt

s=y

/$f(8)d8=F(x)—F(y) ::F(s)‘sim fiir alle x,y € 1.

(b) Sind F,F: I - K Stammfunktionen einer Funktion f : I — K, so existiert
eine Konstante o € K mit F(x) = F(x) + « fir alle x € 1.

Beweis. (a) Nach dem Hauptsatz BL8 [(a)] ist die Funktion F' : I — K mit
= [7 f(s) ds eine Stammfunktion von f und aus Teil [(b)] desselben

Satzes folgt i
| 161 ds = F(@) - Fly).

(b) Nach Satz BL8|(b)] muss fiir die beiden Stammfunktionen F und F von f
fiir jedes x € I gelten

/ £(s wd  Pz) = Fa)+ / £(s) ds

Also ist F(z) — F(z) = F(a) — F(a) =: ¢ konstant auf I. O
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31. FEigenschaften des Integrals

Warnung 31.11. (a) Es gibt Funktionen, die eine Stammfunktion besitzen,
aber nicht sprungstetig sind. Zur Konstruktion eines Beispiels betrachten
wir auf [0, 1] die Funktion

Fl) 2”2 sin(1/z), falls = € (0,1],
xT) =
0, falls z = 0.

Von dieser haben wir in Beispiel 27.2[(d)] gezeigt, dass sie auf [0, 1] differen-
zierbar ist, aber dass die Funktion f := F’ auf [0, 1] nicht beschrénkt ist.
Damit kann f auf [0, 1] nicht sprungstetig sein, aber F' ist natiirlich eine
Stammfunktion von f.

(b) Andersherum gibt es auch sprungstetige Funktionen, die keine Stammfunk-
tion besitzen. Als Beispiel dient uns hier auf [—1, 1] die Funktion

—1, falls z € [-1,0),
flx) =
1, falls x € [0, 1].

Diese ist als Treppenfunktion integrierbar. Nehmen wir an, es gédbe auf dem
Intervall [—1, 1] eine Stammfunktion F von f, so muss F' nach Definition
differenzierbar sein, d. h. die Ableitung F’ = f miisste die Zwischenwertei-
genschaft erfiillen, s. Ubungsaufgabe 24.10. Da dies offensichtlich nicht der
Fall ist (—1 und 1 werden von F" als Werte angenommen, aber Null nicht),
kann es eine solche Stammfunktion nicht geben.

Wir haben unser Integral auf den sprungstetigen Funktionen bekommen, indem
wir es auf Treppenfunktionen definiert haben und dann gleichméfige Grenzwer-
te von Treppenfunktionen betrachtet haben. Da wir nun fiir jede sprungstetige
Funktion ein Integral haben, konnte man auf die Idee kommen, denselben Trick
noch einmal zu machen und gleichméflige Limiten von sprungstetigen Funktio-
nen betrachten, in der Hoffnung, so fiir eine noch gréflere Klasse von Funktionen
einen Integralbegriff definieren zu koénnen.

Der nachfolgende Satz zeigt, dass das leider nichts wird, denn es stellt sich heraus,
dass eine Funktion, die gleichméfig durch sprungstetige Funktionen approximiert
werden kann, selbst schon sprungstetig sein muss, wir bekommen also durch so
ein Vorgehen keine neuen Funktionen mehr dazu.

Dahinter steckt ein allgemeines Prinzip. Spétestens nach dem Besuch einer Vorle-
sung in Topologie oder Funktionalanalysis im weiteren Studium werden Sie obige
Hoffnung als naiv erkennen, aber im Moment spricht noch nichts gegen sie.

Satz 31.12. Fiir jedesn € N sei f,, : [ — K eine sprungstetige Funktion, so dass
die Funktionenfolge (f,) gleichmdfsig auf I gegen eine Funktion f konvergiert.
Dann ist f sprungstetig und es gilt

lim fn:/lim fn:/f
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Bemerkung 31.13. (a) Die Bedeutung dieses Satzes geht weit iiber die Zer-
storung der obigen Hoffnung hinaus. Wir haben es hier wieder mit einem
Resultat zu tun, das uns das Vertauschen von zwei Grenzwertprozessen
erlaubt, ndmlich die Integration und den Grenzwert der Funktionenfolge.
Auch hier zeigt sich wieder wie niitzlich der Begriff der gleichméfligen Kon-
vergenz ist. Tatséchlich ist ein entsprechender Satz fiir nur punktweise kon-
vergente Funktionenfolgen falsch.

(b) Beachten Sie, dass nach obigem Satz fiir gleichméBig konvergente Funktio-
nenreihen von sprungstetigen Funktionen

%ﬂnzlgn

gilt.

Ubungsaufgabe 31.14. Zeigen Sie durch ein Beispiel, dass Satz BLIZ fiir eine
nur punktweise konvergente Funktionenfolge im Allgemeinen falsch ist.

Beweis von Satz[31.12. Fiir jedes n € N ist f, nach Voraussetzung sprungste-
tig, also gibt es nach Satz jeweils eine Treppenfunktion ¢, auf I, fir die
lon(x) — fr(x)| < Yn fiir alle z € I gilt. Auf diese Weise erhalten wir eine Funk-
tionenfolge (p,) von Treppenfunktionen auf I, von der wir nun zeigen wollen,
dass sie ebenfalls gleichméfig gegen f konvergiert.

Sei dazu € > 0. Wir wéhlen nun ein ng € N so grof}, dass erstens ng > 2/« gilt und
zweitens | f,(z) — f(z)| < ¢/2 ist fiir alle n > ny und alle x € I. Letzteres geht, da
(fn) gleichméBig gegen f konvergiert. Dann erhalten wir fiir alle x € I und alle
n = ng

u(a) — F@)] < |oa@) — fule)| + [ fule) ~ F@)] < = + 5 <<

Somit ist die gleichméfBiige Konvergenz von (p,) gegen f auf I gezeigt. Damit
folgt sofort, dass f sprungstetig ist, also existiert [ ;- Mit diesem Wissen haben
wir nun gewonnen, denn mit Hilfe der Standardabschétzung gilt

= fil=

und letzterer Ausdruck geht nach Ubungsaufgabe 219((b)] gegen Null. Also gilt

im [ f, = / s

und wir sind fertig. O

[t =)< b= @suplio - fa)

zel
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31. FEigenschaften des Integrals

Als Anwendung dieses Ergebnisses wollen wir abschliefend einen Satz beweisen,
der thematisch ins Kapitel 21 gehort, der sich allerdings schon mit Hilfe der
Integralrechnung beweisen lésst. Deshalb liefern wir ihn hier nach.

Satz 31.15. Es sei (f,) eine Funktionenfolge auf I = [a,b] mit f, € CY(I,K)
fiir alle n € N. Konvergiert die Funktionenfolge (f!)nen gleichmafSig auf I gegen
eine Funktion g : I — K und ist die Folge (f,(x0))nen fir ein zo € I konvergent,
so konvergiert auch die Funktionenfolge (fn)nen gleichmdflig auf I gegen eine

Funktion f € CY(I,K) und es gilt f' =g, d. h.
(lim fn),: lim f/.

Beweis. Wir setzen ¢ := lim,,_, fn(z). Nach dem Hauptsatz gilt nun fiir alle
ze€lund allen € N

fal@) = fu(xo) + / ’ fh(t) dt.

Da (f!) auf dem Intervall zwischen xy und z eine gleichméfig konvergente Funk-
tionenfolge ist und die Funktionen f! fiir jedes n € N stetig und damit insbeson-
dere sprungstetig sind, gilt nach Satz 3112l

lim ’ f(t) dt = /gﬁg(t) dt.

n—oo zo

Also ist (f,,) auf I punktweise konvergent und fiir die Grenzfunktion f gilt

f(z) = lim f,(z) =c+ /xg(t) dt

n—oo zo

fiir jedes x € I.
Weiter ist nach dem Hauptsatz die Abbildung x — f;; g(t) dt differenzierbar und

fiir die Ableitung gilt
z /
([ oty t) = gte)

zo

Da g ein gleichméBiger Limes der nach Voraussetzung stetigen Funktionen f,
n € N ist, ist auch g eine stetige Funktion. Das bedeutet weiter, dass f' = g auf
I stetig ist, d. h. f € C(I,K). Es bleibt noch die gleichméfiige Konvergenz von
(fn) auf I zu zeigen. Dazu beobachten wir fiir jedes x € [

|[fu(z) — f(z)] =

Jn(z0) + /: fr(t) dt —c— /:g(t) dt‘
[ (520 = 9(0) at| + 1 a0) o

zo

<
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< [ 1720 = at)] dt + | fulwo) —

< / F(t) — g(8)] dt + | ful0) — c.

Sein nun € > 0 vorgegeben. Dann existiert zum einen dank der gleichméfligen
Konvergenz von (f!) ein n; € N, so dass fiir alle n > n; und alle t € [

gilt. Zum anderen gibt es ein ny € N mit | f,,(xo) —¢| < ¢/2 fiir alle n > ny. Wihlen
wir nun ng := max{n, nqs}, so gilt fiir alle n > ny mit der Abschétzung von oben

fule) — f(@)] < / £106) — g®)] dt + | fulw) — ¢ < (b— a)

Da wir ny unabhéingig von z wéhlen konnten, ist damit die Gleichméfigkeit der
Konvergenz bewiesen. 0
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32. Integrationsregeln

Zur Integration von Funktionen ist das Auffinden von Stammfunktionen von
zentraler Bedeutung. Leider gibt es dazu nicht wie bei der Differenziation einen
kompletten Satz von Regeln, mit dessen Hilfe, genug Zeit und Konzentration
vorausgesetzt, im Prinzip jede Funktion differenziert werden kann. Stattdessen
miissen wir uns mit Rechenregeln begniigen, die meist das Problem der Inte-
gration einer Funktion auf das entsprechende Problem fiir eine andere Funktion
zuriickspielen, die dann hoffentlich einfacher ist.

Das liegt nicht daran, dass uns im Moment noch starke mathematische Hilfsmit-
tel fehlen, sondern ist ein prinzipielles Problem. Es gibt einfache stetige (sogar
beliebig oft differenzierbare) Funktionen, die nach dem Hauptsatz eine Stamm-
funktion haben, die aber nicht in einer geschlossenen Form angebbar ist.
Zusammengefasst ist dies in dem Spruch:

Differenzieren ist Handwerk, Integrieren ist Kunst.

Wir wollen uns dieser Kunst nun néhern, indem wir aus den bekannten Dif-
ferenziationsregeln, Rechenregeln fiir Integrale ableiten. Wir beginnen mit der
Produktregel.

Auch in diesem Kapitel steht wieder K fiir die mogliche Wahl von R oder C.

Satz 32.1 (Partielle Integration). Es seien I := [a,b] C R ein kompaktes Intervall
und f,qg: I — K stetig differenzierbare Funktionen. Dann gilt

[ 9= 1090) - stwoto) - ["sd=10[ - [ 13

Beweis. Zunéchst einmal existieren alle in der Behauptung auftretenden Integra-
le, denn nach Voraussetzung sind f’g und fg¢’ stetige Funktionen und damit auch
sprungstetig auf 7.

Nach der Produktregel gilt nun

(fg9) = flg+ fdg'

Also haben wir mit dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung aus

Satz [B1.8]

/ab(f’g+fg’)=/ab(fg)’=fg )b d. h. /abf’g:fg )Z_/abfg,
O

und damit die Behauptung.
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32. Integrationsregeln

Beispiel 32.2. (a) Wir betrachten das Integral

1
/ xsinh(z) dz,
0

d. h. wir wenden unseren Satz mit g(z) = = und f’(x) = sinh(z) auf dem
Intervall [0,1] an. Dann ist f(z) = cosh(z) eine mogliche Wahl fiir die
Funktion f und wir erhalten mit partieller Integration:

r=1

1 1
/ xsinh(z) dz = x cosh(x) - / cosh(z) dx
0 0

= cosh(1) — 0 — (sinh(:c)
6+1/e_ 6—1/6 _1

z=0
1

:0> = cosh(1) — sinh(1)

2 2

(b) Die Wahl von f und g kann fiir den Erfolg einer Anwendung dieser Regel
sehr entscheidend sein. Wenn wir beispielsweise im Integral aus @ umge-
kehrt g(x) = sinh(x) und f’'(z) = x genommen hétten, wiren wir bei

=1

z=0

! 1 "1
/ rsinh(z) dz = ~2?sinh(z) — / —2% cosh(z) dz
0 2 0 2

gelandet. Diese Umformung ist natiirlich auch richtig, aber von dem nun
entstandenen Integral weifl man erst recht nicht, wie man es berechnen soll.
(¢) Manchmal muss man sich die zweite Funktion zur partiellen Integration
erst kiinstlich schaffen:
2 2 22 2 q
/ In(x) de = / 1-In(z) dz = z1n(z) — / r— dz
=2

=2.In(2) —2-0+1=2-In(2) - 1,

r=1

= (zn(z) — z)

wobei wir g(x) = In(z) und f'(x) = 1 gewihlt haben.
(d) Wir wollen

Tr/2
A ::/ sin®(z) da
0

bestimmen. Dazu wihlen wir f'(z) = g(z) = sin(z) und berechnen

x=7/2

= — cos(x) sin(z) L

- /O " cos(z)(— cos(z)) da = /0 - cos?(z) dz.
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Wenden wir nun mit f’(x) = g(z) = cos(x) noch einmal partielle Integrati-
on an, so erhalten wir

x=7/2
= sin(z) cos(z)

_ /0 " gn(z)(—sin(z)) do = /0 " () do - A

und damit aufler der Gewissheit, dass wir uns unterwegs nicht verrechnet
haben, nichts neues. Wir miissen also einen anderen Weg suchen: Mit dem
Ergebnis unserer ersten partiellen Integration und dem trigonometrischen
Pythagoras sin®(z) + cos?(x) = 1, finden wir

/2 /2 T /2
A= / cos?(z) do = / (1—sin’*(x)) dz = 5—/ sin®(z) do =
0 0 0

woraus 24 = 7/2 und schliellich

z=0

T 4
2

‘rr/g
A= / sin?(z) doz = T
0 4

folgt.

Die zweite wichtige Integrationsregel ergibt sich aus der Kettenregel der Diffe-
renzialrechnung.

Satz 32.3 (Substitutionsregel). Es seien [a,b] C R und [c,d] C R kompakte
Intervalle, sowie f € C([a,b],K) und g € C'([c,d],R) mit g([c,d]) C [a,b]. Dann
18t

d 9(d)
| st gwyar= [ s de

Beweis. Nach Korollar besitzt f auf [a,b] eine Stammfunktion F'. Wir be-
trachten die Funktion H := F o g auf [¢,d]. Dann gilt fiir alle ¢ € [c, d] nach der
Kettenregel

H'(t) = F'(g(t)) - g'(t) = f(g(t)) - g'(2).
Also kénnen wir mit zweimaliger Anwendung des Hauptsatzes folgern:

9(d)
f(z)de. O

I
=
SH
~—
I
=
)
~—
I
!
—~
)
—~
SH
~—
~—
I
T
—~
Q
—~
)
~—
~—
I

/ Fla(t)) - ¢'(t) dt

Bemerkung 32.4. Haufig behilft man sich bei der Anwendung der Substituti-

onsregel einer intuitiven, aber nicht rigorosen Schreibweise. Diese leitet sich aus
der alternativen Notation % (gesprochen |, dy nach dz*) statt y fiir eine diffe-

renzierbare Funktion y ab. Man fasst dann in der Substitutionsregel die Setzung
x = g(t) so auf, als sei = eine Funktion von ¢ und rechnet mit den Differenzialen
dx und dy wie gewohnt:

dx «

i gt ,, =dx=4'(t)dt.

g(c)
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32. Integrationsregeln

Dabei erhélt man genau die in der Substitionsformel stehende Ersetzung von dx
durch ¢'(t)dt.

Dieser Formalismus ist sehr iibersichtlich und praktisch, es sollte dabei aber nicht
in Vergessenheit geraten, dass das keine saubere Mathematik ist.

Beispiel 32.5. (a) Wir berechnen das Integral
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2
x
/7013;

1 V24 x?

mit unserer Schmierrechnungsmethode. Dazu setzen wir 2 + 22 = t. Wegen
x € [1,2] konnen wir das auflésen zu © = v/t — 2, d. h. wir wenden die
Substitutionsregel mit g(t) := /t — 2 an. Weiter ist bei der Anwendung
des Satzes ¢ = 3 und d = 6, denn dann ist g(c¢) = 1 und g(d) = 2. Die
natiirliche Wahl fiir [a, b] ist [1, 2], aber auch [a, b] = [—3, 15] ist in Ordnung.
Nun wenden wir die Substitutionsregel an. Es ist i—f = 1/27=3 = 1/22, also
y2xdr = dt“. Damit haben wir

/2 | 1/2 L oud 1/61dt /61dt

—dr=— ———  2zdr = — dt = —

Va2 TR VB 2)s ViU T 2
=Vt =v6-+V3.

t=6
t=3

Als zweites Beispiel wollen wir das Integral

1
A::/ vV1—z2dz
0

bestimmen. Dieses hat auch eine anschauliche Bedeutung, denn der Graph
der Funktion v/1 — 22 ist fiir € [0, 1] der Viertelkreisbogen des Kreises
mit Radius 1 um 0 zwischen den Punkten (1,0) und (0,1). Wir bestim-
men mit diesem Integral also die Flédche dieses Viertelkreises, es sollte also,
bitteschon, 7/4 herauskommen.

Wir substituieren x = cos(t). Dann gilt z. B. 2 =0 fiir t = 7/2 und z = 1
fiir ¢ = 0. Wir wéhlen also ¢ = 7/2 und d = 0. Die Schmierrechnung gibt
uns wegen dz/at = cos'(t) = —sin(t) die Ersetzung dz = —sin(¢) d¢. Nun
gilt fiir alle t € [0, 7/2]

V1— 22 =/1—cos?(t) = \/sin?(t) = | sin(t)| = sin(t).

Setzen wir das nun alles zusammen, ergibt sich mit Beispiel B2.2/[(d)] tat-
sdchlich

0 /2 T
A= L sin(t)(—sin(¢)) dt = /o sin?(t) dt = T

2



Im Verlauf der letzten Abschnitte hat sich aus unserer urspriinglichen Motiva-
tion fiir die Integralrechnung, ndmlich die der Fldchenberechnung, zunehmend
die abstrakte Fragestellung nach Bestimmung einer Stammfunktion ergeben. Der
Integralkalkiil kann natiirlich auch von Anfang an so motiviert werden. Dann
gelangt man zum unbestimmten Integral, das wir nun einfithren wollen.

Definition 32.6. Es set [ C R ein Intervall und f: I — K. Besitzt f auf I eine
Stammfunktion, so schreibt man fiir die Menge aller Stammfunktionen auch das
sogenannte unbestimmte Integral

/ f oder / f(z) da.

Man beachte dabei, dass nun das Symbol [ f eine Menge von Funktionen be-

zeichnet, wihrend das bestimmte Integral f; f fiir vorgegebene a,b € R eine
Zahl ist.

Beispiel 32.7. (a) Es gilt /ex de=e"+¢, ceR.

Diese Zeile ist formal unsauber, denn es fehlen rechts vom Gleichheitszei-
chen die Mengenklammern. Da das aber dem iiblichen Formelgebrauch in
der Analysis entspricht, wird dieser auch hier verwendet. Es ist tatséchlich
oft notationell praktisch, die Grenzen zwischen einer Stammfunktion und
der Menge aller Stammfunktionen schwammig verwischen zu lassen. Es
muss einem dann aber umso klarer sein, was hier gerade passiert und wie die
Dinge zu interpretieren sind. Nur wenn man genau weif}, dass man gerade
schlampt, darf man in der Mathematik schlampen!

(b) /sin(x) dr = —cos(x) +¢, ceR.

(c) Man beachte, dass das unbestimmte Integral auch fiir Funktionen Sinn er-
geben kann, die {iberhaupt nicht integrierbar sind. So gilt zum Beispiel fiir
die Funktion

3 1 1 1
5\/Esin(—) — ﬁ cos(;), falls © > 0,
0, falls x =0

wegen Beispiel 272 @

22 - sin(1/z), falls 2 > 0
do = ’ ’ , c€R
/f@) ! { 0, falls x = 0, e

aber f ist fir jedes b > 0 auf dem Intervall [0, ] nicht integrierbar (vgl.
Warnung BLIT[(a))).
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32. Integrationsregeln

Wir kénnen nun unsere Rechenregeln fiir Integrale auch fiir die unbestimmten
Integrale formulieren. Zuvor ist jedoch noch die folgende Beoachtung interessant.

Bemerkung 32.8. Auf einem kompakten Intervall [a,b] C R besitzt nach Ko-
rollar BT.T0] jede stetige Funktion eine Stammfunktion. Dies gilt tatsichlich sogar
fiir jedes beliebige Intervall I C R. Dazu wéhlen wir ein beliebiges ¢ € I, das kein
Randpunkt von [ ist, und setzen fiir jedes x € [

F(z) = /6 £(t) dt.

Zum Nachweis, dass nun F' tatséchlich eine Stammfunktion von f ist, unterschei-
den wir die Félle x > £ und =z < &. Ist o > &, so wéhlen wir ein b > z (Im
Falle x = &, bitte nicht auch noch b = z, was sich dank unserer Wahl von &
im Inneren des Intervalls zum Gliick vermeiden lésst). Nun ist nach dem Haupt-
satz die Funktion F' auf dem Intervall [, b] eine Stammfunktion von f, also ist
Fi(z) = f(2).

Der Fall x < £ geht analog.

Im Lichte dieser Bemerkung konnen wir also die folgenden Betrachtungen auf
beliebigen Intervallen in R anstellen.

Satz 32.9 (Partielle Integration). Es sei I C R ein Intervall und f,g : I — K
seien differenzierbare Funktionen auf I. Besitzt dann die Funktion fg' auf I eine
Stammfunktion, so besitzt auch f'g dort eine Stammfunktion und es gilt

/f’ngg—/fg/

Beweis. Sei H eine Stammfunktion von f¢’ auf I. Nach der Produktregel gilt
(fg) = f'g+ fd, also ist

fg=(f9) —fg =(fg) —H =(fg—H)".

Das bedeutet, dass fg — H eine Stammfunktion von f’g auf I ist und mit deren
Hilfe gilt schlieSlich

/f’ngg—H+c=fg—/fg’- O

Beispiel 32.10. (a) Parallel zu Beispiel B22[(c)] bekommt man allgemein

/m(x)dx:/ym(x)dx:x-ln(x)—/xédx:x-ln(x)—/mx

=z-In(x) —x+¢, ceR.

226



(b) Manchmal fithrt auch erst mehrmalige Anwendung der partiellen Integra-
tion zum Ziel:

/3:2em dz = 2%e* — /23:em dz = 2%e* — (21’633 — /2633 d:c)
= 2%e® — 2ze” + Z/ex = 1%e® — 2xe” + 26% + ¢,

=e"(2* —22+4+2)+¢ ceR.

Satz 32.11 (Substitutionsregeln fiir unbestimmte Integrale).
Es seien I, J C R Intervalle und f € C(I,K), sowie g € C1(J,R) seien Funktio-
nen mit g(J) = I. Dann gilt

(
m}/fwwfdwdﬁj/ﬂ@dx
(b) Ist ¢'(t) # 0 fir allet € J, so gilt

[ @ = [0 go

)aufJ.

x=g(t

(@)

Bemerkung 32.12. (a) Die Notation |,—4) bedeutet, dass man zunéchst den
davor stehenden Ausdruck bestimmt, und dann iiberall g(t) fiir = einsetzt.

(b) Man beachte, dass die Voraussetzung ¢'(t) # 0 fiir alle ¢ € J in Teil [(b)]
des Satzes, dank der Stetigkeit der Ableitung impliziert, dass ¢’ entweder
iberall strikt positiv oder {iberall strikt negativ ist. Auf jeden Fall ist also
g streng monoton auf J und damit existiert die Umkehrfunktion ¢! auf J,
die ja in der dann folgenden Aussage auch verwendet wird.

Beweis. Nach Bemerkung B2.8 hat f auf I eine Stammfunktion F'. Damit setzen
wir H := F o g. Man beachte, dass damit fiir alle t € J

.mw:mmm:/}mdx

z=g(t)
gilt. Aulerdem gilt nach der Kettenregel fiir alle ¢t € J
H'(t) = F'(g(t) - 4'(t) = f(g(1)) - g'(2) (32.1)

woraus bereits die erste Aussage folgt. Fiir die zweite Aussage machen wir uns
klar, dass
Hog'=Fogog'=F

gilt. Also ist wieder mit Hilfe von (B32.1))
[ @) do = Fa) e = Hg™ (@) + 0 = HO| i+

=/}m@wymdt

t=g~1(z)
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32. Integrationsregeln

Beispiel 32.13. (a) Wir berechnen auf dem Intervall (0, co)

228

t+5 1 2t + 10
)= [ ——— " dt== [ "
®) /t2+10t+4 2/t2+10t+4

Dazu setzen wir f(z) = /= und g(t) = t* + 10t + 4. Dann ist

3 [ flo®)- g0 at

Also haben wir mit der Substitutionsregel

1
=5 /f(:p) dz e

Auf dem Intervall (0, 1) betrachten wir das unbestimmte Integral (vgl. Bei-
spiel [32.5]

1

h(t) = 3

1
+c= §-ln(t2+10t+4)+c.

9’ In(z) }m:t2+10t+4

/de.

An diesem Beispiel werden wir sehen, wie die verschiedenen Integrationsre-
geln zusammenwirken konnen, denn die Stammfunktion hiervon wird sich
als einigermaflen anstrengend zu berechnen erweisen.

Wir setzen zunéchst © = g¢(t) = sin(¢) fiir ¢ € J := (0,7/2). Dann ist
de/qr = cos(t), also dz = cos(t) dt und damit haben wir

/ VIZ 2 do = / o2 (1) cos(t) dt

t=arcsin(z)

Dat € (0,7/2) ist, ist das Vorzeichen des Cosinus hier immer positiv, so dass
tatséchlich 4/ cos2 = cos(t) gilt. Das nun auftretende Integral iiber cos?(t)
berechnen wir w1eder wie in Beispiel @ mit partieller Integration:

/COSQ(t) dt = sin(t) cos(t) + /sinQ(t) = sin(t) cos(t) + /(1 — cos?(t)) dt
= sin(t) cos(t) +t — /cos2(t) dt,

woraus mit der Riicksubstitution ¢ = arcsin(x) (man beachte, dass unser
Intervall (0, 1) im Definitionsbereich des Arcussinus liegt) folgt:

/de—z/cos()dt—sm()cos(tHHc

= sin(arcsin(z)) cos(arcsin(x)) + arcsin(z) + ¢

= x cos(arcsin(x)) + arcsin(x) + c.



Das konnen wir noch ein wenig vereinfachen, denn wegen cos?(y)+sin?(y) =
1 gilt (mit y = arcsin(z))

cos?(arcsin(x)) = 1 — sin?(arcsin(r)) = 1 — 2%,

also cos(arcsin(z)) = /1 — 22. Damit haben wir nun das Endergebnis
1
/\/1 —x2dr = i(x\/l — #? +arcsin(z)) + ¢ auf (0,1).

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir nun einen weiteren Beweis fiir den
Satz von Taylor mit Methoden aus der Integrationstheorie angeben. Auf diese
Weise bekommen wir als neue Erkenntnis eine alternative Darstellung des Rest-
gliedes mit Hilfe eines Integrals. Da der schwierigste Teil bei der Anwendung
dieses Satzes meist die Abschiatzung des Restgliedes ist, ist es natiirlich praktisch
moglichst viele Darstellungen fiir dieses zu haben.

Satz 32.14 (Satz von Taylor (mit Integralrestglied)). Es seien I C R ein Inter-
vall, f € C"™Y(I,K) fiir ein n € Ny und x, 9 € I. Dann gilt

— [P (0 k Pz —1)" n+1
f(sc)zzf k(, (2 — o) +/ @ =0 s g,
k=0 ’ a

n!

Beweis. Wir fithren einen Induktionsbeweis. Fiir n = 0 ist die Behauptung

F(@) = Flao) + / ") a,

was gerade der Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung ist. Gilt die
Formel nun fiir ein n € Ny, so haben wir fiir f € C"*2(I,K) nach Induktionsvor-
aussetzung

n (k) To ) T (e — ) _—
f(:t):zf (' )(:E—xo) +/ %ﬂ )(t) dt.
k=0 ’ ’

k 0

Mit partieller Integration folgt daraus

- (k).TO k —\T
:Zf (! )<£L’—£U0) +< ! (

k n+1 n!
T _ \n+1
+ / (z—¢) f(n+2)(t) dt
o °

_ t)n—i—l

t=x

)

t=x9

(n+1)! o (nt 1)
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33. Uneigentliche Integrale

Bisher kénnen wir Integrale nur iiber kompakte Intervalle und sprungstetige,
d. h. insbesondere beschrankte Funktionen bilden. Wir wollen unser méchtiges
Werkzeug des Grenziibergangs jetzt auch hier verwenden, um etwas allgemeinere
Integrale zuzulassen.

In diesem Abschnitt seien stets a,b € R und o« € RU{—o00} sowie 8 € RU {o0}.

Definition 33.1. Es sei f : [a,8) — K (bzw. [ : (a,b] — K) sprungstetig auf
dem Intervall [a,t] (bzw. [t,b]) fir jedest € (a,B) (bzw. t € (a,b)). Dann heifit
f uneigentlich integrierbar, wenn der Grenzwert

t b
tgrﬁn—/a / (bzw. t£g1+ : f)

existiert. In diesem Fall heifit das uneigentliche Integral

/ff —u 1 (o Abfﬁ=t23+ tbf)

konvergent. Sonst nennt man es divergent.

Beispiel 33.2. (a) Wir betrachten

[ =
—— duz.
0 1—ZL‘2

Das ist ein uneigentliches Integral, denn die Funktion 1/vi—=z? ist auf [0, 1]
wegen lim, ,;_ 1/Vi—z2 = oo nicht beschrankt. Fiir jedes t € (0,1) ist sie
aber stetig auf dem Intervall [0, ¢], also dort insbesondere sprungstetig. Wir
haben damit im Sinne der obigen Defintion den Fall a = 0 und § = 1. Dann
ist fiir jedes ¢t € (0,1)

=t
= arcsin(t)

dz = arcsin(z)
=0

t
1
/0 V1— 22
und wegen lim,_,;_ arcsin(t) = 7/2 ist das uneigentliche Integral konvergent
und wir haben
: , , T
xr = lim dz = lim arcsin(t) = 5

| |
A ,/I_I»Qd t—>1—/0 1 — 2 t—1—
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33. Uneigentliche Integrale

(b) Wihrend im ersten Beispiel die Funktion unbeschréankt war, schauen wir
uns nun eine Integration iiber ein unbeschrianktes Intervall an:

< 1
| e
0o 14+ a2

es ist also @ = 0 und 8 = oo. Fiir t € (0, 00) gilt nun

r=t

= arctan(t) — T (t — o00),
1+ a2 2

b
/ dz = arctan(z)
0

z=0

also ist auch dieses uneigentliche Integral konvergent und es ist

© 1
/ dx:z.
o 1+ a? 2

/0 o
o l4a? 2

(c) Esseis > 0. Wann ist die Funktion 1/z* auf dem Intervall [1, co) uneigentlich
integrierbar? Fiir t € (1, 00) gilt fiir s =1

‘1
—dzr =1
/1x xr = In(z)

also ist das uneigentliche Integral in diesem Fall wegen lim; ,, In(t) = co
divergent.

Fiir s # 1 ist

Genauso sieht man

r=t

— In(o),

r=1

! 1 1 1—s

x
s 1—s

Der Grenzwert dieses Ausdrucks existiert nun genau fiir s > 1 und es ist in
diesem Fall

<1 1 1 1
/ — dz = lim (™ —1) = — = :
. T8 t—oo 1l —s 1—-s s—-1
(d) Genauso wie im vorherigen Beispiel kann man zeigen, dass das uneigentliche
Integral
"1
— dx

0 7

genau dann konvergiert, wenn s < 1 ist. In diesem Fall gilt

1
1 1
— dzr =

0 T 1—s

232



Bisher haben wir nur uneigentliche Integrale betrachtet, die an einer Grenze un-
eigentlich sind. Natiirlich will man auch den Fall behandeln, dass es an beiden
Intervallgrenzen Probleme gibt, man spricht dann oft von einem doppelt unei-
gentlichen Integral. Dazu miissen wir unsere Definition modifizieren.

Definition 33.3. Es sei f : («, ) — K sprungstetig auf jedem Intervall [€,n] C
(v, B). Dann heifit f auf (o, §) uneigentlich integrierbar, wenn es ein ¢ € («, f3)
qibt, so dass die beiden uneigentlichen Integrale

ij umillﬁf

im Sinne von Defintion[33.1 konvergieren. In diesem Fall heiffit das uneigentliche

Integral
/jf::/acf+/cﬁf

Natiirlich muss man, damit diese Definition Sinn macht, zeigen, dass der so er-
haltene Wert fiir das uneigentliche Integral nicht von der speziellen Wahl von ¢
abhéngt:

konvergent.

Ubungsaufgabe 33.4. Definition B33 ist von der Wahl von ¢ € (o, 3) un-
abhéngig.
Warnung 33.5. Das uneigentliche Integral ffooo f ist bewusst nicht definiert

durch limy_, ff . f, sondern

S§—00

/ f— hm f+ lim f

Das ist ein wesentlicher Unterschied, wie man an dem Beispiel f_oooox dx sieht.

Dieses ist offensichtlich divergent, denn sowohl ffoo x dz, als auch fooo x dx sind
divergent, aber fiir jedes t > 0 gilt

t
/ z dz = 0.
—t

Der oben angegebene Limes existiert hier also und ist Null. Trotzdem ergibt es
keinen Sinn, dadurch das uneigentliche Integral zu definieren, denn dass sich die
positiven und negativen Beitrdge hier gerade aufheben, liegt daran, dass wir die
Grenzwerte in Richtung co und —oco genau gleich schnell laufen lassen. Bildet
man z.B. den genau so sinnvollen (bzw. nicht sinnvollen) Grenzwert

i 1 , 1, 1
lim xdx:tlggoi(tqtl) —§t :tlggo<t+§):oo7

t—o00 ¢
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33. Uneigentliche Integrale

sieht das Ergebnis schon anders aus.
Also merke: Ein doppelt uneigentliches Integral konvergiert nur dann, wenn es
an beiden Integrationsgrenzen unabhéngig voneinander konvergiert.

Beispiel 33.6. (a) Es ist mit Hilfe von Beispiel B3.2][(b)] das doppelt uneigent-

liche Integral
< 1
/ .
oo L2

(b) Sei s > 0. Kombiniert man [(¢)] und [(d)] aus Beispiel B3.2] so sieht man, dass
das doppelt uneigentliche Integral

konvergent und gleich 7.

genau dann konvergiert, wenn s > 1 und s < 1 gilt, d. h. es ist immer
divergent.

Die folgenden Sitze und Definitionen formulieren wir der Ubersichtlichkeit halber
nur fiir uneigentliche Integrale der Form ff f(x) dz. Dabei sei stets vorausgesetzt,
dass f fir jedes t € (a,f) auf [a,t] sprungstetig ist. Entsprechende Séitze und
Defintionen gelten auch fiir die anderen Arten uneigentlicher Integrale, wobei bei
doppelt uneigentlichen Integralen immer darauf geachtet werden muss, dass an
beiden Grenzen unabhéngig voneinander Konvergenz vorliegt.

Die Beweise der néchsten Sétze sind denen der entsprechenden Aussagen fiir Rei-
hen nachgebildet. Hier wird die enge Verwandtschaft der uneigentlichen Integrale
mit den uendlichen Reihen iiberaus deutlich.

Im Folgenden seien jeweils f, g : [a,5) — K Funktionen, die fiir jedes t € (a, 5)
auf dem Intervall [a, ] sprungstetig sind.

Satz 33.7 (Cauchy-Kriterium). Das uneigentliche Integral ff f ist genau dann
konvergent, wenn es fir jedes € > 0 ein ¢ = c(e) € (a, 5) gibt, so dass

/Uf‘ <e fir alle u,v € (¢, 5)

gilt.

Beweis. ,,=—* Sei € > 0. Nach Voraussetzung existiert der Grenzwert

i = [

und das bedeutet mit Hilfe von Satz[I8.8], dass wir ein ¢ > 0 finden, so dass

fir alle t € (5 — 0, ) gilt
[
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Nehmen wir nun u,v € (8 — ¢, 3) so gilt

8 8
€ £

< — —_ =

af’+ af’ SR

-

u
| <
a

Mit ¢ := 8 — § haben wir damit die Richtung von links nach rechts.

w<" Sei (t,) eine Folge in [a,) mit lim, ,,t, = [ und sei ¢ > 0. Nach
Voraussetzung existiert dann ein ¢ € (a, 3), so dass | f: f| < e ist fur alle
u,v € (¢, f). Dank der Konvergenz der Folge (t,,) gegen ( gibt es weiter ein
ng € N mit ¢, € (¢, ) fiir alle n > ngy. Damit wissen wir fiir alle n,m > ng

tm tm
f‘ - f‘ <e.
t

Wir haben gezeigt, dass ( f;” f)nen eine Cauchyfolge in K ist, also ist diese
konvergent. Da wir dies fiir jede Folge in [a, 3) gezeigt haben, die gegen
B konvergiert, liefert Satz 189, dass der Funktionengrenzwert lim;_,g_ f(; f

existiert. Damit konvergiert ff f und wir sind fertig. O

Beispiel 33.8. Wir weisen mit Hilfe des Cauchykriteriums nach, dass

/ sin(z) de
0 :L‘

ein konvergentes uneigentliches Integral ist. Dazu stellen wir zunéchst fest, dass
dieses, obwohl es auf den ersten Blick doppelt uneigentlich aussieht, eigentlich nur
einfach uneigentlich fiir 2 gegen unendlich ist, denn nach Beispiel 19.6][(b)| kénnen
wir die Funktion z +— sin(@)/z durch den Wert 1 stetig nach x = 0 fortsetzen.

Es seien u,v € (0,00) mit u < v. Dann gilt mit Hilfe partieller Integration

TR /< By e
S’COZ(U cos(v /

Im néchsten Schritt schétzen wir mehrfach mit Dreiecksungleichungen ab und
erhalten, da u und v strikt positiv sind,

¢ Lot el Lot o,

U v 22

Da die Cosinusfuktion auf R durch eins beschrénkt ist, geht die Abschitzung

munter weiter:
1 1 |z=v 1 1 1 1 2
< - — dx = — 4+ - — - + —.
u T U

T=u u v u v
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33. Uneigentliche Integrale

Sei € > 0. Dann gibt es ein ¢ > 0 mit ¢ > 2/c und es gilt fir alle u,v € (¢, 00)
dank obiger Rechnung

Das Cauchykriterium aus Satz[33.7 liefert damit die Konvergenz des betrachteten
Integrals.
betrachtet man dagegen das Integral

[l
0 X

so stellt sich heraus, dass dieses divergent ist. Wir haben hier einen &hnlichen
Effekt wie bei der harmonischen und der alternierenden harmonischen Reihe.
Das motiviert die folgende Definition.

Definition 33.9. Das uneigentliche Integral ff f heifit absolut konvergent, wenn
das uneigentliche Integral ff | f| konvergent ist.

Parallel zu unseren Uberlegungen bei absolut konvergenten Reihen, koénnen wir
auch hier den folgenden Satz zeigen.

Satz 33.10 (Dreiecksungleichung fiir uneigentliche Integrale). Ist das uneigent-
liche Integral ff f absolut konvergent, so ist es auch konvergent und es gilt

/jf]s/f|f\-

Beweis. Wir wenden das Cauchykriterium gleich zweimal an. Sei dazu ¢ > 0.
Dann gibt es dank der absoluten Konvergenz des Integrals nach Satz B3.7 ein
¢ € (a, ), so dass fiir alle u,v € (¢, ) gilt

[ <e

Nach der Dreiecksungleichung aus Satz BLII[(D)] ist dann fiir alle u,v € (¢, )

[ =|f 1) <=

was wiederum nach Satz[33.7bedeutet, dass das Integral ff f konvergent ist. Mit
diesem Wissen ausgestattet, folgern wir daraus schliellich

/aﬁf’:tlii?/atf’:)i?)/:flétlggl/at|f|=/f|f|- 0
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Die Ubertragung des Beweises des folgenden Satzes aus dem Kapitel tiber absolute
Konvergenz bleibt als Ubungsaufgabe.

Satz 33.11 (Majoranten-/Minorantenkriterium). FEs sei K = R.

(a) Ist |f(z)| < g(z) fir alle x € [a, B) und ist das uneigentliche Integral ffg

konvergent, so konvergiert fff absolut.

(b) Ist f(x) > g(x) > 0 fir alle x € [a,B) und ist das uneigentliche Integral

ffg divergent, so ist auch fff divergent.

Beispiel 33.12. (a) Wir untersuchen

T o
—dx ::/ f(z)dx
/1 V1+ab 1 (@)
auf Konvergenz. Wegen
T < * _ I
e Vs or )

und da nach Beispiel 33.2] das uneigentliche Integral ffo =" dz kon-
vergiert, ist das untersuchte uneigentliche Integral nach dem Majoranten-
kriterium absolut konvergent.

()] =

Einen genauen Wert fiir das Integral konnen wir, wie beim Majorantenkri-
terium {iblich, nicht angeben, aber das ist auch meist nicht nétig, denn wir
haben ja mit Hilfe der Dreiecksungleichung die Abschitzung

/1 f(x)dxg/l g(gc)dx:/1 x3/2d$:3/2—1:2'

Wir untersuchen noch das uneigentliche Integral

/1 x2+7x+10 / fl@

Vergleichen wollen wir die Funktion f mit der Funktion g(z) := 1/« fur
grofle x. Dazu bemerken wir zunéchst
2
tim L) =

Also gibt es ein ¢ > 1, so dass f(@)/g@) > 1/2 fiir alle z > ¢ gilt, was wiederum
f(z) > 9@)/2 =1/22 > 0 fiir alle diese x bedeutet. Da nun das uneigentliche
Integral [ 1/2. dz nach Beispiel divergent ist, divergiert nach
dem Minorantenkriterium auch das uneigentliche Integral [ f(z) dz, und
damit divergiert auch das Ausgangsintegral.
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33. Uneigentliche Integrale

Bemerkung 33.13. Das im letzten Beispiel verwendete Verfahren ist ziemlich
universell einsetzbar. Allgemein folgt fiir zwei Funktionen f und g aus der Bezie-
hung lim,_, 5 f(#)/g(z) = L > 0 die Ungleichungskette

flz) _3

%L < 7@ < §L fir alle = € [c, B)

fiir ein nahe genug bei § gewéhltes c. Daraus lédsst sich dann immer wie oben
eine Abschétzung fiir das Majoranten- bzw. das Minorantenkriterium bekommen.
Qualitativ gesprochen bedeutet die Existenz eines endlichen Grenzwertes von
F(@)/g(x), wenn x gegen die Problemstelle 1duft, dass f und g das gleiche Verhalten
an der Problemstelle haben.

Bevor wir dieses Kapitel abschlieffen, sei noch einmal vor einem typischen Fehler
gewarnt.

Warnung 33.14. Wir haben in Beispiel B3.2[(d)|bemerkt, dass das uneigentliche

Integral fol 1/ /z dz konvergiert, aber fol /2 dz divergiert. Daran sieht man, dass
man im Allgmeinen nicht schlieflen kann, dass mit f auch sofort f? uneigentlich
integrierbar ist! Das wird trotzdem immer wieder gerne versucht. Es gilt also
allgemein nicht, dass das Produkt uneigentlich integrierbarer Funktionen wieder

uneigentlich integrierbar ist.

Ubungsaufgabe 33.15. Das uneigentliche Integral ff f ist genau dann konver-
gent, wenn es ein ¢ € [a, ) gibt, so dass ff f konvergent ist. In diesem Falle

gilt
/ff=/jf+/ff.
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34. Die ['-Funktion

Satz 34.1. Es sei x > 0. Dann ist das doppelt uneigentliche Integral

o0
/ e il de
0

Beweis. Wir untersuchen zunéchst das Integral von Null bis Eins. Dazu beob-
achten wir, dass

konvergent.

eftt:vfl

1
tl—z

= limet=1
t—0+

lim
t—0+

ist. Also gibt es wie in Bemerkung B3 13| ein ¢ € (0, 1) mit

3 1
0<e 't !< YT fur alle t € (0, ¢).

Da auflerdem fiir alle x > 0 das uneigentliche Integral foc 1/p1-= dt konvergiert, ist
nach dem Majorantenkriterium auch foc e*~1 dt, und damit nach Ubungsauf-
gabe auch fol e t*~1 dt konvergent.
Fiir das Integral von Eins bis co vergleichen wir mit 1/#2 und erhalten
o—tpr—1 a1
lim — = lim

t—o0 = t—oo et

= 0.

Also gibt es wieder ein ¢ > 1 mit

1

1
=5 fiir alle t > ¢

~

und da fcoo 1/12 dt konvergent ist, konvergiert damit nach dem Majorantenkrite-
rium auch wieder fcoo e t*~1 dt und somit auch ffo e t*=1 dt. Also sind beide
Teile des doppelt uneigentlichen Integrals konvergent, d. h. es konvergiert auch
als ganzes. O

Das soeben behandelte Integral ist wichtig genug, dass es einen Namen verdient
hat.
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34. Die I'-Funktion

Definition 34.2. Die nach Satz[34.1 durch I": (0,00) = R mit
[(x) := / et dt, x>0,
0

gegebene Funktion heifft Gamma-Funktion.
Satz 34.3. Fir alle v > 0 gilt I'(x + 1) = «I'(z).

Beweis. Es seien 0 < a < . Dann gilt mit partieller Integration

B B
/ e Ut dt = —e H®

«

Setzen wir speziell 5 = 1, so erhalten wir

1 1 1 1
/ et dt = —a® — = + x/ e v de.

und mit o — 0 also
1 1 1
/ e dt = ——+ a;/ e 't dt.
0 € 0

B 1 1 B
- / (—e Dt ' dt = —a® — =B+ SL’/
«a o ew eB

el dt.

Machen wir die gleichen Uberlegungen mit der speziellen Wahl v = 1 und dem

Grenziibergang 5 — oo, so erhalten wir

B 1 1 B
/ et dt =~ — =B+ a;/ e it* 1l de,
1 e ef 1

o0 1 o0
/ et dt == +x / e i1 dt.
1 € 1

Zusammengenommen bedeutet das

00 1 00
[(z+1)= / e "t" dt = / e "t dt + / e "t dt
0 0 1

bzw.

1 1 1 0 0
=——+ :c/ et L dt 4+ - + :1:/ et dt = :1:/ ettt dt
€ 0 € 1 0

= zI'(x).

O

Aus diesem Resultat ldsst sich nun relativ schnell folgern, dass die Gamma-
Funktion eine Erweiterung der Fakultit auf die reellen Zahlen darstellt.

Korollar 34.4. Fiir alle n € Ny gilt

Fn+1)=n!
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Beweis. Wir fiithren einen Induktionsbeweis. Fiir n = 0 gilt

') = / e0dt=1lim [ etdt=lim —e!| =lim1l—e*=1=0L.
0

s—00 Jq §—00 0 §—00

Also haben wir den Induktionsanfang erledigt. Gilt nun I'(n 4+ 1) = n! fiir ein
n € Ny, so haben wir nach Satz

F'n+2)=T((n+1)+1)=n+1DI'n+1)=Mn+1)n!=n+1)L. O
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Tabelle der griechischen Buchstaben

‘ grof3 ‘ klein ‘ Name ‘
Alpha
Beta
Gamma
Delta
Epsilon
Zeta
Eta
Theta
Tota
Kappa
Lambda

N>R ™| L

™

| |
<

X

Omikron
Pi

o | Rho
Sigma
Tau
Ypsilon
Phi

Chi

Psi
Omega

B
g

®

Q
e

Dl ||| | S v | =] o = =] = =~ @] = N | | | e
QMR T | > |
=
<

€=
S
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Index

Abbildung,
abgeschlossene Menge,
abgeschlossenes Intervall, [I4]
Ableitung,

logarithmische,
Ableitungsfunktion,
absolute Konvergenz, [81]

fiir uneigentliche Integrale,

in C, [11]
abzahlbar unendliche Menge,
abzéhlbare Menge,
Addition, [IT]

in C, 107
Additionstheoreme, [I71]
allgemeine Potenz, 140
Allquantor,
alternierende harmonische Reihe, [71]
alternierende Reihen, [7T]
Antisymmetrie,
Approximationssatz fiir sprungsteti-

ge Funktionen,

Aquivalenz von Aussagen, [1]
Archimedes, Satz von,
Arcuscosinus,
Arcussinus,
Arcustangens, [I7§]
Areacosinus hyperbolicus, 181
Areasinus hyperbolicus, 181l
Areatangens hyperbolicus, [I8T]
Argument einer Funktion, [§
Argument einer komplexen Zahl, [I77]
Assoziativgesetz, [11]
Aussage, [

Aussageform,
Axiom, [T

b-adische Entwicklung,
bedingt konvergente Reihe,
Bernoullische Ungleichung,
beschrénkte

Funktion,
beschrénkte

Folge,

in C, [[11]

Menge,
bestimmt divergente Folge, [0
bestimmt divergente Reihe,
Betrag,

in C,
Beweis

durch Kontraposition,

durch vollstdndige Induktion,
bijektiv,
Bild, §
Bildmenge, [§]
Binomialformel, 23]
Binomialkoeffizienten,
Bolzano, Nullstellensatz von, 34
Bolzano-Weierstrafl, Satz von, [57]

in C,

C(D,K),
Cantorsches Diagonalverfahren, [35]
Cauchy-Folge,
in C, 11
Cauchy-Kriterium
fiir Folgen,
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in C,
fiir Reihen,
in C,
fiir uneigentliche Integrale, 234]
Cauchy-Produkt,
in C, 114
charakteristische Funktion,
C"(I,K),

Cosinus, [104]
hyperbolicus,
in C, 0

Cotangens,
C>(1,K),

de I Hospital, Satz von,
De Moivre, Formel von,
De Morgan, Regeln von,
Definitionsmenge, [8
Diagonalverfahren, Cantorsches, B3]
92
dichte Teilmenge,
Differenzierbarkeit,
der Umkehrfunktion, I57
n-malige,
stetige,
zweimalige,
Dirichletsche Sprungfunktion,
Distributivgesetz, [
divergente
Folge, 37
Minorante,
Reihe,
~s uneigentliches Integral , 23T]
Divergenz, bestimmte,
Division,
Dreiecksungleichung, [14]
fiir uneigentliche Integrale,
fiir Integrale, 198
in C, [10
umgekehrte, [14]
verallgemeinerte, [RT]
in C, 113
Durchschnitt von Mengen, [4]

e, [02)
Eins, [T
Einschriankung einer Funktion,
Element,
endliche Menge,
Entwicklungspunkt, [T0T]
e-Umgebung, [37]

in C, 11
Euler-Formel,
Eulersche Zahl,
Existenzquantor,
Exponentialfunktion, 88|

Funktionalgleichung,

in C,
Exponentialreihe, [8§]
Extremum

globales,

lokales,

relatives,

Fakultt,

Folge,
beschrénkte,
in C, 111

bestimmt divergente, 0
Cauchy-,

in C, I11]
divergente, [37
geometrische,
konvergente, [37]

in C, I11]
monoton fallende, 47
monoton wachsende, 47|
monotone, 47
Null-,
rekursiv definierte,
streng monoton fallende, 47|

streng monoton wachsende, [47]

streng monotone, [47]

Teil-, B3

umgeordnete,
Folgenglied, B3
Folgenstetigkeit,



Fortsetzung
stetige,
Funktion, [
beliebig oft differenzierbare,
beschrinkte,
bijektive,
charakteristische,
differenzierbare,
gerade,
gleichméfig stetige,
injektive,
Lipschitz-stetige, I51]
monoton fallende,
monoton wachsende,
monotone,
n mal differenzierbare,
periodische, [I74]
sprungstetige,
Stamm-,
stetig differenzierbare,
stetige,
streng monoton fallende, 19
streng monoton wachsende,
streng monotone,
surjektive,
Treppen-,
Umkehr-, [0
uneigentlich integrierbare, 231],
ungerade,
unstetige,
zweimal differenzierbare,
Funktionalgleichung der Exponenti-
alfunktion,
Funktionenfolge, [T41]
gleichméfig konvergente,
lokal gleichméBig konvergente,
punktweise konvergente, 141
Funktionenreihe, [[41]
gleichméBig konvergente, [[43]
lokal gleichméfig konvergente,
punktweise konvergente, 141

Gamma-Funktion, 240

ganze Zahlen,
Gauflklammer,
Gauflsche Zahlenebene,
geometrische
Folge,
Reihe,
in C,
Summenformel,
gerade Funktion,
Gleichheitszeichen,
gleichméBige Konvergenz,
gleichméflige Konvergenz
lokal,
gleichméfige Stetigkeit,
globales Maximum/Minimum,
globlaes Extremum,
Grenzfunktion, [147]
Grenzwert, [37]
einer Funktion,
linksseitig,
rechtsseitig,
Vertauschung,
Grenzwertsétze
fiir Funktionen,
Grenzwertséitze, 4]
fiir Reihen,

Hadamard, Satz von, [I01]

Haufungspunkt einer Menge,

Haufungswert einer Folge,

halboffenes Intervall, [I4]

harmonische Reihe,

Hauptsatz d. Diff.- u. Integr.-Rechn.,
214

Hospital, Satz von de I’,

i, 107

Identitétssatz fiir Potenzreihen, [131]
imaginére Einheit, 107
Imaginarteil, 07

Implikation, [7

Indexmenge,

Indexshift,



Induktion, vollsténdige, gleichméBige,

Induktionsmenge, lokal gleichméBige,
Infimum einer Menge, punktweise, 141
injektiv, unbedingte,
Inklusion, [4] Konvergenzradius, [[02]
Integral
beziiglich 7, [197] leere Menge, [l
einer sprungstetigen Funktion, leere Summe,
einer Treppenfunktion, Leibniz-Kriterium,
Standardabschiitzung, Limes, [37]
unbestimmtes, inferior,
uneigentliches, 231 superior,
Integration, partielle, 2211 linksseitiger Grenzwert,
fiir unbestimmte Integrale, Lipschitz-Stetigkeit, [51]
Integrierbarkeit, uneigentliche, 231, logarithmische Ableitung,
Intervall, T4l Logarithmus
abgeschlossenes, [14] in C, 71
halboffenes7 14 natiirlicher,
offenes, [14] Reihenentwicklung,
Intervallschachtelung, Prinzip der, lokal gleichméflige Konvergenz,
lokales Maximum /Minimum,
K, 011
kartesisches Produkt, 4 Machtigkeit,
Kettenregel, Majorantenkriterium,
Kommutativgesetz, [l fiir Funktionenreihen,
kompakte Menge, fiir uneigentliche Integrale, 237
Komplement einer Menge, @ in C, 114
komplexe Zahlen, 107 Maximum
Komposition, einer Funktion,
Konjugation, globales,
konjugiert komplexe Zahl, lokales,
Kontraposition, [ relatives,
konvergente Maximum einer Menge,
Folge, 37 Menge,
in C, I11] abgeschlossene,
Majorante, [83] abzéhlbar unendliche,
Reihe, abzahlbare,
in C, I11 beschrénkte,
~s uneigentliches Integral , 237] Bild-, §
Konvergenz, 37 Definitions-, 8
absolute, &]] dichte,
in C, [[11] Element einer,

bedingte, endliche,



Index-,

kompakte,
Komplement einer, [l
Maéchtigkeit einer,

nach oben beschrinkte,
nach unten beschrankte,
Ober-, (4

Teil-, [

iiberabzahlbare,
unendliche, B3]

Urbild-, §]

wohlgeordnete,

Ziel-, 8
Mengendifferenz, [4]
Minimum

einer Funktion,

globales,

lokales,

relatives,
Minimum einer Menge,
Minorantenkriterium,

fiir uneigentliche Integrale, 237]
Mittelwertsatz,

der Integralrechnung,

verallgemeinerter,
monoton fallende

Funktion,
monoton fallende Folge, [47]
monoton wachsende

Funktion,
monoton wachsende Folge, [47]
monotone

Funktion,
monotone Folge, 47|
Monotonie-Kriterium, 47

fiir Reihen,
Multiplikation, [T

in C, [107

N,

n-te Ableitung,
natiirlicher Logarithmus,
natiirliche Zahlen,

negative reelle Zahlen,
strikt,
Null, T
Nullfolge,
Nullstellensatz von Bolzano, [134]

obere Schranke,
oberer Limes,
Obermenge, [4]
offenes Intervall, [14]

Partialsumme,

partielle Integration, 221]
fiir unbestimmte Integrale,

passende Zerlegung,

periodische Funktion, 74l

m, [74]

Poduktzeichen,

Polarkoordinaten,

positive reelle Zahlen,
strikt,

Potenz
allgemeine, [140]
ganzzahliger Exponent,
rationaler Exponent,

Potenzfunktion,

Potenzreihe, 101
Entwicklungspunkt einer, [T0T]
Konvergenzradius einer,

Prinzip der Intervallschachtelung,

Produkt, kartesisches, @

Produktregel,

Produktreihe,

punktweise Konvergenz, [[41]

Q,
Quantor,
Quantoren-Umklappprinzip,
Quotientenkriterium, 87

in C, [[14]
Quotientenregel,

rationale Zahlen,
Realteil, 107



rechtsseitiger Grenzwert,
reelle Zahlen, [T1]
negative,
positive, [[3]
strikt negative,
strikt positive,
Reihe,
absolut konvergente, K]
in C, [[11]
alternierende, [71]
alternierende harmonische, [7]]
bedingt konvergente, [73]
bestimmt divergente,
divergente,
Exponential-,
geometrische,
in C,
harmonische,
konvergente,
in C, I11]
Potenz-, [107]
umgeordnete,
unbedingt konvergente, [73]
Reihenwert,
rekursiv definierte Folge,
relatives Extremum,
relatives Maximum/Minimum,
Restglied,
Riemannscher Umordnungssatz, [74]
Ringschluss, [1]
Rolle, Satz von, 1G]]

S(1),
Sandwich-Theorem,
Satz
Approximations- fiir sprungsteti-
ge Funktionen,
Haupt-, 214
Mittelwert-,
fiir Integrale,
verallgemeinerter,
Riemannscher Umordnungs-, [74]
von Archimedes,

von Bolzano, Nullstellen-, 134
von Bolzano-Weierstra$, 57
in C,
von de I"Hospital,
von Hadamard, [10T],
von Rolle, 167
von Taylor,
mit Integralrestglied,
Zwischenwert-,
Schnitt von Mengen, @
Schranke
obere,
untere,
Sinus, 104
hyperbolicus,
in C,
sprungstetige Funktion,
Stammfunktion,

Standardabschétzung fiir Integrale, [199]

stetige Differenzierbarkeit,
stetige Fortsetzung,
Stetigkeit,
gleichméfBige,
Lipschitz-, 151
streng monoton fallende
Funktion,
streng monoton fallende Folge, [47]
streng monoton wachsende
Funktion,
streng monoton wachsende Folge, [47]
streng monotone
Funktion,
streng monotone Folge, 47
strikt negative reelle Zahlen, [13]
strikt positive reelle Zahlen,
Substitutionsregel,
fiir unbestimmte Integrale,
Subtraktion,
Summe
leere,
Partial-,
Summenfunktion, [141]



Summenzeichen,
Supremum einer Menge,
surjektiv,

T(I), 196
Tangens,
hyperbolicus,
Taylor, Satz von, [I8§
mit Integralrestglied,
Taylorpolynom,
Taylorreihe, [I87
Teilfolge,
Teilmenge, [
Teleskopsumme, 24
Totalordnung,
Transitivitat,
Treppenfunktion,

trigonometrische Funktionen, [104], 171

Additionstheoreme, [I71]
trigonometrischer Pythagoras, [I71]

iiberabzahlbare Menge,

umgekehrte Dreiecksungleichung, [I4]

Umkehrfunktion, 10
Differenzierbarkeit der, [I57]
Umordnung,
unbedingt konvergente Reihe,
unbestimmtes Integral,
uneigentlich integrierbar, 2311
uneigentliches Integral, 231
absolut konvergentes,
unendliche Menge,
ungerade Funktion,
Ungleichung
Bernoullische, 23]
Dreiecks-, [14], 198], 209]
in C, [[10
umgekehrte Dreiecks-, [14]
verallgemeinerte Dreiecks-, [81]
in C,
Unstetigkeit,
untere Schranke,
unterer Limes, B

Urbild,
Urbildmenge, [§]

verallgemeinerte Dreiecksungleichung,

B

verallgemeinerter Mittelwertsatz, [[63]

Vereinigung von Mengen, 4l
Verfeinerung einer Zerlegung,
Verkettung von Funktionen,
Verneinen von Aussagen,
Vertauschen von Grenzwerten,
vollstandige Induktion,
Vollstandigkeitsaxiom,

Wahrheitstafel, [7]
wohlgeordnete Menge,
Wohlordnungsprinzip,
Wurzel,

n-te, 29
Wurzelkriterium,

in C, 114

Z,

Zahlen
ganze,
komplexe, 107
konjugiert komplexe,
natiirliche, 19
rationale,
reelle, [11]

Zerlegung eines Intervalls,
passende,
Verfeinerung,

Zielmenge, [§]

zweite Ableitung, [I83

Zwischenwerteigenschaft,

Zwischenwertsatz,



	Zahlen und Mengen
	Grundlegende Begriffe
	Reelle Zahlen
	Natürliche Zahlen
	Rationale Zahlen und Wurzeln

	Folgen und Reihen
	Folgen und Abzählbarkeit
	Konvergente Folgen
	Grenzwertsätze
	Monotonie-Kriterium und Eulersche Zahl e
	Teilfolgen und Häufungswerte
	Beschränkte Folgen
	Konvergenz von Reihen
	Der Riemannsche Umordnungssatz
	Absolute Konvergenz
	R ist überabzählbar
	Das Cauchyprodukt
	Potenzreihen
	Komplexe Zahlen

	Funktionen
	Grenzwerte bei Funktionen
	Stetigkeit
	Eigenschaften stetiger Funktionen
	Funktionenfolgen und -reihen
	Gleichmäßige Stetigkeit
	Differenzierbarkeit
	Eigenschaften differenzierbarer Funktionen
	Ableitung von Potenzreihen
	Trigonometrische Funktionen
	Höhere Ableitungen
	Der Satz von Taylor
	Das Regelintegral – Teil 1: Treppenfunktionen
	Das Regelintegral – Teil 2: Regelfunktionen
	Eigenschaften des Integrals
	Integrationsregeln
	Uneigentliche Integrale
	Die -Funktion
	Tabelle der griechischen Buchstaben
	Index


