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Teil 1.

Metrische Raume






1. Metrische Raume

Wir wollen uns zunéchst ganz abstrakt mit Mengen beschéftigen, in denen ein
Abstandsbegriff, eine sogenannte Metrik, definiert ist. Als Aufwéarmiibung, die
gleichzeitig einen fiir das weitere fundamental wichtigen Spezialfall darstellt, be-
trachten wir speziell Vektorrdume. Dort lasst sich der Begriff einer Linge folgen-
dermaflen axiomatisieren.

Definition 1.1. Sei V ein K-Vektorraum![]

(a) Eine Abbildung || - || : V. — R heifft Norm auf V', wenn die folgenden
Bedingungen erfillt sind.

i) Es ist||z]| =0, genau dann wenn x =0 ist.  (Definitheit)
ii) Fir alle x € V und alle A € K gilt || \z|| = |A|||z||.  (Homogenitit)
iii) Fir alle z,y € V gilt |z +y|| < ||zl + |lyl|. (Dreiecksungleichung)
(b) In diesem Fall nennt man V mit || - || einen normierten (Vektor-)Raum.

Beispiel 1.2. (a) Im eindimensionalen Raum K haben wir schon eine Norm
kennengelernt, nadmlich den Betrag.

(b) Im d-dimensionalen Raum K? gibt es eine ganze Reihe von Normen. Die

gebriiuchlichsten sind fiir x = (21,29, ..., 24)7 € K¢
d 1
2
lalls = (3 lsf)*  (2-Norm),
j=1
%] oo == m(élx |z 5] (Maximumsnorm oder Unendlich-Norm),
]:

d
i := |l (1-Norm),
j=1
bzw. allgemein fiir p > 1

d 1
lally == (3" les?)” (p-Norm).
j=1

Beispielhaft rechnen wir hier durch, dass die 1-Norm tatsichlich eine Norm
ist. Dazu iiberpriifen wir die Bedingungen [(a)1)| bis[(a)iii)] aus Defintion [1.1]

IDer Buchstabe K steht auch in diesem Semester wieder fiir R oder C.



1. Metrische Raume

i) Es ist offensichtlich ||0]]; = 0. Ist umgekehrt ||z||; = 0 fiir ein 2 € K,
so gilt Z?Zl |z;| = 0 und da jeder Summand positiv ist, muss jeder
Summand Null sein. Also ist z; = 0 fiir alle j und damit = = 0.

ii) Seien x = (11,29, ...,24)7 € K¥ und X € K. Dann gilt
d d d
el =D gl =Yl = (A fay] = (Al
=1 =1 =1

iii) Aus der Dreiecksungleichung fiir den Betrag in K folgt fiir beliebige
t = (2;)j=1,..ar ¥ = (Yj)j=1,..a € K*

d d

lz+yll =Yl il <D (gl + [y1)
P =1

d d
=D lzil+ X lyl = Nl + llyls.
j=1 j=1

Sie sind eingeladen, den entsprechenden Nachweis fiir die Supremumsnorm
selbst zu fithren. Wer eine Herausforderung braucht, nehme sich die p-Norm
VOr.

Um eine Vorstellung von einer Norm zu bekommen, ist es meist gut, sich die
sogenannte Finheitskugel K1(0) := {z € V : ||z]| < 1} anzuschauen. Die Rénder
der Einheitskugeln der 1-, 2- und oo-Norm in R? finden Sie in Abbildung [L.1]

p:oo

Abbildung 1.1.: Die Rénder der Einheitskugeln im R? fiir die 1-, 2- und co-Norm



Bemerkung 1.3. Der durch die 2-Norm definierte Langenbegriff ist der uns im
Alltag gelaufige. Er liegt der Euklidischen Geometrie zugrunde. Deshalb wird die
2-Norm auch bisweilen als Fuklidische Norm bezeichnet.

Die folgende Vergleichbarkeit von p- und oo-Norm in K werden wir in den néchs-
ten Abschnitten héufiger brauchen, bevor wir sie dann als Spezialfall des viel
allgemeineren Satzes [6.3] erkennen werden.

Satz 1.4. Fir alle v € K¢ und alle p > 1 gilt ||z]|o < |7, < dYP||7|
Beweis. Es gilt fiir alle z € K¢

1

d
e = i = (e [) (Zrm) = |,

:<i|x1\p) (Z!le\”);’ (d]|2)* = d7 || 2]|o. 0
j=1

Wir geben dieser Vergleichbarkeit von Normen im Moment erst einmal nur einen
Namen.

Definition 1.5. Es sei V' ein K-Vektorraum. Zwei Normen || - || und || - I auf V
heiffen aquivalent, wenn es Konstanten c¢,C' > 0 gibt mit

cllz) < llzll < Cl|z||  fiir alle x € V.

Bemerkung 1.6. Die Bezeichnung der Maximumsnorm mit dem Unendlich-
Zeichen mag zunéchst seltsam erscheinen. Tatséchlich ist sie aber in gewisser
Weise der Grenzfall fiir p gegen unendlich. Geht man in der Ungleichungskette
aus Satz zum Grenzwert p — oo iiber, so findet man mit dem Sandwich-
Theorem lim,_, ||Z]|, = ||Z]]co-

Beispiel 1.7. Auch auf anderen Vektorrdumen gibt es Normen. Beispielhaft be-
trachten wir den Raum C(I) der stetigen Funktionen auf einem kompakten In-
tervall I in R. Auch hier lassen sich fiir 1 < p die p-Norm

1l = / Ol at)

und die Unendlich-Norm oder Supremums- bzw. Mazximumsnorm
1 Flloo := max | £(£)]

definieren.
Der Nachweis der Norm-Eigenschaften fiir die 1- und co-Norm ist wieder einfach.
Die allgemeine p-Norm braucht ein bisschen mehr Aufmerksamkeit.
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Bemerkung 1.8. Wir erinnern an den Begriff eines Skalarproduktes aus der
Vorlesung Lineare Algebra. Ist V' ein K-Vektorraum, dann heifit eine Abbildung
(-,-) : V x V = K Skalarprodukt, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(a) Fur alle z € V gilt (z,2) € [0,00) und es ist (z,z) = 0 genau dann, wenn
x =01ist. (Definitheit)

(b) Fiir alle z,y € V gilt (z,y) = (y, ).

(c) Fiir alle 21,29,y € V und alle A\, A € K gilt

(M1 + Aoz, y) = M {(x1,y) + Ao(x2,y). (Linearitdt im ersten Argument)

Hat man ein Skalarpodukt auf V', so wird durch dieses immer mit Hilfe von
|z]| := /(x,z) eine Norm definiert. Auf diese Weise sind in Beispiel und
Beispiel [I.7]jeweils die 2-Normen durch Skalarprodukte induziert. Die zugehérigen
Skalarprodukte sind

d
(z,y) = Z x;Yj, z,y € K%, (Standardskalarprodukt)
j=1

und
(f.9) = / fMgtydt,  f,geC)  (L*Skalarpodukt).
I

Man beachte, dass Normen, die sich aus Skalarprodukten gewinnen lassen, nur
schone Spezialfille sind. Die meisten Normen lassen sich nicht mit einem Skalar-
produkt assoziieren. Das gilt z.B. fiir alle anderen Normen in den beiden obigen
Beispielen.

Wir sammeln ein paar einfache Eigenschaften von Normen.

Satz 1.9. Sei (V.|| - ||) ein normierter Raum. Dann gilt fir alle z,y € V
(@) Jlall > 0.
() llz =yl = |ll=]l = [lyll|- (umgekehrte Dreiecksungleichung)

Beweis. Wir beweisen nur @, den Beweis der umgekehrten Dreiecksungleichung
konnen Sie direkt aus der Analysis I abschreiben. Sie miissen lediglich an einigen
Stellen ,,|“ durch || ersetzen.

Fiir alle z € V gilt mit Hilfe der Dreiecksungleichung

0 =10l = flz = =[| < ll=[| + ll=[| = 2]

Also ist ||z|| > 0. O



Im Zusammenhang mit Skalarprodukten ist die folgende Ungleichung von zen-
traler Wichtigkeit. Fiir den Beweis verweisen wir hier auf die Lineare Algebra.

Satz 1.10 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Ist V' ein K-Vektorraum mit Skalar-
produkt (-, -) und assoziierter Norm || - ||, so gilt fir alle x,y € V

(2. 9)| < ll=ll - [yl
Dabei gilt Gleichheit genau dann, wenn x und y linear abhdingig sind.

Vektorrdaume sind sehr wichtige, aber auch sehr reichhaltige Strukturen. Um in
allgemeineren Zusammenhéngen Analysis betreiben zu kénnen, z.B. auf einer Ku-
geloberfldche (Mit einer solchen hat die Menschheit ja manchmal zu tun. .. ), wére
ein Abstandsbegriff schon, der ohne die algebraische Struktur eines Vektorraums
auskommt. Diesen liefert der folgende Begriff.

Definition 1.11. Sei M eine nicht-leere Menge. Eine Abbildung d : M x M — R
heifst Metrik auf M, falls fiir alle x,y,z € M gilt:

(a) d(z,y) =0 <= =z =y, (Definitheit)
(b) d(z,y) = d(y,x), (Symmetrie)
(¢) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y). (Dreiecksungleichung)

In diesem Fall nennt man M mit der Metrik d einen metrischen Raum.

Wir sammeln erste einfache Eigenschaften von Metriken und werden dabei auch
sehen, dass wir damit wirklich ein verallgemeinertes Konstrukt haben, denn jede
Norm erzeugt auch eine Metrik.

Satz 1.12. (a) FEs sei (M,d) ein metrischer Raum. Dann gilt d(x,y) > 0 fir
alle x,y € M.

(b) Es sei (M,d) ein metrischer Raum und N C M sei nicht-leer. Dann ist
die Finschrinkung von d auf N x N eine Metrik auf N, die sogenannte
induzierte Metrik. Diese wird zuweilen als dy notiert.

(c) Ist (V|| -||) ein normierter Vektorraum, so ist durch d(z,y) := ||z — y||,
x,y €V, eine Metrik auf V gegeben.

Beweis. (a) Wie im Beweis von Satz [1.9[[(a)] bekommen wir fiir alle z,y € M
0=d(z,z) < d(z,y) +d(y,z) = 2d(z,y),
also d(z,y) > 0.

(b) Alle drei Axiome einer Metrik sind Allaussagen auf Elemente in M. Diese
gelten dann natiirlich auch fiir alle Elemente in N.
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(c)

Wir miissen nur die drei Metrik-Axiome nachpriifen. Ist * = y, so ist
d(z,y) = d(z,2) = ||z — z|| = [|0} = 0. Und gilt 0 = d(z,y) = [lz — y|, so
ist dank der Definitheit der Norm, vgl. Definition [I.1][(a)i)} sofort z —y = 0,
d.h. x =y.

Die Symmetrie folgt aus der Homogenitét der Norm, denn fiir alle z,y € V
gilt

d(z,y) = llz =yl = (=D — )| = [ = 1lly — 2] = d(y, z).

Es bleibt noch die Dreiecksungleichung zu priifen. Seien dazu z,y,z € V.
Dann ist dank der Dreiecksungleichung fiir Normen

d(z,y) = o=yl = lz—2+z=y|l < [lz=2[[+[lz=y[l = d(z, 2) +d(z,y). O

Zum Abschluss wollen wir uns zwei Beispiele ansehen, die unter Anderem zeigen,
dass man tatséchlich beliebige Mengen mit einer Metrik ausstatten kann.

Beispiel 1.13. (a) Wir betrachten zunéchst die sogenannte diskrete Metrik.

Diese ist auf jeder nicht-leeren Menge M gegeben durch

d(z,y) 0, fallsz =y,
T,y) =
Y 1, falls z #y.

fiir x,y € M.

Dass dies eine Metrik ist, sieht man folgendermaflen: Zunéchst ergibt sich
die Definitheit direkt aus der Definition. Fiir die Symmetrie miissen wir nur
beachten, dass mit x = y auch y = x gilt, bzw, dass © # y auch y # «
impliziert. Sind schliefllich z,y,2 € M, so kann zum Einen x = y sein.
In diesem Fall ist d(x,y) = 0 und damit auf jeden Fall kleiner oder gleich
d(z, z)+d(z,y) nach Satz[1.12[(a)] Ist aber = # y, so muss auch z zumindest
von x oder y verschieden sein, es ist also dann d(z,y) = 1 < d(z, 2)+d(z, y).

Sei (V.|| -]|) ein normierter K-Vektorraum. Dann haben wir in Satz
gesehen, dass dieser auch ein metrischer Raum ist. Wir kénnen aber nun
noch eine andere Metrik auf V' definieren, die selbst nicht durch eine Norm
erzeugt wird, die sogenannte franzosische Eisenbahnmetrik

d(z,y) = |z —yll, falls 2,y linear abhingig,
7 |z + |lyl|, sonst.

Der Abstand zweier Punkte ist also gleich dem ,,normalen“ Abstand, wenn
diese auf einer gemeinsamen Ursprungsgerade liegen und gleich der Léange
des Weges vom einen Punkt zum anderen mit Umweg iiber den Ursprung.
Das entspricht der Weglédnge in einem komplett zentralisiert aufgebauten



Verkehrsnetz, bei dem alle Punkte untereinander nur durch Wege iiber das
Zentrum verbunden sind. In iiberzeichneter Sichtweise des franzosischen
Eisenbahnnetzes kam diese Metrik zu ihrem Namen, wobei natiirlich Paris
im Ursprung liegt.

Die Aufgabe die Metrik-Axiome nachzuweisen bleibt als Ubung stehen.

Eine Bedeutung dieses Beispiel liegt darin, dass dies eine Metrik auf dem
Vektorraum V' ergibt, die sich nicht im Sinne von Satz durch eine
Norm beschreiben lasst. Hier ein Tipp, falls Sie das nachweisen wollen: Jede
Metrik, die von einer Norm herriihrt, ist translationsinvariant, d. h. fiir alle
x,y,z € V gilt die Gleichheit d(z + 2,y + 2) = d(x, y).






2. Topologische Grundbegriffe

Haben wir in einer Menge eine Metrik, d. h. einen Abstandsbegriff zur Verfiigung,
so konnen wir damit ,, Kugeln“ beschreiben. Das fithrt uns in diesem Kapitel zu
Verallgemeinerung von Begriffen wie offene und abgeschlossene Menge, Haufungs-
punkt, usw. auf metrische Rdume. Wir werden so die Grundlage fiir analytische
Betrachtungen auf solchen Mengen legen. Im gesamten Abschnitt sei (M, d) ein
metrischer Raum.

Definition 2.1. (a) Fiir xo € M und r > 0 ist
Ur(zg) :={x € M : d(x,z9) <1}
die (offene) Kugel um xy mit Radius r.

(b) Eine Teilmenge U von M heifst Umgebung von zo € M, wenn es ein e > 0
gibt mit U.(z) C U.

(c) Eine Teilmenge X von M heifit
i) beschrankt, falls es ein r > 0 und ein xy € M gibt mit X C U,(x).
i) offen, wenn fir jedes x € X ein ¢ > 0 ezistiert mit U.(z) C X.
iii) abgeschlossen, falls X¢ = M \ X offen ist.

Beispiel 2.2. Es seien o € M und r > 0.

(a) Wir betrachten die offene Kugel U, () und zeigen, dass diese im Sinne un-
serer Definition auch wirklich offen ist. Es sei dazu x € U,.(zy) ein beliebiger
Punkt in dieser Menge. Dann ist nach der Definition der Kugel d(z, zg) < r
und es gilt o :=r —d(x, x9) > 0. Wir zeigen nun, dass U,(z) C U,(x,) gilt,
womit dann folgt, dass U, (z) offen ist.

Sei dazu z € U,(x). Dann gilt mit der Dreiecksungleichung
d(z,x0) < d(z,2) +d(z,20) < 0+ d(x,z0) =1
Also ist z € U,(x) und wir sind fertig.
(b) Wir betrachten die abgeschlossene Kugel um xp mit Radius r, d. h.

K (xo) :={z e M :d(z,x9) <r}

11



2. 'Topologische Grundbegriffe

und zeigen, dass auch diese ihren Namen zurecht trégt, also abgeschlossen
ist. Dazu miissen wir zeigen, dass K, (x)¢ offen ist. Wir wihlen also ein
x € K,.(x0)¢. Dann ist d(z,z9) > r und es gilt ¢ := d(z,xz9) —r > 0. Wenn
wir also zeigen konenn, dass U,(x) C K, (x0)¢ gilt, sind wir fertig.

Sei dazu z € U,(x). Dann gilt wieder mit Hilfe der Dreiecksungleichung
d(z,z) < d(z,2) + d(z, ), also haben wir

d(z,z0) > d(z,x0) —d(z,2) =0+7r—d(z,2) >0+r—o=r.
Also ist z € K, ()¢ und wir haben U,(x) C K, (x0) erreicht.

Warnung 2.3. (a) Mengen sind keine Tiiren! Die meisten Mengen sind weder
offen noch abgeschlossen, denken Sie z.B. an ein halboffenes Intervall in R.
Hiiten Sie sich also vor dem Fehlschluss: ,,Ich habe festgestellt, dass meine
Menge nicht offen ist, also ist sie abgeschlossen.*

(b) Die Eigenschaft einer Menge offen, bzw. abgeschlossen zu sein, hingt vom
betrachteten umgebenden metrischen Raum ab. So ist die Menge [0,1) in
R weder offen noch abgeschlossen. Betrachtet man sie als Teilmenge von
[0,00) (mit der natiirlichen induzierten Metrik), so ist sie offen, aber nicht
abgeschlossen, und als Teilmenge von [0, 1) ist sie offen und abgeschlossen.
Es lohnt sich, dariiber ein wenig nachzudenken und diesen Effekt zu verin-
nerlichen. Das schiitzt spater davor immer wieder in Fallen zu tappen. Zum
Versténdnis kann Thnen auch die folgende Ubungsaufgabe helfen.

Ubungsaufgabe 2.4. Es sei X C M. Dann ist Y C X beziiglich der induzierten
Metrik in X

(a) genau dann offen, wenn es eine (in M) offene Menge O C M gibt mit
Y=0nX.

(b) genau dann abgeschlossen, wenn es eine (in M) abgeschlossene Menge A C
M gibt mit Y = AN X.

Ubungsaufgabe 2.5. Es sei V ein normierter Vektorraum und U, (x) sei eine
offene Kugel mit Radius » > 0 um zy € V. Zeigen Sie, dass diese immer konvex
ist, d. h. fiir alle z,y € U,(zo) und alle A € [0, 1] gilt Az + (1 — ANy € U, (o).
Anschaulich bedeutet Konvexitét fiir eine Teilmenge eines normierten Vektor-
raums, dass fiir je zwei ihrer Punkte die gesamte Verbindungsstrecke der beiden
auch zu der Menge gehort.

Offene bzw. abgeschlossene Mengen kann man recht gut vereinigen und schneiden
ohne diese Eigenschaften zu verlieren. Genauer gilt das folgende Resultat.

Satz 2.6. Es sei I eine beliebige Indexmenge.

12



(a) Sind X; C M fiir jedes i € I offene Mengen, so ist auch |J,.; X; offen.

i€l
(b) Sind X1, Xo C M offen, so ist auch X1 N Xy offen.

(c) Sind X; € M fiir jedes i € I abgeschlossene Mengen, so ist auch (),c; X;
abgeschlossen.

(d) Sind X1, Xs C M abgeschlossen, so ist auch X1 U Xo abgeschlossen.

Bemerkung 2.7. In Worten sagt dieser Satz: Beliebige Vereinigungen und endli-
che Schnitte von offenen Mengen sind offen, sowie beliebige Schnitte und endliche
Vereinigungen von abgeschlossenen Mengen sind abgeschlossen.

Man beachte, dass an den beiden Stellen, an denen hier ,endlich“ steht, auch
nicht mehr geht, wie man an den folgenden Beispielen aus R sieht:

0= ((21) = U2

ne ne

Beweis von Satz[2.8. Seien zunichst X; C M offen fiir jedes ¢ € I und zg €
Uiel X;. Dann gibt es ein ¢y € I mit xy € X;, und X;, ist eine offene Menge. Also
gibt es ein ¢ > 0 mit U.(z9) € X;,. Dann ist aber auch Ue(z) C [J;c; Xi. Wir
haben also gezeigt, dass diese Menge offen ist und damit erledigt.

Zum Nachweis von @ seien nun X7, X9 C M offene Mengen und xg € X; N Xs.
Da beide Mengen offen sind, gibt es dann Radii r1,rs > 0 mit U, (z9) € X; und
U,,(z9) € Xo. Fiir r := min{ry, ro} gilt dann U,.(xo) C X7 N X5. Also ist X3 N X,
offen.

Fiir seien X; C M abgeschlossen fiir jedes ¢ € I. Dann ist mit den De Mor-

gan’schen Regeln
(Nx) =Uxr
i€l i€l

Nun ist jedes X offen und mit Hilfe von ist die Vereinigung all dieser Mengen
ebenfalls offen und damit auch ((,.; X;)¢. Das bedeutet aber schlussendlich, dass
N;e; Xi abgeschlossen ist.

Genauso sieht man fiir abgeschlossene Mengen X, Xo C M mit Hilfe von @,
dass (X7 UX5)¢ = X¢N XS offen und damit X; U X, abgeschlossen ist. Das liefert
@ und beendet den Beweis. ]

Die Ergebnisse aus obigem Satz ermoglichen es, mittels der beliebten Technik
der Hiillenbildung fiir jede Teilmenge von M eine minimale abgeschlossene Ober-
menge und eine maximale offene Teilmenge zu finden. Das liefert die folgenden
Begriffe.

Definition 2.8. Zu gegebenem X C M betrachten wir die Mengensysteme Ox :=
{O C X :0 offen} und Ax :=={A D X : A abgeschlossen} und definieren:

13
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(a) X° := U O, (Inneres von X)
0eOx

(b) X = ﬂ A, (Abschluss von X)
AeAx

(c) 0X == X\ X°. (Rand von X)

Unter Verwendung von Satz ist X° die groite offene Teilmenge von X und
X die kleinste abgeschlossene Obermenge von X.

In engem Zusammenhang mit obiger Definition stehen die folgenden Begriffe fiir
Elemente von M, vgl. Satz [2.10]

Definition 2.9. Es sei X eine Teilmenge von M.

(a) Ein o € M heifft Haufungspunkt von X, falls fir jedes € > 0 die Menge
U(z9) N X unendlich ist.

(b) Ein o € M ist Randpunkt von X, falls fir alle Umgebungen U von xg
gilt, dass sowohl U N X # () als auch U N X¢ # () ist.

(¢c) Fin xy € X ist ein innerer Punkt von X, falls ein ¢ > 0 existiert mit

U.(zg) C X.
Satz 2.10. Es sei X eine Teilmenge von M. Dann gelten die folgenden Aussagen.
(a) X =X U0X = X°UIX.
(b) X°={x € X : x innerer Punkt von X }.
(¢c) 0X = {x € M : x Randpunkt von X }.
(d) X ={x € M:z € X oder x Hiufungspunkt von X }.
Beweis.  (a) Wegen X° C X C X gilt nach der Definition des Randes
X=XNXH)UX\X)=XUdX CXUIX =XU(X\X°
CXUX\X) =X
Also sind alle drei Mengen gleich.

(b) Sei x € X°. Dann gibt es nach Definition von X° eine offene Teilmenge O
von X mit z € O. Da O offen ist, existiert ein € > 0 mit U.(z) C O C X,
also ist x ein innerer Punkt von X.

Ist umgekehrt x ein innerer Punkt von X, so ist fiir ein € > 0 die offene
Menge U.(z) Teilmenge von X, d. h. U.(z) € Ox. Also ist x € U.(z) C
UOGOX = X°.

14



(c) Ubung.

(d) Wir zeigen zuniichst ,C“. Dazu sei # € X und wir nehmen an, es wire
weder x € X, noch x ein Haufungspunkt von X. Dann gibt es nach der
Definition eines Haufungspunktes ein € > 0, fiir das die Menge U.(x) N X
endlich ist. Es sei also U.(x) N X = {x1,x2,...,2,} fir ein » € N. Dann ist
0 == min{d(z,z;):j=1,2,...,7} >0, da z selbst nicht zu X gehort.

Damit ist Us(z) N X = 0, d. h. Us(z) ist eine abgeschlossene Obermenge
von X und wir erhalten wegen

den Widerspruch z ¢ X.

Fiir die umgekehrte Inklusion , D¢ ist wegen X C X und @ nur zu zeigen,
dass jeder Haufungspunkt von X, der nicht zu X gehort, in 0X liegt.

Es sei also x ein solcher Haufungspunkt von X, der selbst nicht zu X gehort.
Ist U eine Umgebung von x, so ist zum Einen x € U N X° und damit diese
Menge nicht-leer. Zum Anderen gibt es ein € > 0 mit U.(z) C U und nach
der Definition eines Héufungspunktes ist U.(x) N X unendlich und damit
insbesondere nicht-leer. Also ist auch UNX nicht-leer und wir haben gezeigt,
dass = ein Randpunkt von X ist. Also ist z € 90X nach . O

Beispiel 2.11. Wir betrachten auf M die diskrete Metrik d, d. h. d(z,y) =1
falls x # y und d(z,y) = 0 fiir x = y. Sei nun X eine beliebige Teilmenge von
M. Fiir jeden Punkt zy € X ist dann

Uija(zo) ={y € M :d(y,z0) <1/2} ={y e M 1y =0} = {zo} C X.

Also ist jede Teilmenge von M offen und damit auch jede Teilmenge abgeschlos-
sen. In diesem Sinne ist die diskrete Metrik ein extremer Fall.

Satz 2.12 (Hausdorff’sches Trennungsaxiom). Es seien z,y € M mit x # y.
Dann ezistieren Umgebungen U, und U, von x bzw. y mit U, N U, = 0.

Beweis. Es gilt x # y, also ist d(z,y) > 0. Mit ¢ := d(z,y)/2 > 0 setze U, =
U.(z) und U, := U.(y). Dann ist U, Umgebung von = und U, Umgebung von y
und, wenn wir annehmen, dass U, N U, # 0 gilt, so gibt es ein z € U, N U, mit
dessen Hilfe wir zu dem Widerspruch

2e =d(z,y) < d(z,2) +d(z,y) <e+ec=2¢
gelangen. Also ist U, N U, = () und wir sind fertig. ]

Ubungsaufgabe 2.13. (a) Zeigen Sie, dass fiir jedes X € M die Menge der
Héaufungspunkte von X eine abgeschlossene Teilmenge von M ist.

15



2. 'Topologische Grundbegriffe

(b) Weisen Sie nach, dass U.(zg) C K.(z¢) fiir alle ¢ > 0 und alle zp € M
gilt. Gilt auch immer Gleichheit? Gilt Gleichheit im Fall eines normierten
Raums?
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3. Konvergenz in metrischen
Raumen

Mit den Vorarbeiten aus dem letzten Abschnitt konnen wir nun den Konver-
genzbegriff auf allgemeine metrische Raume verallgemeinern. Damit haben wir
eine Basis fiir die weiteren Betrachtungen. In diesem ganzen Abschnitt sei wieder
(M,d) ein metrischer Raum.

Definition 3.1. Eine Folge (x,) in M heifit
(a) beschrénkt, falls die Menge {x, : n € N} in M beschrankt ist.

(b) konvergent gegen xy € M, wenn fir jedes € > 0 ein ng € N existiert, fir
das x,, € U.(xq) fiir alle n > ng gilt.

Der Punkt xo heifst dann Grenzwert oder Limes der Folge (x,) und wir
schreiben wie gewohnt xy = lim,, . Ty,.

Viele Eigenschaften des Grenzwertes kann man analog zu unseren Betrachtungen
in R aus der Analysis I beweisen, indem man den Abstand, der dort durch den
Betrag beschrieben wird, durch die Metrik ausdriickt. Beispielhaft zeigen wir hier
die Eindeutigkeit des Grenzwerts.

Satz 3.2. Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig.

Beweis. Seien x,y € M Grenzwerte einer konvergenten Folge (z,,) in M. Neh-
men wir an, es wire x # v, so gibt es nach dem Hausdorff’schen Trennungsaxiom,
Satz [2.12] Umgebungen U, von z und U, von y mit U, N U, = §. Diese Umge-
bungen enthalten nach Definition je eine offene Kugel um x, bzw. y, d. h. es gibt
€x,€y > 0, 50 dass U, (v) € U, und U, (y) € U, gilt. Insbesondere ist damit
U, (x) N U, (y) = 0.

Andererseits konvergiert unsere Folge (x,) gegen x und vy, also liegen sowohl in
U., (), als auch in U, (y) jeweils fast alle Folgenglieder, womit wir bei einem
Widerspruch wéren. O

Beispiel 3.3. In R haben wir schon ein gutes Gefiihl fiir Konvergenz, wie sieht
das bei exotischen Metriken aus? Wir betrachten die diskrete Metrik d, vgl. Bei-
spiel [[.13[(a)] Haben wir nun eine konvergente Folge () in M mit Grenzwert
xg, so existiert zu e = 1/2 ein ny € N, so dass fiir alle n > ny gilt

T € Urpa(zo) = {z € M : d(w,20) < 1/2} = {xo}.
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3. Konvergenz in metrischen Rdumen

Also ist (x,,) fast tiberall konstant.
Tatséchlich sind die beziiglich der diskreten Metrik konvergenten Folgen genau
die ab einem Index konstanten Folgen.

Ubungsaufgabe 3.4. Eine Folge (z,) in M konvergiert gegen xy € M, genau
dann wenn die reelle Folge (d(z,,z¢)) eine Nullfolge ist.

Das folgende Beispiel kennen wir schon aus der Analysis I, aber wir konnen es
nun in neuem Licht betrachten.

Beispiel 3.5. Wir betrachten ein kompaktes Intervall I = [a,b] C R und den
normierten Raum C(/) mit der Supremumsnorm || f||cc = sup,e; |f(%)|, vgl. Bei-

spiel [1.7]

Eine Folge (f,) in C(I) ist dann eine Funktionenfolge von stetigen Funktionen
und diese konvergiert nach Ubungsaufgabe genau dann in C'(I) gegen eine
Funktion f, wenn

0= lim d(f,. f) = lim [f, = fll =l sup | u(8) = ()

gilt. Ein Vergleich mit Ubungsaufgabe I.21.9(b) aus Analysis I zeigt, dass das
genau gleichméfige Konvergenz von (f,,) gegen f bedeutet.

GleichméBige Konvergenz einer Funktionenfolge ist also nichts anderes als Kon-
vergenz beziiglich der Supremumsnorm.

Wir konnen nun weitere Begriffe im Zusammenhang mit Konvergenz verallgemei-
nern.

Definition 3.6. Sei (x,) eine Folge in M.

(a) Ein xg € M heifst Haufungswert von (x,,), wenn fir jedes ¢ > 0 die Menge
{n € N:x, € U(xg)} unendlich ist.

(b) Die Folge (x,) ist eine Cauchyfolge, falls fiir jedes ¢ > 0 ein ng € N
existiert, fir das d(z,,x,) < e fir alle n,m > nq gilt.

Die Beweise der Aussagen im folgenden Satz lassen sich dann wieder direkt aus
den entsprechenden Beweisen der Analysis I {ibertragen, wenn man dort den
Betrag durch die Metrik ersetzt.

Satz 3.7. Sei (x,) eine Folge in M. Dann gilt:
(a) (z,,) konvergent = (x,) Cauchyfolge = (z,,) beschrankt.

(b) Ist (z,,) konvergent mit Grenzwert xg, so ist xy ein Haufungswert von (xy,).

Verweise mit vorgestelltem ,,I.“ beziehen sich auf die entsprechenden Abschnittsnummern im
Skript zur Analysis 1.
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(¢) Ein x € M ist genau dann ein Haufungswert von (x,), wenn es eine Teil-
folge von (x,,) gibt, die gegen x konvergiert.

Wir zeigen noch schnell die folgende niitzliche Charakterisierung abgeschlossener
Mengen durch Folgenkonvergenz. Dieser Satz zeigt auBlerdem, dass unsere De-
finition einer abgeschlossenen Teilmenge von R aus der Analysis I mit der hier
gegebenen Definition konsistent ist.

Satz 3.8. Fine Menge A C M ist genau dann abgeschlossen, wenn fiir jede Folge
i A, die in M konvergiert, der Grenzwert in A liegt.

Beweis. ,,=* Es sei A abgeschlossen und (z,) sei eine Folge in A, die in M
konvergiert. Wir nennen den Grenzwert xy und nehmen an, dieser wére
nicht in A.

Dann liegt zy in A°. Da A abgeschlossen ist, ist A¢ offen, es gibt also ein
e > 0, so dass U.(zg) C A° ist. Dank der Konvergenz von (z,) gilt nun
x, € U(xp) fiir fast alle n € N, insbesondere ist also x,, ¢ A fiir fast alle
n € N, womit wir bei einem Widerspruch wéren.

Wir zeigen, dass unter den gegebenen Voraussetzungen A€ offen ist. Dann
ist nach Definition A abgeschlossen. Dazu miissen wir nachweisen, dass jeder
Punkt von A€ ein innerer Punkt von A€ ist.

Wir nehmen also an es gidbe ein xy € A°, das kein innerer Punkt von A€
ist. Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein z € U.(zg) N (A°)¢ = U.(x) N A. Fiir
die speziellen Wahlen von ¢ = 1/n, n € N, liefert das: Fiir jedes n € N
existiert ein x,, € Uyn(xo) N A. Damit ist (x,,) eine Folge in A, die nach
Konstruktion gegen xy konvergiert. Unsere Voraussetzung liefert also den
Widerspruch zq € A. m

Ubungsaufgabe 3.9. Es sei V ein K-Vektorraum und | - || und I - I seien
dquivalente Normen auf V', vgl. Definition [1.5]| Zeigen Sie:

(a) Eine Teilmenge von V ist genau dann in (V|| - ||) abgeschlossen/offen/be-
schrankt, wenn sie dies in (VI - lIl) ist.

(b) Eine Folge in V ist genau dann beschrinkt/konvergent/Cauchy-Folge in
(VoI - 1), wenn sie dies in (V) Il - IIl) ist.

Bemerkung 3.10. Die Bedeutung obiger Ubungsaufgabe besteht darin, dass
bei zwei dquivalenten Normen alle fiir die Analysis relevanten Eigenschaften die
selben sind. Es ist also in einer solchen Situation sehr oft egal, welche konkrete
Norm man betrachtet, solange alle betrachteten Normen &quivalent sind. Diese
Freiheit kann man sich oft zu Nutze machen und sich eine Norm aussuchen, die
gut zum jeweils betrachteten Problem passt.
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3. Konvergenz in metrischen Rdumen

In Satz @ haben wir gesehen, dass die Implikation ,, Konvergenz = Cauchy-
folge* ganz allgemein in metrischen Rdumen gilt. In R hatten wir auch die Um-
kehrung, aber wir hatten schon damals festgestellt, dass der entsprechende Beweis
das Vollstandigkeitsaxiom benotigt und die Umkehrung z.B. in Q im Allgemeinen
falsch ist. Wir kénnen also ganz sicher nicht im allgmeinen metrischen Raum er-
warten, dass jede Cauchyfolge konvergiert, dazu braucht es eben Vollstandigkeit.
Aber wie definiert man die in diesem allgemeinen Kontext? Na, eben genau so!

Definition 3.11. (a) Der metrische Raum (M, d) heifit vollstandig, wenn jede
Cauchyfolge in M konvergiert.

(b) FEin vollstindiger normierter Vektorraum heifst Banachraum.

(¢) FEin Banachraum, dessen Norm durch ein Skalarpodukt induziert wird, heifit
Hilbertraum.

Die Konzepte des Banach- und Hilbertraums sind von grofler Wichtigkeit fiir
die moderne Entwicklung der Analysis und spielen in der heutigen Forschung
eine zentrale Rolle. Im weiteren Verlauf Ihres Studiums werden sie Ihnen daher
immer wieder begegnen. Fiir den Moment schauen wir uns einen ordentlichen
Stapel Beispiele an.

Beispiel 3.12. (a) Fiir jedes 1 < p < oo und jedes d € N ist K¢ mit der
p-Norm || - ||, ein Banachraum.

Um das einzusehen, betrachten wir eine Folge (z,,) in K¢, die beziiglich der
p-Norm eine Cauchyfolge ist. Da alle p-Normen nach Satz dquivalent zur
oo-Norm sind, ist diese Folge dann auch beziiglich || - ||« eine Cauchyfolge,
vgl. Ubungsaufgabe . Fiir jedes j € {1,...,d} und alle n,m € N gilt

d
|xn,j - xm,jl < ril:af{ |In,k - xm,k| = ||xn - xm”oo

Also sind mit (z,) auch die Folgen (x, ;)nen in K Cauchyfolgen. Da K
vollsténdig ist, existieren die Grenzwerte ¢ ; := lim,,_,o 2, ; € K fiir jedes
j=1,2,...,d und fiir g := (zo1,...,T0a)" gilt

lim ||z, — Z¢l|eo = lim m%ux|xn,j — x4 = 0.
n—oo n—oo j=1

Also konvergiert (x,) in K? beziiglich der oo-Norm gegen zy und nach
Ubungaufgabe und Satz gilt die gleiche Konvergenz auch beziiglich
der p-Norm. Wir haben also die Konvergenz von (z,,) gezeigt und K% ist
mit der p-Norm ein Banachraum.

Insbesondere ist damit (K<, || - ||2) ein Hilbertraum.

(b) Die rationalen Zahlen mit dem Betrag als Norm sind nicht vollstandig, also
kein Banachraum.
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(c) Ein wichtiger Banachraum ist (C([a,b]), || - ||co) mit einem kompakten In-
tervall [a,b] in R. Auch hier weisen wir nach, dass es sich wirklich um
einen vollstdndigen normierten Raum handelt. Es sei also (f,) eine Folge
in C'([a, b]), die beziiglich der Supremumsnorm eine Cauchyfolge ist. Da fiir
alle t € [a,b] und alle n,m € N

‘fn(t) - fm(t)} < sup |fn<5) - fm(5)| = Ifu = frllso

s€la,b]

gilt, ist die Folge (f,(t)) in K fiir jedes ¢ € [a, b] ebenfalls eine Cauchyfolge.
Damit ist jede dieser Folgen konvergent, denn K ist vollstandig.

Wir betrachten nun die Funktion f : [a,b] — K mit f(t) = lim, e fn(t).
Dann ist nach Konstruktion die Funktion f die punktweise Grenzfunkti-
on der Funktionenfolge (f,). Das reicht uns aber nicht, denn wir miissen
nachweisen, dass (f,,) in (C([a,b], ]| - ||«) gegen f konvergiert. Dazu fehlen
uns noch zwei Dinge: Erstens miissen wir sicherstellen, dass f selbst ein
Element von C(]a, b]) ist, d. h. wir brauchen Stetigkeit von f. Zum Zweiten
brauchen wir Konvergenz beziiglich der Supremumsnorm und das ist nach
Beispiel gleichbedeutend mit gleichméafliger Konvergenz. Immerhin lie-
fert die Losung fiir das zweite Problem gleich die Losung fiir das erste mit.
Denn wenn wir nachweisen konnen, dass (f,,) gleichméfBig auf [a, b] gegen f
konvergiert, so ist f ein gleichméfliger Grenzwert von stetigen Funktionen
und damit selbst stetig.

Fiir den Nachweis der gleichméBigen Konvergenz von (f,,) seien € > 0 und
t € [a,b]. Da (f,) eine Cauchyfolge beziiglich der Maximumsnorm ist, gibt
es ein ng € N mit ||f, — finlle < €/2 fiir alle n,m > ng. Zum Anderen
konvergiert (f,(t)) punktweise gegen f(t), also existiert ein mg > ng, so
dass | fm,(t) — f(t)| < /2 ist. Zusammengenommen haben wir damit fiir
alle n > ng

[£2(8) = O] < [Fa®) = Sano (O] + [ fono (8) = (1)
< 1fa = Folloo + | fino (8) = FD)]
<z+c=e

und damit die gesuchte gleichméflige Konvergenz, da das gefundene ng nicht
von t abhéngt.

Der hier vorgefiihrte Vollstédndigkeitsbeweis folgt einem meist erfolgreichen
Muster: Man verschafft sich zunéchst irgendwoher einen Kandidaten fiir den
Grenzwert, ohne sich zuviel Gedanken zu machen, ob der auch die formalen
Kriterien erfiillt. Dann zeigt man Konvergenz gegen diesen Grenzwert und
durch diesen Konvergenzbeweis kldren sich dann auch meist die formalen
Schwierigkeiten.
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3. Konvergenz in metrischen Rdumen

(d) Zur Ubung seien die folgenden Aussagen empfohlen:
o (C'([a,b]), ]| - |lso) ist nicht vollstéindig.
o (C'([a,0]), ] - ller) mit || fller == || fllso + ||f'[loc ist vollsténdig.

(e) Schliellich muss noch ein weiterer sehr wichtiger Hilbertraum erwihnt wer-
den. Der Raum 2 besteht aus allen Folgen (x,,) in K, die quadratsummierbar

sind, d. h. fiir die
° 1/2
Il = (D lwal?)
n=1

endlich ist. Es stellt sich heraus (nachweisen!), dass dieses eine Norm ist,
die durch das ¢2-Skalarprodukt

<(l‘n), (yn)>€2 = Z TnYn

induziert wird und dass ¢? dariiberhinaus vollstéindig, also ein Hilbertraum,
ist.

Wir haben schon in der Analysis I bemerkt, dass Vollstdndigkeit eine sehr méchti-
ge Figenschaft ist. Wir wollen nun einen weiteren fiir die Analysis grundlegenden
Satz beweisen, der Vollstandigkeit ausnutzt. Sie werden ihm in den néchsten Se-
mestern in allen moglichen Verkleidungen und in verschiedensten Vorlesungen
wiederbegegnen. Auch deshalb behandeln wir ihn hier im ganz allgemeinen Rah-
men eines vollstdndigen metrischen Raums.

Satz 3.13 (Banach’scher Fixpunktsatz). Es sei (M,d) ein vollstindiger metri-
scher Raum und f : M — M eine strikte Kontraktion, d. h. es gebe ein g € (0,1)
mit

d(f(2), f(y)) < qd(z,y) fir alle z,y € M.

Dann hat f genau einen Fixpunkt, d. h. es existiert genau ein x* € M mit
f(z*) = z*.

Auferdem konvergiert die Folge (x,) in M mit z, = f(x,_1), n € N, fir jedes
xg € M gegen x* und es gilt fir alle n € N

n

1
d(xp, %) < ——d(zpy1,70) <

. 1
<1, 1_qd(5€17$0) (3.1)

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Existenz eines Fixpunkts von f. Dazu wéhlen
wir ein g € M beliebig und bezeichnen wie oben mit (x,,) die rekursiv definierte
Folge in M mit z,, = f(z,—1), n € N. Dann gilt fir alle n € N nach Voraussetzung

d(xn+17 xn) = d(f<xn)7 f(xnfl)) < qd(xm xﬂwl)'
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Iterieren wir dieses Argument, so folgt
d(@ni1, zn) < ¢"d(x1, 20). (3.2)

Fiir beliebige n, k € N gilt dann mit der Dreiecksungleichung, obiger Uberlegung
und freundlicher Unterstiitzung einer geometrischen Reihe

d(xn—‘rk:a xn) S d(xn+k7 $n+k—1) + d($n+k—17 $n+k—2) +---+ d(xn—i-la xn)

k—1 k—1 k—1
= Z A(Tppja1s Tnts) < ¢"Hd(z1,20) = ¢"d(z1, 20) Z ¢
j=0 j=0 j=0

< d (w1, xo).

Da der letzte Ausdruck fiir n — oo gegen Null geht, gibt es fiir jedes € > 0 einen
Index ng € N, fiir den d(z,4x, x,) < € ist fiir jedes n > ng und jedes k € N. Also
ist (z,) eine Cauchyfolge in M.

Da M vollsténdig ist, muss (x,) einen Grenzwert haben, den wir nun mit z*
bezeichnen. Dieser erfiillt fiir jedes n € N

0 <d(z% f(2")) < d(@", 2n41) + d(@nga, f(27)) = d(@7, 2nga) + d(f (20), f(27))
S d(l'*, xn—‘rl) + qd(l‘na ZL'*)

Fiir n — oo geht der Ausdruck auf der rechten Seite gegen Null und somit gilt

d(z*, f(x*)) = 0, was wegen der Definitheit der Metrik f(2*) = z* impliziert. Wir

haben also einen Fixpunkt gefunden.

Wir wenden uns der Eindeutigkeit zu. Dazu iiberlegen wir uns zunéchst, dass fiir
alle z,y € M gilt

d(z,y) < d(z, f(2)+d(f(z), f(v)+d(f(y),y) < d(z, f(2))+qd(z,y)+d(y, f(y))
Umstellen der Gleichung liefert

(1 —=q)d(z,y) < d(z, f(z)) +d(y, f(v))-

und wir erhalten (mit y = x*) fiir alle z € M

(1 = g)d(z,2") < d(z, f(z)) + d(z7, f(2")) = d(z, f(z)). (3.3)
Das liefert nun fiir jeden Fixpunkt x € M von f die Ungleichung

(1= g)d(z,z%) <d(z, f(z)) =0

und da ¢ in (0, 1) liegt, muss damit d(z,2*) = 0, d. h. x = z* gelten.

Es bleiben die beiden Abschéitzungen aus zu zeigen, die sich durch einfaches
Zusammenbauen schon gefundener Erkenntnisse ergeben. Wir starten von
mit x = z,, und erhalten fiir alle n € N mit Hilfe von (3.2))

n

1 1
d(wn, 2") < 1—_qd(l’mf($n)) = 1—_qd(l’mxn+1) < 1q_

d(z1, xg). O
q(l 0)
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3. Konvergenz in metrischen Rdumen

Beispielhafte Anwendungen dieses Satzes werden Sie in dieser und in anderen Vor-
lesungen noch reichlich sehen, so dass wir hier auf ein konstruiertes Schaufenster-
Beispiel verzichten wollen. Lassen Sie uns stattdessen nach der Vollstédndigkeit ein
anderes unverzichtbares Hilfsmittel der Analysis in den Kontext von metrischen
R&umen heriiberretten: die Kompaktheit.
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4. Kompaktheit

Dass die Ubertragung der Kompaktheit aus der Analysis I nicht 1:1 geht, war
dort schon angedroht worden. Das folgende Beispiel zeigt das zu Grunde liegende
Problem auf.

In diesem gesamten Abschnitt sei wieder (M, d) ein beliebiger metrischer Raum.

Beispiel 4.1. Wir betrachten den Hilbertraum (¢2, ]| - ||z) aus Beispiel [3.12)[(e)]
Fiir jedes k € N sind die Elementarfolgen ek = (Onk)nen, die nur an der k-ten
Stelle eine 1 enthalten und sonst Nullen, Elemente von ¢ mit

> 1/2
e®)]|,2 = (Z 5Zk) —1 firalle k € N.
n=1

Damit liegen alle diese Folgen in der abgeschlossenen Einheitskugel K (0) von £2.
Dieses ist eine abgeschlossene und beschrinkte Teilmenge von £2 und (e®)),cy ist
eine Folge in dieser Menge (Achtung, das ist jetzt eine Folge, deren Folgenglieder
selbst Folgen sind!). Aber diese Folge hat leider keinen einzigen Haufungswert,
denn fiir alle k,m € N mit k£ # m gilt

e — el = (124 (—=1)2)* = V2.

Wenn wir also bei ,kompakt = abgeschlossen und beschrénkt“ bleiben, miissen
wir uns von Bolzano-Weierstrafl und vielen weiteren Freunden verabschieden. Ein
solcher Kompaktheitsbegriff wire inhaltsleer und nutzlos.

Das Problem ist, dass £? als unendlichdimensionaler Vektorraum so weitliufig ist,
dass man darin auf beschrdnktem Raum unendlich viele Punkte ohne Haufungs-
wert unterbringt. wir brauchen also einen restriktiveren Kompaktheitsbegriff, der
die Teilmengen solch ,,grofler® Rédume, oder gleich eines beliebigen metrischen
Raums, auszeichnet, in denen eben Bolzano-Weierstrafl usw. gelten.

Eine Moglichkeit wire es nun, analog zur Vollstdndigkeit, die gewiinschte Eigen-
schaft einfach zur Definition zu erheben. Gliicklicherweise kann man im Falle der
Kompaktheit eine elementare Definition angeben. (Elementar heifit leider nicht
immer {ibersichtlich. .. )

Definition 4.2. Es set X C M.

(a) Ist I eine beliebige Indexmenge und O; fir jedesi € I eine offene Teilmenge
von M, so dass X C|J,c; O; gilt, dann nennt man {O; : i € I} eine offene
Uberdeckung von X .
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4. Kompaktheit

(b) Die Menge X heifit kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von X eine
endliche Teiliberdeckung enthdlt, d. h. fir jede Familie {O; : i € I} wie in
existieren ein v € N und iy,14s,...,4, € I mit X CJ,_, O;,.

Ist M selbst kompakt, so spricht man auch von einem kompakten metri-
schen Raum.

Bemerkung 4.3. Da Kompaktheit iiber die Betrachtung offener Mengen defi-
niert ist, und sich die offenen Mengen nach Ubungsaufgabe beim Ubergang
zu einer dquivalenten Norm nicht dndern, ist auch dieser Begriff davon nicht
betroffen.

Beispiel 4.4. Jede endliche Menge ist banalerweise kompakt. Interessanter ist
das folgende Beispiel, das in jedem metrischen Raum funktioniert: Es sei (x,,)
eine konvergente Folge in M mit zy := lim,,_,o z,. Dann ist die Menge K :=
{z,, : n € N} U {xo} kompakt.

Zum Nachweis betrachten wir eine beliebige offene Uberdeckung {O; : i € I} von
K. Da K in der Vereinigung aller O; enthalten ist, gibt es ein i € I mit z¢ € O;,.
Desweiteren ist O;, offen, was uns die Existenz eines € > 0 mit U.(zo) C O, si-
chert. Dank der Konvergenz von (z,) gegen z( gibt es nun wiederum ein ng € N,
so dass x,, € U.(xg) C Oy, fiir alle n > ny gilt. Nun bleiben nur noch endlich viele
Folgenglieder w1, xa, ..., 2y,-1 lbrig, die jeweils in einem Oy, ...,0;, _, liegen.
Zusammen gilt also K C UZO:_Ol O;, und wir haben unsere endliche Teiliiberde-
ckung gefunden.

Satz 4.5. Es sei K C M eine kompakte Menge. Ist A C K abgeschlossen in M,
so ist auch A kompakt.

Beweis. Sei {O; : i € I} eine offene Uberdeckung von A. Da A° in M offen ist,
und
KCM=AUACAU|JO;
icl

gilt, ist {O; : i € I} U{A°} eine offene Uberdeckung von K. Dank der Kompakt-
heit von K, kénnen wir aus dieser eine endliche Teiliiberdeckung auswéhlen, d. h.
es gibt ein r € N und 4y,49,...,5, € Imit ACK C A°UO;; UO;, U---UO;,.
SchlieBlich kann A€ an dieser Uberdeckung von A keinen Anteil haben, es gilt also
A CJ,_, O;, und wir haben eine endliche Teiliiberdeckung von A gefunden. [

Nun konnen wir zeigen, dass dieser Kompaktheitsbegriff unsere Erwartungen
erfiillt: Kompakte Mengen sind genau die, in denen jede Folge eine konvergente
Teilfolge hat. Damit haben wir tatséchlich das Problem aus dem Einfithrungsbei-
spiel dieses Abschnitts gelost.

Satz 4.6 (Folgenkompaktheit). Eine Menge K C M ist genau dann kompakt,
wenn jede Folge in K eine in K konvergente Teilfolge hat.
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Beweis. ,,=* Wir nehmen an, es gibe eine Folge (z,) in K, die keine konver-

gente Teilfolge, d. h. keinen Haufungswert, hat. Nach der Definition eines
Héufungswerts bedeutet das, dass es fiir jedes z € K ein ¢ = e(x) gibt, so
dass die Menge {n € N : z,, € U,;)(x)} endlich ist.

Dann ist die Familie {U.(,)(z) : # € K} eine offene Uberdeckung von K. Da
K kompakt vorausgesetzt ist, gibt es nun eine endliche Teiliiberdeckung,
d. h. es gibt ein v € N und ay,as,...,a, € K mit K C J;_, Uca;(a;).
Damit folgt aber

N:{nEN:xneK}Q{n€N3$nEOUa(a1)(aj)}

j=1
= U{n €N: 2, € Uga(ay)}.
j=1
Wir haben also N als eine endliche Vereinigung von endlichen Mengen ge-
schrieben, womit N endlich ist, was als Widerspruch durchgehen sollte.
Sei {O; : i € I} eine offene Uberdeckung von K.
Schritt 1: Wir zeigen: 30 > 0 Ve € K Ji € [ : Uy, (z) C O;.

Dazu nehmen wir an, diese Aussage ist falsch, d. h. fiir jedes § > 0 gibt es
ein r € K, so dass Us(x) € O; fiir jedes i € I gilt. Nun bauen wir ein Folge
() in K, indem wir diese Annahme fiir alle § der Form 1/n mit n € N
ausschlachten. Das liefert uns fiir jedes n € N ein z,, € K, so dass gilt

Uijn(zn) € O;  fiir jedes i € 1. (4.1)

Da (z,,) eine Folge in K ist, hat diese nach Voraussetzung eine in K kon-
vergente Teilfolge (z,, ), deren Grenzwert wir im Folgenden xy nennen. Da
zo € K und {O; : i € I} eine Uberdeckung von K ist, gibt es ein iy € I
mit zy € O,,, und da O;, eine offene Menge ist, gibt es weiter ein € > 0 mit
Uzz(xO) - Oio-

Dank der Konvergenz der Teilfolge (z,, ) gegen x¢ konnen wir nun ein ¢ € N
finden, fiir das zum Einen ¢ > 2/e und zum Anderen d(z, z,) < €/2 gilt.
Dann gilt fir alle € U, o(xy)

d(w,0) < (@, ) +d(we,m0) < 5 +5 =¢.

Also haben wir U, s(z¢) € U(x0) und das liefert nun zusammengenommen
Uije(e) C Usja(wg) € Us(m0) € Oy,

was uns einen Widerspruch zu (4.1)) liefert.
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4. Kompaktheit

Schritt 2: Wir zeigen: Fiir jedes 6 > 0 gibt es ein n € N und Punkte
T1, T2, ..., 0 € K mit K C U?Zl Us(z;).

Auch zum Nachweis dieser Behauptung fithren wir einen Widerspruchsbe-
weis und nehmen an, es gibe ein §; > 0, so dass fiir jede endliche Wahl von
Punkten x1, 2, ..., 7, € K gilt, dass K Z (J]_, Us, (x;) ist.

Nun wahlen wir ein zy € K und definieren rekursiv eine Folge in K durch

k—1
o€ K\ |JUs(z;), keN

J=0

Man beachte, dass diese Konstruktion moglich ist, denn nach Annahme ist
in jedem Schritt diese Menge nicht leer.

Seien nun n,m € N mit m > n gegeben. Dann gilt fiir unsere eben gewon-
nene Folge (), dass x,, & Uy, (2,), also ist d(x,, x,) > 01. Das bedeutet
aber, dass keine Teilfolge von (zj) eine Cauchyfolge sein kann, d. h. diese
Folge (zj) hat keine konvergente Teilfolge und wir haben einen Widerspruch
zur Voraussetzung.

Schritt 3: Eigentlicher Beweis, dass K kompakt ist.

Wir nehmen uns das dp aus dem ersten Schritt her. Dazu gibt es nun nach
dem zweiten Schritt eine endliche Wahl von Punkten zi,2,...,2, € K
mit K C UJj_, Us,(z;). Fiir jeden der Punkte z1,7s,...,2, wenden wir
jetzt Schritt 1 an. Damit erhalten wir fiir j = 1,2, ..., n jeweils ein 7; € T
mit Us,(z;) € O;; und damit ist schliefllich

n

K Q OU(;O(Z‘]') Q UOZ]

j=1 j=1

und wir haben eine endliche Teiliiberdeckung gefunden, womit K als kom-
pakt entlarvt ist. O

Kompaktheit ist ein sehr starker Begriff, der immer wieder mit zum Teil grolem
Gewinn verwendet werden kann. Sie werden in IThrem Studium noch viele Bei-
spiele dafiir sehen. Fiir den Augenblick notieren wir die folgende iiberraschende
Folgerung.

Satz 4.7. Jeder kompakte metrische Raum ist vollstindig.

Beweis. Sei (M,d) ein kompakter metrischer Raum und (z,,) eine Cauchyfolge in
M, von der wir nachweisen miissen, dass sie konvergiert. Nach Satz [4.6 hat (x,)
eine konvergente Teilfolge (z,, ), deren Grenzwert wir mit =, bezeichnen.

Wir wollen nun zeigen, dass die gesamte Folge (z,) schon gegen xy konvergiert
und geben dazu ein € > 0 vor. Dann gibt es ein ky € N, das gleichzeitig folgende
Bedingungen erfiillt:
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o d(zn, ,rm) < e/2 fiir alle m > ny,. (Da (x,) Cauchyfolge)
o d(zg, zp, ) < /2. (Da z,, — o (k — o0))

Damit gilt dann fiir alle n > ny,

£ S
d(x”’xo) < d(ﬂfn,xnko) + d(ajnkO?xO) < 5 + 5 = €. []

Satz 4.8. Jede kompakte Menge ist abgeschlossen und beschrinkt.

Beweis. Es sei K eine kompakte Teilmenge von M. Ist K = (), so ist die Aussage
des Satzes erfiillt, wir nehmen also ab jetzt an, dass K # () ist.

Sei zg € K beliebig. Dann gilt K C M = J,; 2, U,(x). Also ist das Mengensystem
{U,(x0) : n € N} eine offene Uberdeckung von K. Da K kompakt ist, gibt es
eine endliche Teiliiberdeckung, d. h. es gibt ein m € N mit

K C | Unlwo) = Un(xo)-

Also ist K beschrénkt.

Fiir die Abgeschlossenheit verwenden wir Satz [3.8 Sei also (z,,) eine Folge in K,
die in M gegen xy konvergiert. Dann hat (z,) nach Satz eine in K konvergente
Teilfolge. Deren Grenzwert muss aber xg sein, also ist xp € K und wir sind
fertig. O]

Wir haben in Beispiel bereits gesehen, dass die Umkehrung obigen Satzes in
metrischen Réumen im Allgemeinen falsch ist. Wir wollen nun zeigen, dass sie
in den wichtigen Réumen (K%, || - ||,,) fiir 1 < p < oo aber richtig ist. Tatséchlich
werden wir spéter sehen, dass sie in jedem endlichdimensionalen normierten K-

Vektorraum gilt, vgl. Satz

Satz 4.9 (Heine-Borel, Spezialfall). Sei 1 < p < co. Eine Teilmenge des Raums
(R || - 1l,) ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrinkt ist.

Beweis. Da alle p-Normen in K% nach Satz zur oo-Norm dquivalent sind,
reicht es diese Norm zu betrachten, vgl. Bemerkung (4.3

Dank Satz miissen wir nur noch zeigen, dass jede abgeschlossene und be-
schrinkte Teilmenge von K? kompakt ist. Dazu nehmen wir an, es gibe eine
abgeschlossene und beschriinkte Teilmenge K von K¢ und eine offene Uberde-
ckung {O; : i € I} von K, die keine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Da K beschrénkt ist, gibt es ein r» > 0 mit

K CU.0)CU0)={r € K: ||z]|oo <7} =: Qo.

Geometrisch ist dieses g ein Wiirfel mit Seitenldnge ¢ := 2r und Mittelpunkt
im Ursprung. Im folgenden schreiben wir fiir einen Wiirfel ) in K¢ fiir dessen
Seitenldnge L(Q).
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4. Kompaktheit

Wir zerlegen nun durch halbieren aller Seiten den Wiirfel Qg in 2¢ kleinere Wiirfel
Qo.1,Q02; - - ., Qoo mit Seitenldngen L(Qo,) = ¢/2 fir j = 1,2,...,2¢ Dann
muss es ein jo € {1,2,...,2%} geben, fiir das Qo j, N K keine endliche Teiliiber-
deckung hat, denn anderenfalls wéren die endlich vielen endlichen Teiliiberde-
ckungen von Qu; N K fiir j = 1,2,...,2¢ zusammengenommen eine endliche
Teiliiberdeckung von K, und eine solche gibt es ja nach Annahme nicht.

Wir nehmen uns diesen nicht endlich iiberdeckbaren Wiirfel her und setzen Q1 :=
Qo,jo- Nun zerlegen wir diesen Wiirfel genauso und fahren das selbe Argument
wieder. Das liefert uns einen Teilwiirfel Qo von ¢y mit L(Qy) = ¢/4, so dass
)2 N K keine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Iteration dieses Arguments liefert eine Folge @);, 7 € N, von Wiirfeln mit Qo 2
Q12 Q22 ... und L(Q;) = £/2 fiir alle j € N, so dass jeweils Q; N K keine
endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Wir wihlen nun fiir jedes j € N ein z; € @; N K. (Diese Mengen sind sicher
alle nicht leer, denn die leere Menge besitzt eine sogar sehr endliche Teiliiberde-
ckung.) Von der so entstehenden Folge (x;) zeigen wir nun zunéchst, dass sie eine
Cauchyfolge ist. Dazu sei € > 0. Dann gibt es ein ng € N mit /2™ < . Sind nun
n,m > ng, so gilt z,, x,, € Q,,, womit folgt

l
|20 — Tmlloo < L(Qny) = om0 <Eé.
Nach Beispiel ist K¢ mit der oo-Norm vollstéindig, also ist (z;) eine
konvergente Folge und wir nennen deren Grenzwert a. Dann gilt a € K, denn
(z;) war eine Folge in K und K ist abgeschlossen, vgl. Satz B.8 Da {0, :i €I}
eine offene Uberdeckung von K ist, gibt es damit ein iy € I mit a € O;,. Diese
Menge O;, ist eine offene Menge und enthélt damit eine Kugel U,(a) fiir ein klein
genug gewihltes o > 0.
Wir nehmen uns nun ein & € N mit £/2F < p her. Dann gilt a € Q; und fiir alle
x € Qy gilt sogar
l

o~ alle < L(@0) = 55 < 0
d. h. wir haben

Qk NnK g Qk g UQ((I) g Oioa

im Widerspruch dazu, dass @, N K keine endliche Teiliiberdeckung hat. O
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5. Stetigkeit

Wir wollen nun den Begriff der Stetigkeit auf metrische Rdume verallgemeinern.
Das geht wieder geradeaus, indem wir in der Definition aus R alle Ausdriicke der
Form |z — y|“ durch ,d(x,y)“ ersetzen.

Im gesamten Kapitel seien nun (M, dy,) und (N, dy) zwei metrische Rédume.
Bevor wir loslegen, sei zunéchst an einige elementare Zusammenhénge zwischen
Bildmengen bzw. Urbildmengen von Funktionen erinnert, die wir im Folgenden
immer wieder verwenden werden.

Erinnerung 5.1. Es seien A, B zwei Mengen f : A — B eine Funktion und 7
eine beliebige Indexmenge. Sind dann C,C; C A, sowie D, D; C B fiir i € I, so
gelten die folgenden Aussagen:

(&) f(Uicr Ci) = Ui F(Ci) und f(Nig; Ci) € Nies F(Co).
(b) F7 (Uies Di) = Uiy fF7H(Di) und f~H(Nigy Di) = Nier f7H(D0).
(c) f7H(f(C)) 2 Cund f(f~1(D)) € D.
(d) f7H(D) = (f1(D))".
Definition 5.2. Eine Funktion f : M — N heifst

a

(a) stetig in xg € M, wenn fir alle e > 0 ein § > 0 existiert, so dass fir alle
x € M mit dy(z,z0) < 6 gilt dn(f (), f(z0)) < e.

(b) stetig auf M, wenn f in allen Punkten xq € M stetig ist.

Bemerkung 5.3. In Termen von e-Umgebungen lésst sich obige Definition von
Stetigkeit in xy auch schon so hinschreiben:

Ve > 036 > 0 Ve € Us(xg) : f(z) € Us(f(x0)).

Man beachte, dass dabei die Umgebung um zy in M beziiglich d; gebildet wird
und die Umgebung um f(zg) in N beziiglich dy.

Schreibt man das noch konsequenter um, so ergibt sich, dass f in xy genau dann
stetig ist, wenn

Ve > 030> 0: f(Us(wo)) C Uo(f(x0))
gilt.

31



5. Stetigkeit

Wie schon in R kann man Stetigkeit dquivalent auch mit Hilfe von Folgengrenz-
werten definieren. Aulerdem gibt es noch eine dritte dquivalente Umformulierung
mit Hilfe von Umgebungen. Das wollen wir nun zeigen.

Satz 5.4. Sei f: M — N eine Funktion und xo € M. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent.

(a) f ist stetig in xo.

(b) Fiir jede Folge (x,) in M mit lim, o x, = xo gilt im,_, f(x,) = f(xo).
(Folgenstetigkeit)

(¢) Fiir jede Umgebung V- C N won f(xzo) gibt es eine Umgebung U C M wvon
xog mit f(U) C V.

Beweis. Die Aquivalenz zwischen @ und @ ist analog zum Beweis in Analysis I.
Wir zeigen noch, dass @ und dquivalent sind.

Zunéchst sei also f in xy stetig und V' C N eine Umgebung von f(x). Nach
Definition einer Umgebung existiert dann ein € > 0 mit U.(f(z¢)) € V und dank
der Stetigkeit von f in zq gibt es zu diesem € ein 6 > 0 mit f(Us(zo)) C Uc(f(z0)),
vgl. Bemerkung [5.3] Damit ist U := Us(xy) € M eine Umgebung von z, mit
fU) CUA(f(x)) €V, d. h. U erfiillt die im Satz geforderten Bedingungen.
Wir wenden uns also noch der Implikation ,|(c)=1(a)f* zu. Sei dazu € > 0 vorgege-
ben. Wir betrachten V := U.(f(x¢)) als Umgebung von f(zo). Nach |(c)| existiert
dann eine Umgebung U C M von xy mit f(U) C V. Also gibt es ein 6 > 0 mit
Us(zp) C U und es gilt

f(Us(x0)) € f(U) CV = U(f(x0)),
d. h. f ist stetig in xg nach Bemerkung [5.3] O
Wie im letzten Semester definieren wir:

Definition 5.5. Sei D C M, f: D — N eine Funktion, xqo € M ein Hdaufungs-
punkt von D und a € N. Wir schreiben

e =a

falls fiir jede Folge (x,) in M \ {xo} mit lim,,_,o x, = x¢ gilt lim,,_, f(z,) = a.

Auch der Beweis des folgenden Satzes lédsst sich direkt aus der Analysis I {iber-
tragen.

Satz 5.6. Es sei f: M — N eine Funktion, xo € M ein Hdaufungspunkt von M
und a € N.

(a) Ist fir jede Folge (x,) in M \ {x¢}, die gegen xo konvergiert, die Folge
(f(xy,)) konvergent, so existiert der Grenzwert lim,_,,., f(z).
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(b) Es gilt lim,_,,, f(x) = a, genau dann wenn fir jedes € > 0 ein § > 0
existiert, so dass fir alle v € Us(zo) \ {xo} gilt f(z) € U(a).

Wir geben noch zwei dquivalente Beschreibungen fiir Stetigkeit auf M an, die die
Stetigkeit nur mit Hilfe der Begriffe offen/abgeschlossen charakterisieren. Wir
werden darauf im Abschnitt [E] zuriickkommen.

Satz 5.7 (Topologische Stetigkeit). Es sei f : M — N eine Funktion. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent.

(a) [ ist stetig auf M.
(b) Fiir alle offenen Teilmengen O C N ist f~1(O) C M offen.
(c) Fiir alle abgeschlossenen Teilmengen A C N ist f~1(A) C M abgeschlossen.

Beweis. [(@)={(b)l* Sei O C N eine offene Menge. Ist f~1(0) = 0, so ist f~1(O)
offen. Wir kénnen uns also auf den Fall f~!'(O) # () konzentrieren. Sei
zo € f71(O) gewihlt. Dann ist unser Ziel nun nachzuweisen, dass z, ein
innerer Punkt dieser Menge ist.

Wir haben f(zq) € f(f~1(0)) € O und O ist offen, also gibt es ein ¢ > 0
mit U.(f(z0)) C O. Zu diesem ¢ gibt es, dank der Stetigkeit von f ein d > 0,
so dass f(Us(zo)) C Uc(f(z0)) C O ist. Also ist Us(zg) € f~1(O) und das
bedeutet, dass zg ein innerer Punkt von f~1(0) ist. Daxy € f~1(O) beliebig
war, ist diese Menge damit offen.

S(b)=i(c)“ Sei A C N abgeschlossen. Dann ist A¢ offen in N und nach Vor-
aussetzung ist somit f~1(A°) offen in M. Wegen f~1(A¢) = (f~1(A))° ist
damit f~!(A) abgeschlossen in M.

#(c)=1(b)[“ Genauso wie im vorigen Punkt ist fiir jede offene Menge O C N, die
Urbildmenge f~1(0°¢) = (f~(0))¢ abgeschlossen und das bedeutet, dass
F7HO) offen ist.

W(b)=i(a)[* Sei xy € M beliebig und € > 0 gegeben. Dann ist U.(f(zo)) eine
offene Menge in N. Also ist nach Voraussetzung f~'(U.(f(zo))) offen in

M. Nun liegt aber xy in dieser Menge und ist damit ein innerer Punkt.
D. h. es gibt ein § > 0 mit Us(zo) C f~H(U.(f(x))). Das liefert

FUs(wo)) € f(f~H(U=(f(20)))) € Ue(f(20))
und das bedeutet genau Stetigkeit von f in xg. [

Beispiel 5.8. Wir schauen uns wieder den Extremfall der diskreten Metrik an,
vgl. Beispiel [(a)] Ist die Metrik dj; auf M die diskrete Metrik, so ist nach
Beispiel jede Teilmenge von M offen. Also ist fiir eine Funktion f: M — N
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5. Stetigkeit

auch f~1(O) fiir jede offene Teilmenge O von N offen. Das bedeutet, dass in

diesem Fall jede Abbildung auf M stetig ist.

Ist N mit der diskreten Metrik ausgestattet, so ist jede Teilmenge von N offen.
Damit eine Funktion f : M — N in diesem Fall stetig ist, muss also f~!(B) fiir
jede Teilmenge B von N eine offene Menge sein. Es gibt in diesem Fall also i. A.
sehr wenige stetige Funktionen. Wie viele es gibt héngt von der Metrik auf M

ab.

In dieser Vorlesung werden wir uns die meiste Zeit mit Funktionen f : R? — RP
beschiéiftigen, also sollten wir auch noch ein solches Beispiel betrachten.
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Abbildung 5.1.: Der Graph der Funktion (x,y) w;’ny

Beispiel 5.9. Wir betrachten die beiden Funktionen f, g : R? — R mit

—4 falls
— 2 +y2 9
f@y) {0, falls

(z,y) # (0,0)
(z,y) = (0,0)

_[EL falls (2,y) # (0,0),
g(x’y)_{o,+ falls (2,3) = (0,0)

vgl. Abbildungen [5.1] und Zunéchst ist in beiden Funktionsvorschriften der
Nenner fur alle (z,y) # (0,0) immer ungleich Null, also sind beide Funktionen

f und g in allen Punkten (x,y) # (0,0) nach den Grenzwertsétzen stetig. Es
bleibt uns nur die Stetigkeit in (0,0) zu {iberpriifen. Hierzu greifen wir auf die
Charakterisierung via Folgenstetigkeit zuriick, vgl. Satz [5.4]
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Abbildung 5.2.: Der Graph der Funktion (z,y) — -~

2 +y2

Zu f: Wir betrachten die Folge

(an)nEN = ((1/71, 1/n))neN

in R%. Diese konvergiert gegen (0,0), wobei a, # (0,0) fiir alle n € N gilt. Daher
18t 1 .
n2
flan) = f(1/n,1/n) = 7 =5
T 2
fir alle n € N. Das liefert uns lim,_, f(a,) = 1/2 # 0 = f(0,0). Also ist f in
(0,0) nicht stetig.

Zu g: Essei (a,) eine Folge in R? mit lim,,_,o a, = (0,0). Dann ist a,, = (2, y»)
fir n € N mit den beiden reellen Koordinatenfolgen (z,) und (y,). Aulerdem
gilt fiir alle n € N, fiir die z,, # 0 ist,

_ vl ol
2y a2

2
LnYn
2 2
ot Yy

l9(an)| =

Ist z, = 0, so gilt auf jeden Fall |g(a,)| = 0 < |y,|, also haben wir diese Unglei-
chung fiir alle n € N.

Da (y,) und damit auch (|y,|) eine Nullfolge ist, gilt nach dem Sandwich-Theorem
lim,, 00 g(an) = 0 = g(0,0), was gerade bedeutet, dass g in (0,0) stetig ist.

Mit zu den einfachsten Abbildungen zwischen Vektorrdaumen gehoren die linearen
Abbildungen (Grufl an die Lineare Algebral). Diese spielen in vielen Bereichen
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5. Stetigkeit

der Mathematik eine wichtige Rolle und werden auch in dieser Vorlesung zentral
sein. Deshalb wollen wir uns nun mit der Stetigkeit dieser Funktionen befassen.

Satz 5.10. Es seien (V.|| -||lv) und (W, || - |lw) zwei normierte Vektorriume und
T :V — W eine lineare Abbildung. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(a) T ist stetig auf V.

(b) Es gibt ein o € V', so dass T in xq stetig ist.

(c) T ist Lipschitz-stetig.

(d) Es gibt ein C >0 mit | Tx||lw < C||z|v fir allex € V.

Beweis. (a)={(d)* Fir 2 = 0 gilt wegen T'x = 0 die Aussage immer und fiir
jedes C' > 0. Sei also z € V \ {0}. Nach Voraussetzung ist T" stetig in 0,
also existiert zu ¢ = 1 ein 0 > 0 mit | Ty||lw = ||Ty — T0||w < 1 fiir alle
y € V mit |ly]ly = |ly — 0||y < 4. Es ist nun

_Oll=lly 9

b <
| =0 == .
20jzlly v 2zl 2

Also wissen wir dank der Linearitat von T

Ta|w = T == yy < 2zl
ITlw H 5 <2Hx||vx> w 5“5“”{ (2||x||vx> WJ—(SHL”’”V
<

S(d)E{(c)* Fiir alle z,y € V gilt dank der Linearitidt von 7' und nach Voraus-
setzung
[Tz = Tyllw = [IT(x = y)llw < Cllz —yllv

und das ist gerade Lipschitz-Stetigkeit.
S(c)=1(b)[“ Aus Lipschitz-Stetigkeit folgt sofort Stetigkeit in einem Punkt.

J(b)={(a)“ Es sei nun T stetig in 29 und y € V beliebig. Zum Nachweis, dass T
auch in y stetig ist, betrachten wir eine Folge (z,,) in V' mit lim,, ,, x, = .
Dann gilt wieder dank der Linearitdt von 7T’

T(xn) =T(xn —y+20+y—20) = T(20 —y +20) +T(y — 20).

Nun konvergiert die Folge (x,, —y + x¢) gegen xy und da 7" dort stetig ist,

gilt
lim T'(z,) = lim T(z, —y + x¢) + lim T(y — xo)
= T(x0) + T(y — wo) = T(wo) + T(y) — T(wo) =T (y)-
Nach Satz [5.4]ist also T in y stetig. O
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Definition 5.11. Sind V, W zwei normierte Vektorrdume, so notieren wir
LV,W):={T:V — W |T linear und stetig}.
Ist V- =W, so schreibt man auch L(V') statt L(V,V).

Satz 5.12. Seien (V. ||-||v), (W, ||-|lw) und (X, ||-||x) drei normierte Vektorrdume
und V, X # {0}.

(a) Mit
T := sup{||Tz||w : z € V mit |||y =1}, T e L(V,W),
ist (L(V, W), | -1|) ein normierter Vektorraum.

(b) Die Norm aus|[(a) erfillt
i) |Tx|lw < |T||||x||v fir alle x € V und alle T € L(V,W) sowie

i) | TS| < TS| fir alle T € L(V,W) und S € L(X,V).
Beweis. Ubung.

Bemerkung 5.13. (a) Eine lineare Abbildung, die die Eigenschaft @ aus
Satz erfiillt, wird oft als beschrankt bezeichnet. In diesem Sinne sagt
Satz [5.10] dass eine lineare Abbildung genau dann stetig ist, wenn sie be-
schrankt ist.

Aber Vorsicht: Eine beschrinkte lineare Abbildung ist keine beschriankte
Funktion im dem iiblichen Sinne, dass die Bildmenge der Funktion eine
beschrinkte Menge ist! Dessen muss man sich beim Umgang mit diesem
Begriff immer bewusst sein.

(b) Die Norm in Satz heifit Operatornorm, oder im Falle von endlichdimen-

sionalen Vektorraumen auch (zu || - ||y und || - ||w assoziierte) Matriznorm.
Ubungsaufgabe 5.14. Zeigen Sie, dass im Fall V = R? mit || - ||y = || - || und
W =RP mit || |lw = || - || die assoziierte Matrixnorm in RP*? gegeben ist durch

die Zeilensummennorm:
d
p
|Allzs = I?EFZ lajel, A= (@)=, phet,.a € RP
k=1

Gibt es denn tiberhaupt unstetige lineare Abbildungen? Jal! Das zeigt die folgende
Ubungsaufgabe.

Ubungsaufgabe 5.15. Zeigen Sie, dass die Abbildung 7" : (C([0, 1]), || - [lee) —
(C([0,1]), ]| - [|loo) mit T'(f) = f' eine unstetige lineare Abbildung ist. Sie kénnen
dazu die Funktionen f,,(¢) = sin(n?t)/n betrachten.

37






6. Eigenschaften stetiger Funktionen

Nun ist es Zeit zu ernten und unsere zentralen Sétze iiber stetige Funktionen
im neuen allgemeinen Gewand zu beweisen. Auch hier seien wieder (M, dys) und
(N,dy) zwei metrische Raume.

Wir beginnen mit dem Satz, dass stetige Funktionen auf kompakten Mengen ihr
Minimum und Maximum annehmen. Dieser ist so natiirlich nicht mehr formulier-
bar, denn metrische Rdume haben im Allgemeinen keine Ordnungsstruktur, aber
eine verallgemeinerte Version lésst sich erfreulich kompakt hinschreiben.

Satz 6.1. Sei f : M — N eine stetige Funktion. Ist M kompakt, so ist auch
f(M) kompakt.

Bemerkung 6.2. (a) Ist N = R, so liefert die Kompaktheit von f(M) gerade,
dass f beschrénkt ist, und dass das Supremum und Infimum von f(M) zu
f(M) gehoren. D. h. f nimmt dann sein Minimum und Maximum an.

(b) Der Satz ist fiir kompakte metrische Réume formuliert. Man beachte, dass
jede kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes selbst (mit der induzier-
ten Metrik) ein kompakter metrischer Raum ist. In diesem Sinne bekommt
man also das gleiche Ergebnis, wenn f nur auf einer kompakten Teilmenge
eines metrischen Raums definiert /stetig ist.

Beweis von Satz[61. Sei {O; : i € I} eine offene Uberdeckung von f(M) in N.
Dann ist dank der Stetigkeit von f die Menge f~1(O;) fiir alle i € I eine offene
Teilmenge von M nach Satz [5.7, Auflerdem ist

mcan) et (Jo) =UJron.

Also ist {f~'(0;) : i € I} eine offene Uberdeckung von M. Da M kompakt ist,
kénnen wir eine endliche Teiliiberdeckung {f~(O;,), f ' (Os,), ..., f71O;,)} mit
einem r € N auswéhlen und es gilt

T T

f(M) € f(L;J o)) =r(r(Uoy)) cUo

Jj=1 J=1

Wir haben also damit eine endliche Teiliiberdeckung von f(M) gefunden und
sind fertig. O
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6. Eigenschaften stetiger Funktionen

Dieser Satz hat weitreichende Konsequenzen. Wir wollen ein paar Schlussfolge-
rungen ziehen, die viele Betrachtungen aus diesem und den vorigen Abschnitten
zusammenfiihren.

Satz 6.3. Ist V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, so sind alle Normen
auf V' dquivalent.

Beweis. Wir beginnen den Beweis damit, uns die Arbeit etwas zu vereinfachen.
1. Reduktion: Es reicht aus V = K¢ zu betrachten.

Sei d = dim(V'). Dann schenkt uns die lineare Algebra einen Vektorraumisomor-
phismus 7' : K¢ — V. Sind nun zwei Normen || - || und || - || auf V gegeben, so
definieren wir auf K die beiden Normen (nachrechnen!)

|||z = [|Tz]] und llzllz = ITxll, xr e K%

Gehen wir nun davon aus, dass wir das Resultat fiir K¢ schon kennen, so haben
wir ¢, C > 0 mit c||z||r < llzllr < C||lz||r fiir alle x € K% Damit gilt fiir alle
veV

ol = NTT ol = N1T iy < C|T || = C||TT || = C||v||

und genauso

ol = eITT "ol = | T llr < NT M olle = NTT 0l = livll.
2. Reduktion: Es reicht, dass jede Norm in K¢ dquivalent zu || - ||5 ist.
Seien || - || und || - || zwei Normen in K¢, die beide dquivalent zur 2-Norm sind,

d. h. es gibt ¢, C1, co, C > 0 mit
allz]] < lz|ls < Cillz|| und  ellzll < ||z]e < Collzll  fiir alle z € K.

Dann gilt fiir alle z € K% auch
Cy

o]

—||T — |7 X — ||
02 - CQ 2= - Co 2=

und auch || - || und || - I sind dquivalent.

Wir kommen jetzt also zum Hauptbeweis. Es bleibt noch zu zeigen, dass jede
Norm in K¢ dquivalent zur 2-Norm ist. Sei also || - || eine Norm auf K.

Wir bezeichnen mit {e;, ey, ..., eq} die Standardbasis von K. Dann gilt fiir jedes
= (21,29,...,24)7 € K¢mit Hilfe der Dreiecksungleichung

d d d
lall = {2 @ses]| < D lasesll = 3 laslllesl
j=1 j=1 j=1
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Den letzten Ausdruck kénnen wir nun als ein Standardskalarprodukt der beiden
Vektoren (|z1], |22, ..., |za)T und (|les], |lezl;- - -, leal)T in K¢ auffassen. Also
folgt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung aus Satz

|zdl leall 7=t

1l el d a
HxH=< S N >§ DIzl | D llesl? = Clizle,
j=1
—_———

=:C

und da offensichtlich C' > 0 gilt, haben wir schon die erste Abschétzung und
damit die halbe Miete.

Die umgekehrte Abschétzung c||z|ls < ||z| ist ein bisschen tiefliegender. Wir
betrachten dazu die Menge

S:={ze Ke: ||z|2 = 1}

und setzen ¢ := inf{||z|| : € S}. Man beachte, dass dieses Infimum existiert, da
die betrachtete Menge nicht-leer und nach unten (durch 0) beschrankt ist. Dieses
¢ ist nun unser Kandidat fiir die gesuchte Abschétzung und tatséchlich gilt fiir
alle z € K%\ {0}, da z/||z|]y € S ist,

X
lall = llells|| = || = llall2 -
[ ]]2

und banalerweise gilt auch ||0|| = 0 > ¢-0 = ¢[|0]|2. Es bleibt noch ein klitzekleines
Problem: Wir miissen irgendwie sicherstellen, dass ¢ > 0 ist.

Dazu nehmen wir an, es wére ¢ = 0. Das bedeutet, dass fiir jedesn € Neinz, € S
existiert mit ||z,|| < 1/n. Damit ist (x,,) eine Folge in S mit lim,_, ||z,| = 0.
Weiter ist S nach dem Satz von Heine-Borel eine in (K% | - ||2) kompakte
Teilmenge, also hat (x,) nach Satz eine beziiglich der 2-Norm konvergente
Teilfolge (2, ) mit Grenzwert a € S. Insbesondere gilt ||all; = 1.

Andererseits gilt nach dem schon oben bewiesenen fiir alle k € N

1
lall < lla = 2nell + lln |l < Clia = 2ayllo + |@n, ]l < Cllzn, = alla + 2=
und mit &k — oo folgt ||a|| < C'-0+0 = 0. Dank der Definitheit der Norm ist also

a = 0 und damit auch ||al|s = 0, was der angestrebte Widerspruch ist. O

Nach so vielen dquivalenten Normen koénnte man auf die Idee kommen, dass es
gar keine nicht dquivalenten Normen gibt. Das wére aber zu endlichdimensional
gedacht. Hier ist ein typisches Beispiel.

Beispiel 6.4. Auf V' = C(][0, 1]) betrachten wir die beiden Normen

1l = / SOt wd [flle = max |f®)], £ € C(0,1]),

te(0,1]
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6. Eigenschaften stetiger Funktionen

vgl. Beispiel Dann gilt fiir alle f € C(]0,1]) nach der Standardabschitzung
fiir Integrale

1
WM—ALWN&SWMO—M—WM,

aber die Normen sind nicht dquivalent, wie man an dem folgendem Beispiel, vgl.
Beispiel 1.21.2(c), sieht.

Fiir jedes n € N ist
2nt
t) = ——=
flt) 1+ n2t?’

aus C([0,1]) und es gilt || f,.||co = 1 fiir alle n € N. Andererseits gilt aber

t €[0,1],

! boont 1 1
nlh = (O dt = | ———= dt = —In(1 + n’?
Il = [ 101t = [ dt = ()|,

1
=—In(1+n°) — 0 (n— o).
n

Nehmen wir an, es gibe ein C' > 0 mit |||l < C| f]1 fiir alle f € C([0,1]), so
folgt damit der Widerspruch

1 1
Mit der Erkenntnis, dass in endlichdimensionalen Rdumen alle Normen dquiva-
lent sind, kénnen wir nun einige Dinge vereinfachen. Beispielsweise gilt folgen-
des schéne Konvergenz- bzw Stetigkeits-Kriterium fiir K%wertige Folgen bzw.
Funktionen, das uns wieder auf Konvergenz- bzw. Stetigkeitsbetrachtungen in K
zuriickbringt.

Satz 6.5. (a) Fine Folge (z,) = ((Tp1,Tn2,s -, Tna)’) in K konvergiert ge-
naw dann, wenn jede Koordinatenfolge (z,;), j =1,2,...,d, in K konver-
giert. In diesem Fuall gilt

hmn—>oo Tn,1
hmn—>oo Tn,2

lim z, =
n—oo

hmn—)oo Tn,d

(b) Es sei f: M — K? eine Abbildung mit Koordinatenfunktionen f; : M —
K, fi(z) = f(x);, j=1,2,...,d. Dann ist f genau dann stetig, wenn alle
fi»i=1,2,...,d, stetig sind.

Bewers. Wir kiimmern uns hier nur um @L die zweite Aussage bleibt als Ubungs-
aufgabe stehen. Ist einerseits (x,) eine in K¢ gegen x € K? konvergente Folge,
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so konvergiert sie insbesondere beziiglich der co-Norm, denn auf K? sind ja alle
Normen #dquivalent. Also gilt fiir jedes j =1,2,...,d

d
[#ng — | < max|zn; — 2j] = ||z — 2fle — 0 (n = 00).

Sind andererseits alle Koordinatenfolgen (z,, ;) konvergent gegen z; € K fiir j =
1,2,...,d, so gilt mit x = (21, 29,...,24)7

) . d
lim ||z, — 2|/ = nh_)rxolo :alx\xn’j — x| =0,

n—oo

J

also konvergiert dann (z,) gegen z in K% wobei wiederum egal ist mit welcher
Norm dieser Raum daherkommt. O]

Wir kénnen nun auch den kompletten Satz von Heine-Borel beweisen. Dazu brau-
chen wir zunéchst das folgende beruhigende Ergebnis.

Satz 6.6. Sind (V.| - |lv) und (W,| - |lw) normierte Vektorriume und ist V
endlichdimensional, so ist jede lineare Abbildung T : V — W stetig.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung || - I : V' — R mit llzll := ||z||v + ||Tz|lw,
x € V. Dies ist eine Norm auf V' (nachweisen!) und damit ist diese nach Satz
dquivalent zu || - ||y, d. h. es gibt ein C' > 0 mit f|lzll < C||z||y fiir alle z € V.
Also ist

|Tz|lw < ||z|lv + | Tz|lw = llzll < Cllz|yv fir alle z € V.
Das liefert nach Satz die Stetigkeit von T'. O

Satz 6.7 (Heine-Borel, Vollversion). Eine Teilmenge eines endlichdimensionalen
normierten Vektorraums ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und
beschrinkt ist.

Beweis. Fiir (K2, || - ||) mit einer beliebigen Norm folgt die Aussage aus Satz
und Satz Ist V ein anderer d-dimensionaler K-Vektorraum mit Norm || - ||y,
so gibt es wieder einen Isomorphismus 7" : K¢ — V und dieser ist ebenso wie 77!

nach Satz [6.6] stetig.
Sei nun K C V abgeschlossen und beschriinkt. Dann ist 7-}(K) C K? nach

Satz als Urbild einer abgeschlossenen Menge unter einer stetigen Abbildung
ebenfalls abgeschlossen. Aufierdem gilt fiir alle x € T71(K), dass Tz in K liegt,
also ist fiir alle x € T~!(K) nach Satz

] = 1T Tl < T~ lvowal| Tellv < 1T~ lvoxasup{llyllv - y € K}

Zusammengenommen ist T~ (K) eine abgeschlossene und beschréinkte Teilmenge
von K¢ also nach obiger Uberlegung kompakt. SchlieBlich ist dann auch K =
T(TY(K)) als stetiges Bild einer kompakten Menge nach Satz|6.1| kompakt. [J
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6. Eigenschaften stetiger Funktionen

Bemerkung 6.8. Als Information fiir die Zukunft sei hier noch vermerkt, dass
der Satz von Heine-Borel sogar endlichdimensionale Raume charakterisiert. Tat-
séchlich ist die abgeschlossene Einheitskugel eines normierten Vektorraums genau
dann kompakt, wenn dieser endlichdimensional ist. Zum Beweis sei hier auf die
Vorlesung ,,Funktionalanalysis® verwiesen.

Wir wollen abschliefend noch den Begriff der gleichméfligen Stetigkeit verallge-
meinern.

Definition 6.9. Eine Funktion f : M — N ist gleichméaBig stetig auf M, wenn
fir jedes € > 0 ein 6 > 0 existiert, so dass fir alle x,y € M mit dy(z,y) < 6
gilt, dass dy(f(z), f(y)) < € ist.

Wie in Satz 1.22.4 gilt auch in diesem allgemeinen Kontext, dass stetige Funktio-
nen auf kompakten Rdumen sogar gleichméBig stetig sind. Der Beweis verlduft
analog wie damals.

Satz 6.10. Es set M kompakt und f : M — N stetig. Dann ist f gleichmdfig
stetig auf M.

Die wichtigste Eigenschaft gleichméfig stetiger Funktionen ist, dass diese sich
unter geeigneten Voraussetzungen auf den Rand ihres Definitionsgebietes stetig
fortsetzen lassen. Dies formulieren wir exakt im folgenden Satz.

Satz 6.11. Es sei N vollstindig und D C M. Ist [ : D — N gleichmdfsig stetig,
so existiert eine eindeutige stetige Fortsetzung f : D — N wvon f.

Beweis. Wir zeigen, dass fiir jedes zo € D\ D der Grenzwert lim, ., ep f(2)
existiert. Man beachte dabei, dass jedes © € D\ D ein Haufungspunkt von D ist
und damit der betrachtete Grenzwert sinnvoll ist. Haben wir das gezeigt, so ist

R o f(ZC), T e D:
fx) = {limy_m,yep f(y), x€ D\ D,

eine stetige Fortsetzung und diese ist auch eindeutig, denn der obige Funktions-
grenzwert ist ja die einzige Wahl, die zu einer stetigen Funktion fiihrt.

Sei nun also zp € D\ D. Zum Nachweis der Existenz des Funktionsgrenzwertes zei-
gen wir, dass fiir jede Folge (z,,) in D, die gegen xy konvergiert, die Folge (f(x,))
eine Cauchyfolge ist. Dann ist diese Dank der vorausgesetzten Vollstandigkeit
von N konvergent und die Existenz von lim, . zep f(2) folgt mit Satz [5.6][(a)]
Sei € > 0. Dann existiert dank der gleichméfligen Stetigkeit von f ein § > 0 mit
dy(f(z), f(y)) < € fir alle z,y € D mit dy(z,y) < 0. Aus der Konvergenz von
T, gegen xy bekommen wir dann weiter ein ng € N, so dass dy/(z,, xo) < §/2 ist
fiir alle n > ng. Nun gilt fiir alle n,m > ng

)
dM(ZEn,QEm) < dM(l'n,.il?o) + dM(.CEo,xm) < 5 + 5 = .

44



Also ist dy(f(zy), f(zm)) < e fiir alle n,m > ng und das bedeutet gerade, dass
(f(z,)) eine Cauchyfolge in N ist. O

Nun miissten wir ein grofles Projekt starten und viele unserer Begriffe und Er-
kenntnisse iiber Folgen, Reihen und Funktionenfolgen aus der Analysis I auf all-
gemeine metrische Rdume, normierte Vektorrdume oder zumindest den K¢ ver-
allgemeinern. Das ist konzeptionell nicht besonders schwierig — meistens miissen
nur Betragsstriche durch Normen ersetzt werden — wiirde allerdings die uns zur
Verfiigung stehende Zeit deutlich sprengen.

Die fiir das weitere Vorgehen wichtigsten Sdtze sind darum in der folgenden
Ubungsaufgabe gesammelt. Diese gibt Thnen eine gute Gelegenheit zu iiberpriifen,
ob Sie ein Gefiihl fiir unseren Ubergang von K zu K? bekommen haben. Zum Teil
beinhalten diese Aussagen Begriffe, die wir hier noch gar nicht definiert haben,
z.B. absolute Konvergenz einer Reihe. Das sollten Sie dann zunéchst selbst erle-
digen. Keine Sorge, das geht jeweils ganz ohne Fulangeln.

Ubungsaufgabe 6.12. (a) Sei (V, |- ||y) ein Banachraum. Dann ist jede in V'
absolut konvergente Reihe auch konvergent.

(b) Sind (V|| - [lv), (W,] - |lw) normierte Vektorrdume, D C V', f.g: D — W
stetig und «, 5 € K, so sind auch af + Bg und || f||w stetig.

Ist dabei W = K, so sind auch fg und, falls g Nullstellen-frei ist, auch f/g
stetig.

Ist schlieBlich (X, || - ||x) ein weiterer normierter Vektorraum, H C W mit
f(G) C H,und h: H— X stetig, so ist auch ho f stetig.

(c¢) Sind f, : M — N stetige Funktionen und ist die Funktionenfolge (f,)
gleichméBig konvergent gegen eine Funktion f : M — N, so ist auch f
stetig.
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E. Exkurs: Topologie

Wenn man iiber Konzepte wie Stetigkeit und Konvergenz reden will, scheint ei-
ne Metrik eine Mindestanforderung zu sein. Tatséchlich ist es durchaus moglich
iiber diese Grundbegriffe der Mathematik zu reden, ohne einen Abstandsbegriff
zu haben. Es reicht aus, zu wissen welche Teilmengen offen sind. Mit dieser ,,mini-
malistischen* Mathematik beschéftigt sich die Topologie und auch wenn sich das
jetzt etwas abgehoben anhoren mag, ist das ein sehr fruchtbarer Zweig der Ma-
thematik, der viele verborgene Zusammenhénge offenbart und von Zeit zu Zeit
ist dieser Zugang sogar der einzig Mogliche, da man einfach keinen passenden
Abstandsbegriff zur Verfiigung hat.

In diesem Abschnitt machen wir einen kleinen Schnupperkurs in Topologie, der
Ihnen die Grundidee zeigt und darlegt, wie die Grundkonzepte der Analysis in
diesem allgemeinen Kontext definiert werden konnen. Fiir alle genaueren Betrach-
tungen muss an dieser Stelle dann auf die Literatur und weitergehende Vorlesun-
gen verwiesen werden.

Wir wollen also mit einem Konzept von offenen Mengen starten. Diese sollen sich
zumindest so verhalten, wie wir das von offenen Mengen in metrischen Rdumen
gewohnt sind. Das ist der Hintergrund der folgenden Definition.

Definition E.1. Sei X # () eine Menge. Fin Mengensystem T C P(X) von
Teilmengen von X heifit Topologie auf X, wenn folgende Bedingungen erfiillt
sind:

(a) DT und X €T,
(b) Fiir alle Ay Be€T git ANB€T,
(c) Fir jedes Teilsystem U C T gilt Upeyy B € T

Die Elemente von T nennt man in diesem Fall offen und (X,T) wird als topo-
logischer Raum bezeichnet.

Hat man zwei Topologien T und S auf einer Menge X und gilt S C T, so sagt
man, dass S grober ist als T und nennt T feiner als S.

Damit kann man leicht abgeleitete Begriffe, wie abgeschlossene Mengen und Um-
gebungen definieren.

Definition E.2. Sei (X,7T) ein topologischer Raum.
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E. Exkurs: Topologie

(a)

(b)

Fine Menge A C X heifst abgeschlossen, wenn X \ A offen ist, d. h. in T
liegt.

Sei x € X. Eine Menge U C X heifit Umgebung von x, wenn ein O € T
existiert mit x € O C U.

Beispiel E.3. (a) Ist (M,d) ein metrischer Raum, so bildet

T :={0 C M : O offen}

nach Satz[2.6|eine Topologie. Jede Metrik erzeugt auf diese Weise kanonisch
eine zu ihr passende Topologie. In diesem Sinne ist jeder metrische Raum
auch ein topologischer Raum.

Wir hatten in Beispiel festgestellt, dass beziiglich der diskreten Metrik
jede Teilmenge offen ist. Diese Metrik fithrt also auf eine Topologie, in der
jede Menge offen ist, d. h. es ist 7 = P(X). Diese heifit auch diskrete
Topologie und ist die feinste Topologie, die moglich ist.

Am anderen Ende der Skala kann man auf jeder nicht-leeren Menge X die
indiskrete oder auch triviale Topologie T = {0, X} definieren. Dieses ist
offensichtlich die grébste mogliche Topologie und ein Beispiel einer Topo-
logie, die, zumindest wenn X mehr als ein Element enthélt, nicht im Sinne
von @ mit einer Metrik assoziert ist, denn in dieser Topologie gilt das
Hausdorff’sche Trennungsaxiom aus Satz nicht: Sind z,y € X ver-
schieden und U eine Umgebung von x, so muss sofort U = X sein (mehr
Umgebungen gibt es nicht!) und damit gilt auch y € U.

Damit haben wir auch gleich gezeigt, dass die Hausdorff’sche Trennungs-
eigenschaft nicht in jedem topologischen Raum gilt. Das erklért auch den
vielleicht auf den ersten Blick ungewohnlichen Namen ,, Trennungsaziom
von Satz In der Topologie muss dies im Bedarfsfall eben als zusétzli-
ches Axiom gefordert werden.

Bemerkung E.4. Ist (X, 7) ein topologischer Raum und Y C X so ist

Tly ={OnNY :0eT}

eine Toplogie auf Y, die sogenannte Spurtopologie. In diesem Sinne ist jede Teil-
menge eines topologischen Raumes wieder ein topologischer Raum. Ist die To-
pologie auf X durch eine Metrik d gegeben, so ist diese Konstruktion mit der
induzierten Metrik auf der Teilmenge Y vertréglich, d. h. die von dy auf Y er-
zeugte Toplogie ist gleich der Spurtopologie der von d auf X erzeugten Topologie.

Viele der Begriffe, die wir in den vorhergenden Abschnitten mit Hilfe von Me-
triken definiert haben, stellen sich als rein topologisch heraus, d. h. sie lassen
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sich nur iiber die Topologie-Struktur und damit auf jedem topologischen Raum
definieren. Das betrifft ohne Anderung der Definition den Abschluss, das Innere
und den Rand einer Menge (Definition sowie den Kompaktheitsbegriff aus
Definition Minimale Anderungen sind in Definition notig. Hier muss man
die e-Kugeln durch beliebige Umgebungen ersetzen, da die Definition der Kugel
nicht iibertragbar ist.

Uberraschender ist es, dass eben auch Konvergenz und Stetigkeit rein topologisch
definierbar sind. Das wollen wir in diesem Kapitel noch tun. Fiir die Ubertragung
des Konvergenzbegriffs reicht es wieder aus, die e-Kugeln durch Umgebungen zu
ersetzen:

Definition E.5. Eine Folge (x,,) in einem topologischen Raum (X, T) heifit kon-
vergent gegen xo € X, falls fir jede Umgebung U C X von xy ein ng € N existiert
mit x, € U fiir alle n > ny.

Man muss in diesem allgemeinen Zusammenhang aber aufpassen, denn in unge-
wohnten Topologien kann sich auch der Konvergenzbegriff sehr ungewohnt ver-
halten.

Beispiel E.6. Wir betrachten die beiden Extrembeispiele der diskreten und der
indiskreten Topologie.

In Beispiel haben wir bereits gesehen, dass die beziiglich der diskreten To-
pologie konvergenten Folgen genau die sind, die fast iiberall konstant sind. Wir
haben hier also extrem wenig konvergente Folgen.

Wann konvergiert eine Folge in der indiskreten Topologie? Sei dazu X eine nicht-
leere Menge mit der indiskreten Toplogie 7 = {0, X}, (z,) eine Folge in X
und xg € X. Ist U eine Umgebung von xg, so gilt wieder sofort U = X. In dieser
Umgebung ist aber bereits die ganze Folge enthalten, d. h. (z,,) konvergiert gegen
Zg.

Um es sich noch einmal auf der Zunge zergehen zu lassen: Wir haben gerade
gezeigt, dass in einem indiskreten topologischen Raum jede Folge konvergiert und
zwar gleich gegen jeden Punkt. Damit miissen wir insbesondere der Eindeutigkeit
des Grenzwerts ganz klar Adieu sagen.

Wenn man sich noch einmal den Beweis von Satz anschaut, in dem die Ein-
deutigkeit des Grenzwerts im metrischen Raum bewiesen wird, so sieht man, dass
hier ganz zentral das Hausdorff’sche Trennungsaxiom eingeht, aber sonst eigent-
lich nichts. Tatséchlich ist der Grenzwert in jedem topologischen Raum eindeutig,
der dieses Axiom erfiillt.

Fiir die Definiton der Stetigkeit mit rein topologischen Methoden gibt es nun
sogar zwei Mogleichkeiten. Wir kénnen zum Einen auf Satz zuriickgreifen:

Definition E.7. Es seien (X, T) und (Y,S) topologische Riume, f : X — Y
eine Funktion und o € X. Man nennt f
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E. Exkurs: Topologie

(a) stetig in xq, wenn fir jede Umgebung V von f(xq) in' Y eine Umgebung U
von xy in X existiert mit f(U) C V.

(b) stetig (auf X), wenn fir jedes O € S gilt f~1(0) € T.

Ubungsaufgabe E.8. (a) Eine Funktion wie in obiger Definition ist genau
dann stetig auf X, wenn sie in jedem x € X stetig ist.

(b) Verkettungen von stetigen Funktionen sind stetig.
Zum Anderen kann man die Folgenstetigkeit verallgemeinern:

Definition E.9. Es seien (X, T) und (Y,S) topologische Riume, f : X — Y
eine Funktion und xo € X. Man nennt f

(a) folgenstetig in xg, wenn fir jede Folge (x,) in X, die gegen x¢ konvergiert
die Folge (f(x,)) in'Y gegen f(xo) konvergiert.

(b) folgenstetig auf X, wenn sie in jedem xo € X folgenstetig ist.
Satz E.10. Jede stetige Funktion ist folgenstetig.

Beweis. Sei f : (X,T) — (Y,S) stetig, xg € X und (z,) eine Folge in X, die
gegen x konvergiert. Wir wollen zeigen, dass die Folge (f(z,)) in Y gegen f(xo)
konvergiert. Sei dazu V' C Y eine Umgebung von f(zy). Da f in xq stetig ist,
existiert dann eine Umgebung U C X von zp mit f(U) C V. Nun gehen wir mit
dieser Umgebung U in die Definition der Konvergenz von (z,). Das liefert uns

ein ng € N mit x,, € U fiir alle n > ny. Fiir all diese n > ng gilt dann aber
f(z,) € f(U) C V. Damit konvergiert (f(z,)) in Y gegen f(xo). O

Warnung E.11. Die Umkehrung dieses Satzes gilt im Allgemeinen nicht, Fol-
genstetigkeit ist also ein schwécheres Konzept als Stetigkeit.

Beispiel E.12. Es sei X eine Menge und 7, S seien Topologien auf X. Dann
gilt fiir die Identitét id : (X, 7T) — (X, S):

id stetig <= VS €S:id(S) €T +—= VS€S: ST «— SCT.

Ist 7 eine echt feinere Topolgie als S, so ist id : (X,7) — (X, S) stetig, aber id :
(X,S8) — (X, T) nicht. Da diese beiden Abbildungen gerade Umkehrfunktionen
voneinander sind, sieht man an diesem Beispiel auch, dass die Umkehrfunktion
einer bijektiven, stetigen Funktion im Allgmeinen nicht wieder stetig ist.

Das fithrt uns auf die folgende Definition.

Definition E.13. Es seien (X, T) und (Y, S) topologische Raume und f : X —Y
bijektiv. Dann heifst f Homoomorphismus, wenn sowohl f als auch f=! stetig
sind.
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So wie die Vektorraum-Isomorphismen die strukturerhaltenden Abbildungen zwi-
schen Vektorrdumen sind, bilden die Homéomorphismen die strukturerhaltenden
Abbildungen der Topologie. Deshalb sind sie dort von zentraler Wichtigkeit.

Bemerkung E.14. Eine paar Merkregeln: Je feiner eine Topologie ist, desto
mehr

e offene und abgeschlossene Mengen gibt es,

e innere Punkte hat eine Menge,

e Funktionen auf diesem Raum sind stetig,
und desto weniger

e Teilmengen sind kompakt,

Folgen konvergieren,

Punkte enthélt der Abschluss einer Menge,

Funktionen in diesen Raum sind stetig.
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/. Zusammenhang

Fiir einige Aussagen war es im letzten Semester entscheidend, dass der Defi-
nitionsbereich einer Funktion ein Intervall war, z.B. fiir den Zwischenwertsatz.
Das entscheidende an einem Intervall ist dabei, dass es sich um einen zusam-
menhédngenden Klumpen Menge handelt. Einen entsprechenden Begriff wollen
wir nun im Kontext topologischer Rdume kennenlernen.

In diesem Abschnitt sei wieder (X, 7T) ein topologischer Raum.

Wie beschreibt man, dass eine Menge zusammenhéngt, bzw. andersherum for-
muliert, dass sie nicht in mehrere Stiicke zerfallt? Ein erster Versuch wire: Es
gibt nicht zwei nicht-leere, disjunkte Teilmengen, die vereinigt die ganze Menge
ergeben. Dieser fithrt aber ins Leere, denn R halten wir als Intervall fiir zusam-
menhéngend, aber natiirlich ist z.B. R = (—o00,0) U [0,00) und diese beiden
Teilmengen sind disjunkt und nicht-leer. Der Trick ist zu verbieten, dass sich die
betrachtete Menge in zwei nicht-leere, disjunkte und offene Teilmengen zerlegen
lasst.

Definition 7.1. Ein topologischer Raum X # () heifft zusammenhéngend, wenn
fiir alle offenen Teilmengen Oy, O von X gilt: Ist O1UOy = X und O1N 0Oy = 0,
so gilt entweder Oy = () oder Oy = ().

Bemerkung 7.2. Fiir eine Teilmenge Y von X erklért sich der Begriff des Zu-
sammenhangs iiber die Spurtopologie aus Bemerkung [E.4} Y ist zusammenhén-
gend, wenn der topologische Raumm (Y, T |y) zusammenhéngend ist. In diesem

Zusammenhang sei dringend an Warnung [2.3(b)| erinnert, vgl. Beispiel [7.4(a)l

Satz 7.3. Der topologische Raum X ist genau dann zusammenhdingend, wenn
jede stetige Funktion f : X — {0,1} konstant ist. (Dabei ist {0,1} mit der
diskreten Topologie P({0,1}) versehen.)

Beweis. ,,=* Sei X zusammenhingend und f : X — {0, 1} stetig. Da {0} und
{1} in {0, 1} offen sind, gilt dasselbe fiir O; := f~1({0}) und Oy := f~1({1})
nach der Definition von Stetigkeit. Auflerdem gilt

01 U 02 = f_l({O, 1}) =X und 01 N 02 = f_l({O}) N f_l({l}) = Q)

Da X zusammenhingend ist, muss also gelten O; = () oder Oy = 0, d. h. f
ist konstant 1 oder konstant 0.
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7. Zusammenhang

»<="“ Wir argumentieren per Kontraposition. Ist X nicht zusammenhéngend, so
gibt es nichtleere Mengen O,y € T mit O; N Oy = @ und O; U O, = X.
Damit definieren wir die Funktion f : X — {0,1} durch

0, wenn x € Oy,
f(x>={ 1

1, wenn z € Os.

Diese ist auf ganz X wohldefiniert und nimmt sowohl den Wert 0 als auch
den Wert 1 an. SchliefSlich sind wegen

=0, {0} =01, f({1}) =0, ud f7'({0,1}) =X
die Urbilder aller offenen Teilmengen von {0, 1} offen, d. h. f ist stetig. [

Beispiel 7.4. (a) Die Menge [1,2] U [3,4] in R ist nicht zusammenhéingend.
Man beachte dabei, vgl. Warnung [2.3(b)] bzw. Bemerkung [7.2] dass [1, 2]
und [3,4] in dem metrischen Raum [1,2] U [3,4] offene Mengen sind!

(b) Die Mengen K, K¢ und die Einheitskugel U;(0) in K¢ sind zusammen-
hiangend, R \ {0} = (—00,0) U (0,00) ist nicht zusammenhéngend, wohl
aber R4\ {0} fiir d > 2.

(c) Betrachtet man einen diskreten topologischen Raum, d. h. die diskrete
Metrik, so sind alle Teilmengen offen. Damit ist dort jede Teilmenge, die
mindestens zwei Elemente hat, nicht zusammenhingend. Das begriindet
auch den Namen dieser Topologie: Die Punkte eines diskreten topologischen
Raums liegen einzeln und unzusammenhéngend, eben diskret, herum.

(d) Die rationalen Zahlen sind als Teilmenge von R nicht zusammenhéngend,

denn es gilt Q = ((—oo, V2)N Q) U ((\/5, o0) N Q).

Die zusammenhéngenden Teilmengen von R sind genau die Intervalle. Nach dem
Zwischenwertsatz bilden stetige Funktionen von R nach R Intervalle auf Intervalle
(bzw. im Spezialfall einer konstanten Funktion auf einen Punkt) ab. Das ist nur
ein spezieller Fall des folgenden allgemeinen Satzes.

Satz 7.5. Fs seien X,Y topologische Raume und f : X — 'Y eine stetige Funk-
tion. Ist X zusammenhdngend, so ist auch f(X) eine zusammenhdingende Teil-
menge von Y .

Beweis. Sei h: f(X) — {0, 1} eine stetige Funktion. Dann ist nach Ubungsaufga-
be[E.§|[(b)]auch die Verkettung ko f : X — {0,1} stetig. Da X zusammenhéngend
ist, liefert uns Satz dass ho f konstant sein muss. Dann ist aber auch h kon-
stant und damit wiederum nach diesem Satz f(X) zusammenhéngend. O]

Als Korollar kénnen wir nun die allgemeine Version des Zwischenwertsatzes for-
mulieren, der sich als Spezialfall obigen Satzes erweist.
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Korollar 7.6 (Zwischenwertsatz). Es seien X zusammenhdingend, a,b € X und
f: X — R eine stetige Funktion. Dann nimmt f alle Werte zwischen f(a) und

f(b) an.

Beispiel 7.7. (a) Wir betrachten die allgemeine lineare Gruppe der invertier-

baren d x d-Matrizen GL(d, R) = {A € R%*¢ : A invertierbar} und behaup-
ten, dass diese nicht zusammenhingend in R¥*? = R? ist. Dazu verwenden
wir das Ergebnis GL(d,R) = {A € R¥? : det(A) # 0} aus der Linearen
Algebra.

Die Abbildung det : R¥¢ — R ist ein Polynom in den d? Koeffizienten der
Matrix, also insbesondere eine stetige Abbildung, und da det(GL(d,R)) =
R\ {0} nicht zusammenhéngend ist, kann nach Satz[7.5]auch GL(d, R) nicht

zusammenhéngend sein.

Uberigens ist {A € R¥? : det(A) > 0} in R¥? zusammenhingend. Das
konnen wir hier aber nicht beweisen.

Mit einem &hnlichen Argument sieht man, dass es fiir d > 2 keine bijek-
tive und stetige Abbildung von RY nach R gibt. Denn gibe es eine solche
Abbildung f, so miisste das Bild der zusammenhiingenden Menge R?\ {0}
zusammenhéngend sein. Aus der Bijektivitit von f folgt aber

FRANA{0}) = FRON\{F(0)} =R\ {f(0)} = (—o00, £(0)) U ((0),00)

und diese Menge ist offensichtlich nicht zusammenhéngend.

Wenn Sie nun sagen, ist doch klar, dass es so einen Quatsch nicht gibt, dann
seien Sie vor voreiligen intuitiven Vermutungen gewarnt: Recherchieren Sie
mal nach dem Stichwort ,,Peano-Kurve*.

Ubungsaufgabe 7.8. Es seien I eine Indexmenge und X;, i € I, zusammen-

héngende Teilmengen eines topologischen Raums (X, 7) mit ()
ist auch J

X; # (). Dann

el

se1 Xi zusammenhéngend.
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8. Kurven

Dieser erste Abschnitt zur Differentialrechnung in mehreren Variablen passt gar
nicht wirklich zur Uberschrift, da wir zunéchst bei einer Variablen bleiben, aber
Funktionen von (Teilmengen von) R nach R¢ betrachten. Auf diesen Fall lisst
sich die Differentialrechnung aus dem letzten Semester ganz geradeaus erweitern,
so dass wir hier noch keine groflen Schwierigkeiten haben werden. Dariiberhinaus
werden wir feststellen, dass der hier zentrale Begriff der Kurve auch noch einen
schonen Zusammenhang zu unserer Diskussion iiber zusammenhéngende Mengen
im letzten Abschnitt hat, so dass dieses Kapitel ein bisschen eine Briickenfunktion
einnimmt.

Eine Kurve ist intuitiv eine u. U. wild gebogene Linie in der Ebene oder im
Raum oder gleich in einem toplogischen Raum, z. B. der Funktionsgraph einer
stetigen reellen Funktion oder eine Satellitenbahn. Dies wollen wir nun mathema-
tisch beschreiben. Ein gutes Bild im Kopf ist dabei die Satellitenbahn: Zu deren
Beschreibung kann man fiir jeden Zeitpunkt ¢ den Ort im Raum angeben, an dem
sich der Satellit zu diesem Zeitpunkt befindet. Das ergibt eine stetigd!] Funkti-
on von R oder einem Intervall in R nach R3. Die Bildmenge dieser Abbildung
ist dann eine Kurve als geometrische Linie. Diese entsteht als ein durch unsere
Funktion ,,verbogenes* Stiick R im Raum.

Ab hier beschrianken wir uns wieder auf den Fall eines metrischen Raums, auch
wenn die meisten Betrachtungen hier auch in topologischen Rdumen funktionie-
ren. Wer Freude daran hat, kann sich ja jeweils in einer Ubertragung auf die-
sen allgemeineren Fall iiben. Dementsprechend seien in diesem gesamten Kapitel
I C R ein Intervall und (M, d) ein metrischer Raum.

Definition 8.1. (a) Fine stetige Funktion y : I — M heifit Kurve in M.

(b) Ist I = [a,b] ein kompaktes Intervall und v : I — M eine Kurve, so
nennt man y(a) den Anfangspunkt und ~(b) den Endpunkt der Kurve.
Ist dariiberhinaus y(a) = v(b) so heifst die Kurve geschlossen.

(¢) Die Bildmenge spur(y) := {y(t) : t € I} C M heifit Spur der Kurve oder
auch Weg.

Bemerkung 8.2. (a) Im Umgang mit Kurven unterscheide man penibel zwi-
schen der Kurve, die eine Abbildung ist, und dem Weg, der eine Punktmen-
ge ist. Die Kurve enthélt viel mehr Information, z. B. in welcher Richtung

'Wir gehen mal davon aus, dass der Satellit nicht durch Wurml6cher o.i. fliegt.
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8. Kurven

der Weg durchflogen wird oder wie schnell, wéhrend der Weg nur die be-
reiste Strecke nachzeichnet. Oder wie es Herr Grofle-Brauckmann in seinem
Skript so schon beschreibt: Der Weg ist das Gleis, die Kurve enthélt auch
den ganzen Fahrplan.

(b) Die Satellitenbahn aus der Einleitung ist eine sehr niitzliche Verwendung
des Kurvenbegriffs und auch ein gutes Bild, das Sie im Kopf haben kénnen,
wenn Sie sich die folgenden Betrachtungen anschaulich machen wollen. Es
ist in diesem Zusammenhang sehr gut, sich die Variable ¢ als eine Zeitva-
riable vorzustellen und 7(t) als den Ort, an dem sich ein Satellit, Atomkern
oder irgendsonstein Teilchen zum Zeitpunkt ¢ befindet.

Wir betrachten nun M = K? und eine Kurve v : I — K% Dann lisst sich deren
Ableitung einfach wieder {iber den Differenzenquotienten definieren, sofern dessen
Grenzwert existiert.

Definition 8.3. Eine Kurve v : I — K? heifit differenzierbar, wenn fiir alle
to € I der Grenzwert
: t) —(to)
'(tg) := lim 7(—
7' (to) Jim =

existiert. Fiirt € I heifst dann ~'(t) € K¢ auch Tangentialvektor von v in t.
Weiter heifit eine differenzierbare Kurve stetig differenzierbar, wenn die Abbil-
dung t — ~'(t) stetig ist.

Bemerkung 8.4. (a) Nach Satz @ gilt fiir eine Kurve v : I — K% mit Ko-
ordinatenfunktionen vy, vs,...,74 : I — K, falls die beteiligten Grenzwerte
existieren,

. — v (to d ,

fiir ty € I. Wir konnen also einfach koordinatenweise differenzieren.

(b) Physikalisch ist die Ableitung des Orts eines Teilchens nach der Zeitvaria-
blen genau die Geschwindigkeit des Teilchens zu diesem Zeitpunkt. Das ist
auch hier die Bedeutung des Tangentialvektors: Bei einer differenzierbaren
Kurve zeigt der Tangentialvektor zu jedem Zeitpunkt ¢, € I in Richtung
der aktuellen Bewegung, d. h. tangential zum Weg im Punkt 7(¢o) und seine
2-Norm entspricht der (skalaren) Geschwindigkeit, mit der sich ein Teilchen
entsprechend v auf diesem bewegt.

Beispiel 8.5. (a) Sind p,v € R? fest vorgegeben, so entspricht die Kurve ~ :
R — R mit () = p+tv einer gleichférmigen Bewegung entlang der durch
den Aufpunkt p und den Richtungsvektor v gegebenen Gerade. Es gilt dann
spur(y) = {p+tv:t € R} und 4/(t) = v fiir alle t € R.
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(b) Wir betrachten fiir ein » > 0 die Kurve

7 cos(t)

() = (rsin(t)) : t €[0,2n].

Diese Kurve beschreibt eine Bewegung entlang der Kreislinie um den Ur-
sprung mit Radius 7. Der Anfangs- und Endpunkt ist jeweils (r,0), es han-
delt sich also um eine geschlossene Kurve.

Der Tangentialvektor errechnet sich zu

V)= (et} telm

r cos(t)

und seine 2-Norm ist, |7/ ()||a = v/72sin?(t) + r2 cos?(t) = r. Es handelt sich
also auch hier um eine Bewegung mit konstantem Wert der Geschwindigkeit,
aber die Richtung &ndert sich besténdig, wie alle wissen, die schon einmal
Karussell gefahren sind.

Diese Kurve ist auch besonders wichtig, wenn man sie in C statt in R?
begreift. Dort lisst sie sich einfacher als y¢ : [0,27] — C mit y¢ () = relt
beschreiben.

(c) Ein nicht ganz so einfaches, aber doch alltdgliches Beispiel ist die Zykloide

v : R — R? mit
0= (1o

Diese beschreibt die Kurve, vgl. Abbildung [8.1] die ein Punkt auf einem
Kreis mit Radius 1 beschreibt, der auf einer Geraden abgerollt wird, d. h.
den Weg den ein Punkt auf Threm Fahrradreifen zuriicklegt, wenn Sie das
Rad vorwérts schieben.

T 1
0 T 27 T

Abbildung 8.1.: Die Zykloide

Diese Kurve ist, auch wenn das Bild zunéchst nicht so aussieht, differen-

zierbar mit
(1) = (1 ;ﬁ‘()f)“)) |
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8. Kurven

Definition 8.6. Es sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall und v : [a,b] — K¢
eine stetig differenzierbare Kurve. Dann ist die Lange von v gegeben durch

o) = [ o)

Bemerkung 8.7. Diese Definition kann man sich wieder gut mit Hilfe der An-
schauung einer Kurve als Flugbahn klar machen. Die Léange der Gesamtstrecke
erhélt man, indem man in jedem Punkt den Wert der Momentangeschwindigkeit
aufsummiert, d. h. aufintegriert.

Man beachte, dass die verwendete Norm in der Definition der Kurvenldnge nicht
egal ist. Bei verschiedener Wahl der Norm kommen natiirlich auch verschiedene
Kurvenlingen heraus. Ublicherweise wird man den alltéglichen Léngenbegriff,
d. h. die 2-Norm, verwenden wollen.

Beispiel 8.8. (a) Wir iiberpriifen diese Formel fiir die Weglange auch anhand
unseres obigen Beispiels [8.5(b). Wir betrachten also wieder

0= (1), ez me o= ()
Dann ist

2m 21
L<v>=/ |W(t)||2dt:/ rdt = 2
0 0

was recht gut mit unserer Erwartung an den Umfang eines Kreises vom
Radius r harmoniert.

(b) Als zweites Beispiel kénnen wir nun die Lange des Funktionsgraphen einer
stetig differenzierbaren Funktion f : [a,b] — R berechnen. Dieser Graph
als Linie in R? ldsst sich nimlich folgendermafien als Spur einer Kurve
7 : la, b] — R? parametrisieren:

t

() = (f(t)), telab].

Damit ist die Lange des Graphen gegeben durch

Lm:/WW@M&=/\A+ﬂ@Mt

Bemerkung 8.9. Nun steht ein berechtigter Einwand in der Luft: Wir berechnen
in Beispiel mithilfe der Kurve v die Linge der Linie spur(y). Es gibt aber
zur selben Spur immer mehrere mégliche Kurven, so ist z.B.

0= (jonlen) - e w70 = ()
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ebenfalls eine Kurve, deren Spur die einfach durchlaufene Kreislinie um den Ur-
sprung mit Radius r ist, genauso wie das « aus Beispiel [8.5(b). Nur durchlauft ¥
den Weg in der doppelten Geschwindigkeit und dafiir in der halben Zeit. Durch
eine solche Umparametrisierung sollte sich natiirlich bitte die Weglénge nicht
dndern.

Um das einzusehen, sei v : [a, b] — K eine stetig differenzierbare Kurve. Die Um-
parametrisierung auf ein weiteres kompaktes Intervall [o, 8] in R wird beschrieben
durch eine stetig differenzierbare und bijektive Funktion ¢ : [o, 8] — [a,b] mit
¢'(t) # 0 fiir alle t € [a, B]. Dann ist auch 7 : [a, 8] — K? mit 4 := v 0 ¢ eine
stetig differenzierbare Kurve und es gilt spur(y) = spur(7).

Tatséchlich ist auch L(y) = L(¥). Dazu berechnen wir zunéchst

15Ol dt = | [V (@) @) dt = [ [|7'(e@)||l¢'@)] dt.
0= [ = [ A

Nun ist dank der Nullstellenfreiheit von ¢’ entweder ¢’ > 0 oder ¢’ < 0 auf
[a, 5]. Im ersteren Fall ist ¢(a) = a und (/) = b. Man nennt eine solche Um-
parametrisierung orientierungserhaltend. Im Fall, dass ¢’ tiberall negativ ist, gilt
umgekehrt () = b und () = a. Eine solche Umparametrisierung wird orien-
tierungsumkehrend genannt.

In beiden Féllen erhalten wir jedoch mit der Substitution s = ¢(t)

b
/ 17/ ()] (t) dt / 17/(s)| ds  falls ¢’ > 0

/H’V )HSOI(t) dt = /HV'(S)H ds falls ¢’ <0

Nun ist eine weitere Warnung angebracht, denn es liegt der Schnellschluss nahe,
dass die Lange eine Eigenschaft des Weges ist und fiir jede Kurve, die diesen Weg
beschreibt gleich. Das stimmt aber auch nicht, wie das folgende einfache Beispiel
zeigt. Die Kurve 4 : [0,47] — R? mit v(¢) = (rcos(t), rsin(t))” hat ebenfalls die
selbe Spur wie v und 7, aber nun wird die Kreislinie zweimal durchlaufen und
die Lénge dieser Kurve ist 47r.

= L(v).

Kurven, bzw. Wege, bieten eine zweite Moglichkeit Zusammenhang von Mengen
zu definieren. Intuitiv ist eine Menge ein zusammenhéngendes Gebilde, wenn
wir von jedem Punkt zu jedem anderen innerhalb der Menge gelangen kénnen,
wenn wir die beiden also durch einen Weg in der Menge verbinden kénnen. Wir
definieren zunéchst den entsprechenden Begriff.

Definition 8.10. FEin metrischer Raum (M,d) heifit wegzusammenhingend,

wenn fir alle x,y € M ein Intervall [a,b] in R und eine Kurve v : [a,b] — M
ezistieren, so dass y(a) = x und y(b) =y ist.
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8. Kurven

Tatséchlich sind die beiden Begriffe Zusammenhang und Wegzusammenhang
nicht identisch, sondern es gibt hier subtile Unterschiede. Wir notieren jedoch
die folgenden Zusammenhénge.

Satz 8.11. (a) Ist M wegzusammenhdingend, so ist M zusammenhdngend.

(b) Es sei D eine offene, zusammenhdngende Teilmenge eines normierten Vek-

torraums. Dann gibt es fir alle v,y € D eine Kurve v : [a,b] — D mit
v(a) = x und vy(b) = y, die aus endlich vielen Geradenstiicken besteht.
Insbesondere ist D wegzusammenhdngend.

Beweis. (a) Sei M ein wegzusammenhéngender metrischer Raum. Weiter seien
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f: M — {0,1} eine stetige Abbildung und z,y € M. Dann gibt es nach
Voraussetzung eine Kurve « : [a,b] — M mit v(a) = z und v(b) = y und
die Funktion f o~ : [a,b] — {0,1} ist als Verkettung stetiger Funktionen
stetig. Da [a, b] als Intervall zusammenhéngend ist, muss f o+ nach Satz
konstant sein. Damit gilt

f(@) = f(v(a)) = f(7(0) = f(y),

und da x und y in M beliebig waren, bekommen wir, dass f eine konstante
Funktion ist. Das bedeutet aber wiederum mit Hilfe von Satz[7.3] dass M
zusammenhéangend ist.

Sei x € D. Wir betrachten die Menge A aller z € D, die mit x durch eine

Kurve verbunden werden konnen, die aus endlich vielen Geradenstiicken
besteht, und setzen B := D \ A.

Im Folgenden zeigen wir, dass sowohl A als auch B offene Teilmengen von
D sind. Nach Konstruktion gilt auflerdem D = AU B und AN B = (.
Da D zusammenhéngend vorausgesetzt ist, muss dann also eine der beiden
Mengen leer sein. Mittels einer konstanten Kurve kann x mit  verbunden
werden, also ist x € A, d. h. B ist leer. Damit ist D = A und wir sind fertig.

Zum Nachweis, dass A offen ist, wihlen wir uns ein zg € A. Dann gilt auch
zp € D und wegen der Offenheit von D gibt es ein € > 0 mit U.(z9) C D. Sei
nun z € U.(zp). Da zy € A ist, gibt es eine Kurve v in D, die x und zy durch
endlich viele Geradenstiicke verbindet. Weiter ist die Verbindungslinie von
z und 2 ganz in der Kugel U.(z) enthalten, vgl. Ubungsaufgabe Wir
kénnen an die Kurve ~; also ein weiteres Geradenstiick anfiigen und erhalten
eine Kurve aus endlich vielen Geradenstiicken, die  mit z verbindet. Damit
ist Us(20) € A und A offen.

Es fehlt noch die Offenheit von B. Zu vorgegebenem z, € B wihlen wir
wieder ein € > 0 mit U.(z9) € D und zeigen U.(zp) C B. Dazu nehmen wir
an, es gibe ein z € U.(zp) mit z ¢ B. Dann ist z € A und genau die gleiche
Konstruktion, wie im vorhergehenden Beweisteil liefert uns eine Kurve aus



endlich vielen Geradenstiicken, die x und zy via z verbindet. Damit wére
dann aber z; in A, was einen Widerspruch darstellt. O

Warnung 8.12. Im allgemeinen Kontext von metrischen Rdumen kénnen Zu-
sammenhang und Wegzusammenhang auseinanderfallen, die Zusatzvoraussetzun-
gen in Teil @ des obigen Satzes sind also wichtig. Ein Beispiel einer zusam-
menhingenden aber nicht wegzusammenhiingenden Teilmenge von R? ist der
Graph einer geeigneten Flatter-Sinus-Funktion:
‘ _ _)sin(1/xz), falls 2 >0,

{(z, f(x)): 2z €[0,1]} mit [f(z):= {O, falls = — 0.
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9. Partielle Ableitungen

Wir betrachten nun Funktionen f : G — RP mit G C R? und wollen den Ab-
leitungsbegriff und die Differentialrechnung auf diese erweitern. Dazu sei im ge-
samten Abschnitt G C R? offen.

Die direkte Ubertragung der Definition iiber den aus der Analysis I bekannten
Differenzenquotienten

f(x) — f(xo) — lim f(zo+h) — f(xo)

T—x0 T — X h—0 h

ist nicht moglich, denn nun sind ja z,20 € G C RY, bzw. h € R?, Vektoren
und durch Vektoren kann man nicht teilen. Wir haben hier also ein strukturelles
Problem.

Dieses Problem ist natiirlich nicht nur formaler Natur, sondern hat auch eine
anschauliche Komponente. In R¢ gibt es viel mehr Richtungen als nur hin und
her. Diese reichhaltigere Geometrie kann das reine dividieren durch den Abstand
nicht ausleuchten. Der Graph einer Funktion von R? nach R lisst sich noch gut
als Graph in R? visualisieren, vgl. Abbildungen und [5.1] Stellen Sie sich vor
sie stehen auf diesem Graph und machen dort eine Wanderung. Wie grof ist nun
die Steigung in einem Punkt? Das kommt eben darauf an, in welche Richtung Sie
schauen, es gibt einfach nicht die Steigung.

In diesem und dem n#chsten Abschnitt werden wir zwei Anséitze kennenlernen,
um dieses Problem zu losen, die beide im Wesentlichen zum selben Ergebnis
fithren. Trotzdem sind beide Zugéinge wichtig, da der erste ohne den zweiten
keine verniinftige Theorie ergibt und der zweite ohne den ersten zu einer nicht
praktikabel zu berechnenden Ableitung fiihrt.

Wir versuchen zunéchst den Differenzenquotienten zu retten, indem wir uns da-
rauf beschrénken, mehrere eindimensionale Ableitungen zu berechnen, die zusam-
men das Verhalten der Funktion f beschreiben sollen. Dazu berechnen wir die
Ableitung zunéchst nur in eine Richtung.

Definition 9.1. Es sei f : G — RP eine Funktion, xo € G und v € R?. Existiert
dann der Grenzwert

9, f (o) 1= lim LLF 1) = F(@o)

h—0 h ’

so heifit f in xo in Richtung v differenzierbar und 0, f(xy) die Richtungsableitung
von f in xy in Richtung v.
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9. Partielle Ableitungen

Anschaulich bedeutet diese Definition, dass wir uns nur die Funktionswerte von f
entlang der Geraden {zo+Av : A € R} in G anschauen und den Schnitt von f ent-
lang dieser Geraden im eindimensionalen Sinne differenzieren. Wir bestimmen die
Steigung am Hang, wenn wir stur in Richtung v laufen. Dies ist in Abbildung[9.1
angedeutet.

VAN

N/

ANV

t
0 1.0

Abbildung 9.1.: Der Graph einer Funktion von R? nach R und der Schnitt, der zu
einer partiellen Ableitung, d. h. Richtungsableitung in Richtung
einer Koordinatenachse, fiihrt

Bemerkung 9.2. In obiger Definition ist bewusst auch die Ableitung in , Rich-
tung“ des Nullvektors definiert. Diese ist fiir jede Funktion und an jeder Stelle
immer Null und damit nicht besonders interessant. Dieses Vorgehen erspart aber
im Folgenden viele uniibersichtliche Fallunterscheidungen.

Ubungsaufgabe 9.3. Definiert man g,(h) := f(zo + hv) fiir alle h € R, fiir die
o + hv in G liegt, so gilt
O f(20) = g,(0).

Nun statten wir den R? mit der Standardbasis aus. Die Ableitungen in Richtung
der Standardbasisvektoren bekommen einen eigenen Namen.

Definition 9.4. FEs sei f : G — RP eine Funktion und {eq,es, ..., eq} die Stan-
dardbasis des R,

(a) Existieren in einem xo € G die Richtungsableitungen von f in alle Rich-
tungen e, e, ..., eq, so heifst f in xy partiell differenzierbar. Man schreibt
dann fir 7 =1,2,...,d auch

0;f (x0) = g—jjw = o (20) = 0., f(x0)

fiir die partielle Ableitung von f in xy nach der j-ten Koordinate.
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(b) Ist f in allen xy € G partiell differenzierbar, so sagt man f ist in G partiell
differenzierbar und schreibt 0;f = % = fo; + G — RP fiir die partielle
Ableitung(sfunktion).

(¢) Ist f in G partiell differenzierbar und sind samtliche partiellen Ableitungen

O f,0of,...,0qf : G — RP stetig, so nennt man f stetig partiell differen-
zierbar in G.

Bemerkung 9.5. Die Notation ist im Bereich der partiellen Ableitungen leider
ziemlich vielfdltig. Alle oben angefiihren Bezeichnungen sind synonym und in der
Literatur iiblich, so dass man sich wohl oder iibel an alle gew6hnen muss.

Beispiel 9.6. Wir betrachten die Identitéit f : R — R? mit f(z) = z. Dann gilt
fiir jede Richtung v € R? und jedes zy € R?
ro + hv — x¢

o+ o) — f(zg) . _
h I R A

Damit gilt fiir die partiellen Ableitungen
0;f(z0) = e fir alle j =1,2,....,d.

avf(ﬂfo) = }llli%

Bemerkung 9.7. Die praktische Berechnung der partiellen Ableitungen ist ein-
fach: Will man die j-te partielle Ableitung von f bestimmen, so behandelt man
die anderen Variablen xi,...,x;_1,%;41,..., 24 als konstante Parameter und lei-
tet ganz wie gewohnt nach der einen Variablen x; ab. Das sieht man z.B. fiir
j =1 an der Rechnung

f((.fl]l, c. ,Id)T + h(l,O, . ,O)T) — f(l’l, c. ,SL’d)

81f(951, Ce ,xd) = lim

h—0 h
= lim flar+h,ao, ... ) — f(z1,22,. .., 2a)
h—0 h .

Beispiel 9.8. Fiir die Funktion f : R® — R mit f(z,y,2) = ze®tv* gilt nach
obiger Bemerkung damit

O f(x,y,2) = Y 4 2™ 2 = (1 4 22)e™ Y

xz+y2 :vz+y2
)

82f(33,y, Z) = xe -2y = 2zye

83f(x,y, Z) — erZer? 2 xz+y2'

T =€

Der Fall einer Funktion mit Werten in RP? fiir p > 1 lasst sich wie schon bei der
Stetigkeit auf den Fall p = 1 zuriickspielen.

Satz 9.9. Ist f : G — RP eine Funktion und xg € G, so ist f in xy genau dann
partiell differenzierbar, wenn alle Koordinatenfunktionen fi, fa,..., f, : G = R
in xo partiell differenzierbar sind. In diesem Fall gilt

ajf(fo) = (6jf1(l‘()), 8jf2(l‘0), PN ,ajfp(l‘o))T, j = 1, 2, Ce ,d.
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9. Partielle Ableitungen

Beweis. Die Funktion f ist in xy genau dann partiell nach der j-ten Koordinaten
differenzierbar, wenn der Grenzwert

lim f(xo + hej) — f(xo)
h—0 h

in R? existiert und der Wert ist dann die partielle Ableitung. Damit folgt die
Behauptung aus Satz [6.5(a)| tiber koordinatenweise Konvergenz. [

Bemerkung 9.10. Mit Bemerkung (9.7 und diesem Satz haben wir das Problem
der konkreten Berechnung von partiellen Ableitungen auf den Fall von Funktio-
nen von R nach R zuriickgespielt. Wir brauchen also keine neuen Ableitungsre-
geln, sondern kénnen mit unserem bisherigen Wissen alle partiellen Ableitungen
berechnen, sofern diese existieren.

Definition 9.11. Ist f : G — RP in xq € G partiell differenzierbar, so heifit die
p X d-Matrix aller partiellen Ableitungen

Orfi(xo) Oafi(xo) ... Oafi(wo)

8121’0 3221’0 8 2\ Lo
S o | 00 Bufalo) . Oufalew)

a1fp'($0) anp‘(lTo) adfp'(xO)

Jacobi-Matrix von f.
Im Spezialfall p = 1 nennt man die 1 x d-Matriz, d. h. den RY-Zeilenvektor

Vf(w0) == Jp(x0) = (O1f(20), Baf (o), - -, Daf (o))
Gradient von f.
Bemerkung 9.12. (a) Es gilt in dieser Notation

V fi(z)

V 2(T
J() = f'( )

V()

(b) Der Gradient einer Funktion f : G — R hat auch eine anschauliche Be-
deutung. Ist f glatt genug, so gibt der Vektor V f(zy) die Richtung an,
in der der Graph von f an der Stelle y am stdrksten ansteigt und seine
Lange entspricht dieser maximalen Steigung. Einen Beweis dieser Aussage
konnen wir erst in Bemerkung [10.10] geben, dazu fehlt uns noch einiges
theoretisches Riistzeug.

Auf dieser Eigenschaft beruhen viele numerische Optimierungsverfahren,
die zum Suchen des Optimums in Richtung des Gradienten der zu opti-
mierenden Grofle gehen (,, Gradientenmethoden®), getreu dem Motto: Der
schnellste Weg zum Gipfel ist immer in die steilste Richtung den Hang
hinauf und das ist eben die Richtung des Gradienten.
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Beispiel 9.13. Wir betrachten wieder die Funktion f : R?> — R mit
07 falls (:L’,y) = (05 O)a
vgl. Beispiel . AufBlerhalb von (0,0) ist diese offensichtlich partiell differenzier-

bar mit

Y@ 4y?) —20-my oy -2ty

alf(x7y) - (172 + y2)2 - ($2 + y2)2 und
2 2\ N - 3 _ 2
Af(z,y) = it :;;éy_: y2>2y ~ = (22 _,_232/)2’ (z,) # (0,0).

Die partiellen Ableitungen im Ursprung berechnen sich {iber den Differenzenquo-
tienten:

. f(0)—f(0,00 . -0
0:£(0,0) = lim 3 = ;= — =0, und
9:£(0,0) = lim h = Jim =0

Also ist Vf(0,0) = (0,0).
Versuchen wir nun die Richtungsableitung im Ursprung in eine Richtung v =
(v1,v2) € R? zu bestimmen, so bekommen wir den Grenzwert

hvihvo

lim f(o + hU) - f(O) — lim (hv1)24(hv2)? — lim V1V2 .
h—0 h h—0 h h—0 h(v} + v3)

Sobald v; und vy beide nicht Null sind, wir uns also nicht in Richtung einer Ko-
ordinatenachse bewegen, existiert dieser Grenzwert aber gar nicht. Die einzigen
Richtungen in die hier Richtungsableitungen existieren, sind also gerade die Rich-
tungen der Standardbasis, die zu den partiellen Ableitungen gehoren. Betrachten
Sie dazu auch noch einmal den Graphen der Funktion f in Abbildung [5.1]
Daran sieht man, dass man aus der Existenz der partiellen Ableitungen alleine
nicht auf irgendwelche anderen Richtungsableitungen schlieffen kann.

Das Beispiel zeigt dariiber hinaus auch aus einem anderen Grund, dass alleine
mit dem Begriff der partiellen Differenzierbarkeit kein Staat zu machen ist. Wir
haben hier ndmlich eine im Ursprung partiell differenzierbare Funktion, die dort
aber noch nicht einmal stetig ist wie wir in Beispiel gesehen haben.

Beachten Sie, dass f im vorstehenden Beispiel nicht stetig partiell differenzier-
bar ist. Tatséchlich ist dies ein entscheidendes Detail, denn wenn die partiellen
Ableitungen stetig sind, kénnen solche Sauereien nicht passieren. Bis wir das
in Satz exakter formulieren kénnen brauchen wir aber noch einen Stapel
Theorie.

Wir fithren zunéchst die partiellen Ableitungen héherer Ordnung ein. Die Defi-
nition diirfte keine grofe Uberraschung sein.
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9. Partielle Ableitungen

Definition 9.14. Es seienn € N mit n > 2, xg € G und f : G — RP eine
Funktion.

(a) Man nennt f n-mal (stetig) partiell differenzierbar in xg, wenn sie schon
(n — 1)-mal (stetig) partiell differenzierbar auf G ist und alle (n — 1)-ten
partiellen Ableitungen in xo wieder (stetig) partiell differerenzierbar sind.

(b) Man nennt f n-mal (stetig) partiell differenzierbar auf G, wenn f dieses in
jedem xq € G ist.

(c) Es bezeichnet fir H C RP und k € N

C*(G, H) = {f:G— H| f k-mal stetig partiell differenzierbar auf G}.

Notiert werden mehrfache partielle Ableitungen durch Hintereinanderschreiben
der einzelnen Ableitungen, also z.B.

9 f

a1836’1.107 agalfa W
2

Oder fx1x2x37

je nach der verwendeten Notation. Wie wir gleich sehen werden, ist die Reihenfol-
ge der Ableitungen dabei meist egal, sollte das nicht der Fall sein, ist mit obigen
Schreibweisen die folgende Klammerung gemeint:

0 f of
011024 B 0xy <8x2>’

a182f - 81(62f)7 f:):25131 = (f:):g):cl

Beispiel 9.15. Wir betrachten die Funktion f : R? — R mit f(z,y) = 23y + xev.
Dann haben wir fiir die partiellen Ableitungen erster Ordnung

O f(z,y) =32*y+¢¥ und Osf(x,y) = 2° + xe.
Die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung lauten

aff(:v,y) = ny 8182f<x7y) = 3:62 + e’
020, f (z,y) = 32° + ¥ 03 f(x,y) = wev.

So kann man nun natiirlich ewig weitermachen. Hier ist noch die dritte Ordnung;:

01 f(x,y) = 6y 005 f(x,y) = ¢
01020 f (z,y) = 6z 8251f($, y) =¢’
020y f (z,y) = 6z (92(9182f(x, y) = €Y
0201 f(w,y) = 6 S f(2,y) = xe
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Betrachtet man die partiellen Ableitungen in obigem Beispiel noch einmal genau-
er, so stellt man fest, dass das Ergebnis der Ableiterei nicht von der Reihenfolge
der Differenziationen, sondern nur von der Anzahl abzuhéngen scheint, wie oft
jeweils nach der ersten bzw. der zweiten Koordinaten differenziert wird. So ist
in obigem Beispiel z.B. 0105 f (z,y) = 020, f(z,y). Das ist tatséchlich kein Zufall,
denn es gilt der folgende Satz.

Satz 9.16 (Satz von Schwarz). Es seien f : G — RP eine Funktion und j, k €
{1,2,...,d}. Ezistieren in G die partiellen Ableitungen 0;f, Oxf und 0,0 f und
ist 0;0, f stetig in o € G, so existiert auch 00; f(xo) und es gilt

On0; f(z0) = 00k f (x0).

Beweis. Nach Satz kann man die Existenz der Ableitungen von f in jeder
Koordinaten getrennt iiberpriifen. Es reicht daher aus, den Satz im Spezialfall
p = 1 zu zeigen, was wir im Folgenden tun werden.

Da G offen ist, gibt es ein 6 > 0, fiir das zg + se; + tep, € G liegt fiir alle
(s,t) € (—6,0)® C R% Wir betrachten nun die Funktion ¢ : (—4,d)* — R mit
(s, t) = f(xo + sej + tey) Fiir diese gilt

o(s+ h,t) — p(s,t)

6190(87 t) = }llli%
— lim f(IO + (8 —+ h)ej + tek) — f(l’o + SGj + tek)
h—0 h
— im f(xo + sej + tey + he;) — f(xo + se; + tey)
h—0 h

= (9jf(a:0 + S€; + tek).
Genauso zeigt man

Oap(s,t) = O f(zo + se; +tey) und
8182@(5, t) = 8]8kf(x0 + se; + tek).

Nun konnen wir darangehen, die Existenz von 0,01¢(0,0) = 0,0; f(xo) nachzu-
weisen. Es gilt

92010(0,0) = [i <lim #ls,t) = (0, t)ﬂ

dt \s—0 s t=0
lim, o p(s,t)=p0t) lim, o ©(5,0)—¢(0,0)
= lim = =
t—0 t
t—05—0 § t

Fiir s € (—9,9) setzen wir nun ®,(t) := (s, t) — ¢(0,%), t € (=9,d). Dann gilt
Q! (t) = Oap(s,t) — Da(0,t) und mit dem Mittelwertsatz bekommen wir fiir ein
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9. Partielle Ableitungen

k€ (0,1)
10,(t) — D (0 |
0201¢(0,0) = lim lim 19,(t) — ©,(0) _ Jim Tim 2 (1)
t—0s—0 § t 150 550 5
= lim lim Dap(s, kt) — Bap(0, lit).
t—0 s—0 s

Nach Voraussetzung existiert 0, 0a¢(s, t), also ist fiir jedes t € (—9, ) die Funktion
U, (s) := ap(s, kt), s € (—6,0), differenzierbar mit W}(0) = 9102¢(0, xt) und wir
erhalten

v - v
0201¢(0,0) = lim lim Tuls) = ¥,(0) = lim ¥}(0) = lir% 01020(0, Kt).

t—0 s—0 S t—0

Nun greift die Voraussetzung, dass 0,02 in (0,0) stetig ist. Demnach existiert
obiger Limes und es gilt

8k8]f(:v0) = 8281<p(0, O) = 11_{% 8182(,0(0, /'it) = 818290«], O) = 8]8kf($0) ]

Kein Satz bleibt ohne die Warnung auf die Voraussetzungen zu achten. Ist f
zweimal partiell differenzierbar, aber sind die partiellen Ableitungen nicht stetig,
so gilt der Satz von Schwarz im Allgemeinen nicht, wie das néchste Beispiel zeigt.

Beispiel 9.17. Wir betrachten die Funktion f : R? — R mit

) = vy, falls (a,y) # (0,0)
7 0, falls (z,y) = (0,0).

Dann ist f auf ganz R? partiell differenzierbar mit

HA 0, falls (z,y) = (0,0),
0 (2.9) = pE st falls (2,y) # (0,0)
2 0, falls (z,y) = (0,0).
Damit ist
=t —0
T 7a _
8281f(0, 0) = }ILILI% —h 1 und
hi
i T
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10. Totale Differenzierbarkeit

Wir wollen nun die unbefriedigenden Anteile des vorigen Abschnittes auflésen und
das Differenziationsproblem im R¢ noch mal ein wenig abstrakter anschauen. Das
ist dringend nétig, denn wie wir in Beispiel gesehen haben, lisst sich aus der
reinen Existenz der partiellen Ableitungen noch nichts brauchbares folgern. In
diesem Fall konnen diese Ableitungen in keiner Weise geometrisch interpretiert
oder fiir eine Anwendung verwendet werden. Das liegt daran, dass der Begriff der
partiellen Ableitungen zu schwach ist, es ist einfach noch nicht der richtige Ab-
leitungsbegriff fiir Funktionen in mehreren Variablen. Diesen ,richtigen“ Begriff
wollen wir jetzt kennenlernen.
Dazu erinnern wir uns daran, dass in einer Variablen die Ableitung in ihrer In-
terpretation als Tangentensteigung eine lineare Approximation der Funktion dar-
stellt. Wir konnen nun natiirlich nicht mehr durch eine Gerade approximieren,
aber weiterhin durch eine lineare Abbildung. Diese Idee haben wir in Satz 1.23.6
kennengelernt. Dort wurde gezeigt, dass f : R — R genau dann in xq € R dif-
ferenzierbar ist, wenn es eine lineare Funktion ¢ : R — R und eine Funktion
r: R — R gibt mit
) . r(h)

f(xo+ h) = f(xo) + g(h) +r(h) firalleheR und Ilg% = 0.
In diesem Fall ist der Graph der Funktion h — f(x9) + g(h) dann genau die
Tangente an f in xo und die Steigung von ¢ ist die Ableitung von f in xg.
Auch diese Formulierung kénnen wir nicht direkt fiir Vektoren xy und A nutzen,
denn es wiirde dann immer noch durch den Vektor h geteilt. Der entscheidende
Unterschied ist aber, dass der dabei betrachtete Grenzwert nun Null sein soll.
Wir konnen also dquivalent um den hier betrachteten Bruch Betragsstriche oder
in R? Normstriche machen. Das beschert uns die folgende zentrale Definition.
Im gesamten Abschnitt sei wieder G C R? eine offene Menge.

Definition 10.1. Eine Funktion f : G — RP heifit (total) differenzierbar in
1o € G, wenn es eine lineare Abbildung T € L(R? RP) gibt, so dass gilt

fxo+h) = f(xo) + Th+r(h), ro+h e G,
mit einer Funktion r : R? — RP, die

r(h) _

1 _

h—0 |||
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10. Totale Differenzierbarkeit

erfillt.

Die lineare Abbildung D f(xo) := T heifit dann (totale) Ableitung von f in x.
Ist f in allen xoy € G total differenzierbar, so heifst f (total) differenzierbar auf
G und die Funktion Df : G — L(RY,RP) die Ableitung(sfunktion) von f.

Bemerkung 10.2. (a) Wie iiblich ist die konkrete Wahl der Norm in obiger
Definition dank Satz[6.3] unerheblich. In diesem Sinne werden wir hier auch
in allen weiteren Betrachtungen einfach || - || schreiben, wenn die konkrete
Wahl der Norm egal ist.

(b) Desweiteren ist es hiufig von Vorteil sich klarzumachen, dass die Grenzwert-
bedingung an die Restfunktion r gleichbedeutend mit limy,_o ||r(h)[|/[| k]| =
0 als Grenzwert in R ist.

Um obige Definition wasserdicht zu machen brauchen wir noch die Eindeutigkeit
der Ableitung.

Satz 10.3. Die totale Ableitung ist, sofern sie existiert, eindeutiq.

Beweis. Ubungsaufgabe

Beispiel 10.4. (a) Esseiy € R? fest gewihlt, (-, -) das Standardskalarprodukt
in R und f : RY — R gegeben durch f(z) = (y,z). Dann gilt fiir alle 2 in
R? dank der Linearitit des Skalarprodukts

f(xo + h) = <y,ZE0 + h’> - <y7 IO) + <y7 h> - f(l’()) + yTh‘

Die Abbildung h + yTh, h € R, ist aus L(R? R). Wir haben also eine
Darstellung fiir f(z) gefunden wie sie in Definition gefordert ist. Hier
ist sogar r(h) = 0, h € RY, womit die Grenzwertbedingung sicher erfiillt ist.
Die Ableitungsfunktion D f ist also konstant und ihr Wert ist die lineare
Abbildung, die durch die Multiplikation mit y? gegeben ist.

Allgemein gilt, dass die Ableitung einer linearen Abbildung 7" : R? — RP in
jedem Punkt die Abbildung T selbst ist. Rechnen Sie das doch mal nach!

(b) Fiir eine symmetrische Matrix B € R%*¢ betrachten wir die Funktion f :
R? — R mit f(z) = (x, Bz) = ij:l bjrziz). Dann ist fiir alle z, h € R?

f(xo+ h) = (xo+ h, B(xg + h))
= (xo, Bxo) + (xo, Bh) + (h, Bxg) + (h, Bh)
= f(z0) + 2(Bxg, h) + (h, Bh) = f(z0) + (2Bxo)" - h + (h, Bh)
= f(xo) + Th+r(h)

mit der linearen Abbildung T : v + 2(Bxg)T - v und dem Rest r(h) =
(h, Bh), fiir den mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung wie verlangt

[r(W) _ [(h, BR)| _ |IA[lI BR]l
- < = [|Br| — 0 (h—0)
7] 7] 2]
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gilt, da lineare Abbildungen auf R? nach Satz stetig sind.

Also ist f in jedem xy € R? differenzierbar und es gilt D f(xq)v = 2(Bxg,v),
v € R%

Wir wollen nun zunichst zeigen, dass die totale Differenzierbarkeit Stetigkeit
der Funktion impliziert, im Gegensatz zur partiellen Differenzierbarkeit, vgl. Bei-

spiel
Satz 10.5. Ist f : G — RP in xy € G total differenzierbar, so ist f auch stetig

m To.

Beweis. Fiir alle h € R? mit 29 + h € G gilt nach der Definition der totalen
Differenzierbarkeit

f(xo+h) = f(wg) + Df(wo)h +1r(h) mit lim —— =

Nun ist dank Satz die lineare Abbildung D f(x¢) stetig und deshalb gilt
hmhﬁo Df(l’())h = 0.
Auflerdem impliziert die totale Differenzierbarkeit von f insbesondere

- _ o () 00—
}ILILI(l)T(h) —}ngéwﬂh” =0-0=0.

Also haben wir
;lliﬂ% flwo+h)= %%(f(%) + Df(xo)h +r(h)) = f(xe) +0+0= f(zo). O

Wir wollen nun eine erste Briicke von den totalen Ableitungen zu den partiellen
schlagen und zeigen, dass der Begriff der totalen Ableitung stérker ist.

Satz 10.6. Es sei f : G — RP eine in xg € G total differenzierbare Funktion und
v € R Dann existiert in xy die Richtungsableitung von f in Richtung v und es
qgilt

Ouf(x0) = D f(zo)v.
Beweis. Wir wenden fiir s € R\ {0} mit zy + sv € G die Definition der totalen
Differenzierbarkeit mit h = sv an. Das ergibt

f(zo+ sv) = f(xo) + Df(xo)(sv) + r(sv) mit £1_I>% H]Z(\ﬁ:j)HH = 0.

Also ist lim, o “¢% = 0 und es gilt dank der Linearitdt von D f(zg)

lim f(zo + sv) — f(zo) — lim D f(wo)(sv) +r(sv) ~ lim sD f(zo)v + 1(sv)

s—0 S s—0 S s—0 S
= liH(l) [Df(xo)v + T(SU)] = Df(zo)v,
s5—

was nach der Definition der Richtungsableitung[9.1|genau die Behauptung ist. [J

S

7



10. Totale Differenzierbarkeit

Damit konnen wir nun den folgenden zentralen Zusammenhang zwischen der
totalen Ableitung und den partiellen Ableitungen beweisen.

Satz 10.7. Ist f : G — RP in xy € G total differenzierbar, so ist [ in x
auch partiell differenzierbar und die Abbildungsmatriz von D f(xy) beziglich der
Standardbasen von R? bzw. R ist die Jacobi-Matriz J;(xo).

Beweis. In den Spalten der Abbildungsmatrix von D f(zq) stehen die Bilder der
Basisvektoren. Nach Satz [10.6] gilt fiir die Standardbasisvektoren ey, ea, ..., €4
genau

Df(zo)e; = (e, f)(x0) = 0;f(20), Jj=1,2,...,d,
also enthélt die j-te Spalte die partielle Ableitung 0; f () genau wie in der Jacobi-
Matrix, vgl. Definition [9.11] m

Bemerkung 10.8. (a) Man beachte, dass die Umkehrung dieses Satzes falsch
ist. Das folgt aus Beispiel und Satz [10.5]

(b) Im Folgenden werden wir oft D f(xy) mit der Jacobi-Matrix identifizieren,
d. h. wir trennen nicht sauber zwischen der linearen Abbildung und der
Abbildungsmatrix. Was in der linearen Algebra strikt verboten ist, ist hier
opportun, um unnotige Haarspaltereien zu vermeiden. Das geht gut, weil
wir im Folgenden nie von der oben getroffenen Wahl der Standardbasen
abweichen werden.

Nimmt man Satz [10.6] und Satz zusammen, so kann man unter der Vor-
aussetzung totaler Differenzierbarkeit aus den partiellen Ableitungen jede Rich-
tungsableitung bestimmen.

Korollar 10.9. Ist f : G — R? in xy € G total differenzierbar, so gilt fir jedes
v € R?

&,f(xo) = Jf(l’o)v.

Bemerkung 10.10. Nun kénnen wir auch einen Beweis fiir die Behauptung
in Bemerkung [9.12(b)| geben, dass der Gradient in die Richtung des steilsten
Anstiegs zeigt. Es sei f: G — R in g € G total differenzierbar mit V f(zq) # 0.
Dann gilt fiir die Richtungsableitung mit Richtung v € R\ {0} in x nach
Korollar[I0.9/und mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, vgl. Satz[I.10]

|0uf (o) | = [V f(zo)v| = [((Vf(w0))",v)| < IV f(o)llallv]l2

und wenn Gleichheit gilt, so miissen V f(zo) und v linear abhéngig sein, d. h. es
gibt ein A € R mit Vf(z¢)? = Av. Nehmen wir an \ wire negativ, so ist

Ouf(x0) = V f(x0)v = !y = )\HUH% <0

und damit ganz sicher nicht maximal. Also miissen V f(z¢) und v die gleiche
Richtung haben, wenn 0, f(zo) maximal ist.
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Wie schon fiir viele andere Dinge, so gilt auch fiir die totale Differenzierbarkeit,
dass man sie komponentenweise nachpriifen kann.

Satz 10.11. Eine Funktion f = (fi, f2,..., fp) : G — RP ist genau dann in
xo € G total differenzierbar, wenn jede Koordinatenfunktion f; : G — R, j =

1,2,...

, D, in xq total differenzierbar ist.

Beweis. ,,=* Nach Voraussetzung gilt

f(xo+h) = f(xo) + Df(xo)h+r(h) mit }LILI(I) % = 0.
Also gilt auch fiir jedes j =1,2,...,p
fj (Io + h) = fj(x()) + (Df(xo)h)J + T’j(h) mit lim i (h> = O,

h—=0 ||h| a

da fiir die Nullfolge (r(h)/||h||) von Vektoren auch jede Komponente gegen
Null konvergiert. Nun ist die Abbildung, die A auf die j-te Komponente von
D f(zo)h abbildet eine lineare Abbildung von R? nach R, also ist f; total
differenzierbar in x;.

Nach Voraussetzung gilt fiir j = 1,2,...,p und alle h € R? mit 2o +h € G

P + 1) = fao) + Dfan+ry(h) mit i S o0

Wir setzen Th := (D fi(xo)h, D fo(xo)h, ..., Df,(z0)h)", h € R% Dann ist
T € LR RP) und es gilt
flwo+h) = (fi(zo + 1))}_, = (fi(wo) + Dfj(zo)h +r(R))}_,
= f(wo) + Th+ (r;(h));

=1

mit ( ( ))p
ri(h)). : .
lim ~ =L lim(r](h)y = <lim n(h))l’ =
h—=0  ||Al| h—o\ ||h|| /=1 h—=0 ||h]| /j=1
Also ist f in z( total differenzierbar. m

Wir sind damit schon in einer ziemlich komfortablen Situation. Die totale Dif-
ferenzierbarkeit verallgemeinert unser Konzept der Differenzierbarkeit in einer
Variablen ins mehrdimensionale und wenn wir die Ableitungen konkret ausrech-
nen miissen, kénnen wir uns an die einfach zu berechnenden partiellen Ableitun-
gen halten, denn die totale Ableitung ergibt sich ja aus der Jacobi-Matrix. Es
bleibt noch eine Frage zu kldaren: Wo bekommen wir die totale Differenzierbar-
keit her? Oder anders formuliert: Kénnen wir irgendwie schon an den partiellen
Ableitungen sehen, ob eine Funktion total differenzierbar ist? Ja, es gibt ein sehr
brauchbares hinreichendes Kriterium:
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Satz 10.12. Ist f : G — RP in xqg € G stetig partiell differenzierbar, so ist f
total differenzierbar in xg.

Beweis. Zunéchst einmal konnen wir uns dank Satz [10.11] auf den Fall p = 1

zuriickziehen und wir kénnen uns R¢ mit der 1-Norm versehen.
Sei € > 0 so, dass U.(z9) € G und h € U.(0) in R%. Dann setzen wir mit der
Standardbasis {ey, ey, ..., e4} des RY

k
20 :=x9 und z:= Zk_1+hkek:x0+2hjej, k=1,2,...,d.
j=1

Damit ist zg = x¢ + hiey + hoes + - - - + hgeq = xg + h und es gilt

k
oo — z#lls = || 3= hses
j=1

Wegen ||h||; < e sind damit alle zq, 29, ..., z¢ in U.(xg). Also ist mit Hilfe einer
Teleskopsumme und der Definition der zj

k d
= Dbl <> bl =l k=1,2,....d. (10.1)
j=1 j=1

f(xo + h) - f(%) = f(Zd) - f(Zo) = Z(f(zk) - f(Zkfl))

1

d
= (f(zk—l + hkek) — f(zk—l)) (102)
k=1
Wir betrachten nun die Funktionen gy (t) := f(zx—1 + teg) mit ¢ € (—6,0), wobei
d > 0 so klein gewéhlt ist, dass alle Argumente von f immer noch in U.(xg)
liegen. Fiir diese Funktionen gilt

t — qgi(t B " _ B ;
g (t) = lim gt + 1) — gr(t) — lim [z +tep +mex) — f(zr1 + tey)
77—)0 77 77_>O ’[’,
= O f(2k—1 + teg),

da f nach Voraussetzung in z;,_; + tey partiell differenzierbar ist. Also kénnen
wir den eindimensionalen Mittelwertsatz anwenden und erhalten aus ((10.2])

fxo+h) = flzo) =D (gx(hi) = ge(0)) = D gi(m) (s, = 0)

d
= Z Ok f (2k—1 + Tex) hi
k=1

mit 75, jeweils zwischen 0 und hy.
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Nun koénnen wir die totale Differezierbarkeit von f zeigen. Wir wissen schon aus
Satz [10.7 Wenn f in z, total differenzierbar ist, so muss die Ableitung durch
Vf(xg) = (Orf(w0))¢_, gegeben sein. Wir schauen uns also den entsprechenden
Rest an und erhalten mit unseren obigen Uberlegungen

ir(h)| == |f(1'0 +h) — f(zo) — Vf(iﬂo)h‘

. d
B ‘Z O f(2k-1 + Trex) by, — Za’“f(%)hk‘
k=1 h=1
d
=[SOS + ) — s
k=1

d
< Z’akf(zk—l + Tiex) — Ok f (o) [hal.
k=1

Da [hi|/||hllx < [[R[l1/l[All; =1 gilt, ist damit

()]
11l

d
< Z‘@kf(zk,l + Tkek) - akf($0)|

k=1

Schicken wir nun A gegen Null, so geht auch jedes hy gegen Null und da || < hy
ist, muss dann auch 7 gegen Null gehen. Aulerdem geht dank mit h gegen
Null z; gegen z fiir jedes k = 0,1, ..., d. Wir bekommen also dank der Stetigkeit
der partiellen Ableitungen von f

0 < lim [r(h)]
h—0 ||h|1

d
k=1

und damit die totale Differenzierbarkeit von f in z. O]

Bemerkung 10.13. Ist eine Funktion stetig partiell differenzierbar auf G, so ist
sie nach obigem Satz auf G total differenzierbar und nach Satz stimmt die
Abbildungsmatrix der totalen Ableitung mit der Jacobi-Matrix {iberein, hangt
also auch stetig von x € G ab. In diesem Sinne miissen wir bei stetig diffe-
renzierbaren Funktionen nicht zwischen partieller und totaler Differenzierbarkeit
unterscheiden. Das rechtfertigt im Nachhinein die Notation aus Definition .

Es ist sinnvoll, zum Abschluss dieses Kapitels die verschiedenen Beziehungen
zwischen totaler, partieller und Richtungs-Differenzierbarkeit noch einmal zu-
sammenzufassen:

stetig partiell differenzierbar —- total differenzierbar = stetig
4 4
partiell differenzierbar <= alle Richtungsabl. existieren

Wichtig ist noch zu bemerken, dass bei allen Implikationen in diesem Diagramm
die Riickrichtung im Allgemeinen falsch ist.
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11. Ableitungsregeln und der
Mittelwertsatz

Grundsétzlich haben wir die praktische Berechnung der Ableitungen durch die
partiellen Ableitungen schon auf den eindimensionalen Fall zuriickgespielt. Trotz-
dem lohnt es sich die relevanten Ableitungsreglen in die mehrdimensionale Spra-
che zu iibersetzen. Insbesondere die Kettenregel ist in dieser Form oft mit Gewinn
zu gebrauchen, wiahrend der Riickgriff auf die eindimensionale Kettenregel, ob-
gleich natiirlich méglich, meist zu einem Indexdschungel fiihrt.

Hier und im folgenden werden wir oft nur von , differenzierbaren“ Funktionen
sprechen, ohne den Zusatz , partiell“ oder ,total“. Damit ist dann immer totale
Differenzierbarkeit gemeint, denn mit reiner partieller Differenzierbarkeit kann
man normalerweise nichts anfangen. Der Begriff , stetig differenzierbar® ist sogar
unproblematisch, vgl. Bemerkung [10.13]

Auch in diesem Abschnitt sei wieder G C R? offen.

Satz 11.1 (Kettenregel). Es seien H C RP offen, sowie g : G — H und f : H —
RY Funktionen, so dass g in xg € G und f in g(xo) differenzierbar sind. Dann ist
auch die Funktion fog:G — RY in xy differenzierbar und es gilt

D(f o g)(zo) = Df(g(w0))Dg(x0),

bzw. in Matriznotation

Jfog(xo) = Jf(g(xo)) ) Jg<IO)~

Beweis. Nach Voraussetzung gilt

g(o + 1) = g(x0) + Dy(wo)h + r(h) it Jim 450 0
Flofan) + k) = f(g(ea)) + Df(gan))+ rs(h)  mie Ji ) —o

fir h € R mit 29+ h € G und k € R? mit g(xg) + k € H. Wir betrachten nun
speziell
k(h) = g(xzo+ h) — g(z0) = Dg(xo)h + ry(h). (11.1)

Man beachte, dass limy,_,o k(h) = 0 ist, denn g ist in z stetig. Dank der Offenheit
von H koénnen wir damit insbesondere das h so klein wihlen, dass auch g(xo) +
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k(h) € H liegt. Nun folgt

(f o 9)(wo + h) = fg(zo + ) = f(g(wo) + Dg(xo)h +ry(h)) = f(g(x0) + k(h))

= [(9(x0)) + Df(g(x0))k(h) + 15 (k(h))

= f(g(x0)) + Df(g(x0))(Dg(wo)h + rg(h)) +r4(k(h))

= f( (z0)) + D f(g(w0)) Dg(xo)h + D f(g(0))rg(h) + 1y (k(h))
f(g(x0)) + Df(g(x0))Dg(xo)h + r(h).

Wenn wir nun zeigen koénnen, dass r(h) /||| fiir h — 0 gegen Null geht, so sind wir

fertig. Wegen der Stetigkeit der linearen Abbildung D f(g(z()) und dank unseres
Wissens iiber r, gilt schonmal

im 70 rg(h) | rp(k(R)Y _ s (k) [[R(R)]
llz—>0 1Al h—>0<Df(( 0)) ||h||4+ 7] > ]11_>0 EoE (11.2)

g

—0

Auflerdem ist

M _ [[Pg(zo)h+ro(R)]| _ [Dg(za)hll | [lre(R)]
151 5] Al 1Al

Die Stetigkeit der linearen Abbildung Dg(xo) liefert nun, dass || Dg(zo)h||/||R|| fir
h € R? beschrinkt ist, vgl. Satz|5.10, AuBerdem konvergiert r,(h)/||h| fiir h — 0
gegen Null und ist damit insbesondere in einer Umgebung von Null beschrankt.

Zusammengenommen ist also der Ausdruck ||k(h)||/||k|| fir & in einer Umgebung
von Null durch ein C' > 0 beschréankt und wir bekommen aus ((11.2))

o<t PO o R _ o R .

=0 lhl ko [[R(R)]] k=0 K]l

Beispiel 11.2. Wir betrachten f : R? — R mit f(z,y) = 2%y + x¢e, vgl. Bei-
spiel und interessieren uns fiir

d

().

Damit ist gemeint, dass wir die ganz normale eindimensionale Ableitung der
Funktion ¢ — f(#?,t3) suchen. Wir setzen also g : R — R? g(t) = (t*,¢*)" und
berechnen mit der Kettenregel

jt(f(lt2 t%)) = (fog)(t) = Df(g(t))Dg(t) = Vf(g(t)) - Jy(t).

Es ist J,(t) = (2t,3t*)" und in Beispiel haben wir

Vf(x,y) = (32°y + ¥, 2° + we¥)
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berechnet. Das liefert zusammen mit (x,y) = g(t) = (%, 3)

d
E(f(tQ’ £3)) = (3t1% + e, 1% + %) - <

2t

5 t2) = 6t° + 2te’” 4 3t° + 3t%e”’
= 9¢5 + (2t + 3tY)e’.

Aus der Kettenregel kann man auch bequem die anderen bekannten Ableitungsre-
geln gewinnen. Wir”fiihren hier beispielhaft die Linearitéit aus. Die Produktregel
verbleibt dann als Ubungsaufgabe.

Satz 11.3 (Linearitit der Ableitung). Sind f,g : G — R? in xy € G differen-
zierbare Funktionen und o, B € R, so ist auch of + Bg in xy differenzierbar und

es gilt D(af + Bg)(xo) = aDf(xg) + BDg(x).
Beweis. Wir betrachten A : G — RP x RP und 7T : RP x RP — RP mit

_ (f(=) _ p
h<x>_(g(w)>’ x€eG und T(u,v) =au+ pv, wu,veERP.

Dann ist T'(h(x)) = ahy(z)+ fha(x) = af (x) + Bg(x) fiir alle x € G. Weiter ist h
nach Voraussetzung und dank der Unterstiitzung von Satz differenzierbar in
xo mit Dh(xy) = (D f(xq), Dg(x))T und schlieflich ist T als lineare Abbildung
differenzierbar in h(zo) mit DT (h(xo)) = T, vgl. Beispiel [10.4][(a)] Nach der
Kettenregel gilt also

D(af 4 Bg)(x0) = D(T o h)(xo) = DT'(h(x0))Dh(xo) = T'(D f(x0), Dg(0))
= aDf(xo) + fDg(xo). 0

Satz 11.4 (Produktregel). Sind f,g : G — R differenzierbar in xy € G, so ist
auch fg in xqo differenzierbar und es gilt

D(fg)(zo) = f(x0)Dg(wo) + g(z0)D f(x0).

Als néchstes nehmen wir uns den Mittelwertsatz vor. Um diesen auf Funktio-
nen meherer Verdnderlicher zu iibertragen, miissen wir zunéchst ein geeigentes
,zwischen® in R definieren.

Definition 11.5. Fir a,b € R? bezeichnet
ab:={a+Ab—a): A€ [0,1]}

die Verbindungsstrecke von a nach b.

Damit gilt dann der folgende Satz.

Satz 11.6 (Mittelwertsatz). Es sei f : G — R eine differenzierbare Funktion.
Sind a,b € G so, dass ab C G gilt, so gibt es ein & € ab mit

f(0) = fla) = Vf(E)(b—a)
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Beweis. Wir definieren ¢ : [0,1] — G durch g(A\) = a+A(b—a) und ¢ : [0,1] - R
als ¢ = fog. Da g mit Dg(\) = b—a differenzierbar ist, ist auch ¢ differenzierbar
und es gilt nach der Kettenregel in Satz

©'(A\) =V f(g(\)-Dg(A) =Vf(g\)-(b—a), Ae[0,1].

Auf diese Funktion konnen wir nun den Mittelwertsatz fiir Funktionen in einer
Variablen, Satz 1.24.5, anwenden. Es gibt also ein 7 € (0, 1), fur das

fb) = fa) = f(g(1)) = f(9(0)) = (1) = 9(0) = ¢'(7)(1 = 0) = V f(g(7))(b - a)
gilt. Mit € := g(7) folgt die Behauptung. O

Warnung 11.7. Der Mittelwertsatz gilt nur fiir reellwertige Funktionen. Ist der
Zielraum mehrdimensional, so ist eine entsprechende Aussage im Allgemeinen
falsch!

Oft nutzt man den Mittelwertsatz allerdings nicht um eine Gleichheit zu bekom-
men, sondern ist nur an einer Abschitzung interessiert. In diesem Fall kann man
sich ein Substitut fiir Funktionen mit Werten in R? bauen, das wir nun betrachten
wollen.

Satz 11.8 (Schrankensatz). Es sei f : G — RP differenzierbar. Gibt es ein L > 0
mit ||Jr(z)|| < L fir alle x € G, so gibt es ein C > 0 mit

|f(a) — f(b)|| < CL|ja—b||  fiir alle a,b € G mit ab C G.

Beweis. Im Satz sind die verwendeten Normen in R?, R? und RP*¢ bewusst nicht
spezifiziert. Wir wihlen hier in RP*¢ die Zeilensummennorm aus Ubungsaufga-
be und zeigen

1 (a) = f(O)]loo < Lla = bl|co, (11.3)

die allgemeine Aussage im Satz folgern wir dann mal wieder daraus, dass in den
betrachteten Rdumen jeweils alle Normen #quivalent sind, vgl. Satz [6.3]

Seien a,b € G mit ab C G. Dann gilt mit dem Mittelwertsatz , angewandt
auf die einzelnen rellwertigen Koordinatenfunktionen fi, f, ..., f, mit & € ab,

i=1,2,....p
[f(a) = f(B)llee = rg.l%X |fi(a) = f;(0)| = mfaXIij(éj)(a — )|

d
:max‘20kf] &) (ay — by) ‘ Z O3 (&)|ar — by
k=1

< maX tax [|a — bl Z 10k f5(E5)] < lla = blloomaxmaxz |0k f5 (2

k=1
= lla = blloe max{|J;(2)]| 25 = Lla — b|ec-
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Fiir die allgemeine Aussage nutzen wir die Aquivalenz der Normen und erhalten
Konstanten Cy, Cy, C5 > 0 mit || J¢(2)| zs < Ch]|J¢(x)]| fiir alle € G und mit

1f(a) = fFD)I| < Callf(a) = f(B)]lse < CoC1Llla —blloe < C3C5CiLIJa—b. O
Beispiel 11.9. Wir betrachten die Abbildung f : R? — R? mit

arctan(x)

fz,y) = | (in(y) +3)
_esin(:c—l—y)/?)
4

Dann gilt fiir die Koordinatenfunktionen f; und fs

1 1 —2 arctan(x) COS(?/))

Vhlz,y) = ((sin(y) +3)21+ 2% (sin(y) + 3)3

und

1/ . 1 : 1
Vfa(z,y) = 1 (esm(“y)/?’g cos(z + y), es‘n(’”+y)/3§ cos(z + y))
1 sin(x 3
= 15° @H9)/3 cos(x + y)(1,1).

Nun gilt fiir alle (z,y)” € R?

1 1 2| arctan(z)|| cos(y)|
(sin(y) + 3)2 1 + a2 (sin(y) +3)*
1 2-Z.1 1

< LA R
= (=14 3)2 (-1+3)3 4 84

1 sin(x
IV 2z, y)lh = 15e 03 cos(z + y) [[I(1, 1) 14
1 1

1 1
—el/3 1.9« 8B .9 =
12° =12 3’

IV fi(z, y)lh =

_|_

<

also ist fiir alle (z,y)T € R?

15, y)ll zs = max{[|V fi(z, y)ll1. [V o2, )l } < max{3/4,1/3} = 3/4.

und das liefert mit (11.3)) fiir alle a, b € R?

I7(a) = F®)le < lla— b

wobei die Bedingung ab C R? natiirlich immer erfiillt ist.
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11. Ableitungsregeln und der Mittelwertsatz

Wir haben also gezeigt, dass f auf R? Lipschitz-stetig ist mit Lipschitz-Konstante
3/4. Und was soll das nun? Damit ist f eine strikte Kontraktion auf dem Banach-
raum (R?,] - ||lo), also hat f nach dem Banach’schen Fixpunktsatz [3.13] genau
einen Fixpunkt in R2. Wir haben damit gezeigt, dass das Gleichungssystem

z(sin(y) + 3)2 = arctan(x)

4y _ esin(x+y)/3

genau eine Losung in R? hat. Hitten Sie das dem Gleichungssystem angesehen?
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12. Hohere Ableitungen und der
Satz von Taylor

Auch in diesem Kapitel sei grundsitzlich G C R? eine offene Menge.

Mehrfache partielle Ableitungen haben wir schon in Definition kennenge-
lernt. Im Prinzip sind auch hohere totale Ableitungen nicht komplizierter, es wird
nur etwas uniibersichtlich rekursiv, denn fiir eine ausreichend oft stetig partiell
differenzierbare Funktion f : G — RP? ist nach Definition [I0.1], die totale Ablei-
tung Df eine Funktion von G nach £(R? RP). Dementsprechend gilt fiir deren
totale Ableitung dann D(Df) : G — L(R? L(R% RP)) und fiir die dritte totale
Ableitung gilt dann DDD f(zo) € L(RY, L(R?, L(RY, RP))) fiir jedes xq € G.
Das gibt zwar ein schones Strickmuster, aber so richtig viel darunter vorstellen
kann man sich nicht. Es gibt zum Gliick noch eine andere Sichtweise auf die Sache,
die wir hier anhand der zweiten totalen Ableitung einer reellwertigen Funktion
entwickeln wollen.

Es sei also nun f € C?(G,R). Die zweite Ableitung D(Df)(x) von f an einer
Stelle g ist ein Element von £(R?, £(R% R)), also ist fiir jedes v € R? die Anwen-
dung dieser Ableitung auf v, d. h. D(Df)(z¢)v, ein Element von £(R% R) und
die Zuordnung v — D(D f)(zo)v ist linear in v. Wenn wir diese lineare Abbildung
wiederum auf ein u € R? anwenden, so ist

[D(Df)(zo)v]u € R und w+ [D(Df)(zo)v]u linear in u.

Fiir ein fixes o ist damit (u,v) — [D(Df)(xo)v]u eine Abbildung von R? x R?
nach R, die in u und v linear ist, also eine Bilinearform.

Weiter gilt nach Satz

[D(Df)(zo)v]u = [D(8yf)(z0) ]t = 8,0, f (20).

Wir kénnen also die zweite totale Ableitung von f an der Stelle z( als die folgende
Bilinearform auffassen:

RIx R? — R

D?f (o) : {(u,v) = 0y0y f (o).

Damit ordnet dann die zweite Ableitungsfunktion D?f jedem x, € G eine Bili-
nearform auf R? zu.
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12. Hoéhere Ableitungen und der Satz von Taylor

Diese Bilinearform kann man auch mit Hilfe einer Matrix darstellen. Es gilt fiir
alle 2o € G und fiir alle u,v € R? nach Korollar [10.9]

[D? f(0)] (1, v) = 0,0y f () = [V, f(w0)]u = Z 9;0, f (0 )u;

d
Z (Vf(xo) - 28 Z@kf To) Ukl
7j=1

d
Z ;0 f(xo)vku; = u (8j8kf(x0))ikzlv.

k:
Die Matrix in diesem Ausdruck bekommt nun einen Namen.

Definition 12.1. Es sei f : G — R zweimal partiell differenzierbar in xo € G.
Dann heifst die d x d-Matrix

aagf(xo) (95232]0(350) e glgdf(x(J)
Hw) = (0, = | 2] B Bt
0a01 f(xo) 040af(xo) ... 03f(x0)

Hesse-Matrix von f in x.

Bemerkung 12.2. (a) Ist f sogar zweimal stetig partiell differenzierbar, also
in C*(G,R), so ist die Hesse-Matrix dank des Satzes von Schwarz fiir
jedes xy € G eine symmetrische Matrix.

(b) In #hnlicher Weise wie oben kann man fiir eine Funktion f € C*(G,R) die
k-te Ableitung D* f(x¢) als k-Linearfom in R? auffassen mit

Dkf(xg)(v(l), 0(2), e ,U(k)) = 8v<1)8v<2) . .av(k)f(l‘o).
fir v, 0@ . 0®) e RY.

Das Notieren von Ableitungen beliebig hoher Ordnung ist mit den bisher betrach-
teten Mitteln sehr mithsam und schnell uniibersichtlich. Deshalb wollen wir nun
mit der Multiindex-Schreibweise ein notationelles Hilfsmittel dafiir kennenlernen.

Definition 12.3. (a) Ein Tupel a = (aq, aa, ..., aq) € N¢ heifft Multiindex.
(b) Fiir einen Multiindex o € N3 schreibt man

lal ;=1 +as+ -+ ag (Betrag von a)

al i = aqlag! - ay!.

Der Betrag wird, vor allem im Zusammenhang mit Ableitungen, oft auch
Ordnung des Mulititndex genannt.
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(c) Ist « € N& ein Multiindex der Ordnung k € N, f € C*(G,RP) und z € R?
so schreibt man kurz

o . 01,009 Qq
xXr . 1‘1 $2 "'ZL’d

olel

al a2 Qg
21 0xy* ... Oxy,

Df = 0105 05 =

und ist 0 = (0,0, ...,0) der Null-Multiindex, so setzen wir wieder D°f := f.
Beispiel 12.4. Fiir o = (3,5,7,0,6) ist

la| =3+5+T7+6 =21,
al =3!-51.7!-6,
D f = 0{0;050% f,
5 [0
3
—1| =5*3".(-1)"-1°= -5*. 3%
s
1

Bemerkung 12.5. Die Multiindexschreibweise ist fiir Ableitungen nur dann
sinnvoll, wenn stetige Differenzierbarkeit vorliegt, da im Multiindex keine Infor-
mation dariiber enthalten ist, in welcher Reihenfolge abgeleitet werden soll und
der Satz von Schwarz die Unabhéngigkeit der Ableitung von der Reihenfolge

der partiellen Ableitungen nur bei stetiger Differenzierbarkeit garantieren kann.

Wir wollen die Multiindizes nun einmal bei der Arbeit sehen und formulieren und
beweisen mit ihrer Hilfe eine ,,Multinomialformel®, also eine Binomialformel fiir
mehrere Summanden unter der Potenz.

Lemma 12.6. Fiir alle a € R und alle £ € N gilt

e t— a”
(a1 +as+ -+ aq) —E.Za!.
|ar|=¢
Die Schreibweise Z\a|:e bedeutet hier, dass iiber alle méglichen Multiindizes vom
Betrag ¢ summiert wird.

Beweis. Wir beweisen die Formel per Induktion iiber d. Fiir den Induktionsan-
fang stellen wir fest, dass es fiir d = 1 nur einen Multiindex o € N} mit |a| = ¢
gibt, ndmlich (¢). Also ist
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12. Hoéhere Ableitungen und der Satz von Taylor

und die Behauptung ist fiir d = 1 gezeigt.

Fiir den Induktionsschluss von d nach d + 1 gehen wir davon aus, dass die
Behauptung fiir d gilt. Im Folgenden zerlegen wir Multiindizes o aus Ng“ als
a = (a/,ag11) mit o/ € N¢ und genauso a € R¥™ als a = (d/, ag41) mit o’ € R%.
Es sei nun @ € R*! und ¢ € N. Wir setzen b := a; + as + - - - + a4. Dann gilt mit
der Binomialformel

V4
(a1+---+ad+ad+1) b+ad+1 Z ( )agprlb(_j.
Jj=

Nun kénnen wir fiir den Ausdruck =7 die Induktionsvoraussetzung verwenden
und erhalten

Es ist
{(o/,j) eNg i || =0 —j, j=0,1,....0} = {aENg“ o = ¢},

also folgt durch Ersetzung von j durch ag.4

4 1o qldt
¢ _ 0 a™ agh,
(a1+--~—|—ad+ad+1) = o | o
ag+1=0 |/ |=l—g41 d+1° '
&Oé
=/ —. O
a!

laf=¢

Wenn Sie das immer noch sehr uniibersichtlich finden — und das diirfen Sie mit
gutem Gewissen — dann versuchen Sie mal dieses Lemma ohne die Verwendung
von Multiindizes zu formulieren und zu beweisen!

Ein anderer praktischer Nutzen von Multiindizes ergibt sich beim Umgang mit
Polynomen in mehreren Variablen. Ein allgemeines Polynom vom Grad m € N

in d Variablen &, &,, ..., &; konnen wir nun einfach hinschreiben als
p(&) = ant”
|a|<m

mit Koeffizienten a, € K fiir jedes o € N¢ mit |a] < m. Das hat den iiber-
sichtlichen Vorteil, dass das nun, bis auf die ungewohnte Angabe des Summa-
tionsbereichs unter dem Summenzeichen, genauso aussieht, wie wir das in einer
Variablen gewohnt sind. Machen Sie sich aber unbedingt klar, dass man auf diese
Weise tatséchlich alle Polynome in d Variablen erwischt!
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Definition 12.7. Sei p(§) = =<, @&® €in Polynom in d Variablen wie oben.
Dann heifst N

(D) C™(G,R) — C(G,R)
AR ¥ = p(D)f = Y \jem @D f

linearer Differentialoperator der Ordnung m mit Koeffizienten a,, |a| < m.

Bemerkung 12.8. (a) Fiir jedes Polynom p ist p(D) wie oben angegeben eine

(b)

lineare Abbildung. Dahinter steckt nichts als die Linearitéit der Differentia-
tion.

Der Ubergang vom Polynom zum zugehorigen Differentialoperator entsteht
formal, indem jeweils fiir j = 1,2,...,d die j-te Variable {; durch die par-
tielle Ableitung 0; ersetzt wird. Diese Aktion vertrégt sich brav mit den
géngigen Rechenoperationen fiir Polynome: Uberzeugen Sie sich, dass

(p+q)(D)=p(D)+q(D) und (p-q)(D)=p(D)q(D)

fiir alle Polynome p, q gilt.

Beispiel 12.9. (a) Der wichtigste Differentialoperator ist gegeben durch

d
A=F+03+-+0;=>Y 0.
j=1

Dieser heifit Laplace-Operator oder kurz nur Laplace und entsteht aus dem
Polynom &2 + &5 + -+ + £2.

Man beachte, dass fiir jede Funktion f € C?(G,R) gilt Af = spurH;.

Dieser Operator taucht in vielen fiir Physik, Mechanik, Wirtschaft, Che-
mie,. .. fundamental wichtigen Differentialgleichungen auf, z.B.

2
or?
Wirmeleitungsgleichung: %u(t, x) = Ayu(t, x),

Wellengleichung;: u(t,z) = Ayu(t, x),

0
Schrodingergleichung: Eu(t, x) = iAu(t, x).
Das zweite Beispiel ist bei weitem nicht so prominent, wir brauchen es aber

gleich im Beweis des Satzes von Taylor.

Es sei h € RY ein fix gewihlter Vektor. Dann ist

p(§) = (h, &) = Zhjfj

93



12. Hoéhere Ableitungen und der Satz von Taylor

ein Polynom vom Grad 1 (bzw. fiir ~ = 0 vom Grad 0). Dieses liefert uns
den linearen Differentialoperator

(n, V) : Z

Wenden wir diesen nun ¢ € N mal auf eine Funktion f € C*(G,R) an, so
gilt mit Hilfe von Lemma und Bemerkung [12.§(b)

hOy, had, . .. hadg)®
<h,V>£f=(h1(91+h282+---+hd8d)ff:E!Z( 171, 172 Z' , 1a0d) f
o= '
_g,zh O h3 a&' hGe @th 121
o=t ' ome &

Eigentlich sollte es in diesem Abschnitt ja um den Satz von Taylor gehen und
dem wollen wir uns nun auch zuwenden. Alle bisherigen Vorbereitungen iiber
Multiindizes und lineare Differenzialoperatoren werden dabei zusammenflieflen.
Zuniichst erinnern wir uns an die eindimensionale Situation: Ist f € C™"(1) fiir
ein Intervall I C R und sind z, xy € I, so gilt

0 (1, ‘
fla)=>Y" / j(! >(q,~ — 20)” 4+ Roner f(z, 30),

J=0

wobei wir fiir das Restglied R,,.1f(z,x¢) die beiden Darstellungen

FrIE)
L 22 (x —x0)™t,  fiir ein € zwischen x und z,
_ ) (m+1)!
Rm—i—lf(xa 330) - x (ZB _ t)m
w0 M

hergeleitet hatten.

Satz 12.10 (Taylor). Seien xg,x € G mit Tox € G, m € Ny und f € C"™ (G, R).
Dann gibt es ein & € Tox mit

f(f[,’): Z D fng)(iC—lL'())a—f— Z D fl(g)(l'—l’o)a
jagm & jaj=mt1 &
= mf(x, .’Eo) + Rerlf(LU, $0).
Beweis. Es sei h = (h;)9_, := x — xy € R?. Damit betrachten wir die Funktion
F:[0,1] —» R mit F(t) :== f(zo +th), t € [0,1]. Dann ist F € C™([0,1]) und
es gilt fiir ¢ € [0, 1]

d
flao + th)) = Vf(xo+th) - h =Y h;0;f(xo+ th)

J=1

F'(t) = %(

= (h, V) f(zo + th)
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und genauso

F' (1) = S ((h, V) F o + 1)) = (. D) ((h, 9)) (o -+ th) = (. V)2 (o + 1),

bzw. induktiv fir £ =1,2,...,m+1

FOt) = (h, V) f(xo + th).

Wir wenden nun auf F' den eindimensionalen Satz von Taylor [.28.3 mit Entwick-
lungspunkt 0 an und erhalten fiir ein 7 € (0, 1)

FOm+ (1)
g =0 Sy

e (V) f (o) | (A, V) f (o + Th)
=) gt m+)

=0

Verwenden wir nun unsere Uberlegungen aus (12.1)) in Beispiel [12.94(b)} so liefert
das mit & := xg+ 7h = ¢ + 7(x — x¢) € ToT

he D xo 1 he D
=3 g0 ST ey 3 O

|a|=¢ |a|l=m+1

— Z D f :EO ZEo)a ‘I— Z DO;{;(S) (ZE — ZL‘Q)a. D

lor|<m lal=m+1

Bemerkung 12.11. (a) Das Polynom T,,f(z, zo) heiit dann natiirlich wieder
Taylorpolynom der Ordnung m von f in xy und R,,1f(z, %) ist das zu-
gehorige Restglied in Lagrange-Darstellung.

(b) Genau wie in einer Dimension fillt der Satz von Taylor fiir m = 0 mit dem
Mittelwertsatz zusammen.

(¢) Am héaufigsten wird der Satz von Taylor im Fall m = 1 verwendet. Dann
lasst sich die Formel recht schon so schreiben:

f(z) =T f(x, $0)+R2f(17 o)

fxo) + Za fxo)(z; — x05) Z 0;0Lf (& — o) (Tk — To)

:f@w+VAmxx—m»+;x—mﬂﬂﬂ@m—xw

mit einem & € xyT.
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12. Hoéhere Ableitungen und der Satz von Taylor

Ubungsaufgabe 12.12. Ist f € C™ (G, R) und zy € G, so ist die Approxima-
tion von Ty, f(z,x¢) an f in der Néhe von zy von Ordnung m, d. h.

lim f(.??) - Tmf(xa :CO)

w0 [l — o™

=0.

Beispiel 12.13. Wir suchen das Taylorpolynom 2. Ordnung von

2 20 —
flz,y) = sin(xz y) —|—cos( x2 y)) (z,y) € R?,
um den Entwicklungspunkt (0,0). Es ist nach einiger Ableiterei

T2f((x> y)’ (Oa O))

(0,0
= 70,0+ 2000 gy L0,

f22(0,0) f1(0,0) f4y(0,0)
+~—3r—@—of+—%Hr4x—m@—oywﬂ%r—(—of
RIS SRS SPO 1,
T T ATy Tt Tty T gy

Alternativ kann man auch die bekannten Reihen von Sinus und Cosinus nutzen:

i =3 A (e S Oy

k=0
_x+2y 1(m+2y) 1 1(2x—y>
2 6\ 2 2 2
1

=l4gety—cQ2r—y)+

b te by sy Ly
== —(I/‘ ——l‘ _LE _ —

gt TY TRt TRy !

wobei die Auslassungspiinktchen Terme bezeichnen, die mindestens vom Grad 3
sind.

Zur Information ist hier noch eine Version des Satzes von Taylor mit Integral-
restglied in mehreren Variablen aufgefiihrt.

Satz 12.14 (Satz von Taylor mit Integralrestglied). Es seien zo,xz € G so, dass
Zor C G, m € Ny und f € C™Y(G,R). Dann gilt

f(z) =T f(x, 20) +/0 u;l—f)mm,V)m“f(xo + th) dt.
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13. Lokale Extrema

Wir gehen weiter im Programm unsere Ergebnisse aus der Analysis I mehrdi-
mensional zu erweitern und wenden uns dem Auffinden lokaler Extrema mithilfe
der Differentialrechnung zu. In diesem Abschnitt sei grundsitzlich G C R? eine
offene Menge und f : G — R eine Funktion.

Definition 13.1. (a) Die Funktion f hat in xy € G ein lokales (oder relatives)
Maximum, wenn es eine Umgebung U C G von xg gibt mit f(z) < f(xo)
fiir alle x € U.

(b) Die Funktion f hat in xy € G ein lokales (oder relatives) Minimum, wenn
es eine Umgebung U C G von xy gibt mit f(x) > f(xo) fir alle v € U.

(¢) Die Funktion f hat in xy € G ein lokales (oder relatives) Extremum, wenn
fin xy ein lokales Mazimum oder Minimum besitzt.

Fiir das Vorliegen eines lokalen Extremums gibt es auch in mehreren Variablen
das tibliche notwendige Kriterium. Man beachte, dass dafiir eine sehr schwache
Differenzierbarkeitsbedingung schon ausreicht.

Satz 13.2. Ist [ partiell differenzierbar in xo € G und hat f dort ein lokales
Eztremum, so gilt V f(xg) = 0.

Beweis. Es sei ey, es, . .., eq die Standardbasis in R%. Da G offen ist, existiert ein
d > 0 mit zg+te; € G fir alle j =1,2,...,d und alle t € [—-4,6].

Wir betrachten nun fiir j = 1,2,...,d die Funktionen g; : (—6,9) — R mit
gj(t) = f(zo + te;), d. h. g; entspricht der Einschrénkung von f auf eine kurze
Strecke durch den Punkt zy in Richtung des j-ten Koordinateneinheitsvektors,
wobei ¢(0) = f(x¢) ist. Damit hat g; in Null ebenfalls ein lokales Extremum.
AuBerdem ist g; nach Voraussetzung differenzierbar in Null mit

/(0) = i B =90 _ (g F o+ tef) = f o)
gj t—0 t 0 t

= 0;f (o).

Nach dem bekannten eindimensionalen Resultat {iber kritische Punkte 1.24.3 gilt
also 0;f(wo) = ¢;(0) = 0 fiir jedes j = 1,2,...,d und das bedeutet gerade

Definition 13.3. Ist f in xo partiell differenzierbar und gilt V f (xo) = 0, so heifst
xo ein kritischer Punkt von f.
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13. Lokale Extrema

Es diirfte nicht iiberraschend sein, dass die Welt in mehreren Variablen nicht
schoner wird als in einer: Nicht jeder kritische Punkt ist auch eine lokale Extrem-
stelle. Hier sind die notorischen Beispiele.

Beispiel 13.4. (a) Essei f : R? — R gegeben durch f(x,y) = 2?+y* Dann ist
f(x,y) > 0 fiir alle (z,y) € R?\ {0} und f(0,0) = 0. Also hat f in (0,0) ein
lokales (sogar globales) Minimum und tatséchlich ist Vf(z,y) = (2z,2y)
und damit V f(0,0) = (0,0).

(b) Wir betrachten jetzt f : R? — R mit f(z,y) = 22—y Dann ist Vf(z,y) =
(22, —2y) und damit auch hier V £(0,0) = (0,0), d. h. (0, 0) ist ein kritischer
Punkt von f. Hier gilt aber f(z,0) > 0 fiir alle z # 0 und f(0,y) < 0 fiir alle
y # 0. In jeder Umgebung von Null ohne den Ursprung sind also die Werte
von f auf der z-Achse strikt positiv und auf der y-Achse strikt negativ.
Damit kann im Ursprung kein lokales Extremum vorliegen.

Man nennt einen solchen kritischen Punkt, an dem kein Extremum vorliegt,
einen Sattelpunkt.

Wie unterscheidet man nun einen Sattelpunkt von einer Extremstelle? Die Idee
ist genau die gleiche wie im letzten Semester: Ist f € C?*(G,R) und xy € G ein
kritischer Punkt von f, so entwickeln wir f in sein Taylorpolynom erster Ordnung
mit Entwicklungsstelle z.

Dazu sei o > 0 so, dass U,(zg) C G gilt. Dann ist fiir alle x € U,(x¢) die Verbin-
dungsstrecke Tz; C U,(x0) C G, so dass es nach dem Satz von Taylor [12.10] vgl.

auch Bemerkung [12.11(c)| ein & € Tz gibt mit
(&) = Fw) + V(o) — 20) + 52— 20) Hy(€)x — o).
T/

Also ist

F(@) = (o) = 5(x — 20) Hy(€)(x — ) = 5(x — 0, Hy(€)(x — 20))  (13.1)

und das Vorzeichen der rechten Seite bestimmt das Vorzeichen der linken Seite
und das entscheidet dariiber ob eine, und wenn ja, was fiir eine, Extremstelle
vorliegt. Dabei hilft uns folgende Defintion weiter, die wahrscheinlich nur eine
Erinnerung an die Lineare Algebra ist.

Definition 13.5. Eine symmetrische Matriz A € R heifst
(a) positiv definit, falls (z, Ax) > 0 fiir alle x € R?\ {0} gilt.
(b) negativ definit, falls (x, Az) < 0 fiir alle v € R®\ {0} gilt.

(c) indefinit, falls z,y € R? existieren mit (x, Az) > 0 und (y, Ay) < 0.
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Lemma 13.6. Die Mengen der positiv definiten, der negativ definiten und der
indefiniten Matrizen sind offene Teilmengen von {T € R™? . T symmetrisch}.

Beweis. Wir fithren den Beweis nur fiir die Menge der positiven Matrizen. Die
Argumente in den anderen Fillen sind mehr oder weniger analog.

Sei A € R%? positiv definit. Da die Einheitssphire K := {z € R? : ||z|]y = 1}
kompakt ist und f : K — R mit f(x) = (z, Az) stetig auf K ist, nimmt die
Abbildung f auf K ihr Minimum an. Wir nennen diesen Minimalwert o und
beobachten, dass wegen f(z) > 0 fiir alle x € K auch o > 0 gelten muss.

In R¥9 kénnen wir uns noch eine Norm aussuchen und da wir wegen des Skalar-
podukts in R? sinnigerweise mit der 2-Norm arbeiten, versehen wir R4*? mit der
zur 2-Norm assoziierten Operatornorm || - ||, vgl. Definition [5.12]

Wir weisen nun nach, dass U,/2(A) in der Menge der positiv definiten Matrizen
enthalten ist, womit diese dann offen ist. Sei also B € R%*? eine symmetrische
Matrix mit ||B — A|| < «/2. Dann gilt fiir alle x € K

(x,Bz) = (x, Az — (A — B)x) = (z, Az) — (z, (A — B)x).

Wir wenden im letzten Skalarprodukt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung an, zie-
hen damit mehr ab und erhalten fiir alle x € K

(z, Br) 2 (z, Az) = ||z]2 [(A = B)zll> 2 a = [|(A = B)z]l2,

=1

Nun verwenden wir Satz [5.12(b)i){ und erhalten weiterhin fiir alle z € K

(z,Br) > a— |A=Bll|lz]s =a - [[A-B| >a—%=%.

Damit haben wir schlieBlich fiir alle x € R?\ {0}

X

i «
(@ Be) = el (o B 2 Wl > 0

]l

Also ist auch B eine positiv definite Matrix und U,/2(A) eine Teilmenge der
positiv definiten Matrizen. n

Satz 13.7 (Hinreichende Bedingung fiir Extrema). Ist f € C*(G,R) und xy € G
ein kritischer Punkt von f, so gilt:

(a) Ist H¢(xo) positiv definit, so hat f in xo ein lokales Minimum.
(b) Ist H¢(zo) negativ definit, so hat f in xo ein lokales Maximum.

(c) Ist Hy(xo) indefinit, so hat f in xo kein Extremum.
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13. Lokale Extrema

Beweis.  (a) Wir haben in (13.1)) bereits gesehen, dass

F(a) — flaw) = 5(x — o, Hy(€)(x — 7o) mit einem € & 775

ist, solange x € U,(z() mit einem geeigneten p > 0 gilt.

Ist nun Hy(xg) positiv definit, so gibt es nach Lemmaein k > 0, so dass
alle symmetrischen Matrizen, die ndher als k an H(zo) liegen, ebenfalls
positiv definit sind. Die Abbildung = — H(z) ist nach Voraussetzung in G
stetig, also gibt es ein 6 > 0 mit H(x) € U, (Hf(xo)) fiir alle z € Us(zo),
d. h. H¢(z) ist dann positiv definit.

Ist nun e := min{d, o}, so gilt fiir alle x € U.(x(), dass auch das zugehorige
€ in U.(xo) liegt und damit H(§) positiv definit ist. Also ist fiir alle z €
UE(SL’O>

1
f(@) = f(mo) = §<$ — o, Hy(§)(x — Io)> >0
und damit f(x) > f(xg), d. h. in z liegt ein relatives Minimum vor.

Ist H¢(xo) negativ definit, so ist H_s(zg) = —H(xo) positiv definit und
nach unseren obigen Erkenntnissen hat dann —f ein lokales Minimum in
T, d. h. f hat ein lokales Maximum in x,. Man beachte dabei, dass die
Voraussetzungen des Satzes, wenn sie fiir f erfiillt sind, auch fiir — f gelten.

Ist H(zo) indefinit, so gibt es v, w € R? mit
(v,Hp(zo)v) >0 und (w, He(xo)w) <0

und v und w sind offensichtlich nicht Null. Da G offen ist, kénnen wir dann
ein € > 0 finden mit xo+tv, zo+tw € G fiir alle t € (—¢, ). Wir betrachten
die beiden Funktionen ¢,, ., : (—¢,) = R mit ¢,(t) = f(xo + tv) und
0uw(t) = f(xg + tw). Dann sind ¢, p,, € C*((—¢,€)) mit

o (t) =V [f(xg+tv)-v, also ¢ (0)=Vf(rg) -v=0
und genauso ¢! (0) = 0. Weiterhin gilt
@i (t) = (v, Hp(xo + tv)v), und damit ¢[(0) = (v, H¢(x¢)v) >0

und genauso ¢ (0) < 0. Damit hat die Einschriankung von f auf die Gerade
durch xg in Richtung v, also ¢,, in ¢ ein striktes lokales Minimum und die
Einschrinkung auf die Gerade durch zy in Richtung w in xg ein striktes
lokales Maximum. In Summe kann damit f in xq kein Extremum haben. [

Die Frage wie man nun feststellt, ob eine gegebene symmetrische Matrix posi-
tiv, negativ oder indefinit ist, gehort in den Zusténdigkeitsbereich der Linearen
Algebra. Wir zitieren hier die wichtigsten Methoden.
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Satz 13.8. Sei A = (a;1)%,—; € R symmetrisch. Dann ist A

(a) genau dann positiv definit, wenn alle Eigenwerte von A strikt positiv sind
und das ist genau dann der Fall, wenn die Minoren von A alle positiv sind,

d. h. fir allem =1,2,...,d gilt det((a;x)7%—,) > 0.

(b) genau dann negativ definit, wenn alle Figenwerte von A strikt negativ sind
und das ist genau dann der Fall, wenn die Vorzeichen der Minoren von A

alternieren mit (—1)™ det((a;x)jy=y) > 0 fiir allem =1,2,....d.

(c) genau dann indefinit, wenn A sowohl einen strikt positiven als auch einen
strikt negativen Eigenwert hat.

Beispiel 13.9. Wir bestimmen die relativen Extrema von f : R? — R mit
fla,y) = (@ +2y%)e ",

vgl. Abbildung [13.1]

ll.DT”"\‘“‘\““\““\““\““\
-15 -1 -05 0 05 1 L5

y

2 2

Abbildung 13.1.: Der Graph der Funktion f(z,y) = (2% + 2y*)e ™ ¥

Wir bestimmen die kritischen Punkte mit V f(z,y) = (0,0). Da

Vi(w,y) = (207 = 2w(a” + 207)e ™V dye Y = 2y(a” 4 2¢7)e V)
=2 %Y’ (z(1—2” = 2y%),y(2 — 2 — 2¢7)),

ist, bekommen wir die kritischen Punkte als die Losungen des Gleichungssystems

r(1—2*—2y%) = 0
y(2—2*—2y%) = 0.

Wir betrachten zunéchst den Fall x = 0. Dann ist die erste Gleichung erfiillt und
die zweite vereinfacht sich zu y(2 — 2y?) = 0. Diese hat die drei Losungen 0, 1
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13. Lokale Extrema

und —1. Also haben wir bereits die drei Nullstellen des Gradienten (0,0), (0, 1)

und (0, —1).
Im Fall x # 0 kénnen wir die erste Gleichung durch x dividieren und verbleiben
mit —2? — 2y?> = —1. Setzen wir das in die zweite Gleichung ein, so erhalten

wir 0 = y(2 — 1) = y. In diesem Fall muss also y = 0 sein. Dann ist die zweite
Gleichung auf jeden Fall erfiillt und nun vereinfacht sich die erste Gleichung zu
1 — 22 =0, also muss dann x = 1 oder z = —1 sein.

Insgesamt haben wir fiinf kritische Stellen (0, 0), (0, 1), (0,—1), (1,0) und (—1,0).
Wir bestimmen nun die Hesse-Matrix Hf(x,y) zu

P 1 — 522 — 2% + 22" + 42%y? —2xy(3 — 22 — 2y?)
—2xy(3 — 2% — 2y?) 2 — 22 — 10y? + 2222 + 4yt ) -
Damit ist
10 . ..
H(0,0) =2 0 2/ Eigenwerte: 2, 4 ~» pos. def. ~ Minimum,
2 (— -2 =8
H¢(0,1) = - 10 , Eigenwerte: —, — ~- neg. def. ~» Maximum,
e 0 —4 e e
H(0,—1) = H(0,1) ~» Maximum,

€ [§

) 1
2 (— —4 2
H¢(1,0) = - ( 2 0) ,  Eigenwerte: —, — ~~ indefinit ~+ kein Extr.,
e
) = H(1,0) ~ kein Extr..

Bemerkung 13.10. In R¢ koénnen ein paar Dinge passieren, die im eindimen-
sionalen nicht vorkommen, z.B. kann eine auf ganz R? definierte Funktion zwei
relative Maxima haben, ohne ein relatives Mimimum zu besitzen, vgl. Abbil-
dung [13.2] Hiiten Sie sich also vor eindimensionalem Denken!

1.0

S
—

0.754

"a
——=

—=—
r—>—
=

/

———

= _—

0.5

e

(=27

L7

< =
T

———

< —

0.254

< =
i

< —
—

0.0

Abbildung 13.2.: Der Graph der Funktion f(z,y) = eV 4 o (@=3)7
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14. Umkehrfunktionen

Ein Grundproblem der Mathematik ist das Auflésen von Gleichungen. Ein all-
gemeines Gleichungssystem mit d Unbekannten und p Gleichungen kénnen wir
schreiben als f(z) = b mit f : R — RP, wobei b € RP gegeben und z € R?
gesucht ist.

Besonders {ibersichtlich ist der Fall von linearen Gleichungssystemen, den Sie aus
der Linearen Algebra kennen:

e Ist p > d, so ist das LGS iiberbestimmt und hat i. A. keine Losung.
e Ist p = d und die Matrix des LGS regulér, so hat dieses genau eine Losung.

e Ist p < d, so ist das LGS unterbestimmt und hat, falls es l6sbar ist, einen
affinen Unterraum als Losungsmenge.

Wir haben nun genug analytisches Riistzeug zusammen, um uns mit nichtlinearen
Gleichungssystemen zu beschéftigen. Deren Behandlung ist naturgeméafl deutlich
komplizierter und von der Idee, so etwas wie ein allgemeines Losungsverfahren
finden zu wollen, sollten Sie sich gleich verabschieden. Das Ziel wird vielmehr sein,
analog zu obiger Aufstellung, anhand von Eigenschaften der Funktion f Aussagen
dariiber treffen zu kénnen, wie die Struktur der Losungsmenge aussieht.

Fiir iiberbestimmte Gleichungssysteme ist auch hier nichts zu holen, keine Lésung
ist keine Losung.

Fiir den Fall p = d erhoffen wir uns eine eindeutige Losung, wenn irgendetwas
reguldr genug ist. Wir werden in diesem Kapitel dazu den Satz iiber die Umkehr-
funktion zeigen, der grob gesprochen besagt: Ist a € R? eine Losung unserer
Gleichung, d. h. f(a) = b und ist D f(a) regulér, so gibt es fiir jedes y nahe bei b
genau ein z nahe bei a mit f(z) = y. Oder anders gesagt: In diesem Fall gibt es
in einer kleinen Umgebung von b eine Umkehrfunktion von f, d. h. f ist in einer
kleinen Umgebung von a injektiv.

Im Fall von unterbestimmten Gleichungssystemen erwarten wir viele Losungen
zu einer gegebenen rechten Seite. Das Ziel wird hier sein, zu zeigen, dass sich diese
Menge an Losungen geeignet parametrisieren, d. h. als Graph einer Funktion dar-
stellen lédsst. Diese wird allerdings nicht wie bei linearen Gleichungssystemen affin
sein und ist auch im allgemeinen nicht zu bestimmen. Der im néchsten Kapitel
présentierte Satz iiber implizit definierte Funktionen [I5.2] der unter geeigneten
Voraussetzungen eine solche Parametrisierung garantiert, ist demnach ein eher
nicht konstruktives Existenztheorem, aber trotzdem ein ungemein niitzliches Re-
sultat.
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14. Umkehrfunktionen

Definition 14.1. Es seien G C R? und H C R? offen. Eine Funktion f : G — H
heifit Diffeomorphismus, wenn sie bijektiv und stetig differenzierbar auf G ist
sowie ihre Umkehrfunktion f~': H — G ebenfalls stetig differenzierbar ist.

Bemerkung 14.2. So wie alle ,-morphismen* ist ein Diffeomorphismus eine
strukturerhaltende Abbildung. Hier wird die Struktur der Differenzierbarkeit
iibertragen.

Man beachte, dass die Forderung nach stetiger Differenzierbarkeit der Umkehr-
funktion nicht redundant ist, denn sie folgt nicht von selbst. Das sieht man schon
an dem relativ einfachen Beispiel f : R — R mit f(z) = 23. Diese Funktion ist
stetig differenzierbar und bijektiv, aber kein Diffeomorphismus, da ihre Umkehr-
funktion in Null nicht differenzierbar ist.

In Analysis I haben wir gezeigt, dass jede stetig differenzierbare Funktion f auf
einem Intervall I, deren Ableitung nie verschwindet, eine stetig differenzierbare
Umkehrfunktion hat, dass dann also f : I — f(I) ein Diffeomorphismus ist.
Auflerdem besagt die Regel iiber die Ableitung der Umkehrfunktion, dass dann
(fY(f(x)) =1/f(x) fiir alle x € I gilt.

In mehreren Variablen ist die Sache deutlich komplizierter: Erstens verkommt
dieses Kriterium zu einer nur noch notwendigen Bedingung und es geht auch
nicht darum, dass die Ableitung nur ungleich null ist. Stattdessen muss sie als
lineare Abbildung — bzw. Matrix — invertierbar sein, ein Unterschied, der bei
1 x 1-Matrizen nicht sichtbar ist.

Satz 14.3. Es seien G C R? und H C RP offen. Ist f : G — H ein Diffeomor-
phismus, so gilt d = p und es ist det D f(x) # 0 sowie (Df(x))™* = Df 71 (f(x))
fiir alle x € G.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt f~'o f =idg und fo f~! = idy. Also ist nach
der Kettenregel fiir alle x € G und alle y € H

Df™(f(x))Df(x) =idga und Df(f'(y))Df ' (y) = idps,
d. h. mit y := f(z)
Df~'(f(x))Df(z) =idge und Df(x)Df™'(f(x)) = idz.

Also ist D f(z) fur jedes « € G eine invertierbare lineare Abbildung. Damit sind
alle Behauptungen aus obigem Satz alte Bekannte aus der Linearen Algebra. [

Das néchste Beispiel zeigt, dass die Regularitat der Ableitung in jedem Punkt
in mehreren Variablen tatséchlich nur noch eine notwendige Bedingung fiir die
Umkehrbarkeit einer Funktion darstellt.
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Beispiel 14.4. Wir betrachten die Funktion, die Polarkoordinaten in kartesische
Koordinaten umrechnet, d. h.

(0,00) x R — R\ {(0,0)}
f: (r.0) = (r C?S(g&)) |
rsin(yp)

vgl. Abbildung

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee .
W

Abbildung 14.1.: Die Polarkoordinaten-Abbildung f bildet (0,00) X (—m,7) dif-
feomorph auf R? \ {(z,0) : x < 0} ab, ist aber auf (0,00) x R
nicht bijektiv.

Dann ist f eine stetig differenzierbare Funktion auf der offenen und zusam-
menhédngenden Menge G := (0,00) x R und fiir alle (r,p) € G ist die Jacobi-

Matrix (¥) in(p)
_[cos(p) —rsin(p
Jr(r, o) = (sin(go) 7 cos(¢p) )

wegen det(J;(r, p)) = 7 cos?(¢) + rsin(p) = r # 0 invertierbar. Trotzdem ist f
nicht bijektiv, denn es gilt z.B. f(1,0) = f(1,27) = (1,0).

Das Problem ist, dass man in R? im Gegensatz zu R im Kreis laufen kann, man
kann so zum Ausgangspunkt zuriickkehren ohne umzukehren.

Wir miissen also ein wenig bescheidener sein. Tatséchlich kann man zeigen, dass
die Regularitét der Ableitung es gestattet, zumindest eine lokale Umkehrfunktion
zu definieren. Das ist der Inhalt des folgenden Satzes von der Umkehrfunktion.
Dieser ist ein sehr tiefliegendes Resultat und wir werden den bisher aufwindigsten
Beweis der ganzen Analysis I/11 fithren.

Theorem 14.5 (Satz von der Umkehrfunktion). Es sei G C R offen, zo € G
und f € CHG;RY). Ist Df(zg) invertierbar, so existieren offene Umgebungen
U C G won xg und V C R von yo == f(x0), so dass f == fly : U = V ein
Diffeomorphismus ist.
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14. Umkehrfunktionen

Bemerkung 14.6. Der Satz von der Umkehrfunktion sagt, wie am Anfang des
Abschnitts schon formuliert, etwas iiber die Losbarkeit nichtlinearer quadratischer
Gleichungssysteme aus: Hat man ein g mit f(xg) = yo und ist D f (o) regulér, so
gibt es fiir jedes y nahe bei y, eine eindeutige Losung x nahe bei zy der Gleichung
f(z) =y.

Dabei macht der Satz keine Aussage iiber globale Eindeutigkeit der Losung, es
kann durchaus noch andere Punkte w € G mit f(w) = y geben, diese sind dann
aber ,weit weg“ von xy. Dass eine solche Aussage im Allgemeinen auch nicht
gilt, siecht man an Beispiel [I4.4 Der Nachweis, dass eine gegebene Abbildung ein
globaler Diffeomorphismus ist, ist im Allgemeinen ein sehr schwieriges Problem.

Bevor wir in den Beweis des Satzes von der Umkehrfunktion einsteigen, brauchen
wir noch zwei vorbereitende Lemmata, deren Aussagen allerdings auch fiir sich ge-
nommen wesentliche Resultate sind. Fiir diese Betrachtungen statten wir K¢ mit
irgendeiner Norm aus und notieren die zugehorige Matrixnorm, vgl. Satz|5.12(a)|
mit | - .

Lemma 14.7 (Neumann-Reihe). Fiir alle A € K> mit ||A]] < 1 ist [ — A
invertierbar!| und es gilt
ey
n=0

Beweis. Dank Satz|5.12(b)i)| und wegen ||A|| < 1 gilt mit Hilfe der geometrischen

Reihe
A" < > [IA[" =
Z Z H AT

und damit ist die Reihe > >7 ' A™ absolut konvergent in K%*¢. Nach Ubungauf-
gabe [6.1(a)| ist sie also konvergent. Weiter gilt fiir alle N € N

N N N
(I-A4)) A= ZA” ZA”“:[+ZA"—ZA"—AN“:I—AN“.
n=0 n=1 n=1

n=0

Es ist
0 < lim [[AYY| < lim [|A|YT! =0,
N—oo N—o0

also gilt limy_,00 AN = 0 in K¢ und wir bekommen zusammengenommen

N—o0

o) N
n __ 1z n __ 1 N+1\ _
(]—A)ZA _ngr;o(I—A)X%A = lim (] — AN*Y) =1,

woraus alles Behauptete folgt. m

IMit [ ist hier die Einheitsmatrix bezeichnet.
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Lemma 14.8 (Stetigkeit der Matrixinversion). Die Menge aller invertierbaren
Matrizen GL(d,K) = {A € K . A invertierbar} ist offen in K¢ und die
Matrixinversionsabbildung
, GL(d,K) — Kdxd
inv :
A — AT
15t stetig.

Beweis. Sei A € K% eine invertierbare Matrix und ¢ := 1/||A7!||. Wir zeigen
zunéchst, dass U.(A) nur invertierbare Matrizen enthélt. Das liefert uns, dass
jedes A € GL(d,K) ein innerer Punkt dieser Menge ist, d. h. diese ist offen.

Sei also B € U.(A). Dann ist |B — A|| <& =1/||A7!||. Weiter gilt

B=A+B—A=A(I+A(B- A)), (14.1)
und es ist nach Satz [5.1(b)i)

- . 1
IATH(B = A < [[AT[I1B = Al < [|IA7]

A=Y

Nach Lemma [14.7) ist also die Matrix I + A~'(B — A) invertierbar und wir be-
kommen aus (14.1f), dass auch B invertierbar ist mit

Bl'=(I+AY(B-4)) 4"

1. (14.2)

Damit ist der erste Teil des Lemmas erledigt und wir miissen noch die Stetigkeit
der Inversionsabbildung zeigen. Dazu sei A € GL(d, K) und B € U.(A) wie oben.
Dann gilt
linv(A) —inv(B)|| = [|[A™' = B~|| = [|[A"(B— A)B7!||
< [[ATHIIB - AlllIB~"|
= [ATNB - Al B~ — A7 + A7Y|
< [ATIB = AJ(IB™ = A+ [|A7H])
= A7 B — Alll[inv(A) — inv(B)|| + A7 [*[1B — All.
Damit ist
(1= A IB - Al linv(4) — imv(B)] < |AYPIB - A,
Nun haben wir schon in (14.2)) festgestellt, dass ||A7!]|||B — A|| < 1 gilt. Also ist
1—||A7Y]|B — A|| > 0 und wir erhalten
IATHPPI1B — Al
— A=l B = Al
Dieser Bruch geht nun fiir B — A gegen 0/1 = 0, also ist

é;ni‘ inv(B) = inv(A)

Jinv(4) — inv(B)] < -

und das bedeutet gerade Stetigkeit von inv in A. O]
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14. Umkehrfunktionen

Beweis von Satz[14.5. Die Hauptarbeit in diesem Beweis wird es sein, die Aus-
sage in dem Spezialfall

20=0, f(zo)=f(0)=0 und Df(xo) = Df(0) = idga (14.3)

zu zeigen. Wir unterteilen diese Herausforderung in mehrere Teile.
Ouvertiire:

Unsere Aufgabe ist es fiir jedes gegebene y nahe bei 0 ein x nahe bei 0 zu finden,
das die Gleichung f(z) = y 16st. Dazu betrachten wir fiir jedes y € R? die

Funktion
G - R
v x —y+x— f(x).

Dann ist
y = f(z) <= py(x) = v <= = Fixpunkt von ¢,. (14.4)

Unser Problem ldsst sich auf diese Weise als Fixpunktproblem formulieren und
wir wollen dieses mit dem Banach’schen Fixpunktsatz angehen. Dazu miissen wir
zeigen, dass ¢, auf einem geeigneten vollstdndigen metrischen Raum eine strikte
Kontraktion ist. Dazu statten wir R? mit der oo-Norm aus und verstehen alle
vorkommenden Teilmengen von R? als metrische Riume mit der durch || - ||o

induzierten Metrik, vgl. Satz [L.12(b)|
1. Akt: 30 > 0: ¢, : Usyp(0) — Us,(0) ist strikte Kontraktion fiir alle y € U,(0).

Die Abbildung ¢, ist fiir jedes y nach Voraussetzung stetig differenzierbar auf G
mit

Dy, (z) = idge — D f(x), red.

Man beachte, dass diese Ableitung unabhéngig von y ist, es gilt also Dy, (z) =
Dy(x) fiir alle # € G und alle y € R%. AuBerdem ist wegen (14.3)

Dipy(0) = Dgo(0) = idga — Df(0) =0,  yeR™

Die Funktion Dy, und damit auch J,,, sind auf G nach Voraussetzung stetig,
also gibt es ein p > 0 mit Us,(0) € G und

1
o, (@)l zs = || Jgo(2) || 25 < 5 fiir alle 7 € Us,(0) und alle y € RY.  (14.5)

Nun liefert der Schrankensatz [11.8 insbesondere (11.3), fiir alle 1, zo € Us,(0)
und alle y € R?

1
lpy(21) = @y(@2)lloo < Sll21 = 22| (14.6)

Insbesondere gilt das fiir alle x1,29 € Us,(0). Um den ersten Akt zu beenden
miissen wir nun noch zeigen, dass fiir alle y € U,(0) gilt ¢, (Us,(0)) C Us,(0). Sei
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also y € U,(0) und = € Us,(0). Dann gilt mit Hilfe von ({14.6)) und der Definition

von

ey (@)oo < My (#) = 4 (0)lloo + [y (0) oo
1 1
< 5llz =0l +ly = f(O)lloc = 5ll2lloc + l[yllo

1
< 3 <20+ 0= 2p. (14.7)

Also ist @, (z) € Usy(0).
2. Akt: Anwendung des Banach’schen Fixpunktsatzes.

Die Menge Us,(0) ist beschrinkt und abgeschlossen in R? also nach Heine-
Borel kompakt in R?. Satz liefert dann, dass der metrische Raum Us,(0)
vollsténdig ist. Damit sind fiir jedes y € U,(0) fiir die Funktionen ¢, die Vor-
aussetzungen des Banach’schen Fixpunktsatzes [3.13 erfiillt. Also gibt es fiir jedes

y € U,(0) genau ein z € Us,(0) mit ¢, (z) = z, d. h. mit f(z) =y, vgl. (14.4).
Tatsdchlich haben wir nach (14.7)) fiir jedes solchermaflen gefundene x

2]l = llpy ()]l < 20,

also ist sogar jeweils © € Us,(0).
Zusammen haben wir also nun als Ergebnis fiir ein geeignetes ¢ > 0:

Fiir alle y € U,(0) existiert genau ein = € Us,(0) mit f(x) = y.

3. Akt: Definition von U, V und f.

Wir setzen nun

V= U,(0), U= f71(V) N Uy (0).
Dann gilt U C Us,,(0) € G nach der Wahl von g. Desweiteren sind U und V offene
Mengen, es gilt offensichtlich 0 € V' und wegen f(0) = 0 ist auch 0 € f~1(V)
und damit 0 € U. Also ist U C G eine offene Umgebung von 0 und V' eine offene
Umgebung von 0 = f(0). Schlielich besagen unsere Ergebnisse aus dem 2. Akt,
dass f = flv : U — V bijektiv ist. Man beachte dabei, dass fiir jedes y € V
das zugehorige x € Us,(0) aus dem 2. Akt wegen f(x) = y € V automatisch in
S7H(V) und damit in U liegt.
Uns verbleibt nun ,, nur noch“ zu zeigen, dass f‘l : V' — U auf V stetig differen-
zierbar ist. Wir fangen mit kleineren Brétchen an.

4. Akt: ffl : V' — U ist Lipschitz-stetig.

Es seien y1,y» € V. Dann gilt wegen ¢o(z) =z — f(r), » € G, fiir 7, := Fn)
und @2 := ' (y2)

1774 w) = F w2l = Nl = @allse = [Jpo(@r) + f(21) = @o(22) = fla)]| .-
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14. Umkehrfunktionen

Da 21 und z, in U sind, gilt f(z;) = f(z1) = f(f (1)) = y: und genauso
f(z2) = y2. Damit haben wir unter weiterer Verwendung von ((14.6))

1771w = FH )| < o) — gol@)]| + Iy — 22l

1
< §||$1 — Talloo + |lY1 — ¥2/lo0

1

= 21— I+~ el

Umstellen dieser Ungleichung liefert mit

%Hf_l(yl) —f_l(?ﬁ)”oo < lyr —v2llss, d. b Hf_l(yl) —f_l(?h)Hoo < 2[ly1 — 2l

die gewiinschte Lipschitz-Stetigkeit.

5. Akt: Fiir alle x € U ist D f(z) invertierbar.

Wir zeigen, dass ker(Df(x)) = {0} ist. Sei also x € U und v € ker(Df(x)).

Wegen f(z) =2 — @o(x) ist Df(x) = idge — Dpo(z) und damit gilt
0=Jr(z)v=v—Jy(x)v, d h v=J,(z)v.

Damit ist dank

1
1llso = 1 Jpo(@)0lloo < 1 (@) 2510 ]le < 5llV]lec

und wir haben [|v||/2 < 0, also ||v||cc < 0 und damit schlielich v = 0. R
Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir uns nun der Differenzierbarkeit von f~!
widmen.

6. Akt: f ~1 ist stetig differenzierbar auf V.

Seiy € V und k € JARd so, dass y + k € V. Dann ist = := f‘l(y) € U und mit

hi = [y + k) = [ (y) gilt
f@)+k=y+k=F(f"w+k)=Fu+["©®) = fle+h).

Das liefert dank der Differenzierbarkeit von f in x
L (k)
k= f(x+hy)— f(x) =Df(x)hy +r(hy) mit lim = 0. (14.8)

h=0 || 1| so a

Nun stiitzen wir uns auf den 5. Akt und erhalten mit den bisherigen Uberlegungen

~

F U+ k)~ F7y) = hi = b+ (Df(2) 'k — (Df() '
= hy + (Df(2)) "'k — (Df(2)) " (Df(@)hy, + r(hy))
= hi+ (Df(2)) "'k — hy — (Df(x)) " r(hy)
= (Df(@)) " k= (Df(x)) " r(hy).
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Unser nichstes Ziel ist nun zu zeigen, dass limy_o(D f(x)) "7 (hg)/|[k|loc = 0 ist.
Wenn das erreicht ist, so liefert das die Differenzierbarkeit von f~! in y.
Es ist nach den Ergebnissen des 4. Akts

klloo = Nl + bt = 2lloo = || /71 (fl@+ i) = F7 (@) ]
< 2| f(a+ ) = f(@)]| = 2llkll

und wir bekommen zum Einen, dass limg_,oh, = 0 ist, und zum Anderen mit
Hilfe von ((14.8])

o < Il _ 2r(l
Kl = el

Da die lineare Abbildung (D f(x))~! auf R? stetig ist, liefert das

1im(Df(x))‘1M = (Df(x)) " lim % = (Df(z)) "0 =0.

k—0 ||/{:||OO o k—0

— 0 (k—0).

Es ist also f~! in y differenzierbar und es gilt
DfMy) = (Df (@) = (DI )" = v (DS W)

Nun ist f‘l stetig nach Akt 4, Df stetig nach Voraussetzung und die Matri-
xinversion stetig nach Lemma [14.8] Damit ist y — Df(y) als Verkettung von
stetigen Funktionen stetig, d. h. f~! ist auf V stetig differenzierbar.

Finale: Vom Spezialfall zum allgmeneinen Fall.

Wir haben den Satz fiir die Situation in gezeigt und machen uns nun
daran, diese Einschrinkungen wieder los zu werden. Es sei f nun also irgendeine
Funktion, die die Voraussetzungen des Satzes erfiillt. Dann betrachten wir auf
G:=G —xy:={z—x0: 2 € G} die Funktion ¢ : G — R? mit

g(x) = (Df(x0)) ™ (f(x + x0) — f(x0))-

Dann gilt erstens g(0) = (Df(z0)) '(f(xo) — f(z)) = 0. Zweitens haben wir
Dg(z) = (D f(x0)) D f(z + x¢) und damit Dg(0) = (D f(x)) ' Df(x) = idga.
Wir koénnen also auf unsere Funktion g das bisher Bewiesene anwenden.

Das liefert offene Umgebungen U,V von 0 in R?, fiir die § = glg U — V ein
Diffeomorphismus ist. AuBerdem gilt Dg='(0) = (Dg(0))~! = idg, = idga.

Wir setzen nun

U :=U + o, V= Df(x0)(V) + f(z0)-

Dann ist U eine offene Umgebung von z¢ und, da D f(z0)(V) = (D f(x0)~") (V)
das Urbild einer offenen Menge unter einer stetigen Abbildung ist, ist V' eine offene
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14. Umkehrfunktionen

Umgebung von f(z). Wir zeigen nun, dass f = f|y : U — V ein Diffeomorphis-
mus ist.

Zunéchst steckt die stetige Differenzierbarkeit von f direkt in der Voraussetzung.
Zum Nachweis der Bijektivitdt sei y € V. Dann gibt es nach Definition von V'
und dank der Bijektivitit von D f(xo) genau ein § € V mit y = D f(x0)j + f (o).
Weiter gibt es, da ¢ : U — V ein Diffeomorphismus ist, genau ein # € U mit
§(Z) = g. Das bedeutet ausgeschrieben

(Df (o))" (£(& +10) = f(x0)) = 9(2) = § = (Df (x0)) " (y — f(x0)).
Da (D f(x))~" invertierbar ist, haben wir also ein eindeutiges & € U mit

f(@+x0) = f(wo) =y — f(wo), d. h. f(T+z)=y.

Damit ist x := 7 + 9 € U ein eindeutiges Element aus U mit f(z) = y und wir
haben gezeigt, dass f: U — V bijektiv ist.
Obige Rechnung zeigt auBlerdem, dass

~

fTlly) =2 =2+z0=9"(9) + z0 = §_1((Df($o))_l(y — f(0))) + 0

und aus dieser Darstellung kénnen wir nun ablesen, dass mit g~* auch f ~1 diffe-
renzierbar ist und die Ableitungsfunktion

y = Df Y (y) = Dg (D f(20)) " (y — f(x0))) (DS (x0))
ist stetig. O

1

Wenn wir nun so viel Arbeit investiert haben, wollen wir natiirlich auch ein
bisschen Ertrag haben. Hier kommen zwei direkte Folgerungen aus diesem Satz
und auch das néchste grofle Resultat dieser Vorlesung, der Satz iiber implizite
Funktionen, wird im wesentlichen aus dem Satz {iber die Umkehrfunktion folgen.
Die wahre Stéarke all dieser Resulate kann allerdings in dieser Veranstaltung noch
nicht présentiert werden.

Korollar 14.9. Sei G C R? offen und f € C*(G;R?) so, dass Df(x) in allen
x € G invertierbar ist. Dann ist f(G) offen in R

Die Offenheit von f(G) folgt nicht automatisch aus der Stetigkeit von f! Urbilder
offener Mengen unter stetigen Abbildungen sind immer offen, aber nicht unbe-
dingt Bilder. Betrachten Sie z.B. das Bild von (—1, 1) unter der reellen Funktion

f(z) = a2

Beweis. Sei y € f(G) und = € G ein Punkt mit f(z) = y. Dann sagt der Satz
iiber die Umkehrfunktion [14.5 dass es offene Umgebungen V von y und U C G
von x gibt, so dass f|y : U — V bijektiv ist. Alsoist y € V = f(U) C f(G) und
V ist offen, d. h. y ist ein innerer Punkt von f(G). O
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Korollar 14.10. Sei G C R? offen und f € C1(G;RY). Ist f injektiv und D f(z)
fir alle x € G invertierbar, so ist f : G — f(G) ein Diffeomorphismus.

Beweis. Die Funktion f : G — f(G) ist nach Voraussetzung bijektiv und ste-
tig differenzierbar. Die stetige Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion folgt aus
Theorem [14.5 O
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15. Satz iiber implizite Funktionen

Wir wenden uns nun dem Satz iiber implizite Funktionen zu, in dem es um
unterbestimmte Gleichungssysteme geht. Es sei also G C R? eine offene Menge
und f : G — RP eine Funktion mit p < d. Wir wollen nun fiir w € RP die
Losungsmenge des Gleichungssystems f(u) = w beschreiben. Dazu beschrianken
wir uns auf den Fall w = 0, denn fiir beliebiges w kann man sonst einfach die
Funktion f — w betrachten.

Wir setzen k := d — p und identifizieren RY = R**? = R¥ x R”. In diesem Sinne
notieren wir ein u € G als

U = (u17u27’ coy Uk, U415 - - - 7U’k‘+p) - ($1,$2, s Ty Y1, Y2, - - 7yp) = (Ivy)

Der einfachste Fall ist natiirlich der eines linearen Gleichungssystems. Um diese
Notation zu durchschauen und um zu demonstrieren, was das Ziel dieses Ab-
schnitts ist, betrachten wir als Beispiel das folgende LGS f(x,y) = 0 mit d = 4
und p=k =2

Y1 Y2 X1 T2

10 —-111]0

01 0 110
Um die Losungsmenge zu beschreiben kann man nun z.B. z1, x5 als freie Para-
meter wahlen und erhélt

Y = —T2, Y1 =71 — T2

als Parametrisierung der Losungsmenge. Dabei driickt man die restlichen Varia-
blen y; und ys durch die freien Variablen x; und x5 aus, d. h. man gibt eine
Funktion ¢ : R? — R? an, so dass die Punkte (x,y) € R* mit y = g(z) genau
die Losungen des LGS sind. Es gilt also dann f(z, g(x)) = 0 fiir alle z € R?. In
diesem Fall wire g(x1,x2) = (21 — 22, —22).

Wir wollen nun untersuchen unter welchen Voraussetzungen eine solche Para-
metrisierung der Losungsmenge nach geeigneten freien Variablen fiir allgemeine
nichtlineare unterbestimmte Gleichungssysteme mdglich ist, wann es also eine
solche Funktion ¢ gibt. Da diese durch die Gleichung f(z,g(x)) = 0 bestimmt
wird, sagt man dann die Funktion g ist implizit definiert.

Fiir allgemeine Gleichungssysteme ist es nicht zu erwarten, dass diese Gleichung
explizit auflosbar ist, d. h. dass wir wie im obigen linearen System eine explizite
Formel fiir g erhalten. Desweiteren kénnen wir hier, genau wie beim Satz iiber
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15. Satz iiber implizite Funktionen

die Umkehrfunktion, nur ein lokales Resultat erwarten, d. h. eine Bedingung an
f unter der, in der Nihe einer gegebenen Losung (a,b) (d. h. f(a,b) = 0) eine
solche auflésende Funktion ¢ existiert.

Wir fiithren dazu zunéchst fiir die Belange der folgenden Betrachtungen ein paar
abkiirzende Notationen ein.

Definition 15.1. Es seien k,p € N.

(a) Fiir v € R* und y € R? bezeichne
(-'L',y) = (xlvl'Z? ey Tl Y1, Y2, - - 7yp> € Rk+p'

(b) Es seien G C R¥P offen und f € C*(G;RP). Fiir (a,b) € G sei

01 fu(a,b) ofi(a,b) ... Oufala,b)
Dot — | A0 BR@D) o AR@D) | L
Ofab) dufplab) ... dcfyab)
Ok+1fi(a,b) Opiafi(a,b) ... Opipfi(a,b)
Dyf(a.b) = 8k+1f?(a,b) 8k+2f?(a,b) 3k+pf?(a7b) —
Oesrfy(a,h) Desafp(@b) .. Ouipfyla,d)

Theorem 15.2 (Satz iiber implizite Funktionen). Sei G C R? = R* x RP of-
fen, f : G — RP stetig differenzierbar und (a,b) € G mit f(a,b) = 0 und
det(D, f(a,b)) # 0. Dann existieren offene Umgebungen U C R¥ von a und
V C RP von b mit U xV C G, sowie eine eindeutige stetig differenzierbare
Funktion g : U — V, fiir die gilt

flz,y) =0 <= y=g(x) firalexecUundyeV.

Insbesondere ist g(a) = b.
SchliefSlich gilt

Dg(x) = —(Dyf(x,g(x)))_lsz(x,g(x)) fir alle x € U.

Beweis. Wir fithren dieses Theorem auf den Umkehrsatz zuriick. Dazu be-
trachten wir die Funktion F : G — R* x RP mit

mﬁw:<ﬂ$), (z,y) € G.

z,y)

Dann ist F' nach Voraussetzung stetig differenzierbar und es ist fiir alle (z,y) € G

I 0
DF(z,y) = (Dmx,y) Dyf<x,y>> ' (15.1)
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Um den Umkehrsatz |14.5 in einer Umgebung von (a,b) auf F' anwenden zu
konnen, miissen wir nachweisen, dass DF'(a,b) invertierbar ist. Das zeigen wir,
indem wir nachweisen, dass der Kern dieser linearen Abbildung trivial ist. Sei
also (v,w) € R¥ x R? mit DF(a,b) (%) = 0. Dann ist

= (ousten ouston) () = (oot ousine)

Aus der ersten Zeile folgt sofort v = 0, also reduziert sich die zweite Zeile zu
D, f(a,b)w = 0. Nach Voraussetzung ist aber die (quadratische!) Matrix D, f(a, b)
invertierbar, also ist auch w = 0 und wir haben die benétigte Invertierbarkeit von
DF(a,b) nachgevvlesen

Der Umkehrsatz [14.5| liefert uns nun offene Umgebungen U C G von (a,b) und
V C R¥? von F (a b) (a,0), so dass ' := F|; : U — V ein Diffeomorphismus
ist. Fiir alle (v,w) € V ist nach der Definition von F

(v, w) = F(F’l(v,w)) = (Ffl(v,w),ﬁ’;l(v,w), . ,F,;l(v,w),f(ﬁ”l(v,w))),

also wirkt F~1in den ersten k Koordinaten wie die Identitédt, d. h. wir haben

Fj Yo, w) = vj fiir alle 7 = 1,2,..., k. Damit gibt es eine stetig differenzierbare

Funktion ¢ : V — RP mit

A ~

o) = (ng(vw), () eV,
Diese Funktion ¢ erfiillt nun fiir alle (z,y) € U

flz,y) =0 < F(z,y) = F(z,y) = (2,0

— (iL’,y) = F_l(x,()) = (I,@(ﬁ,@)) Y :g(x,()).

~—

Insbesondere gilt §(a,0) = b, denn (a,b) € U und f(a,b) = 0.

Ein Abgleich mit der angestrebten Behauptung im Theorem zeigt schnell, dass
die gesuchte Funktion g durch g(z) := g(z,0) gegeben ist. Diese ist nach Kon-
struktion stetig differenzierbar solange (x,0) € 1% liegt und sie erfiillt auch
flz,y) =0 <= y = g(x) fir alle (z,y) € U. AuBerdem ist g(a) =b.

Zu unserem Gliick fehlen uns also nur noch die geeigneten offenen Umgebungen
U von a und V von b, so dass g(U) C V ist, U x V C U gilt und (z,0) € V fiir
alle z € U erfiillt ist.

Wir wissen, dass U eine Umgebung von (a,b) ist. Also gibt es ein £ > 0 mit
U.((a,b)) € U. Wir nchmen uns nun die Freiheit diese Umgebung beziiglich der
oo-Norm zu nehmen. Das hat den Vorteil, dass in diesem Fall einfach

Us(a,b) = {(z,y) € R"P: ||(z,) — (a,0) ]| <€}

= {(x,y) e RFP . max{mgf{\xj — aj|,m%f< |y — bn|} < 5}
j= n=
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15. Satz iiber implizite Funktionen

- {(:c,y) € RM?: ||z — alloo < & und ||y — bljos < 8}
= U.(a) x U.(b)

gilt.
Wir setzen zundchst V' := U.(b). Dank der Stetigkeit von ¢ in a und wegen
g(a) = b gibt es nun ein § € (0,¢), fiir das g(Us(a)) € U(b) ist. AuBerdem
kénnen wir 0 so klein wiéhlen, dass fiir alle x € U := U;(a) auch (z,0) € V gilt,
denn (a,0) € V und V ist offen.
Mit dieser Wahl von U und V ist dann aulerdem ¢(U) = g(Us(a)) C U.(b) =V
und

U xV =Us(a) x U(b) C Ud(a) x U.(b) = U((a, b)) C U
und damit passt alles zusammen.
Schliefllich miissen wir noch die im Theorem angegebene Formel fiir die Ablei-

tung von g nachrechnen. Dazu differenzieren wir fiir alle x € U die Gleichung
f(z,g(x)) = 0. Das liefert mit viel Kettenregel

0=D,f(z,g9(z)) -idge + Dy f(x, g(x)) - Dg(z).

Es ist (z,g(x)) € U xV C U. Also ist F in einer Umgebung von (z, g(x))
umkehrbar und damit DF(x, g(x)) invertierbar. Nach impliziert das aber,
dass D, f(x, g(z)) invertierbar ist. Wir konnen also obige Gleichung nach Dg(z)
auflosen und erhalten

Dy f(x,g(x)) - Dg(x) = =Duf(x, g(x))

und damit )
Dg(l‘) = —(Dyf(x,g(x))) : Dmf(l’,g(l’)). L
Beispiel 15.3. Wir betrachten das Gleichungssystem
3053 1.3 _
Y1 + y1ya + Y2 = —2.

Eine Losung dieses Systems ist durch (a,by,b2) = (2,—1,0) gegeben und wir
interessieren uns lokal in einer Umgebung U um den Punkt a = 2 fiir eine Para-
metrisierung der Lésungsmenge als

{(xaylayZ) € Rd rx € U und (513791,3/2) 16st " = {('7:79(]:)) rxe U}
(15.3)
durch eine Funktion ¢ : U — R2. D. h. wir untersuchen, ob sich das System lokal
um a = 2 mit dem Parameter x nach y; und s auflosen lasst.
Um genau ins Fahrwasser des Satzes iiber implizite Funktionen zu kommen,

miissen wir die Gleichungen in ((15.2) noch so umformen, dass auf der rechten
Seite Null steht. Deshalb definieren wir f : R x R? — R? durch

filz, 1, 2) o
x, Y, = = .
/(@ y1,42) <f2($, Y1, Y2) TY1 + y1y2 + Y2 + 2
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Da f offensichtlich stetig differenzierbar ist, bleibt als Voraussetzung noch sicher-
zustellen, dass D, f(a, by, b2) = D, f(2,—1,0) invertierbar ist. Tatséchlich ist

312 3y3
Dy f(x,y1,92) = (x j_hm " 3_23) , (x,y1,92) € R x R2,

und damit
3 0
Dyf(27_170) = (2 1)

invertierbar.

Der Satz iiber implizite Funktionen liefert uns also eine offene Umgebung
U von a = 2, eine offene Umgebung V' von (by,be) = (—1,0) und die Existenz
unserer Auflosungsfunktion g : U — V mit ¢g(2) = (—1,0) und f(x, g(z)) = 0 fiir
alle z € U, d. h. wir haben ([15.3) erreicht und es sind nahe bei (2, —1,0) genau
y1 = g1(z) und yo = go() die Losungen von bei gegebenem x € U.

Nun hétte man ¢ natiirlich gerne konkret, das ist aber, wie schon erwahnt im
Allgemeinen ein hoffnungsloses Unterfangen, mit dem wir uns hier auch nicht
herumplagen wollen. Trotzdem kénnen wir mit wenig Aufwand noch einiges iiber
g herausbringen, denn der Satz iiber implizite Funktionen macht ja noch eine
Aussage iiber die Ableitung von g. Diese liefert

J(2) = (gm)) — (D f(2,~1.0)) "D, (2. —1,0)

9(2)
(3 0\ [ 3 11 0 (12 _ [—4
2 1 yi + 92 ) l@yw)=2-10 3\ 2 =3 —1 9

Definition 15.4. Es sei G C R? offen, f € CY(G,RP) und ¢ € RP. Dann heifit
Ni(e):={z € G: f(z) =c} = f({c})

Niveaumenge von f zur Hohe c¢. Im Fall von d = 2 und p = 1 sagt man auch
Niveaulinie oder Hohenlinie.

Bemerkung 15.5. (a) Mit dem Begriff Hohenlinie ist ein bisschen Vorsicht
angeraten, denn im Allgemeinen ist diese Menge nicht unbedingt eine Linie.
Ein krasses Beispiel ist die Funktion, die konstant ¢ ist, fiir die dann die
Niveaumenge zur Hohe ¢ ganz G ist und alle Niveaumengen zu anderen
Hohen einfach leer sind.

Aber es gibt auch weniger banale Beispiele. So ergibt sich fiir die Funktion
f:R? - R mit f(z,y) = 2? — y? fiir die Hohenlinie zur Hohe Null, dass
diese wegen

N§(0) = {(z,y) e R*:2* —y* = 0} = {(z,y) € R*: [z] = |y}

die Vereinigung der beiden Winkelhalbierenden mit z = y und x = —y ist.
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15. Satz iiber implizite Funktionen

(b) Der Satz iiber implizite Funktionen hilft uns Situationen zu beschrei-

ben, in denen die Hohenlinie wirklich eine Linie ist. Es sei dazu G C R?
offen und f € C*(G,R). Nehmen wir nun ein ¢ € R, fiir das N¢(c) # 0
gilt und ist (a,b) € Ny(c), so ist die Frage ob Ny(c), also die Menge aller
(x,y) mit f(z,y) = ¢, sich lokal um (a,b) als Linie, d. h. als Graph einer
ausreichend glatten Funktion beschreiben lésst, genau die Sorte Frage, fiir
die der Satz iiber implizite Funktionen gemacht ist.

Dieser sagt nun: Ist D,(f(a,b) —c¢) = 02f(a,b) # 0, so existieren Umge-
bungen U von a und V' von b, so dass

Ni(e)N (U x V) ={(z,y) e UxV: f(z,y) —c=0}
={(z,9(x)) 12 € U}

ist mit einer stetig differenzierbaren Funktion g : U — V. D. h. aber gerade,
dass in U x V, also nahe bei (a,b) die Hohenlinie von f durch den Graph
einer stetig differenzierbaren reellwertigen Funktion in einer Variablen ge-
geben ist, er ist also eine Linie.

Gleiches gilt im Falle von 0y f(a, b) # 0, denn dann kann man in obiger Uber-
legung die Rollen von = und y vertauschen und bekommt eine Auflésung
der Hohenlinie mit = = §(y) in einer Umgebung von b.

Zusammen bekommen wir, dass die Hohenlinie einer stetig differenzierbaren
Funktion in der Néhe jedes Punktes (a,b) mit V f(a,b) # 0 eine Linie ist.

Tatséchlich ist bei den Beispielen in Teil , in denen wir lokal keine Linie
haben, der Gradient der entsprechenden Funktion an dieser Stelle jeweils
Null.

Ubungsaufgabe 15.6. Zeigen Sie, dass der Gradient immer senkrecht auf der
Hohenlinie steht. Priziser formuliert: Sei f : R? — R stetig differenzierbar, ¢ € R,
e >0, 29 € Ny(c) und 7 : (—¢,e) — R? eine stetig differenzierbare Kurve mit
spur(y) € Ny(c) und v(0) = xo. Zeigen Sie, dass V f(zo) und +/(0) orthogonal
zueinander sind.
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16. Untermannigfaltigkeiten

In Bemerkung haben wir uns mit ,,schonen® und ,,unschéonen® Hoéhenlinien
in R? beschiftigt. Wir wollen diese Betrachtungen nun ausweiten und in beliebi-
ger Dimension d gebogene Linien, Fliachen, Hyperflachen u.4. anschauen. Dabei
wollen wir weiterhin nur solche Gebilde zulassen, die lokal wie ein Stiickchen
verbogener R* fiir ein k& < d aussehen. Das fiihrt auf den folgenden Begriff.

Definition 16.1. Es seien dk € N mit k < d. Ein ) # M C R? ist eine k-
dimensionale (differenzierbare) Untermannigfaltigkeit des R, wenn es fiir jedes
a € M eine offene Umgebung U von a in R? und eine offene Teilmenge V von
R? gibt, sowie einen Diffeomorphismus ¢ : U — V mit

QO(M N U) =VnN (Rk X {ORd—k}).

Flapsig gesprochen ist eine k-dimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit
des R? also eine Teilmenge des R?, die in einer Umgebung jeder ihrer Punk-
te diffeomorph so glattgezogen werden kann, dass sie dort wie ein Stiickchen
k-dimensionaler Raum aussieht. Damit sind 1-dimensionale differenzierbare Un-
termannigfaltigkeiten schone Kurven, 2-dimensionale differenzierbare Unterman-
nigfaltigkeiten schone Fliachen und (d — 1)-dimensionale differenzierbare Unter-
mannigfaltigkeiten schone Hyperflichen in R?. Eine Visualisierung der Definition
gibt Abbildung [16.1], vgl. auch Abbildung [16.2]

Dreht man in obiger Definition an der Glattheitsanforderung an ¢, so kann man
verschieden edle Formen von Untermannigfaltigkeiten unterscheiden. In dieser
Vorlesung beschéftigen wir uns ausschliefilich mit dem oben definierten Fall und
lassen deshalb den Zusatz ,differenzierbar® iiblicherweise weg. Es ist aber immer
eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit gemeint, wenn in diesem Skript nur
Untermannigfaltigkeit steht.

Eine Untermannigfaltigkeit erhdlt man z.B., wenn man den Graph einer stetig dif-
ferenzierbaren Funktion von G C R? nach R™ anschaut. Diese ist d-dimensional
und liegt in R4*™. In diesem Fall kann man sogar einen globalen Diffeomorphis-
mus ¢ konstruieren, der fiir jedes a im Graph die Voraussetzungen von Definiti-
on [16.1] erfiillt. Das wollen wir im folgenden Satz zeigen.

Satz 16.2. Es sei G C R? offen, f € CY(G,R™) und

graph(f) == {(x, f(z)) : v € G} CR™™.
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16. Untermannigfaltigkeiten

B
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Abbildung 16.1.: Definition einer Untermannigfaltigkeit: In einer Umgebung von
a lasst sich die eindimensionale Untermannigfaltigkeit M des
R? zu einem geraden Stiick R diffeomorph glattziehen.

%
-

Abbildung 16.2.: Dies ist keine Untermannigfaltigkeit des R?, denn diese Menge

lasst sich in keiner Umgebung von a diffeomorph auf eine Strecke
abbilden.

Dann gibt es fir U := G x R™ einen Diffeomorphismus ¢ : U — U mit
¢(graph(f)) = U N (R? x {Opn}).
Insbesondere ist graph(f) eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RIT™,

Beweis. Wir definieren ¢ : U — RT™ fiir (x,y) € U als p(x,y) = (v,y — f(x)).
Diese Funktion ist stetig differenzierbar auf U und es gilt ¢(U) C U, denn fiir
alle (z,y) € U = G x R™ ist

gp(l’,y): (ZL‘,y—f(l’)) eGxR"=U.

Den Nachweis, dass ¢ : U — U bijektiv ist, fiihren wir nun, indem wir die
Umkehrfunktion einfach angeben. Dazu definieren wir ¢ : U — R¥™ durch
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(v, 2) = (v, 2+ f(v)). Mit dieser Wahl gilt fiir alle (z,vy), (v,2) € U

p(U(v,2)) = (v, 2+ f(v) = (v,2+ f(v) = f(v)) = (v, 2).

SchlieBlich sieht man an der Definition von ¢! = 4 sofort, dass auch diese Funk-

tion stetig differenzierbar ist. Zusammen ist also ¢ : U — U ein Diffeomorphismus
und es gilt

¢ (graph(f)) = {¢(z,y) : (x,y) € graph(f)} = {@(z,y) : 2 € G und y = f(z)}
= {($,y—f(:v)) cr€Gundy = f(:v)} = {(33,0) ST € G}
=G x {0pn} = (G xR™) N (R x {Opm}) = U N (R? x {Opm}).

Insbesondere gibt es damit fiir jedes a € graph(f) eine offene Umgebung (ndmlich
U) und einen Diffeomorphismus auf U (ndmlich ¢) mit

p(graph(f) NU) = p(graph(f)) = U N (R x {O0gn}).
Damit ist graph(f) eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RI+™, O]

Ubungsaufgabe 16.3. (a) Zeigen Sie, dass jeder k-dimensionale affine Teil-
raum des R? eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R? ist.

(b) Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RY und O C R?
offen mit M NO # (). Zeigen Sie, dass dann auch M NO eine k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit des R ist.

Fiir unsere angestrebten Betrachtungen, wann die Niveaumengen einer stetig dif-
ferenzierbaren Funktion schone Untermannigfaltigkeiten sind, ist es lohnend sich
den einfachen Fall einer linearen Abbildung 7' : R — R™ anzuschauen. Die Ni-
veaumenge Nr(c) = T71({c}) fiir ein ¢ € R™ ist dann die Losungsmenge des
linearen Gleichungssystems Tx = ¢. Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass
diese fiir surjektives T ein affiner Teilraum des R? der Dimension d — m ist.
Unser Ziel ist nun, wie oben schon angedeutet, eine Beschreibung dieser Ni-
veaumengen fiir allgemeinere Funktionen. Dabei werden natiirlich keine affinen
Teilrdume mehr herauskommen, aber wir kénnen hoffen, dass fiir ein stetig diffe-
renzierbares f : R? — R™ und geeignete ¢ € R™ die Menge N;(c) = f~'({c}) =
{x € R : f(z) = c} eine (d — m)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R?
ist. Wir brauchen allerdings eine Bedingung an ¢, die die im Falle der linearen
Abbildung gemachte Surjektivitdtsvoraussetzung verallgemeinert. Diese wird uns
das folgende Begriffspaar liefern.

Definition 16.4. Es sei G C R? offen und f € C1(G,R™).

(a) Ein x € G wird reguldrer Punkt von f genannt, falls die lineare Abbildung
Df(z): R4 — R™ surjektiv ist.
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16. Untermannigfaltigkeiten

(b) Bin y € R™ heifit regulirer Wert von f, wenn jedes v € f~'({y}) ein
requldrer Punkt von f ist.

Bemerkung 16.5. Es sei G C R? offen. Fiir die reguliren Punkte und Werte
von f € CY(G,R™) ergeben sich die folgenden Zusammenhinge direkt aus der
Definition.

(a) Ist y € R™ nicht im Bild von f enthalten, so ist y ein regulidrer Wert, aber
kein besonders spannender.

(b) Gilt d < m, so kann f keine regulédren Punkte haben.

(c) Da man die Surjektivitit einer linearen Abbildung am Rang erkennen kann,
ist x € G genau dann ein reguldrer Punkt von f, wenn rang(Df(z)) = m
gilt.

Fiir m = 1 bedeutet das gerade, dass V f(z) # 0 sein muss.

(d) Aus dem letzten Punkt ergibt sich, dass y genau dann ein reguldrer Wert
von f ist, wenn rang(Df(z)) = m fiir jedes z € f~({y}) gilt.

Im Fall m = 1 reduziert sich die Bedingung wieder darauf, dass V f(x) # 0
fiir jedes x € f~'({y}) gelten muss.

Wir kénnen nun zeigen, dass die Niveaumengen zu Hohen, die einen reguldren
Wert der betrachteten Funktion darstellen, tatsédchlich Untermannigfaltigkeiten
sind.

Satz 16.6 (Satz vom reguliren Wert). Es seien d,m € N mit d > m, G C R?
offen und f € CHG,R™). Ist ¢ € f(G) ein requlirer Wert von f, so bildet
Ni(e) = f71({c}) eine (d — m)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R?.

Beweis. Sei a € Ny(c). Nun ist nach der Definition einer Untermannigfaltigkeit
unsere Aufgabe eine Umgebung U von a und einen Diffeomorphismus auf U zu
finden, der Nf(c) NU glattzieht.

Nach Voraussetzung ist a ein reguldrer Punkt von f, womit wir wissen, dass die
R™4_Matrix D f(a) Rang m und damit m linear unabhiingige Spalten hat. Wir
bennenen die Koordinaten zu diesen m linear unabhéngigen Spalten vy, o, . . ., Ym
und die restlichen xq, xo, ..., Tg_m.

Damit konnen wir nun die Funktion f(:x,y) = f(z,y) — c fir (z,y) € G be-
trachten und unser Ziel wird es sein, den Satz iiber implizite Funktionen [15.2
auf f anzuwenden. Dazu beobachten wir zunéchst, dass mit (zo,v0) = a gilt
f(z0,10) = f(a) — ¢ = 0. Desweiteren hat nach der obigen Koordinatenwahl die
(m x m)-Matrix D, f(a) = D,f(a) Rang m, ist also invertierbar.

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen existieren damit offene Umgebungen
U C R von zo und V C R™ von yy mit U x V C G und eine stetig differen-
zierbare Funktion g : U — V| so dass fir alle (z,y) € U x V gilt

~

fl,y) =0 <= y=yg(z), dh flr,y)=c = y=yg(z)
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Damit ist
FHUN AW xV) = {(r9) €U XV fay) =}
={(z,y) eUxV :y=g(z)}
= {(z,9(z)) e R"™ x R™ : z € U} = graph(g).

Nach Satz gibt es nun zu der offenen Umgebung W := U x R™ C R von a
einen Diffeomorphismus ¢ : W — W mit

@(graph(g)) = W N (R x {0 }).

Damit ist schlieBlich ¢ := @|pxy : U x V — @(U x V) ein Diffeomorphismus auf
einer Umgebung von «a, und da graph(g) C U x V gilt, haben wir

(S ({ch) N (U x V)) = ¢(graph(g)) = ¢ (graph(g) N (U x V))
= ¢(graph(g) N (U x V)) = ¢(graph(g)) N o(U x V)
=WnN (R x {0pm}) NGU x V)
= U x V)N (R x {Opm}).

Das ist nun genau die nach Definition notige Bedingung dafiir, dass Ny (c)
eine (d — m)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R? ist. O

Beispiel 16.7. (a) Wir betrachten in R? die Euklidische d-Sphire
S4t={x e RY: ||z|ly = 1}

und zeigen, dass diese eine (d — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des
R? ist. Dazu betrachten wir die stetig differenzierbare Funktion f : R? — R
mit f(z) := [|z]]3. Fiir diese gilt S9! = f~1({1}). Nach dem Satz vom
reguldren Wert miissen wir also nur noch sicherstellen, dass 1 ein re-
guldrer Wert von f ist.

Fir z € f~'({1}) gilt ||z]]3 = 1, also ||z] = 1 und damit insbesondere
x # 0. Weiter ist damit, vgl. Beispiel [10.4{(b)]

Vf(a) = V(o - {a,0)) =20 £0,
d. h. 1 ist ein reguldrer Wert von f nach Bemerkung|16.5(d)|

(b) Fiir eine gegebene symmetrische Matrix A € R™? mit det(A) # 0 betrach-
ten wir
Q:={reR:2"Ax = 1}.

Eine solche Menge wird Kegelschnitt oder Quadrik genannt. Sie ist eine
(d — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R, denn fiir die Funktion
f:RY - R mit f(x) =27 Az ist Q = f~1({1}) und da dank der Invertier-
barkeit von A fiir alle x # 0 auch V f(x) = 22T A # 0 ist, ist 1 ein regulirer
Wert von f.
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16. Untermannigfaltigkeiten

Definition 16.8. Es sei M C R? eine Untermannigfaltigkeit des R und xo € M.
Dann heifit v € R? Tangentialvektor von M in g, falls es ein ¢ > 0 und eine
differenzierbare Kurve 7y : (—e,e) — M gibt mit v(0) = zo und 7'(0) = v.

Die Menge

TyooM = {v € R : v Tangentialvektor von M in xo}
heifst Tangentialraum von M in x.

Beispiel 16.9. Das einfachste Beispiel einer Untermannigfaltigkeit ist ein affiner
Raum und anschaulich erwarten wir, dass der zugehorige Tangentialraum der
den affinen Raum aufspannende Untervektorraum ist. Das wollen wir nun sauber
nach Definition nachweisen. Fiir einen Untervektorraum U C R? des R?, p € R?
und M := {p+u:u € U} ist also zu zeigen, dass T, M = U fiir alle xy € M gilt.
Fiir die Inklusion ,,C* sei dazu v € T,, M. Dann gibt es nach Definition ein € > 0
und eine differenzierbare Kurve v : (—¢,¢) — M mit 7(0) = zo und 7/(0) = v.
Da v eine Kurve in M ist, gilt v = p + v mit einer differenzierbaren Kurve
v:(—e,e) = U. Nunist U ein Untervektorraum, weshalb fiir alle t € (—¢,¢)\ {0}
der Differenzenquotient (v(¢t) —v(0))/t in U liegt. Schlieflich ist U abgeschlossen
in R?, also gilt
v=7+'(0)=7'(0) =lim v(t) = v(0) e U.
t—0 t

Wir zeigen noch die Inklusion ,,O“ und wéhlen dazu ein v € U. Dann ist durch
v :(=1,1) = M mit y(t) = xo + tv eine differenzierbare Kurve in M gegeben,
fiir die v(0) = 2o und ~/(0) = v gilt, also ist v € T,,, M und wir sind fertig.

Ubungsaufgabe 16.10. Ist M eine Untermannigfaltigkeit des R%, 2o € M und
O C R? eine offene Umgebung von zy, so gilt T,y M = T,,,(M N O).

Wir kénnen nun zeigen, dass der Tangentialraum seinen Namen zurecht tragt.

Satz 16.11. Ist M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R?, so ist fiir
jedes xy € M der Tangentialraum T, M ein k-dimensionaler Untervektorraum
des R,

Beweis. Seixg € M. Dann gibt es nach der Definition einer Untermannigfaltigkeit
eine Umgebung U C R? von zy und eine offene Menge V' C RY, sowie einen
Diffeomorphismus ¢ : U — V mit

gp(M N U) =VnN (Rk X {ORd—k}).

Die Arbeit in diesem Beweis besteht darin zu zeigen, dass

T,y(M N U) = (Dp(0)) " (RF x {Ogar}) (16.1)
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ist. Denn die rechte Seite in dieser Gleichung ist als isomorphes Bild eines k-
dimensionalen Untervektorraums ein k-dimensionaler Untervektorraum und dank
Ubungsaufgabe gilt T,, M =T,,(MNU).

Zum Nachweis von zeigen wir zunéchst ,C“. Sei dazuv € T,,(MNU). Dann
gibt es nach Definition des Tangentialraums ein € > 0 und eine differenzierbare
Kurve 7 : (—g,6) = M NU mit v(0) = x¢ und 7/(0) = v. Wir betrachten nun
die Kurve 4 : (—¢,e) — V N (R* x {Oga-+}) mit ¥ = ¢ o. Auch diese ist
differenzierbar und es gilt

7(0) = o(7(0)) = p(zo) und 5'(0) = Dp(7(0))7'(0) = Dyp(xo)v.

Damit liegt Dp(x¢)v = 4/(0) im Tangentialraum in (o) der Untermannigfal-
tigkeit V' N (R* x {Oga-+}) und dieser stimmt nach Ubungsaufgabe mit dem
Tangentialraum von R* x {Oga+ } iiberein. Die Untermannigfaltigkeit R* x {Oga-+ }
ist aber einfach ein Untervektorraum des R? und damit ihr eigener Tangential-
raum nach Beispiel [16.9] Wir haben damit also

Dcp(a:o)v S Tw(xo)(Rk X {ORd—k}) =R"F x {ORd—k}

und das liefert v € (D(z)) H(RF x {Oga—r}) wie gewiinscht.
Wir wenden uns der Inklusion ,, O zu. Dazu sei

v € (Dp(20)) H(R* x {Opa-r}), d. h. Dy(xg)v € R¥ x {Opa-+}.

Der Punkt ¢(z¢) liegt in V N (R* x {Oga-«}) und V ist offen, also gibt es ein e > 0
mit (z9) + tDp(zo)v € V fiir alle t € (—¢, ). Desweiteren ist RF x {Oga—x} ein
Untervektorraum des RY, was uns sogar (o) + tDp(zo)v € V N (RF x {Oga—+})
fir alle t € (—¢, ) einbringt.

Wir kénnen nun dank der Abbildungseigenschaften von ¢ folgern, dass fiir jedes
t € (—¢,e) der Punkt ¢~ (p(z0) + tD@(z0)v) in M N U liegt und betrachten
damit nun die differenzierbare Kurve v : (—¢,e) — M N U mit

(1) = o (p(ao) + tDyp(0)v).

Fiir diese gilt v(0) = ¢~ (¢(z0)) = zo und dank Satz iiber die Ableitung der
Umkehrfunktion eines Diffeomorphismus gilt

7(0) = Do~ (p(w0)) - Dplwo)v = (Dep(0)) ™ Dplzg)v = v.
Alsoist v € T, (M NU). O

Ist die Untermannigfaltigkeit als Niveaufldche einer Funktion in einem reguléren
Wert gegeben, vgl. den Satz vom reguldren Wert [16.6} so konnen wir den Tan-
gentialraum durch die Ableitung dieser Funktion genauer beschreiben.
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16. Untermannigfaltigkeiten
Satz 16.12. Es seien d,m € N mit d > m, G C R? offen und f € C*(G;R™).
Ist ¢ € R™ ein regulirer Wert von f, so gilt fiir M := f~*({c}) in jedem xo € M

TyoM = ker(Df(z9)) = {v € R*: Df(xo)v = 0}.

Beweis. ,,C* Seiv € T,,M und 7 : (—¢,¢) — M eine zugehorige differenzierbare
Kurve mit v(0) = z¢ und ~/(0) = v. Dann ist v(t) € M = Ny(c) fiir jedes
t € (—e,¢), es ist also f(v(t)) = c fiir alle t € (—¢,¢). Differenzieren wir
diese Gleichung, so erhalten wir D f((t))-+/(¢t) = 0 fiir alle t € (—¢,¢) und
damit insbesondere fiir ¢ = 0

Df(xo)v = Df(v(0)) - +'(0) =0,
d. h. v € ker(D f(z0)).

» 2" Wir wissen nach Satz und dem eben gezeigten, dass T,,, M ein (d—m)-
dimensionaler Untervektorraum von ker(D f(xzq)) ist. Da xy nach Voraus-
setzung ein reguldrer Punkt von f ist, ist Df(zo) € L(RY R™) surjektiv.
Nach der Dimensionsformel gilt also

dim(ker(Df(z9))) = d — rang(D f(xg)) = d — m = dim(T,, M).
Das liefert T, M = ker(D f(xy)). O

Nun da wir den Tangentialraum im Griff haben, konnen wir uns den auf einer
Untermannigfaltigkeit senkrecht stehenden Vektoren, den Normalenvektoren zu-
wenden.

Definition 16.13. Es sei M C R? eine Untermannigfaltigkeit und xo € M. Der
Untervektorraum von R?

Ny M = (TQCO]W)L ={veR: (v,w) =0 fir alle w € T,,M}

heiy$t Normalenraum von M in zo und jedes v € Ny, M heifst Normalenvektor
an M n xq.

Im Fall, dass die Untermannigfaltigkeit als regulidre Niveauflache einer Funkti-
on gegeben ist, konnen wir auch den Normalenraum mit Hilfe dieser Funktion
beschreiben.

Satz 16.14. Es sei G C R? offen, f € CY(G;R™), ¢ € R™ ein requlirer Wert
von f und M = f~1({c}). Dann gilt fiir jedes xq € M

NxoM = Span{Vfl(wO), VfQ(ZEo), tr vfm(wO)}
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Beweis. Sei xy € M. Da Normalen- und Tangentialraum in zy zueinander kom-
plementire Untervektorrdume sind, gilt

dim(N, M) =d — dim(T,,M) =d — (d — m) = m.

Weiter ist xy nach Voraussetzung ein reguldrer Punkt von f, womit der Rang
von D f(xg) gerade m ist. Also miissen V fi(zo), V fa(zo), ..., Vfm(x) als die m
Zeilen der zugehorigen Jacobi-Matrix linear unabhéngig sein. Wir kénnen also
den Satz beweisen, indem wir zeigen, dass diese m Vektoren alle in N, M liegen
und damit sogar eine Basis von N, M bilden.

Nach Satz ist T,y M = ker(D f(z)). Also gilt fiir jedes w € T,,, M

V fi(zo) wy (V fi(zo), w)

0 = Df(xo)w = sz'(io) e (Vf2(.$o)aw>

Vi) \wa)  \(Vfnlzo),w)
und das liefert (V fi(z¢),w) = 0 fiir jedes k = 1,2,...,m und jedes w € T, , M,
d. h. Vfi(xo) € NyyM fiir jedes k =1,2,... ,m. O

Beispiel 16.15. Wir nehmen das Beispiel der Euklidischen d-Sphére S?! in R¢
aus wieder auf und bestimmen den Normalenraum. Wir hatten bereits
gesehen, dass St = f~1({1}) gilt, wobei 1 ein regulirer Wert der Funktion
f:RY— R mit f(x) = ||x]3 ist.

Nach Satz ist der Normalenraum durch den Aufspann der Gradienten der

Koordinatenfunktionen von f gegeben. Das ist hier nur eine, es gilt also fiir jedes
Xg € Sd_l

N,y STt = span{V f(z¢)} = span{2z¢} = {Azo: A € R}.

Der Tangentialraum 7,,,S%"! ist dann das orthogonale Komplement davon.
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17. Extrema unter
Nebenbedingungen

Mit dem Auffinden von Extrema von Funktionen haben wir uns bereits in Ab-
schnitt beschéftigt. In vielen Problemen, vor allem auch in solchen die aus
Anwendungen kommen, ist die Auswahl der erlaubten Konfigurationen aber ein-
geschréankt, was sich mathematisch darin ausdriickt, dass man die Extrema einer
gegebenen Funktion f : R — R nicht in ganz R? oder in einer offenen Teil-
menge davon sucht, sondern nur auf einer Untermannigfaltigkeit von kleinerer
Dimension.

Definition 17.1. Sei M eine Untermannigfaltigkeit des RY und f : M — R
eine Funktion. Wir sagen f hat in xy € M ein Maximum (Minimum) auf M,
wenn es eine Umgebung U von x¢ gibt mit f(x) < f(xo) (f(x) > f(xo)) fiir alle
x € MNU. Liegt ein solches Maximum oder Minimum vor, so spricht man wieder
von einem Extremum auf M.

Ein iibersichtliches konkretes Beispiel wére die Frage nach Maximalwerten der
Funktion f:R? — R mit f(x,y) = 23 — % auf S = {(x,y) € R? : 22 +¢* = 1}.

QO ~
SRR : TRR
ST 1 g NN,
\\\\\&t“\\\\\\“: e o \\\\\\\\\\\‘ ! ] \‘:? o
1 AR 1 AR N
O A N O
R 3 R » R
&y

Qi
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RS ""'."0' 3

LLLALLLLS .Q. 0y
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Abbildung 17.1.: Links der Graph der Funktion f(z,y) = z® — %?, in der Mitte
der selbe Graph mit dem Zylinder, dessen Rand genau S! ist.
Rechts die Schnittlinie des Zylinders mit dem Graphen. Der
Maximalwert von f auf S! entspricht dem héchsten Punkt auf
dieser griinen Linie.

Unsere Ergebnisse aus Kapitel [13] helfen hier nicht weiter, denn an diesen Maxi-
malstellen wird der Gradient von f im Allgemeinen nicht Null, wie man auch in
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Abbildung erkennt.

Zur Losung des Problems wollen wir uns die Sache von der Anschauung her
betrachten. Ist f : R?> — R eine Funktion, so kénnen wir uns diese durch ihr
Hohenlinienbild veranschaulichen. Denken Sie z.B. an eine Landkarte. Eine ein-
dimensionale Untermannigfaltigkeit des R? erzeugt nun so wie in Abbildung[17.1]
einen Weg in dieser Landschaft. Woran erkennt man nun einen Punkt, an dem
dieser Weg auf maximaler Hohe liegt? Bis zum Scheitelpunkt des Weges schnei-
den wir im Laufen die Hohenlinien nach oben und am Scheitelpunkt erreichen wir
genau eine Hohenlinie ohne diese zu iiberqueren und steigen dann wieder ab. Wir
beriithren die maximale Hohenlinie also tangential, d. h. am Scheitelpunkt muss
die Hohenlinie genau dem Tangentialraum der Mannigfaltigkeit parallel sein.

In Ubungsaufgabe haben Sie gezeigt, dass der Gradient von f immer senk-
recht auf der Hohenlinie steht, wir wiirden also vermuten, dass die Extremalstellen
von f auf M dadurch ausgezeichnet sind, dass der Gradient im Normalenraum

von M liegt. Tatséchlich ergibt das ein notwendiges Kriterium fiir Extrema auf
M.

Satz 17.2. Sei M eine Untermannigfaltigkeit des R?, G C RY offen mit M C G
und f € CY(G,R). Hat f inxy € M ein Extremum auf M, so ist V f(xg) € Ny, M.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass wenn xg € M eine Extremalstelle von f auf M
ist, immer (V f(x0)7,v) = 0 fiir jedes v € T,,, M gilt.

Sei also v € T,,M. Dann gibt es nach Definition eine differenzierbare Kurve
v i (—&,e) = M mit y(0) = 2z und 4/(0) = v. Da v nach M abbildet und
7(0) = z( eine Extremalstelle von f auf M ist, hat fo~y : (—e,6) — R ein
Extremum an der Stelle ¢ = 0. Nach dem bekannten notwendigen Kriterium aus
der Analysis I gilt dann

0= (f07)(0)=Vf((0))-7(0) =Vf(xo) v
und wir sind fertig. m

Bemerkung 17.3. Richtig interpretiert ist obiger Satz auch ein Kriterium, in
dem so etwas wie ein Gradient Null sein muss. Da R? = N, M & T,, M gilt,
konnen wir den Gradienten von f in z( in seine jeweiligen Anteile normal und
tangential zu M zerlegen. Das Kriterium V f(zo) € N,,M bedeutet dann, dass
der tangentiale Anteil von V f in xy Null sein muss, damit dort eine Extremalstelle
auf M vorliegen kann.

In Satz haben wir den Normalenraum fiir eine Untermannigfaltigkeit, die
als reguldre Niveaufliache einer Funktion entsteht, genauer beschreiben konnen.
Dieses gibt zusammen mit obigem Satz ein starkes Hilfsmittel zur Bestimmung
von Extrema unter Nebenbedingungen.
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Satz 17.4 (Methode von Lagrange). Es seien G C R? offen, f € CY(G,R) sowie
g € CY(G,R™), c € R™ ein requlirer Wert von g und M = g~'({c}) # 0. Hat
dann f inxy € M ein Extremum auf M, so gibt es A1, A, ..., A € R (sogenannte
Lagrange-Multiplikatoren ) mit

Vf(zg) = Z AiVgj(xo).

Beweis. Wir miissen nur noch alles zusammensetzen. Hat f in g € M ein Extre-
mum, so muss nach Satz der Vektor V f(xy) in N, M liegen. Nach Satz[16.14
ist also

Vf(zo) € NoygM = span{Vgi1(zo), Vga(z0), - - -, Vgm(zo)},

was uns genau die gesuchten Ay, Ao, ..., A, liefert. O
Wir kehren nun zum Beispiel vom Beginn des Kapitels zuriick.

Beispiel 17.5. Wir suchen die Extrema von f : R? — R mit f(x,y) = 2% — o3
auf

St={(z,y) eR?:a? +y* =1} =g '({1}) fiir g(z,y) =2 +y°.

Man sagt dann auch: Wir suchen die Extrema von f unter der Nebenbedingung
2, .2 _

v +y =1

Wir haben es hier nur mit einer Nebenbedingung zu tun und in Satz ist

m = 1. Wir wissen schon aus Beispiel [16.7(a), dass 1 ein reguldrer Wert von

g ist, und kénnen damit Satz [I7.4] anwenden. Die Extremstellen von f kénnen

also nur an den Stellen z, € S! liegen, fiir die es jeweils ein A € R gibt mit

V f(xg) = AVg(xp). Das fiihrt auf
(32%,=3y*) = Vf(z,y) = AVg(z,y) = \(2z,2y).

Lost man das resultierende Gleichungssystem

32 = 2\
-3y = 2\y
./11‘2 + y2 — 1 ,

so erhalt man die sechs kritischen Punkte
(17 0)? (_17 0)7 (07 1>7 (07 _1)7 (1/\/57 _1/\/5) und <_1/\/§7 1/\/5)

Nicht alle diese kritischen Punkte miissen nun Extremstellen sein. Hier kommt
uns zugute, dass die Mannigfaltigkeit S! kompakt und f stetig ist. Nach Satz
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17. Extrema unter Nebenbedingungen

muss f also auf S* mal mindestens eine Maximal- und eine Minimalstelle haben.
Setzen wir die kritischen Stellen in f ein, so erhalten wir

f(1,0) = £(0,-1)
f(=1,0) = £(0,1)
f1/V2,-1/V2) /f
F(=1/V2,1/v2) = —1/V2.

Also sind (1,0) und (0, —1) die Maximalstellen von f auf S' mit Funktionswert
1 und (—1,0) sowie (0,1) die Minimalstellen auf S' mit Funktionswert —1.

Die Lagrange-Methode dient aber nicht nur zur Lésung konkreter Optimierungs-
probleme, sondern kann auch theoretisch mit Gewinn eingesetzt werden. Zur
Demonstration wollen wir hier mit ihrer Hilfe einen wichtigen Satz der linea-
ren Algebra noch einmal analytisch beweisen. Das Kernargument wird dabei im
Beweis des folgenden Lemmas schon deutlich.

Lemma 17.6. Sei A € R™? eine symmetrische Matriz. Dann ist

A= max (z, Ax)

reSd—1

ein Eigenwert von A und jedes xog € S4™1 mit (xq, Azo) = \ ist ein zugehdoriger
Eigenvektor.

Beweis. Wir betrachten die Funktion f : R? — R mit f(z) = (z, Az) auf der
Untermannigfaltigkeit S9~!. Da S%~! kompakt und f stetig ist, muss f auf S9!

eine Maximalstelle g € S~ ! haben. Nach dem Satz von Lagrange in der Formu-
lierung aus Satz und Beispiel [16.15] gilt fiir jede solche Maximalstelle

Vf(x0) € NpyyS¥! = {pzo : p € R},
Also gibt es jeweils ein p € R mit
puxg =V f(xg) = 2Axy.
Weiter ist

A= max f(z) = f(z0) = (w0, Azo) = g(l’o,$o> = ng’ng = g

Das ergibt schliellich Az = 520 = Az und wir sind fertig. O

Satz 17.7 (Spektralsatz fiir symmetrische Matrizen). Sei A € R¥4 symmetrisch.
Dann existieren Ay > Ay > --- > Ag € R und eine Orthonormalbasis x1,xs, ..., T4
des RY mit Ax; = \jx; fir jedes j = 1,2, ... ,d.
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Beweis. Nach Lemma existiert auf jeden Fall z; € S9! und \; € R mit

Azy = Mx;. Wir gehen nun davon aus, dass wir fiir ein & € {1,2,...,d — 1}
bereits Ay > Ay > --- > )\, und paarweise orthogonale z1, s, ..., z; € S mit
Az; = Njzj, 7 =1,2,...,k gefunden haben. Dann bekommen wir A;y; und x4q
folgendermaflen.

Wir betrachten g : R — R*! mit

go() ]|3

91() 2(x1, )
g(x) = 92(7) | = | 2(x2, 7)

gk(x) 2(:1:;;;,@

und f:RY — R mit f(z) = (z, Az) und wir maximieren f auf
M, = S0 (span{xl,xg, . ,xk})L = g_l({(l, 0,0,... ,O)T}).

D. h. wir suchen den Maximalwert von f unter allen z € S¢~! (erste Nebenbedin-
gung), die zu allen bisher gefundenen z, xs, ..., x; senkrecht stehen (zweite bis
(k 4+ 1)-te Nebenbedingung). Eine solche Maximalstelle z;; € M), existiert auf
jeden Fall, denn f ist stetig und M} ist als abgeschlossene Teilmenge einer kom-
pakten Menge kompakt. Zu zeigen bleibt damit noch, dass z;., ein Eigenvektor
von A mit einem Eigenwet \;y; < Ay ist. (Dass x4 Lénge Eins hat und zu den

bisherigen Vektoren 1, x,, ..., x; paarweise orthogonal ist, ergibt sich direkt aus
Tp41 € Mk)
Es ist
Vgo(x) 2x
V91 ([L’) 2.1'1
Jy(x) = | V() | = [ 222
Vi (x) 21y,

und x € ¢g71({(1,0,0,...,0)T}) ist im orthogonalen Komplement des Aufspanns
der Vektoren 1, o, ..., x;. Damit sind die Zeilen von Jy(x) linear unabhéngig,
d. h. x ist ein reguliirer Punkt von g, so dass wir gezeigt haben, dass (1,0,0,...,0)”
ein reguldrer Wert von g ist.

Nach dem Satz von Lagrange [17.4] existieren nun pg, fi1, - - . , fg mit
k k
24z 11 = V(@) = Y 1V (wri1) = 2p0misn + ) 20575, (17.1)
§=0 j=1

Dank der Symmetrie von A und unserer Orthogonalitétseigenschaften gilt fiir alle
m=1,2,...,k

<A£Ck+1,$m> = <£Ck+1,A$m> = <xk+17 )‘mxm> = )\m<l'k+1,l'm> =0
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17. Extrema unter Nebenbedingungen

und wir bekommen mit Hilfe von (17.1)) fiir jedes m € {1,2,... k}

k
0= (AZps1, Tm) = <<H0$k+1 + Z Mj$j> ) xm>
j=1

k
= Ho(Tht1, Tm) + Z 11555 Tm) = pon (Lo Lom) = fm-
Jj=1

Also schnurrt (17.1) zusammen zu Ay = poTii1, d. h. x4y ist tatsichlich ein
Eigenvektor von A zum Eigenwert A\x,q := po. Schlieflich ist wegen M C Mj_

Akl = Ho = MO(xk—Ha $k+1> = <$k+1, Aka) = f($k+1) = Hé%X f(m)
rEM

< max f(x) = . O

- l’EMk_l
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Integration
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18. Parameterintegrale

Dieser erste Abschnitt im Integrationsteil ist wieder einer zum Aufwéirmen, denn
wir beschéftigen uns noch mit ganz gewohnlichen eindimensionalen Integralen,
allerdings lassen wir sie nun von einem (oder mehreren) Parametern abhéngen
und interessieren uns fiir die Abhéngigkeit des Integrals von diesem Parameter.
Dabei werden uns dann unsere Erkenntnisse iiber die Differentiation von Funktio-
nen in mehreren Variablen helfen. Die betrachteten Fragestellungen ersicht man
aus folgendem Beispiel.

Beispiel 18.1. Fiir jedes x € R setzen wir

2 eTY _ ¥
g(x) ::/ dy.
1

Y

Fiir das Integral ist x ein Parameter, deshalb nennt man ein solches Parameter-
integral. Wir interessieren uns nun fiir die Abhéngigkeit des Integralwerts von
diesem Parameter, also fiir die Funktion g. Ist diese stetig, wenn der Integrand
stetig ist? Unter welchen Voraussetzungen ist sie differenzierbar?

Fiir die erste Frage im obigen Beispiel gibt es eine positive Antwort.

Satz 18.2. Es seien X C R offen a,b € R mita < b und f : X x [a,b] - R
sei stetig. Dann ist g : X — R mit

b
o(z) = / fey) dy,  we X,

stetig.

Beweis. Wir verwenden in diesem Beweis die co-Norm.

Es sei 2o € X und € > 0. Da X offen ist, konnen wir ein ¢ > 0 finden, fiir das
Uso(xg) € X gilt. Dann ist fir K,(xg) = U,(xy) die Menge K,(xy) X [a,b] in
X X [a, b] enthalten und kompakt. Wir bekommen also aus Satz , dass f auf
K,(z0) % [a,b] sogar gleichméBig stetig ist.

Folglich existiert ein 6 € (0, o), so dass fiir alle (x1, 1), (z2,y2) € K,(xo) X [a, b]
gilt

H(ifl,yl) - (9527342)”00 <0= Hf(l"byl) - f(932>y2)”oo < b—a
Insbesondere gilt fiir alle x € Us(zo) und alle y € [a, b]

[ y) = (20, 9)|| . = llz = zollee <0,
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18. Parameterintegrale

und damit ist fiir alle 2 € Us(zo) nach der Standardabschitzung fiir Integrale

/fxy dy — /fwoy dy‘

'(#(a.9) ~ £on ) o]

l9(2) = g(z0)| =

=e. O

b
S/\f(:v,y) (w0, y)| dy < b—a)b_a

Bemerkung 18.3. Obiger Satz gilt auch falls X statt als offen als kompakt
vorausgesetzt wird. Sehen Sie warum?

Wir wollen uns nun der zweiten Frage zuwenden, also unter welchen Umsténden
die Funktion ¢ sogar differenzierbar ist. Damit das funktionieren kann, sollte
natiirlich zumindest einmal die Funktion f nach z differenzierbar sein. Aber selbst
dann ist es kein Selbstldufer, denn um das auszunutzen miissten wir ja die Diffe-
rentiation, die wir ausfithren wollen, unter das Integralzeichen schieben, d. h. wir
miissen dazu zwei Grenzwerte vertauschen, was bekanntlich immer eine delikate
Angelegenheit ist. Tatséchlich haben wir hier Gliick und das Differenzieren unter
dem Integral ist unter sehr schwachen Voraussetzungen erlaubt.

Satz 18.4 (Differentiation unter dem Integral). Es seien G C R? eine offene
Menge, [a,b] X [c,d] C G, f: G — R stetig und g : [a,b] — R gegeben durch

Z/Cdf(x,y)d

Ezistiert 01 f : G — R und ist stetig, so ist g stetig differenzierbar auf [a,b] und
es qilt

d
:/ o f(x,y) dy, x € |a,b].

Beweis. Uber den Differenzenquotienten ist

B) —
g’(ac):limg(gc+ ) 9@ —hm /fx+hy dy — /fxy dy
h—0 h—0 h
h—>0

Daran sieht man nun deutlich, dass unser einziges Problem ist, den Limes unter
das Integral zu bekommen. Gelingt uns dieses, so erhalten wir im Integranden
genau 0 f(x) und die resultierende Ableitungsfunktion ¢’ ist nach Satz auch
stetig, den 0, f ist ja stetig vorausgesetzt.
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Im letzten Semester haben wir in Satz [.31.12 festgestellt, dass wir den Grenzwert
in das Integral holen kénnen, wenn die Konvergenz im Integranden gleichméfig
ist. Das miissen wir nun nachweisen. Dazu sei also ¢ > 0.

Nach Voraussetzung ist 0 f auf der kompakten Menge [a,b] X [c, d] stetig, also
ist wieder mit Satz diese Funktion dort sogar gleichméfig stetig. Das liefert
uns auf die gleiche Weise wie im Beweis von Satz ein 0 > 0, so dass fiir alle
x1, 22 € [a,b] und alle y € [c, d] gilt

|71 — 22| < = |a1f($17 y) — O f (2, )‘ <Eé&.

Es sei nun (z,y) € [a,b] X [c,d] und h € R sei so, dass zum Einen = + h € [a, b
gilt und zum Anderen |h| < § ist. Dann bekommen wir aus dem Mittelwertsatz
ein 7 € (0,1) mit

h
und wegen |(z + 7h) — x| = |Th| = 7|h| < |h| < § ist dann

f(I—Fh,y)—f(LU,y)
h

=01 f(x+Th,y)

= 0uf(0,9)| = [0S (@ + Thy) = S (,y)] < ¢

Dabei ist die Wahl unseres  nur von € und nicht von y abhéngig, wir haben also
gleichmiiBige Konvergenz nachgewiesen und sind damit nach den obigen Uberle-
gungen fertig. O

Beispiel 18.5. (a) Wir kehren zum Ausgangsbeispiel zuriick und betrach-
ten das Parameterintegral

207y _ oY
g(x):/ ¢ © dy, zeR.
1 Y

Hier ist der Integrand f(z,y) = (€™ —e¥)/y fiir y € [1, 2] offensichtlich nach
x stetig partiell differenzierbar mit

ye*y -
o f(z,y) = y =e", reR, yell,2].

Wir kénnen also Satz anwenden und erhalten, dass g auf R stetig

differenzierbar ist mit
2 2
z/ o f(z,y) dy:/ e™ dy.
1 1

0= [1a=2-1=1

Fir x = 0 ist damit
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und fiir x # 0 finden wir

Man beachte, dass wir damit ¢’ explizit bestimmen konnten, wihrend das
g definierende Integral nicht elementar integrierbar ist.

Wir kénnen nun den Schwierigkeitsgrad etwas erhohen. Fiir x > 0 betrach-

ten wir , )

h(x) :== f(z,y) dy =/ —dy

z+1 z+1 Y
und suchen auch hier die Ableitung. Das Problem ist dabei, dass nun auch
die Integralgrenzen von x abhéngen und man gar nicht weifl, wo man an-
fangen soll abzuleiten. Hier kann uns, vielleicht etwas unerwartet, die mehr-
dimensionale Differentialrechnung helfen. Wir betrachten als Hilfsfunktion
¢ :(0,00)> — R mit

U alY _ oY
QO(ZE,U, U) = / u dy
u Y

Wir haben damit die drei Aufkommen von z in h voneinander entkoppelt,
bekommen aber h zuriick durch h(z) = p(z,r + 1,2?) fiir * > 0. Nun
bekommen wir mit der Kettenregel

1
R (z) =Veo(r,x+1,2%) [ 1
2z

Die partiellen Ableitungen von ¢ bekommen wir zum Einen aus Satz [18.4]
vgl. auch Teil [(a)] zu

%Y |y=v vt _ ouz

8190(56,%1}):/ o f(z,y) dy:/ edy=—| =

T ly=u T

Zum Anderen haben wir die Unbekannte in der Integralgrenze stehen. Hier
bekommen wir mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Tu u v v

Oap(x,u,v) = e -e und  Osp(z,u,v) = ¢ ¢
U v
Nun miissen wir nur noch alles zusammensetzen:
1
h/($) = (algp(xw%' + 1,33'2), 82(10(3:7 T+ 17 .%2), 8330(x7x + 173:2)) 1
2

(erm _ e(erl)x ex(erl) — ertl ez-:(;2 _ ex2> 1



Lo o
)
1 23 22/ _ e’ a2

5(3(3 —e” (" +2)) x+1(e e).

Zum Schluss dieses Abschnitts wollen wir uns noch Integrale von Parameterinte-
gralen anschauen. Wir betrachten dazu fiir a, b, c,d € R mit a < bund ¢ < d eine
stetige Funktion f : [a,b] X [¢,d] — R und wieder wie oben ¢ : [a,b] — R mit

/f.ry dy, x € |a,b].
Nach Satz zusammen mit Bemerkung ist dann auch g stetig und wir

konnen das Integral von g iiber [a,b] anschauen. Natiirlich kann man das auch
in der umgekehrten Reihenfolge der Variablen machen und die natiirliche Frage,
die sich daraus ergibt, ist, ob

//fxydy dx—/ /f:vydx

gilt? Da hier mal wieder zwei Grenzwerte vertauscht werden, ist das eine inter-
essante Frage, deren Antwort der folgende Satz gibt.

Satz 18.6 (Satz von Fubini). Es seien a,b,c,d € R mit a < b und ¢ < d. Ist
f:a,b] x [c,d] = R stetig, so gilt

/ab</cdf(x,y) dy) dx:/cd</:f(:p,y) dx> dy.

Beweis. Fiur t € [c,d] betrachten wir die Funktion A : [a,b] X [¢,d] — R mit

Bz, 1) = / f(y) d

Diese ist nach dem Hauptsatz und Satz [I8.2] stetig, also kénnen wir sie von a bis
b iiber x integrieren und erhalten die ebenfalls stetige Funktion

F(t) = /abh(x,t) dx:/ab(/ctf(x,y) dy> da, te€lcd)

Es gilt sogar noch mehr, denn A ist nach dem Hauptsatz in der zweiten Koor-
dinaten differenzierbar mit dxh(x,t) = f(x,t) und diese Ableitungsfunktion ist
stetig. Also ist nach Satz die Funktion [’ stetig differenzierbar mit

F’(t)—/abam(x,t) dx—/abf(x,t) do

Da F(c) = 0 ist, haben wir mit nochmaliger Unterstiitzung durch den Hauptsatz

/ab(/cdf(x,y) dy) dz = F(d) = F(c) +/CdF’(y) dy = /Cd(/abf(m,w dz) dy.
O
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19. Kurvenintegrale

Arbeit ist Kraft mal Weg, oder, wenn die Kraft iiber die zuriickgelegte Strecke
nicht konstant, sondern eine Funktion f(x) mit x € [a,b], ist, so bekommt man
die Arbeit als das Integral fab f(z) dz. Heuristisch ,summiert* man dabei das
Produkt der an der Stelle x € [a, b] wirkenden Kraft f(z) mit dem infinitesimalen
Wegstiick dx.

Was machen wir nun, wenn die Kraft auf einen Gegenstand wirkt, der sich ent-
lang einer gebogenen Linie bewegt? Zunéchst mal wissen wir, wie wir die Li-
nie beschreiben koénnen, denn im Kapitel |8 haben wir uns ja schon mit Kurven
beschiftigt. Wir wollen nun in diesem Abschnitt klidren, wie wir eine Funktion
entlang einer Kurve integrieren kénnen.

Dabei miissen wir ein wenig aufpassen, denn wir haben ja schon festgestellt, dass
wir ein und dieselbe Linie durch viele verschiedene Kurven beschreiben kénnen
und es sollte fiir den Wert der Arbeit, die anfillt um einen Gegenstand entlang
eines vorgegebenen Weges von A nach B zu bringen, unerheblich sein, welche
spezielle Parametrisierung des Weges wir nutzen. Wir brauchen also einen Inte-
gralbegriff, der unter orientierungserhaltenden Umparametrisierungen invariant
ist. (Bei orientierungsumkehrenden Umparametrisierungen sollte der Wert des
Integrals das Vorzeichen wechseln.)

In diesem gesamten Abschnitt sei G C R? offen.

Definition 19.1. Fs sei f : G — R? stetig. Sind a,b € R mit a < b und
v : |a,b] = G eine stetig differenzierbare Kurve, so heifst

b
/ f(z) d = / (F((1), A () dt

Kurvenintegral von f lings .

Bemerkung 19.2. Eine stetige Funktion von (einer Teilmenge des) R¢ nach R¢
selbst wird auch oft Vektorfeld genannt.

Diese Definition des Kurvenintegrals fithrt tatsédchlich auf das korrekte Verhalten
unter Umparametrisierungen, wie wir nun zeigen werden.

Satz 19.3. Es scien f : G — R? stetig und v : [a,b] — G eine stetig diffe-
renzierbare Kurve. Ist [, 5] ein weiteres Intervall in R und ¢ : |, 5] — a, b
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19. Kurvenintegrale

eine orientierungserhaltende Umparametrisierung, d. h. ¢ ist ein streng monoton
wachsender Diffeomorphismus, so gilt

//f(a:) dx:/wf(x) dz.

Ist ¢ orientierungsumkehrend, so gilt

f@)de =~ [ f@)de
Beweis. Es gilt
B
/ f@) de = [ (F((r00)(), (vo9)(s)) ds
B

= [ (f(3(e())), 7 (0(s))) ' (s) ds.

Mit der Substitution ¢t = ¢(s) gilt ¢'(s)ds = dt und, wenn ¢ orientierungserhal-
tend ist, haben wir ¢(a) = a und ¢(f) = b. Das liefert

/,Wf(x) dxz/ab<f(7(t)),’y'(t)>dt:/Wf(;,;) de.

Ist hingegegend ¢ orientierungsumkehrend, so gilt ¢(«) = b und ¢(8) = a und
wir erhalten

a b
/ f(x) dz = / (F((1), A (D) dt = — / (F(1), A () dt = — / f(z) de.
]

Beispiel 19.4. Wir betrachten das Vektorfeld f : R*\ {0} — R? mit
v
| w2
f(ua U) - U
u? + v?

und die Kurve v : [0, 27r] — R? mit (¢) = (cos(t), sin(¢))?. Dann ist

Lf(x) dz = /027r<f(7(t)),7’(t)> dt = /027r < (?1(:)) ’ (_cilsr(lzg)t))> at

= / (sin®(¢) + cos®(t)) dt = 2.

0
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Auch reellwertige Funktionen wollen zuweilen entlang von Kurven integriert wer-
den. Das fithrt auf einen zweiten Typ von Kurvenintegralen, den man sich an-
hand eines Vorhangs veranschaulichen kann: Stellen Sie sich einen Vorhang von
variabler Liange vor, der entlang einer Kurve aufgehéngt ist. Die Gesamtflache
des Vorhangs bekommt man dann anschaulich, wenn man die Langenfunktion
entlang der Kurve integriert. Auch hier miissen wir wieder darauf achten, dass
wir einen Wert des Integrals bekommen, der sich durch Umparametrisierung der
Kurve nicht verandert. Das gewéhrleistet die folgende Definition.

Definition 19.5. Es sei f : G — R stetig, a,b € R mit a < b und 7 : [a,b] = G
eine stetig differenzierbare Kurve. Dann heifst

/ f(z) ds == / FO/®) - I @] de

Kurvenintegral von f lings 7.

Bemerkung 19.6. Die Schreibweise ,, ds“ im Kurvenintegral aus Definition [19.5
ist eine rein formale und hat nichts mit einer Variablen s zu tun. Sie dient hier
im Wesentlichen dazu die beiden Typen der Kurvenintegrale zu unterscheiden.

Ubungsaufgabe 19.7. Das Kurvenintegral aus Definition ist invariant un-
ter Umparametrisierung, d. h. sind f und v wie dort und ist ¢ : [o, 8] — [a, b]
ein monotoner Diffeomorphismus fiir ein Intervall o, 5] C R, so gilt

/y f(x) ds = / fw)ds

Man beachte, dass in diesem Fall auch bei einer orientierungsumkehrenden Um-
parametrisierung der Wert derselbe bleibt und nicht das Vorzeichen wechselt!

Beispiel 19.8. Wir berechnen das Kurvenintegral von f(x,y) = /1 + y langs
der Kurve (t) = (t — cos(t),sin(¢))T, ¢t € [0,7], in Euklidischer Liinge. Es ist
7' (t) = (1 + sin(t), cos(¢))” und damit

I/ ()ll = /1 + 2sin(t) + sin(t) + cos?(t) = /2 + Zsin(?).
Wir erhalten also
/f(a:) ds = /07r Fy@) - 1Y @®))2 dt = /07r V14 sin(t) - /2 + 2sin(t) dt

= \/§/W(1 + sin(t)) dt = v2r — ﬁcos(t)‘g = V2 —V2(-1-1)
= V2(r +2).
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19. Kurvenintegrale

Bemerkung 19.9. In den Definitionen und ist fiir die Kurve v jeweils
stetige Differenzierbarkeit vorausgesetzt. Das kann jeweils zu ,,stiickweise stetig
differenzierbar® abgeschwécht werden. Damit ist gemeint, dass es eine Zerlegung
a=1ty <ty <ty <tyq <t,=>bdes Intervalls [a,b] gibt, so dass 7| y fiir
jedes j = 1,2, ..., n stetig differenzierbar ist. In diesem Fall setzt man

[ rarae =32 [7 (s ) v,

LW@M:Z[Wmmmet

Man beachte dabei, dass jede Kurve nach Definition eine stetige Abbildung ist.

j—1t5

Fiir praktische Berechnungen fiihrt sogar die Verallgemeinerung auf stiickweise
stetig differenzierbare Kurven oft noch zu einem sehr unhandlichen Kalkiil. Durch
Umparametrisierung der Kurve auf einzelnen Teilintervallen kann man auch noch
zulassen, dass die einzelnen Stiicke auf voneinander unabhéngigen Intervallen
definiert werden. Das soll im Folgenden an einem Beispiel illustriert werden.

Beispiel 19.10. Wir wollen das Vektorfeld f : R? — R? mit

flzy) = (xz N yQ)

)
entlang des in Abbildung skizzierten einmal durchlaufenen Weges integrieren.

Ay
1

spur( Y)

Abbildung 19.1.: Der Weg ~ aus Beispiel |19.10

Dies ist ein geschlossener Weg, den wir gut in zwei Stiicken definieren koénnen.
Fiir das gerade Stiick betrachten wir

1(t) = <t> , te[-1,1] und fiir den Kreisbogen

u(t) = (o) 1e ol
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Dann ist v1(1) = (1,0)7 = 1%(0) und v(7) = (=1,0)T7 = y(-1), die We-
ge .passen also richtig zusammen®, aber natiirlich passen Sie so nicht zu einer
stiickweise stetig differenzierbaren Kurve zusammen. Man konnte nun einen der
beiden miithsam so umparametrisieren, dass es passt. Aber, da das Umparametri-
sieren sowieso nichts am Kurvenintegral dndert, kann man auch gleich mit diesen
Kurven rechnen und erhélt

[rwa- [ ()0 [ enle. o) a
=LA @) @ [ R ) (o))
:/llt2 dt+/ (— sin(t) + sin(t) cos(t)) dt
1

1 1
— o4 (-1)—140-0=—=

= 43
3 o 3 3

T ]_'2
— t
0+28111()

+ cos(t)
-1

Wir wenden uns nun einer speziellen Klasse von Vektorfeldern f zu, nédmlich
den sogenannten Gradientenfeldern, die sich dadurch auszeichnen, dass f = Vi
fiir eine geeigente Funktion ¢ ist. Fiir solche Gradientenfelder vereinfacht sich die
Berechnung von Kurvenintegralen erheblich, denn es ist dann mit dem Hauptsatz

//f(a:)dx:/G< (1) dt = /w (8 dt

/ (007 (8) dt = p(1(B)) — p(1(a)).

a

Das bedeutet zunéchst einmal ganz praktisch, dass wir zur Berechnung des Kur-
venintegrals iiber f lings v nur die Funktion ¢ am Anfangs- und am Endpunkt
der Kurve auswerten miissen, hat aber noch viel weitreichendere Konsequenzen.
Zunéchst einmal bedeutet das umgekehrt gedacht, dass es fiir die Berechnung des
Kurvenintegrals iiberhaupt nicht darauf ankommt wie der Weg von ~(a) nach
v(b) kommt. Man kann also in diesem Fall den Weg dazwischen sogar beliebig
veriandern ohne den Wert des Kurvenintegrals zu beeinflussen. Man sagt dazu,
dass das Kurvenintegral in diesem Fall wegunabhdngig ist.

SchlieBlich zeigt obige Rechnung sofort, dass fiir einen geschlossenen Weg, d. h.
fir v(a) = v(b), das Kurvenintegral iiber jedes Gradientenfeld verschwindet.

Definition 19.11. Es sei f : G — RY stetig. Emistiert eine stetig differenzierbare
Funktion ¢ : G — R mit f(x) = Vp(x) fir alle x € G, so nennt man ¢
ein Potenzial oder auch eine Stammfunktion von f und f wird in diesem Fall
Gradientenfeld genannt.

Der folgende Satz fasst unsere bisherigen Uberlegungen zusammen.
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19. Kurvenintegrale

Satz 19.12. Es sei f : G — R? ein Gradientenfeld mit Potenzial ¢ : G — R.
Dann gilt fiir jede stiickweise stetig differenzierbare Kurve 7y : [a,b] — G

/f(rv) dz = ¢(v(b)) — w(v(a)).

Insbesondere ist, falls v zusdtzlich geschlossen ist, dieses Integral Null.

Tatséchlich gilt fiir zusammenhidngende Mengen G auch so etwas wie die Um-
kehrung dieses Satzes. Wir wollen das hier allerdings nur unter einer deutlich
stiarkeren geometrischen Bedingung beweisen.

Satz 19.13. Sei GG konvex, d. h. fiir alle x,y € G ist Ty C G. Fine stetige Funk-
tion f : G — R? ist genau dann ein Gradientenfeld, wenn fiir jede geschlossene
stiickweise stetig differenzierbare Kurve v in G gilt

A f(z) dz = 0.

Beweis. Wir miissen nur noch zeigen, dass f ein Gradientenfeld ist, wenn jedes
Kurvenintegral {iber eine geschlossene Kurve Null ist.

Wir betrachten fiir jede Wahl von y, 2z € G jeweils die Kurve v, , : [0,1] — G
mit v, .(t) = y + t(z — y), die die gleichférmige Bewegung entlang der Verbin-
dungsstrecke von y und z beschreibt. Man beachte, dass dank der vorausgesetzten
Konvexitiat von G alle diese Kurven nach G abbilden.

Nun wéhlen wir fiir den Rest des Beweises ein yy € G fest und setzen

p(y) = f(z)dz, yedq.

Yo,y

Dann ist ¢ eine Funktion von GG nach R, von der wir nun zeigen wollen, dass sie
stetig differenzierbar mit Vo = f und damit ein Potenzial von f ist.

Seien also y € G und € > 0 so, dass U.(y) C G gilt. Dann ist fiir alle h € U.(0)
auch y + h € G und wir erhalten

(x) dz + [/MM f(z) dx +/W f(z)dx =0

Yo,y y+h,yg

nach Voraussetzung, denn der Weg von vy iiber y und y + h zuriick zu yq ist
geschlossen. Weiter ist der erste Summand auf der linken Seite genau ¢(y) und
fiir den dritten ergibt sich

oy +h) = / f(z) do = — / f(x) da,

Y0.y+h
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da der Weg vy4n4, aus dem Weg 7y, ,+n durch die orientierungsumkehrende Um-
parametrisierung 1(t) = 1 — t entsteht (nachrechnen!), vgl. Satz [19.3| Zusam-
mengenommen haben wir also

oy + 1) — ply) = / f(x) d,

womit wir schon fast beim Differenzenquotienten fiir ¢ sind. Um die partiellen
Ableitungen von ¢ auszurechnen, sei j € {1,2,...,d}, e; der j-te Standardbasis-
vektor und s € (—¢,¢) \ {0}. Dann ist

oy + 862-) —p(y) 1 / fa) de = - /0 (F Crartse; (8)): Ve, ()t

S

Y,y+se;

:%/0 (fly+tly+se;—y) (y+se;—y)) dt

1 1
=5 [t esepses) ae = [ esep at

Nach Satz héngt nun der Wert dieses Integrals stetig vom Parameter s ab,
es ist also dank der Stetigkeit von f

N 1 1
0yo(0) = iy PO D=2 iy 4ty ae = [ 1) = 1)

Nimmt man die partiellen Ableitungen von ¢ zum Gradienten zusammen, folgt
Ve = f wie gewiinscht. ]

Bemerkung 19.14. Fiir reelle Funktionen hatten wir in Analysis I festgestellt,
dass jede stetige Funktion eine Stammfunktion besitzt. Das ist in mehreren Va-
riablen leider fundamental anders, hier sind Potenziale etwas hochst seltenes und
damit kostbares. Zum Beispiel hat schon das duflerst einfache Vektorfeld

X

f:R* = R* mit f(z,y) = (_y)

kein Potenzial. Der Grund: Gébe es ein Potenzial ¢ : R? — R, so wire dieses, da
f stetig differenzierbar ist, sogar zweimal stetig differenzierbar. Das fiithrt aber
auf einen Widerspruch zum Satz von Schwarz[9.16, denn es gilt dann

823190(33,@ = 32]61(33,9) =1 und
318%0(%@ = a1f2($ay) =—-L

Anders formuliert bedeutet das, dass es keine Hoffnung gibt, den Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung in mehrere Variablen heriiberzuretten.
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19. Kurvenintegrale

Dariiber wird vor allem in der Vorlesung ,,Gewthnliche Differentialgleichungen®
ZUu jammern sein.

Allgemein ergibt sich mit der selben Argumentation wie oben aus dem Satz von
Schwarz die folgende notwendige Bedingung dafiir, dass eine stetig differerenzier-
bare Funktion f : G — RY ein Potenzial besitzt:

Vike{l,2,....d} Ve € G: 0;fr(x) = Ok fi(2) (Integrabilititsbedingung).
(19.1)

Eine naheliegende Frage ist nun, ob diese Bedingung auch hinreichend ist, ob wir
damit also auch die Existenz eines Potenzials iiberpriifen konnen. Die Antwort
ist im Allgemeinen leider negativ, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 19.15. Wir nehmen Beispiel wieder auf. Dort hatten wir das Vek-
torfeld f : R?\ {0} — R? mit
-y

332 + 2

T2 + y2
und die Kurve v : [0, 27r] — R? mit () = (cos(t), sin(¢))” betrachtet und gefun-
den, dass das Kurvenintegral von f langs v den Wert 27 hat und das, obwohl der
Weg ~ geschlossen ist und f die Integrabilitdtsbedingung erfiillt, denn es ist

L-(®+y®) -2z y*—a?

81f2(x,y) = (332 +y2)2 - (332 +y2)2 und
1) (22 4+ 2) + 2y - 2 _ 2
Oaf1(z,y) = =) ((xxg +yy2))2 Y- ($2+;2)2'

Was hier passiert, sieht man, wenn man versucht ein Potenzial ¢ von f auszu-
rechnen. Ein solches miisste zunéichst einmal fo(z,y) = Ovp(z,y) erfiillen, also
wére mit einer u. U. von x abhingigen Integrationskonstanten c(x)

o) = [ Ao dyt o) = [ 5 dyreto)
x 1
= T(%P dy + c(x)

und mit der Substitution v = y/x bekommen wir

= é/ : _:u2x du + c(z) = arctan(u) + ¢(x) = arctan(y/z) + c(x).

Wie sieht es dann mit dyp(z,y) = fi(z,y) aus? Wir berechnen

Orp(z,y) = arctan'(y/x)(—%) +d(z) = —%@)2%4*0/(1‘) = _—y+c'(x).
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Das geht alles wunderbar auf, wir kénnen also ¢(z) = 0 setzen und erhalten mit
o(x,y) = arctan(y/z) tatsdchlich ein Potenzial ¢ von f.

Aber das kann doch nicht sein! Schlielich ist obiges Kurvenintegral nicht Null und
das miisste ja nach Satz dann gelten. Des Rétsels Losung ist, dass wir ein
bisschen zu forsch gerechnet haben. Die Funktion f ist auf R?\ {(0,0)} definiert,
aber im Potenzial ¢ wird durch x geteilt, hier ist der maximale Definitionsbereich
durch alle Punkte mit z # 0, also durch R? ohne die y-Achse, gegeben. Die
entstehende Unstetigkeit von ¢ sieht man auch schén in Abbildung Damit
existiert das Potenzial iiberhaupt nicht entlang der ganzen Kurve v und das
Kurvenintegral verschwindet nicht, obwohl f entlang der ganzen Kurve definiert
ist. Die Singularitdt von f im Nullpunkt ,strahlt aus®.

S

Abbildung 19.2.: Der Graph der Funktion ¢(z,y) = arctan(y/z) ist entlang der
gesamten y-Achse unstetig.

Die Integrabilitdatsbedingung scheint also doch recht nahe daran zu sein, eine
hinreichende Bedingung fiir das Vorliegen eines Potenzials zu sein. Das Problem
liegt in der Geometrie des Definitionsbereichs von f. Das wollen wir jetzt angehen.

Definition 19.16. Eine Menge D C R¢ heifit sternformig, falls es ein xg € D
gibt, so dass fiir alle x € D gilt Tt C D.
Beispiel 19.17. (a) Beispiele fiir sternférmige Mengen sind:

e Konvexe Mengen. Dann kann jeder Punkt der Menge als xy gewéhlt
werden.

e Sterne.
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19. Kurvenintegrale
e Die geschlitzte Ebene R?\ {(z,0) : z < 0}. Hier erfiillt z.B. der Punkt
zo = (1,0) die Bedingung aus der Definition.
(b) Nicht sternférmig sind z. B. Hanteln und Mondsicheln, sowie R? \ {0}.

Wir kénnen nun zeigen, dass fiir Funktionen, deren Definitionsbereich sternformig
ist, das Problem aus Beispiel [19.15]| nicht auftreten kann und die Integrabilitéts-
bedingung tatsichlich auch hinreichend fiir die Existenz eines Potenzials ist.

Satz 19.18. Sei G sternformig und f € CY(G;R?) erfiille die Integrabilititsbe-
dingung, d. h. fir alle Wahlen von j,k € {1,2,...,d} haben wir 0;f, = Okf;.
Dann besitzt f ein Potenzial auf G.

Beweis. Sei xy € G ein Punkt, so dass 7z, C G fiir alle x € G gilt. Dann
kénnen wir fiir jedes x € G wieder die Kurven ~,, , wie im Beweis von Satz
betrachten und diese haben Thre Spur wieder alle innerhalb GG. Unser Kandidat
fiir das Potenzial von f ist dann wieder ¢ : G — R mit

o(x) = fly)dy = /0 <f(7xo,w(t))v%lc0,x<t>> dt

Yxg,x
1
= / <f(x0 +t(x — xo)),x —x0> dt.
0
Nach Satz ist diese Funktion nach jedem z; differenzierbar und es gilt
1
() = / O;(f(zo + t(x — x0)), @ — o) dt
0
1
_ / (T (w0 + tx — 20) - (te;), — w0) + {f (0 + t(x — 20)), ;)] dt
0
1
= / [t<8jf(x0 + t(x — mo)),a: — m0> + f; (xo +t(x — :130))} dt.  (19.2)
0
Andererseits ist mit Hilfe der vorausgesetzten Integrabilitatsbedingung

= f; (wo +t(x — xo)) +tVf; (:EQ +t(x — :BO))(:B — x9)

= fj (1'0 + t(fﬂ - fo)) + 1 Z 8kf] (ZL‘Q + t(fL’ — {L‘()))(l‘k — ZL’QJC)
d
= fi(wo +t(zx —x9)) +1 Z 9; fr(zo + t(x — o)) (zx — To)
k=1

= fi(wo + t(x — xo)) + t(0;f (zo + t(z — 29)),z — To)
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und der letzte Ausdruck stimmt genau mit dem Integranden aus ((19.2)) iiberein.
Zusammen haben wir also

1
d
Ojp(z) = / T [tf;(zo + t(x — x0))] dt
0
und mit dem Hauptsatz folgt

djp(x) =tf; («To +t(r — l‘o)) ’Z(l) = fixo + 2 —x0) = fi(2).
Also ist ¢ ein Potenzial von f auf G. O

Im R? kann die Integrabilititsbedingung schén mit Hilfe der sogenannten Rota-
tion eines Vektorfeldes geschrieben werden.

Definition 19.19. Es sei D C R? offen und f € C'(D;R?). Dann ist die Rota-
tion von f gegeben durch

D2 f3(x) — 05 f2(z)
rotf(x) := | 3f1(x) — 01 fs(x) |, x € D.
O fo(z) — D2 f1(z)

Bemerkung 19.20. Ein optischer Abgleich mit der Integrabilitdtsbedingung aus
(19.1)) zeigt, dass eine Funktion f € C*(D,R?) mit D C R? offen die Integrabi-
litdtsbdingung genau dann erfiillt, wenn rot f = 0 auf D ist.

155






20. Das Riemann-Integral in R?

Will man iiber beliebige Teilmengen von R? integrieren, so liuft man in unlésbare
Schwierigkeiten hinein. Wir werden uns damit umfassend erst in der Vorlesung zur
Integrationsthoerie beschéftigen und fiir den Moment mit dem Riemann-Integral
eine ,, Bastellosung® anschauen. Wir beginnen mit dem einfachsten Spezialfall und
integrieren iiber Quader.

Definition 20.1. Seien a,b € RY.

(a) Wir schreiben a < b, falls fir alle j € {1,2,...,d} gilt a; < b; und a < b,
falls a; < b; fiir alle solchen j gilt.

(b) Fira <b ist
I:=[a,b] := [a1,b] X [ag,by] X -+ X [ag, by]

ein (abgeschlossenes) Intervall in R
Weiter heifit

‘[| = VOI(I) = (b1 — a1)<b2 — az) ot (bd — ad)
das Volumen von I.

Fiir das ganze verbleibende Kapitel sei nun I = [a, b] C R? ein Intervall.

Definition 20.2. (a) Eine Menge {I1, I, ..., I,} von Intervallen in R heift
Zerlegung von I, falls U§:1 I; = I und fir alle j,k € {1,2,...,p} mit j # k
gilt 19 N Iy = 0.

(b) Sei Z = {I1,I5,...,1,} eine Zerlegung von I und f : I — R eine be-
schrankte Funktion. Dann bezeichnen wir

my = inf f(z), My, == sup f(x), k=1,2,...,p,

.TEIk Ielk

P
UZ,f) = ka|Ik| (Untersumme von f bzgl. Z),
k=1

P
OZ, f) = ZMk|Ik| (Obersumme von f bzgl. Z).
k=1
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20. Das Riemann-Integral in R¢

Lemma 20.3. Es sei Z = {I1,15,...,1,} eine Zerlegung von I und Z, := {I}
die triviale Zerlegung von I. Fir f: I — R beschrdinkt gilt dann

(a) U(Z, [) <O(Z, [).
(b) O(Z, f) < O(Zo, f) und U(Z, f) = U(Zo, f).
<

Beweis.  (a) Wegen my, = infocq, f(2) < sup,ep, f(x) = My fir k=1,2,...,p

haben wir

UZ, f)=> mll| <> ML = O(Z, f).
k=1 k=1
(b) Es gilt

O(Z.f) = Y- sup f@I] < Y- swp (a1
k=1 Te

k=1 ze€ly

= sup f(z) Z | Ii| = sur;f(x)m = 0(Z, f)
1 xe

zel
und das Argument fiir die Untersummen verlduft analog. [

Obiges Lemma zeigt, dass fiir jede Zerlegung Z von I und jede beschriankte
Funktion f: 1 — R gilt

l](pr)fS(D(Z;j) S sz%af) und (9<Z}f);zl](zyj) Z U(Z%,f)

d. h. alle Untersummen sind nach oben und alle Obersummen nach unten be-
schrinkt. Das ermoglicht die folgende Definition.

Definition 20.4. Sei f : [ — R eine beschrinkte Funktion. Dann heifst

(a) /f(q:) dz :=inf{O(Z, f) : Z Zerlegung von 1} oberes Integral von f,
I
/f(a:) dz :=sup{U(Z, f) : Z Zerlegung von I} unteres Integral von f.
JI

(b) f Riemann-integrierbar wber I, falls

In diesem Fall heift

/If(x) da = Zf(m) dx :Lf(x) dx

(Riemann-)Integral von f ber I.
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Bemerkung 20.5. (a) Wie schon beim eindimensionalen Integral gibt es ei-
nige verschiedene eingefiihrte Schreibweisen, die synonym verwendet wer-
den. So sieht man auch oft [, f oder [, f da. Ist man in zwei Variablen
(z,y) oder dreien (z,y, z) unterwegs, sieht man auch [, f(z,y) d(z,y) bzw.

[; fx,y,2) d(z,y, 2).

(b) Aus der Definition der Integrierbarkeit ergibt sich das Kriterium, dass f
auf I genau dann integrierbar ist, wenn es fiir jedes ¢ > 0 eine Zerlegung Z

von [ gibt mit O(Z, f) —U(Z, f) <e.

Fiir ein weiteres praktisches Integrabilitdtskriterium brauchen wir noch den Be-
griff der Nullmenge.

Definition 20.6. Eine Menge N C R? heifit Nullmenge, wenn es fiir jedes ¢ > 0
abzihlbar viele Intervalle I; CR?, j € N, gibt mit

NQ[OJI; und i|lj|<5.
j=1 Jj=1

Wir sammeln ein paar elementare Eigenschaften von Nullmengen.

Satz 20.7. (a) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge.
(b) Sind A, B C R? Nullmengen, so ist auch AU B eine Nullmenge.
(c) Ist A CR? eine Nullmenge, so ist A x R eine Nullmenge in R

Beispiel 20.8. (a) Die rationalen Zahlen Q sind eine Nullmenge in R. Um das
einzusehen, wihlen wir eine Abzdhlung {q1, go, ...} von Q. Mit dieser gilt
fiir jedes € > 0

| (g —=27"% —2*’“)
Q_k:1<qk 2 >qk+2

und
_ Sok —2—’“} ‘ N
;) [Qk 5% ok + 5 ; 5 E; €

(b) Besitzt F C R? einen inneren Punkt, so enthilt E ein Intervall und ist
keine Nullmenge.

(c) Ist I C R? ein Intervall, so ist A1 eine Nullmenge in R?. Vorsicht: Es gibt
durchaus abgeschlossene Teilmengen des R? deren Rand keine Nullmenge
ist (sogar fiir d = 1)!
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20. Das Riemann-Integral in R¢

Nun kénnen wir uns dem Lebesgue’schen Integrabilititskriterium zuwenden. Die-
ses charakterisiert Riemann-Integrierbarkeit, wir werden hier aber nur die zum
Nachweis von Riemann-Integrierbarkeit wichtige Beweisrichtung ausfiihren.

Satz 20.9 (Lebesgue’sches Integrabilititskriterium). Sei f : I — R beschrinkt.
Dann ist f Riemann-integrierbar auf I, genau dann wenn

N(f):=A{z € l: f unstetig in x}
eine Nullmenge ist.

Beweis. Zum Nachweis der Riemann-Integrierbarkeit von f verwenden wir das
Kriterium aus Bemerkung [20.5/[(b)] Dazu seien ¢ > 0 und C' := sup,¢; | f(z)|.
Den Fall C' = 0 brauchen wir nicht zu betrachten, denn dann ist f konstant Null
und offensichtlich Riemann-integrierbar auf .

Zunéchst nutzen wir die Voraussetzung, dass N (f) eine Nullmenge ist und wéihlen
Intervalle I, k € N, in R? mit

€

N C I, =M d 1, .
(f)_kL:Jlk: Ut Z|k|<40

k=1

Sei nun y € I\ M. Dann ist f nach Voraussetzung stetig in y, d. h. es gibt ein
0y > 0 mit
|f(x) = fly)] < ﬁ fiir alle x € Us,(y) N 1.

Damit folgt

swp ()= nf @) < e £) = (S) - g ) = g (20)

z€Us,, (y)NI x€Us, (y)NI — M — 2’[| ]

Nun iiberdecken die offenen Mengen I}, £ € N, die Menge M und die eben
gewiéhlten offenen Kugeln Us, (y), y € M, iiberdecken I'\ M. Zusammengenommen
bilden all diese Mengen also eine offene Uberdeckung von I und da I kompakt
ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung. Das heifit es existieren p,q € N und
Y1, Y2, .-, Yq € 1\ M, so dass

{Ifa ]ga s 7IIC7)7 U5y1 (yl)’ U5y2 (Z/Q), Tt U‘Syq (yQ)}

eine offene Uberdeckung von I ist.

Leider ist dies nur eine Uberdeckung und keine brauchbare Zerlegung von I.
Diesen Mangel kénnen wir aber beheben, indem wir nun eine Zerlegung 7 =
{J1,J2,...,Ji} von I so fein wéhlen, dass jedes J; entweder Teilmenge eines
I3, r = 1,2,...,p, oder einer Kugel Us, (y-), r = 1,2,...,q, ist. Wir nennen
erstere Zerlegungsintervalle solche vom Typ I und letztere vom Typ II. Damit
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gilt nun fiir diese Zerlegung mit den schon mehrfach verwendeten Notationen
M; = sup,c, f(z) und m; :=inf.cs, f(2), 7 =1,2,...,¢,

l V4
OZ, f) = U(Z, f) =Y M|T;| = > mylJj]
j=1 j=1
V4 l
= (M; —mp)[ L]+ > (M —my)|Jj).
e Jfsp 1

Nun verwenden wir in der ersten Summe, dass sowohl M; < C, als auch m; > —C
gilt, und in der zweiten Summe schétzen wir nach (20.1) die Differenz M; —
m; durch ¢/(2|I|) ab. Das geht, da die Typ-II-Wiirfel ja jeweils in einer der -
Umgebungen liegen. Zusammen liefert das

14

y4
OZ ) -UZ < Y 20+ >

€
—\J
: A 2|]|| i
7j=1 7j=1
JiTyp I J;Typ 11
N € € €
<2C I — I <20—+ - =

und wir sind fertig. O]

Wir wollen jetzt die ,iiblichen“ Eigenschaften des Integrals wie Linearitéit, Mo-
notonie, usw. sammeln.

Satz 20.10. Seien f,g: I — R Riemann-integrierbar und o, 5 € R.

¢
(a) Ist{l1,1Is,..., I} eine Zerlequng von I, so gz’lt/f(x) dz = Z f(z) dz.
I

k=171

(b) Auch af + Bg, f-g und |f| sind Riemann-integrierbar mit

/I(af+59)dx:a/lfdx+ﬁ/lgdx und ‘/If(m)dx‘g/l|f(:c)|dx

(c) Gilt f < g auf I, so folgt /f(x) dx < /g(x) dx.
I I

Beweis. Wir beweisen hier nur den letzten Teil. Sei dazu Z = {I, I5, ..., I,} eine
Zerlegung von I und fiir jedes k € {1,2,..., ¢} setzen wir my, s = inf,c;, f(x)
und my, 4 := inf,¢;, g(x). Dann gilt immer my, f < my, , und wir erhalten

l ¢
U(Z, f) = mugllel > myllil =U(Z,g).
k=1 k=1
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20. Das Riemann-Integral in R¢
Damit und dank der Integrierbarkeit von f und ¢ ist dann
/If(x) dz = /If(x) da = sup{U(Z, f) : Z Zerlegung von I}
< ;p{U(Z, 9) : Z Zerlegung von I} = /Ig(x) dr = /Ig(ac) dez. O

Bemerkung 20.11. Der Satz von Fubini [18.6] sagt uns, dass bei iterierten In-
tegralen von stetigen Funktionen das Ergebnis unabhéngig von der Integrations-
reihenfolge ist. Damit ist die konkrete Berechnung von Integralen iiber Quader
einfach durch die Berechnung von vielen eindimensionalen Integralen moglich und
wir haben fiir eine stetige Funktion f: I — R

b1 bo ba
/f(x) da::/ (/ << flxy,z9,...,2q) dxd>...)dx2> day,
I ai a2 aq

wobei wir je nach Belieben die Integrationsreihenfolge auch anders wahlen kénnen.

Beispiel 20.12. Wir bestimmen

2l 2 1 y=1
/ ve™ d(z,y) = / (/ xe™ dy) dr = / rx—e™ dx
[1,2]%[0,1] 1 0 1 X y=0
2 r=2
:/(ex—l)dx:ex—x 1:e2—e—1.
1 T=

Beim Integrieren iiber Quader ist dank der einfachen Geometrie recht offensicht-
lich wie man sich auf bekannte eindimensionale Integrale zuriickziehen kann. Lei-
der gibt es in R? auch noch ein paar Teilmengen, die keine Quader sind. Um
solche wollen wir uns nun kiimmern. Dabei ist es, wie schon zu Beginn ange-
deutet, hoffnungslos iiber beliebige Teilmengen des R? integrieren zu wollen. Wir
wollen zunéchst eine Klasse von schénen Teilmengen auszeichnen, iiber die wir
integrieren wollen. Dazu erinnern wir an den Begriff der charakteristischen Funk-
tion, vgl. Definition 1.29.1(f): Fiir £ C R ist 1z : RY — R gegeben durch

15() 1, fallsx e FE,
xT) =
i 0, fallsx & F.

Definition 20.13. Fine beschrdnkte Teilmenge E des R? heifit Jordan-messbar,
falls es ein Intervall J C R? gibt, sodass E C J° ist und 1g auf J Riemann-

integrierbar ist.
In diesem Fall nennt man
|E| = / 1p dz
J

das Volumen von E.
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Diese Definition des Volumens einer Menge ist unabhéngig vom konkret gewéhl-
ten Intervall I. Man beachte aber, dass wir hier nur fiir ausgewéhlte Teilmengen
von R? ein Volumen definieren.

Auch Jordan-Messbarkeit kann man mithilfe des Nullmengen-Begriffs charakte-
risieren.

Satz 20.14. Es sei E C R? eine beschrinkte Menge. Dann ist der Rand OF eine
Nullmenge, genau dann wenn E Jordan-messbar ist.

Beweis. Es sei zundchst OF eine Nullmenge. Da F nach Voraussetzung beschrinkt
ist, ist auch E beschrénkt. Also gibt es ein Intervall J mit £ C J°. Dann ist
N(1g) = {z € R? : 15 unstetig in x} eine Teilmenge von OF und damit nach
Satz @ eine Nullmenge. Also ist nach dem Lebesgue’schen Integrabilitéts-
kriterium in Satz die charakteristische Funktion von F auf J integrabel und
wir bekommen die Jordan-Messbarkeit von E.

Fiir die umgekehrte Beweisrichtung gehen wir nun davon aus, dass F Jordan-
messbar ist. Nach Definition bedeutet das, dass die charakteristische Funktion
1z auf einem Intervall J mit £ C J° Riemann-integrierbar ist. Das impliziert
wiederum nach dem Lebesgue’schen Integrabilitatskriterium, dass OE = N(1g)
eine Nullmenge ist. O]

Ubungsaufgabe 20.15. Seien 4, B C R Jordan-messbar. Dann sind auch ANB
und A U B Jordan-messbar und es gilt

(a) [AUB|+|ANB| = |A] +|B],
(b) ANBCO0AUIB = |AUB| =|4| + |B|,
() AC B=|A] <|B|.

Wie koénnen uns nun daran machen, das Integral iiber Jordan-messbare Mengen
zu definieren. Die reine Definition geht dabei sehr einfach, der Frage wie man
sowas dann konkret ausrechnet, werden wir damit aber nicht ndherkommen.

Definition 20.16. Sei E C R? Jordan-messbar, J C ]R‘f ein Intervall mit E C J°
und f: E — R eine beschrinkte Funktion. Weiter sei f: J — R die Fortsetzung
durch Null von f nach J, d. h.

2 ) f(), fallsz e E,
S {O, fallsx € J\ E.

Die Funktion f heifst dann (Riemann-)integrierbar auf E, falls f auf J Riemann-
integrierbar ist. In diesem Fall setzt man

/Ef(x) do ::/Jf(x) .
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20. Das Riemann-Integral in R¢

Auch diese Definition ist von der konkreten Wahl des Intervalls J unabhéngig.

Satz 20.17. Es sei E C R Jordan-messbar, f : E — R beschrinkt und N(f)
wie zuvor die Menge der Unstetigkeitspunkte von f in E. Dann ist f genau dann
auf E Riemann-integrierbar, wenn N(f) N E° eine Nullmenge ist.

Insbesondere ist jede stetige Funktion auf einer kompakten, Jordan-messbaren
Menge integrierbar.

Beweis. ,,=* Sei f Riemann-integrierbar auf £ und sei J C R? ein Quader mit

E C J° sowie f die Fortsetzung durch Null von f nach J. Dann ist nach

der Definition der Riemann-Integrabilitéit, f auf J eine integrable Funktion
und das Lebesgue’sche Integrabilititskriterium aus Satz [20.9] liefert, dass
N(f) eine Nullmenge ist. Also ist auch N(f)NE° C N(f) eine Nullmenge.

Da E Jordan-messbar ist, ist nach Satz[20.14]der Rand OF eine Nullmenge.
Auflerdem gilt fiir die Fortsetzung f wie eben, dass f auf J \ E konstant
Null ist, und da diese Menge weiterhin in J offen ist, sind alle ihre Elemente
Stetigkeitspunkte von f , d. h. f kann nur in Punkten aus E unstetig sein.
Das liefert

N(f)=N(f)NE = (N(f)ynE°) U (N(f)noE) C (N(f)NE) UOE.

Letztere Menge ist als Vereinigung zweier Nullmengen selbst eine Nullmen-
ge und damit gilt dasselbe auch fiir N(f), vgl. Satz 20.7] Nach dem Lebes-
i

gue’schen Integrabilitatskriterium |20.9| ist also f auf J integrabel, womit
schlieBlich auch f auf F integrabel ist. O

Nun kann man ganz geradaus den Satz [20.10] verallgemeinern:

Satz 20.18. Es secien E C R? Jordan-messbar und f,g : E — R Riemann-
integrierbar sowie o, B € R. Dann gilt:

(a)

(b)

auch oof + Bg, [+ g und |f| sind Riemann-integrierbar mit

/E<af+ﬂg>dx:a/Efdx+ﬁ/Egdx
’[Ef@) dx\é/Ew)ydx_

Ist f < g auf E, so ist/ f(z) dzx < / g(x) dz.
E

E

und

Satz 20.19. Sind A, B C R? Jordan-messbar und f Riemann-integrierbar iiber
A, B, AUB und AN B, so gilt
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Beweis. Wir wihlen ein Intervall J C R? mit AU B C J°. Dann sind automa-
tisch auch A, B und A N B Teilmengen von J° und wir betrachten wieder die
Fortsetzung f von f durch Null von AU B nach J. Damit gilt dank der Linearitét
des Integrals auf Quadern, vgl. Satz[20.10]

[ fle)do = /, (o) do = /J F@)Laos(x) dz
=[]f(x)(lA(x)+1B($)—1AmB($)) dz
_ /J F)1a(a) do + /J Fla)1p(z) dz — /J F@)anp(x) do
:/f(q;) dx—i—/f(x) dx — f(z) dz. O
A B ANB

Nun kommen wir zu der weitaus schwierigeren Frage, wie man denn nun so ein
Integral konkret ausrechnet. Ehrliche Antwort: Im Allgemeinen gar nicht. Ist die
Geometrie des Integrationsbereichs aber gutmiitig, so lasst sich schon eine ganze
Menge erreichen. Ein paar solcher Spezialfiille wollen wir nun anschauen.

Definition 20.20. Seien E C R kompakt und Jordan-messbar, ¢, : E — R
stetig mit ¢ < auf E sowie j € {1,2,...,d}. Weiter bezeichne fiir v € R? der
Vektor ' € R~ den Vektor x ohne die j-te Komponente. Dann heifit die Menge

D(E,p,) = {x eRY: 2’ € E und p(2) < z; < @Z)(x')}

xj-projizierbar, vgl. Abbildung [20.]]

yA
N )
D |
|  0(x)
} - } ?

Abbildung 20.1.: Ein Beispiel einer y-projizierbaren Menge D in R?

Beispiel 20.21. (a) Der Zylinder
{(:U,y,z) ER?: 2?4+ <1und 0< 2 < 1}

ist z. B. z-projizierbar mit £ = {(x,y) € R* : 2?2 + y* < 1} und den
konstanten Funktionen ¢(x,y) =0 und ¢(z,y) = 1.
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20. Das Riemann-Integral in R¢

(b) Die d-dimensionale Einheitskugel
K(0) = {z € R [lall, < 1)

lasst sich fir jedes j € {1,2,...,d} mit 2’ wie oben schreiben als

Ki(0) = {w e R ' € Ki(0), —/1— |@/| < o5 < (/1 |2/},

wobei K1 (0) fiir die Einheitskugel in R4~ steht. Damit ist sie xj-projizierbar
mit F = K(0), ¥(2') = /1 — ||2/[|3 und ¢ = —1).
(c) SchlieBlich ist auch ein Kegel
{(x,y,z) ER: 224+ <1und0<2<1— \/J:Q—i-yQ}

z-projizierbar mit E := K;(0) in R?* und o(z,y) = 0 sowie ¢(z,y) =
1 — /22 + 92
(d) Ein Beispiel einer nicht projizierbaren Menge ist ein Kreisring in R?, z. B.

{(z,y) eR*: 1 < 2” +y* < 4}.

Das Integral einer stetigen Funktion iiber projizierbare Mengen lédsst sich um eine
Dimension nach unten vereinfachen:

Satz 20.22. Sei D = D(E,¢,v) C R? eine x;-projizierbare Menge in der No-
tation von Definition [20.20f und f : D — R eine stetige Funktion. Dann ist D
Jordan-messbar und es gilt

/f d:c-/(/w(:)f(m) dxj) da’.

Beispiel 20.23. (a) Ist D = D(E, ¢,v) eine x;-projizierbare Menge, so gilt

D) :/Dldx:/E</:::,)1dmj> dx':/E(¢(x')—¢(x')) da’.

(b) Das Dreieck D := {(z,y) € R?: 0 <2 < 1,0 <y < 1—x} ist sowohl z- als
auch y-projizierbar und es gilt

/xyda:y // xydydx-/—xﬂylx

— [ 21 -2)?de=—
2/0 7)” do 24
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(¢) Wir betrachten den Zylinder aus Beispiel [20.21][(a)|und integrieren die Funk-
tion f(x,y,2) = z(2* + »?). Dann gilt mit den dortigen Ergebnissen und
obigem Satz

[ressawpa = [ ([ i) aey

1 z=1
- / (2% + y2)522|zzo d(z,y)
K1(0)

1

=3/ (2 + o) d(z,y).
2 Jk 0

Nun bleibt ein zweidimensionales Integral iiber den Einheitskreis iibrig.
Auch dieser ist nach Beispiel@ projizierbar und wir kénnten im Prin-
zip so weiterintegrieren. Das liefert nach einiger Rechnerei dann tatséchlich
ein eindimensionales Integral:

/Wﬁﬁfﬁ+gﬁiﬁﬁ¢m

das allerdings reichlich unfreundlich aussieht. Wir werden im néchsten Ab-
schnitt eine Methode kennenlernen, mit der sich dieses Integral viel einfa-
cher bestimmen lésst.
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21. Die Transformationsformel

Wir wollen uns nun die Substitutionsformel fiir mehrdimensionale Integrale an-
schauen. Diese wird meist als Transformationsformel bezeichnet und spielt eine
herausragende Rolle fiir die konkrete Berechnung von mehrdimensionalen Integra-
len. Dabei verschiebt sich der Fokus gegeniiber dem eindimensionalen Fall. Dort
wird Substitution meist einsetzt, um den Integranden zu vereinfachen und dabei
dandert sich als unbeachteter Nebeneffekt das Integrationsintervall. Im mehrdi-
mensionalen ist der Hauptpunkt meist, durch die Anwendung der Transforma-
tionsformel das Integrationsgebiet zu vereinfachen und eine Anderung der inte-
grierten Funktion ist dabei ein Nebenaspekt.

Wir wollen die Transformationsformel hier nicht beweisen, damit beschéftigen
wir uns dann ausfiihrlich in der Integrationstheorie. Aus der Analogie zum eindi-
mensionalen Fall kann man sich die Formel aber plausibel machen. Wir erinnern
dazu zunéchst an die Substitutionsformel aus dem letzten Semester: Ist ¢ ein
Diffeomorphismus, so gilt

2)) g (z)| doe = dy,
/[a’b]f(g( )|g'(z)| /If(y) y

wobei das Intervall I je nach Lage der beiden Punkte entweder [g(a), g(b)] oder
9(b), g(a)] ist.

Dabei bildet g das Intervall [a, b] bijektiv nach I ab und verformt dieses dabei.
Diese Verformung macht sich im Integral durch den Korrekturfaktor |¢'(z)| be-
merkbar, der diesen Verzerrungseffekt in die Rechnung einbringt. Betrachtet man
eine invertierbare lineare Abbildung ® auf R%, so ist diese ein Diffeomorphismus
des R? auf sich selbst und man kennt mit der Determinante den entsprechenden
Volumenverzerrungsfaktor. Damit wére fiir diesen Spezialfall eine Substitionsre-

gel der Form
/f ))|det(® |dx—/ fly (21.1)

zu erwarten. Hat man nun einen beliebigen Diffeomorphismus g, so verzerrt dieser
den Raum lokal in gleicher Weise wie die lineare Abbildung, die durch seine
Ableitung Dg, bzw. die zugehorige Jacobi-Matrix J, gegeben ist. Tatséchlich gilt
eine solche Transformationsformel und damit iiber den Spezialfall g = ® auch die

Formel in (21.1)).
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21. Die Transformationsformel

Satz 21.1 (Transformationsformel). Es seien U,V C R? offen und g : U — V ein
Diffeomorphismus. Ist E C U kompakt und Jordan-messbar und f : g(E) — R
stetig, so qilt

/f ))|det Jy(x \dx_/ fly

Wir wenden den Satz zwei Mal beispielhaft an.

Beispiel 21.2. (a) Wir kehren zu dem Integral von f(z,y, z) = z(z*+y?) iiber

170

den Zylinder Z aus Beispiel [20.23 zuriick. Wir hatten dort gefunden,

dass
[ e daya =5 [ @) day)
z K1(0)

ist, bevor dort die weitere Berechnung im Sande verlaufen war. Nun ver-
wenden wir Polarkoordinaten als Substitutionsfunktion in der Transforma-

tionsformel, also
(5) - (:Z?&%) =:g(r,¢). (21.2)

Die Funktion g : U := (0,00) x (—m,7) = R?*\ {(z,0) : < 0} =: V ist ein
Diffeomorphismus, vgl. Abbildung [14.1], und es gilt

Kl(o) = g([O, 1] X [_W77T])‘
Das passt nicht wirklich gut zusammen, denn auf [0, 1] x [—m, 7] ist g kein
Diffeomorphismus. Es wird sich aber herausstellen, dass das kein wirkliches
Hindernis ist, denn die Problemmengen sind Nullmengen und daher fiir das

Integral unerheblich. Dazu argumentieren wir sauber so: Fiir jedes ¢ € (0,1)
und ¢ € (0, 7) betrachten wir

E,. =01l x[-m4+¢e,m—¢] und M,. :=g(E,.).

Dann ist £,. C U eine kompakte und Jordan-messbare Menge, g : E,. —
M, ist ein Diffeomorphismus und es gilt

L@ =3 [ @iy

1
= lim lim — (z® 4+ y*) d(z,9).

0—0e—0 2 M, .
o,

Nun konnen wir die Tranformationsformel anwenden und verwenden dabei



det(Jy(r, ¢)) = r aus Beispiel

= lim lim1 (r* cos® () + r* sin® () ) |det(Jy(r, )| d(r

0—0e—0 2 o

1
— lim I .rd
91—r>1(1) sg% 2 [o,1] X [~m4e,m—¢] rordirne)

= lim lim — / / r3 de dr
0—0e—0 2 e

[, 1 1 yr=1

(b) Die obige Rechnung mit den beiden Grenzwerten ist reichlich schwerfallig
aber in solchen Fillen, in denen die Diffeomorphismus-Eigenschaft nur auf
einer Hyperebene oder sonst einer Nullmenge verletzt ist, ziemlich universell
einsetzbar. Deshalb umgeht man sie oft stillschweigend wie im folgenden
Beispiel.

Wir bestimmen das reelle doppelt uneigentliche Integral

I::/ e dx,

dessen Konvergenz sich leicht mit den Methoden der Analysis I beweisen
lasst. Es lédsst sich mit den dortigen Methoden aber nur schwer berechnen,
da ¢ keine elementar hinschreibbare Stammfunktion besitzt. Nun geht
es aber mit dem folgenden Taschenspielertrick ganz einfach. Es gilt

2= (/_Ze d:c) - (/_Oo oV’ dy) - /_OO (/_Oo oV dy)e*xQ da

[e.9] o0 [e.9]

:/ / e eV dy d:l::/ e~ @) d(z, y).
—o0 J —00 R2

Wir gehen nun zu Polarkoordinaten iiber, verwenden also wieder die Trans-
formationsformel mit g wie in . Dann ist, wenn wir Probleme mit
Intervallgrenzen wie oben angekiindigt ignorieren (wer das nicht mag, pa-
cke reichlich Grenzwerte g und e gegen Null dazu), R* = ¢([0, 00) x [0, 27])
und r? = 2?2 + y2. Wir erhalten

_72—/ _’J‘det(J (r, ) |d7’g0
[0,00) x[0,27]

2
/ / r2rdg0d7’— *T|r0:7r.

Damit haben wir schlie3lich

/ e_xzd:c:I:\/?T.

—00
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21. Die Transformationsformel

Die dreidimensionale Entsprechung der Polarkoordinaten sind die Kugelkoordina-
ten, die fiir alle Integrationsprobleme mit Kugelsymmetrie mafigeschneidert sind.
Dazu wird jeder Punkt im Raum beschrieben durch einen Betrag und zwei Win-
kel. Erstens ist das der Abstand vom Ursprung r € (0, 00). Zweitens ein Winkel
0 € [0, 7] der im Grofien und Ganzen der geographischen Breite entspricht. Dieser
ist in der Mathematik meist durch den Winkel zwischen der positiven z-Achse
und dem Ortsvektor des Punktes gegeben. Man beachte, dass dadurch der Nord-
pol Breite 0, der Aquator Breite /2 und der Stidpol Breite 7 hat, was leider
von unseren Alltagsgewohnheiten abweicht. Die dritte Grofle ist die geographi-
sche Lénge ¢ € [0,27), d. h. der Winkel zwischen der Projektion des Ortsvektors
in die x-y-Ebene und der positiven z-Achse. Wir rechnen ein Beispiel.

Beispiel 21.3. Die Umrechnung von Kugelkoordinaten in kartesische Koordina-
ten erhélt man nach einer endlichen Trigonometrieschlacht als

r cos() sin(6)

g(r,0,¢) = | rsin(p)sin(0)
r cos(6)

Dann ist ¢([0, 1] x [0, 7] x [0,27]) = K1(0) also gerade die dreidimensionale Ein-
heitskugel. Fiir eine Anwendung der Transformationsformel braucht man noch die
Determinante der Ableitung von g und auch diese ergibt sich nach ein bisschen

Rechnen zu
det J, (1,0, p) = r?sin(8).

Wir kénnen das nun z. B. nutzen, um das Volumen der Kugel mit Radius R > 0
zu bestimmen. Dazu rechnen wir

KOl = [ 1) = [ 1 [det(J,(r,6,))| d(r,0,2)
Kr( 0,R] x [0,7] x[0,27]

0) [
R pr p2m R i
_ / / / 2| sin(0)| dp d6 dr = 27r/ r? dr/ sin(6) d6
o Jo Jo 0 0

1. r=R O=m 4
= 27r§7"3|7:0 (—cos()|,_,) = §’/TR3.
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22. Oberflachenintegrale

Im néchsten Schritt wollen wir uns in der Dimension wieder einschranken und
iiber Flichen im R3 integrieren, man denke z. B. an eine Kugeloberfliche. Ei-
ne dhnliche Problemstellung haben wir, eine Dimension tiefer, schon mit dem
Kurvenintegral betrachtet, das ein Integral iiber eindimensionale Teilmengen des
R? liefert. Wir folgen in weiten Teilen der Philosophie des Kurvenintegrals. Das
beginnt schon damit, dass wir zunéchst Flachen iiber Parametrisierungen defi-
nieren.

Definition 22.1. Seien d,k € N und D C R? offen.

(a) Eine stetige Abbildung ® : D — RY* die in D stetig differenzierbar ist,
heift (d-dimensionale) Fliche in ROt

Die Menge ®(D) C R4  nennt man die Spur der Fliche ®.
(b) Eine Fliche ® heifit regulir, wenn rang(Jo(x)) = d ist fir alle x € D.

Beispiel 22.2. (a) Ist D C R? offen und h : D — R eine stetige Funktion, die
auf D stetig differenzierbar ist, so ist durch ® : D — R4*! mit

D(z) = (h(xx)) . zeD,

eine Flache gegeben, die deshalb interessant ist, weil ihre Spur genau dem
Graphen von h entspricht. Wegen

rang(Jp (z)) = rang ((@ﬂ%)) —d

ist diese Flache immer regulér.

(b) Mit
x cos(y)
O(z,y) = |ycos(z) |, (z,y) € [0, 7,
sin(zy)
ergibt sich schon eine einigermafien unintuitive Fliche, vgl. Abbildung[22.1}

Wir betrachten im Weiteren den fiir Anwendungen besonders interessanten Fall
von zweidimensionalen Flichen im R?, d. h. wir withlen d = 2 und k = 1.
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22. Oberflichenintegrale

Abbildung 22.1.: Die Spur der Fliache aus Beispiel l@‘

Bemerkung 22.3. Sei D C R? offen und ® : D — R? eine regulire Fliche. Fiir
jedes (z,y) € D vermittelt dann D®(x,y) € L(R? R?) die lineare Approximation
von ¢ nahe (z,y) und

O(z,y)+DP(x,y)(R?) = {®(z,y) + AP, (7, y) +u®, (2, y) : A\, p € R} =: To(,y)

ist die Tangentialebene an die Flache ® in (z,y). Man beachte, dass bei einer
reguldren Flidche die beiden Spaltenvektoren @,(z,y) und ®,(x,y) der Jacobi-
Matrix von ® in jedem Punkt linear unabhéngig sind, so dass Tg(x, y) tatsichlich
immer eine volle Ebene ist.

Bekanntermafien lassen sich Ebenen im R3 besonders gut iiber ihren Normalen-
vektor charakterisieren, der hier auch gleichzeitig als Normalenvektor der Fléche
interessant ist. Diesen bekommt man als Kreuzprodukt der beiden Richtungsvek-
toren der Ebene, also ®,(z,y) x ®,(x,y). Das fithrt auf die folgende Definition.

Definition 22.4. Es sei D C R? offen und ® : D — R® eine regulire Fliche.
Dann heiffit No : D — R3 mit

_ Du(zy) X Pyl y) .
Nel®9) = Gy x Byl Y ED

Normalenvektor oder genauer Normaleneinheitsvektor an ® in (z,y).

Man beachte, dass diese Definition des Normalenvektors eine willkiirliche Vorzei-
chenwahl beinhaltet, man hétte ja auch die Reihenfolge im Kreuzprodukt um-
kehren koénnen.
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Beispiel 22.5. Als Beispiel betrachten wir wieder die Fliache, die durch den
Graph einer reellwertigen Funktion gegeben ist wie in Beispiel [(a)] Sei dazu
D C R? offen, h € C(D,R) N C*(D,R) und

T
d(x,y) = Y , (z,y)eD.
h(z,y)
Dann ist
1 0
CI)I(ZL‘,y>: 0 ) <I>y(x,y) = 1
81h(.§(}, y) a2h(‘r7 y)
und
_alh(xa y)
(I)I<x7 y) X <I>y(a:, y) = _th(xa y) )
1
womit wir schlielich den Normalenvektor an ® bekommen zu
1 —01h
Ng —0Obh

- V14 (0:1h)? + (021)? 1

Die folgende Ubungsaufgabe zeigt, dass die Tangentialebene und der Normalen-
vektor durch orientierungserhaltende Umparametrisierungen des Parameterge-
biets D nicht verdndert werden.

Ubungsaufgabe 22.6. Es seien C, D C R? offen und ¢ 1 ( C — D ein Diffeomor-
phismus mit det(J,(z,y)) > 0 fiir alle (z,y) € C. Ist ® : D — R? eine Fliche, so
gilt

(a) @ reguldr, genau dann wenn ¢ o ¢ regular.
(b) Toop(w,y) = To(p(z,y)) fir alle (z,y) € C.
(¢) Naoy(z,y) = No(p(z,y)) fir alle (z,y) € C.

Damit sind die Tangentialebene und der Normalenvektor, so wie man das auch
erwarten wiirde, allein durch die geometrische Flache bestimmt und héngen nicht
von der konkret gewdhlten Parametrisierung ab.

Auch die in der Definition des Normalenvektors auftretende Norm ||®,(z,y) X
P, (z,y)||2 ist invariant unter Umparametrisierungen und hat eine wichtige geome-
trische Bedeutung. Sie gibt den Flidcheninhalt des von ®, und ®, aufgespannten
Parallelogramms an und ist damit eine Mafzahl dafiir, wie stark die Parame-
trisierung ® den Flicheninhalt des Parametergebiets D beim Ubergang auf die
Fléche verzerrt. Diese Norm ist damit die Entsprechnung bei Fldchen zum Kor-
rekturfaktor |y/(¢)| beim Kurvenintegral.
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22. Oberflichenintegrale

Deﬁ_nition 22.7. Es sei D C R? offen, beschrinkt und Jordan-messbar, sowie
®: D — R? eine requlire Fliche.

(a) Der Flacheninhalt der Spur ®(D) ist gegeben durch

A@)i= [ @) x B2, dlo.0)

(b) Sei f: ®(D) — R stetig. Das Oberflichenintegral von f diber ® ist gegeben
durch

[bfdA ::/Df(CID(x,y))”(I)x(x,y) x @ (z,y)|], d(z,y).

Die Schreibweise ,,dA“ im Oberflichenintegral ist eine rein symbolische Schreib-
weise, die markiert, dass es sich um ein solches Integral handelt, sie bezieht sich
nicht auf irgendeine Variable A.

Sowohl der Wert des Flidcheninhalts als auch des Oberflichenintegrals sind inva-
riant unter Umparametrisierungen. Das kénnen Sie gut als Ubung nachrechnen.

Beispiel 22.8. Fiir R > 1 betrachten wir die Flédche

(R + cos(y)) cos(z)
O(z,y) = (R+ Cos(z;))) sin(z) |, (z,y) € (0,27
sin(y

Diese beschreibt die Oberfldche eines Torus mit innerem Radius Eins und &dufle-
rem Radius R, deren Fldcheninhalt wir nun ausrechnen wollen. Dazu miissten
wir eigentlich zuerst sicherstellen, dass die Fliache regulédr ist. Das ergibt sich
aber gleich in der Rechnung von selbst. Wir brauchen den Normalenvektor und
berechnen deshalb

—(R + cos(y)) sin(z) — sin(y) cos(z)
O, (x,y) X Oy(z,y) = | (R+ cos(oy)) cos(z) | x | — sin(y)( si)n(x)
cos(y

cos(x) cos(y)
= (R + cos(y)) | sin(x) cos(y)
sin(y)

Also ist

HCIDm(x, y) X @, (z, y)” = {R + cos(y){\/cosz(m) cos?(y) + sin?(x) cos?(y) + sin’(y)
= R+ cos(y).
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Da diese Norm nie Null wird, haben wir damit auch sichergestellt, dass ®,(x,y)
und @, (z,y) immer linear unabhéngig sind, d. h. die Fliche & ist regulér. Fiir
den Flacheninhalt bekommen wir

A(®) = / dA = /D 192 (2.9) x (2. 9)]|, d(z. 1)

27 2m 2m
= / / (R+ cos(y)) dz dy = 47°R + 27r/ cos(y) dy = 47*R.
o Jo 0
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23. Die Integralsatze von Gauf3 und
Stokes

Definition 23.1. Sei G C R? offen und f : G — RY ein stetig differenzierbares
Vektorfeld. Dann heifit divf : G — R mit

d
divf(z) = Zajfj(x) = spur(Jf(x))

Divergenz von f.
Die Divergenz beschreibt anschaulich die Quelldichte eines Vektorfeldes.

Beispiel 23.2. (a) Fiir die Identitit f(z) = x, * € R?, ist Jy(z) = I und
damit ist die Divergenz konstant divf(z) = d.

(b) Beschreibt ein Vektorfeld den Fluss einer physikalischen Grofle, die einem
geeigneten Erhaltungsgesetz unterliegt, so muss dieses Vektorfeld iiberall
Divergenz Null haben. Das gilt z. B. fiir die FlieBgeschwindigkeit einer
inkompressiblen Fliissigkeit oder fiir das magnetische Feld. Ein einfaches
Beispiel eines solchen divergenzfreien Vektorfeldes ist f : R? — R? mit
f(z,y) = (y, —x). Tatséchlich ist dann

divf(x,y):%+%—j;:0+0:o.

Die Divergenz taucht gerade in mechanischen und physikalischen Zusam-
menhéngen viel auf, so ist z. B. die Divergenz des elektrischen Feldes genau
die Ladungsdichte (Ladungen sind die Quellen des elektrischen Feldes) und

die Divergenz des Gravitationsfeldes die Masse (Massen sind die Quellen
des Gravitationsfeldes).

Definition 23.3. Eine offene Teilmenge G des R? heifft Normalbereich, wenn
G in jede Koordinatenrichtung projizierbar ist, vgl. Definition [20.20.

Typische Beispiele fiir Normalbereiche sind Quader, Kugeln, Zylinder, Kegel, usw.
Normalbereiche sind deswegen besonders schone Mengen, da ihre Rénder in der
Umgebung jedes Punktes so von einer geeigenten Seite her betrachtet werden
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23. Die Integralsitze von Gaufl und Stokes

konnen, dass der Rand als Graph einer Funktion erscheint. Damit sind die Rdnder
von Normalbereichen in R? grundsétzlich als regulire Flichen parametrisierbar.
Wir konnen nun den Gaufy’schen Integralsatz formulieren. Dieser liefert einen
Zusammenhang zwischen dem Oberflachenintegral eines Vektorfeldes und dem
Volumenintegral seiner Divergenz. Die nétigen Grundlagen zum Oberflacheninte-
gral haben wir hier nur im R? entwickelt. Deshalb formulieren wir diesen Satz nur
dort. Im vierten Semester werden wir eine n-dimensionale Version dieses Satzes
kennenlernen.

Satz 23.4 (Gaufy’scher Integralsatz). Es seien G C R3 ein Normalbereich und
v:IG — R3 ein normierter Normalenvektor an OG, der nach auflen zeigt. Ist
f: G — R? ein stetiges Vektorfeld, das in G stetig differenzierbar ist, so gilt

/Gdivf(:v,y, z) d(zx,y, 2) :/ (f(x),v(x)) dA,

oG

wobei (-,-) das Standardskalarprodukt in R® bezeichnet.

Physikalisch interpretiert besagt dieser Satz, dass der bilanzierte Gesamtfluss des
Vektorfeldes f iiber den Rand der Menge G (das ist das Integral auf der rechten
Seite) gleich ist der bilanzierten Gesamtmenge von Vektorfeld, das innerhalb von
G generiert wird bzw. verschwindet (das ist das Integral links). Wenn man sich das
z. B. mit flieBendem Wasser verdeutlicht, ist das eine ganz banale Alltagswahrheit.
Ein verwandter Satz ,,eine Dimension tiefer* ist der Stokes’sche Integralsatz, den
wir nun formulieren. Dieser bringt das Integral der Rotation eines Vektorfeldes
auf einer regulédren Fliache in Bezug zu einem Kurvenintegral iiber deren Begren-
zungslinie.

Satz 23.5 (Stokes’scher Integralsatz). Sei D C R? ein Normalbereich und D sei
parametrisiert durch eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve vy, die einmalig
gegen den Uhrzeigersinn um D liuft. Ist ® : D — R? eine zwei Mal differenzier-
bare requlire Fliche und f : ®(D) — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld
auf ®(D), so gilt

/@(rotf(:z;), Ng(r)) dA = f(z) du.

Doy
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Tabelle der griechischen Buchstaben

‘ grof3 ‘ klein ‘ Name ‘
A « Alpha
B I6] Beta
r y Gamma
A ) Delta
E €, ¢ | Epsilon
A ¢ Zeta
H i Eta
S} 0,9 | Theta
I L Iota
K k, 2 | Kappa
A A Lambda
M I My
N v Ny
= 1S Xi
O 0 Omikron
II m, w | Pi
P p, 0o | Rho
by o, ¢ | Sigma
T T Tau
Y v Ypsilon
o ¢, ¢ | Phi
X X Chi
v (0 Psi
Q w Omega
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