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1. Metrische Räume

Wir wollen uns zunächst ganz abstrakt mit Mengen beschäftigen, in denen ein
Abstandsbegriff, eine sogenannte Metrik, definiert ist. Als Aufwärmübung, die
gleichzeitig einen für das weitere fundamental wichtigen Spezialfall darstellt, be-
trachten wir speziell Vektorräume. Dort lässt sich der Begriff einer Länge folgen-
dermaßen axiomatisieren.

Definition 1.1. Sei V ein K-Vektorraum.1

(a) Eine Abbildung ‖ · ‖ : V → R heißt Norm auf V , wenn die folgenden
Bedingungen erfüllt sind.

i) Es ist ‖x‖ = 0, genau dann wenn x = 0 ist. (Definitheit)

ii) Für alle x ∈ V und alle λ ∈ K gilt ‖λx‖ = |λ|‖x‖. (Homogenität)

iii) Für alle x, y ∈ V gilt ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖. (Dreiecksungleichung)

(b) In diesem Fall nennt man V mit ‖ · ‖ einen normierten (Vektor-)Raum.

Beispiel 1.2. (a) Im eindimensionalen Raum K haben wir schon eine Norm
kennengelernt, nämlich den Betrag.

(b) Im d-dimensionalen Raum Kd gibt es eine ganze Reihe von Normen. Die
gebräuchlichsten sind für x = (x1, x2, . . . , xd)

T ∈ Kd

‖x‖2 :=
( d∑

j=1

|xj|2
) 1

2
(2-Norm),

‖x‖∞ :=
d

max
j=1
|xj| (Maximumsnorm oder Unendlich-Norm),

‖x‖1 :=
d∑

j=1

|xj | (1-Norm),

bzw. allgemein für p ≥ 1

‖x‖p :=
( d∑

j=1

|xj|p
) 1

p

(p-Norm).

Beispielhaft rechnen wir hier durch, dass die 1-Norm tatsächlich eine Norm
ist. Dazu überprüfen wir die Bedingungen (a)i) bis (a)iii) aus Defintion 1.1.

1Der Buchstabe K steht auch in diesem Semester wieder für R oder C.
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1. Metrische Räume

i) Es ist offensichtlich ‖0‖1 = 0. Ist umgekehrt ‖x‖1 = 0 für ein x ∈ Kd,
so gilt

∑d
j=1 |xj | = 0 und da jeder Summand positiv ist, muss jeder

Summand Null sein. Also ist xj = 0 für alle j und damit x = 0.

ii) Seien x = (x1, x2, . . . , xd)
T ∈ Kd und λ ∈ K. Dann gilt

‖λx‖1 =
d∑

j=1

|λxj| =
d∑

j=1

|λ||xj| = |λ|
d∑

j=1

|xj| = |λ|‖x‖1.

iii) Aus der Dreiecksungleichung für den Betrag in K folgt für beliebige
x = (xj)j=1,...,d, y = (yj)j=1,...,d ∈ Kd

‖x+ y‖1 =
d∑

j=1

|xj + yj | ≤
d∑

j=1

(
|xj|+ |yj|

)

=

d∑

j=1

|xj|+
d∑

j=1

|yj| = ‖x‖1 + ‖y‖1.

Sie sind eingeladen, den entsprechenden Nachweis für die Supremumsnorm
selbst zu führen. Wer eine Herausforderung braucht, nehme sich die p-Norm
vor.

Um eine Vorstellung von einer Norm zu bekommen, ist es meist gut, sich die
sogenannte Einheitskugel K1(0) := {x ∈ V : ‖x‖ ≤ 1} anzuschauen. Die Ränder
der Einheitskugeln der 1-, 2- und ∞-Norm in R2 finden Sie in Abbildung 1.1.

1 p=
p=2

p=1

∞

1

Abbildung 1.1.: Die Ränder der Einheitskugeln im R2 für die 1-, 2- und ∞-Norm
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Bemerkung 1.3. Der durch die 2-Norm definierte Längenbegriff ist der uns im
Alltag geläufige. Er liegt der Euklidischen Geometrie zugrunde. Deshalb wird die
2-Norm auch bisweilen als Euklidische Norm bezeichnet.

Die folgende Vergleichbarkeit von p- und∞-Norm in Kd werden wir in den nächs-
ten Abschnitten häufiger brauchen, bevor wir sie dann als Spezialfall des viel
allgemeineren Satzes 6.3 erkennen werden.

Satz 1.4. Für alle x ∈ Kd gilt ‖x‖∞ ≤ ‖x‖p ≤ d1/p‖x‖∞.

Beweis. Es gilt für alle x ∈ Kd

‖x‖∞ =
d

max
j=1
|xj | =

( d
max
j=1
|xj|p

)1/p ≤
( d∑

j=1

|xj |p
) 1

p

= ‖x‖p

=
( d∑

j=1

|xj |p
) 1

p ≤
( d∑

j=1

‖x‖p∞
) 1

p

=
(
d‖x‖p∞

) 1
p = d

1
p‖x‖∞.

Wir geben dieser Vergleichbarkeit von Normen im Moment erst einmal nur einen
Namen.

Definition 1.5. Es sei V ein K-Vektorraum. Zwei Normen ‖ · ‖ und � · � auf V
heißen äquivalent, wenn es Konstanten c, C > 0 gibt mit

c‖x‖ ≤ �x� ≤ C‖x‖ für alle x ∈ V.

Bemerkung 1.6. Die Bezeichnung der Maximumsnorm mit dem Unendlich-
Zeichen mag zunächst seltsam erscheinen. Tatsächlich ist sie aber in gewisser
Weise der Grenzfall für p gegen unendlich. Geht man in der Ungleichungskette
aus Satz 1.4 zum Grenzwert p → ∞ über, so findet man mit dem Sandwich-
Theorem limp→∞ ‖x‖p = ‖x‖∞.

Beispiel 1.7. Auch auf anderen Vektorräumen gibt es Normen. Beispielhaft be-
trachten wir den Raum C(I) der stetigen Funktionen auf einem kompakten In-
tervall I in R. Auch hier lassen sich für 1 ≤ p die p-Norm

‖f‖p :=
(∫

I

|f(t)|p dt
) 1

p

und die Unendlich-Norm oder Supremums- bzw. Maximumsnorm

‖f‖∞ := max
t∈I
|f(t)|

definieren.
Der Nachweis der Norm-Eigenschaften für die 1- und∞-Norm ist wieder einfach.
Die allgemeine p-Norm braucht ein bisschen mehr Aufmerksamkeit.
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1. Metrische Räume

Bemerkung 1.8. Wir erinnern an den Begriff eines Skalarproduktes aus der
Vorlesung Lineare Algebra. Ist V ein K-Vektorraum, dann heißt eine Abbildung
〈·, ·〉 : V × V → K Skalarprodukt, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

(a) Für alle x ∈ V gilt 〈x, x〉 ∈ [0,∞) und es ist 〈x, x〉 = 0 genau dann, wenn
x = 0 ist. (Definitheit)

(b) Für alle x, y ∈ V gilt 〈x, y〉 = 〈y, x〉.

(c) Für alle x1, x2, y ∈ V und alle λ1, λ2 ∈ K gilt

〈λ1x1 + λ2x2, y〉 = λ1〈x1, y〉+ λ2〈x2, y〉. (Linearität im ersten Argument)

Hat man ein Skalarpodukt auf V , so wird durch dieses immer mit Hilfe von
‖x‖ :=

√
〈x, x〉 eine Norm definiert. Auf diese Weise sind in Beispiel 1.2 und

Beispiel 1.7 jeweils die 2-Normen durch Skalarprodukte induziert. Die zugehörigen
Skalarprodukte sind

〈x, y〉 =
d∑

j=1

xjyj, x, y ∈ Kd, (Standardskalarprodukt)

und

〈f, g〉 =
∫

I

f(t)g(t) dt, f, g ∈ C(I) (L2-Skalarpodukt).

Man beachte, dass Normen, die sich aus Skalarprodukten gewinnen lassen, nur
schöne Spezialfälle sind. Die meisten Normen lassen sich nicht mit einem Skalar-
produkt assoziieren. Das gilt z.B. für alle anderen Normen in den beiden obigen
Beispielen.

Wir sammeln ein paar einfache Eigenschaften von Normen.

Satz 1.9. Sei (V, ‖ · ‖) ein normierter Raum. Dann gilt für alle x, y ∈ V

(a) ‖x‖ ≥ 0.

(b) ‖x− y‖ ≥
∣∣‖x‖ − ‖y‖

∣∣. (umgekehrte Dreiecksungleichung)

Beweis. Wir beweisen nur (a), den Beweis der umgekehrten Dreiecksungleichung
können Sie direkt aus der Analysis I abschreiben. Sie müssen lediglich an einigen
Stellen

”
|“ durch

”
‖“ ersetzen.

Für alle x ∈ V gilt mit Hilfe der Dreiecksungleichung

0 = ‖0‖ = ‖x− x‖ ≤ ‖x‖+ ‖x‖ = 2‖x‖.

Also ist ‖x‖ ≥ 0.
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Im Zusammenhang mit Skalarprodukten ist die folgende Ungleichung von zen-
traler Wichtigkeit. Für den Beweis verweisen wir hier auf die Lineare Algebra.

Satz 1.10 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Ist V ein K-Vektorraum mit Skalar-
produkt 〈·, ·〉 und assoziierter Norm ‖ · ‖, so gilt für alle x, y ∈ V

∣∣〈x, y〉
∣∣ ≤ ‖x‖ · ‖y‖.

Dabei gilt Gleichheit genau dann, wenn x und y linear abhängig sind.

Vektorräume sind sehr wichtige, aber auch sehr reichhaltige Strukturen. Um in
allgemeineren Zusammenhängen Analysis betreiben zu können, z.B. auf einer Ku-
geloberfläche (Mit einer solchen hat die Menschheit ja manchmal zu tun. . . ), wäre
ein Abstandsbegriff schön, der ohne die algebraische Struktur eines Vektorraums
auskommt. Diesen liefert der folgende Begriff.

Definition 1.11. SeiM eine nicht-leere Menge. Einge Abbildung d :M×M → R

heißt Metrik auf M , falls für alle x, y, z ∈M gilt:

(a) d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y, (Definitheit)

(b) d(x, y) = d(y, x), (Symmetrie)

(c) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y). (Dreiecksungleichung)

In diesem Fall nennt man M mit der Metrik d einen metrischen Raum.

Wir sammeln erste einfache Eigenschaften von Metriken und werden dabei auch
sehen, dass wir damit wirklich ein verallgemeinertes Konstrukt haben, denn jede
Norm erzeugt auch eine Metrik.

Satz 1.12. (a) Es sei (M, d) ein metrischer Raum. Dann gilt d(x, y) ≥ 0 für
alle x, y ∈M .

(b) Es sei (M, d) ein metrischer Raum und N ⊆ M sei nicht-leer. Dann ist
die Einschränkung von d auf N × N eine Metrik auf N , die sogenannte
induzierte Metrik. Diese wird zuweilen als dN notiert.

(c) Ist (V, ‖ · ‖) ein normierter Vektorraum, so ist durch d(x, y) := ‖x − y‖,
x, y ∈ V , eine Metrik auf V gegeben.

Beweis. (a) Wie im Beweis von Satz 1.9 (a) bekommen wir für alle x, y ∈M

0 = d(x, x) ≤ d(x, y) + d(y, x) = 2d(x, y),

also d(x, y) ≥ 0.

(b) Alle drei Axiome einer Metrik sind Allaussagen auf Elemente in M . Diese
gelten dann natürlich auch für alle Elemente in N .
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1. Metrische Räume

(c) Wir müssen nur die drei Metrik-Axiome nachprüfen. Ist x = y, so ist
d(x, y) = d(x, x) = ‖x − x‖ = ‖0‖ = 0. Und gilt 0 = d(x, y) = ‖x − y‖, so
ist dank der Definitheit der Norm, vgl. Definition 1.1 (a)i), sofort x−y = 0,
d.h. x = y.

Die Symmetrie folgt aus der Homogenität der Norm, denn für alle x, y ∈ V
gilt

d(x, y) = ‖x− y‖ = ‖(−1)(y − x)‖ = | − 1|‖y − x‖ = d(y, x).

Es bleibt noch die Dreiecksungleichung zu prüfen. Seien dazu x, y, z ∈ V .
Dann ist dank der Dreiecksungleichung für Normen

d(x, y) = ‖x−y‖ = ‖x−z+z−y‖ ≤ ‖x−z‖+‖z−y‖ = d(x, z)+d(z, y).

Zum Abschluss wollen wir uns zwei Beispiele ansehen, die unter Anderem zeigen,
dass man tatsächlich beliebige Mengen mit einer Metrik ausstatten kann.

Beispiel 1.13. (a) Wir betrachten zunächst die sogenannte diskrete Metrik .
Diese ist auf jeder nicht-leeren Menge M gegeben durch

d(x, y) :=

{
0, falls x = y,

1, falls x 6= y.

für x, y ∈M .

Dass dies eine Metrik ist, sieht man folgendermaßen: Zunächst ergibt sich
die Definitheit direkt aus der Definition. Für die Symmetrie müssen wir nur
beachten, dass mit x = y auch y = x gilt, bzw, dass x 6= y auch y 6= x
impliziert. Sind schließlich x, y, z ∈ M , so kann zum Einen x = y sein.
In diesem Fall ist d(x, y) = 0 und damit auf jeden Fall kleiner oder gleich
d(x, z)+d(z, y) nach Satz 1.12 (a). Ist aber x 6= y, so muss auch z zumindest
von x oder y verschieden sein, es ist also dann d(x, y) = 1 ≤ d(x, z)+d(z, y).

(b) Sei (V, ‖ · ‖) ein normierter K-Vektorraum. Dann haben wir in Satz 1.12 (c)
gesehen, dass dieser auch ein metrischer Raum ist. Wir können aber nun
noch eine andere Metrik auf V definieren, die selbst nicht durch eine Norm
erzeugt wird, die sogenannte französische Eisenbahnmetrik

d(x, y) =

{
‖x− y‖, falls x, y linear abhängig,

‖x‖+ ‖y‖, sonst.

Der Abstand zweier Punkte ist also gleich dem
”
normalen“ Abstand, wenn

diese auf einer gemeinsamen Ursprungsgerade liegen und gleich der Länge
des Weges vom einen Punkt zum anderen mit Umweg über den Ursprung.
Das entspricht der Weglänge in einem komplett zentralisiert aufgebauten
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Verkehrsnetz, bei dem alle Punkte untereinander nur durch Wege über das
Zentrum verbunden sind. In überzeichneter Sichtweise des französischen
Eisenbahnnetzes kam diese Metrik zu ihrem Namen, wobei natürlich Paris
im Ursprung liegt.

Die Aufgabe die Metrik-Axiome nachzuweisen bleibt als Übung stehen.

Eine Bedeutung dieses Beispiel liegt darin, dass dies eine Metrik auf dem
Vektorraum V ergibt, die sich nicht im Sinne von Satz 1.12(c) durch eine
Norm beschreiben lässt. Hier ein Tipp, falls Sie das nachweisen wollen: Jede
Metrik, die von einer Norm herrührt, ist translationsinvariant, d. h. für alle
x, y, z ∈ V gilt die Gleichheit d(x+ z, y + z) = d(x, y).
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2. Topologische Grundbegriffe

Haben wir in einer Menge eine Metrik, d. h. einen Abstandsbegriff zur Verfügung,
so können wir damit

”
Kugeln“ beschreiben. Das führt uns in diesem Kapitel zu

Verallgemeinerung von Begriffen wie offene und abgeschlossene Menge, Häufungs-
punkt, usw. auf metrische Räume. Wir werden so die Grundlage für analytische
Betrachtungen auf solchen Mengen legen. Im gesamten Abschnitt sei (M, d) ein
metrischer Raum.

Definition 2.1. (a) Für x0 ∈M und r > 0 ist

Ur(x0) := {x ∈ M : d(x, x0) < r}

die (offene) Kugel um x0 mit Radius r.

(b) Eine Teilmenge U von M heißt Umgebung von x0 ∈M , wenn es ein ε > 0
gibt mit Uε(x0) ⊆ U .

(c) Eine Teilmenge X von M heißt

i) beschränkt, falls es ein r > 0 und ein x0 ∈M gibt mit X ⊆ Ur(x0).

ii) offen, wenn für jedes x ∈ X ein ε > 0 existiert mit Uε(x) ⊆ X.

iii) abgeschlossen, falls Xc =M \X offen ist.

Beispiel 2.2. Es seien x0 ∈M und r > 0.

(a) Wir betrachten die offene Kugel Ur(x0) und zeigen, dass diese im Sinne un-
serer Definition auch wirklich offen ist. Es sei dazu x ∈ Ur(x0) ein beliebiger
Punkt in dieser Menge. Dann ist nach der Definition der Kugel d(x, x0) < r
und es gilt ̺ := r− d(x, x0) > 0. Wir zeigen nun, dass U̺(x) ⊆ Ur(x0) gilt,
womit dann folgt, dass Ur(x0) offen ist.

Sei dazu z ∈ U̺(x). Dann gilt mit der Dreiecksungleichung

d(z, x0) ≤ d(z, x) + d(x, x0) < ̺+ d(x, x0) = r.

Also ist z ∈ Ur(x0) und wir sind fertig.

(b) Wir betrachten die abgeschlossene Kugel um x0 mit Radius r, d. h.

Kr(x0) := {x ∈M : d(x, x0) ≤ r}
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2. Topologische Grundbegriffe

und zeigen, dass auch diese ihren Namen zurecht trägt, also abgeschlossen
ist. Dazu müssen wir zeigen, dass Kr(x0)

c offen ist. Wir wählen also ein
x ∈ Kr(x0)

c. Dann ist d(x, x0) > r und es gilt ̺ := d(x, x0)− r > 0. Wenn
wir also zeigen könenn, dass U̺(x) ⊆ Kr(x0)

c gilt, sind wir fertig.

Sei dazu z ∈ U̺(x). Dann gilt wieder mit Hilfe der Dreiecksungleichung
d(x, x0) ≤ d(x, z) + d(z, x0), also haben wir

d(z, x0) ≥ d(x, x0)− d(x, z) = ̺+ r − d(x, z) > ̺+ r − ̺ = r.

Also ist z ∈ Kr(x0)
c und wir haben U̺(x) ⊆ Kr(x0)

c erreicht.

Warnung 2.3. (a) Mengen sind keine Türen! Die meisten Mengen sind weder
offen noch abgeschlossen, denken Sie z.B. an ein halboffenes Intervall in R.
Hüten Sie sich also vor dem Fehlschluss:

”
Ich habe festgestellt, dass meine

Menge nicht offen ist, also ist sie abgeschlossen.“

(b) Die Eigenschaft einer Menge offen, bzw. abgeschlossen zu sein, hängt vom
betrachteten umgebenden metrischen Raum ab. So ist die Menge [0, 1) in
R weder offen noch abgeschlossen. Betrachtet man sie als Teilmenge von
[0,∞) (mit der natürlichen induzierten Metrik), so ist sie offen, aber nicht
abgeschlossen, und als Teilmenge von [0, 1) ist sie offen und abgeschlossen.
Es lohnt sich, darüber ein wenig nachzudenken und diesen Effekt zu verin-
nerlichen. Das schützt später davor immer wieder in Fallen zu tappen. Zum
Verständnis kann Ihnen auch die folgende Übungsaufgabe helfen.

Übungsaufgabe 2.4. Es sei X ⊆M . Dann ist Y ⊆ X bezüglich der induzierten
Metrik in X

(a) genau dann offen, wenn es eine (in M) offene Menge O ⊆ M gibt mit
Y = O ∩X .

(b) genau dann abgeschlossen, wenn es eine (in M) abgeschlossene Menge A ⊆
M gibt mit Y = A ∩X .

Übungsaufgabe 2.5. Es sei V ein normierter Vektorraum und Ur(x0) sei eine
offene Kugel mit Radius r > 0 um x0 ∈ V . Zeigen Sie, dass diese immer konvex
ist, d. h. für alle x, y ∈ Ur(x0) und alle λ ∈ [0, 1] gilt λx+ (1− λ)y ∈ Uε(x0).
Anschaulich bedeutet Konvexität für eine Teilmenge eines normierten Vektor-
raums, dass für je zwei ihrer Punkte die gesamte Verbindungsstrecke der beiden
auch zu der Menge gehört.

Offene bzw. abgeschlossene Mengen kann man recht gut vereinigen und schneiden
ohne diese Eigenschaften zu verlieren. Genauer gilt das folgende Resultat.

Satz 2.6. Es sei I eine beliebige Indexmenge.
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(a) Sind Xi ⊆M für jedes i ∈ I offene Mengen, so ist auch
⋃
i∈I Xi offen.

(b) Sind X1, X2 ⊆M offen, so ist auch X1 ∩X2 offen.

(c) Sind Xi ⊆ M für jedes i ∈ I abgeschlossene Mengen, so ist auch
⋂
i∈I Xi

abgeschlossen.

(d) Sind X1, X2 ⊆M abgeschlossen, so ist auch X1 ∪X2 abgeschlossen.

Bemerkung 2.7. In Worten sagt dieser Satz: Beliebige Vereinigungen und endli-
che Schnitte von offenen Mengen sind offen, sowie beliebige Schnitte und endliche
Vereinigungen von abgeschlossenen Mengen sind abgeschlossen.
Man beachte, dass an den beiden Stellen, an denen hier

”
endlich“ steht, auch

nicht mehr geht, wie man an den folgenden Beispielen aus R sieht:

[0, 1) =
⋂

n∈N

(
−1

n
, 1
)
=
⋃

n∈N

[
0,

n

n+ 1

]
.

Beweis von Satz 2.6. Seien zunächst Xi ⊆ M offen für jedes i ∈ I und x0 ∈⋃
i∈I Xi. Dann gibt es ein i0 ∈ I mit x0 ∈ Xi0 und Xi0 ist eine offene Menge. Also

gibt es ein ε > 0 mit Uε(x0) ⊆ Xi0 . Dann ist aber auch Uε(x0) ⊆
⋃
i∈I Xi. Wir

haben also gezeigt, dass diese Menge offen ist und damit (a) erledigt.
Zum Nachweis von (b) seien nun X1, X2 ⊆M offene Mengen und x0 ∈ X1 ∩X2.
Da beide Mengen offen sind, gibt es dann Radii r1, r2 > 0 mit Ur1(x0) ⊆ X1 und
Ur2(x0) ⊆ X2. Für r := min{r1, r2} gilt dann Ur(x0) ⊆ X1 ∩X2. Also ist X1 ∩X2

offen.
Für (c) seien Xi ⊆ M abgeschlossen für jedes i ∈ I. Dann ist mit den De Mor-
gan’schen Regeln (⋂

i∈I

Xi

)c
=
⋃

i∈I

Xc
i .

Nun ist jedes Xc
i offen und mit Hilfe von (a) ist die Vereinigung all dieser Mengen

ebenfalls offen und damit auch (
⋂
i∈I Xi)

c. Das bedeutet aber schlussendlich, dass⋂
i∈I Xi abgeschlossen ist.

Genauso sieht man für abgeschlossene Mengen X1, X2 ⊆ M mit Hilfe von (b),
dass (X1∪X2)

c = Xc
1 ∩Xc

2 offen und damit X1∪X2 abgeschlossen ist. Das liefert
(d) und beendet den Beweis.

Die Ergebnisse aus obigem Satz ermöglichen es, mittels der beliebten Technik
der Hüllenbildung für jede Teilmenge von M eine minimale abgeschlossene Ober-
menge und eine maximale offene Teilmenge zu finden. Das liefert die folgenden
Begriffe.

Definition 2.8. Zu gegebenem X ⊆M betrachten wir die Mengensysteme OX :=
{O ⊆ X : O offen} und AX := {A ⊇ X : A abgeschlossen} und definieren:
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2. Topologische Grundbegriffe

(a) X◦ :=
⋃

O∈OX

O, (Inneres von X)

(b) X :=
⋂

A∈AX

A, (Abschluss von X)

(c) ∂X := X \X◦. (Rand von X)

Unter Verwendung von Satz 2.6 ist X◦ die größte offene Teilmenge von X und
X die kleinste abgeschlossene Obermenge von X .
In engem Zusammenhang mit obiger Definition stehen die folgenden Begriffe für
Elemente von M , vgl. Satz 2.10.

Definition 2.9. Es sei X eine Teilmenge von M .

(a) Ein x0 ∈ M heißt Häufungspunkt von X, falls für jedes ε > 0 die Menge
Uε(x0) ∩X unendlich ist.

(b) Ein x0 ∈ M ist Randpunkt von X, falls für alle Umgebungen U von x0
gilt, dass sowohl U ∩X 6= ∅ als auch U ∩Xc 6= ∅ ist.

(c) Ein x0 ∈ X ist ein innerer Punkt von X, falls ein ε > 0 existiert mit
Uε(x0) ⊆ X.

Satz 2.10. Es sei X eine Teilmenge vonM . Dann gelten die folgenden Aussagen.

(a) X = X ∪ ∂X = X◦ ∪ ∂X.

(b) X◦ =
{
x ∈ X : x innerer Punkt von X

}
.

(c) ∂X =
{
x ∈M : x Randpunkt von X

}
.

(d) X =
{
x ∈M : x ∈ X oder x Häufungspunkt von X

}
.

Beweis. (a) Wegen X◦ ⊆ X ⊆ X gilt nach der Definition des Randes

X = (X ∩X◦) ∪ (X \X◦) = X◦ ∪ ∂X ⊆ X ∪ ∂X = X ∪ (X \X◦)

⊆ X ∪ (X \X◦) = X.

Also sind alle drei Mengen gleich.

(b) Sei x ∈ X◦. Dann gibt es nach Definition von X◦ eine offene Teilmenge O
von X mit x ∈ O. Da O offen ist, existiert ein ε > 0 mit Uε(x) ⊆ O ⊆ X ,
also ist x ein innerer Punkt von X .

Ist umgekehrt x ein innerer Punkt von X , so ist für ein ε > 0 die offene
Menge Uε(x) Teilmenge von X , d. h. Uε(x) ∈ OX . Also ist x ∈ Uε(x) ⊆⋃
O∈OX

= X◦.
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(c) Übung.

(d) Wir zeigen zunächst
”
⊆“. Dazu sei x ∈ X und wir nehmen an, es wäre

weder x ∈ X , noch x ein Häufungspunkt von X . Dann gibt es nach der
Definition eines Häufungspunktes ein ε > 0, für das die Menge Uε(x) ∩X
endlich ist. Es sei also Uε(x) ∩X = {x1, x2, . . . , xr} für ein r ∈ N. Dann ist
δ := min{d(x, xj) : j = 1, 2, . . . , r} > 0, da x selbst nicht zu X gehört.

Damit ist Uδ(x) ∩ X = ∅, d. h. Uδ(x)c ist eine abgeschlossene Obermenge
von X und wir erhalten wegen

x 6∈ Uδ(x)c ⊇
⋂

A∈AX

A = X.

den Widerspruch x 6∈ X .

Für die umgekehrte Inklusion
”
⊇“ ist wegen X ⊆ X und (a) nur zu zeigen,

dass jeder Häufungspunkt von X , der nicht zu X gehört, in ∂X liegt.

Es sei also x ein solcher Häufungspunkt von X , der selbst nicht zu X gehört.
Ist U eine Umgebung von x, so ist zum Einen x ∈ U ∩Xc und damit diese
Menge nicht-leer. Zum Anderen gibt es ein ε > 0 mit Uε(x) ⊆ U und nach
der Definition eines Häufungspunktes ist Uε(x) ∩ X unendlich und damit
insbesondere nicht-leer. Also ist auch U∩X nicht-leer und wir haben gezeigt,
dass x ein Randpunkt von X ist. Also ist x ∈ ∂X nach (c).

Beispiel 2.11. Wir betrachten auf M die diskrete Metrik d, d. h. d(x, y) = 1
falls x 6= y und d(x, y) = 0 für x = y. Sei nun X eine beliebige Teilmenge von
M . Für jeden Punkt x0 ∈ X ist dann

U1/2(x0) = {y ∈M : d(y, x0) < 1/2} = {y ∈M : y = x0} = {x0} ⊆ X.

Also ist jede Teilmenge von M offen und damit auch jede Teilmenge abgeschlos-
sen. In diesem Sinne ist die diskrete Metrik ein extremer Fall.

Satz 2.12 (Hausdorff’sches Trennungsaxiom). Es seien x, y ∈ M mit x 6= y.
Dann existieren Umgebungen Ux und Uy von x bzw. y mit Ux ∩ Uy = ∅.
Beweis. Es gilt x 6= y, also ist d(x, y) > 0. Mit ε := d(x, y)/2 > 0 setze Ux :=
Uε(x) und Uy := Uε(y). Dann ist Ux Umgebung von x und Uy Umgebung von y
und, wenn wir annehmen, dass Ux ∩ Uy 6= ∅ gilt, so gibt es ein z ∈ Ux ∩ Uy mit
dessen Hilfe wir zu dem Widerspruch

2ε = d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) < ε+ ε = 2ε

gelangen. Also ist Ux ∩ Uy = ∅ und wir sind fertig.

Übungsaufgabe 2.13. (a) Zeigen Sie, dass für jedes X ⊆ M die Menge der
Häufungspunkte von X eine abgeschlossene Teilmenge von M ist.
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2. Topologische Grundbegriffe

(b) Weisen Sie nach, dass Uε(x0) ⊆ Kε(x0) für alle ε > 0 und alle x0 ∈ M
gilt. Gilt auch immer Gleichheit? Gilt Gleichheit im Fall eines normierten
Raums?
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3. Konvergenz in metrischen
Räumen

Mit den Vorarbeiten aus dem letzten Abschnitt können wir nun den Konver-
genzbegriff auf allgemeine metrische Räume verallgemeinern. Damit haben wir
eine Basis für die weiteren Betrachtungen. In diesem ganzen Abschnitt sei wieder
(M, d) ein metrischer Raum.

Definition 3.1. Eine Folge (xn) in M heißt

(a) beschränkt, falls die Menge {xn : n ∈ N} in M beschränkt ist.

(b) konvergent gegen x0 ∈ M , wenn für jedes ε > 0 ein n0 ∈ N existiert, für
das xn ∈ Uε(x0) für alle n ≥ n0 gilt.

Der Punkt x0 heißt dann Grenzwert oder Limes der Folge (xn) und wir
schreiben wie gewohnt x0 = limn→∞ xn.

Viele Eigenschaften des Grenzwertes kann man analog zu unseren Betrachtungen
in R aus der Analysis I beweisen, indem man den Abstand, der dort durch den
Betrag beschrieben wird, durch die Metrik ausdrückt. Beispielhaft zeigen wir hier
die Eindeutigkeit des Grenzwerts.

Satz 3.2. Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig.

Beweis. Seien x, y ∈ M Grenzwerte einer konvergenten Folge (xn) in M . Neh-
men wir an, es wäre x 6= y, so gibt es nach dem Hausdorff’schen Trennungsaxiom,
Satz 2.12, Umgebungen Ux von x und Uy von y mit Ux ∩ Uy = ∅. Diese Umge-
bungen enthalten nach Definition je eine offene Kugel um x, bzw. y, d. h. es gibt
εx, εy > 0, so dass Uεx(x) ⊆ Ux und Uεy(y) ⊆ Uy gilt. Insbesondere ist damit
Uεx(x) ∩ Uεy(y) = ∅.
Andererseits konvergiert unsere Folge (xn) gegen x und y, also liegen sowohl in
Uεx(x), als auch in Uεy(y) jeweils fast alle Folgenglieder, womit wir bei einem
Widerspruch wären.

Beispiel 3.3. In R haben wir schon ein gutes Gefühl für Konvergenz, wie sieht
das bei exotischen Metriken aus? Wir betrachten die diskrete Metrik d, vgl. Bei-
spiel 1.13 (a). Haben wir nun eine konvergente Folge (xn) in M mit Grenzwert
x0, so existiert zu ε = 1/2 ein n0 ∈ N, so dass für alle n ≥ n0 gilt

xn ∈ U1/2(x0) =
{
x ∈M : d(x, x0) < 1/2

}
= {x0}.
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3. Konvergenz in metrischen Räumen

Also ist (xn) fast überall konstant.
Tatsächlich sind die bezüglich der diskreten Metrik konvergenten Folgen genau
die ab einem Index konstanten Folgen.

Übungsaufgabe 3.4. Eine Folge (xn) in M konvergiert gegen x0 ∈ M , genau
dann wenn die reelle Folge (d(xn, x0)) eine Nullfolge ist.

Das folgende Beispiel kennen wir schon aus der Analysis I, aber wir können es
nun in neuem Licht betrachten.

Beispiel 3.5. Wir betrachten ein kompaktes Intervall I = [a, b] ⊆ R und den
normierten Raum C(I) mit der Supremumsnorm ‖f‖∞ = supt∈I |f(t)|, vgl. Bei-
spiel 1.7.
Eine Folge (fn) in C(I) ist dann eine Funktionenfolge von stetigen Funktionen
und diese konvergiert nach Übungsaufgabe 3.4 genau dann in C(I) gegen eine
Funktion f , wenn

0 = lim
n→∞

d(fn, f) = lim
n→∞

‖fn − f‖∞ = lim
n→∞

sup
t∈I
|fn(t)− f(t)|

gilt. Ein Vergleich mit Übungsaufgabe I.20.9(b)1 aus Analysis I zeigt, dass das
genau gleichmäßige Konvergenz von (fn) gegen f bedeutet.
Gleichmäßige Konvergenz einer Funktionenfolge ist also nichts anderes als Kon-
vergenz bezüglich der Supremumsnorm.

Wir können nun weitere Begriffe im Zusammenhang mit Konvergenz verallgemei-
nern.

Definition 3.6. Sei (xn) eine Folge in M .

(a) Ein x0 ∈ M heißt Häufungswert von (xn), wenn für jedes ε > 0 die Menge
{n ∈ N : xn ∈ Uε(x0)} unendlich ist.

(b) Die Folge (xn) ist eine Cauchyfolge, falls für jedes ε > 0 ein n0 ∈ N

existiert, für das d(xn, xm) < ε für alle n,m ≥ n0 gilt.

Die Beweise der Aussagen im folgenden Satz lassen sich dann wieder direkt aus
den entsprechenden Beweisen der Analysis I übertragen, wenn man dort den
Betrag durch die Metrik ersetzt.

Satz 3.7. Sei (xn) eine Folge in M . Dann gilt:

(a) (xn) konvergent =⇒ (xn) Cauchyfolge =⇒ (xn) beschränkt.

(b) Ist (xn) konvergent mit Grenzwert x0, so ist x0 ein Häufungswert von (xn).

1Verweise mit vorgestelltem
”
I.“ beziehen sich auf die entsprechenden Abschnittsnummern im

Skript zur Analysis I.
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(c) Ein x ∈ M ist genau dann ein Häufungswert von (xn), wenn es eine Teil-
folge von (xn) gibt, die gegen x konvergiert.

Wir zeigen noch schnell die folgende nützliche Charakterisierung abgeschlossener
Mengen durch Folgenkonvergenz. Dieser Satz zeigt außerdem, dass unsere De-
finition einer abgeschlossenen Teilmenge von R aus der Analysis I mit der hier
gegebenen Definition konsistent ist.

Satz 3.8. Eine Menge A ⊆M ist genau dann abgeschlossen, wenn für jede Folge
in A, die in M konvergiert, der Grenzwert in A liegt.

Beweis.
”
⇒“ Es sei A abgeschlossen und (xn) sei eine Folge in A, die in M

konvergiert. Wir nennen den Grenzwert x0 und nehmen an, dieser wäre
nicht in A.

Dann liegt x0 in Ac. Da A abgeschlossen ist, ist Ac offen, es gibt also ein
ε > 0, so dass Uε(x0) ⊆ Ac ist. Dank der Konvergenz von (xn) gilt nun
xn ∈ Uε(x0) für fast alle n ∈ N, insbesondere ist also xn 6∈ A für fast alle
n ∈ N, womit wir bei einem Widerspruch wären.

”
⇐“ Wir zeigen, dass unter den gegebenen Voraussetzungen Ac offen ist. Dann

ist nach DefinitionA abgeschlossen. Dazu müssen wir nachweisen, dass jeder
Punkt von Ac ein innerer Punkt von Ac ist.

Wir nehmen also an es gäbe ein x0 ∈ Ac, das kein innerer Punkt von Ac

ist. Dann gibt es für jedes ε > 0 ein x ∈ Uε(x0) ∩ (Ac)c = Uε(x0) ∩ A. Für
die speziellen Wahlen von ε = 1/n, n ∈ N, liefert das: Für jedes n ∈ N

existiert ein xn ∈ U1/n(x0) ∩ A. Damit ist (xn) eine Folge in A, die nach
Konstruktion gegen x0 konvergiert. Unsere Voraussetzung liefert also den
Widerspruch x0 ∈ A.

Übungsaufgabe 3.9. Es sei V ein K-Vektorraum und ‖ · ‖ und � · � seien
äquivalente Normen auf V , vgl. Definition 1.5. Zeigen Sie:

(a) Eine Teilmenge von V ist genau dann in (V, ‖ · ‖) abgeschlossen/offen/be-
schränkt, wenn sie dies in (V, � · �) ist.

(b) Eine Folge in V ist genau dann beschränkt/konvergent/Cauchy-Folge in
(V, ‖ · ‖), wenn sie dies in (V, � · �) ist.

Bemerkung 3.10. Die Bedeutung obiger Übungsaufgabe besteht darin, dass
bei zwei äquivalenten Normen alle für die Analysis relevanten Eigenschaften die
selben sind. Es ist also in einer solchen Situation sehr oft egal, welche konkrete
Norm man betrachtet, solange alle betrachteten Normen äquivalent sind. Diese
Freiheit kann man sich oft zu Nutze machen und sich eine Norm aussuchen, die
gut zum jeweils betrachteten Problem passt.
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3. Konvergenz in metrischen Räumen

In Satz 3.7 (a) haben wir gesehen, dass die Implikation
”
Konvergenz =⇒ Cauchy-

folge“ ganz allgemein in metrischen Räumen gilt. In R hatten wir auch die Um-
kehrung, aber wir hatten schon damals festgestellt, dass der entsprechende Beweis
das Vollständigkeitsaxiom benötigt und die Umkehrung z.B. in Q im Allgemeinen
falsch ist. Wir können also ganz sicher nicht im allgmeinen metrischen Raum er-
warten, dass jede Cauchyfolge konvergiert, dazu braucht es eben Vollständigkeit.
Aber wie definiert man die in diesem allgemeinen Kontext? Na, eben genau so!

Definition 3.11. (a) Der metrische Raum (M, d) heißt vollständig, wenn jede
Cauchyfolge in M konvergiert.

(b) Ein vollständiger normierter Vektorraum heißt Banachraum.

(c) Ein Banachraum, dessen Norm durch ein Skalarpodukt induziert wird, heißt
Hilbertraum.

Die Konzepte des Banach- und Hilbertraums sind von großer Wichtigkeit für
die moderne Entwicklung der Analysis und spielen in der heutigen Forschung
eine zentrale Rolle. Im weiteren Verlauf Ihres Studiums werden sie Ihnen daher
immer wieder begegnen. Für den Moment schauen wir uns einen ordentlichen
Stapel Beispiele an.

Beispiel 3.12. (a) Für jedes 1 ≤ p ≤ ∞ und jedes d ∈ N ist Kd mit der
p-Norm ‖ · ‖p ein Banachraum.

Um das einzusehen, betrachten wir eine Folge (xn) in Kd, die bezüglich der
p-Norm eine Cauchyfolge ist. Da alle p-Normen nach Satz 1.4 äquivalent zur
∞-Norm sind, ist diese Folge dann auch bezüglich ‖ · ‖∞ eine Cauchyfolge,
vgl. Übungsaufgabe 3.9. Für jedes j ∈ {1, . . . , d} und alle n,m ∈ N gilt

|xn,j − xm,j | ≤
d

max
k=1
|xn,k − xm,k| = ‖xn − xm‖∞.

Also sind mit (xn) auch die Folgen (xn,j)n∈N in K Cauchyfolgen. Da K

vollständig ist, existieren die Grenzwerte x0,j := limn→∞ xn,j ∈ K für jedes
j = 1, 2, . . . , d und für x0 := (x0,1, . . . , x0,d)

T gilt

lim
n→∞

‖xn − x0‖∞ = lim
n→∞

d
max
j=1
|xn,j − x0,j | = 0.

Also konvergiert (xn) in Kd bezüglich der ∞-Norm gegen x0 und nach
Übungaufgabe 3.9 und Satz 1.4 gilt die gleiche Konvergenz auch bezüglich
der p-Norm. Wir haben also die Konvergenz von (xn) gezeigt und Kd ist
mit der p-Norm ein Banachraum.

Insbesondere ist damit (Kd, ‖ · ‖2) ein Hilbertraum.

(b) Die rationalen Zahlen mit dem Betrag als Norm sind nicht vollständig, also
kein Banachraum.
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(c) Ein wichtiger Banachraum ist (C([a, b]), ‖ · ‖∞) mit einem kompakten In-
tervall [a, b] in R. Auch hier weisen wir nach, dass es sich wirklich um
einen vollständigen normierten Raum handelt. Es sei also (fn) eine Folge
in C([a, b]), die bezüglich der Supremumsnorm eine Cauchyfolge ist. Da für
alle t ∈ [a, b] und alle n,m ∈ N

∣∣fn(t)− fm(t)
∣∣ ≤ sup

s∈[a,b]

∣∣fn(s)− fm(s)
∣∣ = ‖fn − fm‖∞

gilt, ist die Folge (fn(t)) in K für jedes t ∈ [a, b] ebenfalls eine Cauchyfolge.
Damit ist jede dieser Folgen konvergent, denn K ist vollständig.

Wir betrachten nun die Funktion f : [a, b] → K mit f(t) = limn→∞ fn(t).
Dann ist nach Konstruktion die Funktion f die punktweise Grenzfunkti-
on der Funktionenfolge (fn). Das reicht uns aber nicht, denn wir müssen
nachweisen, dass (fn) in (C([a, b], ‖ · ‖∞) gegen f konvergiert. Dazu fehlen
uns noch zwei Dinge: Erstens müssen wir sicherstellen, dass f selbst ein
Element von C([a, b]) ist, d. h. wir brauchen Stetigkeit von f . Zum Zweiten
brauchen wir Konvergenz bezüglich der Supremumsnorm und das ist nach
Beispiel 3.5 gleichbedeutend mit gleichmäßiger Konvergenz. Immerhin lie-
fert die Lösung für das zweite Problem gleich die Lösung für das erste mit.
Denn wenn wir nachweisen können, dass (fn) gleichmäßig auf [a, b] gegen f
konvergiert, so ist f ein gleichmäßiger Grenzwert von stetigen Funktonen
und damit selbst stetig.

Für den Nachweis der gleichmäßigen Konvergenz von (fn) seien ε > 0 und
t ∈ [a, b]. Da (fn) eine Cauchyfolge bezüglich der Maximumsnorm ist, gibt
es ein n0 ∈ N mit ‖fn − fm‖∞ < ε/2 für alle n,m ≥ n0. Zum Anderen
konvergiert (fn(t)) punktweise gegen f(t), also existiert ein m0 ≥ n0, so
dass |fm0(t) − f(t)| < ε/2 ist. Zusammengenommen haben wir damit für
alle n ≥ n0

∣∣fn(t)− f(t)
∣∣ ≤

∣∣fn(t)− fm0(t)
∣∣ +
∣∣fm0(t)− f(t)

∣∣
≤ ‖fn − fm0‖∞ +

∣∣fm0(t)− f(t)
∣∣

<
ε

2
+
ε

2
= ε

und damit die gesuchte gleichmäßige Konvergenz, da das gefundene n0 nicht
von t abhängt.

Der hier vorgeführte Vollständigkeitsbeweis folgt einem meist erfolgreichen
Muster: Man verschafft sich zunächst irgendwoher einen Kandidaten für den
Grenzwert, ohne sich zuviel Gedanken zu machen, ob der auch die formalen
Kriterien erfüllt. Dann zeigt man Konvergenz gegen diesen Grenzwert und
durch diesen Konvergenzbeweis klären sich dann auch meist die formalen
Schwierigkeiten.
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3. Konvergenz in metrischen Räumen

(d) Zur Übung seien die folgenden Aussagen empfohlen:

• (C1([a, b]), ‖ · ‖∞) ist nicht vollständig.

• (C1([a, b]), ‖ · ‖C1) mit ‖f‖C1 := ‖f‖∞ + ‖f ′‖∞ ist vollständig.

(e) Schließlich muss noch ein weiterer sehr wichtiger Hilbertraum erwähnt wer-
den. Der Raum ℓ2 besteht aus allen Folgen (xn) inK, die quadratsummierbar
sind, d. h. für die

‖(xn)‖ℓ2 :=
( ∞∑

n=1

|xn|2
)1/2

endlich ist. Es stellt sich heraus (nachweisen!), dass dieses eine Norm ist,
die durch das ℓ2-Skalarprodukt

〈(xn), (yn)〉ℓ2 :=
∞∑

n=1

xnyn

induziert wird und dass ℓ2 darüberhinaus vollständig, also ein Hilbertraum,
ist.

Wir haben schon in der Analysis I bemerkt, dass Vollständigkeit eine sehr mächti-
ge Eigenschaft ist. Wir wollen nun einen weiteren für die Analysis grundlegenden
Satz beweisen, der Vollständigkeit ausnutzt. Sie werden ihm in den nächsten Se-
mestern in allen möglichen Verkleidungen und in verschiedensten Vorlesungen
wiederbegegnen. Auch deshalb behandeln wir ihn hier im ganz allgemeinen Rah-
men eines vollständigen metrischen Raums.

Satz 3.13 (Banach’scher Fixpunktsatz). Es sei (M, d) ein vollständiger metri-
scher Raum und f :M →M eine strikte Kontraktion, d. h. es gebe ein q ∈ (0, 1)
mit

d(f(x), f(y)) ≤ qd(x, y) für alle x, y ∈M.

Dann hat f genau einen Fixpunkt, d. h. es existiert genau ein x∗ ∈ M mit
f(x∗) = x∗.
Außerdem konvergiert die Folge (xn) in M mit xn = f(xn−1), n ∈ N, für jedes
x0 ∈M gegen x∗ und es gilt für alle n ∈ N

d(xn, x
∗) ≤ 1

1− qd(xn+1, xn) ≤
qn

1− qd(x1, x0). (3.1)

Beweis. Wir zeigen zunächst die Existenz eines Fixpunkts von f . Dazu wählen
wir ein x0 ∈M beliebig und bezeichnen wie oben mit (xn) die rekursiv definierte
Folge inM mit xn = f(xn−1), n ∈ N. Dann gilt für alle n ∈ N nach Voraussetzung

d(xn+1, xn) = d(f(xn), f(xn−1)) ≤ qd(xn, xn−1).
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Iterieren wir dieses Argument, so folgt

d(xn+1, xn) ≤ qnd(x1, x0). (3.2)

Für beliebige n, k ∈ N gilt dann mit der Dreiecksungleichung, obiger Überlegung
und freundlicher Unterstützung einer geometrischen Reihe

d(xn+k, xn) ≤ d(xn+k, xn+k−1) + d(xn+k−1, xn+k−2) + · · ·+ d(xn+1, xn)

=
k−1∑

j=0

d(xn+j+1, xn+j) ≤
k−1∑

j=0

qn+jd(x1, x0) = qnd(x1, x0)
k−1∑

j=0

qj

≤ qn

1− qd(x1, x0).

Da der letzte Ausdruck für n→∞ gegen Null geht, gibt es für jedes ε > 0 einen
Index n0 ∈ N, für den d(xn+k, xn) < ε ist für jedes n ≥ n0 und jedes k ∈ N. Also
ist (xn) eine Cauchyfolge in M .
Da M vollständig ist, muss (xn) einen Grenzwert haben, den wir nun mit x∗

bezeichnen. Dieser erfüllt für jedes n ∈ N

0 ≤ d(x∗, f(x∗)) ≤ d(x∗, xn+1) + d(xn+1, f(x
∗)) = d(x∗, xn+1) + d(f(xn), f(x

∗))

≤ d(x∗, xn+1) + qd(xn, x
∗).

Für n → ∞ geht der Ausdruck auf der rechten Seite gegen Null und somit gilt
d(x∗, f(x∗)) = 0, was wegen der Definitheit der Metrik f(x∗) = x∗ impliziert. Wir
haben also einen Fixpunkt gefunden.
Wir wenden uns der Eindeutigkeit zu. Dazu überlegen wir uns zunächst, dass für
alle x, y ∈M gilt

d(x, y) ≤ d(x, f(x))+d(f(x), f(y))+d(f(y), y) ≤ d(x, f(x))+qd(x, y)+d(y, f(y)).

Umstellen der Gleichung liefert

(1− q)d(x, y) ≤ d(x, f(x)) + d(y, f(y)).

und wir erhalten (mit y = x∗) für alle x ∈M
(1− q)d(x, x∗) ≤ d(x, f(x)) + d(x∗, f(x∗)) = d(x, f(x)). (3.3)

Das liefert nun für jeden Fixpunkt x ∈M von f die Ungleichung

(1− q)d(x, x∗) ≤ d(x, f(x)) = 0

und da q in (0, 1) liegt, muss damit d(x, x∗) = 0, d. h. x = x∗ gelten.
Es bleiben die beiden Abschätzungen aus (3.1) zu zeigen, die sich durch einfaches
Zusammenbauen schon gefundener Erkenntnisse ergeben. Wir starten von (3.3)
mit x = xn und erhalten für alle n ∈ N mit Hilfe von (3.2)

d(xn, x
∗) ≤ 1

1− qd(xn, f(xn)) =
1

1− qd(xn, xn+1) ≤
qn

1− qd(x1, x0).
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3. Konvergenz in metrischen Räumen

Beispielhafte Anwendungen dieses Satzes werden Sie in dieser und in anderen Vor-
lesungen noch reichlich sehen, so dass wir hier auf ein konstruiertes Schaufenster-
Beispiel verzichten wollen. Lassen Sie uns stattdessen nach der Vollständigkeit ein
anderes unverzichtbares Hilfsmittel der Analysis in den Kontext von metrischen
Räumen herüberretten: die Kompaktheit.
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4. Kompaktheit

Dass die Übertragung der Kompaktheit aus der Analysis I nicht 1:1 geht, war
dort schon angedroht worden. Das folgende Beispiel zeigt das zu Grunde liegende
Problem auf.
In diesem gesamten Abschnitt sei wieder (M, d) ein beliebiger metrischer Raum.

Beispiel 4.1. Wir betrachten den Hilbertraum (ℓ2, ‖ · ‖ℓ2) aus Beispiel 3.12 (e).
Für jedes k ∈ N sind die Elementarfolgen e(k) = (δnk)n∈N, die nur an der k-ten
Stelle eine 1 enthalten und sonst Nullen, Elemente von ℓ2 mit

‖e(k)‖ℓ2 =
( ∞∑

n=1

δ2nk

)1/2
= 1 für alle k ∈ N.

Damit liegen alle diese Folgen in der abgeschlossenen Einheitskugel K1(0) von ℓ
2.

Dieses ist eine abgeschlossene und beschränkte Teilmenge von ℓ2 und (e(k))k∈N ist
eine Folge in dieser Menge (Achtung, das ist jetzt eine Folge, deren Folgenglieder
selbst Folgen sind!). Aber diese Folge hat leider keinen einzigen Häufungswert,
denn für alle k,m ∈ N mit k 6= m gilt

‖e(k) − e(m)‖ℓ2 =
(
12 + (−1)2

)1/2
=
√
2.

Wenn wir also bei
”
kompakt = abgeschlossen und beschränkt“ bleiben, müssen

wir uns von Bolzano-Weierstraß und vielen weiteren Freunden verabschieden. Ein
solcher Kompaktheitsbegriff wäre inhaltsleer und nutzlos.
Das Problem ist, dass ℓ2 als unendlichdimensionaler Vektorraum so weitläufig ist,
dass man darin auf beschränktem Raum unendlich viele Punkte ohne Häufungs-
wert unterbringt. wir brauchen also einen restriktiveren Kompaktheitsbegriff, der
die Teilmengen solch

”
großer“ Räume, oder gleich eines beliebigen metrischen

Raums, auszeichnet, in denen eben Bolzano-Weierstraß usw. gelten.
Eine Möglichkeit wäre es nun, analog zur Vollständigkeit, die gewünschte Eigen-
schaft einfach zur Definition zu erheben. Glücklicherweise kann man im Falle der
Kompaktheit eine elementare Definition angeben. (Elementar heißt leider nicht
immer übersichtlich. . . )

Definition 4.2. Es sei X ⊆M .

(a) Ist I eine beliebige Indexmenge und Oi für jedes i ∈ I eine offene Teilmenge
von M , so dass X ⊆ ⋃i∈I Oi gilt, dann nennt man {Oi : i ∈ I} eine offene

Überdeckung von X.
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4. Kompaktheit

(b) Die Menge X heißt kompakt, wenn jede offene Überdeckung von X eine
endliche Teilüberdeckung enthält, d. h. für jede Familie {Oi : i ∈ I} wie in
(a) existieren ein r ∈ N und i1, i2, . . . , ir ∈ I mit X ⊆ ⋃r

k=1Oik .

Ist M selbst kompakt, so spricht man auch von einem kompakten metri-
schen Raum.

Bemerkung 4.3. Da Kompaktheit über die Betrachtung offener Mengen defi-
niert ist, und sich die offenen Mengen nach Übungsaufgabe 3.9 beim Übergang
zu einer äquivalenten Norm nicht ändern, ist auch dieser Begriff davon nicht
betroffen.

Beispiel 4.4. Jede endliche Menge ist banalerweise kompakt. Interessanter ist
das folgende Beispiel, das in jedem metrischen Raum funktioniert: Es sei (xn)
eine konvergente Folge in M mit x0 := limn→∞ xn. Dann ist die Menge K :=
{xn : n ∈ N} ∪ {x0} kompakt.
Zum Nachweis betrachten wir eine beliebige offene Überdeckung {Oi : i ∈ I} von
K. Da K in der Vereinigung aller Oi enthalten ist, gibt es ein i0 ∈ I mit x0 ∈ Oi0.
Desweiteren ist Oi0 offen, was uns die Existenz eines ε > 0 mit Uε(x0) ⊆ Oi0 si-
chert. Dank der Konvergenz von (xn) gegen x0 gibt es nun wiederum ein n0 ∈ N,
so dass xn ∈ Uε(x0) ⊆ Oi0 für alle n ≥ n0 gilt. Nun bleiben nur noch endlich viele
Folgenglieder x1, x2, . . . , xn0−1 übrig, die jeweils in einem Oi1, . . . , Oin0−1 liegen.

Zusammen gilt also K ⊆ ⋃n0−1
k=0 Oik und wir haben unsere endliche Teilüberde-

ckung gefunden.

Satz 4.5. Es sei K ⊆M eine kompakte Menge. Ist A ⊆ K abgeschlossen in M ,
so ist auch A kompakt.

Beweis. Sei {Oi : i ∈ I} eine offene Überdeckung von A. Da Ac in M offen ist,
und

K ⊆M = Ac ∪A ⊆ Ac ∪
⋃

i∈I

Oi

gilt, ist {Oi : i ∈ I} ∪ {Ac} eine offene Überdeckung von K. Dank der Kompakt-
heit von K, können wir aus dieser eine endliche Teilüberdeckung auswählen, d. h.
es gibt ein r ∈ N und i1, i2, . . . , ir ∈ I mit A ⊆ K ⊆ Ac ∪Oi1 ∪Oi2 ∪ · · · ∪Oir .
Schließlich kann Ac an dieser Überdeckung von A keinen Anteil haben, es gilt also
A ⊆ ⋃r

k=1Oik und wir haben eine endliche Teilüberdeckung von A gefunden.

Nun können wir zeigen, dass dieser Kompaktheitsbegriff unsere Erwartungen
erfüllt: Kompakte Mengen sind genau die, in denen jede Folge eine konvergente
Teilfolge hat. Damit haben wir tatsächlich das Problem aus dem Einführungsbei-
spiel dieses Abschnitts gelöst.

Satz 4.6 (Folgenkompaktheit). Eine Menge K ⊆ M ist genau dann kompakt,
wenn jede Folge in K eine in K konvergente Teilfolge hat.
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Beweis.
”
⇒“ Wir nehmen an, es gäbe eine Folge (xn) in K, die keine konver-

gente Teilfolge, d. h. keinen Häufungswert, hat. Nach der Definition eines
Häufungswerts bedeutet das, dass es für jedes x ∈ K ein ε = ε(x) gibt, so
dass die Menge {n ∈ N : xn ∈ Uε(x)(x)} endlich ist.

Dann ist die Familie {Uε(x)(x) : x ∈ K} eine offene Überdeckung von K. Da
K kompakt vorausgesetzt ist, gibt es nun eine endliche Teilüberdeckung,
d. h. es gibt ein r ∈ N und a1, a2, . . . , ar ∈ K mit K ⊆ ⋃r

j=1Uε(aj )(aj).
Damit folgt aber

N = {n ∈ N : xn ∈ K} ⊆
{
n ∈ N : xn ∈

r⋃

j=1

Uε(aj )(aj)
}

=
r⋃

j=1

{n ∈ N : xn ∈ Uε(aj)(aj)}.

Wir haben also N als eine endliche Vereinigung von endlichen Mengen ge-
schrieben, womit N endlich ist, was als Widerspruch durchgehen sollte.

”
⇐“ Sei {Oi : i ∈ I} eine offene Überdeckung von K.

Schritt 1: Wir zeigen: ∃δ0 > 0 ∀x ∈ K ∃i ∈ I : Uδ0(x) ⊆ Oi.

Dazu nehmen wir an, diese Aussage ist falsch, d. h. für jedes δ > 0 gibt es
ein x ∈ K, so dass Uδ(x) 6⊆ Oi für jedes i ∈ I gilt. Nun bauen wir ein Folge
(xn) in K, indem wir diese Annahme für alle δ der Form 1/n mit n ∈ N

ausschlachten. Das liefert uns für jedes n ∈ N ein xn ∈ K, so dass gilt

U1/n(xn) 6⊆ Oi für jedes i ∈ I. (4.1)

Da (xn) eine Folge in K ist, hat diese nach Voraussetzung eine in K kon-
vergente Teilfolge (xnk

), deren Grenzwert wir im Folgenden x0 nennen. Da
x0 ∈ K und {Oi : i ∈ I} eine Überdeckung von K ist, gibt es ein i0 ∈ I
mit x0 ∈ Oi0, und da Oi0 eine offene Menge ist, gibt es weiter ein ε > 0 mit
Uε(x0) ⊆ Oi0 .

Dank der Konvergenz der Teilfolge (xnk
) gegen x0 können wir nun ein ℓ ∈ N

finden, für das zum Einen ℓ > 2/ε und zum Anderen d(x0, xℓ) < ε/2 gilt.
Dann gilt für alle x ∈ Uε/2(xℓ)

d(x, x0) ≤ d(x, xℓ) + d(xℓ, x0) <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Also haben wir Uε/2(xℓ) ⊆ Uε(x0) und das liefert nun zusammengenommen

U1/ℓ(xℓ) ⊆ Uε/2(xℓ) ⊆ Uε(x0) ⊆ Oi0,

was uns einen Widerspruch zu (4.1) liefert.
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4. Kompaktheit

Schritt 2: Wir zeigen: Für jedes δ > 0 gibt es ein n ∈ N und Punkte
x1, x2, . . . , xn ∈ K mit K ⊆ ⋃n

j=1 Uδ(xj).

Auch zum Nachweis dieser Behauptung führen wir einen Widerspruchsbe-
weis und nehmen an, es gäbe ein δ1 > 0, so dass für jede endliche Wahl von
Punkten x1, x2, . . . , xn ∈ K gilt, dass K 6⊆ ⋃n

j=1Uδ1(xj) ist.

Nun wählen wir ein x0 ∈ K und definieren rekursiv eine Folge in K durch

xk ∈ K \
k−1⋃

j=1

Uδ1(xj), k ∈ N.

Man beachte, dass diese Konstruktion möglich ist, denn nach Annahme ist
in jedem Schritt diese Menge nicht leer.

Seien nun n,m ∈ N mit m > n gegeben. Dann gilt für unsere eben gewon-
nene Folge (xk), dass xm 6∈ Uδ1(xn), also ist d(xn, xm) ≥ δ1. Das bedeutet
aber, dass keine Teilfolge von (xk) eine Cauchyfolge sein kann, d. h. diese
Folge (xk) hat keine konvergente Teilfolge und wir haben einen Widerspruch
zur Voraussetzung.

Schritt 3: Eigentlicher Beweis, dass K kompakt ist.

Wir nehmen uns das δ0 aus dem ersten Schritt her. Dazu gibt es nun nach
dem zweiten Schritt eine endliche Wahl von Punkten x1, x2, . . . , xn ∈ K
mit K ⊆ ⋃n

j=1Uδ0(xj). Für jeden der Punkte x1, x2, . . . , xn wenden wir
jetzt Schritt 1 an. Damit erhalten wir für j = 1, 2, . . . , n jeweils ein ij ∈ I
mit Uδ0(xj) ⊆ Oij und damit ist schließlich

K ⊆
n⋃

j=1

Uδ0(xj) ⊆
n⋃

j=1

Oij

und wir haben eine endliche Teilüberdeckung gefunden, womit K als kom-
pakt entlarvt ist.

Kompaktheit ist ein sehr starker Begriff, der immer wieder mit zum Teil großem
Gewinn verwendet werden kann. Sie werden in Ihrem Studium noch viele Bei-
spiele dafür sehen. Für den Augenblick notieren wir die folgende überraschende
Folgerung.

Satz 4.7. Jeder kompakte metrische Raum ist vollständig.

Beweis. Sei (M, d) ein kompakter metrischer Raum und (xn) eine Cauchyfolge in
M , von der wir nachweisen müssen, dass sie konvergiert. Nach Satz 4.6 hat (xn)
eine konvergente Teilfolge (xnk

), deren Grenzwert wir mit x0 bezeichnen.
Wir wollen nun zeigen, dass die gesamte Folge (xn) schon gegen x0 konvergiert
und geben dazu ein ε > 0 vor. Dann gibt es ein k0 ∈ N, das gleichzeitig folgende
Bedingungen erfüllt:
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• d(xnk0
, xm) < ε/2 für alle m ≥ nk0 . (Da (xn) Cauchyfolge)

• d(x0, xnk0
) < ε/2. (Da xnk

→ x0 (k →∞))

Damit gilt dann für alle n ≥ nk0

d(xn, x0) ≤ d(xn, xnk0
) + d(xnk0

, x0) <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Satz 4.8. Jede kompakte Menge ist abgeschlossen und beschränkt.

Beweis. Es sei K eine kompakte Teilmenge von M . Ist K = ∅, so ist die Aussage
des Satzes erfüllt, wir nehmen also ab jetzt an, dass K 6= ∅ ist.
Sei x0 ∈ K beliebig. Dann giltK ⊆M =

⋃∞
n=1Un(x0). Also ist das Mengensystem

{Un(x0) : n ∈ N} eine offene Überdeckung von K. Da K kompakt ist, gibt es
eine endliche Teilüberdeckung, d. h. es gibt ein m ∈ N mit

K ⊆
m⋃

n=1

Un(x0) = Um(x0).

Also ist K beschränkt.
Für die Abgeschlossenheit verwenden wir Satz 3.8. Sei also (xn) eine Folge in K,
die inM gegen x0 konvergiert. Dann hat (xn) nach Satz 4.6 eine in K konvergente
Teilfolge. Deren Grenzwert muss aber x0 sein, also ist x0 ∈ K und wir sind
fertig.

Wir haben in Beispiel 4.1 bereits gesehen, dass die Umkehrung obigen Satzes in
metrischen Räumen im Allgemeinen falsch ist. Wir wollen nun zeigen, dass sie
in den wichtigen Räumen (Kd, ‖ · ‖p) für 1 ≤ p ≤ ∞ aber richtig ist. Tatsächlich
werden wir später sehen, dass sie in jedem endlichdimensionalen normierten K-
Vektorraum gilt, vgl. Satz 6.7.

Satz 4.9 (Heine-Borel, Spezialfall). Sei 1 ≤ p ≤ ∞. Eine Teilmenge des Raums
(Kd, ‖ · ‖p) ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschränkt ist.

Beweis. Da alle p-Normen in Kd nach Satz 1.4 zur ∞-Norm äquivalent sind,
reicht es diese Norm zu betrachten, vgl. Bemerkung 4.3.
Dank Satz 4.8 müssen wir nur noch zeigen, dass jede abgeschlossene und be-
schränkte Teilmenge von Kd kompakt ist. Dazu nehmen wir an, es gäbe eine
abgeschlossene und beschränkte Teilmenge K von Kd und eine offene Überde-
ckung {Oi : i ∈ I} von K, die keine endliche Teilüberdeckung besitzt.
Da K beschränkt ist, gibt es ein r > 0 mit

K ⊆ Ur(0) ⊆ Ur(0) = {x ∈ Kd : ‖x‖∞ ≤ r} =: Q0.

Geometrisch ist dieses Q0 ein Würfel mit Seitenlänge ℓ := 2r und Mittelpunkt
im Ursprung. Im folgenden schreiben wir für einen Würfel Q in Kd für dessen
Seitenlänge L(Q).
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4. Kompaktheit

Wir zerlegen nun durch halbieren aller Seiten den Würfel Q0 in 2d kleinere Würfel
Q0,1, Q0,2, . . . , Q0,2d mit Seitenlängen L(Q0,j) = ℓ/2 für j = 1, 2, . . . , 2d. Dann
muss es ein j0 ∈ {1, 2, . . . , 2d} geben, für das Q0,j0 ∩K keine endliche Teilüber-
deckung hat, denn anderenfalls wären die endlich vielen endlichen Teilüberde-
ckungen von Q0,j ∩ K für j = 1, 2, . . . , 2d zusammengenommen eine endliche
Teilüberdeckung von K, und eine solche gibt es ja nach Annahme nicht.
Wir nehmen uns diesen nicht endlich überdeckbaren Würfel her und setzen Q1 :=
Q0,j0. Nun zerlegen wir diesen Würfel genauso und fahren das selbe Argument
wieder. Das liefert uns einen Teilwürfel Q2 von Q1 mit L(Q2) = ℓ/4, so dass
Q2 ∩K keine endliche Teilüberdeckung besitzt.
Iteration dieses Arguments liefert eine Folge Qj , j ∈ N, von Würfeln mit Q0 ⊇
Q1 ⊇ Q2 ⊇ . . . und L(Qj) = ℓ/2j für alle j ∈ N, so dass jeweils Qj ∩ K keine
endliche Teilüberdeckung besitzt.
Wir wählen nun für jedes j ∈ N ein xj ∈ Qj ∩ K. (Diese Mengen sind sicher
alle nicht leer, denn die leere Menge besitzt eine sogar sehr endliche Teilüberde-
ckung.) Von der so entstehenden Folge (xj) zeigen wir nun zunächst, dass sie eine
Cauchyfolge ist. Dazu sei ε > 0. Dann gibt es ein n0 ∈ N mit ℓ/2n0 < ε. Sind nun
n,m ≥ n0, so gilt xn, xm ∈ Qn0 , womit folgt

‖xn − xm‖∞ ≤ L(Qn0) =
ℓ

2n0
< ε.

Nach Beispiel 3.12 (a) ist Kd mit der ∞-Norm vollständig, also ist (xj) eine
konvergente Folge und wir nennen deren Grenzwert a. Dann gilt a ∈ K, denn
(xj) war eine Folge in K und K ist abgeschlossen, vgl. Satz 3.8. Da {Oi : i ∈ I}
eine offene Überdeckung von K ist, gibt es damit ein i0 ∈ I mit a ∈ Oi0. Diese
Menge Oi0 ist eine offene Menge und enthält damit eine Kugel U̺(a) für ein klein
genug gewähltes ̺ > 0.
Wir nehmen uns nun ein k ∈ N mit ℓ/2k < ̺ her. Dann gilt a ∈ Qk und für alle
x ∈ Qk gilt sogar

‖x− a‖∞ ≤ L(Qk) =
ℓ

2k
< ̺,

d. h. wir haben
Qk ∩K ⊆ Qk ⊆ U̺(a) ⊆ Oi0 ,

im Widerspruch dazu, dass Qk ∩K keine endliche Teilüberdeckung hat.
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5. Stetigkeit

Wir wollen nun den Begriff der Stetigkeit auf metrische Räume verallgemeinern.
Das geht wieder geradeaus, indem wir in der Definition aus R alle Ausdrücke der
Form

”
|x− y|“ durch

”
d(x, y)“ ersetzen.

Im gesamten Kapitel seien nun (M, dM) und (N, dN) zwei metrische Räume.
Bevor wir loslegen, sei zunächst an einige elementare Zusammenhänge zwischen
Bildmengen bzw. Urbildmengen von Funktionen erinnert, die wir im Folgenden
immer wieder verwenden werden.

Erinnerung 5.1. Es seien A,B zwei Mengen f : A → B eine Funktion und I
eine beliebige Indexmenge. Sind dann C,Ci ⊆ A, sowie D,Di ⊆ B für i ∈ I, so
gelten die folgenden Aussagen:

(a) f
(⋃

i∈I Ci
)
=
⋃
i∈I f(Ci) und f

(⋂
i∈I Ci

)
⊆ ⋂i∈I f(Ci).

(b) f−1
(⋃

i∈I Di

)
=
⋃
i∈I f

−1(Di) und f
−1
(⋂

i∈I Di

)
=
⋂
i∈I f

−1(Di).

(c) f−1(f(C)) ⊇ C und f(f−1(D)) ⊆ D.

(d) f−1(Dc) =
(
f−1(D)

)c
.

Definition 5.2. Eine Funktion f :M → N heißt

(a) stetig in x0 ∈ M , wenn für alle ε > 0 ein δ > 0 existiert, so dass für alle
x ∈M mit dM(x, x0) < δ gilt dN(f(x), f(x0)) < ε.

(b) stetig auf M , wenn f in allen Punkten x0 ∈M stetig ist.

Bemerkung 5.3. In Termen von ε-Umgebungen lässt sich obige Definition von
Stetigkeit in x0 auch schön so hinschreiben:

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ Uδ(x0) : f(x) ∈ Uε(f(x0)).

Man beachte, dass dabei die Umgebung um x0 in M bezüglich dM gebildet wird
und die Umgebung um f(x0) in N bezüglich dN .
Schreibt man das noch konsequenter um, so ergibt sich, dass f in x0 genau dann
stetig ist, wenn

∀ε > 0 ∃δ > 0 : f
(
Uδ(x0)

)
⊆ Uε(f(x0))

gilt.
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5. Stetigkeit

Wie schon in R kann man Stetigkeit äquivalent auch mit Hilfe von Folgengrenz-
werten definieren. Außerdem gibt es noch eine dritte äquivalente Umformulierung
mit Hilfe von Umgebungen. Das wollen wir nun zeigen.

Satz 5.4. Sei f : M → N eine Funktion und x0 ∈ M . Dann sind die folgenden
Aussagen äquvalent.

(a) f ist stetig in x0.

(b) Für jede Folge (xn) in M mit limn→∞ xn = x0 gilt limn→∞ f(xn) = f(x0).
(Folgenstetigkeit)

(c) Für jede Umgebung V ⊆ N von f(x0) gibt es eine Umgebung U ⊆ M von
x0 mit f(U) ⊆ V .

Beweis. Die Äquivalenz zwischen (a) und (b) ist analog zum Beweis in Analysis I.
Wir zeigen noch, dass (a) und (c) äquivalent sind.
Zunächst sei also f in x0 stetig und V ⊆ N eine Umgebung von f(x0). Nach
Definition einer Umgebung existiert dann ein ε > 0 mit Uε(f(x0)) ⊆ V und dank
der Stetigkeit von f in x0 gibt es zu diesem ε ein δ > 0 mit f(Uδ(x0)) ⊆ Uε(f(x0)),
vgl. Bemerkung 5.3. Damit ist U := Uδ(x0) ⊆ M eine Umgebung von x0 mit
f(U) ⊆ Uε(f(x0)) ⊆ V , d. h. U erfüllt die im Satz geforderten Bedingungen.
Wir wenden uns also noch der Implikation

”
(c)⇒(a)“ zu. Sei dazu ε > 0 vorgege-

ben. Wir betrachten V := Uε(f(x0)) als Umgebung von f(x0). Nach (c) existiert
dann eine Umgebung U ⊆ M von x0 mit f(U) ⊆ V . Also gibt es ein δ > 0 mit
Uδ(x0) ⊆ U und es gilt

f(Uδ(x0)) ⊆ f(U) ⊆ V = Uε(f(x0)),

d. h. f ist stetig in x0 nach Bemerkung 5.3.

Wie im letzten Semester definieren wir:

Definition 5.5. Sei f :M → N eine Funktion, x0 ∈ M ein Häufungspunkt von
M und a ∈ N . Wir schreiben

lim
x→x0

f(x) = a,

falls für jede Folge (xn) in M \ {x0} mit limn→∞ xn = x0 gilt limn→∞ f(xn) = a.

Auch der Beweis des folgenden Satzes lässt sich direkt aus der Analysis I über-
tragen.

Satz 5.6. Es sei f : M → N eine Funktion, x0 ∈ M ein Häufungspunkt von M
und a ∈ N .

(a) Ist für jede Folge (xn) in M \ {x0}, die gegen x0 konvergiert, die Folge
(f(xn)) konvergent, so existiert der Grenzwert limx→x0 f(x).
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(b) Es gilt limx→x0 f(x) = a, genau dann wenn für jedes ε > 0 ein δ > 0
existiert, so dass für alle x ∈ Uδ(x0) \ {x0} gilt f(x) ∈ Uε(a).

Wir geben noch zwei äquivalente Beschreibungen für Stetigkeit aufM an, die die
Stetigkeit nur mit Hilfe der Begriffe offen/abgeschlossen charakterisieren. Wir
werden darauf im Abschnitt 7 zurückkommen.

Satz 5.7 (Topologische Stetigkeit). Es sei f :M → N eine Funktion. Dann sind
die folgenden Aussagen äquivalent.

(a) f ist stetig auf M .

(b) Für alle offenen Teilmengen O ⊆ N ist f−1(O) ⊆M offen.

(c) Für alle abgeschlossenen Teilmengen A ⊆ N ist f−1(A) ⊆M abgeschlossen.

Beweis.
”
(a)⇒(b)“ Sei O ⊆ N eine offene Menge. Ist f−1(O) = ∅, so ist f−1(O)

offen. Wir können uns also auf den Fall f−1(O) 6= ∅ konzentrieren. Sei
x0 ∈ f−1(O) gewählt. Dann ist unser Ziel nun nachzuweisen, dass x0 ein
innerer Punkt dieser Menge ist.

Wir haben f(x0) ∈ f(f−1(O)) ⊆ O und O ist offen, also gibt es ein ε > 0
mit Uε(f(x0)) ⊆ O. Zu diesem ε gibt es, dank der Stetigkeit von f ein δ > 0,
so dass f(Uδ(x0)) ⊆ Uε(f(x0)) ⊆ O ist. Also ist Uδ(x0) ⊆ f−1(O) und das
bedeutet, dass x0 ein innerer Punkt von f−1(O) ist. Da x0 ∈ f−1(O) beliebig
war, ist diese Menge damit offen.

”
(b)⇒(c)“ Sei A ⊆ N abgeschlossen. Dann ist Ac offen in N und nach Vor-

aussetzung ist somit f−1(Ac) offen in M . Wegen f−1(Ac) = (f−1(A))c ist
damit f−1(Ac) abgeschlossen in M .

”
(c)⇒(b)“ Genauso wie im vorigen Punkt ist für jede offene Menge O ⊆ N , die

Urbildmenge f−1(Oc) = (f−1(O))c abgeschlossen und das bedeutet, dass
f−1(O) offen ist.

”
(b)⇒(a)“ Sei x0 ∈ M beliebig und ε > 0 gegeben. Dann ist Uε(f(x0)) eine

offene Menge in N . Also ist nach Voraussetzung f−1(Uε(f(x0))) offen in
M . Nun liegt aber x0 in dieser Menge und ist damit ein innerer Punkt.
D. h. es gibt ein δ > 0 mit Uδ(x0) ⊆ f−1(Uε(f(x0))). Das liefert

f(Uδ(x0)) ⊆ f
(
f−1(Uε(f(x0)))

)
⊆ Uε(f(x0))

und das bedeutet genau Stetigkeit von f in x0.

Beispiel 5.8. Wir schauen uns wieder den Extremfall der diskreten Metrik an,
vgl. Beispiel 1.13 (a). Ist die Metrik dM auf M die diskrete Metrik, so ist nach
Beispiel 2.11 jede Teilmenge von M offen. Also ist für eine Funktion f :M → N
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5. Stetigkeit

auch f−1(O) für jede offene Teilmenge O von N offen. Das bedeutet, dass in
diesem Fall jede Abbildung auf M stetig ist.
Ist N mit der diskreten Metrik ausgestattet, so ist jede Teilmenge von N offen.
Damit eine Funktion f : M → N in diesem Fall stetig ist, muss also f−1(B) für
jede Teilmenge B von N eine offene Menge sein. Es gibt in diesem Fall also i. A.
sehr wenige stetige Funktionen. Wie viele es gibt hängt von der Metrik auf M
ab.

In dieser Vorlesung werden wir uns die meiste Zeit mit Funktionen f : Rd → Rp

beschäftigen, also sollten wir auch noch ein solches Beispiel betrachten.

1.0
0.5

0.0 y
-0.5

-1.0

-0.5

-0.5

x

0.0

-0.25

0.5 1.0
-1.0

0.0

0.25

0.5

Abbildung 5.1.: Der Graph der Funktion (x, y) 7→ xy
x2+y2

Beispiel 5.9. Wir betrachten die beiden Funktionen f, g : R2 → R mit

f(x, y) =

{
xy

x2+y2
, falls (x, y) 6= (0, 0),

0, falls (x, y) = (0, 0),

g(x, y) =

{
x2y
x2+y2

, falls (x, y) 6= (0, 0),

0, falls (x, y) = (0, 0),

vgl. Abbildungen 5.1 und 5.2. Zunächst ist in beiden Funktionsvorschriften der
Nenner für alle (x, y) 6= (0, 0) immer ungleich Null, also sind beide Funktionen
f und g in allen Punkten (x, y) 6= (0, 0) nach den Grenzwertsätzen stetig. Es
bleibt uns nur die Stetigkeit in (0, 0) zu überprüfen. Hierzu greifen wir auf die
Charakterisierung via Folgenstetigkeit zurück, vgl. Satz 5.4.
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Abbildung 5.2.: Der Graph der Funktion (x, y) 7→ x2y
x2+y2

Zu f : Wir betrachten die Folge

(an)n∈N =
(
(1/n, 1/n)

)
n∈N

in R2. Diese konvergiert gegen (0, 0), wobei an 6= (0, 0) für alle n ∈ N gilt. Daher
ist

f(an) = f(1/n, 1/n) =
1
n2

1
n2 +

1
n2

=
1

2

für alle n ∈ N. Das liefert uns limn→∞ f(an) = 1/2 6= 0 = f(0, 0). Also ist f in
(0, 0) nicht stetig.

Zu g: Es sei (an) eine Folge in R2 mit limn→∞ an = (0, 0). Dann ist an = (xn, yn)
für n ∈ N mit den beiden reellen Koordinatenfolgen (xn) und (yn). Außerdem
gilt für alle n ∈ N, für die xn 6= 0 ist,

|g(an)| =
∣∣∣
x2nyn
x2n + y2n

∣∣∣ =
x2n|yn|
x2n + y2n

≤ x2n|yn|
x2n

= |yn|.

Ist xn = 0, so gilt auf jeden Fall |g(an)| = 0 ≤ |yn|, also haben wir diese Unglei-
chung für alle n ∈ N.
Da (yn) und damit auch (|yn|) eine Nullfolge ist, gilt nach dem Sandwich-Theorem
limn→∞ g(an) = 0 = g(0, 0), was gerade bedeutet, dass g in (0, 0) stetig ist.

Mit zu den einfachsten Abbildungen zwischen Vektorräumen gehören die linearen
Abbildungen (Gruß an die Lineare Algebra!). Diese spielen in vielen Bereichen
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5. Stetigkeit

der Mathematik eine wichtige Rolle und werden auch in dieser Vorlesung zentral
sein. Deshalb wollen wir uns nun mit der Stetigkeit dieser Funktionen befassen.

Satz 5.10. Es seien (V, ‖ · ‖V ) und (W, ‖ · ‖W ) zwei normierte Vektorräume und
T : V → W eine lineare Abbildung. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent.

(a) T ist stetig auf V .

(b) Es gibt ein x0 ∈ V , so dass T in x0 stetig ist.

(c) T ist Lipschitz-stetig.

(d) Es gibt ein C ≥ 0 mit ‖Tx‖W ≤ C‖x‖V für alle x ∈ V .
Beweis.

”
(a)⇒(d)“ Für x = 0 gilt wegen Tx = 0 die Aussage immer und für

jedes C ≥ 0. Sei also x ∈ V \ {0}. Nach Voraussetzung ist T stetig in 0,
also existiert zu ε = 1 ein δ > 0 mit ‖Ty‖W = ‖Ty − T0‖W < 1 für alle
y ∈ V mit ‖y‖V = ‖y − 0‖V < δ. Es ist nun

∥∥∥
δ

2‖x‖V
x
∥∥∥
V
=
δ

2

‖x‖V
‖x‖V

=
δ

2
< δ.

Also wissen wir dank der Linearität von T

‖Tx‖W =
∥∥∥
2‖x‖V
δ

T
( δ

2‖x‖V
x
)∥∥∥

W
=

2

δ
‖x‖V

∥∥∥T
( δ

2‖x‖V
x
)∥∥∥

W︸ ︷︷ ︸
<1

≤ 2

δ
‖x‖V .

”
(d)⇒(c)“ Für alle x, y ∈ V gilt dank der Linearität von T und nach Voraus-

setzung
‖Tx− Ty‖W = ‖T (x− y)‖W ≤ C‖x− y‖V

und das ist gerade Lipschitz-Stetigkeit.

”
(c)⇒(b)“ Aus Lipschitz-Stetigkeit folgt sofort Stetigkeit in einem Punkt.

”
(b)⇒(a)“ Es sei nun T stetig in x0 und y ∈ V beliebig. Zum Nachweis, dass T

auch in y stetig ist, betrachten wir eine Folge (xn) in V mit limn→∞ xn = y.
Dann gilt wieder dank der Linearität von T

T (xn) = T (xn − y + x0 + y − x0) = T (xn − y + x0) + T (y − x0).

Nun konvergiert die Folge (xn − y + x0) gegen x0 und da T dort stetig ist,
gilt

lim
n→∞

T (xn) = lim
n→∞

T (xn − y + x0) + lim
n→∞

T (y − x0)
= T (x0) + T (y − x0) = T (x0) + T (y)− T (x0) = T (y).

Nach Satz 5.4 ist also T in y stetig.
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Definition 5.11. Sind V,W zwei normierte Vektorräume, so notieren wir

L(V,W ) := {T : V →W | T linear und stetig}.

Ist V =W , so schreibt man auch L(V ) statt L(V, V ).
Satz 5.12. Seien (V, ‖·‖V ), (W, ‖·‖W ) und (X, ‖·‖X) drei normierte Vektorräume
und V,X 6= {0}.
(a) Mit

‖T‖ := sup{‖Tx‖W : x ∈ V mit ‖x‖V = 1}, T ∈ L(V,W ),

ist (L(V,W ), ‖ · ‖) ein normierter Vektorraum.

(b) Die Norm aus (a) erfüllt

i) ‖Tx‖W ≤ ‖T‖‖x‖V für alle x ∈ V und alle T ∈ L(V,W ) sowie

ii) ‖TS‖ ≤ ‖T‖‖S‖ für alle T ∈ L(V,W ) und S ∈ L(X, V ).

Beweis. Übung.

Bemerkung 5.13. (a) Eine lineare Abbildung, die die Eigenschaft (d) aus
Satz 5.10 erfüllt, wird oft als beschränkt bezeichnet. In diesem Sinne sagt
Satz 5.10, dass eine lineare Abbildung genau dann stetig ist, wenn sie be-
schränkt ist.

Aber Vorsicht: Eine beschränkte lineare Abbildung ist keine beschränkte
Funktion im dem üblichen Sinne, dass die Bildmenge der Funktion eine
beschränkte Menge ist! Dessen muss man sich beim Umgang mit diesem
Begriff immer bewusst sein.

(b) Die Norm in Satz 5.12 heißt Operatornorm, oder im Falle von endlichdimen-
sionalen Vektorräumen auch (zu ‖ · ‖V und ‖ · ‖W assoziierte) Matrixnorm.

Übungsaufgabe 5.14. Zeigen Sie, dass im Fall V = Rd mit ‖ · ‖V = ‖ · ‖∞ und
W = Rp mit ‖ · ‖W = ‖ · ‖∞ die assoziierte Matrixnorm in Rp×d gegeben ist durch
die Zeilensummennorm:

‖A‖ZS :=
p

max
j=1

d∑

k=1

|ajk|, A = (ajk)j=1,...,p,k=1,...d ∈ Rp×d.

Gibt es denn überhaupt unstetige lineare Abbildungen? Ja! Das zeigt die folgende
Übungsaufgabe.

Übungsaufgabe 5.15. Zeigen Sie, dass die Abbildung T : (C1([0, 1]), ‖ · ‖∞)→
(C([0, 1]), ‖ · ‖∞) mit T (f) = f ′ eine unstetige lineare Abbildung ist. Sie können
dazu die Funktionen fn(t) = sin(n2t)/n betrachten.
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6. Eigenschaften stetiger Funktionen

Nun ist es Zeit zu ernten und unsere zentralen Sätze über stetige Funktionen
im neuen allgemeinen Gewand zu beweisen. Auch hier seien wieder (M, dM) und
(N, dN) zwei metrische Räume.
Wir beginnen mit dem Satz, dass stetige Funktionen auf kompakten Mengen ihr
Minimum und Maximum annehmen. Dieser ist so natürlich nicht mehr formulier-
bar, denn metrische Räume haben im Allgemeinen keine Ordnungsstruktur, aber
eine verallgemeinerte Version lässt sich erfreulich kompakt hinschreiben.

Satz 6.1. Sei f : M → N eine stetige Funktion. Ist M kompakt, so ist auch
f(M) kompakt.

Bemerkung 6.2. (a) Ist N = R, so liefert die Kompaktheit von f(M) gerade,
dass f beschränkt ist, und dass das Supremum und Infimum von f(M) zu
f(M) gehören. D. h. f nimmt dann sein Minimum und Maximum an.

(b) Der Satz ist für kompakte metrische Räume formuliert. Man beachte, dass
jede kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes selbst (mit der induzier-
ten Metrik) ein kompakter metrischer Raum ist. In diesem Sinne bekommt
man also das gleiche Ergebnis, wenn f nur auf einer kompakten Teilmenge
eines metrischen Raums definiert/stetig ist.

Beweis von Satz 6.1. Sei {Oi : i ∈ I} eine offene Überdeckung von f(M) in N .
Dann ist dank der Stetigkeit von f die Menge f−1(Oi) für alle i ∈ I eine offene
Teilmenge von M nach Satz 5.7. Außerdem ist

M ⊆ f−1(f(M)) ⊆ f−1
(⋃

i∈I

Oi

)
=
⋃

i∈I

f−1(Oi).

Also ist {f−1(Oi) : i ∈ I} eine offene Überdeckung von M . Da M kompakt ist,
können wir eine endliche Teilüberdeckung {f−1(Oi1), f

−1(Oi2), . . . , f
−1(Oir)} mit

einem r ∈ N auswählen und es gilt

f(M) ⊆ f
( r⋃

j=1

f−1(Oij)
)
= f

(
f−1
( r⋃

j=1

Oij

))
⊆

r⋃

j=1

Oij .

Wir haben also damit eine endliche Teilüberdeckung von f(M) gefunden und
sind fertig.

39



6. Eigenschaften stetiger Funktionen

Dieser Satz hat weitreichende Konsequenzen. Wir wollen ein paar Schlussfolge-
rungen ziehen, die viele Betrachtungen aus diesem und den vorigen Abschnitten
zusammenführen.

Satz 6.3. Ist V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, so sind alle Normen
auf V äquivalent.

Beweis. Wir beginnen den Beweis damit, uns die Arbeit etwas zu vereinfachen.

1. Reduktion: Es reicht aus V = Kd zu betrachten.

Sei d = dim(V ). Dann schenkt uns die lineare Algebra einen Vektorraumisomor-
phismus T : Kd → V . Sind nun zwei Normen ‖ · ‖ und � · � auf V gegeben, so
definieren wir auf Kd die beiden Normen (nachrechnen!)

‖x‖T := ‖Tx‖ und �x�T := �Tx�, x ∈ Kd.

Gehen wir nun davon aus, dass wir das Resultat für Kd schon kennen, so haben
wir c, C > 0 mit c‖x‖T ≤ �x�T ≤ C‖x‖T für alle x ∈ Kd. Damit gilt für alle
v ∈ V

�v� = �TT−1v� = �T−1v�T ≤ C‖T−1v‖T = C‖TT−1v‖ = C‖v‖

und genauso

c‖v‖ = c‖TT−1v‖ = c‖T−1v‖T ≤ �T−1v�T = �TT−1v� = �v�.

2. Reduktion: Es reicht, dass jede Norm in Kd äquivalent zu ‖ · ‖2 ist.

Seien ‖ · ‖ und � · � zwei Normen in Kd, die beide äquivalent zur 2-Norm sind,
d. h. es gibt c1, C1, c2, C2 > 0 mit

c1‖x‖ ≤ ‖x‖2 ≤ C1‖x‖ und c2�x� ≤ ‖x‖2 ≤ C2�x� für alle x ∈ Kd.

Dann gilt für alle x ∈ Kd auch

c1
C2
‖x‖ ≤ 1

C2
‖x‖2 ≤ �x� ≤ 1

c2
‖x‖2 ≤

C1

c2
‖x‖

und auch ‖ · ‖ und � · � sind äquivalent.

Wir kommen jetzt also zum Hauptbeweis. Es bleibt noch zu zeigen, dass jede
Norm in Kd äquivalent zur 2-Norm ist. Sei also ‖ · ‖ eine Norm auf Kd.
Wir bezeichnen mit {e1, e2, . . . , ed} die Standardbasis von Kd. Dann gilt für jedes
x = (x1, x2, . . . , xd)

T ∈ Kd mit Hilfe der Dreiecksungleichung

‖x‖ =
∥∥∥

d∑

j=1

xjej

∥∥∥ ≤
d∑

j=1

‖xjej‖ =
d∑

j=1

|xj |‖ej‖.
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Den letzten Ausdruck können wir nun als ein Standardskalarprodukt der beiden
Vektoren (|x1|, |x2|, . . . , |xd|)T und (‖e1‖, ‖e2‖, . . . , ‖ed‖)T in Kd auffassen. Also
folgt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung aus Satz 1.10

‖x‖ =
〈

|x1|
...
|xd|


 ,



‖e1‖
...
‖ed‖




〉
≤

√√√√
d∑

j=1

|xj |2 ·

√√√√
d∑

j=1

‖ej‖2

︸ ︷︷ ︸
=:C

= C‖x‖2,

und da offensichtlich C > 0 gilt, haben wir schon die erste Abschätzung und
damit die halbe Miete.
Die umgekehrte Abschätzung c‖x‖2 ≤ ‖x‖ ist ein bisschen tiefliegender, dafür ist
das Argument mit Hilfe von Satz 6.1 wunderschön.
Wir betrachten dabei die Menge

S :=
{
x ∈ Kd : ‖x‖2 = 1

}

und setzen c := inf{‖x‖ : x ∈ S}. Man beachte, dass dieses Infimum existiert, da
die betrachtete Menge nicht-leer und nach unten (durch 0) beschränkt ist. Dieses
c ist nun unser Kandidat für die gesuchte Abschätzung und tatsächlich gilt für
alle x ∈ Kd \ {0}, da x/‖x‖2 ∈ S ist,

‖x‖ = ‖x‖2
∥∥∥

x

‖x‖2

∥∥∥ ≥ ‖x‖2 · c

und banalerweise gilt auch ‖0‖ = 0 ≥ c·0 = c‖0‖2. Es bleibt noch ein klitzekleines
Problem: Wir müssen irgendwie sicherstellen, dass c > 0 ist.
Dazu nehmen wir an, es wäre c = 0. Das bedeutet, dass für jedes n ∈ N ein xn ∈ S
existiert mit ‖xn‖ ≤ 1/n. Damit ist (xn) eine Folge in S mit limn→∞ ‖xn‖ = 0.
Weiter ist S nach dem Satz von Heine-Borel 4.9 eine in (Kd, ‖ · ‖2) kompakte
Teilmenge, also hat (xn) nach Satz 4.6 eine bezüglich der 2-Norm konvergente
Teilfolge (xnk

) mit Grenzwert a ∈ S. Insbesondere gilt ‖a‖2 = 1.
Andererseits gilt nach dem schon oben bewiesenen für alle k ∈ N

‖a‖ ≤ ‖a− xnk
‖+ ‖xnk

‖ ≤ C‖a− xnk
‖2 + ‖xnk

‖ ≤ C‖xnk
− a‖2 +

1

nk

und mit k →∞ folgt ‖a‖ ≤ C · 0+0 = 0. Dank der Definitheit der Norm ist also
a = 0 und damit auch ‖a‖2 = 0, was der angestrebte Widerspruch ist.

Nach so vielen äquivalenten Normen könnte man auf die Idee kommen, dass es
gar keine nicht äquivalenten Normen gibt. Das wäre aber zu endlichdimensional
gedacht. Hier ist ein typisches Beispiel.

Beispiel 6.4. Auf V = C([0, 1]) betrachten wir die beiden Normen

‖f‖1 =
∫ 1

0

|f(t)| dt und ‖f‖∞ = max
t∈[0,1]

|f(t)|, f ∈ C([0, 1]),
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6. Eigenschaften stetiger Funktionen

vgl. Beispiel 1.7. Dann gilt für alle f ∈ C([0, 1]) nach der Standardabschätzung
für Integrale

‖f‖1 =
∫ 1

0

|f(t)| dt ≤ ‖f‖∞(1− 0) = ‖f‖∞,

aber die Normen sind nicht äquivalent, wie man an dem folgendem Beispiel, vgl.
Beispiel I.20.2(c), sieht.
Für jedes n ∈ N ist

fn(t) =
2nt

1 + n2t2
, t ∈ [0, 1],

aus C([0, 1]) und es gilt ‖fn‖∞ = 1 für alle n ∈ N. Andererseits gilt aber

‖fn‖1 =
∫ 1

0

|fn(t)| dt =
∫ 1

0

2nt

1 + n2t2
dt =

1

n
ln(1 + n2t2)

∣∣∣
1

0

=
1

n
ln(1 + n2) −→ 0 (n→∞).

Nehmen wir an, es gäbe ein C > 0 mit ‖f‖∞ ≤ C‖f‖1 für alle f ∈ C([0, 1]), so
folgt damit der Widerspruch

0 = lim
n→∞

‖fn‖1 ≥ lim
n→∞

1

C
‖fn‖∞ =

1

C
.

Mit der Erkenntnis, dass in endlichdimensionalen Räumen alle Normen äquiva-
lent sind, können wir nun einige Dinge vereinfachen. Beispielsweise gilt folgen-
des schöne Konvergenz- bzw Stetigkeits-Kriterium für Kd-wertige Folgen bzw.
Funktionen, das uns wieder auf Konvergenz- bzw. Stetigkeitsbetrachtungen in K

zurückbringt.

Satz 6.5. (a) Eine Folge (xn) = ((xn,1, xn,2, . . . , xn,d)
T ) in Kd konvergiert ge-

nau dann, wenn jede Koordinatenfolge (xn,j), j = 1, 2, . . . , d, in K konver-
giert. In diesem Fall gilt

lim
n→∞

xn =




limn→∞ xn,1
limn→∞ xn,2

...
limn→∞ xn,d


 .

(b) Es sei f : M → Kd eine Abbildung mit Koordinatenfunktionen fj : M →
K, fj(x) := f(x)j, j = 1, 2, . . . , d. Dann ist f genau dann stetig, wenn alle
fj, j = 1, 2, . . . , d, stetig sind.

Beweis. Wir kümmern uns hier nur um (a), die zweite Aussage bleibt als Übungs-
aufgabe stehen. Ist einerseits (xn) eine in Kd gegen x ∈ Kd konvergente Folge,
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so konvergiert sie insbesondere bezüglich der ∞-Norm, denn auf Kd sind ja alle
Normen äquivalent. Also gilt für jedes j = 1, 2, . . . , d

|xn,j − xj | ≤
d

max
j=1
|xn,j − xj | = ‖xn − x‖∞ −→ 0 (n→∞).

Sind andererseits alle Koordinatenfolgen (xn,j) konvergent gegen xj ∈ K für j =
1, 2, . . . , d, so gilt mit x = (x1, x2, . . . , xd)

T

lim
n→∞

‖xn − x‖∞ = lim
n→∞

d
max
j=1
|xn,j − xj | = 0,

also konvergiert dann (xn) gegen x in Kd, wobei wiederum egal ist mit welcher
Norm dieser Raum daherkommt.

Wir können nun auch den kompletten Satz von Heine-Borel beweisen. Dazu brau-
chen wir zunächst das folgende beruhigende Ergebnis.

Satz 6.6. Sind (V, ‖ · ‖V ) und (W, ‖ · ‖W ) normierte Vektorräume und ist V
endlichdimensional, so ist jede lineare Abbildung T : V →W stetig.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung � ·� : V → R mit �x� := ‖x‖V + ‖Tx‖W ,
x ∈ V . Dies ist eine Norm auf V (nachweisen!) und damit ist diese nach Satz 6.3
äquivalent zu ‖ · ‖V , d. h. es gibt ein C > 0 mit �x� ≤ C‖x‖V für alle x ∈ V .
Also ist

‖Tx‖W ≤ ‖x‖V + ‖Tx‖W = �x� ≤ C‖x‖V für alle x ∈ V.

Das liefert nach Satz 5.10 die Stetigkeit von T .

Satz 6.7 (Heine-Borel, Vollversion). Eine Teilmenge eines endlichdimensionalen
normierten Vektorraums ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und
beschränkt ist.

Beweis. Für (Kd, ‖ · ‖) mit einer beliebigen Norm folgt die Aussage aus Satz 4.9
und Satz 6.3. Ist V ein anderer d-dimensionaler K-Vektorraum mit Norm ‖ · ‖V ,
so gibt es wieder einen Isomorphismus T : Kd → V und dieser ist ebenso wie T−1

nach Satz 6.6 stetig.
Sei nun K ⊆ V abgeschlossen und beschränkt. Dann ist T−1(K) ⊆ Kd nach
Satz 5.7 als Urbild einer abgeschlossenen Menge unter einer stetigen Abbildung
ebenfalls abgeschlossen. Außerdem gilt für alle x ∈ T−1(K), dass Tx in K liegt,
also ist für alle x ∈ T−1(K) nach Satz 5.12

‖x‖ = ‖T−1Tx‖ ≤ ‖T−1‖V→Kd‖Tx‖V ≤ ‖T−1‖V→Kd sup{‖y‖V : y ∈ K}.

Zusammengenommen ist T−1(K) eine abgeschlossene und beschränkte Teilmenge
von Kd also nach obiger Überlegung kompakt. Schließlich ist dann auch K =
T (T−1(K)) als stetiges Bild einer kompakten Menge nach Satz 6.1 kompakt.

43



6. Eigenschaften stetiger Funktionen

Bemerkung 6.8. Als Information für die Zukunft sei hier noch vermerkt, dass
der Satz von Heine-Borel sogar endlichdimensionale Räume charakterisiert. Tat-
sächlich ist die abgeschlossene Einheitskugel eines normierten Vektorraums genau
dann kompakt, wenn dieser endlichdimensional ist. Zum Beweis sei hier auf die
Vorlesung

”
Funktionalanalysis“ verwiesen.

Wir wollen abschließend noch den Begriff der gleichmäßigen Stetigkeit verallge-
meinern.

Definition 6.9. Eine Funktion f : M → N ist gleichmäßig stetig auf M , wenn
für jedes ε > 0 ein δ > 0 existiert, so dass für alle x, y ∈ M mit dM (x, y) < δ
gilt, dass dN(f(x), f(y)) < ε ist.

Wie in Satz I.21.4 gilt auch in diesem allgemeinen Kontext, dass stetige Funktio-
nen auf kompakten Räumen sogar gleichmäßig stetig sind. Der Beweis verläuft
analog wie damals.

Satz 6.10. Es sei M kompakt und f : M → N stetig. Dann ist f gleichmäßig
stetig auf M .

Die wichtigste Eigenschaft gleichmäßig stetiger Funktionen ist, dass diese sich
unter geeigneten Voraussetzungen auf den Rand ihres Definitionsgebietes stetig
fortsetzen lassen. Dies formulieren wir exakt im folgenden Satz.

Satz 6.11. Es sei N vollständig und D ⊆M . Ist f : D → N gleichmäßig stetig,
so existiert eine eindeutige stetige Fortsetzung f̂ : D → N von f .

Beweis. Wir zeigen, dass für jedes x0 ∈ D \ D der Grenzwert limx→x0,x∈D f(x)
existiert. Man beachte dabei, dass jedes x ∈ D \D ein Häufungspunkt von D ist
und damit der betrachtete Grenzwert sinnvoll ist. Haben wir das gezeigt, so ist

f̂(x) =

{
f(x), x ∈ D,
limx→x0,x∈D f(x), x ∈ D \D,

eine stetige Fortsetzung und diese ist auch eindeutig, denn der obige Funktions-
grenzwert ist ja die einzige Wahl, die zu einer stetigen Funktion führt.
Sei nun also x0 ∈ D\D. Zum Nachweis der Existenz des Funktionsgrenzwertes zei-
gen wir, dass für jede Folge (xn) in D, die gegen x0 konvergiert, die Folge (f(xn))
eine Cauchyfolge ist. Dann ist diese Dank der vorausgesetzten Vollständigkeit
von N konvergent und die Existenz von limx→x0,x∈D f(x) folgt mit Satz 5.6 (a).
Sei ε > 0. Dann existiert dank der gleichmäßigen Stetigkeit von f ein δ > 0 mit
dN(f(x), f(y)) < ε für alle x, y ∈ D mit dM(x, y) < δ. Aus der Konvergenz von
xn gegen x0 bekommen wir dann weiter ein n0 ∈ N, so dass dM(xn, x0) < δ/2 ist
für alle n ≥ n0. Nun gilt für alle n,m ≥ n0

dM(xn, xm) ≤ dM(xn, x0) + dM(x0, xm) <
δ

2
+
δ

2
= δ.
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Also ist dN(f(xn), f(xm)) < ε für alle n,m ≥ n0 und das bedeutet gerade, dass
(f(xn)) eine Cauchyfolge in N ist.

Nun müssten wir ein großes Projekt starten und viele unserer Begriffe und Er-
kenntnisse über Folgen, Reihen und Funktionenfolgen aus der Analysis I auf all-
gemeine metrische Räume, normierte Vektorräume oder zumindest den Kd ver-
allgemeinern. Das ist konzeptionell nicht besonders schwierig – meistens müssen
nur Betragsstriche durch Normen ersetzt werden – würde allerdings die uns zur
Verfügung stehende Zeit deutlich sprengen.
Die für das weitere Vorgehen wichtigsten Sätze sind darum in der folgenden
Übungsaufgabe gesammelt. Diese gibt Ihnen eine gute Gelegenheit zu überprüfen,
ob Sie ein Gefühl für unseren Übergang von K zu Kd bekommen haben. Zum Teil
beinhalten diese Aussagen Begriffe, die wir hier noch gar nicht definiert haben,
z.B. absolute Konvergenz einer Reihe. Das sollten Sie dann zunächst selbst erle-
digen. Keine Sorge, das geht jeweils ganz ohne Fußangeln.

Übungsaufgabe 6.12. (a) Sei (V, ‖ · ‖V ) ein Banachraum. Dann ist jede in V
absolut konvergente Reihe auch konvergent.

(b) Sind (V, ‖ · ‖V ), (W, ‖ · ‖W ) normierte Vektorräume, D ⊆ V , f, g : D →W
stetig und α, β ∈ K, so sind auch αf + βg und ‖f‖W stetig.

Ist dabei W = K, so sind auch fg und, falls g Nullstellen-frei ist, auch f/g
stetig.

Ist schließlich (X, ‖ · ‖X) ein weiterer normierter Vektorraum, H ⊆ W mit
f(G) ⊆ H , und h : H → X stetig, so ist auch h ◦ f stetig.

(c) Sind fn : M → N stetige Funktionen und ist die Funktionenfolge (fn)
gleichmäßig konvergent gegen eine Funktion f : M → N , so ist auch f
stetig.
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7. Topologie – Ein Exkurs

Wenn man über Konzepte wie Stetigkeit und Konvergenz reden will, scheint ei-
ne Metrik eine Mindestanforderung zu sein. Tatsächlich ist es durchaus möglich
über diese Grundbegriffe der Mathematik zu reden, ohne einen Abstandsbegriff
zu haben. Es reicht aus, zu wissen welche Teilmengen offen sind. Mit dieser

”
mini-

malistischen“ Mathematik beschäftigt sich die Topologie und auch wenn sich das
jetzt etwas abgehoben anhören mag, ist das ein sehr fruchtbarer Zweig der Ma-
thematik, der viele verborgene Zusammenhänge offenbart und von Zeit zu Zeit
ist dieser Zugang sogar der einzig Mögliche, da man einfach keinen passenden
Abstandsbegriff zur Verfügung hat.
In diesem Abschnitt machen wir einen kleinen Schnupperkurs in Topologie, der
Ihnen die Grundidee zeigt und darlegt, wie die Grundkonzepte der Analysis in
diesem allgemeinen Kontext definiert werden können. Für alle genaueren Betrach-
tungen muss an dieser Stelle dann auf die Literatur und weitergehende Vorlesun-
gen verwiesen werden.
Wir wollen also mit einem Konzept von offenen Mengen starten. Diese sollen sich
zumindest so verhalten, wie wir das von offenen Mengen in metrischen Räumen
gewohnt sind. Das ist der Hintergrund der folgenden Definition.

Definition 7.1. Sei X 6= ∅ eine Menge. Ein Mengensystem T ⊆ P(X) von
Teilmengen von X heißt Topologie auf X, wenn folgende Bedingungen erfüllt
sind:

(a) ∅ ∈ T und X ∈ T ,

(b) Für alle A,B ∈ T gilt A ∩ B ∈ T ,

(c) Für jedes Teilsystem U ⊆ T gilt
⋃
B∈U B ∈ T .

Die Elemente von T nennt man in diesem Fall offen und (X, T ) wird als topo-
logischer Raum bezeichnet.
Hat man zwei Topologien T und S auf einer Menge X und gilt S ⊆ T , so sagt
man, dass S gröber ist als T und nennt T feiner als S.

Damit kann man leicht abgeleitete Begriffe, wie abgeschlossene Mengen und Um-
gebungen definieren.

Definition 7.2. Sei (X, T ) ein topologischer Raum.
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7. Topologie – Ein Exkurs

(a) Eine Menge A ⊆ X heißt abgeschlossen, wenn X \ A offen ist, d. h. in T
liegt.

(b) Sei x ∈ X. Eine Menge U ⊆ X heißt Umgebung von x, wenn ein O ∈ T
existiert mit x ∈ O ⊆ U .

Beispiel 7.3. (a) Ist (M, d) ein metrischer Raum, so bildet

T := {O ⊆M : O offen}

nach Satz 2.6 eine Topologie. Jede Metrik erzeugt auf diese Weise kanonisch
eine zu ihr passende Topologie. In diesem Sinne ist jeder metrische Raum
auch ein topologischer Raum.

(b) Wir hatten in Beispiel 2.11 festgestellt, dass bezüglich der diskreten Metrik
jede Teilmenge offen ist. Diese Metrik führt also auf eine Topologie, in der
jede Menge offen ist, d. h. es ist T = P(X). Diese heißt auch diskrete
Topologie und ist die feinste Topologie, die möglich ist.

(c) Am anderen Ende der Skala kann man auf jeder nicht-leeren Menge X die
indiskrete oder auch triviale Topologie T = {∅, X} definieren. Dieses ist
offensichtlich die gröbste mögliche Topologie und ein Beispiel einer Topo-
logie, die, zumindest wenn X mehr als ein Element enthält, nicht im Sinne
von (a) mit einer Metrik assoziert ist, denn in dieser Topologie gilt das
Hausdorff’sche Trennungsaxiom aus Satz 2.12 nicht: Sind x, y ∈ X ver-
schieden und U eine Umgebung von x, so muss sofort U = X sein (mehr
Umgebungen gibt es nicht!) und damit gilt auch y ∈ U .
Damit haben wir auch gleich gezeigt, dass die Hausdorff’sche Trennungs-
eigenschaft nicht in jedem topologischen Raum gilt. Das erklärt auch den
vielleicht auf den ersten Blick ungewöhnlichen Namen

”
Trennungsaxiom“

von Satz 2.12. In der Topologie muss dies im Bedarfsfall eben als zusätzli-
ches Axiom gefordert werden.

Bemerkung 7.4. Ist (X, T ) ein topologischer Raum und Y ⊆ X , so ist

T |Y := {O ∩ Y : O ∈ T }

eine Toplogie auf Y , die sogenannte Spurtopologie. In diesem Sinne ist jede Teil-
menge eines topologischen Raumes wieder ein topologischer Raum. Ist die To-
pologie auf X durch eine Metrik d gegeben, so ist diese Konstruktion mit der
induzierten Metrik auf der Teilmenge Y verträglich, d. h. die von dY auf Y er-
zeugte Toplogie ist gleich der Spurtopologie der von d auf X erzeugten Topologie.

Viele der Begriffe, die wir in den vorhergenden Abschnitten mit Hilfe von Me-
triken definiert haben, stellen sich als rein topologisch heraus, d. h. sie lassen
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sich nur über die Topologie-Struktur und damit auf jedem topologischen Raum
definieren. Das betrifft ohne Änderung der Definition den Abschluss, das Innere
und den Rand einer Menge (Definition 2.8) sowie den Kompaktheitsbegriff aus
Definition 4.2. Minimale Änderungen sind in Definition 2.9 nötig. Hier muss man
die ε-Kugeln durch beliebige Umgebungen ersetzen, da die Definition der Kugel
nicht übertragbar ist.
Überraschender ist es, dass eben auch Konvergenz und Stetigkeit rein topologisch
definierbar sind. Das wollen wir in diesem Kapitel noch tun. Für die Übertragung
des Konvergenzbegriffs reicht es wieder aus, die ε-Kugeln durch Umgebungen zu
ersetzen:

Definition 7.5. Eine Folge (xn) in einem topologischen Raum (X, T ) heißt kon-
vergent gegen x0 ∈ X, falls für jede Umgebung U ⊆ X von x0 ein n0 ∈ N existiert
mit xn ∈ U für alle n ≥ n0.

Man muss in diesem allgemeinen Zusammenhang aber aufpassen, denn in unge-
wohnten Topologien kann sich auch der Konvergenzbegriff sehr ungewohnt ver-
halten.

Beispiel 7.6. Wir betrachten die beiden Extrembeispiele der diskreten und der
indiskreten Topologie.
In Beispiel 3.3 haben wir bereits gesehen, dass die bezüglich der diskreten To-
pologie konvergenten Folgen genau die sind, die fast überall konstant sind. Wir
haben hier also extrem wenig konvergente Folgen.
Wann konvergiert eine Folge in der indiskreten Topologie? Sei dazu X eine nicht-
leere Menge mit der indiskreten Toplogie T = {∅, X}, (xn) eine Folge in X
und x0 ∈ X . Ist U eine Umgebung von x0, so gilt wieder sofort U = X . In dieser
Umgebung ist aber bereits die ganze Folge enthalten, d. h. (xn) konvergiert gegen
x0.
Um es sich noch einmal auf der Zunge zergehen zu lassen: Wir haben gerade
gezeigt, dass in einem indiskreten topologischen Raum jede Folge konvergiert und
zwar gleich gegen jeden Punkt. Damit müssen wir insbesondere der Eindeutigkeit
des Grenzwerts ganz klar Adieu sagen.
Wenn man sich noch einmal den Beweis von Satz 3.2 anschaut, in dem die Ein-
deutigkeit des Grenzwerts im metrischen Raum bewiesen wird, so sieht man, dass
hier ganz zentral das Hausdorff’sche Trennungsaxiom eingeht, aber sonst eigent-
lich nichts. Tatsächlich ist der Grenzwert in jedem topologischen Raum eindeutig,
der dieses Axiom erfüllt.

Für die Definiton der Stetigkeit mit rein topologischen Methoden gibt es nun
sogar zwei Mögleichkeiten. Wir können zum Einen auf Satz 5.7 zurückgreifen:

Definition 7.7. Es seien (X, T ) und (Y,S) topologische Räume, f : X → Y
eine Funktion und x0 ∈ X. Man nennt f
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(a) stetig in x0, wenn für jede Umgebung V von f(x0) in Y eine Umgebung U
von x0 in X existiert mit f(U) ⊆ V .

(b) stetig (auf X), wenn für jedes O ∈ S gilt f−1(O) ∈ T .

Übungsaufgabe 7.8. (a) Eine Funktion wie in obiger Definition ist genau
dann stetig auf X , wenn sie in jedem x ∈ X stetig ist.

(b) Verkettungen von stetigen Funktionen sind stetig.

Zum Anderen kann man die Folgenstetigkeit verallgemeinern:

Definition 7.9. Es seien (X, T ) und (Y,S) topologische Räume, f : X → Y
eine Funktion und x0 ∈ X. Man nennt f

(a) folgenstetig in x0, wenn für jede Folge (xn) in X, die gegen x0 konvergiert
die Folge (f(xn)) in Y gegen f(x0) konvergiert.

(b) folgenstetig auf X, wenn sie in jedem x0 ∈ X folgenstetig ist.

Satz 7.10. Jede stetige Funktion ist folgenstetig.

Beweis. Sei f : (X, T ) → (Y,S) stetig, x0 ∈ X und (xn) eine Folge in X , die
gegen x0 konvergiert. Wir wollen zeigen, dass die Folge (f(xn)) in Y gegen f(x0)
konvergiert. Sei dazu V ⊆ Y eine Umgebung von f(x0). Da f in x0 stetig ist,
existiert dann eine Umgebung U ⊆ X von x0 mit f(U) ⊆ V . Nun gehen wir mit
dieser Umgebung U in die Definition der Konvergenz von (xn). Das liefert uns
ein n0 ∈ N mit xn ∈ U für alle n ≥ n0. Für all diese n ≥ n0 gilt dann aber
f(xn) ∈ f(U) ⊆ V . Damit konvergiert (f(xn)) in Y gegen f(x0).

Warnung 7.11. Die Umkehrung dieses Satzes gilt im Allgemeinen nicht, Fol-
genstetigkeit ist also ein schwächeres Konzept als Stetigkeit.

Beispiel 7.12. Es sei X eine Menge und T , S seien Topologien auf X . Dann
gilt für die Identität id : (X, T )→ (X,S):

id stetig ⇐⇒ ∀S ∈ S : id−1(S) ∈ T ⇐⇒ ∀S ∈ S : S ∈ T ⇐⇒ S ⊆ T .

Ist T eine echt feinere Topolgie als S, so ist id : (X, T )→ (X,S) stetig, aber id :
(X,S) → (X, T ) nicht. Da diese beiden Abbildungen gerade Umkehrfunktionen
voneinander sind, sieht man an diesem Beispiel auch, dass die Umkehrfunktion
einer bijektiven, stetigen Funktion im Allgmeinen nicht wieder stetig ist.

Das führt uns auf die folgende Definition.

Definition 7.13. Es seien (X, T ) und (Y,S) topologische Räume und f : X → Y
bijektiv. Dann heißt f Homöomorphismus, wenn sowohl f als auch f−1 stetig
sind.
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So wie die Vektorraum-Isomorphismen die strukturerhaltenden Abbildungen zwi-
schen Vektorräumen sind, bilden die Homöomorphismen die strukturerhaltenden
Abbildungen der Topologie. Deshalb sind sie dort von zentraler Wichtigkeit.

Bemerkung 7.14. Eine paar Merkregeln: Je feiner eine Topologie ist, desto
mehr

• offene und abgeschlossene Mengen gibt es,

• innere Punkte hat eine Menge,

• Funktionen auf diesem Raum sind stetig,

und desto weniger

• Teilmengen sind kompakt,

• Folgen konvergieren,

• Punkte enthält der Abschluss einer Menge,

• Funktionen in diesen Raum sind stetig.
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8. Zusammenhang

Für einige Aussagen war es im letzten Semester entscheidend, dass der Defi-
nitionsbereich einer Funktion ein Intervall war, z.B. für den Zwischenwertsatz.
Das entscheidende an einem Intervall ist dabei, dass es sich um einen zusam-
menhängenden Klumpen Menge handelt. Einen entsprechenden Begriff wollen
wir nun im Kontext topologischer Räume kennenlernen.

In diesem Abschnitt sei wieder (X, T ) ein topologischer Raum.

Wie beschreibt man, dass eine Menge zusammenhängt, bzw. andersherum for-
muliert, dass sie nicht in mehrere Stücke zerfällt? Ein erster Versuch wäre: Es
gibt nicht zwei nicht-leere, disjunkte Teilmengen, die vereinigt die ganze Menge
ergeben. Dieser führt aber ins Leere, denn R halten wir als Intervall für zusam-
menhängend, aber natürlich ist z.B. R = (−∞, 0) ∪ [0,∞) und diese beiden
Teilmengen sind disjunkt und nicht-leer. Der Trick ist zu verbieten, dass sich die
betrachtete Menge in zwei nicht-leere, disjunkte und offene Teilmengen zerlegen
lässt.

Definition 8.1. Ein topologischer Raum X 6= ∅ heißt zusammenhängend, wenn
für alle offenen Teilmengen O1, O2 von X gilt: Ist O1∪O2 = X und O1∩O2 = ∅,
so gilt entweder O1 = ∅ oder O2 = ∅.

Bemerkung 8.2. Für eine Teilmenge Y von X erklärt sich der Begriff des Zu-
sammenhangs über die Spurtopologie aus Bemerkung 7.4: Y ist zusammenhän-
gend, wenn der topologische Raumm (Y, T |Y ) zusammenhängend ist. In diesem
Zusammenhang sei dringend an Warnung 2.3(b) erinnert, vgl. Beispiel 8.4(a).

Satz 8.3. Der topologische Raum X ist genau dann zusammenhängend, wenn
jede stetige Funktion f : X → {0, 1} konstant ist. (Dabei ist {0, 1} mit der
diskreten Topologie P({0, 1}) versehen.)

Beweis.
”
⇒“ Sei X zusammenhängend und f : X → {0, 1} stetig. Da {0} und

{1} in {0, 1} offen sind, gilt dasselbe für O1 := f−1({0}) und O2 := f−1({1})
nach der Definition von Stetigkeit. Außerdem gilt

O1 ∪O2 = f−1({0, 1}) = X und O1 ∩ O2 = f−1({0}) ∩ f−1({1}) = ∅.

Da X zusammenhängend ist, muss also gelten O1 = ∅ oder O2 = ∅, d. h. f
ist konstant 1 oder konstant 0.
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”
⇐“ Wir argumentieren per Kontraposition. Ist X nicht zusammenhängend, so

gibt es nichtleere Mengen O1, O2 ∈ T mit O1 ∩ O2 = ∅ und O1 ∪ O2 = X .
Damit definieren wir die Funktion f : X → {0, 1} durch

f(x) =

{
0, wenn x ∈ O1,

1, wenn x ∈ O2.

Diese ist auf ganz X wohldefiniert und nimmt sowohl den Wert 0 als auch
den Wert 1 an. Schließlich sind wegen

f−1(∅) = ∅, f−1({0}) = O1, f−1({1}) = O2 und f−1({0, 1}) = X

die Urbilder aller offenen Teilmengen von {0, 1} offen, d. h. f ist stetig.

Beispiel 8.4. (a) Die Menge [1, 2] ∪ [3, 4] in R ist nicht zusammenhängend.
Man beachte dabei, vgl. Warnung 2.3(b) bzw. Bemerkung 8.2, dass [1, 2]
und [3, 4] in dem metrischen Raum [1, 2] ∪ [3, 4] offene Mengen sind!

(b) Die Mengen K, Kd und die Einheitskugel U1(0) in Kd sind zusammen-
hängend, R \ {0} = (−∞, 0) ∪ (0,∞) ist nicht zusammenhängend, wohl
aber Rd \ {0} für d ≥ 2.

(c) Betrachtet man einen diskreten topologischen Raum, d. h. die diskrete
Metrik, so sind alle Teilmengen offen. Damit ist dort jede Teilmenge, die
mindestens zwei Elemente hat, nicht zusammenhängend. Das begründet
auch den Namen dieser Topologie: Die Punkte eines diskreten topologischen
Raums liegen einzeln und unzusammenhängend, eben diskret, herum.

(d) Die rationalen Zahlen sind als Teilmenge von R nicht zusammenhängend,
denn es gilt Q =

(
(−∞,

√
2) ∩Q

)
∪
(
(
√
2,∞) ∩Q

)
.

Die zusammenhängenden Teilmengen von R sind genau die Intervalle. Nach dem
Zwischenwertsatz bilden stetige Funktionen von R nach R Intervalle auf Intervalle
(bzw. im Spezialfall einer konstanten Funktion auf einen Punkt) ab. Das ist nur
ein spezieller Fall des folgenden allgemeinen Satzes.

Satz 8.5. Es seien X, Y topologische Räume und f : X → Y eine stetige Funk-
tion. Ist X zusammenhängend, so ist auch f(X) eine zusammenhängende Teil-
menge von Y .

Beweis. Sei h : f(X)→ {0, 1} eine stetige Funktion. Dann ist nach Übungsaufga-
be 7.8 (b) auch die Verkettung h◦f : X → {0, 1} stetig. Da X zusammenhängend
ist, liefert uns Satz 8.3, dass h ◦ f konstant sein muss. Dann ist aber auch h kon-
stant und damit wiederum nach diesem Satz f(X) zusammenhängend.

Als Korollar können wir nun die allgemeine Version des Zwischenwertsatzes for-
mulieren, der sich als Spezialfall obigen Satzes erweist.
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Korollar 8.6 (Zwischenwertsatz). Es seien X zusammenhängend, a, b ∈ X und
f : X → R eine stetige Funktion. Dann nimmt f alle Werte zwischen f(a) und
f(b) an.

Beispiel 8.7. (a) Wir betrachten die allgemeine lineare Gruppe der invertier-
baren d×d-Matrizen GL(d,R) = {A ∈ Rd×d : A invertierbar} und behaup-
ten, dass diese nicht zusammenhängend in Rd×d = Rd2 ist. Dazu verwenden
wir das Ergebnis GL(d,R) = {A ∈ Rd×d : det(A) 6= 0} aus der Linearen
Algebra.

Die Abbildung det : Rd×d → R ist ein Polynom in den d2 Koeffizienten der
Matrix, also insbesondere eine stetige Abbildung, und da det(GL(d,R)) =
R\{0} nicht zusammenhängend ist, kann nach Satz 8.5 auch GL(d,R) nicht
zusammenhängend sein.

Überigens ist {A ∈ Rd×d : det(A) > 0} in Rd×d zusammenhängend. Das
können wir hier aber nicht beweisen.

(b) Mit einem ähnlichen Argument sieht man, dass es für d ≥ 2 keine bijek-
tive und stetige Abbildung von Rd nach R gibt. Denn gäbe es eine solche
Abbildung f , so müsste das Bild der zusammenhängenden Menge Rd \ {0}
zusammenhängend sein. Aus der Bijektivität von f folgt aber

f
(
Rd \ {0}

)
= f(Rd) \ {f(0)} = R \ {f(0)} = (−∞, f(0)) ∪ (f(0),∞)

und diese Menge ist offensichtlich nicht zusammenhängend.

Wenn Sie nun sagen, ist doch klar, dass es so einen Quatsch nicht gibt, dann
seien Sie vor voreiligen intuitiven Vermutungen gewarnt: Recherchieren Sie
mal nach dem Stichwort

”
Peano-Kurve“.

Übungsaufgabe 8.8. Es seien I eine Indexmenge und Xi, i ∈ I, zusammen-
hängende Teilmengen eines topologischen Raums (X, T ) mit

⋂
i∈I Xi 6= ∅. Dann

ist auch
⋃
i∈I Xi zusammenhängend.
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9. Kurven

Dieser erste Abschnitt zur Differentialrechnung in mehreren Variablen passt gar
nicht wirklich zur Überschrift, da wir zunächst bei einer Variablen bleiben, aber
Funktionen von (Teilmengen von) R nach Rd betrachten. Auf diesen Fall lässt
sich die Differentialrechnung aus dem letzten Semester ganz geradeaus erweitern,
so dass wir hier noch keine großen Schwierigkeiten haben werden. Darüberhinaus
werden wir feststellen, dass der hier zentrale Begriff der Kurve auch noch einen
schönen Zusammenhang zu unserer Diskussion über zusammenhängende Mengen
im letzten Abschnitt hat, so dass dieses Kapitel ein bisschen eine Brückenfunktion
einnimmt.
Eine Kurve ist intuitiv eine u. U. wild gebogene Linie in der Ebene oder im
Raum oder gleich in einem toplogischen Raum, z. B. der Funktionsgraph einer
stetigen reellen Funktion oder eine Satellitenbahn. Dies wollen wir nun mathema-
tisch beschreiben. Ein gutes Bild im Kopf ist dabei die Satellitenbahn: Zu deren
Beschreibung kann man für jeden Zeitpunkt t den Ort im Raum angeben, an dem
sich der Satellit zu diesem Zeitpunkt befindet. Das ergibt eine stetige1 Funkti-
on von R oder einem Intervall in R nach R3. Die Bildmenge dieser Abbildung
ist dann eine Kurve als geometrische Linie. Diese entsteht als ein durch unsere
Funktion

”
verbogenes“ Stück R im Raum.

Ab hier beschränken wir uns wieder auf den Fall eines metrischen Raums, auch
wenn die meisten Betrachtungen hier auch in topologischen Räumen funktionie-
ren. Wer Freude daran hat, kann sich ja jeweils in einer Übertragung auf die-
sen allgemeineren Fall üben. Dementsprechend seien in diesem gesamten Kapitel
I ⊆ R ein Intervall und (M, d) ein metrischer Raum.

Definition 9.1. (a) Eine stetige Funktion γ : I →M heißt Kurve in M .

(b) Ist I = [a, b] ein kompaktes Intervall und γ : I → M eine Kurve, so
nennt man γ(a) den Anfangspunkt und γ(b) den Endpunkt der Kurve.
Ist darüberhinaus γ(a) = γ(b) so heißt die Kurve geschlossen.

(c) Die Bildmenge spur(γ) := {γ(t) : t ∈ I} ⊆ M heißt Spur der Kurve oder
auch Weg.

Bemerkung 9.2. (a) Im Umgang mit Kurven unterscheide man penibel zwi-
schen der Kurve, die eine Abbildung ist, und dem Weg, der eine Punktmen-
ge ist. Die Kurve enthält viel mehr Information, z. B. in welcher Richtung

1Wir gehen mal davon aus, dass der Satellit nicht durch Wurmlöcher o.ä. fliegt.
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9. Kurven

der Weg durchflogen wird oder wie schnell, während der Weg nur die be-
reiste Strecke nachzeichnet. Oder wie es Herr Große-Brauckmann in seinem
Skript so schön beschreibt: Der Weg ist das Gleis, die Kurve enthält auch
den ganzen Fahrplan.

(b) Die Satellitenbahn aus der Einleitung ist eine sehr nützliche Verwendung
des Kurvenbegriffs und auch ein gutes Bild, das Sie im Kopf haben können,
wenn Sie sich die folgenden Betrachtungen anschaulich machen wollen. Es
ist in diesem Zusammenhang sehr gut, sich die Variable t als eine Zeitva-
riable vorzustellen und γ(t) als den Ort, an dem sich ein Satellit, Atomkern
oder irgendsonstein Teilchen zum Zeitpunkt t befindet.

Wir betrachten nun M = Kd und eine Kurve γ : I → Kd. Dann lässt sich deren
Ableitung einfach wieder über den Differenzenquotienten definieren, sofern dessen
Grenzwert existiert.

Definition 9.3. Eine Kurve γ : I → Kd heißt differenzierbar, wenn für alle
t0 ∈ I der Grenzwert

γ′(t0) := lim
t→t0

γ(t)− γ(t0)
t− t0

existiert. Für t ∈ I heißt dann γ′(t) ∈ Kd auch Tangentialvektor von γ in t.
Weiter heißt eine differenzierbare Kurve stetig differenzierbar, wenn die Abbil-
dung t 7→ γ′(t) stetig ist.

Bemerkung 9.4. (a) Nach Satz 6.5 (a) gilt für eine Kurve γ : I → Kd mit Ko-
ordinatenfunktionen γ1, γ2, . . . , γd : I → K, falls die beteiligten Grenzwerte
existieren,

γ′(t0) =
(
lim
t→t0

γj(t)− γj(t0)
t− t0

)d
j=1

=
(
γ′j(t0)

)d
j=1

für t0 ∈ I. Wir können also einfach koordinatenweise differenzieren.

(b) Physikalisch ist die Ableitung des Orts eines Teilchens nach der Zeitvaria-
blen genau die Geschwindigkeit des Teilchens zu diesem Zeitpunkt. Das ist
auch hier die Bedeutung des Tangentialvektors: Bei einer differenzierbaren
Kurve zeigt der Tangentialvektor zu jedem Zeitpunkt t0 ∈ I in Richtung
der aktuellen Bewegung, d. h. tangential zum Weg im Punkt γ(t0) und seine
2-Norm entspricht der (skalaren) Geschwindigkeit, mit der sich ein Teilchen
entsprechend γ auf diesem bewegt.

Beispiel 9.5. (a) Sind p, v ∈ Rd fest vorgegeben, so entspricht die Kurve γ :
R→ Rd mit γ(t) = p+ tv einer gleichförmigen Bewegung entlang der durch
den Aufpunkt p und den Richtungsvektor v gegebenen Gerade. Es gilt dann
spur(γ) = {p+ tv : t ∈ R} und γ′(t) = v für alle t ∈ R.
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(b) Wir betrachten für ein r > 0 die Kurve

γ(t) =

(
r cos(t)
r sin(t)

)
, t ∈ [0, 2π].

Diese Kurve beschreibt eine Bewegung entlang der Kreislinie um den Ur-
sprung mit Radius r. Der Anfangs- und Endpunkt ist jeweils (r, 0), es han-
delt sich also um eine geschlossene Kurve.

Der Tangentialvektor errechnet sich zu

γ′(t) =

(
−r sin(t)
r cos(t)

)
, t ∈ [0, 2π],

und seine 2-Norm ist ‖γ′(t)‖2 =
√
r2 sin2(t) + r2 cos2(t) = r. Es handelt sich

also auch hier um eine Bewegung mit konstantemWert der Geschwindigkeit,
aber die Richtung ändert sich beständig, wie alle wissen, die schon einmal
Karussell gefahren sind.

Diese Kurve ist auch besonders wichtig, wenn man sie in C statt in R2

begreift. Dort lässt sie sich einfacher als γC : [0, 2π] → C mit γC(t) = reit

beschreiben.

(c) Ein nicht ganz so einfaches, aber doch alltägliches Beispiel ist die Zykloide
γ : R→ R2 mit

γ(t) =

(
t− sin(t)
1− cos(t)

)
.

Diese beschreibt die Kurve, vgl. Abbildung 9.1, die ein Punkt auf einem
Kreis mit Radius 1 beschreibt, der auf einer Geraden abgerollt wird, d. h.
den Weg den ein Punkt auf Ihrem Fahrradreifen zurücklegt, wenn Sie das
Rad vorwärts schieben.

Abbildung 9.1.: Die Zykloide

Diese Kurve ist, auch wenn das Bild zunächst nicht so aussieht, differen-
zierbar mit

γ′(t) =

(
1− cos(t)
sin(t)

)
.
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9. Kurven

Definition 9.6. Es sei [a, b] ⊆ R ein kompaktes Intervall und γ : [a, b] → Kd

eine stetig differenzierbare Kurve. Dann ist die Länge von γ gegeben durch

L(γ) :=

∫ b

a

‖γ′(t)‖ dt.

Bemerkung 9.7. Diese Definition kann man sich wieder gut mit Hilfe der An-
schauung einer Kurve als Flugbahn klar machen. Die Länge der Gesamtstrecke
erhält man, indem man in jedem Punkt den Wert der Momentangeschwindigkeit
aufsummiert, d. h. aufintegriert.
Man beachte, dass die verwendete Norm in der Definition der Kurvenlänge nicht
egal ist. Bei verschiedener Wahl der Norm kommen natürlich auch verschiedene
Kurvenlängen heraus. Üblicherweise wird man den alltäglichen Längenbegriff,
d. h. die 2-Norm, verwenden wollen.

Beispiel 9.8. (a) Wir überprüfen diese Formel für die Weglänge auch anhand
unseres obigen Beispiels 9.5(b). Wir betrachten also wieder

γ(t) =

(
r cos(t)
r sin(t)

)
, t ∈ [0, 2π] mit γ′(t) =

(
−r sin(t)
r cos(t)

)
.

Dann ist

L(γ) =

∫ 2π

0

‖γ′(t)‖2 dt =
∫ 2π

0

r dt = 2πr,

was recht gut mit unserer Erwartung an den Umfang eines Kreises vom
Radius r harmoniert.

(b) Als zweites Beispiel können wir nun die Länge des Funktionsgraphen einer
stetig differenzierbaren Funktion f : [a, b] → R berechnen. Dieser Graph
als Linie in R2 lässt sich nämlich folgendermaßen als Spur einer Kurve
γ : [a, b]→ R2 parametrisieren:

γ(t) =

(
t

f(t)

)
, t ∈ [a, b].

Damit ist die Länge des Graphen gegeben durch

L(γ) =

∫ b

a

‖γ′(t)‖2 dt =
∫ b

a

√
1 + f ′(t)2 dt.

Bemerkung 9.9. Nun steht ein berechtigter Einwand in der Luft: Wir berechnen
in Beispiel 9.8 mithilfe der Kurve γ die Länge der Linie spur(γ). Es gibt aber
zur selben Spur immer mehrere mögliche Kurven, so ist z.B.

γ̃(t) =

(
r cos(2t)
r sin(2t)

)
, t ∈ [0, π], mit γ̃′(t) =

(
−2r sin(2t)
2r cos(2t)

)
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ebenfalls eine Kurve, deren Spur die einfach durchlaufene Kreislinie um den Ur-
sprung mit Radius r ist, genauso wie das γ aus Beispiel 9.5(b). Nur durchläuft γ̃
den Weg in der doppelten Geschwindigkeit und dafür in der halben Zeit. Durch
eine solche Umparametrisierung sollte sich natürlich bitte die Weglänge nicht
ändern.

Um das einzusehen, sei γ : [a, b]→ Kd eine stetig differenzierbare Kurve. Die Um-
parametrisierung auf ein weiteres kompaktes Intervall [α, β] in R wird beschrieben
durch eine stetig differenzierbare und bijektive Funktion ϕ : [α, β] → [a, b] mit
ϕ′(t) 6= 0 für alle t ∈ [α, β]. Dann ist auch γ̃ : [α, β] → Kd mit γ̃ := γ ◦ ϕ eine
stetig differenzierbare Kurve und es gilt spur(γ) = spur(γ̃).

Tatsächlich ist auch L(γ) = L(γ̃). Dazu berechnen wir zunächst

L(γ̃) =

∫ β

α

‖γ̃′(t)‖ dt =
∫ β

α

∥∥γ′(ϕ(t))ϕ′(t)
∥∥ dt =

∫ β

α

∥∥γ′(ϕ(t))
∥∥|ϕ′(t)| dt.

Nun ist dank der Nullstellenfreiheit von ϕ′ entweder ϕ′ > 0 oder ϕ′ < 0 auf
[α, β]. Im ersteren Fall ist ϕ(α) = a und ϕ(β) = b. Man nennt eine solche Um-
parametrisierung orientierungserhaltend. Im Fall, dass ϕ′ überall negativ ist, gilt
umgekehrt ϕ(α) = b und ϕ(β) = a. Eine solche Umparametrisierung wird orien-
tierungsumkehrend genannt.

In beiden Fällen erhalten wir jedoch mit der Substitution s = ϕ(t)

L(γ̃) =





∫ β

α

∥∥γ′(ϕ(t))
∥∥ϕ′(t) dt =

∫ b

a

‖γ′(s)‖ ds falls ϕ′ > 0

−
∫ β

α

∥∥γ′(ϕ(t))
∥∥ϕ′(t) dt =

∫ b

a

‖γ′(s)‖ ds falls ϕ′ < 0





= L(γ).

Nun ist eine weitere Warnung angebracht, denn es liegt der Schnellschluss nahe,
dass die Länge eine Eigenschaft des Weges ist und für jede Kurve, die diesen Weg
beschreibt gleich. Das stimmt aber auch nicht, wie das folgende einfache Beispiel
zeigt. Die Kurve γ̂ : [0, 4π]→ R2 mit γ(t) = (r cos(t), r sin(t))T hat ebenfalls die
selbe Spur wie γ und γ̃, aber nun wird die Kreislinie zweimal durchlaufen und
die Länge dieser Kurve ist 4πr.

Kurven, bzw. Wege, bieten eine zweite Möglichkeit Zusammenhang von Mengen
zu definieren. Intuitiv ist eine Menge ein zusammenhängendes Gebilde, wenn
wir von jedem Punkt zu jedem anderen innerhalb der Menge gelangen können,
wenn wir die beiden also durch einen Weg in der Menge verbinden können. Wir
definieren zunächst den entsprechenden Begriff.

Definition 9.10. Ein metrischer Raum (M, d) heißt wegzusammenhängend,
wenn für alle x, y ∈ M ein Intervall [a, b] in R und eine Kurve γ : [a, b] → M
existieren, so dass γ(a) = x und γ(b) = y ist.
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9. Kurven

Tatsächlich sind die beiden Begriffe Zusammenhang und Wegzusammenhang
nicht identisch, sondern es gibt hier subtile Unterschiede. Wir notieren jedoch
die folgenden Zusammenhänge.

Satz 9.11. (a) Ist M wegzusammenhängend, so ist M zusammenhängend.

(b) Es sei D eine offene, zusammenhängende Teilmenge eines normierten Vek-
torraums. Dann gibt es für alle x, y ∈ D eine Kurve γ : [a, b] → D mit
γ(a) = x und γ(b) = y, die aus endlich vielen Geradenstücken besteht.
Insbesondere ist D wegzusammenhängend.

Beweis. (a) Sei M ein wegzusammenhängender metrischer Raum. Weiter seien
f : M → {0, 1} eine stetige Abbildung und x, y ∈ M . Dann gibt es nach
Voraussetzung eine Kurve γ : [a, b] → M mit γ(a) = x und γ(b) = y und
die Funktion f ◦ γ : [a, b] → {0, 1} ist als Verkettung stetiger Funktionen
stetig. Da [a, b] als Intervall zusammenhängend ist, muss f ◦γ nach Satz 8.3
konstant sein. Damit gilt

f(x) = f(γ(a)) = f(γ(b)) = f(y),

und da x und y in M beliebig waren, bekommen wir, dass f eine konstante
Funktion ist. Das bedeutet aber wiederum mit Hilfe von Satz 8.3, dass M
zusammenhängend ist.

(b) Sei x ∈ D. Wir betrachten die Menge A aller z ∈ D, die mit x durch eine
Kurve verbunden werden können, die aus endlich vielen Geradenstücken
besteht, und setzen B := D \A.
Im Folgenden zeigen wir, dass sowohl A als auch B offene Teilmengen von
D sind. Nach Konstruktion gilt außerdem D = A ∪ B und A ∩ B = ∅.
Da D zusammenhängend vorausgesetzt ist, muss dann also eine der beiden
Mengen leer sein. Mittels einer konstanten Kurve kann x mit x verbunden
werden, also ist x ∈ A, d. h. B ist leer. Damit ist D = A und wir sind fertig.

Zum Nachweis, dass A offen ist, wählen wir uns ein z0 ∈ A. Dann gilt auch
z0 ∈ D und wegen der Offenheit von D gibt es ein ε > 0 mit Uε(z0) ⊆ D. Sei
nun z ∈ Uε(z0). Da z0 ∈ A ist, gibt es eine Kurve γ1 in D, die x und z0 durch
endlich viele Geradenstücke verbindet. Weiter ist die Verbindungslinie von
z und z0 ganz in der Kugel Uε(z0) enthalten, vgl. Übungsaufgabe 2.5. Wir
können an die Kurve γ1 also ein weiteres Geradenstück anfügen und erhalten
eine Kurve aus endlich vielen Geradenstücken, die x mit z verbindet. Damit
ist Uε(z0) ⊆ A und A offen.

Es fehlt noch die Offenheit von B. Zu vorgegebenem z0 ∈ B wählen wir
wieder ein ε > 0 mit Uε(z0) ⊆ D und zeigen Uε(z0) ⊆ B. Dazu nehmen wir
an, es gäbe ein z ∈ Uε(z0) mit z 6∈ B. Dann ist z ∈ A und genau die gleiche
Konstruktion, wie im vorhergehenden Beweisteil liefert uns eine Kurve aus

64



endlich vielen Geradenstücken, die x und z0 via z verbindet. Damit wäre
dann aber z0 in A, was einen Widerspruch darstellt.

Warnung 9.12. Im allgemeinen Kontext von metrischen Räumen können Zu-
sammenhang und Wegzusammenhang auseinanderfallen, die Zusatzvoraussetzun-
gen in Teil (b) des obigen Satzes sind also wichtig. Ein Beispiel einer zusam-
menhängenden aber nicht wegzusammenhängenden Teilmenge von R2 ist der
Graph einer geeigneten Flatter-Sinus-Funktion:

{
(x, f(x)) : x ∈ [0, 1]

}
mit f(x) :=

{
sin(1/x), falls x > 0,

0, falls x = 0.
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10. Partielle Ableitungen

Wir betrachten nun Funktionen f : G → Rp mit G ⊆ Rd und wollen den Ab-
leitungsbegriff und die Differentialrechnung auf diese erweitern. Dazu sei im ge-
samten Abschnitt G ⊆ Rd offen.
Die direkte Übertragung der Definition über den aus der Analysis I bekannten
Differenzenquotienten

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)
x− x0

= lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)
h

ist nicht möglich, denn nun sind ja x, x0 ∈ G ⊆ Rd, bzw. h ∈ Rd, Vektoren
und durch Vektoren kann man nicht teilen. Wir haben hier also ein strukturelles
Problem.
Dieses Problem ist natürlich nicht nur formaler Natur, sondern hat auch eine
anschauliche Komponente. In Rd gibt es viel mehr Richtungen als nur hin und
her. Diese reichhaltigere Geometrie kann das reine dividieren durch den Abstand
nicht ausleuchten. Der Graph einer Funktion von R2 nach R lässt sich noch gut
als Graph in R3 visualisieren, vgl. Abbildungen 5.2 und 5.1. Stellen Sie sich vor
sie stehen auf diesem Graph und machen dort eine Wanderung. Wie groß ist nun
die Steigung in einem Punkt? Das kommt eben darauf an, in welche Richtung Sie
schauen, es gibt einfach nicht die Steigung.
In diesem und dem nächsten Abschnitt werden wir zwei Ansätze kennenlernen,
um dieses Problem zu lösen, die beide im Wesentlichen zum selben Ergebnis
führen. Trotzdem sind beide Zugänge wichtig, da der erste ohne den zweiten
keine vernünftige Theorie ergibt und der zweite ohne den ersten zu einer nicht
praktikabel zu berechnenden Ableitung führt.
Wir versuchen zunächst den Differenzenquotienten zu retten, indem wir uns da-
rauf beschränken, mehrere eindimensionale Ableitungen zu berechnen, die zusam-
men das Verhalten der Funktion f beschreiben sollen. Dazu berechnen wir die
Ableitung zunächst nur in eine Richtung.

Definition 10.1. Es sei f : G→ Rp eine Funktion, x0 ∈ G und v ∈ Rd. Existiert
dann der Grenzwert

∂vf(x0) := lim
h→0

f(x0 + hv)− f(x0)
h

,

so heißt f in x0 in Richtung v differenzierbar und ∂vf(x0) die Richtungsableitung
von f in x0 in Richtung v.
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10. Partielle Ableitungen

Anschaulich bedeutet diese Definition, dass wir uns nur die Funktionswerte von
f entlang der Geraden {x0 + λv : λ ∈ R} in G anschauen und den Schnitt
von f entlang dieser Geraden im eindimensionalen Sinne differenzieren. Wir be-
stimmen die Steigung am Hang, wenn wir stur in Richtung v laufen. Dies ist in
Abbildung 10.1 angedeutet.
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Abbildung 10.1.: Der Graph einer Funktion von R2 nach R und der Schnitt, der zu
einer partiellen Ableitung, d. h. Richtungsableitung in Richtung
einer Koordinatenachse, führt

Bemerkung 10.2. In obiger Definition ist bewusst auch die Ableitung in
”
Rich-

tung“ des Nullvektors definiert. Diese ist für jede Funktion und an jeder Stelle
immer Null und damit nicht besonders interessant. Dieses Vorgehen erspart aber
im Folgenden viele unübersichtliche Fallunterscheidungen.

Übungsaufgabe 10.3. Definiert man gv(h) := f(x0+hv) für alle h ∈ R, für die
x0 + hv in G liegt, so gilt

∂vf(x0) = g′v(0).

Nun statten wir den Rd mit der Standardbasis aus. Die Ableitungen in Richtung
der Standardbasisvektoren bekommen einen eigenen Namen.

Definition 10.4. Es sei f : G → Rp eine Funktion und {e1, e2, . . . , ed} die
Standardbasis des Rd.

(a) Existieren in einem x0 ∈ G die Richtungsableitungen von f in alle Rich-
tungen e1, e2, . . . , ed, so heißt f in x0 partiell differenzierbar. Man schreibt
dann für j = 1, 2, . . . , d auch

∂jf(x0) :=
∂f

∂xj
(x0) := fxj(x0) := ∂ejf(x0)

für die partielle Ableitung von f in x0 nach der j-ten Koordinate.
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(b) Ist f in allen x0 ∈ G partiell differenzierbar, so sagt man f ist in G partiell
differenzierbar und schreibt ∂jf = ∂f

∂xj
= fxj : G → Rp für die partielle

Ableitung(sfunktion).

(c) Ist f in G partiell differenzierbar und sind sämtliche partiellen Ableitungen
∂1f, ∂2f, . . . , ∂df : G → Rp stetig, so nennt man f stetig partiell differen-
zierbar in G.

Bemerkung 10.5. Die Notation ist im Bereich der partiellen Ableitungen leider
ziemlich vielfältig. Alle oben angeführen Bezeichnungen sind synonym und in der
Literatur üblich, so dass man sich wohl oder übel an alle gewöhnen muss.

Beispiel 10.6. Wir betrachten die Identität f : Rd → Rd mit f(x) = x. Dann
gilt für jede Richtung v ∈ Rd und jedes x0 ∈ Rd

∂vf(x0) = lim
h→0

f(x0 + hv)− f(x0)
h

= lim
h→0

x0 + hv − x0
h

= v.

Damit gilt für die partiellen Ableitungen

∂jf(x0) = ej für alle j = 1, 2, . . . , d.

Bemerkung 10.7. Die praktische Berechnung der partiellen Ableitungen ist
einfach: Will man die j-te partielle Ableitung von f bestimmen, so behandelt
man die anderen Variablen x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xd als konstante Parameter und
leitet ganz wie gewohnt nach der einen Variablen xj ab. Das sieht man z.B. für
j = 1 an der Rechnung

∂1f(x1, . . . , xd) = lim
h→0

f
(
(x1, . . . , xd)

T + h(1, 0, . . . , 0)T
)
− f(x1, . . . , xd)

h

= lim
h→0

f(x1 + h, x2, . . . , xd)− f(x1, x2, . . . , xd)
h

.

Beispiel 10.8. Für die Funktion f : R3 → R mit f(x, y, z) = xexz+y
2
gilt nach

obiger Bemerkung damit

∂1f(x, y, z) = exz+y
2

+ xexz+y
2 · z = (1 + xz)exz+y

2

,

∂2f(x, y, z) = xexz+y
2 · 2y = 2xyexz+y

2

,

∂3f(x, y, z) = xexz+y
2 · x = x2exz+y

2

.

Der Fall einer Funktion mit Werten in Rp für p > 1 lässt sich wie schon bei der
Stetigkeit auf den Fall p = 1 zurückspielen.

Satz 10.9. Ist f : G→ Rp eine Funktion und x0 ∈ G, so ist f in x0 genau dann
partiell differenzierbar, wenn alle Koordinatenfunktionen f1, f2, . . . , fp : G → R

in x0 partiell differenzierbar sind. In diesem Fall gilt

∂jf(x0) =
(
∂jf1(x0), ∂jf2(x0), . . . , ∂jfp(x0)

)T
, j = 1, 2, . . . , d.
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10. Partielle Ableitungen

Beweis. Die Funktion f ist in x0 genau dann partiell nach der j-ten Koordinaten
differenzierbar, wenn der Grenzwert

lim
h→0

f(x0 + hej)− f(x0)
h

in Rp existiert und der Wert ist dann die partielle Ableitung. Damit folgt die
Behauptung aus Satz 6.5(a) über koordinatenweise Konvergenz.

Bemerkung 10.10. Mit Bemerkung 10.7 und diesem Satz haben wir das Pro-
blem der konkreten Berechnung von partiellen Ableitungen auf den Fall von Funk-
tionen von R nach R zurückgespielt. Wir brauchen also keine neuen Ableitungsre-
geln, sondern können mit unserem bisherigen Wissen alle partiellen Ableitungen
berechnen, sofern diese existieren.

Definition 10.11. Ist f : G→ Rp in x0 ∈ G partiell differenzierbar, so heißt die
p× d-Matrix aller partiellen Ableitungen

Jf(x0) :=




∂1f1(x0) ∂2f1(x0) . . . ∂df1(x0)
∂1f2(x0) ∂2f2(x0) . . . ∂df2(x0)

...
...

...
...

∂1fp(x0) ∂2fp(x0) . . . ∂dfp(x0)




Jacobi-Matrix von f .
Im Spezialfall p = 1 nennt man die 1× d-Matrix, d. h. den Rd-Zeilenvektor

∇f(x0) := Jf(x0) =
(
∂1f(x0), ∂2f(x0), . . . , ∂df(x0)

)

Gradient von f .

Bemerkung 10.12. (a) Es gilt in dieser Notation

Jf(x) =




∇f1(x)
∇f2(x)

...
∇fp(x)


 .

(b) Der Gradient einer Funktion f : G → R hat auch eine anschauliche Be-
deutung. Ist f glatt genug, so gibt der Vektor ∇f(x0) die Richtung an,
in der der Graph von f an der Stelle x0 am stärksten ansteigt und seine
Länge entspricht dieser maximalen Steigung. Einen Beweis dieser Aussage
können wir erst in Bemerkung 11.10 geben, dazu fehlt uns noch einiges
theoretisches Rüstzeug.

Auf dieser Eigenschaft beruhen viele numerische Optimierungsverfahren,
die zum Suchen des Optimums in Richtung des Gradienten der zu opti-
mierenden Größe gehen (

”
Gradientenmethoden“), getreu dem Motto: Der

schnellste Weg zum Gipfel ist immer in die steilste Richtung den Hang
hinauf und das ist eben die Richtung des Gradienten.
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Beispiel 10.13. Wir betrachten wieder die Funktion f : R2 → R mit

f(x, y) =

{
xy

x2+y2
, falls (x, y) 6= (0, 0),

0, falls (x, y) = (0, 0),

vgl. Beispiel 5.9. Außerhalb von (0, 0) ist diese offensichtlich partiell differenzier-
bar mit

∂1f(x, y) =
y(x2 + y2)− 2x · xy

(x2 + y2)2
=

y3 − x2y
(x2 + y2)2

und

∂2f(x, y) =
x(x2 + y2)− 2y · xy

(x2 + y2)2
=

x3 − xy2
(x2 + y2)2

, (x, y) 6= (0, 0).

Die partiellen Ableitungen im Ursprung berechnen sich über den Differenzenquo-
tienten:

∂1f(0, 0) = lim
h→0

f(h, 0)− f(0, 0)
h

= lim
h→0

0
h2
− 0

h
= 0, und

∂2f(0, 0) = lim
h→0

f(0, h)− f(0, 0)
h

= lim
h→0

0
h2
− 0

h
= 0.

Also ist ∇f(0, 0) = (0, 0).
Versuchen wir nun die Richtungsableitung im Ursprung in eine Richtung v =
(v1, v2) ∈ R2 zu bestimmen, so bekommen wir den Grenzwert

lim
h→0

f(0 + hv)− f(0)
h

= lim
h→0

hv1hv2
(hv1)2+(hv2)2

h
= lim

h→0

v1v2
h(v21 + v22)

.

Sobald v1 und v2 beide nicht Null sind, wir uns also nicht in Richtung einer Ko-
ordinatenachse bewegen, existiert dieser Grenzwert aber gar nicht. Die einzigen
Richtungen in die hier Richtungsableitungen existieren, sind also gerade die Rich-
tungen der Standardbasis, die zu den partiellen Ableitungen gehören. Betrachten
Sie dazu auch noch einmal den Graphen der Funktion f in Abbildung 5.1.
Daran sieht man, dass man aus der Existenz der partiellen Ableitungen alleine
nicht auf irgendwelche anderen Richtungsableitungen schließen kann.
Das Beispiel zeigt darüber hinaus auch aus einem anderen Grund, dass alleine
mit dem Begriff der partiellen Differenzierbarkeit kein Staat zu machen ist. Wir
haben hier nämlich eine im Ursprung partiell differenzierbare Funktion, die dort
aber noch nicht einmal stetig ist wie wir in Beispiel 5.9 gesehen haben.

Beachten Sie, dass f im vorstehenden Beispiel nicht stetig partiell differenzier-
bar ist. Tatsächlich ist dies ein entscheidendes Detail, denn wenn die partiellen
Ableitungen stetig sind, können solche Sauereien nicht passieren. Bis wir das
in Satz 11.12 exakter formulieren können brauchen wir aber noch einen Stapel
Theorie.
Wir führen zunächst die partiellen Ableitungen höherer Ordnung ein. Die Defi-
nition dürfte keine große Überraschung sein.
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10. Partielle Ableitungen

Definition 10.14. Es seien n ∈ N mit n ≥ 2, x0 ∈ G und f : G → Rp eine
Funktion.

(a) Man nennt f n-mal (stetig) partiell differenzierbar in x0, wenn sie schon
(n − 1)-mal (stetig) partiell differenzierbar auf G ist und alle (n − 1)-ten
partiellen Ableitungen in x0 wieder (stetig) partiell differerenzierbar sind.

(b) Man nennt f n-mal (stetig) partiell differenzierbar auf G, wenn f dieses in
jedem x0 ∈ G ist.

(c) Es bezeichnet für H ⊆ Rp und k ∈ N

Ck(G,H) :=
{
f : G→ H | f k-mal stetig partiell differenzierbar auf G

}
.

Notiert werden mehrfache partielle Ableitungen durch Hintereinanderschreiben
der einzelnen Ableitungen, also z.B.

∂1∂3∂1f, ∂32∂1f,
∂3f

∂x1∂x22
oder fx1x2x3,

je nach der verwendeten Notation. Wie wir gleich sehen werden, ist die Reihenfol-
ge der Ableitungen dabei meist egal, sollte das nicht der Fall sein, ist mit obigen
Schreibweisen die folgende Klammerung gemeint:

∂1∂2f = ∂1(∂2f),
∂2f

∂x1∂x2
=

∂

∂x1

( ∂f
∂x2

)
, fx2x1 = (fx2)x1.

Beispiel 10.15. Wir betrachten die Funktion f : R2 → Rmit f(x, y) = x3y+xey.
Dann haben wir für die partiellen Ableitungen erster Ordnung

∂1f(x, y) = 3x2y + ey und ∂2f(x, y) = x3 + xey.

Die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung lauten

∂21f(x, y) = 6xy ∂1∂2f(x, y) = 3x2 + ey

∂2∂1f(x, y) = 3x2 + ey ∂22f(x, y) = xey .

So kann man nun natürlich ewig weitermachen. Hier ist noch die dritte Ordnung:

∂31f(x, y) = 6y ∂1∂
2
2f(x, y) = ey

∂1∂2∂1f(x, y) = 6x ∂22∂1f(x, y) = ey

∂21∂2f(x, y) = 6x ∂2∂1∂2f(x, y) = ey

∂2∂
2
1f(x, y) = 6x ∂32f(x, y) = xey.
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Betrachtet man die partiellen Ableitungen in obigem Beispiel noch einmal genau-
er, so stellt man fest, dass das Ergebnis der Ableiterei nicht von der Reihenfolge
der Differenziationen, sondern nur von der Anzahl abzuhängen scheint, wie oft
jeweils nach der ersten bzw. der zweiten Koordinaten differenziert wird. So ist
in obigem Beispiel z.B. ∂1∂2f(x, y) = ∂2∂1f(x, y). Das ist tatsächlich kein Zufall,
denn es gilt der folgende Satz.

Satz 10.16 (Satz von Schwarz). Es seien f : G → Rp eine Funktion und j, k ∈
{1, 2, . . . , d}. Existieren in G die partiellen Ableitungen ∂jf , ∂kf und ∂j∂kf und
ist ∂j∂kf stetig in x0 ∈ G, so existiert auch ∂k∂jf(x0) und es gilt

∂k∂jf(x0) = ∂j∂kf(x0).

Beweis. Da G offen ist, gibt es ein δ > 0, für das x0 + sej + tek ∈ G liegt für alle
(s, t) ∈ (−δ, δ)2 ⊆ R2. Wir betrachten nun die Funktion ϕ : (−δ, δ)2 → R mit
ϕ(s, t) = f(x0 + sej + tek) Für diese gilt

∂1ϕ(s, t) = lim
h→0

ϕ(s+ h, t)− ϕ(s, t)
h

= lim
h→0

f
(
x0 + (s+ h)ej + tek

)
− f(x0 + sej + tek)

h

= lim
h→0

f(x0 + sej + tek + hej)− f(x0 + sej + tek)

h
= ∂jf(x0 + sej + tek).

Genauso zeigt man

∂2ϕ(s, t) = ∂kf(x0 + sej + tek) und

∂1∂2ϕ(s, t) = ∂j∂kf(x0 + sej + tek).

Nun können wir darangehen, die Existenz von ∂2∂1ϕ(0, 0) = ∂k∂jf(x0) nachzu-
weisen. Es gilt

∂2∂1ϕ(0, 0) =
[ d
dt

(
lim
s→0

ϕ(s, t)− ϕ(0, t)
s

)]∣∣∣
t=0

= lim
t→0

lims→0
ϕ(s,t)−ϕ(0,t)

s
− lims→0

ϕ(s,0)−ϕ(0,0)
s

t

= lim
t→0

lim
s→0

1

s

(
ϕ(s, t)− ϕ(0, t)

)
−
(
ϕ(s, 0)− ϕ(0, 0)

)

t
.

Für s ∈ (−δ, δ) setzen wir nun Φs(t) := ϕ(s, t) − ϕ(0, t), t ∈ (−δ, δ). Dann gilt
Φ′
s(t) = ∂2ϕ(s, t)− ∂2ϕ(0, t) und mit dem Mittelwertsatz bekommen wir für ein

κ ∈ (0, 1)

∂2∂1ϕ(0, 0) = lim
t→0

lim
s→0

1

s

Φs(t)− Φs(0)

t
= lim

t→0
lim
s→0

1

s
Φ′
s(κt)

= lim
t→0

lim
s→0

∂2ϕ(s, κt)− ∂2ϕ(0, κt)
s

.
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Nach Voraussetzung existiert ∂1∂2ϕ(s, t), also ist für jedes t ∈ (−δ, δ) die Funktion
Ψt(s) := ∂2ϕ(s, κt), s ∈ (−δ, δ), differenzierbar mit Ψ′

t(s) = ∂1∂2ϕ(s, κt) und wir
können nun auf diese Funktion den Mittelwertsatz anwenden. Das liefert für ein
η ∈ (0, 1)

∂2∂1ϕ(0, 0) = lim
t→0

lim
s→0

Ψt(s)−Ψt(0)

s
= lim

t→0
lim
s→0

Ψ′
t(ηs) = lim

t→0
lim
s→0

∂1∂2ϕ(ηs, κt).

Nun greift die Voraussetzung, dass ∂1∂2ϕ in (0, 0) stetig ist. Demnach existiert
obiger Limes und es gilt

∂k∂jf(x0) = ∂2∂1ϕ(0, 0) = lim
t→0

lim
s→0

∂1∂2ϕ(ηs, κt) = ∂1∂2ϕ(0, 0) = ∂j∂kf(x0).

Kein Satz bleibt ohne die Warnung auf die Voraussetzungen zu achten. Ist f
zweimal partiell differenzierbar, aber sind die partiellen Ableitungen nicht stetig,
so gilt der Satz von Schwarz im Allgemeinen nicht, wie das nächste Beispiel zeigt.

Beispiel 10.17. Wir betrachten die Funktion f : R2 → R mit

f(x, y) :=

{
xy x

2−y2

x2+y2
, falls (x, y) 6= (0, 0)

0, falls (x, y) = (0, 0).

Dann ist f auf ganz R2 partiell differenzierbar mit

∂1f(x, y) =

{
y x

4+4x2y2−y4

(x2+y2)2
, falls (x, y) 6= (0, 0)

0, falls (x, y) = (0, 0),

∂2f(x, y) =

{
xx

4−4x2y2−y4

(x2+y2)2
, falls (x, y) 6= (0, 0)

0, falls (x, y) = (0, 0).

Damit ist

∂2∂1f(0, 0) = lim
h→0

h−h4

h4
− 0

h
= −1 und

∂1∂2f(0, 0) = lim
h→0

hh
4

h4

h
= 1.
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11. Totale Differenzierbarkeit

Wir wollen nun die unbefriedigenden Anteile des vorigen Abschnittes auflösen und
das Differenziationsproblem im Rd noch mal ein wenig abstrakter anschauen. Das
ist dringend nötig, denn wie wir in Beispiel 10.13 gesehen haben, lässt sich aus
der reinen Existenz der partiellen Ableitungen noch nichts brauchbares folgern.
In diesem Fall können diese Ableitungen in keiner Weise geometrisch interpretiert
oder für eine Anwendung verwendet werden. Das liegt daran, dass der Begriff der
partiellen Ableitungen zu schwach ist, es ist einfach noch nicht der richtige Ab-
leitungsbegriff für Funktionen in mehreren Variablen. Diesen

”
richtigen“ Begriff

wollen wir jetzt kennenlernen.
Dazu erinnern wir uns daran, dass in einer Variablen die Ableitung in ihrer In-
terpretation als Tangentensteigung eine lineare Approximation der Funktion dar-
stellt. Wir können nun natürlich nicht mehr durch eine Gerade approximieren,
aber weiterhin durch eine lineare Abbildung. Diese Idee haben wir in Satz I.22.6
kennengelernt. Dort wurde gezeigt, dass f : R → R genau dann in x0 ∈ R dif-
ferenzierbar ist, wenn es eine lineare Funktion g : R → R und eine Funktion
r : R→ R gibt mit

f(x0 + h) = f(x0) + g(h) + r(h) für alle h ∈ R und lim
h→0

r(h)

h
= 0.

In diesem Fall ist der Graph der Funktion h 7→ f(x0) + g(h) dann genau die
Tangente an f in x0 und die Steigung von g ist die Ableitung von f in x0.
Auch diese Formulierung können wir nicht direkt für Vektoren x0 und h nutzen,
denn es würde dann immer noch durch den Vektor h geteilt. Der entscheidende
Unterschied ist aber, dass der dabei betrachtete Grenzwert nun Null sein soll.
Wir können also äquivalent um den hier betrachteten Bruch Betragsstriche oder
in Rd Normstriche machen. Das beschert uns die folgende zentrale Definition.
Im gesamten Abschnitt sei wieder G ⊆ Rd eine offene Menge.

Definition 11.1. Eine Funktion f : G → Rp heißt (total) differenzierbar in
x0 ∈ G, wenn es eine lineare Abbildung T ∈ L(Rd,Rp) gibt, so dass gilt

f(x0 + h) = f(x0) + Th+ r(h), x0 + h ∈ G,

mit einer Funktion r : Rd → Rp, die

lim
h→0

r(h)

‖h‖ = 0
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erfüllt.
Die lineare Abbildung Df(x0) := T heißt dann (totale) Ableitung von f in x0.
Ist f in allen x0 ∈ G total differenzierbar, so heißt f (total) differenzierbar auf
G und die Funktion Df : G→ L(Rd,Rp) die Ableitung(sfunktion) von f .

Bemerkung 11.2. (a) Wie üblich ist die konkrete Wahl der Norm in obiger
Definition dank Satz 6.3 unerheblich. In diesem Sinne werden wir hier auch
in allen weiteren Betrachtungen einfach ‖ · ‖ schreiben, wenn die konkrete
Wahl der Norm egal ist.

(b) Desweiteren ist es häufig von Vorteil sich klarzumachen, dass die Grenzwert-
bedinung an die Restfunktion r gleichbedeutend mit limh→0 ‖r(h)‖/‖h‖ = 0
als Grenzwert in R ist.

Um obige Definition wasserdicht zu machen brauchen wir noch die Eindeutigkeit
der Ableitung.

Satz 11.3. Die totale Ableitung ist, sofern sie existiert, eindeutig.

Beweis. Übungsaufgabe

Beispiel 11.4. (a) Es sei y ∈ Rd fest gewählt, 〈·, ·〉 das Standardskalarprodukt
in Rd und f : Rd → R gegeben durch f(x) = 〈y, x〉. Dann gilt für alle x0 in
Rd dank der Linearität des Skalarprodukts

f(x0 + h) = 〈y, x0 + h〉 = 〈y, x0〉+ 〈y, h〉 = f(x0) + yTh.

Die Abbildung h 7→ yTh, h ∈ Rd, ist aus L(Rd,R). Wir haben also eine
Darstellung für f(x) gefunden wie sie in Definition 11.1 gefordert ist. Hier
ist sogar r(h) = 0, h ∈ Rd, womit die Grenzwertbedingung sicher erfüllt ist.
Die Ableitungsfunktion Df ist also konstant und ihr Wert ist die lineare
Abbildung, die durch die Multiplikation mit yT gegeben ist.

Allgemein gilt, dass die Ableitung einer linearen Abbildung T : Rd → Rp in
jedem Punkt die Abbildung T selbst ist. Rechnen Sie das doch mal nach!

(b) Für eine symmetrische Matrix B ∈ Rd×d betrachten wir die Funktion f :
Rd → R mit f(x) = 〈x,Bx〉 =∑d

j,k=1 bjkxjxk. Dann ist für alle x0, h ∈ Rd

f(x0 + h) = 〈x0 + h,B(x0 + h)〉
= 〈x0, Bx0〉+ 〈x0, Bh〉+ 〈h,Bx0〉+ 〈h,Bh〉
= f(x0) + 2〈Bx0, h〉+ 〈h,Bh〉 = f(x0) + (2Bx0)

T · h + 〈h,Bh〉
= f(x0) + Th+ r(h)

mit der linearen Abbildung T : v 7→ 2(Bx0)
T · v und dem Rest r(h) =

〈h,Bh〉, für den mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung wie verlangt

|r(h)|
‖h‖ =

|〈h,Bh〉|
‖h‖ ≤ ‖h‖‖Bh‖‖h‖ = ‖Bh‖ −→ 0 (h→ 0)
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gilt, da lineare Abbildungen auf Rd nach Satz 6.6 stetig sind.

Also ist f in jedem x0 ∈ Rd differenzierbar und es gilt Df(x0)v = 2〈Bx0, v〉,
v ∈ Rd.

Wir wollen nun zunächst zeigen, dass die totale Differenzierbarkeit Stetigkeit
der Funktion impliziert, im Gegensatz zur partiellen Differenzierbarkeit, vgl. Bei-
spiel 10.13.

Satz 11.5. Ist f : G → Rp in x0 ∈ G total differenzierbar, so ist f auch stetig
in x0.

Beweis. Für alle h ∈ Rd mit x0 + h ∈ G gilt nach der Definition der totalen
Differenzierbarkeit

f(x0 + h) = f(x0) +Df(x0)h+ r(h) mit lim
h→0

r(h)

‖h‖ = 0.

Nun ist dank Satz 6.6 die lineare Abbildung Df(x0) stetig und deshalb gilt
limh→0Df(x0)h = 0.
Außerdem impliziert die totale Differenzierbarkeit von f insbesondere

lim
h→0

r(h) = lim
h→0

r(h)

‖h‖ · ‖h‖ = 0 · 0 = 0.

Also haben wir

lim
h→0

f(x0 + h) = lim
h→0

(
f(x0) +Df(x0)h+ r(h)

)
= f(x0) + 0 + 0 = f(x0).

Wir wollen nun eine erste Brücke von den totalen Ableitungen zu den partiellen
schlagen und zeigen, dass der Begriff der totalen Ableitung stärker ist.

Satz 11.6. Es sei f : G→ Rp eine in x0 ∈ G total differenzierbare Funktion und
v ∈ Rd. Dann existiert in x0 die Richtungsableitung von f in Richtung v und es
gilt

∂vf(x0) = Df(x0)v.

Beweis. Wir wenden für s ∈ R \ {0} mit x0 + sv ∈ G die Definition der totalen
Differenzierbarkeit 11.1 mit h = sv an. Das ergibt

f(x0 + sv) = f(x0) +Df(x0)(sv) + r(sv) mit lim
s→0

‖r(sv)‖
|s|‖v‖ = 0.

Also ist lims→0
r(s,v)
s

= 0 und es gilt dank der Linearität von Df(x0)

lim
s→0

f(x0 + sv)− f(x0)
s

= lim
s→0

Df(x0)(sv) + r(sv)

s
= lim

s→0

sDf(x0)v + r(sv)

s

= lim
s→0

[
Df(x0)v +

r(sv)

s

]
= Df(x0)v,

was nach der Definition der Richtungsableitung 10.1 genau die Behauptung ist.
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Damit können wir nun den folgenden zentralen Zusammenhang zwischen der
totalen Ableitung und den partiellen Ableitungen beweisen.

Satz 11.7. Ist f : G → Rp in x0 ∈ G total differenzierbar, so ist f in x0
auch partiell differenzierbar und die Abbildungsmatrix von Df(x0) bezüglich der
Standardbasen von Rd bzw. Rp ist die Jacobi-Matrix Jf (x0).

Beweis. In den Spalten der Abbildungsmatrix von Df(x0) stehen die Bilder der
Basisvektoren. Nach Satz 11.6 gilt für die Standardbasisvektoren e1, e2, . . . , ed
genau

Df(x0)ej = (∂ejf)(x0) = ∂jf(x0), j = 1, 2, . . . , d,

also enthält die j-te Spalte die partielle Ableitung ∂jf(x0) genau wie in der Jacobi-
Matrix, vgl. Definition 10.11.

Bemerkung 11.8. (a) Man beachte, dass die Umkehrung dieses Satzes falsch
ist. Das folgt aus Beispiel 10.13 und Satz 11.5.

(b) Im Folgenden werden wir oft Df(x0) mit der Jacobi-Matrix identifizieren,
d. h. wir trennen nicht sauber zwischen der linearen Abbildung und der
Abbildungsmatrix. Was in der linearen Algebra strikt verboten ist, ist hier
opportun, um unnötige Haarspaltereien zu vermeiden. Das geht gut, weil
wir im Folgenden nie von der oben getroffenen Wahl der Standardbasen
abweichen werden.

Nimmt man Satz 11.6 und Satz 11.7 zusammen, so kann man unter der Vor-
aussetzung totaler Differenzierbarkeit aus den partiellen Ableitungen jede Rich-
tungsableitung bestimmen.

Korollar 11.9. Ist f : G → Rp in x0 ∈ G total differenzierbar, so gilt für jedes
v ∈ Rd

∂vf(x0) = Jf(x0)v.

Bemerkung 11.10. Nun können wir auch einen Beweis für die Behauptung
in Bemerkung 10.12(b) geben, dass der Gradient in die Richtung des steilsten
Anstiegs zeigt. Es sei f : G→ R in x0 ∈ G total differenzierbar mit ∇f(x0) 6= 0.
Dann gilt für die Richtungsableitung mit Richtung v ∈ Rd \ {0} in x0 nach
Korollar 11.9 und mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, vgl. Satz 1.10,

∣∣∂vf(x0)
∣∣ =

∣∣∇f(x0)v
∣∣ =

∣∣〈(∇f(x0))T , v
〉∣∣ ≤ ‖∇f(x0)‖2‖v‖2

und wenn Gleichheit gilt, so müssen ∇f(x0) und v linear abhängig sein, d. h. es
gibt ein λ ∈ R mit ∇f(x0)T = λv. Nehmen wir an λ wäre negativ, so ist

∂vf(x0) = ∇f(x0)v = λvT · v = λ‖v‖2 < 0

und damit ganz sicher nicht maximal. Also müssen ∇f(x0) und v die gleiche
Richtung haben, wenn ∂vf(x0) maximal ist.
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Wie schon für viele andere Dinge, so gilt auch für die totale Differenzierbarkeit,
dass man sie komponentenweise nachprüfen kann.

Satz 11.11. Eine Funktion f = (f1, f2, . . . , fp) : G → Rp ist genau dann in
x0 ∈ G total differenzierbar, wenn jede Koordinatenfunktion fj : G → R, j =
1, 2, . . . , p, in x0 total differenzierbar ist.

Beweis.
”
⇒“ Nach Voraussetzung gilt

f(x0 + h) = f(x0) +Df(x0)h+ r(h) mit lim
h→0

r(h)

‖h‖ = 0.

Also gilt auch für jedes j = 1, 2, . . . , p

fj(x0 + h) = fj(x0) + (Df(x0)h)j + rj(h) mit lim
h→0

rj(h)

‖h‖ = 0,

da für die Nullfolge (r(h)/‖h‖) von Vektoren auch jede Komponente gegen
Null konvergiert. Nun ist die Abbildung, die h auf die j-te Komponente von
Df(x0)h abbildet eine lineare Abbildung von Rd nach R, also ist fj total
differenzierbar in x0.

”
⇐“ Nach Voraussetzung gilt für j = 1, 2, . . . , p und alle h ∈ Rd mit x0 + h ∈ G

fj(x0 + h) = fj(x0) +Dfj(x0)h+ rj(h) mit lim
h→0

rj(h)

‖h‖ = 0.

Wir setzen Th := (Df1(x0)h,Df2(x0)h, . . . , Dfp(x0)h)
T , h ∈ Rd. Dann ist

T ∈ L(Rd,Rp) und es gilt

f(x0 + h) =
(
fj(x0 + h)

)p
j=1

=
(
fj(x0) +Dfj(x0)h + rj(h)

)p
j=1

= f(x0) + Th+
(
rj(h)

)p
j=1

mit

lim
h→0

(
rj(h)

)p
j=1

‖h‖ = lim
h→0

(rj(h)
‖h‖

)p
j=1

=
(
lim
h→0

rj(h)

‖h‖
)p
j=1

= 0.

Also ist f in x0 total differenzierbar.

Wir sind damit schon in einer ziemlich komfortablen Situation. Die totale Dif-
ferenzierbarkeit verallgemeinert unser Konzept der Differenzierbarkeit in einer
Variablen ins mehrdimensionale und wenn wir die Ableitungen konkret ausrech-
nen müssen, können wir uns an die einfach zu berechnenden partiellen Ableitun-
gen halten, denn die totale Ableitung ergibt sich ja aus der Jacobi-Matrix. Es
bleibt noch eine Frage zu klären: Wo bekommen wir die totale Differenzierbar-
keit her? Oder anders formuliert: Können wir irgendwie schon an den partiellen
Ableitungen sehen, ob eine Funktion total differenzierbar ist? Ja, es gibt ein sehr
brauchbares hinreichendes Kriterium:
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11. Totale Differenzierbarkeit

Satz 11.12. Ist f : G → Rp in x0 ∈ G stetig partiell differenzierbar, so ist f
total differenzierbar in x0.

Beweis. Zunächst einmal können wir uns dank Satz 11.11 auf den Fall p = 1
zurückziehen und wir können uns Rd mit der 1-Norm versehen.
Sei ε > 0 so, dass Uε(x0) ⊆ G und h ∈ Uε(0) in Rd. Dann setzen wir mit der
Standardbasis {e1, e2, . . . , ed} des Rd

z0 := x0 und zk := zk−1 + hkek = x0 +

k∑

j=1

hjej , k = 1, 2, . . . , d.

Damit ist zd = x0 + h1e1 + h2e2 + · · ·+ hded = x0 + h und es gilt

‖x0 − zk‖1 =
∥∥∥

k∑

j=1

hjej

∥∥∥
1
=

k∑

j=1

|hj | ≤
d∑

j=1

|hj| = ‖h‖1, k = 0, 1, . . . , d. (11.1)

Wegen ‖h‖1 < ε sind damit alle z1, z2, . . . , zd in Uε(x0). Also ist mit Hilfe einer
Teleskopsumme und der Definition der zk

f(x0 + h)− f(x0) = f(zd)− f(z0) =
d∑

k=1

(
f(zk)− f(zk−1)

)

=

d∑

k=1

(
f(zk−1 + hkek)− f(zk−1)

)
. (11.2)

Wir betrachten nun die Funktionen gk(t) := f(zk−1 + tek) mit t ∈ (−δ, δ), wobei
δ > 0 so klein gewählt ist, dass alle Argumente von f immer noch in Uε(x0)
liegen. Für diese Funktionen gilt

g′k(t) = lim
η→0

gk(t+ η)− gk(t)
η

= lim
η→0

f(zk−1 + tek + ηek)− f(zk−1 + tek)

η

= ∂kf(zk−1 + tek),

da f nach Voraussetzung in zk−1 + tek partiell differenzierbar ist. Also können
wir den eindimensionalen Mittelwertsatz anwenden und erhalten aus (11.2)

f(x0 + h)− f(x0) =
d∑

k=1

(
gk(hk)− gk(0)

)
=

d∑

k=1

g′k(τk)(hk − 0)

=

d∑

k=1

∂kf(zk−1 + τkek)hk

mit τk jeweils zwischen 0 und hk.
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Nun können wir die totale Differezierbarkeit von f zeigen. Wir wissen schon aus
Satz 11.7: Wenn f in x0 total differenzierbar ist, so muss die Ableitung durch
∇f(x0) = (∂kf(x0))

d
k=1 gegeben sein. Wir schauen uns also den entsprechenden

Rest an und erhalten mit unseren obigen Überlegungen

|r(h)| :=
∣∣f(x0 + h)− f(x0)−∇f(x0)h

∣∣

=
∣∣∣
d∑

k=1

∂kf(zk−1 + τkek)hk −
d∑

k=1

∂kf(x0)hk

∣∣∣

=
∣∣∣
d∑

k=1

(
∂kf(zk−1 + τkek)− ∂kf(x0)

)
hk

∣∣∣

≤
d∑

k=1

∣∣∂kf(zk−1 + τkek)− ∂kf(x0)
∣∣|hk|.

Da |hk|/‖h‖1 ≤ ‖h‖1/‖h‖1 = 1 gilt, ist damit

|r(h)|
‖h‖1

≤
d∑

k=1

∣∣∂kf(zk−1 + τkek)− ∂kf(x0)
∣∣.

Schicken wir nun h gegen Null, so geht auch jedes hk gegen Null und da |τk| ≤ hk
ist, muss dann auch τk gegen Null gehen. Außerdem geht dank (11.1) mit h gegen
Null zk gegen x0 für jedes k = 0, 1, . . . , d. Wir bekommen also dank der Stetigkeit
der partiellen Ableitungen von f

0 ≤ lim
h→0

|r(h)|
‖h‖1

≤
d∑

k=1

∣∣∂kf(x0 + 0ek)− ∂kf(x0)
∣∣ = 0

und damit die totale Differenzierbarkeit von f in x0.

Bemerkung 11.13. Ist eine Funktion stetig partiell differenzierbar auf G, so ist
sie nach obigem Satz auf G total differenzierbar und nach Satz 11.7 stimmt die
Abbildungsmatrix der totalen Ableitung mit der Jacobi-Matrix überein, hängt
also auch stetig von x ∈ G ab. In diesem Sinne müssen wir bei stetig differenzier-
baren Funktionen nicht zwischen partieller und totaler Differenzierbarkeit unter-
scheiden. Das rechtfertigt im Nachhinein die Notation aus Definition 10.14(c).

Es ist sinnvoll, zum Abschluss dieses Kapitels die verschiedenen Beziehungen
zwischen totaler, partieller und Richtungs-Differenzierbarkeit noch einmal zu-
sammenzufassen:

stetig partiell differenzierbar =⇒ total differenzierbar =⇒ stetig
⇓ ⇓

partiell differenzierbar ⇐= alle Richtungsabl. existieren

Wichtig ist noch zu bemerken, dass bei allen Implikationen in diesem Diagramm
die Rückrichtung im Allgemeinen falsch ist.
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12. Ableitungsregeln und der
Mittelwertsatz

Grundsätzlich haben wir die praktische Berechnung der Ableitungen durch die
partiellen Ableitungen schon auf den eindimensionalen Fall zurückgespielt. Trotz-
dem lohnt es sich die relevanten Ableitungsreglen in die mehrdimensionale Spra-
che zu übersetzen. Insbesondere die Kettenregel ist in dieser Form oft mit Gewinn
zu gebrauchen, während der Rückgriff auf die eindimensionale Kettenregel, ob-
gleich natürlich möglich, meist zu einem Indexdschungel führt.
Hier und im folgenden werden wir oft nur von

”
differenzierbaren“ Funktionen

sprechen, ohne den Zusatz
”
partiell“ oder

”
total“. Damit ist dann immer totale

Differenzierbarkeit gemeint, denn mit reiner partieller Differenzierbarkeit kann
man normalerweise nichts anfangen. Der Begriff

”
stetig differenzierbar“ ist sogar

unproblematisch, vgl. Bemerkung 11.13.
Auch in diesem Abschnitt sei wieder G ⊆ Rd offen.

Satz 12.1 (Kettenregel). Es seien H ⊆ Rp offen, sowie g : G→ H und f : H →
Rq Funktionen, so dass g in x0 ∈ G und f in g(x0) differenzierbar sind. Dann ist
auch die Funktion f ◦ g : G→ Rq in x0 differenzierbar und es gilt

D(f ◦ g)(x0) = Df(g(x0))Dg(x0),

bzw. in Matrixnotation

Jf◦g(x0) = Jf (g(x0)) · Jg(x0).

Beweis. Nach Voraussetzung gilt

g(x0 + h) = g(x0) +Dg(x0)h+ rg(h) mit lim
h→0

rg(h)

‖h‖ = 0

f(g(x0) + k) = f(g(x0)) +Df(g(x0))k + rf (k) mit lim
k→0

rf(k)

‖k‖ = 0

für h ∈ Rd mit x0 + h ∈ G und k ∈ Rp mit g(x0) + k ∈ H . Wir betrachten nun
speziell

k(h) := g(x0 + h)− g(x0) = Dg(x0)h+ rg(h). (12.1)

Man beachte, dass limh→0 k(h) = 0 ist, denn g ist in x0 stetig. Dank der Offenheit
von H können wir damit insbesondere das h so klein wählen, dass auch g(x0) +
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12. Ableitungsregeln und der Mittelwertsatz

k(h) ∈ H liegt. Nun folgt

(f ◦ g)(x0 + h) = f(g(x0 + h)) = f
(
g(x0) +Dg(x0)h+ rg(h)

)
= f

(
g(x0) + k(h)

)

= f(g(x0)) +Df(g(x0))k(h) + rf(k(h))

= f(g(x0)) +Df(g(x0))
(
Dg(x0)h+ rg(h)

)
+ rf (k(h))

= f(g(x0)) +Df(g(x0))Dg(x0)h +Df(g(x0))rg(h) + rf (k(h))

=: f(g(x0)) +Df(g(x0))Dg(x0)h+ r(h).

Wenn wir nun zeigen können, dass r(h)/‖h‖ für h→ 0 gegen Null geht, so sind wir
fertig. Wegen der Stetigkeit der linearen Abbildung Df(g(x0)) und dank unseres
Wissens über rg gilt schonmal

lim
h→0

r(h)

‖h‖ = lim
h→0

(
Df(g(x0))

rg(h)

‖h‖︸ ︷︷ ︸
→0

+
rf(k(h))

‖h‖
)
= lim

h→0

rf(k(h))

‖k(h)‖
‖k(h)‖
‖h‖ . (12.2)

Außerdem ist

‖k(h)‖
‖h‖ =

∥∥Dg(x0)h+ rg(h)
∥∥

‖h‖ ≤ ‖Dg(x0)h‖‖h‖ +
‖rg(h)‖
‖h‖ .

Die Stetigkeit der linearen Abbildung Dg(x0) liefert nun, dass ‖Dg(x0)h‖/‖h‖ für
h ∈ Rd beschränkt ist, vgl. Satz 5.10. Außerdem konvergiert rg(h)/‖h‖ für h→ 0
gegen Null und ist damit insbesondere in einer Umgebung von Null beschränkt.
Zusammengenommen ist also der Ausdruck ‖k(h)‖/‖h‖ für h in einer Umgebung
von Null durch ein C ≥ 0 beschränkt und wir bekommen aus (12.2)

0 ≤ lim
h→0

‖r(h)‖
‖h‖ ≤ lim

h→0
C
‖rf(k(h))‖
‖k(h)‖ = C lim

k→0

‖rf(k)‖
‖k‖ = 0.

Beispiel 12.2. Wir betrachten f : R2 → R mit f(x, y) = x3y + xey, vgl. Bei-
spiel 10.15, und interessieren uns für

d

dt

(
f(t2, t3)

)
.

Damit ist gemeint, dass wir die ganz normale eindimensionale Ableitung der
Funktion t 7→ f(t2, t3) suchen. Wir setzen also g : R → R2 g(t) = (t2, t3)T und
berechnen mit der Kettenregel

d

dt

(
f(t2, t3)

)
= (f ◦ g)′(t) = Df(g(t))Dg(t) = ∇f(g(t)) · Jg(t).

Es ist Jg(t) = (2t, 3t2)T und in Beispiel 10.15 haben wir

∇f(x, y) = (3x2y + ey, x3 + xey)
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berechnet. Das liefert zusammen mit (x, y) = g(t) = (t2, t3)

d

dt

(
f(t2, t3)

)
= (3t4t3 + et

3

, t6 + t2et
3

) ·
(
2t
3t2

)
= 6t8 + 2tet

3

+ 3t8 + 3t4et
3

= 9t8 + (2t+ 3t4)et
3

.

Aus der Kettenregel kann man auch bequem die anderen bekannten Ableitungsre-
geln gewinnen. Wir führen hier beispielhaft die Linearität aus. Die Produktregel
verbleibt dann als Übungsaufgabe.

Satz 12.3 (Linearität der Ableitung). Sind f, g : G → Rp in x0 ∈ G differen-
zierbare Funktionen und α, β ∈ R, so ist auch αf + βg in x0 differenzierbar und
es gilt D(αf + βg)(x0) = αDf(x0) + βDg(x0).

Beweis. Wir betrachten h : G→ Rp × Rp und T : Rp × Rp → Rp mit

h(x) =

(
f(x)
g(x)

)
, x ∈ G und T (u, v) = αu+ βv, u, v ∈ Rp.

Dann ist T (h(x)) = αh1(x)+βh2(x) = αf(x)+βg(x) für alle x ∈ G. Weiter ist h
nach Voraussetzung und dank der Unterstützung von Satz 11.11 differenzierbar in
x0 mit Dh(x0) = (Df(x0), Dg(x0))

T und schließlich ist T als lineare Abbildung
differenzierbar in h(x0) mit DT (h(x0)) = T , vgl. Beispiel 11.4 (a). Nach der
Kettenregel gilt also

D(αf + βg)(x0) = D(T ◦ h)(x0) = DT (h(x0))Dh(x0) = T
(
Df(x0), Dg(x0)

)

= αDf(x0) + βDg(x0).

Satz 12.4 (Produktregel). Sind f, g : G → R differenzierbar in x0 ∈ G, so ist
auch fg in x0 differenzierbar und es gilt

D(fg)(x0) = f(x0)Dg(x0) + g(x0)Df(x0).

Als nächstes nehmen wir uns den Mittelwertsatz vor. Um diesen auf Funktio-
nen meherer Veränderlicher zu übertragen, müssen wir zunächst ein geeigentes

”
zwischen“ in Rd definieren.

Definition 12.5. Für a, b ∈ Rd bezeichnet

ab := {a+ λ(b− a) : λ ∈ [0, 1]}

die Verbindungsstrecke von a nach b.

Damit gilt dann der folgende Satz.

Satz 12.6 (Mittelwertsatz). Es sei f : G → R eine differenzierbare Funktion.
Sind a, b ∈ G so, dass ab ⊆ G gilt, so gibt es ein ξ ∈ ab mit

f(b)− f(a) = ∇f(ξ)(b− a).
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12. Ableitungsregeln und der Mittelwertsatz

Beweis. Wir definieren g : [0, 1]→ G durch g(λ) = a+λ(b−a) und ϕ : [0, 1]→ R

als ϕ = f ◦g. Da g mit Dg(λ) = b−a differenzierbar ist, ist auch ϕ differenzierbar
und es gilt nach der Kettenregel in Satz 12.1

ϕ′(λ) = ∇f(g(λ)) ·Dg(λ) = ∇f(g(λ)) · (b− a), λ ∈ [0, 1].

Auf diese Funktion können wir nun den Mittelwertsatz für Funktionen in einer
Variablen, Satz I.22.17, anwenden. Es gibt also ein τ ∈ (0, 1), für das

f(b)− f(a) = f(g(1))− f(g(0)) = ϕ(1)− ϕ(0) = ϕ′(τ)(1− 0) = ∇f(g(τ))(b− a)

gilt. Mit ξ := g(τ) folgt die Behauptung.

Warnung 12.7. Der Mittelwertsatz gilt nur für reellwertige Funktionen. Ist der
Zielraum mehrdimensional, so ist eine entsprechende Aussage im Allgemeinen
falsch!
Oft nutzt man den Mittelwertsatz allerdings nicht um eine Gleichheit zu bekom-
men, sondern ist nur an einer Abschätzung interessiert. In diesem Fall kann man
sich ein Substitut für Funktionen mit Werten in Rp bauen, das wir nun betrachten
wollen.

Satz 12.8 (Schrankensatz). Es sei f : G→ Rp differenzierbar. Gibt es ein L ≥ 0
mit ‖Jf(x)‖ ≤ L für alle x ∈ G, so gibt es ein C ≥ 0 mit

‖f(a)− f(b)‖ ≤ CL‖a− b‖ für alle a, b ∈ G mit ab ⊆ G.

Beweis. Im Satz sind die verwendeten Normen in Rd, Rp und Rp×d bewusst nicht
spezifiziert. Wir wählen hier in Rp×d die Zeilensummennorm aus Übungsaufga-
be 5.14 und zeigen

‖f(a)− f(b)‖∞ ≤ L‖a− b‖∞, (12.3)

die allgemeine Aussage im Satz folgern wir dann mal wieder daraus, dass in den
betrachteten Räumen jeweils alle Normen äquivalent sind, vgl. Satz 6.3.
Seien a, b ∈ G mit ab ⊆ G. Dann gilt mit dem Mittelwertsatz 12.6, angewandt
auf die einzelnen rellwertigen Koordinatenfunktionen f1, f2, . . . , fp mit ξj ∈ ab,
j = 1, 2, . . . , p,

‖f(a)− f(b)‖∞ =
p

max
j=1
|fj(a)− fj(b)| =

p
max
j=1

∣∣∇fj(ξj)(a− b)
∣∣

=
p

max
j=1

∣∣∣
d∑

k=1

∂kfj(ξj)(ak − bk)
∣∣∣ ≤ p

max
j=1

d∑

k=1

|∂kfj(ξj)||ak − bk|

≤ p
max
j=1
‖a− b‖∞

d∑

k=1

|∂kfj(ξj)| ≤ ‖a− b‖∞ max
x∈G

p
max
j=1

d∑

k=1

|∂kfj(x)|

= ‖a− b‖∞max
x∈G
‖Jf(x)‖ZS = L‖a− b‖∞.
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Für die allgemeine Aussage nutzen wir die Äquivalenz der Normen und erhalten
Konstanten C1, C2, C3 ≥ 0 mit ‖Jf(x)‖ZS ≤ C1‖Jf(x)‖ für alle x ∈ G und mit

‖f(a)− f(b)‖ ≤ C2‖f(a)− f(b)‖∞ ≤ C2C1L‖a− b‖∞ ≤ C3C2C1L‖a− b‖.

Beispiel 12.9. Wir betrachten die Abbildung f : R2 → R2 mit

f(x, y) =




arctan(x)

(sin(y) + 3)2
1

4
esin(x+y)/3


 .

Dann gilt für die Koordinatenfunktionen f1 und f2

∇f1(x, y) =
( 1

(sin(y) + 3)2
1

1 + x2
,
−2 arctan(x) cos(y)

(sin(y) + 3)3

)

und

∇f2(x, y) =
1

4

(
esin(x+y)/3

1

3
cos(x+ y), esin(x+y)/3

1

3
cos(x+ y)

)

=
1

12
esin(x+y)/3 cos(x+ y)

(
1, 1
)
.

Nun gilt für alle (x, y)T ∈ R2

‖∇f1(x, y)‖1 =
1

(sin(y) + 3)2
1

1 + x2
+

2| arctan(x)|| cos(y)|
(sin(y) + 3)3

≤ 1

(−1 + 3)2
· 1 + 2 · π

2
· 1

(−1 + 3)3
=

1

4
+
π

8
≤ 1

4
+

4

8
=

3

4
,

‖∇f2(x, y)‖1 =
1

12
esin(x+y)/3

∣∣cos(x+ y)
∣∣‖(1, 1)‖1

≤ 1

12
e1/3 · 1 · 2 ≤ 1

12
81/3 · 2 =

1

3
,

also ist für alle (x, y)T ∈ R2

‖Jf(x, y)‖ZS = max
{
‖∇f1(x, y)‖1, ‖∇f2(x, y)‖1

}
≤ max{3/4, 1/3} = 3/4.

und das liefert mit (12.3) für alle a, b ∈ R2

‖f(a)− f(b)‖∞ ≤
3

4
‖a− b‖∞,

wobei die Bedingung ab ⊆ R2 natürlich immer erfüllt ist.
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12. Ableitungsregeln und der Mittelwertsatz

Wir haben also gezeigt, dass f auf R2 Lipschitz-stetig ist mit Lipschitz-Konstante
3/4. Und was soll das nun? Damit ist f eine strikte Kontraktion auf dem Banach-
raum (R2, ‖ · ‖∞), also hat f nach dem Banach’schen Fixpunktsatz 3.13 genau
einen Fixpunkt in R2. Wir haben damit gezeigt, dass das Gleichungssystem

x
(
sin(y) + 3

)2
= arctan(x)

4y = esin(x+y)/3

genau eine Lösung in R2 hat. Hätten Sie das dem Gleichungssystem angesehen?
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13. Höhere Ableitungen und der
Satz von Taylor

Auch in diesem Kapitel sei grundsätzlich G ⊆ Rd eine offene Menge.
Mehrfache partielle Ableitungen haben wir schon in Definition 10.14 kennenge-
lernt. Im Prinzip sind auch höhere totale Ableitungen nicht komplizierter, es wird
nur etwas unübersichtlich rekursiv, denn für eine ausreichend oft stetig partiell
differenzierbare Funktion f : G → Rp ist nach Definition 11.1, die totale Ablei-
tung Df eine Funktion von G nach L(Rd,Rp). Dementsprechend gilt für deren
totale Ableitung dann D(Df) : G → L(Rd,L(Rd,Rp)) und für die dritte totale
Ableitung gilt dann DDDf(x0) ∈ L(Rd,L(Rd,L(Rd,Rp))) für jedes x0 ∈ G.
Das gibt zwar ein schönes Strickmuster, aber so richtig viel darunter vorstellen
kann man sich nicht. Es gibt zum Glück noch eine andere Sichtweise auf die Sache,
die wir hier anhand der zweiten totalen Ableitung einer reellwertigen Funktion
entwickeln wollen.
Es sei also nun f ∈ C2(G,R). Die zweite Ableitung D(Df)(x0) von f an einer
Stelle x0 ist ein Element von L(Rd,L(Rd,R)), also ist für jedes v ∈ Rd die Anwen-
dung dieser Ableitung auf v, d. h. D(Df)(x0)v, ein Element von L(Rd,R) und
die Zuordnung v 7→ D(Df)(x0)v ist linear in v. Wenn wir diese lineare Abbildung
wiederum auf ein u ∈ Rd anwenden, so ist

[
D(Df)(x0)v

]
u ∈ R und u 7→

[
D(Df)(x0)v

]
u linear in u.

Für ein fixes x0 ist damit (u, v) 7→
[
D(Df)(x0)v

]
u eine Abbildung von Rd × Rd

nach R, die in u und v linear ist, also eine Bilinearform.
Weiter gilt nach Satz 11.6

[
D(Df)(x0)v

]
u =

[
D(∂vf)(x0)

]
u = ∂u∂vf(x0).

Wir können also die zweite totale Ableitung von f an der Stelle x0 als die folgende
Bilinearform auffassen:

D2f(x0) :

{
Rd × Rd → R

(u, v) 7→ ∂u∂vf(x0).

Damit ordnet dann die zweite Ableitungsfunktion D2f jedem x0 ∈ G eine Bili-
nearform auf Rd zu.
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13. Höhere Ableitungen und der Satz von Taylor

Diese Bilinearform kann man auch mit Hilfe einer Matrix darstellen. Es gilt für
alle x0 ∈ G und für alle u, v ∈ Rd nach Korollar 11.9

[
D2f(x0)

]
(u, v) = ∂u∂vf(x0) =

[
∇∂vf(x0)

]
u =

d∑

j=1

∂j∂vf(x0)uj

=

d∑

j=1

∂j(∇f(x0) · v)uj =
d∑

j=1

∂j

d∑

k=1

∂kf(x0)vkuj

=

d∑

j,k=1

∂j∂kf(x0)vkuj = uT
(
∂j∂kf(x0)

)d
j,k=1

v.

Die Matrix in diesem Ausdruck bekommt nun einen Namen.

Definition 13.1. Es sei f : G → R zweimal partiell differenzierbar in x0 ∈ G.
Dann heißt die d× d-Matrix

Hf(x0) :=
(
∂j∂kf(x0)

)d
j,k=1

=




∂21f(x0) ∂1∂2f(x0) . . . ∂1∂df(x0)
∂2∂1f(x0) ∂22f(x0) . . . ∂2∂df(x0)

...
...

. . .
...

∂d∂1f(x0) ∂d∂2f(x0) . . . ∂2df(x0)




Hesse-Matrix von f in x0.

Bemerkung 13.2. (a) Ist f sogar zweimal stetig partiell differenzierbar, also
in C2(G,R), so ist die Hesse-Matrix dank des Satzes von Schwarz 10.16 für
jedes x0 ∈ G eine symmetrische Matrix.

(b) In ähnlicher Weise wie oben kann man für eine Funktion f ∈ Ck(G,R) die
k-te Ableitung Dkf(x0) als k-Linearfom in Rd auffassen mit

Dkf(x0)(v
(1), v(2), . . . , v(k)) = ∂v(1)∂v(2) . . . ∂v(k)f(x0).

für v(1), v(2), . . . , v(k) ∈ Rd.

Das Notieren von Ableitungen beliebig hoher Ordnung ist mit den bisher betrach-
teten Mitteln sehr mühsam und schnell unübersichtlich. Deshalb wollen wir nun
mit der Multiindex-Schreibweise ein notationelles Hilfsmittel dafür kennenlernen.

Definition 13.3. (a) Ein Tupel α = (α1, α2, . . . , αd) ∈ Nd
0 heißt Multiindex.

(b) Für einen Multiindex α ∈ Nd
0 schreibt man

|α| := α1 + α2 + · · ·+ αd (Betrag von α)

α! := α1!α2! · · ·αd!.

Der Betrag wird, vor allem im Zusammenhang mit Ableitungen, oft auch
Ordnung des Mulitiindex genannt.
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(c) Ist α ∈ Nd
0 ein Multiindex der Ordnung k ∈ N, f ∈ Ck(G,Rp) und x ∈ Rd

so schreibt man kurz

xα := xα1
1 x

α2
2 · · ·xαd

d

Dαf := ∂α1
1 ∂α2

2 · · ·∂αd

d f =
∂|α|

∂xα1
1 ∂x

α2
2 . . . ∂xαd

d

f

und ist 0 = (0, 0, . . . , 0) der Null-Multiindex, so setzen wir wieder D0f := f .

Beispiel 13.4. Für α = (3, 5, 7, 0, 6) ist

|α| = 3 + 5 + 7 + 6 = 21,

α! = 3! · 5! · 7! · 6!,
Dαf = ∂31∂

5
2∂

7
3∂

6
5f,



5
3
−1
π
1




α

= 53 · 35 · (−1)7 · 16 = −53 · 35.

Bemerkung 13.5. Die Multiindexschreibweise ist für Ableitungen nur dann
sinnvoll, wenn stetige Differenzierbarkeit vorliegt, da im Multiindex keine Infor-
mation darüber enthalten ist, in welcher Reihenfolge abgeleitet werden soll und
der Satz von Schwarz 10.16 die Unabhängigkeit der Ableitung von der Reihen-
folge der partiellen Ableitungen nur bei stetiger Differenzierbarkeit garantieren
kann.

Wir wollen die Multiindizes nun einmal bei der Arbeit sehen und formulieren und
beweisen mit ihrer Hilfe eine

”
Multinomialformel“, also eine Binomialformel für

mehrere Summanden unter der Potenz.

Lemma 13.6. Für alle a ∈ Rd und alle ℓ ∈ N gilt

(a1 + a2 + · · ·+ ad)
ℓ = ℓ!

∑

|α|=ℓ

aα

α!
.

Die Schreibweise
∑

|α|=ℓ bedeutet hier, dass über alle möglichen Multiindizes vom
Betrag ℓ summiert wird.

Beweis. Wir beweisen die Formel per Induktion über d. Für den Induktionsan-
fang stellen wir fest, dass es für d = 1 nur einen Multiindex α ∈ N1

0 mit |α| = ℓ
gibt, nämlich (ℓ). Also ist

ℓ!
∑

|α|=ℓ

aα

α!
= ℓ!

aℓ

ℓ!
= aℓ = aℓ1
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13. Höhere Ableitungen und der Satz von Taylor

und die Behauptung ist für d = 1 gezeigt.
Für den Induktionsschluss von d nach d + 1 gehen wir davon aus, dass die
Behauptung für d gilt. Im Folgenden zerlegen wir Multiindizes α aus Nd+1

0 als
α = (α′, αd+1) mit α′ ∈ Nd

0 und genauso a ∈ Rd+1 als a = (a′, ad+1) mit a′ ∈ Rd.
Es sei nun a ∈ Rd+1 und ℓ ∈ N. Wir setzen b := a1 + a2 + · · ·+ ad. Dann gilt mit
der Binomialformel

(a1 + · · ·+ ad + ad+1)
ℓ = (b+ ad+1)

ℓ =
ℓ∑

j=0

(
ℓ

j

)
ajd+1b

ℓ−j .

Nun können wir für den Ausdruck bℓ−j die Induktionsvoraussetzung verwenden
und erhalten

=
ℓ∑

j=0

(
ℓ

j

)
ajd+1(ℓ− j)!

∑

|α′|=ℓ−j

a′α
′

α′!

=

ℓ∑

j=0

∑

|α′|=ℓ−j

ℓ!

j!

a′α
′

ajd+1

α′!
.

Es ist
{
(α′, j) ∈ Nd+1

0 : |α′| = ℓ− j, j = 0, 1, . . . , ℓ
}
=
{
α ∈ Nd+1

0 : |α| = ℓ
}
,

also folgt durch Ersetzung von j durch αd+1

(a1 + · · ·+ ad + ad+1)
ℓ =

ℓ∑

αd+1=0

∑

|α′|=ℓ−αd+1

ℓ!

αd+1!

a′α
′

a
αd+1

d+1

α′!

= ℓ!
∑

|α|=ℓ

aα

α!
.

Wenn Sie das immer noch sehr unübersichtlich finden – und das dürfen Sie mit
gutem Gewissen – dann versuchen Sie mal dieses Lemma ohne die Verwendung
von Multiindizes zu formulieren und zu beweisen!
Ein anderer praktischer Nutzen von Multiindizes ergibt sich beim Umgang mit
Polynomen in mehreren Variablen. Ein allgemeines Polynom vom Grad m ∈ N

in d Variablen ξ1, ξ2, . . . , ξd können wir nun einfach hinschreiben als

p(ξ) =
∑

|α|≤m

aαξ
α

mit Koeffizienten aα ∈ K für jedes α ∈ Nd
0 mit |α| ≤ m. Das hat den über-

sichtlichen Vorteil, dass das nun, bis auf die ungewohnte Angabe des Summa-
tionsbereichs unter dem Summenzeichen, genauso aussieht, wie wir das in einer
Variablen gewohnt sind. Machen Sie sich aber unbedingt klar, dass man auf diese
Weise tatsächlich alle Polynome in d Variablen erwischt!
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Definition 13.7. Sei p(ξ) =
∑

|α|≤m aαξ
α ein Polynom in d Variablen wie oben.

Dann heißt

p(D) :

{
Cm(G,R) → C(G,R)

f 7→ p(D)f :=
∑

|α|≤m aαD
αf

linearer Differentialoperator der Ordnung m mit Koeffizienten aα, |α| ≤ m.

Bemerkung 13.8. (a) Für jedes Polynom p ist p(D) wie oben angegeben eine
lineare Abbildung. Dahinter steckt nichts als die Linearität der Differentia-
tion.

(b) Der Übergang vom Polynom zum zugehörigen Differentialoperator entsteht
formal, indem jeweils für j = 1, 2, . . . , d die j-te Variable ξj durch die par-
tielle Ableitung ∂j ersetzt wird. Diese Aktion verträgt sich brav mit den
gängigen Rechenoperationen für Polynome: Überzeugen Sie sich, dass

(p+ q)(D) = p(D) + q(D) und (p · q)(D) = p(D)q(D)

für alle Polynome p, q gilt.

Beispiel 13.9. (a) Der wichtigste Differentialoperator ist gegeben durch

∆ = ∂21 + ∂22 + · · ·+ ∂2d =

d∑

j=1

∂2j .

Dieser heißt Laplace-Operator oder kurz nur Laplace und entsteht aus dem
Polynom ξ21 + ξ22 + · · ·+ ξ2d.

Man beachte, dass für jede Funktion f ∈ C2(G,R) gilt ∆f = spurHf .

Dieser Operator taucht in vielen für Physik, Mechanik, Wirtschaft, Che-
mie,. . . fundamental wichtigen Differentialgleichungen auf, z.B.

Wellengleichung:
∂2

∂t2
u(t, x) = ∆xu(t, x),

Wärmeleitungsgleichung:
∂

∂t
u(t, x) = ∆xu(t, x),

Schrödingergleichung:
∂

∂t
u(t, x) = i∆xu(t, x).

(b) Das zweite Beispiel ist bei weitem nicht so prominent, wir brauchen es aber
gleich im Beweis des Satzes von Taylor.

Es sei h ∈ Rd ein fix gewählter Vektor. Dann ist

p(ξ) := 〈h, ξ〉 =
d∑

j=1

hjξj
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13. Höhere Ableitungen und der Satz von Taylor

ein Polynom vom Grad 1 (bzw. für h = 0 vom Grad 0). Dieses liefert uns
den linearen Differentialoperator

〈h,∇〉 := p(D) =

d∑

j=1

hj∂j .

Wenden wir diesen nun ℓ ∈ N mal auf eine Funktion f ∈ Cℓ(G,R) an, so
gilt mit Hilfe von Lemma 13.6 und Bemerkung 13.8(b)

〈h,∇〉ℓf = (h1∂1 + h2∂2 + · · ·+ hd∂d)
ℓf = ℓ!

∑

|α|=ℓ

(h1∂1, h2∂2, . . . , hd∂d)
α

α!
f

= ℓ!
∑

|α|=ℓ

hα1
1 ∂

α1
1 hα2

2 ∂
α2
2 . . . hαd

d ∂
αd

d

α!
f = ℓ!

∑

|α|=ℓ

hαDα

α!
f. (13.1)

Eigentlich sollte es in diesem Abschnitt ja um den Satz von Taylor gehen und
dem wollen wir uns nun auch zuwenden. Alle bisherigen Vorbereitungen über
Multiindizes und lineare Differenzialoperatoren werden dabei zusammenfließen.
Zunächst erinnern wir uns an die eindimensionale Situation: Ist f ∈ Cm+1(I) für
ein Intervall I ⊆ R und sind x, x0 ∈ I, so gilt

f(x) =

m∑

j=0

f (j)(x0)

j!
(x− x0)j +Rm+1f(x, x0),

wobei wir für das Restglied Rm+1f(x, x0) die beiden Darstellungen

Rm+1f(x, x0) =






f (m+1)(ξ)

(m+ 1)!
(x− x0)m+1, für ein ξ zwischen x0 und x,

∫ x

x0

(x− t)m
m!

f (m+1)(t) dt

hergeleitet hatten.

Satz 13.10 (Taylor). Seien x0, x ∈ G mit x0x ⊆ G,m ∈ N0 und f ∈ Cm+1(G,R).
Dann gibt es ein ξ ∈ x0x mit

f(x) =
∑

|α|≤m

Dαf(x0)

α!
(x− x0)α +

∑

|α|=m+1

Dαf(ξ)

α!
(x− x0)α

=: Tmf(x, x0) +Rm+1f(x, x0).

Beweis. Es sei h = (hj)
d
j=1 := x − x0 ∈ Rd. Damit betrachten wir die Funktion

F : [0, 1] → R mit F (t) := f(x0 + th), t ∈ [0, 1]. Dann ist F ∈ Cm+1([0, 1]) und
es gilt für t ∈ [0, 1]

F ′(t) =
d

dt

(
f(x0 + th)

)
= ∇f(x0 + th) · h =

d∑

j=1

hj∂jf(x0 + th)

= 〈h,∇〉f(x0 + th)
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und genauso

F ′′(t) =
d

dt

(
〈h,∇〉f(x0 + th)

)
= 〈h,∇〉

(
〈h,∇〉f

)
(x0 + th) = 〈h,∇〉2f(x0 + th),

bzw. induktiv für ℓ = 1, 2, . . . , m+ 1

F (ℓ)(t) = 〈h,∇〉ℓf(x0 + th).

Wir wenden nun auf F den eindimensionalen Satz von Taylor I.24.7 mit Entwick-
lungspunkt 0 an und erhalten für ein τ ∈ (0, 1)

f(x) = f(x0 + h) = F (1) =
m∑

ℓ=0

F (ℓ)(0)

ℓ!
(1− 0)ℓ +

F (m+1)(τ)

(m+ 1)!
(1− 0)m+1

=
m∑

ℓ=0

〈h,∇〉ℓf(x0)
ℓ!

+
〈h,∇〉m+1f(x0 + τh)

(m+ 1)!
.

Verwenden wir nun unsere Überlegungen aus (13.1) in Beispiel 13.9(b), so liefert
das mit ξ := x0 + τh = x0 + τ(x− x0) ∈ x0x

f(x) =

m∑

ℓ=0

1

ℓ!
ℓ!
∑

|α|=ℓ

hαDαf(x0)

α!
+

1

(m+ 1)!
(m+ 1)!

∑

|α|=m+1

hαDαf(ξ)

α!

=
∑

|α|≤m

Dαf(x0)

α!
(x− x0)α +

∑

|α|=m+1

Dαf(ξ)

α!
(x− x0)α.

Bemerkung 13.11. (a) Das Polynom Tmf(x, x0) heißt dann natürlich wieder
Taylorpolynom der Ordnung m von f in x0 und Rm+1f(x, x0) ist das zu-
gehrörige Restglied in Lagrange-Darstellung .

(b) Genau wie in einer Dimension fällt der Satz von Taylor für m = 0 mit dem
Mittelwertsatz zusammen.

(c) Am häufigsten wird der Satz von Taylor im Fall m = 1 verwendet. Dann
lässt sich die Formel recht schön so schreiben:

f(x) = T1f(x, x0) +R2f(x, x0)

= f(x0) +
d∑

j=1

∂jf(x0)(xj − x0,j) +
1

2

d∑

j,k=1

∂j∂kf(ξ)(xj − x0,j)(xk − x0,k)

= f(x0) +∇f(x0)(x− x0) +
1

2
(x− x0)THf(ξ)(x− x0)

mit einem ξ ∈ x0x.
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13. Höhere Ableitungen und der Satz von Taylor

Übungsaufgabe 13.12. Ist f ∈ Cm+1(G,R) und x0 ∈ G, so ist die Approxima-
tion von Tmf(x, x0) an f in der Nähe von x0 von Ordnung m, d. h.

lim
x→x0

f(x)− Tmf(x, x0)
‖x− x0‖m

= 0.

Beispiel 13.13. Wir suchen das Taylorpolynom 2. Ordnung von

f(x, y) = sin
(x+ 2y

2

)
+ cos

(2x− y
2

)
, (x, y) ∈ R2,

um den Entwicklungspunkt (0, 0). Es ist nach einiger Ableiterei

T2f
(
(x, y), (0, 0)

)

= f(0, 0) +
fx(0, 0)

1!
(x− 0) +

fy(0, 0)

1!
(y − 0)

+
fxx(0, 0)

2!
(x− 0)2 +

fxy(0, 0)

1!1!
(x− 0)(y − 0) +

fyy(0, 0)

2!
(y − 0)2

= · · · = 1 +
1

2
x+ y − 1

2
x2 +

1

2
xy − 1

8
y2.

Alternativ kann man auch die bekannten Reihen von Sinus und Cosinus nutzen:

f(x, y) =

∞∑

k=0

(−1)k
(2k + 1)!

(x+ 2y

2

)2k+1

+

∞∑

k=0

(−1)k
(2k)!

(2x− y
2

)2k

=
x+ 2y

2
− 1

6

(x+ 2y

2

)3
+ · · ·+ 1− 1

2

(2x− y
2

)2
+ . . .

= 1 +
1

2
x+ y − 1

8
(2x− y)2 + . . .

= 1 +
1

2
x+ y − 1

2
x2 +

1

2
xy − 1

8
y2 + . . . ,

wobei die Auslassungspünktchen Terme bezeichnen, die mindestens vom Grad 3
sind.

Zur Information ist hier noch eine Version des Satzes von Taylor mit Integral-
restglied in mehreren Variablen aufgeführt.

Satz 13.14 (Satz von Taylor mit Integralrestglied). Es seien x0, x ∈ G so, dass
x0x ⊆ G, m ∈ N0 und f ∈ Cm+1(G,R). Dann gilt

f(x) = Tmf(x, x0) +

∫ 1

0

(1− t)m
m!

〈h,∇〉m+1f(x0 + th) dt.
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14. Lokale Extrema

Wir gehen weiter im Programm unsere Ergebnisse aus der Analysis I mehrdi-
mensional zu erweitern und wenden uns dem Auffinden lokaler Extrema mithilfe
der Differentialrechnung zu. In diesem Abschnitt sei grundsätzlich G ⊆ Rd eine
offene Menge und f : G→ R eine Funktion.

Definition 14.1. (a) Die Funktion f hat in x0 ∈ G ein lokales (oder relatives)
Maximum, wenn es eine Umgebung U ⊆ G von x0 gibt mit f(x) ≤ f(x0)
für alle x ∈ U .

(b) Die Funktion f hat in x0 ∈ G ein lokales (oder relatives) Minimum, wenn
es eine Umgebung U ⊆ G von x0 gibt mit f(x) ≥ f(x0) für alle x ∈ U .

(c) Die Funktion f hat in x0 ∈ G ein lokales (oder relatives) Extremum, wenn
f in x0 ein lokales Maximum oder Minimum besitzt.

Für das Vorliegen eines lokalen Extremums gibt es auch in mehreren Variablen
das übliche notwendige Kriterium. Man beachte, dass dafür eine sehr schwache
Differenzierbarkeitsbedingung schon ausreicht.

Satz 14.2. Ist f partiell differenzierbar in x0 ∈ G und hat f dort ein lokales
Extremum, so gilt ∇f(x0) = 0.

Beweis. Es sei e1, e2, . . . , ed die Standardbasis in Rd. Da G offen ist, existiert ein
δ > 0 mit x0 + tej ∈ G für alle j = 1, 2, . . . , d und alle t ∈ [−δ, δ].
Wir betrachten nun für j = 1, 2, . . . , d die Funktionen gj : (−δ, δ) → R mit
gj(t) = f(x0 + tej), d. h. gj entspricht der Einschränkung von f auf eine kurze
Strecke durch den Punkt x0 in Richtung des j-ten Koordinateneinheitsvektors,
wobei g(0) = f(x0) ist. Damit hat gj in Null ebenfalls ein lokales Extremum.
Außerdem ist gj nach Voraussetzung differenzierbar in Null mit

g′j(0) = lim
t→0

gj(t)− gj(0)
t

= lim
t→0

f(x0 + tej)− f(x0)
t

= ∂jf(x0).

Nach dem bekannten eindimensionalen Resultat über kritische Punkte I.22.15
gilt also ∂jf(x0) = g′j(0) = 0 für jedes j = 1, 2, . . . , d und das bedeutet gerade
∇f(x0) = 0.

Definition 14.3. Ist f in x0 partiell differenzierbar und gilt ∇f(x0) = 0, so heißt
x0 ein kritischer Punkt von f .

97



14. Lokale Extrema

Es dürfte nicht überraschend sein, dass die Welt in mehreren Variablen nicht
schöner wird als in einer: Nicht jeder kritische Punkt ist auch eine lokale Extrem-
stelle. Hier sind die notorischen Beispiele.

Beispiel 14.4. (a) Es sei f : R2 → R gegeben durch f(x, y) = x2+y2. Dann ist
f(x, y) > 0 für alle (x, y) ∈ R2 \{0} und f(0, 0) = 0. Also hat f in (0, 0) ein
lokales (sogar globales) Minimum und tatsächlich ist ∇f(x, y) = (2x, 2y)
und damit ∇f(0, 0) = (0, 0).

(b) Wir betrachten jetzt f : R2 → R mit f(x, y) = x2−y2. Dann ist ∇f(x, y) =
(2x,−2y) und damit auch hier∇f(0, 0) = (0, 0), d. h. (0, 0) ist ein kritischer
Punkt von f . Hier gilt aber f(x, 0) > 0 für alle x 6= 0 und f(0, y) < 0 für alle
y 6= 0. In jeder Umgebung von Null ohne den Urpsrung sind also die Werte
von f auf der x-Achse strikt positiv und auf der y-Achse strikt negativ.
Damit kann im Ursprung kein lokales Extremum vorliegen.

Man nennt einen solchen kritischen Punkt, an dem kein Extremum vorliegt,
einen Sattelpunkt .

Wie unterscheidet man nun einen Sattelpunkt von einer Extremstelle? Die Idee
ist genau die gleiche wie im letzten Semester: Ist f ∈ C2(G,R) und x0 ∈ G ein
kritischer Punkt von f , so entwickeln wir f in sein Taylorpolynom erster Ordnung
mit Entwicklungsstelle x0.
Dazu sei ̺ > 0 so, dass U̺(x0) ⊆ G gilt. Dann ist für alle x ∈ U̺(x0) die Verbin-
dungsstrecke xx0 ⊆ U̺(x0) ⊆ G, so dass es nach dem Satz von Taylor 13.10, vgl.
auch Bemerkung 13.11(c), ein ξ ∈ xx0 gibt mit

f(x) = f(x0) +∇f(x0)︸ ︷︷ ︸
=0

(x− x0) + (x− x0)THf(ξ)(x− x0).

Also ist
f(x)− f(x0) = (x− x0)THf(ξ)(x− x0) (14.1)

und das Vorzeichen der rechten Seite bestimmt das Vorzeichen der linken Seite
und das entscheidet darüber ob eine, und wenn ja, was für eine, Extremstelle
vorliegt. Dabei hilft uns folgende Defintion weiter, die wahrscheinlich nur eine
Erinnerung an die Lineare Algebra ist.

Definition 14.5. Eine symmetrische Matrix A ∈ Rd×d heißt

(a) positiv definit, falls xTAx > 0 für alle x ∈ Rd \ {0} gilt.

(b) negativ definit, falls xTAx < 0 für alle x ∈ Rd \ {0} gilt.

(c) indefinit, falls x, y ∈ Rd existieren mit xTAx > 0 und yTAy < 0.

Lemma 14.6. Die Mengen der positiv definiten, der negativ definiten und der
indefiniten Matrizen sind offene Teilmengen von {T ∈ Rd×d : T symmetrisch}.
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Beweis. Wir führen den Beweis nur für die Menge der positiven Matrizen. Die
Argumente in den anderen Fällen sind mehr oder weniger analog.
Sei A ∈ Rd×d positiv definit. Da die Einheitssphäre K := {x ∈ Rd : ‖x‖2 = 1}
kompakt ist und f : K → R mit f(x) = 〈x,Ax〉 stetig auf K ist, nimmt die
Abbildung f auf K ihr Minimum an. Wir nennen diesen Minimalwert α und
beobachten, dass wegen f(x) > 0 für alle x ∈ K auch α > 0 gelten muss.
In Rd×d können wir uns noch eine Norm aussuchen und da wir wegen des Skalar-
podukts in Rd sinnigerweise mit der 2-Norm arbeiten, versehen wir Rd×d mit der
zur 2-Norm assoziierten Operatornorm ‖ · ‖, vgl. Definition 5.12.
Wir weisen nun nach, dass Uα/2(A) in der Menge der positiv definiten Matrizen
enthalten ist, womit diese dann offen ist. Sei also B ∈ Rd×d eine symmetrische
Matrix mit ‖B − A‖ < α/2. Dann gilt für alle x ∈ K

〈x,Bx〉 = 〈x,Ax− (A−B)x〉 = 〈x,Ax〉 − 〈x, (A− B)x〉.

Wir wenden im letzten Skalarprodukt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung an, zie-
hen damit mehr ab und erhalten für alle x ∈ K

〈x,Bx〉 ≥ 〈x,Ax〉 − ‖x‖2︸︷︷︸
=1

‖(A− B)x‖2 ≥ α− ‖(A− B)x‖2.

Nun verwenden wir Satz 5.12(b)i) und erhalten weiterhin für alle x ∈ K

〈x,Bx〉 ≥ α− ‖A− B‖‖x‖2 = α− ‖A−B‖ > α− α

2
=
α

2
.

Damit haben wir schließlich für alle x ∈ Rd \ {0}

〈x,Bx〉 = ‖x‖22
〈 x

‖x‖ , B
x

‖x‖2

〉
≥ ‖x‖22

α

2
> 0.

Also ist auch B eine positiv definite Matrix und Uα/2(A) eine Teilmenge der
positiv definiten Matrizen.

Satz 14.7 (Hinreichende Bedingung für Extrema). Ist f ∈ C2(G,R) und x0 ∈ G
ein kritischer Punkt von f , so gilt:

(a) Ist Hf(x0) positiv definit, so hat f in x0 ein lokales Minimum.

(b) Ist Hf(x0) negativ definit, so hat f in x0 ein lokales Maximum.

(c) Ist Hf(x0) indefinit, so hat f in x0 kein Extremum.

Beweis. (a) Wir haben in (14.1) bereits gesehen, dass

f(x)− f(x0) =
〈
x− x0, Hf(ξ)(x− x0)

〉
mit einem ξ ∈ xx0

ist, solange x ∈ U̺(x0) mit einem geeigneten ̺ > 0 gilt.
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14. Lokale Extrema

Ist nun Hf (x0) positiv definit, so gibt es nach Lemma 14.6 ein κ > 0, so dass
alle symmetrischen Matrizen, die näher als κ an Hf(x0) liegen, ebenfalls
positiv definit sind. Die Abbildung x 7→ Hf(x) ist nach Voraussetzung in G
stetig, also gibt es ein δ > 0 mit Hf (x) ∈ Uκ(Hf (x0)) für alle x ∈ Uδ(x0),
d. h. Hf (x) ist dann positiv definit.

Ist nun ε := min{δ, ̺}, so gilt für alle x ∈ Uε(x0), dass auch das zugehörige
ξ in Uε(x0) liegt und damit Hf(ξ) positiv definit ist. Also ist für alle x ∈
Uε(x0)

f(x)− f(x0) =
〈
x− x0, Hf(ξ)(x− x0)

〉
≥ 0

und damit f(x) ≥ f(x0), d. h. in x0 liegt ein relatives Minimum vor.

(b) Ist Hf(x0) negativ definit, so ist H−f(x0) = −Hf(x0) positiv definit und
nach unseren obigen Erkenntnissen hat dann −f ein lokales Minimum in
x0, d. h. f hat ein lokales Maximum in x0. Man beachte dabei, dass die
Voraussetzungen des Satzes, wenn sie für f erfüllt sind, auch für −f gelten.

(c) Ist Hf(x0) indefinit, so gibt es v, w ∈ Rd mit

〈v,Hf(x0)v〉 > 0 und 〈w,Hf(x0)w〉 < 0

und v und w sind offensichtlich nicht Null. Da G offen ist, können wir dann
ein ε > 0 finden mit x0+tv, x0+tw ∈ G für alle t ∈ (−ε, ε). Wir betrachten
die beiden Funktionen ϕv, ϕw : (−ε, ε) → R mit ϕv(t) = f(x0 + tv) und
ϕw(t) = f(x0 + tw). Dann sind ϕv, ϕw ∈ C2((−ε, ε)) mit

ϕ′
v(t) = ∇f(x0 + tv) · v, also ϕ′

v(0) = ∇f(x0) · v = 0

und genauso ϕ′
w(0) = 0. Weiterhin gilt

ϕ′′
v(t) = 〈v,Hf(x0 + tv)v〉, und damit ϕ′′

v(0) = 〈v,Hf(x0)v〉 > 0

und genauso ϕ′′
w(0) < 0. Damit hat die Einschränkung von f auf die Gerade

durch x0 in Richtung v, also ϕv, in x0 ein striktes lokales Minimum und die
Einschränkung auf die Gerade durch x0 in Richtung w in x0 ein striktes
lokales Maximum. In Summe kann damit f in x0 kein Extremum haben.

Die Frage wie man nun feststellt, ob eine gegebene symmetrische Matrix posi-
tiv, negativ oder indefinit ist, gehört in den Zuständigkeitsbereich der Linearen
Algebra. Wir zitieren hier die wichtigsten Methoden.

Satz 14.8. Sei A = (aj,k)
d
j,k=1 ∈ Rd×d symmetrisch. Dann ist A

(a) genau dann positiv definit, wenn alle Eigenwerte von A strikt positiv sind
und das ist genau dann der Fall, wenn die Minoren von A alle positiv sind,
d. h. für alle m = 1, 2, . . . , d gilt det((aj,k)

m
j,k=1) > 0.

100



(b) genau dann negativ definit, wenn alle Eigenwerte von A strikt negativ sind
und das ist genau dann der Fall, wenn die Vorzeichen der Minoren von A
alternieren mit (−1)m det((aj,k)

m
j,k=1) > 0 für alle m = 1, 2, . . . , d.

(c) genau dann indefinit, wenn A sowohl einen strikt positiven als auch einen
strikt negativen Eigenwert hat.

Beispiel 14.9. Wir bestimmen die relativen Extrema von f : R2 → R mit

f(x, y) = (x2 + 2y2)e−x
2−y2 ,

vgl. Abbildung 14.1.

1.5

0.5

-1.5

y
-0.5

0.0

0.5

0.2

1.5

-0.5

0.4

x

0.6

-1.5

Abbildung 14.1.: Der Graph der Funktion f(x, y) = (x2 + 2y2)e−x
2−y2

Wir bestimmen die kritischen Punkte mit ∇f(x, y) = (0, 0). Da

∇f(x, y) =
(
2xe−x

2−y2 − 2x(x2 + 2y2)e−x
2−y2 , 4ye−x

2−y2 − 2y(x2 + 2y2)e−x
2−y2

)

= 2e−x
2−y2

(
x(1− x2 − 2y2), y(2− x2 − 2y2)

)
,

ist, bekommen wir die kritischen Punkte als die Lösungen des Gleichungssystems
{
x(1− x2 − 2y2) = 0
y(2− x2 − 2y2) = 0.

Wir betrachten zunächst den Fall x = 0. Dann ist die erste Gleichung erfüllt und
die zweite vereinfacht sich zu y(2 − 2y2) = 0. Diese hat die drei Lösungen 0, 1
und −1. Also haben wir bereits die drei Nullstellen des Gradienten (0, 0), (0, 1)
und (0,−1).
Im Fall x 6= 0 können wir die erste Gleichung durch x dividieren und verbleiben
mit −x2 − 2y2 = −1. Setzen wir das in die zweite Gleichung ein, so erhalten
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14. Lokale Extrema

wir 0 = y(2 − 1) = y. In diesem Fall muss also y = 0 sein. Dann ist die zweite
Gleichung auf jeden Fall erfüllt und nun vereinfacht sich die erste Gleichung zu
1− x2 = 0, also muss dann x = 1 oder x = −1 sein.
Insgesamt haben wir fünf kritische Stellen (0, 0), (0, 1), (0,−1), (1, 0) und (−1, 0).
Wir bestimmen nun die Hesse-Matrix Hf(x, y) zu

2e−x
2−y2

(
1− 5x2 − 2y2 + 2x4 + 4x2y2 −2xy(3− x2 − 2y2)
−2xy(3− x2 − 2y2) 2− x2 − 10y2 + 2x2y2 + 4y4

)
.

Damit ist

Hf(0, 0) = 2

(
1 0
0 2

)
, Eigenwerte: 2, 4 pos. def.  Minimum,

Hf(0, 1) =
2

e

(
−1 0
0 −4

)
, Eigenwerte:

−2
e
,
−8
e
 neg. def.  Maximum,

Hf (0,−1) = Hf (0, 1)  Maximum,

Hf(1, 0) =
2

e

(
−2 0
0 1

)
, Eigenwerte:

−4
e
,
2

e
 indefinit  kein Extr.,

Hf (−1, 0) = Hf (1, 0)  kein Extr..

Bemerkung 14.10. In Rd können ein paar Dinge passieren, die im eindimen-
sionalen nicht vorkommen, z.B. kann eine auf ganz R2 definierte Funktion zwei
relative Maxima haben, ohne ein relatives Mimimum zu besitzen, vgl. Abbil-
dung 14.2. Hüten Sie sich also vor eindimensionalem Denken!

-2
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0 y0.0

4
1

0.25

x

2

0.5

0

0.75
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2

Abbildung 14.2.: Der Graph der Funktion f(x, y) = e−x
2−y2 + e−(x−3)2−y2
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15. Umkehrfunktionen

Ein Grundproblem der Mathematik ist das Auflösen von Gleichungen. Ein all-
gemeines Gleichungssystem mit d Unbekannten und p Gleichungen können wir
schreiben als f(x) = b mit f : Rd → Rp, wobei b ∈ Rp gegeben und x ∈ Rd

gesucht ist.
Besonders übersichtlich ist der Fall von linearen Gleichungssystemen, den Sie aus
der Linearen Algebra kennen:

• Ist p > d, so ist das LGS überbestimmt und hat i. A. keine Lösung.

• Ist p = d und die Matrix des LGS regulär, so hat dieses genau eine Lösung.

• Ist p < d, so ist das LGS unterbestimmt und hat, falls es lösbar ist, einen
affinen Unterraum als Lösungsmenge.

Wir haben nun genug analytisches Rüstzeug zusammen, um uns mit nichtlinearen
Gleichungssystemen zu beschäftigen. Deren Behandlung ist naturgemäß deutlich
komplizierter und von der Idee, so etwas wie ein allgemeines Lösungsverfahren
finden zu wollen, sollten Sie sich gleich verabschieden. Das Ziel wird vielmehr sein,
analog zu obiger Aufstellung, anhand von Eigenschaften der Funktion f Aussagen
darüber treffen zu können, wie die Struktur der Lösungsmenge aussieht.
Für überbestimmte Gleichungssysteme ist auch hier nichts zu holen, keine Lösung
ist keine Lösung.
Für den Fall p = d erhoffen wir uns eine eindeutige Lösung, wenn irgendetwas
regulär genug ist. Wir werden in diesem Kapitel dazu den Satz über die Umkehr-
funktion 15.5 zeigen, der grob gesprochen besagt: Ist a ∈ Rd eine Lösung unserer
Gleichung, d. h. f(a) = b und ist Df(a) regulär, so gibt es für jedes y nahe bei b
genau ein x nahe bei a mit f(x) = y. Oder anders gesagt: In diesem Fall gibt es
in einer kleinen Umgebung von b eine Umkehrfunktion von f , d. h. f ist in einer
kleinen Umgebung von a injektiv.
Im Fall von unterbestimmten Gleichungssystemen erwarten wir viele Lösungen
zu einer gegebenen rechten Seite. Das Ziel wird hier sein, zu zeigen, dass sich diese
Menge an Lösungen geeignet parametrisieren, d. h. als Graph einer Funktion dar-
stellen lässt. Diese wird allerdings nicht wie bei linearen Gleichungssystemen affin
sein und ist auch im allgemeinen nicht zu bestimmen. Der im nächsten Kapitel
präsentierte Satz über implizit definierte Funktionen 16.2, der unter geeigneten
Voraussetzungen eine solche Parametrisierung garantiert, ist demnach ein nicht
konstruktives Existenztheorem, aber trotzdem ein ungemein nützliches Resultat.
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15. Umkehrfunktionen

Definition 15.1. Es seien G ⊆ Rd und H ⊆ Rp offen. Eine Funktion f : G→ H
heißt Diffeomorphismus, wenn sie bijektiv und stetig diffbar auf G ist sowie ihre
Umkehrfunktion f−1 : H → G ebenfalls stetig differenzierbar ist.

Bemerkung 15.2. So wie alle
”
-morphismen“ ist ein Diffeomorphismus eine

strukturerhaltende Abbildung. Hier wird die Struktur der Differenzierbarkeit
übertragen.

Man beachte, dass die Forderung nach stetiger Differenzierbarkeit der Umkehr-
funktion nicht redundant ist, denn sie folgt nicht von selbst. Das sieht man schon
an dem relativ einfachen Beispiel f : R → R mit f(x) = x3. Diese Funktion ist
stetig differenzierbar und bijektiv, aber kein Diffeomorphismus, da ihre Umkehr-
funktion in Null nicht differenzierbar ist.

In Analysis I haben wir gezeigt, dass jede stetig differenzierbare Funktion f auf
einem Intervall I, deren Ableitung nie verschwindet, eine stetig differenzierbare
Umkehrfunktion hat, dass dann also f : I → f(I) ein Diffeomorphismus ist.
Außerdem besagt die Regel über die Ableitung der Umkehrfunktion, dass dann
(f−1)′(f(x)) = 1/f ′(x) für alle x ∈ I gilt.

In mehreren Variablen ist die Sache deutlich komplizierter: Erstens verkommt
dieses Kriterium zu einer nur noch notwendigen Bedingung und es geht auch
nicht darum, dass die Ableitung nur ungleich null ist. Stattdessen muss sie als
lineare Abbildung – bzw. Matrix – invertierbar sein, ein Unterschied, der bei
1× 1-Matrizen nicht sichtbar ist.

Satz 15.3. Es seien G ⊆ Rd und H ⊆ Rp offen. Ist f : G → H ein Diffeomor-
phismus, so gilt d = p und es ist detDf(x) 6= 0 sowie (Df(x))−1 = Df−1(f(x))
für alle x ∈ G.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt f−1 ◦ f = idG und f ◦ f−1 = idH . Also ist nach
der Kettenregel für alle x ∈ G und alle y ∈ H

Df−1(f(x))Df(x) = idRd und Df(f−1(y))Df−1(y) = idRp,

d. h. mit y := f(x)

Df−1(f(x))Df(x) = idRd und Df(x)Df−1(f(x)) = idRp.

Also ist Df(x) für jedes x ∈ G eine invertierbare lineare Abbildung. Damit sind
alle Behauptungen aus obigem Satz alte Bekannte aus der Linearen Algebra.

Das nächste Beispiel zeigt, dass die Regularität der Ableitung in jedem Punkt
in mehreren Variablen tatsächlich nur noch eine notwendige Bedingung für die
Umkehrbarkeit einer Funktion darstellt.
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Beispiel 15.4. Wir betrachten die Funktion, die Polarkoordinaten in kartesische
Koordinaten umrechnet, d. h.

f :






(0,∞)× R → R2 \ {(0, 0)}

(r, ϕ) 7→
(
r cos(ϕ)

r sin(ϕ)

)
,

vgl. Abbildung 15.1.

φ

r

−π

π

f←→

y

x

Abbildung 15.1.: Die Polarkoordinaten-Abbildung f bildet (0,∞)× (−π, π) dif-
feomorph auf R2 \ {(x, 0) : x ≤ 0} ab, ist aber auf (0,∞)× R

nicht bijektiv.

Dann ist f eine stetig differenzierbare Funktion auf der offenen und zusam-
menhängenden Menge G := (0,∞) × R und für alle (r, ϕ) ∈ G ist die Jacobi-
Matrix

Jf(r, ϕ) =

(
cos(ϕ) −r sin(ϕ)
sin(ϕ) r cos(ϕ)

)

wegen det(Jf(r, ϕ)) = r cos2(ϕ) + r sin2(ϕ) = r 6= 0 invertierbar. Trotzdem ist f
nicht bijektiv, denn es gilt z.B. f(1, 0) = f(1, 2π) = (1, 0).
Das Problem ist, dass man in R2 im Gegensatz zu R im Kreis laufen kann, man
kann so zum Ausgangspunkt zurückkehren ohne umzukehren.

Wir müssen also ein wenig bescheidener sein. Tatsächlich kann man zeigen, dass
die Regularität der Ableitung es gestattet, zumindest eine lokale Umkehrfunktion
zu definieren. Das ist der Inhalt des folgenden Satzes von der Umkehrfunktion.
Dieser ist ein sehr tiefliegendes Resultat und wir werden den bisher aufwändigsten
Beweis der ganzen Analysis I/II führen.

Theorem 15.5 (Satz von der Umkehrfunktion). Es sei G ⊆ Rd offen, x0 ∈ G
und f ∈ C1(G;Rd). Ist Df(x0) invertierbar, so existieren offene Umgebungen
U ⊆ G von x0 und V ⊆ Rd von y0 := f(x0), so dass f̂ := f |U : U → V ein
Diffeomorphismus ist.
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15. Umkehrfunktionen

Bemerkung 15.6. Der Satz von der Umkehrfunktion sagt, wie am Anfang des
Abschnitts schon formuliert, etwas über die Lösbarkeit nichtlinearer quadratischer
Gleichungssysteme aus: Hat man ein x0 mit f(x0) = y0 und ist Df(x0) regulär, so
gibt es für jedes y nahe bei y0 eine eindeutige Lösung x nahe bei x0 der Gleichung
f(x) = y.
Dabei macht der Satz keine Aussage über globale Eindeutigkeit der Lösung, es
kann durchaus noch andere Punkte w ∈ G mit f(w) = y geben, diese sind dann
aber

”
weit weg“ von x0. Dass eine solche Aussage im Allgemeinen auch nicht

gilt, sieht man an Beispiel 15.4. Der Nachweis, dass eine gegebene Abbildung ein
globaler Diffeomorphismus ist, ist im Allgemeinen ein sehr schwieriges Problem.

Bevor wir in den Beweis des Satzes von der Umkehrfunktion einsteigen, brauchen
wir noch zwei vorbereitende Lemmata, deren Aussagen allerdings auch für sich ge-
nommen wesentliche Resultate sind. Für diese Betrachtungen statten wir Kd mit
irgendeiner Norm aus und notieren die zugehörige Matrixnorm, vgl. Satz 5.12(a),
mit ‖ · ‖.

Lemma 15.7 (Neumann-Reihe). Für alle A ∈ Kd×d mit ‖A‖ < 1 ist I − A
invertierbar1 und es gilt

(I − A)−1 =

∞∑

n=0

An.

Beweis. Dank Satz 5.12(b)i) und wegen ‖A‖ < 1 gilt mit Hilfe der geometrischen
Reihe

∞∑

n=0

‖An‖ ≤
∞∑

n=0

‖A‖n =
1

1− ‖A‖ ,

und damit ist die Reihe
∑∞

n=0A
n absolut konvergent in Kd×d. Nach Übungauf-

gabe 6.12(a) ist sie also konvergent. Weiter gilt für alle N ∈ N

(I −A)
N∑

n=0

An =

N∑

n=0

An −
N∑

n=0

An+1 = I +

N∑

n=1

An −
N∑

n=1

An −AN+1 = I −AN+1.

Es ist
0 ≤ lim

N→∞
‖AN+1‖ ≤ lim

N→∞
‖A‖N+1 = 0,

also gilt limN→∞AN+1 = 0 in Kd×d und wir bekommen zusammengenommen

(I −A)
∞∑

n=0

An = lim
N→∞

(I −A)
N∑

n=0

An = lim
N→∞

(I − AN+1) = I,

woraus alles Behauptete folgt.

1Mit I ist hier die Einheitsmatrix bezeichnet.
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Lemma 15.8 (Stetigkeit der Matrixinversion). Die Menge aller invertierbaren
Matrizen GL(d,K) = {A ∈ Kd×d : A invertierbar} ist offen in Kd×d und die
Matrixinversionsabbildung

inv :

{
GL(d,K) → Kd×d

A 7→ A−1

ist stetig.

Beweis. Sei A ∈ Kd×d eine invertierbare Matrix und ε := 1/‖A−1‖. Wir zeigen
zunächst, dass Uε(A) nur invertierbare Matrizen enthält. Das liefert uns, dass
jedes A ∈ GL(d,K) ein innerer Punkt dieser Menge ist, d. h. diese ist offen.
Sei also B ∈ Uε(A). Dann ist ‖B −A‖ < ε = 1/‖A−1‖. Weiter gilt

B = A+B −A = A
(
I + A−1(B − A)

)
, (15.1)

und es ist nach Satz 5.12(b)i)

‖A−1(B − A)‖ ≤ ‖A−1‖‖B −A‖ < ‖A−1‖ 1

‖A−1‖ = 1. (15.2)

Nach Lemma 15.7 ist also die Matrix I + A−1(B − A) invertierbar und wir be-
kommen aus (15.1), dass auch B invertierbar ist mit

B−1 =
(
I + A−1(B − A)

)−1
A−1.

Damit ist der erste Teil des Lemmas erledigt und wir müssen noch die Stetigkeit
der Inversionsabbildung zeigen. Dazu sei A ∈ GL(d,K) und B ∈ Uε(A) wie oben.
Dann gilt

‖inv(A)− inv(B)‖ = ‖A−1 − B−1‖ =
∥∥A−1(B − A)B−1

∥∥
≤ ‖A−1‖‖B − A‖‖B−1‖
= ‖A−1‖‖B −A‖‖B−1 −A−1 + A−1‖
≤ ‖A−1‖‖B − A‖

(
‖B−1 − A−1‖+ ‖A−1‖

)

= ‖A−1‖‖B −A‖‖inv(A)− inv(B)‖+ ‖A−1‖2‖B − A‖.
Damit ist

(
1− ‖A−1‖‖B − A‖

)
‖inv(A)− inv(B)‖ ≤ ‖A−1‖2‖B −A‖.

Nun haben wir schon in (15.2) festgestellt, dass ‖A−1‖‖B −A‖ < 1 gilt. Also ist
1− ‖A−1‖‖B −A‖ > 0 und wir erhalten

‖inv(A)− inv(B)‖ ≤ ‖A−1‖2‖B −A‖
1− ‖A−1‖‖B − A‖ .

Dieser Bruch geht nun für B → A gegen 0/1 = 0, also ist

lim
B→A

inv(B) = inv(A)

und das bedeutet gerade Stetigkeit von inv in A.
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15. Umkehrfunktionen

Beweis von Satz 15.5. Die Hauptarbeit in diesem Beweis wird es sein, die Aus-
sage in dem Spezialfall

x0 = 0, f(x0) = f(0) = 0 und Df(x0) = Df(0) = idRd (15.3)

zu zeigen. Wir unterteilen diese Herausforderung in mehrere Teile.

Ouvertüre:

Unsere Aufgabe ist es für jedes gegebene y nahe bei 0 ein x nahe bei 0 zu finden,
das die Gleichung f(x) = y löst. Dazu betrachten wir für jedes y ∈ Rd die
Funktion

ϕy :

{
G → Rd

x 7→ y + x− f(x).
Dann ist

y = f(x)⇐⇒ ϕy(x) = x⇐⇒ x Fixpunkt von ϕy. (15.4)

Unser Problem lässt sich auf diese Weise als Fixpunktproblem formulieren und
wir wollen dieses mit dem Banach’schen Fixpunktsatz angehen. Dazu müssen wir
zeigen, dass ϕy auf einem geeigneten vollständigen metrischen Raum eine strikte
Kontraktion ist. Dazu statten wir Rd mit der ∞-Norm aus und verstehen alle
vorkommenden Teilmengen von Rd als metrische Räume mit der durch ‖ · ‖∞
induzierten Metrik, vgl. Satz 1.12(b).

1. Akt: ∃̺ > 0 : ϕy : U2̺(0)→ U2̺(0) ist strikte Kontraktion für alle y ∈ U̺(0).
Die Abbildung ϕy ist für jedes y nach Voraussetzung stetig differenzierbar auf G
mit

Dϕy(x) = idRd −Df(x), x ∈ G.
Man beachte, dass diese Ableitung unabhängig von y ist, es gilt also Dϕy(x) =
Dϕ0(x) für alle x ∈ G und alle y ∈ Rd. Außerdem ist wegen (15.3)

Dϕy(0) = Dϕ0(0) = idRd −Df(0) = 0, y ∈ Rd.

Die Funktion Dϕ0, und damit auch Jϕ0 , sind auf G nach Voraussetzung stetig,
also gibt es ein ̺ > 0 mit U3̺(0) ⊆ G und

‖Jϕy
(x)‖ZS = ‖Jϕ0(x)‖ZS ≤

1

2
für alle x ∈ U3̺(0) und alle y ∈ Rd. (15.5)

Nun liefert der Schrankensatz 12.8, insbesondere (12.3), für alle x1, x2 ∈ U3̺(0)
und alle y ∈ Rd

‖ϕy(x1)− ϕy(x2)‖∞ ≤
1

2
‖x1 − x2‖∞. (15.6)

Insbesondere gilt das für alle x1, x2 ∈ U2̺(0). Um den ersten Akt zu beenden

müssen wir nun noch zeigen, dass für alle y ∈ U̺(0) gilt ϕy(U2̺(0)) ⊆ U2̺(0). Sei
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also y ∈ U̺(0) und x ∈ U2̺(0). Dann gilt mit Hilfe von (15.6) und der Definition
von ϕy

‖ϕy(x)‖∞ ≤ ‖ϕy(x)− ϕy(0)‖∞ + ‖ϕy(0)‖∞
≤ 1

2
‖x− 0‖∞ + ‖y − f(0)‖∞ =

1

2
‖x‖∞ + ‖y‖∞

<
1

2
· 2̺+ ̺ = 2̺. (15.7)

Also ist ϕy(x) ∈ U2̺(0).

2. Akt: Anwendung des Banach’schen Fixpunktsatzes.

Die Menge U2̺(0) ist beschränkt und abgeschlossen in Rd, also nach Heine-

Borel 4.9 kompakt in Rd. Satz 4.7 liefert dann, dass der metrische Raum U2̺(0)
vollständig ist. Damit sind für jedes y ∈ U̺(0) für die Funktionen ϕy die Vor-
aussetzungen des Banach’schen Fixpunktsatzes 3.13 erfüllt. Also gibt es für jedes
y ∈ U̺(0) genau ein x ∈ U2̺(0) mit ϕy(x) = x, d. h. mit f(x) = y, vgl. (15.4).
Tatsächlich haben wir nach (15.7) für jedes solchermaßen gefundene x

‖x‖∞ = ‖ϕy(x)‖∞ < 2̺,

also ist sogar jeweils x ∈ U2̺(0).
Zusammen haben wir also nun als Ergebnis für ein geeignetes ̺ > 0:

Für alle y ∈ U̺(0) existiert genau ein x ∈ U2̺(0) mit f(x) = y.

3. Akt: Definition von U , V und f̂ .

Wir setzen nun
V := U̺(0), U := f−1(V ) ∩ U2̺(0).

Dann gilt U ⊆ U2̺(0) ⊆ G nach der Wahl von ̺. Desweiteren sind U und V offene
Mengen, es gilt offensichtlich 0 ∈ V und wegen f(0) = 0 ist auch 0 ∈ f−1(V )
und damit 0 ∈ U . Also ist U ⊆ G eine offene Umgebung von 0 und V eine offene
Umgebung von 0 = f(0). Schließlich besagen unsere Ergebnisse aus dem 2. Akt,
dass f̂ := f |U : U → V bijektiv ist. Man beachte dabei, dass für jedes y ∈ V
das zugehörige x ∈ U2̺(0) aus dem 2. Akt wegen f(x) = y ∈ V automatisch in
f−1(V ) und damit in U liegt.
Uns verbleibt nun

”
nur noch“ zu zeigen, dass f̂−1 : V → U auf V stetig differen-

zierbar ist. Wir fangen mit kleineren Brötchen an.

4. Akt: f̂−1 : V → U ist Lipschitz-stetig.

Es seien y1, y2 ∈ V . Dann gilt wegen ϕ0(x) = x− f(x), x ∈ G, für x1 := f̂−1(y1)
und x2 := f̂−1(y2)
∥∥f̂−1(y1)− f̂−1(y2)

∥∥
∞

= ‖x1 − x2‖∞ =
∥∥ϕ0(x1) + f(x1)− ϕ0(x2)− f(x2)

∥∥
∞
.
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15. Umkehrfunktionen

Da x1 und x2 in U sind, gilt f(x1) = f̂(x1) = f̂(f̂−1(y1)) = y1 und genauso
f(x2) = y2. Damit haben wir unter weiterer Verwendung von (15.6)

∥∥f̂−1(y1)− f̂−1(y2)
∥∥
∞
≤
∥∥ϕ0(x1)− ϕ0(x2)

∥∥
∞
+ ‖y1 − y2‖∞

≤ 1

2
‖x1 − x2‖∞ + ‖y1 − y2‖∞

=
1

2

∥∥f̂−1(y1)− f̂−1(y2)
∥∥
∞
+ ‖y1 − y2‖∞.

Umstellen dieser Ungleichung liefert mit

1

2

∥∥f̂−1(y1)− f̂−1(y2)
∥∥
∞
≤ ‖y1−y2‖∞, d. h.

∥∥f̂−1(y1)− f̂−1(y2)
∥∥
∞
≤ 2‖y1−y2‖∞

die gewünschte Lipschitz-Stetigkeit.

5. Akt: Für alle x ∈ U ist Df(x) invertierbar.

Wir zeigen, dass ker(Df(x)) = {0} ist. Sei also x ∈ U und v ∈ ker(Df(x)).
Wegen f(x) = x− ϕ0(x) ist Df(x) = idRd −Dϕ0(x) und damit gilt

0 = Jf (x)v = v − Jϕ0(x)v, d. h. v = Jϕ0(x)v.

Damit ist dank (15.5)

‖v‖∞ = ‖Jϕ0(x)v‖∞ ≤ ‖Jϕ0(x)‖ZS‖v‖∞ ≤
1

2
‖v‖∞

und wir haben ‖v‖∞/2 ≤ 0, also ‖v‖∞ ≤ 0 und damit schließlich v = 0.
Nach diesen Vorbereitungen können wir uns nun der Differenzierbarkeit von f̂−1

widmen.

6. Akt: f̂−1 ist stetig differenzierbar auf V .

Sei y ∈ V und k ∈ Rd so, dass y + k ∈ V . Dann ist x := f̂−1(y) ∈ U und mit
hk := f̂−1(y + k)− f̂−1(y) gilt

f(x) + k = y + k = f̂
(
f̂−1(y + k)

)
= f

(
hk + f̂−1(y)

)
= f(x+ hk).

Das liefert dank der Differenzierbarkeit von f in x

k = f(x+ hk)− f(x) = Df(x)hk + r(hk) mit lim
h→0

r(h)

‖h‖∞
= 0. (15.8)

Nun stützen wir uns auf den 5. Akt und erhalten mit den bisherigen Überlegungen

f̂−1(y + k)− f̂−1(y) = hk = hk +
(
Df(x)

)−1
k −

(
Df(x)

)−1
k

= hk +
(
Df(x)

)−1
k −

(
Df(x)

)−1(
Df(x)hk + r(hk)

)

= hk +
(
Df(x)

)−1
k − hk −

(
Df(x)

)−1
r(hk)

=
(
Df(x)

)−1
k −

(
Df(x)

)−1
r(hk).
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Unser nächstes Ziel ist nun zu zeigen, dass limk→0(Df(x))
−1r(hk)/‖k‖∞ = 0 ist.

Wenn das erreicht ist, so liefert das die Differenzierbarkeit von f̂−1 in y.
Es ist nach den Ergebnissen des 4. Akts

‖hk‖∞ = ‖x+ hk − x‖∞ =
∥∥f̂−1

(
f(x+ hk)

)
− f̂−1

(
f(x)

)∥∥
∞

≤ 2
∥∥f(x+ hk)− f(x)

∥∥
∞

= 2‖k‖∞

und wir bekommen zum Einen, dass limk→0 hk = 0 ist, und zum Anderen mit
Hilfe von (15.8)

0 ≤ ‖r(hk)‖∞‖k‖∞
≤ 2‖r(hk)‖∞

‖hk‖∞
−→ 0 (k → 0).

Da die lineare Abbildung (Df(x))−1 auf Rd stetig ist, liefert das

lim
k→0

(
Df(x)

)−1 r(hk)

‖k‖∞
=
(
Df(x)

)−1
lim
k→0

r(hk)

‖k‖∞
=
(
Df(x)

)−1
0 = 0.

Es ist also f̂−1 in y differenzierbar und es gilt

Df̂−1(y) =
(
Df(x)

)−1
=
(
Df(f̂−1(y))

)−1
= inv

(
Df(f̂−1(y))

)
.

Nun ist f̂−1 stetig nach Akt 4, Df stetig nach Voraussetzung und die Matri-
xinversion stetig nach Lemma 15.8. Damit ist y 7→ Df̂−1(y) als Verkettung von
stetigen Funktionen stetig, d. h. f̂−1 ist auf V stetig differenzierbar.

Finale: Vom Spezialfall zum allgmeneinen Fall.

Wir haben den Satz für die Situation in (15.3) gezeigt und machen uns nun
daran, diese Einschränkungen wieder los zu werden. Es sei f nun also irgendeine
Funktion, die die Voraussetzungen des Satzes erfüllt. Dann betrachten wir auf
G̃ := G− x0 := {z − x0 : z ∈ G} die Funktion g : G̃→ Rd mit

g(x) :=
(
Df(x0)

)−1(
f(x+ x0)− f(x0)

)
.

Dann gilt erstens g(0) = (Df(x0))
−1(f(x0) − f(x0)) = 0. Zweitens haben wir

Dg(x) = (Df(x0))
−1Df(x + x0) und damit Dg(0) = (Df(x0))

−1Df(x0) = idRd.
Wir können also auf unsere Funktion g das bisher Bewiesene anwenden.
Das liefert offene Umgebungen Ũ , Ṽ von 0 in Rd, für die ĝ = g|Ũ : Ũ → Ṽ ein
Diffeomorphismus ist. Außerdem gilt Dĝ−1(0) = (Dg(0))−1 = id−1

Rd = idRd.
Wir setzen nun

U := Ũ + x0, V := Df(x0)(Ṽ ) + f(x0).

Dann ist U eine offene Umgebung von x0 und, da Df(x0)(Ṽ ) = (Df(x0)
−1)−1(Ṽ )

das Urbild einer offenen Menge unter einer stetigen Abbildung ist, ist V eine offene
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15. Umkehrfunktionen

Umgebung von f(x0). Wir zeigen nun, dass f̂ = f |U : U → V ein Diffeomorphis-
mus ist.
Zunächst steckt die stetige Differenzierbarkeit von f̂ direkt in der Voraussetzung.
Zum Nachweis der Bijektivität sei y ∈ V . Dann gibt es nach Definition von V
und dank der Bijektivität von Df(x0) genau ein ỹ ∈ Ṽ mit y = Df(x0)ỹ+f(x0).
Weiter gibt es, da ĝ : Ũ → Ṽ ein Diffeomorphismus ist, genau ein x̃ ∈ Ũ mit
ĝ(x̃) = ỹ. Das bedeutet ausgeschrieben

(
Df(x0)

)−1(
f(x̃+ x0)− f(x0)

)
= g(x̃) = ỹ =

(
Df(x0)

)−1
(y − f(x0)).

Da (Df(x0))
−1 invertierbar ist, haben wir also ein eindeutiges x̃ ∈ Ũ mit

f(x̃+ x0)− f(x0) = y − f(x0), d. h. f(x̃+ x0) = y.

Damit ist x := x̃+ x0 ∈ U ein eindeutiges Element aus U mit f(x) = y und wir
haben gezeigt, dass f̂ : U → V bijektiv ist.
Obige Rechnung zeigt außerdem, dass

f̂−1(y) = x = x̃+ x0 = ĝ−1(ỹ) + x0 = ĝ−1
((
Df(x0)

)−1
(y − f(x0))

)
+ x0

und aus dieser Darstellung können wir nun ablesen, dass mit ĝ−1 auch f̂−1 diffe-
renzierbar ist und die Ableitungsfunktion

y 7→ Df̂−1(y) = Dĝ−1
((
Df(x0)

)−1
(y − f(x0))

)(
Df(x0)

)−1

ist stetig.

Wenn wir nun so viel Arbeit investiert haben, wollen wir natürlich auch ein
bisschen Ertrag haben. Hier kommen zwei direkte Folgerungen aus diesem Satz
und auch das nächste große Resultat dieser Vorlesung, der Satz über implizite
Funktionen, wird im wesentlichen aus dem Satz über die Umkehrfunktion folgen.
Die wahre Stärke all dieser Resulate kann allerdings in dieser Veranstaltung noch
nicht präsentiert werden.

Korollar 15.9. Sei G ⊆ Rd offen und f ∈ C1(G;Rd) so, dass Df(x) in allen
x ∈ G invertierbar ist. Dann ist f(G) offen in Rd.

Die Offenheit von f(G) folgt nicht automatisch aus der Stetigkeit von f ! Urbilder
offener Mengen unter stetigen Abbildungen sind immer offen, aber nicht unbe-
dingt Bilder. Betrachten Sie z.B. das Bild von (−1, 1) unter der reellen Funktion
f(x) = x2.

Beweis. Sei y ∈ f(G) und x ∈ G ein Punkt mit f(x) = y. Dann sagt der Satz
über die Umkehrfunktion 15.5, dass es offene Umgebungen V von y und U ⊆ G
von x gibt, so dass f |U : U → V bijektiv ist. Also ist y ∈ V = f(U) ⊆ f(G) und
V ist offen, d. h. y ist ein innerer Punkt von f(G).
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Korollar 15.10. Sei G ⊆ Rd offen und f ∈ C1(G;Rd). Ist f injektiv und Df(x)
für alle x ∈ G invertierbar, so ist f : G→ f(G) ein Diffeomorphismus.

Beweis. Die Funktion f : G → f(G) ist nach Voraussetzung bijektiv und ste-
tig differenzierbar. Die stetige Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion folgt aus
Theorem 15.5.
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16. Satz über implizite Funktionen

Wir wenden uns nun dem Satz über implizite Funktionen zu, in dem es um
unterbestimmte Gleichungssysteme geht. Es sei also G ⊆ Rd eine offene Menge
und f : G → Rp eine Funktion mit p < d. Wir wollen nun für w ∈ Rp die
Lösungsmenge des Gleichungssystems f(u) = w beschreiben. Dazu beschränken
wir uns auf den Fall w = 0, denn für beliebiges w kann man sonst einfach die
Funktion f − w betrachten.
Wir setzen k := d− p und identifizieren Rd = Rk+p = Rk × Rp. In diesem Sinne
notieren wir ein u ∈ G als

u = (u1, u2, . . . , uk, uk+1, . . . , uk+p) = (x1, x2, . . . , xk, y1, y2, . . . , yp) =: (x, y).

Der einfachste Fall ist natürlich der eines linearen Gleichungssystems. Um diese
Notation zu durchschauen und um zu demonstrieren, was das Ziel dieses Ab-
schnitts ist, betrachten wir als Beispiel das folgende LGS f(x, y) = 0 mit d = 4
und p = k = 2

y1 y2 x1 x2(
1 0 −1 1 | 0
0 1 0 1 | 0

)

Um die Lösungsmenge zu beschreiben kann man nun z.B. x1, x2 als freie Para-
meter wählen und erhält

y2 = −x2, y1 = x1 − x2

als Parametrisierung der Lösungsmenge. Dabei drückt man die restlichen Varia-
blen y1 und y2 durch die freien Variablen x1 und x2 aus, d. h. man gibt eine
Funktion g : R2 → R2 an, so dass die Punkte (x, y) ∈ R4 mit y = g(x) genau
die Lösungen des LGS sind. Es gilt also dann f(x, g(x)) = 0 für alle x ∈ R2. In
diesem Fall wäre g(x1, x2) = (x1 − x2,−x2).
Wir wollen nun untersuchen unter welchen Voraussetzungen eine solche Para-
metrisierung der Lösungsmenge nach geeigneten freien Variablen für allgemeine
nichtlineare unterbestimmte Gleichungssysteme möglich ist, wann es also eine
solche Funktion g gibt. Da diese durch die Gleichung f(x, g(x)) = 0 bestimmt
wird, sagt man dann die Funkton g ist implizit definiert.
Für allgemeine Gleichungssysteme ist es nicht zu erwarten, dass diese Gleichung
explizit auflösbar ist, d. h. dass wir wie im obigen linearen System eine explizite
Formel für g erhalten. Desweiteren können wir hier, genau wie beim Satz über
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16. Satz über implizite Funktionen

die Umkehrfunktion, nur ein lokales Resultat erwarten, d. h. eine Bedingung an
f unter der, in der Nähe einer gegebenen Lösung (a, b) (d. h. f(a, b) = 0) eine
solche auflösende Funktion g existiert.
Wir führen dazu zunächst für die Belange der folgenden Betrachtungen ein paar
abkürzende Notationen ein.

Definition 16.1. Es seien k, p ∈ N.

(a) Für x ∈ Rk und y ∈ Rp bezeichne

(x, y) := (x1, x2, . . . , xk, y1, y2, . . . , yp) ∈ Rk+p.

(b) Es seien G ⊆ Rk+p offen und f ∈ C1(G;Rp). Für (a, b) ∈ G sei

Dxf(a, b) =




∂1f1(a, b) ∂2f1(a, b) . . . ∂kf1(a, b)
∂1f2(a, b) ∂2f2(a, b) . . . ∂kf2(a, b)

...
...

...
...

∂1fp(a, b) ∂2fp(a, b) . . . ∂kfp(a, b)


 ∈ Rp×k,

Dyf(a, b) =




∂k+1f1(a, b) ∂k+2f1(a, b) . . . ∂k+pf1(a, b)
∂k+1f2(a, b) ∂k+2f2(a, b) . . . ∂k+pf2(a, b)

...
...

. . .
...

∂k+1fp(a, b) ∂k+2fp(a, b) . . . ∂k+pfp(a, b)


 ∈ Rp×p.

Theorem 16.2 (Satz über implizite Funktionen). Sei G ⊆ Rd = Rk × Rp of-
fen, f : G → Rp stetig differenzierbar und (a, b) ∈ G mit f(a, b) = 0 und
det(Dyf(a, b)) 6= 0. Dann existieren offene Umgebungen U ⊆ Rk von a und
V ⊆ Rp von b mit U × V ⊆ G, sowie eine eindeutige stetig differenzierbare
Funktion g : U → V , für die gilt

f(x, y) = 0 ⇐⇒ y = g(x) für alle x ∈ U und y ∈ V .

Insbesondere ist g(a) = b.
Schließlich gilt

Dg(x) = −
(
Dyf(x, g(x))

)−1
Dxf(x, g(x)) für alle x ∈ U.

Beweis. Wir führen dieses Theorem auf den Umkehrsatz 15.5 zurück. Dazu be-
trachten wir die Funktion F : G→ Rk × Rp mit

F (x, y) =

(
x

f(x, y)

)
, (x, y) ∈ G.

Dann ist F nach Voraussetzung stetig differenzierbar und es ist für alle (x, y) ∈ G

DF (x, y) =

(
IRk 0

Dxf(x, y) Dyf(x, y)

)
. (16.1)
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Um den Umkehrsatz 15.5 in einer Umgebung von (a, b) auf F anwenden zu
können, müssen wir nachweisen, dass DF (a, b) invertierbar ist. Das zeigen wir,
indem wir nachweisen, dass der Kern dieser linearen Abbildung trivial ist. Sei
also (h, k) ∈ Rk × Rp mit DF (a, b) ( hk ) = 0. Dann ist

0 =

(
IRk 0

Dxf(a, b) Dyf(a, b)

)(
h
k

)
=

(
h

Dxf(a, b)h+Dyf(a, b)k

)
.

Aus der ersten Zeile folgt sofort h = 0, also reduziert sich die zweite Zeile zu
Dyf(a, b)k = 0. Nach Voraussetzung ist aber die (quadratische!) Matrix Dyf(a, b)
invertierbar, also ist auch k = 0 und wir haben die benötigte Invertierbarkeit von
DF (a, b) nachgewiesen.
Der Umkehrsatz 15.5 liefert uns nun offene Umgebungen Û ⊆ G von (a, b) und
V̂ ⊆ Rk+p von F (a, b) = (a, 0), so dass F̂ := F |Û : Û → V̂ ein Diffeomorphismus

ist. Für alle (v, w) ∈ V̂ ist nach der Definition von F

(v, w) = F̂
(
F̂−1(v, w)

)
=
(
F̂−1
1 (v, w), F̂−1

2 (v, w), . . . , F̂−1
k (v, w), f(F̂−1(v, w))

)
,

also wirkt F̂−1 in den ersten k Koordinaten wie die Identität, d. h. wir haben
F̂−1
j (v, w) = vj für alle j = 1, 2, . . . , k. Damit gibt es eine stetig differenzierbare

Funktion ĝ : V̂ → Rp mit

F̂−1(v, w) =
(
v, ĝ(v, w)

)
, (v, w) ∈ V̂ .

Diese Funktion ĝ erfüllt nun für alle (x, y) ∈ Û

f(x, y) = 0 ⇐⇒ F̂ (x, y) = F (x, y) = (x, 0)

⇐⇒ (x, y) = F̂−1(x, 0) =
(
x, ĝ(x, 0)

)
⇐⇒ y = ĝ(x, 0).

Insbesondere gilt ĝ(a, 0) = b, denn (a, b) ∈ Û und f(a, b) = 0.
Ein Abgleich mit der angestrebten Behauptung im Theorem zeigt schnell, dass
die gesuchte Funktion g durch g(x) := ĝ(x, 0) gegeben ist. Diese ist nach Kon-
struktion stetig differenzierbar solange (x, 0) ∈ V̂ liegt und sie erfüllt auch
f(x, y) = 0 ⇐⇒ y = g(x) für alle (x, y) ∈ Û . Außerdem ist g(a) = b.
Zu unserem Glück fehlen uns also nur noch die geeigneten offenen Umgebungen
U von a und V von b, so dass g(U) ⊆ V ist, U × V ⊆ Û gilt und (x, 0) ∈ V̂ für
alle x ∈ U erfüllt ist.
Wir wissen, dass Û eine Umgebung von (a, b) ist. Also gibt es ein ε > 0 mit
Uε((a, b)) ⊆ Û . Wir nehmen uns nun die Freiheit diese Umgebung bezüglich der
∞-Norm zu nehmen. Das hat den Vorteil, dass in diesem Fall einfach

Uε(a, b) =
{
(x, y) ∈ Rk+p : ‖(x, y)− (a, b)‖∞ < ε

}

=
{
(x, y) ∈ Rk+p : max{ k

max
j=1
|xj − aj |,

p
max
n=1
|yn − bn|} < ε

}
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16. Satz über implizite Funktionen

=
{
(x, y) ∈ Rk+p : ‖x− a‖∞ < ε und ‖y − b‖∞ < ε

}

= Uε(a)× Uε(b)
gilt.
Wir setzen zunächst V := Uε(b). Dank der Stetigkeit von g in a und wegen
g(a) = b gibt es nun ein δ ∈ (0, ε), für das g(Uδ(a)) ⊆ Uε(b) ist. Außerdem
können wir δ so klein wählen, dass für alle x ∈ U := Uδ(a) auch (x, 0) ∈ V̂ gilt,
denn (a, 0) ∈ V̂ und V̂ ist offen.
Mit dieser Wahl von U und V ist dann außerdem g(U) = g(Uδ(a)) ⊆ Uε(b) = V
und

U × V = Uδ(a)× Uε(b) ⊆ Uε(a)× Uε(b) = Uε((a, b)) ⊆ Û

und damit passt alles zusammen.
Schließlich müssen wir noch die im Theorem angegebene Formel für die Ablei-
tung von g nachrechnen. Dazu differenzieren wir für alle x ∈ U die Gleichung
f(x, g(x)) = 0. Das liefert mit viel Kettenregel

0 = Dxf(x, g(x)) · idRk +Dyf(x, g(x)) ·Dg(x).

Es ist (x, g(x)) ∈ U × V ⊆ Û . Also ist F in einer Umgebung von (x, g(x))
umkehrbar und damit DF (x, g(x)) invertierbar. Nach (16.1) impliziert das aber,
dass Dyf(x, g(x)) invertierbar ist. Wir können also obige Gleichung nach Dg(x)
auflösen und erhalten

Dyf(x, g(x)) ·Dg(x) = −Dxf(x, g(x))

und damit
Dg(x) = −

(
Dyf(x, g(x))

)−1 ·Dxf(x, g(x)).

Beispiel 16.3. Wir betrachten das Gleichungssystem
{
x3 + y31 + y32 = 7

xy1 + y1y2 + xy2 = −2. (16.2)

Eine Lösung dieses Systems ist durch (a, b1, b2) = (2,−1, 0) gegeben und wir
interessieren uns lokal in einer Umgebung U um den Punkt a = 2 für eine Para-
metrisierung der Lösungsmenge als
{
(x, y1, y2) ∈ R3 : x ∈ U und (x, y1, y2) löst (16.2)

}
=
{
(x, g(x)) : x ∈ U

}

(16.3)
durch eine Funktion g : U → R2. D. h. wir untersuchen, ob sich das System lokal
um a = 2 nach dem Parameter x auflösen lässt.
Um genau ins Fahrwasser des Satzes über implizite Funktionen 16.2 zu kommen,
müssen wir die Gleichungen in (16.2) noch so umformen, dass auf der rechten
Seite Null steht. Deshalb definieren wir f : R× R2 → R2 durch

f(x, y1, y2) =

(
f1(x, y1, y2)
f2(x, y1, y2)

)
=

(
x3 + y31 + y32 − 7

xy1 + y1y2 + xy2 + 2

)
.
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Da f offensichtlich stetig differenzierbar ist, bleibt als Voraussetzung noch sicher-
zustellen, dass Dyf(a, b1, b2) = Dyf(2,−1, 0) invertierbar ist. Tatsächlich ist

Dyf(x, y1, y2) =

(
3y21 3y22
x+ y2 y1 + x

)
, (x, y1, y2) ∈ R× R2,

und damit

Dyf(2,−1, 0) =
(
3 0
2 1

)

invertierbar.
Der Satz über implizite Funktionen 16.2 liefert uns also eine offene Umgebung
U von a = 2, eine offene Umgebung V von (b1, b2) = (−1, 0) und die Existenz
unserer Auflösungsfunktion g : U → V mit g(2) = (−1, 0) und f(x, g(x)) = 0 für
alle x ∈ U , d. h. wir haben (16.3) erreicht und es sind nahe bei (2,−1, 0) genau
y1 = g1(x) und y2 = g2(x) die Lösungen von (16.2) bei gegebenem x ∈ U .
Nun hätte man g natürlich gerne konkret, das ist aber, wie schon erwähnt im
Allgemeinen ein hoffnungsloses Unterfangen, mit dem wir uns hier auch nicht
herumplagen wollen. Trotzdem können wir mit wenig Aufwand noch einiges über
g herausbringen, denn der Satz über implizite Funktionen macht ja noch eine
Aussage über die Ableitung von g. Diese liefert

g′(2) =

(
g′1(2)
g′2(2)

)
= −

(
Dyf(2,−1, 0)

)−1
Dxf(2,−1, 0)

= −
(
3 0
2 1

)−1(
3x2

y1 + y2

) ∣∣∣
(x,y1,y2)=(2,−1,0)

=
1

3

(
−1 0
2 −3

)(
12
−1

)
=

(
−4
9

)

Definition 16.4. Es sei G ⊆ Rd offen, f ∈ C1(G,Rp) und c ∈ Rp. Dann heißt

Nf(c) := {x ∈ G : f(x) = c} = f−1({c})

Niveaumenge von f zur Höhe c. Im Fall von d = 2 und p = 1 sagt man auch
Niveaulinie oder Höhenlinie.

Bemerkung 16.5. (a) Mit dem Begriff Höhenlinie ist ein bisschen Vorsicht
angeraten, denn im Allgemeinen ist diese Menge nicht unbedingt eine Linie.
Ein krasses Beispiel ist die Funktion, die konstant c ist, für die dann die
Niveaumenge zur Höhe c ganz G ist und alle Niveaumengen zu anderen
Höhen einfach leer sind.

Aber es gibt auch weniger banale Beispiele. So ergibt sich für die Funktion
f : R2 → R mit f(x, y) = x2 − y2 für die Höhenlinie zur Höhe Null, dass
diese wegen

Nf (0) = {(x, y) ∈ R2 : x2 − y2 = 0} = {(x, y) ∈ R2 : |x| = |y|}

die Vereinigung der beiden Winkelhalbierenden mit x = y und x = −y ist.
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16. Satz über implizite Funktionen

(b) Der Satz über implizite Funktionen 16.2 hilft uns Situationen zu beschrei-
ben, in denen die Höhenlinie wirklich eine Linie ist. Es sei dazu G ⊆ R2

offen und f ∈ C1(G,R). Nehmen wir nun ein c ∈ R, für das Nf (c) 6= ∅
gilt und ist (a, b) ∈ Nf (c), so ist die Frage ob Nf(c), also die Menge aller
(x, y) mit f(x, y) = c, sich lokal um (a, b) als Linie, d. h. als Graph einer
ausreichend glatten Funktion beschreiben lässt, genau die Sorte Frage, für
die der Satz über implizite Funktionen gemacht ist.

Dieser sagt nun: Ist Dy(f(a, b) − c) = ∂2f(a, b) 6= 0, so existieren Umge-
bungen U von a und V von b, so dass

Nf (c) ∩ (U × V ) = {(x, y) ∈ U × V : f(x, y)− c = 0}
= {(x, g(x)) : x ∈ U}

ist mit einer stetig differenzierbaren Funktion g : U → V . D. h. aber gerade,
dass in U × V , also nahe bei (a, b) die Höhenlinie von f durch den Graph
einer stetig differenzierbaren reellwertigen Funktion in einer Variablen ge-
geben ist, er ist also eine Linie.

Gleiches gilt im Falle von ∂1f(a, b) 6= 0, denn dann kann man in obiger Über-
legung die Rollen von x und y vertauschen und bekommt eine Auflösung
der Höhenlinie mit x = ĝ(y) in einer Umgebung von b.

Zusammen bekommen wir, dass die Höhenlinie einer stetig differenzierbaren
Funktion in der Nähe jedes Punktes (a, b) mit ∇f(a, b) 6= 0 eine Linie ist.

Tatsächlich ist bei den Beispielen in Teil (a), in denen wir lokal keine Linie
haben, der Gradient der entsprechenden Funktion an dieser Stelle jeweils
Null.

Übungsaufgabe 16.6. Zeigen Sie, dass der Gradient immer senkrecht auf der
Höhenlinie steht. Präziser formuliert: Sei f : Rd → R stetig differenzierbar, c ∈ R,
ε > 0, x0 ∈ Nf (c) und γ : (−ε, ε) → Rd eine stetig differenzierbare Kurve mit
spur(γ) ⊆ Nf(c) und γ(0) = x0. Zeigen Sie, dass ∇f(x0) und γ′(0) orthogonal
zueinander sind.
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17. Untermannigfaltigkeiten

In Bemerkung 16.5 haben wir uns mit
”
schönen“ und

”
unschönen“ Höhenlinien

in R2 beschäftigt. Wir wollen diese Betrachtungen nun ausweiten und in beliebi-
ger Dimension d gebogene Linien, Flächen, Hyperflächen u.ä. anschauen. Dabei
wollen wir weiterhin nur solche Gebilde zulassen, die lokal wie ein Stückchen
verbogener Rk für ein k ≤ d aussehen. Das führt auf den folgenden Begriff.

Definition 17.1. Es seien d, k ∈ N mit k ≤ d. Ein ∅ 6= M ⊆ Rd ist eine k-
dimensionale (differenzierbare) Untermannigfaltigkeit des Rd, wenn es für jedes
a ∈ M eine offene Umgebung U von a in Rd und eine offene Teilmenge V von
Rd gibt, sowie einen Diffeomorphismus ϕ : U → V mit

ϕ(M ∩ U) = V ∩
(
Rk × {0Rd−k}

)
.

Flapsig gesprochen ist eine k-dimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit
des Rd also eine Teilmenge des Rd, die in einer Umgebung jeder ihrer Punk-
te diffeomorph so glattgezogen werden kann, dass sie dort wie ein Stückchen
k-dimensionaler Raum aussieht. Damit sind 1-dimensionale differenzierbare Un-
termannigfaltigkeiten schöne Kurven, 2-dimensionale differenzierbare Unterman-
nigfaltigkeiten schöne Flächen und (d − 1)-dimensionale differenzierbare Unter-
mannigfaltigkeiten schöne Hyperflächen in Rd. Eine Visualisierung der Definition
gibt Abbildung 17.1, vgl. auch Abbildung 17.2.

Dreht man in obiger Definition an der Glattheitsanforderung an ϕ, so kann man
verschieden edle Formen von Untermannigfaltigkeiten unterscheiden. In dieser
Vorlesung beschäftigen wir uns ausschließlich mit dem oben definierten Fall und
lassen deshalb den Zusatz

”
differenzierbar“ üblicherweise weg. Es ist aber immer

eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit gemeint, wenn in diesem Skript nur
Untermannigfaltigkeit steht.

Eine Untermannigfaltigkeit erhält man z.B., wenn man den Graph einer stetig
differenzierbaren Funktion vonG ⊆ Rd nach Rm anschaut. Diese ist d-dimensional
und liegt in Rd+m In diesem Fall kann man sogar einen globalen Diffeomorphismus
ϕ konstruieren, der für jedes a im Graph die Voraussetzungen von Definition 17.1
erfüllt. Das wollen wir im folgenden Satz zeigen.

Satz 17.2. Es sei G ⊆ Rd offen, f ∈ C1(G,Rm) und

graph(f) := {(x, f(x)) : x ∈ G} ⊆ Rd+m.
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Abbildung 17.1.: Definition einer Untermannigfaltigkeit: In einer Umgebung von
a lässt sich die eindimensionale Untermannigfaltigkeit M des
R2 zu einem geraden Stück R diffeomorph glattziehen.

a

Abbildung 17.2.: Dies ist keine Untermannigfaltigkeit des R2, denn diese Menge
lässt sich in keiner Umgebung von a diffeomorph auf eine Strecke
abbilden.

Dann gibt es für U := G× Rm einen Diffeomorphismus ϕ : U → U mit

ϕ(graph(f)) = U ∩
(
Rd × {0Rm}

)
.

Insbesondere ist graph(f) eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rd+m.

Beweis. Wir definieren ϕ : U → Rd+m für (x, y) ∈ U als ϕ(x, y) = (x, y − f(x)).
Diese Funktion ist stetig differenzierbar auf U und es gilt ϕ(U) ⊆ U , denn für
alle (x, y) ∈ U = G× Rm ist

ϕ(x, y) = (x, y − f(x)) ∈ G× Rm = U.

Den Nachweis, dass ϕ : U → U bijektiv ist, führen wir nun, indem wir die
Umkehrfunktion einfach angeben. Dazu definieren wir ψ : U → Rd+m durch
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ψ(v, z) = (v, z + f(v)). Mit dieser Wahl gilt für alle (x, y), (v, z) ∈ U

ψ
(
ϕ(x, y)

)
= ψ

(
x, y − f(x)

)
=
(
x, y − f(x) + f(x)

)
= (x, y),

ϕ
(
ψ(v, z)

)
= ϕ

(
v, z + f(v)

)
=
(
v, z + f(v)− f(v)

)
= (v, z).

Schließlich sieht man an der Definition von ϕ−1 = ψ sofort, dass auch diese Funk-
tion stetig differenzierbar ist. Zusammen ist also ϕ : U → U ein Diffeomorphismus
und es gilt

ϕ
(
graph(f)

)
=
{
ϕ(x, y) : (x, y) ∈ graph(f)

}
=
{
ϕ(x, y) : x ∈ G und y = f(x)

}

=
{(
x, y − f(x)

)
: x ∈ G und y = f(x)

}
=
{
(x, 0) : x ∈ G

}

= G× {0Rm} = (G× Rm) ∩
(
Rd × {0Rm}

)
= U ∩

(
Rd × {0Rm}

)
.

Insbesondere gibt es damit für jedes a ∈ graph(f) eine offene Umgebung (nämlich
U) und einen Diffeomorphismus auf U (nämlich ϕ) mit

ϕ
(
graph(f) ∩ U

)
= ϕ

(
graph(f)

)
= U ∩

(
Rd × {0Rm}

)
.

Damit ist graph(f) eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rd+m.

Übungsaufgabe 17.3. (a) Zeigen Sie, dass jeder k-dimensionale affine Teil-
raum des Rd eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rd ist.

(b) Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rd und O ⊆ Rd

offen mitM∩O 6= ∅. Zeigen Sie, dass dann auchM ∩O eine k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit des Rd ist.

Für unsere angestrebten Betrachtungen, wann die Niveaumengen einer stetig dif-
ferenzierbaren Funktion schöne Untermannigfaltigkeiten sind, ist es lohnend sich
den einfachen Fall einer linearen Abbildung T : Rd → Rm anzuschauen. Die Ni-
veaumenge NT (c) = T−1({c}) für ein c ∈ Rm ist dann die Lösungsmenge des
linearen Gleichungssystems Tx = c. Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass
diese für surjektives T ein affiner Teilraum des Rd der Dimension d−m ist.
Unser Ziel ist nun, wie oben schon angedeutet, eine Beschreibung dieser Ni-
veaumengen für allgemeinere Funktionen. Dabei werden natürlich keine affinen
Teilräume mehr herauskommen, aber wir können hoffen, dass für ein stetig diffe-
renzierbares f : Rd → Rm und geeignete c ∈ Rm die Menge Nf(c) = f−1({c}) =
{x ∈ Rd : f(x) = c} eine (d − m)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rd

ist. Wir brauchen allerdings eine Bedingung an c, die die im Falle der linearen
Abbildung gemachte Surjektivitätsvoraussetzung verallgemeinert. Diese wird uns
das folgende Begriffspaar liefern.

Definition 17.4. Es sei G ⊆ Rd offen und f ∈ C1(G,Rm).

(a) Ein x ∈ G wird regulärer Punkt von f genannt, falls die lineare Abbildung
Df(x) : Rd → Rm surjektiv ist.
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(b) Ein y ∈ Rm heißt regulärer Wert von f , wenn jedes x ∈ f−1({y}) ein
regulärer Punkt von f ist.

Bemerkung 17.5. Es sei G ⊆ Rd offen. Für die regulären Punkte und Werte
von f ∈ C1(G,Rm) ergeben sich die folgenden Zusammenhänge direkt aus der
Definition.

(a) Ist y ∈ Rm nicht im Bild von f enthalten, so ist y ein regulärer Wert, aber
kein besonders spannender.

(b) Gilt d < m, so kann f keine regulären Punkte haben.

(c) Da man die Surjektivität einer linearen Abbildung am Rang erkennen kann,
ist x ∈ G genau dann ein regulärer Punkt von f , wenn rang(Df(x)) = m
gilt.

Für m = 1 bedeutet das gerade, dass ∇f(x) 6= 0 sein muss.

(d) Aus dem letzten Punkt ergibt sich, dass y genau dann ein regulärer Wert
von f ist, wenn rang(Df(x)) = m für jedes x ∈ f−1({y}) gilt.
Im Fall m = 1 reduziert sich die Bedingung wieder darauf, dass ∇f(x) 6= 0
für jedes x ∈ f−1({y}) gelten muss.

Wir können nun zeigen, dass die Niveaumengen zu Höhen, die einen regulären
Wert der betrachteten Funktion darstellen, tatsächlich Untermannigfaltigkeiten
sind.

Satz 17.6 (Satz vom regulären Wert). Es seien d,m ∈ N mit d ≥ m, G ⊆ Rd

offen und f ∈ C1(G,Rm). Ist c ∈ f(G) ein regulärer Wert von f , so bildet
Nf(c) = f−1({c}) eine (d−m)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rd.

Beweis. Sei a ∈ Nf(c). Nun ist nach der Definition einer Untermannigfaltigkeit
unsere Aufgabe eine Umgebung U von a und einen Diffeomorphismus auf U zu
finden, der Nf(c) ∩ U glattzieht.
Nach Voraussetzung ist a ein regulärer Punkt von f , womit wir wissen, dass die
Rm×d-Matrix Df(a) Rang m und damit m linear unabhängige Spalten hat. Wir
bennenen die Koordinaten zu diesen m linear unabhängigen Spalten y1, y2, . . . , ym
und die restlichen x1, x2, . . . , xd−m.
Damit können wir nun die Funktion f̂(x, y) = f(x, y) − c für (x, y) ∈ G be-
trachten und unser Ziel wird es sein, den Satz über implizite Funktionen 16.2
auf f̂ anzuwenden. Dazu beobachten wir zunächst, das mit (x0, y0) := a gilt
f̂(x0, y0) = f(a)− c = 0. Desweiteren hat nach der obigen Koordinatenwahl die
(m×m)-Matrix Dyf̂(a) = Dyf(a) Rang m, ist also invertierbar.
Nach dem Satz über implizite Funktionen existieren damit offene Umgebungen
U ⊆ Rd−m von x0 und V ⊆ Rm von y0 mit U × V ⊆ G und eine stetig differen-
zierbare Funktion g : U → V , so dass für alle (x, y) ∈ U × V gilt

f̂(x, y) = 0 ⇐⇒ y = g(x), d. h. f(x, y) = c ⇐⇒ y = g(x).
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Damit ist

f−1({c}) ∩ (U × V ) =
{
(x, y) ∈ U × V : f(x, y) = c

}

=
{
(x, y) ∈ U × V : y = g(x)

}

=
{
(x, g(x)) ∈ Rd−m × Rm : x ∈ U

}
= graph(g).

Nach Satz 17.2 gibt es nun zu der offenen Umgebung W := U × Rm ⊆ Rd von a
einen Diffeomorphismus ϕ̂ :W →W mit

ϕ̂(graph(g)) = W ∩
(
Rd−m × {0Rm}

)
.

Damit ist schließlich ϕ := ϕ̂|U×V : U × V → ϕ̂(U × V ) ein Diffeomorphismus auf
einer Umgebung von a, und da graph(g) ⊆ U × V gilt, haben wir

ϕ
(
f−1({c}) ∩ (U × V )

)
= ϕ(graph(g)) = ϕ

(
graph(g) ∩ (U × V )

)

= ϕ̂
(
graph(g) ∩ (U × V )

)
= ϕ̂(graph(g)) ∩ ϕ̂(U × V )

= W ∩
(
Rd−m × {0Rm}

)
∩ ϕ̂(U × V )

= ϕ̂(U × V ) ∩
(
Rd−m × {0Rm}

)
.

Das ist nun genau die nach Definition 17.1 nötige Bedingung dafür, dass Nf(c)
eine (d−m)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rd ist.

Beispiel 17.7. (a) Wir betrachten in Rd die Euklidische d-Sphäre

Sd−1 := {x ∈ Rd : ‖x‖2 = 1}
und zeigen, dass diese eine (d− 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des
Rd ist. Dazu betrachten wir die stetig differenzierbare Funktion f : Rd → R

mit f(x) := ‖x‖22. Für diese gilt Sd−1 = f−1({1}). Nach dem Satz vom
regulären Wert 17.6 müssen wir also nur noch sicherstellen, dass 1 ein re-
gulärer Wert von f ist.

Für x ∈ f−1({1}) gilt ‖x‖22 = 1, also ‖x‖2 = 1 und damit insbesondere
x 6= 0. Weiter ist damit, vgl. Beispiel 11.4(b),

∇f(x) = ∇
(
x 7→ 〈x, x〉

)
= 2x 6= 0,

d. h. 1 ist ein regulärer Wert von f nach Bemerkung 17.5(d).

(b) Für eine gegebene symmetrische Matrix A ∈ Rd×d mit det(A) 6= 0 betrach-
ten wir

Q := {x ∈ Rd : xTAx = 1}.
Eine solche Menge wird Kegelschnitt oder Quadrik genannt. Sie ist eine
(d − 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rd, denn für die Funktion
f : Rd → R mit f(x) = xTAx ist Q = f−1({1}) und da dank der Invertier-
barkeit von A für alle x 6= 0 auch ∇f(x) = 2xTA 6= 0 ist, ist 1 ein regulärer
Wert von f .
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17. Untermannigfaltigkeiten

Definition 17.8. Es seiM ⊆ Rd eine Untermannigfaltigkeit des Rd und x0 ∈M .
Dann heißt v ∈ Rd Tangentialvektor von M in x0, falls es ein ε > 0 und eine
differenzierbare Kurve γ : (−ε, ε)→M gibt mit γ(0) = x0 und γ′(0) = v.
Die Menge

Tx0M := {v ∈ Rd : v Tangentialvektor von M in x0}

heißt Tangentialraum von M in x0.

Beispiel 17.9. Das einfachste Beispiel einer Untermannigfaltigkeit ist ein affiner
Raum und anschaulich erwarten wir, dass der zugehörige Tangentialraum der
den affinen Raum aufspannende Untervektorraum ist. Das wollen wir nun sauber
nach Definition nachweisen. Für einen Untervektorraum U ⊆ Rd des Rd, p ∈ Rd

und M := {p+u : u ∈ U} ist also zu zeigen, dass Tx0M = U für alle x0 ∈M gilt.
Für die Inklusion

”
⊆“ sei dazu v ∈ Tx0M . Dann gibt es nach Definition ein ε > 0

und eine differenzierbare Kurve γ : (−ε, ε) → M mit γ(0) = x0 und γ′(0) = v.
Da γ eine Kurve in M ist, gilt γ = p + ν mit einer differenzierbaren Kurve
ν : (−ε, ε)→ U . Nun ist U ein Untervektorraum, weshalb für alle t ∈ (−ε, ε)\{0}
der Differenzenquotient (ν(t)− ν(0))/t in U liegt. Schließlich ist U abgeschlossen
in Rd, also gilt

v = γ′(0) = ν ′(0) = lim
t→0

ν(t)− ν(0)
t

∈ U.

Wir zeigen noch die Inklusion
”
⊇“ und wählen dazu ein v ∈ U . Dann ist durch

γ : (−1, 1) → M mit γ(t) = x0 + tv eine differenzierbare Kurve in M gegeben,
für die γ(0) = x0 und γ′(0) = v gilt, also ist v ∈ Tx0M und wir sind fertig.

Übungsaufgabe 17.10. Ist M eine Untermannigfaltigkeit des Rd, x0 ∈M und
O ⊆ Rd eine offene Umgebung von x0, so gilt Tx0M = Tx0(M ∩ O).

Wir können nun zeigen, dass der Tangentialraum seinen Namen zurecht trägt.

Satz 17.11. Ist M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rd, so ist für
jedes x0 ∈ M der Tangentialraum Tx0M ein k-dimensionaler Untervektorraum
des Rd.

Beweis. Sei x0 ∈M . Dann gibt es nach der Definition einer Untermannigfaltigkeit
eine Umgebung U ⊆ Rd von x0 und eine offene Menge V ⊆ Rd, sowie einen
Diffeomorphismus ϕ : U → V mit

ϕ(M ∩ U) = V ∩
(
Rk × {0Rd−k}

)
.

Die Arbeit in diesem Beweis besteht darin zu zeigen, dass

Tx0(M ∩ U) =
(
Dϕ(x0)

)−1(
Rk × {0Rd−k}

)
(17.1)
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ist. Denn die rechte Seite in dieser Gleichung ist als isomorphes Bild eines k-
dimensionalen Untervektorraums ein k-dimensionaler Untervektorraum und dank
Übungsaufgabe 17.10 gilt Tx0M = Tx0(M ∩ U).
Zum Nachweis von (17.1) zeigen wir zunächst

”
⊆“. Sei dazu v ∈ Tx0(M∩U). Dann

gibt es nach Definition des Tangentialraums ein ε > 0 und eine differenzierbare
Kurve γ : (−ε, ε) → M ∩ U mit γ(0) = x0 und γ′(0) = v. Wir betrachten nun
die Kurve γ̂ : (−ε, ε) → V ∩ (Rk × {0Rd−k}) mit γ̂ = ϕ ◦ γ. Auch diese ist
differenzierbar und es gilt

γ̂(0) = ϕ(γ(0)) = ϕ(x0) und γ̂′(0) = Dϕ(γ(0))γ′(0) = Dϕ(x0)v.

Damit liegt Dϕ(x0)v = γ̂′(0) im Tangentialraum in ϕ(x0) der Untermannigfal-
tigkeit V ∩ (Rk×{0Rd−k}) und dieser stimmt nach Übungsaufgabe 17.10 mit dem
Tangentialraum von Rk×{0Rd−k} überein. Die Untermannigfaltigkeit Rk×{0Rd−k}
ist aber einfach ein Untervektorraum des Rd und damit ihr eigener Tangential-
raum nach Beispiel 17.9. Wir haben damit also

Dϕ(x0)v ∈ Tϕ(x0)
(
Rk × {0Rd−k}

)
= Rk × {0Rd−k}

und das liefert v ∈ (Dϕ(x0))
−1(Rk × {0Rd−k}) wie gewünscht.

Wir wenden uns der Inklusion
”
⊇“ zu. Dazu sei

v ∈ (Dϕ(x0))
−1(Rk × {0Rd−k}), d. h. Dϕ(x0)v ∈ Rk × {0Rd−k}.

Der Punkt ϕ(x0) liegt in V ∩ (Rk×{0Rd−k}) und V ist offen, also gibt es ein ε > 0
mit ϕ(x0) + tDϕ(x0)v ∈ V für alle t ∈ (−ε, ε). Desweiteren ist Rk × {0Rd−k} ein
Untervektorraum des Rd, was uns sogar ϕ(x0) + tDϕ(x0)v ∈ V ∩ (Rk × {0Rd−k})
für alle t ∈ (−ε, ε) einbringt.
Wir können nun dank der Abbildungseigenschaften von ϕ folgern, dass für jedes
t ∈ (−ε, ε) der Punkt ϕ−1(ϕ(x0) + tDϕ(x0)v) in M ∩ U liegt und betrachten
damit nun die differenzierbare Kurve γ : (−ε, ε)→M ∩ U mit

γ(t) = ϕ−1
(
ϕ(x0) + tDϕ(x0)v

)
.

Für diese gilt γ(0) = ϕ−1(ϕ(x0)) = x0 und dank Satz 15.3 über die Ableitung der
Umkehrfunktion eines Diffeomorphismus gilt

γ′(0) = Dϕ−1
(
ϕ(x0)

)
·Dϕ(x0)v =

(
Dϕ(x0)

)−1
Dϕ(x0)v = v.

Also ist v ∈ Tx0(M ∩ U).

Ist die Untermannigfaltigkeit als Niveaufläche einer Funktion in einem regulären
Wert gegeben, vgl. den Satz vom regulären Wert 17.6, so können wir den Tan-
gentialraum durch die Ableitung dieser Funktion genauer beschreiben.
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17. Untermannigfaltigkeiten

Satz 17.12. Es seien d,m ∈ N mit d ≥ m, G ⊆ Rd offen und f ∈ C1(G;Rm).
Ist c ∈ Rm ein regulärer Wert von f , so gilt für M := f−1({c}) in jedem x0 ∈M

Tx0M = ker(Df(x0)) =
{
v ∈ Rd : Df(x0)v = 0

}
.

Beweis.
”
⊆“ Sei v ∈ Tx0M und γ : (−ε, ε)→M eine zugehörige differenzierbare

Kurve mit γ(0) = x0 und γ′(0) = v. Dann ist γ(t) ∈ M = Nf(c) für jedes
t ∈ (−ε, ε), es ist also f(γ(t)) = c für alle t ∈ (−ε, ε). Differenzieren wir
diese Gleichung, so erhalten wir Df(γ(t)) · γ′(t) = 0 für alle t ∈ (−ε, ε) und
damit insbesondere für t = 0

Df(x0)v = Df(γ(0)) · γ′(0) = 0,

d. h. v ∈ ker(Df(x0)).

”
⊇“ Wir wissen nach Satz 17.11 und dem eben gezeigten, dass Tx0M ein (d−m)-

dimensionaler Untervektorraum von ker(Df(x0)) ist. Da x0 nach Voraus-
setzung ein regulärer Punkt von f ist, ist Df(x0) ∈ L(Rd,Rm) surjektiv.
Nach der Dimensionsformel gilt also

dim(ker(Df(x0))) = d− rang(Df(x0)) = d−m = dim(Tx0M).

Das liefert Tx0M = ker(Df(x0)).

Nun da wir den Tangentialraum im Griff haben, können wir uns den auf einer
Untermannigfaltigkeit senkrecht stehenden Vektoren, den Normalenvektoren zu-
wenden.

Definition 17.13. Es sei M ⊆ Rd eine Untermannigfaltigkeit und x0 ∈M . Der
Untervektorraum von Rd

Nx0M :=
(
Tx0M

)⊥
=
{
v ∈ Rd : 〈v, w〉 = 0 für alle w ∈ Tx0M

}

heißt Normalenraum von M in x0 und jedes v ∈ Nx0M heißt Normalenvektor
an M in x0.

Im Fall, dass die Untermannigfaltigkeit als reguläre Niveaufläche einer Funkti-
on gegeben ist, können wir auch den Normalenraum mit Hilfe dieser Funktion
beschreiben.

Satz 17.14. Es sei G ⊆ Rd offen, f ∈ C1(G;Rm), c ∈ Rm ein regulärer Wert
von f und M = f−1({c}). Dann gilt für jedes x0 ∈ M

Nx0M = span
{
∇f1(x0),∇f2(x0), . . . ,∇fm(x0)

}
.

128



Beweis. Sei x0 ∈ M . Da Normalen- und Tangentialraum in x0 zueinander kom-
plementäre Untervektorräume sind, gilt

dim(Nx0M) = d− dim(Tx0M) = d− (d−m) = m.

Weiter ist x0 nach Voraussetzung ein regulärer Punkt von f , womit der Rang
von Df(x0) gerade m ist. Also müssen ∇f1(x0),∇f2(x0), . . . ,∇fm(x0) als die m
Zeilen der zugehörigen Jacobi-Matrix linear unabhängig sein. Wir können also
den Satz beweisen, indem wir zeigen, dass diese m Vektoren alle in Nx0M liegen
und damit sogar eine Basis von Nx0M bilden.
Nach Satz 17.12 ist Tx0M = ker(Df(x0)). Also gilt für jedes w ∈ Tx0M

0 = Df(x0)w =




∇f1(x0)
∇f2(x0)

...
∇fm(x0)


 ·




w1

w2
...
wd


 =




〈∇f1(x0), w〉
〈∇f2(x0), w〉

...
〈∇fm(x0), w〉




und das liefert 〈∇fk(x0), w〉 = 0 für jedes k = 1, 2, . . . , m und jedes w ∈ Tx0M ,
d. h. ∇fk(x0) ∈ Nx0M für jedes k = 1, 2, . . . , m.

Beispiel 17.15. Wir nehmen das Beispiel der Euklidischen d-Sphäre Sd−1 in Rd

aus 17.7(a) wieder auf und bestimmen den Normalenraum. Wir hatten bereits
gesehen, dass Sd−1 = f−1({1}) gilt, wobei 1 ein regulärer Wert der Funktion
f : Rd → R mit f(x) = ‖x‖22 ist.
Nach Satz 17.14 ist der Normalenraum durch den Aufspann der Gradienten der
Koordinatenfunktionen von f gegeben. Das ist hier nur eine, es gilt also für jedes
x0 ∈ Sd−1

Nx0S
d−1 = span{∇f(x0)} = span{2x0} = {λx0 : λ ∈ R}.

Der Tangentialraum Tx0S
d−1 ist dann das orthogonale Komplement davon.
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18. Extrema unter
Nebenbedingungen

Mit dem Auffinden von Extrema von Funktionen haben wir uns bereits in Ab-
schnitt 14 beschäftigt. In vielen Problemen, vor allem auch in solchen die aus
Anwendungen kommen, ist die Auswahl der erlaubten Konfigurationen aber ein-
geschränkt, was sich mathematisch darin ausdrückt, dass man die Extrema einer
gegebenen Funktion f : Rd → R nicht in ganz Rd oder in einer offenen Teil-
menge davon sucht, sondern nur auf einer Untermannigfaltigkeit von kleinerer
Dimension.

Definition 18.1. Sei M eine Untermannigfaltigkeit des Rd und f : M → R

eine Funktion. Wir sagen f hat in x0 ∈ M ein Maximum (Minimum) auf M ,
wenn es eine Umgebung U von x0 gibt mit f(x) ≤ f(x0) (f(x) ≥ f(x0)) für alle
x ∈M∩U . Liegt ein solches Maximum oder Minimum vor, so spricht man wieder
von einem Extremum auf M .

Ein übersichtliches konkretes Beispiel wäre die Frage nach Maximalwerten der
Funktion f : R2 → R mit f(x, y) = x3 − y3 auf S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}.

Abbildung 18.1.: Links der Graph der Funktion f(x, y) = x3 − y3, in der Mitte
der selbe Graph mit dem Zylinder, dessen Rand genau S1 ist.
Rechts die Schnittlinie des Zylinders mit dem Graphen. Der
Maximalwert von f auf S1 entspricht dem höchsten Punkt auf
dieser grünen Linie.

Unsere Ergebnisse aus Kapitel 14 helfen hier nicht weiter, denn an diesen Maxi-
malstellen wird der Gradient von f im Allgemeinen nicht Null, wie man auch in
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18. Extrema unter Nebenbedingungen

Abbildung 18.1 erkennt.

Zur Lösung des Problems wollen wir uns die Sache von der Anschauung her
betrachten. Ist f : R2 → R eine Funktion, so können wir uns diese durch ihr
Höhenlinienbild veranschaulichen. Denken Sie z.B. an eine Landkarte. Eine ein-
dimensionale Untermannigfaltigkeit des R2 erzeugt nun so wie in Abbildung 18.1
einen Weg in dieser Landschaft. Woran erkennt man nun einen Punkt, an dem
dieser Weg auf maximaler Höhe liegt? Bis zum Scheitelpunkt des Weges schnei-
den wir im Laufen die Höhenlinien nach oben und am Scheitelpunkt erreichen wir
genau eine Höhenlinie ohne diese zu überqueren und steigen dann wieder ab. Wir
berühren die maximale Höhenlinie also tangential, d. h. am Scheitelpunkt muss
die Höhenlinie genau dem Tangentialraum der Mannigfaltigkeit parallel sein.

In Übungsaufgabe 16.6 haben Sie gezeigt, dass der Gradient von f immer senk-
recht auf der Höhenlinie steht, wir würden also vermuten, dass die Extremalstellen
von f auf M dadurch ausgezeichnet sind, dass der Gradient im Normalenraum
von M liegt. Tatsächlich ergibt das ein notwendiges Kriterium für Extrema auf
M .

Satz 18.2. Sei M eine Untermannigfaltigkeit des Rd, G ⊆ Rd offen mit M ⊆ G
und f ∈ C1(G,R). Hat f in x0 ∈M ein Extremum aufM , so ist∇f(x0) ∈ Nx0M .

Beweis. Wir müssen zeigen, dass wenn x0 ∈ M eine Extremalstelle von f auf
M ist, immer 〈∇f(x0)T , v〉 = 0 für jedes v ∈ Tx0M gilt.

Sei also v ∈ Tx0M . Dann gibt es nach Definition eine differenzierbare Kurve
γ : (−ε, ε) → M mit γ(0) = x0 und γ′(0) = v. Da γ nach M abbildet und
γ(0) = x0 eine Extremalstelle von f auf M ist, hat f ◦ γ : (−ε, ε) → R ein
Extremum an der Stelle t = 0. Nach dem bekannten notwendigen Kriterium aus
der Analysis I gilt dann

0 = (f ◦ γ)′(0) = ∇f(γ(0)) · γ′(0) = ∇f(x0) · v

und wir sind fertig.

Bemerkung 18.3. Richtig interpretiert ist obiger Satz auch ein Kriterium, in
dem so etwas wie ein Gradient Null sein muss. Da Rd = Nx0M ⊕ Tx0M gilt,
können wir den Gradienten von f in x0 in seine jeweiligen Anteile normal und
tangential zu M zerlegen. Das Kriterium ∇f(x0) ∈ Nx0M bedeutet dann, dass
der tangentiale Anteil von∇f in x0 Null sein muss, damit dort eine Extremalstelle
auf M vorliegen kann.

In Satz 17.14 haben wir den Normalenraum für eine Untermannigkfaltigkeit, die
als reguläre Niveaufläche einer Funktion entsteht, genauer beschreiben können.
Dieses gibt zusammen mit obigem Satz ein starkes Hilfsmittel zur Bestimmung
von Extrema unter Nebenbedingungen.
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Satz 18.4 (Methode von Lagrange). Es seien G ⊆ Rd offen, f ∈ C1(G,R) sowie
g ∈ C1(G,Rm), c ∈ Rm ein regulärer Wert von g und M := g−1({c}) 6= ∅. Hat
dann f in x0 ∈M ein Extremum aufM , so gibt es λ1, λ2, . . . , λm ∈ R (sogenannte
Lagrange-Multiplikatoren) mit

∇f(x0) =
m∑

j=1

λj∇gj(x0).

Beweis. Wir müssen nur noch alles zusammensetzen. Hat f in x0 ∈M ein Extre-
mum, so muss nach Satz 18.2 der Vektor ∇f(x0) in Nx0M liegen. Nach Satz 17.14
ist also

∇f(x0) ∈ Nx0M = span{∇g1(x0),∇g2(x0), . . . ,∇gm(x0)},

was uns genau die gesuchten λ1, λ2, . . . , λm liefert.

Wir kehren nun zum Beispiel vom Beginn des Kapitels zurück.

Beispiel 18.5. Wir suchen die Extrema von f : R2 → R mit f(x, y) = x3 − y3
auf

S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} = g−1({1}) für g(x, y) = x2 + y2.

Man sagt dann auch: Wir suchen die Extrema von f unter der Nebenbedingung
x2 + y2 = 1.
Wir haben es hier nur mit einer Nebenbedingung zu tun und in Satz 18.4 ist
m = 1. Wir wissen schon aus Beispiel 17.7(a), dass 1 ein regulärer Wert von
g ist, und können damit Satz 18.4 anwenden. Die Extremstellen von f können
also nur an den Stellen x0 ∈ S1 liegen, für die es jeweils ein λ ∈ R gibt mit
∇f(x0) = λ∇g(x0). Das führt auf

(3x2,−3y2) = ∇f(x, y) = λ∇g(x, y) = λ(2x, 2y).

Löst man das resultierende Gleichungssystem






3x2 = 2λx
−3y2 = 2λy

x2 + y2 = 1,

so erhält man die sechs kritischen Punkte

(1, 0), (−1, 0), (0, 1), (0,−1), (1/
√
2,−1/

√
2) und (−1/

√
2, 1/
√
2).

Nicht alle diese kritischen Punkte müssen nun Extremstellen sein. Hier kommt
uns zugute, dass die Mannigfaltigkeit S1 kompakt und f stetig ist. Nach Satz 6.1
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18. Extrema unter Nebenbedingungen

muss f also auf S1 mal mindestens eine Maximal- und eine Minimalstelle haben.
Setzen wir die kritischen Stellen in f ein, so erhalten wir

f(1, 0) = f(0,−1) = 1,

f(−1, 0) = f(0, 1) = −1,
f(1/
√
2,−1/

√
2) = 1/

√
2,

f(−1/
√
2, 1/
√
2) = −1/

√
2.

Also sind (1, 0) und (0,−1) die Maximalstellen von f auf S1 mit Funktionswert
1 und (−1, 0) sowie (0, 1) die Minimalstellen auf S1 mit Funktionswert −1.

Die Lagrange-Methode dient aber nicht nur zur Lösung konkreter Optimierungs-
probleme, sondern kann auch theoretisch mit Gewinn eingesetzt werden. Zur
Demonstration wollen wir hier mit ihrer Hilfe einen wichtigen Satz der linea-
ren Algebra noch einmal analytisch beweisen. Das Kernargument wird dabei im
Beweis des folgenden Lemmas schon deutlich.

Lemma 18.6. Sei A ∈ Rd×d eine symmetrische Matrix. Dann ist

λ := max
x∈Sd−1

〈x,Ax〉

ein Eigenwert von A und jedes x0 ∈ Sd−1 mit 〈x0, Ax0〉 = λ ist ein zugehöriger
Eigenvektor.

Beweis. Wir betrachten die Funktion f : Rd → R mit f(x) = 〈x,Ax〉 auf der
Untermannigfaltigkeit Sd−1. Da Sd−1 kompakt und f stetig ist, muss f auf Sd−1

eine Maximalstelle x0 ∈ Sd−1 haben. Nach dem Satz von Lagrange in der Formu-
lierung aus Satz 18.2 und Beispiel 17.15 gilt für jede solche Maximalstelle

∇f(x0) ∈ Nx0S
d−1 = {µx0 : µ ∈ R}.

Also gibt es jeweils ein µ ∈ R mit

µx0 = ∇f(x0) = 2Ax0.

Weiter ist

λ = max
x∈Sd−1

f(x) = f(x0) = 〈x0, Ax0〉 =
µ

2
〈x0, x0〉 =

µ

2
‖x0‖22 =

µ

2
.

Das ergibt schließlich Ax0 =
µ
2
x0 = λx0 und wir sind fertig.

Satz 18.7 (Spektralsatz für symmetrische Matrizen). Sei A ∈ Rd×d symmetrisch.
Dann existieren λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λd ∈ R und eine Orthonormalbasis x1, x2, . . . , xd
des Rd mit Axj = λjxj für jedes j = 1, 2, . . . , d.
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Beweis. Nach Lemma 18.6 existiert auf jeden Fall x1 ∈ Sd−1 und λ1 ∈ R mit
Ax1 = λ1x1. Wir gehen nun davon aus, dass wir für ein k ∈ {1, 2, . . . , d − 1}
bereits λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λk und paarweise orthogonale x1, x2, . . . , xk ∈ Sd−1 mit
Axj = λjxj , j = 1, 2, . . . , k gefunden haben. Dann bekommen wir λk+1 und xk+1

folgendermaßen.
Wir betrachten g : Rd → Rk+1 mit

g(x) =




g0(x)
g1(x)
g2(x)
...

gk(x)




=




‖x‖22
2〈x1, x〉
2〈x2, x〉

...
2〈xk, x〉




und f : Rd → R mit f(x) = 〈x,Ax〉 und wir maximieren f auf

Mk := Sd−1 ∩
(
span{x1, x2, . . . , xk}

)⊥
= g−1

(
{(1, 0, 0, . . . , 0)T}

)
.

D. h. wir suchen den Maximalwert von f unter allen x ∈ Sd−1 (erste Nebenbedin-
gung), die zu allen bisher gefundenen x1, x2, . . . , xk senkrecht stehen (zweite bis
(k + 1)-te Nebenbedingung). Eine solche Maximalstelle xk+1 ∈ Mk existiert auf
jeden Fall, denn f ist stetig und Mk ist als abgeschlossene Teilmenge einer kom-
pakten Menge kompakt. Zu zeigen bleibt damit noch, dass xk+1 ein Eigenvektor
von A mit einem Eigenwet λk+1 ≤ λk ist. (Dass xk+1 Länge Eins hat und zu den
bisherigen Vektoren x1, x2, . . . , xk paarweise orthogonal ist, ergibt sich direkt aus
xk+1 ∈Mk.)
Es ist

Jg(x) =




∇g0(x)
∇g1(x)
∇g2(x)

...
∇gk(x)




=




2x
2x1
2x2
...

2xk




und x ∈ g−1({(1, 0, 0, . . . , 0)T}) ist im orthogonalen Komplement des Aufspanns
der Vektoren x1, x2, . . . , xk. Damit sind die Zeilen von Jg(x) linear unabhängig,
d. h. x ist ein regulärer Punkt von g, so dass wir gezeigt haben, dass (1, 0, 0, . . . , 0)T

ein regulärer Wert von g ist.
Nach dem Satz von Lagrange 18.4 existieren nun µ0, µ1, . . . , µk mit

2Axk+1 = ∇f(xk+1) =

k∑

j=0

µj∇gj(xk+1) = 2µ0xk+1 +

k∑

j=1

2µjxj . (18.1)

Dank der Symmetrie von A und unserer Orthogonalitätseigenschaften gilt für alle
m = 1, 2, . . . , k

〈Axk+1, xm〉 = 〈xk+1, Axm〉 = 〈xk+1, λmxm〉 = λm〈xk+1, xm〉 = 0
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und wir bekommen mit Hilfe von (18.1) für jedes m ∈ {1, 2, . . . , k}

0 = 〈Axk+1, xm〉 =
〈(
µ0xk+1 +

k∑

j=1

µjxj

)
, xm

〉

= µ0〈xk+1, xm〉+
k∑

j=1

µj〈xj, xm〉 = µm〈xm, xm〉 = µm.

Also schnurrt (18.1) zusammen zu Axk+1 = µ0xk+1, d. h. xk+1 ist tatsächlich ein
Eigenvektor von A zum Eigenwert λk+1 := µ0. Schließlich ist wegen Mk ⊆Mk−1

λk+1 = µ0 = µ0〈xk+1, xk+1〉 = 〈xk+1, Axk+1〉 = f(xk+1) = max
x∈Mk

f(x)

≤ max
x∈Mk−1

f(x) = λk.
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19. Parameterintegrale

Dieser erste Abschnitt im Integrationsteil ist wieder einer zum Aufwärmen, denn
wir beschäftigen uns noch mit ganz gewöhnlichen eindimensionalen Integralen,
allerdings lassen wir sie nun von einem (oder mehreren) Parametern abhängen
und interessieren uns für die Abhängigkeit des Integrals von diesem Parameter.
Dabei werden uns dann unsere Erkenntnisse über die Differentiation von Funktio-
nen in mehreren Variablen helfen. Die betrachteten Fragestellungen ersieht man
aus folgendem Beispiel.

Beispiel 19.1. Für jedes x ∈ R setzen wir

g(x) :=

∫ 2

1

exy − ey

y
dy.

Für das Integral ist x ein Parameter, deshalb nennt man ein solches Parameter-
integral . Wir interessieren uns nun für die Abhängigkeit des Integralwerts von
diesem Parameter, also für die Funktion g. Ist diese stetig, wenn der Integrand
stetig ist? Unter welchen Voraussetzungen ist sie differenzierbar?

Für die erste Frage im obigen Beispiel gibt es eine positive Antwort.

Satz 19.2. Es seien X ⊆ Rd−1 offen a, b ∈ R mit a < b und f : X × [a, b] → R

sei stetig. Dann ist g : X → R mit

g(x) =

∫ b

a

f(x, y) dy, x ∈ X,

stetig.

Beweis. Wir verwenden in diesem Beweis die ∞-Norm.
Es sei x0 ∈ X und ε > 0. Da X offen ist, können wir ein ̺ > 0 finden, für das
U2̺(x0) ⊆ X gilt. Dann ist für K̺(x0) = U̺(x0) die Menge K̺(x0) × [a, b] in
X × [a, b] enthalten und kompakt. Wir bekommen also aus Satz 6.10, dass f auf
K̺(x0)× [a, b] sogar gleichmäßig stetig ist.
Folglich existiert ein δ ∈ (0, ̺), so dass für alle (x1, y1), (x2, y2) ∈ K̺(x0)× [a, b]
gilt ∥∥(x1, y1)− (x2, y2)

∥∥
∞
< δ =⇒

∥∥f(x1, y1)− f(x2, y2)
∥∥
∞
<

ε

b− a.

Insbesondere gilt für alle x ∈ Uδ(x0) und alle y ∈ [a, b]
∥∥(x, y)− (x0, y)

∥∥
∞

= ‖x− x0‖∞ < δ,
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19. Parameterintegrale

und damit ist für alle x ∈ Uδ(x0) nach der Standardabschätzung für Integrale

∣∣g(x)− g(x0)
∣∣ =

∣∣∣
∫ b

a

f(x, y) dy −
∫ b

a

f(x0, y) dy
∣∣∣

=
∣∣∣
∫ b

a

(
f(x, y)− f(x0, y)

)
dy
∣∣∣

≤
∫ b

a

∣∣f(x, y)− f(x0, y)
∣∣ dy < (b− a) ε

b− a = ε.

Bemerkung 19.3. Obiger Satz gilt auch falls X statt als offen als kompakt
vorausgesetzt wird. Sehen Sie warum?

Wir wollen uns nun der zweiten Frage zuwenden, also unter welchen Umständen
die Funktion g sogar differenzierbar ist. Damit das funktionieren kann, sollte
natürlich zumindest einmal die Funktion f nach x differenzierbar sein. Aber selbst
dann ist es kein Selbstläufer, denn um das auszunutzen müssten wir ja die Diffe-
rentiation, die wir ausführen wollen, unter das Integralzeichen schieben, d. h. wir
müssen dazu zwei Grenzwerte vertauschen, was bekanntlich immer eine delikate
Angelegenheit ist. Tatsächlich haben wir hier Glück und das Differenzieren unter
dem Integral ist unter sehr schwachen Voraussetzungen erlaubt.

Satz 19.4 (Differentiation unter dem Integral). Es seien G ⊆ R2 eine offene
Menge, [a, b]× [c, d] ⊆ G, f : G→ R stetig und g : [a, b]→ R gegeben durch

g(x) =

∫ d

c

f(x, y) dy.

Existiert ∂1f : G → R und ist stetig, so ist g stetig differenzierbar auf [a, b] und
es gilt

g′(x) =

∫ d

c

∂1f(x, y) dy, x ∈ [a, b].

Beweis. Über den Differenzenquotienten ist

g′(x) = lim
h→0

g(x+ h)− g(x)
h

= lim
h→0

1

h

(∫ d

c

f(x+ h, y) dy −
∫ d

c

f(x, y) dy
)

= lim
h→0

∫ d

c

f(x+ h, y)− f(x, h)
h

dy.

Daran sieht man nun deutlich, dass unser einziges Problem ist, den Limes unter
das Integral zu bekommen. Gelingt uns dieses, so erhalten wir im Integranden
genau ∂1f(x) und die resultierende Ableitungsfunktion g′ ist nach Satz 19.2 auch
stetig, den ∂1f ist ja stetig vorausgesetzt.
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Im letzten Semester haben wir in Satz I.26.12 festgestellt, dass wir den Grenzwert
in das Integral holen können, wenn die Konvergenz im Integranden gleichmäßig
ist. Das müssen wir nun nachweisen. Dazu sei also ε > 0.
Nach Voraussetzung ist ∂1f auf der kompakten Menge [a, b] × [c, d] stetig, also
ist wieder mit Satz 6.10 diese Funktion dort sogar gleichmäßig stetig. Das liefert
uns auf die gleiche Weise wie im Beweis von Satz 19.2 ein δ > 0, so dass für alle
x1, x2 ∈ [a, b] und alle y ∈ [c, d] gilt

|x1 − x2| < δ =⇒
∣∣∂1f(x1, y)− ∂1f(x2, y)

∣∣ < ε.

Es sei nun (x, y) ∈ [a, b] × [c, d] und h ∈ R sei so, dass zum Einen x + h ∈ [a, b]
gilt und zum Anderen |h| < δ ist. Dann bekommen wir aus dem Mittelwertsatz
ein τ ∈ (0, 1) mit

f(x+ h, y)− f(x, y)
h

= ∂1f(x+ τh, y)

und wegen |(x+ τh)− x| = |τh| = τ |h| < |h| < δ ist dann

∣∣∣
f(x+ h, y)− f(x, y)

h
− ∂1f(x, y)

∣∣∣ =
∣∣∂1f(x+ τh, y)− ∂1f(x, y)

∣∣ < ε.

Dabei ist die Wahl unseres δ nur von ε und nicht von y abhängig, wir haben also
gleichmäßige Konvergenz nachgewiesen und sind damit nach den obigen Überle-
gungen fertig.

Beispiel 19.5. (a) Wir kehren zum Ausgangsbeispiel 19.1 zurück und betrach-
ten das Parameterintegral

g(x) =

∫ 2

1

exy − ey

y
dy, x ∈ R.

Hier ist der Integrand f(x, y) = (exy−ey)/y für y ∈ [1, 2] offensichtlich nach
x stetig partiell differenzierbar mit

∂1f(x, y) =
yexy

y
= exy, x ∈ R, y ∈ [1, 2].

Wir können also Satz 19.4 anwenden und erhalten, dass g auf R stetig
differenzierbar ist mit

g′(x) =

∫ 2

1

∂1f(x, y) dy =

∫ 2

1

exy dy.

Für x = 0 ist damit

g′(0) =

∫ 2

1

1 dy = (2− 1) = 1
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19. Parameterintegrale

und für x 6= 0 finden wir

g′(x) =
1

x
exy
∣∣∣
y=2

y=1
=

e2x − ex

x
.

Man beachte, dass wir damit g′ explizit bestimmen konnten, während das
g definierende Integral nicht elementar integrierbar ist.

(b) Wir können nun den Schwierigkeitsgrad etwas erhöhen. Für x > 0 betrach-
ten wir

h(x) :=

∫ x2

x+1

f(x, y) dy =

∫ x2

x+1

exy − ey

y
dy

und suchen auch hier die Ableitung. Das Problem ist dabei, dass nun auch
die Integralgrenzen von x abhängen und man gar nicht weiß, wo man an-
fangen soll abzuleiten. Hier kann uns, vielleicht etwas unerwartet, die mehr-
dimensionale Differentialrechnung helfen. Wir betrachten als Hilfsfunktion
ϕ : (0,∞)3 → R mit

ϕ(x, u, v) =

∫ v

u

exy − ey

y
dy.

Wir haben damit die drei Aufkommen von x in h voneinander entkoppelt,
bekommen aber h zurück durch h(x) = ϕ(x, x + 1, x2) für x > 0. Nun
bekommen wir mit der Kettenregel

h′(x) = ∇ϕ(x, x+ 1, x2)




1
1
2x



 .

Die partiellen Ableitungen von ϕ bekommen wir zum Einen aus Satz 19.4,
vgl. auch Teil (a), zu

∂1ϕ(x, u, v) =

∫ v

u

∂1f(x, y) dy =

∫ v

u

exy dy =
exy

x

∣∣∣
y=v

y=u
=

evx − eux

x
.

Zum Anderen haben wir die Unbekannte in der Integralgrenze stehen. Hier
bekommen wir mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

∂2ϕ(x, u, v) = −
exu − eu

u
und ∂3ϕ(x, u, v) =

exv − ev

v
.

Nun müssen wir nur noch alles zusammensetzen:

h′(x) =
(
∂1ϕ(x, x+ 1, x2), ∂2ϕ(x, x+ 1, x2), ∂3ϕ(x, x+ 1, x2)

)



1
1
2x





=

(
ex

2·x − e(x+1)x

x
, −e

x(x+1) − ex+1

x+ 1
,
ex·x

2 − ex
2

x2

)


1
1
2x
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=
1

x

(
ex

3 − ex
2

ex
)
− 1

x+ 1

(
ex

2

ex − exe
)
+

2x

x2
(
ex

3 − ex
2)

=
1

x

(
3ex

3 − ex
2

(ex + 2)
)
− ex

x+ 1

(
ex

2 − e
)
.

Zum Schluss dieses Abschnitts wollen wir uns noch Integrale von Parameterinte-
gralen anschauen. Wir betrachten dazu für a, b, c, d ∈ R mit a < b und c < d eine
stetige Funktion f : [a, b]× [c, d]→ R und wieder wie oben g : [a, b]→ R mit

g(x) =

∫ d

c

f(x, y) dy, x ∈ [a, b].

Nach Satz 19.2 zusammen mit Bemerkung 19.3 ist dann auch g stetig und wir
können das Integral von g über [a, b] anschauen. Natürlich kann man das auch
in der umgekehrten Reihenfolge der Variablen machen und die natürliche Frage,
die sich daraus ergibt, ist, ob

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y) dy
)
dx =

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y) dx
)
dy

gilt? Da hier mal wieder zwei Grenzwerte vertauscht werden, ist das eine inter-
essante Frage, deren Antwort der folgende Satz gibt.

Satz 19.6 (Satz von Fubini). Es seien a, b, c, d ∈ R mit a < b und c < d. Ist
f : [a, b]× [c, d]→ R stetig, so gilt

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y) dy
)
dx =

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y) dx
)
dy.

Beweis. Für t ∈ [c, d] betrachten wir die Funktion h : [a, b]× [c, d]→ R mit

h(x, t) =

∫ t

c

f(x, y) dy.

Diese ist nach dem Hauptsatz und Satz 19.2 stetig, also können wir sie von a bis
b über x integrieren und erhalten die ebenfalls stetige Funktion

F (t) :=

∫ b

a

h(x, t) dx =

∫ b

a

(∫ t

c

f(x, y) dy
)
dx, t ∈ [c, d].

Es gilt sogar noch mehr, denn h ist nach dem Hauptsatz in der zweiten Koor-
dinaten differenzierbar mit ∂2h(x, t) = f(x, t) und diese Ableitungsfunktion ist
stetig. Also ist nach Satz 19.4 die Funktion F stetig differenzierbar mit

F ′(t) =

∫ b

a

∂2h(x, t) dx =

∫ b

a

f(x, t) dx.

Da F (c) = 0 ist, haben wir mit nochmaliger Unterstützung durch den Hauptsatz
∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y) dy
)
dx = F (d) = F (c) +

∫ d

c

F ′(y) dy =

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y) dx
)
dy.
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20. Kurvenintegrale

Arbeit ist Kraft mal Weg, oder, wenn die Kraft über die zurückgelegte Strecke
nicht konstant, sondern eine Funktion f(x) mit x ∈ [a, b], ist, so bekommt man

die Arbeit als das Integral
∫ b
a
f(x) dx. Heuristisch

”
summiert“ man dabei das

Produkt der an der Stelle x ∈ [a, b] wirkenden Kraft f(x) mit dem infinitesimalen
Wegstück dx.

Was machen wir nun, wenn die Kraft auf einen Gegenstand wirkt, der sich ent-
lang einer gebogenen Linie bewegt? Zunächst mal wissen wir, wie wir die Li-
nie beschreiben können, denn im Kapitel 9 haben wir uns ja schon mit Kurven
beschäftigt. Wir wollen nun in diesem Abschnitt klären, wie wir eine Funktion
entlang einer Kurve integrieren können.

Dabei müssen wir ein wenig aufpassen, denn wir haben ja schon festgestellt, dass
wir ein und dieselbe Linie durch viele verschiedene Kurven beschreiben können
und es sollte für den Wert der Arbeit, die anfällt um einen Gegenstand entlang
eines vorgegebenen Weges von A nach B zu bringen, unerheblich sein, welche
spezielle Parametrisierung des Weges wir nutzen. Wir brauchen also einen Inte-
gralbegriff, der unter orientierungserhaltenden Umparametrisierungen invariant
ist. (Bei orientierungsumkehrenden Umparametrisierungen sollte der Wert des
Integrals das Vorzeichen wechseln.)

In diesem gesamten Abschnitt sei G ⊆ Rd offen.

Definition 20.1. Es sei f : G → Rd stetig. Sind a, b ∈ R mit a < b und
γ : [a, b]→ G eine stetig differenzierbare Kurve, so heißt

∫

γ

f(x) dx :=

∫ b

a

〈
f(γ(t)), γ′(t)

〉
dt

Kurvenintegral von f längs γ.

Bemerkung 20.2. Eine stetige Funktion von (einer Teilmenge des) Rd nach Rd

selbst wird auch oft Vektorfeld genannt.

Diese Definition des Kurvenintegrals führt tatsächlich auf das korrekte Verhalten
unter Umparametrisierungen, wie wir nun zeigen werden.

Satz 20.3. Es seien f : G → Rd stetig und γ : [a, b] → G eine stetig diffe-
renzierbare Kurve. Ist [α, β] ein weiteres Intervall in R und ϕ : [α, β] → [a, b]
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20. Kurvenintegrale

eine orientierungserhaltende Umparametrisierung, d. h. ϕ ist ein streng monoton
wachsender Diffeomorphismus, so gilt

∫

γ

f(x) dx =

∫

γ◦ϕ

f(x) dx.

Ist ϕ orientierungsumkehrend, so gilt
∫

γ

f(x) dx = −
∫

γ◦ϕ

f(x) dx.

Beweis. Es gilt

∫

γ◦ϕ

f(x) dx =

∫ β

α

〈
f((γ ◦ ϕ)(s)), (γ ◦ ϕ)′(s)

〉
ds

=

∫ β

α

〈
f(γ(ϕ(s))), γ′(ϕ(s))ϕ′(s)

〉
ds

=

∫ β

α

〈
f(γ(ϕ(s))), γ′(ϕ(s))

〉
ϕ′(s) ds.

Mit der Substitution t = ϕ(s) gilt ϕ′(s)ds = dt und, wenn ϕ orientierungserhal-
tend ist, haben wir ϕ(α) = a und ϕ(β) = b. Das liefert

∫

γ◦ϕ

f(x) dx =

∫ b

a

〈
f(γ(t)), γ′(t)

〉
dt =

∫

γ

f(x) dx.

Ist hingegegend ϕ orientierungsumkehrend, so gilt ϕ(α) = b und ϕ(β) = a und
wir erhalten
∫

γ◦ϕ

f(x) dx =

∫ a

b

〈
f(γ(t)), γ′(t)

〉
dt = −

∫ b

a

〈
f(γ(t)), γ′(t)

〉
dt = −

∫

γ

f(x) dx.

Beispiel 20.4. Wir betrachten das Vektorfeld f : R2 \ {0} → R2 mit

f(u, v) =




−v
u2 + v2

u

u2 + v2


 .

und die Kurve γ : [0, 2π]→ R2 mit γ(t) = (cos(t), sin(t))T . Dann ist

∫

γ

f(x) dx =

∫ 2π

0

〈
f(γ(t)), γ′(t)

〉
dt =

∫ 2π

0

〈(
− sin(t)

1

cos(t)
1

)
,

(
− sin(t)
cos(t)

)〉
dt

=

∫ 2π

0

(
sin2(t) + cos2(t)

)
dt = 2π.
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Auch reellwertige Funktionen wollen zuweilen entlang von Kurven integriert wer-
den. Das führt auf einen zweiten Typ von Kurvenintegralen, den man sich an-
hand eines Vorhangs veranschaulichen kann: Stellen Sie sich einen Vorhang von
variabler Länge vor, der entlang einer Kurve aufgehängt ist. Die Gesamtfläche
des Vorhangs bekommt man dann anschaulich, wenn man die Längenfunktion
entlang der Kurve integriert. Auch hier müssen wir wieder darauf achten, dass
wir einen Wert des Integrals bekommen, der sich durch Umparametrisierung der
Kurve nicht verändert. Das gewährleistet die folgende Definition.

Definition 20.5. Es sei f : G→ R stetig, a, b ∈ R mit a < b und γ : [a, b]→ G
eine stetig differenzierbare Kurve. Dann heißt

∫

γ

f(x) ds :=

∫ b

a

f(γ(t)) · ‖γ′(t)‖ dt

Kurvenintegral von f längs γ.

Bemerkung 20.6. Die Schreibweise
”
ds“ im Kurvenintegral aus Definition 20.5

ist eine rein formale und hat nichts mit einer Variablen s zu tun. Sie dient hier
im Wesentlichen dazu die beiden Typen der Kurvenintegrale zu unterscheiden.

Übungsaufgabe 20.7. Das Kurvenintegral aus Definition 20.5 ist invariant un-
ter Umparametrisierung, d. h. sind f und γ wie dort und ist ϕ : [α, β] → [a, b]
ein monotoner Diffeomorphismus für ein Intervall [α, β] ⊆ R, so gilt

∫

γ

f(x) ds =

∫

γ◦ϕ

f(x) ds.

Man beachte, dass in diesem Fall auch bei einer orientierungsumkehrenden Um-
parametrisierung der Wert derselbe bleibt und nicht das Vorzeichen wechselt!

Beispiel 20.8. Wir berechnen das Kurvenintegral von f(x, y) =
√
1 + y längs

der Kurve γ(t) = (t − cos(t), sin(t))T , t ∈ [0, π], in Euklidischer Länge. Es ist
γ′(t) = (1 + sin(t), cos(t))T und damit

‖γ′(t)‖2 =
√
1 + 2 sin(t) + sin2(t) + cos2(t) =

√
2 + 2 sin(t).

Wir erhalten also
∫

γ

f(x) ds =

∫ π

0

f(γ(t)) · ‖γ′(t)‖2 dt =
∫ π

0

√
1 + sin(t) ·

√
2 + 2 sin(t) dt

=
√
2

∫ π

0

(1 + sin(t)) dt =
√
2π −

√
2 cos(t)

∣∣π
0
=
√
2π −

√
2(−1− 1)

=
√
2(π + 2).
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20. Kurvenintegrale

Bemerkung 20.9. In den Definitionen 20.1 und 20.5 ist für die Kurve γ jeweils
stetige Differenzierbarkeit vorausgesetzt. Das kann jeweils zu

”
stückweise stetig

differenzierbar“ abgeschwächt werden. Damit ist gemeint, dass es eine Zerlegung
a = t0 < t1 < t2 < tn−1 < tn = b des Intervalls [a, b] gibt, so dass γ|(tj−1,tj) für
jedes j = 1, 2, . . . , n stetig differenzierbar ist. In diesem Fall setzt man

∫

γ

f(x) dx :=
n∑

j=1

∫ tj

tj−1

〈
f(γ(t)), γ′(t)

〉
dt, bzw.

∫

γ

f(x) ds :=

n∑

j=1

∫ tj

tj−1

f(γ(t)) · ‖γ′(t)‖ dt.

Man beachte dabei, dass jede Kurve nach Definition eine stetige Abbildung ist.

Für praktische Berechnungen führt sogar die Verallgemeinerung auf stückweise
stetig differenzierbare Kurven oft noch zu einem sehr unhandlichen Kalkül. Durch
Umparametrisierung der Kurve auf einzelnen Teilintervallen kann man auch noch
zulassen, dass die einzelnen Stücke auf voneinander unabhängigen Intervallen
definiert werden. Das soll im Folgenden an einem Beispiel illustriert werden.

Beispiel 20.10. Wir wollen das Vektorfeld f : R2 → R2 mit

f(x, y) =

(
x2 + y2

y

)

entlang des in Abbildung 20.1 skizzierten einmal durchlaufenen Weges integrieren.

x

y

1−1

1

spur(γ)

Abbildung 20.1.: Der Weg γ aus Beispiel 20.10

Dies ist ein geschlossener Weg, den wir gut in zwei Stücken definieren können.
Für das gerade Stück betrachten wir

γ1(t) =

(
t
0

)
, t ∈ [−1, 1] und für den Kreisbogen

γ2(t) =

(
cos(t)
sin(t)

)
, t ∈ [0, π].
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Dann ist γ1(1) = (1, 0)T = γ2(0) und γ2(π) = (−1, 0)T = γ1(−1), die We-
ge

”
passen also richtig zusammen“, aber natürlich passen Sie so nicht zu einer

stückweise stetig differenzierbaren Kurve zusammen. Man könnte nun einen der
beiden mühsam so umparametrisieren, dass es passt. Aber, da das Umparametri-
sieren sowieso nichts am Kurvenintegral ändert, kann man auch gleich mit diesen
Kurven rechnen und erhält

∫

γ

f(x) dx =

∫ 1

−1

〈
f(γ1(t)), γ

′
1(t)
〉
dt+

∫ π

0

〈
f(γ2(t)), γ

′
2(t)
〉
dt

=

∫ 1

−1

〈(
t2

0

)
,

(
1
0

)〉
dt+

∫ π

0

〈(
cos2(t) + sin2(t)

sin(t)

)
,

(
− sin(t)
cos(t)

)〉
dt

=

∫ 1

−1

t2 dt +

∫ π

0

(
− sin(t) + sin(t) cos(t)

)
dt

=
1

3
t3
∣∣∣
1

−1
+ cos(t)

∣∣∣
π

0
+

1

2
sin2(t)

∣∣∣
π

0
=

1

3
+

1

3
+ (−1)− 1 + 0− 0 = −4

3
.

Wir wenden uns nun einer speziellen Klasse von Vektorfeldern f zu, nämlich
den sogenannten Gradientenfeldern, die sich dadurch auszeichnen, dass f = ∇ϕ
für eine geeigente Funktion ϕ ist. Für solche Gradientenfelder vereinfacht sich die
Berechnung von Kurvenintegralen erheblich, denn es ist dann mit dem Hauptsatz

∫

γ

f(x) dx =

∫ b

a

〈
f(γ(t)), γ′(t)

〉
dt =

∫ b

a

∇ϕ(γ(t)) · γ′(t) dt

=

∫ b

a

(ϕ ◦ γ)′(t) dt = ϕ(γ(b))− ϕ(γ(a)).

Das bedeutet zunächst einmal ganz praktisch, dass wir zur Berechnung des Kur-
venintegrals über f längs γ nur die Funktion ϕ am Anfangs- und am Endpunkt
der Kurve auswerten müssen, hat aber noch viel weitreichendere Konsequenzen.
Zunächst einmal bedeutet das umgekehrt gedacht, dass es für die Berechnung des
Kurvenintegrals überhaupt nicht darauf ankommt wie der Weg von γ(a) nach
γ(b) kommt. Man kann also in diesem Fall den Weg dazwischen sogar beliebig
verändern ohne den Wert des Kurvenintegrals zu beeinflussen. Man sagt dazu,
dass das Kurvenintegral in diesem Fall wegunabhängig ist.
Schließlich zeigt obige Rechnung sofort, dass für einen geschlossenen Weg, d. h.
für γ(a) = γ(b), das Kurvenintegral über jedes Gradientenfeld verschwindet.

Definition 20.11. Es sei f : G→ Rd stetig. Existiert eine stetig differenzierbare
Funktion ϕ : G → R mit f(x) = ∇ϕ(x) für alle x ∈ G, so nennt man ϕ
ein Potenzial oder auch eine Stammfunktion von f und f wird in diesem Fall
Gradientenfeld genannt.

Der folgende Satz fasst unsere bisherigen Überlegungen zusammen.
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20. Kurvenintegrale

Satz 20.12. Es sei f : G → Rd ein Gradientenfeld mit Potenzial ϕ : G → R.
Dann gilt für jede stückweise stetig differenzierbare Kurve γ : [a, b]→ G

∫

γ

f(x) dx = ϕ(γ(b))− ϕ(γ(a)).

Insbesondere ist, falls γ zusätzlich geschlossen ist, dieses Integral Null.

Tatsächlich gilt für zusammenhängende Mengen G auch so etwas wie die Um-
kehrung dieses Satzes. Wir wollen das hier allerdings nur unter einer deutlich
stärkeren geometrischen Bedingung beweisen.

Satz 20.13. Sei G konvex, d. h. für alle x, y ∈ G ist xy ⊆ G. Eine stetige Funk-
tion f : G → Rd ist genau dann ein Gradientenfeld, wenn für jede geschlossene
stückweise stetig differenzierbare Kurve γ in G gilt

∫

γ

f(x) dx = 0.

Beweis. Wir müssen nur noch zeigen, dass f ein Gradientenfeld ist, wenn jedes
Kurvenintegral über eine geschlossene Kurve Null ist.

Wir betrachten für jede Wahl von y, z ∈ G jeweils die Kurve γy,z : [0, 1] → G
mit γy,z(t) = y + t(z − y), die die gleichförmige Bewegung entlang der Verbin-
dungsstrecke von y und z beschreibt. Man beachte, dass dank der vorausgesetzten
Konvexität von G alle diese Kurven nach G abbilden.

Nun wählen wir für den Rest des Beweises ein y0 ∈ G fest und setzen

ϕ(y) :=

∫

γy0,y

f(x) dx, y ∈ G.

Dann ist ϕ eine Funktion von G nach R, von der wir nun zeigen wollen, dass sie
stetig differenzierbar mit ∇ϕ = f und damit ein Potenzial von f ist.

Seien also y ∈ G und ε > 0 so, dass Uε(y) ⊆ G gilt. Dann ist für alle h ∈ Uε(0)
auch y + h ∈ G und wir erhalten

∫

γy0,y

f(x) dx+

∫

γy,y+h

f(x) dx+

∫

γy+h,y0

f(x) dx = 0

nach Voraussetzung, denn der Weg von y0 über y und y + h zurück zu y0 ist
geschlossen. Weiter ist der erste Summand auf der linken Seite genau ϕ(y) und
für den dritten ergibt sich

ϕ(y + h) =

∫

γy0,y+h

f(x) dx = −
∫

γy+h,y0

f(x) dx,
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da der Weg γy+h,y0 aus dem Weg γy0,y+h durch die orientierungsumkehrende Um-
parametrisierung ψ(t) = 1 − t entsteht (nachrechnen!), vgl. Satz 20.3. Zusam-
mengenommen haben wir also

ϕ(y + h)− ϕ(y) =
∫

γy,y+h

f(x) dx,

womit wir schon fast beim Differenzenquotienten für ϕ sind. Um die partiellen
Ableitungen von ϕ auszurechnen, sei j ∈ {1, 2, . . . , d}, ej der j-te Standardbasis-
vektor und s ∈ (−ε, ε) \ {0}. Dann ist

ϕ(y + sej)− ϕ(y)
s

=
1

s

∫

γy,y+sej

f(x) dx =
1

s

∫ 1

0

〈
f(γy,y+sej(t)), γ

′
y,y+sej

(t)
〉
dt

=
1

s

∫ 1

0

〈
f
(
y + t(y + sej − y)

)
, (y + sej − y)

〉
dt

=
1

s

∫ 1

0

〈
f(y + tsej), sej

〉
dt =

∫ 1

0

fj(y + tsej) dt.

Nach Satz 19.2 hängt nun der Wert dieses Integrals stetig vom Parameter s ab,
es ist also dank der Stetigkeit von f

∂jϕ(y) = lim
s→0

ϕ(y + sej)− ϕ(y)
s

=

∫ 1

0

lim
s→0

fj(y + tsej) dt =

∫ 1

0

fj(y) dt = fj(y).

Nimmt man die partiellen Ableitungen von ϕ zum Gradienten zusammen, folgt
∇ϕ = f wie gewünscht.

Bemerkung 20.14. Für reelle Funktionen hatten wir in Analysis I festgestellt,
dass jede stetige Funktion eine Stammfunktion besitzt. Das ist in mehreren Va-
riablen leider fundamental anders, hier sind Potenziale etwas höchst seltenes und
damit kostbares. Zum Beispiel hat schon das äußerst einfache Vektorfeld

f : R2 → R2 mit f(x, y) =

(
y
−x

)

kein Potenzial. Der Grund: Gäbe es ein Potenzial ϕ : R2 → R, so wäre dieses, da
f stetig differenzierbar ist, sogar zweimal stetig differenzierbar. Das führt aber
auf einen Widerspruch zum Satz von Schwarz 10.16, denn es gilt dann

∂2∂1ϕ(x, y) = ∂2f1(x, y) = 1 und

∂1∂2ϕ(x, y) = ∂1f2(x, y) = −1.

Anders formuliert bedeutet das, dass es keine Hoffnung gibt, den Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung in mehrere Variablen herüberzuretten.
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20. Kurvenintegrale

Darüber wird vor allem in der Vorlesung
”
Gewöhnliche Differentialgleichungen“

zu jammern sein.
Allgemein ergibt sich mit der selben Argumentation wie oben aus dem Satz von
Schwarz die folgende notwendige Bedingung dafür, dass eine stetig differerenzier-
bare Funktion f : G→ Rd ein Potenzial besitzt:

∀j, k ∈ {1, 2, . . . , d} ∀x ∈ G : ∂jfk(x) = ∂kfj(x) (Integrabilitätsbedingung).
(20.1)

Eine naheliegende Frage ist nun, ob diese Bedingung auch hinreichend ist, ob wir
damit also auch die Existenz eines Potenzials überprüfen können. Die Antwort
ist im Allgemeinen leider negativ, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 20.15. Wir nehmen Beispiel 20.4 wieder auf. Dort hatten wir das Vek-
torfeld f : R2 \ {0} → R2 mit

f(x, y) =




−y
x2 + y2

x

x2 + y2


 .

und die Kurve γ : [0, 2π]→ R2 mit γ(t) = (cos(t), sin(t))T betrachtet und gefun-
den, dass das Kurvenintegral von f längs γ den Wert 2π hat und das, obwohl der
Weg γ geschlossen ist und f die Integrabilitätsbedingung erfüllt, denn es ist

∂1f2(x, y) =
1 · (x2 + y2)− 2x · x

(x2 + y2)2
=

y2 − x2
(x2 + y2)2

und

∂2f1(x, y) =
(−1) · (x2 + y2) + 2y · y

(x2 + y2)2
=

y2 − x2
(x2 + y2)2

.

Was hier passiert, sieht man, wenn man versucht ein Potenzial ϕ von f auszu-
rechnen. Ein solches müsste zunächst einmal f2(x, y) = ∂2ϕ(x, y) erfüllen, also
wäre mit einer u. U. von x abhängigen Integrationskonstanten c(x)

ϕ(x, y) =

∫
f2(x, y) dy + c(x) =

∫
x

x2 + y2
dy + c(x)

=
x

x2

∫
1

1 + ( y
x
)2

dy + c(x)

und mit der Substitution u = y/x bekommen wir

=
1

x

∫
1

1 + u2
x du+ c(x) = arctan(u) + c(x) = arctan(y/x) + c(x).

Wie sieht es dann mit ∂1ϕ(x, y) = f1(x, y) aus? Wir berechnen

∂1ϕ(x, y) = arctan′(y/x)
(
− y

x2

)
+ c′(x) = − 1

1 + ( y
x
)2
y

x2
+ c′(x) =

−y
x2 + y2

+ c′(x).
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Das geht alles wunderbar auf, wir können also c(x) = 0 setzen und erhalten mit
ϕ(x, y) = arctan(y/x) tatsächlich ein Potenzial ϕ von f .

Aber das kann doch nicht sein! Schließlich ist obiges Kurvenintegral nicht Null und
das müsste ja nach Satz 20.13 dann gelten. Des Rätsels Lösung ist, dass wir ein
bisschen zu forsch gerechnet haben. Die Funktion f ist auf R2 \ {(0, 0)} definiert,
aber im Potenzial ϕ wird durch x geteilt, hier ist der maximale Definitionsbereich
also R2 ohne die x-Achse. Die entstehende Unstetigkeit von ϕ sieht man auch
schön in Abbildung 20.2. Damit existiert das Potenzial überhaupt nicht entlang
der ganzen Kurve γ und das Kurvenintegral verschwindet nicht, obwohl f entlang
der ganzen Kurve definiert ist. Die Singularität von f im Nullpunkt

”
strahlt aus“.

Abbildung 20.2.: Der Graph der Funktion ϕ(x, y) = arctan(y/x) ist entlang der
gesamten x-Achse unstetig.

Die Integrabilitätsbedingung scheint also doch recht nahe daran zu sein, eine
hinreichende Bedingung für das Vorliegen eines Potenzials zu sein. Das Problem
liegt in der Geometrie des Definitionsbereichs von f . Das wollen wir jetzt angehen.

Definition 20.16. Eine Menge D ⊆ Rd heißt sternförmig, falls es ein x0 ∈ D
gibt, so dass für alle x ∈ D gilt xx0 ⊆ D.

Beispiel 20.17. (a) Beispiele für sternförmige Mengen sind:

• Konvexe Mengen. Dann kann jeder Punkt der Menge als x0 gewählt
werden.

• Sterne.
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20. Kurvenintegrale

• Die geschlitzte Ebene R2 \ {(x, 0) : x < 0}. Hier erfüllt z.B. der Punkt
x0 = (1, 0) die Bedingung aus der Definition.

(b) Nicht sternförmig sind z.B. Hanteln und Monde, sowie Rd \ {0}.

Wir können nun zeigen, dass für Funktionen, deren Definitionsbereich sternförmig
ist, das Problem aus Beispiel 20.15 nicht auftreten kann und die Integrabilitäts-
bedingung tatsächlich auch hinreichend für die Existenz eines Potenzials ist.

Satz 20.18. Sei G sternförmig und f ∈ C1(G;Rd) erfülle die Integrabilitätsbe-
dingung, d. h. für alle Wahlen von j, k ∈ {1, 2, . . . , d} haben wir ∂jfk = ∂kfj.
Dann besitzt f ein Potenzial auf G.

Beweis. Sei x0 ∈ G ein Punkt, so dass xx0 ⊆ G für alle x ∈ G gilt. Dann
können wir für jedes x ∈ G wieder die Kurven γx0,x wie im Beweis von Satz 20.13
betrachten und diese haben Ihre Spur wieder alle innerhalb G. Unser Kandidat
für das Potenzial von f ist dann wieder ϕ : G→ R mit

ϕ(x) =

∫

γx0,x

f(y) dy =

∫ 1

0

〈
f(γx0,x(t)), γ

′
x0,x(t)

〉
dt

=

∫ 1

0

〈
f
(
x0 + t(x− x0)

)
, x− x0

〉
dt.

Nach Satz 19.4 ist diese Funktion nach jedem xj differenzierbar und es gilt

∂jϕ(x) =

∫ 1

0

∂j
〈
f
(
x0 + t(x− x0)

)
, x− x0

〉
dt

=

∫ 1

0

[〈
Jf
(
x0 + t(x− x0)

)
· (tej), x− x0

〉
+
〈
f(x0 + t(x− x0)), ej

〉]
dt

=

∫ 1

0

[
t
〈
∂jf
(
x0 + t(x− x0)

)
, x− x0

〉
+ fj

(
x0 + t(x− x0)

)]
dt. (20.2)

Andererseits ist mit Hilfe der vorausgesetzten Integrabilitätsbedingung

d

dt

[
tfj
(
x0 + t(x− x0)

)]

= fj
(
x0 + t(x− x0)

)
+ t∇fj

(
x0 + t(x− x0)

)
(x− x0)

= fj
(
x0 + t(x− x0)

)
+ t

d∑

k=1

∂kfj
(
x0 + t(x− x0)

)
(xk − x0,k)

= fj
(
x0 + t(x− x0)

)
+ t

d∑

k=1

∂jfk
(
x0 + t(x− x0)

)
(xk − x0,k)

= fj
(
x0 + t(x− x0)

)
+ t
〈
∂jf
(
x0 + t(x− x0)

)
, x− x0

〉
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und der letzte Ausdruck stimmt genau mit dem Integranden aus (20.2) überein.
Zusammen haben wir also

∂jϕ(x) =

∫ 1

0

d

dt

[
tfj
(
x0 + t(x− x0)

)]
dt

und mit dem Hauptsatz folgt

∂jϕ(x) = tfj
(
x0 + t(x− x0)

)∣∣t=1

t=0
= fj(x0 + x− x0) = fj(x).

Also ist ϕ ein Potenzial von f auf G.

Im R3 kann die Integrabilitätsbedingung schön mit Hilfe der sogenannten Rota-
tion eines Vektorfeldes geschrieben werden.

Definition 20.19. Es sei D ⊆ R3 offen und f ∈ C1(D;R3). Dann ist die Rota-
tion von f gegeben durch

rotf(x) :=




∂2f3(x)− ∂3f2(x)
∂3f1(x)− ∂1f3(x)
∂1f2(x)− ∂2f1(x)



 , x ∈ D.

Bemerkung 20.20. Ein optischer Abgleich mit der Integrabilitätsbedingung aus
(20.1) zeigt, dass eine Funktion f ∈ C1(D,R3) mit D ⊆ R3 offen die Integrabi-
litätsbdingung genau dann erfüllt, wenn rotf = 0 auf D ist.
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21. Das Riemann-Integral in Rd

Will man über beliebige Teilmengen von Rd integrieren, so läuft man in unlösbare
Schwierigkeiten hinein. Wir werden uns damit umfassend erst in der Vorlesung zur
Integrationsthoerie beschäftigen und für den Moment mit dem Riemann-Integral
eine

”
Bastellösung“ anschauen. Wir beginnen mit dem einfachsten Spezialfall und

integrieren über Quader.

Definition 21.1. Seien a, b ∈ Rd.

(a) Wir schreiben a ≤ b, falls für alle j ∈ {1, 2, . . . , d} gilt aj ≤ bj und a < b,
falls aj < bj für alle solchen j gilt.

(b) Für a < b ist

I := [a, b] := [a1, b1]× [a2, b2]× · · · × [ad, bd]

ein (abgeschlossenes) Intervall in Rd.

Weiter heißt

|I| := Vol(I) := (b1 − a1)(b2 − a2) · . . . · (bd − ad)

das Volumen von I.

Für das ganze verbleibende Kapitel sei nun I = [a, b] ⊆ Rd ein Intervall.

Definition 21.2. (a) Eine Menge {I1, I2, . . . , Ip} von Intervallen in Rd heißt
Zerlegung von I, falls

⋃p
j=1 Ij = I und für alle j, k ∈ {1, 2, . . . , p} mit j 6= k

gilt I◦j ∩ I◦k = ∅.

(b) Sei Z := {I1, I2, . . . , Ip} eine Zerlegung von I und f : I → R eine be-
schränkte Funktion. Dann bezeichnen wir

mk := inf
x∈Ik

f(x), Mk := sup
x∈Ik

f(x), k = 1, 2, . . . , p,

U(Z, f) :=

p∑

k=1

mk|Ik| (Untersumme von f bzgl. Z),

O(Z, f) :=

p∑

k=1

Mk|Ik| (Obersumme von f bzgl. Z).
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21. Das Riemann-Integral in Rd

Lemma 21.3. Es sei Z = {I1, I2, . . . , Ip} eine Zerlegung von I und Z0 := {I}
die triviale Zerlegung von I. Für f : I → R beschränkt gilt dann

(a) U(Z, f) ≤ O(Z, f).

(b) O(Z, f) ≤ O(Z0, f) und U(Z, f) ≥ U(Z0, f).

Beweis. (a) Wegen mk = infx∈Ik f(x) ≤ supx∈Ik f(x) = Mk für k = 1, 2, . . . , p
haben wir

U(Z, f) =

p∑

k=1

mk|Ik| ≤
p∑

k=1

Mk|Ik| = O(Z, f).

(b) Es gilt

O(Z, f) =

p∑

k=1

sup
x∈Ik

f(x)|Ik| ≤
p∑

k=1

sup
x∈I

f(x)|Ik|

= sup
x∈I

f(x)

p∑

k=1

|Ik| = sup
x∈I

f(x)|I| = O(Z0, f)

und das Argument für die Untersummen verläuft analog.

Obiges Lemma zeigt, dass für jede Zerlegung Z von I und jede beschränkte
Funktion f : I → R gilt

U(Z, f) ≤ O(Z, f) ≤ O(Z0, f) und O(Z, f) ≥ U(Z, f) ≥ U(Z0, f),

d. h. alle Untersummen sind nach oben und alle Obersummen nach unten be-
schränkt. Das ermöglicht die folgende Definition.

Definition 21.4. Sei f : I → R eine beschränkte Funktion. Dann heißt

(a)

∫

I

f(x) dx := inf{O(Z, f) : Z Zerlegung von I} oberes Integral von f ,
∫

I

f(x) dx := sup{U(Z, f) : Z Zerlegung von I} unteres Integral von f .

(b) f Riemann-integrierbar über I, falls

∫

I

f(x) dx =

∫

I

f(x) dx.

In diesem Fall heißt
∫

I

f(x) dx :=

∫

I

f(x) dx =

∫

I

f(x) dx

(Riemann-)Integral von f über I.
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Bemerkung 21.5. (a) Wie schon beim eindimensionalen Integral gibt es ei-
nige verschiedene eingeführte Schreibweisen, die synonym verwendet wer-
den. So sieht man auch oft

∫
I
f oder

∫
I
f dx. Ist man in zwei Variablen

(x, y) oder dreien (x, y, z) unterwegs, sieht man auch
∫
I
f(x, y) d(x, y) bzw.∫

I
f(x, y, z) d(x, y, z).

(b) Aus der Definition der Integrierbarkeit ergibt sich das Kriterium, dass f
auf I genau dann integrierbar ist, wenn es für jedes ε > 0 eine Zerlegung Z
von I gibt mit O(Z, f)− U(Z, f) ≤ ε.

Für ein weiteres praktisches Integrabilitätskriterium brauchen wir noch den Be-
griff der Nullmenge.

Definition 21.6. Eine Menge N ⊆ Rd heißt Nullmenge, wenn es für jedes ε > 0
abzählbar viele Intervalle Ij ⊆ Rd, j ∈ N, gibt mit

N ⊆
∞⋃

j=1

I◦j und
∞∑

j=1

|Ij| < ε.

Wir sammeln ein paar elementare Eigenschaften von Nullmengen.

Satz 21.7. (a) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge.

(b) Sind A,B ⊆ Rd Nullmengen, so ist auch A ∪B eine Nullmenge.

(c) Ist A ⊆ Rd eine Nullmenge, so ist A× R eine Nullmenge in Rd+1.

Beispiel 21.8. (a) Die rationalen Zahlen Q sind eine Nullmenge in R. Um das
einzusehen, wählen wir eine Abzählung {q1, q2, . . . } von Q. Mit dieser gilt
für jedes ε > 0

Q ⊆
∞⋃

k=1

(
qk −

ε

2
2−k, qk +

ε

2
2−k
)

und

∞∑

k=1

∣∣∣
[
qk −

ε

2
2−k, qk +

ε

2
2−k
]∣∣∣ =

∞∑

k=1

2 · ε
2
2−k = ε

∞∑

k=1

2−k = ε.

(b) Besitzt E ⊆ Rd einen inneren Punkt, so enthält E ein Intervall und ist
keine Nullmenge.

(c) Ist I ⊆ Rd ein Intervall, so ist ∂I eine Nullmenge in Rd. Vorsicht: Es gibt
durchaus abgeschlossene Teilmengen des Rd deren Rand keine Nullmenge
ist (sogar für d = 1)!
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21. Das Riemann-Integral in Rd

Nun können wir uns dem Lebesgue’schen Integrabilitätskriterium zuwenden. Die-
ses charakterisiert Riemann-Integrierbarkeit, wir werden hier aber nur die zum
Nachweis von Riemann-Integrierbarkeit wichtige Beweisrichtung ausführen.

Satz 21.9 (Lebesgue’sches Integrabilitätskriterium). Sei f : I → R beschränkt.
Dann ist f Riemann-integrierbar auf I, genau dann wenn

N(f) := {x ∈ I : f unstetig in x}

eine Nullmenge ist.

Beweis. Zum Nachweis der Riemann-Integrierbarkeit von f verwenden wir das
Kriterium aus Bemerkung 21.5 (b). Dazu seien ε > 0 und C := supx∈I f(x).
Zunächst nutzen wir die Voraussetzung, dass N(f) eine Nullmenge ist und wählen
Intervalle Ik, k ∈ N, in Rd mit

N(f) ⊆
∞⋃

k=1

I◦k =:M und
∞∑

k=1

|Ik| <
ε

4C
.

Sei nun y ∈ I \M . Dann ist f nach Voraussetzung stetig in y, d. h. es gibt ein
δy > 0 mit

∣∣f(x)− f(y)
∣∣ < ε

4|I| für alle x ∈ Uδy(y) ∩ I.

Damit folgt

sup
x∈Uδy (y)∩I

f(x)− inf
x∈Uδy (y)∩I

f(x) <
ε

4|I| + f(y)−
(
f(y)− ε

4|I|
)
=

ε

2|I| . (21.1)

Nun überdecken die offenen Mengen I◦k , k ∈ N, die Menge M und die eben
gewählten offenen Kugeln Uδy(y), y ∈ M , überdecken I\M . Zusammengenommen
bilden all diese Mengen also eine offene Überdeckung von I und da I kompakt
ist, existiert eine endliche Teilüberdeckung. Das heißt es existieren p, q ∈ N und
y1, y2, . . . , yq ∈ I \M , so dass

{
I◦1 , I

◦
2 , . . . , I

◦
p , Uδy1 (y1), Uδy2 (y2), . . . , Uδyq (yq)

}

eine offene Überdeckung von I ist.

Leider ist dies nur eine Überdeckung und keine brauchbare Zerlegung von I.
Diesen Mangel können wir aber beheben, indem wir nun eine Zerlegung Z =
{J1, J2, . . . , Jℓ} von I so fein wählen, dass jedes Jj entweder Teilmenge eines
I◦r , r = 1, 2, . . . , p, oder einer Kugel Uδyr (yr), r = 1, 2, . . . , q, ist. Wir nennen
erstere Zerlegungsintervalle solche vom Typ I und letztere vom Tp II. Damit
gilt nun für diese Zerlegung mit den schon mehrfach verwendeten Notationen
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Mj := supx∈Jj f(x) und mj := infx∈Jj f(x), j = 1, 2, . . . , ℓ,

O(Z, f)− U(Z, f) =
ℓ∑

j=1

Mj |Jj| −
ℓ∑

j=1

mj |Jj|

=

ℓ∑

j=1
JjTyp I

(Mj −mj)|Jj|+
ℓ∑

j=1
JjTyp II

(Mj −mj)|Jj|.

Nun verwenden wir in der ersten Summe, dass sowohlMj ≤ C, als auchmj > −C
gilt, und in der zweiten Summe schätzen wir nach (21.1) die Differenz Mj −
mj durch ε/(2|I|) ab. Das geht, da die Typ-II-Würfel ja jeweils in einer der δ-
Umgebungen liegen. Zusammen liefert das

O(Z, f)− U(Z, f) ≤
ℓ∑

j=1
JjTyp I

2C|Jj|+
ℓ∑

j=1
JjTyp II

ε

2|I| |Jj|

≤ 2C

∞∑

k=1

|Ik|+
ε

2|I| |I| ≤ 2C
ε

4C
+
ε

2
= ε

und wir sind fertig.

Wir wollen jetzt die
”
üblichen“ Eigenschaften des Integrals wie Linearität, Mo-

notonie, usw. sammeln.

Satz 21.10. Seien f, g : I → Rd Riemann-integrierbar und α, β ∈ R.

(a) Ist {I1, I2, . . . , Iℓ} eine Zerlegung von I, so gilt
∫

I

f(x) dx =

ℓ∑

k=1

∫

Ik

f(x) dx.

(b) Auch αf + βg, f · g und |f | sind Riemann-integrierbar mit

∫

I

(αf + βg) dx = α

∫

I

f dx+ β

∫

I

g dx und
∣∣∣
∫

I

f(x) dx
∣∣∣ ≤

∫

I

|f(x)| dx.

(c) Gilt f ≤ g auf I, so folgt

∫

I

f(x) dx ≤
∫

I

g(x) dx.

Beweis. Wir beweisen hier nur den letzten Teil. Sei dazu Z = {I1, I2, . . . , Iℓ} eine
Zerlegung von I und für jedes k ∈ {1, 2, . . . , ℓ} setzen wir mk,f := infx∈Ik f(x)
und mk,g := infx∈Ik g(x). Dann gilt immer mk,f ≤ mk,g und wir erhalten

U(Z, f) =
ℓ∑

k=1

mk,f |Ik| ≤
ℓ∑

k=1

mk,g|Ik| = U(Z, g).
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21. Das Riemann-Integral in Rd

Damit und dank der Integrierbarkeit von f und g ist dann
∫

I

f(x) dx =

∫

I

f(x) dx = sup
{
U(Z, f) : Z Zerlegung von I

}

≤ sup
{
U(Z, g) : Z Zerlegung von I

}
=

∫

I

g(x) dx =

∫

I

g(x) dx.

Bemerkung 21.11. Der Satz von Fubini 19.6 sagt uns, dass bei iterierten In-
tegralen von stetigen Funktionen das Ergebnis unabhängig von der Integrations-
reihenfolge ist. Damit ist die konkrete Berechnung von Integralen über Quader
einfach durch die Berechnung von vielen eindimensionalen Integralen möglich und
wir haben für eine stetige Funktion f : I → R

∫

I

f(x) dx =

∫ b1

a1

(∫ b2

a2

(
. . .
(∫ bd

ad

f(x1, x2, . . . , xd) dxd

)
. . .
)
dx2

)
dx1,

wobei wir je nach Belieben die Integrationsreihenfolge auch anders wählen können.

Beispiel 21.12. Wir bestimmen

∫

[1,2]×[0,1]

xexy d(x, y) =

∫ 2

1

(∫ 1

0

xexy dy
)
dx =

∫ 2

1

x
1

x
exy
∣∣∣
y=1

y=0
dx

=

∫ 2

1

(ex − 1) dx = ex − x
∣∣∣
x=2

x=1
= e2 − e− 1.

Beim Integrieren über Quader ist dank der einfachen Geometrie recht offensicht-
lich wie man sich auf bekannte eindimensionale Integrale zurückziehen kann. Lei-
der gibt es in Rd auch noch ein paar Teilmengen, die keine Quader sind. Um
solche wollen wir uns nun kümmern. Dabei ist es, wie schon zu Beginn ange-
deutet, hoffnungslos über beliebige Teilmengen des Rd integrieren zu wollen. Wir
wollen zunächst eine Klasse von schönen Teilmengen auszeichnen, über die wir
integrieren wollen. Dazu erinnern wir an den Begriff der charakteristischen Funk-
tion, vgl. Definition I.25.1: Für E ⊆ Rd ist 1E : Rd → R gegeben durch

1E(x) =

{
1, falls x ∈ E,
0, falls x 6∈ E.

Definition 21.13. Eine beschränkte Teilmenge E des Rd heißt Jordan-messbar,
falls es ein Intervall J ⊆ Rd gibt, sodass E ⊆ J◦ ist und 1E auf J Riemann-
integrierbar ist.
In diesem Fall nennt man

|E| :=
∫

J

1E dx

das Volumen von E.
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Diese Definition des Volumens einer Menge ist unabhängig vom konkret gewähl-
ten Intervall I. Man beachte aber, dass wir hier nur für ausgewählte Teilmengen
von Rd ein Volumen definieren.
Auch Jordan-Messbarkeit kann man mithilfe des Nullmengen-Begriffs charakte-
risieren. Wie schon beim Lebesgue’schen Integrabilitätskriterium werden wir uns
aber mit einer Beweisrichtung begnügen.

Satz 21.14. Es sei E ⊆ Rd eine beschränkte Menge. Dann ist der Rand ∂E eine
Nullmenge, genau dann wenn E Jordan-messbar ist.

Beweis. Es sei zunächst ∂E eine Nullmenge. DaE nach Voraussetzung beschränkt
ist, ist auch E beschränkt. Also gibt es ein Intervall J mit E ⊆ J◦. Dann ist
N(1E) = {x ∈ Rd : 1E unstetig in x} eine Teilmenge von ∂E und damit nach
Satz 21.7 (a) eine Nullmenge. Also ist nach dem Lebesgue’schen Integrabilitäts-
kriterium in Satz 21.9 die charakteristische Funktion von E auf J integrabel und
wir bekommen die Jordan-Messbarkeit von E.
Für die umgekehrte Beweisrichtung gehen wir nun davon aus, dass E Jordan-
messbar ist. Nach Definition bedeutet das, dass die charakteristische Funktion
1E auf einem Intervall J mit E ⊆ J◦ Riemann-integrierbar ist. Das impliziert
wiederum nach dem Lebesgue’schen Integrabilitätskriterium, dass ∂E = N(1E)
eine Nullmenge ist.

Übungsaufgabe 21.15. Seien A,B ⊆ Rd Jordan-messbar. Dann sind auch A∩B
und A ∪ B Jordan-messbar und es gilt

(a) |A ∪B|+ |A ∩ B| = |A|+ |B|,

(b) A ∩ B ⊆ ∂A ∪ ∂B =⇒ |A ∪B| = |A|+ |B|,

(c) A ⊆ B =⇒ |A| ≤ |B|.
Wie können uns nun daran machen, das Integral über Jordan-messbare Mengen
zu definieren. Die reine Definition geht dabei sehr einfach, der Frage wie man
sowas dann konkret ausrechnet, werden wir damit aber nicht näherkommen.

Definition 21.16. Sei E ⊆ Rd Jordan-messbar, J ⊆ Rd ein Intervall mit E ⊆ J◦

und f : E → R eine beschränkte Funktion. Weiter sei f̂ : J → R die Fotsetzung
durch Null von f nach J , d. h.

f̂(x) :=

{
f(x), falls x ∈ E,
0, falls x ∈ J \ E.

Die Funktion f heißt dann (Riemann-)integrierbar auf E, falls f̂ auf J Riemann-
integrierbar ist. In diesem Fall setzt man

∫

E

f(x) dx :=

∫

J

f̂(x) dx.
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21. Das Riemann-Integral in Rd

Auch diese Definition ist von der konkreten Wahl des Intervalls J unabhängig.

Satz 21.17. Es sei E ⊆ Rd Jordan-messbar, f : E → Rd beschränkt und N(f)
wie zuvor die Menge der Unstetigkeitspunkte von f in E. Dann ist f genau dann
auf E Riemann-integrierbar, wenn N(f) ∩ E◦ eine Nullmenge ist.
Insbesondere ist jede stetige Funktion auf einer kompakten, Jordan-messbaren
Menge integrierbar.

Beweis.
”
⇒“ Sei f Riemann-integrierbar auf E und sei J ⊆ Rd ein Quader mit

E ⊆ J◦ sowie f̂ die Fortsetzung durch Null von f nach J . Dann ist nach
der Definition der Riemann-Integrabilität, f̂ auf J eine integrable Funktion
und das Lebesgue’sche Integrabilitätskriterium aus Satz 21.9 liefert, dass
N(f̂) eine Nullmenge ist. Also ist auch N(f)∩E◦ ⊆ N(f̂) eine Nullmenge.

”
⇐“ Da E Jordan-messbar ist, ist nach Satz 21.14 der Rand ∂E eine Nullmenge.

Außerdem gilt für die Fortsetzung f̂ wie eben, dass f̂ auf J \ E konstant
Null ist, und da diese Menge weiterhin in J offen ist, sind alle ihre Elemente
Stetigkeitspunkte von f̂ , d. h. f̂ kann nur in Punkten aus E unstetig sein.
Das liefert

N(f̂) = N(f̂ ) ∩ E =
(
N(f̂) ∩ E◦

)
∪
(
N(f̂) ∩ ∂E

)
⊆
(
N(f) ∩ E

)
∪ ∂E.

Letztere Menge ist als Vereinigung zweier Nullmengen selbst eine Nullmen-
ge und damit gilt dasselbe auch für N(f̂), vgl. Satz 21.7. Nach dem Lebes-
gue’schen Integrabilitätskriterium 21.9 ist also f̂ auf J integrabel, womit
schließlich auch f auf E integrabel ist.

Nun kann man ganz geradaus den Satz 21.10 verallgemeinern:

Satz 21.18. Es seien E ⊆ Rd Jordan-messbar und f, g : E → R Riemann-
integrierbar sowie α, β ∈ R. Dann gilt:

(a) auch αf + βg, f · g und |f | sind Riemann-integrierbar mit
∫

E

(αf + βg) dx = α

∫

E

f dx+ β

∫

E

g dx

und ∣∣∣
∫

E

f(x) dx
∣∣∣ ≤

∫

E

|f(x)| dx.

(b) Ist f ≤ g auf E, so ist

∫

E

f(x) dx ≤
∫

E

g(x) dx.

Satz 21.19. Sind A,B ⊆ Rd Jordan-messbar und f Riemann-integrierbar über
A, B, A ∪ B und A ∩B, so gilt

∫

A∪B

f(x) dx+

∫

A∩B

f(x) dx =

∫

A

f(x) dx+

∫

B

f(x) dx.
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Beweis. Wir wählen ein Intervall J ⊆ Rd mit A ∪ B ⊆ J◦. Dann sind automa-
tisch auch A, B und A ∩ B Teilmengen von J◦ und wir betrachten wieder die
Fortsetzung f̂ von f durch Null von A∪B nach J . Damit gilt dank der Linearität
des Integrals auf Quadern, vgl. Satz 21.10,
∫

A∪B

f(x) dx =

∫

J

f̂(x) dx =

∫

J

f̂(x)1A∪B(x) dx

=

∫

J

f̂(x)
(
1A(x) + 1B(x)− 1A∩B(x)

)
dx

=

∫

J

f̂(x)1A(x) dx+

∫

J

f̂(x)1B(x) dx−
∫

J

f̂(x)1A∩B(x) dx

=

∫

A

f(x) dx+

∫

B

f(x) dx−
∫

A∩B

f(x) dx.

Nun kommen wir zu der weitaus schwierigeren Frage, wie man denn nun so ein
Integral konkret ausrechnet. Ehrliche Antwort: Im Allgemeinen gar nicht. Ist die
Geometrie des Integrationsbereichs aber gutmütig, so lässt sich schon eine ganze
Menge erreichen. Ein paar solcher Spezialfälle wollen wir nun anschauen.

Definition 21.20. Seien E ⊆ Rd−1 kompakt und Jordan-messbar, ϕ, ψ : E → R

stetig mit ϕ ≤ ψ auf E sowie j ∈ {1, 2, . . . , d}. Weiter bezeichne für x ∈ Rd der
Vektor x′ ∈ Rd−1 den Vektor x ohne die j-te Komponente. Dann heißt die Menge

D(E,ϕ, ψ) :=
{
x ∈ Rd : x′ ∈ E und ϕ(x′) ≤ xj ≤ ψ(x′)

}

xj-projizierbar, vgl. Abbildung 21.1

E

D

ψ(x)

φ(x)

x

y

Abbildung 21.1.: Ein Beispiel einer y-projizierbaren Menge D in R2

Beispiel 21.21. (a) Der Zylinder
{
(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ 1 und 0 ≤ z ≤ 1

}

ist z. B. z-projizierbar mit E = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1} und den
konstanten Funktionen ϕ(x, y) = 0 und ψ(x, y) = 1.
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21. Das Riemann-Integral in Rd

(b) Die d-dimensionale Einheitskugel

K1(0) = {x ∈ Rd : ‖x‖2 ≤ 1}

lässt sich für jedes j ∈ {1, 2, . . . , d} mit x′ wie oben schreiben als

K1(0) =
{
x ∈ Rd : x′ ∈ K̃1(0), −

√
1− ‖x′‖2 ≤ xj ≤

√
1− ‖x′‖2

}
,

wobei K̃1(0) für die Einheitskugel in Rd−1 steht. Damit ist sie xj-projizierbar

mit E = K̃1(0), ψ(x
′) =

√
1− ‖x′‖2 und ϕ = −ψ.

(c) Schließlich ist auch ein Kegel

{
(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ 1 und 0 ≤ z ≤ 1−

√
x2 + y2

}

z-projizierbar mit E := K1(0) in R2 und ϕ(x, y) = 0 sowie ψ(x, y) =
1−

√
x2 + y2.

(d) Ein Beispiel einer nicht projizierbaren Menge ist ein Kreisring in R2, z. B.

{
(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4

}
.

Das Integral einer stetigen Funktion über projizierbare Mengen lässt sich um eine
Dimension nach unten vereinfachen:

Satz 21.22. Sei D = D(E,ϕ, ψ) ⊆ Rd eine xj-projizierbare Menge in der No-
tation von Definition 21.20 und f : D → R eine stetige Funktion. Dann ist D
Jordan-messbar und es gilt

∫

D

f(x) dx =

∫

E

(∫ ψ(x′)

ϕ(x′)

f(x) dxj

)
dx′.

Beispiel 21.23. (a) Ist D = D(E,ϕ, ψ) projizierbar, so gilt

|D| =
∫

D

1 dx =

∫

E

(∫ ψ(x′)

ϕ(x′)

1 dxj

)
dx′ =

∫

E

(
ψ(x′)− ϕ(x′)

)
dx′.

(b) Das Dreieck {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1− x} ist sowohl x- als auch
y-projizierbar und es gilt

∫

D

xy d(x, y) =

∫ 1

0

∫ 1−x

0

xy dy dx =

∫ 1

0

1

2
xy2
∣∣y=1−x

y=0
dx

=
1

2

∫ 1

0

x(1 − x)2 dx =
1

24
.
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(c) Wir betrachten den Zylinder aus Beispiel 21.21 (a) und integrieren die Funk-
tion f(x, y, z) = z(x2 + y2). Dann gilt mit den dortigen Ergebnissen und
obigem Satz

∫

Z

f(x, y, z) d(x, y, z) =

∫

K1(0)

(∫ 1

0

z(x2 + y2) dz
)
d(x, y)

=

∫

K1(0)

(x2 + y2)
1

2
z2
∣∣z=1

z=0
=

1

2

∫

K1(0)

(x2 + y2) d(x, y).

Nun bleibt ein zweidimensionales Integral über den Einheitskreis übrig.
Auch dieser ist nach Beispiel 21.21 (b) projizierbar und wir könnten im Prin-
zip so weiterintegrieren. Das liefert nach einiger Rechnerei dann tatsächlich
ein eindimensionales Integral:

∫ 1

−1

(
x2
√
1− x2 + 1

3

(√
1− x2

)3)
dx,

das allerdings reichlich unfreundlich aussieht. Wir werden im nächsten Ab-
schnitt eine Methode kennenlernen, mit der sich dieses Integral viel einfa-
cher bestimmen lässt.
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22. Die Transformationsformel

Wir wollen uns nun die Substitutionsformel für mehrdimensionale Integrale an-
schauen. Diese wird meist als Transformationsformel bezeichnet und spielt eine
herausragende Rolle für die konkrete Berechnung von mehrdimensionalen Integra-
len. Dabei verschiebt sich der Fokus gegenüber dem eindimensionalen Fall. Dort
wird Substitution meist einsetzt, um den Integranden zu vereinfachen und dabei
ändert sich als unbeachteter Nebeneffekt das Integrationsintervall. Im mehrdi-
mensionalen ist der Hauptpunkt meist, durch die Anwendung der Transforma-
tionsformel das Integrationsgebiet zu vereinfachen und eine Änderung der inte-
grierten Funktion ist dabei ein Nebenaspekt.

Wir wollen die Transformationsformel hier nicht beweisen, damit beschäftigen
wir uns dann ausführlich in der Integrationstheorie. Aus der Analogie zum eindi-
mensionalen Fall kann man sich die Formel aber plausibel machen. Wir erinnern
dazu zunächst an die Substitutionsformel aus dem letzten Semester: Ist g ein
Diffeomorphismus, so gilt

∫

[a,b]

f
(
g(x)

)∣∣g′(x)
∣∣ dx =

∫

I

f(y) dy,

wobei das Intervall I je nach Lage der beiden Punkte entweder [g(a), g(b)] oder
[g(b), g(a)] ist.

Dabei bildet g das Intervall [a, b] bijektiv nach I ab und verformt dieses dabei.
Diese Verformung macht sich im Integral durch den Korrekturfaktor |g′(x)| be-
merkbar, der diesen Verzerrungseffekt in die Rechnung einbringt. Betrachtet man
eine invertierbare lineare Abbildung Φ auf Rd, so ist diese ein Diffeomorphismus
des Rd auf sich selbst und man kennt mit der Determinante den entsprechenden
Volumenverzerrungsfaktor. Damit wäre für diesen Spezialfall eine Substitionsre-
gel der Form ∫

E

f
(
Φ(x)

)∣∣det(Φ)
∣∣ dx =

∫

Φ(E)

f(y) dy (22.1)

zu erwarten. Hat man nun einen beliebigen Diffeomorphismus g, so verzerrt dieser
den Raum lokal in gleicher Weise wie die lineare Abbildung, die durch seine
Ableitung Dg, bzw. die zugehörige Jacobi-Matrix Jg gegeben ist. Tatsächlich gilt
eine solche Transformationsformel und damit über den Spezialfall g = Φ auch die
Formel in (22.1).
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Satz 22.1 (Transformationsformel). Es seien U, V ⊆ Rd offen und g : U → V ein
Diffeomorphismus. Ist E ⊆ U kompakt und Jordan-messbar und f : g(E) → R

stetig, so gilt ∫

E

f
(
g(x)

)∣∣det Jg(x)
∣∣ dx =

∫

g(E)

f(y) dy.

Wir wenden den Satz zwei Mal beispielhaft an.

Beispiel 22.2. (a) Wir kehren zu dem Integral von f(x, y, z) = z(x2+y2) über
den Zylinder Z aus Beispiel 21.23 (c) zurück. Wir hatten dort gefunden,
dass ∫

Z

f(x, y, z) d(x, y, z) =
1

2

∫

K1(0)

(x2 + y2) d(x, y)

ist, bevor dort die weitere Berechnung im Sande verlaufen war. Nun ver-
wenden wir Polarkoordinaten als Substitutionsfunktion in der Transforma-
tionsformel, also (

x
y

)
=

(
r cos(ϕ)
r sin(ϕ)

)
=: g(r, ϕ). (22.2)

Die Funktion g : U := (0,∞)× (0, 2π)→ R2 \ {(x, 0) : x ≤ 0} =: V ist ein
Diffeomorphismus, vgl. Abbildung 15.1, und es gilt

K1(0) = g
(
[0, 1]× [0, 2π]

)
.

Das passt nicht wirklich gut zusammen, denn auf [0, 1] × [0, 2π] ist g kein
Diffeomorphismus. Es wird sich aber herausstellen, dass das kein wirkliches
Hindernis ist, denn die Problemmengen sind Nullmengen und daher für das
Integral unerheblich. Dazu argumentieren wir sauber so: Für jedes ̺ ∈ (0, 1)
und ε ∈ (0, π) betrachten wir

E̺,ε := [̺, 1]× [ε, 2π − ε] und M̺,ε := g(E̺,ε).

Dann ist E̺,ε ⊆ U eine kompakte und Jordan-messbare Menge, g : E̺,ε →
M̺,ε ist ein Diffeomorphismus und es gilt

∫

Z

f(x, y, z) d(x, y, z) =
1

2

∫

K1(0)

(x2 + y2) d(x, y)

= lim
̺→0

lim
ε→0

1

2

∫

M̺,ε

(x2 + y2) d(x, y).

Nun können wir die Tranformationsformel anwenden und verwenden dabei
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det(Jg(r, ϕ)) = r aus Beispiel 15.4:

= lim
̺→0

lim
ε→0

1

2

∫

E̺,ε

(
r2 cos2(ϕ) + r2 sin2(ϕ)

)∣∣det(Jg(r, ϕ))
∣∣ d(r, ϕ)

= lim
̺→0

lim
ε→0

1

2

∫

[̺,1]×[ε,2π−ε]

r2 · r d(r, ϕ)

= lim
̺→0

lim
ε→0

1

2

∫ 1

̺

∫ 2π−ε

ε

r3 dϕ dr

=
1

2

∫ 1

0

r3 dr

∫ 2π

0

dϕ =
1

2
· 2π · 1

4
r4
∣∣r=1

r=0
=
π

4
.

(b) Die obige Rechnung mit den beiden Grenzwerten ist reichlich schwerfällig
aber in solchen Fällen, in denen die Diffeomorphismus-Eigenschaft nur auf
einer Hyperebene oder sonst einer Nullmenge verletzt ist, ziemlich universell
einsetzbar. Deshalb umgeht man sie oft stillschweigend wie im folgenden
Beispiel.

Wir bestimmen das reelle doppelt uneigentliche Integral

I :=

∫ ∞

−∞

e−x
2

dx,

dessen Konvergenz sich leicht mit den Methoden der Analysis I beweisen
lässt. Es lässt sich mit den dortigen Methoden aber nur schwer berechnen,
da e−x

2
keine elementar hinschreibbare Stammfunktion besitzt. Nun geht

es aber mit dem folgenden Taschenspielertrick ganz einfach. Es gilt

I2 =
(∫ ∞

−∞

e−x
2

dx
)
·
(∫ ∞

−∞

e−y
2

dy
)
=

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞

e−y
2

dy
)
e−x

2

dx

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

e−x
2

e−y
2

dy dx =

∫

R2

e−(x2+y2) d(x, y).

Wir gehen nun zu Polarkoordinaten über, verwenden also wieder die Trans-
formationsformel mit g wie in (22.2). Dann ist, wenn wir Probleme mit
Intervallgrenzen wie oben angekündigt ignorieren (wer das nicht mag, pa-
cke reichlich Grenzwerte ̺ und ε gegen Null dazu), R2 = g([0,∞)× [0, 2π])
und r2 = x2 + y2. Wir erhalten

I2 =

∫

[0,∞)×[0,2π]

e−r
2∣∣det(Jg(r, ϕ))

∣∣ d(r, ϕ)

=
1

2

∫ ∞

0

∫ 2π

0

e−r
2

2r dϕ dr = −πe−r2
∣∣r=∞

r=0
= π.

Damit haben wir schließlich∫ ∞

−∞

e−x
2

dx = I =
√
π.
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22. Die Transformationsformel

Die dreidimensionale Entsprechung der Polarkoordinaten sind die Kugelkoordina-
ten, die für alle Integrationsprobleme mit Kugelsymmetrie maßgeschneidert sind.
Dazu wird jeder Punkt im Raum beschrieben durch einen Betrag und zwei Win-
kel. Erstens ist das der Abstand vom Ursprung r ∈ (0,∞). Zweitens ein Winkel
θ ∈ [0, π] der im Großen und Ganzen der geographischen Breite entspricht. Dieser
ist in der Mathematik meist durch den Winkel zwischen der positiven z-Achse
und dem Ortsvektor des Punktes gegeben. Man beachte, dass dadurch der Nord-
pol Breite 0, der Äquator Breite π/2 und der Südpol Breite π hat, was leider
von unseren Alltagsgewohnheiten abweicht. Die dritte Größe ist die geographi-
sche Länge ϕ ∈ [0, 2π), d. h. der Winkel zwischen der Projektion des Ortsvektors
in die x-y-Ebene und der positiven x-Achse. Wir rechnen ein Beispiel.

Beispiel 22.3. Die Umrechnung von Kugelkoordinaten in kartesische Koordina-
ten erhält man nach einer endlichen Trigonometrieschlacht als

g(r, θ, ϕ) =



r cos(ϕ) sin(θ)
r sin(ϕ) sin(θ)

r cos(θ)


 .

Dann ist g([0, 1]× [0, π]× [0, 2π]) = K1(0) also gerade die dreidimensionale Ein-
heitskugel. Für eine Anwendung der Transformationsformel braucht man noch die
Determinante der Ableitung von g und auch diese ergibt sich nach ein bisschen
Rechnen zu

det Jg(r, θ, ϕ) = r2 sin(θ).

Wir können das nun z. B. nutzen, um das Volumen der Kugel mit Radius R > 0
zu bestimmen. Dazu rechnen wir

|KR(0)| =
∫

KR(0)

1 d(x, y, z) =

∫

[0,R]×[0,π]×[0,2π]

1 ·
∣∣det(Jg(r, θ, ϕ))

∣∣ d(r, θ, ϕ)

=

∫ R

0

∫ π

0

∫ 2π

0

r2| sin(θ)| dϕ dθ dr = 2π

∫ R

0

r2 dr

∫ π

0

sin(θ) dθ

= 2π
1

3
r3
∣∣r=R
r=0

(
− cos(θ)

∣∣θ=π
θ=0

)
=

4

3
πR3.
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23. Oberflächenintegrale

Im nächsten Schritt wollen wir uns in der Dimension wieder einschränken und
über Flächen im R3 integrieren, man denke z. B. an eine Kugeloberfläche. Ei-
ne ähnliche Problemstellung haben wir, eine Dimension tiefer, schon mit dem
Kurvenintegral betrachtet, das ein Integral über eindimensionale Teilmengen des
Rd liefert. Wir folgen in weiten Teilen der Philosophie des Kurvenintegrals. Das
beginnt schon damit, dass wir zunächst Flächen über Parametrisierungen defi-
nieren.

Definition 23.1. Seien d, k ∈ N und D ⊆ Rd offen.

(a) Eine stetige Abbildung Φ : D → Rd+k, die in D stetig differenzierbar ist,
heißt (d-dimensionale) Fläche in Rd+k.

Die Menge Φ(D) ⊆ Rd+k nennt man die Spur der Fläche Φ.

(b) Eine Fläche Φ heißt regulär, wenn rang(JΦ(x)) = d ist für alle x ∈ D.

Beispiel 23.2. (a) Ist D ⊆ Rd offen und h : D → R eine stetige Funktion, die
auf D stetig differenzierbar ist, so ist durch Φ : D → Rd+1 mit

Φ(x) =

(
x

h(x)

)
, x ∈ D,

eine Fläche gegeben, die deshalb interessant ist, weil ihre Spur genau dem
Graphen von h entspricht. Wegen

rang
(
JΦ(x)

)
= rang

((
idRd

∇h

))
= d

ist diese Fläche immer regulär.

(b) Mit

Φ(x, y) =



x cos(y)
y cos(x)
sin(xy)


 , (x, y) ∈ [0, π]2,

ergibt sich schon eine einigermaßen unintuitive Fläche, vgl. Abbildung 23.1.

Wir betrachten im Weiteren den für Anwendungen besonders interessanten Fall
von zweidimensionalen Flächen im R3, d. h. wir wählen d = 2 und k = 1.
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23. Oberflächenintegrale

Abbildung 23.1.: Die Spur der Fläche aus Beispiel 23.2 (b)

Bemerkung 23.3. Sei D ⊆ R2 offen und Φ : D → R3 eine reguläre Fläche. Für
jedes (x, y) ∈ D vermittelt dann DΦ(x, y) ∈ L(R2,R3) die lineare Approximation
von Φ nahe (x, y) und

Φ(x, y)+DΦ(x, y)(R2) =
{
Φ(x, y)+λΦx(x, y)+µΦy(x, y) : λ, µ ∈ R

}
=: TΦ(x, y)

ist die Tangentialebene an die Fläche Φ in (x, y). Man beachte, dass bei einer
regulären Fläche die beiden Spaltenvektoren Φx(x, y) und Φy(x, y) der Jacobi-
Matrix von Φ in jedem Punkt linear unabhängig sind, so dass TΦ(x, y) tatsächlich
immer eine volle Ebene ist.
Bekanntermaßen lassen sich Ebenen im R3 besonders gut über ihren Normalen-
vektor charakterisieren, der hier auch gleichzeitig als Normalenvektor der Fläche
interessant ist. Diesen bekommt man als Kreuzprodukt der beiden Richtungsvek-
toren der Ebene, also Φx(x, y)× Φy(x, y). Das führt auf die folgende Definition.

Definition 23.4. Es sei D ⊆ R2 offen und Φ : D → R3 eine reguläre Fläche.
Dann heißt NΦ : D → R3 mit

NΦ(x, y) =
Φx(x, y)× Φy(x, y)

‖Φx(x, y)× Φy(x, y)‖2
, (x, y) ∈ D,

Normalenvektor oder genauer Normaleneinheitsvektor an Φ in (x, y).

Man beachte, dass diese Definition des Normalenvektors eine willkürliche Vorzei-
chenwahl beinhaltet, man hätte ja auch die Reihenfolge im Kreuzprodukt um-
kehren können.
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Beispiel 23.5. Als Beispiel betrachten wir wieder die Fläche, die durch den
Graph einer reellwertigen Funktion gegeben ist wie in Beispiel 23.2 (a). Sei dazu
D ⊆ R2 offen, h ∈ C(D,R) ∩ C1(D,R) und

Φ(x, y) =




x
y

h(x, y)


 , (x, y) ∈ D.

Dann ist

Φx(x, y) =




1
0

∂1h(x, y)



 , Φy(x, y) =




0
1

∂2h(x, y)





und

Φx(x, y)× Φy(x, y) =



−∂1h(x, y)
−∂2h(x, y)

1


 ,

womit wir schließlich den Normalenvektor an Φ bekommen zu

NΦ =
1√

1 + (∂1h)2 + (∂2h)2



−∂1h
−∂2h
1


 .

Die folgende Übungsaufgabe zeigt, dass die Tangentialebene und der Normalen-
vektor durch orientierungserhaltende Umparametrisierungen des Parameterge-
biets D nicht verändert werden.

Übungsaufgabe 23.6. Es seien C,D ⊆ R2 offen und ϕ : C → D ein Diffeomor-
phismus mit det(Jϕ(x, y)) > 0 für alle (x, y) ∈ C. Ist Φ : D → R3 eine Fläche, so
gilt

(a) Φ regulär, genau dann wenn Φ ◦ ϕ regulär.

(b) TΦ◦ϕ(x, y) = TΦ(ϕ(x, y)) für alle (x, y) ∈ C.

(c) NΦ◦ϕ(x, y) = NΦ(ϕ(x, y)) für alle (x, y) ∈ C.
Damit sind die Tangentialebene und der Normalenvektor, so wie man das auch
erwarten würde, allein durch die geometrische Fläche bestimmt und hängen nicht
von der konkret gewählten Parametrisierung ab.
Auch die in der Definition des Normalenvektors auftretende Norm ‖Φx(x, y) ×
Φy(x, y)‖2 ist invariant unter Umparametrisierungen und hat eine wichtige geome-
trische Bedeutung. Sie gibt den Flächeninhalt des von Φx und Φy aufgespannten
Parallelogramms an und ist damit eine Maßzahl dafür, wie stark die Parame-
trisierung Φ den Flächeninhalt des Parametergebiets D beim Übergang auf die
Fläche verzerrt. Diese Norm ist damit die Entsprechnung bei Flächen zum Kor-
rekturfaktor |γ′(t)| beim Kurvenintegral.
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23. Oberflächenintegrale

Definition 23.7. Es sei D ⊆ R2 offen, beschränkt und Jordan-messbar, sowie
Φ : D → R3 eine reguläre Fläche.

(a) Der Flächeninhalt der Spur Φ(D) ist gegeben durch

A(Φ) :=

∫

D

∥∥Φx(x, y)× Φy(x, y)
∥∥
2
d(x, y).

(b) Sei f : Φ(D)→ R stetig. Das Oberflächenintegral von f über Φ ist gegeben
durch

∫

Φ

f dA :=

∫

D

f(Φ(x, y))
∥∥Φx(x, y)× Φy(x, y)

∥∥
2
d(x, y).

Die Schreibweise
”
dA“ im Oberflächenintegral ist eine rein symbolische Schreib-

weise, die markiert, dass es sich um ein solches Integral handelt, sie bezieht sich
nicht auf irgendeine Variable A.
Sowohl der Wert des Flächeninhalts als auch des Oberflächenintegrals sind inva-
riant unter Umparametrisierungen. Das können Sie gut als Übung nachrechnen.

Beispiel 23.8. Für R > 1 betrachten wir die Fläche

Φ(x, y) :=



(R + cos(y)) cos(x)
(R + cos(y)) sin(x)

sin(y)


 , (x, y) ∈ [0, 2π]2.

Diese beschreibt die Oberfläche eines Torus mit innerem Radius Eins und äuße-
rem Radius R, deren Flächeninhalt wir nun ausrechnen wollen. Dazu müssten
wir eigentlich zuerst sicherstellen, dass die Fläche regulär ist. Das ergibt sich
aber gleich in der Rechnung von selbst. Wir brauchen den Normalenvektor und
berechnen deshalb

Φx(x, y)× Φy(x, y) =



−(R + cos(y)) sin(x)
(R + cos(y)) cos(x)

0


×



− sin(y) cos(x)
− sin(y) sin(x)

cos(y)




=
(
R + cos(y)

)



cos(x) cos(y)
sin(x) cos(y)

sin(y)



 .

Also ist

∥∥Φx(x, y)× Φy(x, y)
∥∥ =

∣∣R + cos(y)
∣∣
√

cos2(x) cos2(y) + sin2(x) cos2(y) + sin2(y)

= R + cos(y).
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Da diese Norm nie Null wird, haben wir damit auch sichergestellt, dass Φx(x, y)
und Φy(x, y) immer linear unabhängig sind, d. h. die Fläche Φ ist regulär. Für
den Flächeninhalt bekommen wir

A(Φ) =

∫

Φ

dA =

∫

D

∥∥Φx(x, y)× Φy(x, y)
∥∥
2
d(x, y)

=

∫ 2π

0

∫ 2π

0

(
R + cos(y)

)
dx dy = 4π2R + 2π

∫ 2π

0

cos(y) dy = 4π2R.
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24. Die Integralsätze von Gauß und
Stokes

Definition 24.1. Sei G ⊆ Rd offen und f : G → Rd ein stetig differenzierbares
Vektorfeld. Dann heißt divf : G→ R mit

divf(x) =
d∑

j=1

∂jfj(x) = spur
(
Jf(x)

)

Divergenz von f .

Die Divergenz beschreibt anschaulich die Quelldichte eines Vektorfeldes.

Beispiel 24.2. (a) Für die Identität f(x) = x, x ∈ Rd, ist Jf(x) = I und
damit ist die Divergenz konstant divf(x) = d.

(b) Beschreibt ein Vektorfeld den Fluss einer physikalischen Größe, die einem
geeigneten Erhaltungsgesetz unterliegt, so muss dieses Vektorfeld überall
Divergenz Null haben. Das gilt z. B. für die Fließgeschwindigkeit einer
inkompressiblen Flüssigkeit oder für das magnetische Feld. Ein einfaches
Beispiel eines solchen divergenzfreien Vektorfeldes ist f : R2 → R2 mit
f(x, y) = (y,−x). Tatsächlich ist dann

divf(x, y) =
∂f1
∂x

+
∂f2
∂y

= 0 + 0 = 0.

Die Divergenz taucht gerade in mechanischen und physikalischen Zusam-
menhängen viel auf, so ist z. B. die Divergenz des elektrischen Feldes genau
die Ladungsdichte (Ladungen sind die Quellen des elektrischen Feldes) und
die Divergenz des Gravitationsfeldes die Masse (Massen sind die Quellen
des Gravitationsfeldes).

Definition 24.3. Eine offene Teilmenge G des Rd heißt Normalbereich, wenn
G in jede Koordinatenrichtung projizierbar ist, vgl. Definition 21.20.

Typische Beispiele für Normalbereiche sind Quader, Kugeln, Zylinder, Kegel, usw.
Normalbereiche sind deswegen besonders schöne Mengen, da ihre Ränder in der
Umgebung jedes Punktes so von einer geeigenten Seite her betrachtet werden
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24. Die Integralsätze von Gauß und Stokes

können, dass der Rand als Graph einer Funktion erscheint. Damit sind die Ränder
von Normalbereichen in R3 grundsätzlich als reguläre Flächen parametrisierbar.
Wir können nun den Gauß’schen Integralsatz formulieren. Dieser liefert einen
Zusammenhang zwischen dem Oberflächenintegral eines Vektorfeldes und dem
Volumenintegral seiner Divergenz. Die nötigen Grundlagen zum Oberflächeninte-
gral haben wir hier nur im R3 entwickelt. Deshalb formulieren wir diesen Satz nur
dort. Im vierten Semester werden wir eine n-dimensionale Version dieses Satzes
kennenlernen.

Satz 24.4 (Gauß’scher Integralsatz). Es seien G ⊆ R3 ein Normalbereich und
ν : ∂G → R3 ein normierter Normalenvektor an ∂G, der nach außen zeigt. Ist
f : G→ Rd ein stetiges Vektorfeld, das in G stetig differenzierbar ist, so gilt

∫

G

divf(x, y, z) d(x, y, z) =

∫

∂G

〈f(x), ν(x)〉 dA,

wobei 〈·, ·〉 das Standardskalarprodukt in R3 bezeichnet.

Physikalisch interpretiert besagt dieser Satz, dass der bilanzierte Gesamtfluss des
Vektorfeldes f über den Rand der Menge G (das ist das Integral auf der rechten
Seite) gleich ist der bilanzierten Gesamtmenge von Vektorfeld, das innerhalb von
G generiert wird bzw. verschwindet (das ist das Integral links). Wenn man sich das
z. B. mit fließendemWasser verdeutlicht, ist das eine ganz banale Alltagswahrheit.
Ein verwandter Satz

”
eine Dimension tiefer“ ist der Stokes’sche Integralsatz, den

wir nun formulieren. Dieser bringt das Integral der Rotation eines Vektorfeldes
auf einer regulären Fläche in Bezug zu einem Kurvenintegral über deren Begren-
zungslinie.

Satz 24.5 (Stokes’scher Integralsatz). Sei D ⊆ R2 ein Normalbereich und ∂D sei
parametrisiert durch eine stückweise stetig differenzierbare Kurve γ, die einmalig
gegen den Uhrzeigersinn um D läuft. Ist Φ : D → R3 eine zwei Mal differenzier-
bare reguläre Fläche und f : Φ(D) → R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld
auf Φ(D), so gilt

∫

Φ

〈rotf(x), NΦ(x)〉 dA =

∫

Φ◦γ

f(x) dx.
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Tabelle der griechischen Buchstaben

groß klein Name

A α Alpha
B β Beta
Γ γ Gamma
∆ δ Delta
E ǫ, ε Epsilon
Z ζ Zeta
H η Eta
Θ θ, ϑ Theta
I ι Iota
K κ, κ Kappa
Λ λ Lambda
M µ My
N ν Ny
Ξ ξ Xi
O o Omikron
Π π, ̟ Pi
P ρ, ̺ Rho
Σ σ, ς Sigma
T τ Tau
Y υ Ypsilon
Φ φ, ϕ Phi
X χ Chi
Ψ ψ Psi
Ω ω Omega
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kompakter metrischer Raum, 26
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Kurve, 59
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wegunabhängiges, 149
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Laplace-Operator, 93
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um, 160
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Hesse-, 90
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lokales, 97
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Neumann-Reihe, 106
Niveaulinie, 119
Niveaumenge, 119
Norm, 3
∞-, 3, 5
1-, 3
2-, 3
äquivalente, 5, 40
Euklidische, 5
Matrix-, 37
Maximums-, 3, 5
Operator-, 37
p-, 3, 5
Supremums-, 5, 18
Unendlich-, 5
Zeilensummen-, 37

Normalbereich, 179
Normalenraum, 128
Normalenvektor, 128

an eine Fläche, 174
normierter Raum, 3
Nullmenge, 159

oberes Integral, 158
Oberflächenintegral, 176
Obersumme, 157
offene

Kugel, 11
Menge, 11
toplogisch, 47

Überdeckung, 25
Operatornorm, 37
Ordnung

eines Differentialoperators, 93
eines Multiindex, 90

orientierungserhaltende Umparametri-
sierung, 63

orientierungsumkehrende Umparame-
trisierung, 63

p-Norm, 3, 5
Parameterintegral, 139
partiell differenzierbar, 68

n-fach stetig, 72
n-fach, 72
stetig, 69

partielle Ableitung, 69
n-fache, 72

Peano-Kurve, 55
Polarkoordinaten, 105, 170
Polynom in mehreren Variablen, 92
positiv definit, 98
Potenzial, 149
Produktregel, 85
projizierbare Menge, 165
Punkt

Häufungs-, 14
kritischer, 97
regulärer, 123
Sattel-, 98

quadratsummierbare Folge, 22
Quadrik, 125

Radius, 11
Rand einer Menge, 14
Randpunkt, 14
Raum

Banach-, 20
Hilbert-, 20
metrischer, 7
kompakter, 26
vollständiger, 20
zusammenhängender, 53

Normalen-, 128
normierter, 3
Tangential-, 126
topologischer, 47
zusammenhängender, 53

reguläre Fläche, 173
regulärer Punkt, 123



regulärer Wert, 124
Satz vom, 124

Reihe, Neumann-, 106
relatives

Extremum, 97
Maximum, 97
Minimum, 97

Restglied, 95
Richtungsableitung, 67
Riemann-Integral

über Jordan-messbare Menge, 163
über Quader, 158

Riemann-Integrierbarkeit
über Jordan-messbare Menge, 163
über Quader, 158

Rotation, 155

Sattelpunkt, 98
Satz

Fixpunkt- von Banach, 22
Gauß’scher Integral-, 180
implizite Funktionen, 116
Mittelwert-, 85
Schranken-, 86
Spektral- für symmetrische Ma-

trizen, 134
Stokes’scher Integral-, 180
vom regulären Wert, 124
von der Umkehrfunktion, 105
von Fubini, 143
von Heine-Borel, 29, 43
von Lagrange, 133
von Schwarz, 73
von Taylor, 94
Zwischenwert-, 55

Schrankensatz, 86
Schwarz, Satz von, 73
Skalarprodukt, 6

L2-, 6
ℓ2-, 22
Standard-, 6

Spektralsatz für symmetrische Matri-
zen, 134

Sphäre, Euklidische, 125
Spur

einer Fläche, 173
einer Kurve, 59

Spurtopologie, 48
Stammfunktion, 149
Standardskalarprodukt, 6
sternförmige Menge, 153
stetig differenzierbare Kurve, 60
stetig partiell differenzierbar, 69

n-fach, 72
Stetigkeit, 31

der Matrixinversion, 107
Folgen-, 32, 50
gleichmäßige, 44
topologische, 33, 50

Stokes’scher Integralsatz, 180
strikte Kontraktion, 22
Supremumsnorm, 5, 18

Tangentialebene an eine Fläche, 174
Tangentialraum, 126
Tangentialvektor

an eine Kurve, 60
an eine Untermannigfaltigkeit, 126

Taylor, Satz von, 94
Taylorpolynom, 95
Topologie, 47

diskrete, 48
feinere, 47
gröbere, 47
indiskrete, 48
Spur-, 48
triviale, 48

topologische Stetigkeit, 33
topologischer Raum, 47

zusammenhängend, 53
total differenzierbar, 75
totale Ableitung, 76
Transformationsformel, 169
triviale Topologie, 48
Tür, 12

Ur(x0), 11



Überdeckung, offene, 25
Umgebung, 11

topologisch, 48
umgekehrte Dreiecksungleichung, 6
Umkehrfunktion, Satz von der, 105
Umparametrisierung, 63

orientierungserhaltende, 63
orientierungsumkehrende, 63

Unendlich-Norm, 3, 5
Ungleichung, Cauchy-Schwarz-, 7
unteres Integral, 158
Untermannigfaltigkeit, differenzierba-

re, 121
Untersumme, 157

Vektorfeld, 145
Divergenz eines, 179
Kurvenintegral eines, 145
Rotation eines, 155

Verbindungsstrecke, 85
vollständiger metrischer Raum, 20
Volumen

einer Jordan-messbaren Menge, 162
eines Intervalls, 157

Weg, 59
Wegunabhängigkeit, 149
Wegzusammenhang, 63
Wert, regulärer, 124

Satz vom, 124

Zeilensummennorm, 37
Zerlegung eines Intervalls, 157
Zusammenhang, 53
Zwischenwertsatz, 55
Zykloide, 61
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