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1 Der Raum L;, Transformationsformel

1 a.) Einfithrung

Beim Studium des Integrals von Funktionen einer Variablen wurde folgende Substituti-

onsregel bewiesen (Vorlesung Analysis II, Kapitel 2 d):

Substitutionsregel: Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion, g : [c,d] — [a,b] sei

bijektiv und stetig differenzierbar. Dann gilt

[ @z = [ 1(s0)) s wa.

Man kann g : [¢,d] — [a, b] als ,Koordinatentransformation“ auffassen. Bei dieser Auffas-
sung ist f o g die Darstellung der urspriinglich in ,,x-Koordinaten“ gegebenen Funktion
f in ,y-Koordinaten“, und die Substitutionsregel zeigt, wie man die Integrale von f in
den verschiedenen Koordinatendarstellungen ineinander umrechnet. Daher nennt man die
Substitutionsregel auch Transformationsformel. Es erhebt sich die Frage, ob eine solche
Transformationsformel auch fiir mehrdimensionale Integrale existiert. In diesem Kapitel

soll diese Transformationsformel hergeleitet und bewiesen werden.

Um das Ziel dieses Kapitels genau anzugeben, brauche ich folgende Definition (sieche Ana-
lysis II, Kapitel 5 e):

Definition: Seien U,V C R" offene Mengen, f : U — V sei bijektiv und f sowie f*
seien stetig differenzierbar. Dann heifit f Diffeomorphismus.

In diesem Kapitel soll folgender Satz bewiesen werden:

Satz: Seien U,V C R” offene Mengen und sei ¢ : U — V ein Diffeomorphismus. Eine

Funktion f : V — R ist genau dann integrierbar, wenn die Funktion (f o ¢)|det ¢'| iiber

U integrierbar ist, und es gilt dann

[ sz = [ 1(ow)Iderwlay.

Hierbei sei ¢'(z) die n x n Matrix der ersten partiellen Ableitung von ¢. Die Transfor-
mationsformel fiir mehrdimensionale Integrale unterscheidet sich von der Transformati-
onsformel fiir eindimensionale Integrale im wesentlichen dadurch, dafl mehrdimensionale

Integrale keine ,,Orientierung“zulassen.

Die néichsten Abschnitte dienen zur Vorbereitung des Beweises dieser Formel.



1 b.) Der Raum L,

Sei M C R™ . L(M) sei der Vektorraum aller iiber M Lebesgue—integrierbaren Funktionen
f:M — R Fir f € L(M) sei

= [ 15@)de
Dies ist keine Norm auf £(M). Es gilt aber
@ Iflli=0, f=0=|[fllh=0
(i) AL = AL
(i) A+ Lol < Al + (1l
Es gilt aber nicht || f|l; = 0 = f = 0. Ein Gegenbeispiel liefert die Dirichletfunktion

)1, r€eQ
f(x)_{ 0, z€R\Q

Also ist (L(M),]|-||1) kein normierter Raum. Man kann einen normierten Raum erhalten,
indem man Aquivalenzklassen bildet:
Definition: Zwei Funktionen f,g € £(M) heilen dquivalent, geschrieben f ~ g, genau

dann wenn
If—glli=0
gilt.

Lemma: Zwei Funktionen f und ¢ sind &quivalent, genau dann wenn sie sich héchstens

auf einer Nullmenge unterscheiden.

Beweis: In Kapitel 4b der Vorlesung Analysis II wurde bewiesen, daf ||f — g|i =

[ |f(z) — g(z)|dz = 0 gilt, genau dann wenn f — g héchstens auf einer Nullmenge von
M

Null verschieden ist. ]
~ ist eine Aquivalenzrelation. Dies ergibt sich aus folgendem

Lemma: Fs gilt
@ f~f

(i) f~f=7F~Ff

(i) fr~g, goh= f~h.

(iv) f~f g~g=f+g~f+37



(V) f~f, AeR= Af ~\f.
Beweis: Wir beweisen hier nur (iii). Die anderen Beweise verlaufen &hnlich. Wenn f ~ g

und g ~ h ist, gilt nach Definition || f — g||s =0, ||g — h||1 = 0. Also ergibt die Dreiecks-

ungleichung

If=hlli=1f—g+g—hllL <[If =gl +llg— Rl =0.
Dies bedeutet f ~ h. ]

Nach (i) - (iii) ist ~ eine Aquivalenzrelation. Der Vektorraum £(M) wird durch diese
Aquivalenzrelation in Aquivalenzklassen eingeteilt. Auf der Menge dieser Aquivalenzklas-
sen kann man eine Vektorraumstruktur folgendermafien definieren:

Sei [f] die Aquivalenzklasse zum Reprisentanten f, [g] die Aquivalenzklasse zum Re-

prasentanten g und A € R. Setze

[fI+1lg] = [f+4]

AT = [

Auflerdem kann man eine Norm || - ||; erkldren durch
LM =N £ 1 (*)

Zunichst mufl man zeigen, dafl diese Definitionen sinnvoll sind. Zum Beispiel muf§i man

zeigen: Seien f, f zwei Repriisentanten derselben Aquivalenzklasse: [f] = [f]. Dann ist

£ = 17 -

Wenn dies nicht so wire, wiirde die rechte Seite von () vom gewé#hlten Reprisentanten
abhingen, wihrend die linke Seite nur von der Aquivalenzklasse abhiingen darf, also vom

Reprisentanten unabhéngig sein muf. (x) wiirde also keinen Sinn haben.
Es gilt aber: [f]=[f] <= f~ f<|f—f]|=0, also

1l = 1F = F+ Fll < 1F = e+ 1l = 11F 1L

Durch vertauschen der Rollen von f und f folgt ||f|l. < ||f|l1, und somit ||f]|s = [|f]|:.

Daf} auch die Definitionen der Addition und der Multiplikation mit Skalaren sinnvoll sind,

folgt unmittelbar aus den Aussagen (iv) und (v) des obenstehenden Lemmas.

Definition: Die Menge der Aquivalenzklassen beziiglich der Aquivalenzrelation ~ wird
mit Ly (M) oder L(M) bezeichnet.



Lemma: L,(M) bildet mit der oben definierten Addition, Skalarmultiplikation und

Norm einen normierten Vektorraum.
Beweis: Es gilt
[ li=0=[flli=0+= f~0+<[f]=0.

Die auf £(M) fehlende Normeigenschaft von || - ||; ist somit auf dem Raum L;(M) vor-
handen. Der Beweis, daf§ die iibrigen Vektorraum- und Normeigenschaften erfiillt sind,

bleibt dem Leser iiberlassen. ]

In der Praxis unterscheidet man nicht zwischen Aquivalenzklasse [f] und dem Reprisen-
tanten f, und man spricht vom Vektorraum L (M) als dem normierten Raum der Lebes-

gue integrierbaren Funktionen!

Dieser normierter Raum ist vollsténdig:

Satz: Sei M C R" und sei {fx}2; C Li(M) eine Cauchyfolge beziiglich der || -||;—-Norm.
Dann ist diese Folge konvergent. Genauer gilt:

a) Es gibt eine Teilfolge { fx,, }>°_; und eine Funktion f : M — R mit

lim f (z) = f(z)

m—00

fast iiberall.

b) Diese Funktion f gehort zu Ly (M) und es gilt
k—o0

Beweis: Es gibt eine Teilfolge { fx,, }oo_q von {fix}p2, mit || fr,, — fenpill1 < 27™. Fiir die
Reihe

o0

> kwir = Sl

m=1

gilt
£ £
|| Z |fkm+1 - fkm| ”1 < Z |fkm+1 - fkm“l
m=1 m=1

V4 00
< ) 2Ly 2" < oo,
m=1

m=1



Nach dem Satz von Beppo Levi folgt also, da} die monoton wachsende Folge

Y o
{Z | fmss = fkm|}
m=1 =1

fast iiberall gegen eine integrierbare Funktion F' konvergiert.

Also ist die Reihe Y > (fr.... — fr..) fast iiberall absolut konvergent, also auch die Folge

~

—1

sz(x): (fkm+1_fkm)+fk1'

1

3
I

Die Grenzfunktion sei f. Da

| fi, (2 kamﬂ — fion (@)| + | f ()] = F(2) + | fra ()]

gilt, hat die Folge { fi,}2, die integrierbare Dominante F'+ | fy, |, also folgt aus dem Satz
von Lebesgue, dafl f integrierbar ist und daf§

i [ fulado= [ faa

gilt. Weil {|f — fi,|}32, die Dominante F'+ | fi, |+ | f| hat, folgt aus dem Satz von Lebesgue
auch, dafl

lmWf—ﬁMp:MH/|f—hﬂm:/jMHV—hmm=/‘Mx=O
{—00 £—00 M M £—00 M

gilt.

Auch {||f = fmll1}55_; konvergiert. Denn sei ¢ > 0. Wihle my, so da8 fiir k&, m > myg

1f5 = frll <e.

Waihle k; > my so, da8 || fx, — f|l1 < e gilt. Es folgt fiir m > my, da8

f = fmllt < If = froll + 1 fk, — frlls < 2¢.

]
Folgerung: Sei {f;}32, C L,(M) eine Folge, die in der L;-Norm gegen f € L,(M)

konvergiert. Dann gibt es eine Teilfolge { fi, }2°_,, die punktweise fast iiberall gegen f

m=1"

konvergiert.

Beweis: {fx}32, ist eine Cauchyfolge, enthilt also eine Teilfolge { fx,, }>°_, , die punktweise

m=1"
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fast iiberall und in der L;-Norm gegen eine Grenzfunktion g konvergiert. Da {f;, }>_,

auch gegen f in der L;—Norm konvergiert, existiert fiir alle ¢ > 0 ein m € N mit

Wf=glli = |If = fem + fen — 9l
< N = fewll + [ fom —glly < 2.

Dies gilt fiir alle ¢ > 0, also ist ||f — g[[1 = 0, also f = g fast iiberall, also konvergiert
{frn }2_, fast iiberall gegen f . .

Beispiel:

o

—_
I
—
'
—u
13

: \ | 1
r )
:{3 | l;.{*!" {5':
‘i [] 1 Y E I: 1 LY 1 :
R - iz © o le A oz,
¢ 3 1 i t}l 2 L K T 1

Sei I C R ein Intervall. Die Funktion

(2) 1, zel
T) =
X 0, zeR\I

n—1
heifit charakteristische Funktion von I. Es sei M = [0,1], k, = > 4 und
i=1

S = X{(k=kn)/n, (k—kn-+1)/n]
firn>2,k, <k <kpyq. Weil

1
1
/

n



ist fiir k, < k < kpy1, gilt klim | fkll1 = 0, also konvergiert die Folge {fx},-, im Raum
— 00
L1([0,1]) gegen 0. Zu jedem z € [0,1] und zu jedem m € N gibt es aber &, ¢ > m mit

fk(x) =1 ) f((l‘) = O:
also ist {fx(2)},e; fiir kein z € [0, 1] konvergent. Wegen fi, = X[0,1/n) gilt
lim fi, () =0, 2 >0,
n—oo

also konvergiert die Teilfolge { fy, },-, fast iiberall punktweise gegen 0.

1 c.) Funktionen mit kompaktem Triger, der Raum C§°
Sei M CR*, M # (. Die Abbildung dj; : R* — R sei erklirt durch

= di M) := inf —yll.
() = dist (5, M) = nf o — ]

Hierbei sei || - || irgendeine Norm auf R" . Man nennt djs(z) den Abstand des Punktes z

von der Menge M .

Lemma: d,, ist stetig.

Beweis: Sei e > 0. Dann gilt fiir alle z,y,z € R* mit ||z — z|| < e, daB

le—yll = llz—z+z—yl <z -zl +lz—yl
<e+llz -yl

also

du(s) = dist (2 M) = inf |}z = o]

> ylél]\f;[”m—y“ —e=dy(z) —¢.
also dpr(x) — dp(2) < €. Ebenso zeigt man dy(z) — dpy(x) < €, also
ldy(z) —du(2)| < €.
]

Lemma: Sei M C R" eine offene Teilmenge mit M # R" und sei K C M kompakt. Dann
existiert € > 0, so daf fiir alle z € K gilt

dist (z, R"\M) > .
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Beweis: Die stetige Funktion
x +— dist (z, R"\ M)

nimmt auf der kompakten Menge K ihr Minimum an in einer Stelle xo € K C M. Weil
M offen ist, gibt es eine Kugel B.(z) um zy mit positivem Radius ¢, die zu M gehort.
Also folgt fiir alle z € K

dist (z, R*\M) > dist (2o, R*\M) = inf |jzo—y| >¢.
yeER?\ M

Definition: (i) Sei g : R® — R eine stetige Funktion. Als Triger oder Support von g

bezeichnet man die Menge

supp g := {z € R* | g(z) # 0}

Man sagt, g habe kompakten Triger, wenn die Menge supp g kompakt ist.

(ii) Fiir eine offene Menge M C R" seien

Co(M) ={g € C(R",R) | supp g kompakt undsuppg C M}

C(M) = Co(M) N C®(R") .

Fiir g € Co(M) oder g € C§°(M) hat der Triger supp g als kompakte Teilmenge von M
nach obigem Lemma einen positiven Abstand von der abgeschlossenen Menge R" \ M.

Man sagt, g verschwinde in einer Umgebung des Randes von M.

Ein Beispiel fiir eine Funktion aus dem Raum C§°(R") ist

~iip i
J@) = { e ;o <

0 , =l =1,

mit |z| = /2?2 + -+ + z2. Wir iiberlassen dem Leser den Beweis, daf§ J auf der Sphére
{|z| = 1} beliebig oft differenzierbar ist.

Lemma: Cy(M) und C§°(M) sind lineare Unterrdume des Raumes L;(M).

Beweis: Fiir g1, g2 € Co(M) ist auch g; + g, eine stetige Funktion auf R* mit

supp (g1 + g2) C (supp g1) U (supp g2) C M .



Weil die abgeschlossene Menge supp (g1 + g2) als Teilmenge der kompakten Menge
(supp g1) U (supp g2) selbst kompakt ist, folgt also

g1+ g2 € Co(M)

und ebenso \g; € Cy(M) fiir alle A € R. Somit ist Co(M) ein Vektorraum. Folglich ist
CP(M) = Cy(M)NC>(R™) als Durchschnitt zweier Vektorrdume ein linearer Unterraum
von Co(M).

Um zu beweisen, da§ Co(M) C Li(M) gilt, sei g € Cy(M). Da der Tréiger supp g eine

kompakte Menge ist, gibt es einen beschrinkten, abgeschlossenen Quader () mit

suppg C @.

g ist auf @ stetig und beschriinkt, weil Q) kompakt ist, folglich ist g € L;(Q) nach Beispiel
1 Kapitel 3c der Vorlesung Analysis II. Weil g auflerhalb von @) verschwindet, gilt somit
g € L1(R"), also auch g € L,(M). Hiermit folgt C§°(M) C Co(M) C L (M). n

Differenzierbare Funktionen, die in einer Umgebung des moglicherweise sehr komplizier-
ten Randes von M verschwinden, haben angenehme Eigenschaften. Dies wird sich beim
Beweis der Transformationsformel zeigen. Es ist daher von grofler Bedeutung, daf jede
Funktion f € L;(M) beliebig gut durch Funktionen aus C§°(M) approximiert werden
kann. Zum Beweis dieses im weiter unten folgenden Satz formulierten Resultates ben&tigt

man einige Vorbereitungen:

Lemma: Sei M C R”" eine offene Menge. Dann gibt es eine Folge {Ej}3, von Teil-
mengen von M, wobei jedes E} Vereinigung von endlich vielen kompakten Quadern ist,
mit -
Ey C Epqy, U E, =M.
k=1

Beweis: Fiir a,b € R" sei

[a,b] ={z € R" | a; < z; < b;}

ein abgeschlossener Quader. a und b heiflen Eckpunkte des Quaders. x € R heif}t ratio-
nal, wenn alle Komponenten von x rationale Zahlen sind.

Eine offene Menge M ist Vereinigung aller in M enthaltenen Quader mit rationalen Eck-
punkten. Es gibt nur abz#éhlbar viele solche Quader, weil die Menge der rationalen Ele-

mente von R" abzdhlbar ist. Also kann die Menge dieser Quader in eine Folge {Q;}°,
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angeordnet werden. Setze
k
Ey = U Q-
=1
u
Lemma: Sei M eine offene Menge und f € L;(M). Dann gibt es eine Folge {vy}2, von
Treppenfunktionen, die jede héchstens auf einer kompakten Teilmenge von M ungleich

Null ist, mit

lim || f — vg|ls = 0.
k—o0

Beweis: Aus der Aquivalenzklasse f € Li(M) wihle man einen Repriisentanten, der auch
mit f bezeichnet werde. f gehort zu £L(M), also gehort nach Definition von £(M) die durch
Null von M nach R" fortgesetzte Funktion zu £(R"). Ich bezeichne diese Fortsetzung auch
mit f. Nach Definition des Raumes L(R") gibt es hy, hy € LT(R") mit

J=h1—hy
und wachsende Folgen {¢;},—, , {sk}ro; von Treppenfunktionen mit

lim tx(z) = hi(x) £ ., lim sg(z) = ho(z) f. i

k—o00 k—o00

Somit gilt ¢, (z) < tg(z) < hi(z), folglich
[tk ()| < max(fty(z)], [hn(2)]) < [ha(2)] + [t ()],

und ebenso
|sk(w)] < |ho(z)] + [s1(2)],

fast iiberall. Also ist uy = t; — s fiir jedes k eine Treppenfunktion mit

lim ug(x) = lim (tx(z) — sk(x)) = hi(x) — ha(x) = f(2),

k—00 k—00

fiir fast alle x € R, und mit
lue()| < [te(@)| + [se(@)] < [ha(@)] + |ho()| + [t ()] + [s1(2)] -

Sei nun {E}52, die Folge von Teilmengen von M aus dem vorangehenden Lemma. Die

Folge {x&, }32, von charakteristischen Funktionen ist wachsend mit

lim xg, () = xnm(7)

k—00
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fiir alle z € R* . Weil Ej endliche Vereinigung von kompakten Quadern ist, ist xg, eine

Treppenfunktion, also ist auch
Uk = XE, Uk

eine Treppenfunktion, die héchstens auf der kompakten Teilmenge Ej ungleich Null ist.
AufBlerdem gilt

klggo v (z) = k]LlElo XE, (T)ug(z) = I}g& XE, () ]}LIEO ug(z) = xm(z)f(z) = f(z)

fiir fast alle z € R™® sowie

(@) = or(@)| < [f(2)] + [or(@)] < [f(2)] + |ux(2)]
< [f@)] + [ ()] + lha(2) ] + [t ()| + [s1(2)] -

Die Funktion auf der rechten Seite dieser Ungleichung ist also eine integrierbare Domi-

nante von |f — vg|, und somit ergibt der Satz von Lebesgue

kli_>r£10||f—vk||1:lclirilo/M\f(x)—vk(x)\dx:/Mlim |f(ac)—vk(x)|dx:/MOda::0.

k—o0
]
Das néchste Resultat ist bereits die Transformationsformel fiir Integrale im einfachen Fall
einer linearen Koordinatentransformation:

Satz: Sei A:R" — R” eine invertierbare lineare Abbildung. Dann gilt fiir jede Funktion
f e Cy(R)

[ #tas) et ajde = [ sy,

Beweis: Ich beweise den Satz durch Induktion nach n. Fiir n = 1 ist der Satz richtig
nach der Substitutionsregel. Angenommen, es sei n» > 1 und der Satz sei richtig fiir die

Dimension n — 1. Zunéchst betrachte man lineare Abbildungen der Form

(611 Ci2 ... ... Cln\

1 0 0
. X 0 1 0 ...0
B 21 . .2n o=
byt o o by : h :
: \0 0 ... ... 1 )
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Fir z = (z1,...,2,) € R” sei 2’ = (29, ..., 2,). Mit

ergibt sich
Bz = (z1, Boz' + bx1) .

Der Determinantenentwicklungssatz liefert
det B = det By,

also ist B invertierbar genau dann, wenn By invertierbar ist. Aus dem Satz von Fubini

und der Induktionsannahme folgt

/f(B:c)|detB|dx - //f((:vl,BO:v’+bx1))|detBo|d:v’dx1
]Rn

—oo Rn—1

= / / f(($1, B()l"))| det B()|d.’l?ld.’l?1

—oo Rr—1
= / / f(x1,2")dx'dxy = /f(x)dx.
—00 R"_l Rn
Dies zeigt, da} die Behauptung fiir Matrizen der Form B richtig ist. Weiter gilt mit
x=(x1,...,2y), 2 = (21,...,2,_1) und mit
€11 Ci2 ... Cip—1 Cin
o 1 ... 0 0
C() —_ I C= I
0 O 1 0
daB

Cz = (Cox' + cxp,y) .

Hieraus und aus det C' = det Cy folgt dhnlich wie oben, da} die Behauptung auch fiir
Matrizen der Form C giiltig ist. Weiter gilt

/f(BoC’x)|det(BoC)|dx:/f(BoCx)|detB||detC|d:v

R™ R
:/f(B:c)|detB|dx=/f(l“)d$a
R® Rn
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also ist die Behauptung auch fiir Matrizen der Form B o C richtig. Alle invertierbaren

linearen Abbildungen lassen sich aber in dieser Form darstellen. Denn sei A = B o C.

Dann folgt
C11 C19 e Cin a11 ... Qin
borcir (barcia + b)) ... (barCin + ban) _
bpicin (bn1012 + an) <. (bnlcln + bnn) ap1 ... Qpp

Es kann angenommen werden, dafl in der gegebenen Matrix A das Element a; von Null
verschieden ist. Denn wegen det A # 0 enthélt die erste Zeile von A mindestens ein von
Null verschiedenes Element, und durch Umnummerieren der Koordinaten kann erreicht
werden, daf§ dies a;; ist. Dann sind dies n?-Gleichungen, aus denen nacheinander alle ¢;;

und b;; berechnet werden konnen. Also ist die Zerlegung A = B o C' gefunden. |

Nun folgt der angekiindigte

Satz: Sei M C R" eine offene Menge und sei f € L;(M). Dann existiert eine Folge
{gr}re; mit g, € C§°(M) und mit

lim ||gx — f|li =0.
k—o0

Jedes Element f des Vektorraumes Li(M) kann also beliebig gut durch Elemente des
Unterraumes C§°(M) approximiert werden. Man sagt daher, C§° (M) sei ein dichter Teil-

raum von L, (M).

Beweis: 1.) Nach dem vorangehenden Lemma gibt es zu jedem & > 0 eine Treppenfunkti-
on u mit || f—ul|; < £/2, die hochstens auf einer kompakten Teilmenge K von M ungleich

Null ist. Sie kann in der Form

u@) =) axa (2)

dargestellt werden mit Konstanten a; € R, a; # 0, und mit den charakteristischen Funk-
tionen x4, zu Quadern 4; C K. Weil K eine kompakte Teilmenge der offenen Menge
M ist, gibt es eine Zahl 6 > 0, so dafl jedes z € R™ mit dist(z, K) < 6, also ins-
besondere jedes z mit dist(z, A;) < 6 zu M gehort. Zum Beweis des Satzes geniigt
es daher, zu jedem [ = 1,...,m eine Funktion v; € C*(R") zu konstruieren mit
supp v; C {z € R" | dist(x, A;) < 6} und mit

x4 = willy < &/2mlal) .
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m
Denn dann ist g = ) av; € C§°(M) mit
=1

If =gl = [I(f —u)+ (u—g)lh
= N —u) + D alea — vl

m m
€ €
< ||f—U||1+E |al|'||XAl—vl||1<§+E 5 =&
=1 =1

woraus die Behauptung des Satzes folgt, weil € > 0 beliebig gew&hlt war.
I1.) Zur Konstruktion der gesuchten Funktionen v, € C§°(M) wihle man eine Funktion
J € C°(R™) mit j(z) > 0 fiir alle z € R" , suppj C {|z| < 1}, und mit

/j(:r)d:r —1.

R

Ein Beispiel fiir eine solche Funktion ist j = ¢J mit der Funktion J € C§°(R") aus dem

obigen Beispiel und mit der positiven Konstanten

c:(/n J(z)dz)™

Fiir £ € N sei

Jr(z) == k"j(kz) .
Dann gilt supp jx C {|x\ < %}, und nach dem vorangehenden Satz, angewandt auf die
durch Az = ;x definierte lineare Abbildung A : R* — R" , ist

/ ju(z)dz = / j(kz)k"dz = / j(z)dz =1.

R» R» R»
Mit einer hinreichend groflen Zahl k € N, die spéter gewéhlt wird, sei nun
@) = [ dele = xa@dy = [ iule— v)dy

Ay
Rn

Das Integral auf der rechten Seite hingt von den Parametern z,...,z, ab, und mit den
Ergebnissen aus Kapitel 4c) der Vorlesung Analysis II iiber Differenzierbarkeit parame-
terabhéngiger Integrale priift man schnell nach, dafl v; beliebig oft differenzierbar ist mit

den partiellen Ableitungen

8o ... 9%y (z) = /[ag; - Oprjk(z — y)Ixa, (y)dy

R”
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wobei a; € Ny. Wegen j(x) > 0 und weil der Tréiger supp(y — jx(z — y)) in der abge-

schlossenen Kugel By () um z mit Radius ; enthalten ist, folgt

= 0 , dist(z,4,) >1/k
0 < y(x) :/ Jelz —y)dy ¢ < 1, dist(z,04;) <1/k
Ai0B1/4(2) = 1, dist(z,R"\A) > 1/k .
Hierbei bedeutet 0A; den Rand des Quaders A;. Wiahlt man also & so gro8, dal 1/k < 4§
gilt, dann verschwindet v; auflerhalb der Teilmenge

{z e R" | dist(z, 4;) < d}

von M, hat in einem Streifen R der Breite 2/k um den Rand von A; Werte zwischen 0
und 1, und hat den Wert 1 fiir alle Punkte von A;, die weiter als 1/k vom Rand von A4,

entfernt sind.

Also ist x4, — v; nur im Randstreifen R von Null verschieden und hat dort Werte zwi-
schen 0 und 1. Um das Mafl |R| von R abzuschitzen, beniitzt man, dafl A; U R in einem

beschrinkten Wiirfel () enthalten ist. Es ist

Q= Hlj
j=1

die Produktmenge von n beschrénkten Intervallen Iy,...,I, C R ist. Ist |I;| die Linge

des j-ten Intervalls, so folgt
n 2 n
LEEYSES | (17
i=1 " =1

Fiir

k> max{%, Miﬁ |If|)2mg|al‘}

i=1 j=1
J#i
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folgt also v, € C§°(M) und

x4, —wll = / X (2) — w(@)lde < |R| < /(2mlal).
R

1 d.) Transformationsformel

Zum Beweis der Transformationsformel sind einige Vorbereitungen nétig. Zunichst stu-

diere ich Faltungsintegrale der Form

/}ux—wfwMy

R

mit den im vorangehenden Beweis eingefiihrten Mollifiern j; genauer.

Definition: Sei j € C§°(R") mit j(z) > 0 fiir alle x € R* , suppj C {|z| <1} und

/j(x)da: —1.

Rn

Die Folge {ji } =, mit jx(x) = k"j(kz) heiit Dirac-Folge.

Satz: Zu f € Cy(R") sei fr : R* — R definiert durch

ﬁu%a/nu—vawy

R

Dann ist f € C§°(R") mit

1
supp f C {£E € R* | dist (x,supp f) < E} :

und es gilt
lim ||f — filloo=10.
k—o0

Beweis: Da8 f € C§°(R") gilt mit supp fi C {x € R* | dist (x,supp f) < %} folgt genau
wie im vorangegangenen Beweis. Um zu beweisen, daf die Folge { f; } -, gleichm&Big gegen
f konvergiert, beachte man, daf} die stetige Funktion f nur auf einer kompakten Menge

von Null verschieden ist, und somit gleichméflig stetig ist. Zu € > 0 gibt es also § > 0 mit

[f(z) = fly)l <e
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fiir alle z,y € R* mit |z — y| < §. Wegen [ jx(z)dz = 1 und weil supp ji C {|z| < 1/k}
R”
gilt, folgt fiir alle £ mit 1/k < o

@ - @)l = |1@) [ile- vy~ [Gle - nsay

R7 Rn

:‘ / jk(x—y)(f(fﬂ)—f(y))dy‘

lz—y<1/k
< / Jel@ — )| f(@) — F)ldy <e / jelz —y)dy =¢,
lz—y|<1/k lz—y|<1/k

also

If = frllo = sup [f(z) — fu(z)] <e.

TER™
[ |

In den néchsten beiden Hilfssitzen sei U C R" eine offene Menge und K eine kompakte

Teilmenge von U. Dann existiert eine Zahl § > 0 mit
K;={z e R" |dist (z,K) <6} CU.

X : U — R" sei eine stetig differenzierbare Abbildung, und fiir jedes a € K sei eine affine
Abbildung: x, : R* — R" definiert durch

Xa(7) = [X'(a)] (& — a) + x(a) -

Xa ist der Anfang der Taylorentwicklung von x im Punkt ¢ und approximiert y daher in
einer Kugel um ¢ mit geniigend kleinem Radius. Die Approximation ist um so besser, je
kleiner der Radius ist. Um eine vorgeschriebene , Giite“der Approximation zu erreichen,
mufl daher der Radius hinreichend klein gewihlt werden, und der erste Hilfssatz zeigt,

daf dieser Radius fiir alle a € K gleich gewihlt werden kann:

Hilfssatz 1: Zu jedem ¢ > 0 existiert eine Zahl n mit 0 < n < 4, so daf fiir alle a € K
und z € U mit |z — a| <7 gilt

X(2) = Xa(2)| <]z —al.

Beweis: Wenn a € K ist und der Abstand zwischen a und z kleiner als § ist, dann gehort
die gesamte Verbindungsstrecke von a und z zu K; C U. Aus dem Mittelwertsatz folgt

also fiir die j—te Komponente
X;(2) = xj(a) = (grad x;(w)) - (z —a),
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mit einem geeigneten w auf der Verbindungsstrecke von a und z. Die Cauchy-Schwarzsche

Ungleichung ergibt daher

Xj(2) = (Xa)j(2)| = [x;(2) — (grad x;(a)) - (z — a) — x;(a)|
= |(grad x;(w) — grad x;(a)) - (z — a)| < [grad x;(w) — grad x;(a)| |z — a] .
Da y stetig differenzierbar ist auf U, ist jede partielle Ableitung ;%Xj und damit

0 0
z — grad x;(z) = (a—xlxj(z), ey a—xnxj(z))
gleichméfig stetig auf der kompakten Menge K. Also gibt es zu jedem € > 0 eine Zahl n
mit 0 < n < 4, so dafl

lgrad x;(w) — grad x;(a)| < %

gilt fiir alle a € K und alle z mit |z — a| < 7, weil dann auch w € Kj ist mit |w — a| < 7.
Somit folgt

n n

X(2) = %al2)] = (D_(x5(2) = ()i () < (D (%IZ —al))"? =¢lz—q

Hilfssatz 2: Es existiert eine Zahl b > 0, so daf fiir alle n mit 0 < n < ¢ und fiir alle

y € K die Kugel B,(y) = {z € R" | |zt — y| < n} durch die Abbildungen x und ¥, in die
Kugel By, (x(y)) abgebildet wird:

X(Bn(y)) € Ben(x(¥),  Xy(Bn(y)) € Bey(x(v)) -

Beweis: Fiir y € K und z € B,(y) gehort die gesamte Verbindungsstrecke von y und z

zur kompakten Menge K. Fiir die Komponente x; von x gilt also nach dem Mittelwertsatz
x;(2) — x;(y)| = |(grad x;(w)) - (z — y)|

< Jgrad ()] - 2 — y| = |z — vl ( D@/, w))?)

j=1

mit w auf der Verbindungsstrecke von = und y. Weil x stetig differenzierbar ist auf U,

ist jede der partiellen Ableitungen %Xj stetig. Also ist auch w — (Z?:l(a%ixa' (w))?)'/?
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eine stetige Funktion, die auf der kompakten Menge K5 ihr Maximum m; annimmt. Also

folgt
n 1/2

x(@) = x@)| = (Y06 —xw)?) " <blz—y)

§=0

mit b = (Z ms )1/2 Hieraus folgt x(B,(y)) € B (x(y)) -

Weiter gllt fur die j-te Komponente von X,

= [grad,(0) - (0 9)| < o — vl D0/05),@)?) " <mylz—y,

=1

also |Xy () —Xy(y)| < blz—yl, und somit x,(B,(y)) C B, (x(y)), mit derselben Konstanten
b. n

Seien U,V C R" offene Mengen und sei ¢ : U — V ein Diffeomorphismus. Mit der
Abkiirzung

ay = ¢ ()
werde fiir jedes y € U eine affine Abbildung 1, : R* — R" definiert durch

Yy (2) = ¢'(ay) (2 — ay) + p(ay) = ¢'(ay)(z —ay) +¥.
Die Inverse ist
N (z) = @'(ay) e —y)+ay
= [P @-y) +a,=[¢")VW)] @-y)+¢ W),

nach der Formel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion. Sei K C V eine kompakte Menge
und sei 6 > 0 mit
K;={z e R"|dist (2, K) <6} C V.

Das Urbild K’ = ¢7'(K) von K unter ¢ ist eine kompakte Teilmenge von U, weil ¢!
stetig ist. Also gibt es eine Zahl §’ > 0 mit

Ky ={2zeR" |dist (2, K') < '} CU.

Nach Hilfssatz 2, angewandt auf die Abbildungen xy = ¢!

Zahl b >0, so daB fiiralley € K und n < ¢

und X, = ¢, gibt es eine

9071(%), w;l(Bn(y)) C By, (ay)
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gilt mit a, = ¢~ '(y) € K. Ich wiihle ¢ so klein, daf b§ < ¢’ ist. Dann gilt
Byy(ay) C K

fiir alle y € K und n < 4.

Hiermit kann nun folgender Hilfssatz bewiesen werden:

Hilfssatz 3: Es gilt

hmsup‘/g,c |detg0()|dz—/jk(x—y)dx‘=0.
k—o00 ye
v

Dieser Hilfssatz zeigt, dafl fiir den Mollifier j, die Transformationsformel ndherungsweise
richtig ist, und daf} der Fehler durch Vergroferung von £ beliebig klein gemacht werden
kann. Die Beweisidee dabei ist, dafi der Triger der Funktion z — jx(¢(z) — y) in der
Kugel Byi(a,) enthalten ist, deren Radius klein ist bei grofiem £, und daf in dieser
kleinen Kugel die Transformation ¢ durch die affine Funktion 1, approximiert wird, fiir

die die Transformationsformel schon im vorangegangenen Abschnitt bewiesen wurde.

Beweis: Zum Beweis dieses Hilfssatzes geniigt es zu zeigen, dafl eine Konstante C' und

zu jedem ¢ > 0 eine Zahl k existieren, so daf} fiir alle k£ > k und alle ye K

\/yk ) =) det'(2)| dz — [ Gulo — y)is] < 2

14

ist. Der Beweis besteht aus drei Teilen:
I.) Wihle kg € N so grof, daf 1/ky < § ist. Fiir alle £ > kg und y € K gilt dann

supp [z = ji(z — 9)] C Bialy) CKs C V.,

also auch

supp |2 = (¥ (2) — 1)| € ¥, (Bua()) € Bowlay) C Ky CU.

Da z — 9y(2) = ¢'(ay)(z — y) + y eine affine Funktion ist mit +;(z) = ¢'(ay), gilt
somit fiir alle y € K und k > ko nach der im vorangegangenen Abschnitt bewiesenen
Transformationsformel fiir lineare Transformationen und wegen der Translationsinvarianz

des Integrals

[ive-wdy = [ =niv= [ iew,:) ) det (@) dz

v Rn Rn (+)
- / Ju(y(2) — v) | det @' (ay)] d
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I1.) Es wird nun gezeigt, dafl der Integrand auf der rechten Seite dieser Formel sich fiir
grofie k nur wenig von ji(¢(z) — y) | det ¢'(z)| unterscheidet. Hierzu beachte man, dafl
nach Hilfssatz 1, angewandt auf die Funktionen x = ¢ und %, = vy, zu € > 0 eine
Zahl ky mit k; > ko existiert, so da8 fiir alle a, € K', also y € K, alle k¥ > k; und alle
2 € By(ay) C K,

o(z) ~ (o) < elz —ay| < e

gilt. Aus dieser Ungleichung, aus dem Mittelwertsatz und aus der Relation
lgrad ji,(w)| = [K"* (grad 7) (kw)| < Mik™*,

wobei M, = ED?RX |grad j(£)| sei, schliet man, daf} fiir ein geeignetes w aus der Verbin-
E n

dungsstrecke von ¢(z) —y und ¢, (2) —y
ik (0(2) =) = Je(¥y(2) — )| = [grad jr(w) - (¢(2) = Py(2))]
< Jarad e(w)] [p(2) — %y ()] < Mik™e] = Mabek™

gilt. Mit My = max j(§) und M3 = max |det ¢'(£)| ergibt sich somit
£eRn EEK,

Ir($(2) = y) et (2)] — Gty (2) — v) | det (@) |
< lir(p(2) — ) = ju(y(2) — ) | det (=)
+ 3y (2) = y) | |det /()| - | det ¢'(ay) |

S M1M3b€kn + Mgkn

[det ¢/(2)] — |det ¢'(ay)] |.

Weil € — | det ¢'(€)| auf der kompakten Menge K}, gleichméBig stetig ist, existiert eine
Zahl k2 Z ko mit
|| det ¢'(2)| — | det '(a,)| | < =

fir alle z € By, (ay) C Kj. Mit k= max(kq, ko) und Cy = M;Msb + M, folgt also fiir
y € K, k> kund z € By(ay)

‘jk(QO(Z) —y) | det ¢'(2)| — jx(Yy(2) —y) | det ' (ay)| ‘ < Ciek™.

ITI.) Beniitzt man, da§ nach Wahl von ky auch

supp [z — Jr(p(z) — y)] C ¢ '(Buk(y)) € Byilay) € Ky CU
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gilt, dann erhilt man aus der in II.) bewiesenen Ungleichung fiir £ > kund alley € K

| [ k(o) = ) | det )] = il 2) = )| det )
<[,y o 60— et 921 = () ) et ) |

b
< C’lkne/ dz < C1k"e(2-)" = Ce,
By/r(ay)

)
mit C' = C1(2b)". Hierbei habe ich beniitzt, daf sich die Kugel Bj/;(a,) in einen Wiirfel
der Kantenlénge 2b/k einschlieflen 1d8t, dessen Mafl (2b/k)™ ist. Zusammen mit der Formel
(%) folgt hieraus die Behauptung. n

Satz: Seien U,V C R" offene Mengen und ¢ : U — V ein Diffeomorphismus. Dann gilt
fiir alle f € Cy(V)

f(p(2)) | det @' (z)| dz = /V f(y)dy

U
Beweis: Sei

aa) = [ el =) f)ay.
Ich wende Hilfssatz 3 an mit der kompakten Teilmenge K = supp f von V. Die Funktion
f o ¢ verschwindet dann auflerhalb der kompakten Teilmenge K’ C U, und fiir alle
hinreichend grofien £ verschwinden g; beziehungsweise g; o ¢ aulerhalb der kompakten
Teilmengen K5 C V beziehugnsweise Kj C U. Hierbei seien K', K5 und Kj , wie in
Hilfssatz 3 definiert. Also gilt

JRCONETEE \dx—/f )dy|

<t | [ (£ , - 9u(e(@) | det /() de |

k—o00

+hm‘/gk Idew()ldm—/gk dy‘

+jim | [ )~ fay

< Jim I = gulle [ | |det@)| do
k—o00 ’

Ky,

+hm\/gk |dew(>|d:c—/gk )dy |

+fim 15 = gl [ o
—00

Ks
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Wegen
im [[f = gkllo =0
k—o00
geniigt es zum Beweis des Satzes zu zeigen, dafi der mittlere Term auf der rechten Seite

dieser Ungleichung verschwindet. Hierzu sei K = supp f. Weil K eine kompakte Teilmenge

von V ist, gilt mit Hilfssatz 3 und mit dem Satz von Fubini
lim‘/gk ) | det o/ (z )|dw—/gk(x)dx‘
k—o0
:klim‘//]k )f(y)dy | det ¢ (z \dx—//jkx— dydm‘
—00
= Jim | [ 1) [ itote) =) lder @l dvdy = [ 1) [ dnto—v)daay

< Jim [ 17| [ ditota) =) derd @) do — [ Gt = y)aa|ay
< hmsup‘/j,c ) —y) |det¢'(z )|dl‘—/]k($— dx‘/|f )|dy=0.

k—o0 yeK

Satz: Seien U,V C R" offen und sei ¢ : U — V ein Diffeomorphismus. Eine Funktion f :
V' — R ist genau dann integrierbar, wenn die Funktion (f o¢)|det ¢'| iiber U integrierbar

ist, und es gilt dann
f@@ﬂ®wﬁmm=/f@@
U Vv

Zum Beweis wird folgendes Lemma benotigt:

Lemma: Sei U C R” eine offene Menge, N C U eine Nullmenge und F': U — R” eine
stetig differenzierbare Abbildung. Dann ist auch die Bildmenge F'(N) eine Nullmenge.

Beweis: Der Beweis wird dem Leser iiberlassen.

Beweis des Satzes: Der Raum C§°(V) ist dicht im Raum L, (V') und damit erst recht der
Raum Cy (V') , weil Cy(V') eine Obermenge von C§°(V) ist. Zu f € Ly (V') gibt es also eine
Folge {fr}52, mit f, € Cp(V) und mit

lim [|f — fill = 0.
k—o00

Aus dieser Folge kann man eine Teilfolge auswihlen, die punktweise fast iiberall gegen f
konvergiert. Ich bezeichne diese Teilfolge selbst wieder mit {fi}3,. Somit existiert eine
Nullmenge N C V mit f(x) = limy_, fx(x) fiir alle x € V' \ N. Also gilt fiir die durch
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gk = (fr o) |det ¢'| und g := (f o ) | det ¢'| definierten Funktionen

g(y) = lim g(y) fiir alley € U\ ¢ ' (N), ()
wobei gem#fi dem obenstehenden Lemma ¢! (N) eine Nullmenge ist.

Aus der schon bewiesenen Transformationsformel fiir stetige Funktionen mit kompaktem

Trager folgt

||gk—gm||1=/U|gk(<ﬂ($))—gm(90($))\|det<ﬂ'($)|d$Z/V|fk(y)—fm(y)\dy= 16— fmllr,

also ist {gx}%2, eine Cauchyfolge im vollstéindigen Raum L, (U), und besitzt eine Grenz-
funktion g in diesem Raum. Nach den Ergebnissen von Kapitel 1 impliziert (%), dal g = g

und somit g € L;(U) gelten mufl. Damit erhélt man

/[]g(m)dJJ:,clg{.lo ng(x)dOC:klggo/ka(y)dy=/vf(y)dy,

wobei die erste und letzte Gleichheit aus den Ergebnissen in Abschnitt b von Kapitel 1
resultieren, und das mittlere Gleichheitszeichen wieder wegen der Transformationsformel

fiir stetige Funktionen mit kompaktem Trager gilt.

Damit ist eine Richtung der Aussage des Satzes bewiesenen. Zum Beweis der anderen
Richtung wende man das gerade Bewiesene auf die Umkehrabbildung ¢ = ¢! an. Ange-

nommen, es sei
g=(foy)|dety| € Li(U).

Aus dem gerade bewiesenen Resultat, angewandt auf 1, folgt dann (g o ¢)|dety’| €
Li(V), also f € Li(V). Denn wegen ¢’ o) = (¢')~! ergibt der Determinantenmultiplika-

tionssatz
(gov)[dety)'| = (fopoy)|det(y o9)|[dety| = f|det[(¢' o 9)y]| = f.
[

Beispiel: Sei Qr = {y € R?®||y| < R} eine Kugel um den Nullpunkt mit Radius R. Die
Funktion f: 2z — R sei gegeben durch

fly) =ly[™

mit o > 0. Es soll das Integral

/V f(y)dy
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berechnet werden, falls es existiert. Hierzu sei
U:{(r,w,ﬁ)€R3‘O<T<R,—7r<g0<7r,0<9<7r}
ein offener Quader im R?® und

V= QR\{(y1,0,ys) ‘yl <0,y3 € R} -

Die offene Menge V' entsteht aus {2z durch Entfernen der Punkte auf einer abgeschlossenen
Halbebene. Weil diese Halbebene eine Nullmenge ist, ist die Funktion f genau dann {iber

Qg integrierbar, wenn sie iiber V integrierbar ist mit demselben Integral.
Die Polarkoordinatenabbildung

(r,,0) = ®(r,p,0) = (rcos@sin b, rsin psin @, r cos 6)
ist ein Diffeomorphismus ® : U — V mit

cospsinf —rsinpsinf rcospcost
det ®'(r, ¢,0) = | sinpsinf rcospsinf rsinpcosf

cos 6 0 —rsinf
~ eos 9[ — r2cosfsin 0((sin ©)* + (cos @)2>]
—gsinf [TQ(sin 6)* ((sin ©)* + (cos @)2)]

= —r?siné.

Folglich ist f iiber V integrierbar, genau dann wenn (7, @, 0) — f(®(r, ¢, ))|r? sin 0| iiber

U integrierbar ist.

Wegen
—a/2
f(CIJ(r, ©, 0)) = [(r cos @ cos 0)* + (rsin ¢ cos 0)? + (r sin 0)2] =r @
gilt dann
/ ly|~dy = / ly|~“dy =/ r~®|r?sin 0|d(r, ¢, 0)
Qr \% U
R pm T
= / / / 72~ “sin §dOdpdr
0 —7J 0
R 1 R 4
= 47r/ r2=%dr = 4r e - T R3@
0 33—« 0 3—«
fiir o < 3.
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2 p-dimensionale Flichen im R™, Kurven- und Flachenintegrale

IT a.) p-dimensionale Flichenstiicke, Untermannigfaltigkeiten

Definition: Sei A : R — R™ eine lineare Abbildung. Dann ist A(R") ein linearer
Unterraum von R™. Als Rang von A bezeichnet man die Dimension dieses Unterraumes.
Eine lineare Abbildung A : R? — R" mit Rang p ist injektiv.

Definition: Sei U C R? eine offene Menge und sei p < n. Die Abbildung v : U — R" sei
stetig differenzierbar und die Ableitung

7'(u) € L(R?,R")

habe fiir alle v € U den Rang p. Dann heif}t v Parameterdarstellung eines p-dimensionalen

Fliachenstiickes im R". Ist p = 1, dann heifit v Parameterdarstellung einer Kurve im R".

Man beachte, dafl v nicht injektiv zu sein braucht. Die Fliche kann “Doppelpunkte”
haben.

Fiir jedes u € U ist auch 7 : R? — R”,
7(h) = v(u) + ' (w)h

die Parameterdarstellung eines p-dimensionalen Flichenstiickes. Die Bildmenge ist ein
affiner Unterraum von R", der nach Definition der Ableitung die Bildmenge von + in

einer Umgebung von v(u) approximiert.

Definition: Die Bildmenge von h — +/(u)h heifit Tangentialraum von v im Punkt ~v(u).

Beispiel 1: Sei U = {(u,v) € R? |u? +v*> < 1} und sei v : U — R® definiert durch

4! (u7 U) u
Y(u,v) = | 7olu,v) | = v
v3(u, v) 1 — (u? 4 v?)

Dann ist v die Parameterdarstellung der oberen Hilfte der Einheitssphiire im R?. Denn
es gilt
1 0
v (u,0) = 0 1
_\/1_(Z2+u2) ‘\/1_<22+v2)
Die beiden Spalten in dieser Matrix sind fiir alle (u,v) € U linear unabhiingig, also ist
der Rang 2.
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Beispiel 2: Im vorangehenden Beispiel ist das Flichenstiick durch den Graphen einer
Funktion gegeben. Allgemeiner sei U C RP eine offene Menge und sei f : U — R* P stetig
differenzierbar. Dann ist der Graph von f ein in den R" eingebettetes p-dimensionales
Flachenstiick. Die Abbildung v: U — R”,

y(uw) = wuy
Yo(u) = up
Y(u) = uy
’Yp+1(u) = fi(ur-.. aup)
Yo(u) = fop(ui...,up)

ist eine Parameterdarstellung dieser Fliche . Denn es gilt
( 1 S 0

0 e 1
8z1f1 (’LL) e 8$pf1 (U)

\ o fup(t) .o Ony () )

und alle Spalten dieser Matrix sind linear unabhéingig, also ist der Rang p.

Definition: Seien U,V C RP offene Mengen, v : U —- R* |, 7 : V — R" seien Parameter-
darstellungen von p-dimensionalen Fléchenstiicken. v und ¥ heiflen dquivalent, wenn ein

Diffeomorphismus ¢ : V' — U existiert mit

T=7°@.

Dies ist eine Aquivalenzrelation unter den Parameterdarstellungen von Flichenstiicken.

Die zugehorigen Aquivalenzklassen bezeichnet man als p-dimensionale Flichenstiicke.

Jede Parameterdarstellung einer p-dimensionalen Fléche ist lokal dquivalent zu einer Pa-

rameterdarstellung von der Art wie im obigen Beispiel. Denn es gilt:

Satz: Sei U C RP eine offene Menge und sei v: U — R" die Parameterdarstellung einer
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p—dimensionalen Fliche. Fiir ug € U gelte

8351’}/1(U0) - &Cp’yl (U())
det | : # 0.

8351710(“0) e a:c/Yp(“O)

(Die Jacobi-Matrix
8$171 (UO) . 8zp71(u0)

Oy Yn(to) - - O, yn(Uo)
hat nach Voraussetzung immer p voneinander linear unabhéngige Zeilen. Durch Umnu-
merierung kann erreicht werden, daf dies die ersten p sind.)
Dann gibt es eine Umgebung W von uy, eine offene Menge V' C RP und eine stetig diffe-
renzierbare Funktion f : V — R"P, so daf§ 7|y dquivalent ist zur Parameterdarstellung
v :V — R", die durch
nlw) = v

Yo(v) = Up
Yos1(v) = fi(v)

Fn(v) = fn—p(“)

beschrieben wird. Insbesondere ist 7|y injektiv.

Beweis: Betrachte die Abbildung ¥ : U — R?,

71 (u)
Yw) = | ¢
Yp(u)
Da 4 stetig differenzierbar ist und da nach Voraussetzung det(3'(ug)) # 0 ist, existiert nach
dem Satz iiber die inverse Funktion eine offene Umgebung W von ug, in der 4|y : W —

V := (W) ein Diffeomorphismus ist mit offener Menge V' C RP. Die Umkehrabbildung
sei o : V — W. Man setze

T=7°¢.
Dann ist ¥ eine zu |y #dquivalente Parameterdarstellung. Auflerdem gilt
UZ:/-YZ(U) :”S/Z(’l)),l: 1a:p:
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also hat ¥ die angegebene Gestalt. 74 ist natiirlich injektiv, also ist wegen

auch v injektiv.
[ |
Beispiel: Durch stereographische Projektion kann die am Siidpol gelochte Sphére mit

Mittelpunkt im Ursprung eineindeutig auf die Ebene abgebildet werden, also umgekehrt
auch die Ebene auf die gelochte Sphére:

Aus den in der Abbildung angegebenen, aus den geometrischen Verhiltnissen abgeleiteten
Gleichungen erhilt man fiir die Abbildung v : R2 — R? der stereographischen Projektion,
daB

(w,v) = 2u
LR PFYER
(w,0) = 20
[ PYER
(w,0) = 1—u? —?
Y= T e
Die Ableitung ist
) 1 —u?+v? —2uw
! - - _ 2,2
7 (u,v) (1 + 2 + 02)2 2uv 14+u*—wv
—2u —2v
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Fiir u? +v? # 1 ist

aﬂvlfyl (U, U) a$271 (u, U)

= 1)2 _ ’U,2 _ ’U2 _ ’U,2 . 4’LL2’1)2
656172('“; 'U) azQ’}/Q(U,, U) (1 t ( ))(1 ( ))

= 1—- (@ —u?)? -4’ =1- (v +u?)?#0.
Fiir u # 0 gilt

8181 V2 (u’ U) 812’72(7% 1))

= duv® + 2u(l +u? — v?)
a$1 73 (uv ’U) az273(u7 U)

= 2u(l+u*+0%) #0,
und fiir v # 0 entsprechend

am " (U'a U) 858271 (u, U)

= —20(1 +u®+ %) #0,
810173(“7 U) 8$273(u,v)

also hat 4/ immer den Rang 2, und somit ist v eine Parameterdarstellung der Einheits-
sphére bei herausgenommenem Siidpol. Diese Rechnung zeigt auch, dafl ohne Umnum-
merierung der Komponenten von v die Voraussetzungen des vorangehenden Satzes erfiillt
sind fiir alle (ug, vg) mit u3 + v2 # 1. Fiir (ug,vy) = 0 liefert der Satz insbesondere die im
ersten Beispiel dieses Kapitels angegebene Parametrisierung der oberen Hilfte der Ein-

heitssphére.

In diesem Beispiel ist eine Parameterdarstellung fiir die gelochte Sphire angegeben ange-

geben. Fiir die gesamte Sphire gibt es jedoch keine Parameterdarstellung
v:U—TR.

Um die gesamte Sphire darzustellen, mufl man sie daher in mindestens zwei (iiberlap-
pende) Flichenstiicke aufteilen und fiir jedes eine Parameterdarstellung angeben. Daher

definiert man:

Definition: Sei U C RP eine offene Menge. Eine Parametrisierung v : U — R” eines

p—dimensionalen Fléchenstiickes heifit einfach, wenn
(i) v injektiv ist
(i) 77! stetig ist.
Ein p-dimensionales Flichenstiick heifit einfach, wenn es eine einfache Parametrisierung

zuliBt, d. h. wenn die Aquivalenzklasse eine einfache Parametrisierung enthélt.
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Fiir einfache Fléchenstiicke gilt:

Satz: Seien v : U — R* und ¥ : U — R zwei einfache Parametrisierungen p—
dimensionaler Flichenstiicke mit iibereinstimmender Bildmenge v(U) = 4(U) = M C R".
Dann ist

A loy: U — U
ein Diffeormorphismus.
Einen Beweis findet man in Barner-Flohr, Analysis II, S. 384 ff.

Folgerung: Seien v : U — M , 7 : U — M zwei Parametrisierungen einfacher p-

dimensionaler Flichenstiicke mit iibereinstimmender Bildmenge y(U) = 4(U) = M. Dann
sind v und % dquivalent.
Beweis: Seien v* : U* — R® und 4* : U* - R zu v beziehungsweise 4 &dquivalente
einfache Parametrisierungen. Dann gilt

Y (U) =(U) =4(0) =4(U") = M,
also ist ¢ = (%)~ oy* : U* — U* ein Diffeomorphismus. Wegen 7* = 4* o ¢ sind folglich

~v* und 4* dquivalent, also sind auch v und 4 dquivalent. ]

Alle Parametrisierungen v : U — R” einer Aquivalenzklasse eines p-dimensionalen Fli-
chenstiickes haben dieselbe Bildmenge M = «(U). Einem p—dimensionalen Flichenstiick
kann man also diese Bildmenge zuordnen. Aus dem letzten Satz folgt, dal bei einem

einfachen Flichenstiick diese Zuordnung injektiv ist: Zu jeder Menge M C R" gibt es
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hochstens ein einfaches p—dimensionales Fliachenstiick, so dafl die Parametrisierungen aus
dieser Aquivalenzklasse M als Bildmenge haben. Daher bezeichne ich auch eine Teilmenge
M C R als einfaches p-dimensionales Fliachenstiick, wenn eine einfache Parametrisierung
v existiert, die M als Bildmenge hat, und identifiziere somit M mit der Klasse aller zu y

dquivalenten Parametrisierungen.

Definition: FEine Teilmenge M C R" heifit p-dimensionale Untermannigfaltigkeit des
R"™, wenn es zu jedem x € M eine n-dimensionale Umgebung V' von z gibt, so dal VN M
ein einfaches p—dimensionales Flichenstiick ist. Die Umkehrabbildung k = v~ : VN M —
U C R” einer einfachen Parameterdarstellung v : U — V N M des Flichenstiicks V N M
heifit Karte der Untermannigfaltigkeit M.

Fiir Untermannigfaltigkeiten gilt:

Satz: Sei M C R" eine p-dimensionale Untermannigfaltigkeit und seien U, U C RP sowie
V,V C R" offene Mengen. Mit W = VN M und W = V N M seien k : W — U und
& : W — U zwei Karten von M. Schlieflich sei D = W N W. Dann ist D ein einfaches
p-dimensionales Flichenstiick, k! : k(D) — D und #' : #(D) — D sind #quivalente

Parameterdarstellungen von D, und
kokl:k(D)CU—&(D)CU
ist ein Diffeomorphismus.

Beweis: Weil k! und #! stetige Abbildungen sind, sind die Mengen (D) und &(D)

offen im RP als Urbilder der offenen Teilmenge V NV des R" unter diesen Abbildungen.

1 und 71 .

‘n(D) ‘n D
lent, nach der obenstehenden Folgerung. Dies bedeutet, daf§ # o k! : k(D) — (D) ein

Folglich sind s~ ) einfache Parametrisierungen von D und somit dquiva-

Diffeomorphismus ist. [

Sei M eine p—dimensionale Untermannigfaltigkeit. Weil es zu jedem y € M eine Umgebung
V in R" gibt, so dal V N M ein einfaches Fliachenstiick ist, folgt aus einem oben gezeig-
ten Satz, dal es eine Umgebung V von y in R* mit V C V und eine Parametrisierung
v:UCRP — V' N M der Form

(@1, oy xp) = (@1, Tp) = (@1, T, f1(T1, oo, Tp)s ooy frep(T1, oo, Tp))

gibt mit einer stetig differenzierbaren Funktion f : U — R"P. Also besteht die Menge
V N M aus den Lésungen des Gleichungssystems

gl(xl,...,xn) = mp+1—f1(x1,...,xp)=0
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g’nfp(xlg-.-,xn) = Ty _fn*p(xla---,xp) :0,
und ist somit Nullstellenmenge der stetig differenzierbaren Funktion
9=(91,- s Gnp) :UXR"? 5 R" 7,

deren Ableitung an jeder Stelle den (hochstmoglichen) Rang n — p hat. Lokal ist also jede

p—dimensionale Untermannigfaltigkeit des R® Nullstellenmenge einer solchen Funktion.

Andererseits ist die Nullstellenmenge M = {z | g(x) = 0} einer beliebig vorgegebenen
stetig differenzierbaren Abbildung

g:D—R'"? (D CR"offen),

deren Ableitung iiberall den Rang n — p hat, eine p—dimensionale Untermannigfaltigkeit
des R”.

Denn seiy € M, alsoy € D und g(y) = 0. Wegen Rang (¢'(y)) = n—p sind n— p Zeilen in
der Jacobi-Matrix ¢'(y) linear unabhiingig. Nach Umnummerieren der Koordinaten kann
erreicht werden, daf§ dies die letzten n — p Spalten sind. Mit & = (y1,...,¥,) € R? und
N = (Yps1s---,Yn) € R*P gilt also

9(&mn) =0
9g(&:m)

und det (é—n) # 0, also existiert nach dem Satz iiber implizite Funktionen eine offene

Umgebung U von £ in RP und eine stetig differenzierbare Funktion f : U — R*7P mit

9(¢, f(€)) =0

fiir alle ¢ € U. Fiir jedes ¢ € U ist folglich

() = (¢, f(C) € M,

und die hierdurch definierte Funktion v : U — M ist eine einfache Parametrisierung des
p-dimensionalen Flichenstiickes V N M, wobei V = {z € R" | (21,...,2,) € U} sei. Zu
beliebigem y € M ist also eine offene Umgebung V' von y in R* gefunden, so da3 V N M
eine einfaches p-dimensionales Flichenstiick ist, also ist die Nullstellenmenge M von g

eine p—dimensionale Untermannigfaltigkeit des R".

Diese Nullstellenmengen sind selbstdurchdringungsfrei, da man zu zo € M immer eine

Umgebung in R™ finden kann, in der alle Losungen von g(z) = 0 durch = = y(u) gegeben
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sind mit einer einfachen Parameterdarstellung 7.

Definition: Seien D eine offene Teilmenge des R® und g : D — R"7? eine stetig dif-
ferenzierbare Abbildung. Fiir alle x € D habe die Jacobi-Matrix ¢'(z) den Rang n — p.
Falls die Menge

M ={zeD|g(z)=0}

nicht leer ist, wird sie als gleichungsdefinierte p-dimensionale Untermannigfaltigkeit des
R™ bezeichnet.
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II b.) Integration auf Flichenstiicken

Sei U C RP eine offene Menge und sei v : U — M eine Parameterdarstellug eines p-
dimensionalen Flichenstiickes im R". Die Bildmenge sei M = 7(U). Obwohl nicht vor-
ausgesetzt ist, dal M ein einfaches Flichenstiick ist, werde ich im folgenden doch M als
p-dimensionales Flichenstiick bezeichnen und dabei annehmen, daf§ A mit vy oder einer
dazu dquivalenten Parametrisierung parametrisiert wird.

Fiir 1 < 4,7 < p seien die stetigen Funktionen g;; : U — R definiert durch

ORN 10

u; Ou;j n
Oy o, ou. ’ %, O(u)
22 (1) 21 ()
Definition: Fiir u € U sei
guu(u) ... gip(u)
Gu) = | :
g (u) ... gpp(u)

Die durch g(u) := det(G(u)) definierte Funktion g : U — R heifit Gramsche Determinante

zur Parameterdarstellung +.

Definition: Sei f : M — R eine Funktion. f heifit integrierbar {iber dem p-dimensionalen
Flachenstiick M, falls die Funktion

u— f(y(u)vg(u)

iiber U integrierbar ist. Man definiert dann das Integral von f iiber M durch

/ f(2)dS(z) = / /(W) Vg (@) du

Nachher wird gezeigt, dafi g(u) > 0 ist und daf diese Definition sinnvoll ist, d. h. daf§
der Wert des Integrals [ f(v(u))y/g(u)du sich nicht #indert wenn die Parametrisierung
U

durch eine dquivalente ersetzt wird.
Man nennt dS(x) das p-dimensionale Flichenelement von M an der Stelle z. Symbolisch
gilt
dS(z) = Mdu, x=(u).
Zur Motivation sei U C R? und v : U — M C R?® die Parametrisierung eines zweidi-

mensionalen Flichenstiickes im R3.
h — vy(u) + 7' (u)h
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ist dann die Parameterdarstellung eines ebenen Flichenstiickes, das im Punkt v(u) tan-
gential ist an das Flichenstiick v — ~y(u). Die partiellen Ableitungen %(u) , %(u) sind
Vektoren, die im Tangentialraum von M im Punkt y(u) liegen, einem zweidimensionalen

linearen Unterraum von R?, und diesen Unterraum sogar aufspannen, weil die Matrix

7' (u) nach Voraussetzung den Rang 2 hat. %(u) , %(u) heiflen Tangentialvektoren von
M im Punkt y(u).
Die Menge
0 0
P= {ra—;(u)—Fsa—L(u) r,se€R,0<r,s< 1}

ist eine Teilmenge des Tangentialraumes, ein Parallelogramm, und /g (u) ist gleich dem

Flicheninhalt dieses Parallelogramms. Denn mit a = |§—;(u)| und b = |§—172(u)| gilt

g(u) = /det(G(u))

) ) ) 8

_ 6_171(?]’) ) 3_171(“) a_qz(u) . 3—172(”) a? ab cos
) ) ) 8
v (u) - - (u) o (u) - o (u) ab cos o b?

= Va2bh? — a2b? cos? a = abv/1 — cos?2a = absina = b- h = Fliiche von P .

Natiirlich ist die Definition des Flidchenintegrals insbesondere auch dadurch motiviert, dafl

es unabhéngig von der gewihlten Parametrisierung ist. Dies ergibt sich aus folgendem

Satz: Seien U,U C RP offene Mengen, seien v : U — M sowie 7 : U — M #Hquivalente
Parameterdarstellungen des Flichenstiickes M und sei ¢ : U — U ein Diffeomorphismus
mit ¥ = 7 o . Die Gramschen Determinanten zu den Parameterdarstellungen v und #

werden mit ¢ : U — R beziehungsweise § : U — R bezeichnet.

(i) Dann gilt



fiir alle z € U.
(ii) Ist (f o7)y/g iiber U integrierbar, dann auch (f o 4)/g iiber U und es gilt

/ F(r(@) /g (@)dz = / FE)VEG)dy -

Beweis: (i) Es gilt

"8ku aku
Zv() i (1)

9ii(u) = ou;  Ou;
i j

k=1
also ist

G(u) = [ ()] (u) -
Nach der Kettenregel und dem Determinantenmultiplikationssatz gilt also
g = detG =det([7]"7)
= det([(v 0 0)@T" (v 0 9)¢") = det (" [ 0 ¢]" [+ 0 0] ')

= (det¢") det([y o ¢]"[7' o ¢])(det ¢') = (det ¢')*(g 0 ) .

(ii) Nach dem Transformationssatz ist (f o y),/g iiber U integrierbar, genau dann wenn
(f oyo)y/gop|det | = (f o4)\/F iiber U integrierbar ist. Auflerdem ergeben Teil (i)

der Behauptung und der Transformationssatz, daf}

[ f0@Va@ds = [ 1(re o)) Valew)ldet ¢ )dy
~ [ 16wVl

u
Um zu zeigen, dafl g(u) > 0 ist, sind einige Vorbereitungen nétig:
Satz: Sei p < n und seien A, B zwei (n x p)-Matrizen reeller Zahlen. Fiir
1< iy, ig, ... 0p<m
bezeichne A;, ;, die quadratische Matrix, die aus den Zeilen iy,...,14, der Matrix A be-

steht. Entsprechend sei B;, . ;, definiert. Dann gilt

det(ATB) = ) det(Ay.,) det(B, .s,) - (%)

11 <...<ip
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(Fiir p = n besteht die Summe nur aus einem Summanden. Dann ist die Formel gerade

der Determinantenmultiplikationssatz.)

Beweis: 1.) Zunéchst zeige ich, dafi die Formel giiltig ist, wenn A eine beliebige Matrix

und B eine Matrix der Form

B:(ejl""ejp) ) 1§jlgna
ist mit Spaltenvektoren e; € R" der Form
(0
e, =11 +— 1 — te Stelle.

Lo

Zum Beweis priift man sofort nach, daf§ die linke Seite von (x) fiir eine solche Matrix B

die Form

det(ATB) = det(Ajl___jp)T = det(Ajl___jp)
annimmt. Sind nicht alle ji,...,j, paarweise verschieden, dann ist diese Determinante
Null.

Um die rechte Seite von (*) umzuformen beachtet man, daf8 die Matrix Bj, ;, aus allen
von Null verschiedenen Zeilen der Matrix B besteht. Ein Summand auf der rechten Seite
von (k) ist also hochstens dann von Null verschieden, wenn {i1, ..., i} = {j1,...,Jjp} gilt.
Sind alle ji, ..., j, paarweise verschieden, dann gibt es genau ein solches p-Tupel, fiir das
aulerdem 4; < ... < i, gilt. Sind nicht alle ji, ..., j, paarweise verschieden, dann gibt es
kein solches p-Tupel, das beide Bedingungen erfiillt, und alle Summanden auf der rechten
Seite von () verschwinden. In diesem Fall ist also (x) erfiillt. Im anderen Fall erhdlt man
fiir den einzigen moglicherweise von Null verschiedenen Summanden auf der rechten Seite

von (x) durch gleichzeitiges Vertauschen der Zeilen
det(A;,..q,) det(Bi,..i,) = det(A;,.;,) det(By, . ;,) = det(4;,..;5,)
= 1. Also ist () auch in diesem Fall erfiillt.

wegen le___jp

2.) Nun wird gezeigt, dafl wenn die Formel fiir die Matrix

B=(bi,...,b,), b €R"
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gilt, dann auch fiir
= (bl,...,Abi,...,bp)’ )\ER

Denn

det(ATB') = Mdet(ATB) =X ) det(4;,.;,)det(B;, ;)

i1<...<’ip

= ) det(A;,.;,)det(B], ;).

11 <. <lp

3.) Gilt die Formel fiir die Matrizen

B'=(by,...,b,...,b,) und B"=(by,...,b",....b,),

» Y

dann auch fiir die Matrix
B = (bl,...,b;--i—b;’,...,bp),

wegen
det(A"B) = det(A"B') + det(A"B")

= ) det(A;.,)det(B] )+ Y det(A;.;,)det(B] )

i1<...<ip 11<...<lp
= Z det(Ail___Z-p) det(Bil...ip) .
11<...<ip

4.) Aus den Matrizen B mit der in 1.) angegebenen Form kénnen mit den in 2.) und 3.)

angegebenen Umformungen alle Matrizen aufgebaut werden. Zum Beispiel ergibt sich

a; 1 ... 1 ap 1 ... 1 01 ... 1 0 1 ... 1
ao 0 [¢5) 0
aus ) 3. )
0 0 0 0
O 0 0 Oy
|

Folgerung 1: Sei A eine n X p-Matrix mit p < n. Dann gilt
det(ATA) = ) (detA;, ).

71 <...<Zp

Hieraus sieht man, daf§ die Gramsche Determinante g(u) folgendermafien aus der Jacobi-

Matrix +'(u) berechnet werden kann:
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Folgerung 2: Sei p < n, sei U C RP eine offene Menge und sei v: U — M C R" eine
Parameterdarstellung des Flidchenstiickes /. Dann gilt fiir die Gramsche Determinante

zur Parameterdarstellung ~y

w= ¥ (G )

1< <l ’ up)
it
h B (u) ... G (w)
o © o
8(%'17 :%p) — “ up
a(ula 7up)

D (u) ... iz ()
Beweis: Wegen

ergibt Folgerung 1

g(u) = det G(u) = det([y (W)]"'(w) = 3 GMW) |

11 <..<1p ’ p)

Lemma: Fiir alle u € U gilt g(u) > 0.

Beweis: vy ist die Parameterdarstellung eines Flichenstiickes und daher hat +'(u) den

Rang p fiir alle u € U, also gibt es 7y < ... < iy, so dafl in der p X p—Matrix
a(/yin s ”Yip)
8(u1, ceey up)

alle Zeilen linear unabhéngig sind, also ist die Determinante dieser Matrix von Null ver-

schieden. Wegen Folgerung 2 ist somit g(u) > 0. n

Flichenintegrale und Transformationssatz: Zur weiteren Motivation der Definition
des Fldchenintegrals zeige ich, dafl man unter speziellen Voraussetzungen auch die im
vorigen Abschnitt bewiesene Transformationsformel zuriick erhilt: Sei p < n, sei U C RP
eine offene Menge und sei v : U — M C R” eine Parametrisierung des p-dimensionalen

Flachenstiickes M. Es wird angenommen, daf

Mg{xz(:r;l,...,xn) xp_|_1:...=$n=0}

40



gilt. M ist also “flach” und liegt in einem p-dimensionalen Unterraum von R™. Durch die
Projektionsabbildung P : R" — RP,

P(z1,...,25) = (21,...,2p)

wird M mit einer Teilmenge V' = P(M) € RP identifiziert. Dann ist Po~y : U — V stetig
differenzierbar und nach dem Satz iiber die inverse Funktion sogar ein Diffeomorphismus.

Wegen P(v(y)) = (71(y), . -, ¥p(y)) folgt dann aus der Transformationsformel

/ i / F(P o y(u)) | det(P o) (u)| du,

mit o( )
Y- Yp
det(P o) (u) = det —~——2~
(Poy)(u) o(us, .-, uy)
Wegen
(G - )
Oour 7 Oup
o o
! _ ou; """ Ou
7 (u) = ’
( 0o ... 0
\ 0o ... 0 )

resultiert aus Folgerung 2, daf}

Vo) = |det G220,

ey Up)

also liefert die Definition des Fliachenintegrals

/ f(2)dS(z) = / £ (7)) /g (u)

_ /f )] det EV;:“’%)W —/f(m)da;.

ey Up)
v

IT c.) Integration auf Untermannigfaltigkeiten

Nun soll die Definition des Integrals von Flichenstiicken auf Untermannigfaltigkeiten ver-
allgemeinert werden. Ich beschrianke mich dabei auf p-dimensionale Untermannigfaltigkei-

ten M des R", die durch endlich viele Karten iiberdeckt werden kénnen. Genauer nehme
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ich an, daf8 es endlich viele Karten «; : V; C M — U; gebe mit M = J Vj. Nach Defini-
j=1
tion von Karten sind dabei U; C RP offene Mengen und gibt es offene Mengen 7; C R"

mit V; = T; N M. Die Umkehrabbildungen v; = Iij_l : U; — Vj; sind einfache Parametri-

sierungen.

Definition: Unter einer der Uberdeckung {V]}Flm von M untergeordneten Partition
der Eins aus lokal integrierbaren Funktionen versteht man m Funktionen
aj=M-—=R , j=1,....m
mit
1.)0<o; <1 , ajmy =0

2.) Y aj(x)=1 firalleze M
j=1

3.) Die Funktion o o 7; : U; — R ist lokal integrierbar, d. h. fiir alle R > 0 existiere
das Integral

| et
U;n{|ul<R}
Beispiel: Sei W; :=V;\ (J Vi) und sei

1<j

() 1 ,CUEW]'
a;\T) =
! 0, ze€M\W,

Es gilt W; C Vj, die W, sind paarweise disjunkt, und |J W; = M. Denn fiir z € M gibt
i=1
es ein kleinstes j mit z € V}, also ist x € W;. Somit sind die Bedingungen 1.) und 2.)

erfiillt.

Um zu zeigen, dafl o; o y; lokal integrierbar ist, sei
Br={ueR| |ul < R}

eine offene Kugel im RP. Nach Voraussetzung gibt es offene Mengen T; von R* mit V; =
T; N M. Es gilt dann

v W) =7 VAUV =2 N U ) = U N Uy (@)
i<j i<j ~ i~
offen offen

42



Also ist v, ' (W;) N Bg = U; \ U; mit den offenen und beschriinkten Mengen U; = U; N By

und U; = [U fy]_l(TZ)] N Bg. Es seien x; und x; die charakteristischen Funktionen von
i<j

Uj und Uj. Weil jede offene und beschrinkte Menge Vereinigung von abzihlbar vielen

kompakten Quadern ist, (sieche Kapitel 1¢), sind die charakteristischen Funktionen solcher

Mengen integrierbar, also folgt

/ 0; 03 (u)du = / oy (W)l = / du:/f((u)—i(u)du<oo.

U;NBgr U;NBgr ,7],—1(Wj)nBR RP

Die Eigenschaft 3 ist also erfiillt. Somit ist {;}]", eine der Uberdeckung {Vi}iL, von M

untergeordnete Partition der Eins.

Definition: Es sei M eine p-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R", zu der eine
endliche Uberdeckung {Vj}]_, existiere mit einfachen Parametrisierungen v; : U; — V.
Eine Funktion f : M — R heifit integrierbar iiber M, falls fjy; fiir alle j integrierbar ist.
Man setzt dann .

/ f(@)dSz) =3 / oy(2) f(2)dS ()

M =y,

mit einer der Uberdeckung {V]};n:1 von M untergeordneten Partition der Eins {aj};”:r

Man beachte, dafl wegen der vorausgesetzten Eigenschaften von a; die Funktion () f ()
iiber V; integrierbar ist. Denn nach Voraussetzung ist (f0+;),/g; iiber U; integrierbar mit
der Gramschen Determinanten g; zur Parametrisierung v;. Wegen 0 < oj(x) < 1 ist also
auch (a; o v;)(f ©;),/9; liber U; integrierbar als Produkt einer integrierbaren und einer

beschrénkten, lokal integrierbaren Funktion.

Es muf} noch gezeigt werden, dafl die Definition des Integrals unabhéngig von der Wahl
der Uberdeckung von M durch Karten und von der Wahl der Partition der Eins ist:

Satz: Sei M eine p-dimensionale Untermannigfaltigkeit im R™ und seien

’)/kIUk—)V;C, kzl,...,m
’N)/jiﬁj—)‘%, j=1,...,1

m I
einfache Parametrisierungen mit |J Vi, = |J V; = M. Das Funktionensystem {ay},-, sei
k=1 j=1
.. .. ~ !
eine der Uberdeckung {Vj};", und das System {ﬁj};zl eine der Uberdeckung {V]}

=1

43



untergeordnete Zerlegung der Eins. Dann gilt

Beweis: Zunichst zeige ich, daf 8oy f sowohl iiber Vj als auch iiber V; integrierbar ist
mit

/ 8;(z) o (x) f(£)dS(z) = / 8;(x) o () f (2)dS(z) .

Um dies einzusehen, sei
Nach einem in Kapitel Ila bewiesenen Ergebnis sind dann v : Uy; — Djj und 7; : ﬁkj —

Djj, dquivalente Parametrisierungen mit
Ui = 7 (Dji) s Ugj = 7; 1 (Dj) -

Seien g beziehungsweise g; die Gramschen Determinanten zu -y, und ;. Wenn die Funk-
tion [(owf) o Vk]\/gk iiber Uy integrierbar ist, dann ist diese Funktion auch iiber Uy;
integrierbar, weil Uy; eine offene Teilmenge von Uy ist. Nach dem im letzten Abschnitt
bewiesenen Satz ist dann [(ayf) o f”yj]\/@- iiber Ujk integrierbar. Nach Voraussetzung ist
B, 07; iiber U; lokal integrierbar, also ist diese Funktion auch iiber Uj;, lokal integrierbar,

weil 0jk eine offene Teilmenge von Uj ist. Wegen 0 < ;0 ; < 1 folgt, dafl das Produkt

[(Bjawf) o 7i1/Tj = (Bj o ) [(cwf) © 7i1/5;

iiber f]jk integrierbar ist, und wegen der Aquivalenz der Parametrisierungen ~y;, Ukj —

Djy, vj : Uj, — Djy, ergibt sich
[ (Gans) 0 5)VGsdu = [ 110 o v
Uji, Ukj

Da (Bjou)(z) = 0 fiir alle z € M \ Dy, ist [(B;cuf) 0 ;] (u) = 0 fiir alle u € U; \ Uy, und
[(Bjarf) o vk](u) = 0 fiir alle u € Uy \ Uy;, also konnen in der obenstehenden Formel die

Integrationsbereiche jeweils ausgedehnt werden ohne Anderung der Integrale. Es folgt

[1Gian) 031 VGdu = [1(B10) o wlvd.

U; Uy,
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Weil 7; : U; — V; und 7 : Uy — Vi, Parametrisierungen sind, bedeutet dies

/ (auf)ds(@) = [ (Bion)dS ().

v Vi

Es folgt wegen Z Bi(z) =1und > ag(z) =1, daB

> [a@f@as@ =Y [ Y s@en@s)dse

IT d.) Kurvenintegrale, Bogenlinge, Oberfliche

Seip=1und I = (a,b) C Rein Intervall. v : I — ' = y(I) C R" sei die Parametrisierung

einer Kurve im R". Die Gramsche Determinante nimmt in diesem Fall die spezielle Form

o) =+/1) /(1) = (D

i=1

=y®))

an, und fiir eine Funktion f : ' — R liefert die Definition des , Flidchenintegrals“

/f Jds(z /f (t)/dt .

Dieses Integral heifit Kurvenintegral. Das Integral

/w=jwww

bezeichnet man als Linge der Kurve I'. Oft es ist praktisch, anstelle des Parameters ¢
b

einen neuen Parameter, den Bogenlingenparameter einzufiihren. Sei ¢ = [ |7/(¢)|dt und

sei die Abbildung

¢ :la,b] — [0,/
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definiert durch .
o) = [ ar.

7 ist stetig differenzierbar und fiir alle 7 € I hat 7/(7) den Rang 1, weil -y eine Parametri-
sierung ist. Also ist 7'(7) # 0 fiir alle 7. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung ist folglich ¢ eine stetig differenzierbare Abbildung mit ¢'(7) = |/(7)| > 0,

also ist ¢ ein Diffeomorphismus und
a=yo¢p ':[0,] 5T CR"

eine zu 7y dquivalente Parametrisierung der Kurve I'. Diese Parametrisierung heifit Para-

metrisierung nach der Bogenlénge. Es gilt

o' (0)] = (¢ (o))le (o)

11 1 — (oo 1 _
also ist , ,
[ t@is@) = [ fato))a'@)ldo = [ flat)io
Beispiele:

1.) Sei v : [0,1] — R? definiert durch

(t) . cos 27t
7 sin 27t .

vy ist eine Parametrisierung des Einheitskreises E. Fiir die Lénge des Einheitskreises ergibt

Mm=/w=jwww

1
= / \/(—27r sin 27t)? + (2 cos 2wt)%dt = /27rdt =or.
0 0

sich

cos o
Die Parametrisierung nach der Bogenlénge ist gegeben durch a(o) = ( _ )
SIn o

2.) Sei f : [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion. Dann ist v : [a, b] — R?,



ein (stetig differenzierbarer) Weg I' in R?, der Graph von f. Fiir die Liinge dieses Weges
gilt

umz/@zjwwwszETBM.

t
Speziell sei [a,b] = [-1,1] und f(¢) := /1 —¢2. Dann ist t — 7(¢) := ( - t2> eine

Parametrisierung der oberen Hilfte des Einheitskreises, und es gilt natiirlich

L(P):/ds = /1\/1+(2\/12t_t2)2dt=/1,/1+1752ﬁdt

r

s
2

1
1 COST
= \/—dt: ——dr =7,
_/1 11— \/l—sin27'

mit der Substitution ¢ = sin 7.

[MIE]

Allgemein definiert man:
Definition: Sei M C R” eine p-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Eine Teilmenge
A C M heift integrierbare Teilmenge von M, falls die charakteristische Funktion x4 iiber
M integrierbar ist.
Vol, (4) = / a(@)dS(z)
M
heifit p-dimensionales Volumen oder p-dimensionaler Flicheninhalt von A.

Beispiele:
1.) Es soll die Oberfliche der Einheitssphire

Sy:={zeR||z] =1}
im R® berechnet werden. Eine Parametrisierung
v :(0,7m) % (0,27) — S
ist gegeben durch
(9, ¢) = v(9, @) = (cos g sin, sin p sin 9, cos )

Die Gramsche Determinante von Sy beziiglich dieser Parametrisierung ergibt sich folgen-

dermaflen: Es ist
3

oy 0 i
) = 55 55= (55)

1=
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g12(9, @)

921(Y, @)

922(9, @)

Also ist

= (cosgpcos?)? + (sin pcos)? + (sin¥)® = 1

i=1
= —cospcosVsin psin g + sin @ cos v cos psin = 0

= g12(¥,9) =0
3

= Z(g?;)? = (sin psin1)? + (cos ¢ sin¥)? = sin® 4 .
i=1

1 0

9(9, @) = det(g;) = 2.9

) =sin’9.
0 sin

Folglich gilt fiir die Oberfliche der Einheitskugel

VOIQ(SQ)

= / dS(z) = 7 j V99, p)dddy

2

2r
= //sinﬁdﬁdgpz—/cosﬁ|§dcp=2-27r=47r.
0 0

0

2.)Sei f: U — R, U CR", eine stetig differenzierbare Funktion. Dann ist die durch

U

definierte Funktion v : U — R™*! eine Parametrisierung des Graphen I" von f. Es gilt

1 0

v (u) = ' :
0 1

of of
Ouyr "7 Ouy

also ergibt die Folgerung 2 aus Kapitel II b, daf3

gilt. Somit folgt

ou) =1+ Y (5 ()? = 1+ [grad F(u)

Vol,,(T") = /dS(x) = / V1 + |grad f(u)2du .

T
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3 III.) Gauf3scher und Stokescher Integralsatz,

Greensche Formeln

ITT a.) Normalenvektoren

Sei U C R" eine offene Menge und 9 : U — R eine stetig differenzierbare Abbildung mit
grad ¢(x) # 0 fiir alle x € U. Die Menge

M={zeU | la) =0}

sei nicht leer. Wegen Rang (grad ¢)(z)) = 1 fiir alle z € U ist M eine gleichungsdefinierte

(n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R".

Definition: Fiir a € M sei 4
) EE ()
|grad ¢(a))|
Man nennt v(a) Einheitsnormalenvektor an M im Punkt a.

Dieser Name riihrt daher, da8 der Vektor v(a) senkrecht steht auf allen Vektoren, die im

Punkt a tangential sind an M. Dies ergibt sich aus folgendem

Lemma: Es gilt

1) ()] = 1

2.) v(a) steht senkrecht auf allen Tangentialvektoren an M im Punkt a.
3.) Es gibt eine Zahl § > 0 mit

<0 fir -0<t<0
¥(a+v(a)t)
>0 fir 0<t<$d
Beweis: 1.) ist klar.
2.) Die Tangentialvektoren im Punkt a sind Elemente des Tangentialraumes T,(M) an
M im Punkt a, eines (n — 1)-dimensionalen linearen Unterraumes von R". Mit einer

Parametrisierung v : V' — M von M in einer Umgebung von a = y(v) gilt
T,(M) =~'(v)R".

Hierbei ist V eine offene Menge in R*~!.
Sei also 7 ein beliebiger Tangentialvektor. Dann existiert 4 € R*~! mit 7 = +/(v)h, folglich
gilt

1 !
via)- T = Terad o(a)] grad ¢ (a) - ¥ (v)h
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1 ! !
— g e W
1 , _
= Teadp@ Y 0R=0,
wegen (¢ ov)(y) = 0 fiir alle y € V, also (¢ o)’ (v) = 0.

3.) Fiir die reelle Funktion ¢t — ¥ (a + v(a)t) gilt ¢¥(a) = 0 und
d
¥ a+v(a)t)u=o = grady(a) - v(a) = |grad ¢ (a)| > 0,
woraus die Behauptung folgt. [ ]

Definition: Sei A C R” eine kompakte Menge. Man sagt, A habe glatten Rand, wenn
es zu jedem a € 0A = AN (R*\ A) eine offene Umgebung U C R" und eine stetig
differenzierbare Funktion 7 : U — R gibt mit folgenden Eigenschaften

1.) ANU ={z e U |9y(z) <0}
2.) grady(z) #0 firalle z€U.
V()
OA

Aus dieser Definition folgt, dafl der Teil des Randes von A, der innerhalb von U liegt,
mit der gleichungsdefinierten Untermannigfaltigkeit {x € U | ¢ (z) = 0} iibereinstimmt.
Denn nach Behauptung 3 des vorangehenden Lemmas gibt es zu jedem a aus dieser
Untermannigfaltigkeit eine Zahl § > 0 mit ¢(a + v(a)t) > 0 fiir 0 < ¢ < § und ¥(a +
v(a)t) <0 fiir -9 <t <0, also

A , —0<t<0
a+v(a)t €
R*"\A , 0<t<9d.

Hieraus folgt
OANU ={z €U | ¥(z)=0} .
Nach Kapitel IT a bedeutet dies, daf fiir eine kompakte Menge A mit glattem Rand der

gesamte Rand 0A eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R" ist.
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Definition (AuBlere Einheitsnormale): Sei a € A. Der Vektor
grad (a)
v(a) = ——
@ = lerad (o)

heifit duflerer Einheitsnormalenvektor an den Rand dA im Punkt a.

Bemerkung: Der Vektor v(a) ist eindeutig bestimmt durch die ersten beiden Bedin-
gugnen des vorangehenden Lemmas und durch die Forderung, daB er in das Aufiere der

Menge A zeigen soll.
III b.) Der Gaufische Integralsatz

Zur Formulierung des Gauflschen Satzes ist eine weitere Definition notwendig:
Definition (Divergenz): Sei U C R" eine offene Menge und f : U — R" sei differen-
zierbar. Dann ist die Funktion div f : U — R definiert durch

"9
div f(z) := Z . filz).

Man nennt div f die Divergenz von f.

Satz (Gauflscher Integralsatz): Sei A C R" eine kompakte Menge mit glattem Rand,
U C R” sei eine offene Menge mit A C U und f : U — R” sei stetig differenzierbar. Dann
gilt

/ W) - f(2)dS (z) = / div f(z)dz .

0A A

Fiir n = 1 lautet der Satz: Seien a,b € R, a < b. Dann ist

b

£0) @) = [ 5 f(w)da

a

und man sieht, dafl der Gauflsche Satz die Verallgemeinerung des Hauptsatzes der

Differential- und Integralrechnung auf den R" ist.

Der Beweis dieses Satzes wird in vier Lemmata zerlegt, aus denen er sich als einfache
Folgerung ergibt:

Lemma: Sei U C R" eine offene Menge und

f€Cy(UR) =Co(U,R) NC'U,R) .
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Dann gilt

0
/axiﬂx)dx 0, i=1,....n
U

Aus diesem Lemma folgt, dafl der Gaufische Satz fiir Funktionen gilt, die am Rande Null

sind:

Folgerung: Sei f € C;(U,R"). Dann gilt

/div f(z)dz=0.

U

Beweis des Lemmas: Wéihle einen Wiirfel
Wo={z eR"| |zl < a}
mit supp f QVf/a und definiere F' : W, — R durch

Flz) = fx) , zeW.NU
“lo , zeW,\U.

Dann ist F' € C’&(Vf/a,R). Aus dem Satz von Fubini und aus dem Hauptsatz der

Differential- und Integralrechnung folgt mit = = (2', z;, 2") € R"

0 0
/axif(x)da: = /axiF(x)dx
U Wa

[0
— / / / 3 F(2', 2, 2")dx;dz" dx’
Ti
l|2"]|oo <a[l2"[|cc <a —a
= / / [F(2',a,2") — F(2', —a,2")]dx"dz' = 0.
l|2'||oo <a[l2"]|cc <a

Im n#chsten Lemma wird der Gaufische Satz fiir Funktionen bewiesen, deren Triger in
einer hinreichend kleinen Umgebung eines Randpunktes a € 0A liegt. In Kapitel II a
wurde gezeigt, daf die (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit A in einer geniigend
kleinen Umgebung als Graph einer Funktion g dargestellt werden kann. Genauer wurde
gezeigt, dafl nach eventueller Umnummerierung der Koordinaten eine offene Menge U’ C
R"~!, ein Intervall I = (o, 8) und eine stetig differenzierbare Funktion g : U’ — I C R
existiert, so dafl eine Parameterdarstellung v : U' — V C 0A gegeben ist durch

v(2') = (', g(2"))
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fiir alle 2" € U'. Fiir die stetig differenzierbare Funktion x — ¢ (z) = z, — g(2') gilt dann
V={zeUxI|¢x)=0}.
Wihlt man U’ und I hinreichend klein, dann gilt fir A* = AN (U’ x I), dal
A ={(d" x,) €U x I | 2z, < g(x)} .

Mit der Funktion 1 gilt fiir den d&ufleren Normalen-Einheitsvektor an 0A im Punkt x € V'

grad ¢(z) 1 (—gratj g(x')) _

v(z) =

~ lgradv(2)] /T + |gradg(@)?

Lemma: Fiir alle f € C}(U’ x I) und fiir alle i = 1,...,n gilt

/agg(cf)dx:/f(m)%(ir)db’(x).

A*

Folgerung: Fiir alle f € C} (U’ x I) gilt

/ div f(z)dzx = /V(x) - f(x)dS(z) .

A* 14

Beweis des Lemmas: Am Ende von Kapitel II b wurde gezeigt, dal die Gramsche Deter-
minante zur Parameterdarstellung =’ — (2/, g(z')) gegeben ist durch

g(z') =1+ |grad g(z")|?.
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Auflerdem gilt fiir 1 <i<n-—-1

(@) /1 grad g (@) = gl

und

va(2)V/1+ [grad g(2/)]? = 1.

Es sei nun zunichst 1 < i < n — 1. Die Funktion F : U’ x I — R sei definiert durch

F(a',2) := /f(x',xn)dxn.

Es gilt .
Z—Z(x',z) = f(2',2) S—Z(x',z) = / g—i(x',xn)dxn.
Daraus folgt mit der Kettenregel )
o 'f 9
9, /f(x',xn)dxnza—%F(x',g(x’))
"or o 9()
~ [ L dn + st )G

o

g9(z")
Da die Funktion 2’ — [ f(2',,)dx, kompakten Triger in U’ hat, gilt nach dem oben

bewiesenen Lemma

g(z")
0 ' r
/8:5‘1(/ f(2', z,)dxy,)dz’ = 0.
v’ e

Diese Formeln implizieren zusammen mit dem Satz von Fubini und der Definition des

Flachenintegrals
0/ (z) " os
9L e = ' '
/ oz, dx /(/ axi(:ﬂ,xn)dmn)dz
A* U«
5 g(z") 9g(z')
_ ! r 1 ny 99\ /
— [ ot [ 16 e — [ 59w ds
v’ o U’

= /f(x)z/i(:v)\/l—i- lgrad g(2)|2dz’ = /f(ac)ui(x)dS(x).
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Sei nun ¢ = n. Fir jedes 2’ € U hat die Funktion z, — f(2', z,,) kompakten Tréiger in
I = (o, B), also folgt

9(z’)
of ! _ ! /
| @z = 10 g(a)
somit
o7 g(z") of
axn(:c)dac = /( 3—%( , T )dzy,)dx =/f(x,g(x))dx
A U a g

= /f(x)l/n(x)\/l—i- lgrad g(2')|?dz’ = /f(x)l/n(x)dS(x).

Sei K C R" eine kompakte Menge und seien Uy,...,U; C R" offene Mengen mit K C

k ..

U U;. In den nédchsten beiden Lemmata konstruiere ich eine der Uberdeckung {Uj}§:1
=1

von K untergeordnete Zerlegung der Eins aus beliebig oft differenzierbaren Funktionen:

Lemma: Es gibt kompakte Mengen K; C U; mit

k
Kc|JK;.
j=1

Beweis: Ich konstruiere offene Mengen U] mit K := ﬁj C U, und mit
k
Kcl|Ju;.

=1

k
Sei L = KN(R™\ U Uj). Die Menge L ist kompakt als Durchschnitt einer kompakten und
=2

einer abgeschlossenen Menge, und es gilt L C U;. Also gibt es ¢ > 0 mit dist (z, R*"\U;) > ¢
fiir alle z € L. Setze
U, := {x e R"|dist (z,L) < g} :

Dann ist U] offen und es gilt U’y C U, sowie
k
Kn®\|[JU)=LcCUy,
Jj=2

k ,
also K C Uj U |J U;. Folglich ist {U{,Us, ..., U} eine neue offene Uberdeckung von K.
7j=2

Mit dieser neuen offenen Uberdeckung konstruiere man U}, aus U, wie eben und fahre fort.
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Dies beweist das Lemma. n

k
Lemma: Sei K C R kompakt und seien Uy, ..., U, C R" offene Mengen mit K C |J U;.
7j=1
Dann gibt es Funktionen a; € C§°(U;) mit

aj(z) >0, Zaj(x) <1

=1
und mit

k
Zaj(x) =1 fir z€K.
7j=1
{o };?:1 ist also eine der Uberdeckung {U; }521 von K untergeordnete Zerlegung der Eins.

Beweis: Wahle kompakte Mengen K; C U; mit K C

k
1=

K;. Es gibt dann fiir alle
1

j=1,...,k eine Zahl £; > 0 mit
dist (I,Rn \ U]) > Ej
fir alle x € K;. Mit € = min(ey, ..., ;) setze man

K= {xeKj | dist (z, k) < g} .

Sei j € C§°(R™) eine Funktion mit j(z) > 0, mit suppj C {|z| < £} und mit [ j(z)dz =
]Rn
1. Hiermit definiere man fiir alle x € R”
wi(o) = [ o~ yhagw)dy.
Rn

Dann ist ¢; € C§°(U;). Auerdem gilt 0 < ¢;(x) < 1 und fiir z € K sogar

uita) = [ 3o =gy = [ —)ay=1.

Rn Rn
Setze a; = ¥ und

aj =YL= ¢1)... (1= ¢;1)
fir j =2,...,k. Es gilt dann o; € C§°(U;), a; > 0 und

k

Soaj = (=) + (I =) (1= )

: = 1-(1=)d =) +...+ (I =th1)... (1 —thp)
= 1-(1—=9)AQ —tha)...(1— ).
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Hieraus folgt die Behauptung des Satzes. |

Beweis des Gaufischen Integralsatzes: Weil A eine kompakte Menge mit glattem
Rand ist, kann eine offene Uberdeckung {Uy, ..., U} von A gefunden werden mit folgender
Eigenschaft:

1.) Entweder ist U; C A\ 0A4,

oder

2.) Nach eventueller Umnumerierung der Koordinaten hat U; die Gestalt
Ui:UI X (OZ,,B),

mit einer geeigneten offenen Menge U’ C R*~! und einem geeigneten Intervall I = («, 3),

und es gibt eine stetig differenzierbare Funktion g : U" — (a, §) mit

UnNA={(z' z,) e U x (a,8) | z < g(z")} .

Natiirlich hingen U’, o, 3,9 von 7 ab. Nach dem vorangehenden Lemma kann man eine
der Uberdeckung {Uy, ..., U;} von A untergeordnete Zerlegung der Eins {1, ..., oy} mit
a; € C§°(U;) wéhlen. Es gilt dann

div f(z)de = [ div[> (@) f(2)]dz =) [ div]os(2)f(z)] do
/ f >/

‘A ‘A =1 =1 ‘A

und

[ s -y [ @)@ r@las).

dA =154
Also geniigt es, den Gaufischen Satz fiir jede der Funktionen «;f zu beweisen. Wegen

supp o f C U
ergibt sich der Satz fiir jede dieser Funktionen aus den ersten beiden Lemmata. ]
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Anwendungsbeispiel: Ein Kérper A befinde sich in einer Fliissigkeit mit dem spezifi-
schen Gewicht ¢, deren Oberfliche mit der Ebene x3 = 0 zusammenfalle. Der Druck im
Punkt z = (21,29, 73) € R® ist dann

—CZI3 .

Ist x € 0A, dann erzeugt dieser Druck in diesem Punkt die Kraft
—cr3(—v(z)) = crav(x)

pro Flicheneinheit. v(z) ist die #uflere Normale an 0A im Punkt z. Fiir die gesamte

Oberflachenkraft erhilt man dann

K
K=| K, | = /cxgy(a:)dS(x).
K oA

Durch komponentenweise Anwendung des Gaufischen Satzes erhilt man

Ky = [ cxsvi(x)dS(z) = fca%lxgd:v =0
A

a4

Ky = [ cxan(2)dS(z) = [czzzsdz =0
aA A

Ks = [ cxzvs(z)dS(z) = fca%sxgd:v =c [dz = cVol (A) .
aA A A

K ist also in Richtung der positiven z3-Achse gerichtet, also erfahrt A einen Auftrieb. Die
Grofle der Auftriebskraft ist

cVol (A) = Gewicht der verdriingten Fliissigkeit .
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ITI c.) Greensche Formeln

Es sei U C R” eine offene Menge, A C U sei eine kompakte Menge mit glattem Rand,

und fiir z € 0A sei v(z) die duflere Einheitsnormale an 0A im Punkt z.

Definition: Die Funktion f : U — R sei stetig differenzierbar. Dann definiert man die
Normalableitung von f auf 0A durch

(@) = @) = vl0) - grad f(o Z e

(Die Normalableitung von f ist die Richtungsableitung von f in Richtung von v.)

Ist f:U — R zweimal differenzierbar, dann definiert man die Funktion

Af:U—=R
durch
52
Af(z) == 2f( z) .

A heifit Laplace-Operator.

Satz: Seien f,g € C*(U,R). Dann gilt

1. Erste Greensche Formel:

[1@wis@) = [lsrad f(o) - gradg(a) + 1) Ag(a)da
0A A
~ [(97 Vo + f89)da

mit Vf = grad f.

2. Zweite Greensche Formel:

JU@ 3@ - o) F@ds(z) -

0A |

= /[f(x)Ag(x) — g(z)Af(x)|da = /(ng — gAf)dx

A

Beweis: Zum Beweis der ersten Greenschen Formel wende den Gaufischen Integralsatz

auf die stetig differenzierbare Funktion
fgradg: U - R
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an. Es folgt
[ 1@ @as@) = [ vie)- (feradg)@)as(
0A

0A

= /div (fgrad g)(z)dx = /(gradf -grad g + fAg)dz .

A A
Fiir den Beweis der zweiten Greenschen Formel beniitzt man die erste Greensche Formel:

Danach gilt:
JU@3L@ - @ 3L wiasa)

==/ka-Vg+fﬁﬂﬁm-/kvf'V9+9AfM$

A A

= [(t29 - 9pis.

A

IIT d.) Der Stokesche Integralsatz

Sei U C R? eine offene Menge und sei A C U eine kompakte Menge mit glattem Rand.

Dann ist der Rand 0A eine stetig differenzierbare Kurve.

Sei g : U — R? stetig differenzierbar. Der Gaufische Satz lautet nun

/ (%@-) 4 %@)) dz = [(1(2)91(0) + va(o)gn(2)ds(a)

axl 8$2
0A

mit dem dufleren Normalenvektor v(z) = (v1(x),v2(x)). Ist f: U — R? eine andere stetig

differenzierbare Funktion und wahlt man fiir ¢ im Gaufischen Satz die Funktion

o= ()

dann erhilt man

[(2@- @) i = [ti@h) - m@s@hs)

a$1 8x2
0A

_ /Tuyf@mq@,

0A

o= ()
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7(z) ist ein Einheitsvektor, der senkrecht auf dem Normalenvektor v(z) steht, also ist 7(x)
ein Einheitstangentenvektor an A im Punkt z € 0A, und zwar derjenige, den man aus
v(x) durch Drehung um 90° im mathematisch positiven Sinn erhilt. Fiir differenzierbares
f: U — R? definiert man die Rotation von f durch

0 0
rot f(z) := a—i:j(x) - 8—2(3:) .

Hiermit lautet die obenstehende Formel

/ rot f(z)dz = / (z) - f(z)ds(z)

A 0A

Diese Formel heifit Stokescher Satz in der Ebene. Man beachte, dafl A nicht als

zusammenhingend oder einfach zusammenhingend vorausgesetzt wurde:

Man kann die Teilmenge A C R? mit einer ebenen Untermannigfaltigkeit im R® identifi-
zieren und das Integral iiber A im Stokeschen Satz mit dem Flédchenintegral iiber diese
Untermannigfaltigkeit. Diese Interpretation legt die Vermutung nahe, dal diese Formel
verallgemeinert werden kann und der Stokesche Satz nicht nur fiir ebene Untermannigfal-
tigkeiten, sondern fiir allgemeinere 2-dimensionale Untermannigfaltigkeiten des R* gilt. In
der Tat gilt der Stokesche Satz fiir orientierbare Untermannigfaltigkeiten des R®. Bevor ich
den allgemeinen Satz formuliere, beweise ich in einem ersten Schritt den Stokeschen Satz
fiir Untermannigfaltigkeiten, die sich als Graph einer Funktion darstellen lassen. Hierzu

bengtige ich einige Vorbereitungen:

Definition: Sei U C R? eine offene Menge und f : U — R? differenzierbar. Die Funktion

ot f: U =R
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sei definiert durch

9fs _0f S

8:@ 8373 v J k
rot f(z) = Oh _9Js —|9 0 0

dzrz 0Oz Ox; Ozy O3

O 0L ) g f g

8301 83:2 ' 2 ’

Man bezeichnet rot f als Rotation der Funktion f.

Sei V C R? eine offene Menge und sei ¢ : V — R zweimal stetig differenzierbar. Dann ist
O:V — R,
x1
O(z) := T
o(z1, z2)
Parametrisierung eines zweidimensionalen Flichenstiickes M im R3. Fiir z € M sei v =
& (z) = (z1,72) und

— (o)
n(z) := ! 0 (v)
V1+lgrade()? | “az,7"

1

der nach oben weisende Einheitsnormalenvektor an M im Punkt z.

Stokescher Satz fiir das Flichenstiick M = graph (®): Sei U C R? eine offene
Menge mit M C U und sei f : U — R? eine stetig differenzierbare Funktion. Sei A C V
eine kompakte Menge mit glattem Rand. Fiir das Flichenstiick B = ®(A) C M gilt dann

/%uymquﬂmszwyﬂ@w@m

B oB
wobei 0B den Rand von B als Teilmenge von M bezeichne, also 0B = ®(0A), und wobei
7(z) = n(z) x v(z) ein Tangenteneinheitsvektor an 0B ist. v(x) € T,(M) ist die aus der
Fliche B herausweisende Einheitsnormale an 0B im Punkt z € 0B. Der Vektor v(z) ist

also ein Tangentenvektor an M im Punkt z.

Beweis: Der Beweis ergibt sich aus dem Stokeschen Satz in der Ebene. Fiir z € A sind

1 0
i@(x) = 0 ’ i@(x) = 1
8331 ago 8332 agp

(z)

0z
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Tangentenvektoren an M im Punkt ®(z). Man definiere eine stetig differenzierbare Funk-
tion g : V — R? durch
0
f(@(x)) - 5—()
9(x) = ( g1(x) ) 0z,

92() - 0

f(2(x)) -
Fiir g lautet der Stokesche Satz in der Ebene
0 0
[GE@ - 2 @)= [ 1) g(ads(a). (+)

A 0A
Hierbei ist ¢(z) € R? ein Einheitstangentenvektor an A. Den Integranden auf der linken

Seite forme man folgendermafien um:

8151 B (91‘2 - 811?1 [(f ° (I)) 811?2] 811?2 (f ° (I)) 811?1]
8% 0% 8% 00 0% 02
— o) — . = — . — ! - . _
(f ° )axl 8:52 + (f ° cp) 8:618962 (f ° cp) 8(132 axl (f o® aIgaxl
1 0 0 1
= f’ o®d 0 . 1 — f’ o®d 1 . 0
e 9% 9 e 9% 9
6371 3372 3372 8371
[ 9f of ] ([ 9f of ]
8%1 81‘3 0 8332 afE?, 1
_ 0fs 0fs O 1 0fs Ofs I 0
8951 8.1'3 8961 8(,0 8332 83?3 8372 aQO
9fs ofs . 9fs 9fs E
L 8951 8x3 . > B (9.7/'2 6333 _ !
_0h  0R0p  Of0p Ofi 0L 0o 9fs g
8:v1 8333 (91‘1 6$1 811?2 8152 (91‘3 6$2 8902 8151
ofs _ oty 5
8x3 8@ _a—w
__| o _on 2 | _ ;
=—| 33 || =2 | = V1+Igrad gl (rot f)(®(z)) - n(®(2)) -
8361 8353 8x2
o _ofs 1
33:2 8351

Also gilt fiir die linke Seite von (*) nach Definition des Flichenintegrals iiber B

n(®(z)) - (rot f)(®(x))v/1 + |grad p(z) *dz
()

[ G2 @) - 2 s
n(y) - rot f(y)ds(y) -

I
™
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Umformung des Integranden auf der rechten Seite von (x) ergibt

0d
t (f © q)) ) 3—
H(z) - g(z) = ( ) - 50
ta (fod)- 92s
= (o®) [y @)+ (g @) = (0 @) @',

®'(z)t = £ ®(x) ist die Richtungsableitung von ® in Richtung des Tangentenvektors ¢(z)
an 0A, also ist ®'(z)t(z) ein Tangentenvektor an 0B im Punkt ®(z) € dB. Sei

W @)i)
@) = S )@

Es gilt dann

- / f@) - TW)ds(y) |

nach Definition eines Kurvenintegrales. Der Stokesche Satz folgt aus dieser Formel und
aus den Gleichungen (%) und (xx). Der Beweis, dal 7(z) die im Satz angegebene Orien-

tierung hat, wird dem Leser iiberlassen. ]

Der allgemeine Satz von Stokes gilt fiir orientierbare Untermannigfaltigkeiten. Diese sind

folgendermaflen definiert:

Definition: Sei M C R?® eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Unter einem Ein-

heitsnormalenfeld n von M versteht man eine stetige Abbildung
n:M—R

mit der Eigenschaft, daf fiir jedes a € M der Vektor n(a) ein Einheitsnormalenvektor von
M in q ist.

Definition: Eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit A des R® heifit orientierbar,

wenn ein Einheitsnormalenfeld auf M existiert.

Beispiel: Die Einheitssphiire M = {z € R® | |z| = 1} ist orientierbar. Ein Einheitsnor-
malenfeld ist n(a) = &, a € M.

lal

Dagegen ist das M&biusband nicht orientierbar:
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Satz von Stokes fiir Untermannigfaltigkeiten: Sei M eine 2-dimensionale orien-
tierbare Untermannigfaltigkeit des R®, und sei n : M — R® ein Einheitsnormalenfeld.
Sei B C M eine kompakte Menge mit glattem Rand (d. h. 0B sei eine differenzierbare
Kurve.) Fiir z € 0B sei v(z) € T,M der aus B hinausweisende Einheitsnormalenvektor.

Auflerdem sei
7(z) =n(z) x v(z) x€0B.

7(x) ist ein Einheitstangentenvektor an dB. Schliefilich seien U C R* eine offene Menge

mit B C U und f: U — R? eine stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt:

/ n(z) - rot f(2)dS(z) = / (@) - f(z)ds(z) .

B 0B

Beweisidee: Essei {V;},_,  eine Uberdeckung von M durch endlich viele Karten. Man

zerlege B in Teilmengen {B;} mit

j=1,...m

B;CV;, BinB;=0,i#j, B=|JB;.

=1

<

Nach dem Vorangehenden gilt dann

/ n(z) 1ot f(@)dS(x) = 3 [ n() - rot f(2)dS(x)

da sich Kurvenintegrale iiber im Innern von B gelegene Randkurven gegenseitig auftheben.

Dies ist allerdings nur richtig, weil M orientierbar ist. ]
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Beispiel: Sei Q C R? ein Gebiet im R3. In Q existiere ein elektrisches Feld E, das vom
Ort x € €2 und der Zeit ¢ € R abhéngt. Also gilt

E: QxR R.

Ebenso sei
B:OxR—> R

die magnetische Induktion.

Sei I' C ) eine Drahtschleife. Diese Drahtschleife berande eine Flache M C Q:

'
U

In T wird durch die Anderung von B eine elektrische Spannung U induziert. Diese Span-

nung kann folgendermafien berechnet werden: Es gilt fiir alle (z,t) € Q@ x R
0
t,E(z,t) = —— B(z,1) .
r0t Bz, ) =~ B(r,1)

Dies ist eine der Maxwellschen Gleichungen. Also folgt aus dem Stokeschen Satz mit einem

Einheitsnormalenfeld n : M — R3

Ult) = / (2) - Bz, t)ds(z) = / n(z) - 1oty B(z, £)dS (z)

r M

_ / n(@)- 2 Be.nas@ = -2 / n(z) - B(x, t)dS(x).

M M
Das Integral [ n(z)- B(z,t)dS(x) heifit Flul der magnetischen Induktion durch M.
M

Somit ist U (t) gleich der negativen zeitlichen Anderung des Flusses von B durch M.
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