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1 Einfiihrung, Beispiele, Inhalt der Vorlesung

1.1 Definition elliptischer partieller Differentialgleichungen,
Randwertprobleme. In dieser Vorlesung werde ich mich mit elliptischen
partiellen Differentialgleichungen der zweiten Ordnung beschéftigen. Sei 2 C
R™ eine offene Menge. Fiir 1 < 1,5 < n seien

aij:QXRXRn—)R
und
b: O xRxR"—=R
gegebene Funktionen. Ein Ausdruck der Form
2

z”: a;j (x,u(m),Vu(:v)) 8&38;6]- u(z) + b(x,u(:z:),Vu(x)) =0 (1.1)

7,j=1

heiflt quasilineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die un-
bekannte Funktion u : @ — R. Hierbei seien = (z4,...,2,) € Q und

Vu(z) = (a% ulz),... a% u(x)) .

Jede Funktion, die die Gleichung (1.1) erfiillt, heifit Losung der partiellen
Differentialgleichung. Die Funktionen a;; und b heiflen Koeffizientenfunktio-
nen der partiellen Differentialgleichung.

Die partielle Differentialgleichung (1.1) heifit quasilinear, weil die Gleichung
in den héchsten Ableitungen, also den zweiten Ableitungen der Losung u,
linear ist, oder anders ausgedriickt, weil die Koeffizienten a;; und b nicht ex-
plizit von den hochsten Ableitungen der Losung uw abhéngen. Die partielle
Differentialgleichung heifit linear, wenn sie linear in « und in allen Ableitun-
gen von u ist, also wenn sie die Form

n 82 n a
]Zzl () g g ) + L i) g ule) +afau(e) = f) - (12)

hat mit gegebenen Koeffizientenfunktionen

aij Q= R,a;: Q—=R,a:0 =R,
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und der gegebenen “rechten Seite”
f:Q—=R.
Nattirlich ist (1.2) ein Spezialfall von (1.1). Man nennt
n 82
Lu(z) = MZZI aij (x, u(z), Vu(z:)) MU(I) + b(x, u(z), Vu(.r))

Differentialoperator. In der Regel nimmt man an, daf} fir die Koeffizienten
in diesem Differentialoperator a;; = aj; gilt. Dann ist die Koeffizientenmatrix

(i (2, u,p))

fiir alle (z,u,p) € & x R x R” symmetrisch und hat nur reelle Eigenwerte.
Sei eine Funktion v : @ — R gegeben. Der Differentialoperator L heifit
elliptisch im Punkt z € Q zur Funktion u, wenn in diesem Punkt z die
Koeffizientenmatrix (a;;(z, u(z), Vu(z))); j=1,..» positiv definit ist, das heifit

n

2,5=1

Wwertn

_Zn_:l a;j (2, u(z), Vu(z))€&; > 0

7‘7
ist fir alle £ = (&,...,6,) € R” mit £ # 0. Fir den kleinsten Eigenwert
Mz, u(z), Vu(z)) und den groBiten Eigenwert Az, u(z), Vu(z)) der Koeffizi-

entenmatrix gilt dann
0 < M, u(x), Vu(@)) |6 < 3 ay(w, u(@), Va(e))&¢;
7,j=1

< Az, u(e), Vu(z)) ¢
falls £ # 0. Der Operator L heifit elliptisch in 0, wenn

> aij(z,u,p)i&; >0
1,7=1

gilt fiir alle £ # 0 und alle (z,u,p) € @ x R x R”.

Die Differentialgleichung (1.1) kann man in der kurzen Form Lu(z) = 0
schreiben. Wenn u eine Losung dieser Differentialgleichung ist, zu der der
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Differentialoperator L elliptisch ist im Punkt z, dann sagt man, die Diffe-
rentialgleichung sei im Punkt x zur Losung u von elliptischem Typ. Der Typ
einer Differentialgleichung kann also sowohl von der Lésung u als auch vom
Ort = abhdngen. Wenn aber L ein elliptischer Differentialoperator in € ist,
dann ist die Differentialgleichung Lu = 0 in jedem Punkt z € Q und zu jeder
Losung elliptisch. Dann sagt man, die Differentialgleichung sei von ellipti-
schem Typ.

Das besondere Charakteristikum von elliptischen Differentialgleichungen
— und dies rechtfertigt die angegebene Klassifizierung — ist, dafl unter
geringfiigigen technischen Zusatzbedingungen ihre Losungen immer die
héchstmaogliche Differenzierbarkeitsordnung haben, die die Koeffizienten zu-
lassen. Damit ist folgendes gemeint: Wenn in der elliptischen Gleichung (1.2)
die Koeffizienten a;;,a;,a und f reell analytisch sind, dann ist auch jede
Losung reell analytisch. Ebenso folgt, dafl wenn f und alle Koeffizienten in
(1.2) beliebig oft differenzierbar sind, dann auch jede Losung u. Wenn je-
doch alle Koeffizienten a;;, a; und a stetig sind aber f nicht stetig ist, dann
kann die Losung u nicht zweimal stetig differenzierbar sein, weil sonst die
linke Seite von (1.2) stetig ware, nicht aber die rechte Seite. Diese Regula-
ritdtseigenschaft der Losungen elliptischer Gleichungen beeinflufit alle Teile
der Theorie dieser Gleichungen.

Die Theorie der elliptischen Gleichungen ist heutzutage sehr weit entwickelt.
Es hat sich herausgestellt, dafl insbesondere die Theorie der Sobolevraume
in Verbindung mit vielen Resultaten der Funktionalanalysis ein sehr geeigne-
tes Hilfsmittel zum Studium elliptischer partieller Differentialgleichungen ist.
Auch mit der Variationsrechnung ist die Theorie der elliptischen Gleichungen
eng verbunden.

Um die Lésung zu einer partiellen Differentialgleichung in einer offenen Men-
ge (1 C R” eindeutig zu machen, braucht man in der Regel noch Bedingungen
fiir die Losung, die auf dem ganzen Rand 99 von  oder auf Teilen davon
erfilllt sein miissen. Natiirlich kann man nicht beliebige Bedingungen am
Rande stellen, weil es nicht zu jeder Bedingung am Rand auch eine Losung
der partiellen Differentialgleichung zu geben braucht, die diese Bedingung
erfiillt. Was fiir Bedingungen man am Rand stellen kann, hangt also von der
gegebenen partiellen Differentialgleichung ab. Es passen nicht alle Bedingun-



gen zur partiellen Differentialgleichung. Ein weiteres Charakteristikum von
elliptischen Gleichungen ist nun, dafl die zu diesem Gleichungstyp passen-
den Bedingungen diejenigen sind, die auf dem ganzen Rand gestellt werden.
Insbesondere fiir elliptische partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung
bendtigt man zur eindeutigen Losung eine einzige Bedingung fiir die Werte
der Losung und ihrer ersten Ableitungen, die am gesamten Rand gestellt sein
muf.

Ein Problem, bei dem man die Lésung einer partiellen Differentialgleichung
in einer offenen Menge sucht, und bei dem die Losung am gesamten Rand ge-
stellte Bedingungen erfiillen soll, heifit Randwertproblem, im Gegensatz etwa
zum Anfangswertproblem, bei dem Bedingungen nur auf Teilen des Randes
gestellt werden. Zu elliptischen partiellen Differentialgleichungen gehéren al-
so Randwertprobleme.

Zwei Arten von Randwertproblemen spielen dabei eine besonders wichtige
Rolle, das Dirichletsche und das Neumannsche Randwertproblem. Sei
1 C R” eine offene Menge mit Rand 9§ und g : 9Q — R eine gegebene
Funktion. Gesucht ist eine Losung u :  — R der partiellen Differentialglei-
chung (1.1). Beim Dirichletschen Randwertproblem ist « so gesucht, daf fiir
alle z € 9Q gilt

u(z) = g(x).

Beim Neumannschen Randwertproblem zur Gleichung (1.1) verlangt man

dagegeben, daf fiir alle € 00

3 ule)es (). Vile) guta) = ole)
ist, wobei v(z) = (vi(z),...,vs(x)) den Einheitsnormalenvektor an 02 im

Punkt = € 09 bedeute, der aus Q herauszeigt.

1.2 Beispiele. Ich will nun eine Reihe von Beispielen besprechen fiir el-
liptische partielle Differentialgleichungen und fiir Probleme, in denen solche
Gleichungen auftreten.

1.2.1 Laplacegleichung und Poissongleichung. Das Hauptbeispiel
fiir eine elliptische partielle Differentialgleichung ist die Gleichung

Au(z) = f(z), (1.3)



wobei f: 2 — R eine gegebene Funktion ist und
n 62
A=) —
; 0x?
den Laplaceoperator bezeichnet. Mit

1 fir =y
“WTV 0 fir iy

gilt

2

Au Z ajj £ 8x] )

7,7=1

Die Koeffizientenmatrix ist positiv definit wegen

2wty =2 & = I¢,
ij=1 i=1

also ist A ein linearer elliptischer Operator mit konstanten Koeffizienten. Die
Gleichung (1.3) heifit Poissongleichung. Wenn f = 0 ist heifit sie Laplace—
oder Potentialgleichung. Eine Funktion, die die Laplacegleichung 16st, nennt
man auch harmonische Funktion. Die fundamentalen Eigenschaften von el-
liptischen Gleichungen und ihren Lésungen kann man alle an der Poissonglei-
chung studieren. Sie ist die erste elliptische Gleichung, zu der im vergangenen
Jahrhundert Randwertprobleme gel6st wurden.

Der Name Potentialgleichung stammt daher, dafl das Newtonsche Gravitati-
onspotential und das elektrostatische Potential diese Gleichung erfiillen: Sei
B C R? eine beschrinkte Menge, die einen elektrisch geladenen Kérper dar-
stelle. Sei © = R*\ B das AuBere von B. Das von diesem geladenen Kérper
in seinem AuBeren erzeugte elektrostatische Potential u : @ — R erhilt man
als Losung des Dirichletschen Randwertproblems

Au(z) = 0, x €9
u(z) = we(z), z€0Q,
u(z) — 0 fur |z| — oo, (1.4)

wobei ug : 02 — R die gegebene elektrische Spannung im Punkt z der
Oberfliche 0B = 0 von B ist. Die Bedingung (1.4) heifit Ausstrahlungs-

bedingung. Sie ist nétig, um die Losung des Randwertproblems eindeutig zu
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machen. Man kann sie als Randbedingung im Unendlichen auffassen. Da das
Komplement von € beschriankt ist, nennt man dieses Problem ein Auflen-
raumproblem.

Wenn B den Hohlraum im Innern einer geladenen Flache 0B darstellt, erhalt
man das Potential in B in entsprechender Weise als Losung des Dirichletschen
Innenraumproblems

Au(z) = 0, x € B
u(z) = wo(z), z€0B.
Seien B, ..., B,, beschrinkte, paarweise disjunkte Teilmengen des R?, die

m Korper reprasentieren. Die Anziehungskraft, die diese Korper gegenseitig
aufeinander ausiiben, erhédlt man folgendermafen:

Fiir € R? sei p(z) > 0 die Massendichte im Punkt z. Da auflerhalb von
U™, B; keine Massen vorhanden sein sollen, gilt

o(z) =0 fiir € R®\ | J Bi.

=1

Sei nun v : R® — R die Loésung von

Au(z) = —4rGp(z), z €R?
u(z) — 0 fir |z| — oo,
mit der Gravitationskonstanten G = 6.672 - 107%cm® g=" sec™. w ist also

die Losung eines “Ganzraumproblems” fir die Poissongleichung und heifit
Newtonsches Gravitationspotential. Die Gravitationskraft K, die auf den
Korper B; wirkt, erhdlt man aus

K; :/ Vu(z)o(z)dz.

J

Wenn B; = {y;} Massenpunkte mit den Massen M; sind, ergibt sich fiir das
Newtonsche Gravitationspotential
Ml Mm

w(r) = G G
|z — y1 | 2 — Yum]|



Auch in der Funktionentheorie spielt die Potentialgleichung eine Rolle. Denn
sei G C C ein Gebiet und f : G — C eine holomorphe Funktion mit

f(z) = [(z +iy) = g(z,y) +ih(z,y) .

Hierbei seien = und y der Real- und Imaginérteil von z und g sowie h der
Real- und und Imaginérteil von f.Dann gelten die Cauchy—Riemannschen
Differentialgleichungen

9o = hy, gy = —hs.
Differenziert man die erste Gleichung nach = und die zweite nach y, dann
folgt
Ag = Gz + Gyy = hye — heoy =0
und ebenso

Ah:hxx+hyy:_gyx+gxy:0

Also erfiillen der Real- und Imaginarteil von f die Potentialgleichung. Die
Funktionentheorie kann man also als Teilgebiet der Theorie der elliptischen
Differentialgleichungen auffassen.

Die Neumannsche Randbegingung zu A nimmt wegen a;; = d;; die Form

& ) = v(x) - Vu(z) = g(a)

an. In diesem Fall wird die Normalableitung auf dem Rand vorgeschrieben.

1.2.2 Helmholtzsche Schwingungsgleichung. FEs sei @ C R” eine of-
fene Menge und Z = Q x R ein “Zylinder” in R™*'. Sei u : Z — R eine
Losung der Wellengleichung

9?
ﬁu(:v,t) = Au(z,t), (z,1) € A x R

die entweder die Dirichletsche Randbedingung

u(z,t)=0,(z,t) € 00 x Rf



oder die Neumannsche Randbedingung

aiu(w,t) =0, (z,1) € 00 x RF

v
erfiille.

Viele Wellenausbreitungsvorgéange kénnen durch dieses mathematische Mo-
dell beschrieben werden. Zum Beispiel sei fiir n = 3 die Menge () ein mit
einem Gas oder einer Flissigkeit gefiilltes Gebiet des Raumes. Wenn dann
u die Wellengleichung 16st, beschreibt %u(;c, t) den Druck und V,u(z,t) die
Stromungsgeschwindigkeit am Ort = zur Zeit ¢ einer Schallwelle mit kleiner
Amplitude. Die Neumannsche Randbedingung mufl man dabei verwenden,

wenn ) eine “schallharte” und die Dirichletsche Randbedingung, wenn  ei-
ne “schallweiche” Berandung hat.

Die Wellengleichung ist allerdings eine hyperbolische Gleichung. Ich nehme
nun aber an, es ldge ein zeitlich periodischer, “eingeschwungener” Wellen-
ausbreitungsvorgang der Form

u(z,t) = cos(kt)v(x)

vor mit einer Funktion v : § — R . Hierbei ist k£ > 0 die Frequenz und v(z)
die Amplitute der Schwingung am Ort = € Q. Ich setze diesen Ausdruck in
die Wellengleichung ein und erhalte, daB

(Av(;c) + k%(;v)) cos(kt) =0, (z,1) € A x RY

sowie

cos(kt)v(z) =0, (z,1) € 90 x RY
oder

cos(kt)%u(w) — 0, (a,1) € 90 x RY
gelten muB. Dies kann nur sein, wenn v Lésung von
Av(z) + kQU(.I) =0,z (1.5)
zur Dirichletschen Randbedingung

v(z) =0, z € 00 (1.6)
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oder zur Neumannschen Randbedingung

agyv(,r) =0,z €00 (1.7)

ist. Die partielle Differentialgleichung (1.5) heit Helmholtzsche Schwin-
gungsgleichung. Da sie denselben Hauptteil hat wie die Poissongleichung,
ist sie elliptisch.

Sowohl die partielle Differentialgleichung (1.5) als auch die beiden Randbe-
dingungen (1.6) und (1.7) sind homogen. Beide Randwertprobleme haben
daher immer v = 0 als Losung. Nicht verschwindende Lésungen kénnen also
nur existieren, wenn die Losung nicht eindeutig ist. Es wird sich zeigen, dafl
nur fiir gewisse Werte von k% die Losung nicht eindeutig ist. Diese Werte von
k* heiBen Eigenwerte des Randwertproblems (1.5), (1.6) oder des Randwert-
problems (1.5), (1.7) und die zugehorigen nicht verschwindenden Losungen
Eigenlésungen. Man spricht auch von Eigenschwingungen. Diese Resultate
gehéren zur Spektraltheorie fiir lineare partielle Differentialoperatoren.

1.2.3 Wirmeausbreitung. Sei @ C R?® ein Kérper. Innerhalb des
Korpers soll Warme produziert werden. Dies geschieht zum Beispiel in ei-
nem von elektrischem Strom durchflossenen metallenen Korper, oder bei der
Deformation eines Festkérpers durch innere Reibung. Uber den Rand des
Kérpers soll Warme zu— oder abgefithrt werden.

Ich nehme an, dafl die Wirkung der Warmequellen zeitlich konstant ist, und
daB sich der Korper zeitlich im thermischen Gleichgewicht befindet, das heifit
die Temperatur innerhalb des Kérpers darf raumlich variieren, soll aber an
jedem Punkt des Korpers zeitlich konstant sein.

Sei f(z) die im Punkt = € Q in einer Zeit— und Volumeneinheit produzierte
Wirme, oder genauer, sei f : € — R die spezifische Warmeerzeugung. u(z) €
R sei die Temperatur im Punkt z € Q und ¢(z) = (q:1(2), ¢2(7), q3(x)) € R?
der Warmeflufl. Wenn die Temperatur zeitlich konstant ist, ist auch die in
jedem Teilvolumen V' von ) enthaltene Wéarme zeitlich konstant. Also muf}
diein V produzierte Warme [, f(z)dz der aus V iiber den Rand abflieBenden
Wiarme [5y, v(z) - g(z) dS(z) gleich sein:

/W v(z) - q(z)dS(z) = /V f(z)dz . (1.8)
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Das Integral auf der linken Seite kann man mit dem Gaufschen Satz in ein
Volumenintegral transformieren. Es folgt

/V [divq(m) — f(x)|dz =0

mit divg(z) = >0, a%%(iﬁ, Ty, x3) . Diese Gleichung mu8 fiir jede Teilmenge
V von ) gelten. Dies kann nur sein, wenn der Integrand identisch verschwin-
det, also folgt

divg(z) = f(z), z € Q. (1.9)

Wenn f bekannt ist, ist dies eine Gleichung fiir die drei unbekannten Kompo-
nenten des Wéarmeflusses. Weil man nicht erwarten kann, aus einer Gleichung
drei unbekannte Funktionen bestimmen zu kénnen, sind weitere Gleichungen
notig.

Um diese Gleichungen zu erhalten, nimmt man an, dal ¢ durch den Tempe-
raturgradienten Vu(z) bestimmt ist:

g(x) = Q(, Vu(x)), (1.10)

mit einer Funktion @ = 2 x R?> — R®. Die Funktion Q hingt von den
Materialeigenschaften des Kérpers ab und mufl durch Experimente bestimmt
werden. Aus dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik folgt aber, dafl fiir

jedes Material die zugehorige Funktion ) die Ungleichung
Vu(z) - Q(z, Vu(z)) <0 (1.11)

erfiillen muf fiir jeden moglichen Wert des Temperaturgradienten Vu(z).
Dies bedeutet, dal Warme nicht von kilteren Orten zu warmeren Orten
flieBen kann. Haufig nimmt man an, daf das Fouriersche Warmeleitungsge-
setz

a(z) = ~kVu()

gilt mit einer positiven Konstanten k. Setzt man (1.10) in (1.9) ein, erhalt
man eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die Temperatur
u , die Divergenzform hat

din(x,Vu(;c)) = f(z). (1.12a)
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Mit der Kettenregel kann man diese Gleichung nach Multiplikation mit —1
auch in der Form

3 9 o? 0
_ 2_: 8_&62‘7 (x,VU(x)) axjaxiu(m) — Z_: (a—TJQJ) (JJ,VU(."IJ)> = —f(T>
= "~ (1.12b)
schreiben, wobei @ = (Q1, @2, @3) und
o 0
8_&62‘7 (x,Vu(x)) = a—&Qj(xaf)I&Vu(x)

P 0
aTij(x,Vu(.r)) = 55, %(® Oe=vate)

sei. Diese Gleichung hat die Form von (1.1) wenn man

aij (x, Vu(z:)) = —%Qj (x, Vu(x))

und

b(x,Vu(:L‘)) =— 2_; %Q] (x,Vu(,r)) + f(x)

setzt. Im Fall des Fourierschen Warmeleitungsgesetzes erhdlt man wieder die
Poissongleichung

div (kVu(.r)) = kAu(z) = — f(z).

Ob die Gleichung (1.12) im allgemeinen Fall elliptisch ist, hingt von den
Eigenschaften der Funktion @ ab. Die notwendigerweise erfiillte Bedingung
(1.11) ist nicht ausreichend fiir die Elliptizitdt von (1.12). In der Regel erfiillt
Q* = —Q aber die Gleichung

Q"(x,0) =0,

weil bei verschwindendem Temperaturgradienten auch kein Warmeflu auf-
tritt, und die folgende Bedingung:

Fiir alle z € Q existiert eine Konstante ¢ > 0, so daf fiir alle £, € R? gilt
(Q(2,6) = Q(x,m) - (6= m) Z clé —nl”. (1.13)
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Man priift sofort nach, daf aus diesen beiden Eigenschaften von @) die Be-
dingung (1.11) folgt.

Ein Vektorfold Q*, das (1.13) erfiillt, heiBt koerzitiv. Es gilt nun: Wenn Q*
koerzitiv und differenzierbar ist, ist die Differentialgleichung (1.12) elliptisch.

Zum Beweis dieser Aussage sei

Az, €) = (%Q;(Lf))i,jﬂﬂﬁ = _(%Qj(x7§))i7j:1,2,3

= (ay(,9)

die Matrix der ersten partiellen Ableitungen von * . Es muf} gezeigt werden,
daB diese Matrix positiv definit ist. Aus der Differenzierbarkeit folgt fiir x € 2
sowie £, € R®und t € R

Q" (z, &+ tn) — Q" (z,8) = Az, E)tn+ o(t)t, t—0,
und somit ergibt sich aus der Koerzitivitat von Q* fiir n # 0
Iyt < Q&+ 1) — Q*(x,6)] - tn
= |A(z,On+ot)] - n,

i,5=1,2,3

also
nA(z, E)n > clnl* —=no(t).

Fir ¢t — 0 folgt hieraus
3
Z aij(w,f)m'r]j = T/A(x,f)'r/ > c|'r/|2.
t,7=1

Folglich ist A(z, &) positiv definit und (1.12) elliptisch.
Die Dirichletrandbedingung zu (1.12) ist
u(z) = up(z),z € 00.

Es wird also die Temperatur am Rand vorgeschrieben. Man kann auch die in
Normalenrichtung durch den Rand flieBende Wéarmemenge vorschreiben:

v(z) - Q(x,Vu(J;)) =ui(x), x € 0.
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Dies ist die Verallgemeinerung der Neumannschen Randbedingung zur nicht-
linearen Gleichung (1.12). Aus (1.12a) und dem Gaufischen Satz oder direkt
aus (1.8) erhilt man jedoch

/Qf(:v)dx:/mz/(x)-Q(x,Vu(x))dSr:/ w (2)dS(z) .

002

Man kann also f und u; nicht unabhéngig voneinander vorschreiben, vielmehr
muf die in  erzeugte Warmemenge gleich der durch den Rand abflieBenden
sein, was diese Gleichung ausdriickt.

1.2.4 Eulergleichung zu Variationsproblemen. Von grofler Bedeu-
tung sind auch elliptische Differentialoperatoren, die sich als Subdifferentiale
konvexer Variationsfunktionale ergeben, oder einfacher ausgedriickt, ellip-
tische Gleichungen die Eulergleichungen zu Variationsproblemen sind. Ich
skizziere die Herleitung dieser Gleichungen ohne auf technische Einzelheiten
einzugehen.

Sei ) C R” eine offene Menge, ug : 92 — R eine gegebene Funktion und
D={u:Q—=R:uc CQ(ﬁ),U|3Q = Uo}.

Weiterhin sei F' € Cy(Q x R x R"*). Ich betrachte das durch

I(v) = / P Vo(z))d
(v) = [ F(z,0(x), Vo(x))de
definierte Variationsfunktional 7 : D — R . Gesucht ist v € D mit

I{u) =minI(v).

veD

Die Untersuchung dieses Problems ist der Gegenstand der Variationsrech-
nung.

Ich nehme an, daf ein solches u existiert. Fiir jedes ¢ € R und fiir jede Funk-
tion ¢ € C1(Q) mit pag = 0 ist dann u + tp € D, und die reelle Funktion
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t — I(u+ te) hat ein Minimum fiir ¢ = 0. Also folgt fiir jedes solches ¢

d
0 = %I(u + 1) =0

= %/ﬂF(J;, u(z) + tgo(x),V(u(x) + ttp(w)))dl‘u:o

- /Q%F (2, u(2) + tiola), Vu(@) +1¥¢(2) _ do

|t=0
= /Q [Fu (m, u(z), Vu(m))go(m) + VgF(m, u(z), Vu(m)) : ch(x:)] dx |
(1.14)
mit
Fu(:c,u(:v),Vu(x)) = %F(w,w,Vu(x))|w=u(x)

VgF(;c,u(x),Vu(;cD = VgF(x,u(x),f) |§:Vu($) .

Die fiir jedes ¢ € C1() mit pjse = 0 giiltige Gleichung (1.14) heifit Euler-

gleichung zum Variationsfunktional I in der schwachen Form.

Man wendet nun partielle Integration auf der rechten Seite von (1.14) an.
Wegen pjaq = 0 treten dabei keine Randterme auf. Das Ergebnis ist

0= /Q <Fu(;v,u(;v),Vu(;v)) —div [VgF(;U,U(;U),VU(;U))]) o(z)dz .

Weil diese Gleichung fiir alle ¢ € C4 (ﬁ) mit @aq = 0 gelten mufl schliefit
man, daf

diva(x,u(x),Vu(x)) — b(x,u(.r),Vu(.r)) =0,z €Q (1.15)
gelten muf, wobei ich

a(z,u,€) = (a(e,u,8),...,an(z,u,€)) = VeF(r,u,6) € R”
b<$7u7£> = EL(.I,U,£>ER

gesetzt habe. Die Gleichung (1.15) heiBt Eulergleichung zum Variations-
funktional 1. Diese Gleichung hat Divergenzform. Mit der Kettenregel kann
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man sie in der Form

schreiben. Wegen ai&a]—(x,u,f) = %F(m,u,f) ist diese Gleichung ellip-

tisch, genau dann wenn die Hessesche Matrix
VEF(z,u,¢)

positiv definit ist fiir alle (z,u,§) € @ x R x R™. Dafl die Hessesche Matrix
positiv definit ist, ist etwas mehr vorausgesetzt als strikte Konvexitat von

£ F(z,u,f).

Unsere Uberlegungen zeigen, dafl wenn ein Minimum v € D des Variati-
onsfunktionals I gefunden werden kann, dann dieses Minimum Losung des
Dirichletschen Randwertproblems

diva(z,u(z),Vu(z)) = b(z,u(z), Vu(z)) =0, x €
u(z) = up(z), x € 00

zur Eulergleichung des Variationsfunktionals ist. Die Losung eines Randwert-
problems zu einer quasilinearen partiellen Differentialgleichung ist damit auf
die Bestimmung eines Minimum eines Funktionals zurtickgefiihrt. In seiner
Dissertation aus dem Jahr 1851 nannte Riemann dieses Prinzip zur Losung
eines Randwertproblems “Dirichletsches Prinzip”. Die Schwierigkeiten, die
beim Beweis der Existenz eines Minimums auftreten, waren Riemann aller-
dings nicht bewuft. Aus der Existenz eines Infimums des Variationsfunktio-
nals hat er bereits auf die Existenz des Minimums geschlossen. Spater hat
Weierstral auf diese Liicke in den Argumenten von Riemann hingewiesen,
aber erst Hilbert bewies fiir viele Variationsfunktionale die Existenz von Mi-
nima mit den von ihm eingefithrten “Hilbertraummethoden”.

Als Beispiel nehme man an, dal Q C R? ein beschrianktes Gebiet sei und daB
der Graph der Funktion u :  — R eine Membran darstelle, die am Rand von
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) so eingespannt ist, dafl ujsq mit der gegebenen Funktion ug : 92 — R iiber-
einstimmt. Also ist w € D. Sei I(u) die potentielle Energie der Membran.
Die Membran wird dann eine solche Lage einnehmen, dafl ihre potentielle
Energie /(u) unter allen moglichen anderen Lagen, die durch Graphen von
Funktionen v € D dargestellt werden, minimal wird. Also mufl v € D eine
Lésung des Variationsproblems
I(u) = min I(v)

sein. Welche Form das Funktional I hat, hdngt von den elastischen Eigen-
schaften der Membran ab. Nimmt man fiir die Membran einen linearen Zu-

sammenhang zwischen Dehnung und Spannung an, dann ergibt sich fiir die
potentielle Energie nach Normierung

T(u) = %/Q|Vu(:n)|2d:1:.

Die obenstehenden Uberlegungen konnen angewandt werden mit n = 2 und

F(z,u, &) = 3|§°, € € R*. Es ist
1
a(m,u,f) = VﬁF(l‘?uaf) = V£ §|§|2 :f
und 5
’ .U 5 L, =y
a&af]F(”L’ 56) _513 _{ O’ l#]

Als Eulergleichung erhalt man also wieder die Laplacegleichung

Au(z) =0, z €
mit der Randbedingung
u(z) = uo(z),z € 00.

Dagegen wird bei einer Seifenhaut die potentielle Energie nur durch die
konstante Oberflachenspannung erzeugt. Die potentielle Energie wird also
proportional zur Oberfliche der Seifenhaut sein, und die zwischen einem
Drahtbiigel, der durch den Graphen von ug : 90 — R dargestellt werde,
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ausgespannte Seifenhaut wird diejenige Lage einnehmen, bei der ihre Ober-
fliche minimal wird. Die Oberfliche der durch den Graphen von u: Q — R
dargestellten Seifenhaut ist

I(u) = /Q 1+ [Vu(z)|2de

Folglich mufl w € D so bestimmt werden, daf}

veD

F(&) = 1+ 1€

§

a() = VeF(§) = W’

0* _ 2\—1/2 o fzfj
o P = (+1eP) (521 1+|§|2)’

und die Eulergleichung lautet

div ( Vulz) ) —0,
1+ [Vu(z)|?

2 @uaju 2

4,j=1

I{u) = /QF(VM(L))d.L = min /(v)

gilt mit

Es folgt

oder

wobei d;u = -2-u(z) bedeute. Die Randbedingung ist

ox
u(z) = up(z), z € 00.

Dieses Minimalflichenproblem ist eines der bekanntesten Probleme der

Variationsrechnung. Die Minimalflichengleichung ist elliptisch, denn die sym-

metrische Koeffizientenmatrix (%F(f)) L ist positiv definit. Bekannt-
1S 2,7=1,

lich folgt dies, weil

Ny N R
(+1E) g O =1~ E 2 T g~ TR

>0,
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und weil fiir die Determinante

2

9&:0¢; F(Q)z’,y‘:l,z

det (

$i )(i £ ) - 19

=0 [0 - 28 O~ 5980) ~ s ey

[=a+1eP)2>0
gilt.

1.2.5 Reibungsfreie, kompressible, stationire, wirbelfreie Stro-
mung. Fs sei @ C R? eine offene Menge, die von einem reibungsfreien,
kompressiblen Gas durchstromt werde. Die Stromung sei stationdr. Zur Be-
rechnung dieser Stromung leitet man aus den Prinzipien der Massen— und
Impulserhaltung partielle Differentialgleichungen her.

Sei V eine offene Teilmenge von 2. Bei einer stationdren Stromung ist die Ge-
samtmasse des Gases in V' zeitlich konstant, also muf} sich die durch den Rand
von V' abflieBende Masse zu jeder Zeit die Waage halten mit der einflieBenden
Masse. Sei o(z) > 0 die Dichte und v(z) = (vi(z),...,v3(z)) € R? die Ge-
schwindigkeit des Gases am Ort z € Q. Die durch den Rand von V pro Zeit-
einheit abfliefende Masse ist dann gegeben durch [, o(z)v(z) - v(2)dS(z),

also muB

/av o(x)v(z)-v(z)dS(z) =0 (1.16)
gelten. Aus dem GauBlschen Satz folgt also

/ div (o(z)v(z))dz = 0.
1%

Weil diese Gleichung fiir jede offene Teilmenge von € gelten mu$, folgt

div (p(z)v(z)) =0, = € Q.
Diese partielle Differentialgleichung heifit Kontinuitétsgleichung.

Auch der Gesamtimpuls der Gasstromung in V' mufl konstant sein. Nach dem
Newtonschen Bewegungsgesetz erhoht sich der Gesamtimpuls in V' durch die
Kraft, die von der V umgebenden Gasmasse durch den Druck p(z) € R
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auf die Gasmasse in V' ausgeiibt wird. Weil die Druckkraft senkrecht zur
Oberflache wirkt, ist diese Kraft gegeben durch

~ L v(z)p(z)dS(z).

Der Gesamtimpuls in V nimmt ab durch das Gas, das V iiber den Rand
verlaBt und Impuls mittragt. Pro Zeiteinheit ist die Abnahme dieses Impulses

gegeben durch
[ (@) - ola))ele)o(x) dS(x)
Weil der Gesamtimpuls in V' konstant sein muf, folgt
[ @) o(@)ee)ole)ds(e) = = [ vla)p(e) dS(z).

Durch Anwendung des Gaufischen Satzes auf die drei Komponenten dieser

Gleichung folgt

0
axip

div (pvi(z)v(z)) + (z)=0,1=1,2,3.
Wegen div (gv;v) = v;div (gv) 4 pv - Vo, ergibt sich zusammen mit der Kon-
tinuitatsgleichung, dafl

o(2)(v(x) - V)o(e) + Vplr) = 0, x € Q.

Diese Gleichung driickt den Impulserhaltungssatz aus. Kontinuitéatsgleichung
und Impulserhaltungssatz zusammen ergeben vier Gleichungen fiir die fiinf
Unbekannten ¢,v und p. Also ist eine weitere Gleichung erforderlich. Die-
se weitere Gleichung ist die Zustandsgleichung, die einen Zusammenhang
zwischen Dichte und Druck herstellt. Dieser Zusammenhang héangt von den
Eigenschaften des betrachteten Gases ab. Bei einem polytropen Gas lautet
die Zustandsgleichung

p(z) = Ao(2)
mit Materialkonstanten A > 0,y > 1.

Aus Kontinuititsgleichung, Impulserhaltungssatz und Zustandsgleichung
kann die Gasstromung berechnet werden.
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Zur Vereinfachung will ich nun annehmen, dafl die Stromung wirbelfrei sei,

das heifit, daB rot v = 0 gelte in Q. Durch Umrechnen ergibt sich
1

(v-V)o = §V|v|2—v X rot v,

also kann der Impulserhaltungssatz in der Form

V(%|U(¢)|2) + ﬁVp(JL) = o(z)v(z) X rot v(x)

geschrieben werden. Aus der Zustandsgleichung folgt
1
~Vp=7A¢""*Vo = Vh(e)
0

mit h(p) = %A&ﬂ“l . Zusammen mit rot v = 0 resultiert aus dem Impuls-
erhaltungssatz

V(3o + hle))] = 0.

In einer zusammenhéngenden Menge ) gilt also das starke Bernoullische
Gesetz

5 () + h(o(a) = ¢

mit einer Konstanten ¢ > 0. Lost man diese Gleichung nach ¢ auf und setzt
sie in die Kontinuitatsgleichung ein, resultiert

div ((77_/41(c - %|v(x)|2))”1jv(x)> =0.

Wenn rot v = 0 gilt und @ einfach zusammenhangend ist, gibt es nach dem

Satz von Stokes eine Funktion ¢ : @ — R mit v(z) = Ve(z). v ist eine
Potentialstromung. Setzt man dies fiir v ein, ergibt sich

div (e~ 31 Ve(@)) T V() = 0. (1.17)

Dies ist eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir ¢ in Diver-
genzform. Entsprechend den fritheren Uberlegungen lautet die Neumannsche
Randbedingung fir dieses Problem
1 19
1 PANE! _ 1 2) -1
v() [ (e = 3IVe(@)?) T V()] = (c—3IVe(@)]) ™ = ola)
= f(z),z € 00.
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Wegen a‘a—ygo(;v) =v(z)-Vo(z) =v(z) - v(z) und

1

(o= 5IVe@)) ™ = (e = glo@)) ™ = o

kann man diese Randbedingung auch als

v(z) - (o(z)o(x)) = (%)fjf(x), © €09,

schreiben. Man sieht hieraus, daB bei der Neumannsche Randbedingung die
Normalkomponente der Impulsdichte der Strémung am Rand vorgeschrieben
wird. Wie in 1.2.3 erhdlt man aus dem GaufBschen Satz

[ r@ast) = [ @)~ 5IVel) ) T Ve() dS(e)
= /Qdiv ((c — %|Vap(x)|2)”1ngo(:v)) dr =10.

Diese Gleichung schrankt die Wahl von [ ein. Sie entspricht der Gleichung
(1.16) und verlangt, dafl die einstrémende und ausstréomende Masse sich das
Gleichgewicht halten mu8.

Sei die Funktion F': {£ € R?: [£]? < 2¢} — R definiert durch
y—1 [P
F(6)=—"""(c— —|¢]?)".

(€) - (= 51¢F)

Wegen
U)o

VE(E) = (e~ 5l?) ¢

kann die Gleichung (1.17) dhnlich wie die Minimalflichengleichung als
diva(Ve(z)) =0

geschrieben werden mit a(§) = VF(&). Mit der Kettenregel kann man die
Gleichung (1.17) auch in der Form

1 5 O000ip
Ago — E ! 82890 =0
7_17:,]:1 C_%|V99|2 !
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schreiben. Die Koeffizienten der héchsten Ableitungen sind

- 9 1 &i&;
7 F = 52']' — T .
) DE:0€; (©) y—1c— ;]

(¢ Sler

Hiermit kann der Typ der Gleichung (1.17) untersucht werden. Wie frither
verwende ich dabei das folgende Kriterium: Eine symmetrische Matrix
(@ij)ij=1,.; ist genau dann positiv definit, wenn alle ihre Abschnittsdeter-

minanten
aqq . a1k

Ap=| 1 <k<I
a1 ... dpk

positiv sind. Fine einfache Rechnung ergibt

1 £2
Ay = 1-— .
' v=1c— 3>
1 2 2
AQ — 1_ 61 —t§22
y—1¢c—3[¢
1 2
A3 — ]— |§1| )
v—1c—3l¢

und diese drei Ausdriicke sind alle positiv genau dann wenn

2 7—1
< 2c .
el < 201

Mit ¢ = Vy = v folgt also: Die Gleichung (1.17) ist zu einer gegebenen

Losung ¢ im Punkt z € Q genau dann elliptisch, wenn

~v—1
V(o) = lo(e)] <[22

Die Gleichung (1.17) wechselt also ihren Typ in Abhéngigkeit von der Losung
und vom Ort. Es zeigt sich, daf} diese Gleichung hyperbolisch ist fiir

—1
207

T < Vel = Io(e)] < V.
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Um die physikalische Bedeutung der Konstanten 1/2cﬁ zu ermitteln, be-

achte man, dafl die Schallgeschwindigkeit s gegeben ist durch

/dp | d /Ao
s = dQ (ApY) =/ Avypr—!

Die Schallgeschwindigkeit hiangt also von g(z) und damit von z ab. Wegen

o= (Igrte=3lol@)B) ™

folgt

(2) = \fta = e = Slot))

Falls die Stromungsgeschwindigkeit gleich der Schallgeschwindigkeit ist, gilt

1

(@)1= () =6y~ e Do),

Hieraus folgt |v(z)| = QFm Fir |v(z)| < 1/2(‘m ist Jv(z)| < s(z) und
firr v(z)| > ,/26— ist |v(z)| > s(z). Dies zeigt, daB die Gleichung (1.17)

elliptisch ist im Berelch wo die Stréomung eine Unterschallstrémung ist, und
hyperbolisch, wo die Str()mung eine Uberschallstromung ist.
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2 Die Poissongleichung

Fundamentale Eigenschaften elliptischer Gleichungen kann man besonders
einfach am Beispiel der Poissongleichung studieren. Die Kenntnis dieser Fi-
genschaften hilft beim Studium allgemeiner elliptischer Gleichungen. Deswe-
gen untersuche ich in diesem Kapitel die Poissongleichung.

2.1 Satz (Mittelwerteigenschaft). Sei Q@ C R” eine offene Menge und

seiu € Co(Q)NC(N) eine Funktion, die eine der folgenden drei Eigenschaften
besitzt:

n 82
Au(z) = Z 527

=1 Ly

fir alle x € Q. Seiy € Q, R >0 und set

u(z) < 0(=0,>0)

B =Bgp(y)={z eR" [ |z —y| < R}
eine offene Kugel mit Mittelpunkt y und Radius R, die in Q enthalten ist.
Dann gelten

1

nw, R"~1

/8B u(z)dS(z)
wy) = (=2) — [ (),

=
—~
<
~—
vV

(:7§>

wobei w, das Volumen der Einheitskugel im R™ seu.

Da nw, R"~! der Flicheninhalt der Sphire 9B und w, R" das Volumen der
Kugel B ist, bedeutet dies, dal der Wert einer harmonischen Funktion im
Mittelpunkt der Kugel B gleich dem Mittelwert von u auf dem Rand B und
gleich dem Mittelwert von w auf B ist. Man nennt dies die Mittelwerteigen-
schaft harmonischer Funktionen.

Beweis. Sei 0 < o < R. Der Gauflsche Satz liefert

du
/aBg(y) g\ 7)) = /BBg(y) n(z) - Vu(z)dS(z)

on
= divVu;vdx:/ Au(z)dz < (=,2)0.
/Bg(y) (=) Bo(y) (=) ( )
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Mit r = |z —y| und w = =¥ ergibt sich durch Transformation des Integrales
auf der linken Seite dieser Gleichung auf ein Integral {iber die Einheitssphére,

daBy

ou du
0 > (=< / 9 (2)ds :/ gu ds
z (=5 ) 5, ()d5 (@) ) g (Y T+ ow)dS(ew)
My oo = 2yt gw)d
= — w)dw = — u w)dw .
¢ w|=1 ('3gy ¢ ¢ 00 Jjw|=1 yre
Hieraus folgt, daB die Funktion
gr—)/H_l u(y) + ow)dw

entweder monoton fallend, konstant oder monoton wachsend ist auf dem

Intervall (0, R). Aus der Stetigkeit von u auf Bg(y) folgt also
Rl_n/ u:vdS;v:/ u(y + Rw)dw
9BR(v) (e)d5 () |w|=1 < )

= /| lim u(y + ow)dw = lim u(y + ow)dw

|=1¢—R o= R J]w|=1

< (=,>) lim u(y + ow)dw = / lim u(y + ow)dw
00 Jjw|=1 lw|=1 0—0
>0 0>0

= /le u(y)dw = nw,u(y).

Dies beweist die erste Formel des Satzes. Zum Beweis der Zweiten beachte
man, daf sich aus

/le'M(wa ow)dw < (=,2) nwuu(y)

durch Integration ergibt

[ wlade = /OR' (ABQ(y)u(x)dS(x)) do

= /OR (9“"1/|w|=1 U(y+9w)dw> do < (=,2) nwau(y) /OR 0"~ do
= w,R"u(y).

Damit ist auch die zweite Formel nachgewiesen.

Eine Teilmenge @ C R”™ heifit ein Gebiet, wenn sie offen und zusam-
menhangend ist.
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2.2 Folgerung (Maximumprinzip, Minimumprinzip). Se: Q@ C R”
ein Gebiet und sei u € Co(Q) mit Au> 0 (<0) in Q. Wenn y € Q existiert
mil

u(y) = sup u(zx) (u(y) = inf u(:z:)) ,

zeQ T=t9)

dann ist u konstant in ().

Beweis. Ich betrachte zunéchst den Fall Au > 0in Q. Mit M = sup_q u(x)
setze
Qu={z€Q|uz)=M}.

Nach Voraussetzung ist diese Menge nichtleer. Da u stetig ist, ist sie relativ
abgeschlossen in Q. Um zu zeigen, daf diese Menge auch relativ offen ist, sei
z € Qyy und sei B eine offene Kugel um z mit B C Q. Die Funktion u — M
erfullt w — M < 0in Q und A(u — M) > 0 in . Aus dem voranstehenden
Satz resultiert folglich

1
0=u(z) =M < R /B (u(x) — M)d;c <0,
also [g(u(z) — M)dz = 0, und somit © = M in B. Dies bedeutet, daf}
B C Qu ist, also ist die nichtleere Menge Q; relativ offen und relativ
abgschlossen in der zusammenhangenden Menge 2, also © = Q. Es folgt,

daBl u = M in Q gilt.

Fir Au < 0 ergibt sich die Behauptung, wenn man in diesen Argumenten u
durch —u ersetzt.

Eine Funktion u heifit subharmonisch, wenn Aw > 0 gilt, und superharmo-
nisch, wenn Awu < 0 gilt. Wenn eine Funktion u die Eigenschaft hat, daf aus
der Existenz von y € Q mit u(y) = sup,¢q u(z) folgt, daB v konstant ist, dann
sagt man, u erfiille das starke Maximumprinzip. Folgerung 2.2 zeigt, dafl sub-
harmonische Funktionen das starke Maximumprinzip und superharmonische
Funktionen das entsprechend definierte starke Minimumprinzip erfiillen.

2.3 Folgerung (schwaches Maximumprinzip, schwaches Mini-
mumprinzip). Sei Q@ C R" ein beschrinktes Gebiel und sei u € Cy(2) N
C(Q) mit Au >0 (Au <0) in Q. Dann gill

supu(e) = ysella%U(y) (;ggU(w) = ylenal;uwﬂ :
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Wenn Au =0 ist in Q. folgl somil

inf < <
Jnf u(y) < u(z) < ;;B%U(y)

fiir alle z € Q.

Man sagt, eine subharmonische Funktion erfiille das schwache Maximumprin-
zip und eine superharmonische Funktion das schwache Minimumprinzip.

Beweis. Sei Au > 0 in . Da Q kompakt ist, und da u stetig ist in Q, gibt
es ein z € ) mit
u(z) = sup u(z) = maxu(x).
z€Q rzeQ

Wenn z € Q) ist, braucht nichts gezeigt zu werden. Wenn z €  ist, resultiert
aus Folgerung 2.2, daB u konstant ist in Q und damit in . Folglich gilt die
Behauptung auch in diesem Fall. Fiir den Fall Au < 0 verlduft der Beweis
analog.

2.4 Folgerung (Eindeutigkeit der Lésung des Dirichletproblems
zur Poissongleichung). Sei @ C R”™ ein beschrinktes Gebiel, sei
ug : 0 — R eine stetige Funktion und sei f € C(Q). Das Dirichletproblem

Au = finQ
Up — Uo
besitzt im Raum Co(Q) N C(Q) héchstens eine Lisung.
Beweis: Seien u,v € C5(Q) N C(Q) Losungen dieses Dirichletproblems. Sei
w=wu—wv. Dann gilt
w € Cy(Q) N C(NQ)
Avw=Au—Av=f—-f=0 in ()
=uy—ug =0 auf 0Q).

“lsa

Nach Folgerung 2.3 gilt also

0= inf w(y) <w(z)< sup w(y) =0
yesQ y€IQ

fiir alle z € @, und somit v = v in . Folglich besitzt das Dirichletproblem
héchstens eine Losung.
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2.5 Definition (Fundamentallésung). Sei n = 2 oder n = 3. Fiir
n=2sei I': R*\{0} — R definiert durch

1
[(z) = glog |z .

Fiir n = 3 sei I' : R*\{0} — R definiert durch
1

7|z

['(z) =

' heiBt Fundamentalldsung von A in R? oder R®.

2.6 Lemma. Firaz#y gilt

1 T —
V.I'(z —y) = S

nwp |z — y|"7t |z =yl

ANz —y) = divx<i>:0.

nwy |z — y|"

Beweis: Durch Rechnung.

2.7 Satz (Darstellungsformel). Firn = 2,3 sei Q@ C R" ein beschrink-
tes Gebiet, dessen Rand OQ zur Klasse Cy gehdrt. Sei u € Cy(Q)NC1(Q) mit
Au € C(Q). Dann gilt fir alle y € Q

u(y) = /89 u(.r)aixr(x —y)—T(x— y)aa—nu(;c)dS(J;) + /Q ['(z —y)Au(z)dz .

Beweis: Sei B,(y) eine Kugel um y €  mit Radius p > 0, die ganz in
enthalten ist, und sei 2, = Q\B,(y). Weil v und z — T'(x —y) zweimal stetig
differenzierbar sind in Q, und stetig differenzierbar bis zum Rand, folgt aus
der zweiten Greenschen Formel

[, (@ =) = )T — ) as(o)

onzx

= [ (Au(@)P(z —y) —u(@)AL(z —y))de  (21)

$20

= /Q Au(z)T(z — y)dz .

[+
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In dieser Gleichung lasse man auf beiden Seiten ¢ gegen Null konvergieren.

Wegen z — T'(z —y) € L'(Q) gilt

i /AF—d:l'/AF—d
im,_o A uw(z)l'(z — y)dz im,_s o\ Bu(o) w(z)(z — y)dx

0 2.2
= /QAu(.L)F(JL —y)dx. 22)

Um den Grenziibergang auf der linken Seite durchzufiihren, beachte man, dafl
00, = QU IB,(y), und daB n(z) = —(z — y)/|z — y| gilt fir z € OB,(y).
Also folgt mit Lemma 2.6

. 0
_ })g% . u(x)aTLxF(JJ —y)dS(z)
= — })1_1}% LBQ(y) u(z)n(z) - V.I'(z —y)dS(z)
. r—y

—1 LY (2 —y)d

230 aBQ(y>u($)|w—y| VaTle —9)ds()
= lim u(z (z—y)- (2 y)dS(:L') (2.3)

00 JaB,(y) nwy |z — y|m+!

1

— / d

230 nw, 0"~ JaB,(y) u(z)dS(a)
—tim [ ulyt w)dS(e) = —— [ limu(y + go)dS(w)
T 0590 oy, Juper Y O O i Dz om0 Y T B

1

— u(y)

/le dS(w) = u(y).

nwy,
Weiterhin folgt mit T*(p) = 5-logp fiir n = 2 und T*(p) = —(4mp)~" fiir
n =3, da}

lim | gu(m)F(m —y)dS(z)| < sup|Vu(z)|lim IT'(z —y)|dS(z)
e=0" JaB,(y) an Y N reg 2=0J9B,(y) Y

= sup |Vu(z)| lim nw,o" "' [T*(0)] = 0.
reﬁ 0—0

Wegen 09, = 00U I B,(y) folgt die Behauptung aus dieser Relation und aus
(2.1) - (2.3).
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2.8 Folgerung (Newtonsches Potential). Sei n = 2,3 und u €
CO’Q(R”). Dann gilt fir alle y € R”

u(y) = /"F(:C —y)Au(z)dz.

Beweis. Sei y € R"” und sei R > |y| so groB, daB die Kugel Br(0) den

kompakten Trager von u enthalt. Dann folgt aus der Darstellungsformel

o) = [ o) ) = Tl = ) g u(2)dS(0)

—l—/ 'z — y)Au(x)dx
[T = o

= /n [z — y)Au(z)dz .

2.9 Greensche Funktion. Sei Au = fin . Mit der Darstellungsformel
kann die Losung u dieser Gleichung allein aus der Kenntnis der Werte von
v am Rande und der Werte der Normalableitung ;—nu am Rande berechnet
werden: Fir y € Q folgt

wy) = [ u)m T —y) ~ T(e ~ y)5u(a)dS ()

+ [ T = g)f(a)d.

Diese Formel ist jedoch nicht geeignet, um die Lésung von Randwertproble-
men zu berechnen: Beim Dirichletschen Randwertproblem sind in der Aufga-
benstellung nur die Werte von v am Rande und beim Neumannschen Rand-
wertproblem nur die Werte von %u am Rande gegeben, nicht beide Grofen.
Um Losungen von Randwertproblemen darzustellen, benutzt man die Green-

sche Funktion.

2.9.1 Definition (Greensche Funktion erster Art). Sei Q) CR"eine
offene und beschrankte Menge, deren Rand zur Klasse ('} gehére.

Sei I'p :  x Q@ — R definiert durch

I'p(z,y) =T(z —y) + w(z,y),
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wobei fiir jedes y € Q die Funktion z — w(z,y) zu Cy(Q)NC1(Q) gehdre mit

Ayw(z,y) = 0,2 €Q
w(z,y) = —TI'(z—y), z €.

Dann heifit T'p Greensche Funktion zum Dirchletproblem von A in € oder
Greensche Funktion erster Art.

2.10 Lemma (Darstellung der Lésung des Dirichletproblems).
Sei 0 C R” eine beschrinkte offene Menge, deren Rand zur Klasse Cy gehore,
sei ug € C1(0N), sei f € C(Q) und sei u € Cy(Q) N C1(Q) Lisung von
Au(z) = flz),z€Q
u(z) = wuo(z), z € 0N

Dann gilt

uly) = [ wole)5—Tnle,)dS(e) + [ To(e,)f(e)de.

Beweis. Aus der zweiten Greenschen Formel folgt

/an aixw(x’y)“(@ - w(x,y)a%u(x)dm)
— /QAxw(:zr,y)u(x) —w(z,y)Au(z)dz
= —/Qw(.r,y)f(q;)dx,

Die Behauptung folgt nun durch Addition dieser Gleichung zur Darstellungs-
formel aus Satz 2.7.

Auch fiir die Losung des Neumannschen Randwertproblems kann eine Dar-
stellungsformel hergeleitet werden. Die Formel ist jedoch etwas komplizierter,
well zwischen den Randwerten und der rechten Seite des Neumannproblems

Buls) = fla),z€Q
—u(z) = wui(z), z € 00
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die Beziehung

/Qf(;c)dx:/S]Au(x)dx:/maa—nu(;c)dS(x):/ uy(z)dS(x)

o0

gelten muf, und weil mit v auch die Funktion  — u(z)+c¢ fir jede Konstante
¢ eine Losung des Neumannschen Randwertproblems ist. Die Losung ist also
nicht eindeutig.

2.11 Definition (Greensche Funktion zweiter Art). Sei @ C R”

eine offene und beschrankte Menge, deren Rand zur Klasse C gehore. Sei

'y : Q xQ — R definiert durch
In(z,y)=T(z —y) +w(z,y),
wobei fiir jedes y € Q die Funktion = — w(z,y) zu Cy(Q)NC1(Q) gehdre mit
Ayw(z,y) = 0

d 0 -1
8nxw(x,y) = —anx[’(x—y)-l—[/BQdS(z)] , v € 00,

Dann heifit I'y Greensche Funktion zum Neumannproblem von A in € oder
Greensche Funktion zweiter Art.

In der Randbedingung fiir w ist die Konstante [f;q dS(2)]™" nétig, weil ei-
ne Funktion w(z,y) mit den geforderten Eigenschaften nur existieren kann,
wenn der Mittelwert der Randwerte verschwindet. Um zu zeigen, dafl diese
Bedingung erfiillt ist, wende man die Darstellungsformel aus Satz 2.7 auf die
konstante Funktion u(z) =1 an. Wegen Au = 0 folgt dann fiir alle y € ©
t=u(y)= [ Lr(e - y)as(e),
a0 Ongy

Somit resultiert fiir alle y €

/ O iz, y)dS(z) = - aixF(:v—y)dS(:c)+/89 [/89615(2)]_1615(1;)

Q dn,
— 4 [/mdS(z)]_I/mdS(x)zo.
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2.12 Lemma (Darstellung der Lésung des Neumannproblems).
Set @ C R”™ eine beschrinkte, offene Menge, deren Rand zur Klasse Cy
gehére, sei uy € C(IN), sei f € C(Q) und sei u € Co(Q) N C1(Q) Lisung

Au(z) = flz),z€Q
a—nu(x) = wui(z), z € 0.

Dann gilt

2.12.1 Bemerkung. Der Term [[;o dS(2)]™" [, u(z)dS(z) enthélt den
Mittelwert iiber die in der Formulierung des Neumannschen Randwertpro-
blems nicht vorgegebenen Randwerte der Losung u. Jedoch ist auch

v(y) = — /BQ I'n(z,y)ui(z)dS(z) + /Q In(z,y)f(z)dx
Losung des Neumannproblems. Es gilt

v(y) = u(y) +c,

wobei die Konstante ¢ so gewéhlt ist, dafl

c=— [ N dS(z)] B [ ul@)is(),
weil dann

/89 v(z)dS(z) = /89 (u(:c) + c) dS(z) =

folgt.

Aus der Darstellungsformel zum Neumannproblem folgt auch, daB} sich zwei
Losungen uq, uz desselben Neumannproblems hochstens um eine Konstante
unterscheiden. Denn v = u; — uz ist dann Lésung von

Au(z) = 0,z€0Q

a—nu(;c) = 0,2 €00,
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und somit ergibt die Darstellungsformel fiir y € Q

ui(y) —uz(y) = uy) = [/89 dS(z)] B /89 (11,1(.7:) — 1L2(.73))d5(.73> = const.

Der Beweis von Lemma 2.12 verlauft genau wie der Beweis von Lemma 2.10.

Bei der Herleitung dieser Darstellungsformeln wurde vorausgesetzt, dafl die
Losung w des Dirichletschen oder Neumannschen Randwertproblems exi-
stiert. Zur Berechnung der Integrale auf der rechten Seite der Darstellungs-
formeln braucht man nur die entsprechenden Randwerte und die rechte Seite
der Differentialgleichung zu kennen. Man kann also ohne Kenntnis der Losung
des Randwertproblems die rechten Seiten der Darstellungsformeln bentitzen,
um eine Funktion u zu definieren. Aus den bisherigen Uberlegungen folgt
noch nicht, daf} die so definierte Funktion u eine Losung ist. Wenn das Di-
richletsche oder Neumannsche Randwertproblem eine Lésung hat, muf} die
so definierte Funktion u jedoch beim Dirichletproblem mit der eindeutigen
Losung iibereinstimmen und beim Neumannproblem eine der Lésungen sein,
die sich alle nur um eine Konstante unterscheiden.

Wenn bekannt ist, dal die Greenschen Funktionen existieren, kann man be-
weisen, dafl die durch die rechten Seiten der Darstellungsformeln definierten
Funktionen Losungen der entsprechenden Randwertprobleme sind. Auf diese
Weise kann man zeigen, dafl Losungen fiir diese Randwertprobleme existieren.
Die wesentliche Schwierigkeit ist dabei nachzuweisen, da die durch die Dar-
stellungsformeln definierten Funktionen zweimal stetig differenzierbar sind.
Jedoch mufl man schon bei der Konstruktion der Greenschen Funktionen ein
Dirichletsches ode Neumannsches Randwertproblem 16sen. Ob die Dirichlet-
schen und Neumannschen Randwertprobleme losbar sind, bleibt zunéchst
also weiterhin offen. Ein Existenzbeweis wird erst spéater auf andere Weise
gefiihrt.

An dieser Stelle soll nur noch der Fall, wo € der Kreis oder die Kugel ist,
untersucht werden. In diesem Fall kann die Greensche Funktion zum Dirich-
letproblem explizit angegeben werden.

2.13 Satz (Greensche Funktion zum Dirichletproblem fiir den
Kreis und die Kugel). Sein = 2,3, sei R > 0 und sei K : R"™\{0} —
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R™ {0} die Funktion

- 2 Y
K(y)=R R
(Spiegelung an der Sphdre mit Radius R.)

Sei B = {z € R" | |z| < R}. Die Greensche Funktion zum Dirichletproblem
von A in Br ist gegeben durch

Mz —y)-T(Y(r - K@), 0<lyl<R
F(I)_F*(R)v y=20
mit T*(R) = QLlog(R) firn =2 und I'*(R) = —ﬁ fir n = 3. Also folgt

s

fiir 0 < |y| < R, daf

FD(;v,y) = {

1 o R|l‘—y| )
— lo , n =
| 2n S Tylle — B 0]
Fofe,y) = 1 R 1 5
Tyl Wyl R " T

lv[*

Beweis: Fiir y € Bg und = € By sei

{ —F(%(x - K@))) L 0<|yl <R
_F*(R)’ Yy =

w(z, y) =

Ich zeige, daBl (z — w(l‘,y)) € Cy(Bg) gilt mit
Ayw(z,y) = 0,z € Bp
w(z,y) = —T(z—vy), € 0BR.

Nach Definition ist dann I'p Greensche Funktion zu A in Bgr.
Dies ist klar fiir y = 0, weil fir die Konstante —I"*(R) gilt

A(=T*(R)) = 0
P(R) = —T(e), Jo] = .
Sei also 0 < |y| < R. Dann gilt
RQ

IK(y)| = |R*L| = >R.
vl yl
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Folglich ist # — K(y) # 0 fiir alle = € Bg, und somit z — w(z,y) =
—F(%(m - K(y))) € CQ(FR) . Aus Lemma 2.6 folgt

Apw(z,y) = — ('%')2 (ar) (%(x - A’(y))) =0,z € Bg.

Um zu zeigen, daB w(z,y) auch die richtige Randbedingung erfiillt, sei |z| =
R. Dann gilt

%(x - K(y)) = % (;c - R2ﬁ)

yl( 2y _ Ly
e =l 5] = lyli= = |zl
E2 ly E2 ly|

Es ist |y||ji—| ein Vektor in Richtung von = mit Lange |y|, und |;c||z—| ein Vektor
in Richtung von y mit Linge |z|. Der Differenzvektor

€ Y
lyl— — |l
] lyl

hat dieselbe Lange wie der Vektor y — x. Also folgt

|%($—K@D%=w—mpqm_m_

Dies impliziert fiir |z| = R

maw:_rc%@—K@D>
S (|%%[(x —-l((y))|)

= —T"(lz —yl)
= - Tz —y).

Damit ist die Behauptung bewiesen.
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2.14 Poissonsche Lésungsformel. Setzt man diese Greensche Funk-
tion in die Darstellungsformel aus der Folgerung 2.10 fiir die Losung des Di-
richletproblems ein, dann erhilt man eine explizite Formel fiir diese Losung.
Hierzu muB =2-I'p(z,y) fiir [z| = R berechnet werden. Aus Lemma 2.6 folgt

N

fir0< |yl < R

V.Tp(r,y) = Val(e —y) = V.T(Fle ~ K(y)))
|yl

Gerade wurde gezeigt, dafB fiir |z| = R gilt

e — k)= e -l

Also folgt

T =y = (%)Q(J B RQ#)

Va:FD('Ivy) = nw |$_y|n
lyl \ 2
I v N N i
- nwy |z — y|” _R2nwn|:c—y|” '

Wegen n(z) = z/|z| ergibt sich somit

0 1 R2— |yl
g, T p(@.y) =n(z) Velp(e,y) = y

" Rnw,|z —y|*
Man rechnet sofort nach, dafl diese Formel auch fiir y = 0 gilt. Damit folgt:

2.15 Satz. (Losung des Dirichletproblems im Kreis und in der
Kugel.) Sein=2,3. Fir R> 0 sei

Br={z € R"| |z| < R}.
Sei ug € C1(0BRr) und sei u € Cy(Bgr) N C1(BRr) die Lésung von
Au(z) = 0,z € By
u(z) = wg(z), |z] = R.
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Dann folgt fiir y € Bpr

1 R —yf?
nwy R Jjzl=r |z — y|"

uly) = ug(x)dS(z) .

Diese Formel nennt man Poissonsche Lésungsformel.

2.16 Folgerung. (Regularitit der Lésung des Dirichletproblems.)
Seiu € Cy(Br) N Cl(FR) die Lésung von

Au(z) = 0,z € Bpr
u(z) = uo(z), |¢| = R

mit ug € C1(0BRr). Dann ist u reell analytisch in B, d.h. zu jedem Punkt
Yo € Br gibt es eine Umgebung Ul(yo) mit

u(y) = Z ao(yo)(y — vo)*, y € Ulyo) .

a>0

Beweis: Nach einem Satz aus der Theorie der Funktionen mehrerer komple-
xer Verdnderlicher geniigt es zu zeigen, daf}

u(y) = u(yr, .- Yn)

analytisch ist beziiglich jeder Variablen y;, wenn die anderen festgehalten
werden. (Siehe L. Hormander, An introduction to complex analysis in several
variables, North Holland, 1973, S. 28)

Sei yo € Br(0). Ich setze

A

Ui = (Y0,1,.0 Y0,i=1+ Yi» Y0,i41,..., Yon) € R™.
Der Abstand von yo zum Rand 0Bg(0) ist gleich R—|yo| . Fiir alle z € 0 Bg(0)
und fiir alle y € R” mit |y — yo| < R — |yo| ist somit |2 — y| # 0. Wegen
|yi - yO,z'| = |Qz - ’y0| folgt, dafl

RQ _ g 2

|z — gi|”

Yi
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analytisch ist in der Kugel |y; — yo.| < R —|yo|. Also kann diese Funktion in
eine Potenzreihe um yo,; mit Konvergenzradius R — |yo| entwickelt werden.

Es folgt, dafl

RQ

|T_7J2|n

Z 2, y0) (yi — yo.)" (2.4)
gilt mit
1
lim SUP,, 0o |am($7 y0)|

fir alle z € R™ mit |z| = R. Dies impliziert, daBl mq existiert mit

7w 2 = Yol

_3R—|y0|

|am($7 y0)|

fir alle m > myg, also

2 m
|am (2, 50) (Yi = yo.)" | < <§>
fir alle m > myg, alle y; € R mit |y; — yo,| < %(R — |yo|) und alle z € R"
mit |z| = R. Somit konvergiert die Reihe in (2.4) gleichmaBig beziiglich
xr € 0Bg, und also darf in der folgenden Umformung die Integration mit der
Summation vertauscht werden:

y;) = ! 7R2_|y|2u T x
u(i) = nwy R Jjz|=R |z — y|" o(#)dS(z)
: :
3 = sl st

= ZA yo ym)

Hierbei sei A,,(yo) = ﬁ f|x|:R am (2, yo)uo(x)dS(x) . Folglich ist u reell ana-
lytisch in Bg.
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3 Existenz— und Spektraltheorie fiir lineare elliptische
Gleichungen

3.1 Schwache Lésungen. In diesem Abschnitt werde ich Hilbertraum-
methoden verwenden, um fiir lineare elliptische Gleichungen Existenz und
Eindeutigkeit von Losungen und die zugehorige Spektraltheorie zu studie-
ren. Ich werde dabei annehmen, dafl die Differentialgleichung Divergenzform
hat:

- a

S (Bt + 5

=1

z) +e(z)u(z) = f(z). (3.1)
Kiirzer kann man diese Gleichung schreiben als

div (A(2)Vu(z)) + B(x) - Vu(z) + (2 )u(z) = f(x),

mit A(z) = (aij(x))i , . und B(z) = (bl(x), . ,bn($)> . Diese Annahme

WJ=1y00y

ist keine wesentliche Einschrankung der Allgemeinheit, weil lineare partiel-
le Differentialgleichungen, deren Koeffizienten differenzierbar sind, immer in
Divergenzform geschrieben werden kénnen. Denn sei

3 (o) g o) + Y 6e) g ula) 4 o)) = 0

gegeben. In Divergenzform lautet diese Gleichung

+ Z |:C¢($> — Zn: 9z, cij(x )] aiz u(z) + c(z)u(z) = f(x).

setzt.
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Zuniachst soll der Begriff einer Losung des Dirichletschen Randwertproblems
zur Differentialgleichung (3.1) verallgemeinert werden. Hierzu definiert man
die Klasse der schwachen Lésungen. Zur Motivation nehme ich an, daf a;; €
Ci(R), bi, c € C(Q) und u € Cy() sind. Unter diesen Voraussetzungen ist

u eine Losung der Gleichung (3.1), genau dann wenn fiir alle Testfunktionen
€ &m(ﬂ) die Gleichung
& 0 0
[, (= X aute)gute)gste)

u
t,7=1 T

+[Zn: bi(iv)aiiu(;v) + ¢(z)u(z) — f(:v)}go(;c))d;c =0

=1

oder kiirzer

/Q <— (A(x)Vu(x)) -Ve(z)+ {B(x)Vu(x) + c(z)u(z) — f(x)}ap(x))dw =0

(3.2)
erfilllt ist. Zum Beweis beachte man, daB unter den angegebenen Voraus-
setzungen die Funktionen z +— aij(x)a%u(:v) stetig differenzierbar sind. Auf
Grund des Gauflschen Satzes ist also 3.2 dquivalent zu

/Q [div (A(2)Vu(e)) + B(e)Vu(e) + c(w)u(e) — f(2)]p(a)de =0,

und wegen des Fundamentallemmas der Variationsrechnung (siehe Skriptum
“Variationsrechnung und Sobolevraume”, Lemma 3.7), ist diese Gleichung
aquivalent zu (3.1).

Die Gleichung (3.2) ist bereits dann sinnvoll, wenn u € C1(Q) anstelle von
u € C3(Q) vorausgesetzt wird, aber fiir (3.1) geniigt diese schwéchere Voraus-
setzung nicht. Ohne die Voraussetzung u € C5(f) sind also (3.1) und (3.2)
im allgemeinen nicht mehr dquivalent. Funktionen, die (3.2) erfiillen, nennt
man schwache Losungen von (3.1).

Damit ist der Begriff einer Losung der Differentialgleichung (3.1) verallge-
meinert. Um schwache Losungen von Randwertproblemen zu definieren, muf
auch die Randbedingung verallgemeinert werden. Hierzu beniitzt man, daB

fiir jede offene Menge 2 C R™ nach Definition des Sobolevraumes [fll(ﬂ)




gilt (siehe Skriptum “Variationsrechnung und Sobolevrdaume, Definition

2.15), und somit jedes u € [(-)[1(9) durch eine Folge von Funktionen beziiglich
der Norm des Sobolevraumes H;(2) approximiert werden kann, die alle in
einer Umgebung des Randes 9} verschwinden. Denn zu jeder Funktion aus

(oj’oo(Q) gibt es eine Umgebung von 0, in der diese Funktion verschwin-
det. Zur Verallgemeinerung der Bedingung ujsq = 0 verlangt man daher

u € [?[1(9) . Wenn u zu diesem Sobolevraum gehort, sagt man, u erfiille die
Randbedingung

Ulpq =0
im schwachen Sinn.
Fir lineare Differentialgleichungen ist es sinnvoll und oft hilfreich, komplex-
wertige Losungen u : @ — C zuzulassen. Wenn nichts anderes gesagt ist, sind

daher in diesem Kapitel mit L*(R2), H,,(£), [?[m(Q), ... die Raume L*(Q2, C),
H,,(Q,C), [o{m(ﬂ,(C) mit den Skalarprodukten

(u,v)Q:/Qu(.r)de;,(u,v)m@:/Q > D°u(z)D>v(z) dzx

la|<m

gemeint. Natiirlich konnen die folgenden Definitionen und Resultate durch
Einschrankung auf reellwertige Funktionen u : @ — R spezialisiert werden.

Zusammen erhilt man nun folgende Definition:

3.1.1 Definition (Schwache Lésung des homogenen Dirichletschen
Randwertproblems). Sei & C R” eine offene Menge, seien a;;,b;,¢ €

C(Q)N L>*(Q) und sei f € LQ(Q). Fine Funktion u € [fh(Q) heiflt schwache

Lésung zum homogenen Dirichletschen Randwertproblem

div (A(z)Vu(z)) + B(z) - Vu(z) + c(z)u(z) = f(z), 2 € Q  (3.3)
u(z) =0, = € 09, (3.4)

wenn fiir alle v € [fh(ﬂ) gilt

— (AVu,Vo)o+ (B-Vu+cu— f,v)g=0. (3.5)
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Die Gleichung (3.5) erhélt man aus (3.2), indem man ¢ € éo{)(Q) durch
v € ﬁh(ﬂ) ersetzt. Obwohl also die Giiltigkeit von (3.5) fiir eine grofere
Menge von Funktionen als (3.2) gefordert wird, ist dies keine Verscharfung

von (3.2), weil ém(ﬂ) dicht ist in 10{1(9) und weil unter den angegebenen
Voraussetzungen AVu, B-Vu+ cu — f € L*(©) sind. Wegen der Stetigkeit

des Skalarproduktes gilt somit (3.5) fiir alle v € [0{1(9), genau dann wenn
diese Gleichung fiir alle v € CO'OO(Q) erfillt ist.

Bisher wurden nur schwache Losungen des Dirichletproblems zur homogenen
Randbedingung Ul = 0 definiert. Um schwache Lésungen des Dirichletpro-

blems zur inhomogenen Randbedingung

u|89 -9

zu definieren, beachte man, dal wenn G € C3(€2) gegeben ist mit g = Gaq,
dann formal fir w = u — G gilt

0

Yloa =

und

div (A(J;)Vw(;c)) + B(z) - Vw(z) + ¢(z)w(z) = h(z),

wobei
h(z) = f(z) — div (A(2)VG(2)) — B(z) - VG(x) — e(2)G(x)

sei. Also definiert man

3.1.2 Definition (Schwache Lésung des inhomogenen Dirichlet-
schen Randwertproblems). Seien g € Hy(Q) und f € L*(Q). Eine
Funktion v € H;(Q) heiBt schwache Lésung von

div (A(x)Vu(:r:)) + B(z) - Vu(z) + c(z)u(z) = f(z), 2 € Q
u(z) =g(z), v € 09,

wenn w =1u — g € ]fh(ﬂ) gilt mit

— (AVU;, VU)Q + (B -Vw+ cw — h, 1))9 =0 (3.6)

43



fir alle v € [?[1(9) , wobei

h(z) = f(z) — div (A(x)Vg(z)) — B(z) - Vg(x) — c(x)g(x).

Es sei M(g) die Menge der schwachen Losungen zur Funktion g. Diese Menge
hingt nur von den Randwerten von g ab. Seien also g1,9, € H3(2) Funk-

tionen mit denselben Randwerten, also mit g3 — g2 € [o-[l(Q) Dann gilt
M(g) = M(gz).

Denn seiu € M(g;). Dann ist u = w+g; , wobei w € ['fl'l(Q) Losung von (3.6)
ist mit zu g; gehorendem h. Schreibe w in der Form v = w+ (g1 — ¢2) + g2 -

Man priift sofort nach, daB w+ g, — g, € [f[l(Q) Losung von (3.6) ist mit zu
g2 gehorendem h . Folglich gilt v € M(gy), also M(g1) C M(gz). Durch Ver-
tauschen der Rollen von ¢g; und ¢, folgt die Gleichheit der Lésungsmengen.
Falls insbesondere zu einer gegebenen Funktion g; € Hy(§) eine eindeutige
Losung u existiert, ergibt sich dieselbe Losung u bei jeder anderen Wahl von

g € HQ(Q) mit go — g1 € [?[1(9)

Damit ist die Lésung des Dirichletschen Randwertproblems zur inhomogenen
Randbedingung Ul = 9 auf die Loésung eines Dirichletschen Randwertpro-
blems mit homogener Randbedingung zuriickgefithrt, weil sich die Lésung u
des inhomogenen Problems in der Form uv = w + ¢ darstellen 1a8t, wobei w
Losung von (3.6) und damit Losung eines Dirichletproblems mit homogener
Randbedingung ist. Es geniigt also, im folgenden Dirichletprobleme mit ho-
mogener Randbedingung zu behandeln.

Die Bedeutung von schwachen Losungen ergibt sich aus der Existenztheo-
rie fiir Randwertprobleme zu elliptischen Gleichungen, die in diesem Kapitel
behandelt wird. Diese Theorie ergibt in natiirlicher Weise die Existenz von
schwachen Lésungen. Ob die erhaltenen schwachen Losungen sogar klassische
Losungen sind, mufl nachtréglich untersucht werden. Der Beweis, dafl (3.3),

legt: Tm ersten Schritt wird die Existenz der schwachen Losung gezeigt, und
im zweiten Schritt wird die Regularitdt dieser schwachen Losung untersucht.
In diesem Kapital beschiftige ich mich mit den Existenzuntersuchungen des
ersten Schrittes, wobei ich voraussetzen muf}, daf§ die partielle Differential-
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gleichung nicht nur elliptisch, sondern gleichmafig elliptisch ist.

3.2 Definition (GleichmaéBlige Elliptizitdt). Sei @ C R” eine offene
Menge. Der Differentialoperator

3 o (S aste)ute)) + Sbte) (o) + el

=1

heifit gleichmaBig elliptisch in Q, wenn a;;, b;, ¢ € C(Q,R)N L>*(Q, R) sind
und wenn eine Konstante ¢y > 0 existiert mit

n

> aij()&€ > colE)?

2,7=1

fur alle z € Q und alle £ = (&,...,&) € R". Man nennt ¢y Ellip-
tizitatskonstante des Differentialoperators. Die Differentialgleichung (3.1)
heit gleichmaBig elliptisch in 0, wenn der Differentialoperator auf der linken
Seite dieser Gleichung gleichméafig elliptisch ist in Q.

3.3 Sesquilinearform zum Differentialoperator. Es sei
div (A(x)Vu(”c)) + B(;v) . Vu(;v) + c(x)u(;c)

ein gleichméafig elliptischer Differentialoperator in Q. Fiir u,v € H,(Q,C)
sel

a(u,v) = (AVu,Vv)g — (B Vu+ cu,v)q.
Die Abbildung a : H,(Q,C) x H; (2, C) — C hat folgende Eigenschaften: Fiir
u,v,w € Hi(Q,C) und A, p € C gilt
a(Au+ pv,w) = Aa(u,w) + pa(v,w)
a(u, 2w+ pw) = Xa(u,v) + ga(u,w).
Also ist a eine Sesquilinearform auf dem komplexen Hilbertraum H; ({2, C)

und Bilinearform auf dem reellen Raum H; (2, R). Man nennt a die zum Dif-
ferentialoperator div (AVU) + B-Vu+ cu gehérende Sesquilinearform bezie-

hungsweise Bilinearform. Nach Definition 3.1.1 ist u € [?]1 (Q) eine schwache
Losung des Randwertproblems (3.3), (3.4), genau dann wenn

a(u,v) =—(f,v)g
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gilt fir alle v € [?[1(9) Um zu zeigen, daBl schwache Losungen des Rand-

wertproblems existieren, muf} also diese Hilbertraumgleichung gelost werden.

Ich werde erst den einfacheren Fall betrachten, dafl der Differentialoperator
von der Form div (A(z)Vu(z)) + Au(z) ist mit A € R und symmetrischer
Matrix A(z). Zunichst werde ich reelle Funktionenrdume zugrunde legen.

3.4 Satz. Sei Q CR"” eine offene Menge. Der Differentialoperator

div (A(z)Vu(z)) set gleichmdfig elliptisch in 0, es gelle A € LOO(Q,]R”Q),
und fir alle v € Q set A(x) eine symmelrische Matriz. Dann gill:

(i) Fir A\ <0 ist die zugehorige Bilinearform

ax(u,v) = (AVu, Vo)g — Au,v)g

ein Skalarprodukt auf dem Raum H;(Q,R). Fir die zugehorige Norm

ax(u,w)? gilt

min(co, =) ullzg < ax(u, w)* < max([|Allocog , —A)"¥ull21.0

wobei ¢ die Elliptizilitskonstante von div (AVu) ist.

(it) Sei Q beschrinkt. Dann ist ay(u,v) ein Skalarprodukt auf ﬁ[l(Q,R) fiir
alle A < %5 mat

c c 1/2
min (=, 2 = A) fuflaag < ax(u,w)'? < max (|| Aflwon s M) lullz00
22

wobei d = sup |z — y| der Durchmesser von ) sei.
z,y€eQ

Beweis. (i) a)(u,v) ist bilinear und wegen der Symmetrie von A(z) auch
symmetrisch. Denn es gilt

a(u,v) = /Q (A(T)VU(T)) -Vo(z)dr = /QVU(.YJ)' (A(.I)Vv(x:))dm = a(v,u).
Wegen der Elliptizitat von div (AVu) ist

(A(m)Vu( ) Vu(z Z_: 8aTZU aiu > ¢o|Vu(z )|
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Also gilt fir u € H,(9)
ar(u,u) = /Q[(A(x)Vu(x))-Vu(x)—)\|u(x)|2 do
> /Qco|Vu(x)|2—/\|u(x)|2d$
> min(co, =) [ [Vu(e)|? + fu(e) *da
= min(co, =A)|Jull3; -

Hieraus folgt, daB a)(u,v) ein Skalarprodukt ist. Wegen dieser Abschitzung
und wegen

1/2
ax(u,u)/? = [/Q (A(.T)VU(I)) -Vu(z) — )\|u(;c)|2d;c]
1/2
< (IAVulz00 [ Vullz00 = Mulli o)
1/2 1
< max ([ 4llc0n, =2) 7 (IVulion + lelifon)

1/2
— INnax (HAHQQ,O,Q) _)\) HUHZLQ

/2

ist die zugehorige Norm &quivalent zu || - ||2.1,0

(ii) Firw e [i)[l(ﬂ) folgt aus der obenstehenden Ungleichung
Co Co
a(u,u) > CO|“|§,1,Q = §|u|§,1,§2 + §|u|g,1,ﬁ
Co Co
> §|u|§,1,9 + p7) HUH;O,Qa

wobei die fiir beschrankte Gebiete und fiir u € ['f/'l(Q) giiltige Poincarésche
Ungleichung

[ul|20,0 < 27 2d[uls 0

angewandt wurde. Hierbei ist

1/2
ul21.0 = (Z HD%H%,O,Q) = [IVull20.0-

|ar|=1
Somit folgt

Co Co . (Co Co
ax(u,u) > 2 ulfig + (55 =) lellboa > min (50 55 =) lullf0-
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Also ist ay(u,v) ein Skalarprodukt auf [O—Il(ﬂ) Die Aquivalenz der Normen
folgt wie oben.

3.5 Satz. Se: Q CR"” eine offene Menge, der Differentialoperator

div (A(z)Vu(z)) set gleichmdfig elliptisch in 0, es gelle A € LOO(Q,]R”Q),
und fir alle v € Q sei A(x) symmetrisch.

(i) Sei A < 0. Dann existiert zu jedem f € L*(Q,R) ein eindeutiges

= ﬁ[l(Q,R) mit
a/\(u7 U) = _(f7 U)Q
fir alle v € ﬁ[l(Q,R). Fiir u gilt
o < s I
ullz1,0 < min(co,—) 2,0, -
(i) Sei Q beschrankt und sei A < % . Dann existiert zu jedem f € L*(Q,R)
ein eindeuliges u € ]fh(Q,R) mil
ax(u,v) = (=f,v)a
fiir alle v € [i)h(Q,R). Fiir u gilt
2
min(2, %5 — })

27 d?

Hf”Q,O,Q :

[ell2,0 <

Beweis. (i) Betrachte den Raum [?]1(9, R) als Hilbertraum mit dem Ska-
larprodukt ay(u,v). Durch F(v) = —(f,v)q wird ein lineares Funktional

F: [fl'l(Q,R) — R definiert. Dieses Funktional ist stetig. Denn es gilt fiir
v € Hi(Q)

[F()] = [=(f;v)al < [fll0allv]l200

1
< Al lzogllollzpe < 11200

1/2
min(co, —)\)1/2 ax(v,v)’%,

wobei zur Abschitzung von |[v]|2,1,q Satz 3.4 angewandt wurde. Also gilt fur
die Norm von F'

1

min(cp, —A)

17|l <

3 Iz (3.
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Nach dem Rieszschen Darstellungssatz gibt es nun ein eindeutiges u €

H1(Q,R) mit

ax(u,v) = F(v) = —(f,v)a, v€E H(QR),

und mit ay(u,u)? = ||F||, weil ay(v,v)'? die zum Skalarprodukt ay(v,w)

gehorende Norm auf [Sh(Q, R) ist. Durch erneute Anwendung von Satz 3.4
folgt somit aus (3.7)

1

min(co, —A)

1

min(c, —A)

1/2 ak(u’u)m <

Hf“2707Q :

[ell21,0 <

Dies beweist (i). Der Beweis von (ii) verlauft analog. Anstelle der Abschéat-
zung aus Satz 3.4 (i) wird die Abschétzung aus Teil (ii) dieses Satzes ver-
wendet.

3.6 Folgerung (Existenz von schwachen Loésungen des Dirichlet-
problems). Unter den Vorausselzungen von Salz 3.5 (i) beziehungsweise
Satz 3.5 (ii) besitzt des Randwertproblem

div (A(2)Vu(z)) + du(z) = f(z), z€Q
u(z) = 0, z€90
eine eindeutige schwache Léosung u € [i)h(ﬂ, R).
Beweis. Definition 3.1.1 und Satz 3.5
Dieses Ergebnis soll nun auf allgemeine Differentialoperatoren der Form
div (A(2)Vu(x)) + B(x) - Vu(z) + c(z)u(z) — u(z)

ausgedehnt werden, wobei ich fiir die Zahl A | den Eigenwertparameter, auch
komplexe Werte zulassen mochte. Dann mufl man die Losung im komplexen
Funktionenraum H;(€,C) suchen. Zur Losung von Randwertproblemen in
diesem Funktionenraum braucht man den Satz von Lax-Milgram:
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3.7 Satz (von Lax-Milgram). Sei H ein reeller oder komplexer Hilbert-
raum mit Skalarprodukt (w,v) und Norm ||u|, und sei

a:Hx H—=C

eine Sequilinearform (bezichungsweise Bilinearform im reellen Fall). Wenn
positive Konstanten ¢, C' existieren mit

a(w,v)| < Cllull o]
a(u,u)| = cljul?

fir alle uv,v € H, dann existiert eine bijektive, stetige lineare Abbildung
M:H — H mit
a(u,v) = (u, Mv)

fir alle uw,v € H. Weiter qgilt
1

M| <, M < -
Beweis. Fiir jedes v € H ist

ur a(u,v): H—C
eine lineare Abbildung. Wegen

|a(w, 0)] < Cllo]| [lull

ist diese Abbildung stetig. Also existiert nach dem Rieszschen Darstellungs-
satz ein eindeutiges Element, das mit Mv bezeichnet wird, so dafl

a(u,v) = (u, Mv)
gilt fir alle v € H . AuBerdem folgt aus dem Rieszschen Satz, dal3
[Mo] < Cle]
Der Operator M ist linear. Denn fiir v,w € H, A, u € C und alle u € H gilt
(u, M(Av + ,uw)) = a(u, A + pw) = Xa(u,v) + ga(u, w)

= Mu, Mv) + fi(u, Mw) = (u, \Mv + pMw).
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Dies bedeutet, daf}
M(Av 4 pw) = AMv + pMw

ist. Somit ist M ein linearer Operator, der beschrankt, also stetig ist.
Fir alle v € H gilt
cllull® < lalu, u)] = [(u, Mu)| < [lu]l | Mul].
Folglich ist
1
lull < || M.
Hieraus folgt v = 0, falls Mu = 0 ist, also ist N(M) = {0}, und somit ist
M injektiv. Es folgt auch, daB der Wertebereich von M abgeschlossen ist.

Denn sei v € M(H). Dann existiert eine Folge {u,,}o_; mit Mu,, — v.
Dies bedeutet, daf}

1 1
|twm — we|| < z”M(um —uy)|| = ZHMum — Muy|| — 0

fur £;m — oo. Somit ist {u,}2_, eine Cauchy-Folge in H. Wegen der
Stetigkeit von M gilt fiir den Grenzwert u dieser Folge

Mu=M(lim u,)= lim Mu, =v,

m—00 m—00

also v € M(H). Dies bedeutet, daB M(H) abgeschlossen ist.

Es bleibt zu zeigen, dal M surjektiv ist. Ware M(H) # H , existierte nach
dem Projektionssatz ein w # 0 mit (w,v) = 0 fiir alle v € M(H). Insbeson-
dere wiirde fiir v = Mw gelten

0 = |(w, Mw)| = |a(w, w)| = cfw||*,

also mufl doch w = 0 sein, und folglich ist M surjektiv, also bijektiv. Aus
obenstehender Ungleichung folgt

_ 1 _ 1
IMHal < <M = ]

also .
o< L.

Um dieses Resultat auf die Sesquilinearform zu einem Differentialoperator
anwenden zu konnen, bendtigt man folgendes Resultat:
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3.8 Satz (Gardingsche Ungleichung). Sei Q@ C R” eine offene Menge
und sei

div (A(z)Vu(z)) + B(x) - Vu(z) + c(z)u(x)
ein linearer, gleichmdflig elliptischer Differentialoperator in Q@ mit Koeffizi-
enten A € L¥(Q,R™), B € L*(Q,R"), c € L=(Q,R).
(i) FEs existiert eine Konstante Cy, so daf fir die zu diesem Differential-
operator gehorende Sesquilinearform a und fir alle u,v € Hi(§2,C)

|a(u’ U)| S 01 HU/HQ’]’QHUHQ’]’Q

gllt mZt C] = “AHOO,O,Q + HBHOO,O,Q) +HCH007079} wObEi
1/2

Hmumpw{iaﬂfrﬁmm,|wmmm4wgmmﬂ)@w

5,7=1
set.

(it) Sei ¢y die Elliptizititskonstante. Dann gilt fir alle v € H,(Q,C)

Co
Re a(u,u) > §|u|§,1,9 - cl”””g,o,ﬂ

= 5Bl + el > 0.
(Girdingsche Ungleichung)
Beweis. (i) Es gilt fiir u,v € H,(Q,C)
la(u,v)] = |(AVu, Vo)g — (BVu + cu,v)q]
< | Allsop.0ltlz1,0lv]z0,0 + 1| Bllsopelt]zollv]]200
+ llelleo0.0llell20,0lv][200
< (Il 4llwoa + I1Bllecoa + llelooa) lullallvllza-
(ii) Fiir u = v + 4w mit v,w € Hy (2, R) gilt
(AVu, Vu)o = (A(Vo+iVw), Vo+iVw)_
(AVv, Vu)g + (AVw, Vw)g + i(AVw, Vo)g — i(AVo, Vw)g
— (AVo, Vo) + (aViw, Vio)g + z'[(AVw, Vo)o — (Voo, AW)Q]
(

AV, Vo)a + (AVw, Vw)g +i((A — AT)Vw, Vo) .
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Hierbei wurde beniitzt, daB (AVv, Vw)g = (Vw, AVu)g ist, weil alle auf-
tretenden Funktionen ihre Werte in R™ oder in R™ annehmen. Wegen
Re [i((A — AT)Vw, Vv)g] = 0 folgt also mit der Elliptizitétskonstanten ¢,

Re a(u,u)
= Re [(AVU,VU)Q —(BVu+ cu,u)g]
= (AVU Vo)g + (AVw Vw)g — Re (BVu + cu u)
0

_/ Z () — ) d:v—l—/ Zaﬂ () ()

7i=1 7i=1

— Re (BVu + cu, u)g
> co/ |V1)($)|2 + |Vw($)|2dm — [(BVu + cu,u)g|
Q

2 el Vull00 = 1Blleoal Vull2oallullzoe = llelwoallulzoq

) 1
> cofull s~ 1Blcis (;m;m + guuus,o,g) ~JellcosllulZon.

wobei die fiir alle § > 0 giiltige Ungleichung ab < %az—}— 5:b% verwendet wurde.
Mit § = ¢o/|| B||oo,0,0 folgt

1
Re a(u,u) > Dl o= (5-1Bl0n + lelmoa ) lulo.
Co
Damit ist der Satz bewiesen.

3.9 Definitionsbereich einer Sesquilinearform. Sei H ein Hilbert-
raum, V ein linearer Teilraum von H und a : V x V — C eine Sesquili-
nearform. Man sagt dann auch, a sei eine Sesquilinearform auf H mit dem
Definitionsbereich V' x V.

Als Beispiel betrachte man die zu div (AVu) + B - Vu + cu gehérende Ses-

quilinearform
a(u,v) = (AVu, Vo) — (B - Vu + cu,v)g

die unter den Bedingungen, die in diesem Kapitel an den Differentialoperator
gestellt werden, fiir alle u,v € Hy(§) definiert ist. a ist also eine Sesquili-
nearform auf H;(2) x H1(Q). Wenn V ein linearer Teilraum von H; () ist,
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erhilt man durch Einschrankung von a auf V' x V' eine Sesquilinearform auf
diesem Raum. Beispielsweise setzt man haufig V = ﬁ[l(Q) und betrachtet

a als Sesquilinearform auf [?]1 (Q) x [?II(Q) Oft ist es aber vorteilhaft, a als
Sesquilinearform auf L?(§) x L?(§2) zu betrachten mit dem Definitionsbereich
D(a) =V x V', der ein Teilraum von L*(2) x L*(Q) ist.

3.10 Definition. Sei H ein Hilbertraum mit Norm || - ||, V € H ein
Teilraum, und a eine Sesquilinearform auf H mit Definitionsbereich D(a) =

V x V. Die Menge
0(a) = {a(u,u) |ue V,||ul| =1}
heifit numerischer Wertebereich von « .

Beachte, daB in der Definition von (a) die Norm des iibergeordneten Raumes
H auftritt.

3.11 Satz. Se: Q CR” ewne offene Menge, set
div (A(J;)Vu(x)) + B(z) - Vu(z) + c(x)u(x)

ein gletchmdfiig elliptischer Differentialoperator in 0 mit Koeffizienten A €
LOO(Q,]R”Q), B € L”(Q,R"), ¢ € L®(Q,R). Set V ein Teilraum von
Hi(Q,C) und seia die zu diesem Differentialoperator gehorende Sesquilinear-
Jorm auf L*(Q, C) x L*(Q, C) mit Definitionsbereich V x V. Dann existieren

Konstanten ¢y, ¢y, ¢35 > 0, so daf fir die Sesquilinearform
ay(u,v) = a(u,v) — Mu,v)g

mil Definitionsbereich V x V

(i) |ax(u, )] < (er + [A) [[ullo,a l[v]l2n 0
und

.. C
(it) ull51.0 < <m + CB) |ax(u, u)l

gilt, wenn u,v € V, X € C\f(a).
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Beweis. Die Ungleichung (i) folgt direkt aus der Definition von a, und aus
Satz 3.8. Zum Beweis von (ii) sei v € V C H;(Q) mit v # 0 und sei

u
V=
[u]2,00
Wegen ||v||2,0,0 =1 gilt
lax(u,u)| = Ja(u,u) — A(u,u)g|

= la(v,v) = Aw,v)al u]l5 00

= a(v,v) = M ||ul3q = dist (X,0(a)) [ull3 00,

wegen a(v,v) € 8(a). Hieraus und aus der Gardingschen Ungleichung folgt
e < = (Rea(usu)+ eflullg) < - (laCu ] + alluloq
Co Co
2

< = (la(u,w) = Mu, w)a| + [Mu, w)al + e flul3o0)

Co

2 |/\|+01
< Sy AT N ) — M el
< co( +dist(/\,9(a))> la(u,u) (u, u)q|

Zusammen resultiert

(A +e)+1 2

I‘U’Hg,l,ﬂ = HU’H;O,Q + |U’|§,1,Q —= dlSt(A,H(G)) g |CI,/\(U,, U’)| .

Dies ist die Ungleichung (ii).

3.12 Folgerung (Existenz von schwachen Lésungen zu allgemeinen
Differentialoperatoren. Sei ) C R”™ eine offene Menge. Der Differential-
operalor

div (A(z)Vu(z)) + B(x) - Vu(z) + c(z)u(x)

erfille die Vorausselzungen des vorangehenden Salzes. Sei a die zu diesem
Differentialoperator gehérende Sesquilinearform auf L*(©2,C) x L*(Q,C) mit

Definitionsbereich [{)[1(9,@) X [{)II(Q,C) . Dann gibt es zu jedem X € C\fO(a)
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und zu jedem [ € L*(Q,C) eine eindeulige schwache Lésung u € [?h(Q,C)
des Randwertproblems

div (A(x)Vu(ac)) + B(z) - Vu(z) + c(z)u(z) + du(z) = f(z), z€Q
u(z) =0, =z €090.

Fir die Losung gilt mit den Konstanten ¢y und c3 aus Satz 3.11

Cy

< | ——— .
lellz 6 < <dist(/\,0(a)) * CS) 17100

Beweis. Zu zeigen ist, daB zu jedem f € L*(2) ein eindeutiges u € ]fh(Q)
existiert mit

a/\(u,'u) = _<f7'U)Qa S HI(Q)a
wobel ay(u,v) = a(u,v) — Au,v)q sei.
Wie frither definiere man eine stetige und lineare Abbildung F': [?[1(9) —C
durch

Die Stetigkeit von F' folgt aus

[F (o)l = [(v, Nal < lvllaliflle < [ /lallvllis-

Hieraus ergibt sich auch ||F|| < || f|| - Nach dem Rieszschen Darstellungssatz
gibt es also ein eindeutiges w € [?[1 (Q) mit w10 <|f]le und mit

(v,w)e = —(v, fla

fiir alle v € [?[1(9) )
Aus Satz 3.11 folgt, dafBi die Sequilinearform a)(u,v) auf ﬁ[l(ﬂ) X ]f[l(Q)

alle Voraussetzungen des Satzes von Lax-Milgram erfiillt und damit auch die
Sesquilinearform
ay(u,v) = ax(v,u).

o

Also existiert eine bijektive stetige lineare Abbildung M : ['2[1(9) — H1(9)

mit

ay(v,0) = (v, M)
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fiir alle v, 0 € ]f]l(ﬂ) AuBerdem folgt aus dem Satz von Lax-Milgram und
aus Satz 3.11, daf

17 < (g )

Setze v = M~'w . Dann folgt fiir alle v € [(-)[1(9) , daf}

ay(v,u) = (v, Mu) g = (v,w)1 0 = —(v, fa

und somit

ax(u,v) = af(v,u) = —(v, f)g = —(f,v)a.

Also ist u schwache Losung des Randwertproblems. Fiir die Norm von u gilt

lullie < M7 wlie < 1M e llflloo

C2

(T o) Wlos

u ist die einzige schwache Losung. Denn sei @ eine zweite schwache Losung.

Dann folgt
ax(u, —t,u—a) = ax(u,u—a) — ax(, u—1u)
= (f7 u—’&)g - (fa u_a)Q =0 3

also nach Satz 3.11

N ¢ .
Ju—it|f o < <W2‘9(CE)) + 03> lax(u—i, u—it)| =0,

und somit @ = w. Damit ist der Satz bewiesen.

Um dieses Resultat bei einem gegebenen Differentialoperator anwenden zu
kénnen, mufl der numerische Wertebereich der zum Diflerentialoperator
gehorenden Sequilinearform bestimmt werden. Es gilt:

3.13 Lemma (Numerischer Wertebereich). Se: @ C R"™ eine of-
fene Menge, sei co die FElliptizitatskonstante des Differentialoperators
div (A(x)Vu(;c)) + B(z) - Vu(z) + c(z)u(z) mit A € LOO(Q,]R”Q), B €
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L®(Q,R"), ¢ € L¥(Q,R). Sei a die zum Differentialoperator gehorende
Sequilinearform auf L*(Q,C) x L*(Q,C) mil Definilionsbereich [S[l(ﬂ,(C) X
[?[1(9, (C) . Dann ist der numerische Wertebereich 0(@) enthalten in der Men-
ge aller p € C mat

1
Rep > —er = —(5 1Bl 00 + el <o) (38)

2 2
Tmp < = [[A= A0 (Repp + e1) +[[Bllocpa /= (Rep+ ). (3.9)
0 0
Ist Q beschrdnkt, dann gilt anstelle der ersten Ungleichung
Co

Repy> ——~-~
cH= (diam )2

C1 .

Beweis. Im Beweis von Satz 3.8 wurde gezeigt, daB fir u = v+iw € H,(Q,C)
gilt
Im (AVu, Vu)g = ((A = AT)Vw, Vo) .

Also folgt fiir v € [?[1(9,([:) mit |ul|200 =1
‘Tm a(u, u)‘ = ‘Tm |:(AVU,, Vu)g — (BVu+ cu, u)g} ‘

IN

‘((A — AT)VTU,VU)Q‘ + ‘(BVU,U)Q‘

IN

A = AT |00 [wlon0v]20.0 + [ Bllooa [ul2,e
< A= Allwoglulzs o+ I1Blleog lulz e

Aus der Gardingschen Ungleichung (Satz 3.8) folgt

0< 62—0 |u|§’1’9 < Rea(u,u)+ ¢ .

Aus diesen beiden Ungleichungen zusammen folgen die im Lemma angege-
benen Abschatzungen fir 8(a) bei beliebigem €. Bei beschranktem € folgt
die angegebene Abschétzung aus der Gardingschen Ungleichung und aus der
Poincaréschen Ungleichung

2
|2 > = lul? =
|“|2,1,Q - (dlam Q)g HUHZ,O,Q (dlamﬂ)2 3

die fiir u € ]g—)/'l(Q) erfiillt ist. Damit ist das Lemma bewiesen.
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3.14 Numerischer Wertebereich fiir spezielle Operatoren. Aus

den Ungleichungen (3.8) und (3.9) folgt, daBl #(a) in einem Sektor der Form

Sy k) ={necC \ Im ] < y(Rep + )}

enthalten ist mit geeigneten Konstanten k,v > 0. Fiir alle A € C\S(v, k) be-
sitzt das homogene Dirichletproblem eine eindeutige schwache Losung. Wenn
der Differentialoperator und die Menge () spezielle Eigenschaften haben, kann
man den numerischen Wertebereich weiter eingrenzen:

(i) Wenn die Matrix A(z) fir jedes x € ) symmetrisch ist, dann ist §(a) im
parabolischen Bereich

{nec|mul < 1Bley= Rep +a)}

2
Co
enthalten.

(ii)) Wenn B = 0 ist und die Matrix A(z) fir jedes z € © symmetrisch ist,

dann ist der Differentialoperator symmetrisch, und der numerische Wertebe-
reich #(a) ist eine Teilmenge der reellen Zahlen:

0(a) C{ueR|p>k},

mit k = —||¢|lco,0.0 bei beliebigem Q und mit & = —||¢||ac0,0 + co(diam )72
bei beschranktem . Fiir alle A aulerhalb dieser reellen Halbachse ist das
Dirichletsche Randwertproblem eindeutig l6sbar.

3.15 Friedrichsche Erweiterung. Die bisher gewonnenen Ergebnisse
sollen nun in die Spektraltheorie unbeschrankter Operatoren, eines Teilge-
bietes der Funktionalanalysis, eingeordnet werden. Hierzu mufl man eine
“schwache Fortsetzung” des gegebenen Differentialoperators definieren. Von
jetzt ab werde ich Differentialoperatoren der Form

—div (A(x)Vu(x)) + B(z) - Vu(z) + c(z)u(z) — u(z)

betrachten, wobei das gegeniiber der bisherigen Konvention umgekehrte Vor-
zeichen des Hauptteils und des Terms Au(z) nur technische Griinde hat.

Fir A € C1(Q) N L*(Q) und B,c € C(2) N L*(Q) gehoren alle Funktionen

[}
u € (Coo(f2) zum Definitionsbereich dieser Operatoren. Genauso wie man
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durch die Einfithrung von schwachen Ableitungen den Differentialoperator
V vom Raum der Ci—Funktionen auf den Raum H;(Q) fortsetzt, kann man

den Differentialoperator —div (AVu) + B - Vu 4+ cu vom Raum é’m(ﬂ) zZu

einem linearen Operator L auf einem grofleren Raum fortzusetzen:

3.15.1 Definition Sei Q C R” offen, seien A € L=(Q,R™),
B e L (Q,R™), c€ L*(Q,R) und sei

a(u,v) = (AVu,Vu)g+ (BVu + cu,v)gq. (3.10)

Der Operator L : D(L) — L*(f}) mit Definitionsbereich D(L) C L*() sei

folgendermafen definiert: Eine Funktion u gehort zu D(L), genau dann wenn

= [o-h(Q) ist und wenn f € LQ(Q) existiert mit
a(u,v) = (f,v)e

fiir alle v € [?[1(9) . Mit diesem zu u € D(L) gehérenden f definiert man den
Operator L durch
Lu=f.

L heiBt Friedrichsche Erweiterung des Differentialoperators
—div (AVu) + B-Vu+cu.
Man sagt auch, L sei ein Operator auf L?(Q) mit Definitionsbereich D(L).

Diese Definition ist sinnvoll, weil das zu der Funktion u gehorende f eindeutig
bestimmt ist. Denn sei f eine andere Funktion mit

a(u,v) = (f,v)a

fiir alle v € ;[I(Q) Dann folgt

(f7U>Q = a(“a”) = (faU)Qa
also (f — f, v)g =0, also [ = f, weil ['fl'l(Q) dicht ist in L*(9).

Man priift sofort nach, dal D(L) ein linearer Unterraum von ['fh(ﬂ) ist, und
[ ein linearer Operator ist. Aus der Definition von L und aus der Definiti-
on 3.1.1 von schwachen Losungen von Randwertproblemen ergibt sich auch
unmittelbar das folgende Resultat:
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3.15.2 Lemma. u ist schwache Losung des Randwertproblems
—div (A(2)Vu(z)) + B(x) - Vu(z) + c(2)u(z) — du(z) = f(z), z€Q
u(z) =0, = cdn
genau dann wenn v € D(L) und
(L—X)u=f
gilt. Hierbei ist I die Identitit auf L*(Q).

In vielen Féllen gilt iiber die in Definition 3.15.1 gemachten Voraussetzungen
hinaus, dal A € C1(2) N L*=(Q) ist. Ich will einige Konsequenzen aus der
Definition von I erlautern, die sich unter dieser zusétzlichen Voraussetzung
ergeben.

In diesem Fall erhéalt man sofort, dafl

o

Cso() € D(L)
gilt, und daB fir v € Co*oo(Q)
Lu = —div (A(:v)Vu(;v)) + B(:v) . Vu(;v) + c(x)u(;v)

ist, wobei alle Ableitungen auf der rechten Seite im “klassischen Sinn” zu
verstehen sind. Das bedeutet, daf die Einschrankung L| mit dem klas-

[

Coo(Q)
sischen Differentialoperator tibereinstimmt. Deswegen schreibt man fir alle

u € D(L) anstelle von Lu auch
—div(AVu) + B-Vu + cu.

é’oo(ﬂ) und damit auch D(L) ist eine dichte Teilmenge von L?*(£}). Daher

nennt man L einen dicht definierten Operator auf L?(Q).

Wegen D(L) C [?]1(0) ist in der Definition von L die homogene Dirichlet-
sche Randbedingung enthalten. Haufig betrachtet man daher L als eine zur
homogenen Dirichletschen Randbedingung gehdrende Fortsetzung des “klas-
sischen” Differentialoperators —div (AVg)+ B - Vi + cp mit Definitionsbe-

reich ('o(2) . Auf dhnliche Weise kann man zu anderen Randbedingungen
gehorende Fortsetzungen dieses klassischen Differentialoperators konstruie-
ren.
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3.16 Resolvente. Als direkte Konsequenz von Lemma 3.15.2 erhalt man
folgende Aussage: Das homogene Dirichletsche Randwertproblem

—div (A(:c)Vu(x)) + B(z) - Vu(z) + e(z)u(z) — Au(z) = f(z), z € Q
u(z) =0, z € 09,

besitzt genau dann zu jedem f € L*() eine eindeutige schwache Losung u,

wenn der Operator (L — A1) : D(L) C L*(Q) — L*(R2) eine Inverse
(L — /\[)_1 : LQ(Q) — D(L) C LQ(Q)
besitzt. Es gilt dann v = (L — AI)7'f.
3.16.1 Definition. Die Menge p(L) aller A € C, fiir die der lineare Ope-
rator L — \I : D(L) — LZ(Q) eine stetig Inverse (L— )\f)_l : LZ(Q) — LZ(Q)

besitzt, heifit Resolventenmenge von L. Die Menge X(L) = C\p(L) heiBit
Spektrum von L. Die Abbildung

M (L= A7 p(L) = B(LX(Q), 12(Q))
heifit Resolvente von L .
Anstelle von (L — AI)~! beniitze ich auch die Bezeichnung R(\, L). Als un-

mittelbare Konsequenz aus Folgerung 3.12 ergibt sich

3.17 Satz (Spektrum und numerischer Wertebereich). Sei Q CR”
eine offene Menge, set

div (A(T)V?/(T)) — B(z) - Vu(z) — ¢(z)u(zx)

ein gleichmdflig elliptischer Differentialoperator in 0 mil Koeffizienten A €
Lm(Q,R”Q), B € L™, R"), ¢ € L*(Q,R) und sei L die Friedrichsche
Frweiterung des Operators —div (AVu) 4+ BVu + cu. Dann gill

X(L) € b(a),
mit der Sesquilinearform a(u,v) = (AVu,Vv)qg + (BVu + cu,v)q. Fir X €

C\b(a) gilt mit den Konstanten c,,c3 aus Satz 3.11

Ca

HRO‘a L)H < (m +C3> .
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Beweis. Es geniigt zu zeigen, daf}

C\0(a) C p(L)

ist. Sei also A € C\#(a) . Nach Folgerung 3.12 besitzt das Randwertproblem

div (A(:z:)Vu(:v)) — B(z) - Vu(z) — e(z)u(z) + du(z) = — f(z), 2 € Q

zu jedem f € L*(Q) eine eindeutige schwache Losung u . Nach 3.16 bedeutet
dies, daB R(\, L) existiert und da v = R(A, L)f. Aus der in Folgerung 3.12
angegebenen Abschéatzung folgt

1RO )l = s < Wl < (gorsgrayy )1 los-
Dies bedeutet, daB R(X, L) : L*(Q) — L*(2) stetig ist mit

1RO L)]| < <dlst<;—29(a)) + c3> .

Folglich ist A € p(L), also C\f(a) C p(L).

3.18 Folgerung (Eigenschften der Friedrichschen Erweiterung).
Seten die Voraussetzungen von Satz 3.17 erfillt. Dann gilt:

(i) Die Friedrichsche Erweiterung ist ein abgeschlossener, dicht definierter
Operator.

(1i) N(L) CO(a), p(L) #0.
(iii) Fiiru e D(L),v € Hi(9), A € C\O(a) gilt
CL(U v

dist (X, 0(a)) a2
¢z + czdist (X, 0(a)) 21,40

, ) = (Lu,v)g
‘((L — Mu, U)Q‘

(iv) Sei X € C. Euaistiert (L — XI)™', dann ist X € p(L) und die Inverse ist
stetug.
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Beweis. (ii) Der erste Teil dieser Aussage wurde in Satz 3.17 bewiesen. Die
Resolventenmenge ist nicht leer, weil sie das Komplement von m umfaft,
und weil f(a) nach Lemma 3.13 in einem Sektor enthalten ist.

(iii) DaB a(u,v) = (Lu,v)q gilt fir alle v € D(L) und v € [?]1(9) ergibt
sich direkt aus der Definition von L. Fiir A € C\fA(a) ergibt sich aus dieser
Gleichung mit v = « und aus Satz 3.11, daf}

(2= Nu,u) | = la(u,u) = Mu,u)a| = |ay(u,u)]

-1
- i 2
<dist N 0(a)) + cd) [ull30-

(i) Sei Ao € p(L). Dann ist die Inverse R(Xo, L) von (L — Aol) ein stetiger,
also abgeschlossener Operator, folglich ist auch (L — AoI) abgeschlossen und
damit auch L — AI fir jedes A € C. Insbesondere ist L abgeschlossen. Ware
D(L) # L*(), dann existierte u € L%() mit u # 0 und (u,v)q = 0 fiir alle
v € D(L). Fir A € C\f(a) und alle w € L*(Q) wiirde dann (u, R(X, L)w)g =
0 gelten wegen R(A, L)(L*(©2)) = D(L). Aus (iii) folgte also

O_KuR)\L)‘_‘([ ](AL)M%(AL)))
dist (X, 0(a))
¢y + eadist (A, 0(a))

also R(A, L)u = 0 und somit u = [L — A]R(A, L)u = 0, im Widerspruch zur
Annahme. Also ist D(L) eine dichte Teilmenge von L*(f).

(iv) Wenn (L —AI)~" existiert, ist dieser Operator abgeschlossen, weil L — AT
abgeschlossen ist nach (i). Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen ist
somit (L — M)~' stetig als abgeschlossener, auf dem ganzen Banachraum

L*()) definierter Operator. Folglich gilt A € p(L).

Q ‘

IR L)z

3.19 Operaten mit kompakter Resolvente. Nach 3.16 besitzt das ho-
mogene Dirichletsche Randwertproblem bei gegebenem Eigenwertparameter
A genau dann eine Losung fiir alle f € L*(Q), wenn (L — M)™! existiert
und nach Folgerung 3.18 ist dies genau dann der Fall, wenn XA € p(L) ist,
also wenn X nicht zum Spektrum von I gehort. Um genaue Aussagen tiber
die Losharkeit des Dirichletschen Randwertproblems machen zu konnen, muf}
also das Spektrum X(L) der Friedrichschen Erweiterung bestimmt werden.
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Nach Satz 3.17 ist das Spektrum eine Teilmenge des Abschlusses 0(a) des
numerischen Wertebereiches. Das Spektrum braucht jedoch nicht mit 6(a)
iibereinstimmen, sondern kann eine echte Teilmenge davon sein. Ich will die
genaue Form des Spektrums nur im Fall beschrankter Gebiete studieren.
Hierzu wende ich folgenden Satz an (siehe T. Kato: Perturbation Theory for
Linear Operators, Springer 1966, S. 187).

3.19.1 Satz. Sei T' ein abgeschlossener Operator auf einem Banachraum
X . Es sei p(T) # 0 und es existiere wenigstens ein p € p(T), fir das
R(p,T) ein kompakter Operator ist. Dann besteht das Spektrum von T nur
aus abzdhlbar vielen Figenwerten endlicher Vielfachheil, die sich im FEndli-
chen nicht hdufen, und R(N,T') ist ein kompakter Operator fir alle A € p(T)).

Durch Anwendung dieses Satzes ergibt sich

3.20 Satz (Spektrum von Randwertproblemen mit beschrianktem
Gebiet). Sei Q@ CR”™ eine beschrinkte, offene Menge, sei

div (A(x)Vu(:z:)) — B(z) - Vu(z) — c(z)u(zx)

ein gleichmdflig elliptischer Differentialoperator in 0 mil Koeffizienten A €
LOO(Q,]R”z), B € L=, R"), ¢ € L®(Q,R) und sei L die Friedrichsche
Erweiterung des Operators —div (AVu) + B -Vu+ cu. Dann bestehl das
Spektrum von L nur aus abzdhlbar vielen Figenwerten endlicher Vielfach-
heit, die sich im Endlichen nicht hdufen, und die Resolvente R(A, L) ist ein
kompakter Operator fir alle X € p(L).

Beweis. Nach Folgerung 3.18 ist L ein abgeschlossener Operator mit nicht-
leerer Resolventenmenge. Also folgen alle Aussagen aus Satz 3.19.1, wenn

noch gezeigt ist, daB R(A, L) : L*(2) — L*(2) kompakt ist fiir ein Ay € p(L).

Nach Lemma 3.13 ist 6(a) in einem Sektor enthalten, also ist C\@(a) # 0.
Wihle Ao € C\#(a). Nach Satz 3.17 gehort Ao zu p(L) und nach 3.16 ist
die durch v = R(Xo, L) f gegebene Funktion schwache Losung zum homoge-
nen Dirichletschen Randwertproblem zur rechten Seite f € L*(Q). Also ist

u € [?[1(9) , und nach Folgerung 3.12 gilt

Co

HR()\Oa L)f“2,1,§2 = HUHZ,LQ < <m + C3> HfHZ,O,Qa
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also kann man die Resolvente auch als stetigen Operator von L*(}) nach

[i)[l(ﬂ) auffassen. Diesen Operator bezeichne ich mit R(Ao, L). Es gilt dann
R(Xo, L) = JR(Xo, L),

wobei J : [o—h(Q) — L*(Q) die Einbettungsabbildung ist. Nach dem im An-
hang bewiesenenRellichschen Auswahlsatz ist J ein kompakter Operator, also
auch Jf{()\o, L) als Hintereinanderausfithrung eines stetigen und eines kom-
pakten Operators. Folglich ist R(Ag, L) : L*(2) — L*(Q) kompakt. Der Satz

ist bewiesen.

3.21 Friedrichsche Erweiterung von symmetrischen Differential-
operatoren. Zum Schlufl betrachte ich symmetrische Differentialoperato-
ren der Form div (A(:v)Vu(;v)) + c(x)u(:v) mit symmetrischer Koeffizienten-
matrix A(z). Weil die Friedrichsche Erweiterung L ein dicht definierter Dif-
ferentialoperator ist, kann man den adjungierten Operator L* definieren:

Sei u € L*(Q). Es gilt u € D(L*) genau dann wenn w € L*(Q) existiert mit
(Lv,u)g = (v,w)q

fur alle v € D(L). Mit dem zu u gehorenden w setzt man dann L*u = w.
Diese Definition ist sinnvoll. Denn sei w ein anderes Element mit (Lv, u)q =
(v,W)gq fur alle v € D(L). Dann folgt (v,w — @)q = 0 fir alle v € D(L),
also w — @ = 0 wegen der Dichte von D(L) in L*(Q).

3.21.1 Satz. Sei Q C R” eine offene Menge und sei div (A(z)Vu(z)) —
c(z)u(z) ein gleichmipig elliptischer Differentialoperator in @ mil Koeffizi-
enten A € L>(Q, ]R”Q) ,c € L®(Q,R), wobei A(x) eine symmelrische Matrix
sei fir alle x € Q. Dann ist die Friedrichsche Erweilerung L zum Differen-
tialoperator —div (A(z)Vu(z)) + c(z)u(z) ein selbstadjungierter Operator,
das heifit es gilt L = L.

Beweis. Fiir die zum Differentialoperator —div (AVU,) + cu gehorende Ses-
quilinearform gilt

a(u,v) = (AVu,Vo)g+ (cu,v)q
= /Q (A(;E)Vu(:c)) -Vo(z) + e(z)u(z)v(z)ds
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= /QVU(x) - A(z)Vo(z) + ¢(z)u(z)v(z)dz

- /QVT(:U) A(z)Vo(z) + c(:c)mv(x)dx
= (AVv,Vu)g+ (cv,u)g = a(v,u).

Fir u,v € D(L) resultiert also aus Folgerung 3.18

(Lu,v)g = a(u,v) = a(v,u) = (Lv,u)q = (u, Lv)gq .

Hieraus folgt v € D(L*) und L*v = Lv , also D(L) € D(L*) und L*|D(L) = L.
Also gentigt es zu zeigen, dal D(L) = D(L*) ist.
Angenommen, es gibe v € D(L*)\D(L). Weil nach Lemma 3.13 die Menge

6(a) in einem Sektor der Form {y € C ‘ |Im 41| < v( Re g+ &)} enthalten ist,

gilt A € C\f#(a) C p(L) fiir alle A € R mit A < —Fk. Ich wihle ein solches X.
Dann gilt (L — X)D(L) = L*(2), also existiert ein v € D(L) mit

(L=X)u=(L"=X)v.

Wegen (L*— A )u = (L—A)u folgte (L*=AI)(v—u) = 0. Fiir alle w € D(L)
bedeutet dies
0 = (w,(I"=M)(v—u))_
= (v, L7(v = w)) = Aw,v - u)a
= ((L=ADw,v—u)

Hieraus folgt v —u = 0, weil (L — X)D(L) = L*() ist. Wegen u € D(L)
muf also doch v € D(L) sein im Widerspruch zur Annahme, und somit ist

D(L*)= D(L), also L* = L.

3.22 Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren. Nach dem
Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren gilt also fiir symmetrische Dif-
ferentialoperatoren, daf ¥(L) C R ist. Dies wurde bereits in 3.14 gezeigt.
Dort wurde sogar gezeigt, daBl das Spektrum nach unten beschrankt ist. Auch
hier méchte ich nur den Fall beschrankter Gebiete genauer studieren:
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3.22.1 Satz. Sei Q CR"™ eine beschrinkte, offene Menge, sei

div (A(z)Vu(z)) —c(z) ein gleichmdfig elliptischer Differentialoperator in
mit Koeffizienten A € L>(Q, R”z), c€ L*(Q,R), wobei A(zx) fiir alle x € Q
eine symmetrische Matrix sei. Dann besteht das Spektrum der Friedrichschen
Erweiterung L von —div (AVu) + ¢ aus abzihlbar unendlich vielen reellen
Figenwerten endlicher Vielfachheit, die sich nur bei +o00 hdufen. Auflerdem
gibt es ein im Hilbertraum L*(Q) vollstindiges Orthonormalsystem aus Ei-
genfunktionen von L.

Seien Ay < Ay < A3 < ... die Figenwerte von L., wobei jeder Figenwert
entsprechend seiner geometrischen Vielfachheil wiederholt sei, und sei

a(u,v) = (AVu,Vo)g + (cu,v)q

die zum Differentialoperator gehdrende Sesquilinearform. Dann kann das
vollstindige Orthonormalsystem {u,, }°°_, so gewdhll werden, daf$ u,, Figen-
funktion zum Figenwert A, ist. Fs gill dann:

(i) FEsist u € ]fh(ﬂ), genau dann wenn

Z)\m|uum ?<o0.

Fiir u,v € ]fll(Q) gilt

o0
Z (U, um ) (v, Unm)q -

(it) FEsistu € D(L), genau dann wenn
Z A2 |y um)? < 00

Dann gilt
Lu = Z A (U U ) Uy -

m=1

Beweis. Nach Satz 3.20 besteht das Spektrum von L nur aus abzéhlbar vie-
len Eigenwerten endlicher Vielfachheit, die sich im Endlichen nicht hdufen,
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und die im Abschlufl des numerischen Wertebereichs von a enthalten sind.
Nach 3.14 ist bei einem symmetrischen Differentialoperator der numerische
Wertebereich eine nach unten beschréankte Teilmenge der reellen Achse, also
sind die Eigenwerte reell und kénnen sich héchstens bei +oo hdufen. Zwei
Eigenfunktionen u und v zu verschiedenen Eigenwerten A und p sind ortho-
gonal. Denn es gilt wegen der Selbstadjungiertheit von L

Mu,v)g = (Lu,v)g = (u, Lv)g = (u, pv)o = plu,v)a,
also

(A= p)(u,v)g = 0

und somit (u,v)o = 0. Sei X der von allen Eigenfunktionen von L aufge-
spannte Teilraum von L*(Q). Es gilt

X = 1}(9).

Zum Beweis nehme ich an, dies sei nicht der Fall. Dann ist der Orthogonal-
raum X+ von X ein nichttrivialer abgeschlossener Teilraum von L?(€2).

Sei pp < infé(a). Dann ist pu € p(L), also existiert R(y, L), und fir alle
u € Xt gilt R(p, L)u € X+ . Denn sei w eine Eigenfunktion von L zum
Eigenwert A. Dann gilt

(R(,u, L)u, w)Q = (R(,u, L)u, ;) i ILL(L — ,uf)w)ﬂ

= )\]?M((L — N[)R(,u,l))u,w)ﬂ = /\]flu(u,w)ﬁ =0.

Weil die Eigenfunktionen von L eine Basis von X bilden, folgt hieraus
(R(p, L)u,v)q = 0 fiir alle v € X, also R(p, L)u € X+ .
Fiir alle v € L*(Q) gilt [(R(p, L)v,v)a| < ||R(p, L)|| ||v]|3,0.0, und fir v # 0
ist sogar

(R(p, L)v,v)g > 0.
Denn fiir v # 0 ist R(u,L)v # 0. Setze w = R(u, L)v [ |[R(p, L)v||5 00 -
Dann gilt ||w]|200 =1 und w € D(L), also

(R(,u, L)v, U)Q = (R(,u, Lyv,[L — pI|R(u, L)U)Q
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= |IR(p, L)oll3 00 (IF = pllw,w)
= [|R(p, L)v])3 | (Lw, w)a — 4]
= | R(u, L)oll3 g g a(w,w) — u] >0,

wegen a(w,w) € #(a) und p < infé(a). Also existiert

[|v]]2,0,0=1

und es gilt A\g > 0.

Ich werde zeigen, dal das Maximum angenommen wird, und daf} die Stelle,
wo das Maximum angenommen wird, eine Eigenfunktion von L ist. Hierzu
sei {v,, }2°_, eine Folge mit v, € X+, |vm]|2,0,0 = 1 und

Tim (R, Lo, vm) = o
Weil die abgeschlossene Einheitskugel von L#(§2) schwach folgenkompakt ist,
besitzt {v, }2°_; eine in der Einheitskugel schwach konvergente Teilfolge. Tch

nehme an, daB bereits {v,,}°°_, selbst schwach konvergiert. Der Grenzwert
sei u. Es gilt u € X+ mit l|lu)|z00 < 1.

Aufgrund des Rellichschen Einbettungssatzes (siche Anhang) ist R(p, L)
ein kompakter Operator. Dies wurde im Beweis von Satz 3.20 gezeigt. Da
ein kompakter Operator schwach konvergente Teilfolgen in normkonvergente
Teilfolgen abbildet, ist die Folge {R(p, L)vm,}2o_, in L*(Q) konvergent ge-
gen die Funktion R(p, L)u. Weil das Skalarprodukt einer normkonvergenten
Folge und einer schwach konvergenten Folge gegen das Skalarprodukt der
jeweiligen Grenzwerte konvergiert, folgt

(R(,u,L)u,u)Q = lim (R(M,L)Um,vm)ﬂ = Xo.

Wegen Ao > 0 ist v # 0. Ware ||u||20,0 < 1, dann wire w = u/||u||2,0,0 € Xt
mit [|w||20,0 =1 und

1

lulZ o

Ao

lulZ o

(R(,u,L)w,w)Q > Ao,

(R(,u, L)u,u)Q
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im Widerspruch zur Definition von Ag. Also gilt ||u|200=1.

Zum Beweis, daB u eine Eigenfunktion von L ist, seiv € X+ . Firallet € R,
die hinreichend nahe bei 0 liegen, ist dann v+{tv # 0, und die reelle Funktion

u+ tv u+ tv
t—g(t) = | R ,L( >, )
) = (R (i) Tk lons .
(R(,LL,L)(u+tv),u+tv)Q

lu+ toll200

hat ein Maximum an der Stelle ¢ = 0. Also ist ¢'(0) = 0. Weil R(y, L)
selbstadjungiert ist als Inverse des selbstadjungierten Operators L — ul , gilt

(Rlp, D)(u+ tv),u + tv)
= (R(u, Lyu,u), + *(R(u, Lyv,v)  + t[(R(u, Lyv,u), + (R(u, Dy, v)ﬂ]
= (R(p, Lyu,u) +1*(R(p, L)v,v) +2t Re (R(u, L)u,v)_.
Also folgt fiir die Ableitung
0=¢'(0) = 2Re (R(u,L)u,v) — (R(n,L)u,u) 2 Re (u,0)q
— 9 Re ([R(M,L) _ Aol]u,v>ﬂ

Ersetzt man v durch v, dann folgt hieraus auch

Tm <[R(p, L) - Aof}u,v>ﬂ —0,

also insgesamt ([R(u, L) — Ao I]u, v)q = 0 fiir alle v € X+ . Wegen R(u, L)u—
Mou € Xt folgt somit
R(p, L)u — Aou =10,

also uw € D(L)N X+ mit
w=(L—pl)R(p, L)u =Xo(L — pl)u,
oder

Lu= (,u-l— /\i())u.
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Also ist die von Null verschiedene Funktion u eine Eigenfunktion.

Dies ist aber ein Widerspruch zu u € X, also mufl die Annahme falsch sein
und X = L*(Q) gelten. Der von den Eigenfunktionen von [ aufgespannte
Raum ist also dicht in L?(Q).

Sei Ay < Ay < A3 < ... die Folge der Eigenwerte von L, wobei jeder Eigen-
wert entsprechend seiner geometrischen Vielfachheit wiederholt sei, und sei
Uy, eine normierte Eigenfunktion zu A, , die so gewahlt sei, dafl sie orthogo-
nal ist zu allen Funktionen wy, ..., ty,—1 ist. Dann ist {u;, ug, ...} eine Basis
von X aus paarweise orthogonalen Elementen, und somit ein vollstandiges
Orthonormalsystem in L?(€) wegen der Dichte von X in L*(2). Weil L?(Q)
unendlichdimensional ist, muf} diese Basis abzahlbar unendlich sein, und so-
mit gibt es auch abzahlbar unendlich viele Eigenwerte.

Zum Beweis von (i) sei p wie oben gewihlt. Setze p,, = A, — g und
ay(u,v) = a(u,v)—p(u,v). Es gilt dann p,,, > 0, und wegen a(u,v) = a(v, u)
ist auch

a#(u7 U) = aM(U7 u) '
Aus den Abschétzungen von Satz 3.11 folgt dann, daB a, ein Skalarprodukt
auf dem Raum [?[1(9) ist, dessen zugehérige Norm dquivalent ist zur Norm

|lw]|2,1,0 - Fiir das Orthonormalsystem {u,,}>°_, und fiir u € [?h(Q) gilt dann
nach Folgerung 3.18

au(“ﬂﬂ u) = a(um, u) - ,u(um, u>9 = (Lum’ u>9 - M(um’ u>9

= (A = 1) (tm, w)a = pm (tm, w)a

und insbesondere

a',u(uma U’E) = Hm(“fma U/Z)Q = ,um(smé .

Fiir v,, = \/+_mum gilt also a, (v, vy,) = 1, und somit ist {v,, }°_; ein Or-
thonormalsystem in H1(2) beztiglich des Skalarproduktes a,(u,v). Dieses
Orthonormalsystem ist vollstandig. Denn sei u € [o-[l(ﬂ) mit a,(vy,,u) = 0

fir alle m . Dann folgt
1 1

(U, ) = —au(Um,u) =

P VHm
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also v = 0, weil {u,}2_, vollstindig ist in L?*(Q). Dies bedeutet, daB
{vm }oo_; vollstandig ist in ﬁ[l(ﬂ)

Aus der Theorie der vollstindigen Orthonormalsysteme folgt nun: Genau

o]
dann ist v € H1(Q), wenn

00 > 3 au(u,vm)* = 3 piml(u, um)al’

m=1 m=1
s « s b
= > Aal(uyum)al® —p Y 1w, um)al®
o0
= 2 Ml um)al* = pllullzo0-
m=1

Es gilt dann

und fir u,v € [o-[l(Q)

wuliy0) = 3 (it 0 ) (0r0m) = 3 f (i, )0 )

also

o0
a(u,v) = Z A (U U )@ (0, U ) g -
m=1

Aus diesen Relationen folgen die Aussagen in (i). Zum Beweis von (ii) beachte

man zunachst, daf} fir g wie oben
U = R(p, L)(L — pl)wm = (A — p)R(p, L),

also




gilt. Sei nun v € D(L). Dann existiert v € L*(2) mit u = R(p, L)v. Es gilt

o0

o
Z v um QU Z | v 71m) |2<oo.

m=1

Wegen der Stetigkeit von R(p, L) auf L*(Q) resultiert

v = R L= B ) 3 |

m=1

Andererseits ist u = 3 00_, (u, Uy ) o, . Wegen der Eindeutigkeit der Fourier-

reihenentwicklung folgt

(u, U)o = . 1_ ,u(v’ Up ) s
also
o 2 2 .- Am 2
> X f(wunal® = X ( ) (v, )al
m=1 m=1 )‘m
= 3 (145 ) el
m=1
< (14— m)
- +dlst,u, >Z|vu e
und
Lu = (L—phu+ pu=v+pu= Z(v,um)gum+uu
m=1
Z uum)gum—l—,uz U,y Uy Qum—Z)\ (W, U ) QU -
m=1 m=1 m=1

Sei umgekehrt v € L*() mit 300, A2 |(u, um)al* < oo . Setze

= 3" (O — 1)1 et

m=1
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Dann ist v € L*(Q) wegen

S O — )2 (us ) < o0,

m=1

und es gilt

Riu, Lo = mmﬁméz@m—mwmmmm)

= Z()\m p)(wy wm ) R(p, L)u Z (u, U ) U, = u
m=1

also uw € D(L), weil D(L) = R(p, L)(L*(Q2)).
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4 Innere Regularitit

Nachdem in Abschnitt 3 die Existenz von schwachen Lésungen zu Randwert-
problemen studiert wurde, soll nun die Regularitat dieser Losungen unter-
sucht werden. In diesem Abschnitt beschranken wir uns auf die Untersuchung
der “inneren Regularitat” der Losungen, schlieflen also Randpunkte des Ge-
bietes 2 bei den Untersuchungen aus. Die Randregularitidt werden wir im
nachsten Abschnitt studieren.

Die wichtigsten Untersuchungen dieses Abschnittes fithren wir nicht nur fir
lineare Gleichungen durch, sondern betrachten gleich nichtlineare elliptische
partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung, deren Hauptteil Diver-
genzform hat. Studiert werden also Gleichungen der Form

> ai (2 w(@), Vu(@)) + bz, u(), Vu(w)) =0, (41)

mit
a;j, b: A xRxR"—R.
Definiert man A: 2 x R x R® — R durch

Az, u,é) = (al(:l;, w,€)y .. an(z,u, E)) ,

dann kénnen diese Gleichungen auch in der Form
div A(w,u(x),Vu(x)) + b(w,u(x),Vu(x)) =0

geschrieben werden. Insbesondere werden wir das Hauptergebnis dieses Ab-
schnittes, Satz 4.5, fiir derartige nichtlineare Gleichungen formulieren, die
allerdings noch der Einschrankung unterliegen, da die Funktionen a; nicht
explizit von u(z) abhiangen diirfen. Fiir nichtlineare Gleichungen bringt die
Verwendung komplexwertiger Funktionen keinen Vorteil. Daher werden wir
ab jetzt nur reellwertige Funktionen und Losungen betrachten.

Zuniachst miissen die Definitionen 3.1 und 3.2 fiir schwache Losungen des ho-
mogenen Dirichletschen Randwertproblems und fiir gleichméBig elliptische
Differentialoperatoren auf nichtlineare Gleichungen verallgemeinert werden.
Zur Definition von schwachen Lésungen bendtigen wir folgende Vorausset-
zungen an  und an die Funktionen a; und b aus (4.1):
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(i) @ C R” sei eine offene, beschriankte Menge.
11) Sei a; € C(1 x R x R™) und es existiere eine Konstante C; mit
(ii) j

|aj(z,u, )] < Ci(1€] +1)
fiir alle (z,u, &) € @ xR x R".
(iii) Sei
b(z,u, &) = c(z,u,§) + f(2),

mit f € L*(2) und ¢ € C(Q x R x R"), und es existiere eine Konstante C,
mit

|e(z,u, O < Ca([€] + [ul + 1) .
Unter diesen Voraussetzungen folgt aus der Theorie der mefibaren Funktio-
nen, dafl © — a;(z,u(z), Vu(z)) und = — b(z,u(x), Vu(z)) meBbar sind fiir
jede Funktion u € H,(Q) = H}(Q) mit
|a,<.7:, u(z), Vu(.r))| < 4 (|VU(T)| + ])
bz, u(z), Vu(@))| < Co(|Vu(@)| + |u(z)| + 1) + [ f(=)].

Hieraus folgt a(z,u(x), Vu(z)),b(z,u(z), Vu(z)) € L*(2) mit

y 1/2
. . . <

la(u(), Va()) e < CIVullaa+Ci( [ de)
16(-,u(), Vu())2e < Cal|Vullzg + Collullag

1/2
e+ Caf [ da)

4.1 Definition (Schwache L&sung von quasilinearen elliptischen
Gleichungen). (i) Eine Funktion u € H/°¢(Q) = H?'"°°(Q) heiBt schwa-
che Losung der Gleichung

div A(z,u(z), Vu(z)) + b(z,u(z), Vu(z)) =0

in , wenn

/Q (—A(z,u(z), Vu(z)) - Ve(z) + b(z, u(z), Vu(z)) ¢(z)) dz = 0
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gilt fiir alle ¢ € (1o (Q) .

(ii) Eine Funktion v € [?[1(9) = [?[f(ﬂ) heiflt schwache Losung zum homo-
genen Dirichletschen Randwertproblem

div A(;c,u(;v),Vu(;c)) + b(;c,u(;v),Vu(;c)) =0, z€0
u(z) =0, =z€09Q,

wenn fiir alle v € [fh(ﬂ) gilt

/Q <— A(:L‘, u(z), Vu(:v)) -Vo(z)+ b(:v, u(z), Vu(:c))v(:v))dx =0. (4.2)

Hierbei sei

Ms

A(T u(z), Vu(z )) Vo(z) = (1](7‘ u(x), Vu(z ))ai] (@)

=1

4.2 Definition (Gleichméfiige Elliptizitit von quasilinearen Diffe-
rentialoperatoren). Sei V C R" x R x R”.
Der Differentialoperator

"0
2 gy e ul), Vule)
heiBit gleichmaBig elliptisch in V', wenn die Funktionen
((J:,u, £) — a]-(;c,u,f)> V=R

beztiglich ¢ differenzierbar sind und folgende Eigenschaften haben:

0
—a; € C(V),

CL]'EC(V>, ¢,

und es existieren Konstanten ¢,C' > 0 mit

"0
. £ > 2
Z-;l apja]('xvuv]))g é-] - C|§|

Vp A, u, p)| = \l; (a—m%(fﬂau,p)) <C
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fir alle (z,u,p) € V und £ € R™, wobei p = (p1,...,pn),§ = (&1, .., &) und
A(z,u,p) = (a1, (z,u,p),...,a,(z,u,p)) sei.

Die Differentialgleichung

J

é%aj (x,u(x),Vu(:z:)) + b(x,u(m),vu(;p)) =0.

heit gleichméBig elliptisch in V', wenn der Differentialoperator zweiter Ord-
nung in dieser Gleichung gleichméfig elliptisch ist in V.

4.3 TFolgerung. Sei ", ==—a;(x,u(x), Vu(zx)) gleichmidfig elliptisch in

J=1 dx;

V=V xR"mit VCR" xR, und sei
Az, u,p) = (ar(w,u,p), ., anlw,u,p))
(i) Dann existiert eine Konstante C' mil
| Az, u,§) = Az, u, n)| < C§ =]
fiir alle (z,u) € V' und £, € R™. Insbesondere gill
|A(z,u, p)| < Clp| + [A(z,u, 0)]
fir alle (z,u,p) € V.

(it) A ist koerzitiv, das heif§t es existiert eine Konstante ¢ > 0 mil
(A(z,u,8) = Az, u,n)) - (€ = 1) = cl€ — y[*
fiir alle £, € R™ und (z,u) € V.

Beweis. (i) Aus dem Schrankensatz und aus der Definition 4.2 folgt

d
| Az, u, &) — Az, u,n)| < $m|EA@m¢@—m+nN

0<t<1
< sup [VyA(w,u, b6+ (1= 1)) - (€ —n)| < ClE—nl.
0<t<1
(i) Fir (z,u) € V' und £, € R” betrachte die Funktion
te Ao, u,t(E—n)+n) - (E=n): [0,1] = R.
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Nach Definition 4.2 ist diese Funktion stetig differenzierbar. Also folgt aus
dem Mittelwertsatz fiir eine Zahl ¢* zwischen 0 und 1

A(x,u,f) ) (5 - 77) - A(x,u,n) ) (5 - 77)
[A(x,u,t(§ —n)+ 77) (€ - 77)]

t=t*

(& - 77;')%% (w6 —m) + n)|t=t*

Mz |

1

.
Il

Il
NE

(& —my) [Vpaj (,u, (6 — ) + n)] (E=n)

"0
=X 5 (w76 + (1 = ) (& — mi) (& — )
2 C|§ - 77|27

wobei im letzten Schritt eine der Eigenschaften aus Definition 4.2 verwendet
wurde. Hieraus folgt die Behauptung.

4.4 Lemma (Eindeutigkeit der Losung). Sei Q C R” eine beschrinkte
Menge und sei divA(z,Vu(z)) ein gleichmdf$ig elliptischer Differentialopera-
tor in Q@ x R™. Dann besitzt das Dirichletproblem

div A(J:,Vu(m)) = flz),z€Q
u(z) = 0,z €00

zu jedem f € L*(Q) hochstens eine Lisung, und es existiert eine Konstante
C >0 mil

[Vulla < C (I llo + A, 0)]la)
fir alle f € L*() und fir die zugehérende schwache Lisung u .

Hierbei sei ||w|lq = (fq [w(z)[*dz)'/? die L*-Norm. Man beachte, daffi =
A(z,0) auf der kompakten Menge Q stetig und somit beschrinkt ist, weil
der Differentialoperator auf Q0 x R” gleichméBig elliptisch ist. Also existiert

[AC, 0]l
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Beweis. Seien u,v € ]fh(Q) zwei schwache Losungen zum selben f € L*(1).
Weil u —v € [Sh(ﬂ) ist, ergibt die Definition der schwachen Losung, daf3

—(A(-,Vu(-)),V(u—v))Q = (fiu—v)g
—(A(-,VU(-)),V(U—U))Q = (fiu—v)g,

also

— (A, Vu() = A(;, Vo(-)), Vu = Vo) =0,
Wegen Folgerung 4.3 gilt
(A(J;, Vu(z:)) — A(JJ, Vv(x))) . (Vu(x) — Vv(.r)) > ¢|Vu(z) — Vo(z)|?,
also
o[ Vu = Vg < (A(, Vu() = A(, Vo)), Vu = Vo) =0.
Hieraus folgt ||V(u —v)|la =0.
Wegen u — v € ['fl'l(Q) liefert die Poincarésche Ungleichung
lu —ola < \[HV(U—U)HQ =0,

mit d = diam (). Also resultiert v = v, und das Problem hat héchstens
eine schwache Loésung.

Um die behauptete Abschatzung zu beweisen, beniitze man wieder Folgerung

4.3. Diese Folgerung liefert
(A(z, Vu(z)) = A(2,0)) - Vu(z) > ¢|Vu(z)|,
also
dAvulg < (A(Vu() - A(,0),V )

= ( ( Vu(- )Vu N ( Vu)
—(f,u)Q ( (aO’ )
<l fllellulle + [AC, 0l Vs

(

d
(/e + 4G 0)lla) 1 Vula

IN
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und somit

cl[Vullo < \%Hfl\n +AC0)la,

wobei wieder die Poincarésche Ungleichung verwendet wurde.

4.5 Satz (Innere Regularitit). Sei Q@ C R” eine offene Menge. Der
Differentialoperator
div A(x, Vu(x))

set gleichmdflig elliptisch in K x R™ fiir jede kompakte Teilmenge K von €,
und zu jeder solchen kompakten Menge K existiere eine Konstante M mat

[A(z,§) — Aly, O < M([¢] + )]z -y (4.3)

fiir alle z,y € K und alle £ € R™. Sei f € L%1oc (Q) und sei u € H12,10c Q)
schwache Léosung der Differentialgleichung

div A(x,Vu(x)) = f(z)
in 0, das heifit es gelte

/Q ( ~ (e, Vu()) - V() - f(x)so(x)>dx =0 (4.4)

fiir alle ¢ € COYOO(Q) Dann ist
ue Hy'°O().

Bemerkung: Wenn A die angegebenen Voraussetzungen erfiillt, also insbe-
sondere nicht explizit von u(z) abhingt, kann man mit diesem Satz auch die
Regularitat von Losungen der Gleichung (4.1) studieren: Ist u € Hq () eine
schwache Losung von (4.1) und erfiillt b die vor Definition 4.1 angegebenen
Voraussetzungen, dann ist z + b(z,u(z), Vu(z)) € L*(Q). Foglich ist die

schwache Losung von
div A(z, Vu(z)) = f(z) = =b(z,u(z), Vu(z))
nach Satz 4.5 in H22’1°c (Q) enthalten.

7Zum Beweis dieses Satzes benotige ich Ergebnisse aus der Theorie der Sobo-
levraume, die in den beiden folgenden Lemmata formuliert sind:
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4.6 Lemma. Sei Q@ C R” offen und sei ¢, € R™ der Finheitsvekltor in
Richtung der i—ten Koordinatenachse. Firu € L*(Q), 2 € Q,1 <i<n und
heR,h#0 se

Olu(e) =1 T

K3
0, sonst .

(2) = { l(u(:ﬂ + he;) — u(:v)) , falls x + he; € Q)

Falls Konstanten M,e > 0 existieren mit
1/2
0t ulle = [ 10ku(e)Pde) ™ < M
Q
fir alle |h| < e,h#0 und alle t = 1,...,n, dann ist uw € H,(Q) mit

Olu — aiiu firh — 0, und Haiz

UHQSM

Beweis. Sei ¢ € COYOO(Q) Dann gilt § = dist (supp p, R"\}) > 0, und somit
ist © + he; € Q fur alle z € supp ¢ und |h| < §. Fir solche h resultiert

(Oru, p)g = /Qazhu(T)Lp(T)dT = /suppwafu(m)go(l‘)dm

= /suppw%(u(x + he;) — u(x))ap(x)dz;
= % [/suppw(_hei)u(x)go(x — he;)dx — /suppwu(;v)go(:v)d;v]

= % [/Qu(;v)go(:v — he;)dx — /Qu(;v)go(x)d;v] (4.5)

1
= [ (@) (el = hes) = () do
= [ (@) e(e)dz = (u,67"¢)a.
Sei nun {h;}2, eine Folge mit 0 = |h;| < € und mit h; — 0. Ich setze
Au=0"u, 07w=0"u.

Die Folge {0lu}i2, gehért zur abgeschlossenen Kugel Bg in L?(Q) um den
Nullpunkt mit Radius R, die schwach folgenkompakt ist. Also besitzt diese
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Folge eine in By schwach konvergente Teilfolge {0/*u}32, . Der Grenzwert sei

v € Br. Ich zeige, daBl v schwache Ableitung von u ist. Hierzu sei ¢ € é’oo(ﬂ) .
Wegen (4.5) gilt

(v,0)a = ,}i_{go(af’“u,@)ﬂ Zkli_{go(uaafl'“ﬁo)ﬂ

= lim A u(:v)%(ap(:v — hye;) — Lp(:c))dx

= [ule) fim (ol — ) —ol@)de (40
0

- /Qu(;v) (_ aiﬁo(@) dr = —(u 5¢),

Den Grenzwert durfte man hierbei nach dem Satz von Lebesgue mit der
Integration vertauschen, da nach dem Mittelwertsatz

1
|7 (e + her) = o(2))] < supp [Vip(y)] < o0
yeR™

gilt, und da
1
7 (ele —he) —p(x)) =0

fiir alle z auBerhalb der kompakten Menge
K = {y € R" | dist(y, suppy) < e}.
Mit der charakteristischen Funktion yx von K ist also
supp yern| Vio(y)| [xxul

eine integrierbare Dominante fiir alle Integranden. Die Gleichung (4.6) impli-
ziert, dafl v die schwache partielle Ableitung von u nach z; ist, fiir die folglich
gilt

OMru — v = axiu.
Es folgt, daBl alle schwach konvergenten Teilfolgen nach {d'u}s2, denselben

Grenzwert z—-u haben, also ist die Folge {0/u}72, selbst schwach konvergent
gegen %u, also Ofu — %u. Da dies fiir alle 1 <1 < n gilt, hat u schwache

partielle Ableitungen nach allen Variablen, also u € H,(Q).
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4.7 Lemma. Seien Q' und Q offene Teilmengen des R™ und es existiere
6 >0 mit
{z e R"| dist (z,2) <6} C Q.

Seiu € Hi(Q). Fiir h € R® mit 0 < |h| < § gilt dann
10/ uller < [[Vulla -
Fiir u € [g[l(ﬂ) folgt insbesondere
107 ulla < [ Vullg.
Beweis. Da die Menge Co. (Q)NH1 () = {¢ € Coo(Q) | ||¢]]2,1,0 < 00} dicht

ist in Hy(Q), geniigt es die Behauptung fiir ¢ € C,(Q) N H1(£2) zu beweisen.
Sei |h| < 6 und z € . O.B.d.A. nehme ich an, dal & > 0 sei. Es folgt

() = x+hez->—c,o<x>1\2

i
= hQ‘/ 8:v :U—l—te dt|
ﬁh/o ‘amigo(:v + tez-) Zdt

wobei die Cauchy—-Schwarzsche Ungleichung verwendet wurde. Es folgt

)
ah 112 _ h 12
107 elle = /Q, |07 () < /Q,/ |8TZ‘P($ + te;)["didx

_ E/’/J_ (x + te;)2dedt < //|a$2 o) 2 dedt

)fdr < [[Vellg -

IN

b

Setzt man u € [f[l(Q') durch Null auf Q fort, dann ist u € [o-h(Q) C Hi(Q),
und aus der eben bewiesenen Ungleichung folgt ||0/u||as < [|Vulla = || Vu|a -
Man kann nun ' durch € ersetzen.

89



4.8 Beweis von Satz 4.5.

4.8.1 Vorbemerkung I. Seiy € (), sei B, die offene Kugel mit Mittel-

punkt y und Radius p, und sei R > 0 mit Bg C Q. Fiir p € COVOO(BR) und
Az, &) = ar(z,§),...,an(z,§)) kann (4.4) in der Form

— (A(-,Vu(-)) ,V@)B =(f,¢)Bx (4.7)

R
geschrieben werden. Weil nach Voraussetzung der Differentialoperator div A
auf Bgr gleichméiBig elliptisch ist, folgt aus Folgerung 4.3

Az, Vu(x))| < C|Vu(z)| + |A(x,0)].

Hieraus, weil u € H[°°(Q), also inshbesondere u € H(Bg), und weil die
stetige Funktion = — A(z,0) auf der kompakten Menge Bg beschrankt ist,
folgt
A(+,Vu(+)) € L*(Bg).
Folglich existiert das Integral
d

(A( V(. ) /BRZGJ 2, V() 2 —o(z)da

Tj

fiir jede Funktion v € H;(Bg). Wegen der Cauchy—Schwarzschen Unglei-

chung
((AC, Vu()), Vo)pal < A Vul )|l Vol
< [lAC Vul)lsallvlle,8r

ist v — (A(+, Vu(-)), Vo) g, sogar eine stetige Linearform auf H,(Bg) . Hier-

bei sei
1/2
[0]l21,85 = (Z HDQ'UH%,BR)
| <1

die Norm auf H;(Bpg). Es folgt, daf§ die fiir ¢ € 500(31%) giiltige Gleichung
(4.7) stetig auf den Abschluf ﬁ[l(BR) VOoT COYOO(BR) in Hi(Br) fortgesetzt

werden kann. Also gilt

- (A(-,Vu(-)),Vv) = (f,0)8, (4.8)

Br

fir alle v € [oil(BR).
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4.8.2 Vorbemerkung II. Sei 0 < r < R. Im Beweis von Satz 4.5 wird
eine Funktion 1 € CO’OO(BR) benotigt mit

0<¢ <1lund¢(z)=1"firz € B,.

Nach Kapitel 3 des Skriptes “Variationsrechnung und Sobolevraume” kann

man ein solches ¢ folgendermaflen konstruieren: Sei ¢ € Co’oo(Bl(O)) mit
¢ > 0und fpap(z)de =1. Fir ¢ > 0 setze

() =e"p <l;v> :

€

{¢=}eso ist eine Dirac—Familie. Sei y die charakteristische Funktion der Kugel
B, mit Radius p = %(R—{— r). Der Rand 0B, liegt zwischen den Réandern 9B,
und dBgr und hat von beiden Randern den Abstand %(R — r). Man erhalt

nun eine Funktion ¥ mit den gewiinschten Eigenschaften durch

Y= * X,

wenn man & < %(R — r) wahlt.

4.8.3 Hauptteil des Beweises von Satz 4.5. Sei ) € COYOO(BR) die
Funktion aus Vorbemerkung 4.8.2. Weil ¢ in einer Umgebung des Randes
von Bpr verschwindet, gilt sogar

¥ € Coo(B,)

mit einer geeigneten Zahl r < ry < R. Seli v € [0{1(37.1). Setzt man v durch
Null auf Bg fort, dann gilt v € ]fh(BR) . Dariiberhinaus folgt fiir 2 € R mit
0<|h|<R—r1,daB 8;11) € [o-[l(BR), wobel

1
v(z) = E[’U(l‘ + he;) — 7)(."13)]
ist, und mit

afA(x, VU(J:)) = [A (T + he;, Vu(z + hei)) — A(z, VU(I))]

> =
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folgt wie im Beweis von Lemma 4.6, daB

(afA(-,vu(-)),w) - (A(-,vu(-)),a;hvv>

Br Br

— <A(-,vu(-)),va;%> .
Br
Wegen 07"v € [fh(BR) resultiert hieraus und aus (4.8), daf

(8;"14(-, vu(-)),w) — _(f,07")s,. (4.9)

Br

In dieser Gleichung darf man v = ?(9u) setzen. Denn wegen u € H,(Bg)
gehort

azhu(x) = %(u(:ﬂ + he;) — u(x))

fir 0 < || < R — ry zum Raum H,(B,,), und somit ist ¥?(d/'u) € [?[1(3“)
wegen ) € COVOO(BTI), also auch ¢? € COVOO(BTI). Aus (4.9) folgt also

(01 AC, Vu()), V(¥*0l)) = =(f,07" (@ 0lw)),

R

Wendet man auf der linken Seite die Produktregel an, dann ergibt sich zu-
sammen mit der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung

(@hA (-, Vu(-)) : ;b?al-hVu)B

= (0P A(, V(). (Vo)ota) )~ (£07W0))
< 2l A, Vu() 18l (V) dullpr + [ £l l107" (200 |3y -
(4.10)
Aus Lemma 4.7 folgt nun wegen ?0/'u € [S[l(BR), dafl

IV (07 w)l| B

120(V )0 ullBy + 1920 Vullp,  (4.11)
2V elallOf ullB,, + (1407 Vulls,
20V |eal | Vel B + 19005 Vil 5,

107" (0?07 )|

VAN VAR VAR VAN
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und

1(Ve)0 ull B < IV ool| 0

By S VElleol [Vl (4.12)

Wegen Folgerung 4.3 gilt schlieBlich

08 A, Vu(z))| = \% [A(x + hez, Vu(a + hei)) - A($7vu($))]‘
- ‘% [A('” +hei, Vu(a + hei>) — A + hes, Vu(m))]
+ %[A(x + he;, Vu(x)) — A(x, Vu(.r))] | (4.13)

< C|% [Vu(e + he;) = Vu(z)]| + M(|Vu(z)] +1)
= C10!Vu(z)| + M|Vu(z)| + M .
Im letzten Schritt wurde die Voraussetzung (4.3) verwendet. Setzt man (4.11)
- (4.13) in (4.10) ein, dann resultiert
(afA (- Vu()). ¢2afvu> Ny
< 2(CllpoVulls, + M[[¥Vulls, + M][¢]5,) Vol Vull 5
+ 115 21Vl Vull 3 + [0V ul| ) (4.14)
< 201Vl Vullpn + [ ll5) 148!Vl 5,

+ 2| Vo |oo |Vl (M Vel 1+ 1 s+ M) 52)
= N|[¢0!Vullpg + I

Um die linke Seite dieser Ungleichung abzuschéitzen, beniitze ich wieder Fol-

gerung 4.3. Es gilt
OF A, V() - ()0 Vu(x)

= %¢($)2{A(JJ + he;, Vu(z + hei)) — A(J:, Vu(x))} . @-}LVU(JC)

= %z/;(;v)Z{A(;c + he;, Vu(z + hei)) — A<CU + he, V“(@)}
. {Vu(x + hei) — Vu(x)} (4'15)
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+ 77/} { (:v + he;, Vu(z )) — A(x,Vu(x))} - OMVu(z)
> ep(2)*10; Vu(x)|”
{A z + hey, Vu(z ) A(J;, Vu(x))} . 0?Vu($) .

Nach Voraussetzung (4.3) gilt

‘%(A(x + hez-,Vu(x)) — A(m, Vu(:v)))‘ < M(|Vu($)| + 1) ,

also

(%[ hei,VU(-))—A(.’Vu(-))]aLanfVu) | (@16)

Br

<

M ([ ulls, + 19155 ) 1100} Vul 5,
Setzt man (4.15) in (4.14) ein und beniitzt (4.16), dann folgt
< Lo Vulls, + I
+ M([Vullgs + 1] 5) 10V ul 5,
I]|0!'Vul|p, + T

1
h
SOV ully, + <

cll 0! Vullg,

IN

[3? + [2 ’
wobei die Ungleichung

ab = \/ga\%b < §a® + %62

verwendet wurde, die fiir alle a,b € R und alle § > 0 gilt. Wéhlt man § = £,
dann folgt

2 \? 2
|0V ull?, < [|alvul3, < (213) +2n
mit
Iy = 2|V oo [Vl (M1 V3 + 115 + ML)
und

Iy = (20| V¢l + M) | Vulls, + |5 + M ¢ll5,
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Die rechte Seite dieser Ungleichung ist unabhédngig von A fir A — 0, und

die Ungleichung gilt fiir alle + = 1,...,n. Nach Lemma 4.6 ist also a—u €

Hi(B,), und folglich v € Hy(B,). Well B, eine Kugel um den beheblgen
Punkt y €  war, bedeutet dies u € H)°°(Q). Hiermit ist Satz 4.5 bewiesen.

4.9 Lemma (Kettenregel). Sei Q@ C R” eine offene Menge.
(i) Sei A € Ci(R™,R") mit

V()| = J Y (grwl0) <c

4,j=1

fiir alle ¢ € R™. Dann ist A(Vu(-)) € Hi(Q) fiir v € Hy(Q), und fir die
schwache Ableitung gilt

0 0

(it) Sei A: Q x R" — R" von der Form A(xz,€) = A(z)€, mil der Matriz
A<‘L) = (aﬁ(w))z',jzl,...,n'

Hierbet sei aj; € C1(Q) N HP (). Dann ist

A(Vu(;v)) = VA(VU(;U)) Vu(z).

z = Az, Vu(z)) = (¢;(2, Vu(z)))j=1,..n = Z%z a (2))j=1,..n € H1()
fiir w € Hy(R2) mit schwacher Ableitung
0 & 0? 0 0
8“&](:6 Vule ) ; (aﬂ azv 0Ty, u(@) + 8—%( )a:w (:c)) 7

wobei Az, &) = (a;(x,€))j=1,..n-
Beweis. (i) Beachte zunichst, daf

0

|VA(Vu(.r))a Vu(z)| < vu(x)|,

also VA(VU('))%VU c LZ(Q).
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Sei nun @, € C(Q) N Hy () mit ||u — pmll2,0 — 0 fiir m — co und mit
lim V,,(z) = Vu(z)

m—r00

fiir fast alle x € Q. Dann gilt

g B
”VA<VM(>) a—TZVu — VA(Vapm()) a_TZVme”Q
0
< 1[VA(VH()) = VA(Ven ()] 5-Tulo
+ HVA(V¢ (.)) [iVu _ iV@O ]”Q
0 1/2
< (/@ |[VA(VM(JL)) - VA(VLPm(JL))] axiVu(L)| dL)
d 0
+ CH&QVU - a—minpmHg — 0
fir m — oo . Denn es gilt
d 0
55V = g, Vonla < lu = ¢nllaa = 0,

und wegen der Stetigkeit von VA(¢)

lim [VA(Vu(z)) - VA(Vsom(fv>)]

= VA(Vu(z)) -~ VA (AE%O thm(l‘)> =0

fiir fast alle € Q. Auflerdem folgt

‘I:VA(VU,(.YJ)) — VA(Vgom(m))] aixiVu(m)‘Q < (20)2‘

2

Y

Vu(z)

0
8:&-

also ist (20)2‘%VU|2 eine integrierbare Dominante fiir die Folge der Inte-
granden, und somit ergibt der Satz von Lebesgue

Jim [ |[VA(Vu(;c)> - VA(Vn,om(x)>] a%vu(x)mx
= inl—mo | [VA(VU,(JC)) - VA(chm(x))] (‘fCiVU(INZ(jI =0
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Aus Folgerung 4.3 (i) resultiert
14(Vu()) = A(Ten )l = [ 14(Vul2)) = A(Vipn(a) *do
< € [ [Vu(@) = Von (@) < Clu = pullza — 0

fiir 7 — oo. SchlieBlich gilt fiir 1 € (o (Q)

(VA(wm«))%wm,ab)Q - (ai;“(wm<'>)’¢)g

_ —<A(Vsom('))v d%¢>n

(3

Zusammen folgt

\(VA(W(-))&)%W,@/))Q + (A(vu(->) , a%@g‘

< HVA(Vu(-))%Vu - VA(wm(-))%VsomHnWHn

(VAT () g Tiom )+ (4(Ten(), ) |
+H1A(Tu0) = A(Ton()lallz -l — 0

fiir m — oo, also

<VA(Vu(-)) 8‘9

&£y

4 <A(Vu(-)), a%@ﬂ 0.

Somit ist VA(VU,('))%VU = %A(VU(')).
(ii) Wegen aj; € C1(Q) N H*(Q) gelten sup,q |aji(z)| < oo, und
SUP,eq |887ka]-2~(:v)| < 00, also

Vu, ¢>

n 0
Zi:ﬁlﬁ%u < LQ(Q)’
n 0* 0 0
Zi:‘ (aﬁ 8:c~8:cku i axkaﬁ%u) € ().

Die Behauptung folgt nun aus der Produktregel fiir schwache Ableitungen.
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4.10 Lemma (Aquivalenz von starker und schwacher Formulie-
rung bei H,—Lésungen). Sei Q C R” eine offene Menge. A : O xR" — R”
erfiille eine der beiden Voraussetzungen von Lemma 4.9. Es seien f € L*(Q)
und u € Hy(Q). Dann sind die folgenden beiden Aussagen (i) und (ii) dqui-
valent:
(i)

/QA(I,VU(.I)) -Veo(z) + f(z)p(z)dz =0

fir alle ¢ € COYOO(Q)
(ii)

Y ras(Vu() 5.0 ule) = )

2_71

falls A(z, &) = A(§) = (aj(f))jzli___,n, bezichungsweise

3> (aste) (o) + aste) ulo)) = Jle),

falls Az, &) = A(2)€ = (X7, aji(2)&)j=1,m -
Beweis. Sei A(z,¢) = (a;(£))j=1,..». Da nach Lemma 4.9
9?

0
Z ( )ax 0z u(@)

die schwache Ableitung von a;(Vu(z)) nach z; ist, gilt fiir alle ¢ € ém(ﬂ)

/sznzzl a&aj(Vu(:zz))am amju(x)np(:z:)dx = /QdivA(Vu(:v))np(x)d:p
= —/QA(VU(.’L‘)) -Ve(z)de.
Aus (ii) folgt also
—/QA(VU(JC)) -Vep(z)de = /Qf(ac)np(x)dx

Dies ist die Aussage (1) Wenn umgekehrt (i) erfillt ist, folgt

/ ( Z ag (Vu )) a:f;xju(.r) + f(ac))cp(x)dg; —0.

2]1
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Aus dem Fundamentallemma der Variationsrechnung (Siehe Skriptum “Va-
riationsrechnung und Sobolevraume”, Lemma 4.7) folgt nun (ii). Fiir den Fall
Az, &) = (3, aji(x)&)j=1,..n verlauft der Beweis genauso.

4.11 Folgerung (Schwache Lésungen sind starke Losungen). Sei
Q C R”™ eine offene Menge. Der Differentialoperator
divA(;v,Vu(x))

sei gleichmdfig elliptisch in K x R™ fiir jede kompakte Teilmenge K von ().
Dabei sei entweder A(z, &) = A(€) oder A(x, &) = A(x)E. Im letzten Fall sei
(x = A(z)) € C1(Q). Sei [ € L21°°(Q) und sei u € HY IOC(Q) schwache
Lésung der Differentialgleichung

divA(w,Vu(x)) = f(z)
in Q. Dann ist u € HQQ’IOC (Q) und erfillt in Q die Gleichungen
0 0*

Z_ a—&aj (Vu(x)) axiaxju(x) = f(z),
falls A(z, &) = A(), beziehungsweise
n 82 n a a
Z_: aTaTJ ()+Za aﬂ( )aTZ ('L):f(']“)’

Jalls A(z, &) = A(x)E.

Beweis. Der Differentialoperator divA(z, Vu(z)) erfillt die Voraussetzun-
gen von Satz 4.5. Um dies zu zeigen, muf} nur gezeigt werden, dafl im Fall
Az, €) = A(x)€ die Ungleichung (4.3) erfiillt ist. Wegen (z — A(z)) € C1(2)
folgt diese Abschétzung aus dem Schrankensatz. Denn sei K C ) eine kom-
pakte Menge. Dann gilt fir z,y € K und £ € R”

[A(z,8) = Ay, ) < [A(z) = Aly)] |¢]
< sup [VA(z)| [z =yl [¢].

z€K

Also ist (4.3) erfiillt mit M = sup,.x [VA(z)|. Aus Satz 4.5 folgt somit
u € HP'° (Q). Dies bedeutet, dal die Voraussetzungen von Lemma 4.9
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und damit von Lemma 4.10 in jeder offenen Kugel B,(y) mit B,(y) C Q
erfiillt sind. Lemma 4.10 zeigt, daB u die behaupteten partiellen Differential-
gleichungen in B, (y) erfiillt. Da © mit solchen Kugeln ausgeschopft werden
kann, erfiillt u diese Differentialgleichungen in ganz ).

4.12 Bemerkung Die Voraussetzung (x > A(;c)) € Ci(Y) N HFE(Q) in

Lemma 4.9, Lemma 4.10 beziehungsweise (.L = A(.L)) € C1(9) in Folgerung
4.11 kann abgeschwécht werden. In Lemma 4.9 und Lemma 4.10 gentigt es
vorauszusetzen, daff © — A(z) beschrankt und Lipschitzstetig in Q ist, das
heiit, da eine Konstante M existiert mit

[A(z) = Ay)| < Mlz — y]

fir alle z,y € 9, und in Folgerung 4.11 geniigt es vorauszusetzen, dall
z +— A(x) lokal Lipschitzstetig ist, das heifit, dal diese Abbildung in jeder
kompakten Teilmenge von 2 Lipschitzstetig ist. Denn wie im Anhang gezeigt

wird, ist dann (z — A(z)) € Holoe (Q), so daB die schwache Ableitung

a o0, loc
a—xja]z E L (Q)

existiert. Die Behauptungen von Lemma 4.9, Lemma 4.10 und Folgerung 4.11
gelten weiter wenn an den entsprechenden Stellen die klassische Ableitung
durch diese schwache Ableitung ersetzt wird.

4.13 Satz (Hohere Regularitit der Losungen linearer elliptischer
partieller Differentialgleichungen). Se: @ C R"™ eine offene Menge und
sei m € Ny . Der lineare Differentialoperator

> s Vu) = 32 5 (aste) i)

sei gleichmdflig elliptisch in K x R™ fiir jede kompakte Teilmenge K von €
mit aj; € Cm+1(Q) .

Sei f € HL"Y(Q) und sei u € Hf’loc (Q) schwache Losung der Differential-
gleichung

> a% (aﬂ(x)a%u(x)) = (x).

iy=1
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Dann ist u € an’_l:; (Q).

Beweis. Fiir m = 0 folgt die Behauptung unmittelbar aus Folgerung 4.11.
Sei also m > 1. Zunachst beachte man, dal der Differentialoperator die Form

divA(z, Vu(z)) hat mit
Az, €) = A(x)¢, A(z) = (aj:(2))

Da u schwache Loésung ist, gilt also

/Q <— A(J:,VU(JC)) -Ve(z) — f(T)go(T))(]T —0

7i=1,...,n

fiir alle ¢ € Co'oo(ﬂ) :

Nach Folgerung 4.11 ist u als schwache Losung einer elliptischen Gleichung
in HQQ’IOC (Q). Also ist 8%“ € Hf’loc (Q), und wir werden zeigen, daf a%“
schwache Losung einer elliptischen partiellen Differentialgleichung ist, die
man durch Ableiten der urspriinglichen Gleichung erhélt. Zunachst wird die
partielle Differentialgleichung fiir F)'%ku durch formale Rechnung bestimmt.
Leitet man die Gleichung

n

3 gy (sta) ) = 1o

1,j=1 J ¢
formal ab, folgt

Zn: %( iz )aiz (aixk?/( ))) + z”_: aix] (%GJZ(T)(?%“(*T)) = aixkf(x)a

t,5=1

e 0* 0 0 0*
SN CE> [mama—mmw (o) )

2,7=1

Wegen [ € H2 IOC(Q),(J,J-Z- € Crnt1(N) und v € H;’IOC(Q) ist die rechte
Seite dieser Gleichung in L21°¢(Q) enthalten. Da der Differentialoperator
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divA(z,Vo(z)) die Voraussetzungen von Folgerung 4.11 erfillt, ist %u als

schwache Losung dieser Gleichung nach Folgerung 4.11 in HZ'e (Q) enthal-
ten. Da dies fiir jedes k gilt, ist v € H3 loc (Q) . Durch m—fache Wiederholung
dieses Schrittes erhalt man u € H2 loc 5 (2).

Zur Vervollstandigung des Beweises muf} also noch die formale Herleitung
der partiellen Differentialgleichung fiir %u gerechtfertigt werden. Weil u

schwache Losung ist, gilt fir ¢ € Co‘oo(ﬂ)
0 0
/QA(J;,VU(J:)) . Va—“ () + f(z;)a—xk (x)dz =0,

da %gﬁ € COYOO(Q) Wegen u € H’ foc (Q) ist nach Lemma 4.9 A(-, Vu(+)) €
H}P'*°(Q) mit schwacher Ableitung

ai;vkaj (x,Vu(x)) = ;:; laﬁ(x)aii (aimku(x)> + %a]z(x)%u(x)
= (=5 (Gr)) + X graita) gute)
Also folgt
/Q l A(x v(a%cu( ))> Ve(x)
_ Zzl 8Tk a‘i (@%(p(@ + f(x)aimap(x)] dr = 0.

Nun beniitzt man, daB f € H%"°(Q) und 5 (1]Zam we Hp'" (Q) gilt wegen
aji € Croy1 () und wegen 3 —u e HY loc (Q) Es folgt

/Q A(:c v(a%cu( ))) V(o)
[ 1) 32 (g (o) ) + (o) ) et =0

Dies bedeutet, daf3 a%u schwache Losung der behaupteten partiellen Diffe-
rentialgleichung ist.
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5 Regularitit am Rand, Maximumprinzip

In diesem Abschnitt werden wir die Randregularitdt von Loésungen ellipti-
scher Gleichungen studieren und am Ende des Abschnittes ein Maximum-
prinzip fiir schwache Losungen beweisen.

5.1 Definition (Mengen der Klasse (). Sei Q@ C R” eine offene und
beschrankte Menge. Man sagt, Q gehore zur Klasse Cy, falls sich 92 durch
endlich viele offene Mengen U, ..., U™ iiberdecken 1iBt, so daB 9Q N U’ fiir
7 =1,...,m der Graph einer k—fach stetig differenzierbaren Funktion ist und
QN U’ ganz auf einer Seite dieses Graphen liegt. Genauer gebe es zu jedem

j =1,...,m ein euklidisches Koordinatensystem (z7,...,z7) im R™, Zahlen
ri > 0 und ¢/ > 0 und eine Funktion ¢/ € Cx(R"™1,R), so daB mit der
Bezeichnung 3/ = (z1,...,2%_;) fiir = (21,..., 7)) € R" folgendes gelte:

(29, 20) e R™ | |2 < v, 2l = ¢/ (27)} C 00

{2

{z eR™ | |2 <, ¢ (#7) < 2! < g/ (#7)+ &'} C Q
{z eR™| |3 <, ¢i(37) =l <2l < ¢ (27)} C R™O.
Ist weiter
Ur={z e R" | [#/] <r’, [27, — g (#)] <&},

dann sei 9} C U U,

7=1
Man vergleiche auch die Definition A.2 im Anhang.
5.2 Satz (Regularitit der Lésungen elliptischer Differentialglei-

chungen am Rand). Sei Q C R" eine offene, beschrinkte Menge der Klas-
se Cy . Der Differentialoperator

div A(x,Vu(x))

set gleichmafSig elliptisch in Q@ x R™. Dabei sei entweder A(x, &) = A(€) oder
Az, &) = A(x)¢ mil (z— A(z)) € C1(Q). Sei f € L2(Q) und seiu € ['fl'l(Q)
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schwache Losung des Randwertproblems

div A(z, Vu(z)) = f(z), z€Q
u(z) =0, =z €.

Dann ist u € Hy(2).
Beweis. Mit den Bezeichnungen von Definition 5.1 sei Q7 = QN U’ und
Tj:Vj:{(y,h)ER” ly| <rj,0§h<£j}—>@gﬁ,
iy, h) = (y,¢'(y) + h) .

70 ist eine eineindeutige Abbildung, die die Scheibe {(y,()) eR™ | |y| < Tj}

auf einen Teil des Randes 90 abbildet, und die die einseitige Umgebung V'’
dieser Scheibe auf eine Umgebung von 9 in Q abbildet.

Sei u € [fh(ﬂ) schwache Losung von div A(z, Vu(z)) = f(z) in ©. Dann
ist u e H'" (Q) und zum Beweis des Satzes geniigt es zu zeigen, daf u €

Hy(Q7) fir j=1,...,m.
Ich halte j € {1,...,m} fest und schreibe zur Abkiirzung

g:gja T:T]a V:VJa Q:Q], T:T'J, e=¢l.

Setzt man fiir z € V

u(z) = u(T(z)) ,

dann ist @ € Hy (V)N Hy'* (X;) und hat nach Satz A.4 im Anhang schwache
Randwerte ﬂ|s auf der Scheibe

S = {(y,O) eR”

yl <7} ={(y.0)eV}.

Wegen u € [i)[l(ﬂ) folgt nach Satz A.10 fiir die schwachen Randwerte Ul =
0, also ﬂ|s =0.

Fiir alle ¢ € () gilt
/QA(:U, Vu(:c)) -Veo(z)+ f(z)p(z)de =0.
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Fiir 1 € Coo(V) ist © = 0 7=1 € F1(9), also folgt
/QA(:U,VU(JU)) VLZ)(.I) + f(:v);/;(x)dx =0.
Der Integrand ist nur auf dem Bild von V unter 7 von Null verschieden. Um

dieses Integral auf ein Integral iiber V' zu transformieren, bezeichne ich mit
Vu(z) einen Spaltenvektor. Der entsprechende Zeilenvektor sei

V(z) = (a%v(x),...,a%v(x)) .

Ich beniitze, dafl

. . T T
(Vi)or=(ron) = (¢[ryor]) =[] vy
Vuor=(uo T)T = {(ﬁ or™ ") o T-T = [(T')_l}TVﬂ,

T O 9n 1
o OYn—1  Oh 0
Vr(z) =Vr(y,h) = : = 0o - ,
1
% 82,,% % 6‘87g1 Syig_l

und somit |det V7(z)| = 1 gilt, und erhalte

0 = /QA(.I,VU(I)) V1&($) + f(x);&(x)d,r
= _/V [A(T(Z), Vuo T(z)) Vi o T(z)+ fo T(Z)?j) o7(z)||det Vr(z)|d=z
= _/V A(z, Vﬂ(z)) -Vip(z) + f(z);/)(z)dz

mit

N f =for
Az,6) = 7'(2)7 A(7(2), 7(2) 7€) .
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Weil ¢ eine beliebige Funktion aus (%’OO(\;') war, bedeutet dies, dafl u € Hl(\;)
schwache Lésung von ) )
div A(Z,V'&(z)) = f(=)
n \; ist mit
&|S =0.
Wegen g € Co(R™1) ist 7 € Cy(V). Hieraus folgt, daB der Differentialope-
rator div A(z, Vi(z)) gleichméaBig elliptisch in V' x R™ ist. Insbesondere gilt

V‘EA(Z, £) = T’(Z>_1VPA(T(Z>, T'(Z)_Tf) ()77,
und somit fir n € R”
Ve O = 7@ TVA(r(2), () ) 7 (2) T
= [P VoA (). 7)) [ ()]

_ c
> C|T,(Z) T77|2 > HT,(Z)H2|77|2 2 Cl|77|2

wegen

nl = 17'(2)" 7' ()"l < 7' ()" 117/ (2) 7"l
Die anderen Bedingungen an A fiir die gleichmiBige Elliptizitit priift man
entsprechend nach. Wegen

V={(y,h)‘|y|<r,0§h<€}

ist mit z € V auch z 4+ de; € V fiir 1 <¢<n—1und A € R, |A| hinreichend
klein. Genau wie im Beweis der inneren Regularitat (Satz 4.5) kann deswegen
durch Bildung der Differenzen 9}V fiir 1 <i < n — 1 gezeigt werden, daf

Is

O . o
g Vi€ (W) (5.1)

ist fur 1 <1 < n — 1. Hierbei wird benétigt, daB 11|S = 0, weil dann nach
Satz A.10 im Anhang.

Yu € ﬁ]](‘;)
gilt fiir alle 1) € ('oo (V) mit
V= {z eR” ‘ (2150 2nmt)| < 1y )20] < 6}.
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Im Beweis von Satz 4.5 wird gezeigt, daB dann %V(;/)ﬂ) € LQ(‘?’). Wahlt

B

man @ so, dafl ©» = 1 gilt in einer in V enthaltenen Kugel
Bs(y,0) = {z € R" ||z — (y,0)| < &},

dann folgt Vi € L*(Bs(y,0) N V) fiir 1 <i <n — 1. Nach Verkleinerung
von 7 und somit Verkleinerung von V resultiert hieraus (5.1).

Es bleibt zu beweisen, daf} %ﬁ € LQ(X;) gilt. Hierbei beachte man, daf}
u € HQIOC(X;) N Hl(X;) ist. Weil im Fall A(z, ) = A(z)€ auch

Az,6) = 7'(2) T A(7(2), 7(2)7TE) = 7 (2) T A(7(2)) 7 (2)TTE = Al2)€

gilt, ergibt Folgerung 4.11, angewandt auf die Gleichung div ~(z, Vﬂ(z)) =

f(z), daB

Zn_:l aji(z) aj;zj i(z) = f(z) - zn: o2 aji(z) 5 i(z), (5.2a)

wobel a@;;(z) die Koeffizienten der Matrix zzl(z) seien. Um eine derartige

Gleichung fiir den Fall A(z,£) = A({) herzuleiten, beachte man, daff aus
(r)"T € C1(V) und @ € H}** (V)

(T’)_TVﬂ c Hlloc(‘;)

folgt, wobei sich die schwache Ableitung dieser Funktion aus der Produktregel
ergibt. Lemma 4.9 liefert nun, daB

A(l(=)"va)() € HP(V),

und daf} die schwache Ableitung nach der Kettenregel berechnet werden kann.

Hieraus und aus (7')~' € C1(V) folgt wie oben, daB

T'(-)_lA(T,(')_TVﬂ/(')) c Hlloc(‘;)a
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und die schwache Ableitung kann wie gewohnt mit Produktregel und Ket-
tenregel berechnet werden. Wie in Lemma 4.10 schlieft man jetzt mit

A(2,8) = (a1(2,€),.. . dn(2,€)) , daB

) 51 i V(=) 6;i;zj~< ) = [(z) = b(=z,Vi(2)) , (5.2b)

4,7=1

wobei B(z,f) = div T’(z)_lA(T’(z)_Tf) sei. Es gilt
b(, V() € LA(V)

wegen Vi € L2(\;) und wegen

0 10 N=T -7 0 _r
AT TY| = |[VeA( ()T [
< HV£A '(2)” f) H HgT’ z)_TH €]

Man beachte, dal auch die Gleichung (5.2a) in der Form (5.2b) geschrieben
werden kann, da im Fall A( €)= A(z)f

und somit

gilt.
In beiden Fallen gilt nun wegen der gleichmafBigen Elliptizitat fir n =
(0,...,0,1), daB

9 i)=Y
o, " afz

7,7=1

Eming > elnl* = e >0,

also kénnen (5.2a) und (5.2b) nach 82 i(z) aufgelost werden, und man erhélt

0* i(2) 1
—(z) =
9z %&n (z, Vi(z)

) 9(z) € LA(V),
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(o)
wobel man beniitzt, da fir (¢,7) # (n,n) bereits %{; i € L*(V) bewiesen
. 92
1st, woraus

9 . ? .,
i%i 55@AHVuO)a%&UUEL(V)
(i,4)#(nn)

folgt. Beachte hierbei, daB wegen der gleichmiBigen Elliptizitdt von
divA(z,V'&(z))

\%axz,s)\ < |VeA(z,6)| < ©

gilt fiir alle (z,¢) € X; x R™. Insgesamt folgt u € HQ(‘;) und nach Riicktrans-
formation u € Hy(Q?). Damit ist der Satz bewiesen.

5.3 Maximumprinzip fiir schwache Loésungen elliptischer Glei-
chungen. Als nichstes werde ich zeigen, dal schwache Loésungen ellipti-
scher Gleichungen ein Maximumprinzip erfiillen. Hierzu bendétige ich folgen-

de

5.3.1 Definition. Sei  C R” eine offene und beschrankte Menge. Seien
1<p<oo, ECQundue H(Q). Man sagt, es sei u > 0 auf £ im Sinne

von HY(§), wenn eine Folge {cpm}(:nozl mit @, € COYOO (R™) und mit

lu —omllpro—0, m— oo

existiert. Fiir u,v € H{ () sagt man, es gelte v < v auf £ im Sinne von

HY(Q), wenn im Sinn von HY(Q)
v—1u >0

gilt auf F. Wenn sowohl v —u > 0 und u — v > 0 gilt, dann sagt man, es sei
v = u im Sinne von HY (). Mit

K = {M €R|u < M auf £ im Sinn von H]p(Q)}
setzt man

sup u =

{mug falls K = ()
I

oo , falls K =90.
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Damit haben wir eine Halbordnung auf H{(Q) definiert. Man beachte, daB £
eine Nullmenge sein kann, und daf v < v nicht dquivalent ist zu u(z) < v(z)
fast tiberall.

Als Beispiel betrachte man ein Gebiet & C R™ mit Lipschitzrand und
u € HY () mit u(z) = 1. Der Rand 99 ist eine Nullmenge. Aus Satz A.5
im Anhang folgt, daB v > 0 auf 9Q im Sinne von H7 () gilt, und aus der
Stetigkeit des Spuroperators B aus Satz A.4 ergibt sich, da die Relation
u < 0 auf 9 nicht gelten kann, also gilt v > 0 auf 92 im Sinne von H{(Q).
Es gilt folgender

5.3.2 Satz (Schwaches Maximumprinzip fiir schwache Lésungen
von Gleichungen in Divergenzform.) Sei Q@ C R" eine offene und be-
schrinkte Menge. Fir die Funktion A : Q@ x R x R®™ — R" im Differential-
operator

divA(m,u(.r),Vu(m))

gelte A € C( x R x R"), und es existiere eine Konstante Cy und eine
mefSbare Funktion ¢ : Q@ x R x R — (0,Cy] mit

[A(z,uw, )] < Gi([El+1) (5.3)
A(:c,u,f)f 2 c(:z:,u,f)|§|2

fir alle (z,u,€) € QxR x R™. Sei f € L*(Q) mit f(z) > 0 fiir fast alle
z € Q und sei u € Hi(Q) eine schwache Losung von

div A(x, u(x), Vu(x)) = f(z)

in . Dann gilt

u(z) < supu
5%

fur fast alle x € Q. Das Supremum iber ) ist im Sinne von Definition 5.3.1
zu nehmen.

5.3 und 5.4 sind sehr schwache Voraussetzungen. Folgerung 4.3 zeigt, daB sie
zum Beispiel erfiillt sind, wenn div A(z, u(z), Vu(z)) gleichmaBig elliptisch
ist in @ xR x R” und wenn zusétzlich A(z,u,0) = 0 gilt, weil dann A koerzitiv
ist.

Zum Beweis dieses Satzes benétige ich folgendes Resultat:
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5.4 Satz. (i) Sei Q CR” offen, sei 1 < p < oo und seiu € HY (). Dann
sind |ul,sup(u,0) € HY(Q), und es gibt eine Nullmenge N, so daf fir alle
z € O\N gilt

Vu(z)=0, falls u(z) =0,

Vu(z), falls u(z) >0
Viu(z)| = 0, falls u(z) =0
—Vu(z), falls u(z) >0

Vu(z), Jalls u(z) >0
Visup(u(z),0)] =

0, falls u(z) <0.
(it) Sei Q@ CR™ offen und beschrinkt, sei 1 < p < oo und sei u € H{ () mit

supu =M <
Gle)

im Sinne von HY(Q). Dann ist

sup(u — M,0) € ['f[f(ﬂ)

Ich beweise zunachst Satz 5.3.2 und dann Satz 5.4.

Beweis von Satz 5.3.2. Wegen (5.3) ist A(-,u(-), Vu(:)) € L*(Q) fiir u €
H:(Q). Da u schwache Losung von

div A(x,u(x),Vu(x)) = f(z)
ist in Q, folgt also fiir alle € [1(Q)

/QA(x,u(:v),Vu(x)) -Ve(z)de = — /Q flz)p(z)d.

Sei M = sup u im Sinne von H;(Q). Wenn M = oo gilt, ist nichts zu zeigen.
o0

Sei also M < oo. Nach Satz 5.4 (ii) ist v = sup(u — M,0) € [o-h(Q) Also
kann v fiir die Funktion ¢ in obenstehender Gleichung eingesetzt werden. Es

folgt
/S)A(:c,u(x),Vu(:v)) -Vo(z)de = — /Q flz)v(z)dz <0.
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Die letzte Ungleichung gilt wegen f(z) > 0 und v(z) > 0 fast tiberall. Nach
Satz 5.4 (i) ist Vo(z) = Vu(z) falls Vo(z) # 0. Also gilt

[)A(:I:,u(;c),Vv(x)) -Vo(z)dz = [)A(J:,u(;c),Vu(x)) -Vo(z)dz <0,
und zusammen mit (5.4) folgt

/ c(x,u(,r),Vv(x))|Vv(x)|2d:1: < / A(w,u(;c),Vv(.r)) -Vo(z)dz <0,
Q Q
also
c(m, u(z), Vz)(m))|VU(m)|2 =0
fiir fast alle z € Q. Wegen ¢(z,u(z), Vo(z)) > 0 resultiert Vo(z) = 0 fast
tiberall. Wegen v € [?[1 (Q) und weil 2 beschrankt ist, ergibt die Poincarésche

Ungleichung ||v||2,00 = 0, also v(z) = 0 fast iberall, und somit u(z)—M <0
fir fast alle z € Q. Dies ist die Behauptung.
Beweis von Satz 5.4 (i) Fir jedes v € [—1,1] und & > 0 setze
max(—1,y+t/e), —oco <t <0
oye(t) =9 7, t=0
min(1,v+t/e), 0<t< oo

und .
0,.(1) = / Oye(T)dT, —00 <t < oo.
0
Dann gilt
-1, t<0
li_{%ams(t) =signy(t) =q v, =
1, ¢t>0.

108



t
li0-.e(6) = [ sgny(r)dr = ).

AuBerdem gilt 0,. € C(R) und [0 (1)| = |oy.(t)] < 1. Genau wie im
Beweis von Lemma 4.9 folgt hieraus fir v € HY(Q), daB 6, . (u()) € HY (D)

st mit
Vi, .. (u(x)) = 0. (u(x)) Vu(z).
fiir fast alle x € Q).
Es gilt nun li_l;%aw (u(x)) = |u(z)| und |0, . (u(x))| < |u(z)|. Also folgt

aus dem Satz von Lebesgue

i 1, (10) = I o = T ([ [ () (o [ ) ™ = 0. (5.5

weil <2|u($) |)p eine integrierbare Majorante der Integranden ist. Ebenso folgt
aus

11_1)% V.. (u(x)) =limo, . (u(:z:)) Vu(z) = sgn, (u(:z:)) Vu(zx)

e—0

und
| V0, . (u(x))| < [Vu(z)],
daB
lim || V4, . (u()) — sgn, (u(-))Vqu,o,Q =0.

e—0

Aus dieser Relation und aus (5.5) folgt, daff |u(-)| € HY(Q) ist, und daf es
eine Nullmenge N () C Q gibt mit

Vi]u(x)| = sgny (u(,r))Vu(x)

fir alle z € Q\N(v). Setzt man v = £1 und N = N(1) U N(-1), dann
resultiert hieraus fiir alle x € Q\ N

Vu(z), falls u(z) >0

Vl]u(z)| = { —Vu(z), falls u(z) < 0

sowie B Vu(z), falls u(z) >0
Vu(z)| = { —Vu(z), falls u(x) 2 0
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Dies impliziert V]u(z)| = Vu(z) = 0 fir alle z € Q\N mit u(z) = 0.
Auflerdem ergibt sich

1
sup(u,0) = 5(11, + |u]) € HY(Q)

und
V[sup(u,0)](z) = % <1 + sgn_y (Mx)))Vu(x) - {

fiur alle z € Q\N .

(ii) Sei zunichst v € 500(Rn) mit M = supu. Fir ¢ > 0 gilt dann
a0

sup (u(i) — M—e) = —¢, also gibt es wegen der Stetigkeit von « auf R” und
€I
der Kompaktheit von 99 eine Zahl § > 0 mit u(z)— M —e < 0 fiir alle z €

mit dist (z,09) < §. Weil nach (i) auch sup(u—M —¢,0) € HY(Q) ist, ergibt
Folgerung 3.8.1 aus dem Skriptum “Variationsrechnung und Sobolevrdume”,

daBy

o]

sup(u— M —¢,0) € HI(Q).
Aus
|sup (u(z)—M—¢,0)—sup (u(z)—M,0)| < |(u(z)-M—¢)—(u(z)-M)| = ¢
ergibt sich
lim [ sup(u = M — &,0) — sup(u — M, 0)]p00 = 0. (5.6)
Nach (i) gilt

Vu(z), ulz)—M—e>0,

0, sonst.

Visup(u — M —¢,0)](z) = {
Hieraus ergibt sich
[VIsup(u = M — &, 0)][[p0.0 < [Vullpo0

also ist die Folge {sup(u—M — L, 0)}7_ in F2(Q) beschrinkt. Da in [7(9)
mit 1 < p < oo die abgeschlossene Einheitskugel schwach folgenkompakt ist,
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besitzt diese Folge eine in [0{71)(9) schwach konvergente Teilfolge. Weil die
Einschrankung auf ]f[? (Q) jeder stetigen Linearform aus dem Dualraum von

LP(Q) eine stetige Linearform auf [?[717(9) ergibt, konvergiert diese Teilfolge
auch schwach in L?() gegen denselben Grenzwert, aufgefafit als Element
von LP(Q). Aus (5.6) folgt, dafl diese Teilfolge in LP(€) gegen sup(u — M, 0)
konvergiert. Da schwacher und starker Grenzwert iibereinstimmen, konver-
giert diese Teilfolge auch schwach in LP(€Q) gegen sup(u — M, 0), und damit

auch in [?]21)(9), also gilt

sup(u — M,0) € ['f[f(ﬂ)

Im letzten Schritt des Beweises sei nun v € H{(§}) mit supu = M im Sin-
59

ne von H7(§). Dies bedeutet, daB zu jedem m > M eine Folge {ugm)}zl
existiert mit

ugm) c é’co(Rn), S;g) uém) <m,

e = llpr0 =0, £ o0,
jedoch fiir kein m < M . Hieraus folgt

lim inf sup ugm) >M

9

weil sonst im Widerspruch hierzu § > 0 und eine Teilfolge {u,((g;n)}:o:l gewahlt
werden konnten mit

supug;n)gm:M—5<M.
B

. . o0 . .
Somit kann man eine Folge {v;},_, konstruieren mit

o 1 1 1
0 € CoolRY), M =7 <supvy <M+, |lu=vilpaa<y
k 29 k k

Dazu setze man
_ . (M41/k)
U = Uy

mit £ so grof, daf sup ugM-H/k) > M — % und ||u — ugMH/k)HpJ@ < 1/k.
[219] ’
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Sei My, = supuvg. Es gilt dann M, — M | und aus dem bereits Bewiesenen
folgt "
wy, = sup(vy — My, 0) € ﬁ[f(ﬂ)
mit
Vuwy = xx Vo,

wobel xj, die charakteristische Funktion der Menge {z € Q | wi(z) > 0} ist.
Wegen

|sup (vi(z) — My, 0) = sup (u(x) — M,0)|
< |(vr@) = Mi) = (u(@) = M)| < Jor(w) — u(z)| + [My — M|
folgt
[wi = sup(u — M, 0)[l00 < [lor — ullpoa + Mk — Mllp00 =0
fiir k — oo . Zusammen mit

[Vw|lpo0 = [xeVoi|poa < [[Vurlpoa < C

folgt durch Wiederholung der Schliisse von oben, daf {wk}zozl eine in [c-)[f(ﬂ)
schwach gegen sup(u — M, 0) konvergente Teilfolge besitzt, also

sup(u — M,0) € [?]f(ﬂ) )

Damit ist Satz 5.4 bewiesen.
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A Anhang: Schwache Randwerte, Rellichscher Aus-
wahlsatz.

In diesem Anhang werden wir schwache Randwerte von Funktionen im So-
bolevraum H{ () und den Rellichschen Auswahlsatz behandeln. Die Unter-
suchungen und Ergebnisse dieses Abschnittes gehoren zur Theorie der Sobo-
levraume.

Bei der Definition von schwachen Losungen des Dirichletschen Randwert-
problems im Raum H;({) haben wir vermieden, von den Randwerten der
Losung zu sprechen. Denn H;(Q) ist ein Teilraum von L?() und besteht
deshalb aus Aquivalenzklassen von Funktionen, die sich hochstens auf Null-
mengen unterscheiden. Fiir Gebiete 2 mit glattem Rand 0f) ist aber 0f) eine
Nullmenge. Daher ist nicht klar, was u [sq bedeuten soll fir v € H{(f2). In
diesem Abschnitt werden wir zeigen, dal Randwerte von u fiitr Mengen € mit
Lipschitzrand sinnvoll definiert werden konnen. Schliefllich werden wir zei-

gen, daBl der GauBsche Satz fiir solche Funktionen und Mengen gilt, und daB

[O—]f (Q) gerade aus denjenigen Funktionen von H{(§) besteht, deren Rand-
werte verschwinden. Zum Schlufl werden wir den Rellichschen Auswahlsatz
beweisen, ein anderes wichtiges Ergebnis aus der Theorie der Sobolevrdaume.

In diesem Anhang benédtigen wir mehrfach Ergebnisse aus dem Skriptum
“Variationsrechnung und Sobolevrdume”. In entsprechenden Zitaten bezie-
hen wir uns mit der Abkiirzung “VS” auf dieses Skriptum.

A.1 Lipschitzstetige Funktionen. Sei ) C R" eine offene Menge. Eine
Funktion g : @ — R heit Lipschitzstetig, wenn

lip(g) = sup L@ Z9WI
z,y€Q |z —y]
TFy

gilt. Die Zahl lip(g) heiit Lipschitzkonstante von g. Die Menge aller be-
schrinkten Lipschitzstetigen Funktionen auf (2 werde mit C§(€2) bezeichnet.
Es gilt

Con(©) € H(Q)

’
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und

HManﬂﬁgmwﬂ+nhmm

fir alle g € C55(Q).
Denn natiirlich gilt g € L*(£) mit

19]l0c.0,0 < sup|g()] .
r€Q

Sei e; der Einheitsvektor in Richtung der i—ten Koordinatenachse und ¢ €
Coo(€2). Dann folgt

O pla+he) —ola)
[ oo g ele)de] = Tim| [ (e da

h
h£0

_ 1irn|/ﬂg($_hfz) —g(z) o(x)dz|

h—0
h#0

< /Qlip(g) ()| dz = lip(g) [l¢]l100 -
Dies bedeutet, daf}

¢F+/ 8% o)de : (o) = R

[¢]
eine lineare und stetige Abbildung ist, wenn man (o () als Teilraum von

L'(Q) auffaBt und mit der L'-Norm versieht. Da COYOO(Q) dicht ist in L'(Q),

kann also diese Abbildung in eindeutiger Weise zu einer linearen und stetigen
5 LY(Q)

Abbildung auf L'(©}) = (' () fortgesetzt werden. Aus der Theorie der
Lebesgue-Raume weifl man aber, daB der Dualraum von L'(Q) isomorph
ist zu L>(Q). Dies bedeutet, daB zu jeder stetigen und linearen Abbildung

F: L'(Q) — R ein eindeutiges f € L>°(Q) existiert mit || f||c,00 = || F|| und
mit
= [ 1) ela) da

fiir alle ¢ € L'(R2). Also gibt es auch ein eindeutiges f; € L*(Q) mit

I fill 00,2 < lip(g) und mit
0
[ o)l = [ fiw) o) da
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fiir alle p € C%'OO(Q) Also hat ¢ die schwache Ableitung —f; € L*(2), und
damit ist g € Hy°(Q) mit

l9lloc.0 = Igllco0g + 3 I fillcon < suplg(x)] +nlip(g)
=1 €
Bemerkung. Es gilt sogar C7°_, () = H>*(Q2), siehe H.W. Alt, Lineare
Funktionalanalysis, Springer 1985, S. 163 ff.

A.2 Lipschitzrand. Sei @ C R” eine offene und beschrankte Menge.
Man sagt, © habe Lipschitzrand, falls sich 9§} durch endlich viele offene
Mengen U!,... U™ iiberdecken 1aBt, so daf 9Q N U’ fir j = 1,...,m der
Graph einer Lipschitzstetigen Funktion ist und Q N U’ ganz auf einer Seite
dieses Graphen liegt. Genauer gebe es zu jedem j = 1,...,m ein euklidisches
Koordinatensystem (z1,...,#%) im R™, Zahlen r7 > 0 und &’ > 0 und eine
Lipschitzstetige Funktion ¢ : R*" = R, so daB mit der Bezeichnung 27 =

(1,...,2)_y) firz = (;v]l, ..., 7l) € R™ folgendes gelte:

» Yn—1

{o= (#,0)) e R" | |#] < 1/, af = gi(3))} € 90

{z eR™||#] <!, g (27) <2l < g(#7)+&} C Q
{zeR"| |2/ <!, ¢ (3) - <zl <g'(37)} C R™\N.
Ist weiter
U ={z e R* | |#] < v, |af — ¢’ (#)] < &7},

dann sei 9Q C U U’ . Wir kénnen dann noch eine offene Menge U° mit
7=1 m
U° C Q hinzunehmen, so daff Q C U g gilt.
7=0
Sei {Uj}?zo eine der Uberdeckung {Uj}gnzo untergeordnete Partition der
Einsauf Qmit 0 </ < 1,15/ € (i*oo(Uj) und Z;”zor]j(:v) =1 fiir z € Q. Fiir
1 <p<oo,kéNyund u € HL(Q) ist dann

m .
u = anu
i=0
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mit . .

n'u€ Hy(Q), nueHYQ), j=1,...,m.
Setzt man insbesondere Q7 = QN U, dann ist p/u € H,(Q’) und
(pPu)(z) =0 fiir z € Q\Q’ .

A.3 Randintegral. Q C R” sei eine offene und beschrankte Menge mit
Lipschitzrand. Ich wéhle die Bezeichnungen wie im vorangehenden Abschnitt.

Firl <j<msei T7: {y ¢ R*! ‘ ly| < r’} — 9NN U’ die Abbildung, die
jedem y dasjenige x = (27, ¢7(#7)) € QN U’ zuordnet mit 37 =y, also

Ti(z) = (y,9'(y)) ,

wobei (y,¢’(y)) die Koordinaten von T?(y) im U’ zugeordneten Koordina-
tensystem sind. Dann ist 77 eine Parametrisierung von dQ N U7 .
Eine Funktion f: dQ — R heifit integrierbar, wenn jede der Funktionen

y—= f(Ti(y) : {y e R" ||y <’} = R

integrierbar ist fiir 1 < j < m. In diesem Fall sei

[REEED o RUCHELE

[ @) fwyas = [ )rw) i+ NglFdy

Rn—1

Hierbei ist %gj € L*({y € R™™" | ly| < r’}) die schwache Ableitung der

Lipschitzstetigen Funktion ¢/ . Das Integral existiert, weil

12
0

€Z;

¢ ||oo0 < lip(g7) -

Diese Definition ist eine Verallgemeinerung der Definition fiir Randintegrale
auf glattem Rand. Fir 1 < p < oo sel nun

LPOQ) ={f:00—=R ‘ [ ist integrierbar und / |f(z)]PdS < oo}
29
und

I flp.000 = [/ag |f()|PdS])P .
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A.4 Satz (Spuroperator). Sei Q) C R” eine offene und beschrinkte Men-
ge mit Lipschilzrand und sei 1 < p < oo. Dann gibt es genau eine stetige
linear Abbildung

B: HY(Q) — LP(09)

mil Bu = U] g fiir alle w € C1(Q).

Bemerkung. Fiir v € H}(Q) sagt man, Bu seien die schwachen Randwerte
von u . Gewohnlich schreibt man Ulag anstelle von Bu . Satz A.4 ist eine Ver-
sion des Sobolevschen Einbettungssatzes. Er kann in viele Richtungen
verallgemeinert werden. Insbesondere gilt er auch fiir p = oo und kann auf
unbeschrankte Gebiete verallgemeinert werden. Andere Versionen des Sobo-
levschen Einbettungssatzes machen Aussagen dariiber, wann Funktionen aus

H? (Q) stetig oder differenzierbar sind.

Beweis. Wir beschranken uns im Beweis auf den Fall 1 < p < oo und
iiberlassen die naheliegenden Anderungen des Beweises fiir den Fall p = 1
dem Leser. Die Bezeichnungen seien wie in A.2 gewédhlt. Zunéchst sei u €

C1(Q) . Dann gilt
u:anu, u|a§z:znju|aﬂ
7=0 7=1

und (nu)( ) =0 fir z € ﬁ\Uj also insbesondere fiir z = (27,27) mit
zd = g (27) + &’ . AuBerdem ist n’|ulP € C1(Q) fiir 1 < p < co.

Fiir y € R™™" mit |y| < r/ folgt also aus dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung

P T = PN g = = [ 2l (a5 s

7 (y)

und somit

AQ n](m)|u(m)|pds = o nj(Tj(y>)|u(Tj(y>>|p 1+ |ng(y>|2 dy
< /m/ 1L ) s T T T
o Hiol/ | ) o) da
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< TNl [ IV GPlul)| do
<Vl [ 59 Jul? + ol [Vl da
< VT g1 [ma (V)| [ fulPde +p [ Juo)l~ (Vo) de]
/1 1/p
il|2 p P p
< T s 9 ol o o) ™ ([ 9utoipas) |

mit % + é = 1. Im letzten Schritt haben wir die Holdersche Ungleichung
angewandt. Aus der Youngschen Ungleichung

1 1
ab< —a?4+ -
q p

(sieche VS, Beweis von Lemma 2.7) folgt nun mit a = HuHi(S, b=1|Vulllpo

U\T X Vu X X —||U + — Vu
Q Q T q 0 P 0

Zusammen folgt also
el ope = [ lu(x)Pds = Z 7 @) (@) Pds

< O (lullpon+ 1IVull0g) = mC (lullben+ 1 [Val [5og) -

J=1
also

1/p

IN

lullposn < (MO [[lull?yq + I [Vul |24.0]
< (mC)Y? (|lullpog + | 1Vul [pog) < C1 llullpig -
Hieraus folgt, daB die Abbildung B : C1(Q) — LP(9Q) mit

Bu := U|BQ
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linear und stetig ist, wenn C;(Q) mit der Norm von HY(Q) versehen wird.
Also kann B in eindeutiger Weise zu einer linearen und stetigen Abbildung

P

B:o@ L a0

fortgesetzt werden. Die Behauptung des Satzes folgt also, wenn gezeigt ist,
daB C1(Q) dicht ist in H}(Q). Dies wird im néchsten Satz gezeigt.

A.5 Satz (Dichtheit von (%’OO(R”) in HY(Q)). Sei @ C R" eine offene
und beschrinkte Menge mit Lipschitzrand. Sei 1 < p < oo. Dann ist

fug | w e Efm)
dicht in HY ().

Bemerkung. Nach VS, Satz 2.14 ist C(Q) N HY () dicht in H () bei
beliebigem Q C R". Die Funktionen in Cw(Q) N HY () brauchen am Rande

nicht beschrankt zu sein, wohl aber die Einschrankungen auf €2 von Funktio-

nen aus 600(Rn) .

Beweis. Die Bezeichnungen seien wie in A.2. Zerlege v in der Form
m -
u = Z nu .
=0

Es geniigt zu zeigen, daB jede der Funktionen n/u in HY () durch Funktionen

mit w € COYOO(R”) approximiert werden kann. Fiir ¢ > 0 und = € R” sei

'LU|Q

mit ¢ € CO’OO(R”), @ > 0und [pne(z)de =1. Nach VS, 3.4 ist {p.}.50 eine

Dirac-Familie, und nach Lemma 3.2 ist ¢. * (nu) € CO’OO(Q) fiir geniigend
kleines ¢ > 0. Nach VS, 3.8 konvergiert auflerdem . * (n°u) gegen nu in
Hi(Q) fiire —» 0.

Um n?u mit 1 < j < m zu approximieren, geniigt es nicht, ¢, * (n’u) zu
betrachten, weil nach VS, 3.8 die Funktion o, * (77u) gegen n’u konvergiert
in H, () fiir jede offene Menge Q' mit 7 C Q, aber nicht in H,(Q).
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Daher sei (z1,...,27) das Koordinatensystem wie in A.2, und es sei e,
der Einheitsvektor, der in Richtung der n—ten Koordinatenachse dieses Ko-
ordinatensystems zeigt. Nach Definition von Q7 gilt

Q' ={(#,2) € R™| [#/] </, (&) < wh < F(&7) + &7}

Fir § > 0 setze man

QF = {(#,2)) eR" ||| <, P(#7) =6 < al < ¢ () + &'}

@) = (Pu)(e+de), el
Es ist vs € HY(Q U Q%), und nach VS, Lemma 3.3 gilt
7w = vs|[pog — O

und

a , . 0
I () = 5 vsllpon = 0.

also _
[7'u — vslp1.0 — 0

fir 6 — 0. Es gilt vs(z) = 0 fir alle 2z € QU Q7 , die nicht zum Triiger der
Funktion x — n’(z + de,) gehdren. Da supp [7?(- + de,)] N Q eine kompakte

Teilmenge ist mit
supp [’ (- + de,)] N QA C QU Q‘Zg )
ergibt sich aus VS, 3.8, daB fiir die Funktion

(per v3)(2) = [, @ule — v vs(w)dy € Coc(R)

gilt
lpe * v5 = vsllpa0 = 0
fiir ¢ — 0 bei festem 6 > 0. Fir 6 > 0 gilt also

I — e x vallona < i — vsllon 4+ los — @0 % vsllpng < o+ 2 =0
e p1,0 S |77 U — vs||p,1.0 Vs — Pe * Us||p,1,0 < 5 + 5 ,

wenn erst 6 = §(f) und dann ¢ = £(6,0) geniigend klein gewédhlt werden.
Damit ist der Satz A.5 und folglich auch Satz A.4 bewiesen.
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A.6 Folgerung. Sei Q C R” eine beschrinkte offene Menge mit Lipschitz-
rand. Dann gilt Bu =0 fir u € [SI?(Q) mil 1 <p<oo.

Beweis. Wahle eine Folge {u,,}2_, C COVOO(Q) mit ||u — wp||pa,0 — 0 fiir
m — oo. Nach Satz A.4 gilt dann

[ Bullp0,60 = 7}1_%0 [ Bt |lp,0,00 = 7}1_{%0 ||t ]| p0,00 =0,

also Bu=0.

A.7 AuBere Normale. Sei Q C R” offen und beschrinkt und habe Lip-
schitzrand. Seien #7, . . ., 2? das euklidische Koordinatensystem und ¢’ die zu-
gehorige Lipschitzstetige Funktion aus A.2 sowie TV die Parametrisierung von
IONU? aus A.3. Fiir jedes y € R*™ ' mit |y| < r? ist TV(y) = (y, ¢’ (y)) € 99,

also sind

0

5 :

TY = 1

o (y) |
3¢!Jj(y>

Tangentialvektoren an 9Q im Punkt = = TY(y) fiir 4 = 1,...,n — 1. Der
Vektor

(o) = 1 ( Vo' (y) )
Vi+ Vel \ 1

ist ein Einheitsvektor, der orthogonal steht zu allen diesen Tangentialvekto-
ren, also ist n(z) ein Normalenvektor an 9§ im Punkt = = T?(y), und zwar
der nach auBen zeigende Normalenvektor. Beachte, daB Vg’ die schwache
Ableitung von ¢’ ist. Also ist n eine Funktion aus L>(992).

A.8 Gauflscher Satz.  C R” sei offen, beschrdnkt und habe Lipschilz-
rand.

a.) Firu € H{(Q) gilt / Vu(z)dz :/ n(z)u(z)ds .
Q o0

b.) Firue H)(Q) und v € HI(}) mit 1 < p < oo und mit%—l—%: 1 gill

/Q(u(x)Vv(x) + v(z)Vu(z))de = / n(z)u(z)v(z)ds .

o052
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Beachte, daf Upg = Bu € L'(99Q) nach Satz A.4. Wegen n € L*(09)

existiert also das Randintegral in a.). Die Integrale in b.) existieren wegen

Vv € LYR"), Vu € LP(R") und Ujgq = Bu € LP(09) = Bv € L1(09).

' Ylaq

Beweis. Es sei zunichst u € é’m(R”) und sei {n/}7 die Zerlegung der Eins
aus A.2. Die Behauptung aus a.) kann dann in der Form

22()/9 V(n'u)de = é/an n(n’u)dsS

geschrieben werden; sie folgt also fiir u, wenn sie fiir jedes n’u bewiesen ist.

Wegen nu € CO*OO(Q) folgt

/QV(nOu)dx = /RHV(nOu)dx = /89 n(n’u)dS =0

aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Um die Behaup-
tung fiir n/u mit 1 < j < m zu beweisen, benutzen wir, daB n'u € o (U?)
ist. Setzt man

¥ ={(y,s) ER" |y e R"™, s> g'(y)},

dann kann deswegen die Behauptung mit der Definition des Randintegrals in
A.3 und mit der Definition von n(z) in A.7 auch in der Form

/QJ YV u)(z)dz = / n(nu)dS

~ Ay o 1 Vg’ (y) e

= [ orogw) 1+|ng<y>|2( g ),F1+|v'g<y>| iy
. : Y4

- /Rn_xnfuxy,g%y))( . i”)dy A1)

. . ) . . o1 .
geschrieben werden. Sei nun {1 },,_; eine Dirac-Familie mit
m

o

©1 € Cuo ({y e R™!

ol <=3

1
m
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und sei ‘ _
Im =P1 *g .
Dann ist g/, € Coo(R™') nach VS, Lemma 3.2. Ersetzt man in (A.1) ¢/
durch ¢/, und €7 durch
A ={(y,s) ER" |y € R, s> gl (y)},

dann ist die Formel (A.1) richtig, weil dies dann der klassische GaufBische
Integralsatz ist fiir 0Q € C', . Wegen

gj c Loo(Rn—l) g Ll,loc(Rn—l)

gilt nach VS, Lemma 3.5, daB ¢/ in LY°°(R"1) gegen ¢’ konvergiert fiir
n — o0o. Nach einem Satz der Lebesgueschen Integrationstheorie gibt es
dann eine Teilfolge {q{nk}:o:l mit

lim g/, (y) = ¢’ (y)

k—o00

fiir fast alle y € R™™'. Dies bedeutet fiir die charakteristischen Funktionen
¢, x4 von ¥ und Q. daB
lim ank(T) = Xj(m)

k— o0

gilt fiir fast alle z € R™, und somit liefert der Satz von Lebesgue

; J — T J J
lim V(nu)dz = ]}LTO /R" X2, V(0 u)dz

k—oo ank
= / XjV(nju)dJ: = / ‘ V(nju)dx . (A.2)
R~ QI
Weil n/u € Co’oo(Uj) ist, folgt auBlerdem
Jim () (y, 97, () = (7 u) (v, 9" ()
fiir fast alle y € R™7!, (nju)(y,gj'nk(y)) =0 fiir |y| > r/ und

sup |(nu)(y, g2, ()] < sup |(nu)(z)| < oo
yeRn—1 r€R”™
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Nach dem Satz von Lebesgue gilt damit
(") (- 2, () = () (- ¢ (D)3 0 e

= (7 u)(y, g, () = (77w (5, 9" (y))[Pdy — 0 (A.3)

Rn—1

fir £ — oo.

SchlieBlich folgt aus VS, 3.8 wegen ¢/ € H®(R™™") C Hf’loc(R”_l), dafBl
gl in HPPY(R™1) gegen ¢/ und somit Vgi in L>%¢(R"*™') gegen Vg kon-
vergiert. Hieraus und aus (A.3) ergibt sich, da8

k—oo JRn—1 —1

_/ 77 ) : 9 (y)) ( Vgijiy) ) dy

gilt. Aus dieser Formel und aus (A.1), (A.2) folgt zusammen, daf}

. . A\
lim (' u)(y, gb, (v)) ( N ) dy

/V(nju)d;v = lim V(' u)dz
QI

k—y oo ank

= dim [ (). () ( Vo (9) ) iy

k—oo JRn—1 —1

[ 0ws W) ( Vo) ) @,

—1

Damit ist Teil a.) von Satz A.8 bewiesen fiir u € COVOO(R”). Um diesen Teil

fiir u € H?(Q) 7zu beweisen, wihle man eine Folge {u,}.._, C CO’OO(R”) mit
|l — w110 — 0 fiir m — oo. Nach Satz A.5 ist dies méglich, und nach
Satz A.4 und dem eben bewiesenen folgt

_Lﬂn(:c)u(x)ds = lim n(z)un,(z)dS

m—=0 [0

= lim / Vum(:c)d:c=/QVu(x)d:v

m—=o0 [0
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Damit ist a.) bewiesen.

b.) Durch Approximation von v € H{(2) und v € H{(Q) mit Funktionen in
Cloo(R7) folgt uv € HI(Q) mit

V(uww) =vVu+uVu
und
B(uv) = B(u) B(v) € L'(99) .
Die Behauptung folgt nun direkt aus a.).

A.9 Folgerung. Sei Q_ C R” eine offene, beschrinkte Menge mil Lip-
schitzrand, und sei Qp = R™\Q. Sei 1 < p < oo, sei u_ € HY(Q),
up € HY(Qy) und
{ u+($) y X € Q+
u(z) =

u_(z) , z€Q_.

Seien By die Randwertoperatoren beziglich der Gebiete Q4 . Dann qill u €
HY(R") genau dann, wenn Byuy = B_u_ .

Beweis. Sei u € H{(R"”). Nach VS, Satz 2.14 gibt es dann eine Folge
{tm by € Coo(R™) N HY(R™) mit ||t — t|parn — 0. Sei

+ _ - _
Um = Umyg > Up = Unig -
Dann folgt ||uy — ulf|lpi0, — 0, |Ju- — uj|lpio. — 0, also wegen der
Stetigkeit von By :
B.u, = lim Bout = lim ot = lim uZ-
+5+ m—00 +%m m—00 m| Q4 m—00 m|89_
= lim B_u, = B_u_.

m—00

Sei umgekehrt Byuy = B_u_, seien ny : 00y — R? die dufleren Normalen
an ), beziehungsweise )_ und sei

B Vuy(z) , =€ Qy
vle) = Vu_(z) , z€Q_
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VS, Lemma 3.12 ergibt nun fir ¢ € CO*CO(R”), daBl puy € HY(Q4),
pu_ € H(-) und V(puy) = uxVe + ¢Vuy gilt. Durch Approximati-
on von uy durch C(Q4)-Funktionen folgt wie im Beweis von Satz A.8 b.),
daB By(puy) = pBi(uy) gilt. Aus Satz A.8 folgt also

/Rn(quo + pv)dz = /ﬂ+ (uy Ve + oVuy)de + /Q_(u_Vgo + ¢Vu_)dzx

= ni(z)(Byug)(z) p(z)dS + n_(z)(B_u_)(z)p(z)dS =0,

a9y aa_

wegen 0y = 0Q_ und Biuy = B_u_. Also ist v € LP(R") die schwache
Ableitung von u, und das heifit v € H{(R™).

A.10 Satz (Randwerte der Funktionen aus H7(f2)). Sei Q@ C R” eine
offene, beschrinkte Menge mit Lipschitzrand, und sei 1 < p < oo. Dann gilt

I'fff(Q) ={u € H{(Q) | Bu=0}.

Beweis. Nach Folgerung A.6 ist Bu = 0 fiir jedes u € [?]Zf(Q) . Sei umgekehrt
u € HY(Q) mit Bu = 0. Sei {’}7-, die Zerlegung der Eins aus A.2. Dann
ist nu € HY(Q) fiir j = 1,...,m mit

B(n'u) = B(y) B(u) =1/ Bu=0.

Setzt man also (n/u)(z) = 0 fiir z € R"\Q, dann ist p’u € H}(R") nach
Folgerung A.9, also fiir 6 > 0 auch

vi(x) = (n'u)(z — ben) ,

wobei ¢, der Einheitsvektor in Richtung der n-ten Koordinatenachse des

Koordinatensystems (z1,...,2]) aus A.2 ist. AuBerdem gilt

7'u = 1.2 — 0

fird = 0 (Siehe Beweis von Satz A.5). Auch fiir

mznou—{—ng

i=1
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gilt also

m .
HU - u5Hp,1,Q = H Z(W]“ - ”fs)”p,l,ﬂ —0
=1

falls § — 0. Nach Konstruktion des Koordinatensystems (z7,...,z%) gilt

schlieBlich us(z) = 0 fiir alle € Q mit dist(z,9Q) < 6, mit § > 0 und einer
geeigneten Zahl 6 = 6(5) > 0. Nach Folgerung VS, 3.8 kann also us durch

e}
Funktionen aus (o () approximiert werden in der Norm von HY(), also

ist us € ﬁ]f(ﬂ), und damit auch u, weil [fﬁf(ﬂ) abgeschlossen ist.

A.11 Satz (Rellichscher Auswahlsatz). Sei Q@ C R” eine offene, be-
schrinkte Menge, sei 1 < p < oo und sei m € N. Dann besilzl jede in

[i)[fn(ﬂ) beschrinkte Folge eine im Raum [S[fn_l(ﬂ) konvergente Teufolge.

Bemerkung. Es ist /'f[fn(ﬂ) C [glﬁl_l(ﬂ). Sei J : /'f[fn(ﬂ) — ['f[fn_l(ﬂ) der
Einbettungsoperator. Der voranstehende Satz bedeutet, daf fiir jede Folge

{up} e, mit uy, € [O—[%(Q) und mit
[uellpm.e <1

die Bildfolge {Juz},—, in ]g[fn_l(ﬂ) eine konvergente Teilfolge besitzt. Also
ist die Einbettung .J : [O—[fn(ﬂ) — [?[fn_l(ﬂ) eine kompakte Einbettung.

Beweis. Es sei m = 1 und sei {uk}:o:l eine Folge mit vy € HY(Q) und mit
luk|lp1.e < 1. Setze ug durch 0 von € auf R” fort. Dann ist die fortgesetzte

Funktion, die ich wieder mit wu; bezeichne, in ['fl'f(R”) enthalten. Sei {¢.}eso
eine Dirac-Familie mit ¢.(z) = e ™"¢p(z/e) und ¢ € Co'oo (31(0)), w >0,
Jgnp(z)dz = 1. Es ist dann

Pe Kk Ug € ém(QE>
mit
Q. = {z e R" | dist(z,Q) < &},
und die Folge {p. * u},_, ist gleichmiBig gleichgradig stetig auf der kom-
pakten Menge Q. , das heiBt zu jedem 6 > 0 gibt es § > 0, so daB fiir alle
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k€ Nund alle z,y € Q. mit |z — y| < § gilt

[(pe # up)(2) — (e * ug)(y)| < 0.

Denn es gilt

e )(e) = (e )] = | [ 5 e ) (t6a =) + )
= /01 %/Rn ©e (t(x—y) +y— z)uk(z)dz dt‘
= _/01 . % ©e (t(x—y) +y— 2) ug(z)dz dt‘

- /01 / (z—y)- V. (tr—y) +y — 2)us(z)de dt‘

= | —(z—y) - /0] /Rn Ve (t(x—y) +y— z) Vuy(z)dz dt‘

1
<o =yl [ llee(ta=y) +y = ooz | Veellpon di
= |z =yl lecllgomn [IVurpomn
mit %—I—i:l, also ¢ = oo falls p = 1. Wegen
IVuellporn < [[uellprn <1

folgt hieraus die gleichmafBige, gleichgradige Stetigkeit. Nach dem Satz von
Arzela-Ascoli gibt es eine Teilfolge {ug,},., , so daB die Folge {p. * us, } oy
auf der kompakten Menge Q. gleichmiiBig konvergiert. Die Folge {¢. %, },o
konvergiert dann auch in LP(€.) und folglich auch in LP(R"). Sei {ul} e,
die Teilfolge von {uy} o, , fiir die {1 *u}},_, konvergiert. Aus {ut},_, kann
man eine Teilfolge {u?},_, auswihlen, fiir die {p1/2 * u?l ., konvergiert.
Durch Induktion kann man aus {u]™'},_, eine Teilfolge {u]},, auswihlen,
fiir die {p/; * wl}rey in LP(R™) konvergiert. Mit der Abschiitzung

[v =@ * vllporn < el Vo] [lpomn, (A4)

die fiir v € [o—fﬁf(ﬂ) gilt, und die unten bewiesen wird, kann man nun zeigen,

dafl die Diagonalfolge {u?};m:l in LP(Q) konvergiert. Denn zu § > 0 wihle
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man jo mit 1/jo < 6 und j; mit
170 * 1} = P1/ia * uillporn <
fir alle j,k > j; . Fir 5,k > 71 folgt dann
= willpors < lluj = er/ieuillpome + lle1/iu) — /i uillpoms
+llersiur — ukllpoms
1 : 1 2
< = IVYllporn + 0+ =l Vuglpops < = +6
Jo Jo Jo
Also gentigt es, die Ungleichung (A.4) zu beweisen.

Hierzu sei v € [0{117(9) und f(z,y) = v(y) —v(z), z,y € R
Jrnwedz =1 folgt nun

(pexv)(@)=v(@) = [ oz =y)(o(y)—v(a))da
= /Rnsos(:v —y) [z, y)dy.
Nach VS, Satz 3.1 folgt hieraus
[(pe #v) = vllporr < ll@elliorn sup |If(- = R)lpomn
he€suppyp
< sup (- —h) = oo mn-
|h|<e

Falls 0 € (a0 (R2) ist, gilt

1
/ Vo + th) - hdi[ d
0

lo(- = 8) = olfome = [

1
< |h|p/ / Vo(z + th)|Pdt de
R™ JO

1
— |h|p//R Vo(z + th)[Pdz di
0 n

< 30.

. Wegen

= | [ Volda = k7] 1901 2.
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Wegen der Dichte von CO*CO(Q) in ]f[]l)(ﬂ) gilt diese Ungleichung auch fir v €
[?[?(Q) . Aus den beiden letzten Ungleichungen zusammen folgt (A.4). Damit

ist Satz A.11 fiir m = 1 bewiesen. Um den Satz fiir m > 1 zu beweisen, wende
diese Schliisse auf { D%uy},_, an mit |a| < m — 1.
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