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1 Einfiihrende Beispiele und Definitionen

1 a.) Freier Fall:

Ein Koérper mit der Masse m falle im Schwerefeld der Erde senkrecht nach unten. y(t)
sei seine Hohe iiber dem Erdboden zur Zeit ¢. Zur Zeit ¢ = 0 sei seine Héhe 3y, und
seine Geschwindigkeit y; . o'(t) ist die Geschwindigkeit des Korpers zur Zeit ¢, y"(t) die
Beschleunigung. Nach dem Newtonschen Gesetz gilt

wobei F'(t) die zur Zeit t auf den Kérper wirkende Schwerkraft ist, sein Gewicht. Durchfllt

der Korper keine grofle Strecke, kann das Gewicht als konstant angesetzt werden:
F(t)=—-m-g.

Hierbei ist ¢ = 9,81 m/ sec” die konstante Erdbeschleunigung. Somit erfiillt die Funktion
y die Differentialgleichung

y'(t) = —g,

fiir alle ¢ > 0 und die Anfangsbedingungen

y(0) = wo
y'(O) = Y-

Die Differentialgleichung zusammen mit den Anfangsbedingungen nennt man Anfangs-
wertproblem. Jede zweimal differenzierbare Funktion, die die Differentialgleichung und
die Anfangsbedingungen erfiillt, heifit Losung des Anfangswertproblems. Dieses Anfangs-

wertproblem besitzt eine eindeutige Losung, die folgendermafien bestimmt werden kann:

Aus der Differentialgleichung folgt
t
v = [ vy
0
t
= —/ gdr +y1 = —gt +y1
0
t t
o)) = [ yodr ) = [ (g7 p)ir+
0 0
Lo
= —5 -gt +y1t+y0.
Dies ist die bekannte Formel fiir die Hohe eines Korpers im freien Fall.
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1 b.) Radioaktiver Zerfall

Ein radioaktiver Stoff besitzt die Eigenschaft, dal die Atome, aus denen er besteht, nicht
fiir beliebig lange Zeit stabil sind. Vielmehr zerfallen in jedem Zeitintervall eine kleine
Anzahl seiner Atome. Sei N(t) die zu einem Zeitpunkt vorhandene Anzahl seiner Atome.
Man beobachtet nun, dafi die Anzahl N(t) — N(t+7) der in einem Zeitintervall 7 > 0 zer-
fallenden Atome proportional ist zur am Anfang des Zeitintervalls vorhandenen Atomzahl
N(t) :

N({t)—N(t+71)=ca(r)N(t)

mit einer positiven, von der Linge des Zeitintervalls abhéingigen Zahl «(7) . Andererseits

gilt nach dem Mittelwertsatz
N({t+7)— N(t)=N'({)T

mit einer geeigneten Zahl ¢* zwischen ¢ und ¢ + 7, also

Nty = -2y

-
Lafit man die Lange des Zeitintervalls 7 gegen Null gehen, folgt auch t* — ¢, und somit

N'(t) = lim N'(#) = —N(2) lim 2 =

T7—0 T7—0 T

—CN(t)

mit C' = lim,_,q @ . Man nennt die nichtnegative Zahl C die Zerfallskonstante. Sie héingt
vom Material ab. Bei einem nicht radioaktiven Material ist C' = 0.

Ist Ny die zur Zeit ¢ = 0 vorhandene Atomzahl, dann erfiillt die Funktion N : Rf — R
also die Differentialgleichung

N'(t) = —CN(2)

und die Anfangsbedingung

Gesucht sind Losungen dieses Anfangswertproblems, also differenzierbare Funktionen
N : Rf — R, die sowohl die Anfangsbedingung als auch fiir jedes ¢ > 0 die Differen-

tialgleichung erfiillen.

In Kapitel 8 ¢ der Vorlesung Analysis I wurden alle méglichen Lésungen der Differential-

gleichung



bereits bestimmt. Ich wiederhole die Schliisse hier: Sei N(¢) eine differenzierbare Losung

der Differentialgleichung. Dann gilt

d

7 (N(t)60t) = N'(t)e“* + CN(t)e®t = —CN(t)e®* + CN(t)eC* = 0,

also
N(t)e®* = A = constant,
somit
N(t) = Ae .

Jede Losung muf also die Form Ae~¢* haben mit einer Kostanten A € R. Durch Einsetzen
von Ae~°? in die Differentialgleichung sieht man, dal Ae~°" fiir jede Konstante A auch

wirklich eine Losung ist.

Man hat also unendlich viele Lésungen der Differentialgleichung gefunden. Jedoch lésen
diese Funktionen nicht notwendig das Anfangswertproblem. Aus der Anfangsbedingung

folgt ndmlich
A=N(0) =Ny,
also ist
N(t) = Noe "

die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems.

Man kann aus dieser Losung die Zeit 75 ausrechenen, die vergeht, bis die Anzahl der

unzerfallenen Atome auf die Hilfte der Ausgangsanzahl zuriickgegangen ist:

No

7 =N

also —Ctg =In$ = —1In2, folglich

_In2
TH—C.

Man nennt 7y die Halbwertszeit des radioaktiven Elements.



1 c.) Bevolkerungswachstum
Als ,Modellgleichung“ fiir das Bevolkerungswachstum der Erde wurde 1838 vom belgi-
schen Mathematiker Verhulst die gewohnliche Differentialgleichung

N'(t) = aN(t) — BN(t)?

vorgeschlagen. Die Anfangsbedingung ist

« und 3 sind gegebene positive Konstanten. Wihrend der Term aN(t) zum schnellen An-
wachsen von N fiihrt, also ein starkes Bevolkerungswachstum beschreibt, hat der negative
Term —BN(t)? einen das Wachstum bremsenden Effekt. Der Betrag diese quadratischen
Terms ist kleiner als N (¢) fiir kleine positive Werte von N(t), wichst aber schneller als
aN (t) bei wachsenden Werten von N(t). Bei grofen Werten von N(t) hat er also eine

das weitere Wachstum stark bremsende Wirkung.

Ob es jedoch iiberhaupt eine Losung zu diesem Anfangswertproblem oder sogar mehrere
gibt, ist zunéchst nicht klar. Ich will zunéichst annehmen, daf} es eine Lésung gibt, und

das qualitative Verhalten dieser Losung diskutieren.

Die rechte Seite der Differentialgleichung ist ein quadratisches Polynom
aN — BN? = N(a — BN)

mit den Nullstellen N =0 und N = % .

aN — BN?

Fiir 0 < N(t) < % ist die rechte Seite der Differentialgleichung positiv. Eine Losung N , die
zur Zeit t = 0 den Anfangswert N(0) = Ny mit 0 < Ny < «/f hat, besitzt also zunéichst
eine positive Ableitung N’ und ist wachsend. Solange wie die Werte N(¢) im Intervall

[No, @/ B) bleiben, ist die Ableitung weiterhin positiv. Es gibe nun drei Moglichkeiten:
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1.) Die Funktion N ist auf der ganzen Halbachse [0, c0) streng monoton wachsend und
es gibt eine Zahl 6 > 0, so da8 N(t) < /B — 4§ gilt fiir allet > 0.

2.) N ist auf [0, 00) streng monoton wachsend und néhert sich fiir ¢ — oo asymptotisch

dem Wert o/ an, erreicht ihn aber nie.

3.) N ist in einem Intervall [0, ;) streng monoton wachsend mit N(ty) = /5. In diesem
Fall kann man N vom Intervall [0,%y] zu einer Losung der Differentialgleichung auf ganz

[0, 00) fortsetzen, indem man setzt
N(t) =a/B =const, t>t,.

Fiir ¢t > t; gilt dann

N'(t) =0
und
N N2 o a2
aN(t) — BN(t) —5—5—0,

also ist die Differentialgleichung nicht nur auf [0,%p], sondern auch auf [tg, 00) erfiillt.
(Man iiberlege sich, dafi die so fortgesetzte Funktion an der Stelle ¢ = ¢, differenzierbar
ist.)

Ich zeige, daf} der erste Fall nicht eintreten kann. Gilt ndmlich fiir alle £ > 0, dafl 0 <
Ny < N(t) < a/f — § ist mit einer positiven Zahl § > 0, dann existiert eine Zahl € > 0

mit
aN(t) = BN(t)* > ¢
fiir alle £ > 0, also
t t
N = / N'(r)dr + N(0) = / aN(r) — BN(r)2dr + N
0 0
t
> / edt + Ny = et + Ny,
0
folglich
et+ Ng < N(t) <a/B8-19,

und diese Ungleichung soll fiir alle positiven ¢ gelten, was unméglich ist. Somit kann der

erste Fall nicht eintreten, und die Losung nédhert sich entweder asymptotisch dem Wert
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a/ B oder erreicht ihn zu einem Zeitpunkt ¢, .
Man kann die Losung dieses Anfangswertproblems auch explizit bestimmen. Hierzu nehme
ich an, N sei ein Losung der Differentialgleichung

N'(t) = aN(t) — BN(t)>.

Hat fiir diese Losung die rechte Seite aN(t) — BN (t)? der Differentialgleichung in einem
Intervall [t1, 5] keine Nullstelle, dann kann die Differentialgleichung fiir ¢; < ¢ < ¢5 durch
aN(t) — BN(t)? geteilt werden:

N'(t)

o) - NP
Sei nun F' eine Stammfunktion zur Funktion
y .
oy — By?
Dann gilt nach der Kettenregel
d N'(2)

ZF(NW) = F (NN = ORI

also
F(N(t)) _ F(N(tl)) - /tt %F(N(T))dT - /: ldr=t—t,.

Mit der Inversen F'~! von F folgt also
N@t) = F! (t — it + F(N(t1)>> .
Fiir t; = 0 ergibt sich insbesondere
N(t) = F! (t + F(N0)> .

Zur Herleitung dieser Formel wurde angenommen, dafl NV bereits eine Losung ist, fiir die
die rechte Seite in gewissen Intervallen keine Nullstelle besitzt, und dafi die Stammfunk-
tion F' eine Inverse besitzt. Es mufl daher zunéchst F' bestimmt und dann nachgepriift
werden, dafl die durch die obenstehende Formel gegebene Funktion wirklich eine Losung

des Anfangswertproblems ist.

Die Stammfunktion F' kann mit Partialbruchzerlegung berechnet werden: Es gilt

L1 1, 8
ay—By?  yla—By) oy ala—PBy)’
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also

_ [ B
F(y) = /yoa+a(a—ﬁz)dz+c
1 1 y
= [a lnz—a ln(a—ﬁz)Lzyo—FC:ln(

y )1/(1
a—By)

wenn man C = 1 Inyy — L In(a — Byp) withlt. Um F ! zu bestimmen sei

z=1In <a_yﬁy)1/a.

Es folgt dann

Y
eaz — ,
a— By
und hieraus
aeaz
=F'(2)= —.
Aus der Losungsformel ergibt sich nun
e@(t+F(No)) ae T
N(t) = Bea(ﬂ-F(No)) +1 - ﬁeata_l\;oNo +1
aNye™

BNo(et — 1) +
Einsetzen in die Differentialgleichung zeigt, dafl durch diese Formel wirklich eine Losung

des Anfangswertproblems gegeben ist.

ofB L _________

Diese Formel zeigt, dafl der oben beschriebene Fall 2 eintritt: Die Losung ndhert sich dem

Wert «/ asymptotisch, erreicht ihn aber nie.

Die hier verwendete Losungsmethode kann auf jede Differentialgleichung angewandt wer-

den, die in der Form



geschrieben werden kann mit beliebig gegebenen Funktionen f und g. Denn fiir eine

Stammfunktion F' von f ergibt die Substitutionsregel
t

F(u) - F(sw) = [ stz = [ (o) oor = [ giryir,

y(to) to to

y(?)

Weil man die Differentialgleichung meistens in der nicht ganz korrekten Form f(y)y' = g(t)

schreibt, nennt man dieses Losungsverfahren auch ,Methode der Trennung der Variablen*.

1 d.) Freier Fall aus grofier Hohe

Ein Korper der Masse m befinde sich weit entfernt von der Erde. Legt er im freien Fall
eine grofie Strecke zuriick, kann man nicht mehr wie in 1 a.) die Erdbeschleunigung als
konstant annehmen. Vielmehr gilt dann nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz fiir
die Anziehungskraft F' der Erde auf den Koérper
m- M
y>

F=—v

wobei y der Abstand der Massenmittelpunkte von Erde und frei fallendem Kérper ist, v

die Gravitationskonstante und M die Erdmasse bedeutet. Also muf} die Funktion y die

Differentialgleichung
n
y(t)=—7M-
® y(t)?
und die Anfangsbedingungen
y(0) = o
y'(0) = un

erfiillen.

Anders als im Beispiel 1 a.) kann die Differentialgleichung nicht mehr durch Integration
gelost werden. Losungen erhélt man jedoch in einfacher Weise mit dem Ansatz y(t) =

a(c£t)°. Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt

1
bb—D(ctt)? = —yM —————
ab( )(c£1) v a2(cL£t)2’
folglich mu$ fiir alle t > 0
—yM
+ ¢ 3b-2 _ 2
(c£1) a3b(b— 1)



gelten. Hieraus ergibt sich

somit

9

y(t) = (5 VM)I/g(cit)w-

Dies sind Losungen der Differentialgleichung fiir jedes ¢ € R. Man kann aber ¢ nicht immer
so wahlen, dafl beide Anfangsbedingungen erfiillt sind. Die erste Anfangsbedingung zum
Beispiel legt ¢ schon eindeutig fest, und y'(0) kann dann nicht mehr gewéhlt werden. Also
stellt sich die Frage, ob iiberhaupt eine Losung dieses Anfangswertproblems zu allgemeinen
Anfangsbedingungen existiert. Unten werde ich zeigen, daf solche Losungen existieren und

wie man sie erhalt.

Mit der angegebenen Losung kann jedoch folgender Spezialfall untersucht werden: Fiir

¢ = 0 ergibt sich die Losung
9 1/3
y(t) = (5 fyM) 123

Diese Losung beschreibt die Bahn eines Massenpunktes der nicht zur Erde zuriickfillt.
Denn fiir die Geschwindigkeit y'(¢) gilt

9 1/3
y'(t) =< (5 f)/M) 713 50

fiir t — 00, also konvergiert die Geschwindigkeit fiir grofle Zeiten asymptotisch gegen Null,
und wird nie negativ. Somit beschreibt diese Losung den Grenzfall der Bahn eines Mas-
senpunktes, der gerade nicht zur Erde zuriickfillt. Den Abstand p vom Erdmittelpunkt
erreicht der Massenpunkt zur Zeit

3/2

p

R —
(5 yM)Y/2’

und in diesem Zeitpunkt hat er die Geschwindigkeit

y'(t) = v2yM/p.

Die Fluchtgeschwindigkeit v erhilt man, indem man fiir p den Erdradius einsetzt: Mit

p = 6,370-10° cm,

d 2 :
7 = 6,685-1070 22 (dyn= L2
g sec
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M = 5,97-10%¢

ergibt sich als Fluchtgeschwindigkeit

k
v=1,12-10° 2 = 11,2 —.
SeC SeC

Um weitere Losungen der Differentialgleichung zu finden, mit denen das Anfangswertpro-
blem zu allgemeinen Anfangsdaten gelost werden kann, multipliziert man die Differenti-

algleichung mit ¢'. Man erhélt

! n y’(t)
y )y (t) =—-—M ;
()y" () MOE
folglich
d1l , . 1
— —y' () = yM— —
72V W =M s

und also mit einer beliebigen Konstanten C

y(t) = j:\/nyM(ﬁ +0).

Damit ist die urspriinglich gegebene Differentialgleichung zweiter Ordnung auf eine Dif-
ferentialgleichung erster Ordnung zuriickgefiihrt, die mit der Methode der Trennung der

Variablen gel6st werden kann. Es folgt
y() t
V 27 V1I+Cy C \/Qfy M (- to

Mit einer Stammfunktion F' von \/l‘J/r_T erhalt man also

F(y(t) - F(ylto)) = +/27M (t — to).

Zur Bestimmung von F' verwende man die Substitution /Cy = sinh(z) fiir C > 0 bezie-
hungsweise /—C'y = sin(z) fiir C < 0. Man erhélt

r 1 1
—/1+C — arsinh(4/Cy), C>0
oV Yy oo (vCy)

9
F(y) = ¢ gyw C=0

é,/l-}-Cy\/_—C 1_0_ arcsin(y/—Cvy), C<0.
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Die Losung y ergibt sich schliefflich durch Inversion von F'. Dies soll hier nicht diskutiert

werden. Die oben angegebenen Ldsungen ergeben sich im Fall C = 0.

Die hier verwendete Methode zur Reduktion einer Differentialgleichung zweiter Ordnung

auf eine Differentialgleichung erster Ordnung kann auf jede Gleichung der Form

angewandt werden. Denn mit einer Stammfunktion H von h folgt

DL =gy = n(y(®))y/'(t) = % H(y()),

also
y'(t) = =V2H(y(t)) + C.
1 e.) Elektrischer Schwingkreis

An einem Schwingkreis liege die bekannte, zeitlich verénderliche Spannung u; (¢) . Gesucht

ist die Stromstérke i(¢) durch den Schwingkreis.

R B }

C sei die Kapazitidt des Kondensators, L die Induktivitidt der Spule, R der elektrische
Widerstand. Dann gilt

und
Uc + U +UR = U7 -
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Hieraus folgt
ue + up, + up = uy,
also ergibt sich fiir die Stromstérke die ,lineare Differentialgleichung®

Li"(t) + Ri' (1) + éi(t) — (1),

die fiir alle £ > 0 erfiillt sein muf}. Die Anfangsbedingungen seien
i(0) = 1
i'(0) = 1.

Dieses Anfangswertproblem soll hier nur fiir den Fall v; = 0 untersucht werden. Zur
Losung mache man folgenden Ansatz mit der komplexen Exponentialfunktion (siehe Ka-

pital 10 des Skriptums Analysis I)
i(t) = aRe e 9 = qe (9 cos b, (t — ),

wobei 6 = 6, + 10y € C und «, ¢ € R Konstanten seien. Einsetzen in die Differentialglei-
chung ergibt

—LaRe 02e?%) + RaReife—%) + 504Re £0(t—9)
1 .
= Re [(_L92 + Rif + E)Qew(t*"”)] =0.
Diese Gleichung ist sicher erfiillt, wenn

1
—LO? + Rif + — =
+ z+c 0

gilt.
Auflésen dieser quadratischen Gleichung nach 6 ergibt

—iR+ /—R?+ 4%
0— c 'Rj: 1 R,

oL r Ve~ &)

Falls 47 > (%)% ist, folgt hieraus

i(t) = ae™ 279 cog ( % - (%)2 (t— cp)) .
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Der Fall & = (%)2 heif3t aperiodischer Grenzfall. ¢ und « kénnen aus den Anfangs-

bedingungen bestimmt werden. Hierzu beachte man, dafl aus den Anfangsbedingungen
folgt

io=1i(0) = aRee ™ = ae”?cosfp

iy =i'(0) = aReifle ¥ = aRe|f|e!@e0+30¢)
= alf|e? cos(argf + g )
= —alf|e”*sin(argf — 61¢).

Hieraus resultiert im Fall 75 # 0 mit dem Additionstheorem fiir den Sinus, daf}

i _ —|0|sin(arg — 61p) _ -6 (sin(arg&) — cos(arg6) tan(@lgo)) ,

19 costhp

folglich

1 1
tan (6 ) 0 cos(argd) in + tan(arg )

Weil 6 bereits bekannt ist, kann hieraus ¢ bestimmt werden. o berechnet man dann aus

o

0= —-
Re e~y

a e 2r (%) (=Amplitudenfaktor)

N\~

7
OU\/U t

Der allgemeine Fall u; # 0 wird spéter behandelt.

Die Differentialgleichung zum elektrischen Schwingkreis sowie die in 1 a.) und 1 b.) be-
sprochenen Differentialgleichungen gehoren zur wichtigen Klasse der linearen Differenti-

algleichungen, fiir die eine vollstédndige Losungstheorie existiert.
1 f.) Differentialgleichungen n—ter Ordnung, Systeme erster Ordnung
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Sei D C R*"! eine offene Menge und sei f : D — R eine stetige Funktion. Ein formaler

Ausdruck der Form

y(n) = f(t7 y7 y” st ’y(n_l))

heifit explizite Differentialgleichung n—ter Ordnung. (Explizit, weil die Gleichung nach der
n—ten Ableitung aufgeldst ist.)

Definition: Sei I C R ein Intervall. Eine Funktion y : I — R heifit Lésung der Diffe-

rentialgleichung
2™ = f(t,z,a', ...,z

im Intervall I, genau dann wenn die drei folgenden Eigenschaften erfiillt sind:
(i) y ist n—fach differenzierbar

(i)  (y@®),y®),...,y" V(@) €D, firallet € I

(iii)  y™(t) = f(t,y(0),y' (@), ...,y V() fiir alle t € T,

Sei y' = f(t,y) eine Differentialgleichung erster Ordnung. Diese Differentialgleichung kann

folgendermaflen geometrisch interpretiert werden:

y Integralkurven

/ = Graphen von Losungen

Die Differentialgleichung schreibt in jedem Punkt D C R? eine Steigung, also ein Rich-
tungselement vor, also definiert die Differentialgleichung ein Richtungsfeld in D . Eine
Losung der Differentialgleichung ist eine Funktion, deren durch die Menge D verlaufender
Graph in jedem Punkt die durch dieses Richtungsfeld vorgeschriebene Richtung hat. Eine
solche Kurve heifit Integralkurve des Richtungsfeldes.

Weil durch D unendlich viele Integralkurven laufen, hat eine Differentialgleichung im all-

gemeinen unendlich viele Losungen. Andererseites ist es anschaulich klar, dal durch einen
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gegebenen Punkt (%o, o) € D genau eine Integralkurve des Richtungsfeldes geht. Man er-
wartet also, dafl man die Lésung eindeutig bestimmen kann, indem man in einem einzigen

Punkt t, den Wert y(ty) = yo der Losung vorschreibt. Man definiert daher:

Definition: Sei D C R**! offen , f : D — R stetig, I C R ein Intervall, ¢, € I und
(tO:yOa s aynfl) €D.

Unter einer Losung zum Anfangswertproblem
™ = f(t,z 2, ..., z™D)
z(to) = o
'(t) = w
x(nil) (tO) = Yn—

im Intervall I versteht man eine Losung y : I — R der Differentialgleichung, die die

Anfangsbedingungen erfiillt, d. h. fiir die gilt

y(to) = vo, - - - ;y(n_l)(to) = Yn—1-

Seien m,n € N, sei D C R™"*! offen, sei f : D — R™ stetig, und seien f, ..., f,, die

Komponentenfunktionen von f. Ein formaler Ausdruck der Form

-1 _
?An) - fl(t:ylayZa"'aymayia"',y;n)"'ale )aayg 1))

—1 _
yr(;,l) = fm(taylvy%"'7ym7y£a"'7y;n7"'7y§n )77y7(771,L 1))

heifit System von m Differentialgleichungen n—ter Ordnung.

Definition: Sei I C R ein Intervall, ¢, € I und

(thyO,la -5 Y%mr Y115 - - s Ytmy - -0 5 Yn—1,15 - - - ayn—l,m) €D.

Unter einer Losung zum Anfangswertproblem

xg”) = f1(t,$1, ’x*g:_l))
xﬁ,’:) = fu(t,zq, ... ,:v?(];’l))
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z1(to) = Yo

‘Z‘S:zl_l) (tO) = Yn-1m

im Intervall I versteht man eine Funktion y = (y1, ... ,Ym) : I — R™ mit folgenden

Eigenschaften

(i) y ist m—fach differenzierbar

(id) (t, y(b), ... ,y<n—1>(t)) €D, firalletel
(iii) y™(t) = f(t, y(t), ... ,y(”_l)(t)) fiir alle t € 1.

(iv) y(to) =yo, -,y V(to) = yn_s

mit Yo = (Yo,15 -+ s Yom)s « - »Yn—1 = (Yn—1,15 -+« s Yn—1,m) -
(y™(t) = f(t,y(t), ...,y "V (t)) ist kanonische Kurzschreibweise fiir das System n-ter
Ordnung.)

Beispiel: Im Schwerefeld der Sonne, die die Masse M habe, bewege sich ein Planet mit
der Masse m . Die Bewegung sei eben. Der Ort des Planeten wird dann beschrieben durch
die Funktion y(t) = (y1(t), y2(t)) € R?, wobei man ein rechtwinkliges Koordinatensystem
mit Ursprung im Schwerpunkt der Sonne wihle. Nach dem Newtonschen Gravitationsge-

setzt gilt dann

myil(t) = Fl(ylay2)
myy(t) = Fa(yi,92),

kurz: my"(t) = F(y), mit der Gravitationskraft

F(y) = Filvnw) ) v M Y
FQ(Z/1,?J2) |y| |Z/|2 |y|3

Also erhilt man das System aus zwei Gleichungen zweiter Ordnung

yMy,
wi) = ————s

Y1 + Y3

Y My,
Yo (t) = —

VIR
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Y2

y

Ich werde nun zeigen, dal man eine Differentialgleichung m-ter Ordnung immer in ein
System aus m Gleichungen erster Ordnung transformieren kann. In dhnlicher Weise kann
man Systeme m-ter Ordnung immer in Systeme erster Ordnung umschreiben. Dies ver-
einfacht die folgende Betrachtungen, weil es geniigt, Systeme von Differentialgleichungen

erster Ordnung zu behandeln, um den allgemeinen Fall zu erledigen.
Sei D C R*"' f: D — R stetig, ¥ : I — R eine Lésung von
2 = f(t,z, ..., 2"D). (*)

Definiere eine differenzierbare Funktion

y:(ylin""’yn):I—)R’n

durch
yi(t) = z(t)
yo(t) = 2'(¢)
Ya(t) = 27D(1).

Dann ist y die Losung des Systems

Y = Y2

Yy = Ys

: (%)
y;;—l = Yn

v = oy - un)

aus n Gleichungen erster Ordnung. Umgekehrt sei y : I — R” eine Losung des Systems
(%) . Setzt man z(t) := y;(t), dann folgt aus (x*), dal yo(¢f) = 2/(¢) ist. Da y, nach

17



Voraussetzung differenzierbar ist, folgt dal z zweimal differenzierbar ist. Durch Fortset-
zung des Verfahrens folgt, dal y;(t) = 2U~Y(¢) gilt, j = 1, ... ,n, also daB8 2 n-fach

differenzierbar ist. Die letzte Gleichung von (k) ergibt
2 = f(t,z,2, ..., 2").

In diesem Sinn sind also Gleichung () und das System (xx) dquivalent. In naheliegender
Weise kann auch ein System n—ter Ordnung aus m Gleichungen in ein System erster

Ordnung aus m - n Gleichungen umgeschrieben werden.
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2 Metrische Raume

Als Hilfsmittel zum Beweis der Existenz von Losungen zu Anfangsrandwertproblemen

verwendet man die Theorie metrischer Radume.

2 a.) Topologie metrischer Riume

Definition: Es sei X eine Menge und d : X x X — R eine Abbildung mit den Eigen-

schaften

(M1) d(z,y)>0, d(z,y)=0 <= z=y.

(M2)  d(z,y) = d(y,z)

(M 3) d(z,y) <d(y,z)+d(z,z), fiiralle z,y,z € X (Dreiecksungleichung)

Dann heifit d eine Metrik auf X, (X, d) heifit ein metrischer Raum, und d(z,y) heifit

Abstand zwischen = und y .

Beispiele: 1.) Auf X = R" definiere man eine Metrik durch d(z,y) = ||z — y|| mit ir-
gendeiner Norm auf R" .

Dies geht allgemein: Sei (X, || -]|) ein normierter Raum. Dann ist d(z,y) := ||z — y|| eine

Metrik auf X . Also sind alle normierten Riume metrische Riume.

2.) Sei X eine beliebige Menge. Definiere d : X x X — R durch
L, z#y
d(z,y) = {
0, rT=y.

Diese Metrik nennt man ausgeartet.

3.) Eine andere Metrik auf X = R, ist d(z,y) = 1J|f‘;§|y| . Der Beweis wird dem Leser

iuiberlassen.

Auf einem metrischen Raum definiert man folgendermaflen eine Topologie:

Definition: Sei z € X und € > 0. Die Menge
U(z) := {y €X ‘ d(z,y) < s}

heifit e-Umgebung von z. Eine Menge U C X heifit Umgebung von x, wenn es eine
e-Umgebung U, (x) gibt mit U.(z) C U. Eine Menge O C X heifit offen, wenn O Umge-
bung von jedem z € O ist. Eine Menge A C X heifit abgeschlossen, wenn X\ A offen ist.
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Es gilt:
(1) X ist offen, () ist offen.

(2) Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen, die Vereinigung beliebig

vieler offener Mengen ist offen.
(3) X ist abgeschlossen, () ist abgeschlossen.

(4) Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen, die Ver-

einigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

Wie iiblich definiert man innere Punkte, Hiufungspunkte und Beriihrungspunkte. Eine
Menge ist genau dann abgeschlossen, wenn sie alle ihre Beriihrungspunkte enthilt. Sei
A C X . Die abgeschlossene Hiille A von A besteht aus allen Beriihungspunkten von A .
Es gilt:

A= ﬂ {B‘A CB und B abgeschlossen} .

Die Menge aller inneren Punkte von A heifit der offene Kern ;1 von A. ;1 ist offen. Die
Menge 0A = AN X\A heifit Rand von A.

Definition: Eine Menge N C X heifit dicht in M C X, wenn M C N gilt. N heif3t
iiberall dicht, wenn N = X gilt; N heifit nirgends dicht, wenn N keine inneren Punkte
enthélt.

Satz: Sei (X, d) metrischer Raum. Dann ist X ein separierter Raum, d.h. zu allen z,y €

X mit x # y existieren Umgebungen U(z) von x und U(y) von y mit
Ulz)NnU(y) =0.
Beweis: Esist d(z,y) =€ > 0. Setze
€ 3
Ux) = {z € X‘d(x,z) < 5}, Uly) = {z € X‘d(y,z) < 5}
Dann gilt U(z) N U(y) = 0. Denn wiire z € U(z) N U(y) , miiite gelten
e €
d(.’L’,y) < d(.’IZ’,Z) +d(2,y) < 5 + 5 =g,

im Widerspruch zu d(z,y) = €. [

Ein separierter topologischer Raum heifit auch Hausdorffraum.
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Definition: Sei (X, d) ein metrischer Raum und {z,}22 , eine Folge in X . Diese Folge

heifit konvergent, wenn es x € X gibt, so daf} fiir alle ¢ > 0 ein ny € N existiert mit
d(zp,z) <€
fiir alle n > ng. « heift Grenzwert der Folge {x,}2, .

Lemma: In einem metrischen Raum hat jede Folge hichstens einen Grenzwert.
Der Beweis wird dem Leser iiberlassen.

Definition: Seien (X, d) und (Y, 0) metrische Rdume. Eine Abbildung f : X — Y heifit

stetig in =, wenn zu jedem £ > 0 ein 7 > 0 existiert mit

6(f@), fw) <e

fiir alle y € X mit d(z,y) < n. Die Abbildung f heifit stetig, wenn sie in jedem Punkt
stetig ist.

Satz: f:X — Y ist genau dann stetig in , wenn fiir jede Folge {z,}5°, mit

lim, o Tp =

lim f(z,) = f(z)

n—o0

gilt. f ist genau dann stetig, wenn das Urbild jeder offenen Menge in Y offen ist in X . f
ist genau dann stetig, wenn das Urbild jeder abgeschlossenen Menge in Y abgeschlossen
in X ist.

Der Beweis verlauft wie im R" .

Beispiel: Sei X eine Menge und d die ausgeartete Metrik. Auf dem metrischen Raum

(X, d) gelten folgende Aussagen:

Sei x € X . Dann ist jede Teilmenge U von X mit x € U Umgebung von z . Insbesondere
ist {x} selbst Umgebung von X . Jede Teilmenge von X ist offen und abgeschlossen.

Sei (Y, d) ein zweiter metrischer Raum. Dann ist jede Abbildung f: X — Y stetig.

Eine Folge {z,}52, ist genau dann konvergent, wenn x € X und ng € N existieren mit
Tp =2

fiir alle n > ng.
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Definition: Seien (X, d) und (Y, 0) metrische Rdume. Eine Abbildung f : X — Y heifit

gleichméBig stetig, wenn zu jedem € > 0 ein n > 0 existiert mit

6(f(@), f(v) <e
fiir alle 2,y € X mit d(z,y) <7.

Definition: Eine Abbildung A eines metrischen Raumes (X, d) in einen metrischen
Raum (Y, ) heifit eine Isometrie (oder eine isometrische Abbildung), wenn fiir alle z,y €
X gilt, da d(z,y) = §(Azx, Ay) .

Satz: FEine Isometrie A : X — Y ist injektiv.
Beweis: Aus Ar = Ay folgt d(z,y) = 6(Azx,Ay) =0, also z = y. [

Definition: Zwei metrische Rdume X und Y heiflen isometrisch, wenn es eine Isometrie
von X auf Y gibt.

Sei (X, d) ein metrischer Raum und M C X . Schrinkt man d auf M x M ein, dannn wird
M zusammen mit dieser Einschrénkung zu einem metrischen Raum. Die Einschrinkung
von d auf M x M heiflt die von d auf M induzierte Metrik.

Satz: Seien (X;,d;), fiir i = 1,2, ... ,m metrische Riume und seien z = (21, ... ,2,),

y = (y1, --- ,Yn) Elemente aus dem Produktraum X = X; x Xy x ... x X,,. Dann ist
d(z,y) =) di(zi, ;)
i=1

eine Metrik auf X .

Beweis: klar.

Man nennt die in diesem Satz erklarte Metrik die Produktmetrik.

Satz: Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann ist die Metrik d : X x X — R eine stetige
Abbildung, wenn man X x X mit der Produktmetrik versieht.

Beweis: Zum Beweis beniitzt man die Vierecksungleichung:
|d(z,y) —d(z,y)| < d(z,2") +d(y,y),

fiir alle z,y,2',y' € X . Diese Ungleichung ergibt sich folgendermafien: Es ist
d(z,y) < d(z,2') +d(=" ) +d(/, y),
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also

d(z,y) —d(@',y") < d(z,2") +d(y,y") -
Durch Vertauschen von z,y und z', ' folgt

d(@',y') — d(w,y) < d(z,2") +d(y,y)

woraus die Vierecksungleichung folgt.

Sei nun € > 0. Dann gilt fiir alle (z,y) € X x X und (2/,3') € X x X mit
dxxx((z,y), (2',y)) =d(z,2") + d(y,y') < e, daB

ld(z,y) — d(z',y)| < d(z,2") +d(y,y) < e,
also ist d stetig (sogar gleichmiBig stetig). ]
2 b.) Vollstindigkeit, Kompaktheit

Definition: Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Folge {z,}3%; mit z, € X heifit

Cauchyfolge, wenn zu jedem ¢ > 0 ein ng € N existiert mit
d(Tp, Tm) < €

fiir alle n,m > nyg.

Es ist klar, dafl jede konvergente Folge eine Cauchyfolge ist.

Definition: Ein metrischer Raum (X, d) heifit vollstdndig, wenn jede Cauchyfolge kon-
vergiert.

Nicht vollstindig sind zum Beispiel die Riaume (X,d) mit X = Q und der Metrik
d(z,y) = |x — y|, oder der Raum Cj(R") mit der Metrik

A(7,9) =117 =l i= [ 17 - g(a)do.
R
Denn in Abschnitt 1c des Skriptums zur Mehrfachintegration wird bewiesen, dafi Cy(R™)
dicht ist in L;(R™), und L;(R™) enthélt nichtstetige Funktionen. Wihlt man

f € Li(R*)\Cy(R™) und eine Folge {g,}52; C Co(R") mit
lim d(gy,, f) = lim ||g, — f|l: =0,
n—,oo n—oQ

dann ist {g,}2,; Cauchyfolge beziiglich der Metrik d, hat aber keinen Grenzwert in

Co(R™), weil Grenzwerte in metrischen Rdumen eindeutig bestimmt sind.

23



Satz: Seien (X,d) ein metrischer Raum, M C X mit M = X, (Y,4) ein vollstindiger
metrischer Raum und A : M — Y eine gleichméBig stetige Abbildung. Dann gibt es genau
eine stetige Fortsetzung A von A auf ganz X . A ist gleichmiiBig stetig auf X .

Beweis: Sei xz € X . Dann existiert eine Folge {x,, }%°; mit z,, € M und mit lim,, o z, =
z . Definiere A : X — Y durch

Az = lim Az, .
n—o0

Dieser Limes existiert. Denn wegen der gleichméfiigen Stetigkeit von A ist { Az, }°, eine
Cauchyfolge in Y, also konvergent, weil Y vollstindig ist. Die Definition von A ist sinnvoll,

denn wenn {z/,}°°, C M eine zweite Folge ist mit

: !/
z = lim z,,
n—oo

dann konvergiert auch {1, z},za, @}, ..., } gegen x. Also konvergiert auch
{Axy, Azl Axo, Ay, ... L},

und der Grenzwert stimmt mit den Grenzwerten lim,,_, Az, und lim, . Az! der Teil-
folgen iiberein, also stimmen diese Grenzwerte selbst iiberein. Natiirlich stimmt A auf M

mit A iiberein, also ist A eine Fortsetzung von A .
Es bleibt zu zeigen, daf§ A gleichmiiBig stetig ist.
Sei € > 0. Wihle n > 0 so, daf§

§(Ay, Az) < ¢

gilt fiir alle y,z € M mit d(y,z) < n. Sei nun z,2’ € X mit d(z,z') < n/3. Wihle
{z,}5%, {z},}2 | mit x,, z!, € M und mit

lim =z, lim z;, =2'.
n—oo n—oo

Dann existiert ng € N mit d(x,,z) < /3 und mit d(z!,,z') < n/3 fir n,m > ng, also
folgt fiir diese n und m aus der Dreiecksungleichung d(x,, z!,) < n. Wegen der Stetigkeit
der Metrik ergibt sich also

§(Az, Az') = lim lim §(Az,, Az’ ) < lim lim e =¢.

n—oC Mm—00 n—oC m—00

Somit ist A gleichmiBig stetig. DaB A eindeutig ist, ist klar, weil fiir jede stetige Fortset-

zung B von A gelten muf
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Az = lim flxn = lim Az, = lim Bz, = Bzx. [
n—0o0 n—00 n—00

In den beiden obenstehenden Beispielen nichtvollstdndiger Rd&ume sind diese Rdume dich-
te Teilrdume von vollstéindigen metrischen Rdumen. (L (R™) ist vollsténdig, siehe Kapitel

1b des Skriptums Mehrfachintegration.) Dies gilt allgemein:

Satz: Zu jedem metrischen Raum (X, d) gibt es einen vollstdndigen metrischen Raum
(X,d) und eine Isometrie A von X auf einen Teilraum von X mit A(X) = X . X ist bis

auf Isometrie eindeutig bestimmt und heif}t vollstdndige Hiille von X .
(Identifiziert man X mit A(X), dann kann man X als dichten Teilraum von X auffassen.)
Beweis: 1.) Konstruktion von X .
I a.) Sei Y die Menge der Cauchyfolgen auf X . Man definiert eine ,Halbmetrik“ d' auf
Y folgendermaflen: Seien & = {z,,}°°,, n={y.}>°, € Y. Setze

d'(€,n) := lim d(zn, yn) -

Dieser Limes existiert. Denn sei € > 0. Wéihle ng € N, so da8 fiir alle n,m > nyg

d(Tn, Tm) + A(Yn, Ym) < €

gilt. Dann folgt fiir n, m > ny nach der Vierecksungleichung

(@, Yn) = A(@m, Ym)| < d(@n, Tm) + d(Yn, ym) <€,
also ist {d(z,, yn)}52, eine Cauchyfolge in R, also existiert der Limes.
Fiir d' gilt
1.) d'(&n) >0und d'(§,€) = lim, 400 d(zp,z,) =0.

2)  d(&n) =limy e d(@n,Yn) = limnse0 d(Yn, 7n) = d'(n, §)

3.)  d'(&n) = limy o0 d(@n, Yn) < 1Moo d(2n, 20) +1limy 00 (20, Yn)
=d'(§,Q)+d(¢n), fir (={zn}l, €Y.

Aus d'(¢,n) = 0 folgt jedoch nicht £ = 5. Denn wihle zum Beispiel zwei verschiedene

Folgen & = {z,}22,, n={y.}52,, die beide gegen denselben Grenzwert x € X konver-

gieren. Also ist d’ nur eine ,Halbmetrik*.

I b.) Um hieraus eine Metrik zu machen, teile man den Raum Y in Aquivalenzklassen

ein: Zwei Elemente £, € Y heiflen dquivalent, geschrieben £ ~ 7, genau dann, wenn

d'(&mn) =0,
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Dies ist eine Aquivalenzrelation. Denn aus 1. folgt £ ~ &, aus 2. folgt £ ~n =>n ~ &,
und aus 3. folgt, dafl (§ ~n, n~() = &£~ ( gilt, wegen

d(€,¢) < d(&,n) +d(n,¢) =0.

Sei X die Menge der Aquivalenzklassen. Auf X definiere man eine Metrik d folgenderma-
Ben. Sei [¢], [] € X . Setze

d([€], [n)) = d'(&m).

Diese Definition ist sinnvoll. Denn seien [£] = [&], [n] = [m]. Dann folgt

d'(&,m) < d'(&,8+d(Em)=d(Em)
< d(&n)+d(mm)=d(En).
Ebenso folgt d'(&,n) < d'(&,m) , also ergibt sich d'(§1,m) = d'(§, 7).

d ist eine Metrik auf X . Denn es gilt
1) Ci([ﬁ], ) >0, 62([5], [€]) =d'(&,€) =0, sowie

d([&],[n) =0=d'(&,n) =0= & ~n = [€] = [n].

2.)  d([€], ) = d'(&n) = d'(n,€) = d(In], [€]).-
3.) d(lE][n) = d'(&m) < d'(&¢) +d'(¢,m) = d((€], [€]) + d((¢], [n]) -

Also sind die drei Eigenschaften einer Metrik erfiillt, und der metrische Raum (X ,d) ist

konstruiert.

I1.) Ich konstruiere nun die Isometrie A : X — X . Fiir z € X setze Az == [{z,z,z, ... }].

Die so definierte Abbildung A ist eine Isometrie, denn es gilt

~

d(Az, Ay) = d'({x,x,x, Ay, y, })
= lim d(z,y) =d(z,y).

n—oo

Weiter ist zu zeigen, da§ A(X) dicht in X ist. Dazu mu8 gezeigt werden, dafl zu jedem
i € X in jeder Umgebung von # ein Element aus A(X) liegt. Sei & = [{,}°°,]. Da
{,}52, eine Cauchyfolge in X ist, gibt es zu jedem ¢ > 0 ein £ € N mit

d(zp, xm) < €
fir n,m > k.
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Azy = [{xg, zk, Tk, ... }] ist dann das gesuchte Element. Denn es gilt

d(%, Azy,) :d'({mn};f:l, (zp, 2k }) = lim d(2n,24) < €.

n—oo

ITI.) Als néchstes mufl gezeigt werden, daf X vollstindig ist. Sei {Z,}52, eine Cauchy-
folge in X.
Zunichst konstruiere ich das Grenzelement. Zu jedem z,, existiert y, € X, so daf§ Ay, in

der 1-Umgebung von &, liegt. {y,}32, ist eine Cauchyfolge. Denn es gilt

AWn> Ym) = d(AYn, AYm) < d(Ayn, i) + d(Zn, Em)
<

. 1 A 1
+ d(Zm, AYm) < — +d(Ep, ) + — < €,
n m

fiir n, m > ng, wenn ng so gewihlt ist, dafl n2—0 < 5 und cZ(aA;n,afm) < 5 gilt fiir n,m > ny.
Sei g = [{yn}2,]. Es gilt

lim &, = 4.
n—00

Denn sei € > 0. Dann folgt

S ) 1 .
d(@n,9) < d(Zn, Ayn) + d(Ay,, ) < = +d({yn,yn, ch ks {yk}kzl)

fiir n geniigend grof}, weil {y,}22; Cauchyfolge ist. Also ist X vollstandig.

IV.) Es bleibt die Eindeutigkeit (bis auf Isometrie) von X zu beweisen. Sei (X, d) eine
zweite vollstindige Hiille von X und A : X — X die zugehérende Isometrie.

Dann ist Ao A1 : A(X) — A(X) eine Isometrie. Jede Isometrie ist gleichmifig stetig,
also gibt es eine eindeutige stetige Forsetzung B : X = X von Ao A ! auf ganz X.

B ist surjektiv. Denn sei C' die eindeutige stetige Fortsetzung von AoA~!: A(X) — A(X).
Dann ist Bo C' : X — X stetig, und

BOC‘~ =AoA™! AOA_1=I|~ )
A(X) A(X)

Also ist B o C eine stetige Fortsetzung der Identitdt. Wegen der Eindeutigkeit der Fort-
setzung folgt BoC =1, also B(X) = X .

B ist eine Isometrie. Denn seien Z, 7 € X . Dann gibt es Folgen {#,}22,, {fn}%°

n=1

C A(X)
mit
lim 2, =2, lim ¢, =7.
n—od

n—oo
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Also folgt

d(Bi,Bj) = d(lim Bi,, lim Bjy)
n—00 k—o0
= lim lim d(B#,, Bjy) = lim lim d(Z,,3) = d(&,7) .

n—00 k—oo n—00 k—00

|
Definition: Sei X ein metrischer Raum. Sei M C X, und sei  ein System von Teil-

mengen von X mit
mMc|JU.
Ueu

Dann heiBt & Uberdeckung von M . Besteht ¢ nur aus offenen Mengen, dann heifit ¢/
offene Uberdeckung. Ist Uy C Y mit

Mc |Ju,
Uel,
dann heifit ¢/, Teiliiberdeckung aus ¢ von M .
Definition: Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Menge M C X heifit kompakt, wenn

es zu jeder offenen Uberdeckung von M eine Teiliiberdeckung aus endlich vielen Mengen

gibt.

Beispiel: Sei X eine Menge und
0, =1y
d(z,y) = {
1, z#y
die ausgeartete Metrik.

Dann gilt: M C X ist kompakt, genau dann wenn M hochstens aus endlich vielen Elemen-
ten besteht. Denn fiir z € X ist {z} offen, also ist {{z} ‘ x € M} eine offene Uberdeckung,
die nur dann eine Teiliiberdeckung aus endlich vielen Mengen enthélt, wenn M selbst end-
lich ist.

Aus den de Morganschen Regeln folgt unmittelbar:

Satz: Sei (X,d) ein metrischer Raum und M C X . Dann sind dquivalent:
(i) M ist kompakt.

(ii) Sei A ein System von abgeschlossenen Mengen von X mit (),. 4 AN M = (. Dann
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gibt es endlich viele Mengen {Ay, ..., A,} C A mit
i=1
Man nennt eine Menge M C X beschriankt, wenn x € X existiert mit

sup, e d(z,y) < 0o.

Aus dem vorangehenden Beispiel sieht man, dal anders als im R” , in metrischen Rdumen
aus Abgeschlossenheit und Beschrinktheit einer Menge nicht die Kompaktheit folgt.
Denn wenn X mit der ausgearteten Metrik versehen wird, dann ist X selbst abgeschlossen

und beschrankt, aber nicht kompakt, falls X unendlich viele Elemente enthélt.

Lemma: Sei (X, d) ein metrischer Raum und M C X kompakt. Dann besitzt jede Folge
{£,}5%, mit z,, € M einen Hiufungspunkt z € M .

Beweis: Sei Sp, = {x, |n > m}. Nach Definition des Hiufungspunktes einer Folge gilt:

x ist Haufungspunkt von {z,}5°,, genau dann wenn

= ﬂ S -
m=1
Weil zu je endlich vielen S,,,, Sp,, - - - , S, fiir den Durchsnitt S, NSy, N...N Sy, # 0
gilt, und weil M kompakt ist, kann die Menge (or_, S,,N M nicht leer sein. Jedes Element

aus dieser Menge ist ein Haufungspunkt der Folge. |

Lemma: Sei {z,}32, C X und z Hiufungspunkt von {z,}2,. Dann besitzt {z,}2,

eine gegen x konvergente Teilfolge.

Beweis: klar.

Definition: (i) Ein metrischer Raum (X, d) heifit separabel, wenn eine abzihlbare Teil-
menge M C X existiert mit M = X .

(ii) Eine Teilmenge M eines metrischen Raumes (X, d) heifit folgenkompakt, wenn jede
Folge {z,}2°, mit x, € M eine Teilfolge besitzt, die gegen ein Grenzelement z € M

konvergiert.

Lemma: Jeder folgenkompakte metrische Raum ist separabel.

Beweis: X ist separabel, wenn es zu jedem n € N eine endliche Menge M,, gibt, so da8 fiir

alle z € X der Abstand dist (z, M,,) < % ist. Es sei nun angenommen, es gibe eine Zahl
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n, zu der eine solche endliche Menge M,, nicht existiert. Dann gibt es zu jeder endlichen

Menge {z1, ... ,z;} stets x4, mit
1
d(xj+1’xi) > ﬁ
fiir alle ¢ = 1, ... ,j. Dann kann durch vollstédndige Induktion eine Folge {x;}22; kon-

struiert werden mit d(xy,z;) > % fiir alle k£, 7 € N. Diese Folge kann keine konvergente

Teilfolge besitzen, im Widerspruch zur Folgenkompaktheit von X . ]

Satz: FEine Menge M ist kompakt, genau dann wenn sie folgenkompakt ist.

Beweis: 1.) Sei M C X kompakt, und {z,}32, C M. Dann besitzt {z,}3, einen

Héaufungspunkt x € M, also eine gegen x konvergente Teilfolge.

2.) Sei M eine folgenkompakte Menge. Angenommen M sei nicht kompakt. Dann exi-

stiert eine offene Uberdeckung U von M, die keine Teiliiberdeckung aus endlich vielen

Mengen enthilt. Weil (M, d) ein folgenkompakter Raum ist, existieren :cgl), ... ,x%ﬂ eEM,

(1) )

so daf fiir alle z € M ein z; ’ existiert mit d(z,z; ’) < 1, also gilt

mi
McJKi(e),
i=1
mit K.(2) = {z € M | d(z,z) < e} . Hieraus folgt, daf fiir mindestens ein 4 zwischen 1
und m; die Menge K; (:Ugl)) N M nicht durch endlich viele Mengen aus U iiberdeckt werden
kann. Ich setze y; = xz(l) und K(y,) = Kqi(y1) N M.
Als abgeschlossene Teilmenge der folgenkompakten Menge M ist K (y;) selbst folgenkom-

pakt, also existieren x?), 2D e K (y1) mit
1y (2@
K € U el
(2

i

iiberdeckt werden kann, und setze y; = z\°) sowie K (i) = K, /2(y2) N K (y1) . Fahre fort

Wihle wie oben 2;” aus, fiir das K/, N K (y1) nicht durch endlich viele Mengen aus U

i

und konstruiere K (y,) = K1 (y,) N K(Yp—1) mit
Ky) 2 K(y2) 2--- 2 K(Yn) 2 ... .

Nach Konstruktion gilt y,, € K(y,) C K1 (y,) fiir m > n. Also ist die Folge {y,}5°, eine
Cauchyfolge in M und hat einen Grenzwert y € M, weil M folgenkompakt ist. Wegen
M C Upyey U existiert eine offene Menge U € U mit y € U. U enthilt eine Kugel K1 (y)

mit hinreichend grof§ gewdhltem m , also gilt fiir n > 3m

K(yn) CKs(y) CK1(y) €U,
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also kann K (y,) durch eine einzige Menge aus U iiberdeckt werden, im Widerspruch zur

Konstruktion von K(y,). Also mufl M doch kompakt sein. u

Folgerung: Jeder kompakte metrische Raum ist vollstindig. (Die Umkehrung gilt

natiirlich nicht.)

Beweis: Sei (X, d) ein kompakter Raum und sei {z,}3°; C X eine Cauchyfolge. Dann

hat {z,}3 , eine konvergente Teilfolge, also mufl {z,}5°, selbst konvergent sein. n

Folgerung: Jede kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes ist abgeschlossen. Jede

abgeschlossene Teilmenge eines kompakten Raumes ist kompakt.

Wie {iblich gilt:

Satz: Seien (X, d), (Y, d) metrische Rdume und sei 4 : X — Y stetig. Ist M C X kom-
pakt, dann ist A(M) C Y kompakt.

Folgerung: Jede reellwertige stetige Abbildung nimmt auf einer kompakten Teilmenge

eines metrischen Raumes das Maximum und das Minimum an.

Folgerung: Eine stetige Abbildung eines kompakten metrischen Raumes (X, d) in einen

metrischen Raum (Y] ¢) bildet abgeschlossene Mengen auf abgeschlossene Mengen ab.

Folgerung: Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum und (Y, ¢) ein metrischer Raum.

Dann ist jede bijektive stetige Abbildung A : X — Y ein Hom6omorphismus.

2 c.) Banachscher Fixpunktsatz

Definition: Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung 7" : X — X heifit kontra-
hierend, wenn es eine Zahl # mit 0 < 6 < 1 gibt, so daB fiir alle z,y € X gilt

d(Tz,Ty) < 0d(z,y) .

Folgerung: Eine kontrahierende Abbildung ist gleichméBig stetig.

Banachscher Fixpunktsatz: Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum, und sei
T : X — X eine kontrahierende Abbildung. Dann besitzt T" genau einen Fixpunkt, d.h.

es gibt genau ein x € X mit
Tr =x.
Fiir beliebiges xo € X definiere man eine Folge {z,}°, durch

ry = T.Z'()
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Tn+1 = T.Z'n .

Dann gilt

1

d(z,z,) <

>~ m d(ivl,l'()) 3

also auch
lim z, =x.
n—od

Beweis: 1.) Zuerst zeigt man, da 7 hochstens einen Fixpunkt hat. Seien z,y € X
Fixpunkte, d.h. es gelte x = Tx, y = Ty. Dann folgt

d(z,y) = d(Tz,Ty) < 0d(z,y) .

Wegen 0 < 0 < 1 folgt hieraus d(z,y) =0, also z =y .

2.) Als néchstes wird bewiesen, daf ein Fixpunkt existiert. Fiir beliebiges zo € X sei

{z,}5%, die im Satz definierte Folge. Es folgt fiir j > 1
d(zj41,25) = d(Txj, Twj) < 0d(zj,25-1) -
Die Dreiecksungleichung liefert

Ad(Zrtt, T) < A(Tppe, Thye—1) + A Tppo1, Toro—2) + - . + d(Tpi1, T)

also
d(CC]H_g, .’L'k) S (0671 + 9£72 + ...+ 0 + l)d(CC]H_l, ZCk)
10
S 1— 9 ekd(ﬁﬂl,.’lfo) (*)
ek
< m d(xla 550) .

Wegen limy_,, 0¥ = 0 ist also {z,}°°, eine Cauchyfolge. Da X vollstiindig ist, existiert

der Grenzwert z :

lim 2z, =x.
n—oo

Aus der Stetigkeit von 7" folgt nun
T(x)=T(lim z,) = lim T(z,) = lim 2,4, =z,
n—oo n—0o0 n—oo

also ist = der eindeutig bestimmte Fixpunkt.
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Da d stetig ist, folgt aus (%)

d(z, ) = d(}g& Tgyo, Th) = ehj?o d(Trye, Tk)
k k
< eliglo T 7 d(zy, o) = 17 d(z1, o) -

Beispiel: 1.) Berechne die Losung z > 0 von
et =z.

Sei X ={z e R|1 <z <1}, d(z,y) = |z—y|. Mit dieser Metrik ist X ein vollstindiger
metrischer Raum. Definiere 7" : X — X durch

Tr:=e

T ist kontrahierend. Denn aus dem Mittelwertsatz folgt fiir z,y € X und z* zwischen z

und y
d(Tz,Ty) =Tz —Ty|=e * —e Y|
= [—e " @-yl=e"z -yl <Oz -yl
mit
0 = maxic,. < e = <1,

Also gibt es eine eindeutig bestimmte Losung z der Gleichung e™* = 2, und fiir die durch

Ty = 1
Tpy1 = e
definierte Folge gilt

1

d(zp,z) < " et —1|= e’ . (1 — 1)

—1-46 1—¢e ¢ e
also
_ _e_l
. . —_p €
z=lim z, = lim ¢°°
n—oQ n—,oo
n mal e

2.) Sei X = (C([0,1],R), mit der Metrik
d(f,9) := sup,ejonlf(2) — g(x)]
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Dies ist ein vollstéindiger metrischer Raum. Sei h € X . Existiert eine Funktion f € X, so
daB fiir alle z € [0, 1] gilt:

1
f@) - [ @ =)y = ha) * ©
0
Definiere eine Abbildung 7' : X — X durch

(Tf)(z) = hz) + / (z — ) (v)dy.

T ist kontrahierend, denn

d(Tf,Tg) = sup,ep1 (T f)(x) — (T'g) ()]

= SUPp<y<i \/0 (z — y)f(y)dy—/0 (z —y)g(y)dy

1
< Supocacy / 2 =yl 1f(y) - 9(y)|dy
0

IN

1
SUPogmglf |z —yldy d(f, 9)
0

= supongI(/Om(x —y)dy + /:(y - fv)dy)d(fa 9)
= SUPg<g<i [ . ]d(f, 9)
1

y=1
5 —2)
= 5 e (¢ + (L= 2)7)d(f,0) = S d(f, ).

y=z ] 9
+-y—z
o T3

2

Y=z

Also existiert eine eindeutig bestimmte Losung von T'f = f, also der Gleichung (x).
Definiert man die Funktion f, € X durch fy = h, so folgt

f = lim fna

n—o0

wobei
fa=T"h=>Y_Ti"h,
m=0
sei mit
1
To9)@) = [ = now)is,

0

also

Tg=h+Tyg.
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Beispiel: Fiir h = 0 ist f = 0 die einzige Losung. Also gibt es aufler der Null keine

stetige Funktion mit

fiir alle z € [0,1].
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3 Der Existenz— und Eindeutigkeitssatz von Picard—Lindel6f

In diesem Kapitel wird die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen des Anfangswertpro-
blems bewiesen. Im ersten Schritt fiihrt man hierzu die Losung des Anfangswertproblems

auf die Losung einer Integralgleichung zuriick:

Definition: Sei I ein Intervall. Der Raum L;(I,R™) besteht aus allen Funktionen
h = (hi, ..., hm) : I — R™ fiir die jede Komponente h; zum Raum L;(I) gehort.

Fiir a,b € I setzt man

/abh(t)dt = (/ab hi(t)dt, ... ,/abhm(t)dt) cR™.

Satz: Es sei D C R x R™ eine offene Menge, f : D — R™ sei eine stetige Funktion,
I C R sei ein Intervall und ¢y € I', yo € R™ seien Punkte mit (¢o,yo) € D . Dann gilt:

Eine Funktion y : I — R™ ist genau dann Lésung des Anfangswertproblems

y'(t) = f(tyt)
y(to) = %o

in I, wenn y stetig ist, der Graph von y in D enthalten ist, und wenn

y(t) = o + / f(ry(@))dr ()

to
gilt fiir alle t € I.
Beweis: y sei Losung des Anfangswertproblems zu y' = f(t,y) . Dann ist y differenzierbar,
also stetig, und der Graph von y ist in D enthalten. Durch Integration folgt wegen y(ty) =
Yo , daf

y(t) —yo = /t y'(r)dr = /t f(my(r))dr.

to to

Also ist y eine Losung von (x).

Sei umgekehrt y eine stetige Losung von (x). Da f stetig ist, ist 7 — f(7,y(7)) stetig. Nach
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist also die rechte Seite von (x) eine
differenzierbare Funktion von ¢, also auch die auf der linken Seite stehende Funktion y .
Durch Differenzieren von (*) folgt nun, da§ y eine Losung des Anfangswertproblems ist.
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Damit ist gezeigt, dafl die Losung des Anfangswertproblem zur Losung einer Integralglei-
chung dquivalent ist. Mit diesem Resultat kann folgender lokaler Existenz— und Eindeu-

tigkeitssatz bewiesen werden:

Satz iiber lokale Existenz und Eindeutigkeit: Sei D C R x R™ eine offene Menge
und sei (¢,z) — f(t,z) : D — R™ eine stetige Abbildung, die beziiglich x Lipschitz stetig
ist. Das heif}t, zu jeder kompakten Menge K C D existiere eine Konstante Lx > 0 mit

|f(t,33) - f(t,Z)‘ < LK“’L' - Z‘
fiir alle (¢,z), (t,2) € K .
(i) Dann gibt es zu jeder kompakten Menge K C D eine Zahl § > 0, so daf fiir al-

le (to,y0) € K im Intervall [ty — 6,ty + 0] eine Losung y : [to — 0,10 + ] — R™ des

Anfangswertproblems

y'@t) = f(ty)
y(to) = Yo

existiert.
(i) Ist I C R ein Intervall und 3 : I — R™ eine andere Losung dieses Anfangswertpro-

blems, dann gibt es eine Umgebung U C R von t,, so dafl y und ¢ auf UNI iibereinstimmen.

Bemerkung: Die Linge des Intervalls [ty —J, to+0] in dem eine Losung existiert, kann also
gleich gewi#hlt werden fiir alle Anfangsdaten (¢, 7o) , die in einer kompakten Teilmengen
von D variieren. Diese Gleichmifligkeitsbedingung wird im spéter folgenden Fortsetzungs-

satz bendtigt.

Beweis: Im folgenden Beweis sei B, (xy) = {z € R™ | |z — x¢| < r} die abgeschlossene

Kugel um zy mit Radius r.

(i) Es sei K eine kompakte Teilmenge von D . Zum Beweis von (i) geniigt es zu zeigen,

daf eine Zahl § > 0 existiert, so da8 fiir alle (¢y, ) € K die Integralgleichung

y(t) = yo + / £ (r,y(r)dr ()

to
im Intervall [ty — d,%y + 0] eine stetige Losung y : [to — 6,y + ] — R™ besitzt. Dazu

verwendet man den Banachschen Fixpunktsatz.

Zunichst beachte man, dafl eine Zahl ¢ > 0 mit

K. = {(t,m) c R

dist [(t, z), K] < s} cD
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existiert. K. ist eine kompakte Teilmenge, die zu jedem (¢y,7y0) € K die abgeschlossene

zylinderférmige Umgebung

Zse)2(to, yo) = [to — 6,t0 + 0] X B./a(yo)

von (to,yo) enthdlt, falls 0 < 6 < /2 ist, weil fiir (¢,2) € Zs./2(to,y0) die Ungleichung
dist [(¢,2), K] < (|t — to]® + |7 — 30|?)"/? < & gilt. Es sei

X5(to, %0) = C([to — 0,10 + 0], Be/z(yo)>
die Menge aller stetigen Funktionen, deren Graph in Zs. (o, 1) enthalten ist. Zur
Abkiirzung schreibe ich X = Xj(to, o) . Auf X werde eine Metrik definiert durch

d(h,g) = sup [h(t) —g(t)] = [|h — 9|l -

[t—to| <o

Eine Cauchyfolge {g,}5° , beziiglich dieser Metrik ist gleichmé&Big konvergent, und somit
ist die Grenzfunktion stetig und gehért zum Raum X ; also ist (X, d) ein vollstindiger

metrischer Raum.

Ich definiere nun einen Operator 7' : X — X durch

(Th)(t) :== yo +/tf(7',h(7'))d7', ty—0<t<ty+6.

to

Fiir diesen Operator gilt Ty = y genau dann, wenn y € X eine Losung der Integral-
gleichung () ist, also stimmt die Menge der stetigen Lisungen von (), deren Graph im
Zylinder Zs,/5(to,%o) enthalten ist, mit der Menge der Fixpunkte von T iiberein. Zum
Beweis der Existenz einer Losung des Anfangswertproblems geniigt es daher, mit dem

Banachschen Fixpunktsatz zu zeigen, dafl T" einen Fixpunkt hat.

Zunichst zeige ich, dafl, wie oben behauptet, fiir geniigend kleines § der Operator 7" den
Raum X = X;(to,yo) in sich abbildet. Hierzu sei h € X . Die Funktion A ist stetig und
ihr Graph ist in Zs, /Q(to,yo) C K. enthalten, gehort also zum Definitionsbereich D von
f. Alsoist 7 — f(7,h(7)) auf [ty — 0, o + 0] definiert und stetig, weil A und f stetig sind.
Somit ist T'h stetig, und es gilt

(Th)(t) — ol = | / F(r, h(r))dr]

< [ 1t n())dr < / sup |/ (0,2)\dr

to to (o,z)€K.
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< s [f(0)]<
(o,2)EK,

falls 6 < dp = £ min{1, (sup|f(o,z)|)"'} ist. Fiir diese ¢ folgt also 7 : X — X .

?

N M

€

Zum Beweis, dafl T fiir geniigend kleines § kontrahierend ist, seien h,g € X . Weil der
Graph von h und g in K, enthalten ist, gilt dann mit der Lipschitzkonstanten Ly zur
Menge K.

(Th)(#) - (Tg)(t)) = | / (f(r, h(r)) = F(r. g(r))dr
< / F(r h(t) = f(r, g(r)ldr < / Lic. |h(r) — g(r)\dr

to

t
1
< L [ d(b.g)dr < d(hg)Licd < 5 d(hg),

to
falls 6 = min{d, 5(Lk.) ™'} ist. Fiir dieses § folgt somit d(Th, Tg) < % d(h, g) . Damit sind
die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt, und somit besitzt T fiir alle
(to,yo) € K einen eindeutigen Fixpunkt y im Raum Xjs(to,yo) . Gleichzeitig ist damit
gezeigt, daf} die Integralgleichung (%) genau eine stetige Losung besitzt, deren Graph in
Zse2(to, yo) verlauft.

(ii) Zunidchst beachte man, da8 dieser Beweis genauso verliuft, wenn J ein beliebiges
Teilintervall von [ty — d,%9 + 6] ist mit ¢y € J und man als metrischen Raum den Raum
C(J, B.)2(y0)) verwendet mit der Metrik d(h,g) = sup,c; |h(t) — g(t)|. Also besitzt die
Integralgleichung (*) auch im Raum C(J, B/2(y0)) genau eine stetige Losung, und diese
Loésung stimmt mit der Einschrinkung v, auf J der oben erhaltenen Losung y € Xs(to, yo)

iiberein, weil y|, in C(J, B:/2(yo)) liegt und eine Losung der Integralgleichung in J ist.

Sei nun [ ein Intervall mit ¢to € I und 7 : I — R™ eine Losung des Anfangswertproblems.
Wegen §(ty) = yo und weil § stetig ist, gibt es eine Zahl ¢’ mit 0 < ¢ < 4, so dafl
17(t) — yo| < &/2 ist fiir alle ¢ aus dem Intervall J = INU mit U = [ty — &',y + &'].
Somit ist g), € C(J, B.j2(yo)). Weil J), als Losung des Anfangswertproblems auflerdem
eine Losung der Integralgleichung (*) auf J ist, muf} folglich gj|J mit v, iibereinstimmen.

Eindeutigkeitssatz: Sei D C R x R™ eine offene Menge und sei f : D — R™ eine
stetige Funktion, die die im lokalen Existenzsatz angegebene Lipschitzbedingung erfiillt.
Sei (to,40) € D, seien I, J C R Intervalle, die ¢y enthalten, und seien y : [ — R™, j: J —
R™ Loésungen des Anfangswertproblems zu den Anfangsdaten (g, o). Dann stimmen y

und g auf I N .J iiberein.
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Beweis: Angenommen, es gebe t; € I N J mit y(¢;) # §(t1) und es sei t; > ty. Im Fall
t1 < to verlduft der Beweis entsprechend.

Fiir die Menge

U={telnJ]|y(t) =1y}

ist dann t; eine obere Schranke. Weil U den Punkt ¢y enthélt, ist U nicht leer und besitzt
somit ein Supremum s. Weil I N J ein Intervall ist, gehoren alle Zahlen zwischen ¢, und
t1 zu I N J, also auch s, und weil y und § stetig sind und s ein Hiufungspunkt von U ist,
gilt y(s) = 7(s), also ist s das Maximum von U und es gilt s < t;. Mit zo := y(s) sind

somit y und g zwei Losungen des Anfangswertproblems
z(t) = [f(t, (1))
z(s) = =z
im Intervall [s,?;], die mit Ausnahme des Punktes s in keinem Punkt des Intervalls iiber-

einstimmen. Dies widerspricht dem lokalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz, weil eine

Umgebung U von s existieren muf}; so dal y und 7 in U N [s, t1] iibereinstimmen. [ ]

Im folgenden bezeichne ich mit ¢ — y(t; to, o) die Losung des Anfangswertproblems

Y'(t;to,yo) = f(ty(tito, vo))
y(tosto, ¥0) = Yo

zu den Anfangsdaten yp.

Satz iiber die stetige Abhiingigkeit von den Anfangsdaten (lokal): Sei D C
R x R™ eine offene Menge und sei f : D — R™ eine stetige Abbildung, die die im lokalen
Existenzsatz angegebene Lipschitzbedingung erfiillt.
Dann existiert zu jeder kompakten Menge K C D eine Zahl §' > 0, so daf} zu allen An-
fangsdaten (o, %0), (%o, 7o) € K die Losungen t — y(t;to, o), t — y(t; to, Jo) im Intervall
[to — 0", 1o + 0'] existieren, und dort die Abschitzung

ly(t;to, yo) — y(t;t0, Uo)| < 2|yo — Yo
erfiillen.

Beweis: Es sei K eine kompakte Teilmenge von D. Nach dem lokalen Existenzsatz gibt es
dann eine Zahl § > 0, so daf fiir alle (¢o, yo) € K die Losungen ¢ — yo(¢; to, yo) im Intervall
[to — d, to + 0] existieren, wobei diese Losungen sogar so konstruiert wurden, dafi ihre Gra-
phen alle in einer kompakten Menge K, = {(¢,z) € R™*! | dist ((z,t), K) < e} C D ent-
halten sind. Es sei L, die Lipschitzkonstante zu dieser Menge und 6’ = min{4, 3 (Lk.) '}
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Fiir alle (to,%0), (to, %) € K folgt dann fiir die Losungen y(t) = y(t;to,v0), 9(t) =
y(t; to, Yo) Wegen

y(t) = yo+/tf(7,y(7))d7

to

90 = o+ [ ' F () dr,

to

daf
t
A, D) < lw-wl+ sw | [ () - Fra)dr]
[t—to| <0’ to
t
< ool + swp [ Lilylr) - i) dr
[t—to|<0" J o
¢
< |yo —%o| + Lk. sup /d(y;@)dT
[t—to|<d" J g
. . - 1 .
< \yo—y0|+d(y,y)LKs(5'§|y0—y0|+§d(y,y),
also

ly(t) —9(t)| < d(y,7) < 2|yo — Tol -

Definition: Ist I ein Intervall mit ¢y € I und gibt es eine Losung des Anfangswertpro-

blems
y'(t) = f(t,y(t)
y(to) = wo

in I, dann nenne ich I ein Existenzintervall zu diesem Anfangswertproblem. Die Vereini-

gungsmenge aller Existenzintervalle

nenne ich maximales Existenzintervall.

I, ist selbst wieder ein Existenzintervall. Denn ist y; die Losung auf dem Existenzintervall
I, dann erhilt man eine Losung y : I, — R™ des Anfangswertproblems auf I, durch die

Definition

y\Izyl-
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Diese Definition ist sinnvoll, weil gem&fl dem Eindeutigkeitssatz zwei Losungen y; und y;
zu den Existenzintervallen I und J auf dem Durchschnitt 7 N J iibereinstimmen.

Es gilt nun folgender globale Existenzsatz:

Satz von Picard-Lindel6f: Sei D C RxR™ eine offene Menge und f : D — R™ sei eine
stetige Funktion, fiir die zu jeder kompakten Teilmenge K von D eine Lipschitzkonstante
L existiere mit

|[f(t,2) = f(t,2)| < Lrlz = 2],

fiir alle (¢,z), (t,2) € K. Sei (to,yo) € D. Dann ist das maximale Existenzintervall I,

zum Anfangswertproblem

y'(t) = f(t,y(t))
y(to) = %o

eine offene Menge. Ist das Supremum oder das Infimum von I, endlich und bezeichnet b

das Supremum oder das Infimum, dann gilt fiir die Losung y
limsup, ,,|y(t)] = co oder liminf, (dist (¢, y(1)), aD]) ~0.

Bemerkung: Die letzten zwei Bedingungen bedeuten, dafl die lokale Losung solange
fortgesetzt werden kann, bis die Werte der Lésung unbeschrinkt werden, oder bis der

Graph der Losung den Rand des Definitionsbereichs D von f erreicht.

Beweis: Ich nehme an, dafl I, ein endliches Supremum besitzt. Fiir das Infimum verl&uft
der Beweis genauso. Zunéchst zeige ich, dafl b nicht zu I, gehort.

Wiire b € I, , dann wiirde die Losung y : I, — R™ des Anfangswertproblems im Punkt
b definiert sein, also wére (b,y(b)) € D . Folglich kénnte y(b) als neuer Anfangswert zur
Zeit t = b gewdhlt werden und die Losung auf ein grofleres Intervall fortgesetzt werden.
Denn nach dem lokalen Existenzsatz existierte eine Zahl § > 0 und eine differenzierbare
Funktion ¢ : [b — §,b + 0] — R™ mit §'(t) = f(¢,9(t)) fir b —0 < ¢t < b+ § und mit
9(b) = y(b) . Hieraus folgte auch

y'(b) = f(b,y(b) = f(b,5(b) =7'(b),

also stimmte die linksseitige Ableitung

d o y(+t) —y(b)
ay(b_) = 11_{% ;
£<0
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mit der Ableitung von g im Punkt b iiberein, folglich wiirde durch

A y(t), a<t<b
g(t) =1
gt), b<t<b+§¢
eine im Intervall I, U [b, b+ §] differenzierbare Funktion definiert, die im ganzen Intervall
die Differentialgleichung l6ste. Folglich wére y eine Losung des Anfangswertproblems auf
diesem groflieren Intervall, also konnte I, nicht das maximale Existenzintervall sein. Somit

kann b nicht zu I, gehoren.

Als néchstes nehme ich an, dafl
limsup,_,,|y(t)| = C < oo und liminf, (dist [(t,y(t)), 8D]) =c>0

gilt und leite daraus einen Widerspruch her. Nach Definition von limsup und liminf
wiirde eine Zahl > 0 mit [b — n,b) C I, existieren, so daf} der Graph von Ylipogpy 200

/Y
Durchschnitt K der abgeschlossenen Mengen

{(r,z) € D | dist[(r,z), D] > ¢/2} N {(1,z) e R™*' |[b—n <7 <b, |z| < C+1}

gehorte. Die erste Menge ist eine Teilmenge von D, die zweite ist abgeschlossen und
beschrinkt, also kompakt. Als Durchschnitt einer abgeschlossenen und einer kompakten
Menge wire K folglich eine kompakte Teilmenge von D. Nach dem lokalen Existenzsatz
wiirde somit eine Zahl § > 0 existieren, so daf} fiir alle t; € [b — n,b) die Losung von
7'(t) = f(t,9(t)) zum Anfangswert §(¢;) = y(¢1) im Intervall [¢;, t; 4 §] existierte und eine
Fortsetzung der in [b — 7, ¢;] definierten Losung y auf das Intervall [b — n,¢; + §] wiire.
Wihlt man insbesondere ¢, = b — min(n,§/2), wiirde man eine Fortsetzung der Losung
auf das Intervall [b—n, b+ ¢/2] und damit auch auf das Intervall I, U [b, b+ /2] erhalten,

im Widerspruch zur Annahme, dafl I, das maximale Existenzintervall sei. [ ]

Bemerkung: Aus dem Beweis des lokalen Existenzsatzes und aus dem Banachschen

Fixpunktsatz folgt, dal man lokal (tatséchlich auch global) die Lsung y von
y'(t) = [flty®)
y(t) = wo
durch folgendes Iterationsverfahren erhalten kann:
Sei yy : [to—0, to+0] — R™ definiert durch y;(t) := yo . Fiir n € Nsei y,41 : [to—0, to+5] —
R™ definiert durch

Ynt1(t) = yo + /t f(T, yn(T)) dr .

to
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Dann gilt mit einer Konstanten § < 1, die im lokalen Existenzsatz durch hinreichend

kleine Wahl von § den Wert 6 = £ hatte, daf
/ (7, 90) dT

Also konvergiert die Folge {y,,}22 ; im Intervall [ty —d, to+ ] gleichméiBig gegen die Losung,

n—1

d(y,yn) = sup |y(t) —yn(t)] < d(ya,y1) < Gamz  SUP
t—to| <6 1-0 % Ji—to|<6

und die obenstehende Ungleichung ist eine Abschéitzung fiir den Fehler, den man macht,

wenn man den Losung durch die n—te Iterierte ersetzt.

Beispiel 1: Gesucht ist die Losung von 3’ = y zur Anfangsbedingung y(0) = 1. In diesem
Beispiel ist f(¢,y) = v, und fiir den Definitionsbereich wihle ich D = Rx R . Die Funktion
f erfiillt die Lipschitzbedingung mit der Lipschitzkonstanten L = 1. Folglich existiert in
einer Umgebung von t; = 0 eine eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems.
Diese Losung kann mit dem oben angegebenen Iterationsverfahren bestimmt werden:
Mit y, (¢) := 1 folgt

t t
ya(t) = 1+/ yl(T)d7'=1+/d7'=1+t
0 0
t t2
ys(t) = 1+/(1+T)d7':1+t+—
0

2
t2 tn—l n—1 n
m=0
folglich
n—1 gm 00 gm ,
y(t)=lim d =3 —=e
n=0 m=0

Dies ist auch die globale Lésung. Das maximale Existenzintervall ist also I, = (—o00, +00).

Beispiel 2: Gesucht ist die Losung von 3’ = y? zur Anfangsbedingung y(0) = m. In
diesem Fall ist f(¢,y) = y?. Fiir den Definitionsbereich von f wihle ich wieder D = RxR.
Um nachzupriifen, ob f die Lipschitzbedingung erfiillt, sei K eine kompakte Teilmenge von
R2. Weil K beschriinkt ist, existiert eine Konstante C' > 0 mit K C {(t,z) € R? | |z| < C}.
Also gilt fiir alle (¢,x), (¢, 2) € K, daf§

[f(t,2) = f(t,2)] = [a” = 2°| = |z — 2| |z + 2| < 2C|z — ],

also erfiillt f in K eine Lipschitzbedingung mit Lipschitzkonstante Lx = 2C'. Folglich

existiert in einer Umgebung von ¢, = 0 eine eindeutig bestimmte Lésung von 3’ = y?
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zur Anfangsbedingung y(0) = m. Die Losung kann mit der Methode der Trennung der

Variablen bestimmt werden: Falls m # 0 ist, erhilt man, dafl

gilt, wihrend y = 0 die eindeutige Losung fiir m = 0 ist. Das maximale Existenzintervall

ist also
(£,400), falls m <0
I, =4 (—o00,+00), falls m=0

(—oo, L),  falls m>0.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1
1
1
|
|
|
|
|
|
1
m

Beispiel 3: Man kann beweisen, dafl bereits dann eine Losung des Anfangswertproblems
existiert, wenn f stetig ist, ohne eine Lipschitzbedingung zu erfiillen. Jedoch ist dann die
Eindeutigkeit der Losung nicht mehr gewéhrleistet. Dies zeigt folgendes Beispiel: Gesucht

ist eine Losung von

y(t) = Vlyl

y(0) = 0

im Intervall [0, 00) . In diesem Beispiel ist f(¢,y) = 1/|y|. Diese Funktion ist stetig in R?
erfiillt aber in keiner kompakten Menge K C R?, die die Anfangsdaten (g,7,) = (0,0)
enthilt, eine Lipschitzbedingung. Denn fiir jede Konstante L > 0 gilt

F(ty) — F(2,0)] = Ty] = % > Ly,

falls |y| < -5 ist. Tatséchlich ist die Lésung nicht eindeutig. Denn y(¢) = 0 und y(¢) = 1

sind zwei verschiedene Losungen.
Bemerkung: Es sei D C R x R™ eine offene Menge, die fiir alle (t,z), (¢,y) auch
die Verbindungsstrecke dieser Punkte enthélt. Die Funktion (¢,y) — f(t,y) : D — R™
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sei stetig und beziiglich y differenzierbar. Auflerdem seien alle partiellen Ableitungen
6%1- f D — R™ stetig. Dann erfiillt f in jeder kompakten Teilmenge K von D eine

Lipschitzbedingung. Denn es sei
K. ={\t,z)+ (1 =XN)(t,2) |0< A<, (t,x), (t,2) € K}.

K, enthilt also aufler den Punkten von K auch alle Punkte auf den Verbindungsstrecken
der Punkte von K. Die Menge K, ist beschrinkt und abgeschlossen, also kompakt, und
nach Voraussetzung in D enthalten. Auf Grund der Stetigkeit der partiellen Ableitungen
ist die Norm der linearen Abbildung || a% f(t,y)|| auf der kompakten Menge K, beschrinkt.
Hierbei bedeute a% f(t,y) die m x m—Matrix aller partiellen Ableitungen nach y. Mit

0
Ly = =t
K= max. ||3yf( ol

gilt also nach dem Schrankensatz (siehe Skriptum Analysis II, Kapitel 5d), daf
|f(t,$) - f(ta Z)| < LK|(t7$) - (ta Z)| = LK“/E - Z| )
weil die Verbindungsstrecke von (¢,z) und (¢,2) zu K, gehort.

Satz iiber die stetige Abhingigkeit von den Anfangsdaten (global): Sei D C
R™*! eine offene Menge und sei f : D — R™ eine stetige Abbildung, die die Lipschitz-
bedingung aus dem Satz von Picard-Lindelsf erfiille. Sei (¢, y0) € D und sei I (yo) das

maximale Existenzintervall zum Anfangswertproblem
y(t) = f(ty@)
y(to) = yo-

Fiir jedes t € I(yo) existiert dann eine Umgebung U(t) C R™ von y, und eine Zahl
A(t) > 0 mit t € Io(g) und mit

1y (t; o, Jo) — y(t; o, yo)| < A(t)|90 — yol

fiir alle go € U(t) .

Beweis: Es sei A die Menge aller ¢t € I (yo), fiir die eine Umgebung U(t) und eine
Konstante A(t) wie in der Behauptung existieren. A ist nicht leer, weil natiirlich to € A
gilt. Ich zeige, dafl A offen und abgeschlossen ist in I (yo). Weil das Intervall I (yo)

zusammenhingend ist, folgt dann A = I (y) -
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Um zu zeigen, dafl A offen ist, sei 7 € A. Sei z = y(7;t0,v0) . Wegen (7,2) € D gibt
es eine kompakte Kugel B.(z) C R™ um z mit Radius ¢, so dafi die kompakte Menge
{7} X B¢(2) in D enthalten ist. Nach dem lokalen Satz iiber die stetige Abhingigkeit von
den Anfangsdaten existiert also ¢’ > 0, so da8B fiir alle x € B.(z) die Losung y(¢; 7, z) im
Intervall ¢ € [T — ¢', 7 + ¢'] existiert und dort die Abschitzung

ly(t; 7y 21) —y(t; 7, 20)| < 2|21 — 22|, 1,22 € Be(2)
erfiillt.
Wegen 7 € A gilt

1y (750, Jo) — 2| = |y(75 0, Jo) — y(73t0, %0)| < A(T)|To — o

fiir alle §jp aus der Umgebung U (7) von y, . Fiir alle o aus der Umgebung B, /4(-)(y0) U (7)
von g, gehdrt somit y(7; tg, Po) zu Be(z), und somit folgt fiir alle ¢t € [ — §', 7 + ¢'], daB

[y (t; 20, Go) — y(tto, y0)| = ‘y(t; 7, y(T; to,ﬂo)) —y(t; 7, y(T; to;Qo))‘
< 2[y(7s5t0, o) — y(75 0, yo)| < 2A(7)[To — Yol »
also gehort die Umgebung [1 — ¢’,7 4+ §'] von 7 zu A, also ist A offen. Bei diesen Um-

formungen wurde beniitzt, da8l y(t; 7, y(7; to, ¥o)) und y(¢; o, yo) beides Losungen des An-

fangswertproblems
2'(t) = f(t,2(t)
z(r) = y(75to, Yo)

sind, also auf Grund des Eindeutigkeitssatzes iibereinstimmen. Dasselbe gilt fiir die Losun-

gen zum Anfangswert 7.

Um zu zeigen, dafi A abgeschlossen in I, (o) ist, sei 7 € Io(yo) ein Hiaufungspunkt von
A . Setze z = y(7;t,%0) - Wegen (7,2) € D gibt es eine kompakte Kugel B,(r,z) C R™*!
um (7, z) mit Radius €, die ganz zu D gehort. Wie oben folgt dann aus dem lokalen Satz
iiber die stetige Abhéngigkeit von den Anfangsdaten, dafi ¢’ > 0 existiert, so daf§ fiir alle
(0,2) € B:(1, 2) die Losung y(t; 0, x) im Intervall ¢t € [0 — ¢', 0 + §'] existiert und dort die
Abschétzung

|y(t; g, 371) - y(t; g, l‘2)| < 2|‘T1 - $2| ) (0', 371), (0-’ $2) € BE(T’ Z)
erfiillt.
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Weil 7 Haufungspunkt von A ist und weil ¢ — y(t; %o, y0) stetig ist, gibt es ¢t; € A mit
t1 — 7| < 6" und mit y(t1;t0, Yo) € Beja(T,2) . Wegen t; € A schlieit man dann wie oben,
dafl mit einer hinreichend kleinen Kugel B, (yo) die Punkte (t1,y(t1;%0, %)) zu B.(7, 2)
gehoren fiir alle gy aus der Umgebung B, (yo) N U(t1) von yp, und daf fiir diese g

y(rito,30) — y(mito o)l = [y (st yltite, 7o) — y(rst kit o)) |
< 2ly(ta;to, Jo) — y(ta; to, yo)| < 2A(E1) |0 — Yol

gilt. Dies bedeutet, dafl 7 zu A gehort mit U(7) = B, (yo) NU(t1) und mit A(7) = 2A(t,) .

Also ist A abgeschlossen. |
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4 Systeme linearer Differentialgleichungen

Definition: Sei I C R ein Intervall und seien f,aq, ... ,a, : I — R Funktionen. Die

Gleichung

an(t)y™ (1) + ana )y (1) + .+ ao(t)y(t) = f(2)

heifit lineare Differentialgleichung n—ter Ordnung. Ist f = 0, nennt man die Gleichung

homogen.

Sei F': I — R™ eine gegebene Funktion, und fiir jedes ¢ € I sei

a1 (t) e Q1 (t)
A(t) = :

A1 () -0 A (t)

eine m X m-Matrix mit a;;(¢) € R. Dann heifit

y'(t) = At)y(t) + F(t), y(t) =
Ym (t)

lineares System aus m Differentialgleichungen erster Ordnung. Das System heifit homogen,

wenn F' = 0 gilt.

Ausgeschrieben lautet das System

yi(t) = an®y(t) + ...+ am(t)ym(t) + Fi(2)

Um(@) = ami(Oy1(t) + ... + G )y () + Fun() -
Der Kiirze halber schreibe ich dieses System héiufig in der Form
y'=At)y + F(t)

und lasse das Argument von y weg. Weil der Raum der m X m-Matrizen mit R™™

identifiziert werden kann, bezeichne ich diesen Raum mit R™"™ .

Satz: Sei I C R ein Intervall und sei t; € I. Die Funktionen A : I — R™™, und
F: I — R™ seien stetig. Dann hat das Anfangswertproblem

Y = Aty +F()
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y(to) = %o

zu beliebigem yy € R™ eine eindeutig bestimmte Losung ¢ — y(¢,vo) in I . Fiir jedes t € T

existiert eine Konstante M (¢) mit

ly(t, o) — y(t, %o)| < M(t)|yo — 7ol -

Beweis: Zunichst wird gezeigt, dafl fiir jedes kompakte Intervall J C I mit ¢, € J die
stetige Funktion f: D =J x R™ — R™ |

fty) = Ay + F(1)

eine Lipschitzbedingung erfiillt. Hierzu sei L = sup ||A(¢)|| . Dann gilt fiir z, 2 € R™
teJ

[f(t,2) = [t 2)| = [A(t)z — A(t)z]
= |A@)(z = 2)| <A@ |z — 2] < Llz — 2|.

Damit sind die Voraussetzungen des Satzes von Picard — Lindelof erfiillt, und das An-

fangswertproblem

y(t) = fty@) =AMy() + F(t)

besitzt eine maximale Losung y : I,o — R™ . Um zu zeigen, dafl das maximale Existenzin-
tervall I, mit [ iibereinstimmt, geniigt es nach dem Satz von Picard — Lindel6f zu zeigen,

daB eine stetige Funktion S : I — Ry existiert mit

()P < S() (%)
fiir alle t € I, . Denn wenn das Supremum oder das Infimum von I, endlich ist und b

das endliche Supremum oder Infimum ist, mufl limsup,_,, |y(t)| = oo gelten, was wegen

(*) nur sein kann, wenn b mit dem Supremum oder Infimum von I iibereinstimmt.

Um () zu beweisen, beachte man, dafl wegen der Cauchy—-Schwarzschen Ungleichung fiir

allet € I
S P = < (0 - u() = 29(0) -4/ (0)
= 2y(t) (AW(D) + F(0) < 2(0)] (AW + F()

< 2[y@O AN Ty (O] + 2l @] [F ()] < (QIIA( W+ &P +1F@),
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gilt, wobei im letzten Schritt die Abschéitzung
2y F@)] < ly@F + [FE)P
gebraucht wurde, die aus

0< (a—0b)?=a®—2ab+b*

t
folgt. Somit resultiert mit V (t) = e o @AM wooen

V() = = (2A@)] + 1)V (o),

daf

d

L (vOlyoF) = VoS woP - v (21400 1) k6P < VR

gilt. Integration dieser Ungleichung liefert
t

@ < V() yol* + V(t)_l/t V(r)F(r)dr =: 5(t) (%)

t
mit V(t)~ = elo@IADIFDA Dieg heweist (+) , also existiert die Losung in ganz I .

Um zu beweisen, dafl die Ungleichung fiir die Differenz der Losungen giiltig ist, beachte

man, dafl die Funktion t — z(t) = y(¢,y0) — y(¢, Jo) das Anfangswertproblem
#(t) = A@)z(t)
z(to) = Yo— o
16st. Die Ungleichung (*x), angewandt auf z, liefert also
ly(t y0) — y(t, 9o)| < M(t)[yo — Jol
it M(2) = o JoAC .

Sei 2’ = B(t)z + F(t) ein komplexes System von m Differentialgleichungen mit z(t) =
z(t)+iy(t), B(t)=C(t)+iD(t), F(t)=G(t)+iH(t), wobeiz(t),y(t),G(t), H(t) € R™"
und C(t), D(t) € R™™ seien. Durch Zerlegung in Real- und Imaginérteil erhélt man

' = C(t)r— D)y + G(t)
y = Clt)y+D@t)x+ H(t).

Dies ist ein System von 2m Gleichungen, das sich als reelles System in der Form
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u' = A(tyu + J(t) (+)

schreiben 148t mit

=00 ) (2)

Es komplexes System m—ter Ordnung ist also dquivalent mit einem reellen System 2m-—ter
Ordnung von der speziellen Gestalt (%), und somit gelten entsprechende Existenz— und

Eindeutigkeitssitze.

Es werden nun homogene lineare Systeme

betrachtet.

Satz: Sei [ ein Intervall und sei A: I — R™™ (A:I — C™™) eine stetige reellwertige

(komplexwertige) Funktion. Dann bilden die reellen (komplexen) Lésungen von

einen m-dimensionalen reellen (komplexen) linearen Vektorraum.
Fiir festes to € I sei t — y(t,yo) die Losung mit y(to, ¥o) = 9o . Dann wird durch
Yo — y(-, %)

ein (linearer) Isomorphismus zwischen R™ (bzw. C™) und dem Vektorraum der Lésungen

definiert. Folglich hat dieser Vektorraum auch die Dimension m .

Beweis: Der Raum der Losungen ist ein linearer Raum. Denn seien y;, y, Losungen von

y' = A(t)y, seien ag, as € R (bzw. aq,az € C). Dann folgt

(a1 + aay2)' = a1y + oYy = a1 A(t)ys + a2 A(t)ys = A(t)(cryr + aaip)

also ist auch a1y; + asy, eine Losung.

Die Abbildung yo — y(+, 3o) ist linear. Denn es gilt natiirlich

Yy(-, 0qy0 + a2lio) = a1y (-, vo) + c2y(-, o) 5

weil die rechte Seite Losung des Anfangswertproblems



y(to) = cuyo + alo
ist, und die Losung eindeutig bestimmt ist. Offensichtlich ist die Abbildung auch injektiv.
Hieraus folgt die Behauptung des Satzes. |

Folgerung: (i) eine Linearkombination

y=cyr1+ ...+ Cklr
von Losungen yy, ...,y des Systems y' = A(t)y stellt wieder eine Losung dar.
(ii) Die eindeutige Losung zum Anfangswert yo = 0ist y =0.

Definition: Sei I ein Intervall. Die Funktionen y, ... ,yx : I — R™ heiflen linear ab-

héngig, wenn Konstanten ¢y, ... , ¢; existieren, die nicht alle gleich Null sind, mit

ay(t) + ...+ cye(t) =0
fiir alle ¢ € I. Andernfalls heiflen die Lésungen linear unabhéngig.

Folgerung: Das System y' = A(t)y aus m Gleichungen besitzt m linear unabhingi-
ge Losungen. Ist £ > m, dann sind die Losungen vy, ...,y linear abhingig. Sind die

Y1, - - - Ym linear unabhéngig, kann jede Losung y von 3’ = A(t)y in der Form

y(t) = cy () + ...+ cmym(?)
dargestellt werden mit geeigneten Konstanten ¢y, ... , ¢y, .

Definition: Ein System von m linear unabhéngigen Lésungen eines homogenen Glei-

chungssystems 3y’ = Ay aus m Gleichungen heifit Fundamentalsystem.

Reduktion der Anzahl der Gleichungen eines linearen Systems: Sei y' = A(t)y
ein lineares System aus m Gleichungen. Ist eine Losung dieses Systems bekannt, die nicht
identisch verschwindet, kann man hiermit das System auf ein System mit m — 1 Gleichun-
gen zuriickfiihren. Um dies zu zeigen, nehme ich an, da} x # 0 eine Losung sei. Dann
gilt z(t) # 0 fiir alle ¢t aus dem Definitionsberich I. Denn wiirde ¢; € I existieren mit
z(t;) = 0, dann wiirde x Losung des Anfangswertproblems ' = A(t)z, z(t;) = 0 sein,
also im Widerspruch zur Annahme doch mit der eindeutigen Losung x = 0 dieses Pro-
blems iibereinstimmen.

Wihle ¢y € I. Dann ist mindestens eine Komponente von z(ty) von Null verschieden.
O.B.d.A. sei dies z1(to) .- Wegen der Stetigkeit von z; ist x1(t) # 0 fiir alle ¢ aus einer

Umgebung U von t; . In dieser Umgebung versucht man eine weitere Losung in der Form
y(t) = p(t)x(t) + 2(1)
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zu erhalten, mit einer geeigneten Funktion ¢ : U — R und mit einer Funktion z : U — R™

der Form

Zm

Um ¢ und z zu bestimmen, setzt man diesen Ansatz in die Differentialgleichung ein. Es

gilt
vV =¢r+or +2 =gpAr+ 'z + 2,
also ist y Losung von ¢y’ = Ay, genau dann wenn
Pr+272 =Az,
also
Z=A)z — ¢ (t)z(t)

ist. Fiir die erste Komponente bedeutet dies

Hieraus folgt

=2 $1(t
und
m
x; (T
2= Z [ i (1) — xz((t)) alj(t)}zj, 2<i<m
i=2 '
Mit
i) To
a22_3:_1a12 a2m_x_1a1m 29

N
Il
IS}
Il

Tm Tm
Qm2 — aiz ... Amm — A1m Zm
T x1



kann die letzte Gleichung auch in der Form
7= Az

geschrieben werden. Dies ist ein homogenes System und besitzt m — 1 linear unabhéngige

Losungen 21, ... zm=1)

Aus () kann zu jedem 2 = (0, 2%)) ein ¢® und somit ein
berechnet werden. Dann ist

1) (m—1)

‘/’U’y ,"'iy

ein Fundamentalsystem zu ¢y’ = Ay.
Denn seien «, g, ... ,q,, Konstanten mit
az + oy + .+ o y™ Y =0. (+)
Da die erste Komponente von z() verschwindet, folgt hieraus und aus (), daf
o+ algo(l) + ...+ am_lgo(m_l) =0,

somit, nach Multiplikation mit z und Subtraktion von (+),

folglich

azM + .+ ozm_lz(mfl) =0.
Wegen der linearen Unabhiingigkeit der 2 folgt hieraus oy = ... = a1 = 0, also auch
o = 0. Folgich sind die Losungen z, 3™, ..., y™=" linear unabhingig.

Beispiel: Eine Losung des Systems

o L

Yy = tyl Yo
S
y2 - tol ty?

ist



Das beschriebene Verfahren liefert eine zweite Losung in der Form y = ¢z + 2z mit z =

(0, z5) . Fiir zy ergibt sich die Gleichung

Eine Losung ist

woraus ¢ berechnet werden kann. Man erhélt aus (x)

o(t) :/ L (Clyrdr = — e,

T2

0 —t?Int
y(t) = (=Int)a(t) + ( ¢ ) N ( (1+Int)t )

eine von z(t) linear unabhiingige weitere Losung des Systems.

somit ist

Definition: Seien y), ... ™ Lésungen im Intervall I zum homogenen System 3’ =

A(t)y aus m Gleichungen. Sei

ORI
v = (s, . y™w) = | .
yn (1) . ()
Dann heifit ¢(¢) = det Y (¢) die Wronski-Determinante des Losungssystems y1, ... y(™)

Satz: Die Wronski-Determinante geniigt der Differentialgleichung
¢ = (spur A(t)) @
im Intervall I, wobei
spur A(t) = a11(t) + aga(t) + - - . + amm(t)
ist. Also folgt
o(t) = plta)elo™ A0

Beweis: Seit € I,seie, = (0,...,1,...,0) der k-te Einheitsvektor und sei z®) Losung

von



z(1) = eg.

Aus diesen Losungen konstruiere man die Matrix—wertige Funktion X (¢) durch X (¢) =
(zM(t), ..., 2™ (¢)). Fiir jede Lésung y von

y = A(t)y

gilt dann y(¢) = X (¢)y(7) . Denn ¢ — X (¢)y(7) ist eine Linearkombination von Lésungen,
also selbst wieder eine Losung, und es gilt X (7)y(7) = Iy(7) = y(7), also y(t) = X (¢)y(r)
fiir alle ¢ € I, wegen der Eindeutigkeit der Losung. Somit gilt

folglich liefert der Determinantenmultiplikationssatz

o(t) = [det Y(t)} - [detX(t)} [det Y(T)} - [detX(t)]gp(T),

also

!

¢(t) = |det X(8)] o(r).
Es wird nun gezeigt, daf fiir t =7
[det X(T)], = spur A(7), (%)
gilt, also
#(r) = [spur A(n)| (7).
Da 7 beliebig gew&hlt war, folgt hieraus die Behauptung des Satzes.

Zum Beweis von (*) sei

W@y ... ™)
B(t) = (80(1).69(), ... y™(0) = | :
bY@ .. (@)

eine beliebige Matrix. Nach einem Resultat aus der Theorie der Determinanten gilt

det B(t) = ) (—1)"@b) ... pim,

j4t Pm
p

wobei iiber alle Permutationen p = (p1, ... ,py,) der Zahlen 1, ... ,m summiert wird, und

v(p) die Anzahl der Vertauschungen von p ist. Also folgt

! m ) A
[det B = (=103 6o Db b

p =1

57



Somit folgt

[det ()] = Zdet( W), .2 (), ™ ()

Folgerung: Die Wronski-Determinante ¢ verschwindet entweder identisch im Intervall
I, oder ist fiir alle ¢t € I von Null verschieden. Die m Losungen y™), ..., y(™ von ¢/ =
A(t)y sind genau dann linear unabhingig, wenn die Wronski-Determinante zu diesen

Losungen an einer Stelle 7 € I und damit in ganz I von Null verschieden ist.

Als néchstes sollen inhomogene Systeme
y'=At)y + F(t)
betrachtet werden.

Satz: Man erhéilt sémtliche Lésungen y des inhomogenen Differentialgleichungssystems

in der Form
y=9+z,
wobei 7 eine (fest gewihlte) Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist und z alle
Losungen der homogenen Differentialgleichung durchlauft.
Beweis: Es gilt
(J+z) =742 =A)j+ F(t) + Alt)r = AR)(§ + z) + F(t),
also ist ¥ + = Losung der inhomogenen Gleichung fiir jede Losung x der homogenen

Gleichung. Ist umgekehrt y eine beliebige Losung der inhomogenen Gleichung, dann gilt
fire:=y—1g

2 =y = = Aty + F(t) - A(t)ji— F(t) = A(®)(y - 7) = A,
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also ist x Losung der homogenen Gleichung. [ |

Aus den Lésungen des homogenen Gleichungssystems erhélt man also alle Losungen des
inhomogenen Gleichungssystems, wenn man eine beliebige kennt. Eine solche Lésung kann

man mit der Methode der Variation der Konstanten bestimmen:

Es seien y(M, ..., y(™ linear unabhiingige Losungen des homogenen Gleichungssystems
y' = A(t)y. Sei

zu erhalten, mit einer geeignet zu bestimmenden Funktion v : I — R™ . Einsetzen in die

Differentialgleichung ergibt
Z=Y'v+Yv =AYv+ Yy = Az + Y0 .

Also gilt z = Az + F', genau dann wenn Yo' = F gilt, folglich mufl v so bestimmt werden,
daB

YV =F

ist. Y(¢) ist invertierbar, weil die Wronski-Determinante det Y (¢) von Null verschieden

ist. Also muf gelten

folglich

also

Y (£)ulty) + Y (2) / Y=L () F(r)dr .

to

N
~—
<~
~—
Il

Satz: Sei I ein Intervall mit ¢ty € I. Die Funktionen A : I — R™ ™ und F': I — R™

seien stetig. Dann hat das Anfangswertproblem
y = Al)y+F(t)
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y(to) = Yo
die eindeutig bestimmte Losung
o) = Xt + X(0) [ X (0)P(ryar.
0
mit X (t) = (z(V(¢), ..., 2™ (t)), wobei (® die Lésung von

¥ = A(t)z

z(to) = e

ist.

Beweis: Es gilt
¢
Yy = X’y0+XI/X1(T)F(T)dT+XX1F
to
¢
- AXy0+AX/ X (r)F(r)dr+ F = Ay+F
to
und

y(to) = X (to)yo = Iyo = %o -
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5 Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten

Es sei

A= : e cC™™

eine Matrix mit konstanten Koeffizienten. Gesucht sind Lésungen des homogenen, linearen

Differentialgleichungssystems
y'=Ay
mit konstanten Koeffizienten. Losungen erhilt man durch den Ansatz

c e

y(t) = ce™ =
CneAt

mit einem geeigneten Vektor ¢ € C™ und einer geeigneten Zahl A € C. Denn Einsetzen

in die Differentialgleichung ergibt
(ce™)' = AeeM = Ace,
also ist ceM Losung genau dann wenn
Ac= e
ist, d. h. wenn \ Eigenwert zu A und ¢ Eigenvektor zu diesem Eigenwert ist.

Satz: Die Funktion y(t) = ce* ist genau dann Lésung der Gleichung ¢’ = Ay, wenn A

Eigenwert und c ein zugehoriger Eigenvektor der Matrix A ist. Die Losungen

yD (1) = DMt (t=1,...,k)
sind genau dann linear unabhingig, wenn die Vektoren ¢V, ..., ¢ linear unabhiingig
sind. Insbesondere sind sie linear unabhéngig, wenn alle Eigenwerte A1, ... , Ay verschieden
sind. Besitzt A also m linear unabhingige Eigenvektoren ¢V, ..., ¢™ | so bildet
{Dert, . mMernt)

ein Fundamentalsystem zu 3’ = Ay.
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Bemerkung: A besitzt insbesondere dann m linear unabhéngige Eigenvektoren, wenn

alle Eigenwerte verschieden sind.

Beweis: Es gilt y@(0) = ¢ . Aufgrund der Isomorphie zwischen Lésungsraum und
Anfangswerten sind Losungen 3", ..., y® linear unabhiingig, genau dann wenn ihre

Anfangswerte c(!), ..., ¢® linear unabhiingig sind. m

Ist A ein komplexer Eigenwert, dann ist ce’ eine komplexwertige Losung. Weil auch
eine reelle Matrix A unter Umstinden komplexe Eigenwerte besitzen kann, liefert der
angegebene Ansatz auch fiir reelle Matrizen im allgemeinen komplexwertige Losungen. Der
folgende Satz zeigt jedoch, dafl man aus einer komplexwertigen Losung zwei reellwertige

Losungen erhalten kann.

Hierzu beachte man, daf} fiir eine reelle Matrix gilt: Ist A Eigenwert einer reellen Matrix
und ¢ = (cy, ... ,c¢y) Eigenvektor zu diesem Eigenwert, dann ist auch A ein Eigenwert
und ¢ = (¢, ... , Cn) ein Eigenvektor. Ist A ein reeller Eigenwert, dann existiert zu diesem

Eigenwert ein reeller Eigenvektor c € R™ .

Satz: (i) Sei A = p + iv ein komplexer Eigenwert mit v,y € R und v # 0, sowie

¢ = a+ b mit a,b € R™ ein zugehoriger Eigenvektor der reellen Matrix A. Aus der

M erhilt man zwei reelle Losungen

komplexen Lésung y = ce
z2(t) = Rey(t) = er'(acosvt— bsinvit)
2*(t) = Imy(t) = et(asinvt+ bcosvt).

(ii) Es seien ¢V, ..., ¢ linear unabhingige Eigenvektoren zu den Eigenwerten
)\1, a)‘p mit

{)\1, ,)\p}ﬂ{)\_l,,)\_p}:@

und ¢t c@Pt9) linear unabhingige, reelle Eigenvektoren zu den reellen Eigenwer-
ten Agpi1, ..., Agptq - Bildet man die 2p reellen Losungen
zi = Re e, zf =1Im B ehit (it=1,...,p),

und die q reellen Losungen
y =cPeMt (i=2p+1,...,20+9q),

so sind diese 2p + ¢ Losungen linear unabhéngig. Dies gilt auch, wenn einige der A; gleich

sind, also mehrfache Eigenwerte auftreten.
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Insbesondere erhélt man auf diese Weise ein reelles Fundamentalsystem, wenn m linear

unabhingige Figenvektoren zu Matrix A existieren.

Beweis: (i) Ist y Losung von 3’ = Ay, dann gilt

(Rey)” = Rey’ = Re(4dy) = A(Rey)
(Imy)’ = Imy = Im(Ay) = A(Imy),

also sind auch Rey und Imy Losungen.

(ii) Essind ¢, ..., c?) Eigenvektoren zu den Eigenwerten A, ..., A, . Mit den iiblichen
Schliissen sieht man, daf weil die Menge {c(!), ..., ¢®} linear unabhingig ist und weil
1, 20 A, .o A} = 0 gilt, auch die Menge {c), ... ORI ,@} linear
unabhiingig ist, und dann auch die Menge {c®, ..., M, ... ¢@+D  22+0}  Also
sind

Y, - - ayp:ma ay_pay2p+1, )y2p+q
mit y;(t) = dDeNt fiir j =1, ... ,p,2p+1, ... ,2p+ ¢ linear unabhingige Lésungen von
y' = Ay . Fiir die reellen Lésungen z; und 2} gilt dann

1 _ . 1 _
5 =5 Wi+, % =507

(i = imaginére Einheit.) Seien nun o, 3;,7; € R mit

D y4 q
Doz Big Y Yy =0
i=1 j=1

j=1
Dann folgt
p P q
1 1 1 1 _
) (5 i+ o ﬁj)yj + jE_l (5 @ = o 5;’)%‘ + ;_1: ViYapti =0,

J=1

1

. . . 1 1 1 .
und dies kann nur sein, wenn alle Koeffizienten 5 o;+5- 85, 35 a;—5; 8; und y; verschwin-

den, was nur mdglich ist, wenn alle ¢, §;,y; verschwinden. Also sind

* *
21y - .- ,Zpazla ,Zpay2p+1,...ay2p+q

linear unabhingige Losungen. ]

Beispiel: Gesucht sind Losungen von y' = Ay mit



Die Eigenwerte sind die Nullstellen von

1-x -2 0
P = |2 |
4 —2 —1-2)

= 1=\ +N)+8—-2(1—-X)—4(1+A)
= 1=MN+X=2)+401 =N =1 =N\ +1+2).

Eigenwerte sind also

1 7 1 7
)\1:——+7:£, )\2:———2£, )\3:1
2 2
Eigenvektoren sind
3 7 3
R c_ zﬁ 1
2 2 2
A = 9 D= 5 . P=10
4 4 2

Ein Fundamentalsystem aus komplexen Losungen ist also

() = Wl 3+ ) = (@30 p(h) = (Bet |

Aus y; erhilt man durch Aufspalten in Real- und Imaginérteil die reellen Losungen

3 VT
() = e V2 [ ; cos g t— (2) sin g t}
4 0
VT 3
2(t) = 6_1/2t[ 3 cosgt+ ; singt .
0 4
Zusammen mit
1
ywt)=1 0 |é
2
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bilden z1, 25 ein reelles Fundamentalsystem. [ ]

Falls m linear unabhéngige Eigenvektoren zur m x m Matrix A existieren, sind damit alle

Loésungen von
y'= Ay

bestimmt. Fiir eine beliebige Matrix ist dies jedoch nicht notwendig der Fall. Die Kon-
struktion eines Fundamentalsystems zu einer beliebigen Matrix soll nun behandelt werden.

Hierzu benétigen wir das folgende Resultat aus der linearen Algebra:

Satz (Jordansche Normalform): Essei A eine beliebige (reelle oder komplexe) m xm
Matrix. Zum Eigenwert A von A sei s(\) die maximale Anzahl der linear unabhéngigen
Eigenvektoren zu diesem Eigenwert. Man nennt s(\) die geometrische Vielfachheit von A.
Es seien A\q, ..., Ay mit £ < m die Eigenwerte von A, wobei jeder Eigenwert entsprechend
seiner geometrischen Vielfachheit wiederholt sei. Dann existieren Zahlen 7y, ... ,ry € N

mit 71 + ... 4+ ry = m, so daf} fiir das charakteristische Polynom von A

P(p) = det(A — pul) = (=1)"(p = A)™ .. (1 — Ap)™

gilt. Auflerdem existiert eine nichtsingulire Matrix C', so dal B = C~'AC die Jordansche

Normalform besitzt:

Jo
B= :
Ty
wobei
(X1
A1 0
J, =
0 A1

r; X r;—Matrizen sind.

Es geniigt nun, ein Fundamentalsystem fiir das Gleichungssystem 2z’ = Bz zu finden, weil
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dieses Fundamentalsystem durch C in ein Fundamentalsystem fiir A transformiert werden

kann. Dies folgt aus

Lemma: (i) Sei C eine nichtsingulire Matrix und B = C~'AC . Genau dann gilt y' =
Ay, wenn 2’ = Bz gilt fiir die Funktion z(¢) = C~1y(t).

(ii) Die Losungen yi, ...,y von y' = Ay sind genau dann linear unabhéingig, wenn die

Losungen C~ly, ... ,C 'y, von 2/ = Bz linear unabhiingig sind.
g

Beweis: (i) folgt sofort aus 2’ = C~'¢' und Bz = C71AC Cc C~ly = C~tAy.

Zum Beweis von (ii) beachte man, dal y;, ... , yx linear unabhéngige Losungen sind, genau
dann wenn die Vektoren y;(0), ..., y,(0) linear unabhéngig sind. Weil C' nichtsingulir ist,
ist dies genau dann der Fall, wenn C~'y;(0), ... ,C~'y(0) linear unabhiingige Vektoren
sind, und dies ist dquivalent dazu, daf§ die Losungen C 'y, ... ,C 1y, linear unabhiingig

sind. -

Zur Konstruktion eines Fundamentalsystems suche man zunéchst ein Fundamentalsystem

fiir das einem ,,Jordankasten“ entsprechende System

¥ =Jz,
d.h.

Ty = Az 41
!

Ty = ATo+ 73

!

Tpy = Apo1+ 2,

!

T, = Az,.

r linear unabhéngige Losungen dieses Systems sind gegeben durch

[ Lpg ) 1

teM 21 r—1 M
e ( :M ) teM ( S )
0 ’ 0 ’ e)\t L (’r _1 2)!tr—2€/\t
: . 0 :
"o\ f )
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Fiir die Matrix B erhilt man nun ein Fundamentalsystem folgendermafen:

Sei z%!, ..., 2% ein Fundamentalsystem zu

Dann sind

(9\ /9\

0 0
l'i’l e mi,ri
0 0

o) Loy

r; linear unabhiingige Losungen von z' = Bz, also erhélt man m = ry + ... + r; linear
unabhéngige Losungen 2y, ... , 2, durch
(331’1\ ($1,2 (0\ (0\
0 0 %! 0
0 ) 0 Y e 0 Y e :
: : : 0
Lo ) Lo Vo) e
Eine Losung z aus diesem Fundamentalsystem hat also die Gestalt
o T At T
z(t)z(O,...,OEe ,(6_1)!6 y e, € ,0,...,0) :
Fir: =1, ... ,m sei nun
yi =C%;.
Nach dem vorangehenden Lemma sind dann yq, ... ,y, linear unabhéingige Losungen

zum Gleichungssystem 3’ = Ay und bilden somit ein Fundamentalsystem. Folglich hat

eine Losung y = C'z aus diesem Fundamentalsystem die Gestalt

mit



wobei p; Polynome sind mit Grad(p;) < r— 1. Hierbei ist r die Potenz im zum Eigenwert

A gehorenden Faktor (u — A)™ des charakteristischen Polynoms von A.

Aus dieser Konstruktion erhilt man speziell das im folgenden Satz angegebene Resultat.

Um diesen Satz zu formulieren, benotige ich noch eine Definition:

Sei A ein Eigenwert der Matrix A mit der geometrischen Vielfachheit s()). Unter den mit
Vielfachheit wiederholten Eigenwerten Ay, ..., Ay von A seien \; = ... = Aip0)-1 = A
alle Eigenwerte, die mit A {ibereinstimmen. Dann ist A eine Nullstelle des charakterischen

Polynoms der Ordnung
T(A) =Tt oo+ Tips) -1
Man nennt r()) die algebraische Vielfachheit von A.

Satz: Zu einer r = r(\)—fachen Nullstelle A des charakteristischen Polynoms der m x m

Matrix A gibt es r linear unabhéngige Losungen der Form

ut = 6" (0)e, ..y = pMi(1)e,

r—1

wobei jedes Element von

ein Polynom mit Grad < r(\) — 1 ist. Die Menge
{y§)‘), ,yii‘i) A ist Eigenwert von A}

ist ein Fundamentalsystem zu y' = Ay .

Ist A reell, so erhdlt man hieraus ein reelles Fundamentalsystem, indem man bei nicht
reellem A aus jeder der r(A) Losungen y; zwei reelle Losungen z; = Rey;, 27 = Imy;
bildet und die entsprechenden r(\) Losungen fiir den konjungiert — komplexen Eigenwert
) streicht.

Beispiel: Es sollen alle Losungen zur inhomogenen linearen Differentialgleichung des

elektrischen Schwingungskreises

1
Li" + Ri' + o i= f(t)
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aus Kapitel Ie.) bestimmt werden. Wegen L # 0 kann man diese Differentialgleichung

auch in der Form

w_ R, C.
=i Lz—i—f(t)

schreiben.

1. Transformation auf ein System erster Ordnung. Aquivalent zu dieser Gleichung

zweiter Ordnung ist das lineare System

y'(t) = Ay(t) + F(t)

TR EL) (0 B 0 1
y(”‘(m(t))‘(i'(t))’ F““(f(t))’ S U

2. Bestimmung eines Fundamentalsystems zur homogenen Gleichung. Hierzu

mit

miissen die Eigenwerte von A bestimmt werden: Das charakteristische Polynom ist

- 1

R 1 R 1

P()\) = 1R, =AA+7)+ oL A2+LA+CL
CL L

also folgt fiir die Eigenwerte

Ri\/ﬁi \/—
A2 = - 2L CL

Fiir die Eigenvektoren erhilt man

1 1
—a +/ G — ez —3 — /(&) -5

Falls & #* (%)2 ist, besitzt die Matrix A zwei verschiedene Figenwerte, und ein Funda-

mentalsystem ist gegeben durch

1
yO(t) = ceMt = " | AV
V)~
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1
y(2)(t) =de)‘2t = R R\2 1 e(_ﬁ_ (2L)2_&)t'
-5~V (az) —ar
Dies ist ein reelles Fundamentalsystem, falls (%)2 > =7 . Falls (%)2 < g ist, erhilt

man ein reelles Fundamentalsystem durch

2L

Rt- 0 2 . 2
—e et e (V- G+ (L s (- G

Falls - = (35)? gilt, besitzt die Matrix A nur den einen Eigenwert A = —J%  dessen

geometrische Vielfachheit s(\) = 1 ist. Eine Losung des homogenen Systems ist daher

]' R
i) =| p | e
2L

Da die algebraische Vielfachheit dieses Eigenwertes r(\) = 2 ist, mache man zur Be-
stimmung einer zweiten Losung den Ansatz y@ () = (py(t), po(t))e” 2E* mit Polynomen

pi(t) = a;t+b; vom Grad r(\) —1 = 1. Die folgende Rechnung zeigt, da a; =1, b =0,

ay = —% , by =1 zum Ziel fiihrt, also daf}
t
Y1) = e
——t
2L *
eine zweite Losung ist. Es gilt
R
——t+1
@ — 2L By
y = e?
()2
2L L
und
0 1 t R
Ay(Z) - R 2 R € Et
o —— ——t+1
(2L> L 2L *



R

——t41
2Lt+ _ Ry
= e 2L
_(E)QHQ(E)Z_E
2L 2L L
R
—ot+1 "
= e 2L
() -1
2L L

also ist y(I(¢), y?(t) ein reelles Fundamentalsystem.

3. Losung zum Anfangswertproblem der inhomogenen Gleichung. Es soll nun

das Anfangswertproblem

y = Ay+F

mit Y = (y(),y®), wobei y(V), y® ein Fundamentalsystem ist zu 3’ = Ay. Hier soll nur
der Fall &7 # (£)? betrachtet werden. Nach obiger Rechnung ist

1 1
W (4) = 6/\1t’ @) (4) = ot
v ) ( A1 ) v ) ( A2 )

ein Fundamentalsystem. Es gilt dann

e/\lt e/\zt
Y(t) = )
)\1 6)‘1t )\26)‘2t

und somit
1 )\ Aot _ oAt
o=l S )
gp(t) —)\16)‘1t ettt
mit
QO(t) — det Y(t) — )\26()\14-/\2)?5 . )\16(1\14-/\2)15 — (AQ . )\1)6(/\14-)\2)15 )
Mit,



folgt also

w- (" [ j ) s
Yy = Ale’\lt )\Qe’\2t 0 (,\2 — /\1)6(,\1+,\2)T i T)aT
1 61\1?5 ez\zt t _e—/\17'f(7.)
= / dt
)\2 —_ )\1 )\16)\175 )\26)\275 0 e—/\QTf(T)
1 f()t [_6)\1(th) + e)\2(t7'r)] f(T)dT

/\2 —)\1 f() [ )\ 6)‘1 (t—7) +/\ e/\z(t T)] f( )dT

4. Lésung der Differentialgleichung zweiter Ordnung. i(t) = v (¢ ) ist die Losung
der urspriinglich gegebenen Differentialgleichung zweiter Ordnung. Fiir 77 > (£)? gilt

i L (RB)y2(r —
L jeheten) _ n-n)) 2 ) sin( (30)°(t = 7))
Az A 1 (Ry

also folgt

e 2L o (t=7) sin

= yl / CL
2L

i(t) ist die Losung des Anfangswertproblems

Li" + Ri' + %z = f(t),

Ist f(t) = coswt = Ree™! eine periodische Anregung mit der ,Kreisfrequenz“ w > 0,

kann ¢ explizit berechnet werden. Man erhélt

1 t .
i(t) = [e)‘l(t_T) — e’\Q(t_T)] Ree™dr
=57
1 1 : 1 . t
— R [ )q—l—(m—)q)r o A1t+(zw—)\2)r:|
e/\l—)\Q iw—)\le ’iw—)\ge 0
1 1 17, 1 Mt Aot
= Re [ — - ]e“"t—Re ['e _.e }
/\1—/\2 zw—)\1 zw—/\2 )\1—/\2 Zw—/\l ZW—AQ
R 1 wt _ o~ EtR 1 eiVor—(p)’t ¢V or(p)t
= —_ 2L —_ .
“lw—)w— ) o € eAl—AQ[ W — A W — o ]
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Der zweite Term ist exponentiell geddmpft und stellt einen ,, Einschwingvorgang“dar. Fiir

grofle ¢+ dominiert daher der erste Term. Seine Amplitude ist wegen Ay = \; gleich

1 1
‘ (iw — A1) (iw — A2) - ‘ —w? — Z(X1 + A)w + | A]?
_ 1 _ 1
Vi —w2+e2n =Rz (67 + dr — (2 — P + ()2
B 1 B 1
e R ot [ B + ()

Vi — 1z — 272 + s - (A

Dies liefert die ,,Resonanzkurve® des Schwingungskreises. Die Resonanzfrequenz ist w =

Ve —20%)

li(t)| fiir grofles ¢
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