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Die unendliche
Reihen-Reihe
Lange Nacht der Mathematik
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Unendliche Summen
Wir alle wissen, wie man endlich viele Zahlen summiert: 1 + 2 = 3 oder 1

2 +
1
3 +

1
6 = 1. Aber kann man auch unendlich viele Zahlen aufsummieren?

Und wozu soll das gut sein? Diese Frage ist viel weniger weit hergeholt, als es auf den ersten Blick scheint.

Kommt Euch zum Beispiel Folgendes bekannt vor: Ihr habt einen leckeren (kleinen) Kuchen und beschließt, die Hälfte zu essen. Danach möchtet
Ihr, weil es so lecker war, noch etwas mehr essen, aber dem Anstand halber auch etwas übriglassen. Ihr lasst euch vom verbliebenen Stück
also nur noch die Hälfte schmecken; und weil es einfach zu lecker ist, wird auch vom Anstandsrest noch die Hälfte gegessen — und so weiter,
solange immer noch ein winziges Stück übrigbleibt. Das führt uns zu einer besonderen unendlichen Summe, der sogenannten geometrischen
Reihe, und das Beste ist: Wir kennen sogar ihren endlichen Wert!
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Natürlich gibt es auch unendliche Summen, denen sich kein endlicher Wert zuordnen lässt, zum Beispiel 1 + 1 + 1 + 1 + . . . oder, noch wilder,
1 + (−1) + 1 + (−1)± . . ..

Euler und die Lösung des Baseler Problems
Das sogenannte Basler Problem war lange Zeit eine ungelöste mathematische Frage,
mit der sich besonders Mathematiker in Basel beschäftigten. Im Zentrum steht die
unendliche Summe der Kehrwerte der Quadratzahlen

1 + 1
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1
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Hier nähern sich die hinzukommenden Summanden deutlich schneller Null an, als bei
der harmonischen Reihe. Findet Ihr mit dem Kartenstapel eine einfache Erklärung,
warum diese unendliche Summe einen endlichen Wert zwischen 5/4 und 2 hat?

Das war den Mathematiker:innen im 17. Jahrhundert schon lange bekannt, aber nie-
mand kannte den exaktenWert der Reihe. Die überraschendeAntwort lieferte Leonhard
Euler 1734: Das Ergebnis hat mit der Kreiszahl π zu tun und lautet π2

6 .

Wusstet Ihr, dass der exakte Wert der Summe der Kehrwerte der Kubikzahlen
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512 + . . .

bis heute nicht bekannt ist? Er heißt Apéry-Konstante—wie groß ist die wohl ungefähr?

Die harmonische Reihe
Die harmonische Reihe ist die unendliche Summe aller
Stammbrüche
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Obwohl sich die hinzukommenden Summanden Null
annähern, hat diese Reihe keinen endlichen Wert. Man
kann die Summanden nämlich in Gruppen unterteilen,
die zusammen jeweils mindestens 1

2 ergeben:
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 + . . .

= 1 + 1
2 + 1

2 + 1
2 + . . . = +∞

Dieses Ergebnis kannman theoretisch nutzen, um eine
unendlich lange Brücke aus Bauklötzen zu bauen. Wo
findet Ihr hier die harmonische Reihe wieder?

Eine ganze Reihe Reihen
Ihr findet insgesamt 20 Karten. Die Vorderseite nennt eine unendliche Summe, die Rückseite nennt ihren Wert (falls existent). Könnt Ihr
herausfinden, welche unendlichen Summen einen endlichen Wert haben? Und wie verhält es sich mit den endlichen Summenwerten — könnt Ihr
sie der Größe nach anordnen?
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