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Einleitung

Das Thema der endlichen Galoistheorie ist ein Bestandteil der Algebra, der je-
dem Studierenden, welcher sich mit der Algebra beschéftigen mochte, wihrend des
Bachelor-Studiengangs begegnet. Das Thema der unendlichen Galoistheorie, also
das Studium von galoisschen Korpererweiterungen unendlichen Grades und ihrer

Galois-Gruppen, ist jedoch weniger héufig ein Bestandteil des Bachelor-Studiengangs.

Ziel dieser Arbeit ist, ausgehend von dem Wissen iiber endliche Galoistheorie mit
Hilfe von topologischen Argumenten den Hauptsatz der Galoistheorie auf unend-
liche Korpererweiterungen zu verallgemeinern. Dabei verwenden wir topologische
Argumente, indem wir Galois-Gruppen in ihrer Eigenschaft als proendliche Grup-

pen betrachten.

Im ersten Kapitel werden wir nochmal die Begriffe und Aussagen aus der endlichen
Galoistheorie wiederholen und Notation und Nomenklatur einfithren. Auch soll die-

ses Kapitel dazu dienen, dass auf bekannte Resultate direkt verwiesen werden kann.

Im zweiten Kapitel behandeln wir topologische Rdume und proendliche Gruppen,
um Begrifflichkeiten und Aussagen einzufiihren, die fiir die Verallgemeinerung der

Aussagen aus dem ersten Kapitel notwendig sind.

Im dritten Kapitel geht es dann um die unendliche Galoistheorie selbst. Wir wenden
hier die Konzepte aus dem zweiten Kapitel an, um Aussagen iiber unendliche Galois-
Erweiterungen (insbesondere Erweiterungen des Typs K /K eines Kérpers K) zu
sammeln und den Hauptsatz der Galoistheorie auf allgemeine Galois-Erweiterungen

7zu erweitern.

Im vierten Kapitel betrachten wir ein paar Beispiele fiir Erweiterungen des Typs
K /K eines Korpers K und quantifizieren auch die Aussage, Erweiterungen dieses

Typs seien ,fast immer” unendlich.
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Kapitel 1

Endliche Galoistheorie

In diesem Kapitel behandeln wir die wichtigsten Begriffe und Aussagen aus der
endlichen Galoistheorie und der allgemeinen Theorie der Koérpererweiterungen. Wir
fiihren auferdem die Notation und Nomenklatur ein, die wir im Fortlauf der Arbeit
verwenden werden. Wir orientieren uns hier iiberwiegend an dem Buch ,,Algebra“
von Sigmund Bosch (|[Bos|). Da dieses Kapitel primér als Wiederholung dient, wer-

den wir die meisten Beweise lediglich grob skizzieren oder nur Ansétze angeben.

1.1 Endliche Algebraische Korpererweiterungen

Definition 1.1. Als eine Korpererweiterung bezeichnen wir ein Paar von Kor-
pern K C L, wobei K ein Teilkorper von L ist. Eine solche Kérpererweiterung wird
durch L/K notiert. Den Korper L nennt man auch einen Erweiterungskorper
von K. Gibt es einen weiteren Kérper M mit K C M C L, so bezeichnen wir M

als einen Zwischenkorper von L/K.

Beispiel 1.1. Ein Beispiel fiir eine Kérpererweiterung ist C/Q, da es sich bei beiden
Zahlenbereichen um Koérper handelt und die Beziehung Q C C gilt. Ein Zwischen-
korper fiir diese Korpererweiterung wére z.B. R, da Q C R C C gilt.

Definition 1.2. Sei K C L eine Korpererweiterung. Dann heiftt [L: K| := dimgL
Grad von L iiber K, wobei dimg L die Vektorraumdimension von L ist. Eine Kor-
pererweiterung heifst endlich bzw. unendlich, je nachdem, ob [L: K| endlich bzw.

unendlich ist.
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Beispiel 1.2. Ein Beispiel fiir eine endliche Kérpererweiterung ist C/R mit [C: R] =
2. Dies lisst sich durch die Isomorphie von C und R? erkennen.
Ein Beispiel fiir eine unendliche Korpererweiterung ist R/Q. Dies kann aus einem

einfachen Machtigkeitsargument geschlussfolgert werden.

Satz 1.1. (Gradsatz)
Seien K C M C L Kérpererweiterungen. Dann gilt:

[L: K| =[L: M]-[M: K] (1.1)
Ist einer der Grade unendlich, ist die Gleichung symbolisch zu verstehen.

Beweis. Man argumentiert hier mit den verschiedenen Vektorraumbasen von L/M

und M/K sowie mit linearer Unabhéngigkeit. O

Korollar 1.1. Aus Satz folgt, dass wenn [L: K| prim ist, gilt fir jeden Zwi-
schenkdrper M von L/K, dass M = K oder M = L.

Eine der zentralsten Definitionen der Theorie der Kérpererweiterungen ist die De-

finition einer iiber einem Korper algebraischen bzw. transzendenten Zahl.

Definition 1.3. Sei L/K eine Korpererweiterung und o € L. Dann heifst o alge-
braisch iiber K, wenn « die Nullstelle eines Polynoms P(X) = X" + ¢, 1 X" ! +
ot X + o € K[X] ist (hier kénnen wir OBdA das Polynom als normiert auffas-
sen, also ¢, = 1). Wenn es kein derartiges Polynom gibt, so bezeichnen wir « als
transzendent iiber K. Sind alle Elemente von L algebraisch iiber K, so nennen
wir L ebenfalls algebraisch iiber K und L/K eine Algebraische Kérpererwei-

terung.

Beispiel 1.3. Ein Beispiel fiir eine algebraische Zahl ist v/2 iiber Q. Ein dazuge-
hériges Polynom in Q[X] wiire hierbei P(X) = X? — 2.

Ein Beispiel einer transzendenten Zahl ist 7 iiber Q. Der Beweis hierfiir ist in hohem
Mafe nicht-trivial, die Aussage sollte den Lesenden aber bekannt sein.

Ein Beispiel fiir eine algebraische Korpererweiterung wire C/R, da jede komplexe
Zahl die Nullstelle eines Polynoms mit Koeffizienten in den reellen Zahlen ist (ohne

Beweis).

Definition 1.4. Sei L/K eine Korpererweiterung und o € L algebraisch tiber K.
Dann gibt es unter den Polynomen in {P € K[X] | P(ow) = 0} ein normiertes
Polynom p, welches in {P € K[X] | P(a) = 0} den kleinsten Grad besitzt. Dieses
Polynom p bezeichnen wir als das Minimalpolynom von « iiber K. Im Fall

a € K ist dies einfach das Polynom X — a.
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Beispiel 1.4. Betrachten wir die Korpererweiterung der komplexen Zahlen iiber
den reellen Zahlen C/R und die imaginére Einheit i. Dann ist i iiber R algebraisch.
Ein Beispiel fiir ein normiertes Polynom P mit P(i) = 0 ist u(X) = X2 + 1. Dieses
Polynom g hat unter den Polynomen in {P € K[X] | P(i) = 0} offensichtlich den
kleinsten Grad (gdbe es ein Polynom mit P(u) = 0 von Grad 1, so wdre i bereits

ein Element von R) und ist somit das Minimalpolynom von i iiber R.
Bemerkung 1.1. Fiir das Minimalpolynom p gilt:

o 1 ist eindeutig bestimmt

e 1 ist prim (fir Polynome f und g mitp| fg gilt p| f oder p | g)
Satz 1.2. Jede endliche Korpererweiterung L/K ist algebraisch.

Beweis. Der Beweis hierfiir ergibt sich durch eine Konstruktion von Polynomen, die
Elemente von L als Nullstellen haben. O]

Definition 1.5. Sei L/K eine Korpererweiterung und 90U eine Teilmenge von L.
Dann ist K(9) C L der von 9 iiber K erzeugte Teilkdrper. Analog zu einem
Untervektorraum ist K (90) der Durchschnitt aller Teilkérper von L/K, die K und
alle Elemente von 9t enthalten. Zu einer Korpererweiterung L/K gibt es immer
eine Menge MM C L mit L = K(IM) (das Trivialbeispiel wire hier M = L). Wir
notieren K ({a, ..., a,}) in der Regel einfach durch K (ay, ..., ay,).

Beispiel 1.5. Man betrachte beispielsweise die Kérpererweiterung Q(v/2)/Q.

Definition 1.6. Eine Korpererweiterung K C L heifit einfach, wenn es ein Element
a € L mit L = K(a) gibt. Der Grad [K(a): K] heifit auch der Grad von « iiber

K. Dieser Grad stimmt mit dem Grad des Minimalpolynoms p,, iiberein.

Definition 1.7. Eine Korpererweiterung L/ K heift endlich erzeugt, wenn es eine
Menge B mit L = K (*B) gibt, welche endlich ist.

Beispiel 1.6. Wie in Beispie betrachten wir hier Q(v/2)/Q. Dies ist eine einfache
Korpererweiterung. Da das Minimalpolynom durch p 5(X) = X 2 — 2 gegeben ist,
ist der Grad von v/2 iiber Q dementsprechend 2.

Ein anderes Beispiel wire Q(v/2)/Q. Da das Minimalpolynom hier durch 1 5(X) =
X3 — 2 gegeben ist, gilt [Q(v/2): Q] = 3.

Satz 1.3. Sei L/K mit L = K(ay, ..., ) eine endlich erzeugte Korpererweiterung
und ay, ..., o, algebraisch iber K. Dann ist L/ K eine endliche Kéorpererweiterung

und damit algebraisch.
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Beweis. Dieser Satz wird mit einer vollstdndigen Induktion tiber n bewiesen. [

Korollar 1.2. Sei L/K eine Kdrperweiterung. Dann sind folgende Aussagen dqui-

valent:
e Die Erweiterung L/K ist endlich.
o Der Korper L wird tiber K von endlich vielen algebraischen Elementen erzeugt.
e Die Erweiterung L/K ist endlich erzeugt und algebraisch.

Korollar 1.3. Sei L/K eine Korpererweiterung. Dann sind folgende Aussagen dqui-

valent:
e Die Erweiterung L/K ist algebraisch
o Der Korper L wird iiber K von algebraischen Elementen erzeugt.

Satz 1.4. Seien K C M C L Kérpererweiterungen und L/K algebraisch. Ist o € L

algebraisch tiber M, so ist o auch algebraisch tiber K.

Beweis. Man betrachtet hierfiir die Korpererweiterung von K, die von den Koeffi-
zienten von i, erzeugt wird und nutzt anschliefend man den Gradsatz sowie

Satz [L.2] O

Korollar 1.4. Seien K, M, L so wie in Satz [1.4, Dann ist L/K genau dann
algebraisch, wenn L/M und M/K algebraisch sind.

1.2 Der Algebraische Abschluss

Bevor wir uns dem Konzept des Algebraischen Abschlusses eines Kérpers K nédhern
kénnen, missen wir einen Weg finden, fiir ein nicht konstantes Polynom p € K[X]
eine endliche algebraische Korpererweiterung L/K zu konstruieren, so dass p in L

eine Nullstelle besitzt.

Satz 1.5. (Verfahren von Kronecker)
Sei K ein Korper und p € K[X] ein Polynom. Dann existiert eine endliche alge-

braische Korpererweiterung L/ K, so dass gilt:

p(a) =0 fir eina € L
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Beweis. Sei zunachst p tiber K irreduzibel. Sollte p nicht irreduzibel sein, betrachtet
man stattdessen einen Primfaktor von p. Da p irreduzibel ist, ist (p) ein maximales

Ideal in K[X]. Damit konstruiert man einen Homomorphismus
K — L= K[X]/(p),

mit welchem sich fiir p eine Nullstelle konstruieren lasst. Man kann aufserdem L/K
als Korpererweiterung auffassen, in dem man K mit seinem Bild unter dem obigen

Homomorphismus identifiziert. O

Definition 1.8. Ein Korper heifit algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nicht-
konstante Polynom p aus K[X] eine Nullstelle in K besitzt. Dies bedeutet insbe-

sondere, dass jedes Polynom in K[X] vollstindig in Linearfaktoren zerfallt.

Bemerkung 1.2. Ein Koérper K st also genau dann algebraisch abgeschlossen,

wenn er keine echten algebraischen Korpererweiterungen besitzt.

Beispiel 1.7. Der Korper der komplexen Zahlen C ist algebraisch abgeschlossen,
da die Nullstellen aller komplexen Polynome p € C[X] wieder komplex sind.

Theorem 1.1. Zu jedem Korper K gibt es einen algebaisch abgeschlossenen Erwei-

terungskorper L.

Beweis. Dieses Resultat ist sehr zentral und der Beweis dementsprechend umfang-
reich. Grob vereinfacht besteht der Beweis aus der Konstruktion eines solchen Erwei-
terungskorpers unter Verwendung des Verfahrens von Kronecker und einer iterativ

konstruierten aufsteigenden Korperkette
K=LyCcLiCLyC...

mit der man dann L als -
L= U L,
n=0

definieren kann. Abschlieffend verifiziert man, dass L algebraisch abgeschlossen ist.

[]

Definition 1.9. Fiir einen Koérper K nennt man einen iiber K algebraisch ab-
geschlossener Erweiterungskorper K den algebraischen Abschluss von K. Die
Existenz eines algebraischen Abschlusses folgt aus Theorem

Beispiel 1.8. Die komplexen Zahlen C sind ein algebraischer Abschluss der reellen
Zahlen R.
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Hat man einen algebraisch abgeschlossenen Erweiterungskorper gegeben, so kann
man einen recht einfachen Ausdruck fiir einen anderen algebraischen Abschluss fin-
den:

K = {a € L | aist algebraisch iiber K}

ist offensichtlich ein algebraischer Erweiterungskorper von K. Des Weiteren ist K
algebraisch abgeschlossen, denn jedes nicht-konstante p € K[X] hat eine Nullstelle
xo in L, welche algebraisch iiber K und damit algebraisch iiber K ist. Daraus folgt
dann zy € K. Ferner kann ein algebraischer Abschluss der rationalen Zahlen (oft als

der Korper der algebraischen Zahlen A bezeichnet) nun beschrieben werden durch
Q = {a € C | aist algebraisch iiber Q}.
Dieser Ausdruck wird in spéateren Kapiteln noch eine Rolle spielen.

Satz 1.6. Fs seien K1 und Ko zwei algebraische Abschliisse eines Korpers K. Dann
ezistiert ein im Allgemeinen nicht-kanonischer Isomorphismus K1 = Ko, welcher
id . K — K fortsetzt.

1.3 Zerfallungskorper

Definition 1.10. Sei § = (f;)ier, fi € K[X], eine Familie nicht-konstanter Polyno-
me mit Koeffizienten aus einem Korper K. Ein Erweiterungskorper L von K heifst

Zerfallungskorper (iiber K) der Familie §, falls gilt:
1. Jedes f; zerfillt iiber L vollstdndig in Linearfaktoren
2. Die Korpererweiterung L/K wird von den Nullstellen der f; erzeugt.

Beispiel 1.9. Sei § = {X? —2}. Dann ist Q(v/2) der Zerfillungskorper von § iiber
Q.

Satz 1.7. Je zwei Zerfallungskorper einer Familie von nicht-konstanten Polynomen
aus K[X] sind iber K (i.A. nicht-kanonisch) isomorph.

Beweis. Dies ist eine Folgerung aus einem in |[Bos| gezeigten Resultat (S. 143, Satz
2), welches besagt, dass jeder K-Homomorphismus @ : L; — Ly zu einem Isomor-

phismus o : L; = L, beschrinkt werden kann. O

Theorem 1.2. Sei K ein Korper und L ein algebraischer Erweiterungskorper von

K. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
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1. Jeder K-Homomorphismus L — L in einem algebraischen Abschluss L von

L lisst sich zu einem Automorphismus von L beschrinken.
2. L ist Zerfallungskorper einer Familie von Polynomen aus K[X].

3. Jedes irreduzible Polynom aus K[X], das in L eine Nullstelle besitzt, zerfdllt

tiber L vollstdndig in Linearfaktoren.

Beweis. Der Beweis erfolgt {iber den Kreisschluss 1 = 3 = 2 = 1. Hierbei ist die

erste Implikation vergleichsweise kompliziert, die anderen beiden sind recht einfach.
O

Definition 1.11. Eine algebraische Korpererweiterung L/K heiftt normal, wenn

die dquivalenten Bedingungen von Theorem [[.2] erfiillt sind.

Bemerkung 1.3. Man sieht hier leicht, dass algebraische Kdrpererweiterungen vom
Grad 2 immer normal sind, da ein Polyonom vom Grad 2 iiber einem Koérper, in

welchem es eine Nullstelle besitzt, in Linearfaktoren zerfdillt.

Korollar 1.5. Sei K C L C M eine Kette algebraischer Kiorpererweiterungen und
sei M /K normal, dann ist M /L ebenfalls normal.

Beweis. Dies ist relativ leicht zu sehen: Angenommen jedes irreduzible Polynom aus
K[X], das in M eine Nullstelle hat, zerfallt iiber M vollstédndig in Linearfaktoren.
Die irreduziblen Polynome aus L[X] sind eine Teilmenge der irreduziblen Polynome

aus K[X], dementsprechend zerfallen auch sie iiber M vollsténdig in Linearfaktoren.

]

Beispiel 1.10. Ein Beispiel fiir Definition ist die Korpererweiterung Q(v/3)/Q.
Da [Q(v/3): Q] = 2, ist diese Korpererweiterung offensichtlich normal.

Bemerkung 1.4. FEine wichtige Anmerkung zu Korollar ist, dass Normali-
tat einer Korpererweiterung NICHT(!) in derselben Weise transitiv ist wie die Al-
gebraizitdt einer Korpererweiterung (siehe Korollar . Die Korpererweiterung
Q(v/3)/Q(v/3) wie auch die in Beispz'el genannte Korpererweiterung Q(v/3)/Q
sind zwar normal, die Korpererweiterung Q(+/3)/Q aber nicht! Dies lisst sich leicht
anhand des Polynoms p(X) = X* —3 € Q[X] erkennen. Das Polynom p ist iiber Q
irreduzibel. Ferner besitzt p offensichtlich eine Nullstelle in Q(~/3). Jedoch zerfillt
p diber Q(v/3) nicht in Linearfaktoren, da:

Xt -3 = (X2 - V3)(X?+V3) = (X — V3)(X — V3)(X? +V3).
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Die ersten beiden Faktoren sind Linearfaktoren in Q(~/3)[X]. Um den dritten Faktor
in Linearfaktoren zerfallen lassen zu kénnen, bendtigt man komplexe Zahlen, welche

nicht in Q(v/3) enthalten sind.

Definition 1.12. Sei L/K eine algebraische Koérpererweiterung. Sei L' derart, dass
e die Erweiterung L'/ L algebraisch ist,
e die Erweiterung L'/K normal ist und
e kein echter Teilkorper von L’ diese beiden Bedingungen erfiillt.

Dann nennt man L’ eine Normale Hiille von L/K.

Satz 1.8. Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung. Dann gilt:

o Zu L/K gibt es eine bis auf (i.A. nicht-kanonische Isomorphie) eindeutige
normale Hille L'/ K

e Ist L/K endlich, so ist auch L' /K endlich

o [st M/L eine algebraische Korpererweiterung und M /K normal, so kann man
L' so wdhlen, dass L C L' C M gilt. Als Teilkérper von M ist L' dann

eindeutig bestimmit.

1.4 Separable Korpererweiterungen

Definition 1.13. Sei K ein Korper und f ein nicht-konstantes Polynom in K[X].

Dann heifit f separabel, wenn alle Nullstellen von f in K einfach sind.
Beispiel 1.11. 1. Trivialbeispiele sind Polynome vom Grad 1.
2. Um das Beispiel noch einmal aufzugreifen:
p(X) =X —3=(X — V3)(X + V3)(X — V/3i)(X + V/3i)
ist separabel, da alle Nullstellen von p in Q einfach sind.

3. Polynome der Form

n

p(X)=J[(X —a), n €N, a; €N, a; # a fiiv i # j

=1

sind separabel iiber Q.
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Satz 1.9. Sei K ein Kérper und p € K[X] ein nicht-konstantes Polynom. Dann
qilt:

e Die mehrfachen Nullstellen von p in einem algebraischen Abschluss K von K

sind auch Nullstellen der Ableitung p' von p, bzw identisch mit den Nullstellen
von ggT'(p, p').

o Wenn char(K) =0 und p irreduzibel ist, so ist p auch separabel.

Beweis. Die erste Aussage folgt aus grundlegenden Aussagen iiber Polynome.

Zum Beweis der zweiten Aussage argumentiert man, dass fiir jede Nullstelle a von f
gilt, dass f das Minimalpolynom von « iiber K ist. Nimmt man nun an, dass « eine
mehrfache Nullstelle von f ist, muss « laut der ersten Aussage auch eine Nullstelle
von " sein. Da grad(f’) < grad(f), muss f’ dann aber das Nullpolynom sein, weil
sonst [’ das Minimalpolynom von « wire, was ein Widerspruch zur angenommen
Irreduzibilitdt von f wére. Also kann « keine mehrfache Nullstelle sein. Das Polynom

f ist dementsprechend separabel. O

Definition 1.14. Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung. Ein Element a € L
heiftt separabel, wenn das Minimalpolynom von « iiber K separabel ist. Der Korper

L heifst separabel iiber K, wenn jedes Element o € L separabel iiber K ist.

Bemerkung 1.5. In Kérpern mit Charakteristik 0 ist jede algebraische Korperer-

weiterung separabel.

Definition 1.15. Einen Korper K nennt man vollkommen bzw. perfekt, wenn

jede algebraische Korpererweiterung separabel ist.

Bemerkung 1.6. Alle Kdrper mit Charakteristik 0, sowie alle endlichen Kérper

und alle algebraisch abgeschlossenen Korper sind vollkommen.

Definition 1.16. Sei L/K eine algebraische Kérpererweiterung. Durch Homy (L, K)
bezeichne man die Menge der K-Homomorphismen von L in einen algebraischen Ab-
schluss K von K. Dann heifit

[L: K], = |Homg (L, K)|
Separabilitatsgrad von L iiber K.

Wir werden spéter Beispiele fiir Separabilitatsgrade von Korpererweiterungen be-
trachten.
Mit Satz folgt insbesondere, dass der Separabilitdtsgrad unabhéngig von der
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Wahl des Algebraischen Abschlusses ist. Der Separabilitiatsgrad ist also eine Invari-
ante einer algebraischen Korpererweiterung. Im Folgenden schauen wir uns ein paar

Aussagen zum Sepearabilititsgrad an, unter anderem ein Analogon zum Gradsatz

(Satz [L.1)).

Satz 1.10. Sei L/K mit L = K(«a) eine einfache algebraische Kdrpererweiterung
und sei o das Minimalpolynom von o iiber K. Auferdem sei K ein algebraischer
Abschluss von K. Dann gilt:

e Der Separablititsgrad [L: Kl ist gleich der Anzahl verschiedener Nullstellen

von i, tn einem algebraischen Abschluss von K
e « ist genau dann separabel iber K, wenn [L: K| = [L: K],

Beweis. Ist « separabel, so ist der Grad von u, gleich der Anzahl seiner verschie-

denen Nullstellen. Dementsprechend folgt, dass

[L: K| = grad(u,) = ,Anzahl der Nullstellen von p.“=[L: K]s.

Satz 1.11. Seien L/K, M/L algebraische Korpererweiterungen. Dann gilt:
M: K|g=[M: Ll;-[L: K]s.

Beweis. Man betrachtet einen algebraischen Abschluss K von K sowie die Men-
gen Homg(L,K) und Homp(M,K) und argumentiert, dass die Verkniipfungen
der Elemente dieser Mengen paarweise verschieden sind und den Elementen von
Homy (M, K) entsprechen. O

Satz 1.12. Sei L/ K eine endliche Kérpererweiterung. Dann ist daquivalent:
1. L/K ist separabel

2. Es gibt Elemente oy, . . ., oy, welche iber K separabel sind und L/ K erzeugen
(also L = K(ay, ..., o)

3. [L: K]y =[L: K]

Bewers. Man zeigt den Kreisschluss 1 = 2 = 3 = 1.
Die erste Implikation ist trivial.

Fir die zweite Implikation kann man die Aussage iiber Zwischenkorper auf den
Fall von einfachen Korpererweiterungen zuriickfithren und die Sétze und
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benutzen.

Die dritte Implikation ist ebenfalls trivial, da nach dem letzten Satz aus Definition
jede algebraische Koérpererweiterung von Kérpern mit Charakteristik Null auch
separabel ist. O

Korollar 1.6. Sei L/K eine algebraische Kdérpererweiterung und MM eine Familie

von Elementen aus L, so dass L/K von M erzeugt wird. Dann ist dquivalent:
o L/K ist separabel.
o Jedes av € M ist separabel iber K.

Sind diese Bedingungen erfillt, so gilt auch [L: K] = [L: K];.

Beweis. Jedes Element o € L liegt in einem Zwischenkérper von L/K der Form

K(aq,...,ap) mit aq,...,q, € M. Damit ist dies eine direkte Folgerung aus Satz
12 O

Korollar 1.7. Seien K C L C M algebraische Kdérpererweiterungen. Dann ist
M/K genau dann separabel, wenn M/L und L/K separabel sind.

Beweis. Man argumentiert hier mit Zwischenkoérpern und dem Gradsatz fiir Sepa-

rabilitiat (Satz[L.11]). O

Definition 1.17. Sei L/K eine separable algebraische Korpererweiterung. Ferner
sei gegeben, dass jedes nicht-konstante Polynom in L[X] vollstdndig in Linearfakto-
ren zerfallt. Dann nennt man L den separablen Abschluss von K. Der separable

Abschluss eines Korpers K wird durch K*% notiert.

1.5 Endliche Galoistheorie

Definition 1.18. Eine algebraische Korpererweiterung L/ K heift galoissch, wenn
sie normal (sieche Definition und separabel (sieche Definition ist. Die
Automorphismengruppe Gal(L/K) := Auty(L) heikt dann Galois-Gruppe der
Galois-Erweiterung L/ K.

Satz 1.13. Sei L/K eine Galois-Erweiterung und E ein Zwischenkérper von L/ K.
Dann gilt:

1. Die Erweiterung L/E ist galoissch und die Galois-Gruppe Gal(L/E) ist in
natirlicher Weise eine Untergruppe von Gal(L/K).
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2. Ist auch E/K galoissch, so beschrankt sich jeder K-Automorphismus von L zu

einem K-Automorphismus von FE, und die Abbildung
Gal(L/K) — Gal(E/K), o+ 0o|g
ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Jeder E-Automorphismus von L ist auch ein K-Automorphismus, also ist
Gal(L/FE) offensichtlich eine Untergruppe von Gal(L/K). O

Bemerkung 1.7. Sei L/K eine endliche normale Korpererweiterung. Dann folgt
ordAuti (L) = [L: K], £ [L: K].
Insbesondere gilt:
ordAutk(L) = [L: K] <= L/K ist separabel.

Definition 1.19. Sei L ein Kérper und G eine Untergruppe von Aut(L). Der soge-

nannte Fixkorper unter G ist die Menge
L :={a€Ll|o(a) = aVo € G},

also die Menge der Elemente, welche unter den Automorphismen in G invariant
(fix) sind.

Satz 1.14. Seien L und G so wie oben und K := LY. Dann gilt:

1. Ist G endlich, dann ist L/K eine endliche Galois-Erweiterung vom Grad
[L: K] =ordG mit Gal(L/K) = G.

2. Ist G nicht endlich, L/K aber algebraisch, dann ist L/K eine Unendliche
Galois-Erweiterung, wobei G C Gal(L/K) eine Untergruppe ist.

Beweis. Es ist leicht zu sehen, dass K = L% in der Tat ein Korper ist.

Fiir ein Element o € L betrachtet man eine maximal grofte Menge

{o1,...,0, | 0s(ax) # 0j(a) fiiri # j} C G.

Man beachte, dass es unter den o; eines geben muss, fir das o;(a) = « gilt. An-

schlieffend betrachtet man das Polynom
p=](X —ai(e).
i=1

Dieses Polynom ist nach Beispiel separabel und hat « als Nullstelle. Also ist
auch L/K separabel. Normalitét folgt daraus, dass L Zerfallungskorper iiber K aller
Polynome des Typs von p ist. O
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Obwohl dieser Satz bereits unendliche Galoiserweiterungen erwahnt, erfordert der
Beweis dieses Teils keine zusétzlichen Argumente, sondern nur jene, die bereits fiir

den endlichen Teil benttigt werden.

Korollar 1.8. Sei L/K eine normale algebraische Korpererweiterung mit G =
Aut g (L). Dann gilt:

o L/LY ist eine Galois-Erweiterung mit Galois-Gruppe G.
o Wenn L/K zusitzlich separabel und damit galoissch ist, so ist LY = K.

Theorem 1.3. (Hauptsalz der endlichen Galois-Theorie) Sei L/K eine endliche
Galois-Fweiterung mit G = Gal(L/K) als Galois-Gruppe. Dann sind die Zuord-

nungen
1. { Untergruppen von G} 2, { Zwischenkérper von L/K}, H — L7 und
2. {Zwischenkorper von L/K} AN {Untergruppen von G}, E — Gal(L/E),

die einer Untergruppe H C G den Fizkérper L7 | bzw. einem Zwischenkérper E von
L/K die Galois-Gruppe der Galois-Erweiterung L/E zuordnen, bijektiv und invers
zueinander.

LY ist genau dann normal und damit galoissch tiber K, wenn H ein Normalteiler

in G ist. In diesem Fall gilt fiir den surjektiven Gruppenhomomorphismus
7: G — Gal(L?/K), o+ o |n,

dass ker(t) = H. Dadurch wird natiirlich ein Isomorphismus G/H = Gal(L"/K)

mduziert.

Beweis. Man betrachtet einen Zwischenkorper E von L/K. Mit Satz folgt,
dass Gal(L/FE) eine Untergruppe von Gal(L/K) ist. Mit der zweiten Aussage aus
Korollar [1.8| folgt £ = LEMHE/E)  woraus wiederum folgt, dass ® o U = id. Fiir die
Umkehrung nutzt man Satz [I.14] O

In Kapitel |3| werden wir uns damit beschéftigen, was passiert, wenn man die Vor-
aussetzung an die Endlichkeit von L/K weglésst, bzw annimmt, dass L/K eine

unendliche Galois-Erweiterung ist.

Korollar 1.9. Jede endliche separable Kdrpererweiterung L/ K besitzt nur endlich

viele Zwischenkdrper.
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Beweis. Man geht zur normalen Hiille von L/K tiber. Damit kann man vorausset-
zen, dass L/K endlich und galoissch ist. Dann korrespondieren die Zwischenkor-
per von L/K nach Theorem bijektiv zu den Untergruppen von Gal(L/K). Da
Gal(L/K) endlich ist, gibt es nur endlich viele Untergruppen und damit nur endlich

viele Zwischenkorper. O



Kapitel 2
Proendliche Gruppen

In diesem Kapitel betrachten wir verschiedene Aussagen rund um die Konzepte von
topologischen Rdumen und proendlichen Gruppen, welche fiir die Aussagen, die wir
in Kapitel |3| zeigen wollen, notwendig sind. Wir orientieren uns hier wieder an dem
Werk von Bosch, sowie an der Vorlesung des Moduls ,,Algebra”“ von Professor Nils
Scheithauer ([Sch21]). Der Teil iiber projektive Limiten ist an diverse Artikel des
Stacks Project ([Sta24]) angelehnt.

2.1 Topologische Raume

Definition 2.1. Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, ¥), wobei X eine Men-
ge ist und ¥ eine sogenannte Topologie, ein System von Teilmengen von X, welche

man als offen bezeichnet und die die folgenden Eigenschaften erfiillen:
e Die leere Menge () und die Grundmenge X sind offen.
e Die Vereinigung beliebig vieler offener Teilmengen von X ist wieder offen.
e Der Schnitt endlich vieler offener Teilmengen von X ist wieder offen.

Eine Menge U € T mit x € U fiir ein 2 € X nennt man auch offene Umgebung

von x. Komplemente von offenen Mengen nennt man abgeschlossen.

Definition 2.2. Sei (X, %) ein Topologischer Raum und Y C X ein Teilraum. Man
nennt ¥ |y={M NY | M € T} die Teilraumtopologie auf Y.

Beispiel 2.1. Hier ein paar Beispiele fiir topologische Réume:

1. Eine Menge X mit Tx = {X,0} ist ein topologischer Raum (mit der soge-

nannten trivialen Topologie).

19
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2. Eine Menge X mit Tx = P(X), wobei P(X) die Potenzmenge von X ist, ist

ein topologischer Raum (mit der sogenannten diskreten Topologie).

3. Die Menge der ganzen Zahlen Z mit der Topologie Tz = {M C Z | |[M¢| < oo}

ist ein topologischer Raum.

Definition 2.3. Eine Abbildung topologischer Raume f: (X', ¥') — (X, %) heifst
stetig, wenn fiir eine T-offene Menge M C X das Urbild f~1(M) immer ¥'-offen
in X’ ist.

Definition 2.4. Sei X eine Menge und ®B ein beliebiges System von Teilmengen von
X. Wir kénnen die von ‘B erzeugte Topologie folgendermafsen konstruieren: Man
erweitert ‘B um die Teilmenge X C X sowie um samtliche endlichen Durchschnitte
von Mengen in 8. Die resultierende Menge bezeichne man als 8’ und nennt genau
die Mengen M C X als offen, welche Vereinigungen von Mengen aus B’ sind. Es ist
leicht nachzupriifen, dass es sich bei dem resultierenden System von Teilmengen T

um eine Topologie von X handelt.

Definition 2.5. Sei X eine Menge und %;, Ty zwei Topologien auf X mit der
Eigenschaft, dass ¥; C T5. Dann heifst T; grober als T und T5 feiner als T

Beispiel 2.2. Es ist leicht zu sehen, dass die triviale Topologie die grobste mogliche
Topologie ist und die diskrete Topologie die feinste mogliche Topologie.

Definition 2.6. Sei (X;);c; eine Familie topologischer Réume und man betrachte
das kartesische Produkt [[..; X;. Zu diesem findet man die Topologie, die von Men-
gen des Typs Hiel U; erzeugt wird, wobei U; offen in X; ist und U; = X; fiir fast
alle 7 € I gilt.

Bemerkung 2.1. Die Topologie in Definition st die grobste Topologie, in der
die Projektionen auf die Faktoren X; noch stetig sind.

Definition 2.7. Ein topologischer Raum X heifst quasi-kompakt, wenn jede of-
fene Uberdeckung von X eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Beispiel 2.3. Ob ein topologischer Raum quasi-kompakt ist oder nicht, héngt i.A.

von der benutzten Topologie ab:

1. Die Menge der natiirlichen Zahlen N versehen mit der Topologie der Potenz-
menge Py ist nicht quasi-kompakt. Betrachtet man zum Beispiel die Uberde-
ckung, welche aus den einelementigen Mengen gebildet wird, so besitzt diese

offensichtlich keine endliche Teiliiberdeckung.



2.1. TOPOLOGISCHE RAUME 21

2. Die Menge der natiirlichen Zahlen N versehen mit der trivialen Topologie
{N, (0} ist offensichtlich quasi-kompakt.

Definition 2.8. Ein topologischer Raum X heiftt hausdorffsch, wenn es fiir je
zwei Elemente z,y € X,z # y offene Umgebungen U,, U, gibt, welche disjunkt

sind.

Beispiel 2.4. So gut wie alle aus der Analysis bekannten Rdume sind hausdorffsch.
Ein Beispiel fiir einen Raum, welcher nicht hausdorffsch ist, ist das Spektrum
Spec(R) = {p: p C R mit p Primideal} eines Rings R, versechen mit der Topolo-
gie Tgpee(r), welche von den Mengen der Art M (z) = {p € Spec(R): x ¢ p} erzeugt

wird.

Im Folgenden werden wir uns hauptséchlich mit hausdorffschen Raumen beschéfti-

gen.

Definition 2.9. Ein topologischer Raum X heifst kompakt, wenn er quasi-kompakt
und hausdorffsch ist.

Definition 2.10. Ein topologischer Raum X mit Topologie Tx heifst total un-
zusammenhingend, wenn es fiir jede Menge A C X, die mehr als ein Element

enthélt, zwei Mengen U,V € Tx gibt, welche die folgenden Eigenschaften besitzen:
e ACUUV

e UNA#DAVNA

e UNANV =10

Alternativ kann man sagen, dass ein topologischer Raum total unzusammenhéngend
ist, wenn nur die leere Menge und die einelementigen Mengen zusammenhangend

sind.

Beispiel 2.5. Die meisten Rdume, die man im Verlauf der Analysis kennengelernt

hat, sind total unzusammenhéngend:

e Die rationalen Zahlen Q mit einer Teilraumtopologie von R sind total unzu-
sammenhéngend. Hat man eine Menge M C @ mit mindestend zwei Elemen-

ten x und y, so liegt zwischen diesen eine irrationale Zahl z. Dann ist
M={zeM|z<z}U{zeM|z>=z}
und damit nicht zusammenhéngend.

e Die natiirlichen Zahlen N sowie die ganzen Zahlen Z sind total unzusammen-

héngend.
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2.2 Proendliche Gruppen

Definition 2.11. Eine Gruppe G heift topologische Gruppe, wenn die zugrun-
de liegende Menge mit einer Topologie versehen ist, die mit der Gruppenstruktur

vertraglich ist.

Definition 2.12. Ein topologischer Raum X heifst proendlich, wenn er haus-

dorffsch, quasi-kompakt und total unzusammenhéangend ist.

Satz 2.1. Fir einen proendlichen Raum X gilt X = lim;cr(X;), wobei X; endliche
diskrete Raume sind und I eine kofiltrierte Menge ist. [Sta24, Tag 08ZW]

Fiir den Beweis von Satz [2.1] miissen wir noch die folgenden Begriffe einfiihren:

Definition 2.13. Eine topologische Grupppe G heift proendliche Gruppe, wenn

der ihr zugrundeliegende topologische Raum proendlich ist.

Definition 2.14. Sei (I, <) eine partiell geordnete Menge und fiir jedes i € I sei
G, eine Gruppe. Des Weiteren sei fiir jedes Paar 7, j € I mit i < j ein Gruppenho-

momorphismus f;;: G; — G; gegeben mit:

o fi=1dgVi e I und

o fi. = fijo fi firi <j<k.
Ein solches System (G, fij)ijer heifit projektives System von Gruppen.

Definition 2.15. Sei (G, fij)ijer ein projektives System von Gruppen. Sei nun
eine Gruppe G zusammen mit Homomorphismen f;: G — G, so dass f; = fi; o f;
fiir alle 7 < j gilt. Dieses System (G, f;)ics heifst projektiver Limes des Systems
(G, fij)ijer, wenn folgende (universelle) Eigenschaft erfiillt ist:

Ist (H, h;)ier mit Gruppenhomomorphismen h;: H — G; ein System, welches die
selben Eigenschaften erfiillt wie (G, f;);cs, dann existiert ein eindeutiger Gruppen-

homomorphismus h: H — G mit h; = f; o h fiir alle ¢ € I.

Falls ein projektiver Limes existiert, ist er bis auf kanonische Isomorphie eindeu-
tig bestimmt. In der oben definierten Eigenschaft ist dann (H, h;);c; insbesondere
ebenfalls ein projektiver Limes von (Gj, fij)ijer- Desgleichen existiert dann ein Ho-
momorphismus ¢g: G — H mit den selben Vertraglichkeiten wie h. Es gilt dann,
dass h und g invers zueinander sind, also g o h = tdy und h o g = idg. Man notiert
den projektiven Limes eines Systems (G;, fij)ijer durch G = @ie , Gi. Man gibt
hier die Homomorphismen f; meist nicht explizit an, wenn sie offensichtlich definiert
sind.

Nun konnen kénnen wir mithilfe des projektiven Limes Satz beweisen:


https://stacks.math.columbia.edu/tag/08ZW
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Beweis. (von Satz Sei Z die Menge der endlichen Partitionen von X. Diese
werden durch |_|Z»E ; Ui notiert, wobei die U; nichtleer und offen sind. Man findet fiir
jedes I € T eine stetige Abbildung X — I, welche einen Punkt aus U; auf ¢ abbildet.
Wir definieren eine Halbordnung I < [’ fiir 1,1’ € Z mit

I < I' & I’ ist eine Verfeinerung von 1.

Hierbei verstehen wir eine Verfeinerung analog zu dem Feinheitsbegriff bei Topolo-
gien. Daraus erhalten wir eine kanonische Abbildung I’ — 1.

Damit haben wir nun alle Bausteine eines projektiven Systems beisammen, wobei
wir hier allerdings Mengen U; statt Gruppen G; betrachten. Dies ist aber kein Pro-
blem, da tatsdchlich weniger Voraussetzungen erfiillt werden miissen als bei einem
projektiven System von Gruppen.

Die Abbildungen X — I sind mit den Abbildungen I’ — I vertrdglich und es exis-
tiert eine bijektive, stetige Abbildung X — lim ;7. Als stetige, bijektive Abbil-
dung zwischen Topologischen Raumen handelt es sich hierbei um einen sogenannten
Homd&omorphismus. Der Rest des Beweises folgt aus den Eigenschaften eines Ho-

moomorphismus. O

Satz 2.2. Sei G eine proendliche Gruppe. Dann gilt:
G = limyca(G/N),

wobei die Gruppen N hier offene, normale Untergruppen von G sind. Die Gruppen
G/N sind dann endlich und diskret. [Sta2{), Tag 08ZW|]

Beweis. Die Abbildung ist stetig, da jede Abbildung G — G/N stetig ist. Die Ab-
bildungen G — G/N sind auch surjektiv, also ist die Abbildun G — limyca(G/N)
ebenfalls surjektiv, was aus Lemma 5.12.6 aus dem Stacks Project [Sta24, Tag 005D
folgt. Die Abbildung ist auch injektiv, da jede Umgebung des neutralen Elements |
eine normale Untergruppe enthélt. Letzteres Argument ist aber etwas umfangreicher
als hier angemessen ware. Es sei aber gesagt, dass der Beweis iiber eine Konstrukti-
on einer solchen normalen Untergruppe in einer beliebigen Umgebung mithilfe einer

stetigen Abbildung in einen endlichen diskreten Raum funtkioniert. n
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Kapitel 3
Unendliche Galoistheorie

In diesem Kapitel widmen wir uns dem zentralen Thema dieser Arbeit. Im Ge-
gensatz zur endlichen Galois-Theorie (siehe Kapitel beschéaftigen wir uns hier
mit den Galois-Gruppen von unenlichen Galois-Erweiterungen, vor allem Erweite-
rungen der Form K /K fiir einen Korper K und einen algebraischen Abschluss K,
welche fast immer unendlich sind (dies werden wir im vierten Kapitel noch néiher
betrachten). Dieses Kapitel orientiert sich ebenfalls zu grofem Teil an dem Werk von
Siegfried Bosch (|Bos|) und an verschiedenen Artikeln des Stacks Projects (|Sta24]).
Zuerst betrachten wir ein Resultat, welches es vereinfacht, die Galois-Gruppen von
dem Typ K /K zu verstehen:

Satz 3.1. Sei K ein Kirper und K ein algebraischer Abschluss von K. Dann gilt:
Gal(K/K) = Autg(K) = Aut g (K*P)
fuir einen separablen Abschluss K*P.

In anderen Worten, die Galois-Theorie ist nicht in der Lage, einen Unterschied

zwischen K und K¢ festzusstellen.

Beweis. Fiir Korper der Charakteristik 0 bzw. perfekte Kérper im Allgemeinen ist
diese Aussage trivial, da in diesem Fall K = K*° gilt. Man kann in gewisser Weise
den separablen Abschluss als "grofite" Galoiserweiterung auffassen, da K*? normal

und maximal separabel ist. O

Wir fithren nun einige zusitzliche Uberlegungen durch, welche insbesondere fiir
unendliche Galois-Erweiterungen von Interesse sind.

Sei L/K eine Galois-Erweiterung. Wir betrachten das System der iiber K endli-
chen und galoisschen Zwischenkérper £ = (L;);e;. Wir bezeichnen die jeweiligen
Restriktionshomomorphismen als f; : Gal(L/K) — Gal(L;/K), 0 — o

L;-

24
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Wir kénnen nun mit jedem o eine Familie von K-Automorphismen (o;);c; definieren,
wobei o; := fi(0) gilt. Flir Zwischenkorper L; C L; gilt dann o; |1,= o;.
Gal(L;/K) haben,

fiir die auch o, |1,= o; fiir Zwischenkoérper L; C L; gilt, in einen eindeutigen dazuge-

Gleichermafen kénnen wir, wenn wir eine Familie (0;)ier € [ [,
horigen K-Automorphismus o € Gal(L/K) finden. Dies liegt zum einen daran, dass
L= 1,ec Li, da man fiir jedes Element o € L einen galoisschen Zwischenkorper in
L findet, der a enthélt (z.B. die normale Hiille von K (). Zum anderen finden wir fiir
je zwei Galois-Zwischenkorper L;, L; € L einen Zwischenkorper Ly mit L, UL; C Ly,
(z.B. L;- L; = K(L;, L;)). Ist also (0;);es eine Familie von K-Automorphismen mit
den oben beschriebenen Eigenschaften, so ergibt sich daraus eine eindeutige und
wohldefinierte Abbildung o : L — L, welche ein K-Automorphismus ist.

Wir fithren nun eine Halbordnung ¢ < j < L, C L, fiir 4, j € I auf der Indexmenge
I ein. Des Weiteren seien f;; : Gal(L;/K) — Gal(L;/K) fiir i < j die jeweiligen
Restriktionen.

Damit haben wir nun alle Bausteine eines projektiven Systems von Gruppen bei-

sammen und es ergibt sich das Resultat:

Satz 3.2. Mit den Restriktionen f; : Gal(L/K) — Gal(L;/K) erhdlt man die
Galois-Gruppe Gal(L/K) als den projektiven Limes des Systems (Gal(L;/K), fi;).
Es gilt also:
Gal(L/K) = l'&lGal(Li/K).
el

Korollar 3.1. Fiir die Galois-Gruppe Gal(K/K) gilt dementsprechend:
GCZZ(F/K) = limKCLCKSGP-

Wir betrachten weiterhin eine Galois-Erweiterung L/K mit einem System £ =
(L;)ier von allen in L liegenden endlichen Galois-Erweiterungen von K sowie Re-
striktionen f; : Gal(L/K) — Gal(L;/K). Fiir alle ¢ € I konstruieren wir topo-
logische Réume (Gal(L;/K), P(Gal(L;/K))), statten also die Galois-Gruppen der
Zwischenkorper mit der diskreten Topologie aus (siehe Beispiel [2.1)).

Anschliefend versehen wir Gal(L/K) mit der grébstmdoglichen Topologie Tgai1/k),
so dass die Restriktionen f; stetig sind. Fiir jede Teilmenge M von Gal(L;/K) gilt
also, dass fi_l(M) € Taa(r/K), fir alle 7 € I. Die Topologie €y 1 k) ist demnach
jene, die von den allen Urbildern der Form f; (), x € Gal(L;/K) erzeugt wird.
Wir haben somit in relativ natiirlicher Weise eine Topologie auf unserer Galois-
Gruppe Gal(L/K) definiert und konnen damit nun Aussagen iiber Offenheit und
Abgeschlossenheit von Teilmengen (und damit insbesondere Untergruppen!) von
Gal(L/K) treffen.
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Zunichst aber eine Aussage tiber Gal(L/K) selbst:

Bemerkung 3.1. Die Galois-Gruppe Gal(L/K) ist mit der oben beschriebenen
Topologie kompakt (siehe Deﬁm’tion und total unzusammenhdngend (siehe De-
finition , also ist sie proendlich.

Beweis. Den Beweis fiihrt man iiber eine Inklusion
Gal(L/K) — [ [ Gal(Li/K).
iel
Man zeigt die entsprechenden Eigenschaften fiir [[,.; Gal(L;/K). Dass Gal(L/K)
total unzusammenhéngend ist, folgt daraufhin direkt. Fiir die Kompaktheit muss
Gal(L;/ K) abgeschlossen

ist, was man iiber ein Widerspruchsargument zeigen kann. O]

man im Anschluss noch zeigen, dass Gal(L/K) in []

el

Bemerkung 3.2. Fine Teilmenge A C Gal(L/K) ist offen, wenn fiir jedes Ele-
ment a € A ein Index i € I emistiert, so dass f;*(fi(a)) C A.

GleichermafSen ist eine Teilmenge B C Gal(L/K) abgeschlossen, wenn fiir jedes
Element b ¢ B (alsob € Gal(L/K)\ B) eini € I existiert, so dass f; ' (fi(b))NB =
0.

Der Abschluss C einer Teilmenge C C Gal(L/K) ist die Menge aller Elemente
o € Gal(L/K) mit der Eigenschaft, dass f;*(fi(0))NC fiir allei € I gilt. Aquivalent
kann man den Abschluss als Schnitt definieren: C = Nocp D, wobei die Mengen D
in Gal(L/K) abgeschlossen sind.

Kommen wir nun zu dem Problem, welches einem begegnet, wenn man versucht,
den Hauptsatz der endlichen Galois-Theorie unverdndert auf allgemeine Galois-

Erweiterungen anzuwenden:

Satz 3.3. Sei H C Gal(L/K) eine Untergruppe und L* der dazugehirige Fizkor-
per. Dann entspricht Gal(L/L™) als Untergruppe von Gal(L/K) dem Abschluss von
H.

Nimmt man demnach eine offene (und insbesondere nicht abgeschlossene) Unter-
gruppe H C Gal(L/K) sowie ihren Abschluss H, so gilt, dass L7 = LH | aber
H # H. Also sind die Abbildungen aus dem Hauptsatz der endlichen Galois-Theorie
(Theorem keine Bijektionen mehr und dementsprechend nicht mehr zueinander
invers, da die Menge der Untergruppen von Gal(L/K) gewissermafen ,zu grof fiir
die Menge der Zwischenkorper von L/K ist.

Der Satz liefert uns aber zugleich die Losung fiir dieses Problem: Um soviel von

dem Hauptsatz der endlichen Galois-Theorie zu erhalten wie moglich, kann man
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sich einfach auf die abgeschlossenen Untergruppen von Gal(L/K) beschranken. Wir

erhalten eine analoge Aussage:

Satz 3.4. Sei L/ K eine beliebige Galois-Eweiterung mit G = Gal(L/K) als Galois-

Gruppe. Dann sind die Zuordnungen

1. {abgeschlossene Untergruppen von G} 2, {Zwischenkorper von L/K}, H —
L7 und

2. {Zwischenkorper von L/K} 2, {abgeschlossene Untergruppen von G}, E
Gal(L/E),
welche einer abgeschlossenen Untergruppe H C G den Fizkérper LY, bzw. einem

Zwischenkorper E von L/ K die Galois-Gruppe der Galois-Erweiterung L/E zuord-

nen, bijektiv und invers zueinander.

Um Satz zu beweisen, muss man nur Satz zeigen, der Rest folgt aus dem

Hauptsatz der endlichen Galois-Theorie.

Beweis. fiir Satz[3.5

Wir betrachten wie bereits zuvor das System £ = (L;);c; der endlichen und galoiss-
chen Zwischenkérper mit Restriktionshomorphismen f; : Gal(L/K) — Gal(L;/K).
Sei nun H; = f;(H). Ein Element o € L;, welches unter H invariant ist, ist also auch
unter H; invariant und umgekehrt. Daraus folgt unmittelbar, dass L# N L; = LY,
also auch L = J,.; LY.

Sei nun H' # H eine andere Untergruppe von Gal(L/K) mit Restriktionen H =
fi(H"). Es gilt offenkundig, dass L = L' < H; = H! fiir alle i € I. Die Unter-
gruppe H" := (,c; f; '(H,;) ist die grofte, welche die Eigenschaft f;(H"”) = H; fiir
alle i € [ erfiillt, fiir die also L7 = L gilt. Also ist H"” = Gal(L/LY).
Umgekehrt kann man den Abschluss von H berechnen und zeigen, dass es sich hier-

bei um H” handelt. Unter Verwendung von der ersten Definition von Bemerkung
zeigt sich:
T = {o € Gal(L/K) | 7 (filo)) N H £ 0Vi € I}
={o € Gal(L/K) | fi(oc) € H;Vi € I}
=)/ ' (Hy)

icl

— H

Demnach gilt H = H' = Gal(L/L") und Gal(L/L") entspricht als Untergruppe
von Gal(L/K) dem Abschluss von H. O



Kapitel 4
Konkrete Beispiele

In diesem Kapitel betrachten wir konkrete Beispiele fiir Erweiterungen des Typs
K/K bzw. K*°?/K fiir einen Kérper K, da diese fast immer unendlich sind. Die
Galois-Gruppe einer solchen Erweiterung heifst absolute Galois-Gruppe. Zu-

néachst mochten wir aber den Begriff ,fast immer* ein wenig verfeinern:

4.1 Endliche Erweiterungen der Form K /K

Beispiel 4.1. Der Trivialfall: Sei K = K*% ein separabel abgeschlossener Korper.
Dann gilt offensichtlich Gal(K/K) = {id} und [K : K] =1 < oo.

Beispiel 4.2. Sei K = R. Dann ist K = K** = C und Gal(K/K) = Gal(C/R) =
{id, 5}, wobei G die komplexe Konjugation ist. Der Grad der Erweiterung ist dann
[C: R] =2 < 0.

Fiir den Grad 2 gibt es noch weitere Beispiele: Eines davon ist die Erweiterung der
reellen algebraischen Zahlen R,, = A NR zu den algebraischen Zahlen A = Q.
Hierbei gilt A = Ry,(i), wobei i die imagindre Einheit ist, die Galois-Gruppe
Gal(A/R,y,) ist also, genauso wie bei der Erweiterung C/R, die Menge {id,5}.

Eine Frage, die nun naheliegnd ist: Gibt es Korpererweiterungen der Form K/K
mit [K: K] = n fiir ein beliebiges n € N mit 2 < n < 0o? Die Antwort ist faszinie-
renderweise: Nein! Tatséchlich folgt aus dem Artin-Schreier-Theorem (siehe [Lan02],
Korollar 9.3 in Kapitel VI), dass alle endlichen Kérpererweiterungen des Typs K /K
(bis auf die triviale Korpererweiterung) den Grad 2 besitzen und gewissermafsen

analog zu der Erweiterung C/R sind:

Satz 4.1 (Artin-Schreier-Theorem). Sei L ein algebraisch abgeschlossener Korper

28
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und K C L ein Unterkdorper mit 1 < [L: K] < oo. Dann gilt, dass L = K (i) mit
i = —1 und ferner, dass char(K) = 0.

Bemerkung 4.1. Es gilt insbesondere, dass [L: K| = 2.

Beweis. Der Beweis ist ausfiihrlicher in Serge Langs Lehrbuch ,Algebra“ [Lan02]
zu finden, im Folgenden wird er nur grob umrissen.

Zunéchst zeigt man, dass L/K eine Galois-Erweiterung ist. Da L algebraisch ab-
geschlossen ist, ist L/K normal. Es bleibt noch die Separabilitdt zu zeigen. Die-
se ist im Fall von char(K) = 0 immer erfiillt. Um zu sehen, dass L/K auch fiir
char(K) = p < 0 separabel ist, fiihrt man einen Widerspruchsbeweis.

Um zu zeigen, dass [L: K] = 2, nimmt man an, dass [L: K] > 2. Dann gilt
|Gal(L/K)| > 2 und |Gal(L/K)| ist demnach entweder durch eine ungerade Prim-
zahl oder 4 teilbar. Dies fiihrt man zu einem Widerspruch, der aber mehr Vorberei-
tung bendtigt als an dieser Stelle angemessen wéare. Man kann die Vorbereitungen
in [Lan02] nachlesen. O

Die endlichen Erweiterungen des Typs K /K von einem Korper K sind also inter-
essanterweise sehr iiberschaubar. Die unendlichen Erweiterungen des Typs K/K

eines Korpers K sind hingegen etwas vielfaltiger.

4.2 Unendliche Erweiterungen des Typs K /K

Beispiel 4.3. Sei K = [, ein endlicher Kérper mit ¢ = p" fiir eine Primzahl p und
eine natiirliche Zahl n > 0. Wie sieht dann die Galois-Gruppe Gal(K /K) aus?

Zunéchst sieht man, dass es sich bei F, fiir alle n € N um einen Erweiterungskorper
von F, handelt. Analog kann man sehen, dass alle Erweiterungskorper von IF, die

Form F: besitzen.

Wir betrachten nun wie in der Konstruktion von Satz das System der endlichen
Galoiserweiterungen von F, notiert als F := (F;i );en., mit der Teilmengenrelation
als Halbordnung. Geméf Satz[3.2] gilt dementsprechend, dass

Gal(F/F,) = lim Gal(Fg /F,).

1€Ns o
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Nun wissen wir aber noch nicht viel iiber das projektive System von (Fgi, fi;)ijenw,-
Insbesondere haben wir noch keine Kenntnis iiber die Homomorphismen f;;. Zu
diesem Zweck betrachten wir nun den Frobenius-Homomorphismus, bzw. seine n-te

Potenz:
o:F =T,

a— (aP)" = al.

Die Abbildung o ist der relative Frobenius-Homomorphismus iiber F,. Es ist leicht
zu sehen, dass o € Autp, (F). Auberdem gilt, dass F, der Zerfallungskorper des
Polynoms X? — X {iber F, ist. Also ist F, der Fixkorper der von o erzeugten Un-

tergrupppe von Gal(F).

Wir setzen o; := o |Fqi' Dann werden die Galois-Gruppen Gal(F,:/F,) fiir alle
1 € Ny von den Restriktionen o; erzeugt. Es gilt beziiglich der Halbordnung ,,C*,
dass Fi C F,; genau dann, wenn i | j. Ferner, wenn F i C F,; gilt, dann gilt fiir die
Restriktion

Gal(Fy; /Fp) = Gal(Fq /Fp),

dass oj > 0;.

Ohne zu sehr ins Detail zu gehen, kann man erkennen, dass die zyklischen Galois-
Gruppen Gal(F, /F,) gewissermaken den zyklischen Gruppen Z/jZ entsprechen,
wobei die erzeugenden Elemente o; zu den Restklassen 1 € Z/jZ korrespondieren.
Damit gilt
Gal(F/F,) = lim Gal(F,/F,) = lim Z/iZ =: Z.
i€N>o i€N>0

Da Z (auch genannt die proendliche Verfollstdndigung von Z) nicht von dem
gewihlten p oder ¢ abhéngt, ist 7 insbesondere (bis auf Isomorphie) die absolute

Galois-Gruppe von jedem endlichen Korper.
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