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Einleitung

In der vorliegenden Arbeit werden Borcherdsprodukte und gewisse Verallgemeinerungen
auf Hilbertschen Modulflichen untersucht. Zum besseren Verstéindnis geben wir zunéchst
eine kurze Einfiihrung in die Borcherdssche Theorie.

Sei (-, ) eine symmetrische nicht ausgeartete Bilinearform der Signatur (2,n) auf einem
reellen Vektorraum V' der Dimension 2+n und M C V ein gerades Gitter. Die quadratische
Form

dfa) = 5(,)
ist also ganzzahlig. Mit dem zu M dualen Gitter M’ kann man die sogenannte Diskrimi-
nantengruppe M'/M bilden, welche eine endliche abelsche Gruppe ist.

Wir dehnen die Bilinearform (-,-) C-bilinear auf V(C) = V ® C aus und betrachten
im projektiven Raum P(V(C)) die Nullquadrik (z, z) = 0. Durch die Bedingung (z,z) > 0
wird darin eine offene Teilmenge mit zwei Zusammenhangskomponenten definiert. Wir
bezeichnen eine der beiden mit ,, und mit O'(V') die Untergruppe vom Index 2 in

O(V)={g € GL(V); (g2,9y) = (z,y)},

welche H,, in sich iiberfiihrt. Dies ist eine konkrete Realisierung des symmetrischen Raumes
O(V)/K, wobei K eine maximal kompakte Untergruppe von O(V') bezeichne. Sei

O(M) ={g € O(V); ¢g(M)= M}
die ganzzahlige orthogonale Gruppe zu M und
I <O'(M):=0(M)n0O'(V)

eine Untergruppe von endlichem Index. Dann trégt #, /I’ nach Baily Borel die Struktur
einer quasiprojektiven algebraischen Varietit.

Fiir das Studium des Raumes H,, /T ist die Untersuchung von Divisoren von besonderer
Bedeutung. Ist & € M'/M und m eine negative rationale Zahl, so betrachten wir den
Divisor

H(m,«a) = Z vt N H,.
veM’

q(v)=m
v+M=a
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6 FEinleitung

Dabei steht v fiir das orthogonale Komplement von v in P(V(C)).

Ist speziell T" die Untergruppe aller Elemente von O’ (M), die auf M'/M trivial operieren,
so ist H(m, «) invariant unter I'. Es 1a8t sich zeigen, da H(m, ) das Urbild eines alge-
braischen Divisors Y (m, ) auf H,, /T ist. Dieser setzt sich aus endlich vielen eingebetteten

Hp 1/ r zusammen, wobei H,,_; das orthogonale Komplement in H,, eines Vektors v € M !
bezeichnet, I den Durchschnitt von T mit O(M) und M das orthogonale Komplement von
vin M.

Im Spezialfall n = 1 sind die Y (m, a) Heegnerpunkte [GZ], fiir n = 2 bekommt man
Hirzebruch-Zagier-Zykeln [HZ] und fiir n = 3 Humbertsche Flichen [Ge]. In der vorliegen-
den Arbeit wihlen wir Borcherds folgend [Bo3] die einheitliche Bezeichnung Heegnerdivi-
soren.

Borcherds hat in [Bol, Bo2] eine Liftung konstruiert, die einer geeigneten elliptischen
Modulform f eine automorphe Form B(f) beziiglich T zuordnet, deren Null- und Polstel-
lendivisor sich aus Heegnerdivisoren der Form Y (m, o) zusammensetzt.

Es bezeichne Ay, den Z-Modul aller M'/M-Tupel f = (f,) holomorpher Funktionen
auf der oberen Halbebene H mit den Eigenschaften:

i) fa(r+1) =0 fo (1)
1

Zl) fa <—;> \/7\/7 / —27rl( )fﬂ(T)
BEM' /M
ZZZ) fa(T) = Z aa(k)e%rikq—

keQ
k>—00

) aq €Z fir k<0,ae M /M.

Falls M unimodular ist, so sind die Elemente von A,; gewohnliche elliptische Modulformen
vom Gewicht 1 — n/2 beziiglich Sly(Z), die moglicherweise einen Pol in oo besitzen.

Ist f € Ay, so existiert nach [Bo2] Theorem 13.3 eine meromorphe automorphe Form
B(f) beziiglich der angegebenen Untergruppe I' von O'(M), deren Divisor die Form

(BUN= 3 aum)¥(m o)
aEM' /M
m<0

hat (mit den in (iii) auftretenden Koeffizienten a,(k)). Das Gewicht von B(f) ist ao(0)/2,
also durch den nullten Fourierkoeffizienten der nullten Komponente von f gegeben. Die
Funktion B(f) 148t sich mit Hilfe der von Harvey und Moore in [HM] eingefiihrten sin-
guldren Thetakorrespondenz als unendliches Produkt konstruieren, daher auch die Bezeich-
nung ,,Borcherdsprodukt .

In einer weiteren Arbeit [Bo3] zeigte Borcherds unter Verwendung der Serre-Dualitit,
daf} die einzigen Beschrankungen bei der Konstruktion von Modulformen aus A,; mit vor-
gegebenem Hauptteil durch einen ,,Hindernisraum® Hj; von ganzen Modulformen gegeben
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sind. Ein M'/M-Tupel g = (g,) holomorpher Funktionen auf H liegt in H),, falls es den
Bedingungen

i) ga(T+1) =g, (1)

24+n
g 1 1 T z 2mi(ar,3)
" wl— | = ———/ = e , -
) g < T) \/|M’/M|\/Z g/;( )

BeM! /M
iii)  ga(T) =) ba(k)e™"

keQ
k>0

geniigt. Die Elemente von H), sind also vektorwertige Modulformen vom Gewicht 1+n/2,
die auch in oo holomorph sind. Satz 3.1 in [Bo3| impliziert nun, dafi ein M'/M-Tupel
h = (hg) von Fourierpolynomen

ho(r) = Y calk)e™™

k<0

k=q(a) ~(mod 1)
mit ¢, (k) € Z fiir k£ < 0 genau dann der Hauptteil in oo einer Modulform f € A, ist,
wenn fiir alle g € H), gilt:

S cal(k)ba(—k) =0.
aeM' /M
k<0

Damit hat man eine hinreichende Bedingung dafiir gefunden, daf sich eine Linearkombi-
nation von Heegnerdivisoren

Y. ca(m)Y(m,a)
aeM' /M
m<0
als Divisor einer automorphen Form realisieren 148t.
An dieser Stelle erhebt sich in natiirlicher Weise die Frage, ob diese Bedingung auch
notwendig ist (siehe dazu [Bo3] Example 4.2). Mit anderen Worten:

Frage (x). Sei F eine automorphe Form beziiglich T' < O'(M), deren Divisor eine Linear-
kombination der Y (m,«) ist. Gibt es dann ein f € Ay, so dafy (B(f)) = (F) ist?

Diese Frage hat die in der vorliegenden Arbeit durchgefiihrte Untersuchung moti-
viert. Sie wird im Spezialfall, daf3 T die Hilbertsche Modulgruppe eines reell-quadratischen
Zahlkérpers K = Q(v/D) der Diskriminante D =1 (mod 4) ist, positiv beantwortet.

Bevor wir unsere Vorgehensweise detailliert beschreiben, méchten wir noch einige all-
gemeine Bemerkungen voranstellen.
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Borcherds skizziert in [Bo3] Example 4.2 (unter der Voraussetzung n > 3) zur Beant-
wortung der Frage (x) in wenigen Worten ein Projekt, das man wie folgt interpretieren
kann.

Man dehne die Borcherdsliftung auf einen geeigneten Raum A,; von nichtanalytischen
Modulformen aus, der den Raum A,; umfaBt. Dabei sollte A,, so beschaffen sein, daB
jedes M'/M-Tupel von Fourierpolynomen der ,,Hauptteil* eines Elements f € Ay ist.
So sollte man jeden Heegnerdivisor Y (m,«) als Divisor eines (i.a. nicht meromorphen)
verallgemeinerten Borcherdsproduktes darstellen konnen. (Hier wére eine alternative Idee,
den Borcherdslift auf Eichler-Integrale zu verallgemeinern. Dies sind auf H holomorphe
Funktionen f, in deren Transformationsverhalten (cr +d) *F(yr) = f(7) + p,(T) gewisse
Periodenpolynome p, (7) auftreten. Referenzen hierzu sind [Knl] und [Kn2].)

Diesen verallgemeinerten Borcherdslift konnte man dann als Abbildung

in cine modifizierte Divisorklassengruppe Cl(#,,/T') von H,,/T verstehen (Cl1(#,/T) ist die
Gruppe aller Divisoren modulo der Untergruppe der Divisoren von automorphen Formen).
Der Hindernisraum H); wére dual zu (A, /Ax) ® C, folglich bekéime man eine Abbildung

H:, — Cl(H,/T) ® C.
Um (%) zu beantworten, héitte man dann zu zeigen, dafl diese Abbildung injektiv ist.

Die vorliegende Arbeit beruht auf der Idee, den zu konstruierenden verallgemeiner-
ten Borcherdslift mit der Chernklassenabbildung zusammenzusetzen. So sollte man eine
Abbildung vom Dual H;,; des Hindernisraumes in die Kohomologie von #,,/I" erhalten.

Liftungen von elliptischen Modulformen in die Kohomologie wurden in der Literatur
auf andere Weise — némlich als verallgemeinerte Kurokawa-Lifts — beschrieben (siche
[PS1, PS2, Kul, Ku2, Ku3]). Man sollte vermuten, dafl beide Konstruktionen ein und
dasselbe liefern.

In der vorliegenden Arbeit wird das soeben beschriebene Programm im Spezialfall der
Hilbertschen Modulgruppe eines reell-quadratischen Zahlkérpers behandelt.

Dabei entwickeln wir allerdings einen neuen Zugang zur Borcherdsschen Theorie, der
fiir unsere Zwecke besonders geeignet ist.

Es bezeichne O den Ring der ganzen Zahlen in K, 0 die Differente, z +— 2’ die Konjugati-
on in K und N(z) = xz’ die Norm eines Elements. Man kann die Hilbertsche Modulgruppe
'k = Sly(O) auch als ganzzahlige orthogonale Gruppe des Gitters Z & Z & O mit der
quadratischen Form

q((a,b,\)) = AN —ab ((a,b,\) €ZDZ® O)

auffassen. In der zu Beginn eingefiihrten Terminologie betrachten wir also den Fall O(2, 2).
Das zugehorige Hermitesche symmetrische Gebiet Hy 148t sich auch als Produkt H x H
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zweier oberer Halbebenen realisieren. In diesen Koordinaten schreibt sich fiir eine negative
ganze Zahl m und a € 97'/O der Heegnerdivisor H(m/D, ) in der Form

H(m/D,a) ={(z1,2) € HxH;, 3a,b,\) € Z x Z x 0" mit N(\) —ab=m/D,
=a (mod O) und az 23 + Az; + Nz + b = 0}.

Aus spiter ersichtlich werdenden Griinden betrachten wir — wie auch Hirzebruch und

Zagier [HZ] — speziell die Linearkombinationen
H(m) = Z H(m/D, ).
acd—1/O

Der Divisor H(m) ist das Urbild eines algebraischen Divisors Y (m) auf dem Quotienten
Die Grundidee unseres Zugangs zur Borcherdsschen Theorie ist einfach und kann wie
folgt beschrieben werden: Wir wollen dem Heegnerdivisor H(m) die Poincaréreihe

laz1Zo + Az1 + XNZy + b|2>
21, 29) = lo
Pm (21, 22) a%_:z & <|az122 + Azp + Nzp + b2

Aeo~!
N(A)—ab=m/D

zuordnen. Formal ist sie invariant unter ' x und hat eine logarithmische Singularitit entlang
von H(m). Man kann also hoffen, durch die Bildung exp(¢m,(z1,22)) den Betrag eines
verallgemeinerten Borcherdsproduktes zu erhalten.

Die Reihe ¢,(z1, 22) divergiert jedoch; wir regularisieren sie in der folgenden Weise.
Zunichst betrachten wir fiir s = o + it € C mit ¢ > 1 die lokal gleichméfig absolut
konvergente Reihe

4im D
D, (21, 22,8) = Z ©s ( im|y112/ ) |

|(Z2’1§2 + )\21 + )\’22 + b|2

wobei

= T(k+s)? ['(s)?
ws(z)zz /E; o) Y (5) - F(s,5,25;2)

und zy = 21 +iyy, 22 = Ty + iys. Wegen ;(z) = —log(1 — z) und aufgrund der Beziehung
laz1 2o + A2y + N2 + b|? = dim|yiya/D + |azi 20 + A2y + N 2 + b|?

fir (a,b,\) € Z x Z x 07! mit N(\) — ab = m/D, gilt formal ®,,(z1, 20, 1) = ¢ (21, 22).
(Im Spezialfall D = 1, m = —1 stimmt ®,,(z1, 22, s) mit der automorphen Greenschen
Funktion fiir Sly(Z) tiberein [He].)
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Mit Hilfe der Fourierentwicklung, die wir in Kapitel 2.2 explizit berechnen, 148t sich
®,, (21, 22, s) meromorph auf {s € C; o > 3/4} fortsetzen (siehe Satz 2.9 und Satz 2.15).
Bis auf einen einfachen Pol bei s = 1 ist ®,,(21, 22, 5) sogar holomorph in diesem Ge-
biet. Wir definieren die regularisierte Poincaréreihe ®,,(z1, 23) als konstanten Term der
Laurententwicklung in s von ®,,(21, 22, s) an der Stelle s = 1.

Aus der Konstruktion folgt direkt, dafl @,,(z, 22) invariant unter I'x ist. Weiterhin kann
man zeigen, dafl ®,,(z1, z3) auf H x H — H(m) reell analytisch ist und eine logarithmische
Singularitét lings H (m) aufweist (Satz 2.17).

Sei My(D, xp) der Vektorraum der Modulformen vom Gewicht 2 beziiglich I'y(D) mit
Charakter xp = (£2), der Unterraum der Spitzenformen werde mit S»(D, xp) bezeichnet.

Mit Hilfe eines Resultats von Zagier iiber gewisse Exponentialsummen ([Zal] §4 Pro-
position) kénnen wir ®,,(z1, 22) als Summe zweier reellwertiger Funktionen 1), (21, 22) und
&m(z1, 22) mit den folgenden Eigenschaften schreiben (Lemma 2.19, Satz 2.23):

Die Funktion &, (21, 22) ist reell analytisch auf ganz H x H. In ihrer Fourierentwicklung

Em(21,22) = qo(m) log(y1y2) +4 Y piow(Im]) log [1 — e(vz) + v'25))|

=

V' <0
treten die |m|-ten Koeffizienten p,(|m|) gewisser Poincaréreihen P, aus Sy(D,xp) auf.
Diese P, sind im wesentlichen die von Zagier in [Zal] eingefiihrten Linearkombinatio-
nen von Poincaréreihen zu den verschiedenen Spitzen von I'g(D). Die erzeugende Reihe
E(2) =14, o qo(—n)e*™ der go(m) ist eine (analog gebildete) Linearkombination von
Eisensteinreihen aus My(D, xp).

Weiterhin ist ,,(21, 22) durch den Logarithmus vom Betrag einer auf H x H holo-
morphen Funktion W,,(z1, 25) gegeben. Die einzigen Nullstellen von W, (2, 22) liegen auf
H(m), und in bestimmten offenen Teilen W C Hx H besitzt U,,(2, 22) eine Borcherdssche
Produktentwicklung

Wi (21, 22) = e(pwz1 + pyy22) H (1—e(vz + V’ZQ))iqDUU,(m) i

veo!
(v, WW)>0

Dabei sind py und py;, reelle Konstanten. Die ¢, (m) (n # 0) bezeichnen die Koeffizienten
gewisser Poincaréreihen vom Gewicht 2 beziiglich T'y(D), welche in den Spitzen von T'y(D)
Pole besitzen.

Es sei a, (r € N) das Funktional im Dualraum von Sy(D, xp), das einer Modulform
f ihren r-ten Fourierkoeffizienten zuordnet. Der von den a, erzeugte Z-Modul werde mit
A(D, xp) bezeichnet. Wihlt man ganze Zahlen ¢y, ..., cy mit Z;vzl cja; =0, so gilt

N

N
E(z1,2) = Y i€ (21, 22) = log(1iy2) Y ¢iq0(—1)-
j=1

j=1
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Man kann schliefien (Satz 2.28), dafl

N

U(z1,22) = H W_j(21,22)

i=1

eine automorphe Form vom Gewicht —31 Z;VZI ¢jqo(—J) (mit einem gewissen Charakter)
beziiglich I'x darstellt, deren Null- und Polstellendivisor gleich

N
> Y (=)
j=1

ist. Insbesondere finden wir (Satz 3.1), dal durch a, — Y (—r) ein Homomorphismus

3:AD,xp) — Cl(Xk)

definiert wird. Damit haben wir in unserem Spezialfall die erwdhnten Resultate von Bor-
cherds neu bewiesen. Gleichzeitig sind wir in der Lage, die gewiinschten Verallgemeinerun-
gen durchzufiihren.

Wir kénnen die Chernsche Klasse des Divisors Y (m) explizit berechnen (Satz 3.2). (Im
betrachteten Fall der Hilbertschen Modulgruppe ist dies auf andere Weise auch mit den
Resultaten von Hirzebruch-Zagier [HZ] und Oda [Od] méglich; siehe dazu auch [Ge].)

Die oben genannten Eigenschaften von W,, und &, implizieren, dafi etm(*1:22)/4 eine
Hermitesche Metrik auf der zu Y (m) gehorigen Garbe L£(Y (m)) darstellt. Somit ist die
Chernsche Klasse ¢(Y'(m)) von Y (m) durch

1 -
100621, 2)

gegeben.
Wir nehmen nun der Einfachheit halber an, daf§i O eine Einheit ¢y negativer Norm
enthélt. Dann erhélt man

_qo(m) (dzAdZ N dzy A dZs
16 y Y3
m

- E (u}|m|(€021, 8622)6[21 A dZQ + W|m|(8022, 8621)6[232 A le) .

(Y (m)) =

Dabei bezeichnet w,,(z1, 22) fiir n € N die von Zagier (in [Zal] Appendix 1) eingefiihrte
Poincaréreihe vom Gewicht 2 beziiglich I'g.

Im wesentlichen ist die Chernsche Klasse von Y (m) also durch die Hilbertsche Spitzen-
form wy, (21, 22) gegeben. Wir kénnen die Komposition von 3 mit der Chernklassenabbil-
dung als Abbildung von A(D, xp) in den Raum Sy(T'x) der Spitzenformen vom Gewicht
2 beziiglich I'x auffassen.
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Nach Tensorieren mit C und Identifikation von Sy(D, xp) mit seinem Dual durch das
Petersson-Produkt f + (-, f) erhiilt man einen Homomorphismus

SQ(D, XD) — SQ(FK)

In Satz 3.5 zeigen wir, dafl dieser bis auf einen Normierungsfaktor mit der Doi-Naganuma-
Liftung (siehe [DN, Na, Zal, As]) {ibereinstimmt.

Damit haben wir das zu Beginn allgemein skizzierte Programm im Spezialfall der Hil-
bertschen Modulgruppe eines reell-quadratischen Zahlkorpers vollstdndig durchgefiihrt.
Insbesondere kénnen wir die Frage (x) in diesem Fall beantworten (siehe Satz 3.8). Dazu
nutzen wir aus, daf§ wir den Kern der Abbildung  mit dem Kern der Doi-Naganuma-
Liftung identifizieren konnen. Es ergibt sich:

Sei f eine automorphe Form bezughch ['x mit einem beliebigen Charakter. Der Divisor
von f habe die Gestalt (f) = Z] 1¢Y (—7). Dann ist f bis auf einen konstanten Faktor
gleich

N
21;22 H\I’ —j 21,22
j=1

Insbesondere besitzt f eine Entwicklung in ein Borcherdsprodukt, und das Gewicht von f
ist

—_

N
a 5 ngO
Jj=1

also durch die Fourierkoeffizienten der Eisensteinreihe F(z) gegeben.

l\.')

Die hier beschriebenen Poincaréreihen ®,, lassen sich sicherlich auf orthogonale Grup-
pen O(2,n) mit n > 3 verallgemeinern. Man sollte analog wieder verallgemeinerte Bor-
cherdsprodukte und damit eine Liftung in die Kohomologie konstruieren kénnen.

Die Verallgemeinerung auf den O(2,1)-Fall sollte ebenfalls interessant sein. Hier tritt
jedoch das Problem auf, daf sich die zu ®,,(21, 29, s) analogen Poincaréreihen nicht mehr in
der gleichen Weise durch ihre Fourierentwicklung ausreichend weit nach links in s fortsetzen
lassen.

Sehr herzlich danke ich Herrn Prof. Dr. E. Freitag fiir seine Anregungen, Kommentare
und Verbesserungsvorschlége zu dieser Arbeit. Mein Dank gilt auch Herrn Prof. Dr. W.
Kohnen fiir zahlreiche interessante und niitzliche Gespréche.



Kapitel 1

Eisensteinreihen und Poincaréreihen
zu I'g(D)

Fiir eine Einfiihrung in die Theorie der Modulformen zu Kongruenzuntergruppen von
Sly(Z) sei auf die Biicher von Shimura [Sh1] und Miyake [Mi] verwiesen.

Im folgenden Kapitel untersuchen wir Eisensteinreihen und Poincaréreihen vom Ge-
wicht 2 beziiglich T'y(D), wobei wir uns an [Zal] bzw. [Sc] orientieren. Simtliche Resultate
dieses Abschnitts sind wohlbekannt, unser Ziel ist es lediglich, sie in einer fiir uns giinstigen
Form zu formulieren. Daher halten wir die Darstellung knapp.

1.1 Eisensteinreihen vom Gewicht zwel

Wie iiblich bezeichne H die obere Halbebene und T'(1) = Sly(Z). Es sei I' < T'(1) eine
Untergruppe von endlichem Index, die —1 und (1) enthilt, und x ein gerader reeller

Charakter von I'. Weiterhin sei P eine Spitze von I' und Ap € T'(1) mit Ap(P) = oo fest

gewdhlt. Man setze
1 10
Fp:ApFAPﬂ 0 1 ,bEZ s

o= [{t o)

die Spitzenbreite von P (vgl. [Zal] §3). Wie man leicht nachpriift, ist wp unabhéingig von
der Wahl von Ap, und aus (} 1) € T folgt wo, = 1. Fiir 2 =x 44y € Hund s = o +it € C,
o > 0 definiert man die Eisensteinreihe (mit Parameter s) vom Gewicht zwei in der Spitze
P durch

und bezeichne mit

1 _ 1 Y’
EP(z,5) = = (AR A) : (1.1)
2 Aer,Z\Apr P ez +d)? ez 4 d|?s
A=(2 )

13



14 Kapitel 1. Eisensteinreihen und Poincaréreihen zu I'y(D)

Fiir festes 0 > 0 konvergiert diese Reihe lokal gleichm#Big absolut auf H. Daher hat E¥(z, 5)
das Transformationsverhalten E¥(vz,s) = x(7)(cz + d)?E¥(z, s) fiir alle y = (¢ 4) € T.

Im folgenden berechnen wir die Fourierentwicklung von E¥(z,s) in der Spitze oo und
zeigen, dafl damit eine holomorphe Fortsetzung in s auf {s € C; ¢ > —1/4} gegeben ist.
Nach Hecke konnen wir dann die Eisensteinreihe vom Gewicht 2 in der Spitze P durch
EF(z) = EF(2,0) erkliren. Zur Abkiirzung setzen wir e(z) := ™.

Lemma 1.1. Die Funktion

S

1 Yy
h = E c€H >0
(2,5) = (z4+7)2 |z +r|? (2 7 )

hat eine Fourierentwicklung der Form h(z,s) = ", -, ca(y, s)e(nx) mit

VT T(s+1/2) s

(v, 5) = y'*ts T(s+1) s+1’
(,0) 0, falls n <0,
cn ) =
Y —Arne=_  falls n > 0.

Fiir n € 7Z — {0} haben die c,(y, s) eine holomorphe Fortsetzung in s auf C und geniigen
der Abschitzung c,(y,s) = O(e~™"™¥) (|In| — oo) lokal gleichmdfig in s. Insbesondere ist
h(z,s) — co(y, s) eine ganze Funktion in s.

Beweis. Siehe [Sc| Kapitel IIT §2. O
Man beachte, daBf zwei Matrizen A = (%) und A’ = (% %) aus Apl' genau dann
'd'). Damit kann man (1.1) auch schreiben

links-dquivalent unter I'p sind, falls (cd) = (¢
als

S

FPs) =g 3 x(Ap A (1.2

) ajecp (cz 4+ d)? |cz + d|?*
A= (2 hyearr
Die Summe erstreckt sich iiber alle Paare (cd), die als untere Zeile einer Matrix A € Apl’
vorkommen kénnen. Man beachte, dal A modulo I'p durch (¢ d) eindeutig bestimmt ist.
Man kann die Summe in (1.2) aufspalten in einen Beitrag mit ¢ = 0 und das Zweifache
des Beitrages mit ¢ > 0. Der ,¢ = 0 Term*“ tritt nur auf, falls P = co. Da aus ¢ = 0 aber
d = +1 folgt, ist dieser Beitrag gleich dpoy® (0 bezeichnet das Kroneckersymbol). Den
>0 Term“ kann man in der Form

1 * 1 {a b 1
5; % X <AP (c d)) —62+25h(z+d/c,s)

schreiben, wobei die Summe " iiber alle d modulo ¢ luft mit (¢,d) = 1 und —d/c € P.
(Hier verwendet man (§ 1) € T'.) Mit Lemma 1.1 erhélt man:
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Satz 1.2. Die FEisensteinreihe E¥(z,s) hat die Fourierentwicklung

P B . VT T(s+1/2) s a b 1
E (Z;S) - 5P00y _y1+s F S+ S+1ZZ c d 62—1—25

c>1 d(c

Z [Z Hf(O,n)m] cn(y, s)e(nx). (1.3)

neZ—{0} Le>1

Dabei sind die c,(y, s) wie in Lemma 1.1 definiert, und H' (m,n) ist die verallgemeinerte
Kloostermansumme

HP (m,n) = %Z* X (A;l <‘Cl Z)) e (M) (m,n € Z). (1.4)

d(c)

(Die Summation Y." erstreckt sich iiber alle d modulo ¢ mit (c,d) =1, —d/c € P; und a,b
sind durch (%) € ApD definiert.)

Im folgenden sei D > 0 eine Fundamentaldiskriminante. Wir setzen aus technischen
Griinden zusétzlich D = 1 (mod 4) voraus, dann ist D insbesondere quadratfrei. Durch
das Kronecker-Symbol (siehe [Sh2] S. 442) wird ein primitiver Charakter xp = (£) modulo
D definiert. Wie iiblich setzen wir

Ty(D) = {(Z Z) eT(1); ¢=0 (mod D)}

und schreiben My (D, xp) fiir den Raum der Modulformen vom Gewicht 2 und Nebentypus
xp beziiglich Ty(D). Den Unterraum der Spitzenformen bezeichnen wir mit Sy(D, xp).
Wir betrachten nun Eisensteinreihen aus My (D, xp).

Eine einfache Rechnung zeigt, daB fiir ganze Zahlen k, [, k', I’ mit (k,1) = (k',1I') = 1 die
Elemente &/l und k'/l" aus P'(Q) genau dann I'y(D)-#quivalent sind, wenn (I, D) = (I', D)
ist. Also stehen die Spitzen von I'g(D) in Bijektion zu den positiven Teilern von D.

Fiir D; > 0, D1|D und Dy = D/D; wihlen wir p,q € Z mit pD; + gDy = 1 und setzen

. D, —p
AD1_<D1 q).

Es ist nun {4, 00; D; >0, Dy |D} gerade die Menge der Spitzen von I'y(D). Wir schreiben
einfach Dy fiir d1e Spitze P = A ,00. Wie man leicht nachpriift, ist wp, = Dy und oo durch
D gegeben.

In dieser Situation kann man in der Fourierentwicklung der EP'(z, s) die Exponential-



16 Kapitel 1. Eisensteinreihen und Poincaréreihen zu T'y(D)

summen HP'(0,n) wie in [Zal] S. 21 vereinfachen:

EP(zs) = dpypy — YELETLD 5 g ] <i>

y*s T(s+1) s+1

(¢,D)=D1 (d,e)=1

1
+ Z Z Cl+25Hch (U,R)Cn(y,s)e(nx), (15)
neZ—{0} c>1
(e,D)=D;

HP (m,n) = % <D%> %: (%) e (M) (m,n € Z). (1.6)

Die Summe in (1.6) lduft iiber alle d modulo ¢ mit (¢,d) = 1; und Ds, d sind durch
DyDy =1 (mod ¢) bzw. dd =1 (mod ¢) bestimmt.

Lemma 1.3. Die Eisensteinreihe EP(z,s) besitzt eine holomorphe Fortsetzung in s auf
{s € C, 0 > —1/4}. Die Funktion EP'(z) := EP'(2,0) ist eine Modulform vom Gewicht 2
beziiglich T'o(D) mit Charakter xp. Ihre Fourierentwicklung in der Spitze oo lautet

1
EP1(2) = 6p,p — 4n* E E —HP1(0,n)ne(nz).
n>1 c>1 ¢
(csD):Dl

Beweis. Es gilt

1 (¢ —d 1 /¢

L5 T ()= T )
> 2 (5) Z (5) =L s (H) e
e>1 d(c) e>1

(e,D)=D; (d,c)=1

wobei ¢(c) die Eulersche Phi-Funktion bezeichnet. Wegen D = 1 (mod 4) gilt fiir alle
¢ € N nach dem quadratischen Reziprozititsgesetz (5) = xp(c). Durch Vergleich von
Eulerprodukten zeigt man

> L () ot = L)

mit der Dirichletreihe L(s, xp) zum Charakter xp. Folglich besitzt der konstante Term der
Fourierentwicklung (1.5) eine holomorphe Fortsetzung auf C.

Bekanntlich existiert eine Konstante C' > 0 mit |[HP*(0,n)| < Cy/|n|/c fiir alle ¢ € N
und n € Z — {0} (siehe z.B. [Br] Lemma 3.2). Mit Lemma 1.1 ergibt sich, da8

Z Z 61‘11‘25 HCDI (0’ TL)Cn (ya s)e(nx)

neZ—{0} c>1
(caD):Dl

lokal gleichm#Big absolut fiir o > —1/4 konvergiert. Man erhilt die gewiinschte holomorphe
Fortsetzung von EP1(z, s).
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Die Fourierentwicklung von EP1(2) ergibt sich nun aus

EP (0 =opp+ 3 Y %Hfl(o,n)cn(y,O)e(nx)

neZ—{0} c>1
(caD):Dl

mit Lemma 1.1. Dies zeigt auch die Holomorphie in der Spitze co. Die Holomorphie in den
iibrigen Spitzen weist man analog nach. O

Spéter wird eine gewisse Linearkombination der EP'(z) eine wichtige Rolle spielen.
Diese wollen wir hier einfiihren.

Definition 1.4. Sei D > 0 eine Fundamentaldiskriminante mit D = 1 (mod 4). Man

setze
(D
B = Y MD;)EDI(Z), (1.7)
D;>0 2
D1D>=D

wobei fiir D1Dy = D:

(g_> VD,,  falls Dy =1 (mod 4),

Do) =
(D) _i (g_;) Dy, falls Dy =3 (mod 4).

(1.8)

Die Fourierentwicklung von E(z) la8it sich mit Lemma 1.3 leicht berechnen.

Satz 1.5. Die Eisensteinreihe E(z) liegt in My(D, xp) und hat die Fourierentwicklung

E(z)=1- 4%2 Z [Z %Hb((), —n)] ne(nz)

n>1 Lb>1

mit

o= 3 42

D
D1 D>=D
(szZ):l

1"-IbDDl1 (0,n).

1.2 Poincaréreihen vom Gewicht zwel

Wir verwenden die gleichen Bezeichnungen wie im vorherigen Abschnitt. Fiir die iiblichen
Besselfunktionen schreiben wir J,, I, K, wie in [AbSt] (siehe auch Anhang A).

Sei D > 0 eine Fundamentaldiskriminante, D = 1 (mod 4), und r eine von Null ver-
schiedene ganze Zahl. Wir betrachten wieder die Gruppe I'¢(D).



18 Kapitel 1. Eisensteinreihen und Poincaréreihen zu T'y(D)

Sind Dy, Dy natiirliche Zahlen mit DD, = D, so definiert man die r-te Poincaréreihe
vom Gewicht 2 mit Charakter xp in der Spitze D; durch

.1 _ r 1 Y’
Di(z) = lim = AplAe | =—A : L.
G, (2) 50 2 N Z X (A, A)e (Dg Z) (cz + d)? |cz + d|?s (1.9)
€rp \Ap, To(D)

a=(2a)

Im Falle r > 0 wird in [Zal] Appendix 1 gezeigt, daBl GP'(2) in Sy(D, xp) liegt. Ferner
wird die Fourierentwicklung berechnet:

GPi(z) = > ghte(nz),
n=1

4
grell = 6D1D6rn — 27 V nDQ/T Z Hch(’I“, n)Jl (%\/TM“/Dg) .

c>1
(CaD):Dl
Dabei ist HP'(r,n) durch (1.6) definiert. Fiir r < 0 findet man auf die gleiche Weise
4
GP'(z) = 0p,pe(rz) —2m Y _\/nDy/[r] Y H'(r,n)I (—ﬁ\/n|r|/D2> e(nz).
c
n>1 c>1
a (C,D7:D1

In Analogie zu (1.7) betrachten wir wieder geeignete Linearkombinationen der GP(z).

Definition 1.6. Seir € Z — {0} und D > 0 eine Fundamentaldiskriminante mit D = 1
(mod 4). Man setze

J ‘D 1
P(z) = E : (D22) Gyl«)/Dz(Z)a (1.10)
0< Dalr 2
D1Ds=D

wobei (Dy) durch (1.8) gegeben ist.

Man beachte, daf hier (im Unterschied zur Definition der G, (z) in [Zal] Gleichung (62))
(D) auftritt. Benutzt man (D) = (5—1) Y(Dy) und HP'(—r,—n) = (5—1) HPi(r,n),
so findet man

Satz 1.7. Firr > 0 liegt die Poincaréreihe P.(z) in So(D, xp) und hat eine Fourierent-
wicklung der Form

P.(z) = Zpr(n)e(nz) mit

n>1

D) = b= 2/ S Hi(—r,—m); (b—Dm—) . (1.11)

b>1
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Dabei ist Hy(m,n) durch

¢
Z in.(m/ Dy, ) (1.12)
D1 Dy
DQ\m
(szZ):l
definiert.

Im Falle r < 0 ist P,(z) zwar nicht aus Se(D, xp), hat aber auch das Transforma-
tionsverhalten P,|oy = xp(y)P. fiir alle v € ['y(D) (mit dem iiblichen Strichoperator
flkv(2) = (cz +d)F f(v2) fiir v = (24) € T(1)). Die Fourierentwicklung von P, hat dann
die Gestalt

P.(z) =e(rz) — 272 vn/|r| ZH,,(—T, —n)I (:_17; n|r|> e(nz). (1.13)

n>1 b>1
Mit dem Petersson-Skalarprodukt

(ha)= [ J@aEddy (g€ SalD.xo) (1.14)
Po(D)\H
wird So(D, xp) zu einem endlichdimensionalen Hilbertraum.
Ist f € So(D, xp) und Dy eine Spitze von I'y(D), so hat f nach Definition in D; eine
Fourierentwicklung der Form

(fl2Ap)(2) =Y al'(fe(nz/Ds) (DD, = D). (1.15)

n>1

Mit der Entfaltungsmethode zeigt man fiir r € N (siehe etwa [Mi] Thm. 2.6.10)
2

(F.GPY = 12 a2 (). (1.16)

Damit konnen wir die folgenden beiden Lemmata beweisen.
Lemma 1.8. Sei f € So(D, xp) und r € N. Dann gilt mit den obigen Bezeichnungen
(F.P)=1—"3_ Dab(Da)aj)p,(f).

D=D{D>
Dy|r

Beweis. Es ist

ey = 3 <f,E(D§2)G?;D2>

D=D1 Dy
Dy|r

- Z ¢D2 GTI‘D/IDz>

D=D{Dy
Dy|r

1
— g Z Dg@/)(DQ)a,«D/IDZ(f)-

D=D; D,
Dy|r
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0

Lemma 1.9. Die Menge P = {G”; r € N mit (r, D) = 1} ist ein Erzeugendensystem fiir
SQ(Da XD)

Beweis. Wir haben P+ = {0} zu zeigen. Sei dazu f =Y . a?(f)e(nz) € P*. Firr e N
mit (r, D) =1 gilt dann -

1
0=(f,G’y=—al(f).
(,GP) = —al(f)
Also hat f in der Spitze oo eine Fourierentwicklung der Form

f) =3 al(fe(nz).

n>1
(n,D)>1

Nach einem bekannten Lemma aus der Neuformentheorie (siehe etwa [Mi] Thm. 4.6.8) folgt
hiermit f = 0. O



Kapitel 2

Poincaréreihen zu Heegnerdivisoren

Im folgenden sei K ein reell-quadratischer Zahlkorper iiber @Q mit Diskriminante D. Aus
technischen Griinden fordern wir weiter D = 1 (mod 4). Der Ring der ganzen Zahlen in
K werde mit O, und die Differente, d.h. das von v/ D erzeugte Hauptideal, werde mit 0
bezeichnet. Wir schreiben z — 2’ fiir die Konjugation in K, N(z) = z2' fiir die Norm und
tr(r) = x + 2’ fiir die Spur eines Elements. Die Klassenzahl von K = Q(v/D) bezeichnen
wir mit h(D). Ist M = (%) eine Matrix mit Eintriigen aus K, so setzen wir M’ = (4 4 ).

Die Hilbertsche Modulgruppe 'y = Sly(O) operiert eigentlich diskontinuierlich auf
H x H vermoge

a b _faz+b dzn+l a b r
(C d) (21, 22) = (czl +d’ 'z +d’> ’ (C d) €l
Der Quotient Xx = (H x H) /T ist ein komplexer Raum, der nicht kompakt ist, aber auf
natiirliche Weise durch die Hinzunahme von h(D) Spitzen kompaktifiziert werden kann
(siehe [Fr]).
Es sei m eine feste negative ganze Zahl. Dann ist die Menge

H(m)={(z1,%) €cHxH, 3(a,b,\) €ZxZx0d " mit N(A) —ab=m/D
und az129 + A2y + Nze +b =0} (2.1)

entweder leer oder eine abgeschlossene analytische Teilmenge von H x H der komplexen
Kodimension 1. Wir nennen sie Heegnerdivisor der Diskriminante m (auf H x H). Im
Zusammenhang mit Modulformen wurden die H(m) zum ersten Mal von Hirzebruch und
Zagier in [HZ] untersucht.

Der Fall H(m) = () tritt auf, wenn —4m kein Quadrat modulo D ist. Dann hat die
Gleichung N(\) — ab = m/D keine Losung in Z x Z x L.

Unser erstes Ziel in diesem Kapitel ist es, dem Heegnerdivisor H(m) eine reell analyti-
sche I'x-invariante Funktion

D, (21,20) :HXxH— H(m) — R

21
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zuzuordnen, welche eine logarithmische Singularitét entlang von H (m) aufweist. Wir wollen
®,, (21, 22) als Poincaréreihe in der Form

Z lo <|a,2’122+)\21 +)\122+b|2>
5 & lazi2o + A2y + Nz + b|?

Aeo~!
N(A)—ab=m/D

konstruieren. Diese Reihe divergiert jedoch; wir regularisieren sie in der folgenden Weise.

Definition 2.1. Sei m eine negative ganze Zahl. Wir ordnen dem Heegnerdivisor H(m)
die Poincaréreihe

D21, 2,8) = 3 g05< _ Amlygo/ D ) (2.2)

vt laz1Zy + Azp + N2y + b)?

Aeo!
N(A)—ab=m/D

2ut. Dabei bezeichnet

F(s)2 >\ (K + 5)? k
s 2 +s 2.3
(5,5, 25 2) Z; Tk +25)kl” (2:3)

F(a,b,c; 2) die Gaufische hypergeometrische Funktion und z; = x1 + iyy, 20 = Ta + iys.
Man beachte, daB fiir (a,b,\) € Z x Z x 0! mit N(\) — ab = m/D die Beziehung
laz1 2o + A2y + N2 + b|? = dim|yrya/ D + laz120 + A2y + N 2o + b|? (2.4)

besteht. Aus der Potenzreihenentwicklung (2.3) folgt offenbar ¢;(2) = —log(1 — z). Setazt
man in (2.2) formal s = 1, so erhilt man die oben angegebene divergente Reihe.

In Abschnitt 2.1 werden wir zeigen, dafl ®,,(z1, 22, s) lokal gleichméfig absolut konver-
giert fiir (21,22) € H x H— H(m) und s = o +it € C mit o > 1.

Damit folgt dann insbesondere, dafl ®,,(z1, 22, s) invariant unter I'y ist. Denn fiir
(29) €Tk und (a,b,\) € Z x Z x 27" gilt

az + 0 ao'zZy + [ az + 0 , (2 + [ az217 + A\z1 + N2y + b
a - AR e (22 ) hp = .
vz1 + 6 v'Zy + 0 vz1 + 6 vV'zy + o (vz1 +0)(v'Z2 + 0)

mit eindeutig bestimmten (&,b,\) € Z x Z x 9~" und N(\) — @b = N(\) — ab.

In Abschnitt 2.2 werden wir die Fourierentwicklung von ®,,,(z1, 22, s) explizit berechnen
und zeigen: Fiir jedes (z1, z2) € Hx H— H(m) besitzt ®,,(z1, 22, s) eine meromorphe Fort-
setzung in s auf {s € C; o > 3/4}. Bis auf einen einfachen Pol bei s = 1 ist ®,,,(21, 22, 5)
sogar holomorph in s. Definiert man die regularisierte Poincaréreihe ®,, (21, 22) als konstan-
ten Term der Laurententwicklung von ®,,(z1, 22, s) bei s = 1, so ist dies eine I'g-invariante

IFalls es kein (a,b,\) € Z x Z x 0~ mit N(\) — ab = m/D gibt, setzen wir ®,,(z1, 22,5) = 0.
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reell analytische Funktion auf H x H — H(m). Entlang von H(m) besitzt ®,,(z1, 22) eine
logarithmische Singularitét.

Man kann ®,, (21, 22) als Summe zweier Funktionen 1, (21, 22) + &n(21, 22) schreiben,
wobei —1,, /4 der Logarithmus vom Betrag einer holomorphen auf H(m) verschwindenden
Funktion ist, und &, auf ganz HxH reell analytisch. Das singulére Verhalten von ®,,(z1, 25)
wird somit vollstindig durch ¢, (z1, z3) reguliert.

Anhand der Fourierentwicklungen wird eine enge Verbindung zu den Poincaréreihen
P,(z) und der Eisensteinreihe E(z) sichtbar.

Am Ende des Kapitels geben wir einen neuen Beweis fiir einen Satz von Borcherds
(Theorem 13.3 [Bo2]) im Spezialfall der Hilbertschen Modulgruppe 'k an.

2.1 Die Konvergenz von ®,,(z1, 22, S)

Fiir die folgende Konvergenzuntersuchung benétigen wir zwei Lemmata.

Lemma 2.2. Sei m eine negative ganze Zahl, K C H x H kompakt und C' > 0. Dann ist
die Menge

Mgme={(a,b,\) €EZ xZxd""; N(\) —ab=m/D,
laz12e + Az + N 2o + 0] < C fiir ein (z1,22) € K} (2.5)
endlich.

Beweis. Zur Abkiirzung bezeichne A = |m|/D. Sei (a,b,\) € Mg mc und (21, 22) € K
mit |az129 + Az; + Nz29 + b] < C. Dann gilt

4 )\,22 + b C

z

"am+ A T Jazm+ A
AyQ C

(1

CJaze+ AR T Jaz + A
Falls a # 0 ist, konnen wir weiter abschétzen

A C <A+C

a?yy  lalya —  alys

y <

und erhalten

Wendet man das gleiche Argument auf die Ungleichung
1 A —a 1 C

SR L) [ )< —=—

‘ 21 (b _)"> < 22>‘ ~ sz

22

‘ b
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an, so erhilt man die Abschitzung

Alz129)* + Clz129]
Y1Y2 -

b] <

Folglich ist die Menge
{(aa baN()‘))a (aa ba )\) € MK,m,C}

endlich.

Sei g € O eine Fundamentaleinheit. Nach dem Dirichletschen Einheitensatz geniigt es
nun zu zeigen, daf es fiir jedes feste (a,b, \) € Mg ¢ nur endlich viele n € Z gibt, so dafl
auch (a,b,efA) in Mg, ¢ liegt. Dies sieht man leicht ein. O

Lemma 2.3. Sei e > 0 gegeben. Dann existiert ein § > 0, so daf
|w+ 2| > §|w + 1
fiir alle
z€D.={z=as+iyeH, y>e, x| <1/}

und w =u+ 1w € C mit v > 0.

-1/2 2

Beweis. Ohne Einschrinkung nehmen wir £ < 1 an. Man setze a = (1 +v) '/, w' = a*u

und 2’ = a*(z + iv). Dann gilt

z€ D, = 2 € D,,
lw' 4+ 2'| > 6w’ +i] = |w+ 2] > w4+ i,

folglich kénnen wir auch ohne Einschrénkung w = u € R annehmen. Es ist
lu+ 2| > 0lu+i] &= (1 —86)u?+2zu+ 2% +y*—62>0,

also geniigt es zu zeigen, dafl ein 1 > § > 0 existiert mit der Eigenschaft: Die Diskriminante
d(Qs(2)) der quadratischen Form

Qs(z) =1 - 62, 2x, 2 + 9% — 62]

ist fir alle z € D, negativ.
Wie man leicht nachrechnet, gilt

d(Qs(2)) = 42 — 4(1 — 6% (2® + 4> — 6%)
< 4(62)e? 4+ 6% — 6 — (1 — 6%)e?) = £.(6).

Da f.(0) stetig von § abhingt und da f.(0) = —4&?, folgt hiermit die Behauptung. O
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Satz 2.4. Sei K C H x H — H(m) kompakt und K' C {s € C; o > 1} kompakt. Dann
konvergiert ®,,(21, 22, ) gleichmdfig absolut auf K x K'.

Beweis. Nach Lemma 2.2 existiert

min{|azizp + A2y + N2 + 0% (21,22) € K, (a,b,\) €EZ X Z x0 ', N(A\) —ab=m/D}
(und ist > 0 wegen K N H(m) = (). Aufgrund von (2.4) gibt es damit ein p < 1, so daB

4lm|yrya/ D
|CL2122 + )\Zl + )\'ZQ + b|

5 <p

fiir alle (21,22) € K, (a,b,\) € Z X Z x 2! mit N(\) — ab = m/D. Die hypergeometrische
Funktion F(s,s,2s;z), welche in der Definition von ¢4(z) auftritt, ist fiir |2| < p, s € K’
beschrinkt. Also wird ®,, (21, 22, s) (bis auf eine Konstante) durch die Reihe

1
2.6
abZEZ |(Z2’1§2 + )\21 + )\152 + b|20 ( )
Aeo !
N(A)—ab=m/D

majorisiert. Um die Konvergenz von (2.6) zu zeigen, bendtigen wir folgende

Bemerkung. Zu € > 0 existiert ein ¢ > 0 mit
laz1Z2 + Az1 + N2 + b| > dla+ Xi — \'i + b|
fiir alle 21, 20 € D,, (a,b,\) € Z X Z x 0~ mit N(\) —ab = m/D.

Beweis der Bemerkung. Nach Lemma 2.3 gibt es ein 6 > 0, so daf gilt:

NzZo+ b
laz1Zs + A2y + N2+ 0] = |aZz + M| - |21 + _ZQ ‘
aZs + A
NzZyg+b
> §lazy + A| - |i + 222 ‘
a2+)\
, A(—i)+b
= §la(—i) + N -
la(=1) + X 22+a(—i)+)\’

> 6%a + Ni — Ni+b).

0
Aufgrund der Bemerkung geniigt es nun, die Konvergenz der Reihe
1
> S (2.7)
_ 20
5 la + Xi — Ni+ b
Aeo~!

N(X\)—ab=m/D
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fiir 0 > 1 nachzuweisen. Wegen

-1 l\/5+k_ 2
07 C {W’ (ILk)eZ }

: g _ _ _ WD+k\.
gilt (nach Substitutiona +b=c,a—b=d, A = W)'

1
(2.7) < _
c,d%c:ez ¢+ ik/v/DJ*

l2+d2:4m$k2 +02

» 1
_ 4m+k? 2
=) rp(dmh +C)(02+k2/D)f"

c,k€Z

Dabei bezeichnet
ro(n) = #{(a,b) € Z*; a®>+b* =n}

die Anzahl der Darstellungen von n € QQ als Summe von zwei Quadraten. Bekanntlich gilt
fiir jedes € > 0:

ro(n) = O(n®), n — oco.

Man erhilt
1
(2.7) < ,
c,kzez (c2+ k2/D)7=
und die letzte Summe konvergiert fiir o — e > 1. Dies impliziert die Behauptung. O

2.2 Fourierentwicklung und meromorphe Fortsetzung

Essei s =0+ it € C mit 0 > 1 und (2, 22) € H x H — H(m). Wir schreiben ®,,(z1, 29, s)
in der Form

oo

D, (21, 22, 5) = B (21, 2, 5) + 22@%(21, 22, 5) (2.8)

a=1

mit

W)= Y e ( Amly1y2/ D ) . (2.9)

ez |CL2152 + )\2’1 + )\’22 + b|2

Aeo~!
N(A\)—ab=m/D
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Man beachte, daf§ die Teilsummen ®% (z, 29, s) fir o > 1/2 lokal gleichméBig absolut
konvergieren.

Bei der Berechnung der Fourierentwicklung unterscheiden wir die Félle a = 0 und a > 0.
Im letztgenannten Fall ist es sinnvoll, die ®% (21, 2, s) analog zu [Zal] §2 umzuformen:

4Ay1y2/a
m(21,22,8 ZZ%( (21 +0+N/a)(Z + 0"+ Na)+ Afa?]? ]

AER 0O

Dabei haben wir zur Abkiirzung A = |m|/D gesetzt. Ferner bezeichnet R ein Repriisen-
tantensystem fiir

A€o /a®; N(MWD)=-m (mod aD)}.

Man definiere eine Hilfsfunktion durch

4Ay1y2
s 2.10
M z2) %;w( m+0@ﬁﬁq+mJ (2.10)

und schreibe ihre Fourierentwicklung in der Form

H\(z1,2) = Z b v,y pe)e(vay + V'as),  yiye > A

ved—!

Dann ist insbesondere

Q¢ (21, 29,8) = Z Go(m, V)b (0,31, y2)e(vz) + 1V 2)

veo—1

mit der endlichen Exponentialsumme

tr(vA)
G = )
o(m, v) > e< -~ ), (2.11)
A€o~ /a0
N(\)=m/D  (aZ)
und somit erhalten wir

(I)m(Zl,ZQ,S) = (I)?n(Zl,ZQ,S) + 2 Z

veo— 1

ZGa(m, V)b (v, yl,yQ)] e(vey +V'ry). (2.12)

a=1

Im folgenden werden wir zuniichst die Fourierentwicklungen der Reihen ®2 (21, 2y, s)
und H?(z1, z3) berechnen und die meromorphe Fortsetzbarkeit von (2.12) nachweisen. Da-
mit konnen wir dann die regularisierte Poincaréreihe ®,,(z1, 2;) einfiihren und auch ihre
Fourierentwicklung bestimmen.
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2.2.1 Die Fourierentwicklung von ®° (21, 22, s)

Fiir eine negative ganze Zahl m setzen wir
S(m) = {(z1,2) EH xH; 3IA€d ' mit N(\) =m/D und \y; + Nyo =0}, (2.13)

Offenbar zerfillt HxH—S(m) in abzéhlbar viele Zusammenhangskomponenten. (Vergleiche
dies mit den Weylkammern des Gitters O in der Terminologie von Borcherds [Bo2].)

Fiir die Definition der iiblichen Besselfunktionen .J,, I,,, K, und der Legendrefunktion
@, verweisen wir auf Anhang A und [AbSt, B1]. Sind r; und r, reelle Zahlen, so verwenden
wir die Abkiirzungen

a(ry, r2) == max(|r, |ra)),
B(ry,rz) == min(|ry|, [r2]).
Lemma 2.5. FEs sei (z1,22) € H x H — H(m). Dann konvergiert

4imlyy2/D
0 —
P, (21,20, 5) = Z Z% <|)\z1 + N2 + b|?

Aol bEZ
N(A)=m/D

lokal gleichmifiig absolut fiir o > 1/2. Weiterhin besitzt ®° (21, 22,5) auf H x H — S(m)
eine Fourierentwicklung der Form

47
(2s — 1)

@g](zl,z%s) =

> alw M) T B0, Nip)?

Aot
N(A)=m/D

+81 Y > Wyl 2L p (2mnB Ay, X))
A€ol n>1
N(\)=m/D

X Ky 1/2(2mna(Ayr, N'yz))e(ndzy +nX\'zs). (2.14)

Beweis. Um die Konvergenzaussage zu erhalten, geniigt es zu zeigen, dafl

D A= iN b

Aeo!  bEZ
N(X\)=m/D
fiir o > 1/2 konvergiert. (Dies {iberlegt man sich wie in Abschnitt 2.1.)
Es sei O} die Gruppe der Einheiten ¢ € O mit ¢ > 0 und N(¢) = 1. Nach dem
Dirichletschen Einheitensatz existiert ein ¢g > 1 in O%, so dal O% = {ef; n € Z}.
Da es bis auf Assoziierte nur endlich viele A € 9! mit vorgegebener Norm gibt, reicht
es wiederum zu zeigen, daf fiir ein festes A € 07! mit N(\) = m/D die Summe

S:§|M£—M%HWH”
nel
beZ
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konvergiert. Es gilt

S ((Aeh = Nep)2+0%) 7

neL

beZ

<Y ep = N
neL

<> g T D Nep| (2.15)
neN neN

Dabei haben wir die Summe iiber b durch Vergleich mit dem uneigentlichen Integral

r VA5 —1/2) 1,
/ x? + d2 B 2I(s) d (d>0)

abgeschiitzt. Die Konvergenz des letzten Ausdrucks (2.15) erhélt man durch Vergleich mit
der geometrischen Reihe.
Man benutze nun die Identitét (siehe (A.10))

2
- F(s,8,28,2) = 2Qs 1 <— — 1> ,
2

um

ATy + Nag + )2 + N2y? + N2y
(P?n(Zl,ZQaS) =2 Qs—1 <( L 2
pIADS 2R

N(A)=m/D
zu erhalten. Fiir a > 3 > 0, 0 > 1/2 und z € R betrachte man die Hilfsfunktion

D=0, ((x + b)z;rﬂaQ + 62> |

beZ

Diese ist 1-periodisch und hat eine Fourierentwicklung der Form

1

:Zaa,g(n)e(nx), wobei a,5(n) :/ha,g(x)e(—n:r) dx.

nel 0

Mit Poisson-Summation sieht man

2
Qa,3(N /Qs 1 <%> e(—nz) dx. (2.16)
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Sei zunédchst n # 0. Nach [B2] S. 49 (47) gilt fiir y > 0:

00 2 2 2
/Ky(ag;)jy(ﬂx) cos(xy) dx = %(aﬂ)1/2QV—1/2 <%) i
0

Mit Hilfe der Umkehrformel kann man das Fourierintegral (2.16) auswerten:

i 2. 2 32
/Qu—l/Q (%) cos(zy) dx = W\/oTﬁKy(ay)L,(ﬁy),

0
® 2 2 2
Ga,p(n) = / Q.1 <%> e(—nx)dr = 27r\/@KS,I/Q(27r|n|a)[s,1/2(27r|n|ﬁ).

(2.17)

Bei der Berechnung von a, (0) nutzt man aus, dafl das Integral auf der rechten Seite
von (2.16) sogar gleichméBig in n € R konvergiert und damit stetig von n abhéngt. Also
hat man

10,5(0) = lim (a0,5(n)).

mit (A.3) und (A.4) ergibt sich

2T

1—s s
51" 7

(a,5(0) =

Die Fourierentwicklung von h, s(z) lautet

ha,ﬂ(az):;ilal—wu%\/@ S L1 pl210]B) K1 jo(2rln|a)e(n).

n€Z—{0}

Wegen

), (21, 22, 5) =2 Z Pa(dgs Ay) 80w Vo) (AT1 + N'g)
ot
N(X\)=m/D
folgt hiermit (2.14), wenn man noch zeigt, dafl die Summe auf der rechten Seite von (2.14)
absolut konvergiert. Dies zeigen wir nur fiir den ersten Term, den zweiten behandelt man
analog.

Offenbar geniigt es wieder fiir jedes feste A € 9~! mit A > 0 und N(A\) = m/D nachzu-
weisen, dafl

Slynye) = Y alheyr, Ne'yn) 7 B(Aeys, Ne'yn)?

€0y
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absolut konvergiert. Es gilt

Slyne) = Y Qep)(=New)' ™ = > (ey)' (= Ne'y)*

86@1 EE(D:L
Aey1 <—Ne'ya Aey1>—Ne'yo
_ s ! 1—s 2s—1 1—s li s 1-2s
= (Ay1)*(=N'y2) E € — (A1) T (=N) E e .
e€0] €0y
e2\2Dy1 <|m|y2 222 Dy1 >|m|y2

Die Behauptung folgt nun wieder aus O* = {ef}; n € Z} durch Vergleich mit der geome-
trischen Reihe. U

2.2.2 Die Fourierentwicklung von H# (21, z2)

Lemma 2.6. Sei A > 0. Die durch (2.10) definierte Hilfsfunktion H”(z,2,) konvergiert
fiir o > 1/2 lokal gleichmdfig absolut und besitzt fiir y1ys > A eine Fourierentwicklung der
Form

HMz,2) = Z b (v, y1, y2)e(vey + V'wy)
veo~!
mit
7l(s —1/2)?
bf(oayh?h) - \/(Ef@/s))

A
b2 (v, y1,y2) = 87 yD1y2 sy (4 Alwv' ) K g1 o (27 |v|yn ) K1 2 (27 V |y2),  vv' >0,

(4A)5(y1y2)1_sa

A
b (v, 1, o) = 8 ?g” Tosr (A /A ) Ky (27 |V ]y K1 o (271 |12), 00/ < 0.

Beweis. Die Konvergenzaussage priift man leicht nach. Mit Poisson-Summation ist

4A
b (v, Y1, y2) / / ( Y192 ) e(—vry — V'wy) doidxs. (2.18)

|2120 + A2

132——00 T1=—00

Az \ 2 A
|Z152-|‘A|2 = |Z2|2 <<«’L’1+W> + <y1+%> ) )
)

damit erhilt man nach Substitution z; — z; — Axy/|25|%

Es gilt

1 o0
b (v, y1,y2) = 75 / e(VAzy /|2 e(—V 15)
To=—00

o0

4A 292
X / Vs (x%—l— v192/ 12| )e(—uxl)dxlda:Q.

(y1 + Aya/|22/?)?

T1=—00
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Mit der Identitat

pu(2) =20, (3 - 1)

(A.10) ergibt sich
/ e(VAzy /|2 e(—V 19)

To=—00
7 2 2 2\2
ri +yi + (Ayp/|2]?)

s— — dridzs.

. / < 1< 2Ay1y2/ |20 |? el=vm) dnde,

b (v, Y1, yo)

é\w

T1=—00

Sei zuniichst v # 0. Aus der Voraussetzung y,y» > A folgt y; > Ays/|2|?. Somit kénnen
wir wieder die fiir a > > 0 giiltige Formel

= 2, 2 32
/ Qs—1 (%) e(—nzx)dx = ZW\/cTﬂKs,l/g(27r|n|a)[s,1/2(27r|n|ﬂ)

(siehe (2.17)) verwenden und das innere Integral auswerten. Damit erhélt man

Ay
bf(’/a Yi,y2) = 4m 5 2K571/2(27r|1/|y1)
o0
VA 1 1/2 2r|v|A
() ) e G e
Ty + Y5 Ty + Y5 x5 + Y3
T9=—00
Das letzte Integral I konnen wir nach Substitution u = —27wv'z5, y' = 27|V |y, in der Form

r dn?v/ A
I = (4r*|w/| Ay') 12 / exp (zu (1 — %))

U=—00

4w |y A 12 42 lvr' | Ay
X 2 4 2 Is-1y2 2 4 2 du

uc+y u+y
schreiben. Setzt man noch o = 47%|vr/|A und & = 1o ,‘ so findet man
1/2 i ca ay’ e ay’
— N — y
f=t) / o <w <1 Ty y’2>> (u2 + y’2> ok (u2 + y’2> o
—00

= (ay)"V2I'(y, a,2),
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wobei I'(y', o, €) das letzte Integral bezeichnet. Niebur hat I'(y/, o, €) in [Ni] berechnet (in
der dortigen Terminologie ist I'(y/, o, ¢) = G1(y', «)). Es gilt

125,1(2\/&), falls ¢ < 0,

I'(y,o,8) = 2/ ay K,_ -
(v ) Y 1/2(4') {J25_1(2\/5), falls £ > 0.

(Man beachte, daf in [Ni] der Faktor 2 fehlt. Weiter ist in der Formulierung von Theorem
1 [Ni] der Ausdruck K (27|nly) durch K,_;/o(2m|mly) und Mo,y (47(mn)'/c) durch
Mas_1 (47 (mn)'/? /c) zu ersetzen.) Man erhilt

L1 (4m/Alvv']), falls v/ >0,
Jos—1(4m\/Alpv']),  falls v/ < 0.

Dies beweist die Behauptung im Falle v # 0.
Um b7(0, y1,y2) zu bestimmen, nutzen wir aus, dafl das Integral auf der rechten Seite
von (2.18) stetig von v abhéingt. Daher gilt

I = 2Ks—1/2(27r|yl|y2) : {

b?(oa Y1, y2) = Iljli% (b:‘(l/, Y1, yQ)) :
Mit (A.3) und (A.4) findet man

A . [T(s—1/2)? o /AT )25~
b?(oaylay2)28ﬂ@11m< ( / ) (7r|l/|y1)1/2_5(7r|1/|y2)1/2_5( m) )

v—0 4 ['(2s)

(s —1/2)?
~ VDTI(2s)

Man erhélt auch hier die Behauptung. O

(414)5(3/1212)1_5-

2.2.3 Die meromorphe Fortsetzung von ®,,(z1, 22, s)

Eine wichtige Rolle fiir die weiteren Uberlegungen spielt das folgende Lemma von Zagier
([Zal] §4 Proposition), das wir hier ohne Beweis wiedergeben.

Lemma 2.7. Seia €N, m € Z und v € 9~". Dann gilt
1 Dv/
——Gy(m,v) = H,) | —,m].
/5 ) = S (Sm)
rla

Dabei sind die endlichen Ezponentialsummen Gq(m,v) bzw. Hy(m,n) durch (2.11) bzw.
(1.12) definiert.

Korollar 2.8. Es existiert eine Konstante C > 0, so dafs
|Go(m,v)| < Cd(a)\/alvV|

fiir allem € Z, v € 07" — {0} und a € N. Dabei bezeichnet d(a) die Anzahl der positiven
Teiler von a.
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Beweis. Bekanntlich existiert eine Konstante C' > 0 mit der Eigenschaft:

(5 (n,m)| < Cy/Inl /e

fiir alle ¢ € N, n € Z — {0}, und m € Z. (Siehe dazu zum Beispiel [Br] Lemma 3.2, man
beachte die unterschiedliche Normierung.) Hierbei kann C' unabhéngig von ¢, n, m gewihlt
werden. Damit hat man eine analoge Abschitzung auch fiir die Hy(n, m). Also gilt

Duv/
|Ga(m, l/)| < (Z\/BZ Ha/r <7,m>‘

rlv
rla
Dlvi!
<cavD Y/ P
rlv

rla

< CDv/alp| Zr‘l/Q

rlv
rla

< CDv/alvV'|d(a)

firallea € N, m € Z und v € 0! — {0}. O

Satz 2.9. Sei (z1,29) € Hx H — H(m). Dann besitzt ®,,(21, 29, s) eine meromorphe Fort-
setzung auf {s € C; o > 3/4}. Bis auf einen einfachen Pol bei s = 1 ist ®,,(21, 22, 5) in
diesem Gebiet sogar holomorph.

Beweis. Sei ay € N beliebig. Man setze A = |m|/D. Wir zeigen, daB fiir y;yo > A/a? die
Funktion

D, (21, 22, 8) = 2 Z D7 (21, 29, 9) (2.19)

a>ag

eine meromorphe Fortsetzung auf {s € C; o > 3/4} besitzt, die holomorph in {s € C; o >
3/4,s # 1} ist und bei s = 1 einen einfachen Pol hat. Die Behauptung folgt dann aus
der Darstellung (2.8), wenn man beriicksichtigt, dafl die ®2 (21, 22, s) (a € Ny) holomorphe
Funktionen in s fiir ¢ > 1/2 sind.

Die Fortsetzbarkeit von ®,,(z1, 2o, s) wollen wir mit Hilfe der Fourierentwicklung

D, (21, 22,5) =2 Z

veo— 1

Z Ga(m7 l/)b?/a2 (l/a Y1, y2)] 6(1/[1,’1 + l/xZ)

a>ag
von (2.19) beweisen. Dazu geniigt es zu zeigen:

i) Die Summe

2.

veo !
v#£0

Z Ga(ma U)b?/a2 (l/a Y1, y?)] 6(1/11,'1 + ylng)

a>ag
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konvergiert lokal gleichméfig absolut fiir o > 3/4. Dabei sind die bi/ @ (v, Y1, y2) durch
Lemma 2.6 gegeben.

ii) Die Funktion

3" Gul(m, 00627 (0, 31, 2)

a>ag

besitzt eine meromorphe Fortsetzung auf {s € C; o > 3/4}. Bis auf einen einfachen
Pol bei s = 1 ist sie sogar holomorph.

Zu i). Sei y1y» > A/ad und K C {s € C; o > 3/4} eine kompakte Teilmenge. Wir
zeigen lediglich, daf3

Si=Y | Gulm, )b (v, y1, 1) | e(vry + V')

veo~! La>ao
vv'>0

gleichmiifig absolut auf K konvergiert, die Summe iiber » € 9=! mit v/ < 0 behandelt
man analog.

Man wihle ein ¢ > 0 mit y1y2(1 — 22)? > A/ai und 1/2 > e. Dann gilt fiir alle
v € 07! — {0} die Ungleichung

2
— VA | = (1 =e)lvyi| = (1 = &) y2| < —elvmn| —elv'al. (220)

(o
Aus (A.4) und (A.6) folgert man, daf es eine Konstante C' > 0 gibt, so dafl
|Ks,1/2(t)| < Ctl/Q_ge_(l_E)t

fiir alle £ € Ryg und s € K. Nach Lemma 2.6 gilt somit

4
S <k > > = ‘ (m, 1) Iy 1<;\/A|Wf|> Ko 1 (27 ||y Ky o (27 |V [112)

Vga 1 a>ao
vv'>0

<<Kg Z Z ‘ m VIQS 1 <% Al/l/’)

yea 1 a>a0
v, ' >0

(v/')' /2370 e 2r (=) vy v y2),

Mit Korollar 2.8 ergibt sich

|S1| <<K’g Z Z d(a)a_l/Q

veo~! a>ao
v, ' >0

(/)= 2r(1=e) vy vyz),

125_1 < Avv! )
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Wir verwenden nun (A.3) sowie (A.5) und erhalten

4 !
|Sl| <<Ks Z Z d 3/4 O'eXp <_7T Al/l/’) e*271'(17€)(l/y1+1/ y2)
veo— ! a=ap a
v >0
+ Z Z d(a)a'/>27 () /2 2m (=) g+ y2)
ved~! o>y’
I/l/ >
4
e D (W) exp (—m— ~2n(1 - &)y + y)>
U6071 0
v,V >0

+ j{: C(?o‘—-g'—-1/2)(yyql/Qe—QWU—foyr+Myﬂ.

veo~!
v,v' >0

Dabei haben wir die Asymptotik d(a) = O(a®') (¢' > 0) benutzt. Die letzte Summe kon-
vergiert gleichméfig auf K (wenn &' hinreichend klein gewihlt wird). Mit (2.20) finden
wir
1S1] ke Z ()47 exp (—2mevy; — 2mev'ys) .
veo~!

v, V' >0

Auch diese Summe konvergiert gleichméfig auf K.
Zu ii). Hier geniigt es offenbar,

= Z Ga (ma O)b:‘/az (07 Y1, y2)

a>1

zu betrachten. Nach Lemma 2.6 und Lemma 2.7 ist

_ L Y2 s i P
f(S) - \/EF(?S) (4A) (ylyZ) ; Ga( 70)
(s — 1/2)2 s 1—s 1-2s
W(‘L‘l) (11y2) ;;a Ha/r(oam)
— (F( 1)/2) 4A y1y21 sggarl%H Om)
(s —1/2)?

= W(4A)s(y1y2)ksd25 - 1) ;GI%HLI(O, m).

Die Behauptung folgt nun aus H,(0,m) = O(a~'/?) fiir a — oo und den bekannten Eigen-
schaften der Riemannschen Zetafunktion ((s). O
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Definition 2.10. Sei D C C offen und f eine meromorphe Funktion auf D. Ist a € D,
so bezeichnen wir den konstanten Term der Laurententwicklung von f an der Stelle a mit

Caza[f(5)]-

Definition 2.11. Sei m eine negative ganze Zahl und (z1,22) € H x H — H(m). Mit den
obigen Bezeichnungen definieren wir

(I)m(zla ZZ) = Cs:l [(I)m(zla 22, S)] .
Nach Satz 2.9 ist ®,,(21, 29) wohldefiniert. Weiterhin folgt aus der Konstruktion, daf}

®,, (21, 22) invariant unter der Operation von T'f ist.

2.2.4 Die Fourierentwicklung von ®,,(z1, z2)

Definition 2.12. Fir eine negative ganze Zahl m setzen wir

Gn(m) = —bpm, n <0, (2.21)
472 |m
Go(m) = —# ZHb(U,m)b_l, n =0, (2.22)
b>1
4
qn(m) = —2my/|m/n| ZHb(n,m)Il <b—l7; |nm|> , n>0. (2.23)
b>1

Nach Satz 1.5 ist go(m) genau der |m|-te Fourierkoeffizient der Eisensteinreihe E(z) €
My(D, xp). Fiir n > 0 ist g,(m) gerade der |m|-te Fourierkoeffizient der Poincaréreihe vom
Gewicht zwei P_,, (siehe (1.13)). Man kann die g,(m) (n # 0) auch als Fourierkoeffizienten
geeigneter nichtholomorpher Poincaréreihen vom Gewicht Null auffassen. Doch darauf soll
hier nicht weiter eingegangen werden.

Man beachte, dafl wegen Hy(n,m) = Hy(n, m) sdmtliche g,(m) reell sind.

Lemma 2.13. FEs gibt ein o € C mit

oot |2ty /D) ) 3= Gulom, 0007 | =t o). (224

Beweis. Wie im Beweis von Satz 2.9 konnen wir

% S Galm, 0)a 2 = (25— 1) a2 H,(0,m)

a>1 a>1

schreiben. Damit ist die linke Seite von (2.24) gleich

2rT(s — 1/2)?
e [2T=1/2)

- T(2s) (4lm|/D)*(y1y2)' *¢(2s — 1) ZalﬂsHa(U,m)

a>1



38 Kapitel 2. Poincaréreihen zu Heegnerdivisoren

Es gilt

Cs=1 %;{;/Z)Q(MmVD)SZal_QSHa(O,m) = —2qo(m).

a>1

Weiterhin hat man die folgenden Laurententwicklungen bei s = 1:

(?J1y2)1_S = 1—log(yiy2)(s —1)+...,
C(25-1) = %(s— D =)+ ...

Hieraus folgert man die Behauptung. O

Lemma 2.14. Fiir (z1,29) € H x H — S(m) mit y1yo > |m|/D hat man die Darstellung

By (21,2) = @+ qo(m) log(yrya) + 27 > ([Ayn = Mol = Pyr + V)

et
N(\)=m/D
+2 E E E (e’%”uyl“'y"" — e”””“yl*x?ﬂ‘) e(nAzy + n\'xy)
Aeo~! n>l
N(\)=m/D
i [l g —
+ ) Z | —Go(m, ) o) iImDuv!| | (e(vzy + V'2) + e(—vz) — V' %))
veo—! vy a>1 a a
v>0
V' >0
47 |m| 1 AT / - ) /
5] Z 24 ~Go(m,v)Jy DV imDv'| ) (e(vzr + V'Z) + e(—vz — V2)).
veo ! vy a>1 a a
v>0
V<0

Dabei hat o die gleiche Bedeutung wie in Lemma 2.13.

Beweis. Zur Abkiirzung setzen wir A = |m|/D. Nach Definition und (2.8) gilt:

22@%(21,@,3)]

a=1

Pp(21,22) = Comi [Pp(21,22,5)] + Comt

= (Pgn(Zl,ZQ, ].) + 2 Z

veo !
v#0

QZGa(ma O)bf/a2 (anlay2)] : (2'25)

a>1

Z Ga(ma l/)bf/az (l/a Yt, y?)] 6(1/331 + VI{EQ)

a>1

+ Cs:l
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Den ersten Summanden ®° (21, z3,1) haben wir in Lemma 2.5 berechnet. Setzt man s = 1
in der Fourierentwicklung (2.14), so erhélt man mit (A.7) und (A.8)

1
(I)O — ! _
m(21, 22, 1) = 4 E B(Ay1, N'yz) + 2 E E 'n
Acd—1L Aeo~!  n>1
NO\)=m/D NO\)=m/D

% (6*%“(04()\3/1,A’yz)fﬂ(kyl)\’m)) _ 6*27m(04(>\y1,>\’y2)+6(>\y1)\’y2))) e(n)\xl + n)\'xg).

Benutzt man die fiir ry, 7o € R, r179 < 0 giiltigen Beziehungen

a(ry,re) + B(ri,re) = |r1 — 2,
a(ry,re) — B(ri,re) = |1 + 72,

|7’1 — T2| — |7’1 +T2| = 25(7’1,7’2),

so findet man

O (21,22, 1) =20 > (Mg — Mol — [y + Vi)

Aeo~!
N(\)=m/D
b2 3 0L (el _ gmin ) o(nrz, + ).
Aeo~t n>1 n
N(X\)=m/D

Den zweiten Summanden in (2.25) kénnen wir mit Lemma 2.6 und (A.8) in dhnlicher Weise
auswerten. Weiterhin ergibt sich mit Lemma 2.6 und Lemma 2.13

Cs:l

2) " Ga(m, O)bf/‘*(o,yl,w)]

a>1
210 (s — 1/2)?

= Co—1 [W(4|m|/l))s(yly2)ls ; Ga(m, 0)0725 = a+ qo(m) log(y192),

und damit folgt die Behauptung. O

Satz 2.15. Auf {(z1,22) € Hx H— S(m); y1y2 > |m|/D} hat ®,,(21, 22) die Fourierent-
wicklung

Op(z1,20) = a+2r > (Mg — Nl = yr + Vi)

Aot
N(\)=m/D
+4 Z qpuw (M) log |1 — e(vay + Ve + ilvys + Vo))
veo !
v>0
+qo(m) og(y13) +4 > piow(Iml) log |1 = e(vz + v'2)|.
veo~!
v>0

V<0
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Dabei hat o die gleiche Bedeutung wie in Lemma 2.13, und die p,(n) bezeichnen die Fou-
rierkoeffizienten von P, € So(D, xp) gemdaf$ Satz 1.7.

Beweis. Wir benutzen Lemma 2.7, um die Darstellung aus Lemma 2.14 umzuschreiben.
So ist zum Beispiel

Z |1/1/ Z aGa(m, v)Ji <;L_z_r) V |me/’|> (e(vzy + V'2) + e(—vz) — V'2))

UED_ a>1
u>0
V<0

:222%[ |DW ZH (D', m) <4DW>]

veo~ !l n>1
v>0
V' <0

x (e(nvz, + nu'Zg) +e(—nvz; — nv'z))

dr
=—4 Z |D1/1/ ZH (Dvv',m) ( D\/|le/l/'|>]10g|1—€(l/2’1+1/,22)|

veo~ !
v>0
v'<0
und
1 /
Z Z —e 2=l (nyzy 4+ nu'x,)
veo~l n>1 n
N(v)=m/D
1
Z Z — (e(nvz + n'z) + e(—nvz —nv'zy))
veo~! n>l "
v>0
N(v)=m/D
=4 Z log |1 — e(vz + V'25)].
veo !
v>0
N(v)=m/D
Damit gilt
T'+T,=4 Z piowr|(Im]) log |1 — e(vz + V' 2)].
veo~!
v>0
V<0
Mit einer analogen Uberlegung fiir die iibrigen Terme erhilt man die Behauptung. O

2.3 Die Singularititen von ®,,(z1, 23)

Lemma 2.16. Sei K eine kompakte Teilmenge von HXH und m < 0. Dann ist die Menge

Miom = (@b N €ZxZx0™"; N(\) —ab=m/D,
az122 + Az + N2o + b =0 fiir ein (21,29) € K}
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und damit auch die Menge
M = {(a,b,)) € Mg s a >0 oder (a=0 und X\ > 0)}
endlich.
Beweis. Dies ist Lemma 2.2 mit C' = 0. O

Satz 2.17. Sei K C H x H kompakt und Mk ,, wie in Lemma 2.16 definiert. Dann ist

O, (21, 22) + Z log |az12y + Az + N2y + b
(a,b,N)EMEK m

eine reell analytische Funktion auf (H x H — H(m)) N K, die auf ganz K reell analytisch
fortgesetzt werden kann. Mit anderen Worten: ®,, (21, 22) ist eine reell analytische Funktion
auf H x H — H(m) mit logarithmischer Singularitit entlang von H(m).

Beweis. Zur Abkiirzung sei A = |m|/D. Man wéhle ein festes a9 € N, so dal K in
{(21,22) € H x H; y1y2 > A/a2} enthalten ist. Nach Definition und (2.8) gilt

ap—1
Oy (21, 22) = B0 (21,22, 1) + 2 D% (21,2, 1) + Comy [Z @;';L(zl,,@,s)] : (2.26)
a=1 a>ap

Mit Hilfe der Fourierentwicklung zeigt man leicht (vgl. Lemma 2.14), dafl

Z O (21, 22, 5)]

a>ao

Cs:l

eine reell analytische Funktion auf {(z1,22) € H x H; y1y2 > A/al} darstellt. Es geniigt
daher, die ersten beiden Summanden in (2.26) zu betrachten. Diese kénnen wir wegen
¢1(2) = —log(1l — z) und (2.4) wie folgt schreiben:

ap—1
+ )\Zl + )\IZQ + b|2
30 H+23" 3o 1) =— log [ 192122
m(zlaz27 )+ Z m(zla'z?a ) Z 0g <|a2122 + )\Zl + )\,22 + b|2
a=1 a,b€7Z,|a|<ao
Aco!
N(A)—ab=m/D
Z | <|az1zQ+)\z1+)\’z2+b|2>
= Og = !5 2
bt T an laz1Zo + X271 + NZy + b|
Aeo—!
N(X)—ab=m/D
(a,b,\)EM K
+ Z log(4Ay1ys + |azize + Az + Nz + b))
(a;,b,\)EMK
— Z log |az1 29 + Az + N2z + b|% (2.27)

(a;,b,\)EM K
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Die Summe

laz120 + Az + N2y + b|?
| 2.28
Z o8 <|(Z2’1§2+)\21+)\’,§2+b|2 ( )

a,b€Z,|a|<ag
Aeo~!
N(A)—ab=m/D
(aab)‘)¢MK,m

konvergiert gleichméfig absolut auf K. Da

o laz12o + Azy + N2 + b|?
|a2122 + )\2’1 + )\IZQ + b|2

harmonisch in z; und zy ist, muf} (2.28) stetig und harmonisch in z; und z5 sein. Damit ist
sie insbesondere reell analytisch. Dies impliziert die Behauptung. O

2.4 Eine auf H(m) verschwindende holomorphe
Funktion

Wir schreiben ®,,(z21, 29) als Summe zweier Funktionen &, und t,,. Wir werden zeigen,
daB &, reell analytisch auf H x H ist, und dafl —,,/4 der Logarithmus vom Betrag einer
auf H x H holomorphen Funktion ist, deren einzige Nullstellen auf H(m) liegen.

Definition 2.18. Sei m eine negative ganze Zahl. Dann setzen wir

Em(21,22) = @o(m) log(yr1y2) +4 D pipwsi(Im]) log |1 = e(vz1 +/2))|

veo !
v>0
V' <0

und
Ym (21, 22) = P (21, 22) — Em(21, 22).
Lemma 2.19. Die Funktion &p,(z1, 22) ist reell analytisch auf H x H.

Beweis. Offenbar geniigt es zu zeigen, daf}

S(z1,22) = Y |piow(Iml) Log (1 — e(vzy + v/ 2))]

veo~!
v>0
V<0

lokal gleichmé&Big auf H x H konvergiert. Aus der bekannten Abschitzung fiir die .J;-
Besselfunktion

Ji(t) < min{t,t7'*}  (t € Ryg)
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folgert man leicht, da§ p,(Jm|) = O(r) fiir » — co. Damit konnen wir S(z1, z2) abschitzen:

S(21,2) <K E |Dvv'| [Log (1 — e(vz) + V' 2))|
vep~!
v>0
v'<0

< Z |Dv| le(vzy + V'Z)|
veo !
v>0
V' <0

<K Z |D1/]/|e_27r(\”|y1+|u’\y2)‘
veo !

v>0
v'<0

Hieraus folgt die lokal gleichméfiige Konvergenz. O

Definition 2.20. Sei D C C? ein Gebiet und f : D — R zweimal stetig differenzierbar.
Die Funktion f heif$t pluriharmonisch, falls

9 9
Hp(z1,22) = (azégzl 32519(322> f(z1, 22)

022071 02207Zo
auf D identisch verschwindet.

Lemma 2.21. Sei D C C? ein einfach zusammenhingendes Gebiet und f : D — R eine
reellwertige zweimal stetig differenzierbare Funktion. Dann sind dquivalent:

i) f ist pluritharmonisch.
ii) Es gibt eine holomorphe Funktion h : D — C mit f = R(h).
Beweis. Man argumentiert wie in [GR] Kapitel IX Abschnitt C. O

Sei W eine fest gewiihlte Zusammenhangskomponente von H x H — S(m). Ist A € 07!,
so schreiben wir (A, W) > 0, falls A\y; + Nyo > 0 fiir alle (21, 29) € W. (Dies ist offenbar
dquivalent zu Ay; + Ny > 0 fiir ein (21, 20) € W)

Auf W wollen wir die Fourierentwicklung von 1), in einer geringfiigig anderen Form
schreiben. Dazu seien pyw, py, die eindeutig bestimmten reellen Zahlen, so daf

Lowyr +pwye) = Y (P = Noo| = D + Na)

Aco~!
N(A)=m/D

fiir alle (21, 29) € W. Dann gilt fiir (21, 29) € W mit y,y, > |m|/D:

U (21, 22) = a + 87 (pwyr + Py y2) + 4 Z qpur (M) log|l —e(vzy +V'2)].  (2.29)

veo~!
(v,W)>0
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Definition 2.22. Fir (z1,2:) € {(z1,22) € W; y1y2 > |m|/D} sei

U, (21, 2) = e(pwz1 + ply22) H (1 —e(vz + Z/'ZQ))_qD””'(m) . (2.30)

veo~!
(v,W)>0

Man beachte, daf} die lokal gleichméfig absolute Konvergenz des unendlichen Produktes
(2.30) auf dem angegebenen Gebiet aus der lokal gleichméBig absoluten Konvergenz von
(2.29) folgt. Wir konnen ¥,,(zy, z2) auch in der Form

U, (21, 22) = e(pwz1 + ply22) H (1—e(vz +1V'2)) H (1= e(vz + 1/ 25)) "0 (™

veo— !t veo— !
(V7W)>0 VI>0
N(v)=m/D >0

schreiben. Offenbar ist W,,(z1, z2) eine holomorphe Funktion auf {(z1,2:) € W; yiys >
|m|/D}, und es gilt auf diesem Gebiet

1
_Z(
Satz 2.23. Die Funktion W, besitzt eine holomorphe Fortsetzung auf H x H und (2.51)
gilt auf H x H — H(m). Ist K C H x H kompakt, so ist

log |V, (21, 22)| = Um (21, 22) — @). (2.31)

U, (21, 29) H (az129 + Az + Nz +b) 7" (2.32)
(abNeME

(per holomorpher Fortsetzung) eine holomorphe Funktion auf K ohne Nullstellen.

Beweis. Sei U eine beschriinkte offene Teilmenge von {(21,22) € W; y1y2 > |m|/D}. Es
geniigt zu zeigen, dafl ¥,, sich auf jeden Quader V' der Form

V = (al,bl) X i(ag,bg) X (a3,b3) X i(a4,b4) C H x H, U C V,

mit kompaktem Abschluf V' C H x H holomorph fortsetzen lift, da (2.31) auf V' gilt und
(2.32) auf V.
Nach Satz 2.17 und Lemma 2.19 kénnen wir

me +4 Z log |a2122 + )\2’1 + )\IZQ + b| (233)
(a,b,/\)eM‘i;’m

als reell analytische Funktion auf V" auffassen. Die Darstellung (2.29) von t,,, auf {(z1, 22) €
W y1y2 > |m|/D} impliziert, dal (2.33) sogar eine pluriharmonische Funktion definiert
(zunéichst auf U und dann per analytischer Fortsetzung auf ganz V). Also gibt es nach
Lemma 2.21 eine holomorphe Funktion f : V — C mit

Ym+4 Y loglaziz + Az 4+ Nzg + b = R(f(21, 22)).

+
(a,b,/\)GMv,m
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Auf U gilt daher

—Alog | W (z1, 2)[+a+4 Y Jazzm+ Az + Ve + b = R(f(21, 22)),
(a,b,A)eMg,m

1
R | Log U, (21, 20) — /4 — Z Log(azize + A2y + Nz +0) | = —Z%(f(zl, 22)).
(a,b,A)eM;m

Nach dem Satz von der Gebietstreue existiert eine Konstante C' € R mit
1
Log(Vpm (21, 22)) — a/4 — Z Log(aziza + Az1 + Nzg + ) = _Zf(Zb 29) +1iC.

+
(a,b,)\)EMV,m

Indem wir f von vornherein geeignet wéhlen, kénnen wir ohne Einschrinkung C' = 0
annehmen. Es folgt

U, (21, 22) H (az1zp + Az1 + Nz +b) 1 = e/te(z122)/4
(a,b,/\)eM;m

Da e /(#1:22)/4 eine nullstellenfreie holomorphe Funktion auf V' ist, erhilt man hieraus die
Behauptung. O

Aus (2.31) folgt, dal ¥,,(z1, 22) bis auf Multiplikation mit einer komplexen Konstanten
vom Betrag 1 unabhéngig von der Wahl von W ist.

Lemma 2.24. Die Funktion e (1224 st reell analytisch und positiv. Weiterhin ist
|qjm(21, 22)|6—£m(Z1,Z2)/4
mvariant unter I'g.

Beweis. Da &p,(z1, 22) reellwertig ist, folgt die erste Aussage aus Lemma 2.19.
Nach Satz 2.23 gilt |U,, (21, 25)| = e*/4e"¥m(=1:22)/4 TFolglich ist

|‘I’m(21, 22)|e*§m(z1,z2)/4 — ea/4e—q>m(z1’22)/4,

und e~®m(#1:22)/4 igt nach Konstruktion invariant unter I'f. O

2.5 Beziehungen zur Theorie von Borcherds

Unsere bisherigen Ergebnisse beinhalten insbesondere einen neuen Beweis von [Bo2] Theo-
rem 13.3 fiir den Spezialfall der Hilbertschen Modulgruppe (allerdings erhalten wir es in
einer etwas anderen Form). Darauf wollen wir in diesem Abschnitt eingehen.
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Definition 2.25. Sei I' < 'k eine Untergruppe von endlichem Index, x ein Charakter
von I' und k € R. Eine meromorphe Funktion f auf H x H heifft automorphe Form vom
Gewicht k und Charakter x beziiglich T, falls f das Transformationsverhalten

Fva, 7' 2) = x(V) ez + d)F (2 + d')* f (21, 22) (yer)
besitzt.

Lemma 2.26. (vgl. [Bo2] Lemma 13.1.) Sei VU eine meromorphe Funktion auf Hx H und
k € R. Die Funktion |V (21, 20)|(y1y2)* sei invariant unter T g. Dann ezistiert ein Charakter
x von g, so daff ¥ eine automorphe Form vom Gewicht 2k und Charakter y ist.

Beweis. Sei v € I'k. Nach Voraussetzung ist

O (21,7 22)|(3(720)3(7'22))* = [¥ (21, 22) | (y152)",

‘ ‘I’(’Yzla 7'22)

d —2k 1 dl —2k - 1.
TE |(cz1 + d)™"(c' 29 + d") |

Nach dem Maximumprinzip gibt es eine Konstante x(v) vom Betrag 1 mit

‘I’(Vzl, 7'732)

d -2k 1 d/ —2k — )
T (o) (cz1 +d) (2 +d) x(7)

Man priift leicht nach, dafl xy multiplikativ ist und damit ein Charakter von I'g. O

Lemma 2.27. Der Raum Sy(D, xp) besitzt eine Basis fi, ..., fa von Modulformen f;(z) =
> ns1 @u(fj)e(nz) mit ganzen rationalen Fourierkoeffizienten a,(f;).

Beweis. Dies fithrt man auf [DI] Corollary 12.3.8 und Proposition 12.3.11 zuriick. O

Satz 2.28. Sei fi,..., fq eine Basis von Sy(D,xp) mit ganzen rationalen Fourierkoef-
fizienten und f;j(2) = > o an(fj)e(nz) fir j = 1,...,d. Weiterhin seien N € N und
Ciy...,cy €L, so daP fir alle j =1,...,d die Bezichung

clal(fj) 4+ ...+ CNCLN(fj) =0

besteht. Dann ist

N
\I/(zl, 22) = H \I/,j(Zl, Zg)cj

j=1
eine meromorphe Funktion auf H x H mit folgenden Eigenschaften:

i) U ist eine automorphe Form vom Gewicht —%Z;.V:l cjqo(—j) mit einem gewissen
Charakter x (beziglich Tk ). Dabei ist go(—j) der j-te Fourierkoeffizient der Eisen-
steinreihe E(z) € My(D, xp) (siehe Satz 1.5).
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ii) Fiir jede kompakte Teilmenge K C H x H ist

(21, 29) H (az129 + Az1 + N zg + b) 7%

eine nullstellenfreie holomorphe Funktion auf K.

iii) Sei W eine Zusammenhangskomponente von H x H — U L, S(=7). Dann ezistieren
reelle Zahlen pw, py, und eine Konstante C' vom Betrag 1 so daf8 U auf {(21,29) €
W: yiy2 > N/D} eine Produktentwicklung der Form

U(z1,22) = Ce(pwz1 + pyy 22 H H (1—e(vzy +v ZQ))_qDW’(_j)

Jj=1 veo—1
(v,IW)>0

besitzt. Dabei ist q,(—j) fir n > 0 der j-te Fourierkoeffizient der Poincaréreihe P,
vom Gewicht zwei (siehe (1.13)), und fir n < 0 gilt ¢,(—j) = —0_jn.

Beweis. Zu (i). Aus der Voraussetzung folgt insbesondere
Clpr(l) +.oo CNpr(N) =0

fiir alle natiirlichen Zahlen r. Daher gilt

N

(21, 22) 1= chf i(z1, 22) = log(y1y2 ZC]CIO

7=1 7j=1

=

Nach Lemma 2.24 ist
|\Ij(21, 22) |67§(21,22)/4 — |\II(Z1, Z2)|(y1y2)7% Z;—V:I C]'qO(fj)

invariant unter I'sc. Daher folgt aus Lemma 2.26, dal U(zy, z3) eine automorphe Form vom
Gewicht

l\.')»—\

N
a E CJQO
j=1

ist. Aussage (ii) folgt unmittelbar aus Satz 2.23, und (iii) ergibt sich aus der Definition der
|\ O

Bemerkung. Besonders einfach ist die Situation in Satz 2.28, wenn Sy(D, xp) = {0} ist.
Dann sind bereits die ¥,,, automorphe Formen vom Gewicht —go(m)/2.
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Die go(m) kann man (etwa mit Lemma 3 in [Zal] §4) explizit auswerten. Ist zum
Beispiel D = p eine Primzahl mit p = 1 (mod 4) und auch |m| eine Primzahl, so erhilt

man go(m) = 0, falls (%) = —1, und

o(m) = 4L
’ L(_LXP),

falls (2) = +1.
p
Die Dimension von Sy(D, xp) kann mit der Formel aus [CO] berechnet werden. Ist p
eine Primzahl mit p =1 (mod 4), so gilt die einfache Beziehung (vgl. [He|)

-9

dim(Sa(p, xp)) = 2 [pj] )

dabei bezeichnet [z] die groBite ganze Zahl < x.



Kapitel 3

Chernklassen von Heegnerdivisoren

Sei X ein normaler irreduzibler komplexer Raum. Unter einem Divisor D auf X versteht
man eine formale Linearkombination

D= ZnyY, ny € Z,

irreduzibler abgeschlossener analytischer Teilmengen Y der Kodimension 1, so dafl der
Trager

wwpp(D) = | ¥

ny #0

ein abgeschlossener analytischer Teilraum der Kodimension 1 ist. Zu jedem Kompaktum
K C X gibt es dann nur endlich viele Y mit Y N K # () und ny # 0. Die Menge D(X)
aller Divisoren auf X ist in natiirlicher Weise eine abelsche Gruppe.

Jeder von Null verschiedenen meromorphen Funktion f auf X ist in bekannter Weise
ein Hauptdivisor (f) zugeordnet, welcher sich aus den Polen und Nullstellen von X zusam-
mensetzt. Die Menge der Hauptdivisoren H (X) ist offenbar eine Untergruppe von D(X).
Die Divisorklassengruppe C1(X) ist als die Faktorgruppe

Cl(X) = D(X)/H(X)

definiert.

Ist I eine Gruppe biholomorpher Transformationen von X, welche eigentlich diskon-
tinuierlich operiert, so kann man das Urbild 7*(D) eines Divisors D auf X/T" beziiglich
der kanonischen Projektion 7 : X — X/T" betrachten. Fiir eine irreduzible Komponente
Y des Urbildes von supp(D) ist dabei die Multiplizitdt von Y beziiglich 7*(D) genau die
Multiplizitit von 7(Y") beziiglich D. Dann ist 7*(D) ein I'-invarianter Divisor auf X . Nicht
jeder T-invariante Divisor auf X muf} von einem Divisor auf X/T" kommen.

Sei nun speziell X = HxH und T" die Hilbertsche Modulgruppe eines reell-quadratischen
Zahlkorpers oder eine Untergruppe von endlichem Index. Dann kann man fiir jede negative
ganze Zahl m den Heegnerdivisor Y (m) der Diskriminante m auf X/T" definieren. Dieser ist
dadurch charakterisiert, dafi der Triager von 7*(Y (m)) gleich H(m) ist (dabei bezeichnet

49
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H(m) die in (2.1) definierte Punktmenge), und alle Multiplizitdten von Y (m) gleich 1
sind!. Der Divisor Y'(m) ist bekanntlich algebraisch, sein Triiger besitzt insbesondere nur
endlich viele irreduzible Komponenten. B

Fiir unsere Zwecke ist es niitzlich, folgende modifizierte Divisorklassengruppe C1(X/T)
einzufiihren: Jeder automorphen Form f beziiglich T' mit Charakter y (im Sinne von De-
finition 2.25) ist ein '-invarianter Divisor in D(X) zugeordnet. Dieser ist bekanntlich das
Urbild eines (algebraischen) Divisors (f) aus D(X/T'). Die Untergruppe aller solcher Divi-

soren bezeichnen wir mit H(X/T), offenbar gilt

H(X/T) < H(X/T) < D(X/T).
Wir definieren nun

Cl(X/T) = D(X/T)/H(X/T).

Die Bilder der Heegnerdivisoren Y (m) unter der kanonischen Projektion CI(X/T") —
Cl(X/T') bezeichnen wir mit Y (m).

3.1 Ein Lift in die Divisorklassengruppe

Wir verwenden die gleichen Bezeichnungen wie im vorherigen Kapitel. Insbesondere sei
wieder D > 0 eine Fundamentaldiskriminante mit D = 1 (mod 4), I'x die Hilbertsche
Modulgruppe des quadratischen Zahlkérpers K = Q(v/ D) und X = (H x H)/Tg.

Es sei S(D, xp) der Z-Modul aller Spitzenformen aus Sy(D, xp), in deren ¢-Entwicklung
alle Koeffizienten ganz sind. Bezeichnet d die Dimension von Sy (D, xp), so folgt aus Lemma
2.27

S(D,xp) 2 Z" und S(D,xp)®zC = S5(D,xp).

Weiterhin sei $*(D, xp) der zu S(D, xp) duale Z-Modul, also der Modul aller Z-linearen
Abbildungen S(D, xp) — Z. Dann ist S*(D, xp) ®z C gleich dem C-Dualraum S; (D, xp)
von Se(D, xp).

Spezielle Elemente von 8*(D, xp) sind die Funktionale

a.:S(D,xp) = Z, f= Zane(nz) — a,(f) = a, (3.1)

fiir alle » € N. Nach (1.16) kann man die a, mit dem Petersson-Skalarprodukt auch durch
f = a,(f) = 4mr(f, GP) beschreiben.

Den von den a, erzeugten Untermodul in S*(D, xp) bezeichnen wir mit A(D, xp). Da
die Poincaréreihen G? den Raum S, (D, xp) erzeugen, gilt

A(DJ XD) = Zd und A(Da XD) ®Z C= S;(Da XD)

Man kann nun Satz 2.28 verwenden, um eine Liftung von A(D, xp) nach C~1(XK) zu kon-
struieren.

IFalls H(m) = 0, so ist Y (m) = 0 in D(X/T).
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Satz 3.1. Durch die Zuordnung a, — Y (—r) (r € N) wird ein Homomorphismus
3:A(D, xp) — Cl(Xg) (3.2)
definiert.

Beweis. Wir haben zu zeigen, dafl 3 wohldefiniert ist. Dazu seien N € Nund ¢q,...,cy € Z
mit

cia1+...+ceyay =0 in A(D, xp).

Dann sind mit diesen c¢; die Voraussetzungen von Satz 2.28 erfiillt. Folglich ist

N
\I/(zl, 22) = H \I/,j(Zl, Zg)cj
j=1
eine automorphe Form auf H x H mit
N
(U(21,22)) = chﬂ*(Y(—j)),
7=1
und somit ist B(cia1 + ...+ cyay) =0 in GI(XK). O

3.2 Die Chernklasse von Y (m)

Sei wieder X = H x H und I' die Hilbertsche Modulgruppe eines reell-quadratischen
Zahlkorpers oder eine Untergruppe von endlichem Index.

Jedem Divisor D auf X/T" ist eine Garbe £(D) zugeordnet. Die Schnitte von £(D) iiber
einem offenen Teil U C X/T sind meromorphe Funktionen f mit (f) > —D auf U.

Wir nehmen nun voriibergehend an, da8 T" fixpunktfrei auf X operiert. Dann ist X/T
eine analytische Mannigfaltigkeit und jeder Divisor D auf X/I" ein Cartierdivisor, d.h. die
Garbe L£(D) ist ein Geradenbiindel. Damit ist £(D) eine Chernsche Klasse

¢(D) = ¢(L(D)) € H*(X/T,C)

zugeordnet, an deren Konstruktion wir erinnern. Man bendétigt eine Hermitesche Metrik des
Biindels £(D). Eine solche findet man im vorliegenden Fall wie folgt. Man w&hlt zunéchst
eine Trivialisierung des Urbilds £L(7*(D)) der Garbe L(D). Dies ist eine meromorphe Funk-
tion f auf X, welche genau auf 7*(D) paft, d.h. (f) = 7*(D). Dann ist

J(vy,2) = veT,
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ein sogenannter Automorphiefaktor, also ein 1-Kozykel von I' im Ring der holomorphen
invertierbaren Funktionen auf X. Eine Biindelmetrik erhdlt man durch die Wahl einer
positiven C*°-Funktion h : X — R mit

h(vz) = |J(v, 2)|h(2) fiir alle v € T
Die Differentialform
w = 00 log(h)

ist [-invariant und geschlossen. Sie liefert (via de Rham Kohomologie) eine Kohomologie-
klasse in H*(X/T, C).

Soweit die Konstruktion, wenn ' fixpunktfrei operiert. Allgemein w#hlt man einen
Normalteiler I'y < I'" von endlichem Index und erh&lt mit der angegebenen Konstruktion
ein Element aus H?(X/Ty, C). Dieses ist invariant unter I'/Ty und definiert somit ein
Element von H?(X/T,C) iiber den Isomorphismus

H?*(X/T,C) = H*(X/T,,C)"/"o.

(Diese Isomorphie folgt aus der Tatsache, da8 die Kohomologie der endlichen Gruppe I'/T
auf Vektorrdumen der Charakteristik 0 stets verschwindet.)
Die Konstruktion der Chernschen Klasse ergibt einen Homomorphismus

C: CI(XK) — H2(XK, (C)
Es ist unser Ziel, die Bilder der Heegnerdivisoren Y (m) € Cl(Xg) unter ¢ zu berechnen.

Wir erinnern kurz an die Theorie Harders [Ha] iiber den Aufbau der Kohomologiegruppe
H?(Xf,C). Eine detaillierte Darstellung findet sich auch in [Fr]. Man hat eine Zerlegung

H*(Xg,C) = Hi;(Xk, C) & Hgy

squ

(Xg,C) @ HY!

squ

(Xg,C) @ HY?

squ

Die Klassen der Eisensteinkohomologie Hz: (X, C) sind durch Eisensteinreihen gegeben,
und HZ (X, C) besteht aus allen Kohomologieklassen, die durch eine quadratintegrier-
bare Differentialform vom Typ (p, q) repriisentiert werden konnen.

Der Raum HL! (X, C) spaltet auf in

squ

H):\(Xk,C) = Hyy;

squ univ

(Xk,C) ® Hl (Xk, C).

cusp

Dabei ist

(X C) o Cd21 A le o CdZQ VAN dZQ
K, -

HL
y? ys

univ

durch die universellen Klassen gegeben, und die cuspidale Kohomologie H; (Xx, C) kann
in der folgenden Weise durch Spitzenformen beschrieben werden:
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Fiir (2 %) € Sly(R) setze man

a b\ [(a =b\ (1 0Y[fa b\ (1 O

c d)  \—c¢ d) \0 —-1)\c d)\0 -1
und bezeichne mit Sy(T'k) den Raum der holomorphen Spitzenformen vom Gewicht 2
beziiglich der Untergruppe

Iy = {(M',M*); M € T'g} <SL(R) x Slh(R).
Man hat eine injektive Abbildung
p:Sy(T) x Sy(Ty) — Hyy(Xk, C),
(g91(21, 22), 9221, 22)) = g1(21, —Z2)dz1 A dZy + go(22, —Z1)d2o A dZy,
und HL (Xg, C) ist gerade das Bild von p.

cusp

In H;! (Xk,C) betrachten wir den Teilraum

cusp

Hsl);rln(XKa C) = {fi(z1, 22)d21 Ndza + fo(21, 22)dza A d2Z1;  fi(—22,—21) = fa(21,22) }.

Offenbar ist H! (Xg, C) genau das Bild der injektiven Abbildung

sym
a: S (Tk) — Hy (Xk, C), (3.3)

g(Zl, ,2’2) — g(Zl, —22)d21 A d22 + 9(22, —zl)dZQ A\ d,?l.
Es wird sich herausstellen, daf§ die Chernklassen der Heegnerdivisoren Y (m) in

b

univ

(Xk,C) @ HY!

sym

(Xx,C)
liegen.

Sei m eine negative ganze Zahl. Zagier folgend (siehe [Zal] Appendix 1, [Za2] §6) defi-
nieren wir fiir s = o + ¢t € C mit o > 0 eine Funktion w,, ; : H x HL — C durch

wm,s(zla ZZ) — Z 1 (ylyZ)s (34)

o (Fanm+An = N+ 0)? | —anzm + Az — N+ 0%

Aeo—!
N(A)—ab=m/D

Diese Reihe konvergiert lokal gleichméBig absolut fiir o > 0. Daher hat w,, ; das Trans-
formationsverhalten einer Modulform vom Gewicht 2 beziiglich T'k-. Wie in [Zal] ld3t sich
zeigen, dal wy, s eine holomorphe Fortsetzung in s auf {s € C; ¢ > —1/4} besitzt, und
dafl

wm (21, 22) 1= Wi o(21, 22) (3.5)
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in Sy(T'}) liegt. Die Fourierentwicklung von wy, (21, z2) hat die Form

wm (21, 22) = 872 Z {— Z r

1/60_1 reN
v>0 rlvv/D
V<0 N(v/r)=m/D

+27r\/wz —Go(m,v) (47r mgu) } (vzy — V'29). (3.6)

Satz 3.2. Es ser m eine negative ganze Zahl. Die Chernsche Klasse des Heegnerdivisors
Y (m) ist gegeben durch

(¥ (m)) = -

qo (m) <d2§1 A le 4 dZQ A dZQ) m

16\ » i) apttntral)

Dabei bezeichnet qo(m) den |m|-ten Fourierkoeffizienten der Eisensteinreihe E(z) und «

die in (3.3) definierte Abbildung.
Beweis. Nach Satz 2.23 ist W,,(21, 22) eine Trivialisierung der Garbe L£(7*Y (m)). Somit
folgt aus Lemma 2.24, daBl eém(#1:22)/4 eine Hermitesche Metrik auf £(Y (m)) darstellt. Also
gilt
1 -
c(Y(m)) = 1 DOEm (21, 22).

Wir schreiben die Fourierentwicklung von &, in der Form (vgl. Lemma 2.14 und Satz
2.15)

Em(21, 22) = qo(m) log(y1y2) E g e(nvzy +nv'z) + e(—nvz; —nv'z))
veo ! ”>1
v>0
N(v)=m/D
AT 4 f = _ ’
) E |1/1/ E E\/ ImDvv'| | (e(vzy + V'Z) + e(—vz) — V'2))
Vel
V' <0

und bestimmen ¢(Y (m)) explizit. Eine einfache Rechnung zeigt

0 0 J 0 qo(m)
- 1 - _

8z1 97, fm( 21, % 2) 82, 07, QO(m) Og(ylyz) 4y% )

o 0 o 0 _ qo(m)

a—z28225m(21,22) a—@a—@%(m) 10%(?!13/2) = 4y% .
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Weiterhin gilt

0 0 2%
e M R
veo~! reN
V/>0 rlvv/D
V<0 N(v/r)=m/D
1 4
muv/! | Z —Go(m,v)J (—W\/ |m1/1/’|/D> }6(1/21 +1'2)
a a
a>1
8mm
D3 EI M
veo! reN
V,>0 rlvvD
V<0 N(v/r)=m/D
+27r”yy Z —Go(m,v) ( \/mw/’/D> } (vz) + V'2).
a>1

Analog findet man

o 0 87m
O D R E

veo ! reN

1/,>0 rlvvD
V<0 N(v/r)=m/D
v/ 1 47
21\ e S =Gy )y [ —/mu JD ) be(—vz —v'z).
+ 27 m;a (mu)1<a muv' [ )}e( vz —V'z)
Durch Vergleich mit (3.6) ergibt sich die Behauptung. O

Bemerkung. Die Aussage von Satz 3.2 wurde von Hirzebruch und Zagier vermutet ([HZ]
Conjecture 2, 2’) und von Oda bewiesen [Od]. Oda’s Beweis beruht in grofem Mafe auf
[HZ] und ist von unserem voéllig verschieden.

Wir bezeichnen die von den Heegnerdivisoren Y (m) in Cl(Xk) erzeugte Untergruppe

mit Cly(Xx) und analog die von den Y (m) in C1(Xx) erzeugte Untergruppe mit Cly(Xx).
Die Komposition der Chernklassenabbildung (siehe Satz 3.2)

¢:Cl(Xk) — H (Xg,C) @ HY! (Xi, ©)

univ sym

mit der kanonischen Projektion

HY (Xg,C) @ HY! (Xg,C) — HLL (Xg, C€)

univ sym sym

induziert einen Homomorphismus

¢: Cly(Xx) — HYL (X, C), (3.7)

sym
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so daf} das Diagramm

Cly(Xg) —— H.

univ

l l

Cly(Xx) —— HL (Xg,C)

sym

(Xk,C) ® Hyp, (Xk, C)

sym

kommutiert. Durch Komposition von 3, ¢ und a™' (siehe (3.2), (3.7), (3.3)) erhalten wir
einen Homomorphismus

71 A(D, xp) — S2(T'k), (3.8)
also ein kommutatives Diagramm

A(D, xp) —2  Cly(Xk)

| |

S,(TL) —— HL! (Xg,C).

sym
Nach Satz 3.1 und Satz 3.2 ist j charakterisiert durch

r

J(a,) = Ew_r(zl, 22) (r e N). (3.9)

Nach Tensorieren mit C und Identifikation So(D, xp) — S5(D, xp), f — (-, f) erhélt man
schliefllich einen Homomorphismus

1

SQ(D,XD) — SQ(F}() mit Gf —> @w_r

(21, 22), (3.10)

so daf} das Diagramm

So(D,xp) 2280 s5(D, vp) —2 Cl(Xx) 2 C

| d I

So(Th) —— S(Tk) —*— HL! (Xg,C)

sym

kommutiert.

3.3 Beziehungen zur Doi-Naganuma-Liftung

Die soeben durchgefiihrte Konstruktion liefert insbesondere eine Liftung (3.10) elliptischer
Spitzenformen von Nebentypus

Ss(D, xp) — S>(Tk).
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Die Doi-Naganuma-Liftung [DN, Na, Zal, As| ist eine wohlbekannte Abbildung vom
gleichen Typ. In der von Zagier betrachteten Form bildet sie den Raum Sy(D, xp) nach
SQ(FK) ab.

Falls der Ring der ganzen Zahlen O von K eine Einheit negativer Norm enthilt, sind
So(T%) und Sy(Tk) identisch. ITm folgenden wollen wir zeigen, da dann die in (3.10)
konstruierte Abbildung mit der Doi-Naganuma-Liftung [Zal] {ibereinstimmt.

Die Frage, wann O eine Einheit negativer Norm besitzt, wird von Rédei vollstindig
in [Re] beantwortet. Zum Beispiel ist dies immer dann der Fall, wenn D = 1 (mod 4)
eine Primzahl ist. Es ist eine notwendige (aber nicht hinreichende) Bedingung, daf} alle
Primteiler von D kongruent 1 modulo 4 sind.

Sicherlich 148t sich Zagiers Konstruktion so verdndern, dafl man eine ,,modifizierte Doi-
Naganuma-Abbildung® Sy (D, xp) — So(T'k) erhiilt. Diese sollte dann allgemein mit unse-
rer Abbildung (3.10) iibereinstimmen.

Wir geben zuniichst die fiir uns relevanten Ergebnisse aus [Zal] an. Sei n eine positive
ganze Zahl. Man definiert fiir s = 0 + it € C mit ¢ > 0 eine Funktion w, : Hx H — C
durch

Wn,s(zl,ZQ) = Z ! (y1y2)s (311)

vyt (az129 + Az1 + N2 + )2 |az120 + Azp + N2y + 0|28

Aot
N(X)—ab=n/D

Diese Reihe konvergiert lokal gleichméfig absolut fiir & > 0. Daher hat w,, ; das Transfor-
mationsverhalten einer Modulform vom Gewicht 2 beziiglich I' ;. Durch Fourierentwicklung
148t sich zeigen, dal w,, s eine holomorphe Fortsetzung in s auf {s € C; o > —1/4} besitzt,
und daf
wn(zla 22) = Wn,O(zla Zz)
in S5(T'k) liegt. Die Funktion
Q(z1,29,7) = ann(zl, zo)e(nT) (3.12)

n>1

ist damit fiir festes 7 eine Hilbertsche Spitzenform aus Sy(I'k). Nach [Zal] Theorem 3 ist
sie auch fiir festes (21, 29) eine elliptische Spitzenform in Sy(D, xp).

Satz 3.3 (Zagier). i) Sei f € So(D, xp). Ist Dy € N, D1Dy = D, so schreibe man die
Fourierentwicklung von f in der Spitze Dy von T'y(D) in der Form (vgl. (1.15))
(F1 A=) =Y ar (f)e(nz/Dy).
n>1
Fiir jedes ganze Ideal a von K setze man

c(a) = ZT Z w(D2)D2a£(la)/r2D2(f)’

rla D2|(D,N(a)/r?)
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wobei (Dy) durch (1.8) definiert ist. Dann ist

F(z1,29) = Z c((V)0)e(vzy + V' 2)

eine Hilbertsche Spitzenform vom Gewicht 2 beziiglich I'x. Durch f — F wird also eine
lineare Abbildung

L SQ(D, XD) — SQ(FK) (313)

definiert.
ii) Die Funktion (21, 22, T) ist eine holomorphe Kernfunktion fir v: Es gilt

1

Uf)(21,22) = —5=

(1), =21, =2, 7))

iii) Die Abbildung v stimmt mit der von Naganuma [Na] und Asai [As] konstruierten Ab-
bildung tiberein. Insbesondere bildet + Heckeeigenformen auf Heckeeigenformen ab.

Bemerkung. Um die erwihnte ,modifizierte Doi-Naganuma-Abbildung* S»(D, xp) —
So(T'%) zu erhalten, hat man als Kernfunktion vermutlich

(21,29, T Enw (21, 22)e(nT)
n>1

(mit den in (3.5) definierten w_,,) zu verwenden.

Lemma 3.4. Der Ring der ganzen Zahlen O von K enthalte eine Einheit ¢ > 0 > g
negativer Norm. Dann ist die Abbildung

S2(Tk) — S2(Tk),  f(21,22) = fleo21, —£422)
ein Isomorphismus.

Beweis. Man schreibe

f(eoz1, —e422) = [ | <<0 (1)> <_086 2))(751,22)

mit der iiblichen slash-Operation und benutze fiir ((¢5), (%, 7)) € I'k die Identitét

(G- Co DG o) )G )G )
(5 ) (o ) e

0
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Wir kommen nun zum Hauptergebnis dieses Abschnitts.

Satz 3.5. Der Ring der ganzen Zahlen O von K = Q(v/D) enthalte eine Einheit eg > 0 >
ep negativer Norm. Man identifiziere So(Tx) mit So(Tk) durch

f(ZhZQ) = —Ef(gozh 5622)

und So(D, xp) mit S3(D, xp) durch f — (-, f). Es bezeichne § die in (3.2) konstruierte
Liftung, ¢ die Chernklassenabbildung (3.7) und v die Doi-Naganuma-Liftung (3.13). Dann
kommutiert das folgende Diagramm:

So(D, xp) —— S3(D,xp) —— Cly(Xx) ®zC

l Jl lé (3.14)

SQ(FK) % SQ(F}() L} HL! (XK,(C)

sym

Beweis. Wir haben zu zeigen, daf} der linke Teil des Diagramms kommutiert. Da die Poin-
caréreihen G” den Raum Sy(D, xp) erzeugen, geniigt es zu zeigen, daf fiir alle r € N

1 G (21, 22) = ——L(GD)(ffoZla —£022)
2D
gilt. Aus (-, GP) = -a, folgt mit (3.9) die Identitit
1
. D —
({5 G)) (21, 22) 167er”"(Z1’Z2)'

Mit Satz 3.3 ergibt sich

WGP (21, 2) = —%(G?(T),Q(—zh —Z0,T))r

— 1(9(—21,—22,7),@’?(7)%

S or

1
82

1

= —er(zl, 22).

Die letzte Gleichheit folgt dabei aus der Fourierentwicklung ([Zal] Theorem 2)

wn (21, 27) = 872 Z { — Z

wy(—21, —22)

ve 071 reN
v>0 rlvv/D
N(v/r)=n/D

+2ﬂ\/ﬁz Ga(n,v) (“ﬁ)} (V21 + V') (3.15)

a>1
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der Reihen w,, (n > 0); man beachte G, (n,v) = G,(n,v).
Somit ist die Behauptung bewiesen, wenn wir noch

wr (€021, —8022) = W+ (21, 22)

zeigen konnen. Dies rechnet man unmittelbar anhand der Fourierentwicklungen (3.15) und
(3.6) nach. Dabei hat man G,(n, —¢4v) = G,(—n, ) zu verwenden. O

3.4 Automorphe Formen mit Null- und Polstellen auf
Heegnerdivisoren

Wir nehmen im folgenden der Einfachheit halber wieder an, dafl der Ring der ganzen
Zahlen O von K = Q(v/D) eine Einheit negativer Norm enthiilt.

Satz 3.5 ermoglicht es, Eigenschaften der Doi-Naganuma-Liftung zu verwenden, um die
Abbildung 3 zu studieren.

Auf diese Weise wollen wir folgende von Borcherds gestellte Frage (siehe [Bo3] Example
4.2 und [Bo2] Problem 16.3) im hier betrachteten Spezialfall der Hilbertschen Modulgruppe
beantworten: Sei f eine automorphe Form beziiglich ['x, deren einzige Null- und Polstellen
auf Heegnerdivisoren Y (m) liegen. Besitzt f dann eine Entwicklung in ein Borcherdspro-
dukt?

Dazu haben wir den Kern der Abbildung ( zu bestimmen. Man kann den Raum
So(D, xp) als direkte Summe der Unterrdume

Sy = {f(Z) = a(n)e(nz) € S2(D,xp);  xp(n) =—1= a(n) = 0} ,

n>1

S = {f(z) = Za(n)e(nz) € S2(D,xp); xp(n) =+1=a(n) = 0}

n>1

schreiben. Bekanntlich ist die Doi-Naganuma-Liftung ¢ injektiv auf S, und verschwindet
identisch auf S_. Dies folgt aus der Beschreibung von ¢ auf Heckeeigenformen anhand der
zugehorigen L-Funktionen [Na, As| (siche auch [Ge] Kapitel 6).

Der Zerlegung Ss(D, xp) = Sy & S_ entspricht eine Zerlegung von A(D, xp), die wir
nun angeben wollen. Man setzt

A, = Spany {a, € A(D,xp); xp(r)=-+1} und
A_ = Spang {a, € A(D,xp); xn(r) =—1},

dabei bezeichnet Span;, das lineare Erzeugnis iiber Z, und a, sind die in (3.1) definierten
Funktionale.

Lemma 3.6. Es gilt A(D,xp) = Ay ® A_, und f > (-, f) bildet S_ bzw. S, isomorph
auf A- @ C bzw. A, @ C ab.
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Beweis. Wir zeigen zunéchst, dafl f — (-, f) den Raum S_ isomorph auf A_ ® C abbildet.
Da wir die a, mit dem Petersson-Produkt auch durch 47r(-, GP) beschreiben kénnen,
geniigt es zu zeigen, dafl der Raum

R = Spanc {GP; xp(r)=-1}

mit S_ iibereinstimmt.
Seir € Nmit yp(r) = —1. Dann ist —4r kein Quadrat modulo D und damit w, (21, 22) =
0. Aus
UGP) (a1, 22) = —gzen(1,22)
" 872

folgt, dafl G” in S_ = Kern(:) liegt, also R C S_.

Mit Lemma 1.9 iiberlegt man sich leicht, dafl Sy(D, xp) die orthogonale Summe von R
und S, ist. Andererseits gilt So(D, xp) = S+ @ S—. Es folgt dim(R) = dim(S_) und somit
in der Tat R = S_.

Dies zeigt insbesondere, dafl S das orthogonale Komplement von S ist. Folglich liegen
alle Poincaréreihen G” mit xp(r) = +1in S,. Durch ein Dimensionsargument schliefit man
wie eben

Spang {GP;  xp(r) = +1} = S,
Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Bemerkung. Wir haben hier Eigenschaften der Doi-Naganuma-Liftung wie etwa Kern(:) =
S_ benutzt, um zu schlieffen, dafl S, orthogonal zu S_ ist. Ein direkter Beweis wére
wiinschenswert.

Aus den obigen Uberlegungen ergibt sich mit Satz 3.5 unmittelbar

Satz 3.7. Die FEinschrinkung der in Satz 3.1 konstruierten Abbildung 3 : A(D,xp) —
Cl(Xg) auf den Teilraum A, ist injektiv. Auf A verschwindet [ identisch.

Damit kénnen wir die gestellte Frage beantworten.

Satz 3.8. Sei f eine automorphe Funktion vom Gewicht k beziiglich I' i mit einem belie-
bigen Charakter. Der Divisor von f in D(Xg) habe die Gestalt

()= &Y (=)

7=1
mit gewissen c; € Z, N € N. Dann ist f bis auf einen konstanten Faktor gleich

N

U (21, 20) = H U (21, 22)9,

j=1
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wobei die Funktionen V_;(zy, z9) durch (2.30) definiert sind. Insbesondere besitzt f eine
Entwicklung in ein Borcherdsprodukt, und k ist durch die Fourierkoeffizienten der Eisen-
steinreihe E(z) gegeben:

1 N
k= —§;CJQO(—J)

Beweis. Nach Voraussetzung ist
N ~
ﬁ (Z Cj(Lj) =0e€ Clh(XK)
7j=1

Aus Satz 3.7 folgt, dafl Zjvzl cja; in A_ liegt. Also gibt es ein N' € N und ganze Zahlen
bj (j=1,...,N') mit b; =0 fiir xp(j) # —1, so daB

NI
Zc]a]—i—Zb aj =0¢€ A(D, xp).
7j=1 7=1

Man schliefit man nun mit Satz 2.28, dafl

\If(zl, 2’2) = H \If_j(Zl, Zg)cj

eine automorphe Funktion vom Gewicht

N
a E CJQO
Jj=1

ist, deren Divisor in D(Xg) mit (f) iibereinstimmt. Dabei beriicksichtige man, daf fiir alle
j € Nmit xp(j) = —1 die Funktion U_;(zy, 25) auf triviale Weise konstant ist (in diesem
Fall gilt G,(—j,v) =0 fiir alle a € Nund v € 071).

Somit ist der Quotient W(zy, 25)/ f eine automorphe Funktion beziiglich Ik, die auf ganz
H x H keine Null- und Polstellen besitzt. Dann mufl U(zy, 22)/f aber konstant sein. [

l\.')»—\



Anhang A

Spezielle Funktionen

In diesem Anhang stellen wir einige Eigenschaften spezieller Funktionen zusammen. Um-
fangreiche Darstellungen finden sich in [AbSt] und [B1].

1. Fiir v, 2z € C kann man die Besselfunktion erster Art .J, durch die Reihe

2/4
2)”
= (=/2) k’F (v+k+1)
definieren. Sie geniigt der Differentialgleichung
d*w dw
2 2 2
W+ZE+(Z —v)w =0
Fiir festes v und z — 0 gilt
(2/2)"
(2) ~ ) 1,-2,-3,.. Al
R e I e 3.) (A1)
Fiir festes v und 2z € R, z — oo gilt
2 T T -1
Ju(z) =/ — (cos(z — Zv — %)+ O(z7")) . (A.2)

2. Die modifizierten Besselfunktionen I, und K, definiert man durch

o] 22 4 k
I,(z) = (2/2)" ; k!F((Z/ +/ k) +1)

KU(Z) _ g . I—I/(Z) - II/(Z) )

sin(mv)

Sie sind linear unabhingige Losungen der Differentialgleichung
d2 dw

P + S (2 +vH)w = 0.
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Fiir festes v und z — 0 gilt

II/ _]-7 2 ) )
O~ s 3....)
W) joy-v
()~ PG ) > 0
Fiir festes v und |z| — oo gilt
eZ
I,(z) ~ ,
(=) V212
s
Ko (2) ~ ) —e "
(2) 55¢
Im Falle » = 1/2 hat man die Beziehungen
,/%ZII/Q(z) = sinh(z) = ‘ _26 ,
2z
—Kl/Q (Z) =€ z
3. Die Gaufische hypergeometrische Funktion F'(a, b, c; z) = oFi(a, b, ¢; z) ist durch
() =T(a+n)T(b+n)
F(a,b,c;z) = "
(@.5,62) = Frm) 2 al(c+n)
gegeben. Der Konvergenzradius dieser Reihe ist gleich 1. Offenbar gilt
F(1,1,2;2) = —2 'log(1 — 2).
Die Legendrefunktion @, (z) definiert man dann durch
Fv+1) ,, (v+1 v+2 31
=21 v — — = > 1).
Qulz) =2 Vg Ty > o vraim) (2D
Sie ist eine Losung der Differentialgleichung
o d?w dw
Man hat die Identitédt ([AbSt] S. 218 (15.4.8))
2
Z2T(W)F(v,v,2v;2) = 227 Y20 (v +1/2)Q, 4 (— - 1) .
z

(A.3)

(A.4)

(A.5)

(A.6)

(A.9)

Mit der Legendreschen Verdopplungsformel I'(v)I'(v + 1) = 21-%71/2I'(2v) kann man dies

auch in der Form

2
F(v,v,2v;2) =2Q,4 (— - 1)
2z

schreiben.

(A.10)



Anhang B

Haufig verwendete Bezeichnungen

N? Z? Q) R) C

Sly(Z), Sly(R)

&)

z=x4+1y
s=o0+ it

MZ(DJ XD)

SQ(Da XD)

Menge der natiirlichen, ganzen, rationalen, reellen bzw. komplexen
Zahlen
Die obere komplexe Halbebene
Gruppe der ganzzahligen bzw. reellen 2 x 2-Matrizen mit Determi-
nante 1.
— S1,(2)
Kroneckersymbol
Anzahl der positiven Teiler von a € N
= max{n € Z; n < z}, GauBBklammer
= ggT(a,b), grofiter gemeinsamer Teiler von a und b
[F ()] < Clg()]
[f() < Ce)lg()]
Eine komplexe Zahl, iiblicherweise z € H
Eine komplexe Zahl
Der Realteil von s
= 2™ fiir z € C
= oz fiir y = (2}) € Sh(R)
= (cz+d)*f(yz) fiir k € Z, v = (24) € Sl,(R)
Ein Charakter
Eisensteinreihe vom Gewicht 2 zur Spitze P (S. 13)
Eine verallgemeinerte Kloostermansumme (S. 15)
Eine positive Fundamentaldiskriminante, hiufig D = 1 (mod 4)
D
Dir(iclzletreihe zum Charakter xp
Die Riemannsche Zetafunktion
—{(2})€T(1); =0 (mod D)}
Vektorraum der Modulformen vom Gewicht 2 und Nebentypus xp
beziiglich T'y(D)
Untervektorraum der Spitzenformen in M (D, xp)
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H (21, 2)
b?(ya Y1, 3/2)
Ga(m,v)
S(m)
a(ry,rs)
5(7”1, 7’2)
o1
Cs=alf(5)]

q)m(zla ZQ)
Gn(m)

MK,m; M},m
Sm(zla Z2)

Vm (21, 22)

Anhang B. Héufig verwendete Bezeichnungen

Ein positiver Teiler von D, eine Spitze von ['q(D)
Eine verallgemeinerte Kloostermansumme (S. 16)
Eisensteinreihe in My (D, xp) zur Spitze D; (S. 16)
Eine gewisse Linearkombination der E”(2) (S. 17)
r-te Poincaréreihe vom Gewicht 2 mit Charakter yp in der Spitze
Dy (S. 18)
Eine gewisse Linearkombination der GP'(z) (S. 18)
Der n-te Fourierkoeffizient von P,(2)
Eine gewisse Linearkombination der H”'(m,n) (S. 19)
Petersson-Skalarprodukt (S. 19)
Der reell-quadratische Zahlkérper Q(v/D)
Der Ring der ganzen Zahlen in K
Die Differente in K
Konjugation in K
Die Norm von z € K
Die Spur von x € K
= (% %) fiir eine Matrix mit Eintrigen aus K
= (4 3), die Transponierte einer Matrix
a —b
“ \—c d
Die( Hilbe)rtsche Modulgruppe zu K
= (H x H)/Tx
Eine negative ganze Zahl
Hiufig = |m|/D
Heegnerdivisor der Diskriminante m auf H x H (S. 21)
Poincaréreihe zu H(m) (S. 22)
Siehe Seite 22
Siehe Seite 23
Teilsumme von ®,,(z1, 22, ) (S. 26)
Représentantensystem, siehe Seite 27
Hilfsfunktion (S. 27)
Der v-te Fourierkoeffizient von H?(z;, )
Exponentialsumme, siehe Seite 27
Eine gewisse Teilmenge von H x H (S. 28)
= max(|r], |ra|) fiir r1,7 € R
= min(|ry|, |ro]) fiir r,72 €R
Gruppe der Einheiten ¢ € O mit ¢ > 0, N(g) =1
Konstanter Term der Laurententwicklung von f(s) an der Stelle a
(S. 37)
= Cs—1 [P (21, 22, 8)]
gewisse Fourierkoeffizienten, siehe Seite 37
Siehe Seite 40
Siehe Seite 42

] (I)m(zl, ZQ) - fm(zla ZQ)
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Eine Zusammenhangskomponente von H x H — S(m)
Ayp + Nyg > 0 fiir alle (21, 20) € W

Siehe Seite 44

Ein Borcherdsprodukt

Ein normaler irreduzibler komplexer Raum

Der Trager des Disisors D

Gruppe aller Divisoren auf X

Untergruppe der Hauptdivisoren in D(X)
Divisorklassengruppe von X

Heegnerdivisor der Diskriminante m auf X/T" (S. 49)
Modifizierte Divisorklassengruppe (S. 50)

Bild von Y (m) in C1(X/T)

Z-Modul aller f € Sy(D, xp) mit Fourierkoeffizienten aus Z
Das Funktional f =" ., a,e(nz) — a.(f) = a, (S. 50)
Der von den a, erzeugte Untermodul im Dual von S(D, xp)
Der Homomorphismus A(D, xp) — Cl(Xx) (S. 51)
Die Chernsche Klasse des Divisors D

Zweite Kohomologiegruppe (S. 52)
Eisensteinkohomologie

Quadratintegrierbare Kohomologie

Universelle Kohomologie

Cuspidale Kohomologie

»Symmetrischer Teil“ von H}L (Xx,C) (S. 53)
={(M',M*); M €Tk} <SlL(R) x Sly(R)
Poincaréreihe (S. 53)

Chernklassenabbildung Cl, (Xx) — HEL (X, C) (S. 55)
Poincaréreihe (S. 57)

Kernfunktion der Doi-Naganuma-Liftung (S. 57)
Doi-Naganuma-Liftung Sy(D, xp) — S2(T'x) (S. 58)
Teilrdume von So(D, xp) (S. 60)

Teilrdiume von A(D, xp) (S. 60)

Besselfunktion erster Art (S. 63)

Modifizierte Besselfunktion (S. 63)

Modifizierte Besselfunktion (S. 63)

Gauflsche hypergeometrische Funktion (S. 64)
Legendrefunktion (S. 64)
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