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Sei f € My(To(N)). Fir g = (25) € GL; (Q) schreiben wir

det(g)"/2

M9(2) = (o7 + gy 1(92)

Da f(z) = f| (} 1) (2) = f(z + 1) haben wir die Fourierentwiklung

_ Z anqn, qg= 627”'2.

n>0
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Sei ¢ = 2 € Q eine Spitze von Xp(N) und g = (25) € SL,(Z) eine

Matrix die oo auf ¢ abbildet.

Die Funktion f|g ist nicht unbedingt invariant unter z — z + 1.

Aber unter z — z 4+ w, wobei w = W’;’QN) die Weite der Spitze c¢ ist.

Daraus folgt, dass f|g eine Fourierentwicklung der Form
flo(z) = > a(m gy, qu=e"

n>0

hat. Die Entwicklung hangt von der Wahl von v ab. Wenn oo = ¢ und
b(n, ¢) die Fourierkoeffizienten von f|3 sind, gilt fir ein m € N

a(n,c) = ¢;"b(n,c).
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Wie berechnet man a(n, ¢)? Erste Methode

Sei f =" anq" eine Neuform.

@ Dann ist f eine Eigenfunktion von Wy = ( 9, {) mit Eigenwert

A(f) = £1. Somit gilt
0o 1\ 1.0\ _ A,/ 2y A .
f <—1 o) = Wy <o N) - Nk/2f<N) = iz 2 @R

@ Allgemeiner: Sei M|N mit gcd(M,N/M) = 1. Auf My (To(N))
operieren die Atkin—Lehner Operatoren W), die oo auf % abbilden.
Neuformen sind wieder Eigenfunktionen und somit bekommt man
die Fourierentwicklung bei % aus dem Eigenwert A\y(f) = £1.

Wenn N quadratfrei ist bekommt man damit alle Fourierentwicklungen.
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Anwendungen

Sei E/Q eine elliptische Kurve vom Fihrer N und ¢ : Xp(N) — E eine
modulare Parametrisierung. Also qilt ¢*wg = cfgdz, wobei
fe = > anq" die zu E gehdrige Neuform ist.

Lemma

Sei ¢ = & eine Spitze von Xp(N). Dann ist der Verzweigungsgrad von ¢
bei ¢ gegeben durch

ey(c) = min({n: a(n;c) # 0}).

Korollar
Wenn N quadratfrei ist, ist ¢ an den Spitzen unverzweigt.

Satz (Brunault)
Wenn fg twist-minimal ist, ist ¢ an den Spitzen unverzweigt.
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Anwendungen

@ Wenn man alle Fourierentwicklungen von f kennt, kennt man die
Komponenten vom Lift von f zu einer vektorwertigen Form zur
Weil-Darstellung.

@ Berechnung der lokalen Wurzelzahlen \y(f).

@ Sei f eine Neuform. Wir kénnen ihr eine irreduzible automorphe
GL,(Ag)-Darstellung zuordnen:

f»—>7rf:7roo®®7rp
p

Too h@ngt nur vom Gewicht von f ab.
mp kann man durch die Fourierkoeffizienten von f bei Spitzen
bestimmen (N.—Dickson).
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Wie berechnet man a(n, ¢)? Zweite Methode

Seien ¢, 1) Dirichlet Charaktere modulo M; bzw. M, und t > 1:

Elcfmﬁ f( e¢”/’ tyo Z n)n’ 19" e M (To(My Mat), 1),

m,n>1

Satz (Dickson—N. 2016)

Wenn N = N'p3g® ist mit N’ quadratfrei, die Eisensteinreihen und
Produkte von zwei Eisensteinreihen M (I'o(N)) fur k > 2. Fir k =2
erzeugen sie den Unterraum der von & (Io(N)) und den kuspidalen
Eigenformen f, mit L(f, 1) # 0 erzeugt wird.

Weisinger (1977) hat die Fourierentwicklungen der Ef”w’t an allen
Spitzen berechnet.
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Wie berechnet man a(n, ¢)? Zweite Methode
Berechnung von Fourierentwicklung von f:
https://github.com/michaelneururer/products-of-eisenstein-series
Beispiel: f11, die Neuform in Sp(11).
@ Schritt 1: Berechne Darstellung von f als Linearkombination von
Produkten von Eisensteinreihen:

N g (1T 1¢31¢
f11<f4>EE f4EE

¢ ist der Charakter modulo 11 der 2 auf (19 abbildet.
Das kann man berechnen, da man auf beiden Seiten nur endlich
viele Koeffizienten vergleichen muss.

@ Schritt 2: Dann ist

_ (1N pey, . 10 S e g1
f11’9—<\[ 4>E1 9 E"lg - f 2) B9 B g

und man bekommt die Fourierentwicklung aus Weisinger’s
Formeln.
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Beispiel

N = 3% = 243, k = 4: Die Funktion
foas = 9 — 3% + q* +39° — 109" + 21¢° + O(q'°)

ist eine Neuform der Stufe 243 und eine Linearkombination von 79
Produkten von Eisensteinreihen.

Die Fourierentwicklung bei den Spitzen 1, &, 2> und g ist

foas| (39) = o35 (3% + Bap) a7 — 331,05, + O(a3,))
fasl (39) =& ((C3F = ¢&)as +3(—C1 + (sa) G2 + Cliah + O(a3)) .
foazl (27 9) = (oq — 3¢50 + (39" + 3¢59° + O(q®),
basl (g19) =—(G+1)g—3Gg — (G +1)9* +3Ga° + O(q°).
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Bemerkungen

@ Schritt 1 dauert sehr lange, da man ein riesiges
Gleichungssystem Uber einem riesigen Zahlkérper |6sen muss.

@ Henri Cohen hat die gleiche Idee in pari integriert (momentan nur
in der Entwicklerversion), au3er dass die Rechnungen tber C
gemacht werden und dann am Ende die Koeffizienten mit dem
LLL-Algorithmus zu algebraischen Zahlen konvertiert werden.
Vorteil: VIEL schneller.

Nachteil: Das Ergebnis ist nur richtig wenn die Prazision stimmt.
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Verbesserungen: Schritt 1 (Gewicht 2)
Statt £ kann man

FrP=ct D (G + (0G0l
m,n>1,m=amod N
benutzen. Die erfiillen bei / = 1, F3°|g = F{&29.
Satz (Borisov—Gunnells 2000)

Produkte von F,O’b erzeugen den Unterraum von
Mo(F1(N))/E2(T1(N)), der von Eigenformen f mit L(f, 1) # 0 erzeugt
wird.

Seien Ey die Elemente der Ordnung N in (Z/NZ)?. Die Abbildung
p: En = Mz(T1(N))/€2(T1(N)),

() = FOUEDY

erfallt p(u, v) + p(v, —u) = 0und
/’L(Ua V) + IU’(V7 —u— V) + M(—U -V, U) =0.
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Flr Mo(N) benutzen wir lieber o = trr, n)/ro(v) #4- Aus den Relationen
folgt, dass g sich faktorisiert:

En Ma(To(N))/E2(To(N))

110
\ o

Hy(Xo(N), {Spitzen},Z)

wobei £(u, v) = {g0, goo} die Klasse der Geodate von g0 nach goo ist
mitg = (5 3).

Satz (Borisov—Gunnells)

o ist Hecke-aquivariant. J
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Fur die Neuform f findet man in Hy (Xp(N), {Spitzen}, Z) zwei
zugehorige Klassen, o(f)* mit den gleichen Hecke Eigenwerten wie f.
Aus der Hecke-Aquivarianz von i, folgt,

oo (F)*) = cf + E.

fir c € Cund E € &(Mo(N)).
Die Konstante c ist # 0 genau dann wenn L(f,1) # 0. FUr f mit
L(f,1) = 0 wendet man den Algorithmus in Gewicht 4 auf 2 an.
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Verbesserungen: Welcher Zahlkérper?

Die Spitze ¢ = 2 € Xo(N) ist Uber Q((geq(c,n/c)) definiert.
Das heif3t nicht, dass Fourierentwicklungen von rationalen
Modulformen Koeffizienten in dem Kérper haben.

Satz (Brunault-N.)

Sei f € Mg(lo(N)) eine Modulform mit Koeffizientenkérper K und
g = (25) € SLy(Z). Dann hat f|g Koeffizienten K¢(¢y) mit
M = lem(N/ gcd(cd, N)).

Korollar
Fur f € Mg(To(N)) und eine Spitze ¢ = 2 findet man eine Matrix g mit
goo = ¢, sodass f|g Koeffizienten in Q(¢y) hat mit M = C,g+(,\,£),

wobei ¢’ der groBte Teiler von N ist der teilerfremd zu c ist, hat.
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Offene Fragen

@ Wie schreibt man o(f)* als Summe von méglichst wenigen
Manin-Symbolen {g0, goo}.
@ Welche Nenner treten in Fourierentwicklungen auf?
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Danke fiir eure Aufmerksamkaeit.
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