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Einleitung / Wiederholung

Definition

Für eine Geodäte L von Γ definieren wir

Ehyp
L pz , sq “

ÿ

γPΓLzΓ

coshpdhyppγz ,Lqq´s , z P H,Repsq ą 1,

die hyperbolische Eisenstein Reihe zur Geodäte L.

Definition

Für einen Punkt w P H definieren wir

E ell
w pz , sq “

ÿ

γPΓw zΓ

sinhpdhyppγz ,wqq
´s , z P M,Repsq ą 1,

die elliptische Eisenstein Reihe zur Geodäte L. Hierbei ist
M :“ H z Γw .
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Heegner Punkte und Geodäten

§ Sei V “ R3 und pL, qq das Gitter Z3 in V versehen mit der
ganzen quadratischen Form

qpx , y , zq “ xy ´ z2

der Signatur p1, 2q.

§ Die entsprechende Grassmannsche ist gegeben durch

GrpV q “ tU Ď V lin. Unterraum: dimpUq “ 2, q|U ă 0u.

§ Es ist GrpV q – H und SO0pqq – SL2pRq{t˘1u.

§ Die folgenden beiden Wirkungen sind miteinander kompatibel:

SO0pqq ü GrpV q und SL2pRq ü H.
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Heegner Punkte und Geodäten

§ Sei h “ px , y , zq P Z3 mit qphq “ m ą 0.

§ Dann definiert Uh :“ hK einen Punkt in GrpV q. Dieser
entspricht in H dem Punkt

τh :“
z

y
` i

?
m

|y |
.

Wir nennen τh einen Heegner Punkt der Stufe m.

§ Sei h “ px , y , zq P Z3 mit qphq “ m ă 0.

§ Betrachte die Menge Lh :“ tU P GrpV q : h P Hu. Diese
entspricht in H der Geodäten

Lh :“ tτ P H : x ` y |τ |2 ´ 2z Repτq “ 0u.

Wir nennen Lh eine Heegner Geodäte der Stufe m.
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Heegner Punkte und Geodäten

§ Für 0 ‰ m P Z operiert die Gruppe

SO0pq,Zq :“ SO0pqq X SL3pZq

auf auf den Heegner Punkten bzw. Geodäten der Stufe m.

§ In unserem Fall ist SO0pq,Zq – SL2pZq{t˘1u.

§ Für qpx , y , zq “ Nxy ´ z2 mit N quadratfrei erhält man zum
Beispiel SO0pq,Zq – Γ˚0pNq{t˘1u mit

Γ˚0pNq “

"ˆ

a
?
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?
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cN{
?
Q d

?
Q

˙

P SL2pRq :
a, b, c , d P Z

Q|N

*

.
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Hyperbolische und elliptische Eisenstein Reihen der Stufe m

Definition

Für m ă 0 definieren wir

Ehyp
m pz , sq “

ÿ

L Heegner Geodäte
der Stufe m modulo Γ

Ehyp
L pz , sq, z P H,Repsq ą 1,

die hyperbolische Eisenstein Reihe der Stufe m.

Definition

Für m ą 0 definieren wir

E ell
m pz , sq “

ÿ

τ Heegner Punkt
der Stufe m modulo Γ

E ell
τ pz , sq, z P M,Repsq ą 1,

die elliptische Eisenstein Reihe der Stufe m. Hierbei ist
M :“ H z

Ť

τ Γτ .
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Die hyperbolische Eisenstein Reihe als Theta-Lift

Satz

Sei m eine negative ganze Zahl. Dann ist

xPmp ¨ , s ` 1{4q,Θp ¨ ,wqy “
Γpsq

p4π|m|qs
Ehyp
m pw , 2sq

für w P H und Repsq ą 3
4 .

Dabei ist

Pmpz , sq “
ÿ

γPΓ8zΓ0pNq

νDpγq

ˆ

cz ` d

cz ` d

˙1{4

Impγzqse pmγ zq

für z P H und Repsq ą 1
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e
`
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Beweisskizze

xPmp ¨ , s ` 1{4q,Θp ¨ ,wqy

“

ż

Γ8zH
y s`1epmzqΘpz ,wqdνpzq

“

ż 8

0
y s´1

ÿ

hPZ3

e
`

iypq`w phq ´mq
˘

ż 1

0
e pxpm ´ qphqqq dx dy
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Beweisskizze

Wir haben also

xPmp ¨ , s ` 1{4q,Θp ¨ ,wqy “
Γpsq
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Lemma

Sei m eine negative ganze Zahl. Dann ist

pq`w phq ´mq´s “
2Γp2sq

p8|m|qsΓpsq2

ż

Lh

coshpdhyppw , τqq
´2s dshyppτq

für w P GrpV q, h P Z3 mit qphq “ m und Repsq ą 1
2 .



Beweisskizze

Wir haben also

xPmp ¨ , s ` 1{4q,Θp ¨ ,wqy “
Γpsq

p2πqs

ÿ

hPZ3

qphq“m

pq`w phq ´mq´s .

Lemma

Sei m eine negative ganze Zahl. Dann ist

pq`w phq ´mq´s “
2Γp2sq

p8|m|qsΓpsq2

ż

Lh

coshpdhyppw , τqq
´2s dshyppτq

für w P GrpV q, h P Z3 mit qphq “ m und Repsq ą 1
2 .



Beweisskizze

Wir haben also

xPmp ¨ , s ` 1{4q,Θp ¨ ,wqy “
Γpsq

p2πqs

ÿ

hPZ3

qphq“m

pq`w phq ´mq´s .

“
2Γp2sq

p16π|m|qsΓpsq

ÿ

hPZ3

qphq“m

ż

Lh

coshpdhyppw , τqq
´2s dshyppτq

Die Gruppe SO0pq,Zq – SL2pZq wirkt auf th P Z3 : qphq “ mu.
Schreibe

th P Z3 : qphq “ mu “
ğ

iPI

SO0pq,Zqhi

und setze Γi :“ tγ P Γ: γ.hi “ hiu, Li :“ Lhi . Weiter ist
Lγ.hi “ γLi . Es folgt

“
2Γp2sq

p16π|m|qsΓpsq

ÿ

iPI

ż

Li

ÿ

γPΓi zΓ

coshpdhyppγw , τqq
´2s dshyppτq.



Beweisskizze

Wir haben also

xPmp ¨ , s ` 1{4q,Θp ¨ ,wqy “
Γpsq

p2πqs

ÿ

hPZ3

qphq“m

pq`w phq ´mq´s .

“
2Γp2sq

p16π|m|qsΓpsq

ÿ

hPZ3

qphq“m

ż

Lh

coshpdhyppw , τqq
´2s dshyppτq

Die Gruppe SO0pq,Zq – SL2pZq wirkt auf th P Z3 : qphq “ mu.

Schreibe
th P Z3 : qphq “ mu “

ğ

iPI

SO0pq,Zqhi

und setze Γi :“ tγ P Γ: γ.hi “ hiu, Li :“ Lhi . Weiter ist
Lγ.hi “ γLi . Es folgt

“
2Γp2sq

p16π|m|qsΓpsq

ÿ

iPI

ż

Li

ÿ

γPΓi zΓ

coshpdhyppγw , τqq
´2s dshyppτq.



Beweisskizze

Wir haben also

xPmp ¨ , s ` 1{4q,Θp ¨ ,wqy “
Γpsq

p2πqs

ÿ

hPZ3

qphq“m

pq`w phq ´mq´s .

“
2Γp2sq

p16π|m|qsΓpsq

ÿ

hPZ3

qphq“m

ż

Lh

coshpdhyppw , τqq
´2s dshyppτq

Die Gruppe SO0pq,Zq – SL2pZq wirkt auf th P Z3 : qphq “ mu.
Schreibe

th P Z3 : qphq “ mu “
ğ

iPI

SO0pq,Zqhi

und setze Γi :“ tγ P Γ: γ.hi “ hiu, Li :“ Lhi . Weiter ist
Lγ.hi “ γLi . Es folgt

“
2Γp2sq

p16π|m|qsΓpsq

ÿ

iPI

ż

Li

ÿ

γPΓi zΓ

coshpdhyppγw , τqq
´2s dshyppτq.



Beweisskizze

Wir haben also

xPmp ¨ , s ` 1{4q,Θp ¨ ,wqy “
Γpsq

p2πqs

ÿ

hPZ3

qphq“m

pq`w phq ´mq´s .

“
2Γp2sq

p16π|m|qsΓpsq

ÿ

hPZ3

qphq“m

ż

Lh

coshpdhyppw , τqq
´2s dshyppτq

Die Gruppe SO0pq,Zq – SL2pZq wirkt auf th P Z3 : qphq “ mu.
Schreibe

th P Z3 : qphq “ mu “
ğ

iPI

SO0pq,Zqhi

und setze Γi :“ tγ P Γ: γ.hi “ hiu, Li :“ Lhi .

Weiter ist
Lγ.hi “ γLi . Es folgt

“
2Γp2sq

p16π|m|qsΓpsq

ÿ

iPI

ż

Li

ÿ

γPΓi zΓ

coshpdhyppγw , τqq
´2s dshyppτq.



Beweisskizze

Wir haben also

xPmp ¨ , s ` 1{4q,Θp ¨ ,wqy “
Γpsq

p2πqs

ÿ

hPZ3

qphq“m

pq`w phq ´mq´s .

“
2Γp2sq

p16π|m|qsΓpsq

ÿ

hPZ3

qphq“m

ż

Lh

coshpdhyppw , τqq
´2s dshyppτq

Die Gruppe SO0pq,Zq – SL2pZq wirkt auf th P Z3 : qphq “ mu.
Schreibe

th P Z3 : qphq “ mu “
ğ

iPI

SO0pq,Zqhi

und setze Γi :“ tγ P Γ: γ.hi “ hiu, Li :“ Lhi . Weiter ist
Lγ.hi “ γLi .

Es folgt

“
2Γp2sq

p16π|m|qsΓpsq

ÿ

iPI

ż

Li

ÿ

γPΓi zΓ

coshpdhyppγw , τqq
´2s dshyppτq.



Beweisskizze

Wir haben also

xPmp ¨ , s ` 1{4q,Θp ¨ ,wqy “
Γpsq

p2πqs

ÿ

hPZ3

qphq“m

pq`w phq ´mq´s .

“
2Γp2sq

p16π|m|qsΓpsq

ÿ

hPZ3

qphq“m

ż

Lh

coshpdhyppw , τqq
´2s dshyppτq

Die Gruppe SO0pq,Zq – SL2pZq wirkt auf th P Z3 : qphq “ mu.
Schreibe

th P Z3 : qphq “ mu “
ğ

iPI

SO0pq,Zqhi

und setze Γi :“ tγ P Γ: γ.hi “ hiu, Li :“ Lhi . Weiter ist
Lγ.hi “ γLi . Es folgt

“
2Γp2sq

p16π|m|qsΓpsq

ÿ

iPI

ż

Li

ÿ

γPΓi zΓ

coshpdhyppγw , τqq
´2s dshyppτq.



Der elliptische Fall

Können wir für positive ganze m etwas ähnliches machen?

Die Gleichheit

xPmp ¨ , s ` 1{4q,Θp ¨ ,wqy “
Γpsq

p2πqs

ÿ

hPZ3

qphq“m

pq`w phq ´mq´s

gilt für m P Z, m ‰ 0.

Lemma

Sei m eine positive ganze Zahl. Dann ist

q`w phq `m “ 2m coshpdhyppw , τhqq
2

für w P GrpV q und h P Z3 mit qphq “ m.
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Der elliptische Fall
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xPmp ¨ , s ` 1{4q,Θp ¨ ,wqy “
Γpsq

p2πqs

ÿ

hPZ3

qphq“m

pq`w phq ´mq´s

gilt für m P Z, m ‰ 0.
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Sei m eine positive ganze Zahl. Dann ist

q`w phq ´m “ 2m sinhpdhyppw , τhqq
2

für w P GrpV q und h P Z3 mit qphq “ m.



Der elliptische Fall

Zuvor hatten wir
ż 8

0
y s´1e

`

iypq`w phq ´mq
˘

dy “
Γpsq

p2πqs
pq`w phq ´mq´s .

Nun ist
ż 8

0
y s´1e

`

iypq`w phq ´mq
˘

dy

“

#

Γpsq
p2πqs pq

`
w phq ´mq´s , q`w phq ´m ą 0

8 , q`w phq ´m ď 0.

Sei qphq “ m. Dann ist q`w phq ´m “ ´2qphw q ě 0 und

qphw q “ 0 ðñ hK “ w ðñ
w ist Heegner Punkt

der Stufe m
.
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Der elliptische Fall

Wir können daher schreiben

ÿ

hPZ3

qphq“m

sinhpdhyppw , τhqq
´2s

“
p4mπqs

Γpsq

ż 8

0
y s´1

ÿ

hPZ3

qphq“m

e
`

iypq`w phq ´mq
˘

dy
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y s´1

ÿ

hPZ3

e
`

iypq`w phq ´mq
˘

¨

ż 1

0
e pxpm ´ qphqqq dxdy

“
p4mπqs

Γpsq

ż 8

0

ż 1

0
y s´1epmzqΘpz ,wqdxdy

“
p4mπqs

Γpsq
xPmp ¨ , s ` 1{4q,Θp ¨ ,wqy

.
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Wir können daher schreiben
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“
p4mπqs

Γpsq

ż 8

0
y s´1
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hPZ3

e
`

iypq`w phq ´mq
˘

¨

ż 1

0
e pxpm ´ qphqqq dxdy
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p4mπqs
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ż 8

0
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0
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“
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xPmp ¨ , s ` 1{4q,Θp ¨ ,wqy .

Dies liefert tatsächlich ein ähnliches Resultat für elliptische
Eisenstein Reihen positiver Stufe.



Vielen Dank für eure Aufmerksamkeit!
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