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Harmonische MaaB3 Formen

Harmonische MaaBB Formen

> Sei A = —y? (aa_; + 53_;2> + iky <a% + a%) der hyperbolische
Laplace-Operator von Gewicht k (€ %Z).

Definition
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Harmonische MaaB3 Formen

Die Fourierentwicklung

Lemma (Bruinier/Funke)
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Notation - Abkiirzungen fiir die verschiedenen Raume

Wir setzen:
» Mj(p) := Raum der Modulformen von Gewicht k zu T'y(p)
> Sk(p) := Raum der Spitzenformen von Gewicht k zu T'y(p)

» M (p) :== Raum der schwach holomorphen Modulformen von Gewicht k zu
Lo(p)
> Hj(p) := Raum der harmonischen MaaB3 Formen von Gewicht k zu I'g(p)
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Harmonische MaaB3 Formen

Beziehung zu klassischen Modulformen

Lemma (Bruinier/Funke)
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Bruinier/Ono

»-Erzeugendenreihen® fiir L(G, xa,1) und L'(G, xa, 1)

G e Sz(p)

Shimura

f € Hy(4p)-% g € S5 (4p)

Satz (Bruinier/Ono)
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Bruinier/Ono

»Erzeugendenreihen® fir L(Gg, xa, 1) und L'(Gg, xa, 1)

Gg € Sz(p)

Shimura

f € Hy(4p) =g € S5 (4p)
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»Erzeugendenreihen” fiir L(Gg, xa,1) und L'(Gg, xa, 1)

GE S Sz(p)

ShimuraT

512
f € Hy(4p)—>g € S5 (4p)

GE S Sz (p)
ShimuraT

512
f € Hy(4p)—">g € S3(4p)

&
F e Ho(p)—O>GE S Sz(p)
Shimura

31
f € Hy(4p)—Lsg € S5 (4p)
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Bruinier/Ono

»Erzeugendenreihen® fir L(Gg, xa, 1) und L'(Gg, xa, 1)

F € Ho(p)—2>Gp € Sa(p)

T4 Shintani

f € Hy(4p) -2 g € S5 (4p)
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Ein kanonisches Urbild von G € S5(p) unter &,

» Sei E eine elliptische Kurve Uber Q. Esist E ~ C/Ag, Ag Gitter in C.
» Sei ( die WeierstraBsche (-Funktion und definieren
™
“(z,Ag) = C(Ag;2) — S(A -—7Z
C (Z7 E) C( E;Z) ( E)Z a(AE)Z’
wobei S(Ag) ~ Eisensteinreihe von Gewicht 2 und a(Ag) Flache eines
Fundamentalparallelogramms.
» Definieren das Eichler-Integral von F durch

Ep(z) == —2mi /100 Gg(r)dr = i agp(n) q".

n

n=1

Satz (Guerzhoy, (AGOR))

Es gibt eine schwach holomorphe Modulfunktion Mg (z) auf Io(p) mit
algebraischen Fourierkoeffizienten, sodass Wg(z) = ¢*(Ag, E(2)) — Mp(z)
eine harmonische MaaB Form von Gewicht 0 ist.
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AGOR/Alfes

Die Liftung Z_,

Bruinier/Funke Twisten (A./Ehlen) A.
ETAGE 2 O/Z
[ S
N4
- E
L O
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Die Liftung Z_,

Sei 7 € H und —d negative FD. Betrachte flr F' € Hy(p) (mit verschwindenden
konstanten Koeffizienten in allen Spitzen):

T_g(rF) = / WPz ).

> O_,4(T, z,1¥xm) hat Gewicht 0 in z.
> @_d(T, 2, wKM) hat Gewicht 1/2 inT.
> ©_4(T, z,1%km) Wachst gut in den Spitzen = Integral konvergiert.
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Die Liftung Z_,

» —d < 0und A > 0 Fundamentaldiskriminanten (FD)

> ag € H CM Punkt, d.h. Nullstelle einer bindren ganzzahligen quadratischen
Form Q(z,y) = ax?® + bxy + cy? (mit —dA = b? — 4ac)

» Definieren getwistete Spuren

t_a(F;A) = > xa(@F(ag).

QeTo(p)\Q—an,p

Satz (A.)

Sei F' € Hy(p) (mit verschwindenden konstanten Koeffizienten in allen Spitzen und
mit F(—1/(pz)) = F(z)). Dannist Z_4(7, F') eine harmonische MaaB3 Form von
Gewicht 1/2 fir T'y(4p). Der A-te Koeffizient des holomorphen Teils von Z_ (7, F')
ist gegeben durch

Vd

mt_d(F; A).
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AGOR/Alfes

Allgemeines Theorem uber diese Art von Lifts

Bemerkungen:
> Bruinier/Ono: Ly s , [(R_2.F(2))O(7, z, okm)dp(T) € H_1 2(4p).
» Koeffizienten des holomorphen Teils gegeben durch getwistete Spuren von
CM Werten von R*F'.
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AGOR/Alfes

»Erzeugendenreihen® fir L(Gg, xa, 1) und L'(Gg, xa, 1)

Satz (A.)
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AGOR/Alfes

Ein Beispiel - die elliptische Kurve 37al

> By =42’ —dr+1
> Gp(2) = q—2¢> = 3¢> +2¢" — 2¢° +64° + - -- € 53 (T(37))

Al p(d) L'(E(A),1) rank(E(A)(Q))
I | —0.2817617849. .. 0.3059997738 . .. 1
12 | —0.4885272382... 4.2986147986 ... 1
21 | —0.1727392572... 9.0023868003.. .. 1
28 | —0.6781939953. .. 4.3272602496 . .. 1
33 0.5663023201 . .. 3.6219567911. .. 1
1489 9 0 3
4393 66 0 3

(Berechnet mit Sage von Stephan Ehlen und Fredrik Strémberg.)
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Harmonische MaaBB Formen und Perioden

Koénnen schreiben

Pl) = <—2iz /,, & (F)dz + 2mi /p ’ D(F)dz),

und damit ist die getwistete Spur von F' gegeben durch

3 <_2ii/:dmclz+2m /pz_d D(WE)dz>.

z_a€Z_a(A)

» Noch ein alternativer Beweis?

Periode eines Differentials 3. Ordnung

» Vergleich mit Ergebnissen von Jan: ¢;(A) = e Periode
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